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Vorwort.

Inhalt und Darstellung der ,Ingenieur-Mechanik“, dessen erster
Band hier vorliegt, schopfen aus einer doppelten Quelle. Zunéchst
aus den Repetitorien, die ich fiir die Studierenden der Technischen
Hochschule aus dem Gebiet der technischen Mechanik gebe, sowie
aus jenen Fachgebieten, die sich auf ihr aufbauen; der reine Seminar-
charakter dieser Examensvorbereitung machte mich bald bekannt
mit der Denkweise der Studierenden. Und ebenso aus der steten
Fithlung, die mich mit meinen ehemaligen Schiilern verbindet; sie
hilt mich stets vertraut mit den Forderungen, die die Praxis an
den wissenschaftlich arbeitenden Ingenieur stellt, und deswegen wie-
der mit jenen, die der Ingenieur gegeniiber einem Werk erheben
kann und wird, das ihm Lehrbuch sein soll und gleichzeitig Nach-
schlagewerk. Dafl mir wihrend meiner Lehrtitigkeit an der neu-
errichteten Technischen Hochschule Drontheim Gelegenheit geboten
wurde, meine Erfahrungen fiir den Unterricht in Ingenieur-Mechanik
zu verwerten, war mir iiberaus willkommen. Die dabei gewonnenen
neuen Erfahrungen sind sicher nicht die letzten Elemente fiir die Dar-
stellung und die Abgrenzung des Stoffes der , Ingenieur-Mechanik“. Das
Charakteristische dieser Lehrtitigkeit war die besondere Betonung
der seminaristisch abgehaltenen Ubungen, denen die Studierenden
in Gruppen anwohnten. Es war fiir mich eine Freude, wie meine
Schiiler nach einem anfinglich ganz unzweideutig geoffenbarten Mif3-
trauen gegen die als allzu theoretisch verrufene deutsche technische
Wissenschaft schlieBlich mit Lust und Eifer auch an theoretisch
recht verwickelte Stoffe sich heranwagten, nachdem ihnen der jeder-
zeitige Ausblick auf die Anwendung der Theorie in der Praxis und
umgekehrt die stetige Herubernahme des téglichen praktischen Le-
bens als Untergrund der Beispiele und Ubungen den Wert des

wissenschaftlich-technischen Unterrichtes gezeigt hatte.
%



v Vorwort.

Darstellung und Inhalt sind bestimmt und begrenzt durch die be-
reits gezeichneten Forderungen des Ingenieurs. Den Nachdruck lege
ich auf eine moglichst anschauliche Behandlung sowie auf die Einflech-
tung von zahlreichen Beispielen und Aufgaben, erstere zur Erlaute-
rung des jeweils besprochenen Themas, diese als Ubungsstoff. In
der Natur der Dinge liegt es wieder, daBl gerade im ersten Band
die anschauliche Behandlung in den Vordergrund treten mufB; frei-
lich wird sie im Verein mit der Fiille der Beispiele und Aufgaben
dem Buch eine eben nicht zu umgehende Breite geben. Aber man
beachte das Ziel: mit einem geringsten Aufwand geistigen Schaffens
soll der Leser sich ein Hochstmaf} erreichbaren Wissens vermitteln; und
urteile dann, ob noch viele andere Wege zu diesem Ziele leiten. Weiter
beachte man noch, daB eine Mechanik fiir Ingenieure eine vor-
wiegend graphische sein muf}; soll aber dieser graphischen Behand-
lung nicht die Gefahr erwachsen, daB sie rein handwerksmaBig wird
und schablonenbaft, dann miissen Wort und Bild von Anfang an
weit ausholen. Die gleichen Erwigungen gelten fiir die heute nicht
mehr zu umgehende Verwendung der Vektoren, deren Einfiihrung
eine sorgfiltige Behandlung verlangt, um sie dem Ingenieur nicht
nur verstdndlich, sondern mit der Zeit auch vertraut und schlieflich
unentbehrlich zu machen. Die Vektoren steigen im Wert eben leider
erst in den schwierigeren Teilen der Mechanik, bei Beginn eines
technisch-mechanischen Studiums ist dem Studierenden der Wert der
vektoriellen Rechnung gegeniiber der gewdhnlichen analytischen nur
schwer plausibel zu machen. Fiir die Abgrenzung des Stoffes galt
mir als erstes Gesetz: Nicht mehr, als der Ingenieur in praktischer
wie wissenschaftlicher Hinsicht bendtigt. Fir den Gebrauch der
»Ingenieur-Mechanik® als Nachschlagewerk werden in einem eigenen
Teil in Verbindung mit einer Formelsammlung alle in Betracht kom-
menden Tabellen erscheinen; ihre Einrichtung soll ein méglichst ein-
faches Nachschlagen ermoéglichen. Jeder Band hat iiberdies noch ein
eigenes ausfiihrliches Sachverzeichnis.

Von der iiblichen Einteilung des Stoffes abweichend beginnt die
»Ingenieur-Mechanik“ mit der Statik starrer Korper. Einmal setzt
diese keine Kenntnisse der hoheren Mathematik und insbesonders
der hoheren Analysis voraus; es war mir daher auch moglich, in
vier aufeinanderfolgenden Semestern, vom ersten Semester an be-
reits beginnend, den iiblichen Stoff der Ingenieur-Mechanik vorzu-
tragen. . Weiter war fiir mich mafigebend die Erkenntnis, daB die



Vorwort. v

allgemeinen Gesetze der Mechanik sich fast durchweg auf zwei ein-
fache Prinzipien zuriickfiihren lassen, auf die lineare und polare Zu-
ordnung zwischen Ursache und Wirkung. Die Statik starrer Kérper
stellbte ich an die Spitze, weil sie nur mit den einfachst mdglichen,
den linearen Zuordnungen, arbeitet. Nebenbei spielt noch die Er-
wagung mit, daBl die Statik starrer Korper an sich keine verwickelten
Probleme stellen kann, wenn nicht rdumliche Vorstellungen sie er-
schweren; sie bietet daher die beste Gelegenheit, mit den Grund-
begriffen der Mechanik — Resultante, Arbeit, Moment — durch zahl-
reiche Beispiele und Ubungen sich vollkommen vertraut zu machen.
Der zweite und dritte Band werden von der gesamten Mechanik
starrer und nichtstarrer Korper die einzelnen Teile (Massenmoment,
Schwerpunkt, Reibung, Hydrostatik, Dynamik starrer Kérper, Hydro-
dynamik, Festigkeitslehre, Fachwerke, Erddruck, Stiitzmauern, Pfeiler,
Gewdlbe, einfachere Eisenbetonkonstruktionen, einfachere Tragkon-
struktionen) soweit bringen, als sie den gewdhnlichen tiglichen Forde-
rungen des Ingenieurs geniigen. Der vierte Band bringt die Erweite-
rung der Festigkeitslehre und Dynamik fiir Tiefbau-, Maschinen- und
Elektroingenieure.

Miinchen, den 10. Januar 1919.

Heinz Egerer.

Anleitung zum Studium

des Werkes: Das Hauptaugenmerk ist auf die selbstindige Losung
der Aufgaben zu richten. Folgenden Erfahrungssatz bitte ich recht
einzuprigen: Eine einzige vom Anfang bis zum Ende selbstindig
geloste Aufgabe ist mehr wert als zwanzig ,verstandene®, d. h. mehr
wert als zwanzig Aufgaben, deren Losung nach dem Buch keinem Zwei-
fel begegnete, Nur wer eine Losung selbstindig und gleichzeitig auch
vollstindig vom ersten bis zum letzten Bleistiftstrich durchfiihrt,
hat eine Garantie dafiir, daB er den Stoff der Aufgabe beherrscht.
Praktisch ist es, die Zeichnungen groB zu machen, ich empfehle
mindestens viermal so grof wie die Zeichnungen des Buches. Auf
anderem wie quadriertem Papier (die einzelnen Quadratseiten genan
5 mm oder 10 mm groB) zu zeichnen, ist Zeitverlust.
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Einigen wird die vektorielle Behandiung des Momentenbegriffes
zu schwierig erscheinen. Sie konnen die Nummern und Nummern-
teile, die mit einem Stern versehen sind, einstweilen itberschlagen;
wer nicht das Studium des vierten Bandes (erweiterte Festigkeits-
lehre und Dynamik) notwendig hat, also Architekten, Bergbau- und
Kulturingenieure, iiberschligt sie fiir immer.

Welche Sitze und Formeln soll man auswendig wissen? Ich
wiederhole die entsprechende Stelle aus meiner ,,Ingenieur-Mathe-
matbik:

alle diejenigen, von denen man selbst wahrnimmt, daB sie oft

auftreten und angewandt werden. Man vermeide einen Ballast

von auswendig gelernten Formeln; der Ingenieur ist mehr als
irgend ein anderer Berufsmensch auf stetes Nachschlagen hin-
gewiesen; fiir ihn kommt es nicht darauf an, eine Formel zu
wissen, sondern sie zu verstehen und anzuwenden.
Deswegen bendtigt er auch ausgezeichnet eingerichtete und moglichst
einfach zu handhabende Nachschlagetabellen; gegen dieses Gebot
wird noch sehr gesiindigt.

Wenn es notwendig war, habe ich bei der mathematischen Be-
weisfithrung auf meine , Ingenieur-Mathematik“ verwiesen, durch
Angabe des Bandes und der Nummer bzw. der Formel.

Die Bezeichnungen habe ich moglichst an die ,Hiitte* und das
., Tagchenbuch fiir Ingenieure” angelehnt. Sie stimmen auch mit den
vom AEF (Ausschufl fir Einheiten und Formelgréfien) aufgestellten
iiberein.
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Erster Abschnitt.

Einleitung. Vektoren und Vektorenrechnung.

1. Die Naturwissenschaften haben den Gesamtinhalt aller Natur-
erscheinungen als Grundlage ihrer Untersuchungen. Die Mechanik
ist jenes Teilgebiet der Naturwissenschaften, das die einfachste und
vollstindigste Beschreibung der Bewegungen der wégbaren Korper
und deren Ursache als ihre Aufgabe hat. Die als méglich ange-
nommenen Korper unterscheiden sich als wigbare im Gegensatz zu
den unwigbaren, wie es der hypothetische Ather ist. Der Fall der
Ruhe, von dem die Statik .ausgeht, der absoluten sowohl wie der
relativen, ist als Sonderfall der allgemeinen Bewegung zu betrachten.
Die Mechanik ist aber nicht nur Teilgebiet, sondern mehr, sie ist
gleichzeitig auch die Grundlage aller Naturwissenschaften, weil auf
ihren Gesetzen sich alle anderen aufbauen.

Wenn sich die Mechanik vorwiegend mit den Problemen der
Technik befafit, wird sie zur technischen oder Ingenieurmechanik.
Ein #uBeres Kennzeichen der Ingenieurmechanik gegeniiber der rein
theoretischen, also nicht angewandten Mechanik, ist die Methode der
Behandlung: fiir die erstere die mehr graphische, fiir letztere die
vorwiegend analytische.

Die analytische Mechanik, wie man statt theoretische
Mechanik nach dem Angegebenen meist sagt, unterscheidet sich von
der Ingenieurmechanik aber nicht allein durch die Behandlungsweise,
sondern vor allem auch dadurch, daB sie mehr allgemeinen Charakter
hat, allgemeine Gesetze aufstellt, wihrend die technische Mechanik
moglichst rasch praktischen Fallen zueilt. Es ist also der mehr
theoretische Charakter, der die analytische Mechanik auszeichnet,
wihrend die technische Mechanik doch in erster Linie den prak-
tischen Bediirfnissen angepalBt sein soll.

Eine altere Einteilung in eine Mechanik der festen, fliissigen
und gasformigen Korper verleitet zu einem Irrtum, als ob fiir die
festen Korper in der Hauptsache andere Gesetze gelten wiirden als
fiir die flissigen oder gasformigen. In der Technik verschwindet

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 1



2 Erster Abschnitt. 1. 2.

auf manchen Gebieten der Unterschied zwischen einer Mechanik der
fliissigen und einer Mechanik der gasformigen Korper fast ganz.

Eine andere Einteilung unterscheidet die Statik, d.i. die Lehre
von den Beziehungen der Krifte unter sich im Fall der Ruhe eines
Kérpers, von der Dynamik, d.i. die Lehre vom Zusammenhang der
Krifte, die an einem Korper angreifen, und dessen Bewegung, a8t
sonach die Statik als Spezialfall der Dynamik erscheinen.

2, Wesentlich wertvoller ist die Einteilung' in eine Mechanik
des materiellen Punktes und eine Mechanik des Korpers. Der
materielle Punkt oder Massenpunkt ist definiert als ein mit Masse
versehener Punkt, als ein geometrischer Punkt, den man sich auf
irgendeine Weise als Triager einer Masse vorstellt. Jeder physikalisch
existierende d. h. sinnlich wahrnehmbare Korper ist in der Mechanik
dann als ein System von materiellen Punkten, als Punkthaufen zu
betrachten. Insofern ist dann die Mechanik des materiellen Punktes
ein Spezialfall der Mechanik des Korpers. Man hiite sich bei der
gegebenen Definition des materiellen Punktes vor dem Irrtum, als
ob ein Koérper nur dann als materieller Punkt betrachtet werden konnte,
wenn er sehr klein ist, oder umgekehrt, als ob man jeden sehr kleinen
Korper als materiellen Punkt betrachten diirfte. Der Begriff ,gro%
oder ,klein“ hat mit dem Begriff ,materieller Punkt“ zunichst gar
nichts zu tun. Wir miissen etwas ausholen: Einen physikalischen
Vorgang genau so darzustellen, wie er in der Wirklichkeit. vor sich
ging oder geht, ist unmoglich; alle unsere Darstellungen sind nur Bilder
der wirklichen Vorgénge, mehr oder minder treu, mehr oder minder
genau. Solch ein Bild der Wirklichkeit, das mit Vorteil in die
Mechanik eingefithrt wird, ist der materielle Punkt. Die Unter-
scheidung zwischen ihm und dem Korper und damit auch die Mog-
lichkeit, den Begriff des materiellen Punktes zu erfassen, griindet
sich auf folgende Uberlegung.

Die einfachste Bewegung, die ein Korper haben kann, ist die
Translation oder Schiebung oder Fortschreitungsbewegung,
bei der alle Punkte des Kérpers die nimliche Bewegung haben und
irgendein Gebilde des Kérpers seiner urspriinglichen Lage parallel
bleibt. Die Skizze der Abb. 1 stellt solch eine Translation dar, alle
Punkte 4, B, P usw. beschreiben kongruente Kreise, die Strecke 4 B
bleibt sich stets parallel. Eine weitere recht einfache Bewegung des
Korpers ist die Rotation oder Drehbewegung um eine feste
Achse. bei der die einzelnen Punkte Kreise um die Achse senkrecht
zu ihr beschreiben. Die Skizze der Abb. 2 zeigt eine solche Rotations-
bewegung, die einzelnen Punkte 4, B, P usw. beschreiben konzen-
trische Kreise um den Mittelpunkt M. Nach einer vollstindigen
Umdrehung hat sich auch jedes einzelne Gebilde einmal um sich



Einleitung. Vektoren und Vektorenrechnung. 2. 3

selbst gedreht, beispielsweise die Strecke AB der Skizze. Die be-
liebige Bewegung eines Korpers 148t sich, wie spiter gezeigt werden
soll, immer auf eine Translation und eine Rotation zuriickfithren.
Ein ausdehnungslos gedachter Punkt kann nur eine Translations-
bewegung oder Schiebung haben, der Korper aber neben der Trans-
lation auch noch eine Rotation. Interessiert man sich nun nur fiir
die Translation eines Kérpers, dann geniigt es, den Korper, so grof3
er auch sein mag, als materiellen Punkt zu betrachten. Man denkt
sich dann die ganze Masse des Korpers in seinem Schwerpunkt ver-
einigt und untersucht nur die Bewegung dieses Punktes. Oder man
bedenkt, daB alle Einzelpunkte des Kérpers die nimliche Bewegung
haben und braucht nur einen einzelnen dieser Punkte zu unter-

Abb. 1.

suchen. So kann man die gewiB sehr groBe Erdkugel als materiellen
Punkt betrachten, wenn man etwa nur nach ihrer Bewegung um
die Sonne fragt. Wenn man von der parabolischen Bahn eines Ge-
schosses spricht, von der Wurfhéhe oder Wurfweite, so denkt man
sich das Geschof wieder als materiellen Punkt. Bei dieser Vor-
stellung behandelt man den materiellen Punkt genau wie einen
geometrischen und denkt sich ihn mit allen denjenigen Eigen-
schaften begabt, die die hinzugedachte Masse wirklich hat. Wiinscht
man aber anch Aufschlufl iber die Eigenbewegung eines Korpers,
Uber seine Drehbewegung, dann reicht das Bild des materiellen
Punktes nicht mehr aus, so klein auch der Kérper sein mag.
Man muB ihn dann als ein System von materiellen Punkten be-
trachten, die im allgemeinen ganz verschiedene Bewegungen haben
konnen. Etwa wenn man nach der Bewegung der Erde um ihre
Achse innerhalb eines Tages frigt, oder wenn man die Abweichung

eines Gewehrgeschosses aus seiner Flugbahn wissen will, die Ab-
1*



4 Erster Abschnitt. 2. 3.

weichung, die unter dem Einfluf der Rotation des Geschosses und
des Luftwiderstandes zustande kommt.

Wenn man im AnschluB an die beiden Beispiele sich einen
Korper bei seiner Hauptbewegung (Drehung der Erde um die Sonne
oder Geschollkurve) als materiellen Punkt vorstellt, so macht man
dabei immer den einschrinkenden Vorbehalt, diese Vorstellung sofort
fallen zu lassen, wenn die Frage nach einer genaueren Beschreibung
der Bewegung des Korpers gestellt wird.

3. Die unbenannten oder benannten GréBen der Mathematik und
Mechanik lassen sich unterscheiden als richtungslose oder skalare
Grofen (Skalare), das sind solche GréBen, denen nur ein durch
eine einzige Zahl (in umkehrbarer Weise eindeutig) darstellbarer
Mengenbegriff innewohnt, z. B. Zeit, Masse, Wirme usw., und als
gerichtete oder vektorielle Grofen (Vektoren), denen neben
dem Mengenbegriff auch eine Richtung zukommt, z B. Weg, Ge-
schwindigkeit, Kraft usw. Im folgenden sollen Skalare mit lateinischen
Buchstaben, Vektoren mit (meist fettgedruckten) gotischen bezeichnet
werden, z. B. 8, v, B, %, a.

Ist die Berechtigung gegeben, sich eine Strecke als Bild einer
gewohnlichen Zahl vorzustellen, dann wird die in einem bestimmten
Sinn durchlaufene gerichtete Strecke das Bild eines Vektors sein;
die MaBzahl dieser Strecke ist unter Beriicksichtigung des Dar-
stellungsmafistabes die gleiche wie die des Vektors, ebenso ist die
Richtung der Strecke die gleiche wie die des Vektors, der Pfeil der
Strecke gibt dessen Richtungssinn an. Nicht zur Darstellung ge-
bracht wird also durch die mit Pfeil versehene Strecke die Lage
des Vektors im Raum. Solche Vektoren, bei denen die Lage be-
langlos ist, unterscneidet man als freie Vektoren von den gebundenen
Vektoren, zu deren Kennzeichnung noch ein die Lage bestimmendes
Element hinzukommen mulf.

Einheitsvektoren sind Vektoren, deren Zahlenwert 1 ist; dar-
gestellt wird also der Einheitsvektor durch eine Strecke gleich der
Lingeneinheit (die man natiirlich willkiirlich wahlen kann). In der

Ebene gibt es co' Einheitsvektoren, im Raum
oc?; trigt man alle Einheitsvektoren der Ebene
’ bzw. des Raumes von einem festen Punkt
aus ab, so bilden die Endpunkte einen Kreis
o) A  bzw. eine Kugelfliche vom Radius 1. 1In
Abb. 3 sind o', ¥, ¢, ¥ willkiirlich ausge-
wihlte Einheitsvektoren der Ebene.
X Jeder Vektor ist das Vielfache eines Ein-

- heitsvektors; nach Abbildung ist z. B.
Abb. 3. a=3¢a, b=12V¥, c=15¢, d=1,59"



Einleitung. Vektoren und Vektorenrechnung. 3. 4. 5

Jene Zahl, die angibt, wieviel mal so groB ein Vektor ist als der
mit ihm gleichgerichtete Einheitsvektor, heiBt der Zahlenwert (oder
Betrag, auch Tensor) des Vektors. Den Zahlenwert nimmt man
stets positiv. Nach Abb. 3 ist also 3 der Zahlenwert, @' der Ein-
heitsvektor des Vektors @ usw. Damit ergibt sich:

Jeder Vektor ist gleich Zahlenwert mal Ein-
heitsvektor. (a)

Zwei Vektoren W ="U-u und B ="V-p konnen demnach gemein-
sam haben:

a) nur den Zahlenwert, also U=,
b) nur den Einheitsvektor, also u—w,
c) Zahlenwert und Einheitsvektor, also U=7V, u—#;

in letzterem Fall heilt man die Vektoren gleich wund schreibt
nN=2y.

Zwei Vektoren heillen entgegengesetzt gleich, wenn sie
gleiche Zahlenwerte, aber entgegengesetzt gleiche Einheitsvektoren
haben. Wenn also #=—1B, so heilt dies U=V, u—=—2».

Wahlt man in der
Ebene willkiirlich zwei zu- !
einander senkrechte Rich-

tungen aus und hilt sie am) |
fiir die Dauer der Unter- )

suchung fest, so sollen die —
Einheitsvektoren in diesen — 3%

zwei ausgezeichneten Rich- Abb. 4. Abb. 5.

tungen Grundvektoren ‘

genannt und mit i,, i, bezeichnet werden, siehe Abb. 4.
Entsprechend hat man im Raum drei Grundvektoren i, 4, i

in drei zueinander senkrechten willkiirlich ausgewihlten Richtungen.

Beispiel a) Man zeichne die Vektoren
3i, —2i, 2i, —1,5i,.

Wenn die beiden Grundriehﬁungen als bekannt vorausgesetzt werden,
hier i, horizontal nach rechts und i, dazu senkrecht nach oben, gibt
Abb. 5 die Zeichnung.

4. Die elementaren Rechnungsoperationen mit Vektoren bezwecken
eine moglichst sinnfillige Darstellung von wichtigen GréBen der
Mechanik und von ihnen hergeleiteten GroBen: Resultante, Arbeit,
Moment usw. Durch diese Absicht erkliren sich die in den folgen-
den Zeilen eingefiihrten Definitionen von Summe oder Produkt zweier
Vektoren.
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Ankniipfend an die Darstellung der elementaren Summe a-+b
zweier Zahlen ¢ und b durch die Strecke OE der Abb. 6 definiert
man die Summe A} B (auch geome-

o £ . .
‘ - __,_ 1 trische oder graphische Summe ge-
Abb. 6. nannt, sprich ,% 4- % graphisch“) der Vek-
toren ¥ und W als einen Vektor, den man

folgendermafien erhilt, s. Abb. 7:

Man tragt von einem willkiirlich gew#ahlten An-
fangspunkt O aus zuerst den Vektor ¥ und von
dessen Endpunkt aus den Vektor B an, dessen
Endpunkt wieder F sei. Dann ist der Vektor von
O nach E die Summe %} 8. (a)

Anmerkung. Dem Anfinger wird geraten, stets ,graphische Summe*
oder ,geometrische Summe“ zu sagen, nicht kurzweg ,Summe“; auch stets zu
sagen, der Vektor von O nach E, nicht schlechtweg Strecke oder Verbindungs-
strecke OF. Ebenso stelle er sich einen Vektor stets als einen im Pfeilsinn
durchlaufenen Weg vor, nicht kurzweg als Strecke.

23

Abb. 7. Abb. 8.

Die Summe B U der Abb. 7 ist nach Definition durch den
niamlichen Vektor von O nach E dargestellt wie die Summe % | %;
damit ergibt sich

: AL B—5B-1-A, (b)
d. h. die Reihenfolge der Summanden ist belanglos.

Ebenso ist ohne weiteres ersichtlich, daB
A4 (84 6)— (U4 B)+6. (©
Die Operation W — B kann man entweder als Differenz definieren,
d. h. als gesuchten Summanden, oder als Summe der Vektoren %
und — B, wobei, wie die Abb. 8 ersichtlich macht, der Vektor — 8

entgegengesetzt gleich ist dem Vektor | %. In Abb. 8 ist noch zum
Vergleich die Summe % %8 und die Summe A — B eingetragen.
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Beispiel a) mit d) Gegeben sind durch Abb. 9 die Vektoren
A B, €, d. Man zeichne die Vektoren B, —=N |+ B 6+ 9,
B,==A+B4-C—9, B,—=AN—-B|+6—9 B——A-B|EC—-2
Losung durch die Abb. 10 mit 13. (In Abb. 13 ist der Pfeil
von D umzukehren.)
Abb. 13.

i

Abb. 11. Abb. 12.

Beispiel e) mit h)
=1,51, — 2i,, b= — 0,51, — 1,5i,, ¥, —l1\/‘7—l \/3
Losung durch Abb. 14 mit 17.

£y 0 O ——>—
| 0
A
oy 10y
£
4 £ £

Abb. 14.  Abb. 15. Abb. 16. Abk. 17.

=i, + 2i,,
l'

19

Beispiel i) Man zeichne in axonometrischer Darstellung den
Vektor r= 31, | 2i, - 2,5i,.

Losung durch Abb. 18.

Beispiel k) mit m) Man zeichne in senkrechter Darstellung
den Vektor des vorausgehenden Beispiels, fer-
ner die Vektoren

020, — 3i, + 1.5, b= —1, - 2i,—2i,.
* Lésung durch Abb. 19 und 20.

Aufgabe a) Man zeige an einigen Beispielen, daf$}
die graphische Summe von n zueinander symmetrisch
gelegenen Einheitsvektoren immer Null ist.

Loésung: Durch Abb. 21 mit 24.
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Bei dieser Gelegenheit sei darauf aufmerksam gemacht, da es
nicht notwendig und oft nicht einmal zweckmiBig ist, in der Ab-
bildung die Vektoren durch gotische Buchstaben zu bezeichnen, da
durch die graphische Darstellung diese GroBen ja ohnedies als Vek-
toren gekennzejchnet sind.

£

|
|
|
A
I
I
|
|
¥
l
I
y
I
i
|
l

El
Abb. 19. Abb. 20.
5. Die Definition (4a) und die Abb. 8 mit 24 machen ohne wei-

teres klar:

Jeder Summensatz wird durch ein Vieleck dar-
gestellt, (a)

und umgekehrt:

Jedes (ebene oder Windsehiefe) Vieleck kann
als Bild eines Summensatzes betrachtet werden. (b)

N
A\ / \
\ [EANGZZ2
o ANes SN
// N~ @ ot

Abb. 21. Abb. 22. Abb. 23. Abb. 24.

So kann man z. B. das Vieleck der Abb. 10 lesen
B,=A|+B+6+93,

wenn man Anfangspunkt O und Endpunkt E so wahlt, wie in dieser
Abbildung angegeben. Oder

A} BLECD— B, =0,
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wenn man den Endpunkt E in den Anfangspunkt O verlegt denkt;

oder
B+6+9=—N19%B,,

wenn man als Anfangspunkt den Endpunkt des Vektors % wahlt
und als SchluBpunkt E den Endpunkt des Vektors ®. Natiirlich
gind die beiden letzten Schreibweisen nur Umformungen der ersten.

Wie man aus zwei oder mehreren Vektoren durch geometrische
Summierung einen neuen Vektor erhidlt, so kann man umgekehrt
jeden Vektor in zwei oder mehrere andere
zerlegen; die so gewonnenen Vektoren
heiflen die Komponenten des gegebe-
nen Vektors. So kann man sich etwa
vorstellen, daB3 der Vektor %, der Abb.
10 gegeben ist, und daB er nach dieser
Abbildung in die Komponenten %, %,
€, D zerlegt wurde.

Meist kommt man in die Lage,
einen Vektor in Komponenten parallel o
den willkiirlich gewdhlten oder irgend- Abb. 25.
wie vorgeschriebenen zwei Grundrich-
tungen der Ebene bzw. den drei Grundrichtungen des Raumes zer-
legen zu miissen.

Schliet in der Ebene ein Einheitsvektor ¢’ mit der ersten Grund-
richtung den Winkel ¢ ein, so ergibt sich nach Abb. 23

o =1, cos p | i, sin g, (c)
wo also 1-cos@ und 1-sing die Projektionen des Einheitsvektors
auf die beiden Grundrichtungen und demgemiB i, cose und i,sin¢
die Komponenten in diesen Grundrichtungen sind.

Sind a,, a, die Projektionen eines gegebenen Vektors & auf
die vorgeschriebenen zwei Grundrichtungen der Ebene, so sind die
Komponenten dieses Vektors a, =1, a,, 6,=1,4,, also

6—6, 0, =ia +iaq,
—a (i, cos ¢ + i, sin @) =ad
wenn o’ der Einheitsvektor von a ist, so wie Abb. 25 angibt. Der
Vektor ¢ hat den Zahlenwert a:(t)l/ﬂzg.

Bezeichnet man mit ¢, §, 3 die Komponenten des Radiusvektors ¢
in den drei Grundrichtungen oder Koordinatenachsen, so ist, s. Abb. 26,

r=t-+9+3

g:i1x7 ”:ie?h 3:i3z

was mit
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auch geschrieben werden kann

v=iz+i,y+iz (d)

Der Einheitsvektor ' dieses Radiusvektors ¢ hat gegen die drei

Grundrichtungen oder Koordinatenachsen die Richtungswinkel «, 8,

y und demgemdfl 1-cose, 1-cosf, 1-cosy als Projektionen in diesen
drei Grundrichtungen. Dann ist

v'=1i, cosa+iycos f-+i;cosy. (e)

Der Radiusvektor ¢ hat die Projektionen x==r-cose, y=r-cosp,

2=r-cos y, also ist, s. Abb. 26,

t=iz4 iyt i

==r (i, cos e |1, cos f -+ iz cos y)=r-v ()
was zu erwarten war.

e _,;_;?__j Hat man einen beliebigen Vektor 9
T € i im Raum mit den Projektionen 4,, 4,, 4,
! y ) auf die drei Achsen, dann werden diese,
b % i “ als Vektoren betrachtet und als solche
‘; 43 i // - Kompopenten von N genannt, in der
————— —_—— Vektorensprache ausgedriickt durch

Abb. 26. — — (R
A =i 4, A, —i4,, W, =i 4,
Dann gilt entsprechend wie eben entwickelt die Beziehung
%:i1A1+i2A2+i3A3' (g

Diese Gleichung ist dann vollstindig hinreichend zur Charakteri-
sierung des Vektors ¥, wéhrend in der Sprache der analytischen
Geometrie drei Gleichungen notwendig sind, um den Vektor % voll-
stindig zu beschreiben, etwa

A= VATT AT 4 ®)
um den Zahlenwert anzugeben, und zwei der Gleichungen
4d,=Acosa, A,—Acosf, A,— Acosy @)

fiir die Richtung.
Dieser letzteren Formel gibt man auch noch Ausdruck durch:

Die Projektionen eines Vektors sind propor-
tional seinen Richtungsfaktoren, (k)

wenn man Richtungsfaktoren die Kosinuswerte der Richtungswinkel
nennt.

Beispiel a) Man gebe Zahlenwert und Richtung des Vektors B
der Abb. 27 durch eine einzige Gleichung wieder.
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Es ist B =—2

1 )

B,——1,

also

B— 2.4, —1-i,—2-i,.

B, = —2

11

In der analytischen Geometrie miifite man schreiben

B—=V4

cose=—2:3, cosff—=—1:3,

143,

cogy=—2:3.

Ohne weitere Begriindung ist der Satz einzusehen:

Sind zwei Vektoren gleich, so
entsprechenden Komponenten in
tungen gleich.

Beispiel b) Man stelle den Vektor
6 =2i,+3i,—i, durch Grund- und Auf-
ri} dar.

Die Lage des Vektors ist belanglos,
also trage man auf der x-Achse irgendwo
den Vektor €, = 21, an, so wie Abb. 27 an-
gibt, entsprechend @, = 3i, auf der y-Achse
und @, = — i, auf der z-Achse (es sei wieder
erinnert, daB die Schreibweise durch goti-
sche Buchstaben nur fiir die Rechnung not-
wendig ist).

sind auch

ihre

den Grundrich-

()

¥4
Y Y8 | ”
g CTT T \
Lo ] & |
T T T >y
g I | }
e
8 A i
& - —_—
Abb. 27

6. Projiziert man ein geschlossenes (ebenes oder riumlich wind-
schiefes) Vieleck von einem willkiirlich gewéhlten Zentrum aus auf
eine willkiirlich gewihlte Ebene, so wird die Projektion wieder ein

Vieleck geben, dessen einzelne Seiten im
gleichen Richtungssinn durchlaufen werden
wie die des urspriinglich gegebenen Viel-
ecks, s. Abb. 28. Wenn demnach im ur-
spriinglichen Vieleck gilt

S=A+BL6+ ...,

so gilt vom projizierten

=W{|%|+6€+...
Dabei sind also €&, %, %, €,... die Pro-
jektionen von &, A, B, 6,. .. auf die willkiir-
lich vorgeschriebene Projektionsebene. Die

Abb. 28.

Seiten &, W, W, ¢',. .. liegen in ein und derselben Ebene, wihrend fir
S AU B, G, ... dies im allgemeinsten Fall nicht zutreffen wird. Welche
Beziehungen auch sonst noch zwischen den beiden Vielecken vor-
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handen sein modgen, uns interessiert hier nur die eine Tatsache, daB
die Projektion wieder ein Vieleck gibt. Ob das willkiirlich gewahlte
Projektionszentrum im Endlichen oder im Unendlichen liegt, im
letzteren Fall also eine Parallelprojektion vorliegt, ist fiir die Beziehung,
die uns hier angeht und die in den beiden oben angegebenen Glei-
chungen zum Ausdruck kommt, belanglos. Uns interessiert hier nur,
da der Summensatz

E=A+-B+6 ...

seiner Form nach vollstindig erhalten geblieben ist, nur daf jetzt
statt der urspriinglichen Vieleckseiten deren Projektionen stehen.
Der Satz bleibt natiirlich auch dann noch erhalten, wenn man nicht
auf eine Ebene, sondern auf eine Gerade projiziert. Allerdings hat
hier eine Zentralprojektion nur dann einen Sinn, wenn das Vieleck
eben ist und auch die gegebene Gerade, auf die projiziert werden
soll, ‘'samt dem Projektionszentrum in der Vieleckebene liegt. Im
allgemeinen Fall ist unter Projektion auf eine gegebene Gerade immer
eine Parallelprojektion durch parallele Ebenen zu verstehen: Als
Projektion einer Strecke 4B auf die gegebene Gerade gilt dann die
Strecke A4'B’ zwischen den Schnittpunkten 4’ und B’ der durch 4
und B gelegten parallelen Projektionsebenen mit der gegebenen Ge-
raden. Im praktischen Fall sind diese Projektionsebenen meist senk-
recht zur gegebenen Geraden. Bei dieser Projektion gilt sonach
wieder vom projizierten Vieleck

@”:2[”—{"%"—‘—(5"_}‘.. .

oder besser, da die einzelnen projizierten Seiten jetzt alle auf der
gleichen Geraden liegen, die Beibehaltung der Vektorenschreibweise
somit keinen Zweck mehr hat,

§'=A4"+B"+C"+...
Wenn man also die in einem vektoriellen Summensatz auftretenden
einzelnen Summanden, natiirlich in der Lage, die sie in dem den
Summensatz darstellenden Vieleck
einnehmen, auf eine willkiirlich ge-
wahlte Ebene oder Gerade projiziert,
so bleibt die Form des Summen-
satzes die gleiche, nur dafl statt der
urspriinglichen Vektoren deren Projek-
tionen stehen. Wir wollen diesen
wichtigen Satz in Zukunft in der
einfachen Form aussprechen (Pro-
jektionssatz):
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Ein Summensatz bleibt bei der Projektion er-
halten. (2)

Beispiel a) Gegeben ist eine Gerade im Abstand p vom Null-
punkt; das Lot von letzterem aus hildet mit der x-Achse den Winkel «.
Gesucht ist der Abstand d, den ein beliebiger Punkt P— 2|y von
der Geraden hat, s. Abb. 29.

Man geht vom Nullpunkt aus zum Punkt P auf zwei verschie-
denen Wegen, so wie das die Pfeile in der Abbildung andeuten.
Kennzeichnet man einen Vektor, wie das oft geschieht, durch einen
Horizontalstrich iiber dem Zahlenwert, so hat man in dieser neuen
Schreibweise fiir Vektoren

0Q+QR+RP=0S8-+SP.
Diesen Summensatz ,projiziert man senkrecht auf eine Gerade von
der Richtung p oder d, am einfachsten auf p selbst, und erhilt

p+0+d=xcosa+t ysine

d=gxcosa—}ysine—yp.

oder

Beispiel b) Von einer Geraden g
durch den Nullpunkt kennt man ihre
Richtungsfaktoren cos &, cos 8, cos y.
Man ermittle die Projektion eines be-
liebigen Radiusvektors OP auf sie.

Man geht auf zwei Wegen zum
Punkt P, wie das in Abb. 30 angedeu-
tet ist und in Vektoren geschrieben wird,

yHd=tr+4943.

Diese Vektorgleichung , projiziert“ man auf die Gerade g und erhilt
als gesuchte Projektion

p=xcosa-Fycos |+ zcosy,

da der Vektor d senkrecht zur Geraden steht und somit die Pro-
jektion Null hat.

7. AuBer den bisher besprochenen vdllig freien Vektoren,
deren Lage ganz beliebig sein darf und fiir die Rechnung mit ihnen
gleichgiltig ist, gibt es auch solche, die irgendwie gebunden sind,
etwa derart, daB sie an Ort und Stelle bleiben miissen, ,angehef-
tete“ Vektoren, oder wenigstens dafl sie nur in ihrer eigenen Rich-
tung verschiebbar sind usw. In der Statik interessieren uns nur
letztere, beispielsweise die Krifte, von denen spiter erwiesen wird,
daf3 sie unter gewissen Bedingungen in ihrer eigenen Richtung ver-
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schoben werden konnen. Solche Vektoren nennt man linienfliichtig.
Damit zwei linienfliichtige Vektoren 4 und B einander gleich sind,
ist also notwendig, daB sie gleichen Zahlenwert (einschlieBlich des
Vorzeichens) haben und auf der nimlichen Geraden liegen. Natur-
gemill haben sie dann auch gleiche Richtung.

Unter der Resultierenden oder Resultante von zwei linien-
fliichtigen Vektoren 4 und B sei verstanden ein Vektor R, der
1. gleich ist ihrer graphischen Summe und 2. durch ihren Schnitt-
punkt geht. Nach dieser Definition mull er also selbst linienfliichtig
sein. Die GroBle R sei durch die Schreibweise

R—A1"% (a)

dargestellt; man lese ,R gleich Resultierende aus 4 und B“. Man
beachte wohl den Unterschied zwischen

LB  uwd ATE

Jede dieser beiden Formen ist ein Vektor und jeder ist gleich der
graphischen Summe von 4 und B; aber der erste Vektor hat eine

beliebige Lage, der zweite, fiir den das Zeichen :}\— eingefiihrt ist,
mubB durch den Schnittpunkt von 4
und B hindurchgehen, s. Abb. 31. So-
lange man nur mit vollig freien Vek-
toren arbeitet, wie es beispielsweise
die Momente sind, hat natiirlich die-
ses neue Zeichen wie iiberhaupt die neu-
eingefiihrte GroBe ,Resultante“ keine
Bedeutung; sie kommt nur zur Gel-
tung fir linienfliichtige Vektoren, als
deren Hauptvertreter die Kréfte er-
scheinen.

Abb. 31.

% Fir die neue Form qu\—% werden die gleichen Gesetze als
giiltig erwiesen wie fiir die Form % --%8 oder 4 + B.
Der erste Satz

sTa—uls (b)
ist ohne weiteres einzusehen. Durch die Schreibweise (% —|/: %B) —/}: ¢
ist die Resultierende der beiden linienfliichtigen Vektoren % —T— Bund @
charakterisiert, also keine neue Operation gegeben. Die beiden Vektoren

AT BT 6) wd ATHT6

sind nach Zahlenwert, Richtung und Lage einander gleich. Zum
Beweis verschiebt man, s. Abb. 32, den Vektor 4 bis zum Schnitt-
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punkt I mit dem Vektor B, ebenso den Vektor C bis zum Schnitt-
punkt II mit dem Vektor B. Dann wiahlt man fiir die Darstellung
der VektorgroBen den Malstab
derart, daB Vektor B durch die
Strecke I II dargestellt wird,
so wie Abb. 33 angibt. Der
Vektor von O bhis n ist dann
A+4-B4 €, nach Zablenwert
und Richtung also jedem der
beiden betrachteten Vektoren
gleich. Der Vektor von O
nach IT ist ¥ 4%, der von I
nach n ist B 4 6. Der Vektor

| ~l/: % geht durch den Schnitt- Abb. 32.
punkt I der beiden Vektoren A
und B und liegt auf der Geraden I I', einer Parallelen zur Geraden O II.

Der Vektor (% —?— B) —|/: € geht durch Punkt I'. Entsprechend findet

man, dall Vektor %—?— € durch den Schnittpunkt IT der Vektoren
B und C geht und auf der Geraden II' II liegt, einer Parallelen

zur Geraden In; der Vektor ?{_—T—(%—T—(S) geht durch Punkt I7'.
Die beiden Geraden On
und I’ IT" sind parallel;
von den je sechs Seiten
der vollstindigen Vier-
ecke O I IIn und IT
I'II'I sind nach Kon-
struktion fiinf Seiten
parallel, also miissen
nach einem geometri-
schen Lehrsatz (s. Aufg.
17e) auch die entspre-
chenden sechsten Sei-
ten, ndmlich On und
I’ IT" einander paraliel
sein. Die Vektoren

@ F B) T 6 und % T (BT 6) sind parallel dem Vektor % -- % |- €
von O nach n, also auch parallel der Geraden I’ IT’, d. h. sie liegen
auf der nidmlichen Geraden. Dann sind sie einander gleich, es gilt
somit

Abb. 33.

AT Te—ainTe. (©)
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Diese Formel wendet man an, um

srure=BToFe—alinTe

zu beweisen. Schreibt man % —I/: B —{/: € statt (%3; B) 4 €, so kann
man zusammenfassen

aFrsreo=srare=arnFe=uTsFe @
Man kann deswegen die einzelnen Klammern, die bei der Summierung
von linienfliichtigen Vektoren auftreten, weglassen, wenn vor ihnen

das Operationszeichen —/-{\— steht.
Der Vektor ¥ = % soll nach Festsetzung gleich sein dem Vek-

tor 2[:}\—(— B), also gleich der Resultante der beiden Vektoren ¥
und —%B. Die Operation = % bietet somit nichts Neues.

Beispiel a) Beweise die Identitéit von
REA=9B und fﬁ—:ﬁ:f\—%. (e)

Wenn man zunichst von der Lage absieht, sind beide Gleichungen
identisch. Aber auch hinsichtlich der Lage sagt die zweite Gleichung
nichts anderes aus wie die erste, weil nach beiden Gleichungen die
drei linienfliichtigen Vektoren 4, B, R durch den nimlichen Punkt
hindurchgehen miissen.

Durch die vorausgehenden Darlegungen ist bewiesen, daB fiir die

neueingefiithrten Operationen ?[:1\—23 und A =B genau die gleichen
Gesetze gelten, wie wenn es gewohnliche Summen oder Differenzen
wiren.



Zweiter Abschnitt.

Statik des materiellen Punktes.

8. Gegeben sei ein materieller Punkt, der sich mit einer ge-
wissen Geschwindigkeit geradlinig bewegt. Wenn dieser Punkt von
auBlen, von seiner Umgebung her, keinerlei Einwirkung erfihrt, dann
ist nicht einzusehen, warum er diese Bewegung &ndern soll, warum
seine Geschwindigkeit abnehmen oder zunehmen oder warum er aus
der gegebenen Richtung ausweichen soll. Er wird also, wenn er
keinerlei Einwirkung von auflen erfihrt, diesen seinen augenblick-
lichen Bewegungszustand nach Intensitit und Richtung beibehalten.
Wir sagen dann, er ist im Gleichgewicht oder im Beharrungszustand.
Jede Einwirkung von auBen her, die den augenblicklichen Bewegungs-
zustand, also die vorhandene Geschwindigkeit nach Intensitit oder
Richtung éndert (oder in der Sprechweise der Dynamik: die dem mate-
riellen Punkt eine Beschleunigung erteilt), nennen wir eine Kraft
und definieren so:

Kraft ist die Ursache einer Bewegungsinde-
rung (oder Beschleunigung). (a)

Man beachte wohl: Bewegungsdnderung, nicht Bewegung; die Be-
wegung des Punktes selbst bedarf keinerlei Kraft, um fortzubestehen:
im Gegenteil wird gerade die Wirkung der Kraft sich dahin &uBern,
daB diese Bewegung nicht mehr weiter bestehen bleibt. Die Stelle,
wo die Einwirkung dieser Kraft auf den materiellen Punkt einsetazt,
nennen wir den Angriffspunkt der Kraft. Er muB jedenfalls mit
dem materiellen Punkt selbst zusammenfallen.

Setzen wir letzteren als im Ruhezustand befindlich voraus, so
wird die Beschleunigung oder Bewegungsinderung, hier der Uber-
gang aus dem Zustand der Ruhe in den der Bewegung, eine be-
stimmte Intensitit und Richtung haben. Um also eine Kraft genau
zu bestimmen, mu man angeben, in welcher Richtung und mit
welcher Intensitit sie den im Ruhezustand befindlichen materiellen

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 2
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Punkt bewegen will, d. h. die Kraft ist eine gerichtete GroBe
oder ein Vektor, man mufl von ihr angeben Zahlenwert, Richtung
und Richtungssinn. In der Zeichnung stellt man die Kraft durch eine
mit einem Pfeil versehene Strecke dar. Die Richtung der Strecke

ist auch diejenige der Kraft, der Pfeil

| gibt den Richtungssinn der Kraft wie-

k ‘I/ﬁ Pl der, der Zahlenwert der Strecke in ir-
. ~— gendeinem MaBstab den Wert der Kraft.
Abb. 34. Als Krafteinheit ist in der Statik

das Kilogramm gewéhlt. (Auf das Wesen
der Kraft ist an spaterer Stelle, im zweiten Band, noch niher ein-
zugehen.) Wire z. B. fiir die am Massenpunkt der Abb. 35 angreifen-
den Krifte P, und P, der KriftemaBistab 1 mm =100 kg, so
wiirde man durch Abmessen der Strecken erhalten P, = 2225 kg,
P,=2125 kg.

Die Krifte sind zu unterscheiden als gedachte, die an dem
untersuchten Korper oder Punkt gar nicht angreifen (wie die gleich
nachher zu besprechende Resultante), im Gegensatz zu den physi-
kalisch existierenden, d. h. wirklich vorhandenen, also sinnlich
wahrnehmbaren.

Man definiert:

Resultierende Kraft oder Resultierende oder
Resultante mehrerer Einzelkrifte ist diejenige
Kraft, die diese Einzelkréifte in ihrer Bewegungs-
wirkung vollstindig ersetzt, (b)

so dafl im betrachteten Zeitpunkt der
unter dem Bild des materiellen Punktes
vorstellbare untersuchte Korper die glei-
che Bewegung machen wiirde, wenn man
statt der Einzelkrifte ihre Resultierende
an ihm anbringen wiirde.
Man beachte den Wortlaut ,in ihrer
Abb. 35. Bewegungswirkung“. Es werde einen
Augenblick aus dem elementaren Mecha-
nik- oder Physikunterricht als bekannt vorausgesetzt, da zwei parallele
Krifte P die Mittelkraft R=— 2P als Resultante haben, s. Abb. 34.
Wenn an einem auf zwei Stiitzen ruhenden Stab zwei Krifte P symme-
trisch angreifen, so wie die Abbildung zeigt, so greift nach diesem Satz
ihre Resultierende E=2P in der Stabmitte an. DaBl R die beiden
Krifte P nicht in jeder Wirkung ersetzt, ist klar, man braucht nur
die Deformationen zu beachten: wiirde B an Stelle der beiden P
angreifen, so wiirde der Stab in der Mitte nach abwirts gebogen,
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wihrend die Krifte P in Wirklichkeit die Stabmitte nach aufwirts
biegen. Die im Innern eines Korpers auftretenden Krifte, wie es
beispielsweise die in der Technik iiberaus wichtigen Spannungen sind,
wiirden in ganz anderer Weise auftreten, wenn man statt mehrerer
Eingelkrifte ihre Resultierende setzen wiirde.

Weiter la3t der Wortlaut der Definition einer Resultanten voll-
stindig dahingestellt, ob es zu zwei oder mehreren Kriften auch
immer eine Resultierende gibt. Es soll an dieser Stelle schon an-
gegeben, wenn auch erst spéter eingehender entwickelt werden, daB
zwei Kriafte nur dann eine Resultierende haben, wenn sie sich
schneiden.

Vorausgesetzt sei ein in Ruhe befindlicher, vollstindig frei be-
weglicher Massenpunkt, der sich also nach jeder beliebigen Richtung
hin frei bewegen kann. Greift an ihm eine Kraft an, so wird sie
eine Beschleunigung oder Bewegungsinderung hervorrufen, sie wird
ihn aus dem Zustand der Ruhe in denjenigen der Bewegung iiber-
fithren, sie wird ihm eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be-
stimmten Richtung erteilen. Aus Symmetriegriinden folgert man,
daB diese Bewegung in Richtung der Kraft erfolgt. Greifen an
einem Massenpunkt zwei Krifte an, die in der nimlichen Geraden
liegen, so wird ihm jede der beiden, wenn sie einzeln angreifen
wiirde, eine Bewegungswirkung in dieser Geraden zu geben ver-
suchen. Greifen beide Kriifte gleichzeitig an, so muB die resultierende.
Bewegungswirkung jedenfalls in der gemeinschaftlichen Geraden liegen;
diese Bewegungswirkung, welchen Wert sie auch haben mag, kann
jedenfalls von einer einzigen Kraft B in der gegebenen Geraden
hervorgerufen werden, man hat also:

Die Resultierende von Kriften, die in der glei-
chen Geraden liegen, liegt ebenfalls in dieser
Geraden. (c)

Greifen an einem in Ruhe befindlichen materiellen Punkt gleich-
zeitig zwei Krifte an, die nicht in der gleichen Geraden liegen, s. Abb. 35,
so wird die dem Punkt erteilte resultierende Bewegungsinderung, so-
lange die Einzelkrifte von Null verschieden sind, weder in der Rich-
tung der ersten noch in der Richtung der zweiten Kraft liegen,
sondern eine mittlere Richtung zwischen den beiden Bewegungs-
dnderungen haben, die durch jede der beiden Krifte einzeln erzeugt
wird. Wenn der Punkt unter dem Einflul der beiden gleichzeitig
angreifenden Krifte sich bewegt, wird jedenfalls im ersten Augen-
blick seine Bewegung innerhalb des in der Abbildung schraffierten
Raumes erfolgen, etwa so wie die gestrichelte Linie R andeutet.
Diese Bewegungswirkung kann aber durch eine einzige Kraft allein

Al
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hervorgerufen werden, die dann die Resultierende der beiden Krifte
ist. Man hat somit:

Krifte, die am nimlichen materiellen Punkt
angreifen, haben stets eine Resultierende. (d)

Denn was von zwei Kriften gilt, gilt ebenso auch von drei oder
mehreren, da man die Resultierende der beiden ersten mit einer
dritten Kraft wieder zu einer Resultierenden zusammenfassen kann usw.
Der Sonderfall, dal die zwei oder mehr Kriifte zufillig in ihrer Be-
wegungswirkung sich aufheben, ist natiirlich in dem angegebenen
Satz mit enthalten, da eben in diesem Fall die Resultierende den
Wert Null hat.

9. Ein materieller Punkt ist im Gleichgewicht, wenn seine
Bewegung sich nicht &ndert, wenn also entweder gar keine Kriifte
an ihm angreifen, oder aber die an ihm angreifenden Einzelkrifte
in ihrer Wirkung sich gegenseitig aufheben. Ein ruhender Punkt
ist sonach immer im Gleichgewicht; man hiite sich aber vor dem
Fehler, als wenn ein im Gleichgewicht befindlicher Punkt immer in
Ruhe sein miite; nach Definition ist Gleichgewicht immer vor-
handen, wenn der Massenpunkt im Beharrungszustand ist, d. h. seinen
augenblicklichen Bewegungszustand nicht #ndert. In der technischen
Anwendung der Statik hat man es freilich fast immer mit ruhenden
Korpern zu tun. Uber das Wesen der Ruhe, der absoluten sowohl
als der relativen, wird die eigentliche Dynamik Naheres bringen.

Entsprechend definiert man: an einem materiellen Punkt sind
die Krafte im Gleichgewicht, wenn ihr Gesamteinfluf auf die
Bewegung des Punktes Null ist, d. h. wenn die Bewegung des Punktes
die nédmliche bleibt, ob nun dieses Kriftesystem angreift oder nicht
angreift. Oder genauer, wenn der augenblickliche und fernere Be-
wegungszustand unabhingig davon ist, ob dieses Kriftesystem an-
greift oder nicht angreift. Aus dieser Definition folgt, daB ein Massen-
punkt im Gleichgewicht ist, wenn die an ihm angreifenden Krifte
im Gleichgewicht sind und umgekehrt. [Das ist aber nicht ohne
weiteres selbstverstindlich, wir werden im Gegenteil spiter erfahren,
da die an einem Korper angreifenden Krifte im Gleichgewicht
sein konnen, ohne dafl deswegen der Kérper selbst im Gleichgewicht
sein mubB.]

Ohne weiteres ist einzusehen, daB entgegengesetzt gleiche Krifte
am ndmlichen Massenpunkt sich das Gleichgewicht halten. Sollen
umgekehrt zwei an einem materiellen Punkt angreifende Krifte im
Gleichgewicht sein, so miissen ihre Bewegungswirkungen sich gegen-
seitig aufheben, dazu ist aber notwendig, daB sie entgegengesetzt
gleich sind, d. h. in der ndmlichen Geraden liegen und nach entgegen-
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gesetzten Richtungen mit der gleichen Intensitit wirken. Der Satz
kommt in praktischen Féllen oft zur Anwendung, so daB es sich
verlohnt, ihm einen Namen zu geben, also Zweikraftesatz:

Sind zwei Krafte im Gleichgewicht, 80 miissen
sie entgegengesetzt gleich sein und in der nim-
lichen Geraden liegen. (a)

Beispiel a) Konnen die beiden Krifte P, und P, der Abb. 35
im Gleichgewicht sein?

Nur wenn sie den Wert Null haben. Dann sind sie eben nicht vor-
handen, ein Widerspruch mit dem Zweikriftesatz ist dann ausgeschlossen.

Die Resultierende von zwei Kréften P, und P, geht jedenfalls
durch deren Schnittpunkt, ihren Angriffspunkt, den materiellen Punkt
selbst. Sie mufl ferner mit den

beiden Kriften auch in der nim- /
lichen Ebene liegen. Denn wenn 2 P /

die Bewegungswirkung der Kraft P, / Z
in dieser Ebene liegt und ebenso £

die von P,, so ist nicht einzusehen,

warum die Bewegungswirkung ihrer 5
Resultierenden aus dieser Ebene

heraustreten sollte. Auch aus Sym- Abb. 36.

metriegriinden ist das ersichtlich;

wenn etwa die Resultierende dem Punkt eine Geschwindigkeit in
dem auf der einen Seite der Ebene liegenden Teilraum geben sollte,
dann miite sie ihm der Symmetrie wegen gerade so gut auch eine
Geschwindigkeit nach dem auf der anderen Seite liegenden Teilraum
geben konnen.

Anmerkung. Symmetrieiiberlegungen werden wir in der Mechanik
oft und mit groBem Vorteil anwenden. Nun wird zwar von manchen Seiten
eine aus Symmetriegriinden sich ergebende Folgerung fiir nicht ganz einwand-
frei angesehen. Ks wird beispielsweise darauf hingewiesen, wie sehr es unser
Symmetriegefiihl verletzt, daB ein iiber einer Magnetnadel und parallel zu ihr
gehender elektrischer Strom die Nadel in einem bestimmten Sinn, nach links
etwa, ablenkt. Der Einwand wiire aber nur stichhaltig, wenn der elektrische
»Strom* wirklich geradlinig parallel zur Magnetnadel, also symmetrisch zu
deren Achse verlaufen wiirde. Sobald das ,,Stromen‘ aber in anderer Weise
erfolgt, in unserem Fall beispielsweise spiralig nach einer Links- oder Rechts-
schraube, kann von einer Symmetrie iiberhaupt nicht mehr die Rede sein.

Wir fassen diese Folgerungen zusammen zum Dreikréftesatz:

1. Die Resultierende von zwei Kraften liegt in
deren Ebene und geht durch deren Schnittpunkt. (b)

2. Sind drei Krdafte im Gleichgewicht. so miissen



292 Zweiter Abschnitt. 9.

sie in der nimlichen Ebene liegen und durch den
ndmlichen Punkt gehen. (e)

Die zweite Form ist nur eine Umkehr der ersten. Denn wenn
drei Krifte P, P,, P, im Gleichgewicht sind, so heit das doch
nichts anderes, als da P, mit der Resultante von P, und P, im
Gleichgewicht ist, da man ja P, und P, stets durch diese Resul-
tierende ersetzen kann. Da nun R in der némlichen Ebene liegt
wie P, und P, und auch durch den gleichen Punkt hindurchgeht,

so gilt dies nach dem Zweikriftesatz auch von P,.

Beispiel b) Man weil von drei im Gleichgewicht befindlichen
Kréften, daB sie nicht in der nimlichen Ebene liegen; ist das
moglich?

Nur dann wenn sie den Wert Null haben, d. h. in Wirklichkeit
gar nicht auftreten. (Bei rdumlichen Fachwerksaufgaben zu be-
achten.)

Beispiel ¢) Man beweise den Satz:

Wenn von drei Kriften, die im Gleichgewicht
sind, zwei in der ndmlichen Geraden liegen, die

dritte aber nicht, so ist diese gleich Null (d)
Die beiden in der nédmlichen Ge-

A raden liegenden Kréifte P, und P,, s.
Abb. 37, haben eine Resultierende R,

= 7L Z die mit P, im Gleichgewicht sein muB.
Abb. 37. Nach dem Zweikréiftesatz miissen da-

her auch R und P, in der namlichen
Geraden liegen und entgegengesetzt gleich sein; tun sie das aber
nicht, so miissen sie beide gleich Null sein. Es ist also P, —0),
wegen R==0 sind P, und P, entgegengesetzt gleich.

Beispiel d) Man beweise den Satz:

Wenn von vier im Gleichgewicht befindlichen
Kriaften drei in der ndmlichen Ebene liegen, die
vierte aber nicht, so ist diese gleich Null. (e)

Wenn von diesen vier Kriften P,, P,, P, P, nach Voraus-
setzung die ersten drei in der nimlichen Ebene liegen, so haben sie
eine Resultante R in der gleichen Ebene, die mit P, im Gleich-
gewicht sein muB. Wie beim vorhergehenden Beispiel mufi dann
wieder nach dem Zweikriftesatz sowohl R als auch P, gleich Null
sein, da sie ja nicht in der gleichen Geraden liegen konnen.

Beispiel e) Man erweitere den Satz (e).

Hat man n im Gleichgewicht befindliche Krifte am materiellen
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Punkt, von denen n—1 in" der ndmlichen Ebene liegen, die letzte
P, aber nicht, so muBl diese wieder gleich Null sein, weil die Re-
sultante R der ersten n-—1 Krifte einerseits in deren Ebene
liegen und andererseits mit P, im Gleichgewicht sein muB, Man

schreibt den Satz:

Liegen von n im Gleichgewicht befindlichen
Kriften n—1 in der nédmlichen Ebene, die nte
aber nicht, so ist diese gleich Null (f)

Der Vollstindigkeit halber soll hier bereits der in Nr. 36 erst
noch zu beweisende Satz gegeben werden:

Gehen von »n im Gleichgewicht befindlichen
Kraften n—1 durch den ndmlichen Punkt, die
n-te aber nicht, so ist diese gleich Null (8)

Selbstverstindlich darf von diesem Satz erst Gebrauch gemacht
werden, wenn er bewiesen ist.

10. Die vorhergehenden Zeilen haben nur Sitze iiber die Lage der
Resultierenden gebracht, die folgenden sollen die genaue Richtung
und den Zahlenwert der Resultierenden von mehreren an einem
materiellen Punkt angreifenden Kraf-
ten bringen. Der einfachste Fall ist B s

. . u A
der, daB an ihm zwei in der n#m- Abb. 38.
lichen Geraden liegende Krifte P,
und P, angreifen. Jedenfalls ist dersu Resultierende eine Funk-
tion von P, und P,. Die einfachste Funktion von zwei GréBen
ist ihre Summe. Wir erwarten, daB im vorliegenden Fall die Wir-
kungen sich addieren, wenn die Ursachen sich addieren, d.h. daB
die Bewegungswirkung des Systems der beiden Krifte gleich der
Summe der einzelnen Bewegungswirkungen ist, daB die Resultierende
von P, und P, gleich ihrer Summe ist, R=P, |+ P,, und finden
diesen Satz durch die Erfahrung bestitigt. Der Satz ist an sich
durchaus nicht selbstverstindlich. Es ist beispielsweise die Resul-
tierende der Krifte von zwei vereinigten Magneten nicht gleich der
Summe der magnetischen Krifte der Einzelmagneten, wie man viel-
leicht hétte erwarten kénnen. Der Satz ist auch nicht beweisbar,
er ist fiir uns ein durch Versuche bestitigtes Axiom. Der Fall, daf3
die beiden Krifte P, und P, entgegengesetzte Richtung haben, so
wie Abb. 38 zeigt, ist natiirlich in der Form R= P, 4 P, auch mit
enthalten, es ist P, mit einem positiven Zahlenwert und P, mit einem
negativen einzusetzen, wenn man nach rechts positiv zihlt. Wenn
fiir die Abbildung -der KriftemaBstab 1 mm = 100 kg ist, so ist

P, =2500kg, P,=—1500kg, somit R=P, + P, = (2500 — 1500) kg

A
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=1000 kg. Bei dieser Gelegenheit sei eindringlich darauf aufmerk-
sam gemacht, wie wichtig es ist, bei jeder Mechanikrechnung im
voraus einen bestimmten Richtungssinn als den positiven festzusetzen.
Sind die beiden an dem Massenpunkt angreifenden Kréfte schief,

8. Abb. 35 oder 39, so wird man folgendermafBlen vorgehen. Die
Resultierende R des Systems der

~. beiden Krifte P, und P, ist jeden-
g T~ falls eine Funktion der beiden
A ™~ Krifte. In dem Zeichen P, ist aber

7 nur der Zahlenwert dieser Kraft
angezeigt und nicht auch die Rich-

7 tung, man wird daher Vektoren
) einfiihren, also %, und %, und
ebenso R schreiben, weil in dem

Zeichen § sowohl die Richtung als

s A auch der Zahlenwert von P enthal-

ten ist. Dann iiberlegt man: R ist

g 7 ¢ eine Funktion von %, und %,.
Abb. 40. Die einfachste Funktion von zwei

Vektoren ist ihre graphische oder

geometrische Summe. Wir erwarten, daB3 die Resultierende von zwei
Kriften in der einfachsten Weise von diesen zwei GréBen abhingt, wir
erwarten, daBl R=%B, B, ist, s. Abb. 40, und finden diesen Satz
wieder durch Versuche bestitigt. Diesen Satz, den Resultantensatz,

%=1, +B,,
die Resultierende von zwei Kraften ist gleich
ihrer graphischen Summe, (a)

Abb. 39.

kann man nicht beweisen, er ist ein durch unzihlige Versuche be-
wiesenes Axiom. Kr ist ein Naturgesetz, dessen Wahrheit nicht rein
logisch eingesehen werden kann. Fiir seine Richtigkeit ist daher der
einzige Beweis die Erfahrung und der Versuch. Es miissen und
muBten deswegen alle Bemiithungen scheitern, die Wahrheit dieses
Satzes a priori einzusehen. Es zwingt uns nichts in der Natur,
dieses Gesetz der Zusammensetzung von Einzelkriften als das einzig
mogliche zu betrachten.

In der Elementarmechanik gebraucht man die Schreibweise: die
Resultierende zu zwei gegebenen Kriften ist gleich der Diagonale
des aus den Kriften als Einzelseiten gebildeten Parallelogramms; und
hat so den Satz vom Parallelogramm der Krifte. HEs ist offen-
bar, daB die mit Hilfe der Vektoren angegebene Form in der Dar-
stellung weitaus einfacher ist. Viel wichtiger als die Darstellungs-
weise ist aber die Anwendung des Resultantensatzes; durch die
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vektorielle Form ist die Resultante der Rechnung zuginglich ge-
macht, wenn man nimlich mit Vektoren arbeitet, vektoriell rechnet.

Greifen an dem materiellen Punkt beliebig viele Krifte P, ,
P,,... P, an, so wird man derart vorgehen, daB man zuerst die
Resultierende von P, und P, sucht, und diese etwa R,, nennt, dann
die Resultierende von R,, und P, sie heile R,,, usw. Es ist R,
die graphische Summe von P, und P,, in Zeichen R, , =%, -} %,;
ebenso ist

Roy=RN,+B, oder R,;=%B, + %+ %, usw.

Dann hat man, wenn man alle Krafte zu einer schlieBlichen
Resultierenden R zusammenfaft, wieder den Resultantensatz in seiner
erweiterten Form, s. Abb. 41 und 42,

R=%, +%+...+%,

oder
RN—=2%,
die Resultierende von mehreren Kriften ist gleich
ihrer graphischen Summe. (b)

Abb. 41. Abb. 42.

In der Elementarmechanik gebraucht man die Sprechweise: die
Resultierende zu n gegebenen Kriften ist gleich der SchluBseite des-
jenigen Polygons, das aus den Einzelkriften als Einzelseiten gebildet
ist und hat so den Satz vom Kraftepolygon. Man sieht, der
Sprachgebrauch ist schon schwerféllig, viel grofere Nachteile bereitet
aber die Tatsache, daB der Satz in dieser Form der Rechnung nicht
zuginglich ist.

Die Zeichnungen der Abb. 40 und 42, also Zeichnungen, die
zur Ermittlung von unbekannten Kriften dienen oder als Kontrolle
fir gefundene Krifte, und in denen nur Kriifte auftreten, die in
einem passend gewahlten MaBstab durch Strecken dargestellt werden,
nennt man Kréftepline. Die Aufeinanderfolge der Krifte P,, P,,
P,, P, der Abb. 42, also den Kriftezug vom Anfangspunkt O aus bis
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zum Endpunkt E, nennt man Krafteck. Die Geraden der Abb. 39
oder 41, auf denen die Einzelkrifte liegen, heiit man die Wirkungs-
linien dieser Krifte, zuweilen auch ihre ,Achsen“. Die Krifte, die
man zu einer Resultierenden vereinigt, nennt man deren Kompo-
nenten oder Seitenkrifte.

Beispiel a) Man ermittle graphisch im KriftemaBstab 1 mm =
40kg Zahlenwert und Richtung der Resultierenden des durch die Abb. 43
dargestellten Kriftesystems P,, P,, P,.

In der Abbildung ist P, durch eine Strecke von 22,5 mm dar-
gestellt, also ist nach dem der Abbildung beigegebenen Kriftemas-

Abb. 43. Abb. 44. Abb. 45.
K. M 1 mm=100 kg. K. M. 1 mm =80 kg.

stab P, = 22,5-100 kg =2 250 kg; entsprechend ist P, = 2000 kg,
Py, =1000 kg. Die Resultierende B zu diesen drei Kriften ist
gleich ihrer graphischen Summe, die man so bildet, wie die Krifte-
pline der Abb. 44 oder 45 angeben, indem man nimlich von einem
beliebig gewihlten Anfangspunkt O aus in beliebiger Reihenfolge die
drei gegebenen Krifte aufeinander folgen lit und so zum End-
punkt E gelangt; der Vektor von O nach E stellt die Resultierende
dar. BestimmungsgemiB soll der KriftemaBstab des Krifteplans
I mm =40 kg sein, also wird P, durch (2250:40) mm== 56,3 mm
dargestellt, entsprechend P, durch 50 mm und P,
durch 25 mm. Man entnimmt dem Krifteplan, dal
die Resultierende durch eine Strecke 79 mm dar-
gestellt wird, also den Wert 79-40 kg=13160 kg
hat. Beziiglich ihrer Lage gilt: sie greift am ma-
teriellen Punkt an, so wie Abb. 43 andeutet.

Die Resultierende ist natiirlich nur eine fin-
gierte Kraft; wenn sie am materiellen Punkt an-
greifen wiirde, dann wiirde sie die nidmliche Be-
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wegungswirkung an ihm hervorrufen, wie die drei gegebenen Krifte
P, P,, P, zusammen.

Beispiel b) Man zerlege die gegebene Kraft R in zwei der
Richtung nach bekannte Komponenten P, und P,, s. Abb. 46.

R ist die graphische Summe von P, und P,; man trigt also
R von einem beliebig gewdhlten Punkt O aus ab und kommt so zum
Endpunkt E: Zum gleichen Punkt E muf
man gelangen, wenn man von O aus zuerst
P, und dann P, abtrigt. Man zieht also
von O aus eine Strecke in Richtung von P,
8o weit, daBl man von ihrem Endpunkt aus
in Richtung von P, zum Punkt E kommt,
dann hat man P, und P, auch dem Zahlen- ¢ 3
wert nach gefunden, s. Abb. 47. Abb. 47.

Beispiel ¢) Welche geometrische Bezie-
hung besteht im Raum zwischen den drei Kriften P,, P,, P, und
ibrer Resultierenden R?

£

(8]

m 7
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Abb. 48. Abb. 49. Abb. 50.
K. M. 1 mm=100 kg.
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Abb. 51. Abb. 52. Abb. 53.

K. M. 1 mm =280 kg.

Die vom materiellen Punkt m ausgehenden drei Krifte bilden
die drei vom namlichen Eck ausgehenden Kanten eines Parallelepipeds,
die Resultierende R ist dann seine vom gleichen Eck ausgehende
Diagonale.
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Dieser Satz vom Krafteparallelepiped ist die rdumliche
Erweiterung des Satzes vom Krifteparallelogramm.

Beispiel d) Durch welche Schreibweise driickt man die Eigen-
schaften der Resultierenden zweier oder mehrerer Krifte vollstindig aus?

Die Resultierende zweier Krifte P, und P, muB durch deren
Schnittpunkt gehen und gleich sein ihrer graphischen Summe, nach
(7a) erhdlt man also

N==%, + qs-z (C)
und nach (7d) fiir mehrere Krifte

] Ny Ny N )

R=% +B+B,+ ()

Aufgabe a) mit ¢) Man ermittle graphisch im KriftemaBstab 1 mm

==25 kg Richtung und Zahlenwert der Resultierenden der durch die Abb. 4%
mit 50 dargestellten Kriftesysteme.

Lo6sung: Durch die Kraftepline der Abb. 51 mit 53. Die Resultierende
greift natiirlich jedesmal am materiellen Punkt an, so wie das durch die ge-
strichelte Linie in den Abb. 48 mit 50 angedeutet ist.

Die Resultierende R ist nach Richtung und Zahlenwert im Krifteplan
dargestellt; mit Hilfe des beistehenden KriftemaBstabes entnimmt man fiir B
im Fall

a) B=1420kg, b) R=3160kg, c¢) BR=2840 kg.

11. Nach dem Projektionssatz (6a) bleibt die Gleichung # — 2§

bei Parallel-Projektion auf eine beliebige Ebene erhalten, man hat

sonach ]
W — S, (a)

d. h. die Projektion der Resultierenden eines
Kriftesystems auf eine beliebige Ebene ist gleich
der graphischen Summe der Projektionen der
Einzelkrafte auf diese Ebene.

Denn die einzelnen Krifte des Systems werden bei Parallel-
projektion unabhingig von ihrer Lage immer die gleiche Projektion
haben. [Bei Zentralprojektion hat man andere Verhiltnisse: verschiebt
man eine Kraft parallel, etwa vom Angriffspunkt zu der Stelle, die
sie im Summensatz R =3P einnimmt, so werden fiir jede dieser
beiden Lagen die Projektionen verschieden sein.]

Hat man conach ein ridumliches Kriftesystem, so wird man,
da man im Raum nicht graphisch arbeiten kann, zur ebenen Dar-
stellung iibergehen, am einfachsten mit den Mitteln der darstellenden
Geometrie, d. h. man wird mit Grund- und AufriB dieses riumlichen
Kriftesystems arbeiten. Ist nun R die Resultierende des rium-
lichen Kréftesystems P, P,,...P,, so ist auch die Grundriiprojektion
von R gleich der Resultierenden des Systems der auf den Grund-
ri} projizierten Einzelkrifte. Was vom GrundriB gilt, hat natiirlich



Statik des materiellen Punktes.

auch fiir jeden beliebigen anderen Ri} Gel-
tung. Man beachte dabei die Moglichkeit einer
Kontrolle bei der Darstellung eines rdumlichen
Kriftesystems mit den Hilfsmitteln der dar-
stellenden Geometrie.

Beispiel a) Man ermittle graphisch im
MaBstab 1 mm == 80 kg Zahlenwert und Rich-
tung der Resultierenden des durch die Abb. 54
dargestellten rdumlichen Kriftesystems.

Dieses ist durch Grund- und Aufri8 ge-
geben. Natiirlich darf die Darstellung in letz-
terem nicht derjenigen im Grundriff wider-
sprechen. Es ist ja selbstverstindlich, soll
aber gleichwohl erwihnt werden, daB die End-
punkte der Einzelkrifte genau senkrecht iiber-
einander liegen miissen, wenn die Anfangs-
punkte iibereinander liegen. Im vorliegenden
Fall ist die Aufriprojektion des Kriftesystems
identisch mit dem Kriftesystem des Beispieles
der vorigen Nummer, die Resultierende R” des
Aufrisystems wird also genau wie dort er-
mittelt. Die GrundriBprojektion R’ der Resul-
tierenden ist gleichfalls als graphische Summe
der GrundriBprojektionen der Einzelkrifte zu
finden, s. Abb. 55, dann ist die wirkliche Re-
sultierende R durch die beiden Projektionen
R’ und R” vollstindig bestimmt. Ihre Kon-
struktion erfolgt nach irgendeiner der in der
darstellenden Geometrie gebriduchlichen Metho-
den, s. Abb. 56. Dem der Abbildung beige-
gebenen Kriftemalistab entnimmt man

R =2240 kg, R"—3160kg, R— 3740 kg.

Bei der Aufstellung des Krifteplanes fiir
das gegebene raumliche Kriftesystem ist man-
cherlei zu beachten. Zunichst ist es durchaus
nicht notwendig, daf Grund- und AufriB ge-
nau iibereinander liegen. Beide kénnen ja als
vollkommen selbstindige Kriftesysteme fiir
sich behandelt werden. Zu beiden kann an be-
liebiger Stelle der Krifteplan gezeichnet werden.
In der Regel ist es freilich am praktischsten,
beide genau iibereinander zu zeichnen, weil die

11. 29
3
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Abb. 54.
K. M. 1 mm == 100 kg.
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Abb. 55.
K. M. 1 mm =80 kg.

1 mm = 100 kg.
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Darstellung iibergichtlicher und auch einfacher wird. Dann: Es ist nicht
notwendig, in beiden Rissen genau die gleiche Reihenfolge der Einzel-
krifte einzuhalten, man kann unter Umstinden auch einmal von
dieser Reihenfolge abweichen, so wie etwa bei Abb. 61 der Platz-
ersparnis und besserer Darstellung halber geschehen. In der Regel
aber wird man schon der leichteren Kontrolle wegen die gleiche
Reihenfolge beibebalten, also etwa auch im Grundril die Aufeinander-
folge P,, P,, P, wihlen, wenn man diese -Reihenfolge im Aufrif
gewahlt hat. Dann: Als Kontrolle fiir die Richtigkeit des Krifte-
planes in den beiden Rissen wird sich ergeben miissen, daB die End-
punkte der Risse senkrecht iibereinander liegen miissen, wenn das
fir die Anfangspunkte zutrifft.

2 7

—_— +—|
| / |
| |

7 i 4 [
| | [

i
|
!
2 7
p 2
3
Abb. 57. Abb. 58.

K. M. 1 mm =100 kg.

Aufgabe a)mit ¢) Man ermittle graphisch im KriftemaBstab 1 mm=25kg
Richtung und Zahlenwert der Resultierenden der durch die Abb. 57 mit 59
dargestellten rdumlichen Kriftesysteme.

Lésung: Durch die Kriftepline der Abb. 60 mit 62. Die gesuchte
Richtung ist gegeben durch die Richtung in Grund- und Aufri, der Zahlen-

wert durch
a) B =38620 kg, R"”=2830 kg, R=—4120 kg;

b) R'—=4140 kg, R’=3150kg, R=5090 kg;
o) R —=2240 kg, R”-==2830 kg, R— 3000 kg.

12. Will man Krifteaufgaben nicht graphisch sondern analytisch
l6sen, so wird man mit der analytischen Form des Resultantensatzes
operieren, mit seiner ,Projektion“ auf eine passend ausgewdhlte
Gerade. Diese Projektion fiihrt den Satz R = 3 iiber in

R =3P, (a)
d. h. die Projektion der Resultierenden eines
Kriftesystems auf eine beliebig ausgewihlte Ge-



Statik des materiellen Punktes. 12. 31

rade ist gleich der Summe der Projektionen der
Einzelkrafte dieses Systems.

Was unter Projektion einer Strecke oder im vorliegenden Fall
einer Kraft zu verstehen ist, ist bekannt: Wie in der analytischen
Geometrie ist immer, wenn nicht eigens ausdriicklich anders ver-
merkt, die senkrechte Projektion der Strecke oder der Kraft auf die

vorgegebene Gerade verstanden.

a 2

TN
7N

Abb. 60.

Abb. 61.

K. M. 1 mm = 80 kg.

Meist wird man ein recht-
winkliges Koordinatensystem be-
niitzen und spricht dann von
einer analytischen Behand-
lung der Aufgabe. Dann pro-
jiziert man alle auftretenden
Krifte auf die drei Koordina-
tenachsen oder, was das gleiche
ist, auf drei zu ihnen parallel
gehende Gerade und spricht dann
auch ganz kurz ,man hat auf
eine gegebene Richtung proji-
ziert“ statt genauer: man hat
auf eine Gerade von dieser
Richtung projiziert. Die Pro-
jektion der Kraft auf eine

Abb. 62. K. M. 1 mm =280 kg.

gegebene Richtung nennt man auch die Komponente der Kraft
in dieser Richtung oder die Seitenkraft in dieser Richtung oder
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oft auch den Beitrag der Kraft in dieser Richtung. Wir wer-
den meist die letzte Benennung gebrauchen. Zur Erklirung dieser
Sprechweise denke man sich auf einer
vollstindig reibungsfreien Geraden einen
Korper bzw. Massenpunkt, der nur in
Richtung dieser Geraden eine Bewegungs-
moglichkeit haben soll, s. Abb. 63. Dann
wird eine Kraft P einen um so gréferen
Beitrag zur Bewegung des Korpers in
Richtung der Geraden leisten, je weniger
ihre Richtung von dieser Geraden abweicht. Ist die Kraft senkrecht
zur Geraden, dann ist der Beitrag zur Bewegung Null, ist die Kraft
parallel zur Geraden, dann ist der Beitrag am groBten.

Mit Hilfe dieser neuen Begriffe und Sprechweisen kann man
die analytische Form des Resultantensatzes aussprechen:

Die Projektion der Resultierenden auf eine beliebige
Gerade oder Richtung ist gleich der Summe der Pro-
jektionen der Einzelkrifte. (b)

Oder: In jeder Richtung ist die Komponente der Resul-
tierenden gleich der Summe der Komponenten der
Einzelkrifte. (c)

Oder: In jeder Richtung ist der Beitrag der Resul-
tierenden gleich der Summe der Beitrige der
Einzelkrifte. (d)

Mit Beniitzung eines rechtwinkligen Koordinatensystems erhilt
der Resultantensatz die Form der analytischen Mechanik

X=X+ X4, Y=Y+ Y 4., Z=2,+Z+. ...
oder X=2X, Y=2737%, Z=21Z, (e)

wenn man die Projektionen der Resultierenden R auf die drei Grund-
richtungen mit X, Y, Z bezeichnet und diejenigen der Einzelkrifte
P, mit X, Y, Z,.

Eine Strecke oder ein Vektor oder eine Kraft im Raum ist
gegeben durch ihren Zahlenwert P, und Angabe von zweien ihrer
drei Richtungskoeffizienten cos a,, cos f§;,, cosy,, (Math.I 192, 193),
ihre Projektionen auf die drei Grundrichtungen sind dann

X,=P,cosq;, Y,=P,cosf;, Z =P, cosy,. ()
Dann geht die Formel (e) iiber in
X=P,cosa,{P,cose,+..., Y=P, cosp, + P, cos 5, 4. ...

Z =P, cosy, +P,cosy,+...
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oder abkiirzend
X=2Pcosa, Y=2Pcosfl, Z=2Pcosy. (8)
Der Zahlenwert R der Resultierenden ist bestimmt durch
R=VX*{-Y*+ Z°, (h)
ibre Richtungskoeffizienten durch

cos w:cosf:cosy:1=2X:Y:Z:R. (i)
Beispiel a) Man gebe S
zuerst die Einzelbeitrige der ] \\ N|
sechs Krifte der Abb. 64 | AN AN
in wagrechter und lotrech- | e 5 4 Il AN
ter Richtung sowie in der : ‘ | AN
Richtung von P, an, und — > ~
. AN 7 7 + 5
dann den Gesamtbeitrag der AN /" YA I i'f
Krifte in diesen Richtungen. \\\ /<\ - +
Man projiziert die Ein- >N
zelkrifte auf die angegebe- Abb. 64. K. M. T mm =20 kg.

nen Richtungen und zahlt
willkiirlich positiv nach rechts, nach oben und in der Pfeilrichtung
von P,. Dann sind die

Beitrige in der horizontalen Richtung:

H, =P, =500kg, H, = — P, co8 45% = — 300 kg, H,

H, — P, cos 45° =400 kg, Hy— — P, — — 700 kg, Hy=0;
2 H=—100kg.

Beitrige in vertikaler Richtung:

V,==0, V,=P,co845°=300kg, V,=— P,=—400kg,
V,== P, cos 45°=400kg, V,=0, V,==—P,=—300kg;
2V=0.
Beitrige in Richtung von P,:
Q,=—P,cos45°=1353,5kg, Q,==0, Q,=— P,cos45%°=-—2828kg,
Q,=—=565,6 kg, Q,=— P, cos45°=—494,9Kkg,
Q,=-—P,cos845%=—212,1kg; X Q=—70,7kg.

Beispiel b) Man gebe den Zusammenhang zwischen den Kompo-
nenten der Einzelkrifte P, und deren Resultante R in vektorieller
Schreibweise.

Es haben die Einzelkrifte die Komponenten X;, Y;, Z, und
R diejenigen X, Y, Z; dann ist

=4 X+, Y, +i,2Z, R=i, X4+, Y+ 2
3

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I.
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Mit Verwendung von (e) und (g) erhdlt man
R=i2X+i,2Y+i,27 (k)
R=1i, 2 Pcosa—i,2 Pcosf+}i, 2 Pcosy. 1))

Beispiel ¢) Man ermittle analytisch Richtung und Zahlenwert
der Resultierenden des durch Abb. 65 dargestellten Kraftesystems.

oder

Abb. 65. Abb. 66.
K. M. 1 mm =100 kg.

Graphisch wurde diese Aufgabe bereits durch das Beispiel 10a)
gelost.  Analytisch: Man hat eine Aufgabe der Ebene, wihlt also in
ihr zwei Koordinatenachsen, am einfachsten die Wirkungslinie von
P, als - x-Achse, und die von P, als -} y-Achse, d.h. man wihlt
willkiirlich den Richtungssinn so, wie die Pfeile von P, und P, angeben.
Dann hat die Kraft P, die beiden Komponenten X, — — 2000 kg,
Y, =-+1000kg, P, liefert den Beitrag 0 in der x-Richtung, also
X,—=0, ¥,=2000kg, fir P, ist X,==1000kg, Y,=0. Dann ist

X=X, + X, + X, = (— 2000 - 0 - 1000) kg = — 1000 kg,
Y=Y, + Y, 4+ ¥, = (1000 42000+ 0)kg  — - 3000 kg,

d. h. die X-Komponente von R geht gegen den Pfeil der x-Achse,
die Y-Komponente mit dem Pfeil der y-Achse. Praktisch wird man
aber meist so vorgehen, daBl man gar keine bestimmten Koordinaten-
achsen annimmt, sondern nur wie hier bei einer ebenen Aufgabe
zwei Grundrichtungen, und auf diese projiziert. Man nimmt also
eine passend gewihlte Richtung als z-Richtung an, und die dazu
senkrechte als y-Richtung, so wie das durch die Abb. 66 veranschau-
licht wird, wo die beiden mit einem Pfeil versehenen Strahlen nur
eine Richtung andeuten sollen. Fiir diese beiden Richtungen, die
wie in der analytischen Geometrie iiblich gew#hlt wurden, hat P,
die Beitrige
X, =-+4+2000kg, Y, =—1000kg,
entsprechend ist
X,=0, Y,=—2000kg, X,—-—1000kg, Y,=0O.
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Pamit wird X=1000kg, Y=—3000kg. Mit diesen beiden Werten
ist die Richtung von R bestimmt zu tgr=Y:X=—3, und der
Zahlenwert zu

R=VX*-Y*=1000V10kg = 3160 kg.

Beispiel d) Man ermittle analytisch Zahlenwert und Richtung
der Resultierenden des Kréftesystems der s

Abb. 67. AN
Graphisch ist die Aufgabe durch Bei- \ Vﬁ
spiel 11a) gelost. Analytisch: Man legt ein R

| ?

|

I
rechtwinkliges Koordinatensystem durch % Z II [
den Massenpunkt, oder noch einfacher, |
man nimmt drei passend gewihlte senk- |
recht zueinander stehende Richtungen als l oy
die Grundrichtungen des Raumes. Wie k) a%|2 I
iiblich wéhlt man die Schnittgeraden der |
drei Hauptrisse als Grundrichtungen, so wie

die Abbildung angibt. In diesen drei
Grundrichtungen hat P, die Beitrige

>y

4 |
Abb. 67.
K. M. 1 mm =100 kg.

X, =0, Y,=-42000kg, Z ==-—1000kg;
entsprechend wird
X,=—1000kg, Y,=0, Z, ==-—2000kg;
X,— —1000kg, ¥,——1000kg, Z,—0.
Mit diesen Werten erhilt man
X=23X==—2000kg, Y=2Y=1000kg, Z=2Z=—3000kg

und damit
R=VX*+ Y* 1 Z2=1000kg V14 — 3740 kg.
Die Richtung von R ist bestimmt durch die drei Richtungsfaktoren

cosa:cosficosy:1=X:Y:Z:R=—2: 1: —3:V14
oder o o
cosa=—2:V14, cosf=1:V14, cosy=—3:V14.
Aufgabe a) mit ¢) Man ermittle analytisch Richtung und Zahlenwert
der Resultierenden der durch die Abb. 48 mit 50 gegebenen Kriftesysteme.
Losung zu a) Im Fall der Abb. 48 wihlt man die Richtung von P, als
positive z-Richtung und die dazu senkrechte nach oben als positive y-Rich-
tung, dann hat man
X,=2000kg, Y, =0, X,=—1000kg, Y,=-—1000Kkg,
X=1000kg, Y=-—1000kg, R=1415kg, tgr=—1.
Lésung zu b) P, bestimmt die positive @-Richtung, P, die negative
y-Richtung. Damit wird
*
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X,=2000kg, ¥,==0, X,=0, Y,——2000kg, X;=——1000kg, ¥,——1000kg;
X—=1000kg, Y=—3000kg, R=3160kg, tgz=—3.

Losung zu ¢) Man macht die Richtung von P, zur negativen x-Rich-
tung, die dazu senkrechte nach oben gehende zur positiven y-Richtung. Dann
wird
X, =1000kg, Y,=~—2000kg, X,=1000kg, Y,=2000kg, X,= 2000 kg,

Y,=2000kg, X,=-—2000kg, Y,==0;
X=2000kg, Y=2000kg, R=2830kg, tgz=1.

Aufgabe d) mit f) Man ermittle analytisch Zahlenwert und Richtung
der Resultierenden der Kriftesysteme der Abb. 57 mit 59.

Losung: Man wahlt in allen drei Féllen die Grundrichtungen wie bei
Beisp. d). Dann ergeben sich die Werte der Komponenten der Einzelkréfte
und ebenso der Resultierenden so wie in der beistehenden Tabelle eingetragen.

P,PQRE,PQPGR!PI . P, P, R

x-Komponente | —1 —2 —83 | —2 —1 —1 —4 0—141 41 41
y- ) 0+2+42+2 0—141}1+141-+42 —2 42
= —2 0—2| 0—2—1—38|—24242 02
Alle Tabellenwerte sind in 1000 kg angegeben, somit X, =— — 1000 kg,
X,—=—2000kg usw. Man erhilt im Fall
d) R=1000 kgy17=4125kg, cosat:cosf:cosy:1=-—3:2:—2:y/17;
e) R=1000kgy26=5100kg, cosx:cosf:co8y:1=—4:1:—3:126;

f) R=1000kgy9 =3000 kg, cosx:casf:coap:1=1:2:2:3.

13. Ist der materielle Punkt im Gleichgewicht, oder in anderer
Sprechweise, sind die an ihm angreifenden Krafte im Gleichgewicht,
so heben sich die Einzelkrifte in ihrer Wirkung gegenseitig auf,
der Resultantensatz nimmt die spezielle Form an

IHE=0, (a)

d.h, ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht,
g0 ist die graphische Summe der an ihm angrei-
fenden Krifte gleich Null.

Umgekehrt ist die Bedingung 5% =0 notwendig und hin-
reichend, um den Punkt ins Gleichgewicht zu setzen. Denn Krifte,
die an einem Massenpunkt angreifen, haben immer eine Resultierende,
deren Zahlenwert R gleich demjenigen von X ist. Mit 2R =0
ist also auch R=0, d.h. die an dem Punkt angreifenden Krifte
heben sich in ihrer Wirkung auf diesen gegenseitig auf, sie sind also
im Gleichgewicht und damit auch der Punkt selbst. Somit lautet
die Umkehr:
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Wenn die graphische Summe der am Massen-
punkt angreifenden Krifte Null ist, so ist dieser
Punkt im Gleichgewicht. (b)

Beispiel a) Die vier an einem Massenpunkt angreifenden
Krifte P, P,, P;, P, sind im Gleichgewicht. Gesucht ist die
Kraft P,, wenn die iibrigen nach Richtung

und Zahlenwert gegeben sind, s. Abb. 68. 1

P, mull mit der Resultierenden der Krafte L
P, P,, P, im Gleichgewicht sein, demnach 2
dieser entgegengesetzt. Nach Beisp. 10a) ist
dann %, = — R gefunden.

Aus diesem Grunde heit man oft auch Abb. 68.

diejenige Kraft, die einem gegebenen Kriifte-
system Gleichgewicht hilt, die Gegenresultante dieses Systems.

Oder man schreibt die Gleichgewichtsbedingung an, hier §, | %,
~+ B, + P, =0, und zeichnet das diesem Summensatz entsprechende
Krafteck: Man trigt von einem beliebigen Punkt O
aus die Krifte P, P,, P, aufeinanderfolgend an, die ¢
letzte unbekannte Kraft P, findet man durch die 7
Bedingung, dafl man wieder zum Anfangspunkt zu-
riickkommen mufl, wenn man P, als SchluBvektor
nach O hin antrégt, s. Abb. 69.

Beispiel b) Die vier am naémlichen Punkt
angreifenden Krifte P,, P,, P,, P, sind im Gleich-
gewicht. Von P, und P, kennt man Zahlenwert
und Richtung, von P, und P, nur die Richtung, Abb. 69.
8. Abb. 70. Auf graphi-
schem Wege ermittle man
P, und P,.

Es gilt

$1+$2+$3+$4=0'

Wenn man von einem be-
liebig gewihlten Punkt O
aus die vier Krifte auf-

. - >
einanderfolgend .antragt, Abb. 70, Abb. 71,
dann mufl man wieder zu M1

‘ .M 1 mm =100 kg.
diesem Anfangspunkt O
zuriickkommen. Man trigt zuerst P, an, dann P,. Vom Endpunkt
von P, aus zieht man eine Strecke in Richtung von P, soweit, daB
man vom Endpunkt dieser Strecke aus in Richtung von P, zum
Anfangspunkt O zuriickkommt, s. Abb. 71.

4
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Beispiel ¢c) Warum konnte man bei Beisp. a) nur eine un-
bekannte Kraft ermitteln, bei Beisp. b) aber deren zwei?

Man beachte, da8 eine Kraft (oder allgemein ein Vektor) in der
Ebene erst durch zwei Zahlenangaben bestimmt ist. Beisp. a) er-
mittelte von der Kraft P, sowohl den Zahlenwert wie die Richtung,
man hat in diesem Fall also zwei unbekannte Zahlen gesucht und
gefunden. Im Beisp. b) kannte man von den beiden gesuchten
Kriften P, und P, die Richtungen, unbekannt waren nur die Zahlen-
werte, somit wieder zwei Unbekannte. Weitere Erorterungen dariiber
sehe man in Nr. 14 u. 18.

Die Gleichgewichtsbedingung 3§ == 0 148t sich wieder auf eine
beliebige Ebene ,projizieren*,

2P =0, (c)
d. h. ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht, sc ist die graphische

Summe der Projektionen der am Punkt angreifenden Krifte auf eine
beliebige Ebene Null. Oder in anderer und kiirzerer Ausdrucksweise:

Die Projektion eines Gleichgewichtssystems auf
eine beliebige Ebene bildet wieder ein Gleich-
gewichtssystem. (d)

Es ist also beispielsweise der Grund- oder Aufrifl oder Seiten-
riB eines raumlichen Gleichgewichtssystems wieder ein Gleichgewichts-
system. Man kann dann mit diesen ebenen Gleichgewichtssystemen
genau so arbeiten wie wenn sie ganz selbstindig wiren.

Projiziert man das Gleichgewichtssystem 2 =0 auf eine be-
liebige Gerade oder Richtung, dann geht die allgemeine Gleich-
gewichtsbedingung {ber in

3P =0, (e)

d. h. ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht, so ist

die Summe der Projektionen der an ihm angreifenden

Krifte auf eine beliebige Gerade oder Richtung Null.

Oder in kiirzerer Ausdrucksweise:
In jeder Richtung ist Gleichgewicht, €3]

d. h. in jeder Richtung ist die Summe der Komponenten (oder Bei-
trige) des Kriftesystems Null. In der analytischen Mechanik be-
zieht man alle vektoriellen GroBen stets auf die drei Grundrich-
tungen, auf die Richtungen der drei Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems; man ,projiziert“ dementsprechend die allgemeine
Gleichgewichtsbedingung 3§ = 0 auf diese drei Grundrichtungen und

erhilt SX—0, SY—0, 3Z—0 (g
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als analytischen Ausdruck des Gleichgewichtes eines am
materiellen Punkt angreifenden Kriftesystems.

Beispiel d) Man 16se Beisp. b) auf analytischem Wege.

Unbekannt sind die Zahlenwerte P, und P,, man benétigt so-
mit zwei Gleichungen. Man hat hier ein ebenes Gleichgewichts-
system und deswegen die beiden Bedingungen SX—0, JY==0.
Man wihlt die Richtung nach rechts als -}~ z-Richtung, die nach
oben als - y-Richtung, nimmt ferner willkiirlich an, daB die Pfeile
von P, und P, nach rechts gerichtet sind, dann gehen beide Gleichungen
iiber in

2X=0 oder —2000kg 0} P, P, c0o845°=0
3Y=0 » -+1000kg—2000kg-}-0 L P, cos45°==0

und liefern
P, =1000kg, P,=1414kg.

Das positive Vorzeichen einer Losung driickt immer
aus, dall der Richtungssinn der gesuchten GrdBe richtig
angenommen ist. Im vorliegenden Fall waren also die Pfeile
von P, und P, richtig gewahlt. Hatte man beispielsweise gefunden
P, =—1000 kg, dann wiirde das — -Zeichen angeben, daB der
Pfeil oder Richtungssinn von P, falsch angenommen war. Siehe
auch Nr. 16.

Beispiel e) Das Kriftesystem der Abb. 72 ist im Gleichgewicht.
Gesucht sind die drei Krifte P,, P,, P,.

Abb. 72.

Die Tatsache des Gleichgewichts des Systems ist durch zwei
Gleichungen zum Ausdruck zu bringen. Die Losung der Aufgabe
ist also unmdglich, da drei Zahlenwerte gesucht sind. Aber man
kann im vorliegenden Falle wenigstens eine der Unbekannten er-
mitteln, namlich P,;, weil die beiden anderen unbekannten Krifte P,
und P, zufillig die ndmliche Wirkungslinie haben.

P, und P, haben eine Resultierende P,, von der gleichen Rich-
tung, P, und P, kann man ermitteln; graphisch, indem man das
Krafteck % 4 %, - $B,,—0 zeichnet, s. die Abbildung; analytisch
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durch Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung senkrecht zur Rich-
tung von P,,, nidmlich
Pcos =P, cos f. (h)

Die Erfahrung zeigt uns, daf3 beim Auftreten einer Kraft immer
auch gleichzeitig eine zweite Kraft vorhanden ist, die der ersten ent-
gegengesetzt gleich ist, daf alle Kréfte in der Natur immer paar-
weise auftreten. In den einfachsten Féllen, wie etwa bei der Auf-
—  lagerung eines Korpers, ist diese Wahrheit recht leicht ein-
zusehen. Wenn man beispielsweise, so wie Abb. 73 andeutet,
einen Stab senkrecht auf eine horizontale Unterlage stellt,
so wird an der Unterstiitzungsstelle das Gewicht @ des
l Stabes auf den Erdboden iibertragen. Dann muf}, wie alle
¢ Erfahrung zeigt und auch die Uberlegung angibt, an der
gleichen Stelle, wo die Kraft ¢ vom Stab aus nach abwirts

wirkt, von der Unterlage aus nach aufwirts die entgegen-
g’/// gesetzt gerichtete Kraft Q' nach oben wirken. Diese zweite
Abb. 73. Kraft @', die also erst durch den Druck @ auf die Unter-
lage bedingt ist, ist dann mit diesem Druck @ im Gleich-
gewicht, es ist @' = . Was ja auch leicht einzusehen ist: denn
wenn Q' nicht vorhanden wére, dann wiirde am Stab nur sein Ge-
wicht @ angreifen, die Wirkung einer Kraft ist aber eine Bewegungs-
anderung, es miiite also der Stab unter dem Einflul von € sich nach
abwarts bewegen.

DaB freilich zwischen zwei Koérpern, die sich nicht beriihren,
die vielleicht grofle Entfernungen haben, dieses Gesetz von der
Wechselwirkung auch noch Giiltigkeit hat, ist von vornherein nicht
go leicht einzusehen. Dal ein von einem Magneten mit einer ge-
wissen Kraft P abgestoBenes Korperchen auch auf den Magneten
eine AbstoBungskraft P'= P ausiibt, ist nicht unmittelbar ersicht-
lich, kann aber noch durch den Versuch bewiesen werden. Noch
viel weniger ist beispielsweise im vorhinein die Tatsache einzusehen,
dal deswegen weil die Erde den Mond mit einer Kraft P anzieht,
auch der Mond auf die Erde die entgegengesetzt gleiche Anziehungs-
kraft P’ = P ausiibt. Weitere Betrachtungen iiber dieses Prinzip
von der Reaktion sind Aufgabe der Dynamik. Nach diesem von
Newton aufgestellten und auch nach ihm benannten Gesetz:

Jede Kraft erzeugt eine entgegengesetzt gleiche
Gegenkraft, @)

ruft also jeder Druck einen gleichgroen Gegendruck hervor, jeder
Zug einen gleichgroflen Gegenzug. Beide Krifte greifen am nim-
lichen Punkt an.
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Es ist freilich selbstverstdndlich, soll aber gleichwohl angegeben
werden, daf natiirlich Kraft und Gegenkraft nie auf den gleichen Kérper
einwirken. Wirkt vom Korper B her auf
den Korper 4 eine Kraft P, so iibt umge- = >
kehrt der Korper A auf den Korper B die Abb. 74.
Gegenkraft P’ =P aus. Es greift also am
Korper 4 die Kraft P und am Korper B die Gegenkraft P’ — P
an, s. Abb. 74.

Um keinen Irrtum entstehen zu lassen, soll fiir den Fall der
Abb. 73 noch erklirt werden, daB die Kraft Q' nicht die Gegenkraft
zum Gewicht @ ist, sondern zu dem an der Unterstiitzungsstelle vom
Stab ausgeiibten Druck @. Es greifen also an: am Erdboden der
Druck @, am Stab der Gegendruck @ =@ und das Gewicht Q.

Beispiel f) Auf der reibungsfreien Ebene der Abb. 75 vom
Neigungswinkel « bewegt sich der als materieller Punkt zu betrach-
tende Korper vom gegebenen Gewicht . Man ermittle zunichst
Art und Richtung der an dem Korper angreifenden Kriifte sowie
ihrer Resultierenden, alsdann deren Zahlenwerte nach dem Resultanten-
satz (graphisch und analytisch).

J)

Abb. 75. Abb. 75a.

An dem Punkt greift zunidchst sein Gewicht ) an, so wie Abb. 75
angibt. Wiirde sonst keine Kraft mehr an ihm wirken, so wiirde er
senkrecht herabfallen miissen. Es greift also sicher
noch eine zweite Kraft an ihm an. Man weiB, er 0
iibt wegen seines Gewichtes einen Druck auf die
schiefe Ebene aus, der natiirlich im allgemeinen nicht
gleich dem Gewicht ist; sie wird also nach dem
Gesetz der Reaktion entgegendriicken. Dieser Druck
N von der schiefen Ebene her steht senkrecht zu
ihr; denn die schiefe Ebene ist reibungsfrei vor-
ausgesetzt, es fehlt also jeder Anlafl, den Gegen-
druck anders als senkrecht zu ihr anzunehmen. An-
dere Kréfte als @ und N greifen an dem Massen-
punkt m nicht an. Beide haben eine Resultierende R, Abb. 76.
unbekannt nach Richtung und Zahlenwert. Die Rich-
tung von R ist diejenige der Bewegungséinderung des Massenpunktes.
War dieser in Ruhe und wird er losgelassen, so erhilt er in Richtung
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der schiefen Ebene eine Bewegung oder genauer gesagt eine Bewegungs-
inderung, also geht R in Richtung der schiefen Ebene, s. Abb. 75a. Die
Zahlenwerte von R und N findet man mit Hilfe des Resultantensatzes.
Es ist R die graphische Summe aus @ und N, man trigt von einem
beliebig gewihlten Punkt O aus zuerst @ ab, an deren Endpunkt N.
Den Wert von N kennt man zwar noch nicht, aber man weiB}, daB
der Endpunkt von N und der von R zusammenfallen, s. Abb. 76.
Damit ist dann ermittelt

N=¢ cosq, R=Q-sinc. (k)

Analytisch: Man schreibt zweimal die Gleichung (12d) an: in der
Richtung von R gilt
R=N-0-4 @ sing;

entsprechend gilt in der Richtuug von N
R-0=N—Q-cosa,

woraus wieder die gleichen Werte wie oben hervorgehen.

Man beachte bei diesem Beispiel einmal, da R natiirlich nur
eine fingierte Kraft ist, die in Wirklichkeit an dem untersuchten
Massenpunkt gar nicht angreift. Dann hiite man sich vor dem
Fehler, zu sagen, R geht in Richtung der schiefen Ebene, weil der
Punkt sich in dieser Richtung bewegt. Diese Uberlegung ist un-
richtig: denn es miiite dann auch, was sicher falsch ist, beim Faden-

pendel, s. Abb. 77, die Resultierende R aus Ge-
wicht ¢ und Fadenspannung N die Richtung der
Tangente haben, weil das Pendel sich in dieser
Richtung bewegt. Die Dynamik wird spiiter
zeigen, dafl R die in der Abbildung angedeutete
Lage haben kann. Die Kraft geht eben nicht
in Richtung der Bewegung, sondern in Richtung
der Bewegungsinderung. Ferner sei noch hin-
gewiesen auf die ganz und gar unmégliche Lo-
sungsmethode der elementaren Mechanik, die ganz
willkiirlich und ohne Begriindung sagt: Das Ge-
wicht zerlegt man (oder noch schlimmer: das Ge-

Abb. 77. wicht @ zerlegt sich) in zwei Komponenten R

und N usw. Man mache sich einfach die wirklich
auftretenden Tatsachen klar, dann ist der Weg zur Losung nicht
schwer zu finden. Weiter soll noch darauf hingewiesen werden, daB
der Normaldruck N der Abb. 76 doppelt auftritt, nimlich einmal als
Druck des materiellen Punktes auf die schiefe Ebene und dann als
Gegendruck der schiefen Ebene suf den Punkt. Im vorliegenden
Fall hatten wir den materiellen Punkt zu untersuchen und die an
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ihm angreifenden Krifte, es darf also in der Zeichnung nur der auf
den Punkt wirkende Druck N, der nach oben geht, auftreten. Ebenso
darf nur mit diesem nach oben gerichteten Druck gerechnet werden.
Beispiel g) Die schiefe Ebene sei jetzt vollkom-
men rauh vorausgesetzt, so daf der Kérper unter dem 0E
EinfluB der Reibung in Ruhe bleibt. Man ermittle i~
von den an dem Korper angreifenden Kriften zunschst
Art und Richtung, alsdann den Zahlenwert nach dem
Resultantensatz (graphisch und analytisch). [/
Am Massenpunktm greift
zunéchst das Gewicht @ an, m- ¥
ferner wie beim vorangehen-
den Beispiel der Druck N =3 y

von der schiefen Ebene her, --_-_/.Tf“f e Q.
ferner nach Angabe noch die Abb. 78. Abb. 79.
Reibung F, die parallel zur

schiefen Ebene wirken mufB}, s. Abb. 78. Die drei Krifte sind im
Gleichgewicht, es mufl sonach ihre graphische Summe Null sein.
Unbekannt sind nur die beiden Zahlenwerte N und F, die aus dem
Krafteck der Abb. 79 zu entnehmen sind.

Analytisch: Es ist Gleichgewicht in Richtung von F und N, also
F4+N-0—Q-sina=0, N+ F-0—Q-.-cosa=0,
oder F=Q-sinc, N==Q cosc. Q)

Beispiel h) Man beweise die Umkehr des Resultanten-
satzes:

[t

Wenn fiir das an einem materiellen Punkt angreifende
Kriftesystem gilt

2X=0, 2Y=0, 2Z=0,
so ist der Punkt im Gleichgewicht. (m
Man schreibt die drei gegebenen Gleichungen

$,2X=0, ,2Y=0, ,22=0
und addiert

i1(X1+X2+"')+i2(Y1+Y2+"')+i3(zl+zz+"')=0
oder (i1X1+i2Y1+i3Z1>+(i1X2+i2Y2+_i3Z2)+"'=O
oder B,+B+...=0 oder IP=0,

womit das Gleichgewicht nach (b) bestimmt ist.

Beispiel i) Durch welche Schreibweise driickt man die Tat-
sache des Gleichgewichtes zweier oder mehrerer Kriifte vollstindig aus?
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Wenn zwei Kriftc P, und P, im Gleichgewicht sind, so muf
ihre graphische Summe Null sein, $, %, =0. Aber die Bedingung
%, + P, =0 ist umgekehrt noch nicht hinreichend fiir das Gleich-
gewicht der Krifte P, und P,, sie miissen auch noch auf der namlichen
Geraden liegen. Beide Tatsachen lassen sich vereinigt zum Ausdruck
bringen durch die Schreibweise (7a), hier

%1 + %2 =0.
Entsprechend gilt fiir den Fall des Gleichgewichts dreier Krifte P,,
P,, P,: Sie miissen als graphische Summe Null haben, miissen durch
den gleichen Punkt gehen und in der gleichen Ebene liegen. Diese
drei Bedingungen sind durch die Schreibweise

%1’{_%2 +$,=0
vollstindig zum Ausdruck gebracht. Denn die dritte Bedingung,

daB sie alle drei in der nimlichen Ebene liegen miissen, ist durch
die ersten beiden Bedingungen schon miterfiillt.

Aufgabe a) Welcher trigonometrische Zusammenhang besteht zwischen
drei im Gleichgewicht befindlichen Kriften?

Abb. 80. Abb. 81.

Lésung: Die drei Krifte 4, B, C der Abb. 80 bilden ein geschlossenes

Krafteck. Es ist
A:B:C=sino:sin f:8iny.

Aufgabe b) Die Skizze der Abb. 81 stellt eine Seilfihre dar, die durch
den Druck ¢ des flieBenden Wassers mittels einer am Seil AB angebrachten
Rolle nach rechts bewegt wird. Welche Stellung ist fiir die Bewegung am
glinstigsten ? .

Losung: An der Féhre greift an 1. vom Wasserdruck @ der Beitrag @’
senkrecht zur Fahre, wenn man von Wasserreibung, Wirbelbildung usw. ab-
sieht, 2. die Seilspannung S. Beide haben eine Resultierende R, die das Fahr-
zeug aus dem Ruhezustand in Bewegung versetzt; die Bewegungsinderung
geht in Richtung des Seiles A B, also ist R parallel zum Seil gerichtet. Dem
Krafteck fiir @/, S und R entnimmt man B ==’ cos « =3 @Qsin 2. Also giin-
stigste Stellung fiir Bewegung (nicht Seilbeanspruchung) o = 45°.

Aufgabe ¢) Von den Eckpunkten eines Dreieckes aus wirken auf einen
im Dreiecksinnern befindlichen Massenpunkt Krifte P,, P,, P,, die propor-
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tional sind den Abstanden r,, 7,, v, von den Eckpunkten und sich im Gleich-

gewicht halten. Welches ist die Gleichgewichtslage dieses Punktes m?
Losung: Die Lage des Punktes ist durch die Vektoren r,, t,, 1; be-

stimmt. Es ist P, = cr,, Py=rcr,, R, =cr;. Wegen des Gleichgewichtes wird

BB+ Bs=0 oder c(r;41,+1)=0.

Letatere Gleichung charakterisiert aber bekanntlich den Schwerpunkt des Drei-
eckes, der also die Gleichgewichtslage fiir den Massenpunkt bildet (Math. I,
Aufg. 79a).

Aufgabe d) Die gegebenen Krifte P, und P, der Abb. 82 sind mit den
beiden Kriften P, und P, im Gleichgewicht; von P, kennt man den Zahlen-
wert 1000 kg, von P, die Richtung. Gesucht ist der Zahlenwert von P,.

Lésung: Man trigt von einem Punkt O aus P, und P, ab und an den
Endpunkt von P, die Richtung von P,; ein Kreis um O mit dem Radius
1000 kg liefert zwei Endpunkte von P, und damit zwei Losungen P,/ = 1725 kg
und P,” —=38175 kg.

Abb. 82. Abb. 83.
K. M. 1 mm =100 kg. K. M. 1 mm =200 kg.

Aufgabee) An einem materiellen Punkt sind vier Krifte P, P, B,
P, im Gleichgewicht. P, und P, sind vollstindig bekannt, von P, kennt man
die Richtung im Aunfri8 und den Zahlenwert
6000 kg, von P, die Richtung im GrundriB, s.
Abb. 83. Man ermittle P; und P, nach Zahlen-
wert und Richtung.
Losung: Eine Kraft ist im Raum durch
drei Zahlenangaben bestimmt. Im vorliegenden
Fall sind von P, zwei Zahlenangaben gemacht,
von P, nur eine, man hat also drei Unbekannte
und dafiir drei Gleichungen. Die Lésung ge-
schieht am einfachsten analytisch, indem man Abb. 84.
die drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellt
2X=0, 2Y=0, Z=0. Man entnimmt die Zahlen der Abb. 83 mit Hilfe
des beigegebenen MaBstabes und erhalt, in 1000 kg gerechnet,

+14+0+X+X, =0, +2—21Y,+Y,=0, +244+ 2,2, =0.
Nach Angabe ist Z;,=2Y,, 3Y,—=2X,, X2 Y.+ Z,2 = 36.

In der letzten GIelchung driickt man X; und Z, nach Y, aus durch Um-
formung der gegebenen Beziehungen, hier



46 Zweiter Abschnitt. 13.

Z,—2Y, und 24+2X,+3Y,—0, Y,4Y,—o0,

und erhilt
(8Y; —2)° - 4Y,® - 16Y,2 =144 oder 29Y,>— 127, — 140 = 0.
Zwei Losungen: Y; = —2 und Y, ==70:29 und damit

X;=—4, ¥V, =—2, Z;=—4, X, =+3,Y,=+2, Z,=—2, P,=y17,
76 70 140 105 70 314

X;;:E) Y;;:ég) Zszég) 4= ’2'97) 4=_2—9> Z4:—-‘2_9_) P4:11:67'

Aufgabe f) Eine als materieller Punkt zu behandelnde Kugel ruht auf
zwei in einer horizontalen Geraden sich schneidenden schiefen Ebenen. Man
bestimme die an der Kugel angreifenden Krifte nach Richtung und Zahlen-
wert. Die Reibung ist zu vernachlissigen.

Losung: Von den schiefen Ebenen her greifen die Auflagerdrucke N,
ond N, in den Beriihrpunkten senkrecht zu den schiefen Ebenen an. Sie
schneiden sich mit der Kraft @ im Mittelpunkt der Kugel. Mit einem Kraft-
eck erhilt man

N, :N,: Q=sina,:sin «, : sin (ot; 4 o).

Aufgabe g) Auf zwei in einer horizontalen Geraden
sich schneidenden schiefen Ebenen liegen zwei als materielle
Punkte zu behandelnde Kugeln. Man suche deren Gleich-
gewichtslage, sowie die an ihnen angreifenden Krafte. Die
Reibung ist zu vernachlissigen.

Abb. 85. Abb. 86.

Losung: An jeder Kugel greifen drei Kriifte an, @, N, D, die sich im
Mittelpunkt treffen. Man zeichnet fiir jede Kugel das Krafteck, s. Abb. 86
und liest ab

]

D:N,:Q =sine, :cosa:cos(,—x), D:Ny:Q,=-sina,:cosax: cos (a, —+ o).

Diese vier Gleichungen lassen die Unbekannten D, N,, N, und den die
Gleichgewichtslage bestimmenden Winkel o ermitteln.

N ,SJEEL D sin &, .
oder @ Gos (o0, — o) D=q cos (o, 4 o)
¢cos o+ (@, Sin o, cos &, — @, sin o, cosa,; ] = sin «-[@, sin «, sin «, ~+ @, sin & sin ot,]
@, cotg o, — @, cotg o,
Q1+ @

Aufgabe h) Man beweise den Satz:

Wenn von einem am materiellen Punkt angreifenden
Kriftesystem die Summe seiner Beitrige in drei ver-
schiedenen Richtungen Null ist, so ist es im Gleich-
gewicht. (n)

oder tgo—
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Losung: Die Einheitsvektoren in diesen drei Richtungen seien mit u, v,
bezeichnet, jede Einzelkraft P; kann man in drei Komponenten oder Beitrige
U;, Vi, W; nach diesen Richtungen zerlegen, so daB

Pi=ulU;+oV,+ 1w W;.
Nun ist nach Angabe
2U=0, V=0, ZW=0,
man rechnet wie bei Beisp. h)
uU+0ZV4+wZW=0,
oder WU+ oVi+wW)+ @l + oV +0Wy) 4+ (). . . =0

oder B, + %, +... =0
oder =0,
d. h. das Kriftesystem ist im Gleichgewicht.

14. Ein Punkt auf einer gegebenen Geraden hat nur eine einzige
Koordinate, d. h. um seine Lage auf ihr zu bestimmen, ist die
Angabe nur einer einzigen Zahl, eben seiner Koordinate, notwendig.
Die Lage des Punktes P der Abb. 87 wird z. B. durch die Zahl 4
bestimmt, er ist 4 Lingeneinheiten vom festen Nullpunkt O entfernt.
Wenn der Punkt auf der festen Ge-
raden sich bewegt, so ist zur voll-
stindigen Angabe der Bewegung Abb. 87.
eine einzige Gleichung ausreichend,
etwa wenn man angibt, x =3t} 10, wo ¢ die Zeit ist. Man driickt
diese Tatsache, daBl also eine einzige Gleichung zur Angabe der Be-
wegung ausreicht, auch aus durch folgende Sprechweisen: Ein Punkt
hat auf einer festen Geraden nur eine einzige Bewegungsmoglich-
keit, oder er hat auf der festen Geraden nur einen einzigen Frei-
heitsgrad. Auf der festen Geraden gibt es co' Punkte, da man
ja x oder t beliebig wihlen kann.

Jedem Punkt entspricht ein be-
stimmtes ¢, jedem ¢ ein bestimm-
ter Punkt.

In einer gegebenen Ebene hat
der Punkt zwei Koordinaten, d. h.
um seine Lage in ihr zu bestim-
men, ist die Angabe von zwei Zah- Abb. 88.
len, eben seiner Koordinaten, not-
wendig. Fir den Punkt der Abb. 88 gibt man beispielsweise an
P=4|2, d. h. er hat die Abszisse x=14 und die Ordinate y=2.
Wenn sich dieser Punkt P in der Ebene bewegt, so ist zur voll-
stindigen Angabe dieser Bewegung ein System von zwei Gleichungen
notwendig und ausreichend, etwa wenn man angibt

x=3t+10, y=—1—*t.

g, ! | s Pz
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Diese beiden Bewegungsgleichungen geben in jedem Augenblick die
Lage des Punktes an. Man driickt diese Tatsache wieder aus durch die
Sprechweise: In einer festen Ebene hat der Punkt zwei Bewegungs-
moglichkeiten oder zwei Freiheitsgrade. Oder auch durch die
Sprechweise: in der Ebene gibt es oo? Punkte, da man ja ebenso-
wohl x als auch y beliebig wihlen kann. Solanger man iiber die
Koordinaten x und y gar nichts aussagt, hat man einen vollstindig
freien Punkt in der Ebene, dieser Punkt hat zwei Freiheitsgrade. Jede
Gleichung zwischen den XKoordinaten des Punktes gibt eine Be-
wegungsbeschrankung an, etwa indem man sagt, x=—4, oder
x==3y usw. Man hat dem Punkt einen Freiheitsgrad genommen,
soll das gleiche heilen wie: man hat ihm eine Bewegungsbeschrinkung
vorgeschrieben. Wenn man etwa sagt x==4, so kann sich der
Punkt nur mehr auf einer zur y-Achse parallelen Geraden im Abstand 4
vom Nullpunkt bewegen. Man hat dafiir auch die Sprechweise: Dem
Punkt P ist eine Fiihrung oder Auflagerung gegeben, die durch
=4 gegebene Bewegungsbeschrinkung oder Fiihrung oder Auf-
lagerung ist dann die in der Abbildung gestrichelt eingezeichnete
Gerade. Man kann dem Punkt in der Ebene zwei Bewegungsbeschrin-
kungen oder zwei Fiihrungen oder zwei Auflagerungen geben; bei-
spielsweise indem man sagt y=3x, £=4, wo durch jede dieser
Gleichungen eine eigene Bewegungsbeschrinkung oder Fiithrung vor-
geschrieben wird. Ebenso groB wie die Zahl der Koordinaten oder
Freiheitsgrade eines Punktes ist auch die Zahl der Bedingungen, die
man im Fall des Gleichgewichtes dieses Punktes aufstellen kann.
Denn der Fall des Gleichgewichtes d. h. der Ruhe oder gleichmiBigen
Bewegung ist ja nur ein Sonderfall der allgemeinen Bewegung. Die
Angabe der Bewegung eines Punktes in der Ebene benétigt zwei
Gleichungen, somit auch die Angabe des Gleichgewichtes des Punktes
in der Ebene, d. h. einer gleichférmigen Bewegung dieses Punktes.
Im Fall des Gleichgewichtes eines Punktes in der Ebene kann man
somit zwei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, es lassen sich
daher am materiellen Punkt in der Ebene alle statischen Aufgaben
l6sen, die nur zwei Unbekannte enthalten.

Eine an einem vorgeschriebenen Punkt angreifende unbekannte
Kraft in der Ebene ist durch zwei Zahlenangaben bestimmt, etwa in-
dem man Richtung und Zahlenwert von ihr angibt (graphische
Lésung), oder indem man ihre beiden Komponenten in den Grund-
richtungen ermittelt (analytische Losung).

Fiir den materiellen Punkt im Raum gilt dann ebenso: Im
Raum hat der materielle Punkt drei Koordinaten oder Freiheitsgrade
oder drei Bewegungsmoglichkeiten. Umgekehrt wird eine bestimmte
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Bewegung durch drei Bewegungsgleichungen angegeben, beispielsweise
durch
x=3t+10, y=1*—t, z=—t.

Eine bestimmte Lage wird durch drei Gleichungen zwischen den Ko-
ordinaten gegeben, etwa durch x =4, y = 3z, z=x -} y. Jede einzelne
dieser Gleichungen schreibt dem Punkt eine Bewegungsbeschrinkung
vor, nimmt ihm einen Freiheitsgrad. Jede einzelne dieser Gleichungen
ist dann eine Auflagerung oder Fiithrung fiir den Punkt im Raum.
Uber den Begriff Fithrung oder Auflagerung siehe auch mnoch
Nr.18 und 19. Will man den Punkt im Raum festhalten, so muB}
man ihm alle seine drei Freiheitsgrade nehmen, oder in anderer Sprech-
weise: man mufl ihm drei Bewegungsbeschrinkungen vorschreiben, man
muB ihm drei Auflagerungen oder Fithrungen geben. Ebenso gro8
wie die Zahl der Freiheitsgrade oder Bewegungsméglichkeiten ist
dann auch wieder die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen, die man
aufstellen kann, wenn der Punkt im Raum im Gleichgewicht ist,
also drei. Am materiellen Punkt im Raum lassen sich sonach nur
solche statische Aufgaben ldsen, die nur drei unbekannte Zahlen
enthalten. '

Eine an einem vorgeschriebenen Punkt angreifende Kraft (all-
gemein ein Vektor) im Raum ist durch drei Zahlenangaben bestimmt:
Die analytischen Methoden (Math. I 192, 193) ermitteln die drei Kom-
ponenten der Kraft in den drei Grundrichtungen und damit die Kraft
selbst, nidmlich Zahlenwert und Richtung nach (12 h,i); die
graphischen Methoden ermitteln den Zahlenwert und die Richtung
dieser Kraft im Grund- und AufriB, also wieder hinreichende Be-
stimmungsstiicke fiir die Kraft.

Beispiel a) An einem Massenpunkt greifen vier im Gleichgewicht
befindliche Krifte P,, P,, P,, P, an. Wenn man diese vier Krifte
vollstindig angeben will, was darf von ihnen nur unbekannt sein?

Jede einzelne Kraft ist durch drei Zahlenangaben bestimmt. Man
benétigt also insgesamt zwolf Zahlenangaben. Da man fiir den Fall
des Gleichgewichtes drei Bedingungsgleichungen aufstellen kann, diirfen
nur drei Unbekannte auftreten, also etwa:

drei Krifte P, P,, P, sind vollstindig bekannt, P, vollstindig
unbekannt,

P, ist vollstindig bekannt, von P,, P,, P, ist die Richtung be-
kannt, unbekannt nur deren Zahlenwerte,

P, ist vollstindig bekannt, von P,, P;, P, sind zwei Kompo-
nenten in den drei Grundrichtungen bekannt, unbekannt X, Y,,
Z, usw.

Praktische Bedeutung hat besonders die zweite Aufgabe, nimlich

Egerer, Ingenieur-Mechanik. 1. 4
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die Zahlenwerte von drei Kriften des Gleichgewichtssystems zu
ermitteln, wenn die Richtungen alle bekannt sind. Die Losung
dieser Aufgabe folgt an spiterer Stelle unter Nr. 68—72,

15. Die nachfolgenden Zeilen bringen eine gréBere Reihe von
Aufgaben iiber Spannungen in Stabverbinden. Bei ihnen allen
ist vorausgesetzt, um sie an dieser Stelle bereits 16sen zu kénnen,
daB jeder einzelne Punkt im Gleichgewicht ist. Es geniigen dann
die Sétze iiber die Statik des materiellen Punktes, d.i. der Resul-
tantensatz mit seinen Sonderfillen.

Abb. 89. Abb. 90.

Die zur Untersuchung kommenden Stabverbinde sind hier
idealisiert: In praktischen Fillen werden sie, wie der Name sagt,
aus Stiben bestehen, die in ihren Endpunkten irgendwie verbunden
sind. Die Stibe werden gewisse Dimensionen haben, die jedenfalls
von EinfluB auf die inneren Krifte im Stabverbande sind. Sie
konnen in den Endpunkten auf verschiedene Weise verbunden werden,
etwa indem man sie vernietet oder verschraubt, oder indem man
sie gelenkartig zusammenfaBt. Wenn man zwei oder mehrere Stibe
in den Endpunkten verbindet, so wird man auch in praktischen
Fallen die Verbindung immer so anbringen oder so anzubringen ver-
suchen, daB die Mittellinien der Stibe sich im namlichen Punkt,
dem sogenannten Knotenpunkt oder Knoten schneiden. Wie
nun auch die praktische Verbindung sein mag, in der Mechanik
rechnet man mit Bildern, die mehr oder minder genau an den
praktischen Fall heranreichen. Unser erstes Bild von einem
Stabverband (von Fachwerken oder Fachwerktrigern werden wir
spiter reden) ist folgendes: die unendlich diinn und nichtdeformier-
bar gedachten Stabe laufen mit ihren Endpunkten in den Knoten
des Stabverbandes zusammen; in den Knotenpunkten sind die
einzelnen Stdbe gelenkartig vollkommen reibungsfrei verbunden; nur
in diesen Knotenpunkten greifen iuBere Krifte an dem Stabverband
an. Abb. 89 und 90 geben einen Teil eines wirklich vorkommenden
Stabverbandes, Abb. 91 und 92 dessen Bild. Mit welchem Recht
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und mit welcher Annéherung man statt mit wirklichen Stabver-
binden mit deren Bildern rechnen kann, ist an spiterer Stelle zu
erdrtern. Nun denke man sich in einem Knotenpunkt eines Stab-
verbandes eine Kraft P so angreifend, wie etwa Abb. 92 angibt.
Sie wird in den einzelnen Stiben des Stabverbandes weitergeleitet
zu den Stiitzstellen oder Auflagerstellen des Stabverbandes. Die auf
diese Weise in den Stéiben auftretenden Krifte nennt man Spannungen.
Nach Annahme ist jeder einzelne Punkt des Stabverbandes im Gleich-
gewicht, und zwar im Gleichgewicht unter dem EinfluB der an ihm

Abb. 91. Abb. 92.

angreifenden &ufleren Krifte und der in den Stiben auftretenden
Spannungen. Selbstversténdlich kénnen letztere beim idealisierten
Stabverband nur in Richtung der Stidbe auftreten. An dem Knoten-
punkt IV der Abb. 92 etwa, der durch Abb. 91 noch eigens heraus-
gegriffen ist, greifen an: die #duBlere Kraft P und die vier Stab-
spannungen Sy, S,, S;, S,. Die in einem Stab auftretende Spannung
kann eine Zug- oder Druckspannung sein. Sucht die an dem
Knotenpunkt angreifende duflere Kraft den Stab zu verlingern, so
wird in ihm ein Zug auftreten, sucht sie ihn zu verkiirzen, so hat
man Druck.

Beispiel a) An dem Ende 4 des gewichtslosen oA A
Fadens der Abb. 93 héngt eine Last Q. Sie wird
durch den Faden weitergeleitet zur Auflagerstelle B ~— «4z« 44
und wirkt dort nach abwirts, sucht also den Auf-
lagerpunkt B nach abwérts zu bewegen. Als Reak-
tion wird an dieser Stelle von der Auflagerumgebung s
her am Faden die Kraft @ nach aufwirts wirken.
Dann ist der Faden im Gleichgewicht unter dem Ein- v
fluB der an ihm angreifenden Nutzlast @ und der
Auflagerkraft . Dann mufl auch jeder einzelne Teil
des Fadens im Gleichgewicht sein. Man kann irgend-
einen solchen herausgreifen, beispielsweise den Teil BU.

Er ist im Gleichgewicht, es greift an ihm an die Auf- Q @
lagerkraft @ nach aufwérts, also muB auch eine ent- Abb. 93.

™)
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gegengesetzt gerichtete Kraft ¢ nach abwirts angreifen, das ist die
an der Stelle U nach abwirts gehende Fadenspannung S==¢. Genau
8o ist aber auch der Teil UA im Gleichgewicht, und zwar unter dem
EinfluB der Nutzlast @ bei 4 nach abwirts und der Fadenspannung
S=0Q bei U. Jetzt ist aber die Fadenspannung S nach aufwirts
gerichtet. Das ist auch dadurch leicht erklirlich, weil sie ja zu der
ersterwihnten Spannung S im Fadenteil BU die Reaktion ist. An
jeder Stelle des Fadens tritt also die Spannung § auf, und zwar an
jeder Stelle sowohl nach aufwirts wie auch nach abwirts gerichtet,
als Kraft und Gegenkraft, da beide die untersuchte Stelle stets im
Gleichgewicht halten.

Beispiel b) An dem einen Ende 4 einer Schnur greift eine
Kraft P an. Man beurteile die statischen Verhiltnisse, wenn die
(gewichtslos vorausgesetzte) Schnur im Gleichgewicht sein soll.

Damit dies zutrifft, muf

5 vz jedenfalls am anderen Ende
S A (oder an einem anderen Teil)

4 v B der Schnur die gleichgroBe

s v 8 Kraft P angreifen, und zwar
P s 5 7 im entgegengesetzten Rich-

v S T F tungesinn. Durch diese bei-
Abb. 94. den Krifte P, P wird die

Schnur straff, sie wird in Span-
nung versetzt. Diese Spannung tritt an jeder einzelnen Stelle U der
Schnur auf. Wenn nach Angabe die Schnur im Gleichgewicht ist, dann
natiirlich auch jeder beliebige Teil von ihr, also auch der Teil AU der
Abbildung, wo U den untersuchten Punkt im Innern der Schnur an-
deuten soll. Wenn aber der Teil AU im Gleichgewicht sein muB,
dann ist notwendig, daf} die an der Stelle U auftretende Spannung §
wieder im Gleichgewicht ist mit P und entgegengesetzten Richtungs-
sinn hat. Naturgemif tritt die Spannung S am andern Teil UB der
Schnur nach links gerichtet auf, da sie ja der Kraft P am Schnurende B
das Gleichgewicht halten muB. Die beiden Kriifte SS an der Stelle U
sind natiirlich nichts anderes als Aktion und Reaktion, die ja immer
entgegengesetzt gleich sein miissen. Diese Betrachtung lehrt also,
daBl an jeder Stelle der Schnur 4 B unter dem EinfluB der Krifte P, P
eine Spannung S = P auftritt, und zwar immer gleichzeitig als Aktion
und Reaktion, und damit eben die betrachtete Stelle ins Gleich-
gewicht setzt. Fiir die Rechnung, die wir im Auge haben, interes-
sieren uns nur die Angrifispunkte der beiden Krifte P, durch die
die Spannungen hervorgerufen werden, ndmlich die Knotenpunkte A
und B des Stabes, wenn wir uns jetzt einen solchen statt der Schnur
denken. An diesen Stellen geht also der Richtungssinn oder Pfeil
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der Zugspannung vom Knotenpunkt weg zur Stabmitte. Man kann
auch so iiberlegen: ein auf Zug beanspruchter Stab wird durch die
an ihm angreifenden &ulleren Krifte verlingert, die an den beiden
Knoten angreifenden Zugspannungen wirken dieser Verlingerung
entgegen, sie suchen den Stab wieder auf seine urspriingliche Linge
zuriickzufithren, die Knotenpunkte nach der Mitte zu zu bewegen,
ihr Pfeil geht also vom Knotenpunkt weg zur Stabmitte. '

Beispiel ¢) An den En- i 5
den eines Stabes A B greifen 3 — p
die Krifte P, P 80 an, wie —ys—immmes ==
Abb. 95 zeigt. Man unter- Abb. 95.

suche das Verhalten desStabes.

Die beiden Kriifte P, P suchen den Stab zu verkiirzen, zusammen-
zudriicken, in dem Stab wird also eine Druckspannung entstehen,
die in Richtung des Stabes geht. (In Wahrheit wird freilich der
Stab seine Form #ndern, er wird unter Umstinden auch ausknicken;
indes wird unser oben angegebenes erstes Bild von diesem Ver-
halten absehen und zundchst annehmen, daB der Stab seine gegebene
Form beibehilt.) Wie im vorigen Fall des auf Zug beanspruchten
Stabes wird man wieder schlieBen: an jeder Stelle des Stabes tritt
eine Druckspannung §==P paarweise auf, nimlich als Aktion und
Reaktion; an den Knotenpunkten 4 und B sind dann die Krifte P
im Gleichgewicht mit diesen Druckspannungen S= P, so wie Abb. 95
angibt; der Richtungssinn oder Pfeil der Druckspannung geht, was zu
bemerken ist, zum Knotenpunkt hin.

Abb. 96. Abb. 97. Abb. 98.

In einem Stabverband kennzeichnet man also die Z ugspan-
nungen durch Pfeile, die vom Knotenpunkt weggehen; und
umgekehrt die Druckspannungen durch Pfeile, die zu diesen Knoten-
punkten hingehen. Demnach wiirde in dem Stabverband der Abb. 91
sein: S; eine Druckspannung, S,, S,, S, Zugspannungen. Eine andere
in der Praxis angewandte Methode zeichnet die gedriickten Stibe
durch eine im Stabverband neben dem Stab verlaufende gestrichelte
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Linie aus, die gezogenen Stébe gar nicht. Demnach wiirden nach
Abb. 92 der Stab 5 gedriickt sein, die Stibe 4, 8, 7 aber gezogen.
In der Rechnung ist es iiblich, Zugspannungen durch ein -}--Zeichen,
Druckspannungen durch ein —-Zeichen anzudeuten. Der Tabelle
am SchluB der Nummer 17 wére dann zu entnehmen, daB im Fall a)
Sys S, S, Sy Zugspannungen, S, S,, S, Druckspannungen sind.

Beispiel d) An der Leiter der Abb. 96 greift die Kraft
P=100 kg an. Man ermittle die Auflagerkrifte bei A und B unter
der Voraussetzung, dafl die beiden Leiterteile bei C durch ein
reibungsloses Gelenk zusammenhingen, sowie daB die Unterlage
absolut glatt ist. Die Enden 4 und B der Leiter sind durch eine
Schnur verbunden.

Die Kraft P wirkt an der Stelle C auf die Leiter ein und setzt
die Schnur 4B in Spannung; durch die Leiterteile C4 und CB wird
die Kraft P an den Stellen 4 und B auf die Unterlage iibertragen.
Man geht wieder von der Voraussetzung aus, daf jeder Punkt der
Leiter im Gleichgewicht ist. Also der Knotenpunkt C unter dem
Einfluf der an ihm angreifenden &uBeren Kraft P und der Span-
nungen 8, und S, in den Leiterstiben. Punkt A ist im Gleich-
gewicht unter dem EinfluB der Stabspannung S, und der Schnur-
spannung S; und des Auflagerdruckes bei 4; Entsprechendes gilt fiir
den Knotenpunkt B. Da die Unterlage als vollkommen reibungsfrei
vorausgesetzt ist, fehlt jeder AnlaB, den Auflagerdruck 4 oder B
anders als senkrecht zur Auflagerebene anzunehmen. Man zeichnet
fir jeden der drei Knotenpunkte C, 4, B das Krafteck 3% =0,
zundchst fiir C, siehe Abb. 97, woraus S, und S, ermittelt wird, dann
fir 4 und B.

Anmerkung. Man gewdhne sich daran, aus einem gleich nach-
her in Nr. 17 zu besprechenden Grund, an jedem Knotenpunkt die
dort angreifenden Kriifte immer im Uhrzeigersinn abzulesen, also
am Punkt C die Reihenfolge P, S,, S, einzuhalten und so aufeinander-
folgend im Kréfteplan abzutragen, am Knotenpunkt A die Reihen-
folge §,, S;, 4, am Knoten B diejenige S,, B, S,. Deswegen
braucht aber nicht auch im Kréfteplan der Umlaufsinn gleichzeitig
der Uhrzeigersinn zu sein, wie Abb. 97 lehrt.

Beispiel ) Am Draht der Abb. 99 hingt genau in der Mitte
an der Stelle 0 eine Last P=100 kg. Man ermittle fiir diese Stel-
lung die Spannung des Drahtes. Dann verkiirzt man den Draht, so
daB der Angriffspunkt der Kraft an die Stellen 1, 2, 3, 4 gelangt.
Wie groB ist bei diesen Stellungen die Spannung des Drahtes? Wie
groB wire sie, wenn man den Draht horizontal spannen kénnte, so
daB die Last im Punkt 5 angreifen wiirde?
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Der Angriffspunkt O ist unter dem EinfluB der Kraft P und
der beiden Drahtspannungen S, und S,, die beide natiirlich gleich
sein miissen, im Gleichgewicht. Man
ermittelt S, und S, aus einem Kraft-
eck, 8. Abb. 100, zu S="71 kg.

Wenn man den Draht verkiirzt,
dann erhalten die Spannungen § eine
geringere Neigung, das Krafteck zeigt,
daB ihre Werte grofler werden. Man
erhilt bei den Stellungen 1, 2, 3, 4 die
Werte S=284 kg, 113 kg, 206 kg, Abb. 99.

399 kg.

" Fiir die Stellung 5, entsprechend einem horizontal gespannten
Draht, laufen im Krafteck die beiden Seilspannungen §, und S,
parallel und schneiden sich sonach erst im Unendlichen, sie werden
beide unendlich groB. Das ist freilich nur ein Bild, in Wirklichkeit
kann man eben einen Draht nicht horizontal spannen.

Beispiel f) Auf zwei
in einer horizontalen Ge-
raden sich schneidenden
schiefen Ebenen sind zwei
als materielle Punkte zu
betrachtende Kugeln, die
durch einen gewichtslosen Abb. 100.

Faden verbunden sind, im

Gleichgewicht. Man beweise, dall das Gewicht jeder Kugel propor-
tional sein muB der Linge der schiefen Ebene, auf der sie sich be-
findet.

Abb. 101. Abb. 102.

Die Léngen I, und I, sind natiirlich von der gleichen Horizon-
talen aus gemessen. Es ist nach dem Sinussatz
l,:l,=sineg,:sine, oder [ sine, =1, sinq,.
Auf die erste Kugel wirkt das Gewicht @,, das mit dem Normal-
druck N, und der Fadenspannung S im Gleichgewicht ist; nach
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(131) wird §=Q, sin ,; da die Fadenspannung an jeder Stelle gleich
ist (Reibung und sonstige Widerstéinde sollen vernachlissigt werden),
so ist gleichzeitig wegen des Gleichgewichtes an der zweiten schiefen
Ebene S=Q,sin«,, also muB gelten

Q sine = Q,sine, oder @ :Q,=1:1l

nach der oben angeschriebenen Beziehung. Mit Einfiihrung eines
Proportionalititsfaktors kann man noch entsprechend der Behaup-
tung schreiben

Q=cl, Q=cl,.

Man beachte: Wir haben die Gleichung @, sin e, = @, sin ¢, aus
dem Resultantensatz bewiesen. Der umgekehrte Weg wurde ein-
geschlagen von Stevin, der als erster Entdecker des Satzes vom
Krifteparallelogramm anzusehen ist. Er denkt sich eine geschlossene
Kette iiber zwei schiefe Ebenen gelegt (Abb. 102 nach Stevin) und
sagt, diese Kette muB im Gleichgewicht sein, weil sie sonst ein
Perpetuum mobile vorstellen wiirde. Es muB deswegen auch jener
Kettenteil auf den schiefen Ebenen im Gleichgewicht sein, der nach
Wegnahme des unteren Kettenbogens entsteht. Der Kettenteil auf
der linken schiefen Ebene wiegt Q,=cl, jener auf der rechten
@, =cl,, nach dem Sinussatz muB also @, 8in e, = @, 8in &, sein,
woraus sich dann der Resultantensatz ergibt. Stevin setzte also
a priori die Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile voraus und bewies
damit den Resultantensatz, sonach umgekehrt wie wir es jetzt machen.

Aufgabe a) Zwei als materielle Punkte zu betrachtende Kugeln von
gleichem Gewicht @ sind durch einen gewichtslos gedachten Faden verbunden.
Die eine Kugel wird auf eine schiefe Ebene von gegebener
Neigung tga gesetzt und der Faden iiber eine Rolle gelegt,
so wie Abb. 103 andeutet. Welches ist die Gleichgewichts-

lage fir die Kugel auf der schiefen Ebene? Alle Reibung
wird vernachlissigt.
Loésung: Die Fadenspannung ist am rechten Ende
@, also auch am linken, an der Kugel greifen sonach an:
Gewicht @, Auflagerdruck N, Fadenspannung S=¢@. Man
zeichnet das Krafteck und findet, daB wegen S=@ die
Fadenspannung 8 unter dem Winkel 2o gegen die Lot-
« “.J.  rechte geneigt ist. Dadurch ergibt sich die Richtung des
k@....____f;‘,; linken Schnurteiles und damit auch die Gleichgewichtslage
~ ™ der Kugel. Man findet, daB die Rolle unterhalb der schiefen
Abb. 103. .
Ebene sein muB.

Analytisch: Es ist, wenn Abb. 103 die Gleichgewichtslage angibt,

gin 2 & A
=0 , a=lcosx=—>bsin2u«.
— cos o

Das negative Zeichen von b sagt aus, daB die durch Abb. 103 gegebene
Lage der Rolle oberhalb der schiefen Ebene iiberhaupt nicht mdglich ist.
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Aufgabe b) Zwei als materielle Punkte zu betrachtende Kugeln von
gleichem Gewicht @ sind durch einen gewichtslos gedachten Faden von der
Linge 21 verbunden; in der Mitte trigt der Faden noch ein Gewicht 2¢. Das
Fadensystem bringt man auf einen vertikal stehenden Kreisbogen vom Radius r
in eine Gleichgewichtslage, so wie Abb. 104 andeutet. Man bestimme diese
Lage, ferner die Fadenspannung S und den Auflagerdruck N. Die Reibung
ist zu vernachlissigen.

Abb. 104. Abb. 105.

Loésung: Man entnimmt der Abbildung des Systems ! cos & = r cos ¢ und
dem zugehorigen Krifteplan cotgox==2cotg ¢, sowie S—=@ : sin c, N=2@):sin ¢.
Durch die ersten beiden dieser vier Gleichungen bestimmt man « und ¢ zu
40 =1 r? — 2

8in? @ = —- 3,2 , sin?o= TP

Dann hat man

16, Die vorausgehenden und die meisten der nachfolgenden Bei-
spiele und Aufgaben sind so gewihlt, daB die Richtungen der auf-
tretenden Kriafte recht einfacher Art sind. Natiirlich nur soweit,
als es sich darum handelt, die neu aufgestellten Sidtze und Formeln
einzuiiben; bei mehr praktischen Féllen kann auf eine einfache
Losung keine Riicksicht genommen werden. In Abb. 106 etwa hat
Stab 2 und damit auch seine Spannung S, die Richtung 1:1, S, die-
jenige — 1:1, in Abb. 107 hat S, die Richtung 0, S, die Richtung
1:1, in Abb. 108 hat S, die Richtung 1:2, S, die Richtung — 3: 1.
Fiir die graphische Losung der Aufgaben beniitze man am einfachsten
das gewdhnliche karierte Papier, beachte aber, dal die Karreeseiten
genau 5 mm gro} sind.

Beispiel a) mit ¢) Bei den Abb. 106 mit 108 ist jedesmal der
materielle Punkt m durch zwei (gelenkartig unter sich und mit dem
Auflager verbundene) Stabe in der Ebene der Abbildung festgehalten.
Man ermittle die Spannungen S, und S, der Stibe, und zwar graphisch
in K.M. 1mm==100kg; P=5000Kkg.

Fiir den Knotenpunkt m zeichnet man jedesmal das Kraftack
P =0. Im Fall a) ist von einem beliebig gewdhlten Punkt O
aus P in der Lénge (5000 kg : 100 kg) mm = 50 mm anzutragen, daraw
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schlieBt sich S, und §, so, daB man wieder zum Anfangspunkt O
zuriickkommt. Man beachte wieder, da man am Knotenpunkt die
Krifte stets im Uhrzeigersinn abliest, also in der Reihenfolge P,
8,, 8, wenn man mit der bekannten Kraft P beginnt. Im Fall b)
liest man die Krifte am Knotenpunkt auch im Uhrzeigersinn ab,
P, §,, 8, im Krifteplan geht trotzdem der Umlaufsinn P, S,, S,
gegen den Uhrzeiger.

7
Abb. 106, Abb. 107. Abb. 108,

Die Abb. 109 mit 111 geben die Spannungen der Stibe; es ist

8, =8, =+ 3535 kg im Falle a), §, = 5000kg, S,=-— 7070kg
im Falle b), 8, =-—4470kg, §,——2235kg im Falle c).
0 a L
Z 0 P
7
7
Abb. 109. Abb. 110. Abb. 111.

K. M. 1 mm = 250 kg.

Beispiel d) mit f) Die vorausgehenden drei Aufgaben 1se man
analytisch.

Man stellt im Falle a) die Gleichgewichtsbedingung in Richtung
des Stabes 1 auf, weil S, in dieser Richtung keinen Beitrag leistet
und deswegen aus der Gleichung hinausfillt, s. Abb. 1086,

+ P-cos45°— 8, 4-5,-0=0 oder §,=1V2.P— | 3535kg.

Man beacbte zweierlei: einmal daB man einen bestimmten Richtungs-
sinn als den positiven festlegen muB; hier ist ganz willkiirlich auf
der ersten, der x-Richtung, s. Abb. 112, der Sinn nach abwirts als
der pesitive gewihlt worden; dann daB man fiir die gesuchte Span-
nung S, einen Richtungssinn, einen Pfeil, annehmen muB; hier vom
Knstenpunkt weggehend, entsprechend der willkiirlichen Annahme,
de3 S, eine Zugspannung ist; tibrigens ist S, tatsichlich eine Zug-
gannung, was man im vorliegenden Fall auch unmittelbar hitte
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einsehen konnen. Die Gleichgewichtsbedingung in Richtung des
Stabes 2 liefert entsprechend

1
+P.%;+S1.O_S2:O oder §,=—-3535kg.

Fiir den Fall der Abb. 113 kann man zwar auch sofort sehen,
daB Stab 1 gezogen und Stab 2 gedriickt ist; denn wenn P den
Knotenpunkt in seiner Richtung zu bewegen sucht, wird Stab 1
sich verlingern, Stab 2 dagegen sich verkiirzen. Wir wollen aber
ganz willkiirlich einmal annehmen, wie man im allgemeinen Fall
immer macht, da beide Stibe auf Zug beansprucht sind. Man stellt
die beiden Gleichgewichtsbedingungen in Richtung des Stabes 1 und
senkrecht dazu auf, so wie Abb. 113 andeutet:

P.0-—8,-cos 45° — 81:0} oder S1—=—13V258,,

—P—8,-c0845°—8,-0==0 8, = — PV2.
also

S, =-+P=5000kg, S,=——PV2——17070kg.

Abb. 112. Abb. 113. Abb. 114.

Nun ziehe man aber ja nicht den falschen SchluBl, daB bei einer
Lésung von Spannungsaufgaben das Vorzeichen ,-}-“ einen Zug und
ein ,,—“ einen Druck bedeutet; bei unserem Beispiel ist zwar richtig,
daBl S, eine Zug- und S, eine Druckspannung ist, aber nicht wegen
des vorliegenden Vorzeichens.

Das Vorzeichen ,-|-“ einer Lésung deutet viel-
mehr wie bei jeder mathematischen Rechnung
immer an, da der Richtungssinn (oder Pfeil)
richtig gewédhlt wurde, das Vorzeichen , —“ aber,
dall der Richtungssinn falsch gewihlt ist.

Da wir nun nach Willkiir die Zugspannung durch ein vorge-
setztes ,--“ und die Druckspannung durch ein vorgegebenes ,, — “
auszelchnen so wiirde im vorliegenden Fall der oben als falsch ge-
kennzeichnete Schlull trotzdem noch zu einem richtigen Resultat
fiihren. Er kann aber auch triigen, wie der Fall ¢) zeigt: Man kann
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unmittelbar einsehen, daB beide Stébe gedriickt sind und zeichnet
deswegen gleich die Pfeile der Spannungen ein, so wie die Abb. 114
zeigt. Die Gleichgewichtsbedingung in der z- und y-Richtung liefert

2 1 2
P8 —=—8,—==0 S, =4 —V5.-P=-4470kg
V5 V5 5
oder
1 2 1~
PO—8  —+8, —==0 S, =+ —V5. P=-12235kg.
1 V5+ 2 V5 2 + 5 '+‘ g

Hier deutet das —-Zeichen der beiden Spannungen nicht einen
Zug an, sondern nur die Tatsache, dall der Richtungssinn der
Spannungen richtig gew#hlt war.

Man ersieht aus dieser Uberlegung, warum man willkiirlich fiir
eine Zugspannung als Vorzeichen ein , % und fiir die Druck-
spannung ein ,—“ gewshlt hat. In den nachfolgenden Zeilen
werden wir eine unbekannte Spannung im vornhinein immer
als eine Zugspannung annehmen, .dann deutet wegen der ge-
troffenen Festsetzung ein positives Resultat gleichzeitig eine Zug-
spannung an und ein negatives Resultat eine Druckspannung.

Abb. 115. Abb. 116. Abb. 117.

Beispiel g) mit i) Von den durch Abb. 115 mit 117 gegebenen
ebenen und eben beanspruchten Stabverbinden weifl man, daf jeder
einzelne Knotenpunkt im Gleichgewicht ist. Man ermittle graphisch
im K.M. 1mm = 25 kg die an den Knotenpunkten angreifenden
Spannungen; P = 2000 kg.

Im Fall g) ergeben Symmetrieerwégungen, daf S, =8, =8, = 5.
Die Krifte P, P suchen die seitlichen Knotenpunkte zu entfernen
und die mittleren zu ndhern, es sind also die Stabe 1, 2, 4, 5 ge-
zogen und der Stab 3 gedriickt. Analytisch wirde man am linken
Knotenpunkt die Gleichgewichtsbedingung in Richtung von P auf-
stellen und erhilt

P—8,cos45°— S, cos45°=0 oder §,—8,—}1V2-P.



Statik des materiellen Punktes. 16. 61

Die Gleichgewichtsbedingung am obern Knotenpunkt in Richtung
des Stabes 3 liefert S;==—P. Das ,—“ der Spannung §, deutet
wieder an, daB der Pfeil von S; unrichtig
gewahlt, daBl also S; eine Druckspannung
ist. Graphisch geht man ebenfalls vom lin-
ken Knotenpunkt aus und zeichnet das g
Krafteck 2 =0, so wie Abb. 118 angibt. 0

Dann geht man zum obern Knotenpunkt

weiter und erhélt, ausgehend von dem aus Abb. 118.  Abb. 119.
dem ersten Krafteck als Zugspannung ge- K M. 1 mm —100 kg.
fundenen S,, das Krafteck der Abb. 119.

Man liest mit Hilfe des gewihlten Mallstabes ab

S, =8, =-}1414 kg, §,=—2000kg.

a

Im Fall h) geht man vom obern Knotenpunkt aus, da dort nur
zwei unbekannte Krifte angreifen, nimlich S, und §,. Das Krafteck
fir diesen Knotenpunkt ist durch Abb.

120 gegeben. Dann geht man zum linken

0
Knotenpunkt iiber, Abb. 121: man trigt - 0 £
zuerst: die bekannten Krifte an; da man o > /
im Uhrzeigersinn ablesen mufl, beginnt man 3

mit P, daran schlieBt sich S, und daran
die unbekannten S;, S,; man sieht, daBl Ay}, 19 Abb. 121.
S; =0 ist. Der Symmetrie wegen ist K. M. 1 mm =100 kg.
S, =8, =238,=328,. Der beigegebene Krifte-
maflstab gibt an, daBl S, =— 1414 kg.

Im Fall i) beginnt man wieder mit

g
2
dem obern Knotenpunkt und geht dann zum A
linken iiber; der Kriifteplan fiir die Span- 7 & /
nungen ist durch Abb. 122 und 123 ge-
‘D

geben, sie liefern Abb. 122.  Abb. 123.
S, =8, =+ 1414 kg, K.M. 1 mm = 100 kg.
§,—8,—=—1414kg, S,—0.

Der Punkt O in den Kréfteplinen ist immer der Anfangspunkt
der einzelnen Kraftecke.

Aufgabe a) Der durch das Gewicht P =300 kg beanspruchte Draht der
Abb. 124 ist durch die Pfosten 2 und 5 sowie die Streben 1 und 6 festgehalten.
Man ermittle die Spannungen des Drahtes, der Pfosten und der Streben.

L6sung: Man zeichnet fiir jeden der drei Knoten I, II, IIT das Krafteck,
und zwar beginnt man zuerst am Knoten I, weil dort nur zwei unbekannte
Stabspannungen auftreten. Dem Krifteplan der Abb. 125 entnimmt man

8,=-890kg, S,=—1000kg, &,=-450kg, S,=-+410kg,
S;=—0900kg, S,=- 900kg.
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Aufgabe b) Die Skizze der Abb. 126 deutet eine Kniepresse an. Die
beiden gleichlangen Stibe sind unter sich durch ein Mittelgelenk I und mit
der unteren und oberen Ebene durch dic Endgelenke II und III verbunden.
Die untere Ebene ist fest, die obere bewegt sich unter dem EinfHluB ciner bei
I wirkenden horizontalen Kraft P. Gesucht sind dic von P ecrzeugten Gelenk-
driicke.

Abb. 124. Abb. 125.
K. M. 1 mm == 40 kg.

Loésung: Es ist natiirlich Gleichgewicht zwischen P und den an der
oberen und unteren Ebene zu iiberwindenden Nutzlasten @ vorausgesetzt. Aus
dem Krafteck fiir den Knoten I liest man ab V=1P.tgx, wo V die Ver-
tikalkomponente der Stabspannung oder auch des oberen Gelenkdruckes ist
und sonach als senkrechter Druck nach oben wirkt. Fiir Winkel, die wenig
von 90° verschieden sind, wird also der PreBdruck V sehr groBe Werte an-
nehmen, auch wenn P klein ist.

s

Abb. 126, Abb. 127. Abb. 128,

1%. Hat man Stabverbinde mit vielen Knotenpunkten, aber
nicht mehr so einfacher Natur wie die vorausgehend betrachteten,
so kann das bisherige Verfahren der Ermittlung von Stabspannungen
recht umstindlich werden, wenn man nimlich fiir jeden Knotenpunkt
ein Krafteck zeichnen will.

Beispiel a) Von dem Stabverband der Abb. 128 weils man, daB
jeder einzelne Knotenpunkt im Gleichgewicht ist. Man ermittle die
in ihm auftretenden Spannungen im KriftemaBstab 1 mm =25 kg.
P=1000kg.

Man beginnt am Knotenpunkt I, da dort nur zwei unbekannte
Spannungen auftreten, nimlich S, und S,. Ebenso kénnte man am
rechten Knotenpunkt V' beginnen, da auch dort nur zwei Spannungen
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unbekannt egind. Abb. 129 gibt das Krafteck fiir I. Dann geht man
zu II iiber, da an ihm nur mehr S, und S, unbekannt ist, s. Abb.130;
dann zu IV, dann zu V, schlieBlich zu III. Man muB immer be-
achten, daB man mit einem ebenen Krafteck =0 nur
zwel unbekannte Zahlenwerte ermitteln kann; man wird also
nur bei solchen Knotenpunkten beginnen oder weiterfahren, wo nicht
mehr als zwei unbekannte Spannungen auftreten. In der Abbildung
sind die jeweils bekannten Krifte an den einzelnen Knotenpunkten
stark ausgezogen. Man beachte: wenn man zum vorletzten Knoten-
punkt V kommt, ist nur mehr eine Kraft unbekannt, am letzten
Knotenpunkt III aber sind alle Krifte bekannt.

&
5 0
7 E y 4
2P 4 w p 15A
3
¢ P
2 J

Abb. 129. Abb. 130. Abb. 131. Abb. 132,
K. M. 1 mm =100 kg.

Im vorliegenden Fall hat man fiinf Knotenpunkte und deswegen
fiinf einzelne Kriftepline. Man denke sich aber einmal einen prak-
tischen Fall, wo die Zahl der Knotenpunkte ganz wesentlich groBer
sein kann als hier. Wirde man fiir jeden einzelnen Knotenpunkt
immer einen Krifteplan zeichnen, so wiirde einmal ihre Zahl sehr
groB sein, dann aber mit der Zahl dieser Kriiftepline die Ungenauig-

Abb. 133. Abb. 134,
K. M. 1 mm-==100 kg.

keit der Zeichnung wesentlich steigen, weil man an jedem neuen
Knotenpunkt von den Kriifteplinen der vorausgehenden Knoten-
punkte immer wieder die Krifte als Strecken abgreifen und neu an-
tragen mull. Es gibt nun ein Verfahren - nach Bow benannt. der
es zuerst anwandte. oder meist nach Cremona, der es zuerst ver-
offentlichte —, das fiir einen ganzen Stabverband nur einen einzigen
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Krifteplan benétigt, Cremona- oder Bowscher oder auch reziproker
Krifteplan genannt. In einem solchen Krifteplan tritt jede Stab-
spannung nur ein einziges Mal auf, im Gegensatz dazu bei all den
bisher gezeichneten Kréfteplinen jede Spannung zweimal, s. die Abb. 129
mit 133. In Nr. 42 wird auf diese neuen Kriftepline noch niher
einzugehen und zu erkliren sein, warum sie reziprok heiflen; fiir
jetzt sei nur das Verfahren angegeben, das einfach genug in folgen-
der Vorschrift zusammengefallt werden kann:

Man liest im Lageplan an jedem Knotenpunkt
die an ihm angreifenden Kréifte immer im nim-
lichen Sinn ab (nach unserem bisherigen Gebrauch
immer im Uhrzeigersinn), und zwar die bekannten
zuerst und dann die unbekannten, und trigt sie
in dieser Reihenfolge im Krifteplan ab. Die
dufleren Kréifte sind immer als auBerhalb des
Stabverbandes liegend anzunehmen, (a)

Wenn iiberhaupt ein reziproker Krifteplan moglich ist, dann kann

er, ausgenommen einige in Nr. 42 noch zu besprechende Fille, nach

dieser Vorschrift immer gezeichnet werden. Pfeile diirfen natiirlich

im Krifteplan keine mehr eingetragen werden, da ja jede Stab-

spannung als zu zwei Knoten-

punkten gehorig im Krifteplan

auftritt, die Pfeile also auch

doppelt  eingetragen werden

miilten, und zwar jedesmal im

entgegengesetzten Sinn. Man

beachte Abb. 134, die den Cre-

monaplan zum Stabverband der

Abb. 128 gibt: sie falit, wie man

Abb. 185, sieht, alle die Kréftepline der

Abb. 129 mit 133 in sich. Die

an dem Stabverband angreifenden HuBeren Krifte liest man auch

im Uhrzeigersinn ab, 2P, P, 1,6 P, 2,5 P; sie sind im Krifteplan

stark ausgezeichnet und durch die Reihenfolge der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4

gekennzeichnet, so dafl also 2P durch die Strecke 01, P durch die
Strecke 12 gekennzeichnet ist usw.

Beispiel b) Fiir den im Gleichgewicht befindlichen Stabverband
der Abb. 135 zeichne man im MaBstab I mm = 25kg den Cremona-
Krifteplan. Die P, haben alle den Wert 2000 kg.

Man kann sowohl am linken wie am rechten Knotenpunkt be-
ginnen, weil an jedem nur zwei unbekannte Spannungen auftreten.
Wir beginnen mit I, Abb. 137 gibt den Krafteplan: Der Punkt O
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deutet den Anfangspunkt des Krafteckes an, der duBeren Kraft P
darf man einen Pfeil geben, weil sie nur einmal auftritt, nicht aber
den Spannungen S, und S,, da sie spater noch einmal an den
Punkten IT und III vorkommen. Dagegen kann man die Pfeile in
den Stabverband selbst setzen. In den Abbildungen steht immer
links neben dem Krifteplan der Stabverband; die bereits ermittelten
Spannungen sind in ihm stirker ausgezogen gezeichnet.

P
2 i ¢ >
7 P
P I Ir
4
Abb. 136. Abb. 137. Abb. 138, Abb. 139.
I g 8
/ ¢ VP
‘5 c
3 5 x
7
K
P<—gr 3
Abb. 140. Abb. 142.
9 g
O] '
Abb, 143. Abb. 144. Abb. 1435.

& v
P
Abb. 146. Abb. 147.

Dann geht man zum Knotenpunkt II iber (nicht zu III, an
dem drei unbekannte Spannungen S,, S,, S, angreifen): Bekannt
gind S, und P, in Abb. 138 starker ausgezogen, S, liegt bereits ge-
zeichnet vor in Abb. 137, als Anfangspunkt gilt wieder O, s. Abb.139,
daran schlie@t sich das bekannte P, dann die beiden unbekannten

Egerer, Ingenienur-Mechanik. I. b
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S, und S, so, daBl man zu O zuriickkommt. Man geht nun zu III
itber (nicht zu IV, weil dort S;, S,, S; unbekannt sind). Bekannt
gind P, §,, S;, in Abb. 140 sind alle bereits bekannten Krifte stirker
ausgezogen, man beginnt mit P so, dall daran sich das bereits ge-
fundene 8, und S; anschlieBt, s. Abb. 141, dann sind noch die beiden
unbekannten §; und S, anzutragen, so daB man wieder zu O zuriick-
kommt. Fir den Knotenpunkt IV ist der weiter fortschreitende
Krafteplan durch Abb. 143 gegeben: Bekannt sind S, S,, P, wie
wieder die stirker ausgezogenen Teile der Abb. 142 angeben, S, bildet
den ersten Vektor des Krifteplans, also O Anfangspunkt. Fiir den
Knotenpunkt VI gibt dann Abb. 145 die Fortsetzung und Beendigung
des Krifteplans; unbekannt ist nur mehr die Spannung S,, wie auch
durch Abb. 144 wieder angegeben ist. Abb. 147 bringt noch einmal
den ganzen Krafteplan: aus ihm ist noch zur Kontrolle das Krafteck
fir den Knotenpunkt V zu entnehmen; man beachte wieder, dafB
die duBeren Krifte fiir sich auch ein geschlossenes Krafteck bilden,
und daB jhre Reihenfolge so ist, wie man sie am Stabverband ab-
liest, wenn man rings um diesen im Uhrzeigersinn geht. In Abb. 147
sind noch die gedriickten Stibe durch gestrichelte Linien angegeben,
es ist also nur der Stab 5 gezogen.

P P
4 v
7 7
7 L4
g lmf &
*zp 2P zﬂt
Abb. 148, Abb. 149.
I 4 big
7 8
3P s 5 ,//PL,JF
I ] v
Abb. 150. Abb. 151.

Man beachte die Kontrollméglichkeiten an den beiden
letzten Knotenpunkten: am vorletzten, hier VI, war nur mehr
eine Kraft unbekannt, am letzten Knotenpunkt waren bereits alle
Spannungen ermittelt.

Aufgabe a) mit d) Man ermittle die Spannungen der durch die Abb. 148
mit 151 gegebenen im Gleichgewicht befindlichen Stabverbinde mit einem
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Cremonaplan im Kréftemafstab 1 mm = 25kg. Die P; haben alle den Wert
1000 kg. Fiir die gefundenen Stabspannungen lege man eine Tabelle an.

Losung: Bei allen vier Stabverbinden beginnt man am linken Knoten-
punkt, weil dort nur zwei unbekannte Spannungen angreifen. Die gesuchten
Pléne sind durch die Abb. 152 mit 155 gegeben, die Spannungswerte je in
1000 kg durch die beistehende Tabelle. Fiir die symmetrisch beanspruchten
Stabverbinde der Abb. 148, 149 und 150 zeichnet man den Krifteplan nur,
soweit er notwendig fiir die Ermittlung der Spannungen ist.

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a) | —28| +20|414]—30|+14|+20]|—28] — —
b) | —14 410 0o |—10| 0 |4+10|—14]| — —
o) | —21 | —21|+15|—15] 0 |—15]|-F15|—21]|—21

d | —21 421 25| —15] +141 05| —05] 07|07

Aufgabe e) Man beweise den Satz:

Wenn von zwei vollstindigen Vierecken fiinf Seiten
parallel sind, sind es auch die sechsten.

P{
. &, / F
Z ¥
3 Abb. 153.
¥ -
3 -
Abb. 152.
LA
4P
& I ¢
3
£
Abb. 154, Abb. 155.

K. M. 1 mm =100 kg.

Lésung: Zunidchst sei erklirt, daB ein vollstindiges Viereck, wie der
Name sagt, aus vier Ecken oder Eckpunkten und den sechs durch diese Punkte
moglichen Geraden besteht.

Zum Beweis macht man die Seiten 1/, 2/, 8/, 4’, 5 der Abb. 157a parallel
den Seiten 1, 2, 3, 4, 5 der Abb. 156. Dann muB auch die Seite 6’ parallel
sein der Seite 6. Man kann nimlich die Abb. 156 als einen im Gleichgewicht be-
findlichen Stabverband betrachten, also die Seiten 1, 2, 3, 4, 6 als Triger von
Spannungen S,, S;, S,, 8,, S; und die Seite 5 als Triiger von zwei an den

5*
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Ecken II und IV angreifenden entgegengesetzt gleichen duBeren Kriften S;, S;.
Dann stellt die Abb. 157a den Cremonaplan fiir dieses Gleichgewichtssystem *
vor, es mufl also die Seite 6’ parallel sein der Seite 6.

Abb. 156. Abb. 157a. Abb. 157b.

Ist die Lage der Seiten des zweiten Viereckes aber so, wie Abb.157b an-
gibt, dann kann man genau wie eben entwickeln, daB wieder die Abb. 157a
den Cremonaplan fiir das durch Abb. 157b gegebene Spannungssystem vorstellt,
also muB die Seite 6" parallel sein der Seite 6’ und damit auch der Seite 6.



Dritter Abschnitt.

Allgemeine Sitze der Statik starrer Korper.

18. Wir haben hisher immer mit Kérpern gerechnet, die wir
unter dem ersten und einfachsten Bild des materiellen Punktes be-
trachten konnten; zu diesem Zweck dachten wir uns seine ganze
Masse in einem einzigen Punkt vereinigt und untersuchten einfach
diesen Punkt und die an ihm angreifenden Krifte. In vielen Fillen
geniigt das Bild des materiellen Punktes vollkommen, um gesuchte
Krifte zu ermitteln. Naturgemi kommt man der Wahrheit niher,
wenn man ein der Wirklichkeit besser entsprechendes Bild einfiihrt.
Was ist nun ein Korper? Wir lassen alle Hypothesen iiber die Zu-
sammensetzung eines Korpers beiseite; ob er ein Kontinuum von
Stoff ist oder aus lauter einzelnen Punkten zusammengesetzt, die
irgendwie einen Zusammenhalt haben, ist fiir die Zwecke, die wir
verfolgen, belanglos, wenn wir definieren: Ein Koérper ist ein Ge-
menge von materiellen Punkten, er ist ein Punkthaufen, ein System
von materiellen Punkten.

Nach dem Massenpunkt ist das néichsteinfache Bild vom Kérper
der starre Korper, der im Gegensatz zum deformierbaren
Koérper steht. Starr heiBen wir einen Korper dann, wenn seine
einzelnen Punkte ihre gegenseitige Lage nicht &#ndern. Ob der starre
Kérper in Wirklichkeit vorkommt? Absolut betrachtet gibt es keinen
starren Korper, soweit unsere Erfahrung reicht; wenn aber ein Kérper
ruht, dann ist er sicher fiir die Dauer der Ruhe als starr zu be-
trachten, weil eben in dieser Zeit die einzelnen Punkte ihre gegen-
seitige Lage nicht &ndern; wenn wir nimlich unter Ruhe des Korpers
die Ruhe seiner einzelnen Punkte verstehen. Man beachte, daB der
Begriff ,starrer Kérper“ nichts gemein hat mit dem Begriff ,fester
Korper“. Scheinbar kommt ja wohl der feste Kérper dem Bild des
starren Kérpers recht nahe. Es ist aber ein fliissiger Kérper (tropf-
bar fliissig oder gasformig fliissig) ebensogut als starrer Korper zu
betrachten, wenn er ruht. In der Hydrostatik macht man ja auch
vom Bild des starren Korpers Anwendung. Wir merken also:
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Starr heifit ein Koérper bei, unseren Unter-
suchungen dann, wenn im Augenblick der Unter-
suchung die einzelnen Punkte des Kérpers ihre
gegenseitige Lage nicht #ndern. (a)

Die in Nr.14 bereits begonnenen Ausfithrungen iiber Koordi-
naten, Freiheitsgrade, Auflagerungen, Fiihrungen usw. soilen .ihre
Fortsetzung finden. Ein geometrisches Gebilde hat n Freiheits-
grade oder Koordinaten heilit: zur Bestimmung seiner augen-
blicklichen Lage in einem festen Raum sind » Zahlenangaben not-
wendig; um das Gebilde im Raum festzuhalten, mu man ihm also
n Fiihrungen oder Auflagerungen geben; um die Bewegung eines
geometrischen Gebildes von = Freiheitsgraden zu bestimmen, muf
man n Bewegungsgleichungen aufstellen, man sagt deswegen
auch, das Gebilde hat n Bewegungsméglichkeiten; im speziellen
Fall der Bewegung, im Fall des Gleichgewichtes, gehen diese Be-
wegungsgleichungen iiber in » Gleichgewichtsbedingungen.

Ein auf einer Kurve beweglicher Punkt hat ebenso wie der auf
einer Geraden einen einzigen Freiheitsgrad. Denn wenn man irgend-
wo auf der Kurve einen festen Punkt als Anfangspunkt wihlt, kann
man die Lage des beweglichen Punktes in jedem Augenblick durch eine
einzige Zahl angeben, etwa durch seine Entfernung vom festen Punkt.

Ein um eine feste Achse beweglicher Korper hat nur einen
einzigen Freiheitsgrad: die Lage eines einfachen Pendels etwa wird
in jedem Augenblick durch seinen Ausschlagswinkel ¢, also durch
eine einzige Zahl angegeben; es wird daher die Bewegung dieses
Pendels durch eine einzige Gleichung bestimmt.

Ein auf einer Fliche beweglicher Punkt hat (genau wie ein in
der Ebene beweglicher) zwei
Freiheitsgrade oder Koordinaten;
die Lage eines Punktes auf der
Erdoberfliche wird etwa be-
stimmt durch Angabe seiner geo-
graphischen Héhe und seiner geo-
graphischen Breite.

Einen starren Korper, des-
sen einzelne Punkte sich nur so
bewegen konnen, daB ihre Bah-
nen alle parallel der nimlichen
Ebene sind, und der nur von
#ulleren Kriften in dieser Ebene
beansprucht wird, nennt man in

Abb. 158. der Statik eine Scheibe. Als
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Beispiel einer solchen werde ein Rechteck A B C D gewihlt, sieche Abb.
158, dessen Anfangslage 4,B,C,D, sei. Jede neue Lage 4 BCD ist
dann durch drei Zahlen bestimmt: indem man etwa angibt die Verschie-
bung @ des Rechteckes in Richtung der Kante 4B, die Verschie-
bung b in Richtung der Kante DA, den Drehwinkel ¢ des Recht-
eckes um 4. a, b, ¢ sind dann die Koordinaten der Scheibe; im
vorliegenden Fall der Abb. 158 ist a =3, b =2, ¢p=60° Die Kan-
ten 4, B, und 4,D, bilden das Koordinatensystem. Was vom Recht-
eck gilt, hat natiirlich auch fiir jede beliebige Scheibe Geltung, weil
man sich diese mit einem auf ihr ausgewihlten solchen Rechteck
ABCD fest verbunden vorstellen kann.

Von der Scheibe gilt also, wenn man die neue Sprechweise an-
wendet: Die Scheibe hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade oder
drei Koordinaten oder drei Bewegungsmoglichkeiten oder oo® Lagen.
Thre Lage in dieser Ebene ist durch drei Bedingungen bestimmt.

Ein im Raum beweglicher Punkt hat, wie schon in Nr. 14 an-
gegeben, drei Freiheitsgrade.

Um die Zahl der Koordinaten oder Freiheitsgrade eines um
einen festen Punkt beweglichen starren Kérpers zu ermitteln, legt
man durch den festen Punkt zwei rechtwinklige riumliche Koordi-
natensysteme, eines fest im Raum, das andere fest mit dem Kérper
verbunden. In der Anfangslage des Korpers sollen beide Systeme
zusammenfallen. Dann wird die Lage des Korpers in jedem Augen-
blick durch die Stellung des fest mit dem Korper verbundenen
Systems gegeniiber dem im Raum feststehenden angegeben. Die
Stellung des einen Koordinatensystems gegen das andere wird aber
durch drei Zahlenangaben bestimmt, es hat demnach der um einen
festen Punkt bewegliche starre Korper drei Koordinaten oder Frei-
heitsgrade oder drei Bewegungsmdéglichkeiten, seine Bewegung wird
durch drei Bewegungsgleichungen ausgedriickt, im Fall einer gleich-
férmigen Bewegung, d. h. im Fall des Gleichgewichts, werden die
drei Bewegungsgleichungen zu drei Gleichgewichtsbedingungen.

Ein ganz freier starrer Kérper hat im Raum sechs Freiheits-
grade oder Koordinaten. Denn um eine beliebige Lage dieses Kor-
pers gegeniiber der Anfangslage anzugeben, wird man zunichst die
Lage eines bestimmten Punktes des Korpers durch drei Zahlen an-
geben, etwa seines Schwerpunktes. Der Korper selbst hat dann
gegeniiber seinem festgehalten gedachten Schwerpunkt noch weitere
drei Freiheitsgrade. Der freie starre Korper im Raum hat also sechs
Freiheitsgrade oder Koordinaten oder sechs Bewegungsmoglichkeiten;
seine Bewegung wird durch sechs Bewegungsgleichungen bestimmt, im
Fall der gleichférmigen Bewegung oder im Sonderfall der Ruhe werden
die sechs Bewegungsgleichungen zu sechs Gleichgewichtsbedingungen.
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Zwangldufig nennt man einen Mechanismus von einem ein-
zigen Freiheitsgrad. Zwanglaufig ist also jeder um eine feste Achse
drehbare Korper; oder jeder Korper, der sich lings einer festen
Geraden verschieben kann, wenn er bei dieser Bewegung seiner Anfangs-
lage immer parallel bleibt; oder ein Zylinder, der ohne zu gleiten auf
einer Ebene rollt; oder das Getriebe einer Dampfmaschine, denn
durch eine einzige Zahl, etwa des Kreuzkopfweges, ist die Lage eines
jeden Elementes des ganzen Getriebes vollstindig bestimmt.

Beispiel a) Das System von Glocke und Klgppel,
8. Abb. 159, hat gegeniiber dem festen Glockenstuhl
zwei Freiheitsgrade; die Lage dieses Systems wird in je-
dem Augenblick durch zwei Zahlen angegeben, etwa
durch den Ausschlagwinkel « der Glocke gegeniiber dem
festen Glockenstuhl und den Ausschlagwinkel g des
Kloppels gegeniiber der Glocke.
Abb. 159. Beispiel b) Wenn der Korper der Abb. 179
nur durch die Stange 4B gefiilhrt wiirde, so hatte er
noch zwei Koordinaten oder Freiheitsgrade; man kénnte seine augen-
blickliche Lage immer bestimmen durch Angabe des Drehwinkels um
die Achse und des lings der Achse zuriickgelegten Weges.
Beispiel ¢) Man fithre Koordinaten ein, um die Lage des
starren Korpers gegeniiber einer gegebenen Anfangslage zu kenn-
zeichnen.

Abb. 160. Abb. 161.

Man legt durch den Schwerpunkt des Korpers zwei in der An-
fangslage zusammenfallende dreiachsige rechtwinklige Koordinaten-
gysteme, eines fest im Raum und eines fest mit dem Korper ver-
bunden. Jede neue Lage des Korpers ist dann durch die Lage des
mit ihm wandernden gegen das im Raum feste Koordinatensystem
gegeben. Sie ist bestimmt zun#ichst durch die drei Koordinaten
x, y, z des Schwerpunktes und dann durch die drei Winkel «, §, 7,
durch die die Richtung des beweglichen Systems gegeniiber dem im
Raum festen angegeben wird. Dann kdnnen die Werte x, y, 2z, o, 8,
als die sechs Koordinaten des. starren Korpers eingefithrt werden.

Beispiel d) und e) Man verbindet zwei in gleicher Ebene
befindliche Scheiben einmal nach Abb. 160 durch ein Gelenk @, dessen
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Achse senkrecht zur Ebene ist, dann nach Abb. 161 durch einen Stab
in den Gelenken 4 und B. Wie viele Koordinaten oder Freiheits-
grade hat der entstehende Korper in dieser Ebene?

Wenn man im ersten Fall eine der Scheiben festhilt, etwa I,
so hat die andere ihr gegeniiber nur mehr einen Freiheitsgrad, sie
kann sich nur mehr um das Gelenk ¢ drehen. Nun kann man aber
die Scheibe I vollstindig frei bewegen, was drei Freiheitsgraden
entspricht, das System der beiden Scheiben hat demnach vier Frei-
heitsgrade.

Im zweiten Fall kann man eine der beiden Scheiben, etwa I,
vollstindig frei bewegen, was drei Freiheitsgraden entspricht; der
Stab 4B hat gegeniiber der Scheibe I nur einen einzigen Freiheits-
grad, und Scheibe II gegen den Stab wieder nur einen einzigen;
das ganze System demnach fiinf Freiheitsgrade.

Beispiel f) Wenn man den starren Korper in einem bzw. zwei,
drei Punkten festhilt, wieviel Freiheitsgrade hat man ihm dann
genommen? Hat man durch Festhalten beliebiger drei Punkte ihm
stets jede Bewegungsmoglichkeit genommen?

Der freie starre Korper hat sechs Freiheitsgrade; hilt man ihn
in einem Punkt fest, so hat er nur mehr drei, man hat ihm also
drei Freiheitsgrade genommen; hélt man ihn in zwei Punkten fest,
dann kann er sich nur mehr um eine durch die beiden Punkte
gehende Achse bewegen, man hat jhm demnach durch die beiden
Punkte fiinf Freiheitsgrade genommen; hélt man ihn in drei Punkten
fest, so ist er im allgemeinen unbeweglich, man hat ihm also seine
simtlichen sechs Freiheitsgrade genommen. Voraussetzung ist natiir-
lich, daB3 diese drei Punkte nicht in der néimlichen Geraden liegen,
denn dann wiirde der starre Korper sich immer noch um eine durch
diese drei Punkte gehende Gerade bewegen konnen.

Beispiel g) und h) Das System der Abb. 160 und 161
soll in der Ebene festgehalten werden. Man diskutiere die Moglich-
keit dieser Operation.

Man hélt das System fest, indem man ihm seine Freiheitsgrade
nimmt. Das System der Abb. 160 etwa, indem man jede der beiden
Scheiben in einem Punkt festhilt, sieche Abb. 162, Schema des Drei-
gelenkbogens; die drei Punkte 4, B, G diirfen aber nicht in der
nidmlichen Geraden liegen, siehe spiter in Nr. 46 den Ausnahmefall.
Oder indem man einen Punkt der Scheibe I festhilt und einem
andern Punkt eine Auflagerung oder Fithrung vorschreibt und ebenso
einem Punkt der Scheibe II eine solche Fiihrung, siehe Abb. 163,
Schema des Gerberschen Gelenktrigers. Selbstverstindlich darf
man nicht einer der beiden Scheiben mehr als drei Auflagerungen
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geben, da sie ja nur drei Freiheitsgrade hat, ihr also nicht mehr
als drei genommen werden kénnen. Dem System der Abb. 161 muB
man seine fiinf Freiheitsgrade durch fiinf vorgeschriebene Auf-
lagerungen oder Fiihrungen nehmen; man darf aber nicht einer der
beiden Scheiben mehr als drei Auflagerungen vorschreiben.

% Is%\f;/a%'l

Abb. 162, Abb. 163.

o]
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19. An den einzelnen materiellen Punkten eines Korpers greifen
innere und &duBlere Krifte an. Die duBleren Krifte entweder an
den Oberflichenpunkten oder wie die Massenkrifte (Schwerkraft oder
Zentripetalkraft usw.) an #uBeren und inneren Punkten. Greifen
sie an der Oberfliche an, so geniigt es meist, als Angriffsstelle einen
Punkt zu betrachten, den man den Angriffspunkt der Kraft
nennt. Verteilt sich die Angriffsstelle iiber eine groBere Fliche, so
mul man (auf Grund von empirisch ermittelten Sitzen etwa) diese
Verteilung iiber die Fliche beurteilen oder iiber sie eine mit den
Tatsachen in Einklang zu bringende Annahme machen.

Von den duBleren Kriften kommen in der Statik in Betracht:
Gewichte, Einzellasten, Winddruck, Schneedruck, hydraulische Driicke,
Avuflagerkrifte usw. Von der Reibung wird zunichst abgesehen. Die
Einzellasten, die durch eine Baukonstruktion getragen werden sollen,
nennt man meist Nutzlasten. Von Verkehrslasten spricht man
dann, wenn man an ein Tragwerk denkt, iiber das eine bewegliche
Last geht.

Ein Tragwerk kann entweder unmittelbar mit dem Erdboden
verbunden sein, wie etwa Mauerwerk, oder es ist eine ersichtliche
Trennung zwischen dem Erdboden und der Tragkonstruktion (die
etwa ein Dach, eine Briicke usw. sein kann) vorhanden. Dann ist
die Trennungsstelle die Auflagerstelle fiir die Tragkonstruktion.
Diese und der Erdboden sind durch die Auflager- oder Stiitzvor-
richtungen miteinander verbunden. An der Auflagerstelle werden
von der Tragkonstruktion die an ihr wirkenden Kriifte zum Erd-
boden weitergeleitet, unter dem EinfluB der Tragkonstruktions-
belastung entstehen an dieser Stelle Krifte, die zweifacher Natur
sind; sie gehen einmal vom Tragwerk zum Erdboden, und dann als
Gegenkraft vom Erdboden zum Tragwerk (Reaktionsprinzip). In
der Zeichnung tragen wir, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt,
immer nur die vom Erdboden zur Tragkonstruktion gehenden
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Krifte ein. Das hat seine Griinde darin, dafl wir eben das Trag-
werk untersuchen und die an ihm angreifenden Lasten. Man mul
sich bei einer solchen statischen Untersuchung den Erdboden immer
entfernt denken, und von den an der Stiitzstelle wirkenden Kriften
nur diejenigen angebracht, die jeweils vom Erdboden ausgehen und
am Tragwerk angreifen.

! i o o o
e |
| | b °
7 ,;I'. o | ¥ -I-, 7 2 9 o L]
A B 7
Abb. 164. Abb. 165.

Im Fall der Abb. 164 wird die Nutzlast @ = 3000 kg an den
Auflagerstellen 4 und B auf den Erdboden iibertragen, und zwar
wird an der Stelle 4 beispielsweise der Anteil 2000 kg und an der
Stelle B der Anteil 1000 kg nach dem Erdboden iibergeleitet. Diese
beiden nach abwirts iibertragenen Anteile von @ sind in der Ab-
bildung gestrichelt eingezeichnet, weil wir uns im vorliegenden Fall
nicht um die zum Erdboden iibertragenen Krifte kiimmern, sondern
nur um die an der Tragkonstruktion angreifenden. Die beiden nach
abwirts geleiteten Driicke lassen an der Stelle 4 als Gegenwirkung
einen nach oben gerichteten Auflagerdruck von 2000 kg und an der
Stelle B einen gleichfalls nach oben gehenden Druck 1000 kg ent-
stehen. Beide Krifte, in der Abbildung stark ausgezeichnet, greifen
an dem Balken an und sind mit der Nutzlast @ im Gleichgewicht.
Und diese Krifte sind es, die uns bei der Aufgabe interessieren,
und mit denen gerechnet wird, und nur diese sind dann in die
Zeichnung einzutragen.

Beziiglich eines Stiitz- oder Auflagerdruckes ist zu merken:
Geschieht die Auflagerung in einem einzigen Punkt (oder genauer ge-
sagt: innerhalb eines unendlich klein gedachten Flachenstiickes), so
ist der Auflagerdruck senkrecht zur gedriickten Fléche.

Selbstverstiandlich greift eine Einzellast weder in einem einzigen
Punkt an noch in einem unendlich kleinen Fliachenstiick, fiir unsere
Zwecke geniigt aber vollkommen, statt eines sehr kleinen Flidchen-
stiickes ein unendlich kleines Fldchenstiick oder einen Punkt zu
nehmen. Der Angriffspunkt ist natiirlich wieder nur ein Bild der
wirklich auftretenden Verhaltnisse.

Ist man aber nicht berechtigt, dieses Bild des Angriffspunktes
einzufiithren, mufB man also von einer Auflagerung in einem end-
lichen Fléchenstiick ausgehen, so ist als Auflagerdruck die Resul-
tierende der unendlich vielen in den einzelnen Punkten {ibertragenen
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unendlich kleinen Driicke zu betrachten. Man hat dann drei Fille
der Auflagerung zu unterscheiden, je nachdem sich an der Auf-
lagerstelle die Fliche des gestiitzten und des stiitzenden Korpers
beriihren:

I. Das eine der beriihrenden Flichenstiicke ist eben: Wenn das
andere Flichenstiick auch eben ist, dann gehen innerhalb der ge-
meinsamen Beriihrungsfliche die unendlich vielen unendlich kleinen
Flachendriicke alle in der gleichen
Richtung, der Auflagerdruck ist
also senkrecht zur Auflagerfliche,
8. Abb. 164, wo ein gewdhnlicher
Balken auf einer Stiitzmauer auf-
liegt, oder Abb. 165. Oder das
andere Fliachenstiick ist nicht eben,
dann beriihren sich rein mathe-

Abb. 166. Abb. 167. matisch gesehen die beiden Flichen-

stiicke in einem Punkt oder in

einer Geraden, 8. Abb. 166, die mit den Abb. 164 und 165 das Gleit-
lager vorstellt; der resultierende Auflagerdruck ist jedenfalls wieder
senkrecht zur ebenen Auflagerfliche. Bei gréBeren Konstruktionen
trifit dieser Fall in der

Praxis meist zu bei

einem sogenannten Rol-

lenlager, welches dem

einen Trigerende bei

Liangendnderungen des

Tragers unter dem Ein-

fluf  von Temperatur-

dnderung die Moglich-

keit des Ausweichens ge-

statten soll, oder bei dem

ihm gleichwertigen Pen-

Abb. 168. Abb. 169. dellager. Durch die

Abb. 167 mit 169 sind
wirkliche Rollenlager wiedergegeben, durch Abb. 170 deren schema-
tische und in Zukunft angewandte Darstellung, durch Abb. 171 und
172 das Pendellager. Man merke:

Ist das eine der beriihrenden Flachenstiicke
eben, dann ist der Auflagerdruck einfach unbe-
kannt, : (a)

es ist nur sein Zahlenwert unbekannt, den man graphisch oder ana-
Iytisch ermitteln kann.
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IT. Das eine der beriihrenden Flachenstiicke ist zylindrisch, dann
ist der resultierende Auflagerdruck senkrecht zur Zylinderachse. (Es
soll abgesehen werden von dem in der Praxis nicht
anzutreffenden Fall, daB man das andere Flichen-
stiick so konstruieren konnte, daB die beiden be-

e

rithrenden Fliachenstiicke sich auf einer Kurve be- Abb. 170
rithren, die um die Zylinderfliche herumgeht.) T
Praktisch trifft die-

ser Fall zu beim soge-
nannten Zylindergelenk,
bei ebenen Aufgaben
kurz Achsengelenk
oder Bolzengelenk ge-
nannt; man spricht von
einem Bolzenlager. Die
Abb. 173 und 174 stellen
diesen Fall vor, wie er in
Wirklichkeit vorkommt,
und Abb. 175, wie er sche-
matisch dargestellt wird.

Beim Zylindergelenk wei man vom Auflagerdruck nur, daB er
senkrecht steht zur Zylinderachse, zu seiner Bestimmung ist also
erforderlich die Angabe eines Winkels und des Zahlenwertes. Man
merke:

Abb. 171. Abb. 172.

Ist das eine der sich beriihrenden Flichen-
stiicke zylindrisch und das andere nicht gleich-
zeitig eben, so ist der Auflagerdruck zweifach
unbekannt, (b)

um ihn aufzufinden, muf3
man also entweder Zah-
lenwert und Richtung an-
geben, wie es bei der
graphischen Losung meist
geschieht, oder seine zwei
Komponenten, wie die
analytische =~ Rechnung
ausfiihrt.

II1. Allgemeiner Fall
der Berithrung: Wenn
keine der Auflagerflichen eben oder zylindrisch ist, wei man vom
Auflagerdruck gar nichts. Praktisch kommt der Fall dann vor,
wenn ein Korper in einem sogenannten Kugelgelenk gestiitzt ist.

Abb. 173. Abb. 174.
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Den gesuchten Auflagerdruck hat man wie einen beliebigen Vektor
im Raum erst durch drei Zahlenangaben bestimmt. Man merke also:

Im allgemeinen Fall der Berithrung ist der Auf-
lagerdruck dreifach unbekannt. ()

Bei der graphischen Losung gibt man den Auflagerdruck durch
Zahlenwert und zwei Winkel an, etwa durch Grund- und Aufri8,
bei der analytischen Losung ermittelt man seine drei
Komponenten in den drei Grundrichtungen.

27 Abb. 176 gibt die drei Fille der besprochenen

‘ /Abb 175. Auflagerungsarten und ihre gebriuchliche Darstellung

bei rdumlichen Aufgaben an. Der Quader ruht im

Punkt 4 auf einem ebenen Flichenstiick: Flachenlager; der Auf-

lagerdruck dortselbst mufBl senkrecht zu diesem Flichenstiick sein,

also in die Richtung der

Kante 4 E gehen. Bei B

muf} man sich ein Achsen-

gelenk in Richtung der

Kante B Cvorstellen; prak-

tisch wird dies bei Raum-

konstruktionen ausgefiihrt,

indem man den Punkt B

in einem Schlitz fiihrt, so

wie das die Skizze an-

Abb. 176. deutet: =~ Kurvenlager;

der Auflagerdruck kann

dann nur senkrecht sein zu dieser Kante BC, wenn die Fiihrung

reibungsfrei ist. Punkt C des Quaders ist vollsténdig festgehalten:

Punktlager; der Auflagerdruck kann jede beliebige Richtung
haben, je nach den am Quader angreifenden Kraften.

Bei ebenen Aufgaben kommen nur die Fille a) und b) in Be-
tracht, die durch Abb. 170 und 175 bereits ihre gebrauchliche Dar-
stellung ersehen lassen.

Beispiel a) Der Stabverband der Abb. 177 ist an der Stelle 4
durch ein Gelenk (Zylinder- oder Achsengelenk), bei B durch einen
Stab fest mit der Erde verbunden. Die Auflagerkraft 4 ist zwei-

fach unbestimmt, um sie zu ermit-

W 4 s teln, gibt man etwa ihre Komponen-

‘_—ﬂ_ ten in den beiden durch gestrichelte
7 Linien angedeuteten Richtungen an,

£ 34 die Auflagerkraft B geht in der Rich-
N p tung des Stiitzstabes.

Abb. 177. Beispiel b) Der bei B um ein
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Gelenk drehbare Stab von rechteckigem Querschnitt der Abb. 178
rubt bei C auf einer runden Tragstange auf. Dann ist der Auflager-
druck bei C senkrecht zum Stab, der
Gelenkdruck bei B ist nach Zahlenwert
und Richtung unbekannt, er ist zwei-
fach unbestimmt.

Beispiel ¢) Die quadratische Ei-
senplatte der Abb. 179 erhilt durch zwei
Osen die Stange 4B als (reibungsfrei ge-
dachte) Fithrung. Dann miissen die von Abb. 178.
der Stange auf die Platte einwirkenden
Auflagerkrifte senkrecht zur Stange sein, denn diese bildet ein Zylin-
der- oder Achsengelenk. Die beiden Auflagerdriicke bei 4 und B sind
demnach jeder durch zwei Zahlenangaben bestimmt. Beide werden
an spiterer Stelle noch ermittelt, s. Beisp. 31 b) und 32 ¢), indem man
jeden in zwei Komponenten parallel den Geraden 4 D und 4 E zerlegt.

Abb. 179. Abb. 180.

Beispiel d) Der Quader der Abb. 180 hat die drei Geraden
A4, BB, CC’ als Fihrung, etwa indem man ihn wie beim vorigen
Beispiel durch Osen auf Stangen lings der drei Geraden laufen
liBt. Von den drei Gelenkdriicken weil man, daB sie senkrecht zu
den Geraden stehen, jeder ist also durch zwei Zahlenangaben bestimmt.

Auf die inneren Kréfte J, die an den materiellen Punkten
eines starren Korpers angreifen, ist zunidchst das Newtonsche Re-
aktionsprinzip anzuwenden. Die vom materiellen Punkt k& zum
materiellen Punkt ! wirkende innere Kraft J,,
ist im Gleichgewicht mit der inneren Kraft J,,, ".’__:. x
die vom Punkt ! zum Punkt k wirkt, s. Abb. A;‘L 18;.
181, so daB also die inneren Krafte sich das
Gleichgewicht halten. Uber die Berechtigung dieses Prinzips und
seine Grenzen hat sich die Dynamik noch zu #uBern. Fiir die

Z
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Zwecke der Statik geniigt die bisher gegebene Form des Prinzipes
vollkommen.

20. Definition: Ein Korper ist im Gleichgewicht,
wenn jeder seiner Punkte im Gleichgewicht ist, (a)

wenn also fiir jeden einzelnen Punkt % die Gleichung

B+ 23, =0 (b)
erfiillt ist. Dabei ist ¥, die an dem Massenpunkt & angreifende
duBere Kraft, oder im Fall es mehrere #uBere Kriifte sind, deren
Resultierende, und ', die Resultierende aller an diesem Punkt %
angreifenden inneren Krifte §,,, ;.. - - J;,, Vorausgesetzt, dafl der
Korper aus n materiellen Punkten zusammengesetzt ist. Wenn ein
solcher Punkt im Gleichgewicht ist, kann er nur eine gleichférmige
Fortschreitungsbewegung, eine gleichférmige Schiebung oder Trans-
lation ausfithren. Das Gleiche gilt dann auch fiir den ganzen Kérper,
der also im Fall des Gleichgewichtes nur eine gleichférmige Schiebung
ausfithren kann.

Beispiel a) Kann ein rotierender Kérper im Gleichgewicht sein?

Nein, denn zum Gleichgewicht des Koérpers gehort, da8 jeder
einzelne Punkt im Gleichgewicht ist und somit eine gleichférmige
Translation ausfithrt, die natiirlich nur in einer Geraden erfolgen
kann, wéhrend bei jeder Drehbewegung die Bahnen der einzelnen
Punkte Kreise sind.

Vom Gleichgewicht des Kérpers ist zu unterscheiden das Gleich-
gewicht eines am Korper angreifenden Kraftesyste ms. Man definiert:

Ein an einem Korper angreifendes Kraftesy-
stem ist im Gleichgewicht, wenn sich sdmtliche
Krifte in der Bewegungseinwirkungaufden Kérper
gegenseitig aufheben. (c)

Ist demnach das an einem Korper angreifende Kriftesystem im
Gleichgewicht, so wird sich der Koérper genau so bewegen, wie wenn
es nicht angreifen wiirde.

Der selbstverstéindliche Satz:

Wenn ein Korper im Gleichgewicht ist, dann
auch jeder einzelne Teil dieses Korpers, (@)

wurde schon wiederholt angewandt, so bei der Entwicklung der
Spannung in einem Faden oder in einem Stab. Man macht von
diesem Satz recht haufig Gebrauch, und zwar in der Form, dafB
man je nach der Aufgabe einen passend gewahlten Teil I in Ge-
danken von dem Korper trennt; der Restteil egei mit IT bezeichnet.
In den Trennungsflichen werden von dem einen Korperteil auf den
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andern innere Krafte iibertragen. Diese inneren Krifte treten wieder
in zweifacher Weise auf, an jeder Stelle der Trennungsfliche eine
Kraft und die zugehorige Gegenkraft. Wenn also an irgendeinem
Punkt k¥ der Trennungsfliche von I aus die innere Kraft §, auf
den Teil II wirkt, so wird an dieser Stelle k¥ die gleiche Kraft §,
vom Korperteil II aus auf den Teil I wirken, natiirlich in entgegen-
gesetzter Richtung.

Beispiel b) In dem Dreigelenkbogen der Abb. 182 werden
unter dem EinfluB der Nutzlasten P,, P,, ... an den Stellen 4
und B Auflagerkrifte entstehen, die vom Erdboden ausgehen und
am Bogen angreifen und mit
den Nutzlasten P,, P,,... im
Gleichgewicht sind. In der Ab-
bildung sind .diese Auflager-
krafte, als Gelenkdriicke mit G4
und G'p bezeichnet, eingetragen.

Die beiden Teile I und II des

Bogens sind im Punkt C durch

ein Gelenk verbunden. Durch Abb. 182.

dieses Gelenk werden von I

nach II Krifte iibertragen und umgekehrt die Gegenkrifte von IT
nach I. Wenn wir uns dieses Mittelgelenk als Punkt vorstellen, dann
koénnen wir von einer Einzelkraft sprechen, die von I nach II bzw.
von II nach I iibertragen wird.

Es sei der Teil I allein untersucht; an ihm greifen an die Nutz-
lasten P,, P,, die Auflagerkraft G4 bzw. deren Komponenten ¥V, und
H,, und vom Teil IT her ein Gelenkdruck G, mit den in Abb. 183
eingezeichneten Komponenten V; und Hy. Nun iiberlege man: der
Teil II ist der Trager
des zum Teil I wirken-
den Gelenkdruckes G;
ob dieser Teil in Wirk-
lichkeit vorhanden ist
oder nicht, ist fiir die
rein statische Unter-
suchung der am Teil I an-
greifenden Krifte gleich-
giiltig, wenn nur die Abb. 183.

Kraft G¢, so wie sie von

Teil II aus auf Teil I iibertragen wird, vorhanden ist. In Abb. 183
ist der Teil I allein gezeichnet, die Kraft G¢, fiir die gesamte Trag-
konstruktion eine innere Kraft, spielt jetzt fiir den Teil I allein die Rolle
einer duBeren Kraft, die mit den anderen &HuBeren Kriften P,

17
Egerer, Ingenieur-Mechanik. T. 6
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P,, V4, Hy im Gleichgewicht ist. Wir wollen uns als Resultat
dieser Uberlegung merken:

Wenn man aus einem Kérper (in Gedanken) einen
Teil herausgreift und fiir sich behandelt, so kann
man die in der Trennungsfliche an ihm angreifen-
deninneren Krifte genauso wie 4uBBere behandeln. (e)

H 2 & H 2 g
7 AN 1| 3/ s 179 N
l 4
] & 77 ] & 77
’ 2F L’"’ \lﬂ" v 2P 2P LD
Abb. 184. Abb. 185.

Es sei weiter der Teil II allein betrachtet. Es greifen an ihm
an die Nutzlasten P,, P,, P;, die Auflagerkraft Gz am rechten Ge-
lenk bzw. deren Komponenten Vz und Hgy und vom Teil I her der
Gelenkdruck G, der wieder genau wie eine #uBere Kraft behandelt
wird. NaturgemiB muB jetzt G¢, da es ja die Gegenkraft von dem
am Teil I angreifenden vorher betrachteten Gelenkdruck ist, entgegen-
gesetzt gleich sein mit diesem Druck, d.h. gleichen Zahlenwert mit G,
aber entgegengesetzte Richtung haben. In der Abbildung sind gleich-
zeitig noch die Komponenten ¥y und Hy von G¢ eingetragen, so wie
sie jetzt am Teil II wirken.

Abb. 186. Abb. 187.
K. M. 1 mm =200 kg.

Aufgabe a) und b) Die an dem Stabverband der Abb. 184 und 185 an-
greifenden Krifte P, 2P, 2P rufen die Auflagerkrifte H= H'=9P, V=5P
hervor, siehe auch Abb. 177, sowie Spannungen, die mit einem Cremonaplan
im K. M. 1 mm =100 kg zu ermitteln sind, wenn P=1000 kg.

L6sung: Abb. 186 und 187 geben die gesuchten Pline, die beistehende
Tabelle den Zahlenwert der Spannungen in 1000 kg, in den Krifteplinen
sind die gedriickten Stibe gestrichelt eingezeichnet.
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T
12 8 |4 6!7]8'910!11
|

) | =5 444707 =9 —8| 414424 —4 | —1 141 —1

b) 0‘—}—9}~7,07 —4|+5|+4|—424 —1 |2 4+141 —1
Aufgabe ¢) Von dem materiellen Punkt auf der schiefen Ebene der

Abb. 188 sei vorausgesetzt, daB er durch eine horizontal wirkende Kraft H ge-

zwungen wird, an Ort und Stelle zu bleiben. Man ermittle H graphisch und

analytisch.

Lésung: An dem Punkt greifen an sein Gewicht @, der H

Normaldruck N und H. Die drei Krifte miissen im Gleichge-
wicht und deswegen ihre graphische Summe 0 sein. @ ist be-
— 4
# i - o
~ //
% =i ¢ 2
-l .
Abb. 188, Abb. 189. Abb. 190.

kannt, es lassen sich also mit einem ebenen Krifteplan N und H ermitteln, so
wie Abb. 190 angibt. Man liest ab
N=@Q:cosx, H=¢Q- tgo. )

Analytisch: In Richtung der schiefen Ebene ist Gleichgewicht; es leisten
in dieser Richtung (nach aufwirts positiv zihlen) @ den Beitrag — Q-sin «,
N den Beitrag 0, H den Beitrag H-coso; die Summe aller Beitrige ist 0,

—@-sino+ 0~ H-cosax=0 oder H=Q tga.

21. In der Ingenieurmechanik miBt man die von einer Kraft
geleistete Arbeit in Meterkilogramm und definiert: Die Arbeit 1 mkg
oder die Arbeitseinheit wird geleistet,
wenn man ein Kilogrammgewicht einen Me-
ter hoch hebt. Oder allgemein: Die am
materiellen Punkt angreifende Kraft 1
leistet die Arbeit 1, wenn der Angriffs-
punkt der Kraft den Weg 1 in Richtung
der Kraft zuriicklegt. Als Wegeinheit
wihlt man 1 m. Abb. 191.

Legt ein materieller Punkt m, an
dem eine Kraft P angreift, den geradlinigen Weg s zuriick und bleibt
auf diesem Weg s die Kraft P nach GréBe und Richtung konstant
so definiert man in der Mechanik:

Arbeit der Kraft P auf dem Weg s ist das Pro-
dukt aus Kraft mal Weg mal Kosinus des Winkels
von P nach s.

6*
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Bezeichnet man diese Arbeit mit A, so ist also nach Abb. 191

A=P-s-cos ¢. (a)
Wenn man schreibt
A=P-scosp=DP-¢, (b)

8o ergibt sich daraus eine andere Formulierung der GroBe 4, namlich:
Arbeit ist das Produkt aus Kraft mal Wegprojektion;

natiirlich ist die Projektion auf P gemeint, und zwar die senkrechte.
Ebenso kann man schreiben

A=s-Pcosp=s-P" (e)

Arbeit ist das Produkt aus Weg mal Kraft-
projektion.

- Wenn demnach Kraft und Weg schief zueinander sind, so kommt
fir die Arbeitsleistung der Kraft nur ihre in Richtung des Weges
fallende Komponente in Betracht.

Beispiel a) mit d) Es ist im Fall der Abbildung

192) P= 500kg, s=2,5m, P'=-500kg, A= 1250 mkg,

193) P= 500kg, s=38m, P’ =—500kg, A=—— 1500 mkg,
194) P= 400kg, s=3m, P'—= 0, 4= 0,
195) P=1100kg, s=15m, P'=——1000kg, 4=—1500mkg,

wenn man den Richtungssinn in Richtung des Weges s positiv wihlt.

P,
Id s P s ——— L m

Abb. 192. Abb. 193. Abb. 194. Abb. 195.
L. M. 1:200, K.M. 1 mm =50 kg.

3
3

Beispiel e) Wenn eine Person einen Korper vom Gewicht Q
mit gleichformiger Bewegung senkrecht in die Hohe hebt, so greifen
an dem (als materiellen Punkt zu betrachtenden) Korper das Ge-
wicht @ an und die nach aufwirts bewegende Kraft, die gleichfalls
den Wert @ hat. Wird dabei die Héhe h zuriickgelegt, so leistet
die von der Person ausgeiibte Hubkraft die Arbeit - Q-h, das Ge-
wicht des Korpers die Arbeit — @-k. Wird der Korper aber nach
abwiirts bewegt, und zwar wieder mit gleichbleibender Geschwindig-
keit, so dal also wieder in jedem Augenblick Gleichgewicht zwischen
der senkenden Kraft und dem Gewicht @ des Korpers ist, und dem-
nach die beiden den Wert @ haben, so leistet die senkende Kraft
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die Arbeit — Q-%, das Gewicht die Arbeit 4 Q-k. Wird der Koérper
genau horizontal die Strecke s weiter bewegt, so leistet sowohl das
Gewicht wie auch die unterstiitzende Kraft die Arbeit 0, da ja beide
zur Wegrichtung senkrecht stehen.

Will man den Begriff ,Arbeit“ in der Sprechweise der Vektoren
zum Ausdruck bringen, so denke man zunichst daran, daB durch
Angabe der Vektoren Kraft und Weg oder in der vektoriellen Schreib-
weise durch Angabe der GrofSen § und 8 der Winkel ¢ von §
nach § schon mitbestimmt ist. Denn durch die Schreibweise $ ist
ja auch die Richtung der Kraft P zum Ausdruck gebracht, ebenso
diejenige des Weges s durch die Schreibweise 8. Folglich ist durch
das Bekanntsein von ¥ und 8 auch der Winkel ¢ von $§ nach 8
bekannt. Nun wird man wie bei der Definition der graphischen
Summe zweier Vektoren iiberlegen: Der Begriff ,Arbeit“ tritt in
der Mechanik so oft auf, dafB sich fiir ihn eine méglichst einfache
Schreib- und Sprechweise empfiehlt. Man nehme einmal an, es
trete in einer groBeren Rechnung der Ausdruck Va;?—_{——b“m‘—}—_c
recht oft auf. Man wird dann nicht ermangeln, fiir diesen Ausdruck
ein einfacheres abkiirzendes Zeichen, ein Symbol zu setzen, etwa w,
statt Vax® -+ 0 x4 ¢, und kiinftig immer mit w_ rechnen statt mit
diesem Wurzelausdruck. FEntsprechend wird man fiir den Ausdruck
Pscos@ ein Symbol einfilhren. Um einige Vorschlige zu machen,
man konnte etwa setzen Pg oder R oder B8 oder B >< 8 usw. Man
hat sich jetzt meist auf die symbolische Schreibweise ¥ 8 geeinigt.
Neben ihr wollen wir aus Griinden, die spiiter ersichtlich werden,
auch die Schreibweise Pg gebrauchen und festsetzen: Mit dem Sym-
bol P; oder 8 soll die Arbeit 4 der Kraft P auf dem Weg s zum
Ausdruck gebracht werden, so daB also

A=P;=P8=DP s-cos. (d)
Dieses Symbol $8 oder P; nennt man das skalare Produkt der
Vektoren ¢ und 8. Man beachte wohl, daB das nur ein Name ist!
P8 ist nie und nimmer ein Produkt, so wie die Mathematik der
Zahlen es meint. Man nennt dieses Symbol nur deswegen Produkt,
weil fiir es Formeln existieren, die denen eines wirklichen Pro-
duktes entsprechen, und man nennt es speziell skalares Produkt,
weil das Resultat Pscos¢@ eine skalare, eine richtungslose Grofle ist.
Dem Namen Produkt entspricht auch die Schreib- und Sprechweise
3, ,B mal § skalar oder kiirzer und besser , B8 skalar. Die
andere Schreibweise P; lifit den Irrtum, als ob man es mit einem
wirklichen Produkt zu tun hitte, eher vermeiden. Man wird aber trotz-
dem auch meist sagen ,P mal s skalar“ statt richtiger , P s skalar®.
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Nach Definition ist also die geleistete Arbeit Null, wenn ent-
meder P==0 oder s=0, oder wenn Kraft und Weg senkrecht zu-
einander stehen, da eben in diesem Fall der Winkel ¢ zwischen Kraft
und Weg entweder den Wert 90° oder 270° hat.

Beispiel f) Wann ist -8 =P-s?
Nach Definition, wenn cosp==1 oder p==0, wenn also Kraft
und Weg gleichgerichtet sind.
Beispiel g) Wann ist $-8=— P-s?
Wenn cos ¢ = — 1, wenn also Kraft und
Weg entgegengesetzt gerichtet sind.
Die Operation ,skalares Produkt“ kann
man natiirlich ebensogut auf ganz beliebige
Vektoren %, B, @, ... anwenden, man kann
sich diese ja, wenn man will, recht gut als
Krifte bzw. Wege vorstellen. Man wird dem-
Abb. 196. nach das skalare Produkt %% oder in der
anderen Schreibweise 4 B definieren als wirk-
liches Produkt der Zahlenwerte 4 und B und des Kosinus des Win-
kels von ¥ nach %, in Zeichen

Ap=UBV=A4.B-cosp, (e)
oder mit Hinweis auf Abb. 196
NB—=A.-B'=A4"-B. )

Das skalare Produkt A% oder %? geht nach Definition iiber
in 4% ist also gleich dem Quadrat des Zahlenwertes von 9. Dem-
entsprechend wird

i, =ti=1i=1, (g)
da die Einheitsvektoren die Zahlenwerte 1 haben. Andrerseits stehen
die Grundvektoren i, i,, i, aufeinander senkrecht, so daB

i, =11, =11, =0, i,i, =i, =1i,=0. (h)

Beispiel h) mit k) Das Kréaftesystem
der Abb. 197 bewegt sich in Richtung der
Kraft P, bzw. P, und P, jedesmal um ein
Wegstiick s==1cm. Welche Arbeiten wer-
den in jedem der drei Fille von den Krif-
ten geleistet?

Abb. 197. L.M. 1:100, h) P, leistet die Arbeit s-P, = 0,01 m ><
K. M. 1 mm=200 kg. 3000 kg=—30 mkg, P, leistet die Arbeit O,
weil die Kraft senkrecht zum Weg steht,
P, die Arbeit s-P,/=0,01 m-2000 kg == 20 mkg.
i) $:0=0, s-P,—40mkg, s-P,/=-— 20 mkg.
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k) s-P,/=0,01 m-3000 kg-1V2=21,21 mkg,
s- P,/ =— 28,28 mkg, s-P,==28,28 mkg.

Beispiel 1) Das Kriftesystem der Abb. 197 dreht sich um
den Punkt O mit einem unendlich kleinen Winkel ¢ rechtsum. Welche
Arbeit leistet jede Einzelkraft?

Bei der Drehung um einen unendlich kleinen Winkel #ndert
sich die Richtung der Kraft unendlich wenig. Es legt also P, den
Weg s, =y, ¢ entgegengesetzt seiner eigenen Richtung zuriick und
leistet dabei die Arbeit —y,¢- P, ==—¢-3000 mkg; entsprechend
leistet P, die Arbeit -y, & P, = }-¢-4000 mkg und P, diejenige
+ y, &- P, = - 2000 mkg.

22, Bei einem wirklichen Produkt a-b kann man die beiden
Faktoren a und b vertauschen; beim skalaren Produkt A% trifft die
nidmliche Regel auch fiir die beiden Vektoren % und % zu, so da man

AB —BA (a)

hat. Das ist leicht einzusehen, da nach
Definition

AB=A4-B-cosp,

BA—DB-A4-cos(— @)=BAcosp
ist.

Auch das zweite Hauptgesetz fiir ein
wirkliches Produkt, nimlich

(a+b)ce=ac—Dbe,
findet sein Analogon in dem entsprechenden Satz
A+B)E=AC|BE (b)

fiir das skalare Produkt. Fiihrt man namlich fiir einen Augenblick
die graphische Summe & der beiden Vektoren % und 8 ein, so

Abb. 198.

hat man R—9 B
oder nach dem Projektionssatz
R — A’ + Bl’

wenn man alle Vektoren auf € projiziert. Letztere Gleichung multi-
pliziert man mit C,
R'C=4'C+ B'C,
wofiir man nach (21f) schreiben kann
RE=ANEC|-BE,
oder wenn man statt R wieder % --% schreibt,
A+B)E=AC|BEC.
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Will man die Bezeichnung Produkt noch weiter entwickeln durch
die Begriffe ,multiplizieren“ und ,Faktoren“, so kann man die be-
wiesene Regel in die Worte kleiden:

Eine (graphische) Summe wird skalar multi-
pliziert, indem man jeden Summanden skalar
multipliziert. (c)

Dieses Multiplikationsgesetz kann man erweitern,

A+B)CE+9=AC-|-AD|-BEC-BY, (d)
indem man etwa =€ -+ D einfiithrt und zweimal die letztentwickelte
Formel anwendet.

Man beachte wohl, daBl das dritte Hauptgesetz des Produktes
a(bc)=(ab)c auf das skalare Produkt nicht angewandt werden kann;
N-(BE) ist ja gar kein skalares Produkt: BE ist eine gewdhnliche
Zahl als Resultat eines skalaren Produktes, demnach %.K ein ele-
mentares Produkt, wenn man 8€ = K setzt. In der Operation % (BE)
sind eben elementares und skalares Produkt gemischt, es lassen sich
die vorausgehenden Sitze also nicht anwenden. Nebenbei ist leicht
einzusehen, daB A-(BE) oder AK ein Vektor von der Richtung %
ist, dagegen (AM)-€ ein Vektor von der Richtung €. Beide kdnnen
sonach unméglich gleich sein, auBer sie sind gleich Null.

Von den drei Hauptgesetzen des elementaren Produktes,

ab="ba, (a+b)c=a-ctb-¢c, a-(bc)=(ab)-c,

gelten also fiir das skalare Produkt nur die beiden ersten, das dritte
nicht.

‘Beispiel a) Man driicke A% durch die Projektionen von %
und B auf die drei Grundrichtungen aus.

Der Vektor % hat die Projektionen 4,, 4,, 4, auf die drei
Grundrichtungen, entsprechend % die Projektionen B,, B,, B,. Dann

wird
2‘:i1A1"}‘i2A2‘{_i3A3’ $=i1B1+i2B2+i3B3

AB = (Alil + A2i2 + Aais)'(B1i1 + Bziz _{_ B3 is)'
Man rechnet nach dem letzten Satz aus und beachtet die Formeln
(21 g, h). Dann erhilt man

AB—=4,B, 1 4,B, + 4, B;. (e
Fiir die rechte Gleichungsseite gebraucht man in der hoheren Mathe-
matik die abkiirzende Bezeichnung A p; diese Bezeichnungsweise ist

ein Grund mit, wenn wir in den folgenden Zeilen zuweilen A g oder
By statt AW schreiben.

und
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23. An dem materiellen Punkt m greifen zwei Krifte P,, P,
mit der Resultierenden R an. Wenn er den Weg s zuriicklegt, so
wird bei dieser Bewegung P, die Arbeit $,8 leisten und P, die
Arbeit #,8. Die Summe der beiden Arbeiten ist $,8 | %,8. Die
Resultierende R wiirde, wenn sie vorhanden wire, die Arbeit %8
leisten. Diese ist

mg:(%1+$2)§=$1§+$23

nach (22b), also gleich der Summe der Arbeiten der Einzelkrifte.
Die Betrachtung gilt unabhingig davon, ob dieser Weg s ein wirk-
licher oder nur ein gedachter ist, oder in anderer Sprechweise, ob
die Bewegung eine reelle oder eine virtuelle ist. Greifen mehrere
Krifte P, P,, P, ... P, mit der Resultierenden R an, so gilt ge-

nau so
Re—$,5+%,51... 9,8
oder
Rs=2PB8, (a)
in Worten: Greifen an einem materiellen Punkt mehrere Krifte P,
P,, P,,... mit der Resultierenden R an, so gilt:

Fir jede wirkliche oder gedachte (reelle oder
virtuelle) Bewegung des materiellen Punktes ist
die Arbeit der Resultierenden gleich der Summe
der Arbeiten der Einzelkrifte, (b)

Arbeitssatz oder Prinzip der virtuellen Bewegung.

Der Arbeitssatz ist nur eine Umformung des Resultantensatzes;
es lassen sich mit ihm genau die gleichen Aufgaben Idsen wie mit
dem Resultantensatz, er ist in manchen Fillen nur eine bequemere
Form fiir die Losung statischer Aufgaben.

Beispiel a) Man beniitze den Arbeitssatz fiir das Beispiel 13f).

Art und Richtung der am materiellen Punkt angreifenden Krifte
ermittelt man mit der gleichen Uberlegung wie dort. Um die Zahlen-
werte N und R aufzufinden, denke man sich
den Punkt einen beliebigen Weg s zuriick-
legend, also einen virtuellen, etwa den in
Richtung nach abwérts, so wie die Abb. 199
andeutet. Bei dieser Bewegung leistet R
die Arbeit s-R, der Druck N die Arbeit O,
das Gewicht @ die Arbeit s-Q cos (90° —a) = Abb. 199.
Q-s-sine.

Nach dem Arbeitssatz ist

s*R=0-4s-Qsina oder R=@Q-sina.
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Nimmt man an, daB der Punkt einen horizontalen Weg s’ zuriick-
legt, so wiirde bei dieser Bewegung R die Arbeit s'- R cosa leisten,
Q die Arbeit 0 und N die Arbeit s"- N cos (90° — ) ==35"- N sin . Der
Arbeitssatz liefert

§*Rcosa=0-+4s -Nsinae oder N=R-cotga=Q- cosa.
Etwas leichter hétte man N finden kénnen, wenn man den vir-
tuellen Weg s abwiirts parallel N annimmt. Bei dieser Bewegung

wirde R die Arbeit O leisten, @ die Arbeit s-Q cose und N die
Arbeit — s- N, der Arbeitssatz liefert wieder

O=s5-Qcosoc—s-N oder N=@ cosc.

Der Resultantensatz ist als Vektorgleichung in der Ebene gleich-
wertig zwel und im Raum gleichwertig drei gewShnlichen analytischen
Gleichungen. Der Arbeitssatz (a) ist keine vektorielle, sondern eine
gewohnliche analytische Gleichung, aus der sich also nur eine einzige
Unbekannte ermitteln 1iB8t. Die analytische Form des Arbeitssatzes
ergibt sich durch einfache Umwandlung, wenn Kraft und Weg in
ihre Komponenten lings der drei Grundrichtungen zerlegt werden,

m=i1X+i2Y+i3Z’ $i=i1Xi+i2Y£+i3ZH
8=t iyti,z.
Man erhdlt dann nach (21g,h)

R8=(,X+1,Y4-1,2) (e + i,y +i,0) =Xa| Yy Z2

und ebenso
2$§=Z(i1X—}—i2Y+i3Z)(ilm+i2y+i3z)=Z(Xx-}»Yy—}—Zz)
=2Xx-+2Yy}+ 272,
so dafl der Arbeitssatz die Form
Xe++Yy+Z:=2Xz+2Yy-+3Zz2 (c)

annimmt, eine Form, die man auch unmittelbar aus den drei
Gleichungen (12e) hiitte ableiten kénnen, wenn man diese entsprechend
mit z bzw. y, z multipliziert und dann addiert hitte.

Man sieht aus dieser Herleitungsméglichkeit, daB der Arbeits-
satz zunéchst schwerfilliger ist als der Resultantensatz, und daB er,
was die Anwendung auf praktische Fille und besonders die Fille
der Statik anlangt, hinter letzterem zuriicksteht. Fiir rein statische
Aufgaben kommt in der Tat der Arbeitssatz selten in Betracht, sein
Anwendungsbereich liegt auf einem andern noch zu besprechenden
Gebiet.

Ist der materielle Punkt unter dem EinfluB der an ihm an-
greifenden Einzelkrifte im Gleichgewicht, so wird R==0 und damit
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auch fir jede beliebige Bewegung lidngs eines Weges s die Arbeit
R8 =0 oder SEs—0, @

d. h. ist der materielle Punkt im Gleichgewicht,
so ist fiir jede beliebige wirkliche oder gedachte
(reelle oder virtuelle) Bewegung die algebraische
Summe der von den Einzelkridften geleisteten
Arbeiten Null

Durch einfache Umformung, wie vorausgehend entwickelt, ge-
langt man zu der in praktischen Féllen wenig gebrauchten analy-
tischen Form des Arbeitssatzes fiir den Fall des Gleichgewichtes des
materiellen Punktes,

2Xx4-2ZYy+2Z22=0. (e)

Beispiel b) Man 16se das Beispiel 13 g) mit Hilfe des Arbeitssatzes.
Man wendet die gleichen Uberlegungen wie bei der ersten Losung

gur Ermittlung der Richtung der angreifenden Krifte an. Um den
Zahlenwert von F' zu finden, denke man sich dem Punkt eine (vir-
tuelle) Bewegung lédngs der schiefen Ebene nach abwirts erteilt. Wéh-
rend dieser Bewegung leistet F die Arbeit —s-F, der Druck N die
Arbeit 0 und @ die Arbeit s-@Q sin«, die Summe aller Arbeiten ist O,

—sF+04s-Qsine==0 oder F=Q- sina.
Um N zu ermitteln, wird man eine virtuelle Bewegung in Richtung

von N vorschlagen, fiir den Weg ! in dieser Richtung leistet F die
Arbeit 0, dann hat man

41 N4+0—1-Qcose=0 oder N=Q- cosc.

Die Umkehr des Arbeitssatzes:

Ist fiir jede reelle oder virtuelle Bewegung eines mate-
riellen Punktes die algebraische Summe der Arbeiten der
an diesem Punkt angreifenden Krifte gleich Null, so ist
er unter dem Einfluf dieser Krifte im Gleichgewicht, ®

ist recht einfach zu erweisen. Angenommen némlich, es sei der
Punkt nicht im Gleichgewicht, go hétten die an ihm angreifenden
Krifte eine Resultierende Jt — X'; fiir eine virtuelle Bewegung
in Richtung dieser Resultierenden R lings eines Weges s wiirde
dann R 8 sicher von Null verschieden sein und damit auch g 8§,
was der Voraussetzung widerspréche.

Aufgabe a) Man l6se Aufg. 20¢) mit Hilfe des Arbeitssatzes.

Lésung: Fiir einen virtuellen Weg A in Richtung der schiefen Ebene
nach abwirts liefert der Arbeitssatz

h-@sina+0—h-Hcose=0 oder H=¢Q tgo.
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Aufgabe b) Man beweise den Satz:

Wenn die gesamte Arbeitsleistung eines am materiellen Punkt
angreifenden Systems in drei verschiedenen nicht der gleichen
Ebene parallelen Richtungen Null ist, dann auch in jeder Richtung. (g)

Losung: Man kann jede Kraft P; in zwei Komponenten U; und U/
nach der ersten Richtung und dazu senkrecht zerlegen. Legt der materielle
Punkt in der ersten Richtung den Weg u zuriick, so leistet von den beiden
Komponenten von P; nur die erste eine Arbeit, niamlich u-U;. Das gesamte
Kriiftesystem leistet die Arbeit Su-U oder u-SU. Nach Voraussetzung ist
diese Arbeit Null, es gilt w-ZU=0 oder SU=0, d. h. die Summe der Bei-
trige des Kriftesystems in der ersten Richtung ist Null. Das gleiche beweist.
man fiir die beiden anderen Richtungen, man hat dann

2U=0, 2V=0, ZW=0.

Nach Aufg.18h) muB dann der materielle Punkt im Gleichgewicht sein,
das an ihm angreifende Kriftesystem leistet also fiir jede beliebige Bewegung
die Arbeit Null.

24, Drei Grundbegriffe sind es, mit denen die Mechanik arbeitet:
Resultante, Arbeit, Moment. Die ersten beiden sind in den voraus-
gehenden Zeilen beschrieben, der neue Begriff ,Moment“ wird durch
folgende Uberlegung klargemacht.

Man denke sich den Kérper der Abb. 200 um eine in O zur
Bildebene senkrechte Achse drehbar und um zwei Rollen mit un-
gleichen Halbmessern R und » Schniire gelegt, vermittels deren die
gleichgroBen Krifte P, P an dem Korper eine Drehwirkung ausiiben
kénnen. Die Erfahrung lehrt, daB die Drehwirkungen der beiden
Krifte verschieden sind, wenn diese selbst
auch gleichgro sind. Es wird P an der
groBeren Rolle angreifend eine groBere
Drehwirkung haben als an der kleineren;
Nach der Darstellung der Abbildung wird
der Korper sich rechtsum zu drehen be-
ginnen in dem Augenblick, in dem man
diese Krifte zur Wirkung kommen liBt. Man sieht also, daB} die
Drehwirkung nicht nur von der GroBSe der Kraft abhéngig ist, son-
dern auch von ihrem Dreharm (d.i. der Abstand der Kraft von der
Drehachse).

Nach Definition ist Kraft die Ursache einer Bewegungsinderung.
Die Bewegung eines Koérpers kann sein eine reine Schiebung oder
eine reine Drehung oder sie setzt sich aus einer Schiebung und einer
Drehung zusammen. Demzufolge wird auch die Bewegungswirkung
einer Kraft zu beurteilen sein. Sie wird den Korper aus dem Zu-
stand der Ruhe iiberfiihren in den der Bewegung, und zwar wird
diese Bewegung im allgemeinen eine Schiebung verbunden mit einer
Drehung sein. Man kann den Versuch, der durch Abb. 201 ange-

Abb. 200.
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deutet ist, ja leicht selbst ausfiihren, etwa indem man ein steifes
Stiick Papier mit dem Finger fortschnellt. Man wird dann bei dem
Versuch wahrnehmen, da3 die Scheibe, oder genauer
der Schwerpunkt der Scheibe, sich in Richtung der £
Kraft bewegt, und weiter, daB die Scheibe bei ihrer ~ |
Fortbewegung gleichzeitig um den Schwerpunkt eine $
Drehung ausfithrt. Wenn man den Versuch ein zweites
Mal ausfithrt und dabei die gleichgrofl vorausgesetzte
Kraft etwas niaher dem Mittelpunkt wirken laBt, Abb. 201.

go wie das durch die gestrichelt eingezeichnete Wir-

kungslinie angedeutet ist, dann wird man wahrnehmen, daB die
Drehwirkung wesentlich geringer ist als im ersten Fall.

Durch diese einleitenden Bemerkungen soll einmal auf die Dreh-
wirkung einer Kraft als einer wesentlichen Teilwirkung hingewiesen
werden, und ferner darauf, daB diese Drehwirkung wieder wesentlich
durch die Lage der Kraft bestimmt ist.

Gegeben ist in der Ebene der Abbildung ein materieller Punkt m
und senkrecht zu dieser Ebene eine feste Achse ¢ durch den Punkt O.
Man denke sich den Punkt vermittels einer starren gewichtslosen
Stange Om mit der festen Achse so verbunden, dal die Stange um
die Achse zwangléufig nur in der Ebene der Abbildung rotieren
kann. Praktisch fithrt man dies aus, indem man die Stange etwa
durch ein Achsengelenk in O mit der festen Achse verbindet. Greift
nun am materiellen Punkt in der Ebene der Abbildung eine Kraft P
an, so wird unter ihrem Einflu der Punkt m eine
Drehung um O ausfithren. In der Mechanik fihrt
man als Mafl der Drehwirkung einer Kraft den Be-
griff Moment ein. Dieses Moment oder diese Dreh-
wirkung der Kraft P beziiglich der Drehachse ¢ ist
hinreichend charakterisiert, wenn man den Zahlen-
wert von P und ihre Lage gegeniiber der festen
Achse g bzw. gegeniiber dem Punkt O angibt. In Abb. 202.
diesem Zusammenhang nennt man die feste Achse g
auch Momentenachse und den Punkt O meist Momentenpunkt.
Da es natiirlich fiir die nachfolgende Entwicklung belanglos ist, ob der
vorausgehend geschilderte Zusammenhang ein wirklicher oder nur
ein gedachter ist, so wird man also unter einer Momentenachse eine
gedachte oder wirkliche Drehachse zu verstehen haben und unter
Momentenpunkt einen gedachten oder wirklichen Drehpunkt. In der
Natur der Dinge liegt es (die Statik beschéftigt sich doch fast nur
mit ruhenden Tragkonstruktionen), daB dieser Zusammenhang fast
immer ein nur gedachter ist. Bei einem ebenen Kriftesystem spricht
man meist nur von einem Moment fiir einen vorgeschriebenen Punkt O
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in dieser Ebene und meint damit (sollte es auch immer angeben,
mindestens im Anfang) eigentlich das Moment fiir eine in O zur
Krifteebene senkrechte Achse g. Man halte fest daran, daB zum
Begriff Moment immer eine Drehachse gehdrt, gleichgiiltig
ob von ihr die Rede ist oder nicht.

Man definiert: Die Drehwirkung oder das Moment der Kraft P
tir den Punkt O (also genauer fiir die in O zur Kraft senkrechte
Achse g) hat den Zahlenwert M= P.p, wenn p der Dreharm der
Kraft P fir den Bezugspunkt O ist, d. h. der (natiirlich senkrechte)
Abstand der Drehkraft vom Drebpunkt. Bei dieser Gelegenheit sei
auf den Unterschied zwischen Hebelarm und Dreharm aufmerksam
gemacht: Hebelarm ist der Arm vom Drehpunkt zum Angriffspunkt
der Kraft, im vorliegenden Fall der Arm Om. Der Zahlenwert Pp
des Momentes wird dargestellt durch das doppelt gezihlte Dreieck
der Abbildung, das sog. Momentendreieck.

Anmerkung. Wenn man kurz meist sagt, das Moment ist
gleich dem zweifachen Inhalt des Momentendreieckes, so soll sich
das natiirlich nur auf den Zahlenwert beziehen, da ja das Dreieck
als solches betrachtet die Dimension m? hat, das Moment aber als
ein Produkt aus einer Kraft und einer Strecke die Dimension m kg,
also dieselbe Dimension wie die Arbeit. Dadurch, daB das Moment
noch eine Richtung hat, wie weiter unten zu ersehen ist, unter-
scheidet es sich aber in der Darstellung von der richtungslosen
Arbeitsgrofe.

In den praktisch auftretenden Fillen liegen die Krifte meist in
der gleichen Ebene; man wihlt dann die Momentenachse senkrecht
zu ihr, der Momentenpunkt liegt also in der Krifteebene selbst,
ebenso liegen die Momentendreiecke in dieser Ebene. Es ist nur
noch zu unterscheiden zwischen Rechtsdrehung und Linksdrehung
der betreffenden Krifte, beide kann man durch das Vorzeichen
charakterisieren, und zwar wollen wir eine Drehung im Uhrzeiger-
sinn, eine Rechtsdrehung, wie wir in Zukunft sagen, als eine positive
durch das ---Zeichen, eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn, Links-
drehung genannt, als eine negative durch das — -Zeichen unter-
scheiden, also entgegengesetzt wie es in der hoheren Mathematik
iiblich ist.

Beispiel a) Die Krifte der Abb. 197 haben nach dem der
Zeichnung beigegebenen Lingen- und KriftemaBstab die Werte
P, = 3000 kg, P,=4000kg, P,=2000 kgvg, ihre Dreharme be-
ziiglich des Punktes O, der fiir uns ein gedachter Drehpunkt ist,
sind yy=1m, y,=1m, y,=05m V2, und damit ihre Momente fiir
diesen Momentenpunkt, genauer fiir die in O senkrecht zur Krifteebene
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stehende Momentenachse M, = — 3000 mkg, M, = -}- 4000 mkg,
M, =--2000 mkg.

Man sieht, die Einheit des Momentes ist 1 mkg, scheinbar
haben also Arbeit und Moment die gleiche Einheit, nimlich 1 mkg.
Scheinbar, denn die Arbeitseinheit 1 mkg ist eine skalare GroBe,
die Momenteneinheit 1 mkg aber eine vektorielle, wie spiiter ein-
zusehen ist. Auf den weiteren Zusammenhang beider Einheiten ein-
zugehen bleibt der Dynamik vorbehalten.

Es erleichtert das Verstéindnis fiir statische Aufgaben, bei denen
das Moment eine Rolle spielt, ungemein, wenn man mit dem Begriff
nMoment“ immer denjenigen einer Dreh-
achse sich mitverbunden vorstellt, also im
Momentenpunkt sich jedesmal eine Dreh-
achse vorstellt, und diese immer vor sich sieht.

Beispiel b) Man ermittle die Momente
der Krifte P,, P,, P, der Abb. 203 fiir den
Momentenpunkt O; dann vergleiche man die

Summe dieser Einzelmomente mit dem Mo- Abb. 203.
ment der Resultierenden der Einzelkrifte L. M. 1:50.
fiir den gleichen Momentenpunkt. K. M. 1 mm ==100 kg.

Man entnimmt der Zeichnung

P, =1500kg, P,=2000kg, P,=—1000kgV2, R=—2700kg,

p,=1m, P,=0,6b m, ;=107 m, p=0,74 m,
und bildet damit die Momente
M, =+-1500 mkg, M,==—1000 mkg, M,= - 1500 mkg,

M=+ 2000 mkg.
Die Summe der Einzelmomente ist
ZM=M, + M, + M, =+ 2000 mkg,
also gleich dem Moment der Resultierenden.

25. In der xzy-Ebene eines rechtwinkligen
Koordinatensystems greift die Kraft P an dem
Massenpunkt m an, zu dem vom Nullpunkt der
Hebel » geht, s. Abb. 204; man entwickle das
Moment M dieser Kraft fur den Nullpunkt als
Funktion der Projektionen von P und 7.

Der Zabhlenwert des Momentes ist gegeben
durch das doppelte Momentendreieck, in der Abb. 204,
Abbildung schraffiert gezeichnet. die Momenten- L. M. 1:100.
achse ist senkrecht zur xy-Ebene. Das Mo- K. M. 1 mm=20 kg.
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mentendreieck hat den gleichen Inhalt wie das Dreieck 0 1 2 der
Abbildung, namlich (Math. I, 73 g)

Ad=3(Xy—Yux),
also ist
M=Xy—Yx, (a)

wenn die Kraft P in Richtung der Koordinatenachsen die Projek-
tionen X und Y hat und der Hebel r diejenigen x und y.

Beispiel a) Im Fall der Abb. 204 ist =15 m, y=—3 m,
X=150kg, ¥Y==—200 kg, also

M—=150kg-3m — (— 200kg)- 1,5 m = 750 mkg.
Das Vorzeichen ist ,+}“, weil die Kraft rechtsum dreht.

In dem besonderen Fall des Beisp. 24b) wurde die Summe der
Momente der Einzelkrifte als gleichgro mit dem Moment der Resul-
tierenden gefunden; dieser Satz hat ganz allgemeine Giiltigkeit, wie
zundchst fiir den Fall eines ebenen Kriftesystems bewiesen werden
soll. Macht man némlich den vorgeschriebenen Momentenpunkt zum
Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so hat der Hebel-
arm r die Projektionen z, y auf die Koordinatenachsen, die Krifte
R, P, P,,... P, haben die Projektionen X, X,, X,,... X, bzw. Y,
Y,, Y,,...Y,. DieKraft P, mit den Komponenten X;, Y, hat, wie
oben entwickelt, das Moment M, = X,y — Y, «x, die Resultante R mit
den Komponenten X,Y das Moment M ==Xy — Yz, es ist demnach

M=Xy—Yr=Xy—Yot+Xy—Y,z24... + X, y—Y, x
=23 (Xy—Yux),
was leicht zu beweisen ist, wenn man beriicksichtigt, daB nach (12e)

X=X +X,+...+X,, Y=Y, +Y,4...47Y,.
Damit ist ein Sonderfall des allgemeinen Momentensatzes be-
wiesen:
Greifen an einem materiellen Punkt mehrere
in der nimlichen Ebene liegende Krafte an, so
ist fiir jeden Punkt dieser Ebene (als wirklichen
oder gedachten Drehpunkt) das Moment der Re-

sultierenden gleich der Summe der Momente der
Einzelkriafte. (b)

Beispiel b) Man lose Beisp. 13f) mit Hilfe des Momentensatzes.

Art und Richtung der Kréfte ermittelt man mit der gleichen
Uberlegung wie dort. Um den Zahlenwert von R zu bestimmen,
wihle man irgendeinen Punkt O auf der Wirkungslinie von N als
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Momentenpunkt, so wie Abb. 205 zeigt, weil dann N aus der Momenten-
gleichung hinausfillt, dann hat @ das Moment — Q¢ = — Qrsina,
ferner B das Moment — Ry und N das

Moment 0. Nach dem Momentensatz ist

—Rr=—@Qq+0 oder R==Q-sinec.

Um N zu ermitteln, wihlt man am
einfachsten den Momentenpunkt O’ auf R,
dann haben R, @, N die Momente O,
— @scosa, 4 Ns, und der Momentensatz

Abb. 205.
lautet

0=—Qscose+Ns oder N==@- -cosa.

Man beachte, daB im oben bewiesenen Sonderfall (b) die ein-
zelnen Momente das Gemeinsame haben, daB alle Krifte um die
gleiche Achse zu drehen suchen, nidmlich um die im Momentenpunkt
senkrecht zur Krifteebene stehende Gerade. Man hitte daher den
obigen Satz auch in der Form aussprechen konnen:

Greifen an einem Massenpunkt mehrere in der ném-
lichen Ebene liegende Krifte an, so ist fiir jede zu dieser
Ebene senkrechte Gerade das resultierende Moment gleich
der Summe der Einzelmomente, (c)

und ihn als Sonderfall des allgemeinen Momentensatzes gefunden,
der die Form hat:

Greifen an einem materiellen Punkt mehrere
Krifte an, so ist fiir jede Gerade das resultierende
Moment, d. i das Moment der Resultierenden,
gleich der Summe der Einzelmomente, (d)

und gleich bewiesen wird.

Man stelle sich einen Korper vor, der sich nur um eine ge~
gebene Gerade drehen kann, vielleicht eine um die Angel sich
drehende Tiir, wenn man etwa eigenhéndig einige beglaubigende Ver-
suche vornehmen will. Jede Kraft P, die an dieser Tir angreift,
wird dann eine gewisse Drehwirkung, ein gewisses Moment haben,
und zwar wird dieses Moment immer von Null verschieden sein,
solange die Kraft die Drehachse, im angezogenen Fall die durch die
Tiirangeln gehende Gerade, nicht schneidet. Eine solche zur Dreh-
achse windschiefe Kraft P sei vorausgesetzt, dann lehrt ein recht
einfacher Versuch, dafl die Drehwirkung von P um so gréBer ist,
einmal je weiter P von der Drehachse entfernt ist und dann je mehr
sich P einer Lage senkrecht zu ihr nédhert.

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 7
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Um nun den Momentensatz zunéchst fiir den materiellen Punkt m
zu beweisen, denke man sich diesen durch eine masselose starre
Stange Gm mit der vorgeschriebenen Drehachse g verbunden, und
zwar so, dall er ebenso wie die
Stange vermittels eines Achsenge-
lenkes G nur zwangldufig um g ro-
tieren kann, s. Abb. 206. Die Kraft
P kann nur dann eine von Null
verschiedene Drehwirkung um die
Achse haben, wenn sie diese nicht
schneidet. Trifit dies zu, ist also P
windschief zu g, und zerlegt man P
in zwei Komponenten, von denen die
eine P, parallel, die andere P, nor-
mal zur Achse g ist {(beide Kompo-
nenten liegen also in einer zur Dreh-
achse g parallelen Ebene durch P),
go kommt fiir die Drehwirkung um
die Achse nur die Normalkomponente
P, in Betracht, die Axialkomponente P, schneidet ja die Drehachse
im Unendlichen. Ihr Moment fiir diese Achse (das Achsenmoment
der Kraft P) ist dann

Abb. 206.

M= Pn v (e)
wenn p der Dreharm von P,, d.i. der (senkrechte) Abstand der
Normalkomponente von der Drehachse ist.

Beispiel ¢) An dem Quader der Abb.207 mit den Kanten
a, a, 2a greifen die Krafte P, =10 kg, P,=20kg, P,==40 kg,
P,=30kg, P,=—20kg, P,=—40kg an. Man gebe die Momente
dieser Krifte fiir die drei Koordinatenachsen an. a==10 cm.

Um die Vorzeichen der Momente zu be-
stimmen, ist vorausgesetzt, dafl man jedes-
mal gegen die Pfeile der Koordinatenachsen
schaut. Die Kraft P, schneidet alle drei
Achsen, ihre Momente fiir diese sind
also Null. Die Kraft P, hat fiir die -
Achse das Moment — P, -2a — — 4 mkg,

Abb. 207. fir die y-Achse das Moment - P, .a—=

~+ 2 mkg und fiir die 2-Achse das Mo-

ment 0. Entsprechend hat P, die Momente -} P,-a = - 4 mkg,
0, + P, -a=- 4 mkg. Weiter sind von P, die Momen