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Yorwort.

Wenn ich zu der deutschen Auflage meines Buches iiber die
Quantenstatistik einige Begleitworte schreiben soll, so mufl ich
mit dem Ausdruck meines Dankes an die Kollegen M. Bor~x und
J. Franck beginnen, die mir die Gastfreundschaft in ihrer be-
riithmten Monographiensammlung gewéhrt haben. Ich empfinde
tief die Ehre, die sie mir damit erweisen und spreche ihnen meinen
lebhaftesten Dank aus.

Die deutsche Auflage unterscheidet sich sehr stark von der
franzosischen. Ich habe die Gelegenheit benutzt, um die Dar-
stellung an vielen Stellen zu verbessern. So wurde z. B. das dritte
Kapitel, das sich mit dem Verhéltnis der Quantenstatistik zu der
neuen Quantenmechanik befaf3t, von Grund aus verdndert. Doch
lag mir daran, in diesem Teil der Darstellung elementar zu blei-
ben. Der ganze erste Teil des Buches sollte so gehalten werden,
daB3 er einem Studierenden verstdndlich sein koénnte, der sich
zum erstenmal mit den hier behandelten Problemen befaft. Auch
wollte ich mich nicht in die Gebiete vertiefen, die das Hauptthema
des in der gleichen Sammlung erschienenen Buches von Borx und
JORDAN darstellen.

Ziemlich weitgehend waren auch die Verénderungen, die ich
im siebenten Kapitel vornahm, das der Theorie der freien Elek-
tronen in Metallen in der SoMMERFELDschen Fassung gewidmet
ist. Vor allem wurde aber das achte Kapitel vollstindig neu ge-
schrieben. Dieses behandelt die wellenmechanische Theorie der
Metallelektronen. Ich habe eine von mir in dem ,,Journal de
Physique neuerdings vertffentlichte Arbeit benutzt, um die
Grundhypothesen der Theorie in einer moglichst logischen Form
zu entwickeln. Anschlieend habe ich das gesamte Problem der
Leitfahigkeiten nochmals durchgenommen, wobei zuerst der
Standpunkt von BrocH und dann die Kritik von PEIERLS wieder-
gegeben wurden.



v Vorwort.

Die Integralgleichung von Brocu konnte von mir auf einen
allgemeinen Typus von VOLTERRA zuriickgefiihrt werden. Leider
ist dieser nur wenig untersucht; und die klassische Losungsmethode
durch sterierte Kerne ist in Ermangelung eines Konvergenzbeweises
schwer anwendbar. Ich sah mich daher gendtigt, bei der prak-
tischen Diskussion Naherungsmethoden zu benutzen: eine Reihen-
entwicklung fiir hohe Temperaturen und eine schrittweise Nihe-
rung fir tiefe. GRUNEISEN hat bemerkt, dafl die von BrocH fiir
tiefe Temperaturen gegebene Losung stetig in die Losung fir
hohe Temperaturen iibergeht und eine gute Darstellung der
experimentellen Ergebnisse in den weitesten Temperaturgrenzen
erlaubt. Erst bei sehr hohen Temperaturen zeigen sich Ab-
weichungen. Dieses Ergebnis, das BLocH nicht abzuleiten ver-
mochte, konnte von mir ohne besondere Schwierigkeiten theore-
tisch gedeutet werden.

Ich habe versucht, auch die Theorie der Warmeleitfahigkeit
und der thermoelektrischen Effekte in demselben Rahmen zu
bringen. Die Untersuchung dieser letzten Effekte erfordert aller-
dings eine zweite Naherung in der Losung der Integralgleichung,
die nur schwierig zu gewinnen ist.

Ich habe dann die PrrerLssche Kritik wiedergegeben und die
mogliche Rolle der ,,Umklappvorginge zu schildern versucht.
Ich bin dabei zu Ergebnissen gelangt, die von den PEIERLSschen
stark abweichen. Unter Benutzung seiner eigenen Rechenmethode
fand ich fiir die Umklappvorgiange ein Wahrscheinlichkeitsgesetz,
das von dem von PEIERLS abgeleiteten sehr verschieden ist (und
keine Stiitze fiir seine Hypothese ergibt).

Auf dem Prierrsschen Wege komme ich letzten Endes zu
einer Proportionalitat des Widerstandes mit 7'2 und nicht mit 74,
wie er selbst. Dieses Ergebnis ist aber unvereinbar mit der Er-
fabrung, denn die Versuche fiihren zu einer Temperaturabhéngig-
keit des Widerstandes, die am ehesten durch ein 7'5-Gesetz wieder-
gegeben werden kann, wie ihn auch die Brocasche Theorie ergibt.

Es scheint mir, daB man daraus auf die Nichtexistenz der
PrrerLsschen Umklappvorgénge schlieBen muB. In der Tat laBt
sich leicht zeigen, da3 diese Prozesse eine einfache Uberlagerung
einer, Bracaschen Reflexion und einer normalen Ablenkung dar-
stellen. Die Braccschen Reflexionen spielen aber eine ganz be-
sondere Rolle. Sie duflern sich — wie ich zeigen konnte — in
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Wirklichkeit darin, da die pE BrogLiE-Wellen, die sich im Metall
ausbreiten koénnen, eine besondere Strukturanomalie aufweisen.
Diese Anomalie muf} aber von vornherein schon in den Defini-
tionen beriicksichtigt werden. Sie gibt den Wellen die Moglichkeit
einer freien, ungestérten Ausbreitung. HEs ist nicht mdéglich, die
Bracaschen Reflexionen nur nachtriglich als eine besondere Art
von ZusammenstoBen einzufithren. Ich habe also den Eindruck,
daf man die ,,Umklappvorgénge* in der Theorie weglassen und
statt dessen die Rolle untersuchen muf}, die die durch Bracasche
Reflexionen bedingte Anomalien in der Wellenstruktur spielen.
Diese Untersuchung kann im Rahmen der Brocaschen Theorie
erfolgen, und ich glaube, dafl diese dadurch keine grofle Ver-
dnderung erfahren wird.

Ich hoffe, daf ich in dieser Weise eine zusammenhéngende Dar-
stellung der theoretischen Ergebnisse auf diesem Gebiete bringen
und die Frage von GRUNEISEN beantworten konnte, der in den
,,Leipziger Vortrigen im Namen der Experimentatoren Auskunft
dariiber verlangte, ob die Theorie ein T'%-, T'3-, T'*- oder T'%-Gesetz
des elektrischen Widerstandes fordere! Ich mdchte aber nach-
driicklich bemerken, daB ein solches Resumé der theoretischen
Vorstellungen nur provisorisch sein kann, da die bestehenden
Theorien alle von vereinfachten Annahmen ausgehen. Es ist nicht
ausgeschlossen, daf} eine vollstdndigere Untersuchung (etwa die
Beriicksichtigung der Austauschphdnomene!) noch grundlegende
Anderungen in unseren Auffassungen bringen wird.

Am Schiufl meiner Ausfithrungen mdéchte ich mir erlauben,
Herrn Dr. RaBiNnowirscH fiir die Miihe zu danken, die er der
Ubersetzung gewidmet hat. Die zahlreichen Anderungen, die ich
am urspriinglichen Text vorgenommen habe, haben seine Arbeit
bedeutend erschwert. Herrn G. RATHENAU danke ich fiir eine
griindliche Durchsicht der Korrekturen. Gedankt sei auch der
Verlagsbuchhandlung fiir die traditionelle Giite des Druckes und
der Ausstattung des Buches.

Paris, im August 1931.
L. BRILLOUIN.
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Erstes Kapitel.

Warmestrahlung. Allgemeine Definitionen;
Gesetze von KiRcHHOFF und STEFAN,

1. Schwarzer Korper. Die ersten Versuche iiber die Strahlung
von warmen Korpern haben zur Feststellung folgender grund-
legender Tatsachen gefiihrt:

Die Strahlung, die ein Korper aussendet, héngt von seiner
Temperatur ab; Temperaturerh6hung bewirkt nicht nur eine Ver-
dnderung der gesamten ausgestrahlten Energie, sondern auch eine
Anderung ihrer Verteilung auf die verschiedenen Wellenlingen.
Das Emissionsvermogen eines Korpers bei einer bestimmten Tem-
peratur geht parallel mit seinem Absorptionsvermdgen. Der
Korper, der am vollstandigsten zu absorbieren vermag (,,schwarzer
Korper), hat auch das maximale Emissionsverméogen.

Nach der Feststellung dieser Tatsachen ging man zur Unter-
suchung der Strahlung des schwarzen Korpers in Abhangigkeit
von der Temperatur iiber. Allerdings ist ein ,,vollkommen schwar-
zer* Korper nur eine Fiktion; kein realer Koérper vermag Licht
von allen Frequenzen vollkommen zu absorbieren. Man kann
aber eine Konstruktion angeben, deren Eigenschaften theoretisch
den Eigenschaften eines vollkommen

schwarzen Korpers sehr nahe kommen ?@

miissen. 74 g ig
Stellen wir uns einen Hohlraum vor, 2

dessen Wande aus irgendeinem merklich #

absorbierenden Material bestehen. Die o

Wand soll an einer Stelle eine kleine . 103

Offnung o aufweisen (Abb. 1). Das
Flachenstiick 6 mull vollkommen schwarz erscheinen. In der Tat:
verfolgen wir irgendeinen Strahl R, der durch o in das Innere des
Hohlraumes eintritt. Bei den Reflexionen in O;, O,, O; usw.
wird jeweils ein Teil der Energie des Strahles absorbiert. Nach
einer geniigenden Anzahl von Reflexionen wird die Intensitat des

Brillouin, Quantenstatistik. 1



2 Wirmestrahlung. Allgemeine Definitionen.

Strahles praktisch gleich Null. Die Wahrscheinlichkeit. dafiir,
daB ein merklicher Teil der eingestrahlten Energie wieder durch
o hinaustritt, ist sehr gering. Die Offnung o spielt also die Rolle
einer vollkommen schwarzen Fliche.

Es wird jetzt gefragt: Welche Strahlung emittiert eine solche
Offnung o bei einer bestimmten Temperatur 7'? Offenbar die,
die den Hohlraum erfiillt, wenn er mit den (bei der Temperatur 7'
befindlichen) Wénden im thermischen Gleichgewicht steht. Diese
Uberlegung fiihrt uns von der Untersuchung der Emission eines
schwarzen Korpers zu der Untersuchung der Strahlung innerhalb
eines Hohlraumes mit gleichtemperierten Wanden. Es besteht in der
physikalischen Literatur die Gewohnheit, diese Strahlung mit dem
nicht sehr schonen Ausdruck ,,schwarze Strahlung*‘ zu bezeichnen.

2. Strahlung in cinem isothermen leeren Raum. Wir be-
trachten zundchst einen leeren Hohlraum; spater werden wir
sehen, wie sich die Definitionen dndern, wenn der Hohlraum ein
materielles Medium enthélt. Auch wenn die Winde iiberall genau
die gleiche Temperatur haben, wird das Innere des Hohlraumes
ununterbrochen von Lichtstrahlen aller Frequenzen durchkreuzt,
die sich geradlinig fortpflanzen. Wir betrachten die Strahlen,
die ein bestimmtes Flachenstiick dS durchdringen und deren Rich-
tungen mit der Normalen ON zu dS Winkel bilden, die innerhalb
des Winkelelementes dQ liegen. In der Zeit dt wird von diesen
Strahlen die Energie:

dE =JdS8dQdt (1)

durch d§ transportiert. J ist die Gesamtintensitit der Strahlung.
Wir kénnen diese Gesamtstrahlung analysieren! und die Energie
dl, gesondert betrachten, die von Wellen mit den Frequenzen
v bis v + dv mitgefithrt wird:

dE, = J,dvdSdQdt. (2)

J, ist die spezifische Intensitit der Strahlung mit der Frequenz »

(genauer mit Frequenzen im Intervall » bis v + dv). Es gilt offen-

bar: oo

J=[J.av. (3)
0

1 Eine Welle von beliebiger Form kann stets, nach der Fourikrschen
Methode, als eine Summe von reinen Sinuswellen mit allen méglichen
Frequenzen » dargestellt werden.
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Statt der Intensitit der Strahlung koénnen wir die Energie-
dichte o betrachten. Wenn sich eine einzige ebene Welle im Vakuum
ausbreitet, so ist:

_ J =pc, (4)
wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bedeutet; denn die
Energie, die in der Zeiteinheit auf eine Fliacheneinheit senkrecht
zur Strahlrichtung féllt, ist gleich dem Energiegehalt eines Zy-
linders mit der Basis 1 cm? und der Héhe ¢. Die Gesamt-Energie-
dichte aller Wellen in einem Punkt ist durch die Gleichung:

o= [Ia2 ()

bestimmt. Wenn die Strahlung vollkommen diffus ist, d. h. die
gleiche Intensitdt in allen Richtungen besitzt, so ist:
4 J

o=, (ba)

Wir werden spiter oft die Energiedichte der vollkommen
diffusen Strahlung von der Frequenz » (bis v + d»):

_Aad,

o, dv dv (6)

zu betrachten haben; oder auch die Energiedichte der Strahlung
mit der Frequenz v (bis ¥ + dv) und mit einer Fortpflanzungs-
richtung, die innerhalb des Raumwinkels d £ liegt:

oredrdQ =T dvdQ. (7)
= C

3. Dispergierendes Medium. Die obigen Definitionen er-
fahren nicht unwesentliche Abénderungen, wenn man dieselben
Betrachtungen auf materielle Medien ausdehnen will. Die realen
optischen Medien unterscheiden sich vom Vakuum durch zwei
wichtige Eigenschaften: ihr Brechungsindex ist nicht gleich 1; und
er hingt von der Frequenz ab. Die zweite Eigenschaft, das Dis-
persionsvermdogen, fihrt zu ziemlich komplizierten Gleichungen
fiir die Wellenausbreitung. Man begniigt sich daher gewdhnlich
damit, dal man rein sinusférmige Wellen betrachtet, denen ein
einziger Wert des Brechungsindex entspricht. Die dabei ge-
wonnenen Ergebnisse iibertrigt man oft — unberechtigterweise —
auch auf die komplizierteren Félle einer nichtmonochromatischen
Strahlung.

1*
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Diese Verallgemeinerung kann zu ungenauen Schliissen fiithren.
Es sei hier an einige wichtige Erscheinungen erinnert, die auf der
Dispersion beruhen:

Die gewohnlich betrachtete Lichtgeschwindigkeit ist die Ge-
schwindigkeit (V) der Phasenfortpflanzung. Sie steht in Beziehung
zu der Dielektrizititskonstante des Mediums K (¥). Wenn man die
magnetische Permeabilitit u gleich der des Vakuums (g, = 1)
setzt, so hat diese Beziehung die Form:

4
V= VK@) (8)
Die Phasengeschwindigkeit V tritt bei allen Berechnungen der
Interferenzerscheinungen auf. Wenn irgendeine GréBe — etwa
die elektrische Feldstairke — in einem gegebenen Augenblick im
Punkt M den Wert A cos2 vt besitzt, so hat dieselbe Groie zur
gleichen Zeit in einem Punkt M’, der in der Strahlrichtung von
M um r entfernt liegt, den Wert:

.
A cos 2nv(t — lr”")'

Um die Fortpflanzung der Energie zu untersuchen, mufl man
nach der Geschwindigkeit fragen, mit der in einem gegebenen
Medium die Amplitude der Schwingung fortschreitet. Man be-
trachte z. B. die Superposition von zwei Wellen mit wenig ver-
schiedenen Frequenzen »; und v,:

Acos2my, (t — ;) + 4 cos2my, (i — ;)
1 . 2
Wenn man
vw=v+9d0r und v,=9v» — d»

setzt, so sieht man leicht ein, da} die Superposition der beiden
Bewegungen zum Ausschlag:
’

24 cos2név<t — U)cosva(t — ;)

fithrt, worin U durch:

U= ar )
r

o ) sind
die Schwebungen, die sich mit der Geschwindigkeit U fortpflanzen;
U ist die sog. Gruppengeschwindigkeit.

definiert ist. Die Amplitudenéinderungen A cos27md» (t —-



Energiedichte und Intensitit im dispergierenden Medium. I5)

Etwas schwerer ist es, die Geschwindigkeit S abzuleiten, mit der
sich ein Stgnal von der Frequenz v fortpflanzt!. Wir bezeichnen
als ,,Signal“ einen Zug von Sinusschwingungen, der in einem be-
stimmten Augenblick plotzlich einsetzt. Nachdem dieser Zug
eine Strecke 7 durchgelaufen hat, ist er deformiert. Die ersten An-
zeichen des Schwingungsvorganges legen den Weg 7 mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ zuriick; doch haben diese ersten Schwingungen
nur eine verschwindend kleine Amplitude, und die Hauptmenge
der Signalenergie bleibt hinter ihnen zuriick. Man kann zeigen,
daf} die Geschwindigkeit, mit der diese Hauptmenge fortschreitet,
gleich der Gruppengeschwindigkeit im betreffenden Medium ist,
sofern die Frequenz des Signals in keine Absorptionsbande
fiallt. Innerhalb einer solchen Bande nimmt aber die Gruppen-
geschwindigkeit einen ganz abnormen Wert an, sie wird unter Um-
stinden unendlich oder sogar negativ. Die Signalgeschwindigkeit
besitzt aber auch in diesem Fall einen endlichen positiven Wert,
der stets kleiner als ¢ ist; doch ist eine genaue Definition der Signal-
geschwindigkeit unter solchen Umsténden schwierig. Wenn wir
die Absorptionszonen aus der Betrachtung ausschliefen, kénnen
wir die Gruppengeschwindigkeit U als die Geschwindigkeit an-
sehen, die fiir die Fortpflanzung der Lichtenergie mafigebend ist.

4. Encrgiedichte und Intensitit im dispergierenden Medium.
Wir miissen nun die Definition der Intensitit und der Energie-
dichte der Strahlung in einem dispergierenden Mittel geben.
Es sei eine ebene Welle betrachtet, deren elektrische Feldstarke A
mit der Amplitude A schwingt:

k:Acosan(t— ;;)

In einem nichtdispergierenden Mittel bestimmt sich die Ener-

giedichte ¢ nach:
Khnt  H?2 KA? c

0= %n Tea" 8 Vg (10)

Hier bedeutet H die magnetische Feldstirke. Der zweite Teil

der ersten Gleichung (10) ergibt sich aus der Beriicksichtigung

der Gleichheit der mittleren magnetischen und elektrischen Energie

der Schwingung. Die Intensitit J einer Welle bestimmt sich

1 SOMMERFELD, A., Ann. Physik 44, 177—202 (1914). — BriLroviy, L.,
ebenda 203—240.
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durch die Menge der von ihr in der Sekunde durch die (senkrecht
zur Strahlrichtung gelegene) Flidcheneinheit transportierten
Energie. Wir erhalten also:

. 42
In einem dispergierenden Mittel erhilt man etwas andere Formeln.
Die Energiedichte ¢ wird von einem Koeffizienten K, (») ab-
héingen, der von dem oben benutzten K (v) verschieden ist.

A2
o= K,(»)g. (12)

Um die Intensitit J zu definieren, wird man die Energieausbrei-
tungsgeschwindigkeit U, einfiihren miissen:

A2
J:KlUlgj- (13)

Wir erhalten auf diese Weise eine allgemeine Methode zur De-
finition der Geschwindigkeit U, des Energietransportes: es soll jetzt
gezeigt werden, dall diese Geschwindigkeit mit der Gruppenge-
schwindigkeit U identisch ist, sofern die Frequenz v nicht in das
Gebiet der anomalen Dispersion — d. h. in eine Absorptions-
bande — fallt. Um U, zu bestimmen, miissen wir den Wert von
J finden, d. h. die Energie berechnen, die (in der Zeiteinheit und
pro Einheit der Wellenflache) geliefert werden mul}, damit sich der
betrachtete Wellenzug erhalten kann. Die Gesetze der Licht-
brechung geben uns die Losung!. Betrachten wir eine ebene Welle
mit der Amplitude 4, und der Frequenz », die sich im Vakuum
ausbreitet und unter dem Einfallswinkel #; auf die ebene Ober-
flache fallt, hinter der sich ein Medium mit der Dielektrizitatskon-
stante K befindet. Dabei wird eine reflektierte Welle entstehen,
deren Amplitude wir mit 4] bezeichnen, und eine gebrochene
Welle mit der Amplitude A,, die unter dem Brechungswinkel 7,
in das Innere des Mediums eindringt. Die Bedingungen, die bei
der Refraktion erfillt werden miissen (die Kontinuitit der tangen-
tiellen Feldkomponente und der Normalkomponente der elek-
trischen Induktion), enthalten nur den Wert K (v) und haben fir
ein dispergierendes Medium dieselbe Form wie bei Abwesenheit der
Dispersion.

1 BriLrouiN, L., Sur la propagation de la lumiére dans un milieu
dispersif. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1167 (1921). Diese Notiz enthélt einen

Fehler; in Formel (8) ist das Glied — f ehds zu streichen.
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Die Energie, die in einer Sekunde die Flacheneinheit der
trennenden Oberfliche durchdringt, betrigt fiir ein nichtdisper-
gierendes Mittel:

c(‘sjl — ‘:;) cos ¥, = Vlé—jgcos Ny (14)
Diese Gleichung driickt das Gesetz der Erhaltung der Energie
aus; das erste Glied stellt die Differenz zwischen der Energie der
einfallenden und der reflektierten Welle, das zweite Glied bedeutet
die Energie der gebrochenen Welle.

Die Gleichung (14) kann direkt aus den Refraktionsgesetzen
abgeleitet werden. Sie behilt ihre Giiltigkeit auch fiir ein disper-
gierendes Mittel, da die Refraktionsgesetze dieselben bleiben;"
doch driickt sie jetzt nicht mehr die Erhaltung der Energie aus.
Der Energiesatz lautet im Falle der Dispersion, beim Gebrauch
der oben eingefiihrten Bezeichnungen, folgendermalien:

Ai A A3
C('si‘ - s;)c(’s’h = U, K, 7 cost,. (15)

Der Vergleich von (14) mit (15) fithrt zu der einfachen Beziehung:
UK, =TVK. (16)

Diese Gleichung gibt eine genaue Definition der Geschwindig-
keit U,, mit der sich die Energie fortpflanzt. Sie zeigt, dall man
fur die Intensitat J einer Welle in einem dispergierenden Mittel
dieselbe Gleichung benutzen kann wie bei Abwesenheit einer
Dispersion, ndmlich:

2 AE
J= UK = VKL (17)

Die Energiedichte hat dagegen in beiden Fillen verschiedene
Werte. Im dispergierenden Mittel ist sie durch den Ausdruck:

o= (17a)
bestimmt. Wenn man bestimmte Hypothesen iiber die innere
Struktur des optischen Mittels macht, so kann man leicht K; be-
rechnen, und man iiberzeugt sich, daf} U, auBerhalb der Absorp-
tionsbanden tatsdchlich gleich der Gruppengeschwindigkeit U
wird. In der klassischen Refraktionstheorie betrachtet man die
Materie als aus lauter Elementarresonatoren bestehend, deren
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Anzahl in der Volumeneinheit etwa N betragen mag. Man findet
dann:

47 N e?
k= KO + m(wl — 2twp — w?)’ (18)
¢ /K
v =Re)x

worin
®w =27y ist;
w, die Eigenfrequenz der Resonatoren,
e ihre Ladung und
m ihre Masse,
¢ die Dampfungskonstante der Resonatorenschwingung, und
K, die Dielektrizitatskonstante des Vakuums bedeutet,

¢/V ist der reelle Teil von YK/K,; der imaginire Teil liefert den

Absorptionskoeffizienten. Der Ausdruck fiir die Gruppengeschwin-
digkeit ist ziemlich kompliziert. Wenn man aber nur Werte von
o untersucht, die von w, sehr verschieden sind — d. h. wenn man
Frequenzen betrachtet, die nicht merklich absorbiert werden —
so kann man die Glieder mit ¢ vernachlissigen, und man erhilt
die Beziehung:

vV 47N e? w?
Es ist andererseits unschwer, den Ausdruck fiir die Energiedichte
in einer Welle mit der Amplitude 4 zu bilden; man hat nur die
elektrische und die magnetische Feldenergie zu der kinetischen
und potentiellen Energie von N Oszillatoren zu addieren (Einzel-
heiten der Rechnung im Anhang 1). Man erhélt in dieser Weise
den Ausdruck fir K;, und die Gleichung (16) ergibt:

v K, 47Ne? w?

U, K, K.m (0f— 0?)? + 40%w? (20)

(K, = reeller Teil von K).

Man sieht, dafl die Verhéltnisse V/U und V/U; bei der Vernach-
lagsigung von Gliedern mit ¢ miteinander identisch werden.
Im Gebiet, wo diese Glieder von Bedeutung sind, d. h. im Gebiet
der anomalen Dispersion, konnen dagegen U und U, sehr ver-
schieden werden.

Die Abb. 2 zeigt die Anderung von ¢/V, ¢/U, ¢/S und ¢/U,
in der Absorptionszone. S ist die in § 3 beschriebene Signal-
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geschwindigkeit. Allerdings ist die Definition von § in der ano-
malen Zone schwer genau durchzufiihren; je nach der Empfindlich-
keit des Anzeigers, den man fiir die Signalregistrierung benutzt,
wird man alle Werte zwischen S und U; bekommen kénnen.
Kehren wir jetzt zu der Warmestrahlung zuriick. Die Formeln
(4) bis (7), die fiir ein nichtdispergierendes Medium — das Va-
kuum — abgeleitet wurden, miissen jetzt vervollstindigt werden.
Wir koénnen keine all- yan
gemeine Formel fiir die / \
Beziehung zwischen der
Gesamtdichte der Ener-
gie und der spezifischen
Gesamtintensitat  der
Strahlung mehr aufstel-
len, da K, K,, U, und V

i
N
A
\

(7

7
!
[

«  ofGeschwindighert

nunmehr von der Fre-
quenz abhingen. Wir
miissen also in allen
Formeln die Frequenz

T
i
1
i
|
1
1
I
i
!
|
:
¥
i
I
|
3
|
2
|
A2
|

I

I

angeben. Wenn die Fre-
quenz in den Grenzen
zwischen v und ¥ -+ dv»
liegt, so konnen wir
schreiben:

Jy
0rdrdQ="""dvd . (7a) Abb. 2.

Ul — -~ = ¢/V-Kurve (V=-Phasengeschwindigkeit),

. o ————: ¢/U-Kurve (U=Gruppengeschwindigkeit),
Im Falle einer vollstén- : ¢/S-Kurve (S=Signalgeschwindigkeit),
dig diffusen Strahlung — = e—:¢/Us;-Kurve (U,=Energietransportgeschwin-

. digkeit).

und eines vollkommen
isotropen Mediums kann diese Gleichung leicht iiber alle Werte
von £ integriert werden, und man erhilt:

4z '
oy dv = U, Jywdv. (6a)

Durch Integration iiber alle »-Werte kann man die Gesamtenergie-
dichte o und die Gesamtintensitat J bestimmen:

"J’l’(l)
- =4 — d H 5a,
0 f oy av 3 / o, 4 (ba)
J = 4n.me,dv.
Zwischen ¢ und J existiert aber keine einfache Beziehung mehr.

“p o
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5. Emission und Absorption. Es sei £, der Emissionskoeffi-
zient eines Korpers fiir die Frequenz v (bis » ++ dv). Dieser Koeffi-
zient wird folgendermaflen definiert: Das Volumen dr des Korpers
emittiert in der Zeit dt¢ innerhalb eines Raumwinkels d die
Strahlung v (bis v + dv) mit der Energie:

dE =E,drdtdQ2dv; (21)

den Faktor X, bezeichnen wir als den Emissionskoeffizienten.
Wir definieren auflerdem einen Absorptionskoeffizienten «,
und einen Diffusionskoeffizienten 5, mittels folgender Beziehungen :
Eine auffallende Welle von der Frequenz » und Intensitit J,
erleidet beim Durchqueren einer Koérperschicht von der Dicke dl
eine Abschwichung, die durch den Ausdruck:
aJ, = — (&, + p,)J,dl (22)
bestimmt wird. Betrachten wir einfallende Wellen von der
Frequenz v (dv)!, deren Strahlrichtungen innerhalb des raumlichen
Winkels d2 liegen. Die Energiedichte der Welle soll g, ., betragen;
der brechende Korper mag die Oberfliche d.S (normal zur Strahl-
richtung) besitzen, seine Dicke sei dl. Die von diesem Kérper in

der Zeit dt absorbierte Strahlungsenergie ist — unter Beriick-
sichtigung von (17a) — durch den Ausdruck:

db, = o, U0, drdvd2dt (23)
gegeben. Die allseitig gestreute Energie betrigt dagegen:

dE; = p,U,0,0drdvd Q2dt. (24)

In den Gleichungen (23) und (24) ist dz das Volumelement d8 d!
des betrachteten Korpers.

Wir konnen auch eine Definition des Emissionskoeffizienten £
und des Absorptionskoeffizienten 4 fiir jede gegebene Fliche d.§
geben. Diese beiden Koeffizienten werden im allgemeinen Funk-
tionen der Frequenz v, der Temperatur 7 und des Winkels
sein, den der Strahl mit der Flichennormalen bildet. Nehmen
wir an, daBl die auffallenden Strahlen von der Frequenz v(dv)
sich innerhalb des Raumwinkels d{2 befinden und einen mittleren
Winkel @ mit der Normalen zur Oberfliche bilden. Die unter
diesen Umsténden in der Zeit dt emittierte Energie betrigt

dE, = E(v, ¢, T)dSdvdQdt. (21a)

I Wir wollen zur Abkiirzung den Ausdruck ,,» bis » + dv* durch
v(dv) bezeichnen.
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Die in.der Zeit dt aus einem Strahl von der Intensitit J,. ab-
sorbierte Energie betrigt dagegen:

dB, = A(v, ¢, T}J,,dSdvd Q2 dt (23a)
=A@, ¢, TYU,0,,d8dvddt.

6. Emissionsvermogen des sehwarzen Korpers. Das Emissions-
vermégen des schwarzen Korpers kann — wie am Anfang
dieses Kapitels angedeutet wurde — aus der Emission einer
kleinen Offnung in der Wand eines isothermen Hohlkérpers be-
stimmt werden. Es sei d.S die Fliche dieser Offnung, und es sei

a8, = dScosg

die Projektion dieser Flache auf die zur Strahlrichtung normale
Ebene.

Die Energie der Strahlung »(dv), die von der Flache 48 in
einen Kegel mit dem Raumwinkelelement d emittiert wird
— wobei die Achse des Kegels mit der Flichennormalen den
Winkel ¢ bildet —, betragt in der Zeit d¢:

dE,=J,,d8S,dvdQdt, (25)

wo J, ., die spezifische Intensitdt der Strahlung von der Frequenz »
innerhalb des Hohlraumes bedeutet. Diese Gréfe J, ., stellt also
auch das Emissionsvermogen des schwarzen Korpers bei der
Temperatur 7' dar.

7. Gesetze von LamBERT und KircHHOFF. Betrachten wir
einen Hohlraum mit vollkommen spiegelnden, fiir die Warme
undurchdringlichen Wénden. In diesem Hohlraum sollen aufler
der Strahlung noch materielle Teilchen von beliebiger Art enthalten
sein. Ks soll thermisches Gleichgewicht herrschen. Die Entro-
pie hat also den maximalen moglichen Wert erreicht. Durch An-
wendung des CarNoTschen Prinzips kann man bestimmte Eigen-
schaften der Strahlung in diesem Gleichgewichtszustand mit aller
Strenge ableiten.

a) Gesetz von LAMBERT: An jeder Stelle des Raumes ist die
Strahlung ,,vollkommen diffus®; d. h., die spezifische Intensitit
ist fiir alle Strahlrichtungen die gleiche; die spezifische Intensitat
ist auch fiir die beiden senkrecht zueinander polarisierten Wellen
die gleiche. Aus diesem Gesetz folgt, dafl das Emissionsvermdgen
eines schwarzen Korpers in verschiedenen Richtungen proportional
cos @ sein mull — wie dies schon die Formeln des Abschnittes 6
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zeigen, wenn man dort J als unabhingig von dem Winkel ¢ an-
nimmt.

b) Gesetz der Geschwindigkeiten (KIRCHHOFF): In einem nicht-
homogenen Medium ist die spezifische Intensitit J, der Strahlung
von der Frequenz v(dv) bei der Temperatur 7' an jeder Stelle eine
Funktion der értlichen Geschwindigkeit der Lichtausbreitung V.
Kircurorr hat gezeigt, dafl das Produkt J,V? eine universelle
Funktion von » und 7" sein muB}, die nicht mehr von den indivi-
duellen Eigenschaften der verschiedenen Korper abhingt. Be-
zeichnen wir diese Funktion mit ¢:

Jo= g ® 0, T).
Daraus folgt: 4 .
o=y, 2 P, 1) (26)

V = Phasengeschwindigkeit,
U, = Energieausbreitungsgeschwindigkeit.

Bei der Formulierung des KircHHOFFschen Gesetzes ver-
wechselt man oft die Phasen- mit der Energiegeschwindigkeit.
Es wurde oben schon nachdriicklich darauf hingewiesen, daB
man in dispergierenden Mitteln zwischen diesen beiden Geschwin-
digkeiten streng unterscheiden mul.

Betrachten wir ein Medium bei der Temperatur 7'; sein
Emissionskoeffizient sei E,, sein Absorptionskoeffizient «,. Wir
diirfen behaupten, daf3 das Verhéltnis E,/«, gleich dem Emissions-
verméogen des schwarzen Korpers von gleicher Temperatur fiir die
gleiche Frequenz sein muB:

B, 1
P €

Man erhilt dieses Gesetz sofort, wenn man die Gleichgewichts-
bedingung aufschreibt: der betrachtete Koérper, wenn er sich
innerhalb des Hohlraumes von der Temperatur 7' befindet, soll
in der Zeit dt ebenso viel Energie von der Frequenz » aufnehmen,
wie er davon in der gleichen Zeit emittiert [vgl. die Formeln (21)
und (23)].

In gleicher Weise findet man fiir die Koeffizienten £ und 4
einer bestimmten strahlenden Fliche (bei bekannter Frequenz,
Polarisation, Einfallswinkel und Temperatur) das Verhiltnis:

E@ o T) 1
ATy~ J, = 3 S, T). (28)

D, T). (27)
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8. Strahlungsdruck. Um die weiteren Eigenschaften der
schwarzen Strahlung abzuleiten und die Gesetze von STEFAN und
WiEN darzustellen, miissen wir zunéchst den Begriff des Strah-
lungsdruckes einfiithren.

In der Theorie des elektromagnetischen Feldes wird gezeigt,
daB eine Lichtwelle, die im Vakuum senkrecht auf eine spiegelnde
Flache fillt, auf diese den Druck:

p="p =20 (29)

ausiibt, wo J die Intensitit der einfallenden Welle, o ihre Energie-
dichte und V ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet.

Die Emission oder Absorption der Strahlung von der Energie-
dichte ¢ fiihrt zu einem Druck:

p=e¢; (30)

dessen Richtung bei der Emission der Strahlrichtung entgegen-
gesetzt ist (RiickstoBl), wihrend sie bei der Absorption mit der
Strahlrichtung zusammenfallt.

Wenn die ebene Welle auf einen Spiegel nicht senkrecht, son-
dern unter einem Winkel ¢ fillt, so betrdgt der Strahlungsdruck:

p=2pcos?gp. (31)
Wenn ein Hohlraum eine vollkommen diffuse Strahlung ent-
hillt, deren Gesamtenergiedichte ¢ betrdgt, so iibt diese Strah-

lung auf die Winde des Hohlraumes einen zu der Wandfldche
iiberall senkrechten Druck von der Grofle:

p=r1e (32)
aus. Diese Formel wird aus den vorhergehenden durch Mittel-
bildung iiber alle Winkel ¢ erhalten. Sie behilt ihre Giiltigkeit
fiir den Fall von vollkommen spiegelnden, wie auch fiir den Fall von
absorbierenden und wiederemittierenden Wanden.

Die angefithrten Gleichungen gelten aber nur fiir den leeren
Raum. Breitet sich die Welle in einem materiellen Medium aus,
so ist die Formel fiir den Druck, den diese Welle bei der Re-
flexion auf den Spiegel ausiibt, ziemlich kompliziert. Der Druck
hiingt von dem Einfallswinkel ¢ und der Polarisation ab. Fiir eine
vollkommen diffuse Strahlung vereinfacht sich die Formel zu fol-
gendem Ausdruck:

10 logV) , (33)

U
dp = 9‘“?(? + dlogd
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worin d die Dichte des Mediums, V die Phasengeschwindigkeit,
U die Gruppengeschwindigkeit und odv die Dichte der Energie
von der Frequenz v (bis v + d») fir alle Richtungen im Raume
bedeutet. Eine sehr allgemeine Ableitung dieser Formeln wurde
vom Verfasser in einigen Aufsdtzen! gegeben.

9. Gesetz von STEFAN und BorrzmaNN. Das STEFAN-BoLTZ-
maNNsche Gesetz bestimmt die Anderung des Gesamtemissions-
vermdégens (integriert iiber alle Wellenlingen) des schwarzen
Koérpers bei der Anderung der Temperatur.

Wir fithren die Temperatur mit Hilfe der klassischen thermo-
dynamischen Definition ein, indem wir die Forderung aufstellen,
daB die Entropie ein vollsténdiges Differential darstellen muB.

Es sei T das Volumen eines leeren Hohlraumes, das nur Warme-
strahlung von der Temperatur 7' enthélt. Stellen wir uns vor, daf3
der Hohlraum die Form eines Zylinders mit vollkommen reflek-
tierenden Wianden besitzt, in dem sich ein vollkommen reflektie-
render Kolben bewegen kann. Wir fithren nun folgende unendlich
kleine Veranderung durch:

Wir vergroflern das Volumen des Hohlraumes durch Bewegung
des Kolbens um den unendlich kleinen Betrag dt; und wir variieren
die Temperatur um den unendlich kleinen Betrag dT.

Durch g soll wieder die Gesamtdichte der Energie im Volumen =
bezeichnet werden. Die Arbeit, die der Strahlungsdruck bei der
Ausdehnung um dz leistet, betriagt:

dA = odr.
Die Anderung der inneren Energie des Systems betriigt:
dU = gdv+ 74 QdT (34)
Bilden wir den Ausdruck fir die Variation der Entropie:
dU 4+ dA4 4 e T O
dS——T—— d -+ T’ArTTdT (35)

Die Bedingung, daB die Entrople ein vollstindiges Differential
sein mulB, ergibt nun:

T - =4p, (36)

1 BriLLoulN, L., ,,La Théorie des solides et les quanta‘® (Thése).
Ann. de I'Ecole Normale Supérieure 3%, 359—459 (1920), Kapitel V;
J. Physique et Radium 6, 337 (1925) — Ann. Physique 4, 528 (1925) —
Physica, Lorentz-Jubiliumsheft 1925.
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woraus folgt
o=aTt
Auch fiir das Gesamtemissionsvermdogen des schwarzen Kdorpers
erhilt man einen Ausdruck von der Form:

[vgl. (5)]. (37)

J=ATy A=

47

Die Messungen haben dieses Gesetz gut bestédtigt. Experimen-
tell wurden folgende Werte von @ und 4 gefunden:

KurrBauM: 4 =1,69-107% (c. g.8.), a=7,06-1071%(c. g. s.),
Firy: A=198.10"3 a=284-10"15

Aus den angegebenen Formeln koénnen wir auch das Gesetz
der adiabatischen Ausdehnung der schwarzen Strahlung ableiten.
Es genugt zu diesem Zweck, die Variation der Entropie in (35)

gleich Null zu setzen und ¢ durch den Ausdruck a7'* zu ersetzen.
Wir erhalten dann die Beziehung‘

T Oo .
d +75 (9TdT 0; (38)
1dz dT
ERII
und daraus:
tT° = konst. (39)

Der Exponent 4 in dem STEFANschen Gesetz ist direkt durch den
Koeffizienten 4 in der Formel des Strahlungsdruckes bedingt.
Lord RayrLeicH machte schon in einer seiner ersten Arbeiten
iiber den Strahlungsdruck die Bemerkung, dal} aus einem Druck-

gesetz p = ——-Q das Gesetz J = 4 - T"*1 folgt.

Es ist schwierig, die gleiche Uberlegung fiir materielle Medien
durchzufiihren, in denen das Druckgesetz (33) gilt. Die Schwierig-
keit ist vor allem durch den Umstand bedingt, dafl die Lichtge-
schwindigkeit in solchen Medien von der Frequenz abhéngt; man
darf also nicht von der Gesamtstrahlung sprechen, ohne auf ihre
Verteilung auf die verschiedenen Spektralbezirke einzugehen.
Auch wenn wir die Annahme machen, dafl das betrachtete Medium

gar keine Dispersion hervorruft (dafl also U = V ist), so bleibt
(9logV

ogd
Dieser Fall ist fiir d1e Ausdehnung der Wirmestrahlungsgesetze

immer noch das Ghed iibrig, das man beriicksichtigen muf.
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auf die thermischen Eigenschaften der festen Korper von Bedeu-
tung. Das Gesetz von STEFAN wird in diesem Fall, wie der Ver-
fasser gezeigt hat!, durch ein Korrespondenzgesetz ersetzt, das fiir
jeden Korper eine ihm eigene ,,Bezugstemperatur‘‘ oder ,,charak-
teristische Temperatur enthalt. Man gelangt auf diesem Wege
zu der DEBYEschen Theorie der spezifischen Wéarmen.

Zweites Kapitel.

Isotherme Strahlung und Energie eines Oszillators.
Das Wiensche Gesetz.

1. Allgemeine Formeln. Das Problem der spektralen Energie-
verteilung in der isothermen Strahlung ist eng verkniipft mit
der Frage nach der mittleren Energie eines Resonators bei
gegebener Temperatur. Die Beziehung zwischen der spektralen
Intensitdt und der mittleren Resonatorenenergie lautet:

8av? Uy dv

Q(Va T) dy = —VU,VZ — (1)

Hier bedeutet ¢(»,7} die Dichte der Strahlungsenergie von der
Frequenz v (dv) bei der Temperatur 7'; V die Phasengeschwindig-
keit, U die Geschwindigkeit des Energietransports (Gruppen-
geschwindigkeit); w, ist die mittlere Energie eines Oszillators von
der Frequenz v bei der Temperatur 7.

Fiir das Vakuum darf man U = V = ¢ setzen.

Es gibt viele Wege zum Beweis der Formel (1). Wir betrachten
nur den einen? von ihnen, der iiber die Abzdhlung der Eigenfre-
quenzen eines Hohlraumes vom Volumen @ fiihrt. Wenn die Fre-
quenz v geniigend grof} ist, liegen im Bereich von » bis v + d» im
ganzen dN solche Eigenfrequenzen, wobei d N durch:

8xv?
AN =0, dv 2)

bestimmt wird. Die Anzahl d N ist unabhéngig von der Form des
Hohlraumes, solange diese Form keine Unregelméfigkeiten auf-

1 BriLLoviN, L., Thése, 1. c., Kapitel VI.
2 Jeaws, J. H., Philosophic. Mag. 10, 91 (1905). — WEyL, H., Math.
Ann. 71, 1213 (1911). — DEBYE, P., Ann. d. Phys. 39, 798 (1912).
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weist, deren Abmessungen von der Gréfenordnung der Wellen-
linge 1 = V/v wiren. '

Die Formel (2) ist gleichbedeutend mit (1). Jedem Freiheits-
grad des Hohlraumes von der Frequenz » entspricht bei der Tem-
peratur 7' eine mittlere Energie u,; der Energieinhalt des Hohl-
raumes fur den Frequenzintervall » bis v -+ dv ist:

wdN =0,

2. Berechnung der Eigenfrequenzen eines rechtwinkligen
Parallelepipeds. Wir geben in einer moglichst einfachen Form
den Gedankengang von JEaNs wieder. Man betrachte (Abb. 3)
einen Parallelepiped mit den Kanten /, in der z-Richtung, I, in
der y-Richtung und I3 in der z-Richtung. Es sei angenommen,
daB das Volumen @ = I[;1,1l; von allen Seiten von vollkommen
spiegelnden Flachen begrenzt z
ist. Wir fragen nach den
Eigenfrequenzen des so gebil- b
deten Hohlraumes. Aus den
Untersuchungen der akusti-
schen Schwingungen weiy man, J/
dall der Grundton eines sol- GWo t=s
chen rechtwinkligen Kastens %
einem Bauch in der Mitte des ¢
Volumens und Knoten lings den AuBenflichen entspricht. Es
konnen aber auch Knoten im Innern des Volumens auftreten;
diese Verteilungen ergeben die Obertone. Betrachten wir den Ein-

u, dv = Oo(,T)dv.

Abb. 3.

—
heitsvektor OR, dessen Richtung wir als Strahlrichtung wéahlen.
Seine Komponenten bezeichnen wir mit «, § und y:

0‘2_{_‘92_*_?2:1'

o, f und y sind die Richtungskosinusse des Strahles. Durch Re-
flexion an den verschiedenen Wianden wird sich der Strahlvektor
in 8 Spiegelbilder verwandeln mit den Richtungskonstanten:

+a, +p, 4.

Betrachten wir zuerst eine Reflexion an der Fliache yOz. Die
Interferenz der einfallenden und der reflektierten Welle wird ein
System von stehenden Wellen erzeugen. Wenn man die réaum-
liche Verteilung einer Grofle (z. B. der magnetischen Feldkompo-

Brillouin, Quantenstatistik. 2
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nente in der Richtung Ox) untersucht, die lings der spiegelnden
Fliche gleich Null sein muf}, so findet man parallel zu dieser
Flache ein System von Knotenebenen, deren Lage durch die
- Gleichung )
=38 T="T9,

(n, = beliebige ganze Zahl) bestimmt
2 wird, wo 1 die Wellenlinge bedeutet.
[ Diese Formel folgt unmittelbar aus der
Betrachtung der Abb. 4. Die beiden
Wellen interferieren im Punkt A, dessen
Abstand vom Spiegel

A o 717
2c0s0 2«

Sprege!
N

14 =
betragt.
Wenn das betrachtete System von stehenden Wellen stabil
sein soll, so mul} auch die Endfliche x = I, mit einer Knotenebene
zusammenfallen, d. h. es muf3 die Beziehung gelten:

=g (3)
(n, = ganze Zahl).
In analoger Weise erhilt man durch Betrachtung der Reflexion
an den Flachen senkrecht zu Oy und Oz die Bedingungen:

ly = ny :‘;ﬂ und I3 = n4 2% . (4)

Jedes mogliche System von stehenden Wellen in dem parallel-
epipedischen Hohlraum ist also durch eine Kombination von drei
ganzen Zahlen n,, n, und n, gekennzeichnet, die die Anzahl von
Knotenflichen senkrecht zu jeder Koordinatenachse bestimmen.
Die elektrischen und magnetischen Gréfen, die den Schwingungs-
zustand charakterisieren, werden dabei durch Ausdriicke von der
Form }

Cos8

anx cos ) wn,y cos| Angz
sin| 4 sin} I, ) sin} A

bestimmt. Wenn man die Gesamtausdriicke fiir das elektrische
und magnetische Feld der Schwingung bildet, so erhilt man zwei
Losungen, die den beiden mdoglichen, zueinander senkrechten Po-
larisationszustinden entsprechen. Jedem System n,, n,, 73 von
drei ganzen Zahlen entsprechen also zwei Eigenschwingungen von

der gemeinsamen Frequenz v.
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Um den Wert von v zu bestimmen, kann man einfach die drei

Gleichungen (3, 4) quadrieren und zusammenaddieren — unter
Beriicksichtigung der Beziehung &% 4 2 4 y2=1. Man er-
halt dann:

1—’)24791,2 Ny \2 ng\2

p =y =S GG ) )

Wie konnen wir nun die Anzahl der Eigenfrequenzen bestimmen,
die in dem Frequenzintervall v bis v + dv liegen? Die Beantwortung
dieser Frage gelingt mit Hilfe eines kleinen Kunstgriffes.

3. Abzihlung der Eigenschwingungen von gegebener Frequenz.
Betrachten wir (Abb. 5) ein Koordinatensystem O&#n{ und in
diesem System die Punkte mit den Koordinaten:

S =
E=g5 1= 9> =y

(6) &
(ny, ny und ny; = ganze Zahlen). Diese
Punkte bilden ein regelméBiges Raum-
gitter. Die Anzahl der Gitterpunkte

in der Volumeinheit ist:
0=8L1l,. 4
Die Formel (5) stellt eine Kugel

im Raum &n(¢ dar. Der Radius der
Kugel ist:

U

r=-. (7) 7 Abb. 5.

Einer Variation d» der Frequenz » entspricht eine Anderung des
Abstandes r um dr:

1

dr:d;:—g—qlv, (8)

da U, die Gruppengeschwindigkeit, nach Gleichung (5) des ersten
Kap. durch: .7
a’
1 |4
U dv

bestimmt ist. Wenn r geniigend grof} ist im Vergleich zu den
Netzebenenabstinden 1/21;, 1/2[, und 1/21,, so konnen wir die
Anzahl der Gitterpunkte zwischen den Kugelflachen vom Radius r
und r + dr angendhert bestimmen. KEs gilt:

dy. 9)

2%

47 ”
L aridr = 4nx U'T/:é
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Uns interessieren aber nur die positiven Werte von &, % und (;

wir miissen also nur den Teil der Sphére betrachten, der im ersten

Oktanten liegt; der Ausdruck (9) muBl daher durch 8 dividiert

werden. Die Anzahl der Punkte innerhalb der Kalotte in dem
einen Oktanten ist angenédhert:

dn =411, wa dv. (10)

Jedem Zahlensystem n,, n,, 73 — d. h. jedem Gitterpunkt &,

1, { — entsprechen aber, wie oben gezeigt, zweiEigenschwingungen.

Die Anzahl der Eigenschwingungen im Intervall » bis » + dv ist

also
8
AN = 2dn = @fUTI;édv (11)
O@=111,). .
Die Formel (11) gilt, W1e erwahnt, nur fiir r >> ; dies bedeutet,

daB die Wellenlinge 1 = 7 = % sehr klein im Verglelch zu den

Hohlraumabmessungen sein mufl. Die d N verschiedenen Eigen-
schwingungen haben fast gleiche Frequenzen ; ihre Strahlrichtungen
sind aber verschieden. Die Komponenten des Vektors OR (Abb. 3)
betragen:

fﬁlwlf, f=14y, y=1¢.

Dieser Vektor ist also jeweils von dem Koordinatenanfangspunkt
nach dem Punkt & = n,, § = ny, { = n; gerichtet.

Wir kénnen durch dhnliche Betrachtungen auch die Anzahl
von Eigenschwingungen bestimmen, deren Strahlen innerhalb
eines bestimmten Raumwinkelbereiches d ( liegen. Sie ist gleich
der Anzahl der Punkte, die in dem Volumelement liegen, das von
dem Raumwinkel d£ aus der oben betrachteten Kalotte aus-
geschnitten wird:

dnN,, _se)wz dvdQ. (12)

Der Koeffizient 8 wird durch die Unméglichkeit bedingt, in diesem
Problem den urspriinglichen Strahl von seinen 8 Spiegelungen an
den Begrenzungsflichen zu unterscheiden. Die Orientierung der
Achse des Kegels dQ2 in bezug auf die Wandflachen ist fir dN,,
belanglos.
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Es ist wichtig, dal} die betrachteten Freiheitsgrade sich gleich-
mifBig auf die verschiedenen Richtungen im Raume verteilen.
Indem wir jedem Freiheitsgrad die gleiche Energie u, zuschreiben,
kommen wir zu einer vollstindigen Isotropie der Strahlung im
Hohlraum, in Ubereinstimmung mit dem Gesetz von LAMBERT.

Wir miissen jetzt noch die Abhéngigkeit der Energie u,, die
einem Freiheitsgrad entspricht, von der Frequenz » und der Tem-
peratur 7' untersuchen. Das aus diesen Betrachtungen folgende
Wiknsche Gesetz stellt das letzte Resultat der klassischen Theorie
der Warmestrahlung dar.

Bevor wir zu diesem Gesetz iibergehen, sei folgende Bemerkung
eingeschaltet. Wir haben bis jetzt einen Hohlraum mit spiegelnden
Flachen benutzt. Man kann aber dieselben Ergebnisse auch durch
Untersuchung eines unendlich ausgedehnten Mediums von zy-
klischer Struktur erhalten. Diese Betrachtungsart wurde von BorN
bei der Untersuchung von Schwingungsarten von Kristallgittern
eingefithrt. Um die Schwierigkeiten zu vermeiden, die durch die
Reflexionen an den Oberflichen in das Problem hineingetragen
werden, betrachtete BorN einen unendlich ausgedehnten Raum,
in dem jede Eigenschaft f(x, v, 2) an allen Punkten

x4+ ml, y+myly, 24 mgl (13)

(my, my, my = ganze Zahlen) durch die gleichen Zahlenwerte
charakterisiert ist. Eigenschwingungen eines solchen ,,zyklischen‘
Mediums sind ebene Wellen:

flx, y,2,t) = Acos2a(vt —ax — by — c2), (14)
mit
) ] ="
=0 e o=y,

(ny, my, my = positive oder negative ganze Zahlen). Die Koeffi-
zienten a, b, ¢ gentigen der Bedingung:

Wenn man dieses Ergebnis mit der Formel (5) vergleicht, so
bemerkt man das Verschwinden des Faktors 2 in den Nennern.
Wenn man die Abzédhlung der Eigenschwingungen auf dieser
Grundlage durchfithrt, erhdlt man also 8 mal weniger Bildpunkte
im Raum &% als vorher. Doch da die ganzen Zahlen n,;, n, und
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74 jetzt auch negativ sein diirfen, wird man alle Oktanten beriick-
sichtigen miissen, so dafi man schliefllich zu dem gleichen Resultat
gelangt wie oben.

4. Das Wiensche Gesetz. Die mittlere Energie u (v, T),
die einem Freiheitsgrad entspricht, ist eine Funktion von zwei
Variablen v und 7. Das WitNsche Gesetz behauptet, daf3 diese
Funktion die Form:

w, T) — vF<;) (16)

haben mul}, wo F eine Funktion des Verhiltnisses »/T ist. Die
genaue Form von F kann nur mit Hilfe von besonderen Hypothesen
abgeleitet werden. Die in vorangehenden Abschnitten abgeleitete
Formel ergibt im Verein mit (16) fiir die Dichte der isothermen
Strahlung den Ausdruck:
o, Ty dv = 57, F(—;—)dv. (17)
Von den Ableitungen des Wiknschen Gesetzes geben wir nur
die allgemeinste wieder, die auf einem Theorem von BoLTzMANN
beruht. BoLTzZMANN zeigte, daf}, wenn ein System eine perio-
dische Bewegung von der Periode 7 ausfiihrt, zur Anderung seines
Zustandes die Zufithrung der Energie vom Betrage:

d (v Exin)
T

Q=2 (18)

notig ist, worin K, die mittlere kinetische Energie des Systems
darstellt. Der — sehr allgemeine — Beweis des Theorems (18)
hat zur Vorbedingung nur, daB fiir das betrachtete System das
Gesetz der kleinsten Wirkung giiltig ist. Dies bedeutet, dal die
Borrzmanwsche Formel auf jedes mechanische System anwendbar
ist; ebenso gilt aber diese Formel auch fiir elektromagnetische
Systeme: Denn man weill, da man die gesamten Gesetze des
Elektromagnetismus aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung ab-
leiten kann, wenn man die elektrische Energie als potentielle
Energie betrachtet, die magnetische Energie dagegen als das
Aquivalent des kinetischen Gliedes auffaBt. Es sei daran er-
innert, daf3 das periodische System, auf das sich die BoLTZMANN-
sche Formel anwenden 148t, gar nicht dem Typus eines Resonators
anzugehoéren braucht. Der Resonator ist dadurch charakterisiert,
daB seine Frequenz von der Amplitude unabhingig ist. Man kann
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aber auch Systeme betrachten, deren Frequenz sich mit der Am-
plitude &ndert, oder auch solche, die geschlossene Bahnen be-
schreiben (z. B. Ellipsenbahnen im Gravitationsfeld). Wenn nur
das System eine bestimmte Periode 7 hat, ist auch die Formel
von BorTzMANN giiltig.

Uns interessiert allerdings speziell der Fall eines Resonators.
Die Formel (18) vereinfacht sich hier; denn die mittlere kinetische
Energie eines Oszillators ist gleich der Hilfte der Gesamtenergie

2Ekin = U . (19)
Wir diirfen also schreiben:

aQ =" yd(l‘l), 20)

v

indem wir an die Stelle der Periode 7 die Frequenz v einfithren.
Das Car~orsche Prinzip lehrt uns, daf der Ausdruck d@/T' ein
vollstdndiges Differential sein mufl. Wenn wir diesen Ausdruck
bilden: ‘

a8 =% — —%d(%) 1)

so erkennen wir sofort, dafl die rechte Seite nur dann integrierbar
sein kann, wenn u,/v eine Funktion von »/7T ist. Es muf also
gelten:

- F(%) (22)

v

—und diese Beziehung ist eben der Inhalt des WiENschen Gesetzes.

5. Adiabatische Transformationen. Die BorrzmanNnsche For-
mel erlaubt auch zu bestimmen, wie sich das betrachtete System
bei einer adiabatischen Transformation éndert. Wie in der Thermo-
dynamik wird man eine solche Transformation durch folgende
zwei Bedingungen definieren:

1. Die Transformation muf3 unendlich langsam sein, so daB
das System in jedem Augenblick nur unendlich wenig von dem
thermischen Gleichgewicht entfernt ist; dies ist die Bedingung der
Reversibilitdt.

2. Zwischen dem betrachteten System und der Umgebung
findet kein Wirmeaustausch statt; die energetische Wechsel-
wirkung mit der Umgebung besteht allein in der Leistung einer
mechanischen Arbeit; der Parameter, der diese Leistung bestimmt,
wird in geeigneter Weise langsam geéindert.
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Unter diesen Umstinden folgt aus der BorLrTzMANNschen
Formel (18): )
7 Eyin = konst. (23)
(da d@ = 0). Speziell fiir einen Oszillator gilt:

U, = 1:}' = konst.

Der Kklassische Beweis des WiENschen Gesetzes beruht im
Grunde genommen auf der Betrachtung einer adiabatischen Ver-
anderung, die an der Hohlraumstrahlung vorgenommen wird. Sie
besteht in der Verschiebung eines spiegelnden Kolben durch die
Kraft des Strahlungsdruckes. Eine genaue Analyse der Anderung
der Energieverteilung, die die Kolbenbewegung begleitet, fiihrt
zur Folgerung, dafl der Ausdruck

Uy oUVE (v)

v 8Bawd

T

invariant bleibt. EHRENFEST scheint der erste gewesen zu sein,
der die grundlegende Bedeutung der adiabatischen Invarianz des
Ausdruckes (24) erkannte.

Wir bemerken gleich an dieser Stelle, dafl die PraNcKsche
Quantentheorie den numerischen Wert dieser invarianten Grofle
festlegt. Nach dieser Theorie ist das Verhdltnis «,/v bei einem
linearen Oszillator stets gleich einem ganzen Vielfachen einer be-
stimmten Grofle h:

(24)

u, = nhv (25)
(n = ganze Zahl).

Das Verhiltnis u,/v bleibt, wie wir gesehen haben eben, bei
adiabatischen Anderungen invariant. Wenn man also einen Os-
zillator mit » Quanten einer adiabatischen Veranderung unter-
wirft, so kann er zwar Energie verlieren oder gewinnen, doch muf
gleichzeitig seine Frequenz v so verdndert werden, dal die Zahl »
konstant bleibt.

Der ,,Prancksche Oszillator’, der nur eine ganze Anzahl von
Energiequanten aufzunehmen vermag, scheint uns heute eine
Fiktion zu sein. Die Eigenschaften eines Atoms sind in dem
Bonrschen Modell von denen eines linearen Oszillators sehr ver-
schieden. Doch bedeuten auch die ,,Borrschen Quantenbedingun-
gen‘‘, denen das Atommodell entsprechen muf}, im Grunde genom-
men Forderungen der adiabatischen Invarianz bestimmter Groflen.
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Die oben angegebene BorTzmMaNNsche Formel hat daher auch fiir
diese Theorie eine wichtige Bedeutung. Dies ist der Grund,
warum wir diese Formel schon an einer so frithen Stelle brachten,
und an sie den Beweis des WiENschen Gesetzes ankniipften. Es ist
sehr wichtig, daB man den Grund begreift, warum die Quanten-
theorien stets das WiENsche Gesetz respektieren; dies ist kein
gliicklicher Zufall, sondern beruht auf einer allgemeinen und
grundlegenden Beziehung.

6. Adiabatische Ausdehnung der Strahlung. Wir haben
oben die verschiedenen Schwingungsarten eines parallelepipe-
dischen Hohlraumes untersucht. Die dort gewonnenen Ergebnisse
geben die Moglichkeit, die Ableitung des WiENschen Gesetzes zu
veranschaulichen und die adiabatische Invarianz des Ausdruckes
u,/v zu priifen.

Betrachten wir eine Eigenschwingung, die durch drei ganze
Zahlen n,, n,, n; gekennzeichnet ist. Die Frequenz v ist durch
die Gleichung (5) gegeben:

(2v\2 n,\2 ny\2 Ng\2
(=G + e+ () (26)
Stellen wir uns vor, daBl die eine Stirnfldche x =, des betrach-
teten Parallelepipeds sich verschieben kann und untersuchen wir
die durch diese Bewegung verursachte Anderung der Eigenschwin-
gung. Die Bewegung soll unendlich langsam vor sich gehen, so
dafB die Interferenzen sich dauernd den verinderten Dimensionen
anpassen kénnen. In jedem Augenblick soll also das Bild der
stehenden Wellen genau dasselbe sein, wie in einem unbeweglichen
Kasten mit der gleichen Kantenlinge ;. Die Schwingungsperiode
muf} sich mit der Zunahme von [; langsam verindern. Es gilt

dabei: ydy n\2 dl,
" v == @
mit:
_’l.’_’ = — 2 .d,l,l,.

v L
Hier bedeutet & den Kosinus des Einfallwinkels des Lichtstrahles,

der die Interferenzen in der zu Ox senkrechten Ebene hervorruft.
Bei der Aufstellung von (27) wurde die Beziehung (26) und die

Formel: 2 n,\2 ng\2 7\
orme " [(Zl) L (]:) I (l:) } _ (711) (28)

verwendet.
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Die Energie u, der betrachteten Schwingung &ndert sich bei
dieser Ausdehnung. Der Strahlungsdruck p auf den beweglichen
Spiegel leistet dabei eine Arbeit pdv; und es muB gelten:

duv:——pdv:—uvcx?dv :—u,oﬂ%, (29)

v L

denn das Volumen v dndert sich proportional /;, und der Strah-
lungsdruck ist gleich der Dichte der Energie u,/v, multipliziert
mit &%, dem Quadrat des cos des Einfallwinkels. Durch Ver-
gleich der beiden obigen Gleichungen erhdlt man:

duy _dv 0, 3:" = konst. (30)

Uy 14

Damit ist die adiabatische Invarianz des Ausdruckes u,/v bewiesen.

Um die Temperatur der Strahlung zu bestimmen, mufl man
den Mittelwert der Energien fiir die verschiedenen Strahlungsarten
bilden. Wir haben die Eigenschwingungen im Bereich » bis
v + dv abgezahlt und festgestellt, dal sich diese Schwingungen
gleichmafBig auf alle Richtungen im Raume verteilen. Unter
diesen Umstédnden betrigt der Mittelwert des Kosinusquadrates
&2 bekanntlich 4. Die mittlere Frequenzvariation ist also:

’2ﬂ.__}_§2_ (31)

dv
v v 3 v

Die Temperatur 7" und das Volumen » sind aber — wie bei
der Ableitung des STEFANschen Gesetzes festgestellt wurde —
durch die Gleichung

1dv dT

vT3 = konst., -3 T (32)
miteinander verkniipft. Wir sehen also, daf§ die vorgenommene
adiabatische Ausdehnung den Mittelwert von »/7T' unverdndert
laBt.

Die Ausdriicke »,/v und »/T' sind also beide gegen adiaba-
tische Transformationen invariant. Wir miissen daher annehmen,
dafl zwischen ihnen eine universelle Beziehung besteht:

=r(3), w

und dies ist eben das Gesetz von WIEN.

Der klassische Beweis wird, wie man sieht, durch die vor-
genommene genauere Betrachtung der Schwingungsarten des
Hohlraumes bedeutend vereinfacht.
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Es sei hervorgehoben, dafl auch nachk der Transformation die
verschiedenen Freiheitsgrade der Frequenz v(dv) sich wie vorher
gleichmaflig auf alle Strahlrichtungen verteilen. Diese Kigen-
schaft wurde in Abschnitt 3 dieses Kapitels allgemein fiir be-
liebige Abmessungen des Hohlraumes abgeleitet.

7. Das RaviLercusche Gesetz. Das Prancksche Gesetz. Die
Formel von WitN., Die oben abgeleiteten Gesetze enthalten
alles, was die klassische Mechanik und Thermodynamik iiber
die Warmestrahlung aussagen kénnen. Es bleibt noch die Form
der universellen Funktion F (v/T) zu bestimmen; viele Versuche
wurden unternommen, um diese Funktion durch allgemeine
Uberlegungen abzuleiten. Uberlegungen, die von den Gesetzen
der alten Statistik ausgingen, fithrten zur Forderung einer Gleich-
verteilung der Energie auf alle Freiheitsgrade; jedem sollte bei der
Temperatur 7 die mittlere kinetische Energie 4%k 7T entsprechen.
Fiir die linearen Oszillatoren von der Beschaffenheit, wie sie oben
beschrieben wurde, ist die kinetische Energie im Mittel gleich der
Halfte der Gesamtenergie; letztere ist also gleich £7':

v T
u, = kT, F<T> =%

Daraus ergibt sich fiir die Dichte der isothermen Strahlung die
Formel von LorD RAYLEIGH:

o dv ="k dy. (34)

Diese Formel wird durch Versuche im Gebiet langer Wellen
(¥ klein) und bei hohen Temperaturen annahernd bestétigt; bei
groBeren Werten des Verhéltnisses »/T versagt sie aber voll-
kommen. Sie ist auch logisch unmdglich, da sie fiir die Gesamt-
energie der Warmestrahlung einen unendlichen Wert ergibt:

[ 0,dy = 00,
0
Wiex schlug, auf Grund der experimentellen Ergebnisse im
Gebiet kurzer Wellen, eine andere Strahlungsformel vor, die sich
bei groBen Werten von »/T gut bestétigt:
hv X hv
w, — hye kT F({p) — he kT (35)
8z hv?

v
Ov dy = 7.[776 de” .
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Diese Formel von WIEN enthilt eine neue Konstante A, die
man jetzt allgemein als die Prancksche Konstante bezeichnet.
Die Formel (35) hat den schwerwiegenden Fehler, bei kleinen »/T'-
Werten nicht mit der dort bewéhrten RayrLEigHschen Formel
iibereinzustimmen. Pranck kam — auf einem damals sehr neu-
artig erscheinenden Wege, namlich durch Kinfiihrung von end-
lichen Energiequanten mit der GréBe Av — zu einer Formel, die
die von RAYLEIGH und WIEN als Grenzgesetze in sich enthielt:

hy v h
Uy =, F(T) = (36)
&T ) KT
8ahvd dv
&dv = "Gy gy
kT 1

Die Praxcksche Formel ist durch die Versuche gut bestatigt
worden und kann als experimentell wohlbegriindet angesehen
werden.

Wir sehen von der Wiedergabe der urspriinglichen PLaNck-
schen Ableitung, die ernsten Einwénden ausgesetzt ist, ab. An
einer spateren Stelle werden wir sehen, wie sich die PLaxcksche
Formel ungezwungen aus der neuen sog. Bose-EinNsTriNschen
Statistik ergibt.

Um die genaue Form des Strahlungsgesetzes zu bestimmen,
muf} man also Zusatzhypothesen machen. Wenn die klassischen
mechanischen und elektrodynamischen Gesetze auch auf die Vor-
ginge in den Atomen anwendbar wéren, so méfte das Gesetz von
RayreicH der Wahrheit entsprechen. Dieses ist aber, wie oben
gezeigt, unmoglich. Die Atome koénnten also iiberhaupt nicht
existieren, wenn die klassischen, makroskopischen Gesetze fiir sie
giiltig sein sollten. Alle Abweichungen von den makroskopischen
Gesetzen, die durch die Erforschung der atomaren Vorginge
deutlich geworden sind, werden in der Quantentheorie einheitlich
zusammengefaft; aus den Grundsadtzen dieser Theorie folgt fiir
die Wirmestrahlung zwingend die Giiltigkeit des Pranckschen
Gesetzes.
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Drittes Kapitel.

Die Photonen-Hypothese. Grundbegriffe
der Wellenmechanik.

1. Allgemeine Bemerkungen; lichtelektrischer Effekt. Die
Quantentheorie ist gekennzeichnet durch Einfithrung einer neuen
GrofBe, der PLanckschen Konstanten %, die Energie und Frequenz
miteinander verbindet:

E =hv. (1)

In allen Strahlungsvorgéngen stellt man fest, dal die Energie
sich so verhalt, als ob sie aus einzelnen Elementen von endlicher
GroBe bestiinde; die Grofe der Elemente wichst mit zunehmender
Frequenz. Wenn Licht auf die Metalloberfliche fallt und dem
Metall Elektronen entreiflt, so verlassen diese ,,Lichtelektronen‘
das Metall mit einer Geschwindigkeit, die von der Intensitit der
Bestrahlung unabhéngig ist und nur durch die Frequenz des ein-
fallenden Lichtes bestimmt ist. Diese Behauptung ist der Inhalt
des beriihmten FEinsTEINschen Gesetzes der lichtelektrischen
Emission. Die genaue Formulierung dieses Gesetzes lautet

EByin = hy — Wo s (2)

wo Eyin die kinetische Energie der Elektronen bedeutet und die
Materialkonstante W die Arbeit darstellt, die erforderlich ist, um
aus dem betreffenden Metall ein Elektron zu befreien, ohne ihm
eine merkliche Geschwindigkeit zu erteilen. Die lichtelektrische
Emission spielt sich also so ab, als ob die Energie in Quanten Av
die Metalloberfliche trifft — und nicht in Ubereinstimmung mit
den kontinuierlichen Bildern der Wellentheorie. Die Intensitiat des
einfallenden Lichtes bestimmt nicht die Energie der einzelnen
ausgesandten Elektronen, sondern nur die Anzahl der Emissions-
vorgange.

Um den Widerspruch mit der Wellentheorie besser zu beleuch-
ten, stellen wir uns ein &hnliches Ergebnis auf dem Gebiete der
mechanischen Wellen vor: Es sollen schwache, kaum als Zittern
erkennbare kurze Wellen auf der Wasseroberflache, fahig sein, von
Zeit zu Zeit einzelne Steine aus dem Uferdamm auszureilen und
mit groBer Wucht wegzuschleudern, wéhrend starker Wellengang
mit langen und hohen Wellen diesem Damm nichts antun kénnte.
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Der photoelektrische Effekt steht nicht vereinzelt dg. Der um-
gekehrte Proze3 — die Entstehung von Strahlung (Réntgenstrah-
lung) durch Elektronenbombardierung einer Metalloberfliche —
gehorcht einem analogen Gesetz: die Frequenz der entstehenden
Strahlen wird nach Gleichung (2) durch die Energie der Elektronen
bestimmt.

Die Strahlungsenergie entsteht also in Quanten von der end-
lichen Gréfe Av und wird in diesen Quanten auch absorbiert.
Dieses Gesetz ist ganz allgemein und bildet eines der wesentlichen
Postulate der Borrschen Theorie.

2. Riickkehr zur korpuskularen Strahlungstheorie. Angesichts
der eindrucksvollen Gesamtheit der oben angedeuteten experi-
mentellen Ergebnisse ist es verlockend, anzunehmen, daf3 die
Strahlungsenergie auch zwischen ihrer Entstehung und Vernich-
tung in Gestalt von einzelnen Quanten von der Grofle hv existiert.
Dies ist der Inhalt der EinsteiNschen Lichtquantenhypothese.
Statt ,,Lichtquanten® ist in der neueren Zeit auch die Bezeichnung
»»Photonen‘ gebrauchlich geworden.

Wir begegnen somit einer fundamentalen Schwierigkeit. Eine
groBe Menge von experimentellen Ergebnissen (die den Inhalt der
,,physikalischen Optik* ausmachen) zwingt uns zur Annahme
einer Wellentheorie des Lichtes. Eine andere Reihe von Ver-
suchen, die nicht minder wichtig sind, fiihrt dagegen zu der Vor-
stellung von der korpuskularen Natur des Lichtes. Der Streit
zwischen den beiden Lichttheorien, der ebenso alt ist wie die
Wissenschaft vom Licht selbst, dauert also fort. Noch schlimmer:
dieser Streit kann offenbar iiberhaupt nicht beigelegt werden, so-
lange man keine neue Theorie findet, die aus den beiden, sich
scheinbar ausschliefenden Hypothesen das Wesentliche iibernimmt
und sie miteinander vereinbart. Viele Versuche in dieser Richtung
sind bereits unternommen worden, doch ist eine voll befriedigende
Loésung des Problems noch nicht gelungen.

Wir werden jetzt die korpuskulare Lichttheorie nidher be-
trachten und die Gesetze der ,,Mechanik der Photonen‘‘ darstellen,
die von EinstEIN, Lours pE Brocrie, CoMmpToN und vielen an-
deren erforscht wurden.

3. Diec Photonen und die relativistische Mechanik. Die
Mechanik der Photonen kann nur auf der Grundlage der Re-
lativitétstheorie behandelt werden, da sich die Photonen (we-
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nigstens im leeren Raume) mit der Grenzlichtgeschwindigkeit ¢
bewegen.

Wir beschrinken uns zunédchst auf den Fall des leeren Raumes.
Zuerst werden wir die Bewegungsgesetze eines Teilchens mit der
Ruhemasse m,, aufstellen; dann gehen wir zu dem Grenzfall {iber,
in dem die Masse m, unendlich klein wird, wiahrend die Energie
endliche Werte beibehilt.

Ein Teilchen von der Masse m, hat im ruhenden Zustand die
Energie myc?; wenn sich dasselbe Teilchen mit der Geschwindig-
keit v bewegt, so betrigt die Energie nach der relativistischen
Mechanik:

mc? v
E=_-"_ = —. 3
W B 3)
Das, was man gewohnlich als , kinetische Energie* des Teilchens
bezeichnet, ist die Differenz zwischen £ und der Ruheenergie m, c?:

1
Ekm = moc2 (Vflﬁi —_ 1) .

Bei kleinen »-Werten reduziert sich dieser Ausdruck in erster

2
Néherung auf Eyin = Zn—zv— Die Bewegungsgréfle des Teilchens ist

nach der Relativitiatstheorie:

e myv

PE TR (4)
wobei durch Pfeile angedeutet ist, daB die Bewegungsgréfe ein
zum Geschwindigkeitsvektor parallel gerichteter Vektor ist.

Stellen wir uns nun vor, dal die Masse m, gegen Null strebt.

Wenn die Energie E einen endlichen Wert behalten soll, so muf}
die Geschwindigkeit v entsprechend grol werden und der Grenze
v = ¢ zustreben. Wir nehmen also an, daB}, wihrend m, sich dem
Wert Null ndhert, das Verhaltnis § den Wert 1 erreicht, in einer
solchen Weise, dall £ in (3) einen konstanten Wert beibehalt.
Was sagt fiir diesen Fall die Beziehung (4) aus? Wir kénnen

sie folgendermaflen schreiben:

- v E

p:Eczyﬂc’~ (5)
Die Bewegungsgroe wichst also und strebt dem Grenzwert E/c zu.
Wir miissen uns also vorstellen, dal} ein Photon mit der Energie
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E = hv, das sich im leeren Raum mit der Geschwindigkeit ¢ be-
wegt, eine Bewegungsgrofle:
p—¢ == (5a)

mit sich fiilhrt. Die Richtung des Vektors p ist durch die Strahl-
richtung gegeben.

Diese einfachen Ergebnisse gelten nur so lange, wie man eine
einzige Welle betrachtet, die sich frei im Vakuum fortpflanzt.

4. Strahlungsdruck; elementare Uberlegungen. Was kann man
iber die Gleichung (5a) sagen? Sie scheint in guter Uberein-
stimmung mit der klassischen Theorie des Elektromagnetismus
zu sein. Man wei}, da@} bei der Reflexion einer elektromagnetischen
Welle an einem Spiegel eine Druckkraft — der Lichtdruck —
auftritt. In der korpuskularen Theorie wird dieser Druck durch
die StoBe der aufprallenden Photonen erklirt. Wenn auf den
Spiegel pro Zeiteinheit n Photonen fallen, so ist die Intensitit J
der einfallenden Strahlung gleich nA». Wenn ¥ den Einfallswinkel
bedeutet, so ist die durch die Reflexion bedingte Anderung des
Impulses eines einzigen Photons gleich

h
2 v; cos?,

da bei der Reflexion nur die normale Impulskomponente das Vor-
zeichen &ndert, wihrend die tangentielle unverédndert bleibt. Die
Druckkraft auf den Spiegel ist also:

f:2n&cos19:2icos0. (6)
4 C

Wir erhalten somit das bekannte Ge-
setz fiir den Strahlungsdruck wieder,
éle nach dem dieser Druck proportional
dem cos des Einfallswinkels und der
Energiedichte der Strahlung ist.
Nehmen wir an, dal wir einen
Spiegel mit der endlichen Ober-
fliche S haben und daB das einfallende Licht vollkommen diffus
ist. Mit anderen Worten, die Energiedichte der Strahlen, deren
Richtungen innerhalb eines réumlichen Winkelelementes dw
liegen, ist durch den Ausdruck odw bestimmt, worin ¢ von der
Richtung ¥ unabhingig ist. Die Gesamtdichte der Strahlung ist

479 = Nhv, (7)

S
Abb. 6.
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worin N die Anzahl der Photonen im Kubikzentimeter bedeutet.
Betrachten wir die Photonen, die unter den Winkeln & bis & + d¢
auf den Spiegel fallen. Thre Anzahl sei n. Es gilt dann:

nhy = Scostcodw = Scpcosd - 2nsinddd,

denn dw ist gleich 27 sin?d ¥ ; und die Anzahl der in einer Sekunde
auftreffenden Photonen ist gleich ihrer Anzahl in einem Zylinder
mit der Hoéhe ¢ und dem Querschnitt S cos®. Der von diesen
Photonen ausgeiibte Druck ist:

dP = é, = 470 cos>dsindd .

Der Gesamtdruck fiir alle Einfallsrichtungen bestimmt sich durch
Integration iiber alle ¥-Werte von 0 bis 7/2:
dng _ Nhv

Wir finden also das gleiche Resultat wie frither in der Wellen-
theorie wieder.

5. DorrrER-Effekt. Der DoprLER-Effekt besteht in der Ver-
anderung der Lichtfrequenz, die durch eine Bewegung des Be-
obachters relativ zur Lichtquelle hervorgerufen wird. Vom Stand-
punkt der Korpuskulartheorie mull der DopPLER-Effekt in einer
Verinderung der Energie £ des Photons bestehen.

Die ganze Erscheinung beruht in der relativistischen Mechanik
auf dem Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem ande-
ren, das sich relativ zum ersten bewegt. Fiir diesen Ubergang gilt
die LorEnTZ-Transformation. Es seien xyzt die Koordinaten im
ruhenden, xz'y'z'¢t’ die in dem mit der Geschwindigkeit v in der
Richtung Ox bewegten System. Dann ist (mit v = fc):

,_ x+ut x_x’—vt’
i—pe’ g
¥=y, y=v,
7=z, 2=z, 9)
v , v
b+ - —
t,:’—*:;'—*_,,, ==
y1i—p2 Y1 — 82

Betrachten wir zuerst die ebene Welle:

[ 27”'(6« i Ul ?HL‘“’)

H=Ae ¢ , (10)

Brillouin, Quantenstatistik. 3
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0y 06,04 sind die Richtungskosinusse der Wellennormalen. Im be-
wegten System ist die Gleichung derselben Welle:

-t as VAR

H = Ae c
Durch einfache Substitution findet man:
y =yl ub ,
y1— g
o+ B
R
1 + ‘xlﬂ (11)
’ v
Ky = &g 7
, 14
g = 0¢37 .

Dieses Gleichungssystem bestimmt die Anderung der Frequenz
und der Strahlrichtung beim Ubergang zu dem bewegten Koordi-
natensystem.

Wie stellt sich dieser Ubergang fiir ein Photon dar? Die Be-
wegungsgrofle p,pyp, und die Energie £ des Photons bilden einen
Vierervektor mit den Komponenten:

B
Pz py s Pz ? ’
der sich in der gleichen Weise transformiert wie die GréBen:
z,y,2z und ct.

Benutzen wir die Beziehungen (9) in folgender Form:

) p,—l-ﬁ%
pz:ﬁ?’
p{:=py> (12)
P = Pz
B §+ﬂpx
c yr—pe

Unter Heranziehung von (5) erhalten wir fiir ein Photon, das
sich in der Richtung «,x,a,; bewegt, die Beziehungen:
hv hv hy
Pz = &y Py = &e s s

E = hv.
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Fiir den bewegten Beobachter gilt analog:

172:0"1;%/, P;:aéﬁg, pgsa;’f}, E = hv.

Wenn man diese Werte in die Gleichungen (12) einfiihrt, er-
hilt man die Gleichungen (11) wieder. Die beiden Standpunkte
sind also vollkommen identisch. In analoger Weise kann man
auch alle anderen Formen des DoppPLER-Effektes — bei der Re-
flexion, bei der Emission usw. — ableiten.

Man sieht, daB die Transformation auf ein bewegtes System
die Frequenz &ndert. Es ist also moglich, in der Strahlungslehre
die Existenz nur einer Art von Photonen mit einer (in einem
bestimmten System festgelegten) Frequenz v, anzunehmen. Je
nachdem, auf welches andere Koordinatensystem wir die Bewegung
dieser Photonen beziehen, werden ihre Frequenzen » alle moglichen
Werte annehmen. Nach den LorenTzschen Transformations-
formeln wird dabei die Geschwindigkeit der Photonen in allen
Systemen gleich ¢ bleiben.

6. Comrron-Effekt. Die Beziehungen, an die wir oben den
Leser erinnert haben, machen es méglich, in vielen Problemen der
Optik die Vorstellung der Lichtwelle durch das Bild eines Schwar-
mes von fliegenden Photonen zu ersetzen. Die Photonenhypothese
erlaubt aber auch, neue, der Wellentheorie fremde Erscheinungen
vorauszusehen. Zu diesen gehort der ComproN-Effekt.

Untersuchen wir die Erscheinungen bei dem Zusammenstof3
eines Photons mit einem freien Elektron. Das Photon wird
dabei abgelenkt. Wir kennen die Einzelheiten des Stofivor-
ganges nicht; doch kénnen wir Ly,

auf den Anfangs- und End- /{

zustand dieses Vorganges die L% T~
Gesetze der FErhaltung der \/9}
Energie und des Impulses an- \
wenden. Das Elektron sei zu- e

erst als ruhend betrachtet; es Abb. 7.

bekommt vom Photon einen Stofl und setzt sich mit der Geschwin-
digkeit ;¢ in Bewegung, deren Richtung den Winkel ¢ mit der
Richtung des Photons vor dem Stof3 bildet (Abb. 7). Die Energie
des Photons vor dem Stol war K, = hv,, nach dem Stol} ist sie
E, = hr;; die Richtung seiner Bewegung sei um den Winkel
von der urspriinglichen Richtung abgelenkt.

3*
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Die drei Flugbahnen miissen offenbar in einer Ebene liegen.
Der Energieerhaltungssatz liefert die Beziehung:

myc? + B, = + E,, (13)
0 0 V]- — ﬂz 1
der Impulssatz ergibt zwei Gleichungen:
%’ sﬂ—{—VOﬂl cosq,
N B (14)
0= ?lsim? + V;”“j‘j;f sing.

Nehmen wir fiir ¢ einen bestimmten Wert an und bestimmen die
Energie £ der um diesen Winkel gestreuten Photonen. Durch
Elimination von ¢ aus den beiden Gleichungen (14) erhdlt man:

(By — E, cos?)? + Eisin?d = mgj?ﬁ . (14a)
Jetzt eliminiere man §7 aus (14a) und (13). Dies gibt:
EyE (1 — cos?) = myc? (B, — E,). (15)

Aus (15) erkennt man unmittelbar, dal die Energie des Photons
— und somit auch seine Frequenz — infolge des Stofes kleiner
wird. Fiihren wir in (15) die Wellenlinge 4, und 1, ein. Die
Gleichung kann dann in der Form:
b 1 1" meyc [ ¢ c
in2 — 2 il ol Dl I
2 sin 5 = MoC (El Eo) = ( >
m c
5 (A — Ay)
geschrieben werden. Es ist also:
. _ b . 59
j’l —lo —Al— 2m‘0581n 2‘.
Fithren wir eine ,,Frequenz N und eine ,,Wellenlinge‘‘ A durch
die Definitionen:

(16)

AN = mpet, A= " (17)

my

o

ein. Wir erhalten dann:
A1 =2 Asin2) . (18)

Fir ein Elektron ist die nach (17) definierte Wellenlinge A
gleich etwa 0,024 A. Die obigen Formeln wurden experimentell
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durch die Untersuchung der Streuung von Roéntgenstrahlen an
leichten Atomen (an Kohle, Paraffin usw.) bestatigt. Die empi-
risch gefundene Abhéngigkeit der Frequenz der gestreuten Ront-
genstrahlen von dem Streuwinkel ergab sich in Ubereinstimmung
mit der Gleichung (16).

Wir haben bis jetzt den Vorgang auf ein Koordinatensystem
bezogen, in dem das Elektron urspriinglich ruhte. Dies war fiir
die experimentelle Priiffung von Wichtigkeit. Es bereitet aber
keine Schwierigkeit, auch das Ergebnis eines ZusammenstoQes
zwischen einem Photon und einem bewegten Elektron zu be-
stimmen. Man braucht nur die LoreENTz-Transformation auf alle
Anfangs- und EndgréBen in den obigen Gleichungen anzuwenden.

Wir werden die Formeln, die man durch eine solche Transfor-
mation erhalt, nicht alle aufschreiben; denn sie lehren uns nichts
Neues. Es sei nur bemerkt, dafl durch die LorENTZ-Transformation
die Frequenzen (und die Energien) in einer solchen Weise verén-
dert werden, dal} die Energie des Photons infolge des Stoles nicht
unbedingt abnehmen, sondern unter Umsténden auch zunehmen
kann.

Als Spezialbeispiel betrachten wir den von LANGEVIN zuerst
behandelten Fall: das Elektron moge nicht vor, sondern nach
dem StoBl in Ruhe sein; das entsprechende Koordinatensystem
sei O'2'y'z’. Das Elektron hat in diesem System urspriinglich
eine bestimmte kinetische Energie, die es beim StoB vollstindig
verliert. Die Geschwindigkeit, mit der das neue Koordinaten-
system sich gegen das vorher benutzte bewegt, sei f,c; die Rich-
tung dieser Bewegung bilde den Winkel ¢ mit der urspriinglichen
und @ + ¥ mit der endgiiltigen Bewegungsrichtung des Photons.

Nach den oben abgeleiteten Formeln (11) und (12) bestimmen
sich die Energien vor dem Sto} in dem bewegten System zu:

2
myC

— Elektron) (19)
i
und 1 — B,cos¢p
E)=E,~——** - Photon).
b= By (Photon)
Die Energien nach dem StoB sind:
myc®  (Elektron) (20)
und

, 1— 9
B, =B, Jﬁ%’%ﬁ’) (Photon).
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Es ist nun bemerkenswert, dal die Energien (19) und (20)
dieselben sind wie in dem zuerst betrachteten Fall des ruhenden
Elektrons, nur treten sie in umgekehrter Reihenfolge auf. Der
StoB (19) und (20) ist also eine genaue Umkehrung des Stofles
(13), (14) und (15):

Ey=FE,, E =1E,. (21)

Um dies zu zeigen, vergleichen wir z. B. die Gleichungen (19)
und (14, I). Wir eliminieren cosg und erhalten:

y 1 B, — E, cos
EO_ EO[VI——IH“_ 7ﬂ062 }
Die Gleichung (15) ergibt aber
7 E,—E
E, cos? = B, — myc? MOTUWJ’ .

so daB man die Beziehung

1 E—E
y1—p2 myc?
erhilt. Man vergleiche damit die Gleichung (13); man erkennt,
daB der Klammerausdruck verschwinden mufl — und das Ganze
reduziert sich somit auf die erste Beziehung (21). In &hnlicher
Weise kann auch die zweite Beziehung (21) verifiziert werden.

Wenn man also den ComproN-Effekt einmal in einem System
betrachtet, in dem das streuende Elektron vor dem Stof ruht,
ein anderes Mal in einem System, in dem dieses Elektron nach
dem StoB ruht, so erhilt man zwei vollkommen inverse Prozesse.

7. Andere Erscheinungen, in denen die Photonen eine Rolle
spielen. Wir werden jetzt eine Reihe von Problemen kennenlernen,
bei deren Losung die Lichtquantenvorstellung eine entscheidende
Rolle spielt. Zu den bekanntesten gehort das Problem der Schwan-
kungen in der isothermen Strahlung; wir werden es aber erst spéter
(viertes Kap., Abschnitt 11) behandeln. Dies war iibrigens das
Problem, bei dessen Diskussion EINSTEIN die Hypothese der Licht-
quanten zum erstenmal deutlich formulierte. PraNck hatte aller-
dings schon frither die Vorstellung von Energiequanten Av ein-
gefiihrt; er wagte aber noch nicht, diesen Quanten eine selbstén-
dige Existenz zuzuschreiben. Die Konsequenzen der EINSTEIN-
schen Theorie wurden von pE BroGLIE, CompTON und vielen an-
deren Forschern ausgearbeitet.

Eg:EO[ —1]+E1
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EinstTEIN fithrte zur Bestétigung seiner Hypothese einige Ar-
gumente an; mehrere davon beruhen auf folgender Uberlegung:
Stellen wir uns einen leeren Hohlraum vor, der die konstante
Temperatur 7' besitzt. Der Hohlraum ist von der Strahlung er-
fiillt, deren spektrale Energieverteilung der im vorhergehenden
Kapitel abgeleiteten Pranckschen Formel entspricht. Nun
fiithren wir in den Hohlraum etwas Materie ein: ein Atom, ein
Elektron oder auch ein Staubkdrnchen — irgendein Teilchen,
das Licht zu absorbieren oder zu reflektieren vermag. In jedem
Fall wird zwischen dem Materieteilchen und der Strahlung ein
Energieaustausch stattfinden. Wenn das Teilchen ein Elektron
ist, so wird der Austausch durch seine ZusammenstoBe mit den
Photonen bedingt sein, also in einem ComproN-Effekt bestehen.
Wenn das Teilchen ein Atom ist, so wird es Licht absorbieren
und wieder aussenden. In jedem Fall werden die Absorptions-
und die Emissionsakte mit einer Impulsiibertragung an das Teil-
chen verkniipft sein. Bei der Absorption des Lichtquantes hv
erhilt das Atom den Impuls 2v/c in der Richtung des einfallenden
Strahles; dies ist keine unbegriindete Hypothese, sondern einfach
die Formulierung der wohlbekannten Erscheinung des Strahlungs-
druckes in der korpuskularen Sprachweise.

Wir kennen also den Impuls, den ein Atom bei der Absorption
erhilt. Wir wissen aber zunichst nicht, was bei der Emission
vorgeht. Wenn die Energie Av vom Atom in Gestalt einer Kugel-
welle nach allen Seiten ausgesandt wird, so gibt es keinen Riick-
stol, die Impulsdnderung des Atoms bei der Ausstrahlung ist
gleich Null. Wenn wir dagegen annehmen, dal} die Energie hv
in einer bestimmten Richtung ausgestrahlt wird — z. B. als ein
riumlich begrenztes Photon fortfliegt —, so mitissen wir an-
nehmen, dafl die Ausstrahlung von einem Riickstol mit dem

h .
Impuls — ?V begleitet wird. Wie kann man zwischen diesen beiden

Moglichkeiten entscheiden?

EINsTEIN betrachtete die ungeordnete Bewegung der mate-
riellen Teilchen im Strahlungsfeld, die durch die wiederholten
Absorptions- und Emissionsakte entstehen mufl und eine Analogie
zur BrownNschen Molekularbewegung darstellt. Bei richtiger
Behandlung mufl man fiir jedes Teilchen im stationaren Zu-
stand die mittlere kinetische Energie §k7 bekommen, in Uber-
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einstimmung mit der klassischen Theorie (s. z. B. das folgende
Kapitel).

Um dieses Resultat zu erhalten, mul man aber — und dies
ist der wichtige Punkt — die zweite von den beiden oben an-
gedeuteten Moglichkeiten wahlen. Man muf3 annehmen, daf nicht
nur bei der Absorption, sondern auch bei der Emission des Lichtes
auf das Teilchen ein Impuls von der Gréfle hv/c iibertragen wird.

Dies ist ein sehr schwerwiegendes Argument zugunsten der
Lichtquantenvorstellung. und gegen die Wellentheorie. Wir
sehen von der vollstindigen Ableitung des angedeuteten Ergeb-
nisses ab; in den folgenden Kapiteln werden die Rechnungen kurz
angedeutet!. In der Geschichte der Quantentheorie haben diese
Probleme eine sehr wichtige Rolle gespielt und viele lebhafte Dis-
kussionen veranlaft; heute hat aber das Interesse an ihnen be-
deutend abgenommen. Denn wir wissen jetzt, daB weder die
Photonen- noch die Wellentheorie fiir sich eine vollstandige Er-
klarung aller Lichterscheinungen geben kann. Es muf} eine all-
gemeine Lichttheorie aufgebaut werden, die die beiden Vor-
stellungen in sich einschlie8t, analog wie dies in der neuen Wellen-
mechanik und der Quantenmechanik von BorN und Dirac fiir
die materiellen Teilchen geschieht. In diesem Sinne werden jetzt
viele Untersuchungen angestellt, die bereits zu erfreulichen Er-
folgen gefithrt haben.

Fiir alle statistische Betrachtungen tiber Strahlungsprobleme ist
die Lichtquantenvorstellung ganz besonders bequem. Auf Grund
dieser Vorstellung kann man klare Formulierungen der statisti-
schen Gesetze geben und eine statistische Theorie der Strahlung in
Analogie zu der kinetischen Theorie der Gase entwickeln. Wir
werden daher in der folgenden Darstellung diese Betrachtungs-
weise benutzen. EINSTEIN hat ihr Prinzip angedeutet; L. DE
BrocLIE hat sie systematisch ausgebaut in einer Reihe von Ar-
tikeln im ,,Journal de Physique®, die kurz vor seiner beriihmten,
fir die Wellenmechanik grundlegenden Dissertation erschienen.
Wir werden uns in den folgenden Kapiteln der von Bosk erfun-
denen Methode bedienen, die wesentliche logische Vorteile be-
sitzt und mit der Zeit eine groBe Bedeutung erlangt hat.

1 Man siehe z. B. die Arbeiten 23 und 29 des Literaturregisters. Die
Ableitungen wurden in einer ganz strengen Form von LANGEVIN in seinen
Vorlesungen im Collége de France (1927) gegeben.
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8. Die Streuung von Photonen an einem Gitter. Wir wollen
jetzt untersuchen, wie sich vom Standpunkt der Photonentheorie
die Streuung des Lichtes durch ein Gitter darstellt. Wir betrachten
ein ebenes Strichgitter; die Striche sollen zu der Ebene der Abb. 8
senkrecht sein.  Der
Strichabstand betrage .
Die Welle soll unter
einem Winkel ¥, einfal-

len und eine gebeugte
Welle mit dem Beu-
gungswinkel 7, ergeben.
Die Wellenoptik gibt
die Bedingung:

I(sind;—sindy)=nl. (22) Abb. 8.

Was bedeutet diese Beziehung in der Sprache der Korpuskular-
theorie? Die Photonen besitzen vor der Beugung den Impuls p,,
nach der Beugung den Impuls p,; ihre Komponenten in der
Richtung Oz sind:

Pro = lz; sind, = %sim?l ,

hy . ho.
Doy = 7:: sind, = —-sind, .

Statt (22) erhalten wir also:
(P1o — P2z) L =nh. (23)

Wenn ein Photon A» in dieser Weise aus der Richtung @, in die
Richtung ¥, abgelenkt wird, iibertrigt es auf das Gitter die Be-
wegungsgrofle:

P, = Piz — P2 (24)

Das Gitter erhilt also einen RiickstoB, dessen Geschwindigkeit v
uns aber wenig interessiert. Gleichzeitig erhilt es auch einen Im-
puls parallel zur Gitterebene; die entsprechende Geschwindigkeit
bezeichnen wir mit v,. Nachdem sich das Gitter unter dem Ein-
fluB dieses tangentiellen Impulses um ! verschoben hat, ist —
wenn wir uns die Gitterebene als unendlich ausgedehnt denken
— der urspriingliche Zustand wieder vollkommen hergestellt, denn
an die Stelle jedes Striches ist der Nachbarstrich geriickt. Wir
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diirfen also — in Ubereinstimmung mit den alten SOMMERFELD-
schen Quantelungsregeln — die Beziehung:

/PdQ = P,l=nh (25)

aufstellen. Diese Bedingungen, die die Quantisierung der Gitter-
bewegung darstellen, sind gleichbedeutend mit den klassischen
Beugungsgleichungen; denn (24) und (25) bedeuten dasselbe
wie (23).

Diese merkwiirdige Ubereinstimmung ist nicht zufillig und
zeigt deutlich, wie die Quantenbedingungen den Photonen
Eigenschaften aufzwingen, die denen der Wellen ganz &hnlich
sind.

Die obige Betrachtung wurde von Duank! angedeutet, spiter
von EPsTEIN und EHRENFEST wieder aufgenommen und verbessert.
Es gelang ihnen, auf diesem Wege die Intensitdten der Beugungs-
strahlen verschiedener Ordnung zu berechnen. Es wurde dabei
von dem Bonrschen Korrespondenzprinzip in einer fiir diesen Fall
geistreich abgednderten Form Gebrauch gemacht. Auch das
Problem eines endlich ausgedehnten Gitters kann in dieser Weise
behandelt werden. Man hat dabei eine bestimmte Elektronen-
dichte, die regelm&fig entlang der Koordinate x im endlichen
Bereich L verteilt ist. Man stellt diese Elektronenverteilung durch
ein Fourier-Integral dar. Jeder Term des Integrals ergibt ein
sinusférmiges Gitter von unendlicher Ausdehnung. Man kann fiir
jeden solchen Gitterbestandteil die fiir unendliche Gitter abgeleiteten
Formeln benutzen; dann superponiert man alle Einzelergebnisse
und integriert. In dieser Weise erhalt man die Intensitdt der in
verschiedenen Richtungen gestreuten Strahlung als Funktion des
Winkels ¢ und der Linge L des Gitters.

Nachdem in dieser Weise das Problem der Streuung von ebenen
Wellen gelost war, versuchten dieselben Autoren, auch die Streu-
ung von sphérischen Wellen zu behandeln; auch fiir diesen Fall
fanden sie ein passendes korpuskulares Bild. Doch scheinen die da-
bei benutzten Methoden etwas kiinstlich zu sein, wenn man auch
an ihrer mathematischen Korrektheit keine Zweifel hegen kann,

1 DuaNE, Proc. nat. Acad. Sci. U.S.A. 9, 159 (1923). — ComprON, A. H.,
Physic. Rev. 23, 118 (1924). — EpsTEIN, P. S., u. EHRENFEST, P., Proc. nat.
Acad. Sci. U.S.A. 10, 133 (1924); 13, 400 (1927) — Physic. Rev. 23, 663
(1924). — JauNcey, Physic. Rev. 23, 106 (1924); und viele andere Arbeiten.
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Ohne zu lange bei diesen Problemen zu verweilen, miissen wir
die interessante Tatsache hervorheben, daf die Vorstellung von
den Photonen im Verein mit den aufgelegten Quantenbedingungen
eine weitgehende Interpretation der Gesetze der physikalischen
Optik zu geben vermag, die sich den Ergebnissen der Wellen-
theorie auffallend néahert.

Von den Formeln fiir die Beugung am eindimensionalen
Gitter geht man leicht zu den Formeln fiir ein Raumgitter iiber.
Man findet die Regeln von Bracge und v. LAUE fiir die Intensitat
der Beugungsbilder bei der Streuung von Réntgenstrahlen durch
Kristalle wieder. Der Ubergang vom linearen Gitter zum Raum-
gitter besteht nur in der Anwendung von drei Bedingungen —
statt der einen Bedingung (22) — fiir die drei Achsenrichtungen
Oz, Oy und Oz, lings deren die Gitterpunkte periodisch an-
geordnet sind.

9. Wellen und Elektronen. In den vorangehenden Abschnitten
haben wir geschildert, wie die Quantenphdnomene uns dazu fiihren,
eine diskontinuierliche Natur der Energie anzunehmen und kor-
puskulare Vorginge den Wellenerscheinungen des Lichtes zuzu-
ordnen.

Bei der Betrachtung der elementaren Teilchen der Materie be-
finden wir uns, wie die neue Wellenmechanik zeigt, in einer dhn-
lichen Lage. Das einzelne Elektron gehorcht nicht den Gesetzen
der klassischen Mechanik. Um sein Verhalten zu bestimmen, muf}
man ihm eine Welle zuordnen, deren Ausbreitung durch die
Gleichung:

-
8am,

Ay + 2T (B — Py =0 (26)

bestimmt ist, worin P die potentielle Energie des Elektrons, B
die Gesamtenergie und vy (x, v, 2) die Wellenfunktion bedeutet.
Diese sog. SCHRODINGERsche Gleichung gilt allerdings nur fiir lang-
same Elektronen, d. h. nur, wenn die relativistische Massenver-
anderlichkeit keine Rolle spielt. Auch setzt Gleichung (26) die
Existenz einer zeitunabhingigen potentiellen Energie P(x,y, 2)
voraus.

Wenn wir (26) mit der gewohnlichen Gleichung einer Sinus-
welle mit der Frequenz » und Ausbreitungsgeschwindigkeit V:

1 &y 42y

Aw_ﬁ'atz :Aw+‘i/2 WZO
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vergleichen, so finden wir fiir die Frequenz und Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Materiewellen die Ausdriicke:

hy
T i

und
LA — (28)
v y2my(E — P)
Wenn wir fiir die Energie die klassische Formel :
E =P + imyo? (29)

benutzen, so bekommen wir fiir die Wellenlinge der Elektronen-
wellen:
A= ~ (30)

— eine heute wohlbekannte Formel, die zuerst von L. DE BROGLIE
abgeleitet wurde.

Die Gleichung (26) beschreibt nur die Amplitudenverteilung;
die vollstindige Wellengleichung, die auch die Zeitabhingigkeit
von vy beriicksichtigt, lautet dagegen:

Y = u(x, y, z) e"27ivt, (31)

Fiir die Materiewellen ist unter Beriicksichtigung der relativisti-
schen Massenverénderlichkeit des Elektrons

hy = E + myc?

zu setzen. Die erweiterte ScHRODINGERsche Gleichung erhilt so-
mit die Form:
dnmy dy  8atm,

Ay + 57 G = T Pyt me)y = 0. (32)

Wir nehmen an, dafl (32) auch dann giiltig bleibt, wenn P von
der Zeit abhéngt.

Welche Auskunft gibt uns die Wellenfunktion v, einmal be-
stimmt, iiber die Lage und Bewegung des zugeordneten Teilchens ?
Die Antwort auf diese Frage hat iibrigens die gleiche Bedeutung
auch firr das Verhaltnis zwischen Lichtwellen und Photonen.

Betrachten wir zunichst eine ebene Welle:

= Aet27% @@= —yi+ax+ by -+ cz.

Die Intensitit der Welle (die dem Amplitudenquadrat A2
proportional ist) bestimmt die Konzentration ¢ der betrach-
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teten Teilchen. Unter Voraussetzung einer geeigneten Normali-
sierung gilt:

o =Az2. (33)

Man stellt sich des weiteren vor, daB sich die Teilchen stets in

der Richtung der Normalen zu der Wellenfliche bewegen; ihre
Bewegungsgrofien sind:

pe=ah=h3%, py:bh:hg;;, po=ch =19
Der Stromungsvektor der Teilchen hat also die Komponenten
o, =125,
@, = ’%‘: . g% (34)
@, — "7“‘: g2,

Die einfachen Formeln (33) und (34) gelten auch noch in den
komplizierteren Féllen, wenn 4 und ¢ beliebige reelle Funktionen
der Raumkoordinaten und der Zeit sind. An Stelle der obigen,
von L. pE BRroGLIE angegebenen Darstellung, kann man nach
ScHRODINGER! auch die folgende wilhlen:

sza’

. h [0y oy
¢z*+4nm0i ’Pﬂ—’!’%, (35)

worin ¥ die zu y konjugierte imaginiire GroBe darstellt.

Diese allgemeinen Formeln werden dadurch bestitigt, daB
man, von ihnen ausgehend, zu einem Erhaltungsgesetz fiir die
Gesamtzahl der Teilchen gelangt:

0P,
0z

0P, 09, do

et it et =0, (36)
Die Beziehung (36) wird identisch erfiillt durch (32) und die ent-
sprechende konjugierte imaginire Gleichung fiir .

10. Ungenauigkeitsrelation von HeiseNBERG. Die dualistische
Auffassung, die fiir Materie und Licht teils Wellen-, teils Kor-
puskeleigenschaften annimmt, fiihrt zu einer Reihe von merk-
wiirdigen Folgerungen. Eine der wichtigsten wurde von HEISEN-

1 SCHRODINGER, E., Ann. Physik 81, 138 (1926).
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BERG als ein ,,Ungenauigkeitsprinzip‘ ausgesprochen. Wir wollen
dieses Prinzip in elementarer Form darstellen, indem wir das
Beispiel der Photonen wihlen.

Die klassische Mechanik geht bekanntlich von der Voraus-
setzung aus, dal} es prinzipiell méglich sei, die Anfangskoordinaten
eines materiellen Systems mit einer unbegrenzten Genauigkeit zu
bestimmen. Aus den so bestimmten Anfangsbedingungen kénnen
dann auf Grund der mechanischen Gesetze die Koordinaten des
Systems zu jeder beliebigen spéteren Zeit ebenso genau berechnet
werden. In der Wellenmechanik ist eine solche genaue Angabe
der Anfangsbedingungen unmdéglich. Es bleibt immer eine be-
stimmte Undefiniertheit, Ungenauigkeit bestehen, die von der Art
der angewandten Mefmethoden abhangt. Durch die Ungenauig-
keit der Anfangskoordinaten wird auch die genaue Voraussage des
spateren Verhaltens des Systems unméglich. Die Wellenmechanik
erlaubt nur Angaben iber Mittelwerte, nur statistisch giiltige
Voraussagen fiir das Verhalten von materiellen Systemen oder
Lichtquanten.

Diese allgemeine Aussage kann folgendermaflen prazisiert
werden: Jeder Koordinate ¢ kann bekanntlich ein Impuls p zu-
geordnet werden. Es sei 4¢ die Ungenauigkeit der g-Bestimmung
und 4p die der p-Bestimmung. Wenn wir den Versuch machen,
Aq und 4p moglichst zu reduzieren, stoBen wir auf ein Hindernis
von prinzipieller Bedeutung. Es zeigt sich, dafl das Produkt
Apdq in keiner Weise kleiner als 2 gemacht werden kann:

Ag-dp=1h. (37)

Diese Beschrankung folgt aus der dualistischen Auffassung der
Materie und des Lichtes. Einige Beispiele werden uns helfen, diese
merkwiirdige Folgerung zu verstehen.

Betrachten wir zunédchst eine ebene Welle mit unendlichem
Querschnitt. Sie soll als ,,Fithrungswelle’ die Bewegung eines
Stromes von Teilchen bestimmen. Nach den oben durchgefiihrten
Ableitungen kénnen wir ganz genau die Bewegungsgroflen an-
geben, die diese Teilchen besitzen miissen. Der Fehler Ap kann
also — bei bekannter Wellenfunktion — beliebig klein gemacht
werden. Dafiir gibt aber die Wellenfunktion gar keine Auskunft
iiber die Raumkoordinaten ¢ der einzelnen Teilchen; die Ampli-
tude A der Welle bestimmt nur die mittlere Dichte der Teilchen
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0 (0 = const. 42). Wahrend also 4p = 0 ist, ist 4¢ unendlich
grof}; die Grenzbedingung (37) wird also nicht verletzt.

Um das Produkt Ap - Aq genauer zu bestimmen, versuchen
wir, die Lage der Photonen im Strom durch zusitzliche Messungen
zu ermitteln. Wir setzen zu diesem Zweck in den Weg der Welle
einen Spalt, der einen raumlich be- y
grenzten Bezirk aus der Wellenfront
ausschneidet (Abb. 9). Wenn der Spalt

in der z-Richtung unendlich ausgedehnt
ist und in der y-Richtung die Breite J
2d hat, so werden dadurch die y- d¢ “«

Koordinaten der Teilchen hinter dem d@ o /
Spalt auf bestimmte Werte beschrankt.
Die ebene Welle mag die Normale z
haben, also senkrecht auf den Spalt
einfallen. Eine einfache Rechnung
ergibt die Amplitude der durch die Abb. 0.

Rénder des Spalts gebeugten Welle fiir

jeden Winkel & (mit der Spitze bei y = 0 in der Mitte des Aus-
schnittes). Man findet dafiir die Gleichung:

+d gﬂysin“ sin (z;tilsina)

7 _ A
a) dy = 2ad Sad (38)
e —sina

Die Intensitdt hat ihren maximalen Wert fiir die Ablenkung
Null (¢ = 0 und Slz(x
rasch ab. Ein erstes Minimum wird bei:
2ad

= 1); sie fallt mit wachsendem Winkel «

—sinay =, (39)
also bei . Y ¢
SIM&L = 94 7 2dr
erreicht. Es gibt keinen scharf definierten Hochstwert der Ab-
lenkung; die Intensitit nimmt stetig — unter Ausbildung von

Diffraktionsstreifen — auf Null ab. Wir wollen — mit einer ge-
wissen Willkiir — die Grofle des Winkels «,, der dem ersten In-
tensititsminimum entspricht, als Maf3 fiir die Ungenauigkeit der
Winkelkoordinate der Teilchen nach dem Durchgang durch den
Spalt betrachten.
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Sofort nach dem Durchgang durch den Spalt von der Breite
2d sind die y-Koordinaten aller Teilchen durch die beiden Grenz-
werte +d und —d beschrankt:

dy = 24d.
Der Impuls war vorher senkrecht zum Spalt gerichtet und genau
bekannt. Nach der Einfithrung des Spaltes in den Strahlenweg
ist aber eine so genaue Aussage iiber den Impuls nicht mehr maog-
lich. Wenn wir, wie oben angegeben, «, als den Maximalwert des
Beugungswinkels betrachten, so kénnen wir fiir die Impulskompo-
nente p,, die frither gleich 0 war, jetzt nur die beiden Grenzwerte

:t%sinocl angeben. Wir erhalten somit, nach (39):

hy . h
Ap, = 2 singy = —,
AdyAp, = 2h
ein Ergebnis, das mit der Ungenauigkeitsrelation (37) vertriglich
ist. Die Formel (38) kann man etwas umformen; an die Stelle

also:

des Winkels & kann man den Wert p, = }%’sinzx der Impuls-

koordinate in der Richtung y einfithren. Der Integrand erhilt
dann die Form:

270 e 27
H:e’ly :ehpyy (40)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Photon die Bewegungs-
groBe p, besitzt und seine Lagekoordinate zwischen y und y + dy
liegt, ist durch den Ausdruck
IR2dy
gegeben. Die GréBe I bezeichnet man als ,,Wahrscheinlichkeits-
amplitude*, da II? die Intensitat miBt. Wir haben an diesem spe-
ziellen Beispiel eine Formel abgeleitet, die in der neuen Mechanik
ganz allgemein bewiesen wird und eine genaue Formulierung des
Ungenauigkeitsprinzipes enthélt. Betrachten wir irgendeine Ko-
ordinate ¢ und den ihr konjugierten Impuls P. Die Wahrschein-
lichkeitsamplitude wird immer die Form:
27l P-Q

IT=¢? (41)
haben. Der Ausdruck I72dQ bestimmt die Dichte der Bildpunkte im
Gebiet @ bis Q + d@. Man erkennt sofort, daB3, wenn man P in
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(41) als genau bekannt voraussetzt, JI? gleich 1 wird und alle
Q-Werte gleiche Wahrscheinlichkeiten erhalten. Diesen Fall hatten
wir bei der Betrachtung eines von einer unendlich ausgedehnten
ebenen Welle getragenen Photonenstroms.

Wenn fiir P eine gewisse Ungenauigkeitsgrenze zugelassen
wird — wie in unserer gebeugten Welle — so wird I7? abhingig
von @, und wir kénnen mit einer gewissen Genauigkeit einen Mittel-
wert fiir ¢ angeben.

Andere Beispiele kénnen uns eine bessere Verstandnis des phy-
sikalischen Sinns dieser Aussagen vermitteln. Betrachten wir eine
sphérische Welle, die im Brennpunkt F konvergiert. Aus dieser
Welle schneiden wir mit Hilfe einer Kreis-
blende vom Radius R einen Strahl aus
(Abb. 10). Der Offnungswinkel & des
Strahlkegels entspricht der Beziehung:

. R
sinx = —-.

f

Die Konvergenz der Strahlen in F wird
unter diesen Bedingungen unvollkommen,
um F bilden sich Beugungsringe aus. Die
Strahlungsintensitit in einem Punkt M der Fokalebene, dessen Ab-
stand von F gleich r ist, wird durch die Amplitudengleichung

Abb. 10.

2

2L, =T (42)
bestimmt, worin J, die BEssErsche Funktion erster Ordnung be-
deutet. Sie ergibt ein sehr ausgesprochenes Maximum fiir £ = 0,
eine Nullstelle bei & = 3,832 und eine Reihe weiterer, immer
schwicher werdender Maxima fiir wachsende £-Werte. Die mitt-
lere Winkelabweichung von der urspriinglichen Strahlrichtung sei
&,. Bei gegebener Wellenlinge und Blendendurchmesser ent-
spricht einem bestimmten Wert &, ein bestimmter Abstand 7,
in der Fokalebene:

4 =

M6 f ok

To= o = — .
0 2% R 2avsinx

Die GréBe r, bestimmt den mittleren Fehler 4r, den wir bei der
Angabe der Lagekoordinate der Photonen machen. Welcher Feh-
ler bei der Bestimmung des zugehérigen Impulses p, entspricht

Brillouin, Quantenstatistik. 4
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diesen Bedingungen? Die moglichen Grenzwerte fiir p, sind
i’ﬂsina; es ist also:
¢ hv .
Ap, =2 5 sina
und

2§
ArAfp,:h—2?°. (43)
Das Produkt der beiden Fehler ist also auch in diesem Falle von
der Groflenordnung der Konstante 2. Wie wir auch die Definition
des Brennpunktes F' dndern mégen — in keiner Weise werden wir
fiir Ar Ap, einen Wert herausbekommen, der kleiner wire als der
in (43) angegebene.

Die Anzahl der Beispiele kann noch beliebig vermehrt werden;
Bor~N und HEeisenBErG haben viele davon angegeben!; immer
erhidlt man das gleiche Ergebnis. Diese Tatsachen spielen in
den statistischen Anwendungen der neuen Mechanik eine grofe
Rolle; wir werden daher spéiter noch ausfithrlich darauf zuriick-
kommen.

An dieser Stelle schlieBen wir mit dem Nachweis ab, daB die
eingefiihrte Ungenauigkeit der Koordinaten @ und P auch eine
Ungenauigkeit der Energie E bedingt, wenn man die Energie-
angabe auf einen genau definierten Zeitpunkt ¢ beziehen will.
Tatsdchlich weill man aus der Mechanik, dal £ und ¢ ein konju-
giertes Paar von Variablen bilden, das dem Paar P und ¢ analog
ist. Diese Analogie ergibt sich in einfachster Weise aus den rela-
tivistischen Formeln, die in den vorangehenden Abschnitten be-
nutzt wurden. Wir erwarten somit eine Beziehung zwischen den
Ungenauigkeitsbreiten 4E und 4t von der Form:

AE At = h. (44)
Wenn Z bekannt ist, kennt man auch die Frequenz v(: _lhi)

der zugeordneten Welle. Damit die Frequenz ganz genau defi-
niert erscheint, mufl die Welle zeitlich unbeschrankt sein. Die
Annahme eines Fehlers 4E = 0 fiihrt also zu einer vélligen Un-

1 Beziiglich dieser Probleme sowie des gesamten in diesem Kapitel be-
handelten Materials sei auf die Berichte des Solvaykongresses in Briissel
vom Oktober 1928 (erschienen bei Gauthiers-Villars, Paris 1929) verwiesen.
Vgl. auch W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quanten-
mechanik. Leipzig: S. Hirzel 1930. )
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bestimmtheit des Zeitpunktes, in dem das Photon die Beobach-
tungsstelle passiert; der Fehler 4¢ wird also unendlich grof}, und
die Beziehung (44) bleibt gewahrt.

Versuchen wir, eine genauere Zeitangabe zu machen, indem
wir die Ausdehnung der Fithrungswelle des Photons beschrinken;
der Wellenvorgang an der Beobachtungsstelle soll zur Zeit ¢ = 0
beginnen und zur Zeit ¢t = 7' = Nt plotzlich abbrechen. Es gelte:

0 fir¢t <0,

. t L. . 2n
f= sm2n7fur0<t<T, mit 0=—,

Ofirt>T1T.

Ein solcher begrenzter Wellenzug kann nach FOURIER zerlegt
werden!. Man findet dabei:

..n
g sin ——

f=4 /dn sin n(t _ z) 2 (45)

2/n*— w2’
0

1 Man siehe z. B. SoMMERFELD, Ann. Physik 44, 186 (1914).
Um die Formel (45) zu beweisen, ist es zweckmaflig, die Integrale in
imaginirer Form zu schreiben:

- 00

1 dn i _,
fz?[;ﬁ:’;i[e in{ TJ___e znt]'

—00

Wir werden sehen, dafl das zweite Glied in der Klammer eine Welle gibt,
die bei ¢ = 0 beginnt und unendlich andauert, das erste dagegen eine Welle,
die bei ¢t = 7T einsetzt und den Teil der ersten Welle, der hinter ¢ = 7T liegt,
gerade aufhebt. Betrachten wir zunichst den Ausdruck:

oo -+ oo
f:_l dn ,e—int::i]L g-int 17__ 1A dn
T n? — w? 2wt n—ow N+ o
—0 —o0
oo Fo0
1 e~int e+z’nt _1 e—tn!dn
C dx)ln—o n—ow T 2a n—ow
— o0 —00

In diesen Formeln bedeutet f nur den reellen Teil des Integrals. Das letzte
Integral erstreckt sich auf die reelle Achse der Variablen n; ein Pol liegt
bei » = w. Fiir negative {-Werte diirfen wir den Integrationsweg auf der
Halbebene ins Unendliche riicken, wo n die Form + 700 hat. Die Integra-
tion ergibt dann Null. Bei positiven ¢-Werten bleibt bei analoger Verschie-
bung des Integrationswegs ins Unendliche in der Halbebene, in der »n die

4%
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Die Intensitdt der Schwingungen von der Frequenz % ist also
dargestellt durch:

sinﬂ :
4 2
| J = L por sy w2:] . (46)
Dieser Ausdruck hat ein scharfes Maximum — von der Héhe
2 2
(ﬁ) = g2 — bei der Frequenz n = w, und fillt an beiden
Seiten des Maximums rasch ab. Bei %T = 47 werden die ersten

Nullwerte von J erreicht, auf die sekundire Maxima folgen usw.
Man erhidlt also statt einer bestimmten Frequenz w ein ganzes
Spektrum. Wenn man die ersten Nullwerte als ungefihre Fehler-
grenzen fiir die n-Bestimmung benutzt, so erhéalt man:

4 2 2h

A'IL=T, A’V:-T—, AE:T
Die Genauigkeit mit der die Zeit des Durchganges der Photons
durch die Beobachtungsstelle angegeben werden kann, ist unter

den betrachteten Bedingungen gleich 7'; wir erhalten also
AE - At = 2h

in Ubereinstimmung mit der Ungleichung (44).

11. Die Photonen und die Polarisation des Lichtes. In allen
obigen Uberlegungen wurde an keiner Stelle von der Polarisation
des Lichtes gesprochen. In unserer statistischen Theorie haben
wir keine GroBe kennengelernt, die zu dem Polarisationszustand
des Lichtes in Beziehung stehen koénnte. Dies ist offenbar eine
wichtige Liicke. Wir sind leider nicht imstande, genau anzugeben,
welche Higenschaften man einem Photon zuschreiben muf}, damit
das korpuskulare Bild der Lichtausbreitung auch in bezug auf
Polarisation das Wellenbild ersetzen kann. Wir kénnen nur auf
einige Analogien hinweisen und die Art der in diesem Punkte auf-
tretenden Schwierigkeiten niher schildern.

Im Abschnitt 5 haben wir gesehen, dal die LorENTz-Trans-
formation, auf ein bewegtes Photon angewandt, zur Anderung

Form —d¢oo besitzt, die Umgebung des Poles @ iibrig. Der Umlauf um
den Pol gibt fiir das Integral den Wert —2a¢e~t@¢; es ergibt sich somit:
f=20 firt <0 und

[=1tie—twt=gin wt

fiir £ > 0, was zu beweisen war.
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der Frequenz fiilhrt. Diese Frequenzverschiebung — der DoPPLER-
Effekt — kann aber auch aus der Wellentheorie errechnet werden,
und beide Methoden fithren zum gleichen Ergebnis. Man kann
somit allgemein bei der Betrachtung der Photonen von der Existenz
von Photonen verschiedener Frequenz absehen. An einer einzigen
Photonenart miissen die Eigenschaften aller verschiedener Licht-
arten zu erkennen sein, es geniigt dazu, diese Photonen vom Stand-
punkt verschieden bewegter Beobachter zu betrachten und die
LoreNTz-Transformation anzuwenden.

Betrachten wir naher die Anwendung der LoreNTz-Transfor-
mation auf eine elektromagnetische Welle. Stellen wir uns eine
ebene Welle vor, die sich in der Richtung Oz fortpflanzt und
elliptisch polarisiert ist. Die elektrische Schwingung hat zwei
Komponenten, h, und #,; das Verhaltnis h,/h, bestimmt den
Grad der elliptischen Polarisation.

Die gleiche Welle sei nun vom Standpunkt eines Beobachters
beschrieben, der sich entlang der Ox-Achse bewegt. Die LoRENTZ-
Transformation wird die Feldkomponenten %, und %, in gleicher
Weise verandern, das Verhaltnis der beiden Gréfien — und somit
die Elliptizitat des Lichtes — bleiben also fiir den bewegten Be-
obachter unveréndert.

Wenn wir also dem Photon eine Eigenschaft zuschrelben wollen,
die der Polarisation analog ist, so muf} sie invariant in bezug auf
eine LorENTZ-Transformation sein. Was fiir eine Eigenschaft
dieser Art koénnen wir uns vorstel-

len? Man konnte daran denken, das %é,

Photon als einen rotierenden Kor-
per zu betrachten. Stellen wir uns Abb. 11.
(Abb. 11) ein GeschoBl vor, das sich mit der Geschwindigkeit ¢
in der Richtung Oz bewegt und gleichzeitig eine Rotation
um die eigene Achse ausfithrt; diese Achse bilde den Winkel &
mit der Oz-Achse. Bei einer LoreENTz-Transformation bleibt «
unverdndert. Ein Kreis in der Ebene senkrecht zu OR gibt bei
der Projektion auf eine Ebene senkrecht zu Ox eine Ellipse; diese
Ellipse kann man als Abbild der Polarisationsellipse des Lichtes
ansehen; auch ihre Form ist relativistisch invariant.

Es gibt somit eine Analogie zwischen einer polarisierten Licht-
welle und einem Strom von Teilchen, die um ihre eigene Achse
rotieren; die verschiedenen Polarisationsarten entsprechen den
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verschiedenen moglichen Winkeln « zwischen der Bewegungs-
richtung und der Rotationsachse. Diese Analogie bleibt aber rein
qualitativ; eine genauere Durchfiihrung der angedeuteten Vor-
stellung ist nicht moglich gewesen.

Ein umgekehrtes Problem entsteht iibrigens in der Wellen-
mechanik der materiellen Teilchen. Die Vorstellung vom rotieren-
den (,,spinnenden‘‘) Elektron hat bekanntlich grofie Dienste bei
der Deutung der Spektren geleistet. Es schien nun nétig zu sein,
diese Vorstellung auch wellenmechanisch zu interpretieren, und
DarwiIN versuchte zu diesem Zweck, eine Polarisation der Materie-
wellen einzufiihren. Sein Versuch fiihrte aber zu keinem vollen
Erfolg. Dirac gelang es, das Problem formell zu lésen, indem er
gleichzeitig ein ganzes System von Wellen betrachtete; diese
Wellen sind aber von einem Typus, der sich von den iiblichen
transversalen Wellen der Optik und der Elastizititslehre tief-
gehend unterscheidet.

Viele Forscher haben sich mit der Analogie zwischen Elek-
tronendrall und Polarisation beschaftigt und die Polarisations-
eigenschaften der Photonen genauer zu beschreiben versucht.
Wir heben z. B. eine neuerdings erschienene Untersuchung von
Proca! hervor. Plausible Uberlegungen fiihren diesen Verfasser
zu der Vorstellung, daf} die von den Wellen ,,gefiihrten* Photonen
in Abstinden aufeinanderfolgen, die ganze Vielfache der Wellen-
lainge betragen. Die raumliche Verteilung der Photonen spiegelt
also die Struktur der Welle wieder. Wenn die Welle intensiv und
die Anzahl der Photonen grof} ist, bilden die Photonen eine Art
bewegtes Raumgitter. Man kann annehmen, daf} jedes Photon
ein elektrisches und ein magnetisches Feld mit sich trigt, und
man gelangt in dieser Weise zu einer diskontinuierlichen Dar-
stellung des elektromagnetischen Feldes der Lichtwelle. Diese
Anregungen sind interessant und ihre Diskussion sehr lehr-
reich; doch scheint es unmdéglich zu sein, durch so naive Bil-
der das Geheimnis zu losen, das immer noch die Natur des
Lichtes umgibt.

12. Eigenwerte und Eigenfunktionen; der harmonische
Oszillator. Die alte Quantentheorie bestimmte die Energie-

1 Prooa, A., ,,Collection des suggestions scientifiques®. Paris: Blanchard
1928 — J. Physique et Radium 10, 186 (1929) — C. r. Acad. Sci. Paris 1,
739, 1097 (1928).
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niveaus eines abgeschlossenen Systems mit Hilfe der Quanten-
bedingungen:
@P}c dqy = mh. (47)
Tk
Jeder Koordinate ¢, entspricht ein Impuls p,. Wenn man die
Variablen so gewahlt hat, daB die Hamruronsche Gleichung se-
parierbar wird, findet man, daB sich p, und ¢, periodisch mit
der Periode 7; dndern. Die Integrale (47) sind dann ausreichend,
um die Energiewerte zu berechnen.

Anders stellt sich das Problem in der neuen Mechanik. Diese
geht von der Wellengleichung aus und sucht diejenigen Werte
der Energie zu bestimmen, fiir die diese Gleichung stationidre und
im Unendlichen verschwindende Liosungen besitzt. Diese Energie-
werte sind die Eigenwerte des Parameters E in der Wellengleichung,
und die ihnen entsprechenden Losungen v sind die Eigenfunk-
tionen. Man findet — in Ubereinstimmung mit dem Bomrschen
Korrespondenzprinzip — dal} die Bedingungen (47) einer ersten
Néherung bei der Bestimmung der Eigenwerte entsprechen.

Nehmen wir als Beispiel einen harmonischen Oszillator, d. h.
ein Teilchen von der Masse m, das sich entlang der Achse Ox
unter dem Einflull eines Potentials P = 1kx?® bewegt. Die Pe-
riode 7 der Schwingung ist in der klassischen Mechanik:

r— 2z y’,’j -1 (48)

»
Die Koordinate  und die BewegungsgréBe p = mz sind beide

Sinusfunktionen. Die Bedingung (47) gibt fiir die Gesamtenergie
folgende quantentheoretisch erlaubte Werte:

E=mn,hv, n,=1,2,3... (49)
In der Wellenmechanik gehen wir von der Betrachtung der
Wellengleichung:
02 8atm 1
4 %(E—-Ekx2>w=0 (50)

aus. Setzen wir:
/'}T,"S
k

Die Wellengleichung reduziert sich dann auf:

xr =

und E =nhv. (51)

2

Sy
G T @n— )y =0.
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Wir versuchen eine Losung von der Form:
82

w=u(s)e 2, (562)
und erhalten durch ihre Einsetzung in die vorangehende Gleichung:
w— 28+ (29 — u=0.

Wenn wir fiir u(s) eine Reihendarstellung:
U =0ay+ a;8 + a,s? 4+ -+

versuchen, so finden wir fir die aufeinanderfolgenden Koeffi-
zienten die Reduktionsformel:

Apigln +1)n+2)4+ 29y —20—1)a,=0. (53)
Wenn man firr die Energie die Werte:
n=n-+% E=@+Hhv (54)

nimmt, so bricht die Reihe bei dem (n + 1)-sten Glied ab. Sie stellt
ein sog. HErRMITEsches Polynom dar. Man kann nachweisen, daf3
fir alle anderen E-Werte y mit wachsendem s unendlich grof
wird; denn die Reihe u wichst wie e5*. Die Werte (54) sind also
die Eigenwerte des Energieparameters. Zwei aufeinanderfolgende
Eigenwerte unterscheiden sich, wie in (49), um Av; doch sind die
Koeffizienten jetzt ,halbzahlig” (4, 1§ ...) und nicht mehr ganz-
zahlig wie in der alten Theorie.

Um die Koeffizienten der Reihe (53) genauer zu bestimmen,
stellt man die Forderung auf, dafl das Integral von v,v,, ge-
nommen iiber den ganzen unendlichen Raum, gleich 1 sein muf.
Indem wir fir die HeErmiTEschen Polynome die iibliche Be-
zeichnung H,(s) benutzen, kénnen wir das Ergebnis in der Form:

. e,
Yom —=t— H, (%) 2 (55)
ay2rn!yx e
(mit a :V%)
anschreiben. Es ist:
0 bei n=Fm,
J 1 bei n=m.

v, bezeichnet, wie schon einmal erwahnt, die zu v,, konjugierte
imagindre Grofle.
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Die Orthogonalitdts- und Normalisierungsbedingungen (56)
sind in der Atommechanik ganz allgemein in Benutzung.

Wir wollen uns auch folgende Beziehungen merken, die wir
spéter brauchen werden:

al/n;—l, bei m=n-+1,
o P da = ) 57
/xw Y dx “VE’ . (57)

< bei m=n—1,

0, bei m=FEn41.
Diese Beziehungen kénnen leicht aus den Reduktionsgleichungen
der HerMITEschen Polynome abgeleitet werden.

H”+1 — QSHn + 2an-l = 0,
Hy(s) =1, Hy(s)—2s, Hy(s)—4ds®—2,

Wir haben einige einfache Beispiele der Wellengleichung be-
sprochen. Im allgemeinen Fall wird diese Gleichung in folgender
Weise gebildet: Man schreibt fiir das gegebene Problem die klassi-
sche HamiLtonsche Funktion H (g, p,) an, die die Koordinaten

g, und die zugeordneten Impulse p, enthalt. Man bildet dann

[
den Operator H, indem man die p, durch die Operatoren 5~ Er
k

ersetzt, und man erhilt die Wellengleichung, indem man H in
den Ausdruck:
Hy — Ey=0 (58)

einfilhrt. Hvy bedeutet das Ergebnis der Anwendung des Opera-
tors H auf die Wellenfunktion v (g; ... ¢q;...). Die Losung des
Problems besteht nunmehr in der Auffindung der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen der Gleichung (58). Die w-Funktionen er-
fillen die Bedingung der Orthogonalitit; ihre vollstindige Be-
stimmung erfolgt mit Hilfe der Normalisierung nach (56).

13. Storungsprobleme. Es gibt Fille, in denen eine direkte
Losung der Wellengleichung schwierig ist, so dall man es vor-
zieht, von einer etwas vereinfachten Néherungsgleichung auszu-

gehen. Es sei:
H=H,+ AH, + *H, + --- (59)

eine Hamiuronsche Funktion, die in einen Hauptbestandteil H,
und die Korrektionsglieder AH,, A2 H, usw. zerlegt werden kann,
wobei 4 eine kleine GréBe ist. Es sei méglich, die Gleichung (58)
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zu l6sen, wenn wir darin den wngestirten Wert H, annehmen;
Yo; seien die Eigenfunktionen dieses ungestérten Problems und
E;; die ihnen entsprechenden KEigenwerte. Wir setzen voraus,
dafl keine Entartung vorliegt, da3 also jeder Eigenwert eine ein-
zige Eigenfunktion ergibt.

Zwel verschiedene Methoden sind ersonnen worden, um von
dem ungestérten Problem ausgehend zu einer vollstindigen Lésung
zu gelangen. Die eine Methode (SCHRODINGER; BorN, HEISEN-
BERG, JORDAN) besteht darin, dafl man nach einer Reihenentwick-
lung fiir die Eigenfunktionen:

Y= Woi + Ay + e (60)
sucht und die Genauigkeit schrittweise steigert. Die zweite (von
Dirac ausgearbeitete) ist die sog. ,,Methode der Variation der
Konstanten. Da wir die beiden Methoden spéiter benutzen
miissen, wollen wir sie kurz andeuten.

Zunachst die erste: Die Eigenfunktionen mégen also die Form
(60) besitzen und die Eigenwerte durch:

E;=Ey+ B + -+
ausgedriickt sein. Setzen wir diese Werte in (58) ein. Die erste
Naherung gibt Eo; und v, ; die zweite, die die in 4 linearen Glie-
der beriicksichtigt, ergibt:
(Hy — Eo)wri = —(Hy — E13) pos - (61)
Diese Gleichung kann nur dann endliche Lésungen besitzen, wenn
das zweite Glied orthogonal zu allen Losungen der transponierten
homogenen Gleichung ist. Dies ist in unserem Fall die konjugiert-
komplexe Gleichung, und sie hat nur die eine Losung ;. Die
Orthogonalitatsbedingung ist somit:
S Voi(Hy — Byi) yorde =0, (62)
oder, entsprechend der Normalisierung (56):
By = H,y(3,1)
H, (k) :f’;()k[ﬂ Yoidr.
Es erscheinen somit die Diagonalelemente H,(:,¢) der Matrix

Hi(k,1), die H, im System der Funktionen w,; darstellt. Die
Losung kann jetzt in Form einer Reihe:

Y1 = ki Yok (64)

(63)
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gesucht werden. Wir tragen diese Summe in (61) ein und erinnern
uns, dall Y,z einer nichtgestorten Gleichung mit dem Eigenwert
By gentigt:

Z,’:Cki (Bor — Eoi) Wor = —(Hy — Ey3) wos.

Jetzt multiplizieren wir die beiden Seiten mit y,z und integrieren;
infolge der Orthogonalitdtsbedingung (56) bleibt dabei nur der
Ausdruck:

i =T g g ki, ¢;=0 (65)

0t
iibrig. Die Vorbedingung (62) hatte gerade den Zweck, die Be-
freiung vor dem Glied ¢;;, das sonst unendlich geworden wire,
zu erreichen.

Eine Schwierigkeit entsteht in dem Fall, wenn das Eigenfunk-
tionensystem ,; entartet ist, so dal} einem Energiewert E,;
mehrere Funktionen w,;, ... %o;; entsprechen. Wir miissen in
diesem Fall mehrere Bedingungen von der Art (62) anschreiben;
und es wire unmdglich, sie alle mit einer einzigen Konstanten
E., zu befriedigen. Es erscheint hier notwendig, fiir jede Storungs-
art die geeigneten KEigenfunktionen auszuwihlen. Statt des ur-
spriinglichen Systems ¥,;; kann man ja auch alle linearen Kom-
binationen:

wakim:;“mlwoil (66)
benutzen und nach einer Losung der vollstindigen Gleichung:

Yim = ’Pf»km + ;‘w1zm + M
suchen. Die zweite Naherung wird stets durch (61) gegeben sein;
die Orthogonalitatsbedingung wird lauten, dafl das zweite Glied
dieser Gleichung zu allen Losungen v ; der homogenen Gleichung
orthogonal sein mufl. Es ergeben sich somit die ! Beziehungen:

Zl’!xmz[fll(ﬂ', il) = Biim0nr] = 0, (67)
mit
H, (U, i) :fﬂiow H ypy;de.
Wir haben somit ! homogene Gleichungen (67), um die &,

und Ei;y zu bestimmen. Eine Losung existiert nur, wenn die
Determinante:

\Hy (iU, 41) — Biin0r] =0 (68)
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verschwindet. Dies gibt eine Sdkulargleichung I-ten Grades zur
Bestimmung der Energien E;;,. Nachdem diese bestimmt worden
sind, erhédlt man aus (67) die x-Werte, und die Néherung kann
in der gewohnten Weise fortgesetzt werden.

14. Zeitabhiingige HamirTonsehe Funktion. Methode der vari-
ierten Konstanten (Dirac). In den obigen Ableitungen wurde
vorausgesetzt, dafl die HamrLronsche Funktion nur von den ¢
und p abhéngt und die Zeit ¢ nicht explizite enthilt. Die Wellen-
gleichung (58) erlaubt in diesem Fall die Bestimmung einer nur
von den Koordinaten abhéngigen Losungsfunktion y; und die
Auffindung der Eigenwerte E; der Energie. Diese beiden Er-
gebnisse konnen zusammen durch eine einzige, zeitabhéngige
Wellenfunktion ausgedriickt werden:

_2:m Bt

YVi=wilge * (69)
genau wie dies schon in Gleichung (31) geschah. Diese Wellen-
funktion erfiillt die der Gleichung (32) analoge Beziehung:

h 0¥
Diese letzte Gleichung kann auch aus (58) abgeleitet werden,
wenn man bedenkt, dafl in der Mechanik —E den zu der Zeit ¢
konjugierten Impuls darstellt. Es ist also naheliegend, die Trans-
formation (58) dadurch zu vervollstandigen, dafl man —& durch

5}
5. " op ersetzt. Die Formel (70) ist auch dann noch anwendbar,

wenn die Hamirtonsche Funktion H die Zeit explizite enthéalt,
also in einem Fall, in dem die Gleichung (58) unbrauchbar wird.

Diese Verallgemeinerung fiithrt zu einer ziemlich tiefgehenden
Verénderung in dem Sinne der abgeleiteten Formeln. Es sei z. B.
., ¥, ..., ¥, ... eine Reihe von Eigenfunktionen (69). Die
lineare Kombination:

Y=20c" (¢; = konst.) (71)

stellt die allgemeine Losung von (70) dar. Was bedeutet diese
Superposition der Wellenfunktionen? Wir nehmen mit Dirac an,
daB sie eine Gesamtheit von Atomen darstellt, die auf die ver-
schiedenen stationdren Zustinde ¥; so verteilt sind, daBl es im
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Mittel |c;|*> Atome im Zustand ¥ gibt. Dies ist eine natiirliche
‘Weiterbildung der frither besprochenen statistischen Anschauungen.
Die einzelnen Y, stellen stationdre Zustéinde dar; der all-
gemeine Zustand ¥ ist aber nicht mehr stationir. DIrac bezeich-
net ihn als einen ,,Eigenzustand‘.
Betrachten wir nunmehr das gestérte Problem:

H=H,+ iH,, (72)

wo H, zeitunabhéngig ist, wihrend H, auch eine Funktion von ¢
sein darf. Wir konnen eine Losung in der Form:

T:Zai(t) Yo, (73)

versuchen, wo die ¥, Funktionen von der Art (69) sind, die den
Energiewerten E,; des nichtgestorten Systems entsprechen. Wir
nehmen an, daB die Ausdriicke |a;|? die mittlere Anzahl von Sy-
stemen bestimmen, die sich im Zeitpunkt { im Zustand ¥%,; be-
finden. Tragen wir (73) in (72) ein und erinnern wir uns daran,
daB die Zeitabhingigkeit von ¥,, durch die Exponentialfunktion

27t
—-——Epit . . . .
e ® 7 bestimmt ist. Wir finden dann:

30 H Wi+ 5 D =0.
4

1

Multiplikation mit ¥,, und Integration unter Beriicksichtigung
der Normalisierung von ¥ ergibt:

. ho.
lZaiH;"(lc, ) + gy =0, (74)

PE L.

. * “oqs o . T(Bok—Eoi)t
worin HY (k, ) die durch (63) definierten und mit e
multiplizierten Elemente der Matrix H, (k, ¢) sind.

Wir kénnen nunmehr die oben gegebene statistische Deutung
der a,(t) durch Ableitung eines Erhaltungsprinzipes bestéitigen.
Die durch (74) dargestellten Schwankungen der a-Werte ver-
#ndern nicht die Gesamtzahl der betrachteten Systeme (etwa der

Atome); denn es gilt:

Zlailz = Zaidi = konst. (75)’
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Eine analoge Feststellung — Gleichung (36) — dient zur sta-
tistischen Interpretation der ScHRGDINGERschen Gleichung. In
der Tat berechnen wir:

%Z(ak@k) == 2(% @, + gy
T

k
¥

_ (76)
“mz[_@i“kﬂf‘ (e, 1)+ a; a5 H¥ (k,1)]=0,
ik

denn g ist durch eine zu (74) konjugierte imaginire Gleichung
bestimmt, und es gilt definitionsgeméf3:

HE(k, ) = H¥(@, k) (77)

(die H, sind HerMITEsche Matrizen).

Es sei bemerkt, daf3 die Gleichungen (74) streng giiltig sind;
nur bei ihrer Losung ist man zur Benutzung von Naherungsver-
fahren gendtigt. Wir werden im Kap. VIII die Diracsche Methode
zur Behandlung eines Problems gebrauchen, in dem die Stérung
von der Zeit abhingt; dort werden wir die Einzelheiten der Rech-
nung kennenlernen.

15. Eine Beobachtungsgréfe wird durech eine Matrix dar-
gestellt. Die quantenmechanischen Probleme wurden von uns
bis jetzt in einer elementaren Weise behandelt, die fiir unsere An-
wendungszwecke ausreicht. Eine tiefer gehende Analyse findet
man in dem schénen Buch von BorN und Jorpan!. An dieser
Stelle miissen wir aber noch auf die Darstellung von Beobachtungs-
groflen durch Matrizen eingehen. Jede Beobachtung bedeutet
stets eine bestimmte Stérung des untersuchten atomaren Systems.
Diese Storung macht sich bei der mathematischen Behandlung
durch ein Korrektionsglied H, (g, p) von charakteristischer Form
in der Hamiuronschen Funktion bemerkbar. Wenn man das
Problem nach den Methoden der Abschnitte 13 und 14 behandelt,
so erscheint die Gréfie H, in Gestalt einer Matrix. Die diagonalen
Glieder H, (k, k) dieser Matrix beziehen sich auf einen bestimmten
stationdren Zustand; sie bestimmen den Mittelwert von H, in
diesem Zustand. Die tbrigen Glieder H (i, k) entsprechen Kom-
binationen von je zwei stationdren Zustédnden; sie bedingen, wenn

1 Borw, M., u. JorpAN, P., Elementare Quantenmechanik, Bd. IX der
Sammlung ,,Struktur der Materie*. Berlin: Julius Springer 1930.
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man den statistischen Standpunkt des vorangehenden Abschnittes
annimmt, die Ubergéinge der Atome aus dem einen in den andern
Zustand.

Nehmen wir in der Tat die Gleichungen (76) und unterdriicken
darin die Summierung iiber die k-Werte. Wir sehen, dafl die
Anderung der Anzahl der Atome in dem k-ten Zustand durch

d _ hi — . - = .
?l‘t'(akak) = _%Z [asar HY (k, 1) — a;a, Hif (k, 0)]
:

dargestellt ist. Wenn die Matrix H, diagonal ist, ruft die Storung
H, — d.h. die Beobachtung der Groe H, — keine Uberginge
hervor: die Beobachtung von H; und die gleichzeitige Bestimmung
der Energie £ sind prinzipiell méglich; H, ist eine Funktion der
Energie und eine mit £ kommutative GroBe.

Wenn dagegen die Matrix nichtdiagonal ist, so reicht die
Kenntnis von £ (die durch eine frilhere Messung erreicht werden
kann) noch nicht aus, um H, zu bestimmen; wir kennen nur die
Mittelwerte (oder die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Werte) von
H,. Die GroBlen H, und E koénnen nicht gleichzeitig ermittelt
werden, ihre Matrizen sind nichtkommutativ.

An allen unseren Formeln konnen wir feststellen, daB der
Gegenstand der Quantenmechanik von Funktionen gebildet wird,
die Wahrscheinlichkeitsamplituden bestimmen. Die Quadrate die-
ser Funktionen (oder ihrer Module) stellen ein MaB fiir die Wahr-
scheinlichkeiten der verschiedenen Zustande dar. So bestimmt
— man siehe Gleichung (35) in Abschnitt 3 — die SCHRODINGER-
sche Funktion v, durch das Quadrat ihres Moduls die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daBl die Koordinaten der Bestandteile eines
Atoms bei gegebener Energie E, bestimmte Werte haben. Be-
trachten wir einen nichtstationidren Zustand — Gleichung (71) in
Abschnit 14 —: die Koeffizienten ¢; sind wiederum Amplituden,
und das Quadrat ihres Moduls gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, daf} ein Atom im Zustand ¥ — Gleichung (71) — zu gegebener
Zeit die Energie E; besitzt.

Wahlen wir irgendeine Koordinate x des Systems und ver-
suchen, sie durch Messung zu bestimmen. Wir miissen die Matrix:

27
_ ——(Ex—FEqi)t

Lrq ZfWka’#o:'dT'@ h (78)

oo
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bilden, deren Amplitude schon durch (63) bestimmt ist, die je-
doch nunmehr exponentiell von der Zeit abhingt, wie wir dies
im Anschlul an Gleichung (74) bemerkt haben. Im Abschnitt 12
— Gleichung (57) — wurden die Amplitudenwerte der Elemente
dieser Matrix fiir den Fall eines linearen Oszillators abgeleitet.
Man erkennt, dafl in diesem Fall die diagonalen Glieder der Matrix
gleich Null sind; somit verschwindet der Mittelwert x. Die der
Diagonale benachbarten Glieder sind aber von Null verschieden.
Die Koordinate x ist also mit Ubergiingen aus einem Zustand in
den vorangehenden oder nachfolgenden Zustand verkniipft.

In dieser kurzen Darstellung haben wir uns auf das Aus-
gangsproblem der Quantentheorie beschrinkt, in dem die
Energie die priméar bestimmbare GréBe ist. Spater wurde die
Problemstellung bedeutend erweitert. Man findet in den Biichern
von BorN und JorpaAN und von Dirac eine ganz allgemeine
Behandlung.

16. Beispiele. der Anwendung der abgeleiteten Formeln. Ein
Beispiel wird uns die Anwendungsart der aufgestellten allgemeinen
Formeln zu verstehen helfen. Wir wéhlen ein Beispiel, das uns
auf die Untersuchungen in Kap. VIII vorbereiten wird.

Betrachten wir zunéchst ein Elektron, das sich in der Richtung
Oy in einem Gebiet konstanten Potentials P, bewegt. Seine Be-
wegungsfreiheit sei auf den Zwischenraum zwischen zwei Punkten
y = 0 und y = [ auf der Oy-Achse beschriankt. Dieser Forderung
wiirde z. B. ein Elektron in einem eindimensionalen Gefafl von
der Lénge I entsprechen. Wir betrachten aber ein etwas anderes
Problem: wir nehmen an, dafl die dem Elektron zugeordnete
Welle gezwungen ist, sich auf der Achse Oy mit der Periode I zu
wiederholen, d. h. daBl in den Punkten y, y + 1, ¥y + 21 usw.
stets der gleiche Zustand herrscht. Die ungestérte ¥-Welle wird
also folgende Eigenfunktionen besitzen:

Wiy (yt) = e=27itst=sm);

7y =2 (j = ganze Zahl); (79)

2

k
h'Vj ES m002 g— PO + 2—7’%'[.}2

Die Funktion (79) befriedigt in der Tat die Wellengleichung
(32) und auch die aufgestellten Randbedingungen.
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Jetzt gehen wir zu einem gestérten Problem iiber, indem wir
annehmen, dal} die potentielle Energie P ein kleines Korrektions-
glied enthilt, das eine Sinusfunktion der Zeit darstellt:

P=Py+ 1Ap(y)e 2. (1 klein) (80)

Das Glied mit 1 stellt die Stérungsfunktion des Abschnittes 14
dar. Wir wollen eine Losung nach der Diracschen Methode suchen.
Nach (73) und (74) erhalten wir:
V= Zaj(t) Y, s
7
o N b (81)
l’{zaszik(k, 7) + ﬁiak =0,
7

mit:
!
H¥(k,j) = Aj P (y) e 2 WL W dy = A ir—0ig(k, ). (82)
1]

Der Ausdruck @(k,j) stellt ein Element der Matrix:

!
¢ (k, j) = [ ()it dy
0

dar. Das Gleichungssystem (81) fiir ¢ kann gelost werden, wenn
man die Anfangsbedingungen kennt und die Kleinheit von 4 be-
riicksichtigt. Nehmen wir an, dafl sich urspriinglich alle Elek-
tronen in einem gegebenen Zustand § befinden; d. h.

ist, wihrend fiir alle anderen a-Werte (k& == §):
a;(0) =0

gilt.
Wir behalten in erster Naherung in den Gleichungen (81) nur
die Glieder mit a;, und erhalten:

24;(0) = o (k) + o1 iy = 0
— eine Beziehung, die so lange gilt, als ¢ nicht zu grofl wird. Man
findet weiter:
ks j i —y—
@ = — A Aa;(0) h”(’,;kgé; 7_) v [e2miti—r—m)t 1], (83)

Brillouin, Quantenstatistik. 5
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Die Integrationskonstante wurde dabei so gewdhlt, daf fiir t = 0
auch a; = 0 wird. Nun folgt:

Q) = |%\2

— 2724243(0) -,ﬁ%iﬂ“;—j)fr)z [1— cos2a(me— v —)t].[ &P
Vp— ¥ — v

Die Stérung (80) dullert sich also, wie aus (84) ersichtlich, in einer
fortschreitenden Anderung der Elektronenverteilung auf die
Eigenfunktionen (79).

Jetzt gehen wir zu einem etwas abweichenden Problem iiber.
Stellen wir uns einen harmonischen Oszillator mit der Frequenz »
vor. Wir konnen eine der in (80) beschriebenen durchaus analoge
Stérung dadurch hervorrufen, dafl wir eine Kopplung zwischen
dem Oszillator und dem oben betrachteten freien Elektron ein-
fiihren. Die Schwingung des Oszillators soll lings der z-Achse
geschehen. Wir setzen: .

x = Ae 27irt
und fiir die Kopplungsenergie:

H =lzp(y). (85)
Wir finden wieder eine Stérung von der Form:

1A (P(y) e—ZnivtD

die der Storung (80) sehr dhnlich ist. Die beiden Probleme wiren
sogar identisch, wenn wir die Amplitude 4 der Schwingungen des
harmonischen Oszillators genau kennen wiirden. Doch kinnen wir
diese Amplitude nicht genau angeben, denn der Oszillator gehorcht
selbst der Wellenmechanik, die nur eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung der moglichen Amplituden zu bestimmen erlaubt. Wir
wollen das sich dadurch bietende Problem ausfiihrlich behandeln,
um zu zeigen, auf welche Weise in der Losung die Matrixelemente
(67) erscheinen; diese Elemente bestimmen die relative Wahr-
scheinlichkeit der verschiedenen méglichen Werte der Amplitude 4.

Das ungestorte System besteht aus dem Elektron mit seiner
Wellenfunktion (79) und dem unabhéngigen Oszillator mit der
Funktion (55):

W, — - Hn(_£>e~%$e—2ni(n+%)m; (86)
a]/27n1 V= a-
hy
a = l/T )

— denn der Funktion ¥, entspricht die Energie (n 4 §) hv.
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Wenn man die beiden Objekte — Elektron und Oszillator —
ohne Wechselwirkung zu einem System zusammenfaft, so ist die
Wellenfunktion des Gesamtsystems:

qlo(j: n) = YIOj ¢ !Iln
Um die Kopplung nach (85) zu beriicksichtigen, miissen wir die
Diracsche Methode (Abschnitt 14) anwenden. Die Formeln
(73), (74) geben:

V= Dlay(t) Vo, ¥,
7n

> . b (87)
Y, a’.i,nH'I*(k’ msj:n)+2’Eak,m:05
in
mit: 1 +oo -
HE (k, m; §, m) — U/dﬂdmm) Vi ¥ Yoy ¥ 58)

— e2ni[vk—rj+(m—n)v]t x(m, 7’&) (P(k, ?) .
Hier bedeutet x(m, n) ein Matrixelement (57), und ¢@(k,j) ein
Matrixelement (82). Die Elemente (57) sind aber nur fir m=n +1
von 0 verschieden!:

x(n+1,n)= 1/210 (n + )

x(n — 1, n) :]/Z—En

Setzen wir nun voraus, daf urspriinglich ein einziger Zustand
mit » Schwingungsquanten des Oszillators und der Quantenzahl
j des Elektrons vorhanden war:

t=0, a,0) =1, au(0)=0 fir k==j oder m=Emn.
Wenn ¢ nicht zu groB ist, reduzieren sich die Summen (87)

auf ein einziges Glied und geben:

m=mn-+1,

30 (0) 27800 e (L 1, ) p (B, ) + 5o i = O,

(n:Pl n)(ﬂ k 7 [2,”(,,,C vt 11,

A, 1 = — Aay, (0) = h( =ty (89)

Ak, nj;lak ntl = ’ak n¢11
6929 x(n#ln)qzkﬂ
=2l J"( h2 (v, — v; %v)z
1 Der in Formel (86) sowie in den folgenden Formeln vorkommende
Koeffizient der elastischen Kraft k soll nicht mit dem Index %k der
Matrizenelemente in (87), (88) usw. verwechselt werden!

[1— cos2m (v, — »v; - »)¢].

5*
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Diese Formel hat groBe Ahnlichkeit mit (84). Wenn wir in (89)
unsere Werte von «(n + 1, n) einsetzen, so erhalten wir:
(k)2 {er)

: hv,, o
}ah”iﬂ%:7k]%h"harr'wiw

)2[1—cos2n(vk—vj35v)t] N (90)
Wenn wir einfach Gleichung (84) benutzt hétten, so hitten wir
ein ungenaues Resultat erhalten. Dieses Verfahren wire identisch
mit der Annahme, dal} der Oszillator in dem Energiezustand
(n + %) hv eine bestimmte Amplitude:
/v 1)
besitzt. Durch Einsetzen dieses 4-Wertes in (84) hatten wir
statt der Formel (90) den Ausdruck:

h k,7) |2 1
g, na1P= fk’—/Pa?niLé%z:(_Zjiv)é [1— cos2a(vy—v;4-7)t] (n + 2—) (91)

gefunden, d. h. gleiche Wahrscheinlichkeit fiir die beiden Uber-
ginge n>n + 1 und n—>n — 1.

Die Formeln (90) und (91) haben, wie man leicht erkennen
kann, wichtige Unterschiede. Stellen wir uns z. B. vor, dal} sich
der Oszillator in dem tiefsten Zustand:

E=1hv, n=0

befindet. Die Formel (90) zeigt, dal der Oszillator unter diesen
Umsténden vom Elektron die Energie kv aufnehmen kann:

=9, —v, Ubergang n=0->n=1;

der Oszillator kann aber keine Energie verlieren, denn nach (90)
ist die Wahrscheinlichkeit des Uberganges n —n — 1 proportio-
nal »; fiir n = 0 wird also diese Wahrscheinlichkeit gleich Null.

Die Formel (91) ergibt dagegen gleiche Wahrscheinlichkeit fiir
Energieaufnahme und Energieverlust; im Falle » = 0 erhalt man
daher ein physikalisch widersinniges Ergebnis. Wenn aber die
Quantenzahl n nicht zu klein ist, so gibt (91) als Mittelwert zwi-
schen den beiden Werten (90) eine gute Annaherung an die wirk-
lichen Verhaltnisse.

Zusammenfassend diirfen wir also behaupten, daf} die Quanten-
theorie jede Moglichkeit, die Existenz der minimalen Energie
3 hv des Oszillators direkt nachzuweisen, unmdéglich macht. Denn
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um diese Energie zu beobachten, miilte man die Wechselwirkung
des Oszillators v mit irgendeinem anderen System untersuchen.
Diese Wechselwirkung kann aber nur in Energieiibertragung be-
stehen. Die ,,Nullpunktsenergie*“ 3 Av stellt aber einen nicht-
iibertragbaren Restbetrag dar, den der Oszillator unter keinen
Umstédnden verlieren kann.

17. Systeme mit mehreren gleichen Teilchen. Symmetrische
und antisymmetrische Wellenfunktionen. Die oben gemachten
Definitionen und Ausfiihrungen kénnen ohne besondere Schwierig-
keiten auf Systeme angewandt werden, die aus lauter verschiedenen
Teilchen bestehen; die Teilchen diirfen sich in beliebigen Kraft-
feldern befinden.

Eine erste Erweiterung, die an den bisherigen Formeln ange-
bracht werden muB, besteht in der Einfithrung einer neuen, zu-
sitzlichen Variablen. Das Elektron ist keine einfache punktformige
Ladung; es besitzt auch ein Drehimpulsmoment (Drall oder Spin
genannt). Um seine riumliche Lage vollstdndig zu beschreiben,
braucht man auBler den drei Schwerpunktskoordinaten z, y, 2
noch eine vierte, o, die die Richtung der Drallachse im Raum be-
stimmt. Diese Variable kann iibrigens nur zwei verschiedene Werte
annehmen (z. B. 4 1), da die Drallachse sich entweder parallel
oder antiparallel zum ortlichen magnetischen Feld einstellt. Wir
konnen an dieser Stelle nicht ausfiihrlich auf die physikalische
Begriindung dieser Vorstellungen eingehen, die eine ungeheure
Bedeutung fiir die ganze Theorie der Spektren besitzen. Analog
ist iibrigens die Lage auch bei den Photonen: auch dort braucht
man eine zuséitzliche Variable zur Beschreibung des Polarisations-
zustandes des Lichtes. Wir haben schon einmal — in Abschnitt 11
— auf den Parallelismus hingewiesen, der zwischen den beiden
Erscheinungen besteht.

Eine grundsétzliche Schwierigkeit tritt ein, wenn das System
mehrere vollkommen gleiche Teilchen enthélt. Stellen wir uns vor,
dafl wir auch in diesem Fall die iiblichen mechanischen Methoden
anzuwenden versuchen. Wir bezeichnen zunichst die N gleichen
Teilchen mit Indices von 1 bis N; ihre Koordinaten seien w;, ¥,
21,01} Xoy Yoy 29,0, « - -5 TN, YN, 2N, Ox. Wir fithren also eine kiinst-
liche Unterscheidung zwischen den einzelnen identischen Teilchen
durch. Betrachten wir z. B. einen Zustand, der durch eine Funk-
tion Y (%,112101, Xa¥s2203, - - - TyYy2y0Oy) dargestellt wird. Es



70  Die Photonen-Hypothese. Grundbegriffe der Wellenmechanik.

ist unmoglich, ihn etwa von dem Zustand v (2,y5250,, ¥;412,04,
., ZyyYnzyOy) zu unterscheiden, der durch einfachen Austausch
der beiden ersten Teilchen entsteht. Um diesen physikalisch ohne
weiteres klaren Sachverhalt mathematisch zu charakterisieren,
miissen wir eine spezielle Wahl der Wellenfunktion v treffen.
Wenn wir die Bildung von ¥ ohne besondere Vorsichtsmall-
nahmen vornehmen, so wird die erhaltene Funktion im allgemeinen
gegen einen Austausch von zwei Teilchen nicht unempfindlich sein.
Wir haben aber ein N !-fach entartetes System vor uns. Bezeichnen
wir etwa, zur Vereinfachung, mit v (x) eine bestimmte Wellen-
funktion aller Koordinaten, und mit v (Px) die gleiche Funktion
nach einer Permutation von Teilchen, d. h. nach einem Austausch
von Indizes zwischen zwei Koordinatengruppen x, y, z, o. Alle
moglichen Funktionen v (Px) sind Loésungen, die der gleichen
Energie des betrachteten Systems entsprechen. Wir wissen, daf
wir in einem solchen Entartungsfall ein neues System von Funk-
tionen v bilden kénnen, z. B. mit Hilfe von Linearkombinationen :

D (x) = Dc,yp (Pa), (92)
3

Wwo ¢, in irgendeiner Weise zu bestimmende Koeffizienten sind.
Doch sind alle y (Px) vollkommen gleichberechtigt; es wire also
unzuléssig, Koeffizienten c, von verschiedenem Absolutbetrag fiir
die einzelnen w(Px) zu benutzen. Alle ¢, miissen also — bis auf
das Vorzeichen — untereinander gleich sein. Was ist das Ergebnis
unter solchen Bedingungen?

Ein Austausch von zwei Teilchen wird den Absolutwert von
& nicht dndern, kann aber zu einer Anderung des Vorzeichens von
@ fuhren.

Wenn der Austausch zweier Teilchen das Vorzeichen der
Wellenfunktion unverdndert lift, nennt man diese Funktion
symmetrisch in bezug auf diese beiden Teilchen. Beim Vorzeichen-
wechsel spricht man von einer antisymmetrischen Funktion.

Es muBl bemerkt werden, dafl infolge der Gleichheit der N
Teilchen die Symmetrie von ¥ in bezug auf alle moglichen Aus-
tauschvorgénge zwischen je 2 Teilchen die gleiche sein muf3. Wir
kénnen uns also auf die Betrachtung von vollkommen symme-
trischen oder vollkommen antisymmetrischen Funktienen be-
schrainken. Wenn ¥ etwa in bezug auf », Teilchen symmetrisch
und in bezug auf die N — n, iibrigen Teilchen antisymmetrisch
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wire, so hitte dieses bedeutet, dal wir eben zwei Gruppen von
unterschiedlichen Teilchen vor uns haben.

Die Hamivronsche Funktion H ist ihrerseits symmetrisch in
bezug auf alle Teilchen, und zwar in allen Néherungen. Kein
physikalisches Verfahren kann uns erlauben, etwa ein gegebenes
Elektron zu bezeichnen und spéter von einem andern zu unter-
scheiden. Es ergibt sich daraus fast intuitiv, daf} die Symmetrieart
einer Wellenfunktion fiir immer unverdndert bleiben muf. Man
kann zeigen, dafl die Symmetrieeigenschaften auch in bezug auf
jede kanonische Transformation der Koordinaten invariant sind.

Wenn man also kiinstlich eine Unterscheidung der N iden-
tischen Teilchen durchfithrt, so erhidlt man eine grofle Anzahl
{(N!— 1) von Nebenlosungen, die die erforderliche Symmetrie
nicht aufweisen und eliminiert werden miissen. Nur eine einzige
Wellenart von allen ist als physikalisch méglich auszusondern. Es
wird dies, je nach den Umstédnden, die Welle mit der symmetrischen
oder mit der antisymmetrischen Eigenfunktion sein.

Die Symmetrie der Eigenfunktionen ist ein Abbild von be-
stimmten Grundeigenschaften der Teilchen, denen die Wellen zu-
geordnet sind.

Die symmetrische Losung ist offenbar:

1 O
@, =y D w(Pa), (93)
I)
und die antisymmetrische:
1
b, = 37 >, (— Vv (Pa), (94)
P

wobei k£ die Anzahl der geraden Permutationen bedeutet, die man
zur Realisierung der Permutation P braucht.

Unter den Losungen unterscheidet man insbesondere solche,
die in bezug auf die rdumlichen Koordinaten allein symmetrisch
(,,partiell symmetrisch*“) sind. Thnen entsprechen Gruppen von
Zustédnden, die durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet sind.

Besonders wichtig ist das Beispiel einer Reihe von Systemen,
deren jedes nur ein Teilchen enthilt, z. B. einer Anzahl von ein-
elektronigen Atomen. Es seien ¥, (x,0,), ¥o(%,0,), . . ., Yy (x5 0y)
die Eigenfunktionen der einzelnen Atome, solange sie voneinander
unabhingig sind. Das erste Elektron (x,0,) sei zunichst dem
ersten Atom v, zugeordnet usf. Jetzt bilden wir aus allen N
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Atomen ein einziges System. Die Atome sollen dabei in eine
schwache Wechselwirkung treten. Die Eigenfunktion des Ge-
samtsystems ist in erster Naherung

W =y (®,0,) - P (2365) . .. Yy (xyoy). (95)

Die symmetrische Funktion ¢ wird dann nach (93) definiert; und
die antisymmetrische kann in der Form der Determinante:

Yy (2107)  wy (X20) ...y (@yop)
I I
Yy (,00) Wy(®,05) ... wy(xyoy)

geschrieben werden. Die Permutation von zwei Elektronen ist
gleichbedeutend mit dem Austausch von zwei Spalten in (96),
und dieser fiihrt bekanntlich zur Anderung des Vorzeichens der
Determinante.

Bei der symmetrischen Funktion entsteht keine Besonderheit,
auch wenn zwei oder mehr Teilsysteme die gleiche Wellenfunktion
w; = Y haben; die antisymmetrische Funktion wird aber in
diesem Fall gleich Null, wie man dies aus (94) und (96) sofort er-
kennt. Dieser Unterschied wird uns ermdoglichen, zu entscheiden,
bei welchen Teilchen die symmetrische und bei welchen die anti-
symmetrische Funktion zu wahlen ist. Man weil} z. B., dal} man
eine beliebige Menge von Photonen mit gleicher Wellenldnge
haben kann; gleiche Wellenlinge bedeutet aber gleiche Wellen-
funktion v. Bei den Photonen kommen also nur symmetrische
Wellenfunktionen in Frage.

Bei den Elektronen besteht dagegen das Paulische Verbot,
das die Existenz von zwei Elektronen mit vier identischen Quanten-
zahlen — also mit gleichen Eigenfunktionen — innerhalb eines
Systems (eines Atoms, Molekiils oder Kristallgitters) unmdglich
macht. Daraus folgt eindeutig, daf die Wellenfunktionen, die den
Elektronen zugeordnet sind, antisymmetrisch sein miissen.

Wir werden zu diesem Thema im fiinften Kap. bei der Unter-
suchung der Statistik der Strahlung und des Elektronengases zu-
riickkehren. Dem Unterschied in den Symmetrieeigenschaften der
Eigenfunktionen entspricht der Unterschied zwischen der Bosk-
EixstrINschen Statistik der Lichtquanten und der FErMI-DIRAC-
schen Statistik der Elektronen.
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Fiir die Protonen kann man von vornherein die gleichen Ver-
héltnisse erwarten, wie fiir die Elektronen — also antisymmetrische
Eigenfunktionen und Giiltigkeit der FErMI-Diracschen Statistik.

Betrachten wir ein System von Wasserstoffatomen. Jedes
Atom besteht aus einem Elektron und einem Proton. Ein Aus-
tausch von zwei Atomen ist also gleichbedeutend mit einem dop-
pelten Austausch von Elementarteilchen. Das Vorzeichen der
Eigenfunktion kehrt sich zweimal um, bleibt also letzten Endes
unverdndert. Die Eigenfunktion des Systems muf3 also in bezug auf
die einzelnen Atome symmetrisch sein. Fir die H-Atome gilt die
Statistik von BosE-EINSTEIN.

Ein Atomkern mit der Ladung -+ Ze enthidlt N Elektronen
und N + Z Protonen. Wenn das Atom als Ganzes neutral ist,
enthélt es N 4+ Z duflere Elektronen. Ein neutrales Atom enthéilt
somit stets eine gerade Anzahl 2 N von Teilchen (Elektronen und
Protonen) mit antisymmetrischen Eigenfunktionen. Wenn wir
fiir die Elektronen und Protonen im Kern dieselben Symmetrieeigen-
schaften annehmen diirften, die diese Teilchen im freien Zustand
besitzen, so hitten wir die Schlufifolgerung ziehen kénnen, dafB
die Eigenfunktionen aller neutralen Atome symmetrisch sind und daB
alle solche Atome der Bosk-Statistik gehorchen. Dasselbe wire
fiir alle Tonen von gerader Wertigkeit (Ladung + 2e, +4e ...)
der Fall, wihrend Ionen mit ungerader Ladung immer antisym-
metrische Eigenfunktionen haben miiiten und der FErMI-Statistik
gehorchten.

Es ist aber moglich und sogar wahrscheinlich, daf3 die Pro-
tonen und Elektronen in den Atomkernen besondern Gesetzen
unterworfen sind und daf3 daher die eben gemachten allgemeinen
Schliisse nicht zwingend sind.

Die ganze bisherige Darstellung beruhte auf der Anwendung
der am Anfang dieses Abschnittes beschriebenen Methoden. Es
wurden also stets zunichst alle Teilchen als unterschiedlich
(numeriert) angesehen; dies ergab eine groBle Anzahl (ungefiahr N!)
von Lésungen, von denen nur eine sinnvoll war. In der Statistik
treten ganz dhnliche Verhédltnisse auf. Auch dort werden wir (im
fiinften Kap.) Methoden kennenlernen, die von der kiinstlichen
Unterscheidung der an sich identischen Teilchen ausgehen und diese
Unterscheidung erst am Schlufl der Rechnung fallen lassen —
daneben gibt es aber auch Methoden, die von vornherein an der
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Identitidt der Teilchen festhalten. Im sechsten Kap. werden wir
Beispiele besprechen, in denen durch die Unterscheidung der
Teilchen die Anzahl der Losungen im Verhdltnis N! vergroflert
wird und solche, in denen die Losungszahl unter N! bleibt.

Solange wir die Wechselwirkung der Teilchen vernachlassigen,
ist es leicht, ihren speziellen Eigenschaften Rechnung zu tragen.
Wenn wir von einer Unterscheidung der Teilchen absehen und
ihre Identitat von vornherein beriicksichtigen wollen, so miissen
wir so vorgehen, wie es oben [Gleichung (95) und (96)] geschah.
Wir bilden die einzelnen Eigenfunktionen y;(x, 6), die unter den
Bedingungen des Problems méglich sind und begniigen uns mit
der Bestimmung der Zahlen »;, die die ,,Besetzung* jeder Eigen-
funktion w; mit Teilchen bestimmen?!. Die Zahlen n, diirfen fir
Teilchen mit ungerader Ladung (Elektronen, Protonen) nur die
Werte 0 oder 1 besitzen; fiir neutrale oder geradzahlig geladene
Teilchen (Photone, neutrale Atome) diirfen es beliebige ganze
Zahlen sein. Am Anfang des fiinften Kap. kehren wir zu diesen
Beziehungen zuriick. Wir werden dort speziell die Aquivalenz
kennenlernen, die zwischen den Begriffen der stationdren Eigen-
wellen und denen der PraNckschen Phasenraumzellen besteht.

18. Quantisierung der Strahlungsresonatoren. Im zweiten Kap.
(Abschnitt 2 und 3) haben wir gesehen, wie man die Strahlung
im geschlossenen Gefaf} in ein System von stehenden Wellen zer-
legen kann. Wir wollen diese Betrachtung néher ausfithren und
die Anwendung der Quantentheorie auf diese Art von Resonatoren
untersuchen.

Um die Darstellung zu vereinfachen, stellen wir uns statt
eines geschlossenen Volumens V einen Raum von zyklischer Be-
schaffenheit vor (Kap. IT, Abschnitt 3). Wir betrachten also nur
solche Wellenvorgénge, die sich in bestimmten Abstédnden [, I,, I3
entlang der drei Koordinatenachsen identisch wiederholen; der
Zustand in x; + myly, x5 + myly, x5 + myly (m = ganze Zahl)
ist also stets der gleiche, wie in x;, xz,, @5.

Die Rechnung soll fiir Lichtwellen im "Vakuum durchgefiihrt
werden ; ganz analog lassen sich aber auch elastische oder beliebige
andere Wellen behandeln.

1 Das Wesentliche ist, dafl man nur die Zahl der Teilchen angibt, die
einer bestimmten Eigenfunktion entsprechen und nichts dariiber aussagt,
welche Teilchen es sind.
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Nach MaXWELL gelten im betrachteten Fall folgende Be-
ziehungen zwischen dem elektrischen und dem magnetischen Feld-

vektor: — > —>
0H, _oH, 1 0F; _

FEA PR TR
0F, oE,  13H, _ ®7)
duy,  Gm o ot
—> —>
divE =0, divH=0.

Wir suchen diese Gleichungen zu befriedigen, indem wir die
Feldstirken £ und H in Reihen entwickeln:

—> A_‘—) .
El — ZBl(a a205) ezﬂ'b(ale‘*'azxz'f“aaxs),
1 3.
10203

N N (98)
H, = Z Ol(alazas) 278 (81 @1+ B T2+ s D) |
a; Az s
Damit die Feldstirken £ und H reell werden, miissen die
Groben: - >
Bl(alazas) = Bi(~a,,—as, —a0)>
> —>
01 (@raza3) — Ol(”‘“lr ~ag, — )

zueinander konjugiert komplex sein.
Die Bedingungen fiir die zyklische Struktur lauten:

™ M -
o TR BT
{ny, ny, ny = ganze Zahlen).
Diese Bedingungen sind durchaus analog denjenigen, die wir
im Kap. IT, Abschnitt 3 abgeleitet haben, als wir nach den Wellen-
lingen der stehenden Wellen fragten, die sich im Volumen V
(= L,1,l;) ausbilden konnen. Wir fanden dort [Kap.II, Glei-
chung (3, 4)]:
[ n n n
aIZ,,:,AL’ aZ:Tzz, a3:2—?—3. (99&)
Eine stehende Welle im Volumen V entsteht durch Uberlage-
rung von 8 Wellen vom Typus (98), mit den Koeffizienten 4+ a,
+ a, und + a;; denn jede Spiegelung an der Wand kehrt das
Vorzeichen von einem Koeffizienten ¢ um. In (99a) miissen die
a-Werte positiv sein; in (99) diirfen sie positiv oder negativ sein.

(99)

(,7/1:
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Durch Eintragen von (98) in (97) erhélt man fiir jeden Wert der
Koeffizienten a,a,a;: N
2i(ayCy — a,Cy) — + B, =0,

2501 (ay By — a3 By) + — Cy = 0,

c

—

¢

alB +a2B +a3B =0,
alO —|—a20 —}—a30 =0.

Die zwei letzten Gleichungen zeigen, dall die Vektoren B
und C senkrecht auf a stehen. Wir wollen zwei Einheitsvektoren,
o und S, wihlen, die senkrecht zueinander und zu dem Vektor a
gerichtet sind (also in der Wellenebene liegen); die gegenseltlge

Orientierung von «, 5, a soll dieselbe sein, wie die von x;x,

\“\2 = |} = 1>
(CI/' = ’ﬁ) {X’ ﬂ =0,
“20‘3 *““30‘2 ,31[“‘ (100)
azﬂs - asﬁz = — 0‘1,“‘

wo |a| den Absolutbetrag des Vektors a bedeutet

Die Vektoren B und C kénnen wir in je zwei komplexe Kom-
ponenten in den Richtungen « und f zerlegen; wir wollen aber
jetzt lauter reelle Variablen &,7,&;7, emfuhren In (101) schrei-

ben wir die konjugiert-komplexen Groéfen Ba azq, UA Bgul_%_aa
nebeneinander auf:

Ealum =27 |a| cl@

V
—> — — g
[D‘Eaxu,azas _‘" 20”7<xa1a2a3 ‘l‘ﬁfﬂu;azaa‘}"’ﬁy/ﬂalazaa .

B SRV T
B_ 4 —ty—a, = 27]alc R
- -4) —> ._)
[(xsaalaz%_’w‘y/aﬂh%a;‘}'/jfﬂalazaa"@ﬁnﬂalazaal’ (101)
> e

1 2 Wy V
[(xpnﬂa‘“z““— 7/“p$ﬂala2a3—ﬁp'706a1azas+’Ilﬁpflxa1a2aa]7
o PET
O 4, —ty—a, :V s

— - — —
[“qu}alazua + VXD Bayasa; — ﬂp;]ocalugu; - 7fﬁ'pfzxalazaal .
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Die Koeffizienten wurden so gewahlt, da3 sich der Energie-
ausdruck spiter vereinfacht: die p;,p, ,P: s, s sollen die Bedeu-
tung der zu &,7,&,7, konjugierten Impulse erhalten. Da wir

—> —

in(101)dieB_, _, , und C_, _, _, gesondert angefiihrt haben,
miissen wir darauf achten, daf} in den Summen (98) dieselben Terme
nicht zweimal gerechnet werden; das kann man z. B. so durch-
fithren, dafl man fiir ¢; nur positive Werte annimmt, wiahrend a,
und a, positiv oder negativ sein diirfen; eine solche Summierung
werden wir mit & bezeichnen.

Wir tragen die Werte (101) in die MaxwELLschen Formeln
ein und erhalten folgende separierte Gleichungen:

gzx”‘p&‘a:o: 4n2§a/2i02§a+ﬁ5a:03 (102)
sowie analoge Bedingungen fiir die anderen Variabeln 7, &, 9;.

Fiir jede dieser Variablen gilt also die Gleichung eines harmoni-
schen Oszillators mit der Frequenz:

v =|alc.

Die Analogie wird vervollstindigt durch Bildung des Energie-
ausdrucks:
1

W=

Sm;f (B + H?]dr

14

V R —> _— —
= 4dxc E [Bjaasa, Bi—as—t—as T Ciararan Cjmas—ay—as)

@y, G, G, j=1,2,3

:%’2/[4752‘aizcz(gia‘i'n?xa‘f‘f%a‘*‘ﬁf?a)+p§“aa+p;aa+p§‘ﬂa+:ﬂa]-
1, A2, O3

Zur Abkiirzung wurde zuletzt @ statt a,a,a, gesetzt. & und f
sind die beiden Polarisationsrichtungen; fiir jedes Wertsystem
a,a,a; [a; nur positiv!] bekommt man vier Variablen &,7,&;7;
— also insgesamt zweimal so viel Variablen, wie man a,a,a,-
Wertsysteme hat, wenn man den drei Zahlen a,a,0, alle mog-
lichen positiven und negativen Werte zuschreibt.

Die unendliche Folge von Variablen &, 7 ersetzt die kontinuier-
liche Gréfle K; & und p; bilden nach (101) ein konjugiertes Paar,
wie im Falle eines Oszillators von der Frequenz »:

»2

R iR A

(103)
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Fragen wir jetzt nach der Anzahl der Oszillatoren mit einer
Frequenz zwischen » und » 4+ dv. Wir betrachten den Raum

a,a,a, und bestimmen die Anzahl von Punkten (99), die in diesem

Raum zwischen den Sphiren mit den Radien -l;— und Li d

liegen. Sie betragt:

dn::lng-4n(%>2d2::rL 4nr2dy, (105)
denn infolge von (99) gibt es [,1,l; Punkte in der Volumeinheit.
Jedem System von Zahlen n,n,n; entspricht, wie wir gesehen
haben, ein Paar von Resonatoren. Die Gesamtzahl der Resona-

toren ist also:
8mv?
63

dN =V

dv. (106)

Dieses Ergebnis ist der Formel (11) in Abschnitt 3 des zweiten Kap.
analog. In der Tat sind die Zahlen a,a,a; fiir ein abgeschlossenes
Volumen durch die Bedingungen (99a) bestimmt. Dies gibt zwar
eine achtmal grolere Dichte, doch die Zahlen a miissen alle positiv
sein, so daB die Summe (105) nur iiber einen Oktanten des Raumes
zu erstrecken ist (wie dies im Abschnitt 4 des Kap. IT geschehen
war). Auf diese Weise fillt der Faktor 8 wieder aus, und die
beiden Resultate werden identisch.

Die ganze Rechnung ist bis zu diesem Punkt streng klas-
sisch.

In Ermangelung einer vollsténdigen Quantentheorie des elek-
tromagnetischen Feldes ist man bis jetzt meistens folgendermafien
verfahren: Man ging von den Bewegungsgleichungen (101) und
der Energiegleichung (102) aus; diese wurden, wie in den voran-
gehenden Abschnitten, zur Bildung einer Wellengleichung verwen-
det. Da die Energie eines Oszillators n,n,n3j durch:

$(nra? & + pf) — Wagngnj = 0
bestimmt ist, so erhilt man eine Wellengleichung von der Form:

2 b
8—;;2— %—;/; — (2n2v2&2— W)y =0, 107y
h 0
indem man p:, wie in der Wellenmechanik iiblich, durch 5ni OF

ersetzt.
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Wir diberlagern somit der klassischen elektromagnetischen Welle
eine ,,p-Welle.

Die Gleichung (107) ist die wellenmechanische Darstellung
eines harmonischen Oszillators (vgl. Abschnitt 12 dieses Kapitels).
Indem wir die Ergebnisse des Abschnittes 12 [Gleichung (54)]
heranziehen, finden wir fiir die Energieniveaus:

Winaneg = (m + 3) By, - (108)

Wenn bei allen Wechselwirkungen zwischen Materie und Strah-

lung der Effekt proportional der elektrischen Feldstarke ]5) ist,
so ist das einzige Beobachtbare an diesem Effekt — nach Ab-
schnitt 15 und 16 — die entsprechende Matrix. Die Matrix, die
die Komponente (n,n,n55) des Feldes darstellt, wird die Form
(57) haben. In (57) tritt ein Koeffizient:

=) Ve

4ty
auf [worin £ durch Vergleich von (50) mit (107) gewonnen wurde].

Die E-Matrix hat also nur die Komponenten:

l?f-{;ﬁ(m—f—l) m =m+ 1

e
E s nyngn,(m', m) = l/zl?gf;z m =m — 1

0 m=FEm-41.

Unter v ist dabei die Frequenz (104) zu verstehen.

19. Ist die Nullpunkisenergie beobachtbar? Die gewonnenen
Ergebnisse erfordern einige Kommentare:

1. Die Formeln (93) erlauben die Ansammlung einer beliebigen
Anzahl von Quanten A auf jeder Welle. Sie sind somit in Uber-
einstimmung mit der Vorstellung von Photonen, die der Bosg-
EinsTEIN-Statistik gehorchen (vgl. Abschnitt 18). Wenn die den
Wellen zugeordneten Teilchen dem Pauri-Prinzip unterworfen
sind, so hort die Giiltigkeit der obigen Ableitungen auf.

2. Die Formel (93) weist auf eine minimale Energie 3 Av, die
jedem Resonator eigen ist. Wie wir gesehen haben, gibt es aber
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8 a2 2 . . .
-~ @v Resonatoren im Frequenzgebiet » bis

pro Volumeinheit

v + dv. Die gesamte Nullpunktsenergie fiir alle Frequenzen:

[}

' 3
g, :/4”’” dv (110)
0

c3

wire somit unendlich gro. Diese Folgerung ist schwer zu ver-
stehen. Einer unendlichen Energie miifite unendliche Masse und
unendliche Schwerkraft entsprechen. RoOSENFELD' hat dieses
Problem systematisch untersucht. Ein Teil der Schwierigkeiten
kann dadurch beseitigt werden, dafl man quantisierte Gravitations-
wellen einfithrt. Die Unendlichkeit der Gravitationsenergie bleibt
aber auch in diesem Fall bestehen, und man kann sich damit
schwer abfinden.

Die Energie eines elastischen oder elektromagnetischen Os-
zillators kann sich in verschiedener Weise bemerkbar machen.
Der Resonator kann z. B. die Bewegung eines Teilchens, eines
Elektrons oder eines Photons (d.h. die Ausbreitung der ent-
sprechenden Welle) beeinflussen. In Abschnitt 16 haben wir ein
einfaches Beispiel dieser Art untersucht: die Storung eines Elek-
trons durch einen elastischen Resonator. Der Fall eines Resona-
tors, der die Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle stort,
wire durchaus analog. Wir haben gesehen, dafi alle Versuche iiber
die Wechselwirkungsvorginge solcher Art nur die Energieiiber-
tragung festzustellen erlauben und somit keine Auskunft tber
den nichtiibertragbaren Restbetrag 32v geben koénnen.

Im achten Kapitel werden wir eine Verallgemeinerung des in
Abschnitt 16 behandelten Beispiels kennenlernen. Dort werden
an Stelle eines einzigen storenden Oszillators alle stehenden elasti-
schen Wellen auftreten, die sich in einem festen Kérper ausbilden
konnen. Die Storung der elektromagnetischen Welle durch eine
elastische tritt auch bei der Lichtstreuung sowie bei der Ver-
waschung der Punkte im Lavr-Diagramm durch die thermische
Bewegung des streuenden Kristalls auf. Diese thermische Bewe-
gung kann in ein System von stehenden elastischen Wellen auf-
gelost werden. DEBYE?2, der die alte Quantentheorie benutzte, er-

1 RoSENFELD, L., Z. Physik 63, 589 (1930) — Ann. Inst. Poincaré 1
(1931).

2 DEBYE, P., Ann. Physique 43, 49 (1914). — WALLER, J., Z. Physik
17, 198 (1923).
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hielt fiir diesen Fall eine Formel vom Typus (91), die jetzt durch
zwei Formeln vom Typus (90) zu ersetzen ist. Die DEBYEschen
Formeln haben durch Messungen von BRrRaGG eine befriedigende
experimentelle Bestatigung gefunden, was dadurch zu erkliren
ist, daB die Formel (91) den Mittelwert aus den beiden Formeln (90)
ergibt.

Die Energie eines Resonators muf} sich in einem Strahlungs-
druck aullern. Wenn man ein schwingendes System beobachtet
und einen Parameter & der Schwingung sehr langsam variiert,
so daf} sich auch die Periode dndert, so wird vom System Arbeit
verbraucht, denn die Schwingung wehrt sich mit der Kraft =
gegen die Anderung des Parameters &. Eine solche unendlich
langsame Transformation muf} adiabatisch reversibel sein. BorN
und JorpAN haben mit der alten, BorN und Fock! mit der
neuen Quantentheorie bewiesen, dall in diesem Xall der
Quantenzustand des Systems wahrend der Transformation
unverindert bleibt. Wenn vor der Transformation n Quanten
vorhanden waren, behilt der Resonator auch zum Schlufl » Quan-
ten. Wenn speziell » = 0 ist, der Resonator also zunéachst die
Energie $Av hat, so hat er nach dem Proze immer noch null
Quanten, seine Energie ist aber infolge der Frequenzédnderung
nicht mehr A7, sondern z. B. $hv’. Gegen den Strahlungsdruck
ist also die Arbeit:

AE = [EdE=}h(v —v) (111)

geleistet worden. Die Messung des Strahlungsdruckes miifite also
den Nachweis der Nullpunktsenergie 4 4v erlauben. Die Messung
ist aber nur an einem elastischen Resonator, nicht aber an den
Strahlungsresonatoren moglich. Denn wenn die Nullpunktsenergie
der Strahlung unendlich ist, mufl auch der Strahlungsdruck
unendlich sein. Wenn wir die Strahlung in einem Hohlraum, etwa
mit Hilfe eines Kolbens komprimieren, so wirkt auf diesen Kolben
nicht nur von innen, sondern auch von aullen ein — ebenfalls
unendlicher — Strahlungsdruck, denn auch die Umgebung ist von
einer Warmestrahlung erfiilllt. Wir kénnen also auf diese Weise
keine Auskunft iiber die Verdnderung des Strahlungsdruckes
durch Komprimierung erhalten.

1 Borx, M., Z. Physik 40, 167 (1927); Borx, M., u. Fock, V., Z. Physik
51, 165 (1928).

Brillouin, Quantenstatistik. ’ 6
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Viertes Kapitel.

Die statistische Thermodynamik.
Allgemeine Definitionen.

1. Problemstellung. Wir haben oben die zur Zeit herrschenden
Vorstellungen iiber die Struktur von Atomen und Molekiilen kurz
zusammengefafit, und wir sahen, wie wichtig die Rolle ist, die in
diesen Vorstellungen der Begriff der Quanten spielt. Jetzt miissen
wir zu dem Problem zuriickkehren, mit dem wir uns in den ersten
Kapiteln dieses Buches beschaftigt haben — zur Untersuchung
der isothermen Strahlung. Die Quanten wurden von PrANCK zu-
erst eingefithrt, um die experimentell gefundenen Gesetze der
schwarzen Strahlung zu erkliren. Die urspriinglichen PraNCK-
schen Hypothesen waren von den oben geschilderten theoretischen
Auffassungen noch sehr verschieden. Es erscheint daher erforder-
lich, den Nachweis zu fiithren, dal auch diese neuen Hypothesen eine
geniigende Grundlage zur Ableitung der PLaNckschen Strahlungs-
formel bilden. Um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir uns zuerst
an einige Grundsitze der statistischen Thermodynamik erinnern.
Es handelt sich um die Definition der ,,Wahrscheinlichkeit eines
Zustandes, die von GiBBs und BoLTZMANN gegeben wurde, als es
sich noch um Lésung von ,stetigen’* Problemen handelte, d. h.
um das Studium von Systemen, bei denen jeder nachfolgende
Zustand von dem unmittelbar vorangehenden nur unendlich wenig
verschieden ist. In dieser Weise verhalten sich z. B. unsere ge-
wohnlichen makroskopischen mechanischen Systeme; anders da-
gegen die Borrschen Atommodelle mit ihren diskontinuierlichen
Zustandsreihen. Es ist also notwendig, den Sinn des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes fiir solche ,diskontinuierliche’ Systeme zu
untersuchen und die moéglichen Anwendungen dieses Begriffes
festzustellen.

Jedes Atom oder Molekiil kann nur in einer bestimmten Reihe
von Formen (oder Komplexionen):

21,2, 2n
existieren, die sich deutlich voneinander unterscheiden. Es seien:

Ey, B, ..., B,
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die inneren Energien, die den einzelnen Komplexionen entsprechen.
In speziellen Fallen konnen einige E;-Werte untereinander gleich
sein. Die Energie des behandelten Systems kann sich bei der
Wechselwirkung mit Strahlung oder mit einem anderen Korper
nicht kontinuierlich #andern. Die Anderung erfolgt vielmehr in
Spriingen von der Grofle eines Quantes Av.

Betrachten wir einen zusammengesetzten Korper, der aus meh-
reren Atomen oder Molekiilen der beschriebenen Art besteht, die
aufeinander wirken konnen. Wenn dieses System bestimmten
makroskopischen Bedingungen (Druck, Volumen, Gesamtenergie,
chemische Zusammensetzung) entspricht, so ist damit ein makro-
skopischer Zustand definiert, den wir etwa mit A4 bezeichnen
konnen. Es sei P die Anzahl der Komplexionen, die alle mit den
gegebenen makroskopischen Bedingungen vertriglich sind. Die
einzelnen Komplexionen scheinen uns nicht weiter unterscheidbar
zu sein; denn sie entsprechen alle einem und demselben thermo-
dynamischen Zustand 4.

Unter den Variablen, die 4 bestimmen, spielt infolge des Ener-
gieerhaltungssatzes die Gesamtenergie E eine besondere Rolle.
Wenn man ein abgeschlossenes System betrachtet, so konnen sich
andere makroskopische Variabeln &ndern, die Energie E bleibt
aber konstant.

2. Wiederholung der thermodynamischen Definitionen. Zih-
len wir zundchst die hauptsdchlichen thermodynamischen Be-
griffe auf, deren statistische Deutung wir geben wollen:

Wdirmeinhalt oder Warmemenge eines Korpers. Dies ist in
der statistischen Auffassung die Energie der ungeregelten Bewegung
der einzelnen Teilchen, der Atome oder Molekiile, aus denen die
Korper aufgebaut sind. Eine genauere Beschreibung der Einzel-
heiten der Warmebewegung ist nicht moglich; wir verfolgen nur
ihre summarischen Ergebnisse. Auch ist es unméglich, diese Ener-
gie direkt in nutzbringende Arbeit zu verwandeln.

Gleichgewichtszustand eines Korpers. Als solchen bezeichnet
man einen thermodynamisch stabilen Zustand. Vom statistischen
Standpunkt aus ist dies nicht der einzig mogliche, sondern nur
der wahrscheinlichste Zustand, und wir nehmen an, daf} ein
Korper bisweilen von selbst, ohne dufleren Einflu}, aus dem wahr-
scheinlichsten in einen weniger wahrscheinlichen Zustand iiber-
gehen kann. Allerdings konnen wir solche Uberginge praktisch

6*
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fast nie beobachten. Die Erscheinungen der ,,Schwankungen‘ und
der BRownschen Bewegung geben aber einen Beweis fiir ihr tat-
siichliches Vorkommen.

Temperatur. Wir charakterisieren jeden stabilen Zustand
eines Korpers durch die Angabe einer Grofle @, die man als ,,Tem-
peratur’ dieses Korpers bezeichnet und deren Bedeutung man mit
Hilfe folgender experimentellen Ergebnisse beschreibt:

a) Wenn man dem Korper Warme zufithrt und andere Ver-
anderungen (z. B. Ausdehnung oder chemische Umwandlung) ver-
meidet, so erh6ht man seine Temperatur.

b) Zwei Kérper von gleicher Temperatur sind miteinander in
Gleichgewicht (vorausgesetzt, dall sie aufler dem Warmeaustausch
keiner anderen physikalischen oder chemischen Wechselwirkung
fahig sind).

¢) Wenn die urspriingliche Temperatur von zwei Korpern c;
und ¢, ungleich war (z. B. ©; > 6,), so findet bei ihrem Kontakt
ein irreversibler Warmeiibergang von ¢; auf ¢, statt, der bis zum
volligen Temperaturausgleich andauert.

Vom statistischen Standpunkt aus miissen wir allerdings den
eben beschriebenen Prozel nur als den wahrscheinlichsten an-
sehen, prinzipiell aber auch die Moglichkeit eines inversen Vor-
ganges — des Warmeiiberganges vom kalten zum warmen Kérper —
zulassen.

Die Punkte a) bis ¢) gestatten noch nicht, eine Temperatur-
skala zu definieren. Wenn man irgendeine @-Skala willkiirlich an-
nimmt, so kann auch jede davon abgeleitete Skala 7 = f(®) den-
selben Dienst leisten, vorausgesetzt nur, dal der Quotient df/d®
iiberall positiv bleibt.

Entropie und absolute Temperatur. Um eine willkiirfreie Tem-
peraturskala zu definieren, mufl man den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik heranziehen. Betrachten wir einen Xorper,
dessen Temperatur wir reversibel dndern konnen, indem wir ihm
Wirme wunendlich langsam zufithren oder entziehen. Bei jeder
Temperatur wird sich der Korper in seinem stabilen, d. h. wahr-
scheinlichsten Zustand befinden. Es sei d@) die dem Korper zu-
gefithrte Warmemenge (die gleich der Zunahme dE seiner inneren
Energie ist). Der zweite Grundsatz behauptet, daBl die Grofe:
dQ dE
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unter diesen Umsténden ein vollstindiges Differential sein muB.
Die Funktion § nennt man Entropie des Koérpers. Die durch (1)
definierte Temperaturskala 7' besitzt die oben unter a), b) und c}
beschriebenen Eigenschaften. Diese Skala ist fiir alle Korper
gleich; man nennt sie absolute Temperaturskala. Die Gréfle S
wird in der Thermodynamik (als Integral von d§8) nur bis auf
eine additive Konstante definiert.

Entropie und Wahrscheinlichkeit. Der stabile Zustand jedes
Kérpers bei einer gegebenen Temperatur ist durch einen maximalen
Entropiewert gekennzeichnet. In statistischer Auffassung ist der
stabile Zustand als der wahrscheinlichste Zustand zu interpretie-
ren; es muf} also zwischen der Entropie und der Wahrscheinlich-
keit eines Zustandes eine direkte Beziehung bestehen. Da die
Entropie S eine additive, die Wahrscheinlichkeit /7 dagegen eine
multiplikative Eigenschaft ist, liegt es nahe, zwischen den beiden
GroBen die Beziehung:

S = klogll (2)

anzunehmen. Dies ist die grundlegende Formel von BoLTzMANN.
Die darin enthaltene universelle Konstante % kann durch Unter-
suchung der idealen Gase zu der Gaskonstante B des BOYLE-
MarroTTEschen Gesetzes pv = R 7T in Beziehung gebracht werden.
Es ist:

R
k:ﬁ,

wo N die Avogaprosche oder Loscamiprsche Zahl (N = 6,06 - 1023)
bedeutet. Der Zahlenwert von R betragt 8,313 - 107 cgs-Ein-
heiten (pro Grammol).

3. Statistische Definition der Entropie. Die Wahrscheinlich-
keit eines Zustandes — und somit auch seine Entropie — kann
in verschiedener Weise statistisch definiert werden. Eine erste,
naheliegende Definition dieser Art wurde von BoOLTZMANN ge-
geben; auch jetzt wird sie noch oft verwendet, und nicht immer
gibt man sich dabei volle Rechenschaft iiber die ihr zugrunde
liegenden Voraussetzungen. Nach BorTzMANN wird angenommen,
daf alle elementaren Zustinde (Komplexionen) 3 eines Korpers
an sich gleich wahrscheinlich sind, unabhingig von den thnen ent-
sprechenden Werten der makroskopischen Parameter (etwa der
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tnneren Energie E). Die Wahrscheinlichkeit eines makroskopi-
schen Zustandes A ist demnach:

worin P, die Anzahl der Elementarzustinde oder Komplexionen
bedeutet, die alle den makroskopischen Zustand A ergeben. Der
Proportionalitatsfaktor m gibt in (2) nur eine additive Konstante
—klogm. Wir werden gleich sehen, dafl man m praktisch einfach
fortzulassen pflegt.

Auf den ersten Blick scheint diese Definition der Wahrschein-
lichkeit einfach und einleuchtend zu sein; doch ergeben sich bei
nidherer Betrachtung zahlreiche Schwierigkeiten. So bedeutet
z. B. m eigentlich die Gesamtzahl aller mdoglichen Zustande des
Systems und ist daher gewohnlich unendlich groB. Die Wahr-
scheinlichkeit jedes speziellen Zustandes miilte also unendlich
klein sein. Nach vielen Diskussionen hat schlieflich die Meinung
Oberhand gewonnen, daf man die Entropie einfach durch:

8 = klog P, (2a)

statistisch definieren soll, ohne auf den Begriff der Wahrscheinlich-
keit naher einzugehen. Die additive Konstante —klogm in (2)
wird also einfach gleich Null gesetzt. Dadurch wird der Absolut-
wert der Entropie eindeutig bestimmbar, und die Quantentheorie
erlaubt eine vollstindige Abzédhlung der zu einem bestimmten
Typus A gehorigen Komplexionen. Dieses Verfahren zur En-
tropiebestimmung entspricht den Forderungen des NErRNSTschen
Theorems.

Wie soll man die Komplexionen P4 abzdhlen? Fiir dieses
Problem sind mehrere verschiedene Losungen vorgeschlagen
worden, und es gibt noch keinen Grund, um sich eindeutig fiir
eine davon zu entscheiden. Wenn der makroskopische Zustand A4
gegeben ist, so mufl natiirlich vor allem die Gesamtenergie E,
die diesem Zustand entspricht, bekannt sein. Man hat dann,
wie PLANCK gezeigt hat, folgende Moglichkeiten:

1. Man konnte alle Komplexionen zusammenzéihlen, die
E < E 4 ergeben (und dabei allen anderen gestellten Bedingungen
entsprechen). Diese Anzahl sei P, 4.

2. Man konnte nur solche Komplexionen zdhlen, die zu
E = E, fiihren (dieses Verfahren scheint verniinftiger zu sein,
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als das unter 1 angegebene); die Anzahl solcher Komplexionen
sei Psgy.

3. Man kann den Kreis der zu beriicksichtigenden Komplexio-
nen noch enger ziehen: man wéhlt nur solche darunter aus, die
dem wahrscheinlichsten Zustand unter den gegebenen Bedingungen
entsprechen. Die Anzahl solcher Komplexionen wollen wir mit
P34 bezeichnen.

Offenbar ist stets

Pig>Pyy > Pyy.

Jedoch ist der Unterschied zwischen diesen drei Groflen fiir
Systeme, die aus einer sehr grofen Anzahl von Bestand-
teilen bestehen, verschwindend klein. Andererseits hat der Be-
griff der Entropie tiberhaupt nur fiir solche Systeme einen Sinn.
Die drei Definitionen sind also praktisch aquivalent. Diese Aqui-
valenz kann sogar als ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit des
Entropiebegriffs benutzt werden. LorENTz hat diese Unemp-
findlichkeit der Boltzmannschen Formel in seinen Vorlesungen im
Colleége de France besonders ausdriicklich betont.

Wir kénnen diese Behauptungen an einem einfachen Beispiel
erlautern (s. Literaturverzeichnis 49 und 50). Stellen wir uns vor,
daB die Anzahl P;4 von der Form Ef sei, wo f eine sehr grofle
Zahl ist. Die Gesamtenergie £, des Systems A4 ist nicht ganz
genau, sondern nur bis auf einen kleinen Fehler 4K, definiert.
Man kann also nur behaupten, dal} der Zustand 4 eine Energie
besitzt, die zwischen E4 und E4 + AE,4 liegt. Die Anzahl der
Komplexionen Py4, die der Energie E, (bis E4 + 4E4) ent-
sprechen, ist:

Pyy=AP = (B4 + AB4Y — .
Wenn nun f sehr gro8 ist, so kann man die beiden Ungleichungen:

AEA<<EA und AP1A>>P1A
gleichzeitig befriedigen; denn es ist:
AP, ! AEA)f_
P, U TE )T
_ 4B, | f(F—1) (4B,
=1 ()
Die Anzahl P; 4 von Komplexioneu, die die erforderliche Energie
ergeben, wird also viel grofler sein als die Gesamtzahl aller Kom-
plexionen mit kleineren Energiewerten. Die Definitionen 1 und
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2 werden in diesem Fall praktisch dquivalent. Auch die De-
finition 3 wird von den beiden anderen nur wenig abweichen.

Diese allgemeinen Uberlegungen sollen spiter noch an ver-
schiedenen Spezialfdllen gepriift werden.

4. Stetige Wahrscheinlichkeit; die klassische statistische
Mechanik; der Satz von Liouville. Die klassische Mechanik war
das Gebiet, auf dem die Grundbegriffe der Statistik frither am
meisten angewandt und diskutiert wurden. Wir beginnen mit
einer kurzen FErinnerung an die Ergebnisse dieser Diskussion,
da wir uns darauf spater oft beziehen werden. Vollstindige
Ableitungen findet man in jedem der klassischen Werke iiber die
statistische Mechanik.

Wir betrachten ein mechanisches System, das durch eine sehr
grofle Anzahlr» von Parametern ¢,, ¢,, ¢;. . . ., ¢, charakterisiert
wird. Dies kénnen z. B. die 3N rdumlichen Koordinaten von N
Molekiilen sein. Bei genauerer Analyse miiite man die Mole-
kiile nicht als materielle Punkte, sondern als Systeme von
Atomen oder von einzelnen Elektronen ansehen und die Koordi-
naten aller dieser Bestandteile einzeln als Parameter benutzen. Es
sei angenommen, daf} fiir das betrachtete System die klassische
Mechanik gilt. Im Gegensatz zu einem ,,gequantelten’” System
kann also unser System eine kontinuierliche Reihe von Zustanden
durchlaufen, die nur unendlich wenig voneinander verschieden
sind. Um diesen Prozef} zu verfolgen, ist es zweckmafiig, den je-
weiligen Zustand des Systems durch einen Punkt in dem 2 7-
dimensionalen Phasenraum des Systems zu charakterisieren.
Dieser Punkt hat die » Koordinaten ¢, g,, . . ., ¢, und die gleiche
Anzahl von Koordinaten p, , p,, . . ., p,, die den Impulskomponenten
der einzelnen Teilchen entsprechen. Warum benutzt man die
Impulse, statt z. B. der Geschwindigkeiten ¢,, gy, ..., ¢,? Dies
erklart sich aus der wohlbekannten Symmetrie, die die Be-
wegungsgleichungen erhalten, wenn man in sie statt der Geschwin-
digkeiten die Impulse einfiihrt. Es entstehen dann die HaMILTON-
schen , kanonischen® Gleichungen:

. _0H . 0H
“=op BT T g
worin H(qy, ¢, - - -» 45 P1> Pas - - > P,) die sog. Hamirronsche

Funktion darstellt. Fiir konservative Systeme bedeutet H ein-
fach die Gesamtenergie des Systems.
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Die Anderung des betrachteten Systems wird sich durch eine
Bewegung des ihm entsprechenden Punktes im Phasenraum sym-
bolisieren. Wenn das System abgeschlossen ist, so bleibt seine
Gesamtenergie konstant. Der Bildpunkt des Systems muf§ also
eine ,,Kurve‘ beschreiben, die auf einer (2 r — 1)-dimensionalen
,,Fliche** H = konst. im Phasenraum liegt.

Das sog. Theorem von Liouville erlaubt fiir diesen Fall eine
Reihe von wichtigen Folgerungen. Stellen wir uns vor, daf die
urspriinglichen Bedingungen nur mit einer gewissen Ungenauig-
keit bekannt sind. Man weil nur, dal zur Zeit t = 0 der Bild-
punkt des Systems sich innerhalb eines kleinen Volumens dw von
der Grofle:

do =dgq,dq,...dg, - dp,dp, ... dp,

befindet. Unsere MeBmethoden erlauben uns tatséchlich nur
die Angabe, daB sich z. B. die Koordinate g, innerhalb der
Grenzen ¢, bis ¢; + dg; befindet, oder daf der entsprechende
Impuls zwischen p; und p, 4+ dp, liegt usw.

Das LiouviLLische Theorem behauptet, dal das Volumen dw
im Laufe der Zeit unverandert bleibt, wie sich das System auch
verindern mag. Die Bildpunkte, die urspriinglich eng beisammen
lagen, konnen sich im Laufe der Zeit auf ungeheuer grofle Ent-
fernungen trennen. Das urspriinglich kubische Volumelement
kann seine Form beliebig d4ndern, doch sein Inhalt bleibt immer
der gleiche. Ahnliche Invarianz von dw besteht auch in bezug
auf Anderungen des Koordinatensystems. Geht man von den
Koordinaten g zu irgendwelchen neuen Koordinaten ¢ iiber und
fiihrt statt der Impulse p die den neuen Koordinaten entsprechende
Impulse P ein, so gilt nach dem LiouviLLEschen Satz immer noch:

do=dg,...dg -dp,...dp,=dQ,...dQ,-dP,...dP,=dQ. (3)

Diese Gesetze erlauben uns, die Behauptung aufzustellen, daf
allen Phasen-Volumelementen von der GroBe dw, die sich in
einer Energieschicht ¥ (bis £ -+ dF) befinden, die gleiche a priori-
Wahrscheinlichkeit entspricht. Stellen wir uns eine grofe An--
zahl von gleichen Systemen vor, deren Bildpunkte sich zunéchst
gleichmiBig auf die Schicht E verteilen. Nach dem LiouviLLe-
schen Satz muB die Gleichformigkeit der Verteilung fiir immer
erhalten bleiben. Die gleichférmige Verteilung hat also eine be-
sondere Stabilitit. Wir diirfen irgendein konstantes Volumen £
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in dem Phasenraum zur Bestimmung der Anzahl der entsprechen-
den Komplexionen benutzen. Wir schreiben etwa:

1
PAZ‘;QA. (4)

Die klassische Mechanik lehrt uns nichts iiber die Zahl a, die
in (4) als Proportionalitidtsfaktor auftritt. Weiter unten werden
wir sehen, daB3 die Quantenmechanik zu der Annahme a = A"
fiihrt. Der Phasenraum wird in der Quantentheorie in Zellen von
der GroBe A" eingeteilt.

5. Die Ergodenhypothese. Man war bestrebt, diese Ergebnisse
zu erweitern und zu préziseren Aussagen zu gelangen als die,
die das Theorem von LIOUVILLE an sich zu liefern vermag. Be-
trachten wir ein System, das kein anderes vollstindiges erstes Inte-
gral besitzt auller der Energie. BoLTzMANN kam auf den Gedanken,
daB ein solches System ergodisch sein muBl, d. h. eine beliebige,
in die Vergangenheit und in die Zukunft unendlich fortgesetzte
Bahn mufl die Schicht im Phasenraum, die der Energie E
entspricht, gleichméBig dicht erfiillen. Sie mufl an jedem Punkte
dieser Schicht unendlich nahe vorbeikommen. Statt einer einzigen
Bahn kann man auch ein Biindel davon betrachten, das zur Zeit
t =0 von einem kleinen Phasenvolumen dw ausgeht. Dies fiihrt
dann zu der sog. Quasi-Ergodenhypothese.

Trotz der grolen Wahrscheinlichkeit, die der Ergodensatz fiir
sich zu haben scheint, ist ein strenger Beweis bis jetzt noch nicht
gelungen. Dabei hat die Hypothese eine groBle Bedeutung, denn
sie erlaubt es, die zeitlichen Mittelwerte fiir eine beschrankte
Gruppe von Systemen durch Mittelwerte fiir eine gleichmiBige
Verteilung von sehr vielen ahnlichen Systemen auf die ganze
Schicht E zu ersetzen. Es ist moglich, wie wir weiter unten sehen
werden, den Ergodensatz in die Sprache der diskontinuierlichen
Wabhrscheinlichkeitslehre zu iibertragen. Die Behauptung ist
dann, daB ein gegebenes System im Mittel die gleiche Zeit in jedem
der quantenmé&fig erlaubten Zustidnde mit der gleichen Energie £
verweilt.

Wenden wir uns der Quasi-Ergodenhypothese zu. Wir miissen
die Entwicklung einer gewissen Anzahl von Systemen betrachten,
deren Bildpunkte zur Zeit { = 0 in einem kleinen Volumelement
dw versammelt waren. Notieren wir in regelméaBigen Zeitabstinden
die Lagen dieser Systeme im Phasenraum. Wir nehmen an, daB
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dieses System von Punkten die ganze Zone E bis £ -+ dE gleich-
miBig ausfillt. Es wird nicht behauptet, dal die Verteilung, die
in einem bestimmten Augenblick beobachtet wird, um so gleich-
maéafiger ist, je spater dieser Augenblick ist. Eine dauernde An-
naherung an die gleichméBige Verteilung (oder an einen anderen
endgiiltigen Zustand) darf sogar nicht stattfinden, denn die Ele-
mentarvorginge der Wechselwirkung zwischen Atomen, Mole-
kiilen usw. sind alle reversibel. Zu jedem solchen Vorgang gehort
daher ein ebenso denkbarer und mdoglicher umgekehrter Prozef3.
Nur die oben definierte mittlere Verteilung kann einer Grenze
zustreben, und unsere Hypothese behauptet, dall diese Grenz-
verteilung eine gleichméfBige sein muf.

Die gleichméBige Verteilung soll iibrigens um so viel wahr-
scheinlicher sein, als jede andere, daBl sie praktisch immer reali-
siert ist. Diese Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl fiir
ein System aus einer ungeheuer grollen Anzahl von Einzelkompo-
nenten die drei Definitionen der Entropie, die in Abschnitt 3 ge-
geben wurden, praktisch iibereinstimmen. Die Anzahl der Kom-
plexionen Pj;4, die der wahrscheinlichsten Verteilung entsprechen,
ist also kaum Kkleiner als die Anzahl P34 von Komplexionen, die
allen Verteilungen mit derselben Gesamtenergie £ zusammen zu-
geordnet sind. Wenn man von einer beliebigen Verteilung aus-
geht, der P Komplexionen (also die Entropie S = klog P) ent-
sprechen, so darf man behaupten, dal die normale Entwicklung
des Systemes sich in der Richtung der Erreichung wahrschein-
licherer Zusténde, (d.h. Zustdnde mit gréBerer Entropie) voll-
ziehen wird, wobei der angestrebte Grenzzustand die Entropie
S = klog P34 besitzen wird. Es ist aber nicht so leicht, dieses
Ergebnis, das sog. BoLtzmanNsche H-Theorem, genau zu beweisen.
Die Schwierigkeit ist durch den vollstdndigen Determinismus be-
dingt, der in der klassischen Mechanik herrscht.

In der neuen Mechanik verschwindet diese Schwierigkeit aus
zwei verschiedenen Griinden: erstens wegen der unvermeidlichen
unvollstandigen Definition des Ausgangszustandes (HEISENBERG,
vgl. drittes Kapitel, Abschnitt 10, S. 45), zweitens aber deswegen,
weil die Quantenmechanik fiir jedes isolierte System keine be-
stimmte Entwicklung vorschreibt, sondern nur die Wahrschein-
lichkeit der verschiedenen moglichen Entwicklungen angibt. Dieser
Punkt soll von uns spater (sechstes Kapitel, Abschnitt 11) diskutiert
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werden. Dort soll auch gezeigt werden, wie sich in der neuen
Mechanik das H-Theorem beweisen lafit.

6. Adiabatische Invarianz von ¢; Definition der Entropie.
Wir haben in den oben gegebenen kurzen Bemerkungen gesehen,
wie man vom Standpunkt der klassischen Mechanik die Anzahl
der elementaren Komplexionen zu bestimmen hat. Die Fliche
E = E 4 im Phasenraum begrenzt ein bestimmtes inneres Volumen @.
Dieses Volumen bildet ein Mal} fiir die Anzahl P{, von Kom-
plexionen, deren Energie kleiner oder gleich E, ist. Die beiden
ersten Definitionen von Abschnitt 3 erhalten [entsprechend der
Formel (4) des Abschnittes 4] die Formulierungen:

Sy = klog® — kloga, Plr;%),,
. 5
S, = kloghy A — kloga, Py=~dd=1%p,

Diese Definitionen sind nur méglich, wenn @ adiabatisch in-
variant ist. Der Zustand des Systems sei durch die Koordinaten
aller beteiligten Molekiile definiert. Es existiere ein Parameter £,
der sehr langsam geéndert werden kann. Die mechanischen Grund-
gleichungen erlauben uns die Verinderung des Systemes, die durch
die Anderung von & bedingt ist, vollstindig zu beschreiben. Bei
der Anderung von & wird Arbeit geleistet, und die Energie des
Systems verdndert sich. Die Entropie mufl aber konstant
bleiben.

Es muf} also gezeigt werden, dafl auch das Volumen ¢, das
von der Fliche £ 4 eingeschlossen ist, eine adiabatische Invariante
darstellt. In diesem Fall wird offenbar auch das Volumen A @
zwischen den Flichen E,4 und E,4 4 dE 4 invariant sein.

Der Beweis der Invarianz von @ wurde von P. HERTZ gegeben.
Doch wurde dabei die Ergodenhypothese benutzt, indem der zeit-
liche Mittelwert der kinetischen Energie durch den Mittelwert
fiir die gleichméaBige Verteilung in der Schicht 4E ersetzt wurde.
Ohne auf einen strengen Beweis Anspruch zu erheben, wollen wir
hier versuchen, das in Frage stehende Problem zu den Invarianten-
problemen der Quantentheorie in Beziehung zu bringen.

Stellen wir uns ein mechanisches System vor, bei dem eine
Separation der Variablen moglich erscheint. Wenn man von einer
Reihe von Anfangskoordinaten ¢, ..., g, ausgeht, so wird man
imstande sein, ein System aus r neuen Variablen @,, ..., @, zu
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bestimmen, in denen das Problem separierbar ist. Folgende
Integrale stellen dann adiabatische Invarianten dar:

Jy=Q0PdQ, Jy=QPdQ,, J,=¢P,dQ,.

Was bedeutet etwa das Integral J,;? Nichts anderes als
die Flache, die in der Ebene P,¢); von der Kurve eingeschlossen
wird, die die Bewegung des Systemes in dem Raum der Variablen
@Q,, P, beschreibt — mit anderen Worten : das Integral von d P, d @,
erstreckt iiber das Innere der Kurve . Dal} jedes einzelne .J
adiabatisch invariant ist, kann man elementar einsehen. Bildet
man nun das Produkt:

Ty, =fdQ1dQ2 . dQ,-dP,...dP, =D, (6)
E<E4
so ist auch @ eine adiabatische Invariante; auBerdem bleibt
aber @ auch beim Ubergang von den Koordinaten ¢ zu beliebigen
neuen Koordinaten ¢ invariant.

Die vorstehende Bemerkung stellt vielleicht sogar einen all-
gemeinen Beweis dar, wenn man an die Richtigkeit der Arbeiten
von CHERRY (Literaturverzeichnis Nr.47) glaubt. Dieser Ver-
fasser behauptet, daf} jedes stabile mechanische System notwendig
quasi-periodisch sein mufl. Es gibt aber im allgemeinen keine
einfache Regel zur Auffindung der Variablen @; ... ¢,, in denen
ein mechanisches Problem separierbar ist. Fiir Anfangsbedin-
gungen, die untereinander sehr &hnlich sind, konnen diese Va-
riablen unter Umstéinden ganz verschieden sein. Man begreift daher,
dafl die Integrale J, die fiir jede Bewegungsart konstant sind,
oft in gar keiner einfachen Beziehung zu den Koordinaten ¢, . . . ¢,
stehen, mit deren Hilfe man die betreffende Bewegung iiblicher-
weise beschreibt. Es sind dies stets Integrale der Bewegung, ihre
physikalische Bedeutung ist aber nicht immer die gleiche. Der
einzige Ausdruck, dessen Bedeutung in allen Fiallen unverindert
bleibt, ist das Produkt aller J-Werte, das stets das Volumen ¢
ergibt. Dieses Volumen ist, wie wir sehen, ein fir allemal adiaba-
tisch invariant.

7. Gleichgewicht von zwei Korpern in Beriihrung; Tempera-
turgleichheit. Die obigen Betrachtungen reichen aus, um ein
allgemeines Problem zu betrachten. Gegeben sei ein System C,
bestehend aus zwei sich berithrenden Kérpern €, und C,, die von
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der Umgebung vollstindig isoliert sind. Die beiden Kérper C,
und C, kénnen Warme austauschen, iiben aber sonst keine phy-
sikalischen oder chemischen Wirkungen aufeinander aus. Ihre
Gesamtenergie ist konstant:

E,+E,=E.
Wir wollen die wahrscheinlichste Energieverteilung auf die beiden
Korper feststellen. Es wird vorausgesetzt, dall die Anzahl der
elementaren Komplexionen P,(E,), die jedem moglichen Energie-
wert E, von C; entspricht, bekannt ist.

Die erlaubten Werte der Energie £, sollen eine diskontinuier-
liche Reihe:

K, B}, .. HE,...
bilden.

Auch fiir den Kdérper O, soll die Reihe der moglichen Energie-
werte und die zu jedem solchen Wert gehorige Anzahl von Ele-
mentarzustinden P, bekannt sein.

Man kann nun fragen, welche Kombinationen der Zusténde
von C; und C, der obigen Bedingung:

By + B, = B

gentigen. Wir bilden die Anzahl P von Komplexionen, die der
Energie E; des ersten und K, = E — E; des zweiten Korpers
entsprechen. Diese Anzahl ist offenbar:

P = P (E,) - Py(E — Ey). (7)

Die Formel (7) gilt allerdings nur unter der Voraussetzung, da8
beide Kérper vollkommen unabhéingig voneinander sind: die An-
zahl P, (E,) der Zustéinde des ersten Kérpers soll von der Energie
E, des zweiten Korpers (und von allen anderen vom Zustand des
C, bestimmten GréBen) in keiner Weise abhéngen.

Welche Verteilung der Energie auf C; und €, wird am wahr-
scheinlichsten sein?

Um diese Frage zu beantworten, setzen wir voraus:

1., daB die Energiedifferenzen AE; zwischen den aufeinander-
folgenden erlaubten Zusténden des Korpers C; klein sind, und

2., daBl die Anzahl P,(k,) sowie P,(E,) der Komplexionen,
die den Energien E; und E, entsprechen, in geniigender Annéhe-
rung durch stetige, differenzierbare Funktionen von E; und K,
ausgedriickt werden kénnen.
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Ein Kérper, der diesen Voraussetzungen geniigt, soll ein ,nor-
maler’ Korper genannt werden.

Die wahrscheinlichste Energieverteilung ist durch die For-
derung bestimmt, daB P einen Maximalwert haben soll. Diese
Forderung kann in der Form:

dlogP
ag, =0 (8)
geschrieben werden. Wenn man die Bedingung
dE, = —dE,

beriicksichtigt, kann man statt (8) auch
dlog P, Olog P,
6gE1 = T 0H, )
schreiben. Diese Formel bestimmt den wahrscheinlichsten Zu-
stand. Aus ihr kann man die Werte E7' und E7 ableiten, die
der wahrscheinlichsten Energieverteilung zwischen C; und C,
entsprechen.
Wir benutzen nun die beiden folgenden thermodynamischen
Definitionen:
1. Wenn sich zwei Kérper im Gleichgewicht (d. h. im wahr-
scheinlichsten Zustand) befinden, so ist

T, =1T,.

2. Die absolute Temperatur 7' ist durch die Gleichung (1):
1 _08
bestimmt. T, ok

Die thermodynamische Gleichgewichtsbedingung ist demnach
fiir unseren Fall:
08, 08,
0E,  OE,"
Vergleichen wir die Beziehung (10) mit der wahrscheinlich-
keitstheoretischen Formel (9). Wir sehen, dal der Logarithmus
der Zahl P fiir jeden Korper die gleiche Bedeutung hat, wie die
Entropie. Wir kommen in dieser Weise wieder zu der Definitions-
gleichung:

(10)

S=klogP, (2a)

wo P die Anzahl der Elementarzustinde bedeutet, die der ge-
gebenen Energie (Abschnitt 3, Definition 2) entspricht.
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Durch Vergleich von (1) mit (2a) erhdlt man:

0 log P 1
0B kT (11)

Diese Gleichung bestimmt die Temperatur, fiir die der betrachtete
makroskopische Zustand (mit der Energie E) den wahrschein-
lichsten Zustand des untersuchten Kérpers darstellt.

8. Thermostat; kanonische Gesamtheit von GisBs. Wir wollen
nun genauer den Zustand eines Korpers mit vorgegebener Tem-
peratur T beschreiben. Nachdem wir den wahrscheinlichsten Zu-
stand definiert haben, wollen wir die Wahrscheinlichkeit der an-
deren bei dieser Temperatur moglichen Zustédnde feststellen.

Wir wollen uns die experimentellen Bedingungen veranschau-
lichen, die der Problemstellung entsprechen. Es sei C, ein Ther-
mostat, in dessen Innerem sich der Korper C; befindet. Der Ther-
mostat ist ein groBer Warmebehilter von der Temperatur 7'. Die
Gesamtenergie £/, des Thermostats wird als ungeheuer grof} an-
gesehen im Vergleich zu allen betrachteten Energiednderungen:

AE, = E, — E7.

Des weiteren nehmen wir an — ebenso wie in den Abschnitten 6
und 7 —, daB die beiden Koérper C; und C, aufler dem Warme-
austausch keiner anderen Wechselwirkung fihig sind. Weiter
unten werden wir sehen, welche Abweichungen von den jetzt ab-
geleiteten Formeln entstehen, wenn die Anzahl der Komplexionen
des Korpers €, (oder die des C,) bei einer gegebenen Energie £
von der Anwesenheit und dem Zustand des zweiten Kérpers ab-
héngt.

Unter den gemachten Voraussetzungen kénnen wir die Grofle
log P, in eine Taylorreihe entwickeln und uns mit dem ersten
Glied der Entwicklung begniigen. Nach (11) findet man:

AlogP, = v]-;T—AE'Z.
Daraus folgt:

4B,
P, = Pp . ekl (114a)

Der Thermostat mufl natiirlich ein Normalkorper sein, bei dem

man an der Zahl P Differenziationen und Integrationen vornehmen
darf.
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Der Korper € darf dagegen beliebig sein, seine Eigenschaften
diirfen sich von denen eines Normalkorpers stark unterscheiden.
Vorausgesetzt wird nur, dal3 die Reihe seiner erlaubten Energie-
werte :

1 2 m
E', ... E, .. . E

bekannt ist und daB wir zu jedem Energiewert K¢ die zugehérige
Anzahl P; der Elementarzustinde kennen. Nach (7) und (11a)
ist die Anzahl der Fille, in denen der Korper C; (in Berithrung
mit C,) die innere Energie B} besitzt, gegeben durch:
AE,
P, = PP, = P,(Ei) Py ek? . (12)
Es gilt aber:
AE,=E, — E = E! — E,

denn die Gesamtenergie I, + E, wird als konstant angenommen.

Die Wahrscheinlichkeit des Energiezustandes B! bestimmt sich
durch den Quotienten aus der oben gegebenen Anzahl P und der
Gesamtzahl N der Komplexionen, die mit der Gesamtenergie E
vertriglich sind,

P py BT
= = Py(E) e *7
oder: )
v
II; = Py (Hy)e *7 (13)

worin ¥ einen von der Temperatur 7T abhingigen Koeffizienten
darstellt.

Der Wert von y wird durch die Forderung bestimmt, daf} die
Summe aller //;-Werte gleich 1 sein muf:

7/)—Ei
ZlTi :ZPI(E{) e *T =1, (14)
also: .
_n _F
e BT =>"P (Ei)e *T = Z. (14 a)

(2
Bei stetigen Problemen treten in (14) Integrale an die Stelle
der Summenzeichen.
Die oben angegebenen Formeln wurden von GiBBs in seinem
Werk als a priori giiltig aufgestellt. Auch Pranck benutzt immer
Brillouin, Quantenstatistik. 7
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wieder die Formel (14a). Die darin vorkommende Summe Z be-
zeichnet er als ,,Zustandssumme**.

Unsere Formeln geben die Moglichkeit, fiir einen beliebig
»anomalen Korper €' die kanonische Gesamtheit von GiBss zu
bilden, d.h. die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen
Komplexionen dieses Korpers in einem Thermostaten zu be-
stimmen. Praktisch kann ein solcher Thermostat durch einen
Hohlraum ersetzt werden, der von isothermer Strahlung erfiillt ist.
Das Ergebnis lautet:

Das Auftreten jedes inneren Zustandes 3 eines Korpers wird
bei gegebener Temperatur 7' durch einen Wahrscheinlichkeits-

faktor:
y—E

w=ek (15)
bestimmt. Die Bedeutung dieses Wahrscheinlichkeitskoeffizienten
hingt davon ab, was wir unter der Wahrscheinlichkeit selbst ver-
stehen.

Nehmen wir z. B. mit EinstrIN an, daB die ,,Wahrscheinlich-
keit** eines Zustandes die Zeit bedeutet, wihrend deren der Kérper
im Mittel in dem betreffenden Zustand verweilt. Dann bestimmt
der Koeffizient w die mittlere Verweilzeit des Korpers in dem
mikroskopischen Elementarzustand 3; bei der Temperatur 7'.

Aus den gewonnenen Formeln kénnen wir leicht den klassi-
schen Ausdruck fiir das thermodynamische Potential v als Funk-
tion der Entropie ableiten. Es geniigt dazu, in der For-

mel (14a) die Anzahl der Komplexionen P(E;) durch den ent-
S(Ei)
sprechenden Ausdruck e *# zu ersetzen:

Y Ei—TS(E;) .

€ BT =g kT, (14b)
Fiir gewdohnliche Korper, die aus einer sehr groflen Anzahl von Ein-
zelbestandteilen aufgebaut sind, haben die Summanden der rechten
Seite ein sehr ausgesprochenes Maximum bei einem bestimmten
Wert E (T'), der der Normalenergie des Korpers bei der Temperatur
T entspricht. Das Glied, welches diesem E-Wert zugeordnet ist,
ist um so viel groBer, als alle anderen zusammen, dafl man es
allein benutzen und alle iibrigen vernachlissigen darf. Die Formel
(14b) vereinfacht sich dann zu:

w = B(T) — TS(T). (16)
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Bestatigen wir dies an einem Beispiel: Stellen wir uns — wie
am Ende des Abschnittes 3 — vor, daB die Anzahl der Kom-
plexionen mit der Energie = F die Form E' hat, wo [ eine un-
geheuer grofle Zahl ist. Ein ideales Gas ist ein Beispiel eines
Systems mit solchen Eigenschaften. Die Anzahl P(E;) der Zu-
stinde, die den Energien E bis £ + dE entsprechen, hat dann
die Form fE/-'dE. Das Integral (14a) ist in diesem Fall:

Yy

oo E
¢ kT :[fEﬂ e ¥TGE = [1(kTY.
d

Gehen wir zu Logarithmen iiber und verwenden die STIRLINGsche
Formel [mit den beiden ersten Gliedern: log f! = f (log f — 1)].
Wir erhalten dann:

w = — (kT [log(fkT) — 1].

Man erkennt leicht, dal} die obige Reihe ein sehr ausgesproche-
nes Maximum bei dem Glied besitzt, dessen Energie gleich der
wahrscheinlichsten Energie E (7') bei der Temperatur 7' ist. Dabei
ist E(T) =(f — 1) kT >~ fkT. Die Anzahl von Komplexionen,
die diesem FE(T')-Wert entsprechen, ist E(7T)/, und die Entropie
betragt:

S(T) = kflog E(T) = kflog fkT.

Vergleichen wir dieses mit dem Ausdruck fiir w. Wir finden
tatsdchlich:
w=ET)—T8(T).

Die obigen Ergebnisse sind allerdings nur angendhert giiltig.
Sie finden Anwendung nur auf Kdérper, die aus einer sehr groflen
Anzahl von Atomen, Molekiilen oder Strahlungsresonatoren be-
stehen. Die Entropie kann iibrigens iiberhaupt nur fiir solche Kor-
per eindeutig definiert werden; denn nur in diesem Fall stimmen
die drei Definitionen des Abschnittes 3 praktisch iiberein. Wenn
man iiber die Entropie eines einzigen Molekiils oder einer kleinen
Anzahl davon sprechen wollte, so miifite man eine Entscheidung
zwischen diesen drei Definitionen treffen.

Ebenso wie die Energie £ und die Entropie S besitzt auch das
thermodynamische Potential v die Eigenschaft der Additivitdt.
Wenn man zwei Kérper C; und C, von gleicher Temperatur in
Berithrung bringt, so ist das thermodynamische Potential des

T*
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Gesamtsystems gleich der Summe der Potentiale v, und w,
der beiden Korper — natiirlich unter der Voraussetzung, dal}
zwischen diesen Korpern keine Reaktion stattfindet. KEs seien
E{, Ef, A ,E}', . .. die moglichen Energiewerte des Korpers C;
B, E5, ..., E, die des Korpers (5. Nach der Definition (14a)
haben wir:
i _E

Zi=¢e¢ T =>"P (Ej)e *7

und i

)
Yty Iy

Zy=e T = Py(H)e *"
J
Fir die Gesamtheit €| + C, sind die Energiewerte durch alle
moglichen Kombinationen E! -+ Ej gegeben. Die entsprechende
Anzahl von Komplexionen ist jeweils P, - P,. Es folgt also:

Y Ei +E£ Y Y2

Z=¢ T =3P (F) Py(By)e ' =¢ ke k7.
g

Dies ist das erwartete Ergebnis, denn aus der Formel folgt, dafl
Y =y, + y, ist.

9. Mittlere Energie eines Systems bei gegebener Temperatur.
Es sei ein diskontinuierliches System gegeben, das in einer Reihe
von Zustédnden:

2y s i 2m

mit den Energien:

E,,E,, .. ,E,...,E,

existieren kann. Die Funktion ¥, bei der Temperatur 7', ist durch:
o I

Z=ce ¥ =P kT (14a)

definiert. Die mittlere Energie des Systems bestimmt sich aus
der Gleichung:

I

p—Hi ~ “rr
7 N 7 E;P,
E=YPEetl — Z""*LET"‘- a7
xP; e BT

Um den zweiten Ausdruck zu gewinnen, haben wir ¥ durch
seinen Wert aus der vorangehenden Gleichung ersetzt. Der
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. .
Nenner stellt einfach e k7 dar. Der Zihler kann in der Form:
l/l

(?e—“; 0Z

o/ 1\ ./ 1)
oo
geschrieben werden. Daraus folgt die allgemeine Formel:

B =994 (17a)

Nehmen wir z. B. einen Korper, der die Energie in ganzen
Vielfachen eines Quants ¢ aufnehmen kann (einen Praxckschen
Oszillator). Die Energiewerte sind also:

E,=0, E,=gq, E,=2¢q,...,E,=(m—1)q.
Die Formel (14a) ergibt:

. _7 _2¢
Z=c¢ =14 ¢ T ¢ kT | ... (18)
1
= —
1—e t7
Nach (17a) folgt daraus:
1 92 g

G _7 (18a)

Z [1\
(o} kT) ekl’ —1

Setzen wir ¢ = hv, so erhalten wir die Prancksche Strah-
lungsformel. Diese Ableitung stammt von JEANS!.

Wenn das Energiequant ¢ gegen Null strebt, so nédhert sich
die Schwingungsenergie dem Wert k7', der dem Aquipartitions-
gesetz entspricht. Fir jeden endlichen Wert von ¢ geschieht das-
selbe bei unendlich wachsender Temperatur 7'.

Man kann auch den Fall eines Oszillators mit nur zwei Energie-
stufen, ¥, =0 und £, = ¢, betrachten. Diese Annahme ent-
spricht der Statistik von FErMI und Dirac, mit der wir uns
weiter unten ausfiihrlich beschéftigen werden. In diesem Fall gilt:

-—,.q._.
Z=1+¢ k7

1 Jeaxs, J. H., ,,Report on radiation and quantum Theory* London;
Physical Society 1914.
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und: B — q

o
AT 4y

In den beiden behandelten Beispielen muflten wir annehmen,
daB die Anzahl der Koniplexionen P(E) fiir jeden moglichen Zu-
stand gleich 1 ist. Dies bedeutet, dafi wir die Energiequanten ¢
(bzw. die Photonen) als wvoneinander nicht wunterscheidbar be-
trachteten.

Dieser Punkt ist wichtig, und wir miissen etwas bei ihm ver-
harren. Stellen wir uns N Energiequanten vor, die alle gleich grof3
sind, die wir aber durch irgendeine andere Eigenschaft unter-
scheiden kénnen. In diesem Fall hitten wir die Moglichkeit, auf
verschiedene Weisen eine Anzahl m von diesen N Quanten aus-
zuwithlen. Die Gesamtzahl solcher Moglichkeiten ist:

und dieses wire dann die Anzahl von Komplexionen, die zu einem
Zustand mit m Quanten gehoren. Unter diesen Umstdnden wire
das Ergebnis ein ganz anderes als das oben abgeleitete gewesen,
néamlich:

- N -
Z =1+ Ne ¥7 & ... +n7z’(N:’ﬁi)"ie BT

Um auf statistischem Wege Formeln zu erhalten, die mit der
Erfahrung tibereinstimmen (PraNcksche Strahlungsformel), mufl
man also ausdriicklich annehmen, daf3 die Energiequanten von-
einander prinzipiell nicht zu unterscheiden sind.

Die obigen Uberlegungen setzten stets voraus, daB die beiden
Kérper C; und C, nur ihre Energie austauschen kénnen. Nehmen
wir jetzt auch die Moglichkeit eines Materieaustausches an. Es sei
N, die Anzahl der Atome einer bestimmten Art in () und N, die
der gleichen Atome in C,. Die Komplexionenanzahl P; (bzw. P,)
muB eine Funktion der beiden Variablen £, und N, (bzw. £, und
N,) sein. Eine Uberlegung, die der des Abschnitts 7 durchaus
dhnlich ist, ergibt dann die beiden Bedingungen fiir den wahr-
scheinlichsten Zustand:

1 dlogP, dlogP, 1

kT, 0k,

= om, T ETy
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und:

dlog P, dlog P,
TON, 0N, -

Die zweite Bedingung ergibt sich aus der Forderung N; 4+ N,=N

= einer Konstanten. Die Abgeleitete ¢log P;/0N, ist nichts

anderes als das sog. chemische Potential des Korpers C, in bezug

auf die Atomart N,. Wir wollen die chemischen Potentiale von

C, und €, mit &, und &, bezeichnen.

Wir nehmen an, dafl der Korper C, ein sehr grofles Reservoir
von Atomen darstellt, und sein Energieinhalt so grof} ist, daf} er
auch als Thermostat wirken kann. Fiir kleine Variationen § N,
und §F, darf man dann schreiben:

olog Py, = x,0 N, + ‘k'lT 0K, .
Ein Zustand:
N, =N{"+ 6N, (6N,=—0JN,),
E,=E!'+4 0E, (VE,=—0K,),

des ersten Korpers im Kontakt mit dem Behalter €, wird dann
durch den Wahrscheinlichkeitsfaktor:

charakterisiert sein. Wir haben somit eine Verallgemeinerung der
Formel (15) erreicht.

Das auf S. 101 behandelte Beispiel der Praxckschen Resona-
toren kann ebenfalls unter der Annahme untersucht werden, daf
die Anzahl der verfiigharen Energiequanten ¢ nicht unendlich,
sondern ebenso beschriankt ist, wie die Anzahl der materiellen
Atome in dem eben betrachteten Fall. Wenn der Kérper m
Quanten aufnimmt, so ist:

O =qm, ON, =m.

Die Summe (18) wird dann:
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Die mittlere Anzahl der Energiequanten, die ein Kérper unter
solchen Umstéinden aufnehmen wird, betragt:

— 17 -
,
a+ﬁ; 1
und seine mittlere Energie:
I
SRy

10. Methode von DarwIN und FowLER. An den angefiihrten
Beispielen sieht man die Bedeutung, die der Berechnung der
Praxckschen Zustandssumme zukommt: sie fithrt unmittelbar
zur Kenntnis der Mittelwerte der Energie (und anderer wichtigen
Grofien), unter Vermeidung von Unsicherheiten, die bei der sta-
tistischen Definition der Entropie entstehen. Statt nach der
wahrscheinlichsten Verteilung zu fragen, sucht man direkt die
Mittelwerte der Zustandsgroflen zu bestimmen. DARWIN und
FowLER haben diese Eigentiimlichkeit der PLaxcxschen Methode
an einer Reihe von Beispielen anschaulich dargestellt und ihre
Allgemeinheit gezeigt.

Betrachten wir zunédchst zwei Systeme von PraNckschen Os-
zillatoren 4 und B. Das Energiequant des ersten sei g,, das des
zweiten ¢,. Die Anzahl der Oszillatoren vom ersten Typus sei
N,, die vom zweiten N,. Die Gesamtenergie £ sei vorgegeben.

Die Energieverteilung auf die Oszillatoren kann als bekannt
angesehen werden, wenn man die Zahlenreihen a, ay, a,, . ..,
Qpy . .. SOWiE by, by, by, . . ., bs, . . . kennt, die die Anzahl der Oszilla-
toren von beiden Arten in den ,,nullquantigen‘, ,einquantigen‘’
usw. Zustinden bestimmen. Die Zahlen a, und b; miissen die Be-
dingungen:

Zar:]va’ st:Nb’ Z”'a'rQa"r‘ZSbSQb:E
erfilllen. Wie viele Verteilungen gibt es, die diesen Bedingungen
geniigen? lhre Anzahl ist gleich der Anzahl von Permutationen,
die in einem System von N, Gegenstéinden bei einer Verteilung auf
Gruppen mit der Besetzung a,, @, ds, - . . , @, . . . moglich sind,
multipliziert mit der Anzahl von méglichen Permutationen in den
Gruppen by, b;,b,, ..., bs,... In einem System aus N, Gegen-
standen: N, N,

aglal . ..al ... bylh L. bl

r
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Die Gesamtzahl von Komplexionen mit der Energie £ bestimmt
sich durch Summierung der Ausdriicke fiir die einzelnen Ver-
teilungen zu:

o= ST NN
Ia11b,!

a,b
(wobei a, und b, den drei oben angefithrten Bedingungen geniigen
miissen). Wir fithren jetzt die Zustandssummen Z, und Z; ein:

Z“ =1 -+ 2zl + 224 e 2 =

Zb: 1 _|._z(lh_+_zqu NI» _|._z3’1b... = ——,
1
Die Variable z ersetzt den Ausdruck e #7 und vereinfacht das Aus-
sehen der Formeln. Wir bilden fiir die N, Oszillatoren 4 und die
N, Oszillatoren B den Ausdruck:

Z =220 = (1 + 2t + 2200 . )Na(l -+ 2% + 2% .. )N,

Unter Zuhilfenahme des wohlbekannten Polynomialsatzes kénnen
wir die N-ten Potenzen der eingeklammerten unendlichen Reihen
entwickeln. Das allgemeine Glied der Entwicklung ist:

NN S ¥
Tay 11n, " TS
Die Summe C, die wir zu bestimmen suchen, stellt den Koeffi-
zienten des Gliedes mit z” in der gegebenen Entwicklung dar.
Unter Benutzung des Residualsatzes von CaucHY konnen wir das
Ergebnis in der Form:
1 N N, dz
¢ — 2m.fzuuzb " o (19)

14

schreiben. Das Integral ist tiber einen kleinen Kreis um den Mittel-
punkt in der komplexen z-Ebene zu nehmen®.

1 Man weiB, daB bei der Integration iiber den Kreis 7 alle Glieder 2™
Null ergeben, mit Ausnahme desjenigen mit m = —1. Dieses Glied gibt
2 wi. Die angegebenen Formeln setzen implizite voraus, daBl £ eine ganze
Zahl ist, d. h. daB man die Energie in solchen Einheiten mifit, dafl sich
die Grundquanten ¢, und ¢, durch ganze Zahlen darstellen.
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Es sei nun nach der mittleren Energie der Oszillatoren 4 ge-
fragt. Sie bestimmt sich zu:

T QZ’“rflg)ﬁy!Nb!
CEA—Z Ha 110, °

a,b

Eine Uberlegung, die der oben angestellten vollkommen analog
ist, zeigt, dall ¢ E,4 der Koeffizient des Gliedes zZ in der Potenz-
entwicklung des folgenden Ausdruckes:

zgd_é(]_—{_z’la_i_zzlla_i_ ...)Na].(l—{_z%—{—...)lyb
d -
:Naz(TzlogZa-Z,‘)“Z;,\”

ist. Die Caucnysche Formel gibt uns:

T~ 1 d v N d
CBa= g7 [Naz g logZy- 235023 45 (20)
Y

Die abgeleiteten Ausdriicke fiir ' und C'E sind streng giiltig.
Wir kénnen eine angendherte Abschitzung der Werte von €' und
CE, durchfiihren, wenn wir eine Methode der komplexen Inte-
gration anwenden, die unter der Bezeichnung ,,Sattelpunkt-
methode bekannt ist. Betrachten wir den Integrand in
Formel (19). Er wird unendlich fiir 2z =0 und z = 1, und hat
ein Minimum auf der reellen Achse im Punkte:

e m =0,

Den so definierten Punkt bezeichnen wir mit z = . Als In-
tegrationskreis nehmen wir einen Kreis, der durch den Punkt ¢
durchgeht. Die Eigenschaften der komplexen Funktionen er-
lauben leicht den Nachweis, dafi der Modul der zu integrierenden
GroBe bei der Entfernung vom Sattelpunkt z =¥} auflerordentlich
schnell verschwindet. Das Verschwinden geschieht so schnell, da(3
wir uns bei der Bestimmung des Integrals fiir C' ¥, ausschlieflich
mit der nichsten Umgebung des Sattelpunkts z = ¥ zu befassen
brauchen. Wir diirfen die langsam verdnderlichen Funktionen vor
das Summenzeichen nehmen und schreiben also:
dz

I 1 Q d Na 7N
CE, — . Naq)‘(wlogza/Z) Z5

271
Y
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Das verbleibende Integral ist nichts anderes als C selbst, so daf}
wir erhalten:

— ¢ d
E,= Nafdﬁlogza. (20a)

Kehren wir nun zu der Gleichung zuriick, die die Lage des
Sattelpunkts z = ¥ mittels einer Minimumforderung bestimmt.
Wenn wir in diese die Ausdriicke fiir Z, und Z, einfiihren, er-
halten wir:

g1 9l

Der Wert z = ¢, dem der Sattelpunkt entspricht, wird durch
-die Temperatur 7'; bestimmt bei der die wahrscheinlichste Ener-
gie des Systems gerade gleich E ist:

Y = e_’—“‘%.
Die Integration auf die Umgebung des Sattelpunkts zu beschréanken,
ist ein mathematisches Verfahren, dem physikalisch die oben be-
nutzte Methode entspricht: ein isoliertes System mit der Gesamt-
energie £ durch ein System in Berithrung mit einem Thermo-
staten 7' zu ersetzen, dessen Temperatur so gewshlt ist, dafl die
wahrscheinlichste Energie E ist.

Die Formel fiir E4 erhalt jetzt die Form:

- d
E, = Na,_lﬂ’gga_

1
e
und wird somit identisch mit der frither abgeleiteten Formel
(17a).

Diese Methode von DarwiN und FOwLER ist sehr allgemein.
‘Wir haben sie an einem einfachen Beispiel entwickelt, in dem die
materiellen Systeme Prancksche Oszillatoren sind. Sie ist aber
auch auf beliebige andere quantisierte Systeme anwendbar.
Beziiglich dieser Anwendungen muf3 aber auf die Originalarbeiten
und auf das Buch von FOWLER verwiesen werden.

11. Energieschwankungen. Wir haben die wahrscheinlichste
Energieverteilung zwischen zwei sich berithrenden Korpern €, und
Oy bestimmt. Jetzt sei nach den Schwankungen um diese Vertei-
lung gefragt. Zur Vereinfachung nehmen wir, wie in Abschnitt 8,
an, daf} der Korper C, einen Thermostaten darstellt. C, hat daher
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eine sehr grofle Anzahl von wenig voneinander verschiedenen
Komplexionen, und wir diirfen diesen Korper als stetig verdnder-
lich betrachten. Die Formeln des Abschnittes 6 finden daher auf
C, Anwendung. Als Entropiedefinition benutzen wir die zweite
Definition des Abschnittes 3:

1 J%

oD

Es seien Ky, und Ks,, die wahrscheinlichsten Energiewerte von
C; und C, und ¢ die augenblickliche Abweichung davon:

B, =E,+ ¢, Ey=Ey, —¢.

Die Anzahl der Komplexionen des Gesamtsystems, die dem Ener-
giebereich & bis ¢ + de entsprechen, ist dann:

dP:PI(E11n+8)'P2(E2m—€)d£. (21)
Wenn die Abweichungen ¢ nicht zu grofl sind, darf man die
Reihenentwicklung nach TAYLOR vornehmen:

0log Py, &2 PlogPy,,
log P, = log Py + ¢~ &E;L7 9 W"alrf'fflw + e,

dlog Py,
log P, = log Py,, — ¢ ou
Fir den Korper € behalten wir die Glieder zweiter Ordnung, fiir
den Thermostaten O, reicht das Glied erster Ordnung vollkommen
aus.

Wir haben andererseits definitionsgemaf3:

1y
dlogP,, 1 &lgP, 1 G 1 e
0B, T kT’ o T k0B,

k7% "0E,,"
Die Abgeleitete ¢ £, /0T ist die Warmekapazitit c; bei kon-
stantem Volumen. Wir erhalten daher:

&2

& 3
IOgPI = logle + ]CT - 2()1’61‘2

oder

£ &

T o 1
P, = P, kT 26k

Dieselbe Rechnung gibt fiir den Thermostaten einfach:

&
Py = Py,e k7.
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Fiihren wir diese Ausdriicke in (21) ein. Man bekommt dann:
dP = Py, Pyye 20k dg. (22)

Diese Formel bestimmt, wie oft die Abweichung um & von der
wahrscheinlichsten Verteilung vorkommt. Die Integration! von

£2d P und Division durch das Integral von d P ergibt den Mittel-
wert, €2:

&2 =c, kT?. (22a)
Das mittlere Quadrat der Energieschwankungen ist also
[wegen des Koeffizienten &k in (22a)] aullerordentlich klein.
Erinnern wir uns jetzt an die Definition des thermodynamischen
Potentials nach GisBs (Abschnitt 8). Die jetzt durchgefiihrten
Rechnungen erlauben die Anbringung gewisser Korrekturen an
der Formel (16). Nach (14a) miissen wir v durch Ermittlung
der Summe:
s _ Ei
e BT =>"P(B)e kT
bestimmen. Nach der oben gewonnenen Formel fiir P, ist aber:
E; Em &
Pe kT = P, ¢ k¢ 26kT g
denn es gilt:

EiiEm‘l’E.

Es ist also:
v _Bm €
¢ KU = P,e KT [e 20kl g

Der Exponentialausdruck unter dem Integralzeichen kann bei
sehr kleinen Werten von ¢ infolge der Kleinheit von k vernach-
lassigt werden. Wir diirfen daher von — oo bis -+ oo integrieren,
und dies ergibt:

SR = p, [f;n'VQZ?cl kT2
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