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Vorwort.

Die vorliegende Arbeit wurde in Berlin in einem Zimmer mit der
Aussicht auf ein Birkenwaldchen geschrieben. Es sind schon mehrere
Jahre vergangen, seitdem ich dort studienhalber weilte. Damals wurde
ich zuerst aufmerksam auf die Theorie der keilformigen Trager. Um
die tatsdchliche Spannungsverteilung in diesen mit der nach der Theorie
zu vergleichen, kam ich auf den Gedanken, dabei die optische Methode
der Spannungsermittlung mit durchsichtigen Modellbalken bei pola-
risiertem Licht anzuwenden, die damals (1922) die Fachleute noch
nicht so sehr interessierte. Wahrend ich nun diese Methode zuerst
unter Herrn Prof. Dr. Ambronn, Prof. Dr. Winkelmann und Prof.
Dr. Kohler, Jena, und spater unter Herrn Prof. Dr. Konig, Gielen,
studiert habe, denen ich auch bei dieser Gelegenheit noch einmal fir
ihren Rat und ihre freundliche Unterstitzung meiner Versuche meinen
aufrichtigen Dank ausdriicken mochte, begann mich die genaue Er-
forschung iiberhaupt der Spannungsverteilung im einfachgestiitzten
Balken zu interessieren, besonders in den Belastungs- und Stiitz-
punkten, weil diese ziemlich abweicht von der nach der gewdhnlichen
Balkentheorie. In mehreren Versuchen habe ich mich mit keilférmigen
und rechteckigen Glasbalken beschéftigt, indem ich nebenbei eine
moglichst theoretische Behandlung der Spannungsermittlung er-
strebte. So sind die hier vorliegenden Studien noch kurz vor meiner
Heimkehr nach Japan entstanden.

Weil nur wenige Verdffentlichungen speziell iiber Spannungskurven
und besonders iiber die optische Spannungsuntersuchung mit polari-
siertem Licht vorhanden sind, wiinschte ich die Arbeit gedruckt zu
sehen. Dies wurde mir ermdglicht durch die groBziigige finanzielle
Unterstiitzung von Herrn Dr. T. Yokokawa, Direktor des Yokokawa
Briickenbaubureaus, Tokio. Ich méchte ihm dafiir an dieser Stelle
herzlich danken,

Schliefilich méchte ich erkliren, daBl ich gern bereit bin, Vorschlige
meiner Fachkollegen zur Verbesserung und Ergénzung dieser Studien
mit Dank entgegenzunehmen.

Kioto, am 28. Mai 1928.
Akira Miura.
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§ 1. Einleitung.

Trotzdem die Kenntnis der genauen Spannungsverteilung in den
Bauelementen, wie z. B. Balken, Fundament usw. sehr wichtig ist, ist
unser Wissen dariiber noch gering. Was im allgemeinen bekannt ist,
ist die Spannungsverteilung nach der Hooke-Bernoullischen Theorie,
die nur fur besondere Falle gultig ist. Die sog. Spannungstrajektorie
nach Culmann zeigt nur die Hauptspannungsrichtungen. Die Gultig-
keit der gewShnlichen Balkentheorie trifft nur zu in dem Gebiet des
Balkens weit von den Last- und Stiitzpunkten, falls es sich um kon-
zentrierte Belastung handelt. Fir die gleichméiBige Belastung ist die
Theorie natiirlich im strengen Sinne nicht richtig, weil dabei die Span-
nungen in der Richtung senkrecht zur Balkenachse vernachlissigt wer-
den, die in Wirklichkeit eine ziemlich grofle Rolle spielen, wie wir
spater beobachten werden. In bezug auf die Spannungstrajektorie
muf} gesagt werden, daf} sie nicht geniigt, um nach ihr die Spannungen
im Balken vollkommen zu ermitteln. Sie gibt uns nur die Haupt-
spannungsrichtungen oder Hauptschubspannungsrichtungen an, aber
die noch wichtigeren HauptspannungsgréBen werden dabei nicht ge-
geben.

Ich habe im folgenden versucht, die Spannungsverteilung im Balken
genauer zu ermitteln. Zu diesem Zwecke habe ich zwei noch ziemlich
unbekannte Kurven fiir Spannungen eingefithrt, némlich:

1. die isoklinischen Kurven,

2. die isochromatischen Kurven oder Hauptschubspannungskurven.
Diese beiden Arten von Kurven sollen hier zusammen als Spannungs-
kurven bezeichnet werden. Diese Kurven kann man durch optisches
Experiment ermitteln, und die Namen isoklinische und isochromatische
Kurven haben hiervon ihren Ursprung. Die genaue Orientierung findet
man in Abschnitt VI bis VII.

Durch die Kurven (1) erhalten wir die Hauptspannungsrichtungen
an jeder beliebigen Stelle im Balken, und durch die Kurven (2) die
Hauptspannungsgrofen.

Fir die Ingenieurpraxis ist es sehr wichtig, die Hauptschubspan-
nungen zu ermitteln, weil diese Spannungen vor allem in Betracht
kommen fir den Bruch oder das Gleiten des Materials!. Ich glaube

1 Vgl. Féppl: Drang und Zwang Bd. 1., § 6. Mohr: Technische Mechanik.
Abhandlung V. E. Andrew: The theory and design of structures, S. 22ff.

Miura, Spannungskurven. 1



2 Einleitung.

bestimmt, daB diese Spannungen fiir den Bruch mafBigebend sind in
bezug auf die Materialien, die als elastisch und homogen angesehen
werden koénnen, z. B. Stahl, Schmiedeeisen usw. Als beweisend lafit
sich dafiir anfiihren das Experiment mit Glasbalken zwischen ge-
kreuzten Nikols. Fiir die Materialien, die nicht als homogen und ela-
stisch angesehen werden konnen, trifft diese Voraussetzung nicht zu,
und es ist sehr schwer zu beurteilen, was fiir eine Spannung oder Form-
dnderung in solchem Falle den Bruch oder das Gleiten bedingt. Die
Unmoglichkeit, die Bruch- oder Gleitgrenze festzustellen, erschwert
uns immer noch die Berechnung.

Ich werde hier darauf nicht weiter eingehen, aber wenn man den
Balken so berechnen will, dafl die durch Belastung hervorgerufenen
Spannungen an keiner Stelle des Balkens iiber die elastische Grenze
7 hinausgehen, so muB man vor
Z allem die Hauptschubspannun-
gen betrachten.

Wie ich schon gesagt habe,
hat die gewthnliche Balkentheo-
rie fir das Gebiet nahe der Be-
lastung keine Giiltigkeit. In Wirk-
lichkeit aber ist die Spannungs-

Abb. 1. verteilung gerade in diesem Ge-

biet von groBer Bedeutung.

Weil sie dieses Gebiet vernachlassigt, hat die sog. Spannungstrajektorie
wie die Abb. 1 zeigt, sehr wenig Sinn, wie wir spiter sehen werden.

Ich setze im folgenden zuerst die genaue Spannungsverteilung im
Balken mit Benutzung der oben genannten Spannungskurven aus-
emander (Abschnitt I bis IV) indem, in Abschnitt IV besonders die
lokale Stérung behandelt wird. Abschnitt V widme ich den Spannungen
in keilférmigen Tréagern.

Die theoretischen Resultate habe ich zur Nachprifung mit den
Ergebnissen der optischen Versuche mit Glasbalken verglichen, die man
in Abschnitt VI bis VII findet. Ich habe diese optischen Versuche
zum Teil auf der Universitit in Jena vom Sommer 1923 bis Winter
1924 unter Prof. Ambronn, Winkelmann und Kohler ausgefiihrt,
und von Mai bis Juni 1924 habe ich mich besonders mit Versuchen
in bezug auf die Spannungen im Fundament in dem physikalischen
Institut der Universitdt zu GieBen unter Prof. Konig beschaftigt.




Erster Teil.
Theorie.

I. Spannungen nach Hooke-Bernoullischem
Gesetz.
§ 2. Hauptspannungen.

Wir wollen zuerst allgemein den ebenen Spannungszustand be-
trachten. Wir nehmen die X Y-Ebene als die Spannungsebene. (X ==
Horizontal-, Y = Vertikalachse.) Die resultierenden Normal- und

Abb. 2.

Schubspannungen ¢, und 7, an der dritten Ebene mit der Neigung ¢
gegen die X-Achse an dem Punkt, wo es die Normal- und Schubspan-
nung o,, o, und 7 gibt, werden bekanntlich folgendermaBen ermittelt:

0, = o, c08® P 4o _sin* @ | 27sin P cos P .

7, = (0, — o) cos Psin @ — 7 (cos® @ — sin® P) M
Die Hauptspannungen (¢, und ¢,) und Hauptschubspannungen (7, und
7,) an demselben Punkt sind

o+ o 1 ; >
019 == —2—3—/ + 9 V(U:p - O'y)z + 47

2)

1 ;
T, = + 5o, — o) + 47
1*



4 Spannungen nach Hooke-Bernoullischem Gesetz.

und die Neigungswinkel @, fiir Hauptspannung und @, fir Haupt-
schubspannung sind gegeben durch die Gleichungen
27

Oy — Oy

tan 2 @, =

OFp— O (3>
tan 2 @y = "7~

Abb. 2 zeigt die Veréinderung der Spannungen o, und 7, fir den Fall,
in dem ¢, = 1,5, ¢, = 0,56 und 7 == 1 sind.

§ 3. Spannungskurven nach der gewdhnlichen Balkentheorie.

In der gewdhnlichen Balkentheorie vernachlissigt man die Span-
nung o,; die Spannung o, wird gegeben nach dem Hooke-Bernoulli-
schen Gesetz mit der Gleichung

M

wo M das Auflere Moment an dem betreffenden Querschnitt, y der Ab-
stand von der Neutralachse, und J das Tragheitsmoment des Balken-
querschnittes sind.

Die Schubspannung 7 fiir den rechteckigen Querschnitt wird wie
folgt ermittelt:

T N
T:ﬁ(bz—y‘z) (4:)

wo T die Schubkraft in dem Querschnitt und 2 » die Hoéhe des Bal-
kens ist.

Wenn man diese Werte von ¢ und 7z in die Gleichung (3) einsetzt,
8o erhalt man

T yz —p2 yz B2
tan2 @, = —- =
My Z%f?/
Moy /jy (37
tan 2 @2 :T ﬁ‘;‘é: b2~y2
wo K= —ng ist

Daraus folgen die Differentialgleichungen der Hauptspannungs- und
Hauptschubspannungstrajektorien

dy _ yr

A 1+<b l (5)
dy —b y—b

dz

Die Gl (5) geben uns zwei Spannungstra]ektorien, davon ist ge-
woéhnlich nur eine in technischen Biichern behandelt. Man kann aber
die eine Trajektorie aus der andern sehr wohl ermitteln, weil die Trajek-



Spannungskurven nach der gewohnlichen Balkentheorie. b

toriepaare (eins der Hauptspannung, eins der Hauptschubspannung)
sich im Winkel von 459 treffen, und die beiden Kurvenarten einer Trajek-
torie senkrecht aufeinander stehen. Die praktische Unmdglichkeit der
Losung der Differentialgleichungen (5) 1a8t die Spannungstrajektorien
unklar und ungenau. Man kann nattrlich nach Gl (3") die Neigungen
der Haupt- und Hauptschubspannungen an mehreren verschiedenen
Punkten berechnen und danach die Spannungstrajektorien dax-
stellen, wenn man eine groBe rechnerische Bemiihung nicht scheut.
Prof. H. Lorenz empfiehlt, die Reinschubspannungslinien von Wagner
zu benutzen. Diese Linien sind die Kurven, deren Richtung mit der
reinen Schubspannungsrichtung iibereinstimmt. Man bezeichne mit
@’ ind @”’ die Reinschubspannungsrichtungen, so er-
halten wir durch Verschwinden vono, in der Gl. (1)

2 U S
tan @ — — =X, darum —tan2 &, AN
[ (6) ]
und P = 0. e
e —
Die Reinschubspannungslinien sind die Inte- Abb. 3.

gralkurven der Gl (6). Z.B. zeigt Abb. 3! die
Kurven fur Kragtriger mit einer Last am Ende. Die Gleichung da-
fir ist

(6% — %) 2% = bPz,. (1)
Man kann natiirlich danach auch die Spannungstrajektorien ermitteln,
aber diese Methode ist leider ein Umweg.

Die einzige geschickte Aufzeichnung der Trajektorien findet man
in einem Aufsatz von Wilson3, in dem er sog. isoklinische Kurven
benutzt. Maxwell hat diese Kurven ,,isoclinic lines’ genannt. Man
sieht diese Kurven beim optischen Experiment mit einem Glasbalken
zwischen gekreuzten Nikols, und deshalb hat diese Methode den Vor-
zug, experimentell bewiesen werden zu kénnen.

Beim optischen Versuch bleiben die Stellen, wo die Hauptspannungs-
richtungen mit den Nikolachsen iibereinstimmen, dunkel, und man
sieht schwarze Kurven im Gesichtsfeld. Diese nennt man isoklinische
Kurven, weil die Hauptspannungsrichtung (und Hauptschubspannungs-
richtung) an jedem Punkte der Kurven dieselbe Neigung hat4.

Die Gl (3) sind némlich die Gleichungen der isoklinischen Kurven,
wenn die Tangente an der linken Seite als konstant angesehen wird.

Es hat an sich wenig Wert, die Spannungstrajektorien nach der
gewShnlichen Balkentheorie aufzuzeichnen, weil, wie oben schon ge-

1 Entnommen aus Lorenz: ,,Elastizitdtslehre®.
2 Lorenz: Technische Elastizititslehre, § 15.

3 Phil. Mag. Vol. 32. No. 199. S.5. 1891.

% Genauer s. Abschn. VI bis VII.



6 Spannungen nach Hooke-Bernoullischem Gesetz.

sagt ist, sie nur in beschrinktem Gebiet richtig sind. Ich werde sie aber
im folgenden in einigen Fillen aufzeichnen, damit man sie spéter mit
den genauer ermittelten Trajektorien vergleichen kann.

§ 4. Einige Beispiele fiir Spannungstrajektorien nach der
gewohnlichen Balkentheorie.

a) Kragtriger mit einer Last am Ende.

M: — Px, T: —_ P.
Daraus folgt

K=z
Wenn man diesen Wert in die Gl (3() einsetzt, so erhalt man
'yZ _ b‘Z zy
tan 2 @1 = oo und tan 2 @2 = ﬁ‘_‘g‘z (8)

oder aus der ersteren
y?* —Azy — =0, wo A= tan2 D,
ist. Dies ist die Gleichung der Hyperbel, deren zwei Asymptoten

y=Ax und y =0 sind. Wenn man fiir @, verschiedene Werte in
die Gleichung einsetzt (50°, 60° usw.), so

2 P erhdlt man zwei Hyperbelscharen, die durch
R R die Eckpunkte B und B’ gehen (s. Abb. 4).
7 1. HB'—_ Diese sind die isoklinischen Kurven, nach

: o y denen man vier Trajektorienkurven zeich-
ADbb. 4. nen kann, die aber streng genommen nur

weit vom Ende Richtigkeit behalten. Am

Ende werden die Kurven durch die lokale Storung stark geéindert, wie
wir uns spater iiberzeugen werden.

Um die Kurven rechnerisch zu ermitteln, setze man %- =% und

1 —n?

=g In die Gl. (3') ein, so ist

Graphischerweise kann man sie wie folgt ermitteln. Die Schub-
spannungen an den Punkten, die konstante Ordinaten haben, sind
konstant, und die Spannung ¢, ist dem Abstand vom Ende proportional.
In der Abb. 5a ist der gesuchte Winkel @, aus den gegebenen Werten
o, und 7 mit P B A bezeichnet, wo P B ein Kreis ist, dessen Mittel-
punkt O ist. Danach ist es klar, daf} es fiir die Linie y = konstant eine
Kurve PA gibt. Diese ist selbstverstindlich eine Hyperbel, deren
Gleichung

y? — a2 = (21)°



Beispiele fiir Spannungstrajektorien nach der gewéhnlichen Balkentheorie. 7

ist. Man kann diese Kurve sehr leicht aufzeichnen, weil die Strecken
OP und O B immer einander gleich sind. Nachdem man, wenn man
die Neigung an beliebigen Punkten ermitteln will, diese Auxiliarkurven

Abb. 5b.

fiir verschiedene wagerechte Schichten gezeichnet hat, nimmt man zu-
erst den o), entsprechenden Abstand wagerecht auf der Hyperbel, und
bekommt den Punkt @, und danach den Winkel @;. (Die Werte 7

Hauptspannungstrajekforie /-/m’/p/.scm spannungstrajektorre

Abb. 6.

erhilt man nach der parabolischen Anderung dieser Spannung im Ver-
tikalschnitt.) Um isoklinische Kurven zu zeichnen, zieht man um-
gekehrt zuerst eine Gerade mit dem bestimmten Winkel @, zur Y-
Achse von den Scheitelpunkten der Auxiliarhyperbeln, wie die Abb. 5b
zeigt, und die Projektionen der Punkte p und a auf die betreffenden
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Schichten geben uns die Punkte auf den isoklinischen Kurven. Die

Kurven durch diese Punkte sind die gesuchten isoklinischen Kurven.
(Vgl. Abb. 6.)

b) Kragtriiger mit gleichmé&fiiger Belastung. In diesem Falle

K M w 22
=T 2
—wx

oz

5

Die isoklinischen Kurven sind hier auch eine Hyperbelschar wie im
Falle (a), nur mit dem Unterschied, dafi in diesem Falle K = ;

ist, statt x (s. Abb.7).

Hauptschubspannungstrajektorie

Abb. 7.

¢) Triiger, gestiitzt an den Enden, mit einer Last in der Mitte. Der
Fall kann als ein Spezialfall der Kragtriger mit einer Last am Ende

p betrachtet werden.
Weil

i H
i s I 2 g Y _Pa-a_
N e TTT 2 P

yl«——— a——> 9

Abb. 8. ist, ist die Gleichung fiir isoklinische Kurven
— X
tan2 @, = L= —

b-s  b-s’
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Abb. 9 zeigt die isoklinischen Kurven und die danach gezeichneten
Spannungstrajektorien fiir den Fall

a

d) Triger, einfach gestiitzt an den Enden, gleichmiiBig helastet.
Weil
_ % __ 2
K=t QL OX _d-z
g(z—gm

i
| w°tur @,

80° 7 »
5 50

S
&
&

Hauptschubspannungstrajektorie Hauptspannungstrajektorie
Abb. 9.

ist, so ist die Gleichung fiir isoklinische Kurven

_ la>—at 1 lal=-¥Fr o4
tan 2 @2—-—2 - ?‘$b§’g & 'i_nza (9)
¥
wo
;o Tk =z
5 - a ’ 7] - ’g
ist. Wenn man
la
tan 2 @2 = E 3 s
annimmt, so besteht die Gleichung Abb. 10.
1-g _1-7
gy
Ein reeller Faktor der Gleichung ist
n=4 (9")

. . x .
* & ist zu unterscheiden von & = 3 0 was spater vorkommt.



10 Hauptschubspannungskurven. (Isochromatische Kurven.)

D. h. die Kurve in diesem Falle ist eine Gerade durch die Punkte (o, 0) und
(@, b). Die Neigung der Hauptschubspannung an jedem Punkt ist durch
GL (9") gegeben.

Z. B. fir —Z— =4 ist tan 2@, = 2 = tan 63° 30’. Daraus folgt @, = 31045,
fir »Z— = 2 ist tan 2@, = 1 = tan 45°. Daraus folgt @, = 22,59,
fur fZ =1 ist tan 29, = ; = tan 26° 30’. Daraus folgt @, = 13915/,

Diese Gerade kann man anwenden, um nachzupriifen, ob die Trajek-
torien richtig sind. Die isoklinischen Kurven werden flacher, je nach-

dem das Verhaltnis % gréBer wird, und zwar im Falle %f = 00 stimmen

die Kurven mit denjenigen in gleichm#Big belasteten Kragtrigern tiber-
ein. Abb. 11 zeigt die isoklinischen Kurven und die danach gezeich-

neten Spannungstrajektorien, indem %: 4 angenommen wird.

II. Hauptschubspannungskurven.
(Isochromatische Kurven.)

§ 5. Einfithrung der Hauptschubspannungskurven in die
Spannungsorientierung im Balken.

Ich habe schon in der Einleitung gezeigt ,dal die Spannungstrajek-
torie nicht geniigt, um die Spannungsverteilung im Balken hinreichend
auszudriicken. Es fehlt das wichtigste, d. h. die anschauliche Zeichnung
der Spannungsgréfe im Balken. Wenn man nun nicht vergiBt, daB
wir den Spannungszustand im homogen angesehenen Balken behandeln,
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in dem das Verhéltnis der Spannung zur Forménderung dem Hooke-
schen Gesetz folgt, so mull man vor allem die Hauptschubspannungs-
grofen betrachten. Wir wollen deshalb die Kurven, die durch die
Punkte der gleichen Hauptschubspannungen gehen, aufzeichnen, und
sie Hauptschubspannungskurven nennen. Beim oben genannten Ver-
such mit Glasbalken zwischen gekreuzten Nikols sieht man bei zirkular
polarisiertem Licht farbige Streifen im Gesichtsfeld. Diese Farben
sind die Interferenzfarben infolge der Doppelbrechung des belasteten
Glaskorpers, und die Doppelbrechung ist nach der Neumannschen?
Voraussetzung der Hauptspannungsdifferenz und deshalb der Haupt-
schubspannung proportional. Daraus kann man ohne weiteres schlieflen,
daB die Stellen derselben Farbung auch dieselbe Hauptschubspannung
haben. Diese Kurven hat Maxwell ,Isochromatic Lines‘ genannt.
Weil dieser Terminus in Ricksicht auf das optische Experiment ge-
wihlt ist, und fiir die theoretische Orientierung tiber die Spannung das
Wort ,,isochrom* seine Bedeutung verliert, mochte ich sie hier nach
ihrer Kurveneigenschaft Hauptschubspannungskurve nennen?

Ich will zuerst die Hauptschubspannungskurven fiir einige Fille
nach der gewdhnlichen Balkentheorie ermitteln, um sie spiter mit den
genaueren vergleichen zu koénnen.

§ 6. Beispiele der Hauptschubspannungskurven.
a) Kragiriger mit einer Last am Ende. Infolge der Gl. (4), (4)
und (2) in § 2 erhalten wir

P
M:Z T 2\9 Z
27y = J? ¥+ J? ®° —y°). _%__%Z.__f___i
Daraus folgt ? d
4 T%? J2 9 9 9 o\ ? e
pr =ty (0 — ) y
Abb. 12.
Man setze in der Gleichung
 Td  21,b
"TwPT 3 P
so erhdlt man (angenommen die Balkenbreite = 1)
Lnf (1 —pp 1/4 o,
B [ S (L TIPS Ve (1)
T l 7 O

1—n? .
wo 17:% und s:—nz sind.

! Neumann, Gesammelte Werke, 3.Bd., 1912: ,,Die Gesetze der Doppel-
brechung des Lichtes in komprimierten oder ungleichformig erwérmten unkristal-
linischen Ké&rpern®.

2 Den Ausdruck ,,isoklinische Kurven® kann man ebenfalls zur Orientierung
iber die Spannung brauchen, weil das Wort ,,isoklin auch fiir diese Sinn hat.
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Hauptschubspannungskurven. (Isochromatische Kurven.)

Abb. 13 zeigt die Hauptschubspannungskurven nach GI. (1), dabei

habe ich auch die Hauptspannungskurven, d. h. die Kurven ¢,, zum
Vergleich mit punktierten Linien gezeichnetl.

t7
/faup/seﬁyéspaﬂ/)yﬂgskwve Haupispannangskurve

Abb. 13.
b) Kragtriger, gleichmifig belastet. Infolge (2) in §2

_M‘Z

2 e | T% 409 212
4, =5y + 5 0" — o).

T
SIS = Ky R (5 — )

Man setze K = —725", T? = p22? in die Gleichung, so erhélt man

7 H 4'629 J? xt 0 2
n | ;e =3Y¥ +(6° — y?)
T 445 g .
| X Tz 7 £ e 2\2
1 p —apd A
7 A A y
AR = - ist.
y wo 7 b 18t
Abb. 14, Wenn 2red A1,
P 3 p

(angenommen die Balkenbreite == 1) gesetzt wird, so ist
_ 2 2
o ap [0
Y

o 1—g? .
x:—i_—]/2b2<—s’-’—}—]/s4—{—gz>, wo 8——nn~ ist. (2)

! Die Gleichung fiir die Hauptspannungskurven ist

n-zy VR PE P, wo a=t)

P 1st.
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Abb. 15 ist nach GI. (2) gezeichnet. In der Abbildung bedeuten die
punktierten Linien die Hauptspannungskurven.

¢) Tréger, einfach gestiitzt an den Enden, mit einer Last in der Mitte.
In diesem Falle ist die Gleichung dieselbe wie im Falle a), nur mit
dem Unterschied

P

2ne %T” <statt 7 —é T—‘Z—b>

Hauprschubspannungskuryve Hauptspannungskurve
Abb. 15.

Die Gleichung ist
@—ar 4w (=g

[ 7

*bl/~~——s (3)

Abb. 13 ist natiirlich fiir diesen Fall auch anwendbar.
d) Triger, einfach gestiitzt an den Enden, gleichmiBig belastet.
Wenn

oder

T=npuw, Zl[:»g—(o{3 — %)
in die Gleichung

4, J° 2 o 2 2a

T i Sl

eingesetzt wird, so erhalten wir
4 T%z J2 _ (aZ _ 2}2)2 y‘l

pa = 4w OV

Man setze
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Daraus folgt

o a
72 @2-8ry (1 77‘3)2 &%, wo i :%— ist.
x
l‘f *b!

Oder & F2(28 — N8+ 4“477730'
3 *VV — (282 — 7). (4)
Fir £=0 ist Zn 4)
Fir & =y ist N = ]/:i7 (4/,)

! Hauplchubspannungskirve  Hauplsparnungskurve

Abb. 16.

Infolge (4) erhalten wir die Hauptschubspannungskurven in der Abb. 16

indem das Verhaltnis y = *

p = 4 angenommien ist.

III. Spannungskurven, gerechnet nach

Airyscher Funktion.

§ 7. Airysche Funktion.
Wir haben bekanntlich fiir die allgemeinen Gleichgewichtsbedin-
gungen eines homogenen elastischen Kérpers die folgenden Gleichungen
bei fehlender Massenkraft:
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8%

e O

811

ot
R

Uay+aa: 811_0, (1)

80, 01, 81,,

+ 32+
in denen ¢ die Normalspannung, T d1e Schubspannung bedeutet. Fiir
ebenen Spannungszustand in der X Y-Ebene isto,=0undz,=7, =01
Somit gehen die GI.(1) in die folgende Form iiber:

adx 812 —0,
Jx 8y
(1a)
ooy _ 0t —0
8y~ ox
Daraus folgt
_rF _er o TF (2)
% 5y YT a BT T Gxay

Wir erhalten drei Spannungskomponenten in Form der partiellen Ab-
leitung einer Funktion von xzy. Airy hat schon im Jahre 1862 diese
Funktion behandelt, und man benennt sie nach ithm?.

Diese Funktion mufl ganz allgemein neben den Randbedingungen
der folgenden Bedingung geniigen, die man von den Forménderungs-
gleichungen mit Riicksicht auf Gl (2) ableiten kann®.

HF ot F 0 F
s T 2aae T oy =0 (3)

1 In bezug auf das Ebenenproblem sind zwei Voraussetzungen méglich, nam-
lich ebener Forménderungszustand und ebener Spannungszustand. Wenn man
mit w die Langséinderung nach der Z-Achsenrichtung bezeichnet, so ist im ersten
Falle w = 0. Dies ist der Fall beim Balken mit grofler Dicke. Der ebene Span-
nungszustand kommt beim Balken mit geringer Dicke vor. Beim gew&hnlichen
Balken kann man den ebenen Spannungszustand annehmen.

2 ,On the strains in the interior of beams*. Phil. Trans. Vol. 153.

3 Wenn  und v die Léngsinderung in den Richtungen X und Y bedeuten,
erhilt man folgende Beziehung zwischen Spannungen und Forménderungen:

ou oy

P gz —-"» { wo E: Elastizitdtsmodul

_82 —, =% u: Poisson’sche Zahl

dy 7w

<8u+8v> z G: Schubelastizititsmodul
a ’ ist
y ist.

Daraus folgt die Gl (4) mit Riicksicht auf die Gl. (2) und auch auf die bekannte
Beziehung zwischen elastischen Konstanten.

- __'“A.

2(u+1)
Man schreibt die Gleichung gewdhnlich A2F oder 44F = 0, indem 4= - 7+
bedeutet.
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§ 8. Beispiele der Losung des Balkenproblems durch
Airysche Spannungsfunktion.

a) Kragfriiger, gleichmiiBig belastet. Weil 2/ =§ (I — «)? ist, kann
man wohl annehmen, dal die Spannung ¢, die Form

o F o d?y,

0, =gp =AYyl —af + 3 (4)
hat, wo Y, eine reine Funktion von y und A eine Konstante ist. Die
Schubspannung ist zur Schubkraft proportional und mul} an der oberen
und unteren Kante Null sein. Daher ist die Schubspannungsgleichung

vermutlich
*F 1 2 _ pe
T= = ey = B2y — b, (5)
wo B eine Konstante ist.

Durch Integration der Gleichung (4) nach y haben wir
ar é»yﬁ

Durch Integration der Gl. (5) nach z haben wir

9F~_ N X 2 B2 ”2
7y B(y* —v*)lz+ By b)2+Y2
Bb b a1
(l—~ x)? Aﬁ( 2l — )+ Y, — 2—y“l“ (a)

Weil diese Gleichung der von (4a) gleich sein muf}, erhalten wir die
folgenden Beziehungen:

A =B,
b?x
4y,

— By
gy — e g I

Wir haben nun statt (4a)

WAV 4b §(21—%)+%.

Daraus folgt
Ay? o
F= —éL(l —x? 44

bz;y(Ql_x)+Xe+}r1’ (7)

or _
dxr

4 3 2 2
—3Y (I—x)+Ab>yl — Ab

#F A, .
O, =m =gy — — Ab? + daﬂ' (8)
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o, muf} fiir y = - b, — p und fir y = — b Null sein. Daraus folgt
Cpdn o ap
—aln gt
0 +aly L% ®
R

Die Spannungsfunktion ist jetzt
A o A, pa?
F = gy3(l —x) + 50 (2l —x)y — i +7,.
Die Glieder, die in unserem Falle keine Bedeutung haben, sind ver-

nachléssigt. Durch Vergleich mit der Bedingungsgleichung (3} der
Spannungsfunktion erhalten wir

7,
e T 44y =0.

Daraus folgt

d?y, 4 :
77 = Cot Gy — 547"

Infolge (4)
2 2
ox:Ay(l—x)“+Cly—§Ay3. (10)
Hierbei muf3 die Konstante C, Null sein, weil fiir x =1 ¢, immer Null
sein muf}, unabhingig von y.

Daraus folgt
+b

r 52 Ay Oy
Fovar=lan oy 20 o
—b

A o bl 3
:[Zg(l—x)~b3——-——|~20 _J

+b
f o_ydy gleicht anderseits dem Moment an der Stelle M — ’g’ 1 — z)2.
5

Daraus folgt

I

b2 b? 3
Py = + 2 C1'3’ C, =+ 10 1]; (11)

Miura, Spannungskurven. 2
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Wir erhalten danach

3 p 3 p Py
Um:Z’bay(l_nyr'lﬁ by—g b2

_p/3 y .3y _ ¥

YRR ) |

iy .- (12)
o, =% <§6§_§3—1> Infolge (8)
3 9 o

,:_g.gﬁ(l—x)(gf»—b‘).

b) Triger, gestiitzt an den Enden, gleichmiiBig belastet. Wir erhalten
in derselben Weise wie im Falle a)

Ve oy 3Y Py y
FZ“%M“*“+Tﬁ+“$+w3W—%$“W

und die Spannungskomponenten sind

P 3 a®—at 3y
e e R ),

)
_p 3y (17
o, =5{—5t+ap—1) (14)
3P o 2
T:*Zﬁ_y_b)°

Anmerkung: Wir miissen aber darauf achten, daB die Spannung o, an den
Balkenenden in beiden oben erwahnten Fiallen nicht verschwindet, trotzdem sie
theoretisch Null sein muB. Darin liegt noch eine Unvollkommenheit der Lésung
Es darf deshalb nicht vergessen werden, daf diese Darstellung in einigem Ab-
stand von den Enden erst streng giiltig ist.

§ 9. Spannungskurven, genauer berechnet mit Hilfe
Airyscher Funktion.
a) Kragtriger, gleichmiiBig belastet.
1. Isoklinische Kurven.
p3Q@—2% ¥ 3y ¥ 3y
s it Y S A B A AN B |
tan 2 @3:%2—1%2 2(2 A TRy S TR S )

3 (I—a)% ¥ 2l y
2Ty ERA T
_g=2) @b
b3

1 8. Lorenz: Elastizititslehre, § 52, oder Foppl: Drang und Zwang, § 42.
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Wenn % =7 gesetzt wird

T (— a3 37 1
Toafg w7, 1
2 b 2 ' 10 3
tan 2 @, = i~
2
5 (L —n%)
2L 1.2
2 FEY . .
~—2@—, wo l—2x=—X ist.
-5
2
S
=gx 4
e

Daraus folgt

X s+ AFTE (15)

WO A4 —=tan2 @,,
I Nk
=
o 'y 6 i
PRI

Wir miissen aber hier darauf achten, daB die Gleichung fiir das
Ende nicht giiltig ist, wie wir schon in den letzten Paragraphen bemerkt
haben. Weil die Spannungen ¢, und 7 fiir den Querschnitt X = 0
Null sein miissen, ist die Vertikalkante selbst die isoklinische Kurve:
fiir @, = 909 Die isoklinischen Kurven treffen sich am unteren Eck-
punkt. Davon kann man sich iiberzeugen durch den optischen Ver-
such mit einem Glasbalken. (Vgl. Abb. 114a, 115a.) Wir erhalten
schliellich die Kurven wie Abb.17a zeigt, dabei ist die Hauptspannungs-
trajektorie auch aufgezeichnet. Wie man in Abb. 17a sieht, sind die
Kurven oberhalb der X-Achse nach unten zu konkav!. Man merkt
hier, daB die Kurven ganz anders aussehen als diejenigen nach ge-
woéhnlicher Theorie (vgl. Abb. 7).

2. Hauptschubspannungskurven. In diesem Falle

473, = (ox — ay)® + 47°,
2 .32
47, — [%’P’? G Y rres=o,
£ 4 2\ z2 2
oder yw*g +2(k—2s8)8 — K*=0,
1 Die Gleichung durch die héchsten Punkte der Kurven ist % = ]/jk
2%
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_ -

ghb’

Hauplschubspannungshurve

Abb. 17b.

= n gesetzt wird, so ist

& :V(K~ 2s%) + V&Kj—; §%) — (Ki—uiif?) (16)

Wir erhalten danach die Hauptschubspannungskurven wie Abb.17b
zeigt. Man vergleiche diese mit Abb. 15, in der die Kurven nach
gewOhnlicher Balkentheorie gezeichnet sind.
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b) Triger, gestiitzt an den Enden, gleichmifig belastet.
1. Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien.

0y — 0y
tan 2 P, = g7
pf 8 @—-2 y 3y 3y 14
‘2‘{"2?’ B BT sb o b 2T

T

3 &, .,
~2. p ()

3 » 3 21 -
—“2"’7(72*5")”‘—2"73+’1“6’7+1

B 361 —77) ’
7 2
R
o 25(1*772) ’
7
a
Jy:>bal
S —E)—k )
— (yzg-S)__:A’ WO 77:?;7 ist.
X
=5

Daraus folgt
& - 28£8.4—(+K) =0,

E=8-4+ V8 L+ +K, 17)
4 =tan29,,
I Sk
WO 8§ = n ist.

Auf dem Querschnitt & = 0 hat der Punkt, in dem ¢,—o0, = 0 ist,
in keiner Richtung Schubspannung. Dieser Punkt im Glasbalken
zwischen gekreuzten Nikols bleibt dunkel, auch wenn man die Nikols
umdreht. Die Gleichung fiir den Punkt ist K = — 2. Durch die gra-
phische Losung dieser Gleichung des 3. Grades erhdlt man

fir y =4 % = 0,045
» oy =3 n=0,09
w y=2 n=0725.
Fir y = oo stimmt der Punkt mit dem Nullpunkt der Koordinaten
iiberein. Es gibt noch zwei Punkte auf der oberen Kante, in denen

o0, =0, und 7 = 0 ist. Diese Punkte bleiben beim optischen Versuch
mit Glasbalken im Gesichtsfeld auch dunkel, trotz der Umdrehung
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der Nikols. Wir kommen in Abschnitt VII darauf wieder zuriick.
(Siehe auch FulBinote S.34.)

Abb. 18a zeigt die isoklinischen Kurven und Spannungstrajektorien
nach GL (17), indem y == 4 angenommen ist (vgl. Abb. 11). Wieder ist
zu beachten, dafl durch die Unvollkommenheit der Losung die Kurven
nahe dem Ende nicht streng richtig sind. Nach der Mitte zu sind sie

y=%

s

| Lsoclinische Hurve u. Hauptspannungstragekiome 90°Fird,

| Hauplschubspannungskurve
Abb. 18b.

aber theoretisch genau richtig. Das Gebiet nahe dem Ende wollen wir
im ndchsten Abschnitt genauer beobachten.
2. Hauptschubspannungskurven.

4, — [%M(&*—y? 4K)T— 4 (%WP§S>2 =0,

8 i, 2 2 2 2 Q2
s — (K — 48282 =0.
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4 . .
Wenn %;f:n gesetzt wird, so ist

e 1K) - 288 (K =0,
5=]/y2+K—2S2>¢ Jor+ K —28p — [0+ Ky - 2] a9
. 2n
Fir E= O0: 7/:;‘21?1{"
Fiir = 0: 5=]/n2~~;.
Fiir p— 1 &=177 — 1,066 — 2. (18')
Fur n=—1: §=VO,267—}—y'3——2n;.[

In Abb. 19 sieht man die Anderung der Spannung 7,, in dem Quer-
schnitt in der Spannmitte, gerechnet nach gewthnlicher und nach genauer
Theorie. Abb. 18 zeigt die Haupt- &

schubspannungskurven nach Gl. (18), 7 .
die mit Abb. 16 verglichen werden f///
soll. ns \ \A‘Q?/
u . \ ‘L@ 7
Q.
IV. Lokale Stérung. 3 y/(’”
§ 10. Ubersicht. j
Trotzdem die lokalen Stérungen

auf die Spannungsverteilung groBen 7 "09-40 44742 7 42 64 9 9% 7w
EinfluB haben, fehlt noch eine ge-
naue Untersuchung dariber. Die
theoretische Behandlung dieser Aufgabe ist sehr verwickelt und nur
zum Teil gelost. Filon hat sich mit der lokalen Stérung in der Mitte
des Balkens beschiftigt, indem er eine allgemeine Losung des Balkens
als Ebenenproblem in Form eines bestimmten Integrals aufgestellt
hat!. Spéater hat er durch seine optischen Versuche die isoklinischen
Kurven in der Mitte des an zwei Punkten gestiitzten und in der Mitte
belasteten Balkens nachgepriift?. Aber er ist nicht dazu gekommen,
die gesamten Spannungskurven zu ermitteln. Bleich hat kiirzlich nach
derselben Methode wie Filon (mit Anwendung der Fourierschen Reihen)
dasselbe Thema behandelt mit besonderer Beriicksichtigung der Span-

Abb. 19.

1 Filon: On an approx. solution for the bending of a beam of rectangular
cross-section etc.

2 Filon: The investigation of stresses in a rectangular beam by means of
polarised light.
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nung am Stabende und in Bolzen!. Trotz dieser Losung bleibt die
Spannungsverteilung im Gebiet der lokalen Stérung noch sehr unklar,
weil der Ausdruck fiir Spannungen sehr kompliziert ist.

Um den Verlauf der Spannungskurven im Gebiet der lokalen St6-
rungen zu ermitteln, habe ich im folgenden die strenge Losung an-
gewendet so weit es moglich ist. Fir die Félle des Balkens, gestitzt
an den Enden, in der Mitte belastet, ist die allgemeine Losung sehr
umstéandlich. Ich habe deshalb nach ihr nur an einigen Punkten die
Spannungskurven berechnet und mit deren Benutzung unter gewissen
Voraussetzungen die Kurven anniéherungsweise ermittelt. Die Kurven
stimmen mit dem Resultat des Versuches gut iiberein.

§ 11. Definition der lokalen Stérung.

Die lokale Storung ist die Verdnderung der Regularitat
der Spannungsverteilungsart infolge der Diskontinuitdt der
UmriBllinien des Koérpers. In diesem Sinne gibt es keine lokale
Storung, z. B. im Falle der Halbscheibe mit einer Last und auch im

Falle des keilférmigen Trigers mit einer
! | T Last an der Spitze (s. Abb. 20).

TR | T t,,_'_;:'" In dieser Weise hat der Balken, ein-
S ——“£_ fach gestiitzt an den Enden, mit einer
Abb. 20. Last, drei Stellen, wo lokale Stérun-

gen vorhanden sind. (Unter der Last
und {iber den beiden Auflagern.) Ein
Stab mit gegenseitigem konzentriertem
Druck oder Zug hat zwei solche Stellen.
Kragtrager, mit einer Last oder gleich-
miBig belastet, haben jeder eine solche
Stelle (s. Abb. 21a).

|

Abb. 21a. Abb. 21b.

Im Falle der konzentrierten Last kann man manchmal von vorn-
herein annehmen, daB die Spannungsverteilung nahe der Last wie die
im Falle der Halbscheibe. oder Viertelscheibe angesehen wird, wenn
dort kein starkes Moment oder keine Schubkraft vorhanden ist. Im
Auflager des Balkens, wie Abb. 21b zeigt, ist die lokale Stérung sehr ver-

! Bleich: Der gerade Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem.
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wickelt. An dem rechten Ende in der Abbildung bemerkt man eine
zweimalige Diskontinuitit der Form. Wir kénnen diese lokale Stérung
des zweiten Grades nennen.

§ 12. Spannungskurven am Stabende.

Wie ich schon vorher erwihnte, hat Bleich die Spannung im Stab-
ende behandelt, jedoch hat er nur mit der Hauptspannung
6, sich beschiftigt, was, wie ich glaube, zur Spannungs-
orientierung nicht geniigt. Wir wollen hier die isoklini-
schen Kurven und auch die Hauptschubspannungskurven [<2a—
zur Spannungsermittelung anwenden und mit seinem Re- X
sultat vergleichen.

In einem Stab 2a X 2b (wo a gegeniiber b klein ist),
sind die Spannungskomponenten nach Bleich folgender-
maBen ausgedriickt:

p

’

7
Op =05 0g=g>

. N Gin ab — ab Gof ab) Cofay - ay Sin ub Gin oy
Or = Z(A'n + B,) @in2ocb—|?{2ab cosax,

n=1

> (Cof b — ab Gin ab) Gin oy + ayEof ubCof ay
+2(An—Bn) Gin2ab— 2ab *COS X .

n=1

4 - Gin ab + abGof ab)Cojay — oy Gin ab Gi
01,:7°+2(AH+B,L)( inab 4+ abCofud)lojay — ay Sinab Sinay

GnZob - 2ab eosa,

n=1

+ j(An__Bn) (@Oidb + ab @in Otb) 6111 oy — ay@oi ab@oiay

G 2ab —2ab eosal,

n=1
S ay GinabCofay — abCofub Sinay .
v= (4, + B,) Gin2ab + 2ab smar,

n=1

o ay Gofab Ginay — ab GinabCofay .
+ 2/(4.—B,) Sin2ab —24b smod,
n=1 N

Fir unseren Fall ist

Daraus folgt

2P \UGin ab — abCofab) (€of ay - ay Sin ad Sinoy
w:_TZ( ! i@ir)uéocbi—i-y%cb y (cosax —cos o),

n=1
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__ P 2P S,(@imb 4 abGof ab)Cojay — ay Sinab Sinay

Gin2ab + 2ub Teosax,

_ 2P }‘wmy GinabCofay — abCofab Sinay

a ‘-:/1 Sin2ab - 2ab

-sin .

Weil b gegeniiber a grof} ist, kénnen wir Z- s’oatt Cojob und Sin o b
annehmen und 2 b gegeniiber Sin 2 ab Vernachlass1gen In derselben
Weise kénnen wir statt Sin «y und €oj oy —schrelben weil wir nur
das Gebiet nahe der oberen Kante beobachten. Man erhilt dann

e s
Op= """ Z—-——wvv—— <cos nI - — COS nn> ,

n=1 —(b-—y)
e

(2a)
p p Sttrg =9 x
O'y——%-v‘d e COS N 'a* ,
n=2 — (-
e
nI
o ——(b—y)
P 1
T=4— 5%———smnn 99— (2b)
Tas1 0=
e
oo P 2P oty 0w 0T
- v =35y PP e cos n
"=
_— (3)
1 rroy
2— COS N7t
— ——(b y)

Durch die Gl. (2b) und (3) kann man die isoklinischen Kurven und die
Hauptspannungskurven erhalten. Man setze z. B. b—y =a in der
Gl. (3), so erhilt man:

P 2P 1—
0, = 0, =5 -+ — fofcub n n-— 1 ( oosnn
n*l
P 2P (= X 2n z 3
m%_|_—a—<7oos—a—+ﬁoos2n;—|—;—cos3n——i—~-->




Spannungskurven am Stabende.

(Weil e® = 23,14, €27 =

535,49

und

27

e’ = 123891,64 ist, geniigt es

praktisch schon, nur bis zum dritten Gliede zu rechnen.} In derselben

Weise ist
P

7T
a e”

T —

. T 27 z
sin—— —sin2m —
e ~

B/
6371

. x
s1n3n;—}—--~>.

Weil fiir z = 0 7 Null ist, betriigt die Hauptschubspannung fiir diesen

Querschnitt:
g =0, — 0,
P 2P/ = 2n 8z |
S TR v R R
P/=x-1 22—-1  Ba—1
L{ P - e'}rz T 3z

e

2a{1+6(;+%4 )

2w 4x
+2<£ﬂ L4 >
[
1 2
T2t

)

— 2 {1-6(0136 +0,00084)

-+ 2(0,0136 — 0,0432)}

P
= 51,76
g
—r—l Ta
3
Y la
§ 2
_ G
@r@y 8 3.
%
\
" a
\
\ 72711.
2a
72 v & & 4 2 0
325
Abb. 23,

In derselben Weise berechnet man

Op—0,
Gy— 0y
Oy —0y ==
Oy —0y

5,56
3,984
3,186

> ’ 72—14'7‘14111"”7"”

10,386 fir b— y =

Hauprspanmungs—-
frajehtorie

e 4

M 7

N

HaupTschubspanmungshurve

Abb. 24.
1
§(1/
1
5 b_y“Za’
3
s b—y=43a
1
’ b—1 =3a
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0.,—0y, = 2,263 fir b-—y = ja

0,—0,= 1,238 ,, b—y=13a

tolos W08

0,—0, = 1,067 ,, b—y = 2a.

In Abb. 23 sieht man die Spannungsverteilung (¢,-—o0,) im Quer-
schnitt durch die Achse, wobei die von ¢, mit punktierter Linie ge-
zeichnet ist. Fir Stahl und Schmiedeeisen ist die Schubfestigkeit ein
wenig grofler als die Halfte der Zug- oder Druckfestigkeit. Es ist des-
halb wahrscheinlich auch moglich, dafl in unserem Falle die Haupt-
schubspannung (die durch die Hauptspannungsdifferenz gegeben wird),
den Bruch angibt, statt der Hauptspannung ¢, wie Bleich angenommen
hat.

Die Spannungsverteilung am Ende eines Stabes wird uns durch
Abb. 24 veranschaulicht.

§ 13. Lokale Storung in der Mitte der Spannweite
durch konzentrierte Kraft.

In diesem Falle (b << @) gelten die Gl (1) auch, in denen diesmal

@

3 cos n
0, =0; — oty > (4, —B)

1

Die Beiwerte 4 und B in den allgemeinen Gl. (1) sind in diesem Falle:

4 P B P
2 2a¢’ 2a 2a’
P P ¢
P An:~7, Bn:~-dAcosnn;.
*b
?? Danach erhilt man
|&K———ac—)(——C—a—;lﬁ P ¢
sbb. 25, 4 -+ B, = — Aa* <1 — cosnn—d),
P ¢
An-Bn:—rdr<1~cosnn;>.

Wir wollen hier ¢ = 1 annehmen. Wir erhalten dann

A, -+ B, =0 fir die ungeraden Zahlen von =,

4, + B, = — 2—:1 fiur die geraden Zahlen von =,

A, — B, = — Eaz fir die ungeraden Zahlen von =, und

A, — B, = 0 fiir die geraden Zahlen von n.
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Daraus folgt
_ 3Pya_ 2P j (Sineh—abGojab)Cojay +eyGinabGinay

0, =g Gin%ab2ab oS EE,
n=2-4-6...
@
2p — abGi oy -+ i
- i (Cof o b ocb@m(;b)g@lgoc%‘;cy@:mocb@oiocy.cosax’
n=1-3-5... HEah = s
P 2P N1 (Binab+abGojud)Cojay - ayGinabGinay
Oy = %a a 2 Cin2ab+2ab 008,
n=2-4.6
2P N1 (Gofab+oabGinab)Sinay —oyGofabCofay
z GinZob_2ab reosa®,
n=1-3-5
p . ayGinabCojoay —ablojubCinay
T = — -
2a 2 Gin2ub+2ab sinaz,
n=2.4.6
P - ayCojab@inay —abGinablojay .
%a p3 Gin20b _2ab o

WO o = % ist.
a
Filon hat in seinem Werke nur die durch lokale Stérung hervor-

gerufene Spannung berechnet, indem er ein Moment —;—Pa (im Falle

a = ¢) an den beiden Enden des Balkens hinzufiigte, um das Moment
im Mittelschnitt auszuléschen und so die Spannungen (P, @ und S)
nur durch die lokale Storung verursacht sein zu lassen®. Nach seinem

1 Sein Resultat ist folgendes:

QW 22y AW 3c<r">2” cos 2n @’
b

Pelon) == =05 = @)
/ n
/|
4 W NS cos n &’ .
+ oy y’ Z(- 1) ( 5 > Huyy — s l—
0 Abb. 25a,
2Wy’3 4w p'\2rtl cos (2n1-1) (17’
Q=(og) =~ wrd T op < > SN VI

4W 1 /1’ " cos n ¥
bé (" ) 7) Hn+1 F s

2Wx 'e 7 sin 2n @'
S:(‘[) = %4 +*;? Z ( > 2"’71 Sadiag

T 2n)‘

o]
W 7 LT\ sin n @'
eV % 17 () Han SRR
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Ergebnis sind die Spannungen fiir den Punkt (0, 0)!

o) = 50249 o) =— +0,920,
und fir den Punkt (0, — b)
0y = — 0 250 ;

" bedeutet die Spannung infolge lokaler Stérung.
Stokes hat folgende Anndherungsgleichungen fiir die Spannungen
im Mittelschnitt vorgeschlagen:

_;2P<l y’>

Oy = 75’_*41)‘2’

. P /4 3@ —ba (A)
Oz = 27;(:: + 35 >’

wo y' der Vertikalabstand des betreffenden Punktes von der Ober-
flaiche des Balkens ist.
Daraus folgt:

= 2i;o,%f),
P fi 0,318,
0¥ — — L ogs7

20
(die Spannung nur durch die lokale Stérung und berechnet durch
die beiden ersten Glieder der Gl. (A)).
Nach Filon und Stokes kann man die lokalen Spannungen als

. . 2
aus zwei Teilen bestehend betrachten, erstens aus Tf’)’ wo 7’ der Ab-

stand des betreffenden Punktes von dem belasteten Punkt ist, und aus

wo
B (b2 3
H°~f<6i1122ocb~4oc2b2# 16u2b2>dn’
0
¢ (ocb)“—{—l(ocb)z—}—iocb—locbe“‘“”
a1 2 8 8 3 ldu,
T Gin?2ab - 4ot b 16 (x by
B (mb)(zn-}-m
H*"“f@mwub_nzbzd“
Q
(ab)‘2"+3>-’— - (abprt 4 o Lbprii = L ppntr g tes
i 8 o dn
B @m220cb74oc‘2b2
ist.

1 Vgl. Phil. Trans. Roy. Soc., Vol. 201, Series A.
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einem zweiten Teile, den ich in folgendem bequemlichkeitshalber als
Zusatzspannung bezeichnen mdochte.

Die lokalen Spannungen sind also von der Spannweite (d. h von
dem Biegungsmoment) unabhingig. Tch glaube aber, daB sie sich je
nach dem Verhaltnis der Hohe zur Spannweite des Balkens dndern.

Die lokale Stérung ist deshalb von dem Moment abhingig, und die
Zusatzspannung ist keine konstante, sondern eine verdnderliche. Wir
wollen hier drei wichtige Punkte betrachten (0, 0), (0, + b) und (0, — b).
Fir diese drei Punkte erhalten wir allgemein folgende Gleichungen
(vgl. Gl (1)):

0\ Ginob—oabEojab ]
“w_%(A"JFB") Cin2ab+2ab

. (4)
Ginad -+ abCofabd

4, -
—T+%7(A”+B") Gin2ab-+-2ab

3 « cos 7t
G:b:—ﬂéZ(An—Bn) o2
1

v A, (Gin?2ab—402b?)—4B,0abGin2ab
+ 2 Git2ab_ 4ot b2

_ 3 <« cosS n T
Gmb:+ﬁ22(An_Bn) o2
1

) 57—4Anocb Gin2ab - B, (Gin?2ab -4 o2 b?)
+ Gintlab—4aZl?

oft=—cw, ¢ =0, =0
Ich habe danach die folgenden Werte fiir die verschiedene Spannweite
berechnet:

a Berechnung nach
= 2 3 4 6 8 e e
b Filon |Stokes
> ‘
gl = 55" 0,202 | 0,246 | 0,2484] 0,2491] 0,2495] 0,249 “ 0,318
P
ad = 55 — 0,878 {— 0,915 |—0,9193— 0,9196—0,9205]| — 0,920 } — 0,955

Der Punkt (0,0) ist gerade die Stelle, wo der Einfluf} des Biegungs-
momentes am geringsten ist. Trotzdem bemerkt man, dafl die Zahl
nicht ganz konstant bleibt, die sich, je nachdem das Verhiltnis von

% grofler wird, derjenigen Filons nahert!.

! Im allgemeinen ist die lokale Storung von dem Verhiltnis % und dazu

von dem Verhéiltnis % (d. h. dem Verhaltnis der Spannweite zur Balkenldnge)

abhangig, wie spater bewiesen werden soll.
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Fiir den Punkt (0, — b) ist die Verinderung stérker:

o Berechnung nach
z 2 3 4 6 8 ——
b Filon |Stokes
P
;= 55 2,296 | 3,923 | 5488 | 8,57 11,62
oo — % © 008 [—0,578 |- 0,512 | =043 | ~0.38 |-0,25 |~ 0,637

— b

o, ¥ ist die Spannung nur durch die lokale Stérung!. Die Abb. 26
ist nach dieser Berechnung gezeichnet. Hier sieht man ganz

P deutlich die Verande-

_ OZZ £ rung der lokalen St6-

' e 20 rung nach dem Ver-

B a ..

-08 "Y\“\'/‘ 2  hiltnis 7. Die von Fi-
g o

A c\g'ﬂ// lon empfohlene Zahl

—g7 L @;‘;“" o s (0,25) ist viel zu klein

= i fiir gewéhnliche Bal-

G, N oA .

—06 . vort s ken. Ubrigens stimmt

// die Stokessche Glei-

05 //'Q y chung mit dem Resul-

’ T~ tat Wilsons sehr gut

ou g M~ iiberein?. Das kommt

’ Z/ ~¢ vielleicht daher, da@3

4 ’ die Balken, die Wil-

~0% 2 3 7] P 5 3 7 8 son gebraucht hat,

a/b
Abb. 26. im Verhédltnis % von

3 bis 6 sind, und wie man in obenstehender Tabelle sieht, die Zahl
0,637 in solchem Falle der richtigen Zahl ndher kommt als die Zahl 0,25.

§ 14. EinfluBlinien der Spannungen.

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir angenommen, daf die

Auflagerungspunkte sich an den Enden des Balkens befinden. Diese
Annahme ist nur fir den Balken mit einem hdéheren Verhéltnis Z—
anndherungsweise anwendbar. Wir wollen in diesem Paragraphen den

Fall betrachten, in dem das Verhéltnis % konstant bleibt, wahrend

® von den-

1 Diese Werte erhilt man dadurch, daBl man die Spannungen Tq
jenigen nach gewdhnlicher Balkentheorie abzieht.
2 Wilson: The influence of surface-loading on the flexured beams. 1891.

Phil. Mag. S.5. Vol. 32. No. 199.
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Ich nehme das konstante Verhaltnis

; = 6an. In meinem Versuch habe ich ebenfalls Praparate von diesem

Verhaltnis benutzt.

Wir konnen die Gl. (4) und (5) auch in folgender Weise schreiben:

= —3(4,+B,0C,,
A (4)
g =5 + 2(4,+B)C,.
+b 3 cos 7w
Oz :“ZT,«AZ(An“B) e
, 1
1
L34, B)O, y
5)
—p 3 cos n
Oy = 252 2( ) o
1
+ 4 2(4,+B,)C,
1
22( B)C,,
c _—@inocb+ﬁcfxb@ofocb o _@inoch—ochDfo;‘i)
wo 1T T Gm2abi2ab 2= Gnlab+2ab ’
Gin2ab—-2ab _@in?ocb—{—?@ it 1
8 Gin2ubilab’ 4T Gin2ab—2ub’ 1865

! Die vier Konstanten findet man in folgender Tabelle:

n= o, c, \ C, 0,

1 0,0222 0,498 0,088 11,35
2 0,0708 0479 0,313 3,200
3 0,1116 0,425 0,573 1,745
4 0,1250 0,341 0,787 1,290
5 0.1138 0,251 0,894 1,116
6 0,0910 0.175 0,954 1,048
7 0,0673 0,118 0,980 1,020
8 0,0482 0,0785 0,994 1,005
9 0,0333 0,0512 0,998 1,002

10 0,0230 0,0331

11 0,0150 0,0213

12 0,00985 0,0136

13 0,00640 0,0086

14 0,00413 0,00545

15 0,00267 0,00344

16 0,00176 0,00224

17 0,00108 0,00135

18 0,000685 | 0,000845

Miura, Spannungskurven.
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Die berechneten Spannungsgrofien (ich habe zu dieser Berechnung die
Tabelle auf der vorhergehenden Seite Fullnote 1 benutzt) fir die ver-
schiedene Spannweite sind in folgender Tabelle angegeben.

Tabelle 1.
c | |
@ 0 Y1 ‘ e 313 */s 3¢ \ g e 8/¢
o P
o =gg- | 0499 0,293 | 0,17 |0,193 0,226 | 0,247 | 0,249 0,249 | 0,249
P
o) = 93 1,038 1,460 | 1,01 10,903 0,899 0,916 | 0,919 {0,919 | 0,919
P
G}b:ﬁ . — 0¥ 0,927 | 1,35 2,60 |4,08 |5,67 7,07 0,57
P )
D"z'*i{g . co** | —0,177 | 0,15 0,40 10,42 (0,43 10,43 | 0,43
|
il it
_?3 52 Vergleicht man diese Werte
"0 mit denen, die in den Tabellen
i auf S.31 u. 32 sich finden, so
[ bemerkt man, dafi die lokale
| Storung mehr von dem Ver-
oy =10 036, . ¢
\‘ \ haltnis s als von dem Verhalt-
1| I\ 25 nis % abhéngt. Abb. 27 ist
-1( \\// — nach den oben berechneten
-09 G 02 Werten gezeichnet. Da die
\ g
. Ordinaten jeder Linie die Span-
ao 7 2k 36 e o6 7 nungen in einem bestimmten
,Y\@Q{‘“ Punkt zeigen, wahrend die
~08 -(')Y\“\'X g Spannweite sich andert, sind
08 c\(\c‘l“'l 5 die Linien die EinfluBllinien der
,g—g;é' ;‘;“0 7z 6t Spannungen der betreffenden
—ou b/ —¥ ¥ Punkte. In dieser Abbildung
Z z sind auch die Einflufllinien der
~62 ] 2 Spannungen nach der iblichen
| Rechnungsweise  eingetragen.
¢ )i g Man sieht hier, wie die Span-
|V S o
* Hier muf eine zweimalige Ver-
dunkelung des Gesichtsfeldes vor-
Abb. 27.

** Diese unendliche GrofBe ist natiirlich nur theore-
tisch richtig. In Wirklichkeit wird die Belastung nach
einigem Nachlassen des Materials in etwas parablischer
Verteilung iiber eine kleine Fliche verbreitet.

genommen werden. Naheres s. §15.
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nungen sich stark dndern, wenn die Spannweite bis zu einem Sechstel
der Balkenldnge gekiirzt wird.

§ 15. Anniiherungsgleichung fiir Spannungen
in der Spannmitte.

Der Punkt, der im optischen Versuch mit Glasbalken keinen Strahl!
durchlafit, trotz der Umdrehung der beiden Nikols, hat tberhaupt
keine Spannung oder ist mit gleichen einander senkrecht gerichteten
Spannungen vorhanden. Er ist deshalb ein Nullschubspannungspunkt!.

Wir wollen das Verhaltnis % = 6 und die oben berechneten Werte

0o P -y P
= 0248 2b, Oy = — 0,918 -2—6 und Oy = '—0743 z—b

annehmen. Die sog. Zusatzspannungen im Sinne von Filon und Stokes
(vgl. 8.30) sind danach:

oy = iP 0918 +—2%O,355,

-5 __ 2P P
0" =5y = b 50,687,
Diese Zahl ist aber nur giltig fir
ein héheres Verhaltnis % {Unter

Voraussetzung der geradlinigen
Veranderung der Zusatzspannun-

gen wird in der Abb. 28 die Span- leq«iz—;—ﬂeﬂ,&@%)—z
nung ¢, mit der Geraden 4 B und ~ Druck +2ug
o,/ mit CD ausgedriickt. Da wir Abb. 28.

uns nur mit den Spannungen

6, — 0y zu beschiftigen brauchen, wollen wir auch nur die Zusatzspan-
nung ¢, —o,” betrachten, die mit der Geraden K L bezeichnet werden
kann, wobei

ML= — (0,637 + 043) 57 = — 1,067

und NO = — (0,355 — 0,248) 5 =

= — 0,107 ist.

w’,_u Q..J"U

Die Gleichung dieser Geraden ist (vgl. Abb. 28):

7
“ov TosT b

1 Wie ich spéter ausfithren werde, gibt es noch andere Nullschubspannungs-
punkte, namlich unter der Mittelachse. Wilson hat sie nicht behandelt.

3%
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P
WO O N = 0,107 5p
0,107 P .
08 = (o5 op ist
. 0,96 5 P
Z= (16t 0107 5

P
= (— 0,107 + 0,96 7) 5.

Daraus folgt

(o — 04) = o (— 0,107 + 0,96 7). (6)

Wir erhalten dann die Anndherungsgleichung fiir die Hauptspannungs-
differenz in der Spannmitte durch Superposition dieser Spannung mit
der Spannung nach gewoéhnlicher Balkentheorie und der Spannung
o,/ in der Halbscheibe, belastet in einem Punkt.
Daraus folgt:
6, = 0, = — ol — Zh b g (— 0,107 -+ 0,96 )

P cl57 1,273
i <~ =~ 0,107+ 0,967 ), (7)

b y

'

WO —yl; = 7" und y’ der Abstand des betreffenden Punktes vom oberen

Rande ist.

Fir den Nullschubspannungspunkt muf} dieser Ausdruck Null sein.
Wenn 9" = —n + 1 gesetzt wird, so erhdlt man fiir diesen Punkt
folgende Gleichung:

[(0,96 — L5 ) (= 1) o — 0,107y — 1,273 =0

Oder
(— 0,96 — 1,5 %) e+ (0,853 — 15 %)17 — 1,273 =0,
(Z — 0,64> ® -+ (Z — 0,565> y 4 0,849 = 0.
n,:-Bj:WQ/B;~3,4A7 ®)
A= ‘%+0,64,l
wo

c 1st.
B= T 0,565

Es gibt also gewShnlich zwei Punkte der Nullschubspannungen. Diese
beiden Punkte kommen einander desto niher, je nachdem die Spann-

weite oder das Verhiltnis % kleiner wird, bis sie schlieBlich in einem
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Punkte zusammentreffen. Letzteresist der Fall, wenn B2 = — 3,4 A4 ist!.
Daraus folgt

% = 3,888 und 7 =0,5115.
Fir & =4 ist 7 =0,6024 und 0,42, ]

(8a)
Fiir %: 5 ist 7 =0,7609 und 0,2563 [

Man vergleiche Abb. 89a und 89b! Fir das Gebiet nahe der Last ist
diese Abbildung nicht genau genug, weil ich dabei mich hauptséchlich
nur bemiiht habe, den allgemeinen Kurvenverlauf aufzuzeichnen. Die
dunkeln Punkte kann man ohne Schwierigkeit feststellen, wie es Wilson
schon versuchte. Sein Ergebnis ist folgendes:

Praparat 128 x 5,56 x 19 cm
Spannweite Abstand der dunkeln Punkte von der Oberfliche

88 cm 6,4 cm 3,3 cm

100 cm 7,2 cm 2,5 cm

120 cm 7,8 cm 1.8 cm

IR - 2 ., 128 .. c .
Das Verhaltnis B ist somit 19 = 6,43 und fur das von B erhaltman

fir Spannweite 88 cm 4,63
i E) 100 cm 5,27
» ” 120 cm 6,32

Wenn man 26 = 19 cm annimmt, so erhalt man infolge (8a)

%’ (in cm)
fir Spannweite 76 cm {22333
7,23
und s 2 95 cm {2’435

Dies Resultat stimmt mit dem Stokesschen gut itberein, wenn man

die Verschiedenheit des Verhiltnisses 2 in beiden Fillen beriick-

b
sichtigt. Die Stokesschen Anniherungsgleichungen sind
6 — _ 2P(1 ¥
v @ <g}’ o 21?> ’
_ P4 3Y 30 -ba
0= g3l — )

1 Die zwei Wurzeln dieser Gleichung sind 3,888 und 0,6415. Der letztere
Wert (0,6415) stellt eigentlich auch die Lage eines Nullschubspannungspunktes
dar. Diese Zahl ist aber nicht zuverlissig, weil fiir das kleine Verbiltnis von

% die GL (7) nicht mehr ganz gilt.
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Diese Rechnungsart ist im Grunde dieselbe wie die sog. Wilsonsche
»Intersection Method®. Die Nullschubspannungspunkte werden er-
mittelt durch die Schnittpunkte der Hyperbel mit einer Geraden durch
den Anfangspunkt. Aber die beiden Methoden ergeben fast dasselbe
Resultat, wenn die Spannweite grofer wird, weil dann der Korrektions-
zusatz o, — o, gegenilber der Spannung ¢, nach der iiblichen Balken-
theorie sehr klein wird?.

Wenn man nun die Spannweite kleiner macht, so wird zuletzt die
Zugspannung o, nach der gewohnlichen Theorie kleiner als die Zusatz-
druckspannung o,. Ks muB dann eine Stelle, wo der Unterschied
0,—0, Null ist, unter der Mittelachse vorhanden sein. Diese Tat-
sache stimmt mit dem Experiment iiberein. In der Abb. 93 ist die
Stelle, wo alle isoklinischen Kurven sich treffen,der Nullschubspannﬁngs-

punkt, in dem das Verhétltnis% genau = 0,5 ist. In diesem Falle

kann man nicht mehr eine Annaherungsgleichung wie die oben an-
gefithrte aufstellen, weil die Spannungsverteilung sich von Punkt
zu Punkt stark und in eigentiimlicher Weise &ndert (vgl. FuBnote

S. 37).

§ 16. Annihernde Ermittelung der Spannungskurven fiir den
Balken mit einer Last in der Mitte, an den Enden gestiitzt.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die lokale Stérung den Verlauf
der Spannungskurven beeinflufft. Man kann natirlich nach GI. (1)
die Kurven genau feststellen, aber weil die Berechnung sehr kompli-
ziert und unpraktisch ist, sind wir gendotigt, die Spannungskurven
anndherungsweise unter einigen Voraussetzungen zu ermitteln.

Zuerst wollen wir die Kurven in der Spannmitte betrachten.

a) Spannungskurven in der Spannmitte.

Man nehme an wie frither, dafl die lokalen Spannungen aus fol-
genden zwei Gliedern bestehen:

L. die Spannungen, abgeleitet nach der bekannten Spannungs-
gleichung fiir Halbscheiben, d. h. nach der Gl

2P

o, =—cosf.
T

2. die sog. Zusatzspannungen.

! Wilson hat versucht diese Nullschubspannungspunkte zu ermitteln durch
Superposition der Spannung nach gewdhnlicher Theorie mit derjenigen der Halb-

Pc3
scheibe mit einer Last. d. h. durch die Schnittpunkte der Geraden <o’z = —b%y>

P
mit einer Hyperbel <o'y = %) .
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Fiir die 1. Spannungen nehme ich die Stokessche Ann#herungs-
gleichung fiir vertikale Spannung in der Spannmitte an, d.h.

2P/1
Oy:“7<y'“}%z>’ \ ,
wo kb die Hohe des Balkens ist. @f
Weil das Gebiet der lokalen Stérung ungefihr /;/4“: 7
mit einem Kreis, dessen Mittelpunkt der Belastungs- £ - . Jr
[

punkt ist, und dessen Durchmesser der Balken-
hihe gleicht, beschrieben wird, wird die Span-
nung der 1. Art durch die folgende Gleichung angegeben:

6 — — Ef(l — i\ cosB sin?0, l

Abb. 29.

7 hZ;

1
6 = — 7<?—l>eos39,

Y n h?

(9)
= 2 f(i — ;;) cos?f) sinf. [

T

1 B — (2 4 ®) 11--&2_p,¢2 .
T wfx:ﬁy‘) =7 77_3M4—”1— (wo &= % und % = %- lst)>
he (a4 y%)° (24727
v . . . .
und cosf) = (E"Z N ,2)% ;  sinf = 7 ist, so ist
n

. 2P(1-&2—9'%) , 4
= T @y 1
2P(1-&7—9"%) ,4
v Eh @ ey T
SP(L~E*—y?) 5.
i@ e 1

3P a
oder 10 :~—2——6-K§'“, l

(10)
_ 3P '
o0, = — g K1

3P ’
= g K ‘

. 2 A==y
WO == ’37; _’@72_{_”,2)2* ist.

Um die Spannung der 2. Art zu bestimmen, wollen wir hier den

Balken mit den Verhiltnissen %: 6 und% = 4 Dbetrachten, und
nach Tabelle 1 folgende Werte fur die Zusatzspannung auswéhlen:
6y = 0,25,

o," = —043.
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Wir wollen annehmen, daf die Zusatzspannung in den ¥ und X Rich-
tungen geradlinig sich dndert und an dem Querschnitt = b voll-
kommen verschwindet.

Daraus folgt die Gleichung fiir Zusatzspannung

_ 2. 9 g T
20, =57 - 0,93(1 25)(1 0’684>
3P
=551 —28)H, (11)
wo H=0,31—0,4537" ist.

Dazu kommen noch die Spannungen nach gewshnlicher Balkentheorie,
die durch folgende Gleichung ermittelt werden.

M

3055”\»7:’/}

in diesem Falle

6P(c—x) [ h

erea oy
3P ' ,

=——2-&1—27)
3P N ,

~ g2 — &)1 24 (12)

in diesem Falle

A —n)n". (13)

Nach Gl (10) bis (13) berechnet man die Gleichung fiir Hauptschub-
spannungskurven

P VIE—E) A2+ FE o)~ (2 OYHF T AT )7 T KEY P

n=1[@—&) (1—29)+ K& —7")—(1—28) HP+4 [(1—7) ' +-K&n'P. (14)

1 Wenn wir den Querschnitt %' = konst. betrachten, wird die Spannung wie
folgt ausgedriickt: 50, = (1 — 2 &),y wobel 0., die Spannung in dem Quer-
schnitt durch die Spannmitte ist. Diese Spannung o,,

6z, 17 andert sich geradlinig nach unserer Voraussetzung und
’ 7 7 P N

5 wird mit der Gl. o6,,= <1 *E@>0,93 9% ausgedricks.

Abb. 29a. Dies ist ndmlich die Gleichung einer Geraden, die durch

die Punkte A4 (0,5, 0,25) und B (1, — 0,43) geht.
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Man berechnet nach (14) die Werte von n fiir verschiedene Werte von &
und %', wie Tabelle 2a zeigt!. Fir isoklinische Kurven erhdlt man

fan 2 @, — 2[(L =)o + K& ]

Tabelle 2b ist danach gerech-
net.

Abb. 30 zeigt die Span-
nungsinderung in der Spann-
mitte. Die Lage der Null-
schubspannungspunkte wird
durch die Schnittpunkte der
Kurven fiir Spannungen o,

0"
und ¢, gegeben. /:,5 /

b) Spannungskurven an den
Auflagern. Wir wollen die Ge-

G e K@ - eeE (1)
0[7 7.0 / Zoxgblf
7 e |

42| / %
oy
A
S zy 1
/ —er ki
a7 ¥ 1 [: B
’ i red»-ee
o8 ,/ Eia—’____j

biete ,,d* und ,,e‘ jedes fiir
sich betrachten (s. Abb.). In

Abb. 30.

Abb. 31.

bezug auf das Gebiet ,,d°‘° nehme man dieselbe Voraussetzung wie im
Falle 1. an, so erhalt man fiir die Spannungen der 1. Art:

1 Tabelle 2a ,,n. -
&
, 0 0,1 0,2 0,4 ,6 0,8 1,0

7 \ Q
0 1,652 1,614 1,637 1,400 1,200 1,000
0,1 0,765 1,790 1,600 1,337 1,168 0,987 0,819
0,2 0,039 1,080 1,327 1,115 0,96 0,815 0,680
0,3 0,018 0,781 0,928 0,893 0,775 0,662 0,580
0,4 0,175 0,680 0,755 0,723 0,633 0,557 0,519
0,5 0,403 0,713 0,720 0,650 0,567 0,512 0,500
0,6 0,666 0,832 0,800 0,697 0,607 0,537 0,519
0,7 0,947 1,010 0,963 0,835 0,719 0,637 0,58
0,8 1,243 1,235 1,174 1,04 0,898 0,788 0,68
0,9 1,547 1,495 1,385 1,275 1,133 0,977 0,819
1,0 1,857 - 1,786 1,757 1,561 1,400 1,20 1,000

Tabelle 2b. ,,tan 2 @,*.

- 1 on 0.2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,1 0,933 0,330 0,174 0,166 0,189 0,225
0,2 2,005 0,769 0,448 0,402 0,447 0,533
0,3 4,700 1,800 0,916 0,795 0,876 1,050
0,4 — 7,670 9,500 2,245 1,780 1,965 2,400
0,5 — 1,780 — 2,850 — 12,900 46,300 89,000
0,6 — 0,893 — 1,110 — 1,580 — 1,925 — 2,000 — 2,400
0,7 —0,514 — 0,591 — 0,718 — 0,790 — 0,875 — 1,050
0,8 — 0,287 —0,319 — 0,362 — 0,381 ‘ 0,444 — 0,533
0,9 — 0,128 —0,142 — 0,146 — 0,161 | — 0,188 — 0,225
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$ P K.,
o= =gy l
$ P K,
Oy = =55 g (16)
3 PK

Jzz?ﬁg#’{
wo der Anfangspunkt der Koordinaten der Stiitzpunkt ist.
Fir die Spannung der 2. Art mufl man zuerst die Zusatzspannung
berechnen. Wir wollen zwei Punkte D und E im vertikalen Querschmtt
durch den Stiitzpunkt betrachten.

Infolge (1)
o =of = — Z(An+Bn)Clcosnn£,

3
ot e oD = — ﬂZZ( + B )COS A(17)
+ 5 (An+Bn)C3cosnn—§,

1
+-2—2(An— B,)C,cosnan 2,

wo fir die Konstanten €}, C, und C, Gl. (4') und (5’) heranzuziehen sind.
Daraus ergibt sich

3P
‘szE ES + 2‘"5 - 0,04:15 5

3P
W00 = — 530,102,

Dies sind in diesem Falle zugleich die Zusatzspannungen infolge der
lokalen Stérung.

Man nehme die geradlinige Spannungsverinderung an, wie im
Falle 1, so erhdlt man

3P
F— =-0,185 .
Ferner = + 26 7

3P y Py ’
0= 51— 06446)(1—25)0185_7)[1(1—25), (18)
wo H'=0,185—0,2877" ist. Der Ursprung der Koordinatenachsen
ist in diesem Falle der Stitzpunkt. Dazu kommen noch die Span-
nungen nach der gewdhnlichen Balkentheorie,

3 P, ’

3%:??5(1“277) (19)
3 P "ot

a=2Pu )y (20)

Infolge Gl. (16) bis (20) erhalten wir

" =]/[§(1~ 2) ' (1—28) — 5 (&* =) |+ [2(1— o'+ K&]? (21)

tan 2 @, — S LR : (22)
E1—27)+H'(1-28)—5 (=79
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In bezug auf das Gebiet von dem Stiitzpunkt bis zum freien Ende
wollen wir annehmen, daf} die Spannungen ,7 und 40, nach dem Balken-

ende zu geradlinig sich 4ndern und an dem Querschnitt

schwinden.

b

x
—-=1 ver-

Wir erhalten somit folgende Gleichungen fiir Spannungskurven in
unserem Falle (2 b = o)

=l 2e) fEe—r R0y oK @)

tan 2 @, =

2(1— )y (1 -8) K&y
B (1-28)- 5 (& =1

(24)

Die berechneten Werte von n und @, fiir verschiedene Werte von &

und %’ findet man in den Tabellen 3a und 3b.

1

13

Tabelle 3a. ,,n".

n d 0,8 0,6 04 0,2 0,1 0 0,1 0,2

0 0,800 0,600 0,437 0,311 0,348 0,148 0,111

0,02 0,064 0,060

0,05 0,432 0,305 0,003

0,08 0,380 0,043

0,1 0,660 0,499 0,368 0,369 0,729 1,218 0,396 0,060

0,2 0,570 0,476 0,443 0,597 0,760 0,713 0,350 0,093

0,3 0,528 0,500 0,534 0,652 0,686 0,593 0,347 0,153

04 0,513 0,528 0,578 0,643 0,633 0,562 0,373 0,210

0,5 0,506 0,533 0,575 0,601 0,585 0,539 0,383 0,242

0,6 0,507 0,518 0,538 0,539 0,524 0,496 0,367 0,246

0,7 0,528 0,493 0,477 0,456 0,442 0,425 0,321 0,223

0,8 0,577 0,480 0,411 0,357 0,334 0,320 0,245 0,173

0,9 0,665 0,512 0,379 0,127 0,219 0,187 0,144 0,105

1,0 0,800 0,600 0,420 0,271 0,182 0,102 0,082 0,061

Tabelle 3b. ,,tan 2 @,

AN ’
v £ 0,8 0,6 0.4 0,2 0,1 0 0,1 0.2
0,01 — 0,035
0,02 1,070 0,233
0,05 — 16,900 2,255 | — 0,257
0,08 — 21,100 1,105
0,1 0,286 0,402 0,669 2,570 3,410 0,148 3,000 1,960
0,2 0,697 1,013 1,810 2,880 1,588 0,502 0,194 {— 0,679
0,3 1,375 2,080 3,340 2,780 1,700 0,998 0,536 0,418
0,4 3,180 4,920 6,070 3,345 2,230 1,635 1,200 1,055
0,5 —176,000{ 87,300] 22,900 4,940 3,240 2,490 1,985 1,765
0,6 —  3,000| — 4,200/ — 9,740 12,180 5,560 3,810 3,090 2,745
0,7 — 1,312 — 1,820|— 3,170] — 13,600 23,700 6,850 5,380 4,680
0,8 — 0,667 — 0,888 — 1,427| — 3,040 | — 6,450 100,000 28,600 20,450
0,9 —  0,281|— 0,375|— 0,548 — 0,992 | — 1,560 |— 3,535| — 3,650 | — 3,510
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Abb. 32 zeigt die Spannungsverdnderung im vertikalen Querschnitt
durch den Stiitzpunkt. Der Schnittpunkt der Kurven ¢, und o, gibt

T 7,

VI

N
)
8

A 0,
6y
a0
/
// n
]
70709 08 67 06 85 0F 43 62 47 0° a,f@zi{
Druck Zug
Abb. 32.

in diesem Falle die Stelle,
wo die Hauptspannungs-
richtung mit den Koordi-
natenachsen einen Winkel
von 459 bildet.

Abb. 33a und b zeigen
die Spannungskurven im
ganzen Gebiet des Balkens,
die nach den Tabellen 2
und 3 gezeichnet sind. Die
beiden Spannungskurven
sehen ganz anders aus als
diejenigen nach der ge-
wohnlichen  Balkentheorie
(vgl. Abb. 9 und 13).

Abb. 33 a.

Hauptschubspannungskurve
Abb. 33D.

Die isoklinischen Kurven z. B. sind im Gebiet der lokalen Storung
in den Richtungen nach den Stitzpunkten und dem Belastungspunkt
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hin gesammelt, und gehen von der Form 4 in der Abb. 34 zur Form
B iber.

Dies Resultat stimmt mit dem Versuch, besonders in bezug auf die
isoklinischen Kurven ganz genau iiberein (vgl. Abb. 90a und b). Fur
die Hauptschubspannungskurven war
der Versuch nicht genau genug, weil
ich dabei weilles Licht anwendete und
mitdengewdéhnlichen Gipsplattchen aus
der Mohrschen Kollektion' die Span-
nungskurven ermittelt habe (Genaue-
res s. Abschn. VII). Die Ubereinstim-
mung ist trotzdem so grof3, dafl wir mit
dem Resultatsehrzufriedensein kénnen.

Abb. 34.

Anmerkung. Die Zusatzspannungen an den Auflagern verstirken die Haupt-
spannungen nach der gewohnlichen Balkentheorie. Diese Tatsache ist besonders
fir Eisenbetonbalken beachtenswert.

V. Keilformige Triger.
A. Keilformige Triger mit einer Last.
§ 17. Ubersicht.

Keilformige Triger werden in den Fundamenten der Gebiude, in
Stiitzmauern usw. benutzt. Was die Rechnungsart anbetrifft, so steht
in den Biichern meistens, dafl man sie als Trager von kon-
stanten Querschnitten ansieht. In den Stitzmauern bei-
spielsweise ist -das Widerstandsmoment:

2 Af-

M= fg %
(Sieche Abb. 35.) Diese Voraussetzung pafit nur bei ge- ‘:
ringer Schrage, in anderem Falle ist sie nicht anwend-
bar. Wenn die Schrage gering ist, so kann man diese %
Gleichung nach Hooke-Bernoullischer Theorie als An- Imw‘gﬂﬂ]ﬁr
naherungsgleichung benutzen, andernfalls aber darf man %
sie nicht mehr anwenden. Der Grund liegt darin, dall man: Abb. 35.

1. die Spannungsverteilung geradlinig voraussetzt,

2. die Hypothese Naviers benutzt fir den Querschnitt A B,
welcher nicht der zur Achse senkrechte ist.

Unter der Voraussetzung der geradlinigen Spannungsvariationen
und des Navierschen Gesetzes mufl man noch beachten, dal} die 4ullerste
Spannung fz nicht die maximale Spannung am Punkt 4, sondern eine

1 Vgl §42.

.
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Komponente ist. Die maximale Randspannung muf immer der Rich-
tung des Randes parallel sein. Denn weil die Schubspannung parallel
und lotrecht zur Randrichtung selbstverstandlich immer Null sein muf,
so ist die Hauptspannung parallel zum Rand.

Die Spannung fg ist deshalb die Komponente (lotrecht zu A B) der
Hauptspannung, die zum Rand parallel ist. Die Hauptspannung ist
hier die Biegungsspannung. Man muf die geradlinige Variation der
Spannungen nur fir Biegungsspannungen und nicht fur die Kompo-
nenten der Biegungsspannungen benutzen. Nebenbei bemerkt, mufl
man darauf achten, daB die Theorie der sog. Trager von konstanten
Starken nur anndherungsweise zutrifft!.

In folgendem werde ich die genaue Theorie fur keilférmige Trager
nach Airyscher Funktion behandeln und am Schluff auf die durch
Anwendung der Hooke-Bernoullischen Theorie entstandenen Fehler
eingehen.

§ 18. Halbscheiben mit einer Last.
Wenn in einem Punkt einer unendlich ausgedehnten Ebene eine
konzentrierte Last, deren Richtung mit der Ebene zusammenfallt,
wirkt, wird die Spannungsverteilung folgendermafien in Polarkoordi-

naten ermittelt:
’ . P b
o,: radiale Spannung SRR

we T
o,: tangentiale Spannung = 0 (1)
P 7: Schubspannung =0
r: die Strecke, gemessen von dem belasteten
Punkt,
| P: die Last,
BT i @ : der Winkel zwischen r und der Richtung
/Il‘l wo der Last,
Abb. 36, ¢: die Dicke der Ebene (im folgenden wird die
Einheitsstarke angenommen)
ist.

Selbstverstindlich ergeben die oben genannten Formeln die Losung
des Problems als Ebenen-Problems. Weil die tangentiale Spannung
immer Null ist, und weil die Summe der Spannungen parallel zur Last-
richtung in den beiden Halften, die durch eine durch den Pol gehende
Gerade entstehen, dieselbe ist, so kénnen wir uns die Ebene in zwei
Teile geteilt denken.

! Bach: FElastizitit und Festigkeit, S.255.

* Diese Formel hat Stokes in seiner optisch-experimentellen Abhandlung
itber Glasbalken schon gefunden (1891). Theoretische Behandlung dariiber s.
»F6ppl” oder ,Lorenz®.
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Wir haben jetzt das Halbscheibenproblem, und fir dieses gilt die
Gleichung:
o = 2P 0. ©)

r 4 T

Die Tatsache, dafi es nur die Normalspannung und weder Tangential-
spannung noch Schubspannung gibt, lifit uns die Ebene mit den Linien,

S =K

Abb. 37.

die vom belasteten Punkt ausstrahlen, beliebig teilen und diese Teile
fir sich betrachten. Wir haben auf diese Weise das Problem keil-
formiger Trager ganz allgemein.

§ 19. Keilformige Triger mit einer Last an der Spitze.
Die Betrachtung der Formel (2) zeigt uns gleich, dafi die
Airysche Funktion fiir keilformige Trager mit einer Last folgende
Form hat:
F=A.rsin®-® -+ Bey-cos DD, (3)

wo 4 und B die Konstanten, abhingig von dem Keilwinkel2 y sind.
Wenn man von (3) die Normalspannung :
ableitet und y = - setzt so muf} die Glei-

chung dieselbe Form erhalten wie (2).
Wir erhalten danach:

__1aF 16F Abb. 38.
" v er T ortpor
sin @ A .
=A¢T+7(~@sm@+cos@+cosd5)
+Bq>?ﬁsﬁ’+-fi( ® cos @ -+ sin D + sin D)
=28 @+ ,,,,COSQ
0 F
O‘t:’a?’zo (4)
2 (1 0F
v= =5 58) = 0 l

Um die Konstanten 4 und B zu bestimmen, haben wir folgende zwei
Gleichgewichtsbedingungen:
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Psinw:Pyzl_!arsingbrd(D
. cos 2 o cos 2 g
(- gy
+€~{2(o¢-ﬂ)—~sin2o¢+sin2ﬂ}
Pcosw:Pm:farcoscbrd@ l
B

:2B<A%?—°‘+OOSM> ‘ (5)

4
+“‘g‘{2(°‘*ﬁ)+5m2a—sin2ﬁ}.

Aus diesen Gl. (5) kann man leicht die Konstanten 4 und B bestimmen.

Wenn «= — f=+7y angenommen wird,
so ist P, =B(2y—sin2y),
P =A4(2y-4sin2y).
Daraus folgt: B P,
2y —sin2y 1 (6)
S T—
T 2y+sin2y
Daraus folgt infolge (4)
_ _2Pycos @ n 2 P, sin @
2 A O = y@y+sin2y) | T2y —sin2y) 1(7)
7 q 2P /coswcos ® sin o sin @ J
_—-—i_ oder —T<2y+sin2y+2y—sin27>
“dy, ~ Die Spannung ist Null in der Richtung:
Abb. 39. o 2y ~sinly
tan @0 - — <msi—n27> cot w (8)

Durch Anderung der Koordinatenachsen kann man immer den Fall
Abb. 39 ableiten aus dem Fall Abb. 38. Wir wollen deswegen im fol-
genden nur die Gleichung (7) benutzen.

Wir betrachten zuerst einige Spezialfalle.

1. Halbscheibe mit einer Last in beliebiger Richtung.

In diesem Falle ist y =5
l@ A Infolge (7) o, = %—: (cos w cos P 4 sin w sin P)
i .\;/;’\ P 2P
o = -cos (w — P)= — — cos b,
Abb. 40. rx ra
wo ¢ der Winkel zwischen r und der Richtung der Last ist.

a},:~i—fcos@, o,=1=0. (9)
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Wir erhalten hier natiirlich denselben Ausdruck wie (1'). Die Normal-
2P
Za
und ist Null in der Richtung senkrecht zur Lastrichtung. In den Rich-
tungen OA4, OB und OC hat die Spannung ¢, denselben Wert:

' 2 Psin o |

||

spannung ist in der Richtung der Last am grofiten und betriagt o, =

Man kann die Halbscheibe in zwei Teile teilen und dadurch zwei
Keile AOC und BOC erhalten, Die Spannungsverteilung dieser Halb-
scheibe wird erhalten durch die Zusammenfassung des Keils mit einer
Last an der Spitze in der Achsenrichtung und des Keils mit einer Last
an der Spitze senkrecht zur Achse (s. Abb.).

Abb. 41.

2. Keilformige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung
einer Kante.

In diesem Falle haben wir

w=m—7y, und sinw = - siny,

COS 0 = — COS y.
Daraus folgt
__ 2P <jin ysin @ cos y cos @

T r \2y—sin2y 2y fsinly > } (10)

Ot =t1=0,
Um die Nullachse zu ermitteln, setzen wir ¢, =0

2y —sin2y
tan @0 == ‘?m' cot 7. (11)

Wenn y :% gesetzt wird, so ist

2P sin @ cos @

Torye 2o, om

7 1 2 +1 (12)
o,=t=0.

Das sind die Spannungen des Scheibenviertels mit einer Last an der

Spitze in der Richtung einer Kante (s. Abb. 43).

Miura, Spannungskurven, 4
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Die Spannung ist Null in der Richtung:
x—2
tan QO = ’:’_—2“ = 07222
oder D, =12°30".

3. Keilférmige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung
senkrecht zu einer Kante.

In diesem Falle haben wir

P P
“ \ i
\\/7 .4
"X )
Abb. 44.
sin y cos y _cosysin @

T 2y+sin2y 2y —sin2y )
. 2y —sin 2
tan @0—~7—sm Y -tany.}

T 2y-sin2y
6,=1t=0.

(13)

4. Keilformige Triger mit einer Last an der Spitze in der Richtung
der Achse.

Wir haben in diesem Falle

w=n und sinw=0~0,

cosw=—1.
Infolge (7)
o= _2:1_03%.?_}
» r 2y-+sin2y ¢ (14) Abb. 46.
Abb. 45. 6, =17=0.

5. Keilformige Triger mit einer Last an der Spitze in der Richtung
senkrecht zur Achse.

Weil

w=% und cos w =0

ist, erhalten wir infolge (7)

a 2P sin @ 1

r (2y —sin 2x)
o,=1=0.

»r

(18)
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§ 20. Uber die Widerstandsfihigkeit keilformiger Triager
mit einer Last an der Spitze.
Wir wollen jetzt die Gl. (7) naher betrachten.
Die Ausdriicke

2 in 2 2y —sin?2
y-{—gml und y 2sm y

in der Gleichung gleichen

4 ¥
2 co?®@d® bzw. 2 [sin?®ddD.
0 0

Daraus folgt
— P,cos @ + '
¥ y v . (16)
72 foos® @d P 122 fsin? Bd D
0 0

P, sin @-r

Wir wollen diese Formel mit der des rechteckigen Kragtragers ver-
gleichen. Die Gleichung fiir die Biegungsspannung o, in rechteckigem
Kragtriger ist bekanntlich

Py

P, x-
o,— Lt uJy,

wo J das Triagheitsmoment des Balkenquerschnittes und F der Balken-

querschnitt sind (vgl. Abb. 47).
Diese beiden Ausdriicke sind einander N o 4 *)E
ganz analog. SN
Wir wollen hier A
7 S E
r-2. [cos® ®d P mit F,
0 Abb. 47.
und %2 f sin? @d @ mit J, bezeichnen.
0
Dann wird die Gl. (16) wie folgt:
_ Prcos® | P,r-sin®
=R, » - Jp
P, cos @ Msin @
oder =5 -+ 7, (16"
r .
Fp:?(2y+sm2y) .
WO . ist.
r .
Jy =52y sin 29)

Die Werte 2y +sin2y=0C und 2y —sin 2y =73 fiir die verschie-
4%
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denen Winkel findet man in der Tabelle4 Anm.1. Wir konnen die
Gl. (16") auch folgendermafien umschreiben:

o E( cos @ cos o 4 sin @ gin w

Ty C N >
Die Spannung o, ist am groten, wenn @ = y und 2 y < 900 ist. Wenn
man die grofte Beanspruchung des Materials mit [ bezeichnet, erhélt
man fiir die zulissige Last:

for 1
P=-5 - :
2 cosyecosw _ sinysinw (17)

(16")

c - 8
Diese Uberlegung ist nur theoretisch gestattet, mit AusschluB des Ge-

bietes nahe der Last. In Wirklichkeit bricht der Tréger an der Spitze
gleich. Wenn in der GL (16") r = 0 gesetzt wird, so ist 0, = co.

§ 21. Spannungskurven keilformiger Trager.
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. Weil

¢, =0
b, = 45°

27

Gr—0¢

tan 2 @, — =0 ist, so ist {

D! = @ oder - 90° (18)
D)= D - 459,

wo @, und @, die Winkel zwischen der X - (wagerechten) Achse und

der Richtung der Hauptspannung bzw. Hauptschubspannung sind.

(P4 und D, sind die Winkel zwischen der Richtung der Hauptspannung

bzw. Hauptschubspannung und der Richtung von r).

! Tabelle 4.
c 8
2y =2y +sin 2y | = 2y—sin 2y crs
10 0,3482 0,0009 386,7
15 0,5206 i 0,0029 179,7
20 0,6908 0,0070 98,60
25 0,8589 0,0137 62,69
30 1,024 0,0232 44,33
35 1,184 0,0373 31,74
40 1,342 0,0565 | 23,75
45 1,492 0,0784 19,05
50 1,639 0,1066 15,38
60 1,912 0,1812 10,56
70 2,161 0,2820 7,663
80 2,381 04114 5,787
90 2,571 0,5708 4,542
100 2,730 0,7605 3,390
120 2,960 1,228 2,410
140 3,086 1,801 1,713
160 3,135 2,451 1,277
180 3,142 3,142 1,000
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Die Hauptspannungstrajektorie besteht deshalb aus der von dem
Anfangspunkt ausstrahlenden Geraden und aus den konzentrischen
Kreisen, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt ist (s. Abb. 48a). In
diesem Falle stimmen die isoklinischen Kurven mit einer Gruppe der
Spannungstrajektorien iiberein.

Die Hauptschubspannungstrajektorie besteht aus der Schar der
logarithmischen Spiralen, deren Polargleichung r = ¢ - e? ist, weil der
bestimmte Winkel, unter dem die Kurven die ausstrahlenden Geraden
treffen, 459 ist (s. Abb. 48Db).

Abb. 48a,

7
75°

Hauplschubspannuigs-
ff‘a/k//Z/nr/l’ 4

Abb. 48D,

b) Hauptschubspannungskurven. Infolge (16’") haben wir

__ 2P cos @ 2P . sin @
GT—‘C“—COSCO r —I——S—‘Slnw .

. P . .
Wenn 0, =N 5 CO8w  gesetzt wird, so ist:

. C sin P 2 cos @
n—2§tanw . —{—ﬁ—

C sin @ cos @
= 2 <§ **r“tanw -I— T")
Ky+x
wo K= gtan w ist.

8
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oder tan Py = — Il{
(infolge GI. (8) 8. 48).

Daraus folgt
x"—}—y‘-’—2—€fy~ 25 —0

oder <x — “}[\)2 —+ (y — K)g = K2+1 (20)

n n?
Die GI. (20) bedeutet eine Schar von Kreisen, deren Mittelpunkte

<x = -+ %, Y= —nIg) auf einer Geraden % = —11? sich bewegen. Diese
Gerade ist natiirlich senkrecht zur Nullspannungsrichtung @,. Die Null-
linienrichtung bewegt sich nach der oberen Kante, wenn der Winkel
o zunimmt und umgekehrt.

Wir wollen jetzt einige Spezialfalle betrachten.

§ 22. Beispiele fiir Spannungskurven keilformiger Trager
mit einer Last.
1. Die Richtung der &ufleren Kraft parallel zur Keil-
achse.
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. (Siehe Abb. 491!)
{Die Spannungskurven
fir Halbscheiben .
Abb. 48a und 48b.)

Hauptschubspanngs-, MI Hauptspanmungs - b) Hauptschubspan-
W trajektorie nungskurven.

[ By E
] \
/
\

\\\\\

Wenn man in der
Gl (20) tan w == 0 ein-
setzt, erhdlt man
(T T
("\50" (75 Das ist die Gleichung
Isoclinische Kurve des Kreises, dessen Mit-

telpunkt y — 0, @ — -

n
ist (s. Abb.50!).
2. Richtung der aufleren Kraft senkrecht zur Keilachse.
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien (vgl. Abb. 51).
b) Hauptschubspannungskurven.

__________

In der Gleichung or:f-%z—j}/? (vgl. Gl (15) S.50) setze man

S
6, = LSB’ so erhdlt man «* - <y 4+ ~71;>“ = ig. Das ist die Gleichung

des Kreises, dessen Mittelpunkt =0, y=— — % ist. (S. Abb.52!)
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3. Die Richtung der auBeren Kraft senkrecht zu einer
Kante.

a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. Sie sind die-
selben wie in den vorhergehenden Beispielen.

Hauptschubsparnnungskurve l

Abb. 50.

b) Hauptschubspannungskurven. Der Wert von K in der Gl. (20)
ist in diesem Falle
tan y

C .
K— — rsrcot y, und ferner ist tan P, =

N Haupispannungstrajektorie

Abb. 51,
1. Beispiel: 1
y=30° tan30° = _,
J3
S
= 10,66 (nach Tabelle 4),
woraus folgt:
tan @, = OT(S)%% —0,0547 B, —=3° 8"
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Die Hauptschubspannungskurve s. Abb. 53a.
2. Beispiel:
y =45° tany =1, tan@, =

1
4582

— 0,22,

Hayprschubspannungskurve
Abb. 52,

woraus folgt:
D, =12° 25"

Der Kurvenverlauf ist wie Abb. 53b zeigt.

)

Abb. 53 b. Abb. 53¢
3. Beispiel:
y —60° tany — |3, tan @, L7218
s 0 9,41 > s
woraus folgt:
@, — 350 40",

Die Abb. 53¢ zeigt die Hauptschubspannungskurven.
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B. Keilformige Triger mit gleichmiBiger Belastung.
§ 23. Halbscheibe gleichmiBig belastet.

Die Spannungsverteilung keilférmiger Trager mit gleichméafiger Be-
lastung kann, wie es beim Keil mit einer Last an der Spitze der Fall
ist, von dem Halbscheibenproblem ab- f

geleitet werden. Wir wollen zuerst eine | - .
Halbscheibe mit gleichméBiger Belastung - 0“1\1\11l}llﬂlllm}mmm
betrachten. In der Abb.54 ist O der \ \‘*{}\wa

Anfangspunkt der Koordinaten. Dabei l
wollen wir annehmen, dafi die gleich- i
mafBige Last p pro Kinheitslinge sich I
nach rechts unendlich ausdehnt.

Die Spannung o, an dem Punkte @ (@, 7) in der Richtung ¢ durch
die Last pdx ist

Abb. 54.

o, — — @%ﬂ cos? (6 — ®).

Die gesamte Spannung an dem Punkt Q in der Richtung @ ist danach
__ 2p(sinQcos*(@— P)dx
s - n - r
Weil sin@dx = pd 6 oder dx:gd@
. . sin ©
1st, so 1st

T
[

0, = — 2*pfcos:'(@ — D)dO = — i{— sin (7 — @) cos(n — D) +4- (= — D)}

— — P~ sin®cos @ + (n — P)}.

In derselben Weise

o, = v27pfsin2(@ — D)dO — fg[sin¢cos¢+_(n~ D))
4 (21)
2p | .
T — — 7fs1n(@ — D)cos (6 — D)dO :%(0052 @ —1). {
&
Auf der andern Seite .
m3
6, = — ?—st—m @dx = — ?—pf sin? ©d 6,
k3 0 T
@
. o
o, = — ?_pfcoe Osin® o _ g—pfcosg 6do,
4 0 4
D
2 in? @ : :
= _lfiwdx: ~ 2P n 6 cos® 4o,
n e 7z
&
woraus folgt: 0,=0, 0 =90, und T=r7,.
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Wir haben hier zwei wichtige Resultate:

1. Die Spannung bleibt konstant entlang den von dem Anfangs-
punkt ausstrahlenden Richtungen.

2. Die Spannungsgruppe o,, o, und 7 gleicht der Gruppe 0., o, und
T, an jedem Punkte.

§24. Spannungskurven der Halbscheibe, gleichmiBig belastet.
a) Isoklinische Kurven. Die Neigung der Hauptspannungen ist

2p
-2—”(005245—1)

tan 2, = 2ray = tan @,
Oy T 0x P (sin2 @)
14
Daraus folgt:
o
D, =3
P T

Wir konnen diese Richtungen graphisch sebr leicht erbalten. In der
Abb. 55 ist O der Anfangspunkt und @ der beliebige Punkt, in dem

__ Tg__ wir die Richtungen der
7 N T Haupt- und Haupt-
- AY ~
e - RN schubspannungen un-
/ AN \ .
/ PR LAY \ tersuchen. Man zeichne
/ SR RN \ . . .
/ \ einen Kreis mit dem

l \\ \\\ Anfangspunkt O und

omIMIuIUIMuM' ¢ mit dem Radius 00.
) \\\1\\:\\~ RN O I.\l(\‘ﬁ\ N
AN '\\ ; I’

Der XKreis schneidet
die lotrechten und

/ wagerechten Geraden

inC,Dund A, B. Man

verbinde 4 und B mit

LN @ und C und D mit Q,

St dann sind 4Q und BQ

Abb. 55, die Richtungen der

Hauptspannung und €@ und D@ diejenigen der Hauptschubspannung.

Ferner ist die isoklinische Kurve:

tan 2 @, = % (22)
2
oder Lo er _ %
()
. \dz

Die Differentialgleichung ist in diesem Falle losbar. Man setze % =1

in die Gleichung, so erhialt man:
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%:ti Ve 4+ 1=r@)
y=uxt, Y =tFxt =ft

di _ f(6)—¢
X~z

dt dt
ff()—t _fx'
In diesem Falle

dx dt
— =logx—logce = ——
® N4+t

j%%_log(t+1/1+t)

Daraus folgt:

oder —
§:<t+1m>:-i—+l/l+§
R i AL R
- ntefloo
oder
Tl =0
V=g o =

Diese Gl. (23) der Parabel des zweiten Grades mit dem Parameter 2¢
ist némlich die -Gleichung der
Hauptschubspannungstrajektorien
(s. Abb. 56).

Die Trajektorien zeichnet man
am besten mit Hilfe der isoklini-
schen Kurven.

b) Hanptsehubspannungskurven.
Wir bezeichnen die Hauptspannun-
gen mit oy und o,, die Hauptschub-
spannungen mit 7y, so ist be-
kanntlich

Haupitspanaungstraektorie

6, — 0y = 27T, —+1/(0Q;*ag)
oder in diesem Falle

— P o B L 4sint d
=+ Vsin?2 @ |- 4sin* @

= i2s'm<15—p—
T
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60
Wenn 17,, = 7 ,z, gesetzt wird, so erhidlt man
ne=4+sin®=+ .Y
fa?+ g
oder
z—f_ﬁ~:x =x12@ (24)

Dies ist die Gleichung der Geraden durch den Anfangspunkt O. Abb. 57
zeigt die Hauptschubspannungskurven.

Infolge (24)

4 } 7
00
300 ; 0,5
45° \ 0,707
gase 50 oeen 600 0,866
Hauptschubspannungskurve 900 1,00
Abb. 57.
//// LY \\\\
/// \\\
/ \
// \,
/ AN
// \\
/ \\
// \
/ \
/ \
/
/ \
! \
ll i
I AR AT
\\‘\\\ 330 ~ NANNN N D\ DN
RN
AR
[\ N
\
\

Abb. 58,

Die Abb. 58 zeigt den ganzen Spannungsverlauf in den verschie-

denen Punkten nach ,Lorenz‘.



Keilformige Trager, gleichmaBig belastet. 61

§ 25. Keilformige Triager, gleichmiflig belastet.

Nach der vorhergehenden Uberlegung konnen wir sehr wohl an-
nehmen, daf3 die Spannungsgleichungen oder im allgemeinen die Airy-
sche Funktion fiir keilformige Tréger mit
gleichméBiger Belastung eine éhnliche Form _
hat wie in dem Falle der Halbscheibe. Die
Spannungsgleichungen bestehen voraussicht-
lich aus den Gliedern von sin 2 @, cos 2 @,
&, r und der Konstanten.

Die angenommene Spannungsfunktion ist Abb. 59.

daher: F—=R,+ R,sin2 ® | Rycos2 ®+ R, ® (25)*

R,, R, R, und R, sind dabei reine Funktionen von r und haben die
folgenden Formen ?:

R, = A,r*logr + Byr* + C,logr

o B1
BR—A4,r+ % LoD,
(26)
R,— 4,7+ ¢ r 1D,

R, = A, r*logr - B,r* + C,logr + D,

wo A, B, C die Integrationskonstanten sind.

Weil es in den Spannungsgleichungen kein Glied von r gibt, so ist
klar, daB} nur das Glied des zweiten Grades von r in der Spannungs-
funktion (25) Bedeutung hat. Daraus folgt:

F=A4r+ Brisin2® -+ Crlcos2 @+ Dr* . (25")

Dabei sind die Konstanten 4, B und C nach der Randbedingung wie
folgt zu bestimmen:
1oF 1 *F .
Gr:}’ﬁ+;é'@:2‘4 +2Bsin2 P+ 2Ccos2 P
—4Bsin2® —4Ccos2d-+2D.-@

oder
6,=24—2Bsin2® —2Ccos2®+2D-P.
Ferner
2
6, =70 —24 4 2Bsin2® 420cos2® 2D [
27)
o /1 oF . (
r:——a;<7;-a—¢>:—2Bcos2@—f—20sm2@—D. ‘

1 Fir Halbscheiben ist die Airysche Funktion:
P . r® Pr? PO
F=—;—s1n2 fPA4—+—2——fn~ 9

2 Die Ableitung der Funktionen Ry, — R, s. Lorenz: ,,Technische Elektri-
zitdtslehre®, S. 529 ff.
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Wenn @ = 0 gesetzt wird, so ist ¢, = —p und v = 0.
Daraus folgt:
0 2 A Y = — —_ — 72’4 —
fiir [ o, +2C p oder A 9 C (28)
1 1. —2B=0D.

Wenn @ = y in der Gleichung gesetzt wird, so erhalten wir:
6,—2A-+2Bsin2y 4+ 2Ccos2y +2D-y.
Infolge (28)
= —p—2C+42Bsin2y 4 2Ccos2y —4 By
= —p—4Csin®y - 2B(sin2y — 27).
Diese Spannung mufl Null sein.
Daraus folgt:
4sin?yC+2(2y —sin2y)B+p=0. (29)
Wenn in der letzten der Gl (27) @ = y gesetzt wird, erhalten wir
1= — 2Bcos2y 4 2Csin2y — D.
Infolge (28)
= — 2Bocos2y-+-2Csin2y 4+ 2B8B.

Weil diese Spannung Null sein muB}, erhalten wir die folgende Gleichung:

2sin?y B+ Csin2y = 0. (80)
Infolge (29) und (30) erhalten wir
B— psin 2y
T 7 2sin2y(2y—sin2y)—8sindy
o Ppeosy
T T Zcosy(2y—sin2y) —4sin’y
. pcosy . pcosy
T 7 4(ycosy—siny) 4K °
wo K = (ycosy — siny) ist.
__ psiny
C = iE (31)
Infolge (28)
p /siny
= P (Y 4y
2<2K+ >’l (31)
o poosy
D= 4 9K I
Wir haben jetzt die Spannungsfunktion vollkommen geldst:
p /siny P Cos y . psiny o
F= — 9 <§E+1>;}2—ﬁr2sm2¢>+ Yy el cos 2 @
peosy o
4 ) S D. (82).
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Daraus folgt:

6 = —p (2‘}{7+1>+p21{ 2@———ﬁ0032@—|—

ot:kp<~2.—nj§+l>~ »Z—K—s1n2®—|—psmy cos2 @ + (33)
+pcosa»q5

z:pc;ié)cosZ@—k?iwst@—pczosKy.

Diese Gleichungen stimmen natiirlich mit den Gl (21) tiberein, wenn
darin y = 7z gesetzt wird. Denn weil K in diesem Falle — 7 ist, so ist:

- in 2 @
o, = —p+Lsn2d+ L o= — ﬂ(n—qs)_sﬂz—‘J
- sm2r15
o, = ~ =2 - o)+ J
P P P
T:QZCOSZQs-—-Tﬂ =é;[cosz®-—l]

Zur Berechnung wollen wir bequemlichkeitshalber in den Gleichungen
folgende zwei Konstanten einfiihren, namlich:

Op— — g—8r . eosy L

K 2(ycosy —siny) 2K  2(y—tany)’ I 34
S sin y . siny 1 ( ( )
K™ %G ceosy—siny) 2K 2(yeoby—1)"

Daraus folgt:
p{(8g—1)— Cgsin2 @ 4 Sgcos2 ® — 2 Cg D],
=p[(8g— 1)+ Cgsin2 ® — Sgcos2P — 2 Cxr D],
7 =p[Cg(1 — cos2 @) — Sgsin2 D],

= —2psin @ (Sgcos D — Cgsin D).

H

(35)

Wenn in den Gleichungen y ——:% gesetzt wird, so erhalten wir das

Problem der Viertelscheibe. Weil in diesem Falle g =0, Sg =3 ist,
80 ist:

cos 2 !ﬁ)

0r=p< ,,,,+ g(l—cos2®),

ot:~—g(1+cos2®), | (36)

’[Z.‘ »2s1n2Q5
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Abb. 60 und Tabelle 5 zeigen die Anderung der Spannungen o,, o,
und 7 fiir verschiedene Keilwinkel.

I P L AR o
Tabelle 5. o /q S
? > o % ‘\’“
P P ) 4/
y = 30° (
0 |+ 9,742]— 1,000 0 5
5 |+ 6,406 —0,904|—0,793 —
10 |+ 3,190!—0,744|{— 1,276
15 |— 0,500|— 0,500
20 t— 3,987—0,257
25 |— 77,414 — 0,094
30 |—10,739 0
y = 45°
0 |+ 3,77 |— 1,000
5 |+ 2,92 1—0,984
10 [+ 2,01 {—0,910
22,561— 0,49 |— 0,490
30 |[— 1,997|—0,233
40 |— 3,887
45 |— 4,745 0
= 60°
0 |+ 1,530/-— 1,000
10 {4+ 0,955/— 0,929
20 |4+ 0,255|— 0,744
30 |— 0,497 — 0,500
40 |— 1,255|—0,255
50 |— 1,955|— 0,070
60 |— 2,527 0

§ 26. Spannungskurven keilformiger Triger,

gleichmiliig belastet.
a) Isoklinische Kurven.
27
G, — Gy
_ 2[Cg(cos2®—1)+4 Sgsin2 @] 37)
. o 2Cgsin2 ® —28gcos2 @ (
__tanysin2 @4 (cos2 @ —1)
"7 tanycos2 P —sin2 P

tan 2 @, =

Man setze ferner @, = @ — @, wo @, der
Neigungswinkel zur Richtung @ und @, der
zur Horizontalachse sind. Die isoklinischen
Kurven sind die durch den Anfangspunkt ausstrahlenden Geraden.
Wir wollen dies im néchsten Paragraphen fiir speziale Fille ndher
betrachten.
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b) Hauptschubspannungskurven.
21,= =& m
= 4p ]/22(15’1{0052(15 — Cgsin2®)? -+ 22[Cg(1 — cos2®D) — Sgsin2P)®,
i = p? [Sgcos?2 @ + Cksin®2 @ — 2CgSgcos2 Psin2 @
+ C%cos?2® + CgSgcos2P sin2® — Creos2® -+ S Crcos2P sin2 P
+ S%sin?2 @ — CgSgsin2 @ — Cieos2 & — CgSgsin2 @ + Cf]
=p?[(S8k — 2CgSgsin2 @) 4+ 2 Cg (1 — cos 2 P)].

Wenn in der Gl. (38) 1,5, = np gesetzt wird, so ist

2 2
n 4SK: Cixsin®® — Cg Sgsin @eos D,
n;_CEKz(sin@ — tanycos P)sin P = M,

&

_ Yteytany
M= =Ly
oder
Ma? +tanyay + (M —1)y*=0. (38")

Dies ist die Gleichung des Geradenpaares, wenn M <1 oder
n < 1/2{0‘;;@; ist, und wenn % > V4 Cy + Sk ist, ist der Fall
imaginér.

§ 27. Beispiele fir Spannungskurven keilformiger Triger,
gleichmilig belastet.

1. Viertelscheibe, gleichmdBig belastet.
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien.

27 =tan2 P.
42

Oy —0p HIll

I&hﬁl{l[l

Daraus folgt: v
D, =¢; D{=0 und Dj=45°,

tan 2 @, =

MU l[l[l‘flyl[/ﬂll‘llﬂ

AN
X

Die isoklinischen Kurven sind die horizontalen
Geraden. Die Hauptspannungstrajektorie ist VAR
ein Gitter aus den horizontalen und vertikalen E AV
Geraden. Die Hauptschubspannungstrajektorie as

ist ebenfalls ein Gitter aus den Geraden mit Abb. 62.

der Neigung 45° zur Hauptspannungstrajek-

torie. Die Trajektorien sind, wie erwartet, dieselben wie diejenigen
bei der Halbscheibe mit gleichmaBiger Belastung (vgl. Abb. 62).

Miura, Spannungskurven. 5

(38)

< | Hauptsp. trajektorie

AV Hauplschubsp. lrajektorie
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b) Hauptschubspannungskurven.
Infolge (36)
27, = i—p]/cosg‘Zi(D—l—sin"zqﬁ =+ p.

In diesem Falle gibt es keine Hauptschubspannungskurven. Das Glas-
stabchen zwischen den Nikols sieht namlich einfarbig aus.

2. Keilférmige Triger mit
beliebigem XKeilwinkel. Hier
wird nur der Fall, in dem » = 600
ist, als Beispiel behandelt. Abb. 63a
zeigt die Spannungskurven, und
Abb. 63b zeigt die Verinderung der
Hauptschubspannungsgréfien und
-richtungen.

o°fir @,

Jsociinsche Kurve
uHayptspannungs- X
rrajektorie

Abb. 63 2. §28. Die griofite Beanspruchung.
Wir wollen zunichst die Veran-
77 derung der Hauptschubspannungen
i betrachten.

' driy

Weil  —% = p*(4 Cgsin2 P

—4CKSKCOS2 @):0
oder cosysin2 @ — sinycos2 @ =0
sin(2 @ - y)=10.

P = }é ist, so ist die Hauptschub-

,
Hauptscrubspan 3,
nungskurve

spannung Maximum oder Minimum
an der Keilachse.

d* 3, 2 73]
T = (8 Cgcos 2

+8CKSKsin2 @)Iﬂ
Abb. 63b. — 80g(Cgcos2 P+ Sgsin2 D)p.

Ferner

Man setze @ = % in der Gleichung, so erhidlt man

2, 8 Cx L,
3t = — g x (cosycosy - sinysin Y)p
4 Cg p® 2 cos y p?
= — = 2R,

wo K =(ycosy — siny) ist.

Daraus folgt: Wenn 0 < y << 900 ist, so ist die Hauptschubspannung
an der Keilachse Minimum und wenn 90° << y < 1800 ist, so ist sie
Maximum. Die maximalen Hauptschubspannungen im Falle 0 <C y < 90°
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kommen an den oberen und unteren Kanten vor und sind die Werte
Ts = Sg.

Z.B. wenn y = 300 ist, so ist 1, = Sg = 5,371 p.

Daraus folgt die gréfBte Beanspruchung [ = 10,742 p.

Wenn y = 450 ist, so ist 7,5 = S = 2,385 p. Daraus folgt f = 4,77 p.
Wenn man die Neigung der untern Kante vernachlassigt, und die maxi-
male Spannung nach der gewohnlichen Balkentheorie . ;.
berechnet, so erhdlt man fuar y = 309,

j— M pP 6
T W T 2 [Btan?30°

. 3p
— 450§ =
und fiir y = 457, f—tan2450_3p'

Abb. 64.

Man weill danach, da die Vernachlassigung nur fir kleine Keil-
winkel gestattet ist. Fir y = 300 ist der Unterschied iiber 10%.

C. Abgestumpfte keilformige Triger.
§ 29. Abgestumpfte keilformige Triiger.

In der Praxis kommen die abgestumpiten keilférmigen Triger hiu-
figer in Gebrauch als die gewohnlichen keilfsrmigen Triger, z. B. bei
Fundament, Schutzmauer usw. (s. Abb. 65!). Die Schwierigkeit der

Abb. 66b. Abb. 66 c.

Anpassung an die Randbedingung erméglicht uns in diesem Falle leider

nicht, das Problem mathematisch zu lésen. Aus Vorhergehendem

kénnen wir aber schon die ungefihre Spannungsverteilung abgestumpiter
5%
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keilfsrmiger Trager vermuten. Wir betrachten zuerst den abgestumpften
Keil mit einer Last in der Richtung der Achse (Abb. 66a). Um die
Spannungsverteilung in diesem Falle zu ermitteln, kann man die vorher-
gehende Uberlegung sehr wohl anwenden, auBer in bezug auf das Gebiet
nahe der Last. Betreffend das Gebiet nahe der Last kann man sich wohl
denken, daf} die Spannungsverteilung diejenige des Falls der Halbscheibe
ist und durch Gl. (1) ausgedriickt wird. Allerdings besteht dann die Span-
nungsverteilung aus dem Falle der Halbscheibe mit einer Last senk-
recht zur Kante (Gl. (1)) und dem Falle des Keils mit einer Last in der
Richtung der Keilachse (§19 Gl. (14)). Wenn wir abgestumpfte Keile
mit einer Last in der Richtung senkrecht zur Achse betrachten (Abb.66b),
koénnen wir wohl voraussetzen, dafl die Spannungsverteilung im Gebiet
nahe der Last dem Falle (2) in § 19 entspricht. Fir den Fall weit von
der Last ist folgendes zu {iberlegen: Man nehme an die gegenseitig
sich aufhebenden und der Last parallelen Krifte P an der Spitze des
Keils, so hat man den Fall (5) in § 19 des keilférmigen Trigers und den
Fall des Keils mit dem Moment Pm belastet, wo m der Abstand zwischen
den parallelen Kréften ist.

Wir konnen dieselbe Uberlegung auch auf die Fille abgestumpfter
keilformiger Triger mit einer Last senkrecht zu einer Kante oder mit
gleichmiBiger Belastung anwenden. Im folgenden wollen wir die ab-
gestumpften Keile mit verschiedener Belastungsart weiter betrachten.

§ 30. Abgestumpfte keilformige Triger mit einer Last in der
Richtung senkrecht zur Keilachse.

Wenn wir nur die Spannungsverteilung entfernt von der Last be-
trachten, so ist der Fall anndhernd derselbe wie der Fall des keilfor-
migen Trégers mit einer Last
senkrecht zur Keilachse an dem
Punkt A4, dessen Horizontalab-
stand von der Keilspitze m ist
(Abb.67D).

Um den Spannungszustand in
letzterem Fall zu untersuchen,
nehme man die sich gegenseitig
aufhebenden Krifte P an der
Keilspitze an, wie im § 29 schon
erwahnt wurde (Abb. 68).

Der Belastungszustand des
Keils ist dann zuriickzufithren auf folgende zwei Belastungszustinde:

1. des keilf6rmigen Trigers mit einer nach unten gerichteten Kraft
an der Spitze,

Abb. 67. Abb. 63,
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2. desjenigen mit einem Moment Pm.(im Drehungssinne des Uhr-
zeigers in unserem Falle).

Fiir den ersteren Zustand gilt GL (15) in §19.

Den zweiten Zustand (Abb.68b) betrachten wir in folgendem. Zu-
ndchst nehmen wir ganz allgemein folgende Spannungsfunktion an:

F=R,+ R, ®+R,sin® -+ R,cos D

€ *x
Low i NN
S Bsinn® -+ M R ocosn®, (39)
n=z n=2
wo Ry...nRj; die reinen Funktionen von 7 sind, und wie folgt aus-

gedriickt sind?!:
Ry= A, logr + Byr* 4 Cylogr + D,
R, =A,7logr 4+ B, r* + C, logr -+ D,

R, =Ad,r 1OgT+Ber3+Ozr +%,

= A,r logr + Byv* + Cyr +]—£3,

(40)

n

R3
. 7 —n 2-+7n 2—n
R4 - nA4r + n347 TnO'iT +71D4T ? }
. n : —~n -+ 7 oa—n
Rﬁ_nAF)T T’nB.’)r +1105T +nDﬁr >

fir n =2 — —o¢

n

wo 4 ...D die Konstanten abhéngig von dem Keilwinkel und der
Belastung sind.
a2

Da o, <: Ca—rF> Null ist, so kann man schlieBen, dal die Glieder,

die nur den ersten Grad von r haben, und diejenigen, die kein r haben,
in Betracht kommen. Danach kann man die Spannungsfunktion fol-
genderweise umschreiben:

F=A+B®+Crsin® -+ D-r-cos® 4 Esin2 P + Fcos2 D,

wo A ... F die Konstanten abhingig von dem Keilwinkel und der
Belastung sind. Ferner
1eF 128F 4Esin2® 4 Fcos2d
g — — -4 = _ - — - —
rorar 2R 72 -
Weil fir @ = 0, ¢, = 0 sein muB, ist F (der Faktor von cos 2P) =0
und 6 = — 65%53_22

Auf der andern Seite ist

=+ a<1 8F>:[W§;_2E0052©1‘

r\r oo

Fir @ =y mull 7 =0 sein.

1 Vgl. 8.61 und auch Lorenz: ,Technische Elastizitatslehre® S. 529 ff.
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Daraus folgt: B=-—2Ecos2y
und t:—%g(COSZQ—cos2y).

Um die Konstante E zu bestimmen, sind die Momente um die Kelil-
spitze zu summieren und als Null zu setzen.

v
114:2-%]'?1‘(0052@—cos2y)d@r2

= 4E<Sm2——/r — ¢os 2 y-y).
Daraus folgt: e
B = = g (cos2, 2y —sin 27)’
M . .
oder E = — TRy’ wo K, ,=cos2y-2y —sin2y ist.
Wir erhalten jetzt 9 Mein 2 @
o, = -
r Koy 1
T A 5 (cos 2 @ — cos 2y). (41
K(ey) v

Von Gl (15) und (41) erhalten wir fir die Spannungen abgestumpfter
keilférmiger Triger die folgenden Gleichungen:

6 *Lm @+2Pm81n245
r K(zy)r
m P (42)
= K Tg(cos 2P — cos 2y)
wo §=2y-—5sin2y.
K,,=cos2y-2y —sin2y ist.

Die Werte von K (2y) sind aus der folgenden Tabelle zu erhalten.

2y 100 159 200 250 | 300 | 350 400 450

— K sy 0,00182 | 0,00595 | 0,01404 | 0,0272 | 0,04656 | 0,07313 | 0,10805 | 0,15174

§ 31. Abgestumpfte keilformige Triger mit einer Last
in der Richtung senkrecht zu einer Kante.

Dieser Fall kommt in der Praxis oft vor (Abb. 69).

Durch Einfiihrung der sich gegenseitig authebenden Krifte P an
der Keilspitze erhalten wir, wie im vorhergehenden Paragraphen, die
folgenden zwei Belastungszustinde: _

1. den keilformigen Triger mit einer Last senkrecht zu einer Kante
(den Fall (3) in §19).

2. denjenigen mit dem Moment Pm im Drehungssinne des Uhr-
zeigers in unserem Falle.
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Durch Superposition erhalten wir aus (13) und (41)

6 — 2£<_ sin y cos & 92?,@?&?) 2Pmsin2 &
Ty C N 7721((2},) ’
S 2 ¢ 2 )
b owr: (cos —cos 2y,
wo C=2y-+sin2y,
S§=2y —sin2y, ist.
K,,==cos2y-2y —sin2y.
Fir @ = —yp ist
S (Sé?,%z L S:lﬁ) _ 2Pmsin2y
r 7 C 8§ 72 Koy

Der groite Wert von o, wird ermittelt durch Ansetzung des ersten
Differentials dieser Gleichung nach
r als Null. Daraus folgt:

=TTy, NS T
Fir 2y —=30° 7= 1,945 m. g

Abb. 69,

Als Beispiel nehmen wir an, daf} erstens 2 y = 159 und zweitens 2 y =309
seien, und daB r = 2 m und m = 1 sei, so ist o, an dem Punkt B fir

2y = 15° (Abb. 70) P
r A
~?2_1_3<_s‘;i1712y sin2y\  2Pmsin2y S
=7 o "275*”) 7 Koy Tl
P < 1 1 1 /T
— 5 (— 5998 — 20026 T 00505, 25882 \/
2 0,5206  0,0029 ' 0,00595/ 5\
= — 23,098 P, Abb. 70.
Wenn man einen Kragtriger mit der Héhe A4’ B annimmt, so erhélt man
6M
Omax = ﬁ?’
WO A B=rsin2y=2-0,25688 =0,5176,
M= (rcos2y —m)P
— (20,9659 — 1)P = 0,9319 P ist.
Daraus folgt: 6.7 09319 -
Omax = “GFIT6 20,85 P.

o, an dem Punkt B fir 2y = 30°

P 1 1 1 .
= §<_ cT 5 Kw>sm27
_P<__L; L ;1__>0’5
1,024  0,0232  —0,04656,/ 2

= — 5,644 P.
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Wenn man einen Kragtrager mit der Héhe 4’ B annimmt, so erhalt man

6 M
ms = G
wo AB=rsin2y-=1,
2713
M =P(rcos2y — m)= - —1)P
—~ 0,782 P ist.

Daraus folgt:

Omax = 6-0,732 P=4,392 P.
In diesem letzten Falle ist der Unterschied zwischen beiden Berechnungs-
weisen so groB, dal man die gewdhnliche Voraussetzung hierzu nicht
mehr gestatten darf. Es ist klar, daf§ die Abweichung der Spannungen
desto grofier wird, je grofler der Keilwinkel wird.

§ 32. Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien
abgestumpiter keilformiger Triger mit einer Last.

Man kann die isoklinischen Kurven nach oben beschriebener Methode
zeichnen. Z. B. im Falle 1 in der Abb. 71 kann man die Kurven nach
dem Falle (3) in § 19 und nach § 31

1) 2 3 zeichnen; d.h. nahe der Last ist
Y der Fall der von y = 450 in §19,
und weit von dieser der von y = 159

in §31 usw., und die Kurven im
Zwischengebiet kann man wohl
andeutungsweise zeichnen (vgl. Abb. 74b).

Abb. 71.

60"(@

Hauptspannungstrajektorie Hauptschubsp gstrajektorie Zoo

Abb. 72. Abb. 73.

In derselben Weise werden der Fall 2 aus den Fillen (3) in § 19
und in § 30, und der Fall 3 aus dem Falle (4) in § 19 ermittelt wie die
Abb. 72 und 73 zeigen, in denen die Spannungstrajektorien mittels
isoklinischer Kurven gezeichnet sind.
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§ 33. Hauptschubspannungskurven abgestumpfter
keilformiger Triager mit einer Last.
Wir betrachten hier als Beispiel nur einen abgestumpften keil-

formigen Trager mit einer Last in der Richtung senkrecht zu einer
Kante. Die Kurven nahe der Last kennt man schon nach §19.

Infolge GI. (12) P}2 /sin @ cos @
0 = —— R

r r 7 T
<‘2‘ -bogt 1)

97 — P2 sin®  cos P
13 <’0§708 2,5708>

Daraus folgt:
p

— P(2,475 sin & — 0,548 cos B). (44)
r

Diese Gleichung gilt fiir das Gebiet nahe der Last.
Weit von dieser kann man sie infolge (43) folgendermalien ermitteln:

. . 2P siny cos @ | cosysin @ 2Pmsin2 @2 | [Pm(cos 2P — cos 2;/7)""3
2’19—il/[7<“ c Tt s >+ 7 K(w)] 4[ Ky 7° J

Fir 2y = 30°.

0r /42‘1’3( 0,2588c0os @  0,9659sind\ 2Pmsin2 @ 1 Pm(codeﬁ—O,SBé)j2 (
112_l LT T TTLovd 0,0232”)_ P Wm} [ 7% 0,04656

15° fiir @,

45)

Haupispannungsirajekiorie

Abb. 74a. Abb. 74b.

Abb. 74a zeigt die Hauptschubspannungskurven, in der die Ziffern 2,
3...5 die Werte 27y, bedeuten, vorausgesetzt P =1 und m = 1.

§ 34. Abgestumpfte keilformige Trager, gleichmiflig belastet.
Die Spannungsverteilung an dem Punkt entfernt von 4 eines ab-
gestumpften keilférmigen Tragers, der gleichmiBig belastet ist, wird
annéhernd derjenigen des keilférmigen Tragers gleichen, der von der
Entfernung m von der Spitze an zuerst gleichmiaBig belastet ist.
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Um die Spannungsverteilung in letzterem Falle zu erhalten, nehmen
wir gleichméBige gegenseitig sich aufhebende Belastung im Gebiet m

T OO O

e 77T

~

EIHHIIIIllIlIIIHHl[l[IlIllIIHIIHllHHHHlLL[HlIl
|
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<—m—>4 |
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| 1
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|
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e i
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an, wie Abb.75 zeigt. In dieser
Weise konnen wir unsern Fall auf
zwei Belastungsfille in einem keil-
formigen Tréger zuriickfiithren,
namlich:

1. auf den keilformigen Triger
gleichméfig nach unten belastet,

2. auf denjenigen nur nahe der
Spitze auf der Strecke m teilweise
gleichméflig nach oben gerichtet
belastet.

Fir den letzteren Fall nehmen
wir eine nach oben gerichtete, kon-

zentrierte Kraft mp im Abstand %L

von der Keilspitze an (Abb. 76).
Wir werden mit dieser Voraus-
setzung Recht haben, so lange wir
es mit den Spannungen weit von
der Spitze zu tun haben. Wir kén-
nen dann die Spannungen aus Gl
(835) und (43) durch Superposition
erhalten. Man mufl nur dabei be-
achten, daB die beiden Gleichun-
gen verschiedenen Xoordinaten-
systemen angehdren. Durch Dre-
hung der Koordinatenachsen um
-+ y in Gl (43) und durch Ein-

setzung VOH% fir y, —mp fir P

und 9 fiir m, erhalten wir

Abb. 75 u. 76,
syl e hen(f0) | on (g o)
szg"?il o + S’ T
_ p::? sin (ngfﬁ , (43")
e pm? {cos(y —2P) —cosy}
2K r? ’
C' =y +siny,
wo { 8 =y —siny, ist.

K =cosy.y —siny
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(Dabei ist @ als positiv angenommen, wenn nach der Drehung des
Uhrzeigers gemessen wird.)

Durch Superposition der Spannungen aus der Gl (35) und (43"
erhalten wir die gesuchten Spannungsgleichungen:

0, =p[(8g—1)— Cgsin2® + Sgcos2P — 2 0P|

in - Jo_ Losinl Y
v&ﬂ"{ﬁSIHZCOS(z Q5> ‘ coszsm<2 (D>}

r

o T G

pm? sin(y — 2 )

72 K ?
0,— p[(Sg — 1) Cgsin2® — Sgcos2P — 2 CgPj,
7= — 2psin P (Sgcos® — Cgsin D) (46)
__pm® {cos(y —29P)—cosy)
2K
wo — . cosy
Cx "~ 2(ycosy —siny)’
o sin y
Sk = 2(y cosy —siny) ’ st
¢'= y-+siny,
8=y —siny,
K= cosy-y —siny

§ 35. Spannungskurven abgestumpfter keilformiger Triger,
gleichmiillig belastet.

a) Isoklinische XKurven und Spannungstrajektorien. Die Spannungs-
verteilung an der Spitze ist in diesem Falle dieselbe wie die bei Krag-
trigern mit gleichméBiger Belastung. KEs ist zu beachten, daBl man
hierbei den Fall der Viertelscheibe nicht anwendet, weil hier die Biegungs-
spannung groflen Einflufl hat, wéhrend diese bei einer Last gegeniiber
der Druckspannung der Last vernachlissigt werden kann.

Nach Gl (46) berechnet man die Werte von tan 2 @, wie folgende
Tabelle zeigt:

Tabelle 6. ,,tan 2 @,

r !
m 15 2,0 2.5 i 3,0
0 |
0 0 0 i 0
5 0,70 0,526 0,458 | 0,407
10 1,30 1,28 1,17 ‘ 1,082
15 4,74 8,54 11,95 | 16,400
20 — 6,64 — 2,43 — 1,73 . —1455
25 — 1,422 0,70 — 0523 ' —0,428
30 0 | 0 0 ! 0
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Auf Grund dieser Werte sind die isoklinischen Kurven und Spannungs-
trajektorien in der Abb.77b gezeichnet.

T T
! i
! '
‘

'
(

Abb. 77a.

b) Hauptschubspannungskurven. Wir kénnen die Kurven dadurch
erhalten, da wir die Werte von o,, 6, und 7 in Gl (46) in die Gl.

27, =+ V(o,— 0,2+ 472

. . 2 . .
einsetzen. Die errechneten Werte von *‘;Qfmdet man in folgender

Tabelle.
2 113
Tabelle 7. ,,ﬂ .
P
K
m 1,5 2,0 2,5 3,0
&
00 1,474 2,904 ’ 4,027 4,917
50 1,55 2,53 3,20 3,61
100 1,78 2,49 2,82 308
150 1,63 2.17 2,43 2,57
200 1,44 2,07 2,47 2,75
250 1,07 2,04 2,83 3,53
300 0,82 2,41 3,63 4,59

Die Abb. 77a zeigt die Hauptschubspannungskurven fir den Fall
y = 300, Diese Kurven sind auf Grund der Werte in der Tabelle ge-
zeichnet. Die beiden Figuren in Abb. 77a und b stimmen mit dem Re-
sultat des optischen Versuches ganz genau liberein (vgl. Abb.112b und ¢).

§ 36. Die groBite Beanspruchung.
Wenn wir in die Gl. (46) @ = y einsetzen, so erhalten wir
o, =p[(S8g—1)— Cgsin2y + Sgcos2y — 2Cgy|
m . 1 1] m2 siny
AL B IR
0,=0, 1=20.




Die groSte Beanspruchung. ™
Fir y = 30°

b
ist o, = — p10,14 +p " 22,04 — p 10,739,
Daraus folgt:
- . s
6, = —2,4056p fir i 2
und

. T
= — 4,686 p fur E:3.
Fir y = 15% ist in derselben Weise

0, =— 43,633 p + 89,145p " — 435p ;.

Daraus folgt:
0,— —9,635p fir — =2
m

und
— —18,551p fir — — 3.
m

Nach der Voraussetzung gewohnlicher Balkentheorie ist fiir y = 30°

(cosy ——”1>2

7(cosu_m>26pg \ ; B o
e ity = 3Dy = 12p(0,866 — 7t
. T
= 1,607p fiir —=2
und

Fuar y = 15° ist gleicherweise

2
3p <O,9659 ~%>
Gr - —‘—“6’—2‘58\85‘g*’* = 9,72 P fir — =2
und
- s
= 17,925 p fiir i 3.

Nach dieser Voraussetzung erhélt man zu kleine Werte falls der Keil-
winkel grofl nnd die in Betracht kommende Stelle weit von der Spitze ist.



Zweiter Teil.

Versuch.

VI. Prinzip der Versuche.

§ 37. Beziehung zwischen kiinstlicher Doppelbrechung
und Spannung.

Wenn ein Lichtstrahl durch einen durchsichtigen Koérper geht,
spaltet er sich in zwei linear polarisierte Strahlen, die man den ordent-
lichen und den auBerordentlichen Strahl nennt. Diese Erscheinung
der Doppelbrechung findet auch beim belasteten durchsichtigen Koérper
statt. Brewster! hat die Doppelbrechung des Glasstibchens unter
Belastung zuerst betrachtet. Nachdem mehrere Forscher? damit Ver-
suche angestellt haben, wird dies Verfahren jetzt viel angewendet,
um die ebene Spannungsverteilung in Bauelementen (Balken, Walze,
Stab usw.) zu ermitteln. Das Prinzip dieses Versuches beruht auf der
Neumannschen Voraussetzung: ,,Die kiinstliche Doppelbrechung (d. h.
der Unterschied der Geschwindigkeiten ordentlicher und auBerordent-
licher Strahlen) ist proportional mit dem Unterschied der gréften und
kleinsten der mit ihrer Ebene parallelen Dilatationen des Korpers .
Weil die Dilatationen innerhalb der elastischen Grenze den Spannungen
proportional sind, so ist die Doppelbrechung der Hauptspannungs-
differenz proportionalt,

Man bezeichne den Gangunterschied (Phasendifferenz) mit A,
die Dicke des Korpers mit ¢ und die Konstanten, abhéngig von
der Glasorte oder von andern durchsichtigen Stoffen mit J. Man er-
halt somit:

A=d-J (6, — 0,). (1)

1 Brewster: Phil. Tr. I. Teil, S. 156, 1816.

2 Seebeck, Fresnel, Neumann, Wertheim, Mach, Wilson, Mes-
nager, Kénig, Honigsberg, Coker, Filon.

3 Neumann: Gesamte Werke, III. Band.

4 Wir miissen beachten, dafl nach den neueren Untersuchungen die Doppel-
brechung in Zelluloid anormal ist, und es fraglich ist, ob die Neumannsche
Voraussetzung fiir Zelluloid zutrifft. Filon hat bewiesen, daf die Doppelbrechung
auBerhalb der Elastizititsgrenze mehr von der Spannung abhangig ist als von
der Dilatation: ,,On the stress-optical effect etc. Siehe Literaturangabe!
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§ 38. Beziehung zwischen Doppelbrechung und Schubspannung.

Man kann die Gl. (1) wie unten schreiben:
Ad=2.d-J-7,,,

wo 71, Hauptschubspannung ist. Ich ziehe hier diesen Ausdruck der
Gl (1) vor, oder in Worten ausgedriickt:

Der Gangunterschied in kiinstlicher Doppelbrechung ist
der Hauptschubspannung proportional.

Wahrend die oben genannte Beziehung eine solche zwischen der
Qualitat der kiinstlichen Doppelbrechung und dem Gangunterschied
ist, kénnen wir wahrscheinlich noch eine interessante Beziehung zwischen
der Quantitat der kiinstlichen Doppelbrechung und der Schubspannung
annehmen.

In der Abb. 78 bedeuten PP und 44 die Schwingungsrichtungen

p des polarisierten und analysierten Lichtes! und
c 5 BB die optische lingere? Achse.
/e

& 7

A P ' A

G O~ F

5 p
Abb. 78, Abb. 80.

Man bezeichne die Amplitude des durch Polarisator zerlegten Lichtes
mit 0C, so wird diese durch Doppelbrechung in zwei Komponenten 0D
und OF zerlegt. Dadurch entsteht eine etwaige Schwichung des Lichtes.
Eine nochmalige Lichtschwachung tritt ein, weil der Analysator nur
die Schwingung parallel zur Achse A A gestattet. Zuletzt kann man
die Amplitude des durch den Analysator gehenden Lichtes mit den
Strecken OF und OG ausdriicken.

Weil OD = 0C cos @ ist, so ist OF = OC cos @ sin @ = OG.

Wenn nun das Licht durch das Objekt mit der Phasendifferenz ()
eintritt, so erhalten wir nach dem Vektordiagramm die resultierende

Amplitude

OK = 0Csin2® cos . (4)

! Tm Versuche setzt man den durchsichtigen Korper zwischen Polarisator
und Analysator, deren Achsen rechtwinklig zueinander stehen.

% Man unterscheidet drei Arten der Polarisation, nimlich: zirkulare, lineare
und elliptische Polarisation. Wenn der Gangunterschied des Lichtes nach dem

1
Eintritt in den polarisierenden Kc“)rperjl'l (A = Wellenlinge) ist, nennt man

dies Zirkular-Polarisation, wenn A = 1} ist, Linear-Polarisation. In anderem
Falle handelt es sich um elliptische Polarisation. Die optische lingere Achse
bedeutet die lingere Achse der angenommenen optischen Ellipse. Siehe Abb. 79!
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Weil die Lichtintensitit vom Quadrate der Amplitude abhingt, so ist

OK? S s 9 a ?
T A sin® 2 @ cos 5 -
Daraus folgt:

. 9 y
8§ = 8, sin? 2 D cos? o

Wenn der Winkel @ 459 ist, so ist bekanntlich die Doppelbrechung

o

am stirksten. In solchem Falle ist OF = 5

. . . n2d®
Andrerseits ist die Beziehung tg= (s, — 0,) s

2
die Schubspannungsgréfle in der Richtung @ zur Hauptachse, durch
Hauptspannungen ausgedriickt wird!. Die Spannung 7, ist in diesem
Falle die Schubspannung in der Achsenrichtung des Polarisators und
des Analysators.

bekannt, in der

Man vergleiche die Gleichung mit (4). Weil cos 321 und '{zﬁg %1 als

konstant angesehen werden konnen, erhalten wir somit folgende Be-
ziehung:

27y \?
§=28, (;;%) cos? f;- .
Oder die kinstliche Doppelbrechungsstiarke (eines optisch-iso-
tropen Korpers zwischen gekreuzten Nikols) ist dem Quadrate der
Schubspannung in der Richtung der Polarisator- und Ana-
lysatorachsen proportional.
Die Verdnderung der Spannung 7 fiir die verschiedenen Winkel @
ist wie Abb. 81 zeigt (vgl. Abb. 2 in § 2).

Abb. 81 Abb. 82.

! Wenn wir die Koordinatenachsen mit den Hauptspannungsachsen parallel
setzen, so erhalten wir durch die Gl (1) in § 2 durch Einsetzung

Gp=0,, 0y;,=0,, =0
die folgende Beziehung
Gy + 0 Gy — O
GS:LZ~1—+ ‘“’Q‘LCOSZ@,

Oy — 0, .
Tg=———1tsn2d.
2
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Diese Kurve wird zugleich als Verinderung der Amplitude an-
gesehen. Die Kurve a in Abb. 82 zeigt uns die Intensitdtsénderung
des Lichtes fur die verschiedenen Lagen des Versuchskérpers. Im
Falle des zirkular polarisierten Lichtes ist 7 konstant, und die Kurve
wird ein Kreis (Abb. 82b). Das bedeutet : die Stérke der Doppelbrechung
bleibt in jeder Richtung dieselbe.

§ 39. Prinzip des Versuchs.

Man macht zuerst das durch den Polarisator linear polarisierte Licht
durch eine Linse parallel, dann 148t man es durch den Versuchskérper
gehen und beobachtet es mit dem Analysator. Die Versuchseinrichtung
ist in Abb. 83 schematisch dargestellt.

Licht- Linse Polarisafor Linse Priparat Linse Kompen- Analy-
quelle sator  sator
e | — !
///l\\\ 4. 4
1 AGjps FA Gips
Abb. 83.

Man beobachtet direkt hinter dem Analysator, oder man kann
auch hinter demselben eine Vergroferungslinse einstellen und das Bild
an die Wand projizieren lassen. Fir zirkular polarisiertes Licht mufl

1 .
man zwischen beiden Nikols2 - 2 (4 : Wellenlidnge) Gipsblittchen

einschalten (sieche Abb.). Den Kompensator stellt man vor den
Analysator. Um die von Punkt zu Punkt verédnderlichen Spannungen
zu ermitteln, muf} ein umdrehbarer und mit Kreiseinteilung versehener
Polarisator und Analysator vorhanden sein. Coker und Wilson haben
solche Einrichtung benutzt. Man kann es auch so einrichten, dal statt
beider Nikols nur die Pridparate umgedreht werden, wie es Konig
und Honigsberg gemacht haben. Fir die Lichtquelle palit mono-
chromatisches Licht am besten, um die Doppelbrechung zu messen.
Zur Beobachtung isoklinischer Kurven kann man auch gut weiles Licht
benutzen. Das weille Licht verdient manchmal den Vorzug, weil man
beim weilen Licht die Interferenzfarben, die man genauer miteinander
vergleichen kann, sieht, wihrend man beim monochromatischen Licht
die Schattierung von Dunkel und Hell beobachtet.

Die isoklinischen Kurven kann man leicht unmittelbar beobachten.
Durch Umdrehung der gekreuzten Nikols erhilt man alle die méglichen
isoklinischen Kurven. Nicht so leicht zu erhalten sind aber die iso-
chromatischen Kurven. Man muf} ndmlich fiir jeden Punkt den Gang-
unterschied mittels Kompensator oder Gipsblattchen ablesen, und durch
Verbindung der Punkte gleicher Doppelbrechung bekommt man nun
erst die isochromatischen Kurven. Danach erkennt man nur die Ver-

Miura, Spannungskurven. 6
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anderung der Hauptschubspannungen im Balken, aber nicht die GroBe
in den einzelnen Punkten. Die HauptschubspannungsgroBe zu ermitteln,
ist nicht unbedingt notwendig, nétigenfalls kann man sie durch Fest-
stellung des Wertes J berechnen. Um die Hauptspannungen ¢; und o,
zu ermitteln, benutzt man die Beziehung:
o, +o

0= o t.d, (5)
wo E : Elastizititsmodul, m : Querdehnungszahl, d : die Dicke des
Balkens und 4 die Dickendnderung ist.

Wenn man den Wert § feststellt, so erhalt man durch Gl. (1) und
(5) die Spannung o; und ¢,. In meinem Versuch habe ich mich zur
Nachprifung der Balkentheorie in bezug auf die isotropen Kérper nur
mit den Hauptspannungen beschéftigt. Man muf beachten, daf dieser
Versuch seinem Zwecke nach wesentlich anders ist, als die gewohn-
lichen praktischen Versuche (z. B. in Eisenbeton, Holz usw.).

VII. Ergebnis des ersten Versuchs.
§ 40. Einrichtung des Versuchs.

Die ersten Versuche habe ich im Institut flir angewendete Mathe-
matik auf der Universitit zu Jena gemacht. Als Belastungsapparat
benutzte ich denselben, den Herr

Aue fur seine Arbeit benutzt hatt.

Die samtlichen optischen Apparate

habe ich vom Zeiss-Werke in Jena

zur Verfiigung gestellt bekommen.

Abb. 84 zeigt den Belastungsappa-

rat. Nur statt der Schneiden fir

Abb. 85.

Auflager habe ich Messingrundstéibe
(5 mm Durchmesser) benutzt. Ein
Holzbrett, dessen Oberfliche mit
o Abb. 84, keilformigen Kerben im Abstande
4 Zugeinrichtung, B Hebel zur Ausbalan-

zierung, C Schneiden, D Glasbalken, E Fih-  von je 10 mm versehen war, diente
rungshiilsen zur Verstellung der Traverse 7,

G Belastungsezewichte, H Distanzrohre, Zur Unterlage (S. Abb. 85!).

I Fithrungsstangen, K U-Eisen fiir die Fuf- : ; :

fesseln, L Wagebalken. Hebeliibertragung Man kann somit die Spa‘nnwelte
1:10.

beliebig #ndern.

1 Aue: Zur Berechnung der Spannungen in gekriimmten Stében. Disser-
tation 1910.
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Fir die Versuchseinrichtung siehe untenstehende Abbildungen.

Die zwel Nikols F und K sind mit Kreiseinteilung, bis zu einem
Grade lesbar, versehen. Die Gruppen (4) und (B) stehen auf je einem
Tische, der in beliebiger Richtung verschiebbar ist. Beim Versuch habe

A B8 C D E F & H I JJ K L #m
A1 Pmparm‘
\\\\[/,f/ IF 'ﬂl =13
/7/'“?\ [ h' =
| —
Abb. 86.

A Lichtquelle Nitrolampe 8 Volt 24 HK, B Deformierte Linse, deren Irisblende C bildet das Bild

der IlchtquellD auf die Blende E ab, D Xiivette fiir Wasser oder Lichtfilter, P Polarisator,

G,J Glimmer % 2*, H, I Linsen (f = /0 ¢m, ¢ =8 cm), M Projektionsobjektiv (dlrekt hinter dem
Vlkol aufﬂestellt)

ich die Spannungskurven zum Teil nach der Projektion an der Wand
gezeichnet, zum Teil direkt beobachtet und gezeichnet. Um korrekter
zeichnen zu konnen, habe ich einen Rahmen mit gekreuzten Fiden
(6 mm X 5 mm) hinter dem Objekt ein-

geschaltet und danach auf kariertem 1 ‘7 ] u‘?}—m
Papier iibertragen. ' am Thsei
(Samtliche Priéparate wurden vom l:[”m
Zeiss-Werke Jena geliefert.) o
Nebenstehende vier Versuchspripa- 72¢m

tem
rate habe ich benutzt. Die Priparate 1 S NG 2o
und IIT sind aus Glas ,,0. 3761, von dem /_\ vl anm
Priiparat IT ist ein Exemplar von der- ™ |~ b
selben Sorte und eins aus gewdhnlichem ————————»—d‘mﬂf
Spiegelglas. Das Praparat IV ist aus
Spiegelglas. Zur Untersuchung der iso-
chromatischen Kurven geniigt Spiegel-
glas, zur Orientierung iiber die Doppel- Abb. 57, Pripatate. rem
brechungsgrofle muB man natiirlich

einen sorgfaltig ausgewidhlten, spannungsfreien Glasstab benutzen.
Abb. 123 und 124 auf Tafel I am Schlull des Buches zeigen die Ein-
richtung des Versuchs.

§ 41. Ausfiihrung des Versuchs.
Zuerst muBl man untersuchen, ob die Praparate spannungsfrei sind.
Zu diesem Zwecke setze man das unbelastete Préparat zwischen die
gekreuzten Nikols. Dabei darf keine Helligkeit auftreten. Dann drehe

v

* Um zirkular polarisiertes Licht zu erhalten, muB man die optischen Achsen
der Glimmerplittchen senkrecht zueinander stellen, mit einer Neigung von 45°
zur Polarisatorachse, die zur Analysatorachse senkrecht steht.

! Die Zusammensetzung ist folgende: 55,5% Sio; 4,5% NaO; 8% KO; 6%

1
PbO; 0,3% AsO. E = 5945 kg/mm?; u = o 0,2234445.
6*
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man die beiden Nikols, indem man die Polarisations- und Analysations-
ebene immer zueinander senkrecht halt. Das Gesichtsteld muf3 bei
allen Lagen der Nikols dunkel bleiben. Nach SchluBl des Versuchs
mufl man die Priparate entlasten und sie wieder bei verschiedenen
Lagen der gekreuzten Nikols priifen. Dabei habe ich
natiirlich keine Helligkeit gemerkt, weil die Last weit
unter der elastischen Grenze war.
Zuerst beobachtete ich die isoklinischen Kurven, in-
m dem ich die Nikols je um 59 oder 100 weiter drehte,
und jedesmal die dunkeln Kurven im Gesichtsfeld zeich-
nete. Dies sind die isoklinischen Kurven.
M Um eine gleichmiflige Belastung zu erhalten, habe
ich zwei Praparate II aufeinander gesetzt und in kiir-
Abb. 88. zerer Spannweite in der Mitte belastet. Man erhilt da-
durch den Fall etwa des gleichméiflig belasteten Balkens
und den mit konzentrierter Last bei gleichméBiger Fufibelastung
(Abb. 88).

0

(o2 (%]

§ 42. Neue Methode zur Aufzeichnung
isochromatischer Kurven.

Besonders schwer ist es, die isochromatischen Kurven genau zu
zeichnen. Man kann sie indirekt aufzeichnen, wenn man die Gang-
unterschiede A an mdéglichst vielen Punkten abliest. (Diese Methode
wird in Abschnitt VII genauer behandelt.) Die indirekte Feststellung
der isochromatischen Kurven ist bis jetzt nie gelungen. Ich habe hierzu
folgende neue Methode angewendet, die mir fir diesen optischen Ver-
such sehr zweckméBig scheint. Mit zwei 4 4 Glimmerplidttchen mache
man zuerst zirkular polarisiertes Licht, dann schalte man die Plattchen
verschiedener Wellenléinge in der Lage J' (s. Abb. 86) ein. Ich benutzte
die Plattchen aus der Mohrschen Kollektion. Sie enthielt vier Glimmer-
und vier Gipsblattchen § 4, + 4,4 4, 3 4, 1. bis 4. Ordnung Rot) fiir
Newtonsche Skala). Durch Superposition (bei parallelen optischen
Achsen: Addition, oder bei gekreuzten optischen Achsen: Subtraktion)
bekommt man Variationen von 4 A Unterschied (d. h. 4§, 1, %, 1,
%3, 3, Z und 1 1). Man nehme an, daB ein i A-Plittchen so ein-
geschaltet sei, daf} die Indexachse (optische Achse) zur lotrechten Rich-
tung in einem Winkel z. B. o geneigt ist, so bleibt irgendeine Stelle
im Gesichtsfeld, wo die Doppelbrechung mit } A ausgeléscht worden
ist, ganz dunkel. Man notiert diese Stelle, dreht das Plittchen etwas
weiter und erhélt eine neue Stelle, die dunkel bleibt usw. Auf diese
Weise gewinnt man viele solche Punkte. Durch Verbindung derselben
erhilt man eine Kurve. Dies ist die isochromatische Kurve, in der die
HauptschubspannungsgréBe korrespondiert mit dem Gangunterschied
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von }+ A. Wenn man auf diese Weise die andern Plattchen einschaltet
und dasselbe Verfahren wiederholt, erhalt man die weiteren isochroma-
tischen Kurven.

§ 43. Ergebnisse des Versuchs.

Ich habe zuerst mit Préparat I die isoklinischen Kurven bei ver-
schiedener Spannweite aufgezeichnet. Die Ergebnisse sind wie Abb. 89
bis 94 zeigen. Im Falle der Abb. 89b ist das Verhiltnis der Spannweite

zur Hohe des Balkens gerade % == 5.

Nach der Annéherungsberechnung in § 15 erhielten wir fiir die Ab-
stande der Nullschubspannungspunkte von der oberen Kante 7" = 0,7609
und 0,2563; diese Lage kann man in der Abbildung ungeféhr erkennen?.
Die Fille der Abb. 90 bis 94 sind bei verschiedener Spannweite von

8 em bis Null untersucht. Die Verhéltnisse % sind also 4 (Abb. 90)

2 (Abb.91), 1 (Abb. 92), 0,5 (Abb.93) und 0 (Abb. 94). Im letzten
Falle ist die Kurve fast dieselbe wie bei einer quadratischen Scheibe.
Wie Abb. 95 zeigt, habe ich zum Vergleich die Kurven in einem Wiirfel
von 3 cm Seitenlinge untersucht. Die isoklinischen Kurven werden

1 In Abb. 89a sieht man die Nullschubspannungspunkte deutlicher.
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aus einer Schar flacher, par-
allel laufender, horizontaler
Linien, je nach dem das Ver-

haltnis % kleiner wird, all-

mahlich gekriimmt, bis sie
zuletzt etwa kreisférmig aus-
sehen.

Die Spannungstrajekto-
rien, die nach den gemesse-
nen isoklinischen Kurven

Abb 94. TIsoklinische Kurve (Priparat 1). gezeichnet sind, findet man

Abb. 97. Hauptspannungstrajektorie (Priparat 1). Abb. 98. Hauptspannungstrajektorie (Priparat 1)
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in Abb. 96 bis 98. Man sieht hier sehr deutlich, dafl die lokale Stérung
bei der Spannungsorientierung beachtet werden mul}, besonders fiir

den Fall, da3 das Verhialtnis % klein ist. In der Abb. 93 siecht man

Abb. 99, Isochromatische Kurven.

Abb, 100. Isoklinische Kurve (Praparat 2).

einen Nullschubspannungspunkt unterhalb der Balkenachse (vgl.
§ 15).

Abb. 90a und 90b sind zu vergleichen mit dem Resultat, das wir in
§ 16 anndherungsweise erhielten (vgl. Abb. 33a und 33b). In der Abb. 90D,
die nach der in § 42 dargestellten Methode gezeichnet ist, rithren die
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Zahlen } bis I her von den Wellenlaingen der Gips- und Glimmer-
plittchen, die ich fir die Untersuchung benutzt habe. Die Zahlen
haben also an sich keine Bedeutung; sie dienen nur als Mittel, um da-
nach das Verhiltnis der Hauptschubspannungen an verschiedenen
Punkten miteinander zu vergleichen.

Abb. 99 zeigt die isochromatischen Kurven in einem Zelluloidbalken
13,5 X 2 X 1,2 cm.

Weil Zelluloid nicht so sprode ist wie Glas, kann man den Zelluloid-
balken so stark belasten, dafl bei weilem Licht im Gesichtsfeld mehrere

Abb. 101. Isochromatische Kurve (Priparat 2).

dunkle Streifen erscheinen. Ich habe die Kurven dieser Streifen mit
Benutzung zirkular polarisierten Lichtes aufgezeichnet. Diese Kurven
sind isochromatische Kurven. Man mu8 aber beachten, daf der Zelluloid-
balken dabei schon auBerhalb der Elastizitatsgrenze belastet ist, wie
man aus der starken Durchbiegung des Balkens in der Abbildung er-
kennen kann. Dieses Resultat habe ich zum Vergleich mit dem beim
Glasbalken hier beigesetzt (ferner vgl. §48). Die Ergebnisse des Ver-
suchs mit den Priparaten II, in dem die zwei aufeinander gesetzten
Balken untersucht werden, sind wie Abb. 100 und 101 zeigen. Beim
oberen Balken sieht man Spannungskurven, ganz ahnlich denen, beim
Falle der Halbscheibe mit einer Last (vgl. Abb. 48 bund 50). Dies Resultat
dient indirekt zur Nachpriifung der Beziechung

7

2P
0, = — ——-cosP (vgl. § 18).
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In bezug auf den unteren Balken sieht man Kurven, die mit den-
jenigen in Abb. 18a und b dbereinstimmen, abgeselien von dem Gebiet
der Auflager. Man kann also umgekehrt schlieBen, dall die Belastung,

Abb. 102. Isoklinische Kurven (Priparat 3).

Abb. 108. Isoklinische Kurve (Priparat 4).

wie beabsichtigt, gleichmalBig war. Abb. 96 zeigt die Hauptspannungs-
trajektorie.

Priparate 3 und 4 habe ich nur fir die isoklinischen Kurven
benutzt (Abb. 102 und 103). Abb. 104 und 105 zeigen die danach ge-
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zeichneten Hauptspannungstrajektorien, die sehr gut zur Nachpriifung
der Theorie des abgestumpften Keils mit einer Last an der Spitze
parallel zur Keilachse dienen (vgl. §32). Man sieht dabei, daB die
Hauptspannungstrajektorie, wie sie in Abb. 72 andeutungsweise auf-
gezeichnet war, wie erwartet, genau stimmt.

1 T
=== == T T

Abb. 104, Hauptspannungstrajektorie (Priparat 3). Abb. 105. Hauptspannungstrajektorie (Praparat 4).

Die photographischen Aufnahmen fiir die isoklinischen Kurven findet
man in Abb. 125 bis 137 auf Tafel IT bis IV am Schlufl des Buches.

VIII. Ergebnisse des zweiten Versuchs.

§ 44. Einrichtung des Versuchs.
Den zweiten Versuch habe ich im physikalischen Institut der Uni-
versitit zu Giellen gemacht. Ich benutzte dabei die Einrichtung, die
Prof. Kénig fir seinen Versuch gebraucht hat?.

Puecksilberiampe

Drehb. Belastungsapparat

Pa/arisafur—%hse Linse  Anmalysafor
J_‘ —i f==—
Monachromator nach vojgr \V VKH/H,UEIISH/UI'

Abb. 106.

Die Einrichtung ist in der Abb. 106 schematisch dargestellt.

Das Licht der Quecksilberlampe geht zuerst durch einen Mono-
chromator?, dadurch kann man jede beliebige Farbe des Spektrums

1 Ké6nig: Nachweis elastischer Spannungen in ringférmigen Kérpern mit

Hilfe kiinstlicher Doppelbrechung. 1915 usw. Siehe Literaturangabe.

2 Monochromator nach Voigt. Vgl. Deutsche Mechaniker-Zeitung 1911,
S. 67—69.
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erhalten. Ich habe die hellgrine Farbe gewihlt, deren Wellenlinge
A = 546 py ist (uu = Millimikron). Die Belastung ist bei diesem zweiten
Versuch durch Schrauben verursacht (s. Abb. 107). Das Priaparat wird
in einem Stahlrahmen unter einer Traverse eingelegt, die mittels der
Schraube heruntergedriickt wird. Fiir unseren Versuch ist es nicht
notig die LastgroBe zu messen, weil wir es nur mit dem Verhiltnis der
Spannungen an den einzelnen Punkten zueinander zu tun haben.

Wenn man aber die sog. spezifische Doppelbrechung (J) kennt,
so kann man durch sie die SpannungsgroBen berechnen.

Zur Belastungseinrichtung brauchen wir noch einen Apparat, den
Abb. 108 zeigt. Dieser hat senkrecht zueinander verschiebbare Metall-
scheiben (P, P,) und eine kreisférmige Scheibe mit Kreiseinteilung.
Auf dieser kann man — =

a

die Drehung bis zu 23
30" mit dem Nonius
(Vernier) ablesen. A A
. OF 1|
-
o o
Abb. 107. Abb. 108.

Hinter der Scheibe P schraubt man den Belastungsrahmen fest.
Man kann dann jede beliebige Stelle des Praparats genau in die Mitte
des Gesichtsfeldes bringen und dann beobachten.

Um moglichst nur einen Punkt des Versuchskorpers beobachten
zu konnen, lift man den, von dem eng gedffneten Spalt des Mono-
chromators austretenden Strahl durch die Blendoéffnung von ungefahr
1 mm Durchmesser an das Eintrittsrohr R gehen. Man 148t den Strahl
aus dem Versuchskdrper noch einmal durch eine kleine Blendoffnung
(ungeféhr 1 mm Durchmesser) vor dem Analysator durchgehen, damit
man jeden Beobachtungsfehler moglichst vermeidet.

Bei der Aufstellung ist es das wichtigste, die Drehungsachse des
Priaparats vollkommen senkrecht zur Priparatsfliche und mit dem
Lichtstrahl genau zusammenfallend zu stellen.

Ich habe dazu folgende Vorbereitung getroffen. Zuerst markierte
ich die Stelle auf dem Praparat, auf die der Lichtstrahl fallt, und dann
drehte ich das Praparat. Wahrend des Drehens muB der Lichtfleck
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in derselben Lage bleiben, wenn die Priparatsfliche zur Strahlen-
richtung senkrecht ist.

Zur Messung des Gangunterschieds z
benutzte ich den Soleil-Babinetschen
Kompensator, mit dem man den
Gangunterschied bis zu 0,01 u (u =
Mikron) ablesen kann!. Dicke: 1cm .

Da der Zweck des Versuchs die m i B e T
Ermittelung der Spannungen im 2.5¢m| gem, 26m 35em| g5cm, 2om
Mauerfundament war, habe ich fur [—
die Praparate folgende vier gebrauch-
lichste Formen gewdhlt (s. Abb. = 3% e

Abb. 109.
109).

Die gesamte Versuchseinrichtung findet man abgebildet am Schlufl

des Buches (s. Abb. 138 u. 139 auf Tafel V).

30cm

45

Y
-

1 b
Sem sem
¥ ¥

§ 45. Ausfihrung des Versuchs.

Ich habe zuerst das hellgriine Licht durch den Kompensator beob-
achtet und folgende Ablesung der Phasenverschiebung erhalten:

-+ 25,32 + 12,51 — 0,36 -— 13,21

-+ 25,33 -+ 12,47 — 0,34 — 13,15

-+ 25,29 -+ 12,52 — 0,24 — 13,05

-+ 25,40 -+ 12,65 — 0,28 — 13,16

Mittelwerte -+ 25,34 + 12,54 — 0,31 — 13,14
Differenz 12,80 12,85 12,83

Daraus schliefle ich, dafl 12,83 4 dem Gangunterschied einer Wellen-
linge entspricht, und daf 0,31 die Ablesung fiir den Null Gangunter-
schied ist 2 3.

Wie bei dem ersten Versuch mufB man auch diesmal wieder vor
und nach dem Versuch priifen, ob die Priparate spannungsirei sind.
Die Methode ist dieselbe wie in §41. Nur statt der beiden Nikols habe
ich in diesem Falle den Nérenbergschen Apparat benutzt?. Um die

1 Der Kompensator besteht aus einer planparallelen Quarzplatte und zwei
gegeneinander verschiebbaren Quarzkeilen, die senkrecht zur optischen Achse
geschnitten sind. Néaheres siehe z. B. Schulz und Gleichen: Die Polarisations-
apparate und ihre Verwendung.

2 Die Ablesung (0,31) muB eigentlich Null sein, wenn der Kompensator
ganz in Ordnung ist. Wahrscheinlich sind die Quarzkeile des benutzten Kom-
pensators etwas nach einer Seite geschoben. Es schadet aber bei der Untersuchung
nichts weiter.

% Diese Kompensatorlesung fiir das benutzte Licht ist fiir unsern Versuch
nicht nétig. Wenn man aber die HauptschubspannungsgroBe feststellen will,
mull man sie benutzen. (Siehe § 46.)

* Der Noerenbergsche Apparat ist ein Polarisationsapparat durch Re-
flexion mit 2 Spiegeln. (Siehe Abb. 111.)
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Belastung moglichst gleichméfBig zu machen, habe ich die Priparate
zwischen mehreren Lederschichten eingelegt und dann gedriickt. Trotz-
dem ist die Belastung vielleicht nicht ganz gleichmiBig, sondern etwa
parablisch verteilt (s. Abb. 110). Diese parablisch verteilte Fulibelastung
entspricht wahrscheinlich mehr dem wirklichen Belastungszustand im
Fundament, weil der Boden immer etwas nachgiebig ist.

Um die symmetrische Belastung zu erhalten, habe ich bei der Be-
lastung das Praparat auf den Objekttisch des Noerenbergschen Apparats
gesetzt, es beobachtet und korrigiert. Um Entlastung des Préparats
wahrend des Versuchs zu vermeiden, lie ich die Pridparate nach der
Belastung eine Nacht durch stehen. (Ich habe die Priaparate in den
meisten Fallen so stark gedriickt, dall im oberen
Teil der Praparate die violette Farbe der 1. Ordnung
erschien.)

Die Polarisator- und Analysatorachsen miissen
zuerst mit der Neigung von 45° zur horizontalen
Richtung eingestellt werden, weil die Quarzkeile
dieses Kompensators in wagerechter Richtung ver-
schiebbar sind. Nach Aufstellung des Préaparats
bringe man die Stelle, deren Spannung gemessen
wird, in den Gang des Lichtes! und drehe das
. Praparat, bis das Gesichtsfeld dunkel wird. Die Ab-
lesung der Kreiseinteilung bei dieser Lage zeigt die
Hauptschubspannungsrichtung des betreffenden Punk-
tes. Man drehe dann das Préparat um 45° weiter, so

Abb. 111, stimmt die Hauptschubspannungsrichtung mit der

Polarisations- und Analysationsebene iberein. In
dieser Lage ist die Aufhellung am stirksten. Man stelle dann den
Kompensator hinter den Analysator und l6sche die Aufhellung durch
Umdrehung der Schraubentrommel! des Kompensators aus. Die Ab-
lesung am Kompensator gibt uns das Doppelbrechungsverhiltnis an
diesem Punkte.

Auf diese Weise habe ich die Hauptspannungsneigung und das
Doppelbrechungsverhiltnis im Vertikal- und Horizontalabstand von
je 2 mm gemessen. Es ergabensich dabei Stellen, wo man die Aufhellung
leicht ausléschen und solche, wo man sie nie vollkommen ausléschen
konnte; in letzterem Falle bleibt das Gesichtsfeld halbdunkel. Die
ersteren Stellen liegen in dem Gebiet, wo die Hauptschubspannungen
sich von Punkt zu Punkt verhiltnismiBig rasch dndern, wihrend sie
sich an den letzteren Stellen allmihlich andern. Dasgselbe bemerkt man
in bezug auf die Messung der Hauptspannungsneigungen.

1 Wie ich schon bemerkt habe, ist das Lichtbiindel, das auf das Priparat
fallt, kaum so grofl wie 1 mm Durchmesser.
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§ 46. KErgebnisse des Versuchs.
Die Ablesung der Hauptspannungsrichtung und des Doppelbrechungs-
verhaltnisses findet man in Tabelle 8 bis 11, in welchen der Anfangs-
punkt der Koordinaten der Mittelpunkt der oberen Kante ist.

Tabelle 8a.

Hauptspannungsrichtungen. (Praparat 1.)
Soemm |y 6 8 \ 10 ‘ 12 | 14| 16 | 18 | 20 | 215
U(M)-\.\\\ 0o i 0o 7 0o 7 o o !0 ’ ‘0 ’ o o o ‘0 ,

1 1201 1-30 ‘ ‘ | | | ‘

3 1-20 . 1-50 ‘ w \ \ \

5 1-201 1-50 ‘ ‘ ‘ |

7 1-20, 1-50 | !

9 1f20‘ 1-50 : { i

11 4-50| 3-35 : \

13 11-50 ) 11-20 i

15 |22-30129-50 | ;

17" §20-35,32-50 | 45-50 ' 59-35 ! ;
19 15-50 | 29-20 | 42-50 |54-15 5900 ,
21 11-30 | 24-50 | 35-25 |44-50 5050 | 56-50 . 58-10 |

23 7-50 | 17-00 | 28-30 | 34-50 40-05 |43-50 | 47-20 | 52-50 . 57-00 | x

25 5-10|10-05 131‘05132750 35-50 38-06 | 40-50 | 36-20

. 15-50 1950 - 26-10 |
27 2-50 4—50i 8-20111-20 13-50 |16-50 : 19-20  21-40 | 24-20'23-35 | 17-20
29 50| 1-40| 2.30] 310 410 510 6-50 | 7-55,10-50 {12-50 | 8-05
z(mm) | 2 4 6 8 | 10 | 12 | 14 | 16 18 | 20 | 21,5
Tabelle 8b.
Hauptschubspannungsverhaltnis. (Praparat 1.)
= () } k ‘
0 2 4 6 . 8 ‘ 10 | 12 | 14

v (m.m)\\

|
6,66 | 624 |581 | 1
642 | 608 | 603 | |
|

‘ :
16 | 18 ‘ 20 ' 21,5
1 |
3 !
5 |63 608 603
7
9

6,25 | 6,08 6,03
6,18 | 594 | 6,03 . |
11 525 | 5,54 | 6,03 ! : | |

13 | 319 | 423 16,24 ‘ ‘ f

15 1,61 | 2,22 14,87 | | |

17 0,58 | 1,06 | 3,00 6,58 | 6,71 1 !

19 | 072 | 1,29 1255 4,32 1497 504 | ‘

21 1,48 | 1,72 | 2,51 3,35 (3,81 4,11 4,20 4,24\

23 2,46 | 2,38 2,54‘[2,90 3,13 | 3,21 | 3,37 | 3,31 | 2,96 | 2,87

25 3,54 | 3,48 | 3,41 13,30 (3,20 3,12 3,05|290 273219 | 1,30 0,01

27 4,98 | 4,98 14,74 | 4,31 ;4,04’3,70‘3,29 3,05 | 2,80 1 2,30 | 1,59 0,62

29 | 682 | 682 655607543 |4,77 4,20 3,61 3,101240 1,79 1,30
 (mm) 0 I 2 [ a4 | 6] 8 |10 12|14 | 16 | 18 | 20 21,5

In bezug auf die Ablesung der Doppelbrechung darf man nicht ver-
gessen, daf} die Zahlen an sich keine bestimmte Bedeutung fir die
Spannungsgrofe haben. Sie geben die Verhaltnisse der Hauptschub-
spannungen an verschiedenen Stellen an. Falls man die Hauptschub-
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Tabelle 9a.

Hauptspannungsrichtungen. (Praparat IL.)
el 25 145 | 65 | 85 105 | 125 | 145 | 165 | 185 | 21,5
Y (mm) o /|0 [ A [V o o s o 0o/ o

1 |oo02] 250! 340 !

3 |1-15| 3-24 230 |

5 [1-25| 3-15| 1-55

7 | 1-50 | 3-10| 2-15.

9 |1-50 | 4-16] 1-45° ! ;

11 |3-35| 7-10 3-14° ‘ ‘

13 | 4-30 |11-10| 8-50 ! ‘ ! |

15 | 3-20 ;12-00|19-30 : \

17 | 215 | 9-50 18-00 30-30 : |

19 | 2-20 | 11-00|18-20 | 26-40 | 3045 |

21 | 3-25 '11-30|18-30|24-00 | 32-35 |40-00 | %

23 | 4-00 |12-0016-20 | 21-30 | 27-30 | 33-00  39-15

25 | 4-00 |11-30|15-00 | 18-30 | 23-22 | 27-30 | 131-10 3824 !

27 | 4-30 10-30 147—00116-30 19-20 | 22-40 | 25-20 | 27-30 | 3040 !

29 | 6-00 | 9-30112-5014-20|17-0019-30|21-10 | 21-10 | 22-40 | 26-00
31 | 6-30 | 8-30|11-12/12-15|14-30|16-05 | 17-00 | 15-40 | 17-00 | 21-00
33 | 5-30 | 6-50| 9-10 10-40|11-47|13-40'12-45 |11-30|13-00 | 17-30
35 |3-55 5-20| 645 7-55| 8-30110-00| 9-30, 9-00| 9-00 1240

37 |3-15| 3-45 3—20‘ 4-42| 6-00| 6-50| 7-20| 7-00| 6-30| 8-00

39 |1-25] 0-20] 0-30| 1-30| 2-10| 3-00 4-00| 4-00| 2-00| 0-30
x(mm) | 25 | 4,5 | 65 | 85 | 10,5 | 12,56 | 145 | 16,5 | 18,5 | 21,5

Tabelle 9b.

Hauptschubspannungsverhéltnis. (Praparat IL.)
\\\z(m.m)

- 0 | 25 | 45 | 65 |85 (105 125 14,5 16,5 | 18,5 21,5
¥ (mm) ‘i

1 | 954 | 9,02 | 746 | 6,87 | |
3 9,16 | 8,86 | 7,56 | 7,05 |
5 8,64 | 8,58 | 7,58 | 7,24 | | ;
7 8,92 | 8,12 | 7,60 | 7,41 | | ‘
9 7,22 | 7,54 | 1,70 | 7,78 ‘ i ;
11 6,28 | 6,88 | 7,83 | 8,19 ; ! ‘ ‘
13 5,23 | 5,69 | 7,73 | 9,52 | : |
7,05 | ! % |
15 4,37 | 4,55 | 5,68 | 10,71 ‘ ‘ i
17 4,20 | 4,32 | 5,30 | 6,70 | 7,52 ‘ ,
19 4,24 | 4,40 | 5,34 | 5,65 | 5,68| 4,56 ; \
21 4,30 | 4,60 | 5,30 | 4,98 | 4,54| 4,03| 3,56 5
23 4,45 | 4,70 | 4,87 | 4,73 | 4,45 3,90 3,44 2,55
25 4,53 | 4,73 14,56 | 4,43 | 4,45| 3,90| 3,38! 2,55 1,80
27 4,53 | 4,64 | 4,44 | 4,38 | 4,40 3,99 3,28 2,60 1,88] 1,22
29 4,57 | 4,63 | 4,55 | 4,33 | 4,35 4,05 3,371 2,74| 2,06 | 1,40
! 0,36
31 4,65 | 4,75 | 4,65 | 4,37 | 4,30 4,10] 3,64 3,03 2,29| 1,66/ 0,79
33 4,81 | 4,99 | 4,78 | 4,45 | 4,26| 4,10 3,70‘ 3,10| 2,49 1,80 1,11
35 510 | 5,22 | 4,99 | 4,56 | 4,45| 4,16/ 3,82| 3,22| 2,50| 1,81] 1,16
37 5,65 | 5,60 | 5,32 | 4,65 | 4,60 4,40 4,06 3,20 2,60 1,90 1.42
39 6,52 | 6,22 | 5,88 | 5,16 | 4,64] 4,52| 4,19| 3,50 2,77| 2,10 1,64
emm) | 0 |25 | 45 | 65 |85 [10,5 12,5 [14,5 ,16,5 .18,5 [21,5
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Tabelle 10a.

Hauptspannungsrichtungen. (Praparat I11.)
\"‘mm’ 2,5 | 4,5 ! 6,5 8,5 10,5 12,5 14,5 16,5
y(mm)\\ [ (U [ [ [ (U [ (U

N
1 0-30 | 3-30 | 6-30 !
4 0-30 | 4-00 | 2-50 |
6 0-30 2-10
8 0-30 | 3-30 | 2-10
10 2-10
12 1-40 | 6-00 | 2-30
14 2-30
16 430 | 9-30 | 4-00
18 7-30 | 19-30 | 9-00
13-00

20 11-30 | 19-30 | 28-00
46-30 | 63-20 | 6420

22 10-30 | 1440 | 18-00 53-30

24 9-30 | 12-30 | 16-00 | 27-45 | 36-05 | 41-30 42-10 38-00
26 8-30 | 12-00 | 18-30 | 2240 | 2940 | 32-15 32--30 28-30
28 7-40 | 12-00 | 17-30 | 19-10 | 25-40 | 26-30 26-30 21-40
30 7-00 | 12-00 | 13-50 | 17-00 | 20-10 | 21-50 18-40 14-15
32 5-30 | 12-00 9-00 | 11-10 | 15-05 | 15-30 11-30 9-10
34 3-00 7-30 5-00 5-00 | 8-00 9-15 5-30 3-30

¥

cmm) | 25 | 45 | 65 | 85 | 105 | 125 | 145 | 165

Tabelle 10b.

Hauptschubspannungsverhiltnis. (Praparat IIL.)
N « (mrm)
0 2,6 4,5 6,5 8,5 10,5 12,5 | 14,5 | 16,5
¢ (mm)
1 11,00 | 9,69 7,20 6,79
4 10,65 | 9,56 7,97 7,56
6 10,28 | 9,25 7,61
8 9,62 | 8,93 8,19 7,78
10 9,07 | 8,78 7,81
12 8,20 | 8,48 8,36 7,95 |
14 7,43 | 8,11 9,48
16 6,40 | 6,79 8,55 9,48
18 4,86 | 5,53 9,13
20 3,87 | 4,22 4,39 5,43
5,82 1,94 | -0,03 {-0,05 |-0,31
22 4,14 | 4,54 5,03 6,28
24 4,81 | 5,36 6,40 6,94 6,76 4,16 2,24 | 0,84 |—0,04
26 5,52 | 6,16 6,60 6,90 6,62 4,92 3,36 | 2,00 | 0,70
28 6,37 | 6,77 7,00 7,00 6,57 5,43 4,20 | 2,82 | 1,49
30 7,27 | 17,563 7,50 7,25 6,60 5,49 4,72 | 3,41 | 2,16
32 8,15 | 8,08 7,90 | 7,49 6,61 5,55 4,76 | 3,68 | 2,80
34 9,68 | 9,38 8,43 7,70 6,83 5,80 4,94 | 3,68 | 2,99
x (mm) 0 | 25 | 45 | 65 85 | 10,5 | 12,56 | 14,56 | 16,5

spannungen ermitteln will, kann man sie nach Gl. (1) in § 37 berechnen,
wenn der Wert J bekannt ist. Wir nehmen die optische Konstante

Miura, Spannungskurven. 7
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Tabelle 11a.

Hauptspannungsrichtungen. (Praparat IV.)
\Qmm) 3,5 65 | 95 12,5 \ 155 | 18,5 21,5
v (mm)\\ o o o [ \ o o o

0,5 400 | 6-30 |

2 3-10 4-30

4 2-15 0-55 ‘

6 2-00 0-40 ! ,
8 1-00 0-40 | i ‘

10 0-20 0-30 ‘ |

12 4-00 0-30 ; i

14 5-10 0-30 |

16 11-00 5-20

18 1820 1640 ;

20 29-00 | 33-10 !

| | 50-00 | 72-30 | 65-20 | 56-10 | 41-45

29 20-30  25-50 ’

24 14-30 | 21-30 | 34-00 | 47-00 | 49-00 | 46-20 | 41-45

26 11-00 | 17-10 | 28-10 | 36-50 | 39-30 | 39-20 | 33-20

28 9-20 | 14-10 | 23-20 | 28-50 | 32-15 | 381-50 ( 26-20

30 6-50 | 10-00 | 18-30 | 21-30 | 23-55 | 23-50 | 19-20

32 5-00 | 540 | 13-30 | 1510 | 16-20 | 16-45 ‘ 12-00

34 310 | 345 7-10 7-15 | 7-30 5-50 3-10
z (mm) 35 | 65 | 95 125 | 155 185 | 21,5

Tabelle 11b.
Hauptschubspannungsverhiltnis. (Praparat 1V.)
e 0 i | | 18,5 | 21,5
35 | 65 9,5 12,5 | 155 , .

v(mm\ ‘ |

0,5 9,90 | 848 | 4,89 !

2 9,60 | 8,35 | 5,67

4 9,28 | 7,98 | 6,15

6 876 | 7,85 | 6,30

8 8,60 | 1,75 | 6,38 |

10 8,04 | 7,61 6,47

12 7,50 | 7,40 | 670 |

14 6,19 | 6,67 | 17,20

16 3,01 521 | 17,95

18 1,79 | 3,17 | 11,72

20 1,30 | 2,54 | 12,17 !

6,56 | 2,60 | 0,80 | 0 -0,31

22 1,91 | 2,70 | 3,78

24 351 | 4,07 | 560 | 690 | 463 | 251 | 0,89 | 0,30

26 506 | 573 | 631 | 697 | 530 | 333 | 164 | 085

28 6,65 | 670 @ 682 | 694 | 570 | 3,93 | 217 1,34

30 851 | 7,73 | 7,34 | 7,20 | 596 | 427 | 252 | 1,718

32 10,45 | 9,00 | 816 | 17,60 | 6,26 | 455 | 2,70 | 2,15

34 12,07 | 10,70 | 9,68 | 852 | 6,8 | 4,86 | 325 | 2,50
x (mm) 0 3,5 65 | 95 | 12,5 | 155 | 185 | 21,5

wie folgt an: Die optische Konstante J ist die Phasendifferenz, die in
einem Wiirfel von 1 mm Kantenlinge bei einer Belastung von 1 kg
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hervorgerufen wird. Nach dem Ergebnis von Steinheill ist J = 0,602 4
(A = Wellenlinge des hellgrien Lichtes des Spektrums = 456 u).

DRSSNESS

Abb. 112a. Isoklinische Kurve (Praparat I).

2

Abb. 112 b. Hauptspannungstrajektorie (Praparat I).

Daraus folgt: Die Hauptschubspannungsgréfe an dem Punkt, wo die

! Steinheil: Einige Félle von Doppelbrechung in kreisformigen Glasscheiben.
1920.

ik
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Abb. 112¢. Isochromatische Kurve (Priparat I).

Abb. 113a. Isoklinische Kurve und Hauptspannungstrajektorie (Priparat II).
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Kompensatorablesung 6,82 ist (vgl. Tabelle 8b)

6,82 —0,31 *
T logz s A= 27, 0,602 < 10 < 4,

6,51

Y12 9,04 12.83 <8

/mm? = 4,2143 kg/cm?.

Dies ist die groBte Spannung in diesem Falle.

€S
(€]
X
[+
[\
~ N4

/F\@b \ 2

Abb. 113b. Isochromatische Kurve (Priparat IT).

Abb. 112 bis 115 zeigen die isoklinischen Kurven, die danach ge-
zeichneten Spannungstrajektorien und die isochromatischen Kurven.
Die Spannungskurven in Abb.112b und ¢ stimmen sehr gut mit den-
jenigen in Abb. 77a und b {iiberein, die theoretisch gerechnet sind.
Dies dient als giinstige Nachpriifung fiir die Theorie der keilférmigen
Triager in Abschnitt V.

Abb. 114 und 115 sind mit den Abb.17a und 17b zu vergleichen.
Man kann hier also feststellen, daB3 die Theorie mit dem Versuch hin-
reichend iibereinstimmt. Besonders Abb.115a und b stimmen genau
mit den theoretischen Ergebnissen (Abb.17a und 17b) iiberein.

* Vgl § 45.
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Abb. 114 a. Isoklinische Kurve, Hauptspannungstrajektorie (Praparat I1I).
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Abb. 114D, Tsochromatische Kurve (Priparat IIT).
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Abb. 115a. Isoklinische Kurve und Hauptspannungstrajektorie (Priparat IV).

Abb. 115 b, Isochromatische Kurve (Priparat IV).
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Lorenz hat in seinem Werke die Hauptspannungstrajektorie im
Fundament wie Abb. 116 zeigt, vermutungsweise gezeichnet.
Diese stimmt verhaltnismafBig gut mit unserem Versuch iiberein

(s. Abb. 114a und 115a).
Hod

1 t t 1
Abb. 116,

Abb. 117.

Die photographischen Aufnahmen der isoklinischen Kurven fiir
einige Fille findet man auf Abb. 140 bis 142 Tafel VI im Anhang.

Wie man bei den isochromatischen Kurven sieht,

ist die Druck-

verteilung an der oberen Kante vermutlich parablisch und andert sich

O B e a s i
! 1307 ' 1302

e T

1303

4

7.3
Jw”l?—a 5 X
"2
I7305|

i ey M

I’/JOEI
i/
|zl |

77071 ] W
el Bl [

Imlf] l7705|
P ~2-4 J72"I7 7-2 \(

1707 1709
e 1-2-4

1-3-6

Nl

1
P—@—J

El

e 36" e
Abb. 118.

3 Ausnahmen (Nr. 1303, 1306 und 1703).

handlung:

zur Mitte des Stammteiles hin
allmahlich gleichmafig.

Nach unsern Ergebnissen kann
man allgemein schliefen, daB in
dem Fundament die gefahr-
lichsten Stellen die Mitte
der Unterschicht und die
Eckpunkte B und B’ sind (s.
Abb. 117).

Beim Bruch erscheinen die
Risse vermutlich wie die Abbil-
dung zeigt. Diese Annahme er-
filllt sich tatsdchlich, wie man
beim Versuch des Betonfunda-
ments von Talbot an der Illinois
Universitat sieht. Die Abb. 118
ist aus ,,Reinforced concrete wall
footing and column footing* von
Talbot entnommen?®.

Man sieht hier sehr deutlich,
wie die Risse in der Mitte der
Unterschicht anfangen, mit nur
Er behauptet in seiner Ab-

»Although the maximum bending moment is shown by the above analysis
to be at the section which passes through the middle of the wall, the resisting
moment of the section will be far greater than that of a section of the projection

1 Tilinois bulletin. 1913, Nr. 67.
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of the footing in those cases where the wall and footing are poured at the same
time or where they are well bonded together .. .“

»Altogether, it may be expected that the section at the face of the wall will
be the critical section for bending moment . . .*

Sein Resultat ist aber nicht ginstig fir seine Theorie, sondern um-
gekehrt fiir unsere Theorie, denn’ es liefert vielmehr den Beweis, daB
die groBte Spannung in der Mitte der Unterschicht vorkommt.

§ 47. Neue Methode zur Berechnung des Mauerfundaments.

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir die Spannungsverteilung
im Fundament beobachtet und uns iberzeugt, dall die gewohnliche Be-
rechnungsart wenig Sinn hat. Ich schlage hier folgende Rechnungsart vor.

Wie wir schon gesehen haben, sind die Spannungen nahe den Ecken E
und F sehr gering (s. Abb. 119). Wir wollen deshalb annehmen, daB
nur der Keil 4 D B als Widerstandselement
wirkt. Wenn aber der Vorsprung des Fun-
daments aus der Mauer sehr gering ist,
verbindet man zuerst den Eckpunkt B mit
dem Mittelpunkt der Unterschicht 4, und
dann den Punkt B mit dem Punkt D’, Abb. 119.
wo die Gerade, die 4 B senkrecht halbiert, mit der Unterschicht sich
trifft. Wir erhalten in diesem Falle einen abgestumpften keilférmigen
Trager BHDA.

Nun ist das Problem, das des keilférmigen Trigers, von dem wir
schon in Abschnitt V gehandelt haben. Diese Rechnungsart ist viel-
leicht theoretischer als die gewéhnliche, in der man sich auf die Span-
nungsverteilung nur im wagerechten und lotrechten Querschnitt be-
schrankt. Wir wollen hier ein Beispiel des Talbotschen Versuchs nach
unserer Methode berechnen, und mit dem dort gegebenen Resultat ver-
gleichen. Man mul} aber darauf achten, dal der Beton nicht zu dem
Material gehort, das dem Hookeschen Gesetz folgt. Unsere Berechnung
ist deshalb nur ein MaBstab, nach dem man die Spannungen mitein-
ander vergleichen kann. Die Rechnungsart, die Talbot dort empfiehlt,
ist natiirlich in demselben Sinne auch nur ein MaBstab, obschon er nichts
dort dariiber gesagt hat.

Wir wollen das Priaparat 17071 Dbetrachten <stter]

(s. Abb. 120). by
Aus Tabelle ri | %
6,=3,17 p 5
49,600 ;
= 3,17 X g5 35 = 4325 /U] Abb. 120.

1 In anderen Versuchskorpern sind die Strecken (a—b) gegeniiber den Strek-
ken (b) so groB, daB es gleichgiiltig ist, ob man nach der Spannung am Punkt 4
die Beanspruchung berechnet oder nach der Annahme des keifsrmigen Tragers.



106 Ergebnisse des zweiten Versuchs.

Dieser Wert ist viel hoher als der, den Talbot berechnet hat; namlich
3444/1". Man kann daraus schlielen, dall} die Risse deshalb in der
Mitte erscheinen. Man mull hier die berechnete Spannung mit der
Zugfestigkeit des Materials vergleichen, aber nicht mit dem Bruch-
modul {(modulus of rapture). Die beiden Rechnungsarten sind vollig
verschieden.

Dieselbe Berechnungsart wie bei Talbot findet man im ,, Taschen-
buch fiir Bauingenieure*’. Abb. 121 ist dem ,,Grundbau® von Engel

1 entnommen.
v Der Bruch, wie ihn die Abbildung

- zeigh, ist theoretisch nicht mdglich,
und kommt vielleicht auch praktisch

e >

o nicht vor, wie man nach Talbotschen
b —temb Versuchen vermuten kénnte. Engel
Abb. 121. hat dabei zwei groBe Fehler gemacht:

1. Er hat einen Fundamentteil mit so groBem Keilwinkel (« = 609)
einfach als Balken mit der Hohe ,,A°° angesehen.

2. Er hat die Schubspannung ganz vernachlissigt, die fiir eine der-
artige Proportion der Fundamentform den Bruch sehr stark beeinflulit.
Hier trifft unsere Keiltrager-Berechnungsart gerade zu. Nach seiner

Methode ist: p(mh) _ oh®
2 o6
Daher ist
Pp==0.
Nach Tabelle 5 sind die Spannungen in der Mitte der Fundament-
unterschicht: 2,527 p
Tie = 9
o,=153p.

Die Zugspannung in der Mitte ist 1,5mal so groB wie diejenige
nach der Engelschen Berechnungsart. Diese Abweichung ist viel zu
grol, um die von ihm empfohlene Gleichung zu benutzen.

Anmerkung. Das sog. Bruchmodul (modulus of rapture) soll natiirlich ein
Maf@stab sein, um nach ihm die Beanspruchung zu vergleichen. Dabei ist es sehr
nétig, darauf zu achten, da die Spannungszustinde dieselben sind. Vielleicht
ist es richtiger, wenn man das Bruchmodul fiir gleichméBige Belastung (modulus
of rapture for uniform load) von dem Bruchmodul fir konzentrierte Belastung
(modulus of rapture for concentrated load) unterscheidet. Wahrscheinlich kommt
die starke Abweichung der Bruchmodule des Versuchskdrpers von denjenigen
des Kontrollbalkens daher, daB man die obenerwidhnten Module nicht unter-
schieden hat. (Vgl. Tabelle 7 von Talbot.)

§ 48. Nachbemerkung zum optischen Versuch.
Der obenerwihnte optische Versuch hat einen ganz anderen Zweck
als die anderen technischen Versuche, wie z. B. fur Eisenbetonbalken,
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eiserne Sdulen usw. Man kann den ersteren als ,,den theoretischen
Versuch® von dem letzteren als ,dem praktischen Versuch®* unter-
scheiden. Bei dem ersteren handelt es sich um die Spannungsverteilung
in homogenen und elastischen Korpern, d. h. um die Spannungsermitt-
lung eines Korpers innerhalb der elastischen Grenze, indem das Material
als homogen angesehen wird. Dieser Versuch dient zur Nachprifung
der Theorie oder zur Spannungsermittlung bei einem Korper, bei
dem die theoretische Losung sehr schwierig oder tiberhaupt unmog-
lich ist. Wesentlich anders ist der gewdhnliche technische Versuch, in
dem man den wirklichen Spannungszustand (meistens auBerhalb der
Elastizitatsgrenze) beobachtet. Es ist klar, dall das Resultat des ersten
Versuchs direkt zur Spannungsorientierung im Betonbalken oder im
Balken aus heterogenen Materialien nicht anwendbar ist. Aullerdem
ist auch zu beachten, daB} dieser Versuch nur innerhalb der Elastizitats-
grenze ausgefithrt werden soll. Aullerhalb der Elastizititsgrenze ver-
liert der Versuch schon seinen Sinn und gehort jetzt nicht mehr zur
ersten Versuchsart, sondern zur zweiten. Diesen wichtigen Punkt ver-
gilt man leider zuweilen und gewinnt dann ein verkehrtes Resultat.

Auch zwei in der ,,Zeitschrift fiir technische Physik erschienene
Aufsatze sind, wie ich glaube, von dem oben erwidhnten Fehler nicht
freil.

Da Zelluloid dem Hookeschen Gesetz nicht folgt?, so kann man
wohl schlieBen, daB der Versuch, der mit den Préaparaten aus Zelluloid
gemacht worden ist, den Wert der ersten Versuchsart verliert und des-
halb nur als solcher der zweiten Bedeutung hat; d. h. fur die Spannungs-
ermittlung im Zelluloidbalken aullerhalb der Elastizitdtsgrenze. Man
darf das Ergebnis eines solchen Versuchs auf keinen Fall als Nach-
prifung der Theorie des elastischen isotropen Korpers gelten lassen.
Selbst wenn man auch Proportionalitit zwischen Spannung und Form-
anderung (oder Doppelbrechung) in Zelluloid voraussetzt, sind die
Versuche doch nicht richtig, wenn sie bei einer Belastung auBerhalb
der Proportionalititsgrenze ausgefithrt werden.

Z.B. Asch hat in seinem Aufsatz als Proportionalitatsgrenze fir
Zelluloid 120 kg/cm? empfohlen. Er hat trotzdem in seinem dritten
Versuch das Praparat 1,01 cm X 11l em X 0,519 cm auf zwei Auflagern
“von 10,6 cm Spannweite mit 7,5 kg gedrickt. Daraus folgt: die nach
gewdhnlicher Balkentheorie berechnete grofite Spannung in der Spann-

! Die Aufsitze sind:

Asch: Untersuchung der Spannungen des gebogenen Balkens im polarisierten
Licht. Z. techn. Phys. 1922, Nr. 9.

Birnbaum: Optische Untersuchung des Spannungszustandes in Maschinen-
teilen mit scharfen und abgerundeten Ecken. Z. techn. Phys. 1924, Nr. 4.

2 Ambronn: Uber anormale Doppelbrechung beim Zelluloid. 1911.
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mitte ist
?T% = %:% > WZ,QESIL,OP =225 kg/ecm?.

Weil die Spannung so weit die Elastizitdtsgrenze iiberschritten hat,
ist die Spannungsverteilung bedeutend anders als die nach der Theorie.
Asch hat die Spannung in einem Querschnitte, der 3,3 cm vom Stiitz-
punkt entfernt ist, gemessen. Esist moéglich, daB die Spannung in diesem
Querschnitt innerhalb der Proportionalitdtsgrenze sich befindet, aber
die Spannungsverteilung bleibt natirlich nicht dieselbe wie wenn die
Spannung an keiner Stelle die Proportionalititsgrenze iiberschritt.

In dem Versuch von Coker! habe ich ein &hnliches Versehen be-
merkt. Er empfiehlt dabei 4000 $/[ 1" als Elastizititsgrenze fiir Xylo-
nite, das er als Versuchsmaterial benutzt hat.

Man findet am Ende seines Aufsatzes folgende Tabelle:

Abscissa (")
0 0,16 0,25 0,5 Neutral ax. 1,6 2
Stress 2380 1970 at 0,1 0,7 640
(F#/007) 3370 2380 ,, 0,16 0,7 950 1270
4060 2480 ,, 0,25 0,7 1460 1720
4570 1460 0,75 1910 2730

Die beiden unterstrichenen Spannungen sind also auerhalb der Elasti-
zitdtsgrenze. Der von ihm festgestellte Abstand der Neutralachse von
der Mitte des Streifens ist 0,057’ (die Streifenbreite war 0,473""). Durch
Vergleich dieses Wertes mit dem berechneten Werte 0,055 nach Pear-
son und Andrew schlof er, da die Theorie mit dem Versuch gut
ibereinstimme. Der Wert 0,057 entspricht dem Falle der Spannungen
in der 4. Zeile in der Tabelle, wo die Spannung 4570 /[ ]"" schon weit
die Elastizitdtsgrenze {iberschritten hat. Fiir den Fall, in dem die Span-
nungen innerhalb der Grenze bleiben (z. B. bei
den Fillen der 1. und 2. Zeile in der Tabelle) ist
der Abstand viel gréBer und ist ungefshr 0,07
nach der Abbildung, die in dem Aufsatz sich be-
findet. Daraus folgt, dal seine Nachprifung der
Theorie nicht ganz stimmt. Ubrigens sind die dort
abgebildeten isoklinischen Kurven (Abb. 4) nicht
richtig (vgl. Abb. 122!). Das kann man sofort
merken, wenn man die Symmetrie der Kurven
zur Horizontalachse beachtet (s. die Ziffern in der
Abb. 122. Abbildung).

Zum SchluB} freue ich mich, darauf hinweisen zu kénnen, daf wah-

rend meiner Arbeit mein verehrter Freund Ikuzo Arakawa fiir einen

! The optical determination of stress. Phil. Mag. Vol. 20, Ser. 6, 1910.
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optischen Versuch Bakelite mit gutem Erfolg zum erstenmal benutzt
hat!l. Im Verhaltnis zu Zelluloid ist die Spannungs- und Langsanderungs-
kurve bei diesem Material fast geradlinig? und hat auch die gerade
fiir den Versuch geeignete Eigenschaft, dafl es bei den niedrigen Lasten
eine starke Doppelbrechung zeigt. Bakelite ist das Material, das meines
Erachtens fiir den optischen Versuch kiinftigz am meisten gebraucht
werden diirfte.

1 Arakawa, I.: Phys. Math. Soc. Japan, 111, 5, Nr. 9—I1.
2 Tsuji, J.: Berichte d. Phys. Chem. Inst. Japan. Jahrg. 5, Nr. 5.
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Tafel I.

Abb. 123, Vorrichtung des optischen Versuchs,
(ber Apparat ist von den Zeiss-Werken, Jena, bezouen),

Abb. 124, Belastungsapparat,

Miura, Spannungskurven.



Tafel IT1.

Abb. 123. Prip. 1. Spannweite 3 cm. @ 80°

Abb, 125, Prip. 1. Spannweite 8 em. @ 20°

Abb, 126, Priip. 1. Spannweite 8cm. @ 45°, Abb. 120, Priip. 1. Spannweite 4em. @ 45°.

AbL. 127, Prip, 1, Spannweite Scin & 609, Abb, 130, Prip, 1, Spannweite 4 ci. & 20°,



Tafel I11I.

Abb. 131, Prip. 1, Spannweite 1cm. @ 90°. Abb. 133. Prédp. 1. Spannweite 0 @ 45°,

Abb. 132, Prip. 1. Spannweite 1 ecm., @ 70°. Abb. 134. Prip. 1. Spannweite 0 @ 0°,



Tafel 1V.

Abho 135, Prdp. 4, 2 459, Abb. 136, Pritp. 4. < 809,

Abb. 137, Prip. 2. Spannweite Scm. @ 45°%



Tafel V.

Abb. 193, Vorrichitung des optischen Versuchs nach Konig,

Abb. 189, Vorrichtung des optischen Versuchs nach K&nig,



Tafel VI,

Abb. 140, Prép. L. o 459, Abb. 141, Prap. 1L 2 459,

Abb. 142, Prip, 1V, @ 20°,
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