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Yorwort.

Es liegt nicht im Ziel der vorliegenden Schrift, iiber den Wert
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Berechtigung ihrer An-
wendung auf Gebiete auBerhalb der Gliicksspiele zu sprechen.

Fiir unseren Zweck ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine
mathematische Methode, die uns einen raschen und guten Uberblick
iiber zu beschreibende verwickelte Vorgange liefert. Dabei kann man
nicht den Ehrgeiz haben, allgemein beweisen zu wollen, dafl bei
diesen Vorgingen genau die Bedingungen erfiillt sind, unter denen
man allgemein die Anwendung der Theorie des Zufalls fiir erlaubt
erklart.

Wir begniigen uns damit, summarisch festzustellen, daf die grund-
legende Forderung der Unabhingigkeit der Einzelereignisse im all-
gemeinen, d. h. mit Ausnahme eines verhéltnisméBig kleinen Bruch-
teils der Beobachtungszeit erfullt ist.

Im dbrigen suchen wir den Nachweis der Berechtigung der
Methode dadurch zu erbringen, daf wir Rechnung und Messung
miteinander vergleichen. Bleiben die Unterschiede zwischen beiden
in den Grenzen, die mit der Eigenart der zu beschreibenden Er-
scheinungen vertréglich sind, so sehen wir das als den Nachweis
dafiir an, daB mit den zur Verwendung gelangenden mathematischen
Hilfsmitteln auf diesem Gebiet gearbeitet werden darf. Dariiber muf}
der Leser urteilen nach dem Durchlesen der Schrift.

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf technische
Aufgaben ist neu, wenn man von der Ballistik absieht, die die
Elemente der Statistik heranzieht zur Bestimmung der Trefferwahr-
scheinlichkeiten u. a.

DaB die prinzipiellen Fragen, wie sie bei dem erstmaligen Ein-
greifen statistischer Methoden in grundlegende Fragen der Physik
aufgetreten sind, bei einem Problem wie dem hier behandelten nicht
zur Diskussion stehen, braucht kaum besonders bemerkt zu werden.

Die Arbeit ist aus den Aufgabenstellungen im Gebiete der Fern-
sprechanlagen entstanden, die sich bei der Siemens & Halse A.-G.,
Berlin, entwickelt hatten. Wir danken der Siemens & Halske A.-G.
fiir die bereitwillige Uberlassung ihrer reichen Hilfsmittel.

Berlin, im Oktober 1924.
Riickle, Lubberger.
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I. Grundlagen.
Ubersicht.

Der Fernsprechverkehr als Massenerscheinung, die mit der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung erfat werden kann. Die Grundgrofien des
Fernsprechverkehrs. Grundziige der Fernsprechanlagen mit Wahler-
betrieb. Aufgabenstellung fiir die Entwicklung der theoretischen
Gleichungen. Erfahrungswerte fiir den Fernsprechverkehr, mit wel-
chen die theoretischen Ergebnisse verglichen werden miissen.

A. GrundgroBen des Fernsprechverkehrs.

Eine Massenerscheinung ist den Gesetzen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung unterworfen, wenn fir das Eintreten der einzelnen
Ereignisse das ,Prinzip der elementaren Unordnung® gilt, d. h. wenn
die einzelnen Ereignisse — die entstehenden Anrufe — unabhéngig
voneinander und von einem
dulleren Zwange eintreten. In
den folgenden Abschnitten soll .
der Fernsprechverkehr als ein 4 \
Beispiel einer solchen Massen-
erscheinung behandelt werden.
Daher mufl zuerst untersucht
werden, ob die Forderung der
Unabhingigkeit der einzelnen
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Ereignisse gewahrleistet ist. so0 J ‘ NI
Der Fernsprechverkehr wird 1 | 10., N \'\
oft durch Schaulinien, wie Abb. 1, G
dargestellt. Die Abszisse ist in Abb. 1. Typische Tageskurve.

24 Stunden eingeteilt, die Ordi-

naten stellen die in den einzelnen Stunden hergestellten Verbindungen
dar. In einem Amte mit 6000 Anschliissen steigt die Verkchrsspitze
bis zu 9000 Verbindungen in der stirkst beschiftigten Stunde, der
sog. Hauptverkehrsstunde, abgekiirzt HVSt., und fillt in den friihen
Morgenstunden bis auf wenige Verbindungen in der Stunde. Der
allgemeine Verkehr hingt also von der Tageszeit ab, eine Bedingung,
die von der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht erfait wird. Fiir den

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 1



2 Grundlagen.

Fernsprechtechniker reichen aber die angegebenen Beobachtungen
nicht aus. Denn es kommt darauf an, wieviel Personal und Appa-
ratur bereitzustellen sind, um den Verkehr zu bewéiltigen. Diese
Anzahlen bedingen die Anschaffungs- und Betriebskosten, sind also
die wirtschaftlich mafBigebenden Zahlen. Also nicht der Stunden-
verkehr der HVSt. ist das Wichtigste, sondern der ,Gleichzeitigkeits-
verkehr®, d.h. die hochste Anzahl gleichzeitig bestehender Belegungen.
Man kann ein Amt ,reichlich“ ausriisten, dann wird es selten vor-
kommen, dafl eine Verbindung keinen freien Weg mehr findet. Man
kann aber auch sparen, dann wird es 6fters vorkommen, dall eine
Verbindung aus Mangel an freien Wegen verloren geht.

Man hat die fiir den Fernsprechverkehr mafgebenden Grund-
grofien herausgearbeitet, die eine genaue Beschreibung des Verkehrs
ermoglichen. Wie bei allen Verkehrsarten — Straflenbahn, Wasser-
versorgung, Lichtanlagen — hingt die Betriebsgiite von der Zahl
der bereitgestellten Einrichtungen ab. Die Technik bezeichnet den
MaBstab fiir die Betriebsgiite als ,Wirkungsgrad“. Fernsprechver-
bindungen konnen aus einer Reihe von Griinden verloren gehen,
durch Fehler in den Apparaten, durch Versehen des Personals (im
Handbetrieb), durch Mangel an Verbindungswegen. Besetztmeldungen
sind keine Fehlverbindungen, weil ja dabei das Amt seine volle
Schuldigkeit getan hat. Bei vielen technischen Anlagen schreibt die
Natur der Anlage einen kleinsten Wirkungsgrad vor. Bei Licht-
anlagen miissen die Leiterquerschnitte grofl genug sein, damit die
Lampen nicht dunkel brennen oder die Leiter erhitzt werden. Beim
Fernsprechverkehr gibt es keine derartige Grenze. Hier ist lediglich
die Zufriedenheit der Verbraucher mafigebend. Man kann folgende
Zahlen angeben: es ist bekannt, daBl in der HVSt. etwa 25°/, oder
mehr aller Verbindungen besctzt gemeldet werden. Wenn zu diesen
nicht hergestellten Verbindungen noch insgesamt 2°/, Verluste aus
irgendwelchen Griinden dazutreten, so sind die Verbraucher noch
zufrieden. Es ist nun Sache des Erbauers der Anlage, diese zu-
lissigen 2°/; Verluste auf die verschiedenen Ursachen zu verteilen
denn er mufl immer mit Unachtsamkeit des Personals, mit Fehlern
der Apparate und mit unerwarteten Verkehrsspitzen rechnen, denen
die Anlage nicht gewachsen ist.

Der Verkehr ist stark, wenn viele Verbindungen verlangt werden
und wenn die Verbindungen die Einrichtungen lange beanspruchen.
Man rechnet nun nicht mit Verbindungen allein, denn auch Sto-
rungen, Priifungen usw. belegen die Einrichtungen, man spricht des-
halb stets von ,Belegungen“. Man bezeichnet die Zahl der in der
HVSt. erzeugten Belegungen mit dem Buchstaben ,c“. Die mittlere

Belegungsdauer sei mit ,t“ bezeichnet. Die GréBe ,ct“ spielt eine



Grundgroflen des Fernsprechverkehrs. 3

groBe Rolle in der Recbnung. Man bezeichnet dieses Produkt meist
mit dem Buchstaben ,y“ und nennt die Einheit y =1 eine ,Be-
legungsstunde“. Eine Belegungsstunde kann aus 40 Belegungen von
je !/,, Stunde oder aus 80 Belegungen von je !/,  Stunde zusammen-
gesetzt sein. Die spiteren Entwicklungen werden zeigen, daB es
nicht nur auf den Wert y == ct, sondern gegebenenfalls auch auf die
Einzelwerte von ¢ und ¢ ankommdt.

Die Erfahrung lehrt folgende Zahlen: Der Tagesverkehr einer
Sprechstelle bei Pauschaltarif und ,durchschnittlicher Verkehrsstirke*
ist ungefdhr 10 bis 12 Belegungen (einschl. Stérungen und anderer
Belegungen) im Tage. Bei Gebiihrentarif (in Anlagen mit Pauschalen)
ist die Tageszahl etwa 2 bis 3. Wenn nur Gebiihrentarif gewéhrt
ist (Deutschland), so treten die Schwachsprecher zuriick und der
Tagesdurchschnitt ist etwa 6 bis 8. Im inneren Verkehr von
groBBen Fabriken und Banken wird der Tagesverkehr einer Stelle
bis zu 25 betragen. Die mittlere Belegungsdauer ist bei einem ge-
wohnlichen stidtischen Verkehr etwa 1%/, Minuten = '/, Stunde, in
Fabriken 1 Minute = !/, Stunde. Die Dauer kann aber bis zu
3 Minuten steigen. Diese grundlegenden Zahlen miissen auf irgend-
eine Weise festgestellt werden, bevor man an den Bau einer Anlage
herantreten kann.

Eine weitere GrundgroBe ist die Zahl der ,Quellen“, also die
Zahl der Sprechstellen. Man verwendet dafiir die Buchstaben §
und s. Es ist leicht mdglich, daB 10 Borsenanschliisse in einer
Stunde 300 Verbindungen erzeugen, trotzdem treten bei 10 Leitungen
keine Verluste auf, Wenn aber 1000 Teilnehmer 300 Verbindungen
erzeugen, 80 muB man — spiteren Uberlegungen vorgreifend —
16 Leitungen vorsehen, um die 1000 Teilnehmer zu befriedigen.
Daher spielt auch die Zahl der Stellen eine Rolle bei den Rech-
nungen.

Selbstverstindlich mufl das Amt gerade in der HVSt. befriedigen.
Man rechnet in der Fernsprechtechnik deshalb immer mit dem Ver-
kehr der HVSt. In den anderen Stunden bleibt ein groBer Teil des
Amtes unbeniitzt. Bekanntlich sind die Starkstromtechniker bestrebt,
die Verkehrsspitzen von Licht- und Kraftstrom auf verschiedene
Tageszeiten zu legen. In der Fernsprechtechnik kann sich in der
Zukunft ein dhnliches Bestreben geltend machen, wenn in den Zeiten
schwachen Verkehrs Musik, allgemeine Nachrichten usw. verbreitet
werden. Doch das nur nebenbei. Langjahrige Erfahrung hat nun
gelehrt, dafl der Tagesverkehr und der Verkehr der HVSt. in einem
ziemlich gleichbleibenden Verhéltnis zueinander stehen. Den Prozent-
satz der HVSt. zu dem Tagesverkehr nennt man ,Konzentration“.
Am stérksten ist die Konzentration in Hafenstddten mit Schiffs-

1*



4 Grundlagen.

verkehr, hier ist sie 25°/,. In Anlagen ohne besondere ,Stérungs-
quelle® ist sie 10 bis 12°/,. In Fabriken und Banken ist der Ver-
kehr faBt gleichmiBig iiber die ganze Arbeitszeit verteilt.

Man hat also etwa folgende Angaben: s = 5000 Anschliisse, je
Anschluf ¢ = 2 Belegungen in der HVSt., mit je einer Dauer von
/,, Stunde. Man soll eine Anlage so bauen, daB hochstens 2°/
aller Verbindungen verloren gehen.

Nun miiite man untersuchen, ob der Verkehr der HVSt. die
Bedingung der elementaren Unordnung erfiillt, um die Wahrschein-
lichkeitsrechnung fiir ihn anwenden zu diirfen. Man hat das nicht
untersucht, sondern die Bedingung als erfiillt angenommen. Die mit
der Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelten Gleichungen stimmen mit
der Erfahrung vollstindig tiberein.

B. Die Technik der Fernsprechsysteme.

Es gibt zwei grundsitzlich verschiedene Systeme zur Herstellung
von Verbindungen: den Handbetrieb und den Wihlerbetrieb (auch
automatische Telephonie genannt). Beim Handbetrieb gibt der Teil-
nehmer die gewiinschte Nummer an eine Beamtin. Diese — oder
in groBen Anlagen auch zwei Beamtinnen — fiihrt eine bewegliche
Leitung (Stopsel) in die Anschlufistelle der gewiinschten Leitung ein
und zieht diese bei Gespréchsschlufl wieder heraus. Beim Waihler-
betrieb stellt man im Amte Maschinen — die sog. , Wahler — auf,
welche vom Teilnehmer durch StromstéBe gesteuert werden. Zur
Erzeugung der StromstéBe beniitzt der Teilnehmer einen ,, Nummern-
schalter”. Das ist ein Zusatz zu dem Sprechapparat mit einer Scheibe
mit 10 Lochern. Wenn die Scheibe vom Loche 4 aus gedreht wird,
so werden 4 Stromstofe zum Amte geschickt.

Fiir den Handbetrieb lautet die Aufgabe nun so: Wie viele Be-
amtinnen und wie viele Stopsel sind im Amts vorzusehen, fir den
Wéahlerbetrieb: wie viele Wahler sind aufzustellen, um den Verkehr
zu bewiltigen? Der Wihlerbetrieb stellt wesentlich strengere Forde-
rungen als der Handbetrieb. Es sind Rechnungsmethoden fiir die
Wihlerzahl bekannt geworden. Sie beruhen aber auf Kurven, die
aus Beobachtungen in Amtern mit gewdhnlichem Verkehr gewonnen
wurden, sie reichen also fiir besondere Zwecke nicht aus, und auf
viele Fragen nach Einzelheiten und Feinheiten bleiben sie die Ant-
wort schuldig.

C. Die Grundziige des Wihlerbetriebes.

Die Abb. 2 stellt das Gerippe eines Wéahlers dar. W ist eine
Welle, etwa 30 cm lang, mit einer Verzahnung parallel zur Achse
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und einer Verzahnung senkrecht zur Achse. Ein Magnet HM mit
Klinkwerk hebt die Welle fiir jede Erregung um einen Zahn (,De-
kade“) und ein Magnet DM verdreht sie fiir jede Erregung des
Magneten DM um einen Zahn. Am unteren Ende der Welle sind
drei Kontaktbiirsten befestigt, die somit in 100 Stellungen gebracht
werden konnen. Im Bereiche der Biirstenspitzen sind drei Sitze
fester Kontakte in einem Segment eines offenen Zylinders befestigt.
Man nennt die Gesamtheit dieser festen
Kontakte Kontaktsatz oder Kontakt-
bank. Die anrufende Leitung ist mit
den Biirsten, die gewiinschte Leitung
mit dem entsprechend numerierten HM—g
Kontakte der Bank verbunden. Um
eine Verbindung mit der Leitung 75
herzustellen, wird die Welle in die 7
Dekade gehoben und in dieser auf
den 5. Kontakt gedreht. Diese Type DM
von Wéhlern nennt man ,Leitungs-
wihler”, abgekiirzt LW. Fiir 100 Teil-
nehmer sind also 100 LW aufzustellen,
deren Kontaktsidtze unter sich viel-
fach zu schalten sind. Es kann je der
Teilnehmer jeden anderen erreichen,
siehe Abb. 3. Die zeitliche Ausniit-
zung der Wihler ist sehr schlecht, weil
jeder Wihler hochstens */, Stunde im
Tage benutzt wird. Man schaltet da-
her vor die Stufe der LW eine ,,Vor-
wahlstufe®, siehe Abb. 4. Ein , Vor-
wahler“ (abgekiirzt VW) ist ein Wahler
mit nur einer Drehrichtung. Die Teil-
nehmerleitung ist mit den Biirsten ?/
des VW verbunden. Die von den festen  app. 2. Gerippe eines Wahlers.
Kontakten abgehenden Leitungen
enden an LW, z. B. sind die VW 10teilig, haben also Kontaktsitze
mit 10 Kontakten. Fir 100 Teilnehmer sind 100 VW und z. B.
10 LW aufzustellen. Wenn der Teilnehmer den Horer abhebt, so
beginnt der VW von selbst sich zu drehen und lauft so lange, bis
seine Biirsten eine freie Leitung zu einem LW gefunden haben.
Dann sendet der Teilnehmer die StromstoBe.

Zur VergroBerung des Systems iiber 100 Anschliisse fiihrt man
die von den VW abgehenden Leitungen nicht zu LW, sondern zu
einem neuen Waihlersatz, den ,Gruppenwihlern®. Die Bauweise dieser
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Wiihler ist ebenfalls durch die Abb. 2 beschrieben, aber die Schaltung
ist anders als fiir LW. Angenommen, es sei ein Amt mit 1000 An-
schliissen zu bauen. Man stellt 10 Gruppen mit je 100 VW auf
und fithrt die von ihnen abgehenden Leitungen zu Gruppenwéhlern,

Abb. 3. Hﬁnderter System.

also im ganzen zu 100 GW. Dann verdrahtet man alle Kontakt-
sitze der 100 GW. Die 10 Vielfachleitungen des ersten Hubschrittes
— die ,erste Dekade“ — fithrt man zu 10 LW, deren Kontaktsitze
untereinander vielfachgeschaltet werden. Die 10 Vielfachleitungen

Abb. 4. Hundertersystem mit Vorwahl.

NS

der zweiten Dekade filhrt man zu einem anderen Satz von 10 LW usw.
Man hat also 1000 VW, 100 GW und 100 LW aufzustellen. Das
Ganze gilt fiir einen méafBig starken Verkehr. Wenn nun ein Teil-
nehmer 375 anrufen will, so hebt er den Horer ab. Sein VW wird
ihm sofort einen freien GW geben. Der Teilnehmer schickt die erste
Stromstofreihe ,3% Der GW wird in seine dritte Dekade gehoben.
Der GW beginnt nun, sich zu drehen und lduft, bis er einen freien
LW in dieser dritten Dekade gefunden hat. Die zwei nichsten
StromstoBreihen stellen den LW ein, wie weiter oben beschrieben.
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Zum Ausbau der Anlage bis zu 10000 Anschliissen fithrt man
die von den Kontaktsitzen der GW abgehenden Leitungen nicht zu
LW, sondern noch zu einem neuen Satze von Gruppenwihlern. Den
ersteren Satz nennt man ,erste GW¢ (I. GW), deu zweiten Satz
szweite GW“ (II. GW). Die erste StromstoBreihe stellt den I. GW
auf die gewiinschte 1000er Dekade, in welcher der I. GW eine freie
Leitung zu einem II. GW sucht. Die zweite StromstoBreihe stellt
den II. GW auf die gewiinschte 100er Dekade, in welcher der IT. GW
eine freie Leitung zu einem freien LW des gewiinschten Hunderts
sucht, die dritte und vierte StromstoBreihe stellen den LW, wie
oben beschrieben, ein.

Aus dieser Beschreibung erkennt man die Grundsitze des Wihler-
betriebes:

1. die Nummernwahl, d. h. die vom Teilnehmer durch StromstoBe
gesteuerte Einstellung der Wahler;

2. die ,freie Wahl“, d. h. das Aufsuchen einer freien Leitung
aus einem ,Biindel“ von Leitungen, also aus einer Mehrzahl von
Leitungen, worin die einzelnen Leitungen untereinander gleichwertig
sind. Es ist gleichgiiltig, iiber welche Leitung eines durch eine
Nummernwahl erreichten Biindels die Verbindung zustande kommt;

3. die ,Gruppenteilung®. Die Teilnehmer sind in Gruppen zu
je 100 Leitungen zusammengefalt. Der gesamte Verkehr flieBt dann
in der einzigen Gruppe I. GW zusammen, und jede Vielfachleitung
im Felde der I. GW steht jeder Verbindung zur Verfiigung. Von
dort teilt sich der Verkehr wieder in die 10 Richtungen nach dem
I. GW der 1000er Gruppen hin. Die II. GW bilden wieder
10 Gruppen, denn ein an der 3. Dekade angeschlossener II. GW
kann nicht gebraucht werden, um eine Verbindung in das 6. Tausend
herzustellen. Von den Feldern der II. GW teilt sich der Verkehr
noch einmal in die 10 Richtungen zu den LW hin. Man erkennt
also, daB3 der Verkehr beim Durchlaufen des 10 000er Amtes in kleinen
Gruppen von je 100 Anschliissen entsteht, dann in den Kontakt-
feldern der I. GW gesammelt wird und dann sich zweimal wieder teilt;

4. die Hintereinanderschaltung von mehreren Wihlerstufen (VW,
I GW, I1. GW, LW) ist der Grundsatz der Vergroflerung der Fassungs-
kraft einer Anlage.

Die Abb. 4 stellt noch nicht die sparsamste Anordnung dar.
Wenn z. B. 20 Hundertergruppen aufgestellt werden, so hat die eine
Gruppe ihre HVSt. zu einer anderen Tageszeit, als die anderen
Gruppen. Man ,gleicht die HVSt. der verschiedenen Gruppen aus
durch die ,doppelte Vorwahl“, sieche Abb. 5. AuBer den mit den
Teilnehmern verbundenen Vorwdhlern, jetzt ,erste VW = 1. VW¥
genannt, stellt man noch 10 weitere Gruppen A, B, C, ..., K von
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Vorwdhlern, ,zweite VW = IL. VW“ genannt, auf. Die von den
I. VW abgehenden Leitungen werden zu den IL. VW gefiihrt, und
Zwar sQ:

Die erste Leitung der ersten Gruppe I. VW geht zu einem
II. VW in der Gruppe A, die zweite Leitung geht zu einem II. VW
der Gruppe B usw. Die erste Leitung der zweiten Gruppe von

1000 1100 1200 2900
7099 7799

7299
723 10 723 170 723 10 723 10
——bggene — .o ——gpypee —_— .

PE— e — . —_— Ps —_—

I r T xx| Z¥W.

IGW.7-10 IGWT1-20 IGW.91-100 4 aw
Abb. 5. Doppelte Vorwahl 2000/100.

I. VW geht zum einem II. VW der Gruppe B, die zweite Leitung
dieser Teilnehmergruppe geht zu einem IL. VW der Gruppe C usw.
Die Ausgéinge der II. VW filhren dann zu 100 I. GW. Man sieht,
da jeder Teilnehmer jeden der I. GW erreichen kann. Die Er-
fahrung zeigt, daB fiir einen mittleren Verkehr fiir 2000 Teilnehmer
100 I. GW ausreichen, wenn jedem Teilnehmer jeder der 100 I. GW
zugéinglich gemacht ist. Man braucht also 2000 I. VW, 200 II. VW
und 100 I. GW bei doppelter Vorwahl an Stelle von 2000 I. VW
und 200 I. GW ohne diese. Die erste Anordnung ist wesentlich
billiger.

Es sei hier ausdriicklich betont, daf die beschriebene Anordnung
und Gruppierung durchaus nicht die einzige Moglichkeit fiir den
Wihlerbetrieb darstellt. Andere Anordnungen sind den Fachleuten
wohl bekannt. Sie bieten aber keine grundsétzlich neuen Gesichts-
punkte, so daBl sie hier iibergangen seien, insbesondere weil die spiter
entwickelten Gleichungen sich auf alle Systeme ohne weiteres iiber-
tragen lassen.
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Wie verteilt nun der Fachmann die ihm zugestandenen 2°/; Ver-
luste? Im beschriebenen System sind fiinf Wahlerstufen hintereinander
geschaltet (I. VW, II. VW, I. GW, II. GW, LW). In jeder Wihler-
stufe konnen Versager eintreten. Es ist {iblich geworden, im all-
gemeinen die einzelnen Stufen auf je '/, ., Verlust wegen Mangel
an freien Wegen zu berechnen. Man kann aber auch von dieser
Verlustziffer abweichen, wenn man aus irgendwelchen Griinden andere
Verluste zulassen will. Es sei ferner bemerkt, daB alle bisherigen
veroffentlichten Messungen sich auf die Verlustziffer '/, beziehen,
und daB andere Verlustziffern nur durch Rechnung beriicksichtigt
werden konnen.

D. Die Aufgabenstellung fiir die Theorie.

An Hand der Abb. 6 kénnen wir nun die Grundaufgaben fiir
die Theorie des Fernsprechverkehrs aufstellen.

I. Die Leistung eines einzelnen Biindels.

Aus jeder Gruppe I. VW entspringt ein ,Biindel“, ebenso aus
jeder Dekade der Gruppenwahler. Wie grol mufl das Biindel sein,
wenn fiir einen gegebenen
Verkehr ein vorgeschrie-
bener Verlust nicht iiber-
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a) in einer gegebenen t

I
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Stunde fallen die Hochst- 7 Stunde
zahlen  gleichzeitig  be- Abb. 6. Belegungen in einer Stunde.
stehender Verblndungen m S =: Teilnehmer der ganzen Gruppe.
den kleinen Gruppen nicht s == Teilschema einer Teilgruppe.

. . t == Belegungsdauer.
zusammen. Die Spltze der M == Augenblick eines Kinobildchens.

groflen Gruppe wird also
wesentlich kleiner sein, als die Summe der Spitzen der Kkleinen
Gruppen.

b) Die Hauptverkehrsstunden der kleinen Gruppen fallen nicht
in die gleiche Tageszeit. Betrachtet man daher etwa die Stunde,
in welcher die groBe Gruppe ihre HVSt. hat, so wird dieser Haupt-
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verkehr nicht gleich sein der Summe der HVSt. der kleinen Gruppen,
weil, wie gesagt, die kleinen Gruppen nicht gerade in dieser Stunde
alle ihre HVSt. aufweisen. Es sollen nun Gleichungen aufgestellt
werden, die die Verdnderungen der Verkehrsmengen beim Zusammen-
setzen und auch beim Trennen von Verkehrsmengen beschreiben.

III. Welchen Einflu haben die Einzelgrofien ¢, ¢ und s auf die
Biindelleistung bei vorgeschriebenen Verlusten?

Die Grundaufgaben nehmen sehr verschiedene Formen an, die
in den spéiteren Entwicklungen zu finden sind.

Erweiterung der Aufgabenstellung. Die Abb. 7 stellt eine Gruppe
von 100 VW dar. Die VW sind so ge-

schaltet, daf} sie bei Gesprédchsschlufl stets 7__:.’\ 23
000 24681 1000 2% 681 3"”\\
o] o 4—>~3§t

i

e

E
10

-\\
N
s
o
i 75 19__'\\. ’
73579 7735739 20__,::&\.4,
Abb. 7. Abb. 8. X
Vollkommenes Gestaffeltes Abb. 9. Mehrfach gestaffeltes

10er Biindel. 10 er Biindel. 10er Feld.

in eine Ruhelage zuriickkehren. Sie suchen ihr Vielfachfeld daher immer
in einer bestimmten Reihenfolge ab. Sie versuchen also, ihren Verkehr
moglichst auf den zuerst bestrichenen Leitungen abzuladen. Die erst ab
gesuchte Leitung wird daher sehr viel mehr Verkehr erhalteu, als die
spiter abgesuchten Leitungen. Messungen und die spiter entwickelten
Gleichungen zeigen fiir eine Gesamtbelastung des Feldes mit 3,3 Bel.-Std.
= 198 Min. die Verteilung dieser Verkehrsmasse iiber die 10 Leitungen
wie folgt: die 1. Leitung . . . . . 323 Minuten,

. no e 38,0 »
. " . e . 28,5 »

DO

: } N 4,0 ”

193,0 Minuten.

3
4
5.

. 10,0
7
8
9
0.
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Die Abb. 8 zeigt eine andere Anordnung des Vielfachfeldes. Die
erste Vielfachleitung ist nicht mehr iiber 100 VW, sondern nur iber
50 Leitungen geschaltet, die iibrigen Vielfache bleiben unveréindert.
Wenn man eine solche Vielfachanordnung mift oder berechnet, so
findet man, daB3 die beiden iiber 50 VW sich erstreckenden Vielfache
je etwa 40 Min. leisten, also von den 198 Min. werden auf den erst-
abgesuchten Leitungen schon 80 Min. abgeladen und die iibrigen
Leitungen erhalten um so weniger Verkehr. Umgekehrt kann man
die zugefithrte Belastung der Gruppe steigern und trotz der 10teiligen
Wiéhler die Leitungen besser ausniitzen, als ohne das ,Schneiden*
der Vielfache. Man bezeichnet Vielfachfelder, in welchen die erst-
abgesuchten Leitungen tiber weniger Wiahler vielfach geschaltet sind,
als die spiter abgesuchten, als ,gestaffelte Felder. Die Abb. 9
zeigt ein mehrfach gestaffeltes Feld.

IV. Grundaufgabe: Es sollen Gleichungén zur Berechnung ge-
staffelter Felder bei gegebener Verlustziffer aufgestellt werden.

E. Erfahrungswerte nach M. Langer.

Die ausfiihrlichsten Mitteilungen iiber Messungen hat M. Langer?)
gemacht. Diese Erfahrungswerte seien hier wiedergegeben. In der
Abb. 10 ist die Abszisse in Biindel eingeteilt, d. h. ,50“ bedeutet

A 1 Leiston,
. ;@5?7%}’% n% Jeder Le//tm% in Minvten
0% S4Min.
51
a0 48
- 45 yoll Leitungsoondel
V7 > - 42
7 A 39 Unvetikommene Leitungsbindel
60 T o 1 36 20 Bonde! gestsffelf
p—
33
5 =T |, 30 10er Bindeigestsffel?
7 27 Reine 20erBande) ungestaffel?
w0 A (AR 2 und ungemisdy.
7 27
30 8 .
15 Reine 10 er Bundel vngesisffel?
und ungemisih?
20 2
- 9
0 6
3
g a

o 20 30 40 50 60 w0 & 96 1w
Gesammizahl der Leitungen

Abb. 10. Biindelleistungen.

1) Langer, M.: Z. Fernmeldetechn. 1921, Heft 3 u. 4, u. ETZ 1924, Heft 11.
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ein Biindel mit 50 Leitungen. Die Schaulinie o stellt die Leistungen
yvollkommener Biindel“ dar. In einem vollkommenen Biindel kann
jede Leitung jede andere ersetzen, d. h. alle anrufenden Leitungen
konnen alle Leitungen des Biindels beniitzen. Ein Zehnerbiindel
leistet 20 Min. je Leitung, insgesamt also 200 Min. = 3,33 Belegungs-
stunden bei einem Verlust von !/, des Verkehrs. Die Schau-
linie b stellt die Leistung von gestaffelten Zehnerbiindeln dar, also
von Biundeln, in welchen die erstabgesuchten Leitungen iiber weniger
Wihler gevielfacht sind, als spédter abgesuchte. Diese Linie wird
spater sehr eingehend behandelt (siehe S. 131). Die Schaulinie ¢ be-
deutet folgendes: Angenommen es verlaufen von einem Amte zu
einem anderen 100 Verbindungsleitungen, welche in Zehnerbiindel
eingeteilt sind, d. h. also eine Trennung in 10 sich gegenseitig nicht
unterstiitzende Biindel. Man koénnte erwarten, daf3 die Leistung der
100 Leitungen gleich der Summe der Leistungen von 10 einzelnen
Zehnerbiindel sei, ndmlich 10mal 3,3 = 33 Belegungsstunden. Das
setzt aber voraus, dafl jedes Zehnerbiindel in der gleichen Stunde
gerade seine eigene HVSt. habe. Das ist naturgeméiB nicht der Fall,
denn einige der Biindel werden weniger als diese Belastung auf-
weisen, und mehr als diese Leistung von 3,3 Belegungsstunden darf
man ja einem Zehnerbiinde! nicht zumuten, wenn die Verluste nicht

zu groll werden sollen. Wenn

AN man den Verkehr des ganzen
“ N\ Stranges von Verbindungslei-
” Fme tungen in der HVSt. des Stran-
SN ges miflt, so erhdlt man weniger

A 2 1o - als die Summe von 10 Zehner-
oL N Kuwrried | ] =~—J Dbiindeln, und zwar nur 25 Be-
T~ legungsstunden, also je Leitung

4 7 2 3 + 3 2 7 nur 15 Min. Umgekehrt, wenn
Abb. 11. Zuschlige. man einen gegebenen Verkehr

iiber getrennte Biindel leiten
will, so entfillt auf das einzelne Biindel nicht ein proportionaler
Teil, sondern man mull das einzelne Biindel mit mehr als diesem
Teil berechnen. Die Linie ¢ stellt die Leistungen bei getrennter
Biindelung dar.

Die Abb. 11 stellt die ,Zuschlige“ dar, die man bei Unter-
teilung oder Trennung eines Verkehrs in mehrere unabhangige Biindel
zum Mittelwert machen muB, wenn der Verlust /1000 Dicht iiber-
schreiten soll. Angenommen ein Gesamtverkehr von 25 Belegungs-
stunden soll in 10 Biindel eingeteilt werden, z. B. von den II. GW
zu LW. Der rechnerische Mittelwert je Biindel ist 2,5 Belegungs-
stunden. Die Schaulinie Kurvel (d.h. die Trennung des Verkehrs in
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10 Teile) sagt nun, daB man einen Zuschlag von 27,5 °/, machen
mulBl, um auf den Verkehr in der HVSt. der 100er Gruppe zu kommen.
Man mufl den Verkehr in der HVSt. des Teiles also mit 2,5 mal
1,275 = 3,2 Belegungsstunden rechnen.

Umgekehrt, wenn man kleine Verkehrsmengen zu einem groBen
Verkehr zusammensetzt. In der Abb. 5 wird der Verkehr von
20 Hundertergruppen zu einem groBlen Verkehr einer 2000er-Gruppe
zusammengefallt. Wenn in jeder Hundertergruppe ein Verkehr von
3,3 Belegungsstunden (gleich dem Verkehr eines Zehnerbiindels bei
/1000 Verlust) in der HVSt. der einzelnen Gruppen herrscht, so hat
die HVSt. der groBen (2000er) Gruppe nicht 20mal 3,3 = 66 Be-

= 50 Stunden, weil die HVSt. der

legungsstunden, sondern nur
)

Einzelgruppen nicht auf die gleiche Tageszeit fallen.

Diese Verhiltnisse sind hier sehr ausfiihrlich geschildert worden,
weil das Verstdndnis dafiir etwas schwer zu erwecken ist. Die
spiteren Abschnitte (siehe S. 101) sprechen noch rechnerisch davon.

Aufler von Langer sind noch andere Mitteilungen iiber andere
Messungen erschienen. Diese werden an Ort und Stelle erldutert
werden.

II. Entwicklung der Grundgleichungen aus der
Anschauung.

Ubersicht.

Die theoretischen Gleichungen konnen aus den bekannten Glei-
chungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung entwickelt werden. Das
Denken des Technikers ist mehr auf Anschaulichkeit gegriindet. Im
Abschnitt II werden daher die Grundgleichungen unmittelbar aus Ver-
kehrsaufzeichnungen entwickelt.

A. FEinige Sitze der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Hat man sich entschlossen, die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf
eine Aufgabenstellung anzuwenden, so kann man die bekannten Lehr-
gatze verwenden. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bisher nur in
der theoretischen Physik viel verwendet worden, ist aber noch nicht
Hilfsmittel der Techniker geworden. Dem Techniker wird es sehr
schwer, ungewohnte mathematische Sitze handwerksmiBig zu ge-
brauchen, wenn ihm ihre Bedeutung nicht anschaulich gemacht wird.
Im folgenden werden einige der bekannten Sitze der Wahrschein-
lichkeitstheorie (Bernoulli und Poisson) aus der Anschauung so
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entwickelt, daBl ihre technische Bedeutung klar hervortritt. Die Uber-
legung beginnt mit scharf bestimmten Aufgaben, und es zeigt sich,
daB die gemachten Annahmen fiir den allgemeinen Fernsprechverkehr
zu eng sind. Dann werden einige einengende Bedingungen fallen
gelassen und Gleichungen in der Form des Bernoullischen Ansatzes
entstehen, die auf besondere Arten des Fernsprechverkehrs (,Viel-
sprecher”) passen. Nach einem weiteren Hinausschieben der Grenzen
entstehen Gleichungen in der Form von Poisson, die dem gewdhn-
lichen Fernsprechverkehr entsprechen. Die Form der Ausgangs-
betrachtungen weist auch den Weg zur Aufstellung von Gleichungen
fiir besondere Félle, die mit den bisher bekannten Gleichungen nicht
zu fassen sind. In spéteren Abschnitten tritt die rein mathematische
Entwicklung der Gedanken schirfer hervor.

Zunichst seien einige einfache Sidtze der Wahrscheinlichkeits-
theorie wiedergegeben:

Der Satz des Entweder-Oder. Wenn bei einem Versuch ent-
weder ein Vorfall mit der Wahrscheinlichkeit w, oder ein anderer
Vorfall mit der Wahrscheinlichkeit w, eintritt, so ist die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses gleich der Summe der beiden Wahrscheinlich-
keiten w, + w,. Die Wahrscheinlichkeit, da beim Wiirfeln mit
einem Wiirfel die Zahl 2 oben liegt, ist /,; die Wahrscheinlichkeit,
dafl entweder die 2 (w, =/;) oder die 3 (w, =1*/,) oben liegt, ist
wy + wy =15.

Der Satz des Sowohl-Alsauch. Wenn ein Ereignis nur unter
mehreren Bedingungen eintreten kann, und zwar unter der ersten
Bedingung mit der Wahrscheinlichkeit w,, unter der zweiten Be-
dingung unter der Wahrscheinlichkeit w, usw., so ist die Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses gleich dem Produkt w, -w,.
Wenn man einen Wiirfel auf einen Tisch mit 100 gleichen Quadraten
wirft, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB er sowohl in einem be-
stimmten Quadrat liegen bleibt (*/,,), als auch -eine gerade Augen-
zahl aufweist ('/,) gleich */,,,. Bei der Anwendung dieser Regel muB
man aufs strengste darauf achten, daB die verschiedenen Wahrschein-
lichkeiten voneinander unabhiingig sind. Wiren einige der vorhin
genannten Quadrate mit Eisen belegt und der Wiirfel aus magne-
tischem Stahl, so wire fiir diese Quadrate eine Abhingigkeit zwischen
den beiden Wahrscheinlichkeiten gegeben. Ein Beispiel fiir die irr-
tiimliche Verwendung des Produktensatzes mit voneinander abhingigen
Wahrscheinlichkeiten wird Seite 32 besprochen.

Die andere Voraussetzung des Produktensatzes (nimlich: ein
und dasselbe Ereignis ist gleichzeitig mehreren Bedingungen unter-
worfen) wird ebenfalls manchmal nicht beachtet. Ein sehr lehrreiches
Beispiel einer solchen irrtiimlichen Anwendung ist fiir die Theorie
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der Besetztmeldungen gemacht worden, die im Abschnitt IV Seite 37
behandelt und richtiggestellt wird.

Weitere Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie die
Ansitze von Bernoulli, Poisson und anderen konnen selbstver-
stdndlich auch fir die Fernsprechtheorie angewandt werden. GroBe
Dienste wird uns der Bernoullische Ansatz leisten, wenn es sich
um die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Ereignissen bei Wieder-
holungen von Versuchen handelt. Diese Methoden werden spiiterhin
noch eingehend behandelt.

Mathematische Erwartung. Der Zahlenwert eines Ereignisses
sei #, und die Werte z,, x, bis x, seien moglich, die zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten seien w,, w,, ..., dann nennt man die Summe
der Produkte 2'z-w,_ die mathematische Erwartung des Ergebnisses.
Die mathematische Erwartung ist ein Mittelwert, den man bei einer
beliebigen Stichprobe erwarten kann. Bei einem Wurf mit einem
Wiirfel kann man die Augenzahl § (142438 +4 +5 -+ 6) = 3,5,
d.h. 3 Augen oder 4 Augen erwarten.

B. Grundgleichungen fiir den Gleichzeitigkeitsverkehr.

Aufgabe: Gegeben sind s Anschliisse, ¢ Belegungen in der HVSt.,
zu t Stunden Belegungsdauer. Gewiinscht wird eine Angabe, wie oft
man gerade 0, 1, 2, ..., z gleichzeitig bestehende Verbindungen be-
obachten wird. Um die Aufgabe recht anschaulich zu machen, wollen
wir annehmen, dafl ein Lampchen leuchte, solange eine Verbindung
besteht. Nun mache man 36000 Kinobildchen in der Stunde
und frage, wie viele dieser Bildchen zeigen gerade z leuchtende
Lampchen.

In der Abb. 6, die aus einer Anregung von Dr. Spiecker ent-
stand, stellt die Abszissenachse die HVSt. von 100 bis 118 dar. Auf
ihr sind 1/t Abschnitte aufgetragen; fiir ¢t =1/, also 40 Belegungs-
dauern. Auf der Ordinate sind 8 Teilnehmer aufgetragen. Jeder
Teilnehmer kann in einer Stunde 1/t = 40 mal sprechen, wenn jede
Belegung */,, Stunde dauert. Alle Teilnehmer zusammen kénnen
also 8/t Belegungen erzeugen, bei § =50 und ¢t =1/, also 2000;
sie niitzen aber nur ¢ z. B. = 80 dieser Moglichkeiten aus, die in
der Abb. 6 schwarz angegeben sind. M ist nun eines der Kino-
bildchen, das gerade z =4 Limpchen leuchtend zeigt. Um die
Wahrscheinlichkeit w, zu bilden fragt man, wie oft beim Verschieben
des Striches M gerade x — 4 geschwérzte Rechtecke auf M fallen.
Man bilde einen echten Bruch, dessen Zéahler angibt, wie viele An-
ordnungen diese Aufgabe erfiillen und dessen Nenner angibt, wie
viele Anordnungen iiberhaupt méglich sind.
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Zihler. Der Strich M schneidet S Rechtecke, aus welchen be-
J

liebige = 4 geschwiérzt sein diirfen. Das ergibt (2) giinstige Félle.
Nun muB man noch vorschreiben, daB keine der iibrigen ¢—x Ver-
bindungen vom Strich M getroffen werde. Da jede Verbindung gerade
1/t Stunde dauert, so wird eine Verbindung vom Strich M getroffen,
wenn sie irgendwo in dem Bande von der Breite ¢, das gerade vor
dem Strich M liegt, beginnt. Ist dieses Band von § Rechtecken
verboten, so diirfen sich die restlichen ¢ — xz Belegungen nach Belieben
auf die noch verfiigharen 8/t — § Sprechmioglichkeiten verteilen. Das

ist moglich auf <Sc/ i—xs> Arten. Da nun zu jeder Art <§> jede Ver-

teilung (S({t:xS> treten kann, ist die Anzahl der fiir unsere Aufgabe

giinstigen Anordnungen
. N (8)t—8
gleich <x) < c— )
Nenner. Der Nenner kann auf zwei Arten gebildet werden.

a) Moglich sind alle Arten, wie die ¢ Belegungen sich auf die

S/t Sprechméglichkeiten verteilen, also sind mdglich (Sé/t> Arten der
Verteilung.
b) Auf den Strich M kénnen entweder O oder 1, oder 2, oder bis

zu 8 Belegungen fallen. Der Nenner ist also

SO0

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit wird also

By B ¢ ey X
SR04

DaB8 die beiden Nenner einander gleich sind, weist Netto im
Lehrbuch der Kombinatorik S. 15 allgemein nach.

Die Gleichung mit der Summenformel ist fiir die Berechnung
mit dem Rechenschieber sehr bequem (siehe Anhang), die andere
Form ist bequemer, wenn man eine log. Zahlentafel fiir Fakultiiten be-
sitzt. Im Anhang ist die Aufgabe durchgefithrt fiir § = 50, ¢ = 80,
t =",,, Man erhilt folgende Zahlenreihe:
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Zahlentafel 1.

1 2 3
x 36000 = Kinobildchen  x 3600 = Sekunden

0 0,1389 5010 501

1 0,2596 9340 934

2 0,2870 10340 1034

3 0,1813 6520 652

4 0,0875 3150 315
5 0,0326 1175 1175
6 0,0098 354 354
7 0,0024 86 86
8 0,0005 18 1,8
9 0,00009 3 0,6
10 0,00001 1 0,1

36000 3600

In der Reihe 1 stehen die Wahrscheinlichkeiten, wie sie im
Anhang berechnet sind. w, = 0,2870 bedeutet nun, dal 0,2870 aller
Kinobildchen, also 0,2870- 36000 = 10340 Kinobildchen gerade zwei
leuchtende Limpchen zeigen. Da nun je 10 Kinobildchen gleich
einer Sekunde sind, so bedeutet w, = 0,2870 allgemeiner, dafl in der
Beobachtungsstunde gerade 0,2870 - 3600 = 1034 Sekunden lang
gerade zwei Belegungen gleichzeitig bestehen.

Die Bedeutung der Wahrscheinlichkeit w, aus der Glei-
chung 1 ist also eine Zeit, d. h. der Bruchteil der beobach-
teten Stunde, wiahrenddessen gerade » Belegungen gleich-
zeitig bestehen.

Erste Erweiternng der Gleichung 1. Vergleicht man die Er-
gebnisse der Gleichung 1 mit der Erfahrung, so erweisen sich die
Zeiten fiir mittlere Werte von z, z. B. w,, als zu lang und die Werte
fiir grofle z, z. B. w,,, als zu kurz. Der Grund liegt darin, daB Mes-
sungen in einer einzigen Stunde fiir § = 50, ¢ = 80, t =1/, natur-
gemil nicht gerade die Mittelwerte ergeben, und eine grofe Reihe
von Messungen fiir ¢ genau = 80 und ¢ = genau '/, kdnnen nicht
gemacht werden, weil der Fernsprechverkehr nicht so gleichméBig
verlauft. Die Voraussetzungen fiir die Gleichung 1 sind zu schroff.
Wir erweitern die Grenzen, indem wir nicht eine Stunde, sondern
unendlich viele Stunden der Beobachtung zugrunde legen, wobei
wir annehmen, dafl der Verkehr im grofilen und ganzen gleich stark
bleibe.

Diese Annahme wird so erfaflt:

In sehr langer Beobachtungszeit wird die Belegungszahl ¢ sehr
groB und die Belegungsdauer ¢ (das Verhiltnis einer Belegungsdauer
zur ganzen Beobachtungszeit) wird sehr Kklein, aber das Produkt

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 2
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ct=y bleibt endlich. Wir machen Gebrauch von dem bekannten

Grenziibergang:
al
e
lima == oo
b = endlich.

Die Gleichung 1 lautet in Fakultiten ausgedriickt und etwas
geordnet:

_ <S> (8jt—8)r ¢! (81— ¢)

x) (S/) (c—a)! (Sft—c—(8—a))
limt=0
lime¢ = oo
. cl=y
:(‘2) (78%)3 (Sft — ¢)°*
5 /8% oS
= @ <S/tc— c> (S'g/t )
S

t
Nun fithre ich die Bezeichnung ein z — Cg :%, d. h. die mitt-

lere Belastung je Anschluf:
w, == <§> 2°(1 —2)57%. (2)

Die Gleichung 2 hat die Form des Bernoullischen Ansatzes,
der zum Bernoullischen Theorem fithrt und lautet:

Wenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses
= p ist, somit die Wahrscheinlichkeit des Nichteintretens =1 — p,
so ist die Wahrscheinlichkeit w_, dafl das Ereignis bei n Versuchen
xmal eintritt:

w, = @ p"(1—p)""

Nun ist z die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein'Teilnehmer sprichs,
und 1—z, dafl er nicht spricht. Untersucht man S Teilnehmer, so
ist die Wahrscheinlichkeit, dafl gerade x Teilnehmer sprechen, ge-
geben durch die in Gleichung 2 gezeigte Form des Bernoullischen
Ansatzes.
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Aus der Ableitung der Gleichung 2 ersieht man, dall die enge
Grenze der Gleichung 1 (genau ¢ Belegungen von der Dauer ¢ in
einer Stunde) gefallen ist. Man kann die Gleichung 2 fiir kleinere
Werte von S ebenfalls mit dem Rechenschieber berechnen. Die
Reihe III in Tafel 2 zeigt die mit Gleichung 2 berechneten Werte
fiir w,_ (siehe Anhang). Die Werte werden weiter unten besprochen.
Die Deutung von w_ als einer Zeit bleibt fiir Gleichung 2 bestehen,
wie fur Gleichung 1.

Zweite Erweiterung der Gleichung 1. Setze in Gleichung 2
8§ =oc. Dann wird:

2=y ‘

— 2] (1% lim § = oo
Ve p1(8 —a)! \S 5 e =

1 29" -y

:HS W(’, 5

worin e = 2,71828 ..., also

Ly ,
wx:e y;'!‘. (3)

Diese Wahrscheinlichkeitsform hat Poisson in seinem Werk®)
entwickelt. Das Poissonsche Problem lautet: Wenn ein Ereignis
um einen Mittelwert y schwankt, so nimmt es den Wert x mit einer
Wahrscheinlichkeit an, welche durch Gleichung 3 ausgedriickt ist.
Auch diese Gleichung kann mit einer log Tafel oder dem Rechen-
schieber berechnet werden (siehe Anhkang). Die Weirte w_ ergeben
die in Reihe IV der Tafel 2 gezeigten Ziffern.

Aus der Ableitung der Gleichung 3 durch zwei Erweiterungen
aus Gleichung 1 und 2 erkennt man die Bedeutung von w_ aus der
Gleichung 3 als der Zeit des gleichzeitigen Bestehens von z Be-
legungen unter der Voraussetzung, da} sehr viele Teilnehmer wih-
rend sehr vieler Stunden durchschnittlich in einer Stunde y Be-
legungsstunden erzeugen.

Besprechung der Gleichungen 1, 2, 3.

Fiir die Aufgabe § = 50, ¢ = 80, t =1/, erhilt man die Wahr-
scheinlichkeit w_ fiir das gleichzeitige Bestehen von gerade x Be-
legungen :

1y Poisson: ,Recherches sur la probabilité des jugements® 1837.
2*
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Zahlentafel 2.

I 11 IIX v

@ aus Gleichung 1 aus Gleichung 2 aus Gleichung 3
0 0,1389 0,1298 0,1353

1 0,2596 0,2701 0,2707

2 0,2870 0,2758 0,2707

3 0,1813 0,1840 0,1804
4 0,0876 0,0902 0,0902

5 0,0326 0,0345 0,0361

6 0,0098 0,0108 0,0120

7 0,0024 0,0028 0,0034

8 0,00050 0,00063 0,00086
9 0,00009 0,00012 0,00019
10 0,000014 0,00002 0,000038

Genau 10 Verbindungen stehen also:

nach Gleichung 1 0,05 Sekunden lang
” ” 2 0,072 ” ”
” ” 3 0,137 ” ”

Die Unterschiede sind einfach zu erkliren. Es ist zu erwarten,
daB von sehr vielen Teilnehmern (8 sehr groBl) ofter 10 gleichzeitig
sprechen, als von nur § = 50 Teilnehmern. Ferner ist zu erwarten,
daB in einer sehr langen Beobachtungszeit von § = 50 Teilnehmer
ofter gerade 10 sprechen, als daf man in einer einzigen Stunde
diesen verhiltnismé#Big seltenen Zustand gerade antrifft. Die Gleichung 1
deckt den wirklichen Verkehr nicht. Gleichung 2 wird (siehe S. 38)
gebraucht fiir , Starksprecher®, d.h. fiir Gruppen (z. B. Bérsenanschliisse),
fir welche die ziemlich scharfe Bedingung gilt, dall sehr wenige Teil-
nehmer sehr viel sprechen. Gleichung 3 stimmt mit dem wirklichen
allgemeinen Fernsprechverkehr gut iiberein, wie spaterhin ausfiihrlich
gezeigt wird.

II1. Verluste.

Ubersicht.

Es sind zwei grundverschiedene Arten, ,Verluste“ anzugeben,
iiblich geworden.

a) Der Verlust ist der Teil, der in einer HVSt. entstehenden Be-
legungen, welcher aus Mangel an freien Wegen nicht erfolgreich ist.

Diese Begriffsbestimmung der Verluste ist fiir Systeme anzu-
wenden, von welchen das bekannteste (Strowger) Seite 5 beschrieben
wurde.

Wenn in der Zeit der Belegungen aller Wege (,,Gefahrzeit“) noch
ein weiterer Anruf eintrifft, so geht er verloren.
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b) Es gibt aber auch Systeme, in welchen entstehende Belegungen
bei Mangel an freien Wegen eine Zeitlang ,aufbewahrt“ oder ,ge-
speichert“ und beim Freiwerden von Wegen wunschgemafl erledigt
werden. Solche Verbindungen gehen also nicht eigentlich ,verloren*,
sondern sie erleiden ,Verzogerungen“. Das ergibt ,Wartezeiten®.

A. Verlorene Belegungen.

Die eigentlichen Verluste (a) werden folgendermaBen berechnet:
Beispiel: s =50; ¢=80; t="/, also y=2; die Zahl der Ver-
bindungswege sei v = 7. Zunéichst berechne mit Gleichung 3 die Zeit
(,,Gefahrzeit“), wihrend welcher genau 7 Verbindungen stehen:

w. = 0,0034 Stunden,

Es kann nun vorkommen, daf VOI]‘ den iibrigen noch nicht ver-
fiigten ¢ — v = 80 — 7 = 73 Belegungen keine, oder 1 oder mehrere
in diese Gefahrzeit hineinfallen.

Wenn keine der restlichen Belegungen in die Gefahrzeit fallt,
tritt kein Verlust ein, wenn 1 oder 2 oder noch mehr der restlichen
Belegungen in die Gefahrzeit fallen, so gehen sie verloren (oder sie
miissen auf die Erledigung warten, je nachdem das Waihlersystem
ohne oder mit Speicherung ausgeriistet ist).

Die Wahrscheinlichkeit, dall eine Belegung in diesen Zeit-
abschnitt hineinféllt, ist w. = 0,00384, daB sie nicht hineinfallt, ist
1 —w, =0,9966. Man ,versucht“ nun ¢ — v = 73mal, ob eine Be-
legung hineinféllt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit W, dafi Be-
legungen hineinfallen (Bernoulli),

X

W = (C —_— 7)> wv;’r (1 o w,.)c‘vﬁx
x

= <7303> 0,00347 0,99667-2,

Berechne nun die Wahrscheinlichkeit, dafl keine der 73 Belegungen
in die Gefahrzeit hineinfalle:

W, = 0,9966 ** = 0,7799,

dann ist 1 — W, = 0,2211 die Wahrscheinlichkeit, dal eine oder be-
liebig viele Belegungen in die Gefahrzeit fallen. Die Wahrscheinlich-
keit von Verlusten ist nun eine zusammengesetzte: es miissen so-
wohl gerade 7 Belegungen vorliegen w,, als auch weitere Belegungen
in die Gefahrzeit fallen (1 — W,;). Dann ist die Wahrscheinlichkeit
von Verlusten:

Wverlust = W, (1 - Wo);
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worin
w, = eY _,!‘
und
Wy=(1—w,)c?

y = ¢t in Belegungsstunden,

¢ = Belegungen in der HVSt.,

v = Verbindungswege.

Im Beigpiel wird
Wyerust = 0,0034.0,2211 = 0,00074,

d. h. es gehen 0,74°/,, also 0,00074-80 = 0,06 Verbindungen ver-
loren. »

Anstatt W, mit der Bernoullischen Gleichung zu berechnen, be-
nutzt man aus den mehrfach angegebenen Griinden besser die
Poissonsche Form. Es sind noch ¢ — v Belegungen verfiighar. Man
bilde y' = (¢ — v)Gefahrzeit = (¢ —v)-w, und berechne W, = e~¥"
Wiederum ist 1 — W, die Wahrscheinlichkeit, da von den noch
verfiigharen ¢ — v Belegungen eine oder mehrere in die Gefahrzeit
fallen und verloren gehen. Die Wahrscheinlichkeit des Verlustes

ist dann:
y° |
Wverlust = €Y 0! (1 - g—(c—v)w”), (4)

worin
y = ct,
v = Zahl der Verbindungswege,
¢ = Belegungen in der HVSt.,
yo

=g ¥ _:
wv € ’U!’

fir das Beispiel s = 50; ¢=80; t =1/
w, = 0,0034,
(c—v)w, = 73-0,0034 = 0,2509,
W, = ¢=0%% — 0,7780,
Wyerust = 0,0034-0,222 = 0,00075,

also nahezu das gleiche, wie mit Bernoulli gerechnet.

105 ¥ =" erhdlt man:

B. Vergleich der Verlustgleichung 4 mit der Erfahrung.

Die Langerschen Schaulinien geben die Leitungszahlen fiir einen
Verlust 0,001 an. Zum Vergleich berechnet man die Verluste mit
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der Gleichung 4 in der ndchsten Néhe unter und iiber 0,001, zieht
eine Kurve und liest daraus die genaue Leitungszahl fiir 0,001 Ver-
lust ab; z. B.:

y = b Belegungsstunden.

Wahrscheinlichkeit

Leitungszahl  Gefahrzeit des Hineinfallens:  Verlust

v Wy 1—W,

11 0,00824 0,79 0,00648
12 0,00343 0,48 0,00158
13 0,00132 0,22 0,00029

Der Verlust ist genau = 0,001 fir v = 12,4 Leitungen. Fiir
y =5 gibt Langer v =13 Leitungen an. Die Theorie ergibt in
diesem Gebiete also zu kleine Leitungszahlen. Fiir y = 75 Belegungs-
stunden und v = 100 Leitungen erhilt man:

w, = 0,00092; 1 — W,~1, also Verlust = 0,00092.

Fiir y = 75 gibt Langer » = 100 Leitungen an. In diesem Ge-
biete gibt die Theorie also eine ein klein wenig zu hohe Leitungs-
zahl an.

Die Unterschiede sind auf Stérungen durch lange Belegungen
zuriickzufiihren. Die Gefahrzeit wurde mit der Poissonschen Gleichung
berechnet. Diese gilt (siehe S.42) nur streng, wenn die Belegungs-
dauer einem bestimmten Exponentialgesetz folgt. Die Teilnehmer
befolgen dieses Gesetz erfahrungsgemi nicht streng. Bei kleinen
Belastungen (also y < 10 Stunden) storen lange Belegungen die Ver-
teilung und die durchschnittlichen Leistungen der Vielfachfelder
werden kleiner. Bei groBen Belastungen verschwindet der Einflu
der Storungen durch die theoretisch unzuldssigen langen Belegungen.
Es ist selbstverstéindlich unmoglich, diese Abweichungen im Benehmen
der Teilnehmer theoretisch zu erfassen. Man kann nur riickwirts
aus dem Vergleich der Langerschen Angaben mit der Theorie be-
rechnen, wie groB der Einfluf der Storungen ist. Fiir ganz kleine
Belastungen sind die Langerschen Kurven extrapoliert, also nicht
genau gemessen. Unter diesen Voraussetzungen nicht streng genauer
Ausgangswerte findet man folgende Werte:

Die Belastung y als Ausgangswert fiir die Verlustrechnung mit
Gleichung 4 mufl vergroBert werden, um:

Zuschlag setze ein:
Yy 0/ "
1o )

1 17 1,17

3,25 14 3,70

) 10 5,50

10 8 10,80
21 0,5 21,1

damit die Rechnung die Langerschen Werte ergibt.
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Die Gleichung 4 gilt natiirlich nur so lange, als die Verluste die
Verteilung nicht verindern. Angenommen man berechne 25° Ver-
lust. Dann wiirden 25°/; aller Verbindungen nicht zustande kommen.
Die mit der Gesamtheit aller Belegungen berechnete Gefahrzeit w,
wire falsch. Diese Einschrinkung bedeutet aber keinen Nachteil
der Gleichung 4, weil ja die Verluste stets nur einige Tausendstel
betragen sollen. Der Verlust ist so klein, daB die Verteilung sich
gegeniiber dem vollen Verkehr nicht &ndert. Fiir besondere Fille
(Besetztanrufe) mufl man aber diese Erscheinung sehr wohl beachten.

C. Leitungsberechnung nach Christensen.

P. V. Christensen®) geht auf Grund von Arbeiten von Erlang
vom mittleren quadratischen Fehler aus. Eine um einen Mittelwert
schwankende Erscheinung kann sehr verschieden gekennzeichnet
werden. Im allgemeinen bildet man eine mathematische Erwartung
aus den GroBen der Abweichungen und ihren Hiufigkeiten. Da Er-
scheinungen unter und iiber dem Mittelwert vorkommen, sind die
Abweichungen positiv und negativ. Gaull quadrierte die Abweichungen
und bildete so den ,mittleren Fehler“. Wenn eine schwankende Er-
scheinung dem Poissonschen Gesetz mit dem Parameter y folgt, so
ist ihr mittlerer Fehler = V'y (siehe 8. 100).

Man kann nun die Zahl der Leitungen fiir eine gegebene Be-
lastung und vorgeschriebenen Verlust berechnen. Das Ergebnis kann
als Kurvenschar dargestellt werden, welche mit den Langerschen
Kurven iibereinstimmen, oder man kann fiir die Leitungszahl v eine
Gleichung angeben:

v=y+xVy, (5)

v = Leitungszahl, y = Belastung in Belegungsstunden, » = ein Faktor,
der angibt, wie oft man den mittleren quadratischen Fehler Vy
zum Mittelwert y zuschlagen muB, wenn die Erscheinung (z. B. v Be-
legungen bei y Stunden Belastung) nur mit der vorgeschriebenen
Héaufigkeit (0,001; 0,004 usw.) iiberschritten werden soll. Christensen
und Erlang haben die Werte » berechnet.
Fir 1%/, Verlust geben sie an:
y= 1 3 5 10 20 40 80
x=4,74 408 3,88 3,66 353 338 330
z.B. v=3,3 +4V3,3 = 10,6,
fiir y = 3,3 gibt Langer 10 Leitungen an,
v= 1754 3,31 V75 = 104,

fiir y = 75 gibt Langer 100 Leitungen an.

1y ETZ 1918, S.1314.
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Die Werte von Christensen ergeben somit etwas zu hohe
Leitungszahlen.

Die Gleichung v = y - »Vy ist fiir schnelle Nachrechnung im
Kopfe sehr bequem. Man mull sich nur die beiden Grenzwerte
(» = 4,20) fiir kleine Belastungen und x = 2,8 fiir groBe Belastungen)
merken.

Eine #hnliche Darstellung des Zusammenhanges zwischen Be-
lastung und Leitungszahl hatte schon friiher W. L. Campbelil) ge-

wihlt. Er hatte Messungen durch die Gleichung v =y - 2 8\/ y er-
falt, wobei sich aber zu kleine Leitungszahlen ergeben. Er ver-
groflerte den Zuschlag und die Campbellsche empirische Gleichung

lautet jetzt v =y 4 3,875 ‘/y
Die damit berechneten Leitungszahlen sind etwas Kkleiner, als
die neueren Messungen und Theorien verlangen.

D. Verlustrechnung nach W. H. Grinsted?).

W. H. Grinstedt hatte 1907 die nachfolgende Theorie ausge-
arbeitet, aber erst 1915 verdffentlicht. Er hat seine Theorie in
kleinerem Kreise bekannt gemacht und so viele Anregung gegeben.
Grinstedt geht von einem Bernoullischen Ansatz aus und ent-
wickelt durch einen Grenziibergang die Gleichung 3 (Poisson). Als
Verlust berechnet Grinsted die mathematische Erwartung des Uber-
schusses des unbeschrinkten Verkehrs iiber den durch die Zahl der
Wege beschrinkten Verkehr wie folgt:

Wy41 ist die Zeit, wihrend welcher » + 1 Wege belegt sein sollten.
Da nur v Wege vorhanden sind, geht der auf die v -+ 1% Leitung
entfallende Anteil verloren. Entsprechend fiir w,,,. Der Verlust ist

I Y
also gleich 2 (x—v)e ¥ e
r=v+1
R.Holm hat an dieser Gleichung Kritik geiibt. Dariiber siehe
Seite 63.
Die Grinstedsche Bestimmung der Verluste hat sich nicht ein-
gebiirgert.

E. Verluste im Relaissystem der Relay Automatic Telephone Co.

Das Verfahren, die Verluste aus zusammengesetzten Wahrschein-
lichkeiten zu berechnen, fiihrt oftmals auf einfachen Wegen zum Ziel.
Die Abb. 12 stellt ein 100er-Amt der Relay Automatic Tel. Co.
(London) dar. Die 100 Teilnehmerleitungen S sind in 20 Gruppen

) Proc. Am. Tnst. E. E. 1908.
®) Grinsted, W. H.: Post Office El. Eng. Journ., April 1915.




Verluste.

26

‘0p) ouoyderaf, onyewrojny Aeey I0p WAy ‘gl ‘qqv

Bl SBunp gL P USLer oY ue

43Zs3u LYy

»

- Spusincuoyue? . | —x

===
®
uunin;llu;
TIEN|
il
o
s
::Hllu'

wabnpurgsaf A

I
!
!

01> SIYOL U]

X

il
-

—
-
-1

A

wblfryomz

_£3§§§§§E

Iﬂ

)
%@*Aﬁ%ﬁww

K X

k)

mﬁ Bt
_© ] Y I1uG SIS ::..l T
1 i — I
. — L1
= = == K3 Il
= = 1H.w )
=, - L —t

L —

® yempwnr

3
‘wbyysburpurg.idf Jouybge

1yemL9]

UdTrs
SIULYSHY I3
S lE



Verluste im Relaissystem der Relay Automatic Telephone Co. 27

von je 3 Leitungen (00— 04; 056—09; usw. 95—99) eingeteilt. Jeder
Gruppe sind 4 Hilfsleitungen (Zw. Zwischenleitungen genannt) zuge-
ordnet. Die Verbindung zwischen einer Zwischenleitung und einer
Teilnehmerleitung kann durch ein Relais (Stern) hergestellt werden.
An die Zwischenleitungen sind ebenfalls iiber Relais vier abgehende
Leitungen (V ab) angezweigt, die ihrerseits in Wahlern enden. Ferner
sind, ebenfalls iiber Relais, vier ankommende Verbindungsleitungen
(Van) an die Zwischenleitungen angezweigt, die von den Wihlern
kommen. Eine Verbindung vom Teilnehmer 27 zum Teilnehmer 25
wird so hergestellt: Beim Abheben des Horers werden die Kupp-
lungsrelais erregt, welche den Teilnehmer iiber eine freie Zwischen-
leitung mit der dieser Leitung zugeordneten abgehenden Leitung
verbinden. Der Teilnehmer stellt die Wihler in einer hier neben-
sichlichen Weise ein. Ist die gewiinschte 25 frei, so wird die Lei-
tung 25 iiber eine freie Zwischenleitung und die ihr zugeordnete
Verbindungsleitung (V an) an die Wahler angekuppelt. Die 20 Teil-
nehmergruppen haben zusammen 80 Ausgéinge zu — nehmen wir
an — 10 abgehenden Wegen. Jede abgehende Leitung ist also an
8 Teilnehmergruppen angeschlossen. Das gleiche gilt fiir die -— an-
genommen — 10 ankommenden Wege.

Die geschilderte Anordnung kann zu ,Klemmungen® fiihren.
Angenommen, es bestehen 3 Verbindungen in einer Gruppe. Es soll
nun eine vierte Verbindung hergestellt werden. Sie kann nur zu-
stande kommen, wenn sowohl die letzte Zwischenleitung, als die ihr
zugeordnete Verbindungsleitung frei sind.

Verluste treten ein, a) wenn wihrend des Bestehens von 4 Ver-
bindungen der fiinfte Teilnehmer ankommend oder abgehend sprechen
soll, b) wenn firr die Herstellung einer Verbindung zwar Zwischen-
leitungen frei sind, die zugehdrigen Verbindungsleitungen aber durch
andere Teilnehmergruppen weggenommen sind.

Annahmen: § = 100 Teilnehmer; s = 5 Teilnehmer in einer
Teilgruppe; 4 = 3,25 Bel.-Stunden abgehend, y = 3,25 Bel.-Stunden
ankommend; t ="'/,,. Eg ist bekannt, dafl fiir y = 3,256 Vab= 10
und Van = 10 Wege haben miissen. Jeder Weg ist also mit
3?’%? o~ 1/, Stunden belegt. Die Wahrscheinlichkeit, daBl bei einem
beliebigen Versuch einer der Wege besetzt gefunden wird; ist */,,

dafl « Wege besetzt gefunden werden, ist !/,”. Die mittlere Be-
6.5
lastung einer Teilgruppe ankommend und abgehend ist ;’5 = 0,325

Bel-Stunden. Die HVSt. der Teilgruppe ist (siehe Zuschlagskurven)
0,5
mit rund y = 0,5 Bel.-Stunden einzusetzen, also ¢ = gi = 1;— = 20
l10
Belegungen in beiden Richtungen.
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57 .
W =e 05 %"— ist die Wahrscheinlichkeit, dall gerade x Verbin-

T

dungen in der Teilgruppe vorliegen. Wenn in der Zeit W,= 0,606
noch 1, 2, 3, 4... Verbindungen von den 20 herzustellenden zu-
stande kommen sollen und in dieser Gefahrzeit alle 4 Zwischen-
leitungen gesperrt sind (Wahrscheinlichkeit dafir ist */,* = 0,012),
so treten Verluste ein.

Das Einfallen von etwelchen Verbindungen in die Gefahrzeit W,
wird so berechnet: keine Verbindung von den 20 herzustellenden
fallt mit der Wahrscheinlichkeit w, = <2OO> 0,606° 0,394~ 0 in die
Gefahrzeit. Mit der Wahrscheinlichkeit 1 —w, =1 fallen etwelche
von den 20 Verbindungen in die Gefahrzeit.

Die Wahrscheinlichkeit von Verlusten in dieser Zeit ist also
eine aus drei Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzte:

a) daB gerade keine Verbindung besteht (W, = 0,606),

b) daB etwelche von den 20 herzustellenden Verbindungen in
dieser Gefahrzeit erzeugt werden (1 — w,~~1),

c) daB die 4 Zwischenleitungen alle gesperrt sind, */,* = 0,012.
Die Verlustwahrscheinlichkeit ist also 0,606-1-0,012 = 0,0072.

W, = 0,303 ist die Wahrscheinlichkeit, dal in der Teilgruppe
gerade eine Verbindung besteht. Von den 19 noch herzustellenden
Verbindungen féllt keine in diese Gefahrzeit mit der Wahrscheinlich-

109> 0,303° 0,697'? =~ 0, also etwelche fallen hinein mit der

Wabhrscheinlichkeit 1 — w, = 1. Die 3 noch nicht belegten Zwischen-
leitungen sind gesperrt mit der Wahrscheinlichkeit */,®* — 0,037. Die
Verlustwahrscheinlichkeit fiir diesen Fall ist also 0,303.1-.0,037
=0,012.

keit w, = <

Man erhilt:
x W, w, 1—w, ()" Verlust
0 0,606 0 1 0,012 0,0072
1 0,303 0 1 0,037 0,012
2 0,0758 0,245 0,755 0,11 0,0064
3 0,0126 0,814 0,19 0,33 0,000....
4 0,00158 0,976 0,024 1 0,000. ...

0,0256
Verlust = W,_ (1 — w,) (1/3)4-40.

Der Verlust bei der angegebenen Anordnung betrigt also 2,56°/,.

F. Wartezeiten.

In Systemen, in welchen Verbindungen bei Mangel an freien
Wegen aufgespeichert werden, bis ein Weg frei wird, ist es von
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Interesse, die Wartezeiten fiir solche Verbindungen zu berechnen.
Man geht von den Gefahrzeiten aus.

Uber Wartezeiten wegen Mangel an freien Wegen spricht am
ausfiihrlichsten Dr. M. Merker?). Die Western Electric Co. soll dar-
nach rechnen: bei v Wegen mull eine Verbindung so lange warten,
als bei unbeschrinktem Verkehr mehr als v Verbindungen gleich-

o+ x @
zeitig bestehen wiirden, die Wartezeit ist demnach gleich 2 e~y y;.
T=r+1 z:
Merker erweitert diesen Gedanken, indem er statt der Summe der
einzelnen Zeiten die mathematische Erwartung fiir den Vorgang
einfiihrt:
Wartezeit, = x—v)e ¥ L
x :%'1( ) x!

eine Gleichung, die der Wirklichkeit offenbar besser entspricht, denn
wenn 3 Verbindungen warten, so kann nur eine davon einen frei
werdenden Weg belegen, die anderen miissen linger warten. Merker
vergleicht des weiteren diese Gleichung mit mehr oder weniger gliick-
lichen anderen Vorschligen und kommt zum Schlusse, da alle Vor-
schlige nur sehr wenig verschiedene Ergebnisse liefern, man soll
daher die bequemste Gleichung verwenden. Leider sind keine Mes-
sungen bekannt geworden, so dafl die Gleichung fiir die Wartezeit
nicht nachgepriift werden kann. Es ist aber zu erwarten, dafl ihre

Ergebnisse der Wirklichkeit sehr nahe kommen.

Die Berechnung der genannten mathematischen Erwartung kann
man folgendermafien einfach gestalten:

2 3
Wareseit =, (5 + ) o0 o F 0 B )
¥
gt —w, ”+y" (6)
= ()

darin ist v - etwas gréBer als v zu setzen.

IV. Einflu§ der EinzelgrioSen.
Ubersicht:

Die rein kombinatorische Gleichung 1 enthélt alle drei mafigeben-
den Verkehrsgroflen s, ¢ und t¢; die Bernoullische Gleichung enthalt s

1) Merker, Dr. M.: Post Office El. Eng. Journ., Januar 1924.
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und eine Leistung je Anschlul}, die Poissonsche Gleichung enthilt nur
noch die mittlere Belastung y. Sehr oft ist erwiinscht, den EinfluB
einer dieser Grofen allein zu studieren. Ferner ist die Kenntnis der
in der Anlage vorgesehenen Zahl der Verbindungswege v nétig. Diese
Fragen sind von verschiedenen Schriftstellern behandelt, diese Arbeiten
werden durchgesprochen. Als Beispiele werden die Besetztmeldungen
angefiihrt. Besonders wichtig ist der Einflull der Belegungsdauer. In
der Ableitung der grundlegenden Gleichungen ist ¢ = konstant an-
genommen, was in der Wirklichkeit durchaus nicht zutrifft. Es wird
gezeigt, daB die Grundgleichungen (Bermoulli und Poisson) un-
verinderte Geltung behalten, wenn die Belegungsdauern einem Expo-
nentialgesetz folgen. Erlang hat das gleiche Gesetz durch Messungen
gefunden.

A. EinfluBl der Zahl der Wege .

Theorie von A. K. Erlang’). Die Wahrscheinlichkeit, daB bei y
Belegungsstunden in der HVSt. gerade x Verbindungen bestehen, ist

@

Yy
!
Y- ?
worin y = Belegungsstunden in HVSt.,

v = Zahl der Verbindungsleitungen.

Den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Gleichung erbringt Erlang
mit dem ,Prinzip des statistischen Gleichgewichts®“. Unter der Vor-
aussetzung sehr vieler Gruppen, in welchen allen je eine Belastung
von y Stunden vorliegt, miissen in jedem Augenblick so viele Be-
legungen verschwinden, als anderswo entstehen. Bildet man die ent-
sprechenden Ausdriicke, so werden sie in der Tat gleich.

Die Erlangsche Gleichung enthdlt die Zahl v. Vielfach wurde
daher die Ansicht vertreten, daf das Erscheinen der Anzahl der Wege
die Gefahrzeiten bei der gewdhlten Zahl v bedeute. Das ist nicht
der Fall Wenn man Zihler und Nenner der Gleichung 7 mit e~
erweitert, so bedeutet der Zahler die Zeit, wihrend welcher (fiir y)
bei unbeschrinkter Wegezahl gerade z Verbindungen stehen, und
der Nenner bedeutet die Zeit, wihrend welcher (fiir y) bei unbe-
schrinkter Wegezahl entweder O oder 1 oder 2 usw. bis v (also
hochstens v) Verbindungen gleichzeitig stehen. Z. B. fiir y = 2 wird
w, = 0,0902, d. h. bei unbeschrinkter Wegezahl stehen 0,0902 Stunden

1) Erlang, A, K.: Post Office El. Eng. Journ., Januar 1918,
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lang gerade 4 Verbindungen. Setze v=4, so wird der Nenner
z=4 z
26_2 i' = 0,9473. Wieso man aus dem Verhiltnis der beiden
z=0 :
Zeiten 0,0902:0,9473, die sich beide auf unbeschrinkten Verkehr
beziehen, irgendeinen Einflul der 4 Wege auf die Gefahrdauer w,
herauslesen kann, ist nicht zu erkennen. Es ist richtig, daB fir
v=4 die Summe von w,-+4 w, +w, + w, - w, der FErlangschen
61
Gleichung =1 wird. Aber w;, :%9)2’?3 hat auch einen endlichen
Wert. Was soll er denn bedeuten? Man kann doch nicht einfach
weglassen, was einem unbequem ist. Wenn man v so wihlt, daB
es ungefihr den Leitungszahlen entspricht, die man mit den fritheren
Rechnungsweisen erhilt, so ist der Unterschied der vielen Glieder
des Nenners der Gleichung gegen die GroBle e so gering, dall man
ohne Fehler mit e¥ statt des umstdndlichen vielgliederigen Nenners
rechnen kann. Dann geht die Gleichung 7 aber in Gleichung 3 iiber.
W. H. Grinsted?) gibt eine andere Ableitung fiir die Erlang-
sche Gleichung, die hier besprochen werden soll, weil sie unzulissig
ist. Bei unbeschrinktem Verkehr ist die Wahrscheinlichkeit, dal

x

gerade x Verbindungen bestehen, w = e~¥ % Die Wahrscheinlich-

keit, dall die Zahl der gleichzeitigen Verbindungen v nicht iibersteigt,

x

=0
ist W, = 2 e~¥ Z' . Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit p_ dafiir,
=0 '

dafl gerade x Verbindungen stehen, wenn vorgeschrieben wird, da
hochstens v Verbindungen gleichzeitig stehen konnen.

Das Zustandekommen von x gleichzeitigen Verbindungen ist den
Bedingungen unterworfen, daB sowohl hochstens v Verbindungen
stehen konnen (= W) als auch, daBl bei diesem Zustande gerade
Verbindungen stehen (p ), es wird also w = W, - p,, also die ge-

suchte Wahrscheinlichkeit pzz%. Das ergibt die Erlangsche

Gleichung 7. ’
Die Uberlegung fiihrt sofort zu einem unlosbaren Widerspruch.

Die Zahl der Wege sei v =10. Es liegt kein Grund vor, weshalb

12
man fiir den unbeschrinkten Verkehr nicht einen Wert wmze"y%é—'
ausrechnen soll. Dann soll dieser Wert auf hochstens 10 Ausginge

dadurch beschrankt werden, d. h. unbrauchbar gemacht werden, daf3

1) Grinstedt, W. H.: Post Office El. Eng. Journ., Oktober 1918.
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man ihn durch eine an sich richtig gebildete Summe teilt. Es ist
nicht einzusehen, wieso dabei der Quotient eine Unbrauchbarkeit er-
geben sollte.

Vom rein theoretischen Standpunkte aus liegt der Fehler in der
Anwendung des Grundsatzes des ,sowohl — als auch® auf zwei von-
einander abhiéngige Wahrscheinlichkeiten. Denn der allgemeine
Wert w_ im Zahler ist auch in der Summe des Nenners enthalten.
Der Grundsatz des ,sowohl — als auch® darf nur fiir ginzlich von-
einander unabhingige Wahrscheinlichkeiten angewandt werden.

Theorie von G. F. 0'Dell?). Die Gruppe von s Teilnehmern er-

zeuge y Bel.-Stunden. Dann ist z = % die Belegungszeit je Teilnehmer

und 1 —z seine ,Ruhezeit“. Ein Teilnehmer hat also wahrend 1 — 2
Stunden die Moglichkeit, eine Belegung zu beginnen und die Wahr-
scheinlichkeit, dafl er eine Belegung beginnt, ist 1—z_— Die Haufig-
keit, daBl r von den s Teilnehmern Belegungen gleichzeitig erzeugt
haben, ist (i) (1——;;)7. Moglich ist nun, dafl z = O bis s Teilnehmer
anrufen, und die Wahrscheinlichkeit, dafl r Teilnehmer anrufen, ist:

L=

Wenn nur » Wege vorhanden sind, so sollen nur v Teilnehmer
anrufen konnen, der Nenner ist daher beim Gliede # = v abzubrechen.
Die Gleichung von O’Dell lautet daher:

<f,> 27(1—2)""
Wv(i) 2"(1 —2)7"

Um die Bedeutung dieser Gleichung zu erkennen, erweitere man
Zahler und Nenner mit der Konstanten (1 —z)s. Man erhélt:

(2)er -2

o 20 ®

1) O’Dell, G. F.: Post Office El. Eng. Journ., Oktober 1920.

wr——_x

by

(=1

]
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d. h. im Zihler und Nenner erscheint die Bernoullische Form, Glei-
chung 2. Der Bau der O’Delischen Gleichung entspricht der Erlang-
schen Form, nur dal Erlang die Poissonsche Form benutzt und
0’Dell die Bernoullische Form.

Setzt man s =100, y = 3, also 2= 0,03, so ergibt die einfache
Gleichung 2 fiir » == 10:

w,y — 0,00052356,
die O'Dellsche Gleichung
wy, == 0,00052357,

d. h. fir Werte von v, die Verluste um 0,001 ergeben, ist es nicht
notig, mit der O’Dellschen Gleichung zu rechnen.

Die O'Dellsche Gleichung enthilt (wie die Erlangsche) die Zahl
der Wege v. Trotzdem gibt die Gleichung nicht den Einfluf der
Wegezahl v auf die Gefahrzeit w, . Denn sie ist ebenfalls unzuléssig.
Man kann es aus der Natur der Sache heraus nicht hindern, daf
mehr als » Teilnehmer, z. B. v+ n, anrufen moéchten, und w,,, ergibt
einen endlichen Wert, die Summe aller Wahrscheinlichkeiten wird
grofler als 1, die O’Dellsche Gleichung kann also nicht richtig sein.
Man muB3 fordern, dafl alle Wahrscheinlichkeiten w,,, = 0 werden.

Die nachfolgende Gleichung erfiillt diese Forderung:

v x -
v (%) o,

worin v = Anzahl der Wege,

p= = Belegungszeit eines Weges.
v

Darin wird jedes w,., = 0. Diese Gleichung fithrt aber auch irre.

2
Berechne z. B. w, fir v=17, y =2, also 2=

w, = <§> —=0,0001554.
Das wire die Gefahrzeit, wihrend welcher Verluste eintreten kénnen.
Nun zeigt der Vergleich mit der Erfahrung (S. 23), dafl Theorie und
Erfahrung iibereinstimmen, wenn die Gefahrzeit mit der Gleichung 3
(Poisson) berechnet wird. Die Zahlentafel 2 Seite 20 gibt die Ge-
fahrzeit fir y==2 zu w, = 0,0034, also etwa 20mal so grof3 an.
Wo liegt der Fehler? Die soeben genannte Gleichung ist formal
richtig aufgebaut, der Fehler kann also nur in der Annahme liegen.
In der Tat entspricht die Annahme nicht der Wirklichkeit. Das
Entstehen von Anrufen hat mit der Anzahl von Verbindungswegen
Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 3
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nichts zu tun. Diese beiden GréBen kénnen nicht in das Verhéltnis
von Ursache und Wirkung gebracht werden.

Besetztmeldungen bei Einzelleitungen. Verbindungen, die wegen
Besetztseins des gewiinschten Anschlusses nicht zustande kommen,
werden nicht als ,Verluste“ in dem Sinne gerechnet, dafl die Fern-
sprechanlage zu klein ausgeriistet sei. Das Interesse an der Zahl
der Besetztmeldungen ist aber gro, da die Leerlaufarbeit (d. h. nicht
bezahlte Arbeit des Amtes) nicht zu groB werden darf. Die Theorie
der Anzahl der Besetztmeldungen ist naturgemé&f eine Verlusttheorie,
die der besonderen Fragestellung anzupassen ist.

In Deutschland ist die Frage der Besetztmeldungen gesetzlich
geregelt worden. § 7 des Fernsprechgebiihrengesetzes vom 11. Juli
1921 lautet: ,Hauptanschliisse diirfen mit Gespréchen in abgehender
und ankommender Richtung nicht derart belastet sein, dafl sie bei be-
sonderer Priifung unverhiltnismafig oft besetzt gefunden werden . ...
§ 4 II der Fernsprechordnung lautet: ,Bei der besonderen Priifung ...
wird an 6 aufeinanderfolgenden Werktagen festgestellt, wie oft die
Hauptanschliisse besetzt gefunden werden. Ergeben sich fiir den Tag
durchschnittlich mehr als 7 Besetztfalle, so gelten die Anschliisse als
iiberlastet ...“ Und die Ausfihrungsbestimmung dazu lautet: , Auf
Grund der Zihlungen der abgehenden Gespriche werden diejenigen
Anschliisse ermittelt, von denen aus mehr als 8000 Ortsgespréche
jéhrlich gefithrt werden. Bei diesen ist zu priifen, ob ... der an-
kommende Verkehr ebenso stark ... ist und der AnschluB} infolge-
dessen {iiberlastet ist ...“ 8000 abgehende Verbindungen im Jahre
ergeben 8000 :300 = 27 abgehende Verbindungen im Tage. Der An-
schluBl wird als iiberlastet angesehen, wenn bei einem gleich groflen
zum Teilnehmer gehenden Verkehr 7 Verbindungen besetzt gemeldet
werden, d. h. er erhdlt 27 Verbindungen und 7 weitere erhilt er
nicht, weil seine Leitung besetzt gemeldet wird. Es werden also
rund 25°/ der den Teilnehmer erreichenden Verbindungen als Be-
setztfille zugelassen. 54 Verbindungen zu etwa 2 Min. ergeben
108 Min. Wir nehmen den Tag zu 8 Std. = 480 Min. an. Dann
erhédlt man eine mittlere Belegungszeit z = 1—(8)-6 = 0,225 = 13,5 Min.
in der Stunde. Wir wollen den Angaben der Reichspost entsprechend
annehmen, dall der Teilnehmer 27 Verbindungen empfange und daB
7 vergebliche Versuche gemacht wiirden, im ganzen also 34 Versuche.
Die Aufgabe ist eine Wiederholung von 34 Versuchen, es ist also
die Bernoullische Gleichung zustindig und die Wahrscheinlichkeit,
daB z Verbindungen in die Gefahrzeit z hineinfa'len, wird:

w, = (3;) 0,225% 0,775%4~7.
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Mathemat. Erwartung

w, = 0,0001723 mal 0 0
w, = 0,001696 no 1 0,0017
wy = 0,008125 y 2 0,0162
w, = 0,02525 » 3 0,0757
w, = 0,00640 mal 4 0,2256
w, =0,0983 » b 0,4915
w, =0,1376 sy 6 0,8256
w, =0,1597 n 7 1,1179
wy, = 0,1562 mal 8 1,2496
w, = 0,1308 n 9 1,1772
w; = 0,0949 »n 10 0,9490
w,, = 0,0600 » 11 0,6600
w;, = 0,0334 mal 12 0,4000
wyy=0,0164 n 13 0,2140
wy, = 0,0071 » 14 0,1000
wy; = 0,0027 »n 15 0,0405
wy, = 0,0009 » 16 0,0144
7,5589

Man kann also erwarten, daf 7,6 Verbindungen von den 34
besetzt gemeldet werden. Die Rechnung stimmt befriedigend genau
mit der Erfahrung iiberein.

Manchmal sind die Verhéltnisse in der HVSt. von Interesse.
Wir. nehmen eine Konzentration von 15%/ an, also 54.0,15 =8 Be-
legungen, also 4 ankommende Belegungen in der HVSt. = zusammen
16 Min. = 0,266 Std. = z. Wir schiitzen einen Verlust von etwa 25°/,,
rechnen also mit einer Besetztmeldung oder mit insgesamt 5 Ver-
suchen, ankommende Verbindungen herzustellen. Es wird

w, = <2> 0,266% 0,7345-7,

Mathemat. Erwartung

w,y = 0,2130

w, = 0,3870 mal 1 0,387

w, = 0,2313 n 2 0,562

w, = 0,1020 n 3 0,306

w, = 0,0185 n 4 0,074

w, = 0,0014 n B 0,007
1,0032 1,336

BEs ist also zu erwarten, daBl 1,3 von den 5 Belegungen besetzt
gemeldet werden, unsere Annahme war richtig. Die Besetztmeldungen
in der HVSt. sind also 1,33:4 = 32°%/_ der zustande kommenden an-
kommenden Belegungen.

Besetztmeldungen bei Mehrfachanschliissen. Wenn ein Teil-
nehmer v Leitungen hat, die fiir eine ankommende Verbindung durch-
gepriift werden, so wird , Besetzt“ nur gemeldet, wenn sie alle gleich-
zeitig belegt sind. Ist z die mittlere Belastung einer der Leitungen,

3*
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so ist 2¥ die Wahrscheinlichkeit, daf fiir ein Ereignis (eine ankom-
mende Verbindung) sowohl die eine als alle anderen Leitungen be-
setzt sind. Es sind leider keine Zahlen dariiber bekannt geworden,
um wieviel héher die Belastung je MehrfachanschluB als je Einzel-
leitung sein darf, wenn die Besetztmeldungen 25°/, betragen diirfen.

Nehmen wir v = 2 Anschliisse an und versuchen eine Belastung
mit je 30 Min., zusammen 60 Min. Das ergibt etwa 15 abgehende
und 15 ankommende Verbindungen. Wir nehmen etwa 33°/ =5 Be-
setztmeldungen in der HVSt. an, machen also 20 Versuche, wovon
15 gliicken, 5 nicht. z =1/, fiir eine Leitung und 2? =1/, ist die
Wabhrscheinlichkeit, daf beide Leitungen gleichzeitig besetzt sind, also

W, = 20 1/ z 3] 20-x.
z x 14 i4 ’

man erhalt:
Mathemat. Erwartung

w, =0,00317 mal 0 0
w; =0,02118 n o1 0,0212
w, =0,0668 n 2 0,1336
w; =0,1336 n 3 0,4008
w, =0,1895 n 4 0,7580
Wy = 0,2020 n O 1,010
wy = 0,1682 » 6 1,0092
w, =0,1120 n 7 0,7940
w, =0,0606 » 8 0,484
Wy :0,0570 n 9 0,243
w,, = 0,0100 » 10 0,100
w,; = 0,0030 » 11 0,033
w,, = 0,0007 » 12 0,008
4,995

Man kann also erwarten, dafl 5 von den 20 Versuchen besetzt
gemeldet und 15 Verbindungen hergestellt werden. Unsere Annahme
war richtig.

Interessant ist der Vergleich zwischen einer und zwei Leitungen:
Die Belastung je Leitung bei einem Doppelanschlul kann ungefdhr
die doppelte einer Einfachleitung sein, wenn die gleiche Zahl von
Besetztmeldungen vorgeschrieben wird.

Vereinfachung der Rechnung. Statt der Ausrechnung der
mathematischen Erwartung in langen Tabellen kann man viel kiirzer
mit zwei Lehrsétzen iiber die Bernoullische Gleichung ans Ziel
kommen:

a) die mathematische Erwartung fiir ein der Bernoullischen
Gleichung folgendes Ereignis ist nahezu gleich dem Gliede mit der
groBBten Wahrscheinlichkeit;

b) das Glied mit der groBten Wahrscheinlichkeit teilt die Ver-
suchszahl im Verhiltnis der Wahrscheinlichkeit des Eintretens zur
Wahrscheinlichkeit des Nichteintretens.
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Beispiele: Sei N die angenommene Zahl der Versuche und z
die zu erwartende Zahl der Besetztmeldungen, z die mittlere Be-
lastung einer Leitung und v die Anzahl Leitungen (bei Mehrfach-
anschliissen), so soll man » berechnen aus:

x z?

Diese Gleichung ist noch zu vereinfachen zu

:%:z” oder = Nz, 9)
worin » die Zahl der Besetztmeldungen ist. Die zu erwartenden
Besetiztfdlle konnen also sehr einfach berechnet werden: Man geht
von der (anzunehmenden) mittleren Belastung z einer Leitung aus
(2 in Stunden ausgedriickt) und bilde (fiir Mehrfachanschliisse mit
v Leitungen) die Grofle z*. Dann entschliefle man sich, wie viele
Versuche N man machen mochte, ankommende Verbindungen her-
zustellen, und berechne z aus der Gleichung x = Nz*. 2z ist die
Zahl der Besetztmeldungen, und N — x Verbindungen werden her-
gestellt; z. B.:

N=34, 2=0225; x=34.0,225=176;
N= 5, 2=0364; =x= 5 0363 =183,
N =20; z fir Einfachleitung =1/,

[EI

z¢ fiir Doppelanschlufl = 2% == 1/
r=20-;=5.

Wiinscht man eine bestimmte Anzahl herzustellender Verbin-
dungen (z. B. gleich viele ankommende und abgehende Verbindungen
mit je 2 Min. Dauer), so mufl man die Rechnung mit verschiedenen
anzunehmenden GréBen (Versuchen) N wiederholen, bis N —z (die
hergestellten ankommenden Verbindungen) gleich der vorausgesetzten
Anzahl herzustellender ankommender Verbindungen wird.

Theorie von Karl Koelsch. Koelsch?) hat die gleiche Aufgabe
behandelt. Aber er rechnet fiir die Wahrscheinlichkeit der Wieder-
holungsfille (x Versuche werden besetzt gemeldet) mit dem Produkten-
satz. Er sagt: Wenn 2 die Wahrscheinlichkeit ist, dal ein Versuch
besetzt meldet, so sei z? dic Wahrscheinlichkeit, dafl zwei Versuche
besetzt meldeten. Das ist falsch. Fiir Wiederholungen von Versuchen
ist die Bernoullische Gleichung zustdndig, der Produktensatz ist nur
anwendbar, wenn ein und dasselbe Ergebnis einer Mehrzahl gleich-

1y Koelsch, Karl: Telegraphen- und Fernsprechtechnik, 10. Juni 1913.
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zeitigen Bedingungen unterworfen ist. Das ist beim Auspriifen eines
Mehrfachanschlusses auf eine freie Leitung allerdings der Fall, aber
nicht, wenn zwei Versuche zu ganz verschiedenen Zeiten gemacht
werden.

B. EinfluB der Teilnehmerzahl s.

Weiter oben (8. 20) ist angedeutet worden, daf ,Vielsprecher®
den Verkehr gleichmdBig machen. Denn wenn ein Teilnehmer 30 mal
in der Stunde spricht, so konnen seine 30 Verbindungen nicht gleich-
zeitig auftreten, sondern verteilen sich iiber die ganze Stunde.

Theorie von T. Engset, O'Dell und Hoefert. Engset!) stellte
die Aufgabe, den EinfluB der Gesprichsdichte zu fassen, zuerst.
Er entwickelt auf eine hier nicht néher interessierende Weise dio
Gleichung 8. Er benutzt diese Gleichung zur Untersuchung des
Einflusses der Anschlufizahl (die auch in seiner Gleichung auftretende
Zahl der Verbindungswege spielt bei ihm keine Rolle).

Nach ihm haben O’Dell (a.a. O.) und Reinhold Hoefert?)
die Frage bearbeitet, letzterer mit der einfachen Gleichung 2. Die
Untersuchung geht so vor sich: man hélt die Belastung y konstant
und #ndert die AnschluBzahl s. Dabei dndert sich z in der Gleichung 2.
Dann berechnet man die Zahl der Wege fiir einen Verlust = 0,001
fiir die verschiedenen Werte von z. Es zeigt sich, daBl die Sprech-
dichten unter etwa 5 Min. je Teilnehmer in der Stunde keine
Verminderung der Leitungszahl bringen, bei ¥ = 10 und 15 Min. je
Teilnehmer, also 40 Teilnehmern, in der Stunde kann man 10°/, von
der Anzahl der Wege fiir gewdhnliche Sprechdichte abziehen.

Theorie von N. H. Martin. Martin®) beméngelt in O’Dells
Arbeit das Fehlen der Riicksicht auf die Verluste. Martin verfihrt
folgendermafen :

Ist w, die Dauer, wihrend welcher garade x Verbindungen stehen,
so ist die mathematische Erwartung der Leistung der Verbindungs-

o=
leitungen gleich Z’Ux w,.
r=o

Von den Teilnehmern flieit nun ein Verkehr zu wie folgt:
1—;2_— ist die Wahrscheinlichkeit, daBl ein Teilnehmer anruft. Wenn
x Verbindungen belegt sind, so sind nur noch s — & Teilnehmer frei.

In der Dauer w, fliet also ein Verkehr zu (s — ) Tz——é w, . Die

1) Engset, T.: ETZ 1918, Heft 31.
2y Hoefert, Reinhold: Z. Fernmeldetechn. 1922, Heft 5.
%) Martin, N. H.: Post Office El. Eng. Journ., Oktober 1923.
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r=¢g

mathematische Erwartung des Zuflusses ist daher 2(8 —x) 142—; w,.
z=0 -

Die Differenz der beiden Ausdriicke (ZufluBl-Leistung) ist der Verlust.

Der Unterschied zwischen den verschiedenen Rechnungsweisen ergibt

fir s = 20, y = 4, also z=0,2 fiir Verlust = 0,001:

nach Héfert . . . . 9,9 Leitungen
” 0O’Dell e e e e 10,0 ”
” Martin . . . . 10,1 ”

Selbstverstindlich wird man gerade 10 Leitungen wéihlen.

Man kann umgekehrt auch die Teilnehmerzahl s konstant halten
und die Belegungszahl ¢ anwachsen lassen. Das fiithrt zu den gleichen
Verdnderungen des z in der Gleichung 2. Endlich kann man s und ¢
oinzeln untersuchen mit der Gleichung 1, wo die GroBen fiir sich
allein, nicht als Verh#ltniszahlen auftreten. Fiir Fernsprechzwecke
haben diese genauesten Untersuchungen keinen Zweck.

Theorie von U. P. Lely. Lely?') sucht den Einfluf der Teil-
nehmerzahl s genauer als bisher zu erfassen. Er sagt, daf die An-
rufe proportional zu der Zahl der im betrachteten Augenblicke freien
Teilnehmer anzunehmen sei. Im Durchschnitt sind y Teilnehmer be-
schiftigt, wenn y die durchschnittliche Zahl gleichzeitig stehender
Verbindungen bedeutet. Es sind also durchschnittlich s — y Teil-
nehmer frei. Wenn aber » Verbindungen stehen, so sind nur s — v
Teilnehmer frei. Die Wahrscheinlichkeit, dall gerade v Verbindungen
stehen, sei daher

Das wird aber

Diese Gleichung ist falsch. Denn nach dieser Gleichung wére
w,= 0, d. h. der letzte Teilnehmer konnte nicht anrufen. Fiir diese
Vorschrift liegt nicht der geringste Grund vor. Der Fehler, dem
letzten Teilnehmer das Anrufen verbieten zu wollen, ist sehr erheb-
lich, wenn die Gruppen sehr klein sind, z. B. 5er-Gruppeen (siohe
Relaissystem S. 25).

Y Lely, U. P.: Waarschijnlijkeidsrekening bij automatische Telefonie,
Haag 1918.
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C. EinfluBl der Belegungsdauer ¢.

Theorie von- F. Spiecker. F. Spiecker!) geht von der Be-
legungsdauer ¢ aus und stellt die Gleichung auf

c Ne—
ww:<x>t’”(l — 1=,
worin w_ die Wahrscheinlichkeit, dafl gerade

x Verbindungen gleichzeitig bestehen,
¢ die Zahl der Belegungen,
t die Belegungsdauer.

Spiecker geht dann auf die Beschrinkung des Verkehrs durch die
Zahl der Wege ein, indem er die Spitzen oberhalb der Zahl v ab-
schneidet. Seine Entwicklungen fithren aber zu uniibersichtlichen
Gleichungen, so dal sie bisher nicht weiter angewandt wurden.

Von grofler Bedeutung ist die Frage, ob die Annahme einer
gleichen Belegungsdauer fiir alle Belegungen unschidlich sei, da diese
Annahme der Wirklichkeit keineswegs entspricht.

Theorie von T. Engset. T. Engset®) geht von der Annahme
einer fiir jeden Teilnehmer s besonders zugeeigneten Dauer ¢, aus.
Sein Ansatz lautet daher w, :2@) £ (1 - ts)s_z, worin ¢, verdnder-
lich ist. Die Gleichung 14Bt sich kaum auswerten. Engset teilt
mit, daB er durch eine Untersuchung auf das Maximum von w, ge-
funden habe, dall w,_ ein Maximum wird fiir {, = konstant fiir alle
Teilnehmer s.

Theorie von R.v. Mises. R.v. Mises?®) beweist den Satz: Ein
mit der einfachen Poissonschen Gleichung iibereinstimmender asympto-
tisch geltender Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit der Wieder-
holungszahl = bleibt auch dann bestehen, wenn die Einzelwahrschein-
lichkeit von Versuch zu Versuch schwankt. Vorausgesetzt wird, daB
die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten = 1 bleibt. Angenommen
seien z. B. 1000 Fille, deren Einzelwahrscheinlichkeiten von 0,0015
bis 0,002 schwanken. Dann liegen die Wahrscheinlichkeiten zwischen
zwei Grenzen:

untere Grenze Poisson obere Grenze
w, 0,2224 0,2231 0,2231
w, 0,3337 0,3347 0,3353
w, 0,2497 0,2510 0,2520
wy 0,1242 0,1255 0,1262

') Spiecker, F.: Die Abhingigkeit des erfolgreichen Fernsprechanrufes
von der Anzahl der Verbindungsorgane. Berlin: Julius Springer 1913.

- %) Engset, T.: ETZ 1918.

%) v. Mises, R.: Z. angew. Math. Mech. April 1921, S. 121.
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Die Poissonsche Gleichung gibt also einen guten Mittelwert
zwischen den beiden Grenzen.

Von besonderem Interesse sind ferner die Stérungen der gleich-
méfigen Verkehrsabwicklung durch einzelne sehr lange Belegungen.
Sie vermindern den Wirkungsgrad der Anlage. Die Frage wird im
Abschnitt VIII S. 89 behandelt.

Veriinderliche Gespriichslingen. Die mittlere Belegung y = ¢-t
wird sich im allgemeinen aufbauen in der Form

R e LY
wo die ¢, t,, t,,..., {, verschiedene Gespridchslingen sind und die
¢. angeben, wie oft ein Gesprich der Linge t, wdhrend der Be-
obachtungszeit vorkommt.
Es ist ¢, 4-¢, 4 ---+¢, =c, und es entsprechen die Werte
Cx

== = M

CK
T P 1 7!
c ¢+ CF ¢,

den Wahrscheinlichkeiten n, der wirkenden Ursachen bei Poisson.
Dann gibt es eine mittlere Wahrscheinlichkeit ¢ derart, daf

cf:cltl F ety b, =Y.

Eine beliebige Gesprichslinge ¢, sei gegeben durch die Gleichung
t,=ut, wo u alle Werte zwischen 0 uud co annehmen kann. Bei
hinreichend grofler Anzahl ¢ von Gesprdchen wird % als stetige Ver-
dnderliche anzusehen sein.

Die zum Zeitwert ¢, gehorige Anzahl ¢, von Gesprachen hat die

Wahrscheinlichkeit nxs»cf, und dieser Wert ist eine Funktion von
¢

%, 7,=@(u), wo die Funktion ¢ (u) noch zu bestimmen ist. Die
zweifache Darstellung von y aus den Teilbelegungen c,t, fithrt zur
Bedingungsgleichung

y:ci:cfofmu(p(u)du. (10)

Aus der Integralbedingung f u @ (u) du =1 bestimmt sich ¢ (u) zu
0

@ (u)=e~% womit ein Verteilungsgesetz fiir die Gespréchslingen ge-
wonnen ist.

y = c-t wird der Parameterwert fiir die Poissonsche Verteilungs-
funktion, die sich ganz wie im Fall konstanter Gespréichslinge t
durch Grenziibergang aus dem Bernoullischen Ansatz fiir die Wahr-
scheinlichkeit gewinnen lift.

Das hier erhaltene Gesetz fiir die Verteilung der Gesprichs-
lingen ergibt sich im wesentlichen aus der Forderung, daB der
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Parameter y der Poissonverteilung bei der Annahme verdnderlicher
Gespriichslinge erhalten bleibe.

Dieses Verteilungsgetetz ist zuerst von A. K. Erlang?) in einer
Arbeit vom Januar 1918 angegeben worden. Erlang gibt an, daB
er das Gesetz durch statistische Bearbeitung von Versuchsreihen er-
halten hat, die er in Kopenhagen angestellt hat.

Dieses Gesetz mufl in enger Verbindung mit dem Poissonschen
Verteilungsgesetz stehen, wie die folgende kleine Uberlegung zeigt.

Die mittlere Belegung sei y = ct, was etwas anders interpretiert,
aussagt, dafl im Mittel y gleichzeitige Gespriche zu erwarten sind
(y ist die mathematische Erwartung der Anzahl v gleichzeitig in
Tatigkeit gesetzter Leitungen). ,

Wie grol ist der Bruchteil der Gesamtzeit 7 =1, in dem statt
y Verbindungswegen nur 1 Verbindungsweg belegt ist?

Die Poissonsche Verteilungsfunktion gibt an:

AT:wlze—y'}{.

1

Wir stellen die reziproke Frage: Die mittlere Gesprichslinge

ist t. Wie groB} ist der Bruchteil der Gesamtbelegung y — ct, der
statt mit Gesprichen normaler Linge ¢ mit solchen der Dauer u-¢
ausgefiillt ist? Genau wie bei Poisson kommt man zu dem Ergebnis
Alct)
ct

u-e"¥,
also zum vorhin angegebenen Gespréichsverteilungsgesetz zuriick.
Diese Uberlegung soll etwas priziser gefaBt werden:

1. ¢ (u) sei die Wahrscheinlichkeit einer Gesprichslinge wt, wo
t die normale Gesprichslinge t — %— ist.

2. Das Vorkommen von Gesprichen der Linge u;, deren An-
zahl nach (1)=c-¢(u) wird, bedingt durch Sperrung einen Verlust
von Belegungen: v = c-¢ (u)(» — 1).

3. Ich betrachte den Teil der Beobachtungszeit T =1, wéhrend-
dessen die mittlere Belegungszahl reduziert ist. Die Anzahl von
Belegungen, bei denen im Mitte]l in der Normalgesprichslinge ¢ statt
y Belegungen nur eine Belegung Platz greift, ist

c~y;(y):c-e*?!-—gi1—.

1) Erlang, A. K.: Post Office El. Eng. Journ., Jan. 1918.
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4. Reduziert man also die mittlere Anzahl y auf den w-Teil,
so kommt als Belegungsanteil der Wert

U
c-ypu)=c-e¥.—,
1
5. In dieser Zeit schwachen Verkehrs konnen

G — (c — 70») “p (u)

%
Belegungen mehr aufgenommen werden, da statt ¢ Gesprichen nur
¢
— Gespréche vorkommen,
%

6. Es findet ein Ausgleich der beiden anormalen Zustéinde statt,
wenn fiir beliebiges % der Verlust V gleich dem Gewinn G wird.
Es kommt also

cop(uw)(u—1)=c(u—1) 1,{%@,
e~u —?i
RREET R

Ich setze die normale Gesprichslinge ¢ durch eine kleine Ab-
schitzung mit dem arithmetischen Mittel

b,

by
n

gl

in Verbindung,

wobei angenommen ist, dall es n verschiedene Werte von Gesprichs-
lingen gebe.
Fiir ¢ bekommen wir

:gltl +g‘3t3 + J\—gn'tn’

Ich betrachte irgend zwei Glieder dieser Summenformel, die sym-
metrisch zum mittleren Glied mit ¢ liegen, also zwei Gesprichslingen

t,=t(1-40) und t_=t(1 —p).
Nach dem Verteilungsgesetz der Gespréchslingen erhalten die Koeffi-
zienten (Gewichte) g, von ¢, und g_ von ¢_ die folgenden Werte

g, = (1 -+ Q) ditel g — (1 — p)e (-0,
die miteinander zu vergleichen sind, was am einfachsten durch den
Ubergang zu den Logarithmen durchzufiihren ist.
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Es wird
lgg, = —(1+0)lg(1+0), lgg =—(1—p0)lg(1—o),
2 3 2 3
lgg+=—1——g-%“—f—%f———}—---, lgg-=—1+9~9—%—%---’

2
lgg+—-lgg_:§g3—;—--->0, also é,i>1.

In den Grenzen 0 <9 <1, also ¢, < 2¢, t_ >0 hat der Wert
t,=1t(1 o) immer ein groBeres Gewicht als der Wert t=t(1— 0),
also wird t > ¢y, fiir das diese Gewichte g, und g_ einander gleich
sein miissen.

Die einfache Darstellung der zusammengesetzten Wahrscheinlich-
keiten bei Versuchen mit Wiederholung beruht, wie schon vorhin
bemerkt, auf der Konstanz der Grundwahrscheinlichkeit p und dem-
zufolge ihres Komplementirwertes ¢ = 1-—p wihrend der ganzen
Versuchsdauer.

Man kann die folgende Frage stellen:

Unter welchen Umstédnden bleibt die Darstellung der Wahr-
scheinlichkeiten in der Bernoulliform erhalten, auch wenn die Grund-
wahrscheinlichkeit p im Laufe der Versuche veridnderlich ist?

Die direkte Untersuchung dieser Frage an der Bernoulliform
fiihrt zu dem folgenden Ergebnis:

Allgemein ist es nicht moglich, aus einer Reihe verschiedener
Grundwahrscheinlichkeiten p,, p,, ..., p, eine mittlere Wahrschein-
lichkeit p so zu bestimmen, dal sie im Bernoullischen Ansatz genau
die zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten liefert, die bei wieder-
holten Versuchen mit verdnderlicher Wahrscheinlichkeit entstehen.
Eine in gewissen Genauigkeitsgrenzen brauchbare Darstellung mit
einem solchen Mittelwert p gibt es nur bei Erfiillung der folgenden
Bedingung:

Sind die Schwankungen der veréinderlichen Werte p, um den
Mittelwert p so verteilt, daf die aus verschiedenen Anzahlen von
Werten p,, p,, ..., p. oder p,, p,, ..., p, gewonnenen Mittelwerte P
wenig voneinander abweichen, so ist eine angeniherte Darstellung
der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten mit alleiniger Verwendung
von p als Grundwahrscheinlichkeit moglich.

Diese Bedingung enthilt die Forderung, daB in der Reihe

p1=u1ﬁ7 pfg:ugﬁ,"" pn:uni’

an keiner Stelle Folge von Werten w, > 1 oder Folgen w, < 1 statt-
finden, dafl die Werte u; nach dem Prinzip der elementaren Un-
ordnung verteilt sind.
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Beim Ubergang von der Bernoulliform zur Poissonschen Ver-
teilungsfunktion kommt fiir den Parameter y die Darstellung

y:ctzcltl"f—c.ltg cntn
oder auch
- C C, ¢
(=t Gy Oy
DRI RNE.

n’

WO ¢=¢, |- ¢, -+ ¢, die Gesamtzahl von Belegungen ist. Setzt
man die relative Haufigkeit von Gesprichen der Dauer ¢,, also den

Gy . . . 4. .
Bruch L= so ist sz, die Ursachenwahrscheinlichkeit dafiir, da

ein Gesprich der Lénge ¢, die Belegung verursacht. Die normale
Gesprichslinge

t = b, gty t

1 non

wird die mathematische Erwartung aller iiberhaupt vorkommenden
Gespréchslingen. Das Verteilungsgesetz fiir die Gesprichslingen fliefit
nach dieser Auffassung einfach aus der Forderung der Erhaltung
des Parameters y, von dem die Poissonverteilung abhéngt.

Die Verteilungsfunktion e~% ergab sich bei der Frage nach der
Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von Gesprichen, die an Stelle
der Normallinge ¢ die Dauer -t haben. Die Funktion e~* kommt
in dieser Eigenschaft auf manchen Gebieten der Statistik vor, man
kann sie als Auswahlfunktion bezeichnen.

Es mbgen c, Gespriche die Normaldauer t haben.

Damit die Gesprichsdauer von t auf ¢, =1 - ¢, steige, miissen
gewisse Bedingungen bei den Gesprichen erfilllt sein, die bei einem
Gespréich normaler Dauer nicht in ¥Frage kommen. Deswegen wird
die Anzahl ¢, von Gesprichen der Dauer i, :i+51 kleiner sein
als ¢,, es wird eine Beziehung gelten:

0= ¢o(1 — 0y),

wo ¢, ein von ¢, abhéngiger kleiner echter Bruch ist.
Geht man von t = t-+ e, auf t,=1 +& =1t ¢ 4 ¢ Uber,
so wird die zugehdrige Anzahl von Gespréichen dieser Dauer werden:

y=10,(1 — 0,)=c(1 — ,)(1 — 9,).

Wihlt man die Zuwichse (e,) der Gesprichslingen sehr klein, so
werden die die relativen Abnahmen der Gespréchsanzahlen dar-
stellenden ¢, von gleicher Ordnung klein werden. Es wird werden,
wenn die ¢, sehr klein und n eine sehr groBle Zahl wird, d. h. wenn
wir alle méglichen Gespriachdauern zulassen,
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1+€1+82";"'+8u>

¢ 260(1”50(1“62)'”(1—61;)_’ 60(1_5)"
u n
— co<1—7i>:co-e—”.

0 ist ein geeigneter Mittelwert der &,, der wenig vom arithmetischen
Mittel an=‘31+62+"' o
n
also eine Grofle, die wenig von der Summe der J; verschieden ist.
Das Gesprichsverteilungsgesetz sagt aus, daB

& et Tey,
t

tn=£+el—{—€2—{—~-~—_¥—6n:{<

verschieden sein wird, v =n-9 ist

w=1- =0, +0,-F -+ 9,

. . . LT t —t
wird. Die relative Zunahme der Zeit ¢ wird also ™—— =u —1
t

gleich der Summe der relativen Abnahmen der Gesprichsanzahlen.
Veriinderung des Parameters y. Es ist y —c-t, wo ¢ die An-

zahl der Belegungen in der Beobachtungszeit, ¢ die normale Ge-
sprichslinge ist. Anderungen von y werden aus Anderungen beider
Faktoren resultieren, doch sind zwei Arten von Variationen des y
voneinander zu unterscheiden.

1. Anderungen von y, bei denen dic Poissonverteilung erhalten
bleibt.

2. Anderung von y, bei denen die Poissonverteilung gestért wird.

Die Unterscheidung zwischen beiden Gruppen ergibt sich aus
dem Ansatz zum Gesprichsverteilungsgesetz. Dieses bildet das Kri-
terium fiir die Giltigkeit der Poissonschen Verteilung. Besteht die

Beziehung t, = ut, %’ = ¢ (u) = ¢~* nicht mehr zu Recht, so kann

von Darstellung der Werteverteilung durch die Funktion w, = — —

nicht mehr die Rede sein.

Mit den unwesentlichen Anderungen der Gruppe (1) haben wir
uns jetzt zum AbschluB dieses Paragraphen und zur Uberleitung
zum folgenden kurz zu befassen. Die wesentlichen Anderungen der
Gruppe (2) werden spidter bei der Untersuchung des Einflusses
anormal langer Gespriche (siehe S. 89) und den damit im Zusammen-
hang stehenden Dispersionsfragen behandelt.

Zur Behandlung unserer Fragen werden wir fiiglich vom Diffe-

rentialquotienten 2—20 = w(y) (Z - — 1) ausgehen. Es wird —21; > 0 fir
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0
v >y, % <0 fiir v <y. Fiir die zu behandelnden Fragen kommt

nur der Fall v > y in Betracht.

Bei der spéter zu bestimmenden Gréfle des Verlustquotienten
V(y, v), der dadurch entsteht, dafl nur eine begrenzte Anzahl ¥ von
Leitungen zur Verfiigung steht, ist es von Wichtigkeit, zu entscheiden,
ob die bei abnehmendem y gemachten Ersparnisse sich mit den bei
wachsendem y auftretenden Exzessen an Verlusten ausgleichen. Die
quantitative Entscheidung dieser Frage hingt von dem Verhiltnis
der Differenzen w (y 4 Ay) — w (y) und w(y) — w(y — Ay) zueinander
ab, und es zeigt sich beim Ansatz mit der Taylorschen Reihe, daf}
A, =w(y -+ Ay)— w(y) durchgingig > 4_=w(y) —w(y — Ady), weil

w (y)

fir v >y alle Differentialquotienten = fir x =1,2,...,n >0

¢
sind.

Ich gehe hier nicht auf Einzelheiten ein, da die Uberlegung
sich spéater an einer geschlossenen Formel fiir den Verlustquotienten
sehr viel einfacher durchfiihren lagt.

Die kurze Bemerkung zeigt jedenfalls, daB solche Anderungen
von y auf die Leistungsfihigkeit eines Systems von V Verbindungs-
wegen einen ungiinstigen Einflul haben, insofern als der Absolut-
wert des Verlustquotienten mit Anderungen von y auch solchen, die
symmetrisch zu y liegen und sich ausgleichen, zunimmt.

Unwesentliche Anderungen von t, also solchen, die ¢ iiberfiihren

in t=t(1 & «), ohne an der Verteilung der t-Werte etwas zu éindern,
beschéftigen uns im Abschn. VI, der einige Ergdnzungen zur Poisson-
schen Verteilungsfunktion bringt, insbesondere eine Poisson-Verteilung,
die sich auf einen variierten Parameter 5 —y 4 ¢ griindet, der
fiir die Berechnung der Verluste und die Bestimmung der Teilbe-
legungen der einzelnen Leitungen erforderlich ist.

Nebenher sei die mathematische Bemerkung gemacht, dafl jede

e_y.y” .
=— als Funktion von y be-

einzelne Wahrscheinlichkeit w, =

trachtet eine Wahrscheinlichkeitsfunktion darstellt, insofern als fiir
jedes v gilt:

J Yoty I'lv+41)
fwu(@/)d?/: ‘v"!y“d?/:_rzl-
0 0

Eine Werteverteilung auf Grund eines bestimmten Verteilungsgesetzes
ist durch eine bestimmte Dispersion der Werte gekennzeichnet. Als
MaB einer nicht einseitigen Dispersion verwendet man zweckmifig
die mittlere quadratische Abweichung M.
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Nach Lexis, der die grundlegenden Untersuchungen iiber Dis-
persionsfragen auf verschiedenen Gebieten der Statistik durchgefiihrt
hat und die sogenannte Dispersionstheorie begriindet hat, wird die
Untersuchung einer Werteverteilung im Hinblick auf ihre Dispersion
in folgender Weise gefiihrt.

Einmal wird aus dem vorliegenden Material die mittlere qua-
dratische Abweichung M ausgerechnet. Dann liBt sich fiir ein ge-
gebenes Werteverteilungsgesetz die mathematische Erwartung der
mittleren quadratischen Abweichung M im allgemeinen in geschlossener
mathematischer Form darstellen.

Stimmen beide Werte iiberein, besteht also die Gleichung

M=M,

so sagt man, die Werteverteilung hat bei Zugrundelegung des Ver-
teilungsgesetzes, aus dem M bestimmt worden ist, normale Dis-

persion. Ist M > M, so hat die betreffende Wertereihe iiber-

normale Dispersion, ist M < M, so spricht man in der Statistik
von unternormaler Dispersion.

Aus einer Reihe beobachteter v-Werte v,,v,,...,v,, deren

n?

arithmetizches Mittel » ist, berechnet sich M zu folgendem Wert:

n=n

1 _
M: — w T 2.
%—1§(v” V)

Fiir- das Poissonsche Verteilungsgesetz wird die mathematische Er-
wartung der mittleren quadratischen Abweichung:

Diese Gleichung wird spéter in einem anderen Zusammenhang in
sehr einfacher Weise ohne umstéindliche Rechnung abgeleitet werden.

Bei den Wertereihen mit iibernormaler Dispersion wird M > M,

M= Vy+a, wo a eine die Anormalitit der Dispersion kenn-
zeichnende Grofle ist, die hier kurz als DispersionsgroBe bezeichnet
werden soll.

Im folgenden Abschnitt ist zur Anndherung an die Wirklich-
keit zunichst die wichtige Einschrinkung zu machen, dal ein be-
stimmter Verkehr an eine begrenzte Anzahl von Verbindungswegen
(Leitungen) gebunden ist.

1) Vgl. v. Bortkewitsch, L.: ,Das Gesetz der kleinen Zahlen“.
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V. Die Poissonsche Verteilungsfunktion.

Ubersicht.

Bei der grundlegenden Bedeutung der Poissonschen und Ber-
noullischen Formen der Grundgleichungen, und infolge der Ab-
weichungen der mit diesen Gleichungen berechneten Werte, ist eine
genaue Untersuchung dieser Abweichungen nétig.

A. Ubergang von Bernoulli zu Poisson.

Die erste Aufgabe bei der Aufstellung von Gesetzen, die die
Massenerscheinungen im Fernsprechverkehr beschreiben sollen, ist die
Gewinnung eines Gesetzes, das die Schwankungen der Anrufsdichte
darstellt. Der erste Versuch, die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die
Erscheinungen im Fernsprechverkehr anzuwenden, stammt nach Mit-
teilungen von R. Holm?) von W. H. Grinstedt, der 1907 Berech-
nungen fiir die National Telephone Co. in England ausfiihrte und
dabei den Bernoullischen Ansatz fiir die zusammengesetzten Wahr-
scheinlichkeiten bei Wiederholungen von Versuchen zum Ausgangs-
punkt nahm. Grinstedt hat die Ergebnisse seiner Berechnungen
erst 1915 verdffentlicht?).

Der von Grinstedt gewéahlte Ausgangspunkt ist fiir die mathe-
matische Behandlung der naturgemiBe und laBt sich in folgender
Form festlegen:

. . . . . . 1
Die Beobachtungszeit sei 7 =1, sie werde in m Teile { = —

geteilt, die der Einfachheit halber zundchst als einander gleich an-
genommen werden. Es soll die Verteilung von n Anrufen auf die
m Zeitelemente bestimmt werden.

Zunichst ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein bestimmter Ruf

1
auf ein bestimmtes Zeitelement fallt, p = P t.

Die Wahrscheinlichkeit w,, dal gerade v Anrufe auf ein will-
kiirliches Element fallen, wihrend die iibrigen » — v Anrufe sich
beliebig iiber den anderen Zeitraum 1 — ¢ verteilen, ist

5= G -3

Die Gesamtzahl der Anrufe im Zeitraum 7 = 1 der Beobachtung soll
im folgenden mit ¢ bezeichnet werden, fiir m soll durchgéngig t ge-
1) Holm, R.: Arch. Elektrot. Bd. 8, S. 414. 1920.

?) Grinstedt, W. H.: Post Office Electr. Eng. Journ. Bd. 8, 8. 33. 1915,
Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 4
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setzt werden, wo ¢ die mittlere Gesprichslinge ist, so daB wir
schreiben:
— ¢ c-v c! e
wo= (1 —1 = —— (1 —1¢ .
v <v> ( ) (c—wv)!v! ( /
Die Bernoullische Form der Wahrscheinlichkeit 188t sich in eine
bequeme analytische Form bringen, wenn man annimmt, dafl m und ¢

. . c . .
unendlich groB werden, wahrend -— einen bestimmten endlichen
m

Wert a haben soll.

Der einfach durchzufiihrende Grenziibergang fiihrt auf die Form,
die Poisson') der Wahrscheinlichkeit solcher Verteilungen ge-
geben hat.

Die Umformung macht sich in folgender Weise, wobei mir
weitere Erlduterungen iiberfliissig erscheinen:

_ el (L=t

Yo = (c—o)t vl (1 —2t)°
(fe—v+Dle—v+4+2) --(c—v)-c .
= (1 —t)v PTiCa

Es soll werden

. . . ¢
lime¢=00, limm=oc0, lim —=c¢t=a,

e=w M
m=cw
also kommt
— 1 — 2 / 1
g | i )
_ ¢ c c tv
w —> W = - —e

v v v !
=) :
4

a ist ein mittlerer Wert aus der Reihe der v, so dal man setzen
kann

il

1

[

und es ergibt sich die Formel von Poisson:

2

—_—e 0 1 —
w,=¢€ =

1) Poisson, 8. D.: ,Recherches sur la probabilité des jugements etec.“
Paris 1837.
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Bei den hier zu behandelnden Aufgaben ist die Voraussetzung
¢— 00, m— oo nicht erfiillt, denn sie erfordert streng eine unend-
lich lange Beobachtungszeit und unendlich kurze Gespriche. Es er-
scheint zweckmiBig, die Ubertragung der Bernoulliform in die Poisson-
form zu versuchen unter den Bedingungen fiir ¢ und ¢, wie sie in
der Wirklichkeit, d. h. beim iiblichen Fernsprechverkehr vorliegen.
Das 14Bt sich am besten durchfiihren, wenn man sich an Werte
halt, wie sie von der Erfahrung gegeben werden.

Es stehen dem Teilnehmer 10 Leitungen zur Verfiigung, und
es werden in der Beobachtungseinheit 7'= 1 Stunde ¢ = 132 Anrufe
gemacht, die mittlere Gespridchsdauer sei t =1/ , Stunde = 1!/, Mi-
nuten. Die Umformung der Bernoulliform ist unter diesen Bedingungen
noch einmal durchzufiihren. Ich setze:

Fiir (1 — t)¢ ist zu setzen:

Entsprechend kommt fiir (1 — #)* der Exponentialwert:

o)

)
el )

Wir haben uns dariiber klar zu werden, welche Mafinahmen getroffen
sind, wenn man von der Bernoulliform fiir w, iibergeht zur Poisson-
darstellung

yv
w, =e"Y ol (worin y = ct).

Es ist gesetzt worden:

o (Y

G = o

In Wirklichkeit ist dieser Quotient von 1 verschieden und ich setze

(%)

Durch den Ubergang zu den Logarithmen 148t sich der Faktor 1,
ohne viel Rechnung bestimmen.
4*
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Es wird
v—1 v—1 9
a e, Ya,
____21(1_1):_ 1 X .
In 1T c c - 2c? - ’
also
v—1 2v—1
v—1w 2 3
oll=—"5— 0~ @ "
R .. v 10
In unserem Beispiel ist der groBte Wert von T =133 0,07 und

es scheint erlaubt, daB man die Darstellung von In Il nach den
quadratischen Gliedern abbricht, zumal es sich um die Abschitzung
eines Quotienten handelt.

Weiter wird

In(l—t)”:vln(l—%):_»g<y+g%+...>_

Man erkennt, daB 1, nahe bei 1 liegt, wenn y in der Umgebung von

— v—1
151 liegt. Insbesondere wird Ini, >0 wenmn y > —5 und

Ini, < 0 wenn y < 9—2—~ ist.

Setzt man also 4, =1, so hat man beim Ubergang zur Poisson-
form den wahren Wert der Wahrscheinlichkeit verkleinert, wenn

ist.
5 18

v—1 ..
y=ct> —5 vergrofert, wenn y <

4
Setzt man allgemein (1 —t)¢= <1 — ‘IL> = e¢~¥, so vergrofert
c

man den wahren Wert der Wahrscheinlichkeit in allen Fillen, da
1 8 1 ¢ )
(1— 1y — ot (15 +5+ ) gy gt(3+44)

ist.

Die Grofle y = ct, die in der Poissonform als Parameter auf-
tritt, hat fiir die Bernoulliform eine zentrale Bedeutung, die zunichst
gekennzeichnet werden soll.

Es ist die Frage nach der Wiederholungszahl, der die groBte
Wahrscheinlichkeit zukommt, die von dem formalen Ansatz Ber-
noullis zu den tiefer liegenden Fragen und Erkenntnissen fiihrt.

Bei den Versuchen, die angestellt werden, handelt es sich um
das Eintreten von zwei Ereignissen 4 und B, die sich ausschlieBen.

Ist p die Grundwahrscheinlichkeit von A, ¢ die entsprechende
Wahrscheinlichkeit von B, so gilt durchweg p + ¢ = 1.
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Die Wahrscheinlichkeit w,, daBl in beliebiger Anordnung bei
m Versuchen 4«-mal, B(m — «)-mal eintritt, ist dann

m o -
Wy = <“>p qm .

Die Summe aller mdglichen kombinierten Wahrscheinlichkeiten

wird
Y=Y =oram=1,

wie es sein muf.

Es bietet sich zunidchst die Fragestellung nach der Wieder-
holungszahl «, die die gréBte Wahrscheinlichkeit liefert.

In bekannter Weise ergibt sich fiir das so ausgerechnete « die
Ungleichung

mp+p>a>mp—q.

Da mp+p—(mp—q)=1 wird, so gibt es im allgemeinen
einen ganzzahligen Wert ¢, dem maximales w, zukommt und der
durch die Grenzgleichung bestimmt ist.

o 1 1
Fi I liegt — isch — und p — —, ei -
ur grofles m lieg -, zwischen p | . und p m’ ein Er

gebnis, das als die erste Form des Bernoullischen Theorems
bezeichnet wird. An dieser Stelle setzen die analytischen Entwick-
lungen ein, die zur scharfen Fassung des Bernoullischen Theorems
und zum Gesetz der groBlen Zahlen fiihren.

Insbesondere stellt man die beliebigen « entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten w, als einfache Funktionen der maximalen Wahr-
scheinlichkeit w; und der Abweichung der beliebigen Wiederholungs-
zabhlen ¢ von der ausgerechneten zum Maximalwert w; fithrenden
GroBe o* dar. Dieser Darstellungsart entspricht im wesentlichen

e~ ¥yv

die Poissonform w, = -, die im folgenden fiir unsere Zwecke

v!
eingehend behandelt werden soll.

Um die Darstellung moglichst einfach zu gestalten, mache ich
zundchst die Voraussetzung, dafl die Gesprichslinge ¢ ein fester
Wert sei, eine Annahme, die spiter durch ganz allgemeine Voraus-
setzungen iiber die Gesprichslingen ersetzt werden soll.

Der Bernoulliwert der Wahrscheinlichkeit war

T, — (Z) (1 — ),

Die Bestimmung des Wertes v mit maximaler Wahrscheinlichkeit
filhrt wie bei Bernoulli auf die folgende Proportion:



54 Die Poissonsche Verteilungsfunktion.

v* t d c 1
T Tiop ot
d. h. v*= ¢t ist die Anzahl von Belegungen, der die maximale Wahr-
scheinlichkeit zukommt.

Die Bernoullische Theorie zeigt, daBl »* nur innerhalb eines
Intervalls der Gréfle 1 bestimmt ist. ZweckmifBig ist es, davon ab-
zusehen, v* als ganzzahligen Wert zu betrachten, und man kommt
schneller vorwérts, wenn man statt nach der Anzahl von Belegungen
zu fragen, der die gréBte Wahrscheinlichkeit zukommt, nach der
mathematischen Erwartung der Belegungszahlen fragt.

Sind z,, ,, ,, ..., , eine Reihe von Werten, die mit den
Wabhrscheinlichkeiten w,, w,, ..., w, zu erwarten sind, so ist die
mathematische Erwartung

n
E=xw, —{—x‘3w2~|—...—l—xnwn=‘1}jx”w

Es empfiehlt sich, zur Bestimmung dieses Wertes die Wahrschein-
lichkeiten w, in der Poissonform darzustellen, da die Bernoulliform
rechnerische Umsténdlichkeiten mit sich bringt, die in den Bernoulli-
schen Entwicklungen durch gewisse asymptotische Darstellungen um-
gangen werden, die hier aber nicht herangezogen werden sollen, da
sie dem eigentlichen Ziel unserer Entwicklungen fremd sind.

Wir machen also die folgende Annahme:

Es gibt eine Grofle y =c-¢, die in der Umgebung des Wertes v*
der Bernoulliform liegt, dem die groBte Wahrscheinlichkeit w, zu-
kommt, ein Wert y = c-¢, der, als Parameter in der Poissonformel ver-

: ye
vl
gibt, die sehr wenig von den genauen Werten w, der Bernoulliform
abweichen. Wie dieser Parameter y aus dem Wert ¢t zu bestimmen
ist, soll spéter genauer untersucht werden.

Es wird also angenommen, daB eine Reihe von Werten (Be-
legungszahlen in einer gewissen konstanten Zeit ¢)

0,1,2,3...,v—1,v,v+41,

mit den Wahrscheinlichkeiten eintritt.

wendet, Wahrscheinlichkeiten fiir die Belegungszahlen w,=e~¥

Wos Wyy Wy ovvy Wy—1y Wy, Wyt1s -,
worin .
w, =e" Ug——.
2!

Zunichst ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten

Zw,-~e v >1y =eV.etV =1,

! 0!
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wenn x alle ganzzahligen Werte von O bis co durchliuft. Ich bilde
die mathematische Erwartung

H=w »
y*
E x.w}‘:g—y.y E _ﬁze—y.y.e‘i‘y:y‘
2!
n=0 0

Die mathematische Erwartung fiir die nach dem Poissongesetz ver-
teilben Werte 0,1,2,...,v,... ist genau gleich dem Parameter y der
Poissonschen Verteilungsfunktion.

Wir bemerken, dall y sehr wenig abweicht von dem Wert aus
unserer Reihe, dem die groBte Wahrscheinlichkeit zukommt, und
haben den wichtigen, die Poissonsche Verteilung kennzeichnenden
Satz. Eine Werteverteilung, deren Wahrscheinlichkeiten durch die
Poissonsche Verteilungsfunktion dargestellt werden, hat die aus-
gozeichnete Kigenschaft, daf in ihr der wahrscheinlichste Wert
(v* mit maximaler Wahrscheinlichkeit w;) und der wahrscheinliche

Wert (mathematische Erwartung) = 3 xw, nahezu einander gleich
: 0

sind. Es ist spéter zu untersuchen, welche besonderen Eigenschaften
einer Werteverteilung zukommen, bei der der wahrscheinlichste Wert
mit der mathematischen Erwartung zusammenfillt.

Hier soll zunéchst festgestellt werden, in welcher Weise der
v

Wert w, = e‘i'/—y—' der Poissonformel abweicht von dem Wert
v!

wU:<;> t"(1 —¢)°"" der Bernoulliformel, immer unter der ein-

schrinkenden Voraussetzung, daB ¢ konstant und y = c-t ist.
Die Untersuchung, die am einfachsten durch Ubergang zu den
Logarithmen gefiihrt wird, hat folgendes Ergebnis:
1. Beim Ubergang von der Bernoulliform zur Poissonformel
L
wy — Y

vt

wo y in der Umgebung des Wertes v* liegt, dem die groBte Wahr-
scheinlichkeit zukommt, wird der wahre Wert der Wahrscheinlichkeit

By — (Z)t”(l g
multipliziert mit dem Faktor
v [v—1 Yy 2
A e G (i) oF.

2. Soll die Poissonformel den genauen Wert w, ergeben, so ist
der Parameter y in dieser Formel so zu variieren, daB der Wert
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v —_
Wy = e—y% dabei mit einem Faktor A multipliziert wird, der aus.
der Bedingung

A-A=1
folgt. Ich brauche kaum zu bemerken, dal eine fiir alle Wahr-

scheinlichkeitswerte w, giiltige Reduktion nicht durchfiihrbar ist, da
der Exponent

- 2{5t 42

von der Zahl v abhingt.

Die Korrektion wird zweckméBigerweise vorgenommen fiir den
Wert w,, der als Index v die Anzahl der Verbindungswege (Leitungen)
des Systems hat.

Denn dieser Wert w, und eine aus ihm in spiter zu besprechender
Weise abgeleitete Grofle p, sind mafigebend fiir die Berechnung der
Verluste. Die Aufstellung einer guten Formel fiir den Verlustquotienten
ist die Grundlage fiir die Behandlung aller tieferen Fragen, die wir
zu l6sen haben.

3. Bei dieser Beschrinkung gilt durchweg die Ungleichung v >y
und die Differentialformel

?B=w(y)<3—1>>0
y
zeigt, daB w,(y) zugleich mit y wichst und abnimmt.

4. Der Faktor 1 ist allgemein > 1, also. kommt ein Ubergang
des Parameters y auf y — Ay in Frage, damit w, durch diese Para-
meterinderung abnimmt und ein Zusatzfaktor 1 <1 auftritt.

5. Es wird

w(y —dy) =w(y) — dyw'(y —¥dy); 0<I <1,

wo ¢ ein echter Bruch ist.
Fir w’'(y — 94y) wird man setzen

w'(y—9dy) =w(y — My)(;,—:;ﬁy — 1)

=00 - (" —1),

— 4 .
wo ¢ ein echter Bruch ist, der von dem Quotienten —yi/ abhingt
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und in unserem Fall jedenfalls < 0,1 ist, wie die anschlieSenden
Beispiele zeigen werden. Es kommt also

wly—ay) = wly) = dywip)(1— ), 1),

Setze ich in der Klammer fiir LA den Wert 1, so verkleinere
y— o4y y
ich den Klammerfaktor, wogegen ich den Korrektionsfaktor
1—9=" — ﬁﬂl
w(y)

unterdriicke. Dann kommt

w(y —Ay) = w(y)(1 — o4y),

wo fiir die relative Schwankung Y 1=""Y yie spater immer
Y

der Buchstabe ¢ gesetzt wird.

6. Soll fiir w, in der Poissonformel der wahre Wert gefunden
werden, so mull werden

A-A=1,
also
(1—4y-0)ef=1, d. h 1—dy.c=e¥,

1 — e E

dy = 5

Da E ein kleiner echter Bruch ist, etwa von der GréBenordnung 0-1,
so ist es zur Vereinfachung der Formel zweckméBig, die Exponential-
funktion e¢f zu entwickeln und nach dem quadratischen Glied ab-
zubrechen. Es wird dann

~E_1_ " . ...
¢ 1T ’

,_E

2
Ay=FE—— .
y o

Zum Verstindnis der Beispiele mull vorausgesetzt werden, daf
bei Zulassung eines bestimmten Verlustquotienten, der meist gleich
3 festgesetzt ist, einer Anzahl v von Leitungen eines Systems ein

1000
bestimmter Wert y = ¢t als mittlere Belegung zugeordnet ist.
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B. Beispiele fiir die Parameterreduktion.
1. v=10; y=38,3; t=2=1', Min;

0~

c= % =132 Belegungen;
E—”(”_1 ) ' yt<1~{—2t\—v01322'
o\ 2 YTy 5t)=01322;
Ady=—0,062.

2. v=20; y=10,0; ¢=400; E=0,1246; Ady=—0,097.
3. v=230; y=16,5; ¢=660; E=0,1188; 4dy=—0,133.

Die Parameterinderung bewirkt eine genaue Korrektion fiir ein
bestimmtes v*, die Werte w, mit v=v* bleiben auch bei Verwen-
dung des Parameters y =y — 4y noch mit kleinen Fehlern behaftet,
insbesondere werden die w, mit v>v* bei Zugrundelegung des
Wertes y — 4y zu groB, da das diesen v-Werten zugeordnete, von
y in Abzug zu bringende Ay grofer als das fiir v* bestimmte Ay
sein miiBite.

Diese Tatsache ist spiter bei der Berechnung der Verlustwerte
zu beriicksichtigen.

Die Struktur der Poissonformel w,-=e-¥ v— fordert dazu heraus,

eine direkte Ableitung der Wahrscheinlichkeit in dieser Form zu
versuchen. Man betrachtet den Faktor, der beim Ubergang von w,
zZu w,;1 hinzutritt.

Es wird

Wy41 = Wy 7 —i—_i
Wir nehmen an, da y aus dem Bernoulli-Ansatz als wahrschein-
lichster Wert der Belegungszahlen v gefunden ist, und konnen etwa
so weiterschlieflen.

Sind v Verbindungswege belegt und kennt man die Wahrschein-
lichkeit fiir diesen Zustand, also w,, so berechnet sich w, ; dadurch,
dall man w, mit der spezifischen mittleren Belegung multipliziert,
die bei der Betdtigung von v 1 Leitungen auf eine Leitung ent-

fallt. Dieser Faktor ist aber 1 = —:i—_l Man kann ausgehen von
einer noch zu bestimmenden Wahrscheinlichkeit w,, daB keine Leitung
belegt ist, also kein Anruf erfolgt, und erhélt dann die folgende Reihe
von Gleichungen:
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w

. Y Yy Yy .
Wy = Wy; W, = wo'"l"’ Wy = wO"f'gsz'gz’
y ys‘ ] v
w, = w,z-—3 = w0-~3!, allgemein w, = wO-—;]!—.

Moglich ist zundchst jede Zahl v von Anrufen, die mit der zur Ver-
fiigung stehenden Anzahl v von Verbindungswegen nichts zu tun
hat. w, bestimmt sich aus der Bedingung, dafl die Summe aller
Wahrscheinlichkeiten gleich 1 sein muf}, d. h.

e w =1, fir n = co;

eV =—1: — =¥
Wy e 1; also wy=-e"v.

Damit ist die Poissonsche Verteilungsfunktion gefunden, zwar auf
einem Wege, der nicht streng ist, aber sicher auch keine Verstofle
gegen die Wahrscheinlichkeitsrechnung macht.

Die Vergleichung dieser Ableitung mit dem Ansatz von Ber-
noulli wird die Abweichung der beiden Formeln fiir die Wahrschein-
lichkeit besonders deutlich zeigen und auch die Vernachlissigungen
erkennen lassen, die sich bei dem direkten Ansatz der Poissonformel
eingeschlichen haben.

Bei Bernoulli wird

also kommt

Da y == ¢t ist, so kommt:

Wypy == Wy — —— - ——

<

<

+

(o

) [:Q
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Ganz angendhert wird man damit zufrieden sein kénnen, wenn

v
1——
der Quotient S A gesetzt wird, insofern als y die mathe-
Yy
1—2
c

matische Erwartung der v-Werte, also ein guter Mittelwert dieser
Zahlen ist.

Bei der Aufstellung der Poissonformel und der Herleitung ihrer
Berechtigung bei den hier zu untersuchenden Wertverteilungen ist
immer zu beachten, daB der Mittelwert ¢ der Belegungszahlen und
um so mehr die mittlere Belegung durch die Ansétze von Bernoulli
nur nidherungsweise bestimmt werden, und daB es fiir die zweck-
méBige Verwendung der Poissonformel bei der Losung unserer Auf-
gaben darauf ankommt, den richtigen Parameter y zu bestimmen,
der die Werteverteilung moglichst gut beschreibt.

Fiir die Bestimmung von y werden spiter andere Bedingungen
maligebend werden.

Fir einen Vergleich der Poissonwerte mit den Werten w _ aus
der Bernoulliformel und mit den variierten Werten nach Poisson,
die bei Zugrundelegung des korrigierten Parameters y =y — Ay sich
ergeben, scheint mir die folgende kleine Zusammenstellung am Platze:

Anzahl der Verbindungswege V=10; y=33; y=y—4y=3,24; t=1/,,.

Poisson J’
Bernoulli korrigiert Poisson

mit § — 3,24 |
w, 0,038539 0,03917 ‘ 0,03688
w, 0,11980 0,12960 0,12172
w, 0,201 20 0,205 58 0,20083
Wy 0,228 55 0,22203 0,22091
w, 0,184 86 0,17984 0,18225
w, 0,12121 0,11654 0,12028
Wy 0,065 94 0,06293 0,066 16
w, 0,03043 0,02913 0,03119
Wy 0,01219 0,01180 0,01286
w, 0,00431 0,00425 0,004 72
Wy, 0,001 36 0,00138 0,00156
wyy 0,00039 0,00040 0,00047
Wyg 0,00010 0,00011 0,00013
Wy 0,00002 0,00003 0,00003

Wie frither bemerkt, ist eine vollstdndige Anpassung der Poisson-
werte an die aus dem Bernoulli-Ansatz folgenden Wahrscheinlich-
keiten nicht mdglich; wir begniigen uns daher mit einer Parameter-
dnderung Ay, die den richtigen Wert aus der Poissonformel ergibt,
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wo w, die Grenzwahrscheinlichkeit ist, die der Anzahl V der zur
Verfiigung stehenden Verbindungswege entspricht.

Die bis jetzt behandelten Fragen der zweckméfligen Darstellung
der Wahrscheinlichkeit w, sind zunichst zu erginzen durch die Be-
trachtung des im allgemeinen zutreffenden Falles verdnderlicher Ge-
sprichslingen ¢, d. h. verdnderlicher Grundwahrscheinlichkeit p im
Ansatz von Bernoulli.

J. Bernoulli hat in seiner ,Ars comjectandi“ seinen Ansatz
fiir die zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen bei
wiederholten Versuchen in der mathematisch gut iiberblickbaren Form
der Binomialentwicklung nur machen konnen unter der Annahme,
daB die Grundwahrscheinlichkeit » und damit ihr Komplementirwert
g=1—p wihrend der ganzen Versuchsdauer konstant bleibt.

Bei dieser Festsetzung ist es moglich, die die Untersuchung
férdernde Bestimmung der mit maximaler Wahrscheinlichkeit be-
gabten Wiederholungszahl und weitergehend die zum Bernoullischen
Theorem fiihrenden analytischen Entwicklungen in durchsichtiger
Form durchzufithren. Im ersten Stadium der Ausbildung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Fermat, Pascal, J. Bernoulli) blieben
die Anwendungen der neu entwickelten Wissenschaft so gut wie
ausschliefilich auf Wiirfelversuche und Gliicksspiele beschrinkt. In
diesem Versuchsgebiet kann die Voraussetzung von J. Bernoulli
durchgéngig als erfiillt angesehen werden. Die im ,Gesetz der
groflen Zahlen“!) gipfelnden Entwicklungen Bernoullis muflten mit
ihren das wirkliche Geschehen streifenden Aussagen zu Anwendungs-
versuchen auf anderen Gebieten Veranlassung geben.

Dabei erkannte man bald, daf die Voraussetzung konstanter
Werte p und ¢ im allgemeinen nicht erfiillt ist, dal die Betrach-
tungen Bernoullis zu ergiinzen sind durch die Untersuchung des
allgemeinen Falles verdnderlicher Wahrscheinlichkeiten.

Diese wichtige Weiterfiihrung der Bernoullischen Theorie ver-
dankt man Poisson, dessen Verdffentlichungen auf diesem Gebiet
mit dem Jahr 1835 einsetzen.

Poisson zeigt zundchst, daf Bernoullis Entwicklungen giiltig
bleiben, wenn man Bernoullis Ansatz (bei gewissen Einschrinkungen
iber die Abweichungen der p, vom Mittelwert) fiir das arithmetische
Mittel p = Pyt Py _: T der verschiedecnen Grundwahrschein-
lichkeiten p, durchfihrt.

1) Der Name ,Gesetz der groflen Zahlen“ stammt allerdings erst von
Poisson, der ihn in seiner ersten Verdffentlichung iiber diesen Gegenstand
(1835) in Vorschlag gebracht hat.
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Poisson ergéinzt diese -erste Verallgemeinerung des Bernoulli-
schen Ansatzes durch die folgende weitergehende. Er nimmt an,
daB veridnderliche Wahrscheinlichkeiten dadurch entstehen, daB bei
dem Vorgang sich im Lauf der Versuche die wirkenden Ursachen
andern.

Entsteht die Wahrscheinlichkeit p, unter Wirkung der Ursache c,,
der selbst die Wahrscheinlichkeit 7z, zukommt, so wird die Durch-
schnittswahrscheinlichkeit des Vorganges

w :ﬂ1p1+ﬂ2p2+ '”+nnpn'

Poisson zeigt, daB w fir den Vorgang insofern die Rolle einer
einfachen Wahrscheinlichkeit iibernimmt, als sich fiir diese Durch-
schnittswahrscheinlichkeit alle Schliisse Bernoullis aufrechterhalten
lassen.

Die Poissonverteilung der Werte hat sich als ein Kollektiv er-
wiesen, bei dem der ,wahrscheinlichste Wert“ (Wert, dem die maxi-
male Wahrscheinlichkeit zukommt) und der ,wahrscheinliche Wert“
(mathematische Erwartung) sehr nahe einander gleich sind. Nennen
wir der Kiirze halber den ersten Wert M, den zweiten E, so wird
man die Frage berechtigt finden, ob aus dem Zusammenfallen dieser
beiden charakteristischen Groflen irgendwelche allgemeinen Schliisse
auf die Struktur des Kollektivs gezogen werden koénnen. Die Be-
stimmung von M mit dem Hochstwert wy, der Wahrscheinlichkeit
trigt differentiellen Charakter, wogegen E = y als mathematische Er-
wartung gleich einem Mittelwert wird, bei dessen Bildung die ein-
zelnen moglichen Werte mit Gewichten versehen sind, die gleich den
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten werden. Die Festlogung von E
trigt den Integralcharakter. Entsprechend den wesentlich verschie-
denen Ausgangspunkten der Definition von M und F ist zu erwarten,
dal der aus der Kenntnis des einen Wertes der beiden gewonnenen
Einblick in die Struktur des Kollektivs durch die Adjunktion des
zweiten vertieft wird. Fiir ein bestimmtes Verteilungsgesetz der Werte
wird es im allgemeinen leichter sein, M als E zu bestimmen, und
oft wird bei der Untersuchung von Wahrscheinlichkeitsgesetzen das
leichter bestimmbare M an Stelle von £ herangezogen. In dieser Hin-
sicht darf ich auf die interessanten Betrachtungen verweisen, die
H. Poincaré zum Gaullschen Fehlergesetz anstellt.

Im allgemeinen treten die GréBen M und E als Parameter in
dem Wahrscheinlichkeitsgesetz auf, und im Fall, daB man in den
erlaubten Fehlergrenzen E = M setzen kann, liBt sich das Wahr-
scheinlichkeitsgesetz mit nur einem Parameter, also in besonders
einfacher Form darstellen.

Man kann die Frage noch von einer anderen Seite betrachten:
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Die mathematische Erwartung E ist eine mit Riicksicht auf die
Wabhrscheinlichkeiten zweckmiBig durchgefilhrte Mittelwertbildung,
die als Zahlwert K in der Wertereihe eine bestimmte Stelle ein-
nimmt. Diesem Wert E kommt eine bestimmte Wahrscheinlichkeit wy
zu, und man kann K far die funktionale Darstellung der Wahr-
scheinlichkeitswerte fiir um so geeigneter halten, je gréfer die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Vorkommen des Zahlwertes £ ist.

Je niher also E bei M liegt, um so besser wird die auf K als
Parameter gegriindete Darstellung der Werteverteilung des Kollek-
tivs sein.

VI. Verlustwerte bei begrenzter Zahl von
Verbindungswegen.

Ubersicht.

Die kritische Bearbeitung des Grinstedtschen Verfahrens der
Verlustrechnung durch R. Holm fiihrte zur Einfihrung einer rech-
nerischen Vergroferung der Belastung. Die Holmsche Schattentheorie
reicht aber nicht aus. Der Abschnitt enthilt eine strenge Schatten-
theorie.

A. Die Hilfsfunktion p (y, v).

Die Funktion p (y,v) ist von R. Holm eingefiihrt worden zur
genauen Berechnung der Verlustwerte, die sich beim Ausgang von
der Funktion w (y, v) im Vergleich zur Erfahrung als zu klein er-
geben. W. H. Grinstedt hat im Jahre 1907 angefangen, auf die
Massenerscheinungen des Fernsprechverkehrs konsequent die Methoden
der Wahrscheinlichkeitsrechnung anzuwenden, wobei er naturgeméil}
in den zum Bernoullischen Theorem fiihrenden Ansitzen und Uber-
legungen seinen Ausgangspunkt fand und vom Bernoullischen Ansatz
bald zur etwas in Vergessenheit geratenen Poissonschen Verteilungs-
funktion gelangte. Die Frage nach den Verlustwerten bei begrenzter
Anzahl von Verbindungswegen ist die zentrale des ganzen Problems,
insofern als mit ihr die ungemein wichtige Frage nach der Leistung
und dem Wirkungsgrad eines Systems von Leitungen eng verkniipft ist.

Das Problem ist das folgende:

Man lifit einen bestimmten kleinen Bruchteil von Anrufen zu,
die dadurch verloren gehen, dall keine freien Verbindungswege zur
Verfiigung stehen. Man weil3, dafl s Teilnehmer einer bestimmten Fern-
sprechanlage in der Zeiteinheit einer Verkehrsstunde ¢ Belegungen
von der durchschnittlichen Dauer ¢ einer Gesprichslinge erzeugen,
was einer mittleren Anzahl (mathematische Erwartung) y = ct gleich-
zeitig belegter Leitungen entspricht.
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Man liBt, wie es iiblich ist, einen Verlustquotienten k = 555
der Hauptverkehrsstunde zu, der dadurch entsteht, daf die gegebene
Zahl von Leitungen nicht den ganzen Verkehr bewiltigen konnen,
und fragt dann: ,Wie groB muf die Anzahl V von Verbindungs-
wegen sein, damit ein Verkehr mit der mittleren Belegung ¢-i=1y
bewiltigt wird bis auf 1/, ., seines Betrages, das verloren gehen darf?“
Hier haben wir uns mit dem Grinstedtschen Ansatz zur Bestimmung
des Verlustquotienten zu beschéftigen.

Die Anzahl der Leitungen ist V. Kommen ¥V 41 Belegungen
gleichzeitig, so wird der Verlust

Alzwv+1+wv+2+"'+wn7

kommen V 4 2 Belegungen gleichzeitig vor, so wird

Ay = wype -+ oy + o, (n= o)

Fiir die gleichzeitige Belegung von v + » Verbindungswegen kommt:

4, = Wyt —I_ Wy 4241 + te + w, -
Der Gesamtverlust wird
A(v)zdl—l_d‘z_’_“'_‘_dn
n
=24, (n = o),

1
also A<V):1'wv+1+2wv+2+3wv+3+"'+'n’wv+n-
Es wird der Verlustquotient nach Grinstedt

A(V 1"27“)

x=v+1

Viy,v)=

R. Holm erkannte beim Vergleich zwischen Rechnung und Be-
obachtung, dafl die Grinstedtsche Verlustformel nicht richtig sein
konne und er spricht in seinem Aufsatz im , Archiv fiir Elektro-
technik“ 1920 die Vermutung aus, da Grinstedt selbst seine seit
1907 durchgefiihrten Berechnungen nicht fiir einwandfrei gehalten
und deswegen mit ihrer Verdffentlichung bis 1915 gezidgert habe.

Holm hat das Verdienst, nach seiner Erkenntnis der Unzuldng-
lichkeit der Grinstedtschen Methode, diese Betrachtung in wertvoller
Weise ergénzt zu haben.

Die Holmsche Hilfsfunktion p (y,v). Die Funktion p (y, v)
ist nach dem einleitend Bemerkten von R. Holm eingefiihrt worden
zur genauen Berechnung der Verlustwerte, die sich beim Ausgang
von der Funktion w (y, v) im Vergleich zur Erfahrung als zu klein
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ergaben. Dariiber hinaus fithrt diese Hilfsfunktion in einfacher Weise
zur Berechnung der Belegungswerte der einzelnen Leitungen.

Holm definiert p, (y, v) als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
die hochstbezifferte besetzte Leitung die Nummer » hat. Es wird
demnach nicht gefordert wie im Falle der verwandten Funktion w (y, v),
daB alle Leitungen 1, 2,...(v—1, v) besetzt seien, vielmehr kénnen
beliebige der Leitungen 1,2, 3,..., v —1 wahrend .des betrachteten
Zeitintervalls ¢ ausfallen.

Die in p (y, v) liegende Bedingung ist also weniger scharf, als
die mit w (y, v) verbundene. Da einem leichter zu verwirklichenden
Zustand die groBere Wahrscheinlichkeit zuzuschreiben ist, so muf gelten

Py, v)>wly ). (A)
Fir die folgenden Betrachtungen ist durchgéngig » >y anzunehmen.
Es wird
e V.yY cw v
w(y,v):»--a!;, ;y—zw(y,v) <~y~ ——1>, also > 0.

Die Ungleichung (A) ist also sicher erfiillt, wenn man p (y, v) die
Form von w (y, v) gibt und an Stelle des Parameters y einen etwas
grofleren Parameter 5 =y - ¢ wihlt.

Den Zuschlag ¢ findet Holm fiir alle Systeme mit y > 1,5 als

konstanten Wert ¢ =3, fiir Systeme mit kleinem y bestimmt er
2

q= yz . Holm arbeitet mit einer geometrischen Naherungsmethode,

die nicht ganz iiberzeugend erscheint. Sein Resultat ist also folgendes:
Die mittlere Belegung eines Systems sei y = c-t, dann wird die
Wahrscheinlichkeit, dall v Leitungen gleichzeitig belegt sind,

Will man die Wahrscheinlichkeiten der Belegung einzelner Leitungen
funktional darstellen, so mufl beachtet werden, dafl eine Belegung
z. B. der Leitung Nr. v stattfindet:

1. Im Zeit-Bruchteil w,, wihrenddessen alle v Leitungen besetzt
zu erwarten sind.

2. In gewissen Zeitteilen 4 ¢, in denen die Leitungen 1, 2,...,v—1
nicht sidmtlich besetzt zu sein brauchen. Daraus folgt, daf8 diese
zweite Werteverteilung einen Parameter  haben wird, der groSer
als y sein muB, da ja zu der mathematischen Erwartung y der An-
zahlen v gleichzeitig belegter Leitungen noch ein Zusatzwert ¢ hin-
zutritt, um bei der Holmschen Bezeichnungsweise zu bleibe n.

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 5
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B. Bestimmung des Wertes q.

Ich gehe aus von dem Zustand, daBl die Leitung Nr. v belegt
ist. Zunichst wird angenommen, dafl alle Leitungen 1,2,...,v—1
belegt sind.

Dann berechne ich den Anteil der Leitung Nr. v an den Zu-
stinden, wo nur v—2,..., 2, 1 Leitung von den v — 1 Leitungen
belegt sind. ‘

Diese Beteiligung der Leitung Nr. v an den Zustéinden unvoll-
stindiger Belegung Z, s, Z,_3, ..., Z,, Z, ergibt zur mittleren Be-
legung y = ¢-t einen Zuschlag, den Dr. Holm mit ¢ bezeichnet. Die
mittlere Belegung y = ¢-¢ ergab sich friilher durch die Bestimmung
der mathematischen Erwartung fiir die Anzahl gleichzeitig belegter
Leitungen, also die Anzahl gleichzeitiger Gespriche.

Es war

P=w®
Yy = 2 v-wv,
v=1
wobei die w, durch die Poissonsche Verteilungsfunktion bestimmt
sind, als deren Parameter gerade y — ct auftritt. Bei der Verteilung
der Belegungsanteile auf die einzelnen Leitungen ist nach dem vor-
hin Bemerkten an Stelle von y ein Parameter einzufiihren

n=y+q=y(1+§)=ct(1+§-).

Da die mathematische Erwartung der Anzahlen v vollstindiger
gleichzeitiger Belegungen nicht grofer als y = ¢t sein kann, so haben
wir ¢ als eine fingierte Belegung zu betrachten, die nur im Para-
meter 9 = y -4 q¢ der Werte-Verteilungsfunktion der Belegungsanteile
zur Geltung kommt. Dieser Tatsache haben wir spiter bei der Be-
rechnung der Belegungsanteile der einzelnen Leitungen Rechnung zu
tragen. Die Zustinde Z,_;, Z,_ s, ... entstehen aus dem Zustand Z,
gleichzeitiger Belegung aller v Leitungen, fiir den die Wahrschein-

Zy. 0
lichkeit w,(y) = e_l;vi ist, dadurch, dafl nach Beendigung von Ge-
sprichen 1, 2 oder mehr Leitungen auf kurze Zeiten ausfallen. Dieser
Vorgang soll wihrend. eines Zeitteils ¢ betrachtet werden, der gleich
der mittleren Linge eines Gesprichs wird. Das Ausfallen der Lei-
tungen ist ein &dhnlicher, reziproker Vorgang zu dem der Belegung
der Leitungen Nr.1,2,... Ich nehme an, daB die wahrscheinliche
Anzahl (mathematische Erwartung) gleichzeitig ausfallender Leitungen
gleich sei s, wo s ein vorldufig unbestimmter Parameter ist, dann
sind die Wahrscheinlichkeiten, daB 0, 1, 2, ... Leitungen gleichzeitig
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ausfallen :
s e=s.sv1
T’ ceay (77— 1>! .

Da 9,, die Wahrscheinlichkeit, daB keine Leitung ausfallt,
gleich e=# ist, so wird der Bruchteil der Zeit ¢, wihrenddessen
mindestens eine der v —1 Leitungen 1,2, ..., v—1 ausfillt, also

keine gleichzeitige Belegung aller v Leitungen stattfindet, gleich
(1—e9)t.

p— -8 —_p—8,
Bp=1e75, & =e

Der spezifische zu erwartende Ausfall einer Leitung wird = 2,
v

Berechnet werden soll der Anteil, den die Leitung Nr.v an den Zu-
stinden unvollstindiger Belegung hat.
Es gibt dann

v

T 1—e‘8—% (11)

den Bruchteil der Zeit einer mittleren Gesprachslinge ¢ an, wiahrend-
dessen die Leitung Nr. v an der unvollsténdigen Belegung beteiligt ist.
Es ist ¢, gleich dem Holmschen Zuschlagswert ¢, den Holm,
wie frither bemerkt, fiir alle Systeme mit y > 1,5 konstant = 3 setzt.
Der Parameter fiir die Holmsche Hilfsfunktion p (y, ») wird
n=y-+qg=y-+1t,.
Es wird
e_ﬂ.nv
Py, v) =w(nv)=—:m.

!

Es bietet sich hier eine Parameterdnderung 4y dar, die der Klasse 1
der ungefihrlichen Anderungen angehort, indem hier die mittlere
wahre Gesprichslinge ¢ iibergeht in

t*::t<14~§).

Es erscheint mir angebracht, die Bestimmung des Holmschen Zu-
schlagswertes ¢ auf einem direkten, mehr rechnerischen Wege aus-
zufithren, wie er sich zuerst bei der Untersuchung dieser Frage dar-
geboten hat.

Ich unterscheide v Zustdnde

Z . . . . . v Leitungen sind besetzt,
1 Leitung fallt aus,

Z,_, . 2 Leitungen fallen aus,
Zy . . ... v—2 Leitungen fallen aus,
Z, .. .. .v—1 Leitungen fallen aus.

5%
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Die Wahrscheinlichkeit, dal v Leitungen ausfallen, setze ich
—8.,00
9 (v) = e—v'i, wo s der vorhin eingefithrte Parameter des reflek-

torischen Vorgangs ist.
Die Wahrscheinlichkeit, daf L, ausfallt, ist:

1°?

%mal der Wahrscheinlichkeit des Zustandes Z,_

sie ist — » ” ” ) ” Z

—9
,U v =

v—2
—_— " ” » ” » Z,, 3

» 2
v—1
— ” ” ” » ” Zl .

v

Die Wahrscheinlichkeit, daB L, an dem Zustand Z, _, beteiligt ist,
wird =9 (1) (1 — -i), die Wahrscheinlichkeit, da8 L an dem Zu-

stand Z _, beteiligt ist, wird = ¢ (2) <1 — %), usw., so daB wir fiir

die Gesamtbeteiligung von L an den Zustinden Z Z e Ly, Z,

den Wert erhalten:

Y Iy e
+,-,(1-227),

A= By Oyt Oy Oy —
19294 (0210, - (v —1)P

v

v—1) Tu—22 °

v—1

v—1 _

:ﬂﬂ@+g+m+;}m%%qw

il
(v v’

wo 6 ein kleiner echter Bruch ist.

=
Es wird }vd,=s, also die bei v — 2 abgebrochene Reihe

=
—_—3(1 —_ 5) =e 0.3,
Fiir unseren Wert 4 kommt demnach:

-5 _

4 S = S
A::e-‘s——e‘s———————ﬁ-»e"‘)<1-—e_3——>,

v v

Hierbei wird =% die Gesamtzeit der von den Zustinden Z,_,



Die Bestimmung d. Parameters s u.d. Berechnung d.Verschiebungswertes ¢. 69

Z, oy .. Zy,Z, ausgefiillten Zeit, wenn die mittlere Linge eines
Gespréchs ¢ = 1 gesetzt wird.

Die Formel sagt aus, dal der Bruchteil { =1 — e¢=5 — 18; dieser

Zeit von der v-ten Leitung mit belegt ist, so da ¢ =1 — ¢=5 — ° der
v

Zuschlagswert ist, durch den aus der wahren mittleren Belegung
y =c-t durch Addition der fingierte Belegungswert » = y 4 ¢ ent-
steht, der als Parameter der Verteilungsfunktion p(v) fiir die Be-
legungsbeteiligung der einzelnen Leitungen zugrunde zu legen ist.

Der Gesamtwert der fingierten mittleren Belegung (vollsténdige
-+ unvollstindige Belegung) ist also

n=y+q=y<1+%>=c-t*,

wo t¥ =t<1 -+ %) ist.

Man kommt von der normalen mittleren Belegung y = ct zur
fingierten mittleren Belegung 7, wenn man die mittlere Gespréchs-

linge von ¢ auf t* = t<1 —+ %) ausdehnt.

C. Die Bestimmung des Parameters s und die Berechnung
des Verschiebungswertes g.

Nach dem Vorigen mufl e~% der Bruchteil einer mittleren Ge-
sprachslinge sein, der mit v gleichzeitig belegten Leitungen aus-
gefiillt werden kann. Es wird also

e St=w, e‘sz%. (12)

Nimmt man als mittlere Gesprichslinge ¢ =1/,, Stunde = 2 Minuten
an, so ergeben sich fiir eine Reihe von Systemen die folgenden
s- und ¢-Werte:

V bedeutet die Anzahl von Leitungen des Systems:

/4 y s q

5 1,2 1,67 0,479
10 34 2,87 0,656
15 6,5 2,92 0,751
20 9,9 2,98 0,800
30 16,5 3,75 0,852

Bei der erstmaligen Bestimmung von ¢ kam es auf die Fest-
setzung eines geeigneten Mittelwertes an, der fiir die Berechnung
der Belegungsanteile der einzelnen Leitungen zweckmiBig erschien.
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Es bot sich da zunichst der Gedanke, in dem Ansatz
g=1— (e—8+i:}—>=1 — &(s)

den Parameter s dadurch zu bestimmen, dal man das Minimum
von £(s) einfithrt, in dessen Umgebung die Funktion &(s) sich lang-
sam &ndert.

Das gibt £(s) = e84 % = Minimum:

dé(s) ., 1
s 0T Ty
also ets = v:
s=Inwv. (18)

Die Berechnung der ¢-Werte in den vorhin angegebenen Fillen
ergibt die folgende Zusammenstellung:

v Yy q

5 1,2 0,478
10 34 0,670
15 6,5 0,752
20 9,9 0,800
30 16,5 0,853

Die mit den beiden verschiedenen Ansitzen erhaltenen Werte
stimmen sehr gut iiberein. Der zwischen den beiden Uberlegungen
bestehende Zusammenhang ist aufzudecken.

D. Kennzeichnung der Minimumsmethode.
& (s) _

Die Forderung —df——O filhrt zu" der Beziehung e"sz%,
8
woraus folgt:

6_8‘*_"

s
1 v

Diese Gleichung sagt aus, daB die Wahrscheinlichkeit des Aus-
falls einer Leitung gleich dem spezifischen (mittleren) Ausfallsanteil
einer Leitung wird.

Sie sagt aus, daB} in bezug auf den Ablauf der Ausfallsvorgéinge
alle Leitungen gleichberechtigt sind. Das bedingt, dall die Gespréche
in ihrer Dauer wenig von dem Normalwert abweichen, oder da@
groBere Abweichungen nur in sehr begrenzter Anzahl (vgl. Verteilungs-
gesetz der Gesprichslingen) vorkommen. In diesem Fall ist die Be-
teiligung irgendeiner Leitung Nr.v an den Zustiinden unvollstindiger
Belegung so grofl als moglich, denn &(s) hat seinen Minimalwert,
also ¢ =1 — £(s) seinen Maximalwert.
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Welchen EinfluB diese Tatsache auf die GroSe der Belegungs-
anteile der einzelnen Leitungen hat, wird sich bei deren Berechnung
ergeben. Man kann die Aufstellung der Funktion ohne Kenntnis
der w-Funktion durchfithren, wenn man genau wie bei dieser von
dem Ansatz J. Bernoullis ausgeht, als Grundwahrscheinlichkeit aber
nicht die normale Gesprichslinge ¢ wihlt, sondern die bei der Frage
der Belegungswahrscheinlichkeit der einzelnen Leitungen auftretende

vergroBerte Zeiteinheit t* = f(l + «), wo sich & durch Analyse der
in der Einheit einer mittleren Gespréchslange sich abspielenden Vor-

ginge zu a=§A ergibt. '

Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, dafl sich aus
dem so abgednderten Bernoulli-Ansatz

¢
— t*v) _ t* c—v
m= ()i -
durch Grenziibergang genau wie frilher die Poissonsche w-Funktion

e~ Y.yv
w,— Y
v v!

hier die Holmsche Belegungsfunktion

ergibt.

Ich komme zu dem Ausgangspunkt dieses Paragraphen zuriick,
der als Stichwort die Verlustwerte bei begrenzter Anzahl von Lei-
tungen fiihrte. Die berechtigte Kritik, die R. Holm an der Grinstedt-
schen Formel fiir V (y, V) iibte und die positiven Anderungen, die
er, von dieser Beurteilung der gebrauchlichen Methode ausgehend,
eingefiihrt hat, haben uns mit ihrer Darstellung und Weiterfiihrung
von dem Ausgangspunkt dieses Paragraphen etwas abkommen lassen.
Ich komme zur Holmschen Formel fiir den Verlustquotienten.

Diese wird im Anschluf an Grinstedt mit Beriicksichtigung
der Holmschen Verbesserung

Ly LN g
P ( k»«v ,
x=v+1 77kh’l){i—l k!

wenn V wie frither die Anzahl der Leitungen des Systems bezeichnet.
Zur Berechnung ist diese Formel wenig, zur Ableitung weiterer Tat-
sachen gar nicht geeignet. Es kommt darauf an, den Verlustquo-
tienten V (y, V) in geschlossener Form darzustellen, was durch Sum-
mierung der Reihe ausfiihrbar ist.
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E. Darstellung des Verlustquotienten.
Das System habe V Leitungen und eine mittlere Belegung y.
Dann wird, wenn 7 =y -+ ¢ der fiir die Verteilung der Leitungs-
belegungen mafgebende Parameter ist:

1 6—7]-77V+1 2e-7. 17V+2 3e—n _17V+3
Vg, V)=— A - e
. V) n{(V—T—l}! TR T VT8

——ZxV

x V+1
Es wird
Vin,V)
N2y N VI Ve iy’
=~ (_V—}—l)!{1+V+2+(V+2)(V+3)+(V—[—2)(V—[—3)(V+4)+ +}‘

Die Reihe in der Klammer konvergiert gleichméflig. Es gibt sicher
einen wenig iiber V liegenden Wert V= V-+k der Beschaffenheit,
daf sich die Reihe in der folgenden einfachen Form darstellen 1a8t,

sobald —— = u gesetzt wird.

V—}-k

Vg, V)= &= {1+2u—|—3u +4ud 4. 4} w<<1.

(V—l—
Es ist

1+2u-+3u?4-4u4 ... —]—:;l%(u+u2+u3—|—---—[—)

:ﬁ%(f%“u):(féi)?

" y<1+§->
T )

=, der spezifischen Belegung des Systems, verschieden ist, so

Beachtet man, dall u =

jedenfalls sehr wenig von

Y
v
kommt schlieBlich als brauchbare Naherungsformel zur Darstellung
des Verlustquotienten

By 1
Vi1l (1=

Viy, V)= (14)



Numerische Priifung der Formel. 73

F. Numerische Priifung der Formel.
Aus der Forderung V (y, V) = ;&5 bestimmen sich fiir V=10

1000
und V= 20 die Werte y = 3,33 und y = 10,44 bei Zugrundelegung
der Reihe fiir den Verlustquotienten.
Setzt man die Formel (14) an und bestimmt % aus der Be-

dingungsgleichung

Py 11
V41 (1—w)?® 1000’

Viy,V)

so erhdlt man im Falle V= 20 den Wert u = 0,5172 an Stelle von
{=0,522. Fiir V=10 kommt %= 0,3136 an Stelle von { = 0,333.
Man wird zur Verschirfung der Naherungsformel deswegen ( mit
einem Koeffizienten 4 = ¢~* zu versehen haben, der etwa = 0,95
wird, so daB o« = 0,05 wird.

Diese MaBnahme ist erforderlich wegen der Folgerungen, die
aus der Verlustformel gezogen werden sollen.

Fir die Verlustrechnung und die Bestimmung des zu einem
gegebenen V gehorigen y geniigt die Naherungsformel.

Wir schreiben also:

V( >V):V+i"(1 __e—aé')'?;' (15)

Fiir die spitere Verwendung der Formel ist es zweckmiBig, an

Stelle von  die spezifische ,fingierte“ Belegung ¢ =% in die Rech-

nung einzufiihren.
Es ist

:y<1 +%>:4‘<1+%>=Ceﬁ,

alco kommt fir { der Wert {=e"#.¢, und die Verlustformel
schreibt sich wie folgt:
Py, 1

VoV =yt =y

(16)

Uber den Zusammenhang der p-Funktion mit der w-Funktion,
der sich in der Holmschen Verschiebungsvergleichung

p(y) =w(y +q) =w(ny)

ausdriickt, mag noch folgendes bemerkt sein:
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R. Holm erkannte beim Vergleich der nach der Grinstedt-

schen Verlustformel
T=w
1 e Y.y?
Viy,V)=— -V —Z2
V) =y 2 E=T)

berechneten Werte des Verlustquotienten mit dem Ergebnis der Mes-
sungen, dall die Formel von Grinstedt nicht richtig sein konme.
Deswegen fiithrt Holm neben der Funktion w, (y) von Poisson eine
Hilfsfunktion p, (y) ein, die er durch eine Transformation aus dieser
ableitet,.

Ohne alle umsténdlichen Betrachtungen iiber das Wesen der
p-Funktion lassen sich die MaBnahmen Holms etwa so zusammen-
fassen und rechtfertigen:

1. Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit, daB wihrend einer
festgesetzten Zeiteinheit v Belegungen gleichzeitig bestehen. Die
Grundwahrscheinlichkeit, von der der Bernoullische Ansatz auszu-
gehen hat, ist die normale (mittlere) Gesprichslinge ¢.

Die iibliche Frage nach der Anzahl v*, der die grofite Wahr-
scheinlichkeit zukommt, fithrt auf einen Zahlwert v*, der um so
niher an y = ct liegt, je groBer ¢ und je kleiner ¢ ist. y hat eine
doppelte Bedeutung:

Einmal ist y ein Belegungswert (Zeitwert) — ct. Dann ist y
ein Zahlwert y = Jv-w, als mathematische Erwartung fiir die An-
zahl gleichzeitiger Gespriche.

Die zweite Definition von y ergibt sich unmittelbar aus der
Poissonformel, in der y als Parameter auftritt.

2. Zu bestimmen ist die Zeit, wihrend der die einzelnen Lei-
tungen belegt sind, z. B. fiir die Berechnung des Verlustquotienten.
Dabei ist zu beachten, daB die Leitung Nr.v nicht nur wihrend
der Zeit w, (Gesamtzeit T = 1) belegt ist, in der alle Leitungen
1,2,..., v—1,v in Tatigkeit sind, sondern auch in Zeitteilen, wo
irgendwelche der Leitungen 1,2,..., v — 1 voriibergehend ausfallen.
(Gesprachspausen.)

An die Stelle der mittleren wahren Belegung y = ct tritt eine
neue Grofle n =y 4 g=-ct (1 -+ g), die eine fingierte Belegung
darstellt. Y

Der Bernoullische Ansatz ist mit der Grundwahrscheinlichkeit
t*=t<1 —]—%) aufzubauen, und es tritt beim Grenziibergang zur

Poissonformel an die Stelle des Parameters y = ¢t der neue Para-
meter 5 =y -+ ¢ = ct*. Wegen dieser einfachen Transformation mag
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die aus w,(y) abgeleitete Funktion

P, (y) =w,(y+ ¢ =w(n)
als Verschiebungsgleichung bezeichnet werden.

Wie schon frither bemerkt worden, ist diese.Transformation in
die Klasse der unwesentlichen Anderungen des Parameters y einzu-
reihen, da durch sie keine Anderungen in den Dispersionseigen-
schaften des Kollektivs bewirkt werden.

VII. Die Leistung
der einzelnen Verbindungsleitungen.

Ubersicht.

Fir die spiter folgende Theorie der Zusammensetzung und
Teilung der Verkehrsmengen ist die Kenntnis der Abhingigkeit der
Leistung jeder einzelnen Verbindungsleitung von der aufgedriickten
Belastung notwendig. Dieser Zusammenhang wird erldutert. Man
kann der Gesamtheit aller Verbindungsleitungen eine durchschnitt-
liche Leistung ({) zuteilen. Diese Grofle spielt eine wichtige Rolle.
Sie folgt einem iiberraschend einfachen logarithmischen Gesetz, das
durch die Messungen bestitigt wird.

A. Belegung der einzelnen Leitungen.
Teilbelegungen der einzelnen Leitungen. Spezifische

Belegung.

1. Bestimmung der Teilbelegungen fiir die einzelnen Leitungen.

2. Spezifische Belegung { = % eines Systems von v Leitungen.

3. Empirisches Gesetz, das { mit v verkniipft.
4. Aufstellung einer Gleichung { = (v).

Als gegeben betrachten wir die Funktion

wo p,, wie S.65 definiert, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dafl
die Leitung L die hochstbezifferte besetzte Leitung ist.

Fir die Besetzung der ersten Leitung L, sind der Natur des
Mechanismus nach (folgeweises Absuchen der Leitungen in der Reihen-
folge L,, L,, ..., L) alle die Wahrscheinlichkeiten p, entsprechenden
Zusténde Z giinstig mit Ausnahme des Zustandes Z,, dem die Wahr-
scheinlichkeit p, entspricht.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir die Belegung der L, ist also
w=1—p,=1—e""
Der Belegungswert der L, wird also
B =i(1—en),

wo A ein zu bestimmender Multiplikator ist.

Fiir die Belegung der zweiten Leitung L, sind alle Zustinde Z,
giinstig mit Ausnahme der den Wahrscheinlichkeiten p, und p, ent-
sprechenden Zustinde Z, und Z,. Es kommt demnach

e I )

sl (i1

Den Faktor A bestimme ich aus der Bedingung, dafl die Summe
der Werte B, (y) gleich der mittleren Belegung y =c-t werden muf.
Das gibt das folgende Rechenschema:

B (y)=21(1 —e ) =1Ae"7(en — 1),

B, (y) =1(1 —e T — 3{-6‘") = Je~" (en— 1— ¥>,

2 2
Bs(y)=l<1 Me—’?—%e-’?—%e—’?>=le"’7 <e’7 —1 —E—%>

Y RS I A L )
Bv(y)—l<1 el — Tl — e ('v—l)!en
2 _
=Ae—n<en_1_i_~’7__..._lf;).
17 2 w—1)

Zunichst ist bei der Summierung der B, (y) die Summe der Klammer-

v
WerteZ(e’l —1— % — ) zu finden. Es kommt
1

3

— ver— RUTEPY Y.
D =ver—venf 12 4304

_ mon L T
_’7<1+T+"2—!+ Jr(v—2)!>

Nne’?.
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Es kommt also bis auf kleine Restglieder, die bei der guten Kon-
vergenz der Exponentialreihe fiir v > 10 kaum ins Gewicht fallen,

)
2B (y)=4n=y,
k=1

woraus sich / bestimmt zu

Ty y+gq q’
n oy .

womit die endgiiltige Form der Belegungswerte gefunden ist.
Es wird '

11—

B, (y) = ——, ...
q
1 =
Ty
- .
t—e ]<1+ 1> _
B,(y) = ;S By (17)
14X
Ty
e ),
By(y) = . =B,(y) — yyne .
1

Allgemein wird
k-1
Bi+1(y) = Bi(y) — YT e,

Die Darstellung als Rekursionsformel ist fiir die iibersichtliche Zahlen-
rechnung sehr zu empfehlen.

Beim Vergleich der Formel mit Messungen wird es oft wiinschens-
wert sein, von einem Parameter y auf einen etwas variierten Para-

meter y + Ay iberzugehen. Dafiir sei die folgende einfache Differen-
tialformel beigefiigt:

Es ist darin gesetzt

Dann kommt
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B. Beispiele fiir die Verteilung der Belegungen
auf die einzelnen Leitungen.

1. V=10, y=3,30, ¢q=0,655, n=3986

V=10 2. V=20, y=10,48, 5=11,28
B Belegungs- | Belegungs-
k stunden minuten
B 0,8182 h 49,09 min B, 0,92908 h B, i 0532387 h
B, 0,7550 » 45,30 » B, 0,92895 » By, 0,42183 »
By 0,6301 » 37,81 » B, 0,92820 » B, 0,31792 »
B, 0,4653 » 27,92 » B, 0,92539 » By, 0,22776 »
B, 0,3024 » 18,14 » B; 0,91748 » By, 0,15512 »
By 0,1735 » 10,41 » By 0,89968 » B 0,10049 »
B.7 0,0881 “ 5,29 » B7 0,86606 ” B” 0,061 98 »
B, 0,0400 » 2,40 » By 0,81198 » B, 0,03643 »
B, 0,0162 » 0,97 » B, 0,78573 » By, 0,02042 »
B, | 0,0057 » 0,03 » B, 0,64017 » By, 0,01091 »
3,2944 h ‘ 197,36 min 3, =28,58267Th 2, =1,88523 h

2=2+2,=104679 h,
Verlust: 4 =y — 3 =0,0121,
4 1,073
7 1000

Verlustquotient: V(y, V)=

3. V=30, y=17,4, 5= 18,252

B, 0,95330 By, 0,69846
B, 0,95330 B, 0,616 67
By 0,95330 By 0,52885
B, 0,95329 By, 0,43980
B, 0,95324 By, 0,354 26
B, 0,95305 By, 0,27619
B, 0,95247 B,, 0,20834
By 0,95096 By 0,15205
B, 0,94751 B, 0,10738
By, 0,94052 By, 0,07341
By 0,92776 B, 0,04861
By, 0,90658 By, 0,03119
By 0,87437 By, 0,01942
By, 0,82915 By, 0,01175
By, 0,77020 By, 0,006 92
3, = 18,81900 3, =3,57332

1 15
I=Z+Z,=1730282, 2B, =0,7942.
1

Fir die drei Systeme 1. V=10, 2. V=120, 3. V=230 ist
der Anteil ausgerechnet, den die Summe der Belegungswerte der

ersten g Leitungen von der Gesamtbelegung ausmacht.
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Es ergibt sich

VB,

1. V=10, “*—=0,9003,
y
10

V'B,

2. V=20, -+ =0,8190,
y
15
2B,
3. V=30, -1—=0,7942.
y

Diese kleine Rechnung laBt erkennen, daB die Beteiligung der
hochbezifferten Leitungen mit wachsendem ¥V zunimmt. Man kann
diese Tatsache quantitativ aus den Konvergenzeigenschaften der
Exponentialreihe entnehmen, wenn man die Funktion B, in der
folgenden Form schreibt:

QR AR

1 (;'—~1']If

B,=———{1—- -
q en

L, |

Ohne alle Rechnung kann man aus dieser Tatsache die folgende
allgemeine Erscheinung erkennen:

Mit wachsender Gréfe von V, also mit zunehmendem Umfang
der zu beschreibenden Massenerscheinung nimmt deren Ablauf gréBere
Stetigkeit an, die Relativschwankungen um den mittleren Wert (in
unserem Fall um die mathematische Erwartung y der Anzahlen v)
werden kleiner, der gleichmédBigere Ablauf ermdoglicht eine bessere
Ausnutzung des die Erscheinung aufnehmenden Systems.

Ein System von V Verbindungswegen moége die mittlere Be-
legung y = ¢t haben, dann wird das System besonders scharf ge-

kennzeichnet durch den Quotienten —y—, der durchgehends mit { be-

zeichnet und ,spezifische Belegung® genannt werden soll.

3,30

1. V=10, (= *ioﬁ—033
10,48

. = ="l _=0,524,

2. V=20, ¢ 30 0,
17,4

3. V=30, (= =

30
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Die eben gemachte Bemerkung iiber die Verteilung der Einzel-
belegungen auf die einzelnen Leitungen und der Vergleich der ver-
schiedenen Verteilungsarten fiir verschiedene Anzahlen V verfiigbarer
Leitungen lassen das Anwachsen der spezifischen Belegung { = -I?;—
mit V verstindlich erscheinen.

Eine erste Aufgabe der Praxis bestand darin, zu einem vor-
geschriebenen Verkehr die erforderliche Mindestanzahl von Wiahlern
zu bestimmen, d. h. man hat zur gegebenen mittleren Belegung y
die Anzahl V von Verbindungswegen zu bestimmen, immer unter der
iiblichen Festsetzung, daB » = 55 des Verkehrs dadurch verloren
gehen darf, dafl ein Mangel an Verbindungswegen eintritt.

Es entstanden bei den Untersuchungen zur Losung dieser Frage

auch Kurven, die ¢ :yV— als Funktion von V darstellen.

Diese Kurven lassen ein Gesetz { = x-log V vermuten. Es ist
a priori klar, dal » keine Konstante sein kann, da { an die Grenz-
gleichung ¢ <1 gebunden ist.

Eine Ubersicht iiber die Berechtigung zur Annahme einer solchen
funktionalen Beziehung gibt die folgende, dem Versuchsmaterial ent-
nommene Zahlentafel, die spiter durch eine mathematische Betrach-
tung ergénzt werden wird.

V= An- y _
zahl der (== =
Leitungen 14 Koeffizient der Gleichung
5 0,22 0,300 L=uxlogV.
10 0,33. 0,330 :
15 0,42 0,357 log V ist der Briggsche Logarithmus.
20 0,47 0,361
25 0,52 0,365 Fiir » ergibt sich der mittlere Wert
30 0,55 0,372 ' = 0.370
35 0,58 0,376 % =0odl,
40 0,60 0,374 und man wird zugeben kénnen, daB die
45 0,62 0,375 Gleichung —xloaV
50 0,65 0,382 £=nlog
55 0,665 0,382 mit guter Anndherung gilt und sich in
60 0,68 0,382 manchen Fillen rechnerisch gut ver-
65 0,692 0,382 wenden 14Bt. Die mathematische Be-
70 0,70 0,385 trachtung ergibt den Zusammenhang
75 0,718 0,380 mit dem natiirlichen Logarithmus. Fir
80 0,725 0,370 Vergleichszwecke ist es zweckmiBig, die
85 0,734 0,380 empirische Gleichung mit dem natiir-
90 0,740 0,378 lichen Logarithmus zu schreiben.
95 0,746 0,377
100 0,750 0,375
Dann kommt:
5:»5—:0,16111111 (18)

(empirische Gleichung fiir die spezifische Belegung).
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Niherungsgleichung {={ (V) bei Zugrundelegung
der Bedingung V(y, V) = 155

Zunichst wird eine Beziehung abgeleitet ¢ =& (V), wo ¢ = —Z-

die spezifische fingierte Belegung ist.  folgt dann unmittelbar aus
der Gleichung

RNy (1)

q
1+ L
+?/

Bei den folgenden Entwicklungen wird von der Stirlingschen
Naherungsformel

n! = <£>" Vean

[

fiir die Fakultdt Gebrauch gemacht. Da die angestrebte Beziehung
aus einer Differentialgleichung gefunden wird, so ist klar, dafl be-
triachtliche Ungenauigkeiten entstehen, sobald wir die Formel fiir n!
auf Fille anwenden wollen, fiir die die Formel nur eine ungenaue
Darstellung der Funktion gibt. Aus diesem Grunde werden die Er-
gebnisse der folgenden Betrachtung Anspruch auf einige Genauigkeit
machen konnen nur fir Werte ¥V >10. Fiir die kleinen Anzahlen
V=1,2,3 wird sich ein direkter Weg finden, der : als Funktion
von V bestimmt. Ausgangspunkt ist die Formel fiir den Verlust-
quotienten, in der nach den friiheren Ausfiilhrungen ein von 1 wenig
abweichender Zahlenfaktor e~¢ als Koeffizient von ¢ auftritt, der in
der zahlenmiBigen Rechnung im Mittel = 0,90 gesetzt werden soll.
Die Bedingungsgleichung ist:

y 1

Vi1 (1=e“dp Viv: V)= 1566 = -
Es wird gesetzt:
1. =9V,
in
2. p,— f_';,’i Vi= (;)V Veav .
Dann kommt aus der Bedingungsgleichung die folgende:i
e Vl—9)+Viogd 1
B AR e
e VIl1—8)+log) 1
FV,9)=— s '(1~e*aﬁ)‘~’:6’ I

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 6
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Fir die Funktion 1 — ¢ -4-1g¢ soll ¢(¥) gesetzt werden, so daB
schliefllich kommt:

v, 9= ! 5
P =" (g e =
Es wird
or oF
d
woraus sich 3—1;— ergibt;
oF
¢ oV
v~ T ar
09

woraus sich nach einigen Umformungen ergibt:
3
e — (P

1
av -~ v 2¢-¢  V
‘P(ﬁ)‘f—m)‘

.

Es zeigt sich, daB in weiten Grenzen der Faktor x sich nur wenig
dndert. Da x» eine Funktion von V und ¢ ist, so kann auf ein
genau logarithmisches Gesetz der Form

dﬁ:fﬂlvz, 9 =%log V-t %, (III)

nicht geschlossen werden. Man wird zunédchst die Werte » fiir eine
Anzahl von V-Werten berechnen und sehen, in welchen Grenzen
man mit dem logarithmischen Gesetz arbeiten kann.
Die Werte » werden z. B. fiir
V=10, x=02618, V=20, x=90,2213, V=30, »=0,2001.
Bei der angendherten Integration der Gleichung (III) wird man
als Integrationskonstante ein Wertepaar V, ¥, einfithren, das durch
Messung und Rechnung als genau der Forderung

V(ys V) = 1000
geniigend, bestimmt ist. Man wird etwa ausgehen von der Gleichung
Y, =nlogV, fir V,=10.

Dann erhdlt man die N#herungsgleichung

19'=00—|—zlog—;i.
0
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Setzt man in dieser Gleichung das bekannte Wertepaar J = 20,
# = 0,5640 ein, so liBt sich aus der Bestimmung des zugehdrigen
Koefffzienten » ein Urteil gewinnen, inwieweit diese Gleichung zur
Bestimmung von Werten ¢ zur Anwendung kommen darf.

In unserem Fall ist

V20
9, =0,3986, ¥ =0,5640, — = =2,
009 ' V.10 2
und es wird
— 4
® = 9 19,0, 9’16,57,,, = 0.239.

k2 0,69315
Da der Mittelwert von »® fir V=10 und »® fiir V=20 » = 0,242
ist, so scheint die Gleichung zur Bestimmung von Werten ¢ brauch-
bar zu sein.

Ich fithre die gleiche Rechnung fiir das System V = 100,
# = 0,760 an, es kommt der Koeffizient » = 0,15686.

Der zu V = 100 gehirige Koeffizient wird » (0 == 0,1325.

Das arithmetische Mittel von » 1% = 0,2618 und »1%® = (,1325
wird »x, = 0,1972, von dem der erforderliche Wert »# — 0,1566 stark
abweicht. Das Verhalten der Funktion

3
Sy ? (9
2(V,9)= L
'(9) - 2t
POy e
1afit sich gut beurteilen fiir Werte ¢ =1 — ¢, die nicht viel unter 1
liegen, so daB also ¢ ein kleiner echter Bruch ist. Wir nehmen
¢ < £, konnen also den Fall V = 100, ¢ = 0,76 =1 — 0,24, £=0,24
aus dem Ergebnis unserer Entwicklung noch gut mit beurteilen.
Fiir unseren Koeffizienten x = »(¢) kommt dann:
3 et 2 1,
syt get et )
T -

%2 (D)= (¢) = - :
V(i —emagy e Te e )

Wir bemerken, daB mit wachsendem V das Glied des Nenners

2 —a
V(lr-?e“;‘ ?—9) langsamer abnimmt als das Glied des Zahlers 237/,
auBerdem sei festgestellt auf Grund der numerischen Rechnung ohne
weitere mathematische Ausfiihrung, daB durchgehends |¢ ()] > —23—V’
) an 2ec
‘(P <ﬁ> > V(l *e;Zﬁ'j
ist. 6%
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Nach einfacher Umformung des Koeffizienten » () wird dieser:

&? 2 1, 3

?(”58%‘8 +"'>+‘ﬁ
% (0) =x(e) = e

e(1+e+e‘“’+...)+mg5>

2 1,
(1+§£+§6 T > 144,
e(l+e4e?+--) 142,
wo A, und 1, echte Briiche sind, z. B. fir V =100 wird 1, = 0,4,
i 12 =1,19. Jedenfalls wird der Faktor %i%: wenig

von 1 verschieden sein. Es kommt also fiir » () der folgendé Wert:

e?
2

Ay == 0,17;

#(e) =5 (14 1) (L +2)= = (1 +9).

Der Koeffizient x (¢) geht mit & gegen 0.
Diese Tatsache sahen wir bei der Angabe des empirischen Ge-
setzes voraus. Fir beliebig groBes V wird ~ ¢ =1, und es mufl

v=o

bei Bestehen einer Beziehung & = xlog V,

1

P=1, 9=w l g V
sein.
9

Setzen wir im Koeffizienten fiir ¥ den Wert e, so wird x (9)
eine Funktion von ¢ allein, von der wir wissen, dafl sie monoton
mit wachsendem ¢ abnimmt und fir .~ =1 zu Null wird.

Man kann dann schreiben:

v _dy
2V

dd av
J\m=f7=logl/—{—co.

Da x(9) im ganzen zu betrachtenden Intervall monoton abnimmt,
konnen wir den ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden

und schreiben:
9

dd 1
J?@:Hﬁw“”’

und unsere Niherungsgleichung fiir & wird unter Beriicksichtigung
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unseres ersten Ansatzes:

9 =y (9, log 1 - (Iv)
0

Die frither betrachteten Beispiele lassen erkennen, da der Wert
von ¥, nahe an der oberen Grenze ¢ zu wihlen ist, was in der
Eigenart der Funktion x () begriindet ist, deren néhere Untersuchung
aus dem Rahmen dieser Arbeit fallt.

Bei spiteren Betrachtungen stellt sich die Aufgabe ein, aus der
unter der iiblichen Bedingung ¢ = ;,; einer Anzahl ¥ von Leitungen
eines Systems entsprechenden mittleren Belegung y die mittlere Be-
legung i zu berechnen, die einer wenig abgeinderten Anzahl verfiig-
barer Leitungen v = v — Av entspricht. Unsere Betrachtung lehrt,
daB in diesen Fillen man mit der Gleichung

do—dv) loglv—dv) . y—dy (v—4v)logv—4v)
dw)  logV oder y vlogV

arbeiten darf, da die bei dem Ubergang von v auf v —A4v kaum
verinderliche Funktion x () bei der Quotientenbildung herausfillt.
Eine allgemeine Bedeutung kommt der Gleichung fiir ¢ oder { nicht
zu, doch leistet sie bei manchen Betrachtungen recht gute Dienste.

Die Ableitung der Gleichung fiir ¢ und { zeigt, daf in manchen
Fillen die Systeme mit kleinem y getrennt zu behandeln sind von den
Systemen mit flottem Verkehr, also etwa von V= 10 mit y = 3,33 an.

Die erste Aufgabe ist die Berechnung von ¢, {, y fiir ein System
mit einer einzigen Leitung, also V=1, ¢ == {=y. Ausgangs-
punkt ist natiirlich die Bedingung fiir den Verlustquotienten, die
wir fir ¥V >10 unter Verwendung der Néherungsformel fir die
Stirlingsche Reihe in geschlossene Form gebracht haben, die Schliisse
iber den Zusammenhang zwischen ¢ und V zuliefl.

Fir V=1 wird die Reihe fiir den Verlustquotienten

2

\ =7 2 1 1

n 2
Es a6t sich wieder wie im allgemeinen Fall ein Mittelwert
W= T = einfithren, derart, dal die Gleichung besteht
v-+k a
1 1 1
Viy, )= e g —————=0=-——.
W) =ye <1_17_>ﬂ %= 1600
a

Da ohne weitere Rechnung feststeht, dal 7 ein kleiner echter Bruch
werden muf} fir V =1, so kommt:
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2 2
e Y
n
N nﬁ'":<l—_>n:26’
-3 (-9

n=20d(1-1¢, wo L1 Iist

Es wird also fiir ¢ — 3355 (iibliche Verlustbedingung)

1000
7 =19 =0,002.
Die gleiche Betrachtung wird fiir ¥V = 2 durchgefiihrt:
y=2, o=1
2

Die Bedingung fiir den Verlustquotienten wird

6“’7-7]""‘ 1 — = 1
2.3 B 1000
L0
2d
20 290 1

3 N
(1-32)

3
19.‘..’ 2
(1-3)

[1— (=919 _,

1—w)d=21V66=1V00015,
9 = 0,040, 7 = 0,080.
Die Durchfiihrung der entsprechenden Rechnung fiir V = 3 ergibt
=01, 7 = 0,30.

Fir V=5 wird = 1,08, ¢ = 0,216.
Diese Zahlenwerte sind aus der Reihe fiir den Verlustquotienten
festgestellt. Setzt man die Formel fiir ¢ an:

| 4
=19, + *xlog —,
0 VO
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geht aus von V=3, so ergibt sich ein Koeffizient » == 0,2264,
wahrend die direkte Berechnung von » aus der Formel

o —— fir V=5, 4 - 0,216

den Wert » = 0,2573, also eine zu groflle Abweichung ergibt.

Bei der Aufstellung der von R. Holm eingefiihrten Hilfsfunktion p,,
die sich als eine Funktion w, von Poisson darstellte, in der an

€D

Stelle des Parameters y, der mittleren Belegung y = > v-w,, ein
p=1

neuer Parameter 5 = y -I- ¢ tritt, haben wir die Ausfallsvorginge der
Leitungen Nr.1,2,..., v — 1, als einen zur Entwicklung der Lei-
tungsbelegung reziproken Vorgang gedeutet, der in seiner Grofen-
ordnung dem Vorgang der Belegung eines Systems von v — 1 Lei-
tungen entspricht. Fiir Systeme mit nicht zu kleinem y, also etwa
von v > 10, y > 3,30 an, lieB sich der Parameter s durch eine be-
sondere Uberlegung einfach berechnen.

R. Holm betrachtet die Systeme mit kleinem y gesondert, und
kommt unter Annahme solcher y-Werte mit w,<€w, und w, zu der

2

Formel q:%. Uns kommt es darauf an, mit der Methode des

reziproken Vorgangs den Parameter s bei Annahme schwachen Ver-
kehrs zu berechnen. Zur Fixierung der Ideen soll ein Beispiel dienen.
Wenden wir unsere fiir V> 10 giiltige Methode der Berechnung
von ¢q auf das System V =5 an, so ergibt sich ein Verschiebungs-
wert ¢ = 0,479, der sich als zu grol erweist. Bei dem schwachen
Verkehr (y = 1), der bei der iiblichen Verlustbedingung V=5 ent-
spricht, muB damit gerechnet werden, daB auBer den Rufpausen
innerhalb der Beobachtungszeit (mittlere Gespréchslénge) durch Lei-
tungsausfall Pausen entstehen, die iiber das Intervall ¢ hinausragen.
In diesem Fall kommen fir die Entwicklung des den Rufpausen
entsprechenden Ausfallsvorgangs der Leitungen Nr. % (k < v) nicht
v — 1 Leitungen, sondern v — d << v — 1 Leitungen in Betracht, so
daB der Parameter s nicht durch die Reduktion eines Systems von
v auf v — 1 Verbindungswege, vielmehr durch die Ubertragung von
v auf v — d zu bestimmen ist.

In unserem Beispiel V=25 nehmen wir an, daf von den
vier Leitungen Nr. 1, 2, 3, 4 die Hilfte, also zwei Leitungen iiber
die Linge des Intervalls ¢ hinaus auler Titigkeit bleiben. Dann
bestimmt sich s =y (V = 2), also = 0,08.



88 Die Leistung der einzelnen Verbindungsleitungen.
Aus der Formel fiir ¢ ergibt sich dann
s
=1—e%— — = 0,092,
q % )

Aus der Verlustbedingung ergibt sich fiir V= 5:
y = 1,08, also folgt y = 0,99, was mit dem durch Messungen

bestimmten Wert y = 1,00 gut ibereinstimmt. Fiir sehr kleine y
2
ist es zweckmiBig, die Holmsche Formel ¢ = g; anzuwenden.

C. Vergleich der Berechnung mit Messungen.
In der Abb. 13 ist die Leistung der erst abgesuchten Vielfach-
leitung eines 10er Feldes dargestellt. Die Abszissen stellen die Be-
60,
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Abb. 13. Leistung der erst abgesuchten Vielfachleitung eines 10er Feldes.

o Messungen.
Berechnung ohne stérende Belegungsdauer.
— = — Berechnung mit Stérungen von 10 Minuten durch lange Gespriche.

lastung des Feldes in Belegungsstunden dar, die Ordinaten die Lei-
stung der ersten Leitung in Minuten. Die Messungen konnten bis
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zu y = 7 Stunden ausgedehnt werden. Die Verluste bei dieser Be-
lastung waren groB, wurden aber nicht gemessen. Die Messungen
sind durch Punkte wiedergegeben. Die ausgezogene Linie ist die
Berechnung. Ein Punkt dieser Linie ist in der Zahlentafel y = 3,2944 h
(= 197,36 min) und v = 10 Seite 78 enthalten: Leistung der ersten
Leitung B = 49,09 min bei y = 3,3. Die gestrichelte Linie zeigt die

75
o
’d
0 3
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N =
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o o " o °
%% > ° o
0 0 |p0 o ° o o
0 T o d o o o o |

J 4 5 & 7
—> y = Belastung des 70 feldes in Belegungsstunden

Abb. 14. Leistung der 10ten (letztabgesuchten) Viel-
fachleitung eines 10er Feldes.
© Messungen.
Berecbnung ohne Stdrungen.
== = = Berechnung mit 10 Minuten Stérung durch lange
Gespriche.

(kleinere) Leistung der Verbindungsleitungen, wenn eine Stérung
durch lange Gespriche von insgesamt 10 Minuten angenommen wird
(siche Abschnitt VIII).

Die Abb. 14 stellt in gleicher Weise die Leistung der 10ten
(letztabgesuchten) Vielfachleitung eines 10er Feldes dar.

Die Rechnung ergibt offenbar einen recht brauchbaren Mittel-
wert der Messungen.

VIII. Storungen durch unregelmiiflige
Belegungsdauern.

Ubersicht.

Mehrfach zeigten sich (z. B. bei Verlustrechnungen) kleine Unter-
schiede zwischen Rechnung und Messung. Diese Unterschiede sind
darauf zuriickzufithren, dafi der tatséichliche Verkehr nicht genau
den Annahmen fiir die theoretische Behandlung folgt. Insbesondere
ist das Exponentialgesetz fiir die Belegungsdauern nicht streng erfiillt.

Bei den Ausfiihrungen iiber die Poissonsche Verteilungsfunktion
war es erforderlich, Seite 41 auf den der Wirklichkeit entsprechen-
den Fall ungleicher Gesprachslingen einzugehen, und es ergab sich
in Verbindung mit der Poissonschen Verteilung der Anzahlen gleich-
zeitig stattfindender Belegungen ein Exponentialgesetz fiir die Ver-
teilung der Gesprichslingen. Zunichst soll hier dieses Verteilungs-
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gesetz auf einem etwas anderen Wege abgeleitet werden in Verfol-
gung eines Gedankenganges, der zur Uberlegung hinleitet, die fiir
die Untersuchung von Stérungen - des normalen Betriebes anzu-
stellen sind.

A. Verteilungsgesetz der Gesprichslingen.

a) Es sei ¢ die mittlere (normale) Gesprichslinge, die Seite 45
als die mathematische Erwartung der vorkommenden Gespréchslingen
erkannt wurde. Tritt ein Gesprich der Linge ut auf, so gehen zu-
néchst v — 1 Gespriche verloren, da die normale Belegungszeit i
fir w Gespriche normaler Dauer durch das einzelne Gespridch der
Dauer ut in Anspruch genommen ist.

b) Es soll die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Gespréiches
der Liange ut durch die Funktion ¢ (u) der stetigen Verdnderlichen u
gegeben sein. Dann haben von der Gesamtzahl ¢ von Gesprichen
die Anzahl ¢-¢ (u) von Gesprichen die Linge uf.

Diese bewirken also durch teilweise Leitungssperrungen einen
Verlust von c¢-¢ (u) (u — 1) Gespriichen.

¢) Soll durch das Vorkommen veréinderlicher Gesprichslingen
an der Leistung eines Systems nichts geindert werden, so muB die
Wahrscheinlichkeitsfunktion ¢ (u) so beschaffen sein, daB, wenn u
stetig alle Werte von O bis co durchlduft, der Gesamtverlust an
Gesprichen

V=Ic<p(u)(u—‘1)du=0 (A)

wird.

Das ergibt die Integralbedingung
{'gu(u)(u — 1)du =0.
0

Da ¢(u) und » — 1 im allgemeinen von Null verschieden sind, so
mufl werden

6?99(1&)% duz(ftp(u)du,

eine Bedingung, die durch die Funktion ¢(u)=e~% erfiillt wird,
denn es ist

j'ue—“du =1 = fe*“du.
0 0

Damit ist das Exponentialgesetz fiir die Verteilung der Ge-
sprichslingen auf neuem Wege wiedergewonnen.

Es sei eine Ableitung des Verteilungsgesetzes auf etwas anderer
Grundlage angeschlossen.
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1. Das Gesetz fiir die Verteilung der Gesprichslingen soll durch
Variation des Zustandes normaler Gesprichslinge gewonnen werden.
Die normale Gesprichslinge sei ¢, die ihr zugehérige Anzahl von
Gespriichen sei ¢, = cp(A).

Allgemein sollen zu einer beliebigen Gesprichslinge ¢, = u-t
eine Anzahl c(u) = c¢ (u) von Gesprichen gehéren.

2. An der Stelle v — 1 mufl die Funktion c(u)-t{u) = ¢ (u)ut
einen Hochstwert haben.

Daraus folgt, daB die erste Variation der Funktion ¢ (u)-t(u)
an der Stelle v =1 zu Null werden muf

dcu)-t(v))=0 fur wu=1.

Beim Ubergang zu den Logarithmen erkennt man unmittelbar,
daB das logarithmische Differential des Zusatzfaktors u ¢ () an dieser
Stelle verschwinden muB.

Sei die allgemeine Beziehung

t—u-t,
c— qpu)c,
so mull werden
d . [1 tp’(u)J .
L (1 . = | —+ I >2]=0 f =1
u:ldu(og(u) (p(u)) [’II: + (p(u) ur % H
also folgt:
Py
@ (u)
log g (w) = —u | »
p(u) = exe .
Da

werden muf3, so kommt
e”fe‘”du =1,
also da ’
fe‘“ du = 1,
0

mufl werden
@ (u)=e"v.
Der Zusammenhang zwischen dem Gesprichsverteilungsgesetz
und dem Poissonschen Verteilungsgesetz ist Seite 46 behandelt
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worden, wo aus der Forderung gleichgroBer Spielrdume fiir anormale
Werte von ¢ und anormale Werte von # sich das Gesetz

pu)=e
gehr einfach ergab. Im Grunde genommen liuft der Zusammenhang

darauf hinaus, daB wegen der geforderten Erhaltung des Parameters
y = ¢t einer Anzahl von Werten ¢, = u-t eine gleichgroe Anzahl

¢
von Werten ¢, = — entsprechen muf.
%

Die Reduktion von ¢ auf %, d. h. die Bestimmung der Anzahl

solcher abweichender Werte ist durch die Poissonsche Verteilungs-
funktion gegeben, und ihr ordnet sich durch die Forderung der Er-
haltung von y = ct die Funktion ¢ (u) = e~* als Gespréchsverteilungs-
funktion zu.

Die Lexissche Bedingung fiir die normale Dispersion eines
Kollektivs war

M —M=0,

wo, wie Seite 48 ausgefiihrt, M’ die aus dem vorliegenden Kollek-
tiv berechnete quadratische Abweichung war, wihrend M die durch
das Verteilungsgesetz bestimmte mathematische Erwartung fiir die
quadratische Abweichung darstellt.

Durch unsere Herleitung des Gesprichsverteilungsgesetzes fanden
wir als Bedingung fiir die normale Dispersion eines Kollektivs mit
Poissonscher Verteilung das Nullwerden des folgenden Integrals:

f(p(u)(u—- 1)du = 0.

Es kann zwischen den beiden Bedingungen ein Zusammenhang an-
genommen werden, und man wird setzen konnen in den Fillen
anormaler Dispersion

pw)(w—1)du = 2(M' — M).

o g

Tritt im Integral der linken Seite streckenweise, d. h. fiir ein Inter-
vall 4 =u, — %, an die Stelle der Funktion ¢ (u)=e~% eine vari-
ierte Funktion, so ist das Integral sicher von Null verschieden, und
wir haben mit anormaler, durchgéingig {ibernormaler Dispersion zu
Technen.

Es erscheint angebracht, das Auftreten anormaler Dispersion in
der Wirklichkeit, d. h. an bestimmten anormalen Zustinden beim
Fernsprechverkehr zu studieren.
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Jedenfalls ist das normale Verteilungsgesetz der Gespriche ge-
stort, wenn ein oder mehrere anormal lange Gespriche auftreten,
und es ist eine dringliche Forderung der Praxis, den Einflu} solcher
anormal langer Gespriche zu bestimmen.

Diese Aufgabe l6sen wir auf einem direkten Weg und stellen
spater ihren Zusammenhang mit den Dispersionsfragen fest.

B. Der storende EinfluBl langer Gespriche.

Wann ist ein Gesprich als anormal lange zu bezeichnen?

Das héngt natiirlich ab von der Grofe des Kollektivs, das wir
betrachten, und von der Dauer des Gespriches normaler Linge.
Das normale Gesprich (mathematische Erwartung der Gesprichs-
dauer) habe die Dauer t. Ist ¢ die Anzahl der Belegungen in der
Zeiteinheit, so diirfen bei normaler Dispersion ¢, — ce~% Gespriche
der Lange ut vorkommen. Sobald der Zahlenwert c, iiberschritten
wird, ist die normale Dispersion gestort.

Beispiel. Ein System mit v = 20 Leitungen hat bei Erfiillung
der Grundbedingung (Verlustquotient k = 0,001) eine mittlere Be-
legung y = 10. Ist die mittlere Gesprichslinge t =1/, h = 1'/, Min,,

so kommen auf die Beobachtungseinheit von 1 Stunde c::—:?

= 400 Belegungen. Wie viele Gespriche von 10 Minuten Dauer
diirfen normalerweise wihrend einer Stunde vorkommen ?
Es wird

—
o
no
(e}

wu = = —

—
[SIE
w

¢, = c-e~%=0,5091.

Das Vorkommen eines Gespriches von 10 Minuten Dauer wah-
rend einer Stunde ist eine Stérung des Normalzustandes, da an die
Stelle von ¢ (u) = 0,509 der Wert ¢ (u) | A% =1 tritt.

Es ist zweckmiBig, das Beispiel fiir ein anderes System durch-
zufiihren. Sei v ==10; y =3,33; ¢=132; t =1/ h. Dann wird
¢, = 0,168.

Man wird, um die Stérung rechnerisch zu fassen, den UberschuB
der Zahl langer Gespréche iliber den Normalwert ¢, in Betracht zu
ziehen haben.

Im Falle v = 20 ist der Zeitteil storender Belegung

At = (1 — 0,5091) 10 Minuten = 0,491/, h = 0,082 %,
wahrend fiir v =10

At =0,832-1h=0,139%

. 6
1st.
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In jedem einzelnen Fall ist zundchst At festzustellen.
Es sollen £ anormale Gesprachslingen wahrend der Beobach-
tungseinheit, also im Laufe einer Stunde, vorkommen.
Diese anormal langen Zeitwerte seien als Bruchteil einer Stunde
gegeben durch
Cpy gy oy 0.
Ich setze das arithmetische Mittel dieser Zeitwerte

O‘l+“‘3+"'+“k
k

=u.

Zunidchst bestimmt sich nach dem Ansatz zum Theorem von
Bernoulli die Wahrscheinlichkeit (und zwar mit guter Annédherung,
wenn die ¢; nicht sehr stark von & abweichen), dal x dieser Werte
zusammenfallen, wihrend die tibrigen ¥ — x Werte sich beliebig iiber
den Rest der Beobachtungsstunde verteilen.

Es kommt

w, = (’;) & (1 — @)=
Genau wie im Falle der Berechnung der mittleren Belegung y be-
stimme ich den Wert x*, dem die groBite Wahrscheinlichkeit unter
allen Kombinationen z, & — z zukommt.

Dieser Wert #* wird in bekannter Weise bestimmt aus der
Gleichung
1—a k—a*
a  x*

in vollstindiger Analogie mit der Bestimmung von y = ct.

Es wird also nach den friitheren Bemerkungen die mathematische
Erwartung fiir den Zeitwert, der von anormal langen Gesprichen
ausgefiillt ist, nahe

k
B@=ke=t ot G= e

Weiter ist zu bestimmen der wahfscheinliche Wert der Anzahl der
durch anormal lange Gespriche gesperrten Leitungen.
Dieser wird

d(Defekt)= 1-w1 -i— 2w2 ~f—+kwk=k&.
Diese teilweisen Leitungssperrungen bewirken eine Verminderung der
mittleren normalen Belegung y des Systems, die jetzt zu bestimmen
ist. Bei der Feststellung der Anderung der normalen Belegung y

ist die Grundbedingung zu wahren, daB der Verlustquotient = 0,001
bleibt. Dementsprechend gilt die Néherungsgleichung

Y _
(= ” klogwv,
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wo k= 0,37 ist, falls logv der Briggsche Logarithmus, k = 0,161,
wenn log v der natiirliche Logarithmus in die Gleichung eingesetzt wird.
Ist d der dann bestimmte Defekt der Anzahl von Leitungen, y — Ay
der verminderte Wert von y = ¢t, so kommt

y—Ay _ k(v —d)log (v — d)

2

Y kv]ogv

wo, wie schon frither bemerkt, &k = k — % gesetzt werden kann, da
beim Ubergang von v auf den wenig verschiedenen Wert v — d
k sich kaum &andert.

Es kommt also:

d
y—Ay _ 1 — dy _(v—d)log(v _d> =1 d, S — e <1 * v>
y y v-logv B log v

d‘)
14 *+ "*“.L' )
dy d 20 d
v v 1 logv '77/ __7'1)4(1_%‘“)
Ay=4d. - ( + ).

= Z ist die spezifische Belegung, u ist ein echter Bruch, der von

1 bis O abnimmt, wenn » von e bis v— 0o geht.
Fir v > 10 kann der Wert der Reihe

1 d d d?
= — )= — J_,,,
d/@log(l v) (1 ' " 30? >

gleich — 1 gesetzt werden, solange d <1 bleibt. Es kommt dann,

wenn k den Koeffizienten in der Gleichung (= k lhat v bedeutet, der
im Mittel gleich 0,16 wird,

Ay = —d((+ k)= — e« +0,16) (19)
in Ubereinstimmung mit frilheren Entwicklungen.

Man kann den Wert Ay etwas anders ableiten, wenn man die
ganze Beobachtungszeit =1 teilt in zwei Teile, deren erster Ty —=1—«
den von Gesprichen anormaler Dauer freien Teil darstellt, wihrend
o den gestorten Teil bedeutet.

Das fithrt zu dem folgenden Ansatz:

y_y—Ady k(l—ea)vlogvtke(v—1)log(v— 1)
y oy klogw
denn wihrend der Zeit T,=1 —« sind alle v Leitungen in nor-

maler Tatigkeit, im Intervall ¢ dagegen ist eine Leitung als ge
sperrt anzusehen.
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Es kommt also

g“zl _‘x(l_(v—- 1)10g(v—1))

\ vlog v
1
=1~a[1—<1_~-—vﬂ,
v
wo
1 1
14— ...
1 +2’UT3’U""+—
Y= —
v logv
Das gibt

%:u(%——!-m), Ay =a(C + k),

wie bei dem ersten Ansatz.

An der Formel
eft )

erkennt man die rasche Abnahme der relativen Anderung von y mit
wachsendem v.

Man kann die Anderung Ay ohne weitere Rechnung aus der
Gleichung fiir { ableiten, in der wir nach dem frither Bemerkten in

nicht zu weiten Grenzen [v, v — 4v] den Koeffizienten & in {=klogv
als Konstante ansehen diirfen.
Es wird also

- d —
y=v-{ =kvlogv, E%:Ic(lnfv—{—l),
also kann man setzen
Ay =Ik(lnv-+1)-dv.
Setzt man fiir logv seinen aus der Gleichung fir den Wirkungs-

grad ( folgenden Wert, also logw =%, so kommt

Ay:l?(%+1>dv=(§+7c)dv.

In unserem Fall, wo Av = —¢ ist, kommt also
dy = —a(t +F)= —a(Z+016).
Es scheint zweckméfig zu sein, diese Bestimmung von Ay zur Be-
stimmung der Anderung der spezifischen mittleren Belegung ¢ = Y
v

im Falle des Auftretens anormal langer Gespriiche zu verwenden.
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Ist wihrend des Bruchteils ¢ einer Beobachtungsstunde eine Leitung
durch ein langes Gesprich besetzt, so bedingt das offenbar eine Er-
hohung der mittleren Belegung y auf einen Betrag y 4 A, und man
ist geneigt, 4 =1 zu setzen. Zu der mittleren Anzahl y belegter
Leitungen kommt wéhrend der Teilzeit ¢« eine dauernd belegte
Leitung hinzu. Genau stimmt diese Annahme nicht, wie die folgende
Betrachtung zeigen soll.

Ich berechne die spezifische Belegung des Systems, und erhalte

e g Y YTV )
(*=a— (1—e) p 5 S\ y)
Soll die fundamentale Bedingung fiir den Verlustquotienten V (y, v)
erfiillt bleiben, so darf die spezifische mittlere Belegung ¢ :% nicht

variiert werden, d.h. in unserem Fall mufi y einen Zusatzfaktor
(1 — u) erhalten, der die Bedingung

ar
1— <1 / ~> =1
( :“) T y
erfiillt.

Die mittlere Belegung y muBl auf y — Ay = y(1 — u) herunter-

4
gesetzt werden, wo u = —yiy der angegebenen Forderung geniigt.

2 )

Da Ay uns durch unsere vorher dargestellte Methode bekannt ist,
so benutzen wir diese Bedingungsgleichung zur Bestimmung von r.

Das gibt:

Es kommt dann unter Beachtung des Umstandes, dafl Aij ein kleiner

echter Bruch ist:

P ki o) R
Y
-3
=21+ ).

Setzt man hier fir Ay seinen Wert

Ay = —a(Z + 0,16)

Riickle -Lubberger, Fernsprechverkehr. 7
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ein, und setzt den Faktor
14y
Y

so kommt

r={-+0,16.

Das Auftreten anormal langer Gespriche ist die Quelle fiir die iiber-
normale Dispersion in der hier behandelten Massenerscheinung. Friiher
ist die Frage der Dispersion gestreift worden, und es wurde die
Lexissche Methode zur Bestimmung der Dispersionsverhiltnisse
kurz angegeben.

Bei normaler Dispersion gibt die Poissonsche Verteilung als
mathematische Erwartung der mittleren quadratischen Abweichung

T p

Die bisher iiber den Einflul der langen Gespriche gemachten Aus-
fiihrungen zeigen, dafl in dieser Formel an Stelle einer Anzahl von
Werten v Werte v 4 1 in der Verbindung v — y treten, oder anders
ausgesprochen:

Es erhalten Werte (v 1 —y)? den zu groBen Faktor w, an
Stelle des ihnen zukommenden Faktors w,.;. Daraus folgt, dal an
Stelle von M ein Wert M zu erwarten ist M > M. M =7Vy-+ a,
wo a die frither als Dispersionsgrofle bezeichnete Zahl ist, die sich
bei der zahlenméifigen Bestimmung von

n

n

7 1 o» s _
= n-«l%"(v_v)’ wWo ¥ =
ergibt.

Es ist zu vermuten, daBl a mit der Vergroferung der normalen
Belegung y durch die teilweise Dauerbelegung von Leitungen iden-

tisch ist.
Die zu y tretende Gréfle war «r = Ay (1 -+ %), Ay ist die an y

anzubringende negative Korrektur, damit ein System der normalen
mittleren Belegung y, das wihrend des Bruchteils ¢ einer Stunde
durch lange Gespriche belastet ist, die normalen Arbeitsbedingungen
bei Einhaltung der Verlustgrenze erfiillt.

Es ist 4y = «(C + 0,16), also kommt fiir die Uberbelastung «r
der mittleren Belegung

ar = (4 0,16).

Jedenfalls ist die Dispersionsgrofle a mit or proportional zu setzen,
also a=k-2({+0,1186).
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Wir machen die Annahme k=1 und wollen den Wert « fiir eine
durch Rechnung bestimmte DispersionsgroBe a = 0,3 bestimmen.
Wir setzen also

«(C+0,16) = 0,3.

Das System soll v = 20 Leitungen haben.

Dann wird
{ = 0,524,
« 0,684 = 0,3.
Es wird
o« = 0,439,

d. h. es ist anzunehmen, daB rund 26 Minuten der Beobachtungs-
stunde durch lange Gespriche belastet sind.

Die langen Gespriche bewirken eine Uberlastung des Systems.
Soll das System trotz allem normal arbeiten, so muB die mittlere
Belegung y verkleinert werden auf y — Ay. Dieser Defekt Ay 1iBt
sich mit wiinschenswerter Genauigkeit aus der Gleichung fiir die
spezifische Belegung bestimmen, und dient in zweiter Linie dazu,
um die wirkliche Uberbelastung «r der mittleren Belegung festzu-
stellen. Der Zusammenhang dieses Wertes mit der DispersionsgréBe a
ist dann augenscheinlich.

Bei einem System mit nicht zu schwachem Verkehr, etwa y > 3,
ist die Quelle fiir die Erscheinung iibernormaler Dispersion in dem
Auftreten von Gesprichsdauern zu suchen, die die Grenzen iiber-
schreiten, die in dem Gesprichsverteilungsgesetz fiir Gespriichslingen
festgesetzt sind. In diesem Falle laBt sich, wie oben auseinander-
gesetzt, der Zusammenhang zwischen der Dispersionsgrofie ¢ und
dem Bruchteil ¢ der von anormal langen Gesprichen erfiillten Be-
obachtungszeit angeben.

Bei Systemen mit sehr schwachem Verkehr, die zuweilen stark
libernormale Dispersion aufweisen, spielen Ursachen fiir deren Auf-
treten mit, deren Einwirkung sich nicht in allgemeine Gesetze bringen
148t. Man wird bei diesen Erscheinungen die tibernormale Dispersion
numerisch nur durch Messung und zahlenmiBige Auswertung er-
fassen konnen.

Darstellung der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten
im Ansatz von Bernoulli durch die maximale Wahrschein-
lichkeit w*, die einer Anzahl ¢ entsprechen soll, und die
Schwankung d einer beliebigen Anzahl ¢=c¢ - d gegen den
mittleren Wert.
Im Abschnitt V. war bei der Aufstellung der Poissonschen
Verteilungsfunktion von asymptotischen Entwicklungen die Rede, die
7*
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sich durch geeignete Entwicklungen aus der Bernoulliform gewinnen
lassen.

Fiir die folgenden Untersuchungen iiber die mittleren Relativ-
schwankungen in Systemen ist es von Wert, auf diese frither ge-
streiften Fragen etwas ndher einzugehen.

Es sind p und ¢ =1—p wie friher die beiden Grundwahr-
scheinlichkeiten fiir das Eintreten oder Ausbleiben eines bestimmten
Ereignisses. Die Frage nach den zusammengesetzten Wahrscheinlich-
keiten, die wiederholten Versuchen entsprechen, brachten den Newton-
Bernoullischen Ansatz hervor. Die Wahrscheinlichkeit, daB bei m
Versuchen das Ereignis a-mal eintritt und (m — «)-mal ausbleibt, wird

Die Frage nach der Anzahl «*, der die maximale Wahrschein-
lichkeit #* zukommt, fiihrte zu dem Ergebnis, daB «* in den folgen-
den Grenzen eingeschlossen ist:

mp +p>ea*>mp—q.

Fiir groBes m li t“* zwischen +1 und ! dhu* kommt
tir grofes m liegt — P+ p— - dhoo m

der Grundwahrscheinlichkeit p beliebig nahe. (Erste Form des
Bernoullischen Theorems.)
In der Bezeichnung unserer Aufgabe lautet diese Grenzgleichung

ct+t>y>ct-t—1.

1
Fir groBes ¢ liegt % zwischen ¢ o und ¢ — % % kommt dann

der Grundwahrscheinlichkeit ¢, d. h. der normalen Gesprichslinge,
beliebig nahe.

Eine wichtige Frage fiir die Beurteilung der Dispersionsverhilt-
nisse eines Kollektivs ist die Bestimmung der mathematischen Er-
wartung der mittleren quadratischen Abweichung.

Im Abschn. IV wurde eine einfache Ableitung dieser GroBe fiir die
Poissonverteilung versprochen, die im folgenden gegeben werden soll.

Es ist zu bestimmen:

=120 -y w,.
v=0
Es wird also

M3 =§(v—y)2-wv.
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Es kommt demnach
M= w, —2y Svw,+y*Sw,
0 [} 0

=Yvtw, —2y-y+ 9t =30 w, — ¢
0

v

Auszuwerten bleibt die Summe > o?-w,.
0

v
Es kommt beim Einsetzen des Wertes von w, = e'”-—y—':
v!

f’ 2. —u.lv: -v. { 21 yj g?i }

%” e AR Ak TR TR b

Es ist formal
Y, 9,7 _ W — oy
1+2T+3 g—{ﬂla—{—---—d[ym |=e¥(1+y),
also kommt
Stw,=eVye(Lty)=y(l+y) M =30 w, —y=y
v 0
in Ubereinstimmung mit von v. Bortkewitsch wird

M=1y.

IX. Zusammensetzung und Teilung
von Verkehrsmengen.

Ubersicht.

1. Aus der Anschauung werden zunéchst Gleichungen entwickelt,
bezogen auf den Stundenverkehr, die der Wirklichkeit aber nicht
entsprechen.

2. Ahnliche Gleichungen, bezogen auf den Gleichzeitigkeitsverkehr,
konnen zur Loésung bestimmter Aufgaben angewandt werden.

Beispiel: Riickwirtige Sperrung bei der doppelten Vorwahl.

3. Die allgemeine Losung des Teilungsproblems geht von der
Auffassung des Verkehrs als eines Kollektivs aus, das durch die
relative Schwankung o gekennzeichnet wird.

4. Die Absicht ist, die Abhingigkeit der Schwankungsgréie o
von der GruppengroBle aufzufinden. Dazu ist zundchst die Wahr-
scheinlichkeit der Abweichungen d vom Mittelwert y des Kollektivs
(v=y -+ d) aufzustellen, dann ergibt sich, dafl die Schwankungs-
groffe ¢ umgekehrt proportional der Quadratwurzel des Mittel-
wertes ist.
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5. Bei der Trennnng und Zusammensetzung von Gruppen gleichen
sich die Dispersionsgrofien aus.

6. Bei der Zusammensetzung von Verkehrsmengen kann man
die Schwankungen ¢ der Teilgruppen und der groflen Gruppe nicht
unmittelbar als Quadratwurzel des umgekehrten Verhiltnisses der
Belastungen der beiden GruppengroBen einsetzen, da ja der Uber-
gang von der einen auf die andere Schwankung sich zeitlich nur
langsam vollzieht. Man mul} fiir dieses Verhdltnis Mittelwerte ein-
setzen (a).

7. Beispiele: Berechnung einer Staffel.

A. Das Teilungsproblem auf Grund des Stundenverkehrs.

8 = 10000 erzeugen in der HVSt. ¢ = 15000 Belegungen von
der Dauer t =1/, Sunde. Das System sei in Gruppen von s = 100 Teil-
nehmer geteilt. Dann werden die einzelnen kleinen Gruppen ihre
HVSt. nicht zur gleichen Tageszeit haben, wie die groBe Gruppe.
Einzelne kleine Gruppen werden mehr als den Durchschnitt erzeugen,
andere weniger. In den Gruppen mit stérkerer Belastung werden
die Verluste groBer sein, als wenn sie nur die Durchschnittsbelastung
aufweisen, und die Zahl der Wege dafiir berechnet ist. In den
schwicher belasteten Gruppen sind die Verluste allerdings kleiner,
als wofiir die Wege berechnet sind, aber die Uberschreitung der vor-
geschriebenen Verlustzahl in den stirker belasteten Gruppen ist gréfier
als die Einsparung an Verlusten in den schwécher belasteten Gruppen.
Die Frage lautet also: Wie grof mufl man den Verkehr der HVSt.
fiir die Teilgruppen annehmen, wenn eine vorgeschriebene Verlust-
ziffer fiir das ganze Amt nicht iiberschritten werden soll?

Die Aufgabe lautet: Wenn § Teilnehmer in der HVSt. C Be-
legungen von je ¢ Stunden erzeugen, so entfallen wie viele Belegungen
auf eine Gruppe von s Teilnehmern?

In der Abb. 6 ist die Abszisse (=1 Stunde) in 1/¢ Abschnitte
goeteilt. Die Ordinate zeigt die Teilnehmerzahl §, und 8/t ist die
Zahl aller Sprechméglichkeiten. Man teilt nun eine kleine Gruppe
von s Teilnehmern ab, mit ihren s/t Sprechmoglichkeiten. Auf diese
s Teilnehmer entfallen x Belegungen. Diese z Belegungen konnen

sich auf <8a{ t) Arten auf die s/t Sprechméglichkeiten verteilen. Die
iibrigen C' — x Belegungen miissen sich alsdann auf die noch iibrigen
8/t — s/t Sprechméglichkeiten verteilen auf (S/(; _ i/ t) Arten. Der

Zahler der gesuchten Wahrscheinlichkeit ist das Produkt dieser beiden
Ausdriicke. Der Nenner ist die Zahl der iiberhaupt moglichen Ver-
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teilungen und kann (&hnlich wie fiir Gleichung 1) auf zwei Arten
ausgedriickt werden.
a) als Summe aller Produkte wie im Zéhler = 0 bis « = C' oder
b) als Einzelabgabe (SC{ t).
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dall x Belegungen in die Teil-
gruppe fallen, ist:

(e ey,

e @)

Die zahlenméBige Auswertung dieser Gleichung ergibt nur angenihert
Ubereinstimmung mit der Erfahrung aus den gleichen Griinden, wie
dies fiir Gleichung 1 geschildert wurde. Die der Gleichung zugrunde
gelegten Vorschriften sind zu scharf.

Erste Erweiterung der Gleichung 1. Wir lassen § und C sehr

t
grof3 werden, halten aber die mittlere Belegungszeit z = %— konstant.

Durch &dhnliche Grenziiberginge wie fiir Gleichung 1 erhalten wir

$It\ » -
wx=<aé >z (1—2)°", (21)
worin
s die Teilnehmerzahl der kleinen Gruppe,

t die mittlere Belegungsdauer,
t : .
%,_ =z die mittlere Belegungszeit eines Anschlusses,

¢ die mittlere Belegungszahl der kleinen Gruppe
ist.

Zweiter Grenziibergang. Wir lassen in der Gleichung 21 die
AnschluBzahl s sehr gro werden, halten aber die mittlere Belegungs-
zahl ¢ konstant. Man erhilt die Wahrscheinlichkeiten w, der Schwan-
kungen der Belegungszahlen um die mittlere Belegungszahl ¢ zu

&xr

w = e—”c—, (22)

worin
e=2,71828 ...,

¢ = mittlere Belegungszahl.

In den Gleichungen 21 und 22 ist die Beziehung der Gruppen-
grofen § und s verloren gegangen, wihrend man weill, daBl Glei-
chung 20 auf zu engen Annahmen beruht.
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B. Das Teilungsproblem, bezogen auf den
Gleichzeitigkeitsverkehr.

Die Stirke des Fernsprechverkehrs ist in den bisherigen Uber-
legungen durch den Stundenverkehr C und ¢ erfalt worden. Die
engen Beziehungen zwischen dem Stundenverkehr y = ¢t und dem
Gleichzeitigkeitsverkehr, d. h. den gleichzeitig bestehenden Verbin-
dungen ist im Abschnitt II dargestellt worden. Man kann also den
Fernsprechverkehr ebenso eindeutig, wie durch y, auch durch den
Gleichzeitigkeitsverkehr g darstellen, und sagt z. B., der Verkehr ist
so groB}, daB fiir ihn G Wege vorzusehen sind.

Die Aufgabe lautet nun: Wenn auf V belegbare Punkte (z. B.
Ausgiinge aus Gruppen) G gleichzeitig bestehende Verbindungen
kommen, so entfallen & gleichzeitige Verbindungen auf v Ausginge
einer Teilgruppe mit welcher Wahrscheinlichkeit w_?

Von den v Ausgingen konnen gerade x auf (2) Arten belegt
werden. Von den iibrigen ¥V — v belegbaren Punkten kénnen G — «

auf <g: Z) Arten belegt werden. Der Zéhler der gesuchten Wahr-

scheinlichkeit 'ist das Produkt der beiden Ausdriicke. Der Nenner
kann wieder auf zwei Arten gebildet werden, die ohne weiteres ver-
stindlich sind. Man erhilt also die Wahrscheinlichkeit w,, daB «
gleichzeitig bestehende Verbindungen auf eine Teilgruppe v entfallen,
wenn fiir V Ausgénge G Verbindungen stehen, ist
Ele=s)_ ()e=2)
G — G —
v \F g/ \= 2 (23)
<V> & (o) [V — v
¢ ()T

=0

Es ist leicht zu sehen, daB diese Gleichung dem wirklichen
Fernsprechverkehr nur angenihert entsprechen kann. Angenommen
V= 500; G =50; v=50, so hat der Wert w,, eine endliche GroBe,
d. h. es ist danach moglich, daBl alle 50 Teilpunkte der kleinen
Gruppe belegt sind, wihrend die iibrigen 450 Punkte frei sind.
Theoretisch ist ein solcher Zustand denkbar, aber praktisch wohl
nicht zu erwarten.

Erste Erweiterung der Gleichung 238. Lasse in Gleichung 23
V und G sehr grol werden, halte aber das Verhiltnis z=—§,
d. h. den mittleren Gleichzeitigkeitsverkehr je belegbaren Punkt
konstant. Man erhalt:

w, — @ £ -2, (24)
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worin
v die belegbaren Punkte einer Gruppe,

2 =§ der mittlere Gleichzeitigkeitsverkehr je Ausgang,

g = der Gleichzeitigkeitsverkehr der Gruppe.

Zweite Erweiterung der Gleichung 23. Lasse die Punktzahl v
sehr grofl werden, halte aber g konstant. Man erhdlt dann die Wahr-
scheinlichkeit w_ der Schwankungen des Gleichzeitigkeitsverkehrs um
den Mittelwert g zu

g%
w,=e 9 gt (25)
worin
e=2,71828 ...,

g = mittlerer Gleichzeitigkeitsverkehr.

Die Gleichungen 23, 24, 25 konnen wohl in besonderen Fillen
gebraucht werden, aber meistens tritt eine weitere Bedingung hinzu.
Angenommen es sei V= 500 und v = 50, so setzt die Gleichung 23
voraus, dafl die V— v =450 Ausginge eine Gruppe bilden, in welcher
die restlichen Verbindungen sich beliebig verteilen konnen. Eine
solche Anordnung wird sich im Fernsprechwesen nicht finden. Es
wird stets so sein, daB die ¥V = 500 Punkte in 10 kleine Gruppen
je v= 50 eingeteilt sind. Dann ist die Verteilung der restlichen
G — z Belegungen nicht mehr willkiirlich. Man muf} also die Glei-
chung 23 dahin erweitern, da man nicht eine grofie Gruppe (V— v)
und eine kleine Gruppe v annimmt, sondern eine Mehrzahl kleiner
Gruppen v. Diese Erweiterung wird im folgenden Abschnitt fiir ein
Beispiel durchgefiihrt, das einen Vergleich mit der Erfahrung er-
moglicht. ‘

Riickwiirtige Sperrung bei der doppelten Vorwahl. Bei der
doppelten Vorwahl nach Abb. 5 tritt folgende Erscheinung auf: Aus
den 20 Teilnehmergruppen treten 200 Leitungen aus, die sich gleich-
miBig iiber 10 Gruppen II. VW. verteilen, also je 20 Eingénge in
jede Gruppe II. VW. Jede solche Gruppe hat nun 10 Ausginge.
Wenn diese alle besetzt sind, so sind die 10 weiteren Zuginge nicht
mehr verfiigbar, sie miissen gesperrt werden, obwohl sie nicht mit
einer Verbindung belegt sind. Die I. VW. laufen iiber die so ,riick-
wirts“ gesperrten Leitungen hinweg. Die Fernsprechtechnik hat ein
Interesse daran, zu wissen, wie oft die riickwértige Sperrung bei ver-
schiedenen Belastungen auftritt.

Dumjohn und Martin?) teilen folgende Messungsergebnisse mit:

% Dumjohn und Martin: Post Office El. Eng. Journ., Juli 1922.
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Zahlentafel 3.

L 1L IIL. IV. V.
Dumjohn _ _
und Martin Me. Henry y=1 y="18
P, 0,4287 0,3504 0,766 0,680
P 02554 0,3874 0,188 0,236
P, 0,1460 0,1927 0,038 0,043
P, 0,2827 0,0568 0,013 0,020
P, 0,0445 0,0110 0,007 0,011
P 0,0201 0,0014 0,0047 0,0072
P, 0,0135 0,0001 0,0032 0,0050
P, 0,0049 0,000008 0,0022 0,0037
P, 0,0019 — 0,0017 0,0030
P, 0,0012 — 0,0012 0,0025
P, 0,0002 — 0,0009 0,002
Sa. 1,0000 — : 1,0269 1,0155

Darin bedeutet P, die Héufigkeit (Wahrscheinlichkeit), wie oft
bei einem Verkehr von y = 75 Bel-Stunden gerade keine Gruppe
IL. VW. voll besetzt ist, P, wie oft gerade x Gruppen IL VW. voll
besetzt sind. Die Beobachtungen sind nicht in einem 2000er-Amt
im Betriebe gemacht worden, sondern an einem 2000er-Amt, das
in der Fabrik (Siemens Brth. in London) aufgestellt war und kiinst-
lich belastet wurde. (Dumjohn und Martin verdffentlichen mnoch
weitere Zahlen iiber andere Messungen, die bisher aber theoretisch
noch nicht nachgerechnet wurden.)

C.Mc. Henry?) (Sydney) hatte eine Theorie verdffentlicht, die
nebst anderem die obengestellte Aufgabe zu ldsen versucht. Die
ganze Gruppe ist mit y = 75 Stunden belastet. Auf eine Gruppe
II. VW. entfallen also 7,5 Bel.-Stunden. Die Gefahrzeit einer solchen

10
Gruppe ist daher w,, = e‘”"il’g—'— =0,0995 und 1 — 0,0995 = 0,9005
ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Gruppe nicht voll besetzt ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dafl keine der 10 Gruppen voll besetzt ist,
ist also 0,9005'° = 0,3504. Die Wahrscheinlichkeit, daf x Gruppen
frei (also 10 — x riickwirts gesperrt) sind, ist <1ch> win(1 — w,y)10-2.

Mit dieser Gleichung von Mec. Henry haben Dumjohn und
Martin die Zahlen der Reihe III berechnet. Man sieht, daB die
Theorie die Wirklichkeit auch nicht angenihert wiedergiebt.

Einen dhnlichen Versuch wie Mc. Henry hat M. Milon?) gemacht.

Der Fehler der Theorie ist leicht zu erkennen. Der Bernoullische

1) Mc. Henry, C.: Post Office El. Eng. Journ., Jan. 1922.
2) Milon, M.: Ann. des Postes, Télégraphie et Téléphonie 1916, S. 468.
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Angatz kann nur gemacht werden, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir
jede Wiederholung“der Versuches die gleiche bleibt. Diese Voraus-
setzung ist in der vorliegenden Aufgabe nicht erfiillt. Wenn eine
Gruppe II. VW. voll belegt ist, so flieBt der Verkehr, welcher ihr
zukommen sollte (ndmlich iiber die riickwirts gesperrten Leitungen),
anderen Gruppen II. VW. zu; in anderen Worten, die noch freien
Gruppen II. VW. erhalten um so mehr ZufluB, je mehr Gruppen
IL VW. nicht mehr zuginglich sind.

Die nachfolgende Theorie versucht eine Losung der Aufgabe der
Berechnung der Héiufigkeit der riickwirtigen Sperrung auf Grund
des Gleichzeitigkeitsverkehrs.

Die Angabe y = 75 Bel.-Stunden ist gleichbedeutend mit der
Angabe g = 75 durchschnittlich gleichzeitig bestehender Verbindungen.
Zunéchst berechnet man mit der Gleichung 25 die Haufigkeit w, des
Vorkommens der Schwankungen um diesen Mittelwert (siehe Reihe II
der Zahlentafel 4).

P1. Zunidchst sei die Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeit der
vollen Belegung einer einzigen Gruppe II. VW. entwickelt.

Es seien gegeben m ==10 Gruppen II. VW. mit je ¢ =10 Aus-
gingen. Die Aufgabe lautet nun fiir den Zihler der gesuchten W:
Auf wieviel Arten kénnen von g gleichzeitig bestehenden Verbindungen
g Verbindungen auf eine der m Gruppen entfallen, wihrend die iibrigen
g — q Verbindungen sich so auf die iibrigen m — 1 Gruppen verteilen,
daB in jeder dieser m — 1 Gruppen ho6chstens ¢ — 1 Verbindungen
liegen. Denn diese letzte Vorschrift ist die Bedingung dafiir, daf} die
m — 1 Gruppen nicht voll belegt (riickwirts gesperrt) sind.

m

Aus den m Gruppen kann man auf < 1

> Arten eine Gruppe

heraussuchen, die man untersuchen will.
In dieser Gruppe konnen die g Ausginge durch ¢ Verbindungen

auf (qq) = 1 Arten belegt sein.

Die iibrigen m — 1 Gruppen haben je ¢ — 1, zusammen
(m — 1) (¢ — 1) Ausgéinge, die in beliebiger Weise von den iibrigen
g — q Verbindungen belegt sein diirfen, Das kann auf <<m —gl)_(qq o 1)>
Arten geschehen.

Endlich kann man in jeder Gruppe von ¢ Ausgingen auf <q z 1)

Arten sich ¢ — 1 belegbare Ausgiinge aussuchen. Der Ziahler lautet

B A
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Der Nenner der gesuchten Wahrscheinlichkeit ist folgender-
maflen zu bilden: Es ist moéglich, dal = 0 bis z = g Belegungen
in die untersuchte Gruppe fallen. Die Wahrscheinlichkeit w,, dal
eine Gruppe II. VW. voll belegt ist, ist also:

DEHC 262

e~ z=q

SEEE

z=0

Nach der Entfernung gleicher Faktoren in Zéhler und Nenner wird

(m—1)(¢—1)
w, = x=q< g _—ZIZ ) . (26)

2@ )

=0

Diese Gleichung kann mit dem Verfahren laut Anhang mit dem
Rechenschieber ausgewertet werden und ergibt die Zahlen w, der
Reihe III der Zahlentafel 4, Seite 109. Fir ¢=91 wird w, =1,
wie man sich leicht iberzeugen kann. 10 dieser Belegungen ent-
fallen auf die untersuchte Gruppe. In den iibrigen 9 Gruppen diirfen
je hochstens 9 Verbindungen, zusammen 81 Verbindungen liegen,
d. h. die Forderung, dal bei g = 91 nur eine Gruppe II. VW. riick-
wiartig gesperrt ist, kann nur auf eine einzige Art erfiillt werden
und der beschriebene Belegungszustand ist mit Sicherheit (w, =1)
zu erwarten.

Wihrend der ganzen Beobachtungszeit kommt der Zustand
w,=0,0116 ebenso oft vor, als g = 60 gleichzeitige Belegungen,
nidmlich w, = 0,01026 vorkommen. Die Wahrscheinlichkeit P, fiir
die riickwartige Sperrung einer einzigen Gruppe II. VW. ist also eine
Summe der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten w,_ - w =1II. und
II1. Reihe der Zahlentafel gleich der Reihe IV. Nun sind in dieser
Zahlentafel nur einzelne Werte fiir g = 55, 60, 65 usw. berechnet.
Man trigt diese Werte in eine Kurve ein und addiert alle Ordinaten
iiber den Abszissen 55 bis 91. Die Summe ergibt P, = 0,188 fiir die
Annahme y = G' =75 fiir die ganze Anlage.

P, ist die Wahrscheinlichkeit, da keine Gruppe IL. VW. voll
belegt ist. w, ist nun die Wahrscheinlichkeit, dall eine Gruppe voll
belegt ist, wihrend alle anderen Gruppen noch frei sind fiir ein ge-
gebenes g. Dann ist 1 — w, die Wahrscheinlichkeit, daB diese be-
trachtete Gruppe ebenfalls nicht voll belegt ist, daBl also iiberhaupt
keine Gruppe riickwirts gesperrt ist. Dieser Zustand 1 — w, (Reihe V)
kommt nun mit den entsprechenden Héufigkeiten w, (Reihe II) vor,
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und Reihe VI zeigt die zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten. Man
trigt sie in eine Kurve ein und addiert alle Ordinaten iiber g= 55,
56, 75 bis 91. P, wird 0,766 fiir y—=G =75 in der ganzen Anlage.

Zahlentafel 4

vl

159

fir die Einzel-Wahrscheinlichkeiten w, = e~ und Hiufigkeit

der riickwirtigen Sperrung einer Gruppe und keiner Gruppe:

L IL II1. 1v. V. VI

g Wy wq Wy - Wy 1 —w, w, (1 —w,)
55 0,00283 0,003 0,00000. .. 0,997 0,0028
60 0,01206 0,0116 0,000119 0,9884 0,0101
65 0,024 58 0,0273 0,000671 0,9727 0,0241
70 0,04016 0,0654 0,00263 0,9346 0,0374
75 0,04601 0,128 0,00589 0,872 0,0401
80 0,03785 0,256 0,0097 0,744 0,0282
85 0,02282 0,483 0,01105 0,517 0,01182
87 0,0172 0,622 0,0107 0,378 0,0065
89 0,01232 0,879 0,0107 0,13 0,00160
90 0,01026 0,89 0,0091 0,11 0,00113
91 0,0085 1,0 0,0085 0 0

P, ist die Wahrscheinlichkeit, daB zwei Gruppen II. VW. voll
belegt sind. Der Zihler der gesuchten Wahrscheinlichkeit wird fol-
gendermalen gebildet:

m

Man kann aus den m Gruppen auf <2> Arten zwei Gruppen

aussuchen. In jeder dieser Gruppen kann man auf <q) =1 Arten

die ¢ Ausgéinge durch g Verbindungen belegen. Es sind noch (m — 2)
Gruppen iibrig, von denen jede bis zu ¢— 1 Verbindungen erhalten
darf, da sie ja nicht voll belegt sein sollen. Es sind also (m—2)

(g—1) Ausgiinge mit g— 2 ¢ Verbindungen belegbar auf <(m-g~i) g]; 1))

Arten. Ferner kann man ja in jeder der m — 2 Gruppen auf <q—g 1)

Arten die belegbaren Ausginge aussuchen. Der Zahler lautet also

=) (28 )62
2)\q g—2¢q g—1 )

Der Nenner entsteht dadurch, daB man in den beiden betrach-
teten Gruppen die Belegungen von O bis ¢ anwachsen laBt. Die
Wahrscheinlichkeit, daB bei g gleichzeitig bestehenden Verbindungen

zwei Gruppen II. VW. voll belegt sind, ist somit (nach Kiirzung der
Konstanten in Zihler und Nenner):
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((m— 2) g — 1))

Wy, = — g—2¢
S ey

Diese Gleichung kann leicht mit dem Rechenschieber ausgewertet
werden, wenn man reihenweise fiir £ =0 das y alle Werte von
0 bis ¢ annehmen 148t, und das Verfahren fir r=1,2,3,...,¢
wiederholt. Die so entstehenden Werte von w,,6 werden mit den
entsprechenden Héaufigkeiten w, multipliziert. P, ist dann die Summe
aller so zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten und wird = 0,038
fir g = 75 in der ganzen Anlage.

P,, die Wahrscheinlichkeit, da x Gruppen IL VW. gesperrt
sind, konnte der Gleichung 26 entsprechend gebildet werden, aber
die Auswertung wiirde unzweckmé&Big langwierig werden. Fiir die
vorliegende Aufgabe kann man aber noch die Wahrscheinlichkeit P,,
daB alle Gruppen voll belegt sind, leicht finden. Denn das kann
nur eintreten, wenn g =100 ist. In diesem Falle miissen alle
10 Gruppen mit je 10 Ausgingen wvoll belegt sein. Die Wahrschein-
lichkeit in diesem Fall ist w,, =1 fiir g=100. Die Haufigkeit

100

dieses Vorkommens ist w, ) = e~™ %(7 = 0,00092. Man trdgt nun
auf logarithmischem Papier die Punkte P,, P,, P, und P,, ein, legt
eine gleichmiBig verlaufende Linie durch die Punkte und liest die
fehlenden P_ ab. Die so gewonnenen Werte sind in der Reihe IV
der Zahlentafel 3 aufgefithrt. Es sei nebenbei bemerkt, da die von
Dumjohn und Martin angegebenen Werte fiir P, bis P,, auf dem
logarithmischen Papier fast eine gerade Linie ergeben, nur der Punkt
P,,=0,0002 liegt viel zu tief. Die durch die Punkte P, bis P,
festgelegte Gerade, bis P,, fortgesetzt, wiirde ein P,, = 0,0007 er-
geben, also nahe bei der theoretischen Ziffer 0,0009 liegen.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung (Reihe II, Tafel 3) und
Rechnung (Reihe IV) ist noch nicht grof. Wiederholt man die ganze
Rechnung fiir g =78 (statt g = 75), so erhdlt man die Reihe V
Zahlentafel 3. Auch diese Werte befriedigen noch nicht vollsténdig.
Die Frage ist, woher die Abweichungen kommen. Es sei ausdriick-
lich darauf aufmerksam gemacht, da Dumjohn und Martin ihre
Zahlen mit einer kiinstlichen Belastung gewonnen haben, man kann
vermuten, dall eine Nachpriiffung in einem Amte mit wirklichen
2000 Teilnehmern andere Zahlen ergeben wiirden. Immerhin wird
man die Theorie verwenden koénnen, um den Einflu der einzelnen
GroBen m, ¢, g zu studieren.
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C. Die zahlenmillige Kennzeichnung eines Kollektivs.

In der Praxis des Fernsprechwesens haben sich gewisse Anord-
nungen von Systemen von Verbindungswegen als besonders leistungs-
fihig erwiesen. Diese Anordnungen (Staffelungen nennt sie die Tech-
nik) sind mathematisch zu untersuchen, d.h. die Grundlagen fiir die
Erscheinungen sind zu finden. Die durch Messungen festgestellten
Ergebnisse sind auf dem Wege der Rechnung nachzupriifen. Gelingt
es der mathematischen Untersuchung, die Zusammenhinge der Tat-
sachen vollstindig aufzudecken, so kann sie der Praxis von schitzens-
wertem Nutzen dadurch werden, daf man an die Losung der Frage
nach der optimalen Anordnung gehen kann. Verlangt werden mathe-
matische Gesetze fiir die Eigenschaften von Kollektiven, die durch
Trennung und Verbindung einer Anzahl bekannter Systeme entstehen.
Dabei ergibt sich als erste Forderung, irgendein Kollektiv (hier ein
Leitungssystem, das eine bestimmte mittlere Verkehrsstirke auf-
nehmen soll), also irgendein derartiges System durch eine funda-
mentale Eigenschaft quantitativ festzulegen. Ist ¢ die mittlere An-
zahl von Belegungen eines Systems im Zeitraum, t die normale
Gesprichslinge, ci =y in bekannter Weise die mathematische Er-
wartung der Anzahl von Belegungen im Verlaufe der Zeit ¢, so
haben wir die Anzahlen v>-y wihrend der Beobachtungszeit fest-
zustellen, insbesondere sind die Schwankungen d = v — y zu betrachten.

Die Anzahl der zur mittleren Belegung y==ct gehorigen Ver-
bindungswege werde mit V bezeichnet, und es hingen y und ¥V zu-
sammen in der frither bestimmten Weise, wenn die grundlegende
Bedingung besteht, daf nur {555 des Verkehrs, also der Belegungs-
anteil dy = iﬁ durch das Fehlen von freien Verbindungswegen
verloren gehen darf. Dann ergeben sich die friiher abgeleiteten Be-

ziehungen zwischen y und V, also etwa { = % = KlogV u.a.

Gewisse Eigenschaften von Kollektiven sind qualitativ allgemein
bekannt. Man weil, daB bei groBen Kollektiven, d.h. bei grofler
Anzahl der Elemente, aus denen das Kollektiv sich aufbaut, die

relativen Schwankungen, d. h. in unserem Problem die Grofle ¢ = vy
gogen den mittleren (wahrscheinlichen) Wert, d. h. gegen die mathe-
matische Erwartung, mit wachsender Ausdehnung des Kollektivs ab-
nehmen,

Dem groBlen System kommt die groBere Stetigkeit zu, die
schroffen Zickzack-Kurven der kleinen Systeme glitten sich, wenn
eine Anzahl von kleinen Systemen durch Zusammensetzung in ein
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groBes iibergeht. Diese grundlegende Tatsache, von deren qualita-
tiver Richtigkeit man ohne Rechnung rein gefiihlsméBig iiberzeugt
ist, muf fiir die Losung der hier von der Praxis gestellten Aufgaben
quantitativ dem mathematischen Ansatz zugéinglich gemacht werden.

Als Vorarbeit fiir die im nachfolgenden zu behandelnden Fragen
sollen einige formale Entwicklungen durchgefiihrt werden, damit die
folgenden Uberlegungen nicht von zu vielen den Inhalt belastenden
Formeln begleitet sind.

D. Die Bestimmung der mathematischen Erwartung
der Schwankungen.

y sei wie immer die mittlere Anzahl von Belegungen im Zeit-
raum t einer mittleren (normalen) Gesprichsdauer. Von Wichtigkeit
ist fiir uns die Bestimmung der mathematischen Erwartung D der.
Schwankung d = v —y, wenn alle Werte d im Bereiche von 0 bis co
in Betracht gezogen werden.

In der Bernoullischen Theorie, d. h. in der Reihe der mathe-
matischen Entwicklungen, die zum Bernoullischen Theorem fiihren,
wird eine Formel abgeleitet, die in unserer Bezeichnungsweise lautet:

- 1 -2
2y 2y
W, =W, =W-€ =g 7,
+d y .’/ 9 ﬂy
Diese Formel wird durch Einsatz der Stirlingschen N#herungsformel
2
fir v! und der Entwicklung von In(1 +¢) =¢— % + e durch

einfache Umformungen aus der Bernoullischen Form der zusammen-
gesetzten Wahrscheinlichkeit

w, = ————— 1" (1 —1)°""

gewonnen. Noch einfacher 148t sich das Resultat aus der Poisson-
schen Verteilungsfunktion ableiten, doch hat die Darstellung den
Nachteil, nur in engen Grenzen fiir v giiltig zu sein.

Es muB v <y +1Ve, wo

sein mub.

Fir unser Ziel sind Summierungen und Integralauswertungen
erforderlich in den Grenzen d = 0 bis d— co.

Zunichst stellen wir die Frage:
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Ist es moglich, einen Ansatz zu finden

—nd?
.7 N

der die Eigenschaft hat, bei der Ausdehnung der Summierung bis
d = oo ein hinreichend genaues Ergebnis zu liefern?

Zu diesem Zweck bedienen wir uns des folgenden N#herungs-
verfahrens.

Zunichst benutzen wir den Umstand, daBl, wenn an Stelle von
d =wv —y die stetige Verinderliche « = v — y gesetzt wird, das Integral

— U= £
1 1
=|(v—yPw,dv=-—= ww,dus fu‘“’e‘”“g du
V2ay V2anay
=0 u=—-y —y

von der Summe
(@)= (v—y)*

wenig verschieden sein wird.
Fiir die Poissonverteilung wird nach den fritheren Entwicklungen

[E(W]*=M"=y.

Diesem Wert mufl unser Integral J @ angendhert gleich sein, und
wir benutzen diese Tatsache zur Bestimmung des vorliufig unbe-
stimmten Koeffizienten & im Exponent der Exponentialfunktion e—#%*,
Die Rechnung sei in kurzen Ziigen wiedergegeben.
Es soll werden

1
J® = e fu‘“’~ e~ W dy =y,
2y

-Y

Die unbestimmte Integration von fu%*““zdu filhrt sich durch
partielle Integration so aus:

fu“’e—"“gdu = fu(ue"‘“z)du = fud@,

wo also @ = —#4 gt

2 x
Es kommt dann

f'u e‘"“”du——fudQ——u¢ f@du~ —Ziue "“2—f— f"‘“zdu.

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr.
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Beim Einsetzen der Grenzen kommt dann:

K ¥
:f —}_f = _L W e~ "u* !
0 0 2 0 V2ay
1 1 . ®
-—{--- - e‘”“zdu 1 —_— ue—%uz _1_
2% Y2gq o V2my
0
‘_,,1 . 1 e~ *¥ dy

Nach einfacher Umformung kommt:

e
1
J® = f,—~ cule*¥i dy
y

1 1 —ny? _l. — E L E
s ey )

(4 ist ein echter Bruch).

y
Fiir das Integral J e~*% du ist gesetzt worden
0

Y PO 13

0
A ist ein echter Bruch, der fiir y > 8 gleich 0 gesetzt werden kann.

Ich behandele die Gleichung J® — y zuniichst fiir diesen Fall. Dann
kommt wunter Beachtung des Umstandes, dal dann das Glied

- ’21—%?/6_"1‘/2 klein gegen die iibrigen Glieder wird, die Gleichung

zur Bestimmung des Koeffizienten

1 JT — 3/ —
9 . l/__ NUTRAN
2% x Va y Ve
1
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Bei der Ausdehnung der Summation auf beliebig grofle Schwan-

kungen haben wir mit dem Wahrscheinlichkeitsansatz
-
w, = 7,,1:'~, . e Hlsy
V2any
zu rechnen, der gegeniiber dem fiir kleine Schwankungen giiltigen

Ansatz
d2
1 T3y
o 2V

" Y2ay
1
eine beschleunigte Abnahme gegen den Maximalwert wy:}—;»:
2ny

mit der Entfernung der Zahl v von dem wahrscheinlichen Wert y

ergibt.
Die Rechnung ist zu ergiinzen fiir den Fall kleiner y, fiir die

y
f e~y = (1 —1) V;i

0

1
e ye—*Y 0= —fj2

anzunehmen ist.
Dann kommt als Bestimmungsgleichung fiir » die folgende

%%l 1 . 1—v (1 —»)s 1
_ %/224,,¥ o = = -,
1—9 21/2.?/3/2’ 21/z.y‘°‘/2’ 21 -y 21/a+‘/.y
Als Ergebnis der Betrachtung kann man ein Gesetz annehmen,
das die Wahrscheinlichkeit w, in der folgenden Form darstellt:
1 . 1
W, = == 7", WO %= gy
V2my 2%y

und 4 zwischen !/, und 1 liegt.
Dieses Ergebnis verwenden wir jetzt zur Bestimmung des wahr-

scheinlichen Wertes der Schwankung

wo alle Werte v > y in Betracht gezogen werden.
8*
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Die Summe wird approximiert durch das Integral

@

oo} 1 5
JU — fu- WysrgdU = ~;J weru gy
V2ax
0

<

0

1 1 Y . Vg

- 2x V2ny,——21_1-V‘2ny~2]_'1-]/»27ﬁ.

Man kann fiir die mathematische Erwartung der Schwankungen
v —y fiir v >y mit hinreichender Genauigkeit setzen

D=qaly, wo @=—my—— st

Beim Ubergang zur Relativschwankung erkennt man, daBl die
das Kollektiv definierende GréBle wird

G*=7g:

Erginzung zur Bestimmung der mathematischen

Erwartung D der Schwankung d =v—y fiir v > y.

Der Vergleich zwischen der mathematischen Erwartung

P=®
M= 3 (v—y)Q? w, =y

=0

mit dem Integralansatz

o [ 1
J(J=J‘V e du ~ M?
2y
-y

hat den Koeffizienten ¥ im Exponenten der Exponentialfunktion in
der Form

festgesetzt, wo A fiir y > 8 den Wert } hat und fiir kleinere y gilt
A=3i+a* wo i>a?>0 gilt.
Mit diesem im Mittel richtigen Wahrscheinlichkeitsansatz haben
wir die mathematische Erwartung
. d=x
D= 3 dwyiq
=0

bestimmt, die angenihert aus dem Integral
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1 el
JO = J ,,.fue"“zdu
| 27y
0
gewonnen wird.
Es wird
1 —
J(U — I |
ETEEAAL
also
_ d 1 —
.D == dw a ™ 21 .
20' " 214y 25 Y

Weiter soll D durch Reihensummierung bestimmt werden.

Es kommt
D= y 29* 3y° I }
w”{y+1+(y+1)(y+2) RS
D — . Y 2y . 3y2 ......
D=y {1+y+2 N }

Es mufl dann eine Gréfe o = i <1 geben der Beschaffen-
heit, daf
5 y 2
= 2 2 30° n—-1
D=w, g {lt2et3e 4 +nent
y_ .Y ! 1 Y <y+l>

T Vomy Y1 (1—0F Yomy w1\ 1

Ich setze D =J (1), und bestimme aus dieser Annahme den Wert
von !. Dann kommt

1 Y (y >2 W 1 -
| S = = 1y,
V2ny y+11\1 21-1. Y25 Y

Y oy 1
(l +1> 21
1-4

! 1 2? (1467
—_— = — ~/ ———
¥y Yy-+1 Yy+1

B |

1—-

2%
1—-4

I~2? Yy (Te?) =Ty (1 4 9).

Andererseits kann man ! bestimmen durch die Uberlegung, daB
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y + 1 in der Umgebung desjenigen Wertes «* liegen muf}, der den
maximalen Beitrag g5 = u* . e=*%"* zum Wert D liefert.
Dieser folgt aus der Forderung

d—dd(ue—”“z) =0

= e "% — 2xu’e % =0

1
2%%2—120, U = *2—;.
Es wird
1 2117
x=2;_.y, 2% =
1 Ty —
o= i~ D~ Ty (1)
2 2

also in guter Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis
L=TVy(1+9%,

da ¢ und y klein gegen 1 sind.

Zweifache Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der
mittleren Belegungszahl und daraus folgende Summierung
einer unendlichen Reihe.

Es werden zwei Systeme mit groBer mittlerer Belegung (y > 50)
zusammengesetzt.
Dann ist

Die Belegung 2y tritt sicher immer dann im zusammengesetzten
System auf, wenn eine Anzahl v, in 8, zusammentrifft mit einer
Anzahl v, in 8, derart, daB

v, v, =2y
oder
v, =Y+, Vg =Y — %,
oder auch
v, =Y — %, v, = Yy -+ %,

wo x alle Werte von O bis y annehmen soll.



Die Bestimmung der mathematischen Erwartung der Schwankungen. 119

Aus dem Ansatz fiir die Zusammensetzung der beiden Gruppen
folgt dann

v
e~V .yU=—*.eg"V. y!l‘i‘/
w2y=2207w_n.w+,‘ 22 ‘}_%) .

= (y—=)

Es ist

(=)t (g ta)l = (g YL _¥yT2 v

y—(x—1) y—(x—2) y—1’

also kommt

o€y Yy y—1l, y y-1y—2
oy =2 (") ){y+1+ gt Tyt eyt T }

Ist u=y—y—— ein geeigneter Mittelwert, so gilt:

i)
2y~ 2(wy)‘-’{u—]—u2+u3—[----},

da u < 1, so kommt

w,

Andererseits kommt fiir w, , in dem groBen System der Wert

e 2V - (2y)%Y

Ty
wodurch der Mittelwert « bestimmbar und die Reihensummierung
genau durchfiihrbar wird.
Unter Anwendung der Formel von Stirling folgt daraus

% 1 % Way
R E7R e L
1 2 1 Way-+1
uz&y_h_ ,Jyg -
Vy+-—= y+.—=ly
V= ¥
also ist die ZuschlagsgroBe
2 —
h———‘ily
1K

ein Ergebnis, das unsere frither niherungsweise durchgefiihrten dhn-
lichen Summierungen?) bestétigs.

1) Vgl. Bestimmung des Verlustquotienten, Berechnung der mathematischen
Erwartung der Schwankung u. a.
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E. Verbindung und Trennung von Gruppen.

Im vorigen Abschnitt wiesen wir darauf hin, daf} fiir die Losung
wichtiger Fragen es darauf ankommt, Trennung und Verbindung von
Systemen zahlenméfBig zu erfassen.

Dort sind einige formal-mathematische Vorarbeiten zu den hier
durchzufiihrenden Uberlegungen gemacht.

Es kommt bei all diesen Fragen auf die Beurteilung der Dis-
persionsverhiltnisse an, wie diese sich bei den Systemumbildungen
gestalten. Dabei kann zur Festlegung der Ideen eine Darstellung zur
Anwendung kommen, die bei der Zusammensetzung von Gruppen sich
eines formalen Ansatzes bedient, der als eine Verallgemeinerung des
Ansatzes von Bernoulli fir die zusammengesetzten Wahrscheinlich-
keiten bei wiederholten Versuchen angesehen werden kann.

Es liege eine Reihe von beobachteten Werten vor

Vyy Vg oovs Uy

Diese Reihe wird nach der Grofle der Schwankung gegen den mittleren
Wert (mathematische Erwartung) y angeordnet. Die Werteverteilung
des Kollektivs & (v,, v,, ..., v,) sei durch die Poissonsche Verteilungs-
funktion bestimmt, es gelte also fiir die Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens einer Anzahl v:

Bei iibernormaler Dispersion treten Werte v in einer relativen Haufig-
keit auf, die tiber den aus der Poissonverteilung flieBenden Wert w,
hinausgeht. Dadurch kommt bei der Berechnung der mittleren qua-
dratischen Abweichung ein Wert

!

M’:V—IWZ'(W—@?)'2 > M, <5= ”1+”2J;"'+v”),

n—1

wo M die aus der Poissonverteilung folgende mathematische Erwartung

M:‘Vf(v __.y)‘l w,
0
ist.
Das Ziel einer vollstdndigen Dispersionstheorie ist das folgende:
1. Liegen mehrere Systeme 8, (y,), 8, (¥,), - .-, S, (y,) vor mit den
DispersionsgroBen a,, a,, ..., a,, so hat das resultierende System die
mittlere Belegung y =y, 4y, + --- 4 y,,, und es soll die Dispersions-
groBe a des Systems hinreichend genau bestimmt werden.
Dabei sind die a, gegeben durch die Zahlengleichungen

M =Yy, +e, M =Vo,+a, ... M '=Vy +a,



Verbindung und Trennung von Gruppen. 121

also
J— 2 2 — [ 2 . ’re 2
a, =M, M2, .= M, M, ..., a, =M M2

Genau bestimmen 148t sich @ im allgemeinen nur durch die zahlen-
méiBige Durcharbeitung von Versuchsergebnissen, doch lassen sich
qualitativ allgemeine Gesichtspunkte angeben, was man bei der Zu-
sammensetzung von Gruppen in bezug auf die Gestaltung der Dis-
persionsgrofle a zu erwarten hat.

2. Es sollen allgemeine Sitze dariiber aufgestellt werden, ob
und unter welchen Bedingungen es gelingt, die Dispersionsgréfe o
so klein zu machen, dafl das Endsystem § kaum von einem solchen
mit normaler Dispersion unterschieden ist. Dann bleiben alle aus der
Poissonschen Verteilungsfunktion flieBenden Tatsachen zu Recht be-
stehen, und es konnen alle Rechnungen auf Grund der Poisson-
Funktion durchgefiihrt werden.

3. Die giinstigste (stabile)*) Verteilung der Werte eines Kollektiv-
gegenstandes ist die nach dem Gesetz von Poisson, d. h. ein System
von Verbindungswegen kann das Maximum an mittlerer Belegung
(unter Erfiillung der grundlegenden Verlustbedingung) aufnehmen,
wenn die v-Werte nach Poisson verteilt sind.

Will man bei der Trennung und Verkniipfung von Gruppen die
optimale Wirkung erreichen, so sind alle MaBnahmen so zu treffen,
dafl die Dispersion moglichst der Poissonverteilung entspricht.

Qualitative Angaben iiber das Verhalten der Dispersions-
groBen bei der Trennung und Zusammensetzung
von Systemen.

1. Es werden zusammengesetzt n Gruppen G, (y,), G, (¥,), ...,
G, (y,) mit den ungefihr gleichen Dispersionsgréfen a,,a,,...,a,.
Dann wird in der Formel fiir die mittlere quadratische Abweichung

p .
1 -

(2): —_— — )=
M m—llzv(v" )}=Vly+a,

5 v v, . Y,

n

das arithmetische Mittel der vorkommenden Anzahlwerte v, ist, die
resultierende Dispersionsgrofle a gegen y =y, +y,+ -+, so
klein sein, daB sich das zusammengesetzte System G (y) kaum noch
von einem solchen mit normaler Dispersion unterscheidet.

1) Vgl. SchluB von Abschnitt V.
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2. Sonderfall des vorigen: Geht man durch Zusammensetzung
von einem System §(y) mit der DispersionsgroBe a iiber auf 8 (n-y),
so bleibt die Dispersionsgrole a ungeéndert, und der relative Dis-

persionswert % wird auf den n-ten Teil, auf —7;% herabgedriickt.

3. Werden zwei Gruppen mit iibernormaler Dispersion vereinigt,
so ist die Reduktion der Dispersionsgrofe a um so stérker, je ver-
schiedener die mittleren Belegungen y, und y, in den beiden zu-
sammensetzenden Systemen sind.

Der Satz laBt sich auf beliebig viele Systeme verallgemeinern.

Von Wichtigkeit ist der Satz 3, fiir den im folgenden eine ein-
fache Ableitung gegeben wird.

Zusammensetzung zweier Systeme mit stark iibernormaler Dis-
persion. Zur mittleren Belegung y, in S, gehore die Schwankung s,,
zu y, in 8, gehore entsprechend die Schwankung s,. Die relativen
Schwankungen sind dann

. S
1. in 8;: llzzjl—,
2. in 8, A,=-2.
Ys

Man kann die auftretenden Schwankungen als Funktionen der Zeit
ansehen und gewinnt dann brauchbare Mittelwerte von i aus dem

Zeitintegral :
21 . t

Zl=ff@dt, Zngﬁdt.
Yy Y2
to to

Fiir diese Mittelwerte der relativen Schwankung wird man allgemein
annehmen kénnen 1, < 1,, sobald y, >y,, eine Ungleichung, die
vollig im Einklang mit den Erfahrungstatsachen steht. Dies legen
wir in folgender Form fest:

Im allgemeinen, d. h. in der Uberzahl aller Fille wird 1, < 4,
sein, also gelten A, — A, < 0.

Die relative Schwankung im zusammengesetzten System: Es wird

_ S Es Ay ey,
Y+ Y, Y, 1+ Ys

a) Sonderfall y, =y,, dann kommt:
. A+
* __ 71 2
A =

Sind also die komponierenden Systeme S, und §, von gleicher Be-
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legungstérke, so wird die relative Schwankung 1 im System § =8, 8,
gleich dem arithmetischen Mittel der relativen Schwankungen in den
Teilsystemen S, und &§,.

b) Allgemeiner Fall. Ich setze dann
y1:g+d: . yzzgj-—d,

wo y = ﬁiﬁz_ gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Teil-

belegungen ?/1 und y, ist. Dann kommt fiir

_ WA RG—d) Aty
o 25 =S gy ).

Da /1 /1 < 0 wird, so setze ich dafir den Wert — k2, dann
kommt schlieBlich:
1= Atdy k2 a
2 2y
Das gibt den Satz:

»Je ungleicher die beiden Belegungen y, und y, sind, d. h. je
grofler % ist, um so kleiner wird die relative Schwankung im zu-
)

sammengesetzten System, d. h. um so giinstiger entwickeln sich die
Dispersionsverhéltnisse im zusammengesetzten System.

Macht man die Annahme, daf die absoluten Schwankungen in
den Teilsystemen einander gleich sind, was bei stark iibernormaler
Dispersion, fiir deren Sehwankungen der Parameter y nur wenig
mafigebend ist, als nahe erfiillt angenommen werden kann, so kommt

8, =8, =028,

Ay Y
=T, j' = yoy l = y ’
A, Y, 1= H4Y, 2 = 1Y,

wo u ein Proportionalitdtsfaktor ist. SchlieBlich wird

l=lly1+lgy2=,u 29,9y — -y .
Y1+ 9 Y1+ Ya "
Dann wird die resultierende Relativschwankung 4 proportional dem

harmonischen Mittel der Teilbelegungen.

Weiteren AufschluB iiber das Verhalten der Dispersionsgrofen
bei der Umbildung von Gruppen gewinnen wir durch Heranziehung
der Tatsachen, die wir bei der Untersuchung des Einflusses der
anormal langen Gespriche gewonnen haben.
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Wollen wir den Satz beweisen, dafl bei der Zusammensetzung
einer grofleren Anzahl n von Systemen das Endsystem verschwindende
Dispersion zeigt, so kommen wir auf einen Widerspruch, dessen Ver-
folgung uns zur Hauptaufgabe dieses Paragraphen, zur Bestimmung
der Zuschlagswerte der kleinen Gruppen bei der Vereinigung zu einer
grofen Gruppe hinleitet. Wir machen die berechtigte Annahme, daB
die ibernormale Dispersion der Gruppen durch das Auftreten langer
Gespriche bedingt ist.

Die n Einzelgruppen, von denen wir nur ungefihr gleiche Grofe
voraussetzen, mogen die mittleren Belegungen y,,y,, ..., y, haben.

In diesen Teilgruppen mogen als Bruchteile der Einheit, d. h.
der Beobachtungsstunde gerechnet, die Zeitteile «,, «,, ..., &, durch
lange Gespriche belastet sein. Solche Abweichungen vom Gesprichs-
verteilungsgesetz setzen nach dem fritheren die Leistung des Systems
in folgender Weise herab. Soll die grundlegende Forderung des Ver-
lustquotienten 2 = 755 erfiillt bleiben, so muB die mittlere Belegung
von y herabgesetzt werden auf y — Ay, wo Ay = a({ -+ 0,16) ist.

Wir haben frither nachgewiesen, daB die an der mittleren Be-
legung anzubringende negative Korrektion AY bei dem aus n Teil-
systemen zusammengesetzten System sich in folgender Weise bestimmt.

Die n Teilsysteme S, (y,), S,(,), ..., S,(y,) mdgen Stérungen
durch anormal lange Gespréche haben, deren Zeitbetrige in Bruch-
teilen einer Beobachtungsstunde sind «,, «,, ..., «,, die mittlere Be-

legung von 8 =387 =8, +8,+---+8, sei Y=y, +y,+ - +¥,,

, dann wird die fragliche

3

die spezifische Belegung von S sei Z —

S|~

Korrektion
k=n n
A4Y = (e, + ey + -+ e,) (Z 4 0,16) >k§“k(c+0’16) >%’AY,‘.

Bei unserer Untersuchung des Einflusses langer Gespréche sind
wir zu dem Schluf gekommen, daf die DispersionsgroBe a durch
eine Beziehung gegeben sein muf3:

a=fa(+0,186),

wo f ein unbestimmter Faktor ist.

Sofern wir in dem Auftreten anomal langer Gespriiche die Quelle
der Erscheinung ilibernormaler Dispersion zu sehen haben, verschwindet
die Dispersionsgrofie 4 im grofien System nicht. Es fragt sich, wie
der Widerspruch mit den aus Messungen stammenden Ergebnissen
zu beheben ist. Das fithrt zu der abschliefenden Untersuchung dieser
Schrift, der wir die Uberschrift geben:



Berechnung des Gruppenzuschlags. 125

F. Berechnung des Gruppenzuschlags, der bei Teilsystemen
angebracht werden darf, sobald sie zu einem grofleren System
vereinigt werden.

Ein System mit € = 1000 soll zusammengesetzt werden aus
10 Teilsystemen, deren jedes rd. ¢ =100 hat.

Die Erfahrung hat gezeigt, dal es bei Erfiillung der be-
kannten Bedingungen fiir die Zuverlidssigkeit der Leistung
gestattet ist, an den Teilgruppen Belegungszuschlige anzubringen,
also ¢ auf ¢=c¢(1 -+ ¢) zu erhdhen, wihrend das resultierende System
im Mittel ¢'=10¢ und nicht C = 10¢(1 -+ 9) Belegungen aufweist.

Diese Erscheinung liegt darin begriindet, da} die weit vom Mittel-
wert abliegenden extremen Werte durch die Zusammensetzung zu
Werten verkniipft werden, deren relative Schwankungen (Dilatation)
gegen den Mittelwert sehr viel kleiner geworden sind.

Die einander zugeordneten Relativschwankungen 6, im grollen
System und o, im kleinen System finde ich aus der Bedingung
gleicher Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens in beiden Fiéllen.

Das fiihrt nach den Entwicklungen iiber die mathematische Er-
wartung der Relativschwankungen Abschnitte C, D, E auf die Be-

ziehung
o /¢
0, V C’

Wir ziehen zur Losung dieser Frage hier einen etwas anderen
Gedankengang heran.

Die zu l6sende Aufgabe fordert die Entwicklung der Fahigkeit,
mit Systemen &hnlich leicht wie mit einzelnen Zahlenwerten zu rechnen.
Es kommt nach dem frither Bemerkten darauf an, ein Kollektiv durch
eine typische Eigenschaft numerisch festzulegen. Kennzeichnend fiir
das Kollektiv ist die mathematische Erwartung der mittleren qua-
dratischen Abweichung von dem wahrscheinlichen Wert y:

V=x

B = S—yrw, =Ty,

Wir schreiben statt ¢ im folgenden y = c¢t, beziehen also die Vor-
ginge auf die normale Gesprichslinge als Einheit.

Als typische Grofle des Systems fithre ich om—_—yl, also die
Yy
mathematische Erwartung der mittleren relativen qua-
dratischen Abweichung ein, d. h.
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Setze ich aus n gleichen Systemen s,,s,,...,s, ein System § zu-
sammen, so ist die mathematische Erwartung der relativen Schwan-
kung im groBen System

ML _ %
" Yny Tn
Irgendeine Relativschwankung o in s, wird nach Vollendung des

Umbildungsprozesses iibergegangen sein in eine Relativschwankung

2 = %, wo a >>1 ist. Der zur Dilatation ¢ gehdrige v- Wert wird

sein v =y (1 o), wihrend der zu 2:% gehorige V-Wert im

groBen System wird:
V=Y(1+2)=Y<1 +%>

Der Divisor a ist als ein geeigneter Mittelwert zu bestimmen.
Gingen die n Systeme momentan in das System 8 iiber, so wire
nach den obigen Ausfilhrungen a = Vn.

Der Zuschlagsfaktor 1 + & ist ein Mittelwert aus allen még-

1 .
lichen Quotienten ¢ = —_t%, also ist zu beachten, dall bei der
14—
+ a
stetigen zeitlichen Folge von momentanen Umbildungen a die Werte
1 bis ¥n durchliuft, so daB als mittlerer Wert das geometrische Mittel

4
a=V1-VYn="Vn
geeignet erscheint.

Diese MaBnahme stellt eine erste Mittelwertbildung dar.
Eine zweite kommt dadurch zustande, da8 alle bei der Kollektiv-
zusammensetzung in Frage kommenden Werte ¢ in Betracht zu ziehen
sind. Das fithrt zur Integraldarstellung mit der Integrationsverinder-
lichen o. Als Grenzen der Integration wihle ich zwei charakteristische
o-Werte aus dem Endsystem (kleiner o-Wert) und dem Anfangssystem
(groBer o-Wert). Ich wihle als charakteristisch die beiden relativen
Grenzschwankungen, durch die die Systeme gut gekennzeichnet werden:

T G S
v—Yy 1

2 —=—— =1,
O’ﬂ y C

wo ¥V und v die den mittleren Belegungen Y und y zugeordnete
Anzahl von Verbindungswegen sind.
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Der zum Integralansatz fithrende Grundgedanke ist der fol-
gende:

Die mittlere Dilatation 1+ o ist im groBen System, in das die
Teilsysteme iibergehen, nur noch

—

1 +2 =1+ P
also kann die mittlere Belegung y in den kleinen Systemen mit
einem geeigneten mittleren Faktor

Z: 1+U

o
1 -
+ a

muitipliziert werden, ohne dafl der das Kollektiv begrenzende Wert
V=Y(1+4)) iiberschritten wird. Es ist 1 =1+ ¢, und wir be-
stimmen es durch das aus zweifacher Mittelwertbildung gewonnene
Integral

Fiir die obere Grenze o; hat man nicht den Wert der Grenzschwan-

. . v .
kung ¢ im kleinen System zu nehmen: o/ =~—y~, sondern einen
Y

kleineren Wert, da ja von allem Anfang an nicht mit ¢, sondern
mit ¢(1+ 9) Belegungen je Stunde im kleinen System zu rechnen
ist. Man kann als obere Grenze etwa nehmen o= o, (1 — ), wo

man u =§ annehmen wird. Die Ausfilhrung der Integration ergibt

dann
”ﬂ a
1 1 1 1 \
AREVR S (L€ P VRN S S
og « g B — Oq
1 _ _—
+a 1+a
U(l Ua
op
1+-=
ala—1 a
1+d=a— Oi_‘())lg o
+a

wo der natiirliche Logarithmus zu nehmen ist.
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Beispiel:
€, =0y ="--+=1¢, =100, C=10¢=1000,
op=o0, — (1 —02)=1,60, o,=0,60,
Yy =Yg=" =Y =25,
1-+¢=129, Y=25,

d. h. es ist ein Zuschlag von 29,6°/) mit der Formel gefunden. Die
Mesung hat ergeben

149=128, §=0,28.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist recht
gut. Die Vergleichung von Messung und Rechnung wird allgemein
an anderer Stelle durchgefiihrt.

Etwas ndher miissen wir uns noch mit der Bestimmung des
Parameters a befassen.

Unsere erste Uberlegung fiihrte zur Einfiihrung des Parameters

a="Vu,
¢ Y L .
WO m == m und Y und y die mittleren Belegungen im groflen

System bzw. im kleinen Ausgangssystem sind. Den Gedanken der
stetigen Umbildung der Teilsysteme in das Endsystem wollen wir uns
spidter noch etwas anschaulich machen. Dabei wird auch die Wahl
des geometrischen Mittels bei der Bestimmung von a augenscheinlich.

Man erkennt ohne weiteres, dafl die Umbildung der Systeme
ineinander wesentlich von den im Mittel freien Teilen der Systeme,
also von V—Y=7V(1 —Z) und von v —y =v (1 — ) abhiingen
muB. Da y von v Verbindungswegen im Mittel belegt sind, so gibt
v — y die mathematische Erwartung der Anzahl freier Leitungen an.
Hierbei ist zu beachten, daf} fiir festes n der Parameter ¢ und damit
der Gruppenzuschlag ¢ um so kleiner werden muB, je gréBer v und V
und je ndher { und Z an 1 liegen.

Man kann einen Ansatz versuchen:

a~4 1—Z
I e

Geht man von n Teilsystemen aus, die selbst schon grofies v, also
{ =1 —¢ nahe an 1 haben, so ergibe sich ein groBBer Wert von a,
wenn n hinreichend groB ist, was mit der Tatsache im Widerspruch
steht, dafll in diesem Fall der Gruppenzuschlag & sehr klein und
entsprechend @ nahe an 1 liegen muB.

Soll ein Ansatz
4

a=Vno(1—2,,1—Z)
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die Erscheinung richtig darstellen, so muB ¢ (1 —(,1 — Z) eine
solche symmetrische Funktion von 1 — ¢ und 1 — Z sein, die fiir
grofle Systeme, also fiir {~1 und Z~ 1, kleine Werte annimmt,
derart, daB das Produkt n-¢(1 —(,1 — Z) dem Wert 1 zustrebt.

Ich setze
p(1—-C0,1—-2Z)=1-1,
wo
1 1/1 1
— =1 + I
¢ 27\ ¢ Z
- 2l 72 . . S
also { = _5357 das harmonische Mittel von ¢ und Z ist. Zur Ver-

anschaulichung der Bestimmung des Parameters a ziehen wir die
Anschauung heran und zeichnen die

Kurve der ¢ (Abb. 15) s
o1 d
0= —

Yy
Man kann die o¢-Kurve an-
sehen als Zustandskurve fiir den

Ubergang der Teilsysteme mit der

mittleren Belegung y in das End- %%
system Y =mn-y. Geht man auf ?\
dieser Kurve von links nach rechts,
etwa von 6, nach o,, so entspricht
das einer Multiplikation des y mit
-einem Faktor 1 -+ o. ’

Will man in dem schraffierten 7 oy 5o 7y
Flachenstiick einen mittleren Punkt
.6,, finden, der den mittleren
Schwankungszustand darstellt, so ist es zweckm#Big, den Punkt y,,
-der Beschaffenheit zu wahlen, daB

1
Abb. 15. ¢ =" -

Yo 1 Ya e _
be  Tte g O I T
Der Gedanke 148t sich sofort auf das Gesamtintervall iibertragen:

y—ny=Y, und es wird der zu o tretende Faktor

also

1+8=V1-Vi:4v7b.

Noch iibersichtlicher wird die Wahl des geometrischen Mittels, wenn
Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr. 9
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wir fiir 1+ o setzen ¢*, wo die Bewegung langs der - Kurve einzig
durch den Exponenten A% beschrieben wird.
Geben v Leitungen die mittlere Belegung y, so sind v — y

Leitungen im Mittel frei, d. h. v_—v—_y =1 —{ gibt den spezifischen

Wert unbelegter Leitungen. Es ist augenscheinlich, dal von diesem
Quotienten die Umbildung des Schwankungszustandes in erster Linie
abhingen wird. In den zum Anfangs- und Endsystem gehorigen Werten

1—Z=~?—;—y und 1——Z=—V—;—Y-

nehme ich das harmonische Mittel von { und Z, d. h.
2L 7Z

ttz

und setze schlieBlich fiir den Parameter ¢ den Wert

a—\n1— 0. (27)

Die auf dieser Grundlage durchgefithrten Berechnungen des Gruppen-
zuschlages ¢ haben in allen Fillen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den Messungen ergeben, was an anderer Stelle im einzelnen aus-
gefiihrt wird.

Man muB} annehmen, da bei dem Umbildungsprozel Systeme,
insbesondere kleine Restsysteme auftreten, die stark iibernormale
Dispersion aufweisen. Es ist die Frage zu beantworten nach den
Abinderungen, die der Zuschlagsquotient & vom Normalwert in solchen
Fillen erféhrt.

Anormale Dispersion tritt dann auf, wenn das normale Ver-
teilungsgesetz fiir die Glieder des Kollektivs teilweise gestort ist.

Bei unserer Integraldarstellung steckt das Verteilungsgesetz — in
unserem Fall das Poissonsche — im Parameter @, von dem ¢ in emp-
findlicher Weise abhéngt.

Fiir das kleine Ausgangssystem sei die mittlere Belegung y. Es
habe sich an Stelle der der Poissonverteilung zukommenden mathe-

mathischen Erwartung M = Yy der quadratischen Abweichung er-
geben der Wert

=

Hier ist, wie frither schon erwihnt

o0+t o,

m

5:
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das arithmetische Mittel der beim Versuch aufgetretenen Anzahl-
werte v,. Entsprechend moge sich fiir das Endsystem mit ¥ =n-y
ergeben haben:

JTI:V?TQI:TY-VI +%=M-e/“-

Im allgemeinen wird sein:

A a
y < 7 s
also auch
ﬁ’l < a‘.’
Der normale Parameter
4T
a = \/ n(l — C)

wird dann
g B2—a
a = \/n-eﬂz-“”(l —(ll=ae 2 <a.

ad

Da ~d———>0, so erkennt man, daBl im Falle iibernormaler
a

Dispersion ¢ etwas kleiner wird als im Falle normaler
Dispersion.

Tritt iibernormale Dispersion auf, so verwandelt sich das System
in ein solches mit gréBerer mittlerer Relativschwankung, was einem
kleineren wirksamen Wert') y entspricht.

Es wird y zu y =y (1 —¢).

Beim groflen System tritt eine Reduktion ein, deren relativer
Wert im allgemeinen geringer sein wird. Es kommt

Y—Y, wo Y=Y<1~—~;i—> und > 1.

Man erkennt an der o-Kurve:

»Die anormalen Systeme liegen einander naher als die normalen
Systeme, und das bewirkt einen geringeren Zuschlag 9.

G. Berechnung der Staffelung.

Die Staffelung ist eine besondere Schaltart der Vielfachfelder.
In der Abb. 7 ist ein 10teiliges Feld gezeigt, das z. B. von 100 Vor-
wihlern abgesucht wird. Die Vorwihler suchen stets, von einer Ruhe-

Man denke an die negative Korrektion
Ay =—c(C+0,16)
bei anomal langen Gesprichen.
9%
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lage ablaufend, das Feld in der Reihenfolge 1, 2, 3 ... bis 10 ab. Die
Vorwihler bleiben auf der ersten frei erfundenen Leitung stehen.
Das erste Vielfach ,1% wird daher am stérksten belastet. Fiir eine
zugefiihrte Belastung von y = 3,3 Bel.-St. = 198 Minuten verarbeiten
die einzelnen Vielfache folgende Anteile:

Vielfach-Nr. Leistung in Minuten

49,09
45,30
37,81

24,92
18,14
1041
5,29
2,40
0,97
0,03

197,36

QW= UL WD

—

also je Leitung etwa 19,7 Minuten,

Man kann nun die 10teiligen Felder besser ausnutzen. Man
kann eine Staffelung iiber 5 Vielfache fiilhren. Die Vielfache 1, 2,
3,4, 5 sind in zwei Gruppen geteilt, die jeweils nur iiber 50 Wihler
gevielfacht sind, wihrend die {ibrigen Vielfache alle 100 Wéhler
umfassen. Es entspringen also 15 weitergehende Leitungen aus dem
Felde. ' Unter Staffelung versteht man eine Anordnung eines Vielfach-
feldes, in welchem einige der Vielfachleitungen nicht iiber alle Ver-
kehrsquellen gevielfacht sind.

Das ganze in dieser Art gestaffelte Feld verarbeitet 323 Minuten
bei einem Verlust von etwa 1°/,,. Die einzelnen Vielfache leisten:

Vielfach-Nr. verarbeitet Minuten zusammen
1 und 11 je 47,4 94,8
2 » 12 » 41,0 82,0
3 » 13 » 31,4 62,8
4 » 14 n 20,7 414
5 » 15 » 11,4 22,8
6 10,5
7 5,5
8 2,6
9 1,0
10 0,2
323,6

also je Leitung etwa 21,6 Minuten.

Um die Leistungen verschiedener Staffelungen zu finden, kann
man in Fernsprechanlagen verschiedenartige Anordnungen einbauen
und messen. Dieses praktische Verfahren ist zeitraubend und teuer
und in arbeitenden Amtern macht man nur ungern Umschaltungen,
weil das stets Betriebsstdrungen verursacht.
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Max Langer?') hat zahlreiche Messungen ausfilhren lassen und
die Ergebnisse veroffentlicht und in einer Kurve zusammengefaft.
Siehe Abb.10. Als Abszisse sind die Leitungszahlen aufgetragen und
als Ordinate die mittlere Belegungsdauer einer Leitung wéhrend der
Hauptverkehrsstunde.

Man kann z. B. in einem gestaffelten Vielfachfeld mit 32 ab-
gehenden Leitungen jede Leitung mit 24 Minuten belasten, d. h. eine
Staffel von 32 Leitungen verarbeitet 32 - 24 Minuten gleich 12,8 Stunden

Die Langerschen Messungen sind an 10teiligen Feldern ausge-
filhrt. Fir mehr als 10teilige Felder sind keine Zahlen bekannt ge-
worden. Ferner fehlt ein Beweis, dall die gemessenen Felder die
giinstigsten Anordnungen besaflen. Daraus ergibt sich die Aufgabe,
eine bequeme Berechnung zu schaffen.

Bisher sind zwei Vorschlige bekannt geworden.

R. Holm?) hat eine Rechnungsmethode angegeben. Er geht von
folgender Anschauung aus: Nehmen wir an, dal bei Wahlern mit
v Kontakten die erst abgesuchten Vielfachen in 4 Gruppen mit je
z Vielfachen geteilt sind und daB in Gruppe 1 2 - &, Leitungen mit
der Wahrscheinlichkeit w, == w,,;, in Gruppe 2 z - &, Leitungen
mit w, = w,,;, usw. besetzt sind. Die Wahrscheinlichkeit, dal} diese
Zustande gleichzeitig bestehen, ist das Produkt der Wahrscheinlich-
keiten:

Wy - Wy - Wy - W

3" Wy
Wenn kein Verlust eintritt, sind die &, der Bedingung unterworfen,
daB3 ihre Summe hochstens gleich v —z ist. Verluste treten ein, wenn
2 & >wv—z ist. Ersetzt man die Wahrscheinlichkeiten durch die
wirklichen Belegungszahlen, so sind die Verluste berechenbar.

Dr. M. Merker®) hat folgendes Verfahren angegeben: Staffel
25<5 5.

Die ganze Gruppe von s Teilnehmern ist teilweise in zwei
Gruppen von je s/2 Teilnehmern eingeteilt. Im ganzen kénnen gleich-
zeitig 15 Verbindungen bestehen. Es treten aber Verluste auf, wenn
in einer Teilgruppe mehr als 10 Verbindungen gleichzeitig bestehen
sollen, selbst wenn in der anderen Teilgruppe noch Ausginge frei
sind. Z. B. konnen die Vielfache 1 bis 10 besetzt und z. B. 13, 15
noch frei sein. Merker rechnet nun so: Verluste treten ein

1. in der Zeit, wenn iiberhaupt mehr als 15 Ausginge ange-
fordert werden; diese Verluste berechnen sich nach den frither an-
gegebenen Gleichungen nach Bernoulli und Poisson;

1) Langer, Max: ETZ 3. Mirz 1924.
®) Holm, R.: Post Office Electrical Engineers Journal, April 1922.
% Merker, M.: ETZ 9. X. 1924.
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2. in der Zeit, wahrend gerade 15 Ausginge angefordert werden,
aber so, daB die eine Teilgruppe mehr als 10 Ausgénge anfordert,
diese Zeit berechnet man aus der Summe folgender Zeiten:

Die Teilnehmer 1 bis 50 Teilnehmer 51 bis 100
fordern an: fordern an:
15 0
14 1
13 2
12 3
11 4

Die einzelnen Summanden sind also zusammengesetzte Wahr-
scheinlichkeiten.

3. in den Zeiten, in welchen weniger als 15 Ausginge ange-
fordert werden, aber so, daf§ eine der Teilgruppen mehr als 10 fordert.
Diese Zeiten berechnen sich aus einer Summe:

Anforderungen Teilnehmer 1 bis 50 Teilnehmer 51 bis 100
g fordern fordern
14 14 0
13 1
12 2
11 3
13 13 0
12 1
11 2

usw.

Merker gibt Gleichungen an, mit welchen man diese vielen
Summenbildungen schematisch aufstellen kann. Die Auswertung ist
sehr zeitraubend.

Die Verfahren von Holm und Merker reichen nicht aus, die
Abb. 9 zeigt eine gebriiuchliche Staffelung, in welcher die Gruppen-
teilung der Belastungsquellen sich mehrfach &ndert, so da die
Summenbildung praktisch undurchfiihrbar wird.

Das nachfolgende beschriebene Verfahren gestattet die Berech-
nung in allen Fillen, auch wenn die Staffelung sich von Vielfach
zu Vielfach &ndert.

Die Grundlagen sind folgende:

a) Die Kenntnis der Leistung jeder Leitung eines Vielfachfeldes,
abhingig von der aufgedriickten Belastung und von der daraus sich
ergebenden Verlustziffer.

b) Die Kenntnis der Anderungen der Verkehrsmengen bei der
Zusammensetzung der Belastungen von Teilgruppen oder bei der
Teilung der Belastung einer groBen Gruppe in mehrere Teilgruppen.

Ein Beispiel: 10teilige Wahler; 100 Teilnehmer; Staffel: die
5 erst abgesuchten Vielfache umfassen je 50 Teilnehmer, bezeichnet
mit 1 bis 5 und 11 bis 15; die 5 letzten Vielfache umfassen alle
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100 Teilnehmer, bezeichnet 6 bis 10. Die Teilnehmer 1 bis 50 er-
zeugen in ihrer Hauptverkehrsstunde 2,75 Bel.-Stunden, ebenso die
Teilnehmer 51 bis 100, deren HVSt. aber in einer anderen Tages-
zeoit liegt. Auf die Vielfache 1 und 11 werden also je 2,75 Stunden
gleich 165 Minuten aufgedriickt. Unter diesen Umstédnden verarbeiten
die Vielfache folgende Anteile:

Vielfach-Nr. verarbeitete Minuten
1 und 11 je 46,0
2 5 12 41,0
3 » 13 32,0
4 » 4 22,5
5 15 12,7

zusammen je: 154,2 Minuten.

Aus den Vielfachen 5 und 15 flieBen also noch ab 165 — 154,2
= 10,8 Minuten. Es sei ausdriicklich betont, dafl die 10,8 Minuten
nicht gleichzeitig, sondern jeweils in den HVSt. der beiden Gruppen
aus den Vielfachen 5 und 15 abfliefen. In der Hauptverkehrsstunde
der ganzen Gruppe der Teilnehmer 1 bis 100 setzen sich also nicht
zweimal 10,8 = 21,6 Minuten als Belastung des Vielfaches 6 zu-
sammen, sondern weniger. Entsprechend den Entwicklungen des
Abschnittes IX (und wie nachstehend eingehend erldutert) liefert
jede Teilgruppe von je 50 Teilnehmern in der HVSt. der ganzen
Gruppe von 100 Teilnehmern nur 10,8:1,12 = 9,656 Minuten als Aus-
fluB aus dem Vielfach 5 oder 15. Auf den Vielfach 6 werden a'so
2>< 9,65 = 19,3 Minuten in der HVSt. der ganzen Gruppe aufgedriickt.

Wir stellen uns nun vor, dafl das 10teilige Feld ungeteilt
sei, also nicht gestaffelt wire. Aus den (nachfolgend erlduterten)
Unterlagen entnehmen wir, da3 auf den ersten Vielfach des fiir die
Weiterrechnung als ungeteilt angenommenen Feldes 3,25 Stunden
aufgedriickt werden, denn bei dieser Belastung eines ungeteilten
10er-Feldes entldBt der fiinfte Vielfach gerade 19,3 Minuten. Die
Unterlagen ergeben nun, dal bei dieser Belastung der zehnte Vielfach
noch 0,36 Minuten entliflt. Diese 0,36 Minuten gehen verloren, denn
ein elfter Vielfach ist nicht vorhanden.

Wie groB ist nun die Verlustziffer? Wir hatten als Belastung
jeder Teilgruppe 2,75 Stunden in der HVSt. jeder Teilnehmer-
gruppe angenommen. Die HVSt. der ganzen Gruppe ist nun nicht
2 >< 2,75 = 5,5 Stunden, sondern weniger, weil die Phase der HVSt.
der ganzen Gruppe gegen die HVSt. der Teilgruppen verschoben ist,
d. h. zeitlich nicht zusammenfillt. Die Unterlagen ergeben, dall die
2,75 Stunden jeder Teilgruppe nur. 2,75:1,04 = 2,65 Stunden zur
HVSt. der ganzen Gruppen beitragen. Die ganze Gruppe ist also in
ihrer eigenen HVSt. tatsichlich nur mit 2 >< 2,65 = 5,3 Stunden
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= 318 Minuten belastet. Von diesen 318 Minuten gehen 0,36 Minuten
verloren. Das sind 1,13°/,,. Die 318 — 0,3 /~ 317 Minuten werden
von 15 Vielfachen verarbeitet, also durchschnittlich 317:15 = 21,1
Minuten je Vielfach. Langer gibt fiir ein gestaffeltes 10er-Feld
von 15 Ausgingen eine Leistung von 21 Minuten je Vielfach fiir einen
Verlust von ungefahr 19/, an.

Berechnen wir eine Staffel, bei der die erste Wahlstellung in
6 Gruppen geteilt ist; die anderen 9 Wahlstellungen sollen alle Teil-
nehmer umfassen. Wir wollen jede der 6 Teilgruppen mit 1,15 Stunden
= 69 Minuten belasten. Dann flieBen aus jedem der Vielfache 1 bis 6
je 34 Minuten in der jeweiligen HVSt. aus. Die jeweils 34 Minuten
tragen nur 34:1,34 = 25,3 Minuten zur HVSt. der ganzen Gruppe
bei. Auf den zweiten Vielfach flieBen also zusammen 6 >< 25,3 =151,8
Minuten. Einem ungeteilten (nicht gestaffelten) Zehnerfeld miiBiten
3,32 Stunden aufgedriickt werden, damit 151,8 Minuten auf den
zweiten Vielfach gelangen. Bei einer Belastung von 3,32 Stunden
entliit die zehnte Leitung 0,4 Minuten.

Wie grof ist nun die Verlustziffer? Wir belasteten jede der
6 Teilgruppen mit 1,15 Stunden als Belastung ihrer jeweiligen HVSt.
1,15 Stunden tragen nun nur 1,15:1,28 = 0,9 Stunden zur HVSt. der
ganzen Gruppe bei, zusammen also 6 >< 0,9 = 5,4 Stunden = 324 Mi-
nuten, also je Leitung 324:15 = 21,6 Minuten. Von diesen 324 Mi-
nuten gehen 0,4 Minuten verloren. Das sind 1,2°/, Verlust. Diese
Zahl stimmt genau mit der Erfahrung iberein, denn Langer gibt
fiir ein gestaffeltes Zehnerfeld mit 15 Ausgéingen 21 Minuten je Aus-
gang fiir ungefdhr 1°/  Verlust an.

Weitere Vergleiche von Rechnung und Messung sollen der Er-
lguterung der Unterlagen folgen.

Die Leistung der Vielfache abhiingig von der aufgedriickten
Belastung. Die nachfolgenden entwickelten Unterlagen beziehen sich
auf 10teilige Felder.

Die Theorie der Leistung der einzelnen Vielfache ist im Ab-
schnitt VII enthalten. Die Schwierigkeit der Theorie rechtfertigt
wohl die Wiederholung des Gedankenganges, der zur Aufstellung der
Kurvenscharen Abb. 16, 17, 18 fiihrt.

Die einfachen Gleichungen 2 (Bernoulli) oder 3 (Poisson)
ergeben die Zeit ¢ in Stunden ausgedriickt, wihrend welcher genau
x Verbindungen gleichzeitig bestehen. Holm hat nachgewiesen, daB
die Zeit ¢ nicht die Leistung der xten Leitung bedeutet und Holm
fihrte einen ,Schattenzuschlag” ¢ ein, um die Leistung der zten
Leitung berechenbar zu machen. Die Holmsche Theorie der Schatten-
berechnung reicht aber nicht aus, weil seine Theorie die GréBe des
Vielfachfeldes nicht streng umfafBt.
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Riickle hat nun den Gedankengang Holms zur Berechnung
der Schatten umgekehrt. Holm baut die Belastung des xten Viel-
faches von der Belastung des ersten, zweiten usw. Vielfaches bis
zur Belastung des zten Vielfaches auf. Riickle geht von der Be-
lastung des xten Vielfaches aus und untersucht die Vorginge, wenn
wihrend der Belastung des xten Vielfaches ein anderer Vielfach frei
wird. Das Beginnen von Belegungen folgt, wie die vielen friiheren
Untersuchungen zeigen, den Gleichungen von Poisson. Ebenso
folgen die Beendigungen der Belegungen (,, Ausfallen von Belastungen*)
den gleichen Gesetzen. Fiir den Aufbau der Belastungen ist in den
fritheren Untersuchungen der Buchstabe y als Parameter in die
Poissonsche Gleichung eingesetzt worden. Fiir den Abbau von Be-
legungen fiihrt Riickle einen Parameter s in die Poissonsche Glei-
chung ein und er bestimmt nun dieses s so, dafl w,, 6 =e~* ZT die
Wahrscheinlichkeiten angibt, mit welcher wihrend der Belastung der
xzten Leitung n andere Vielfache frei werden. Der Parameter s kann
nach Riickle gleich den nat. Logarithmus der Leitungszahl gesetzt
werden s=1[ v. Aus dieser Rechnung ergibt sich ein Schatten-
zuschlag

g=1~<e“s—{~%>.

Fiir kleine Werte von y ist ¢ etwas niedriger infolge der Einfliisse,
die Riickle ndher untersucht hat. VergroBert man den Parameter y
fiir den Aufbau der Belegungen auf # =y -+ ¢, so ergeben sich die
Belastungen der einzelnen Vielfache nach den Gleichungen

1 — e
P
1+2
y
1 — e-n
B‘l:*L—ne“’i
1+ 2
1 2 z=1g—7
B = -— <1—e"/—?7-e"7——17 e — ... '()’f)'
142 /
4

Man kann diese Zahlen in verschiedener Form graphisch dar-
stellen. Die Kurvenschar der Abb. 16 ist folgendermaflen ent-
standen. Bei einer Belastung mit y = 3,3 Stunden = 198 Minuten
7=y -+ q= 3,3 0,6566) verarbeitet der erste Vielfach 47 Minuten.
Es fliefen also 198 — 47 = 151 Minuten aus dem ersten Vielfach
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aus, oder es flieBen 151 Minuten auf den zweiten Vielfach. Siehe
Kurve ,auf II* in Abb. 16, Abszisse y = 3,3-Ordinate 151 Mi-
nuten. Der zweite Vielfach verarbeitet 45 Minuten. Es flieBen also

151 — 45 = 106 Minuten

K auf den dritten Vielfach.

/ Siehe Kurve ,,auf IIT¢ der

g Abb. 16, Abszisse y = 3,30,

/ Ordinate 106 Minutenusw.

s | Die Kurvenschar der

Abb. 16 gibt alfo an, wie-

/ / / viel Minuten bei einer Be-

7 f lastung (y = Abszisse) eines

/ / Zehnerfeldes auf den II.,

5 / IIL usw. Vielfach flieBs.

. / / / / Die Ordinatenabschnitte

§ zwischen zwei Kurven er-

§5 &/ $/ / / geben die Leistungen der

( / einzelnen Vielfache, z. B.

]4« / / y = 2 Stunden = 120 Mi-

y / nuten, Auf II flieBen 75

s ; / / Minuten, also hat der erste

s f Vielfach 120 — 75 = 45

/ / / // // Minuten verarbeitet. Auf

2 / 4 IIT flieBen 40 Minuten,

/ / / also hat der Vielfach II

. / /| /1’/ 75 — 40 = 35 Minuten ver-
/ / / // arbeitet usw.

sl 4/ Die Abb. 17 stellt in

25 3 35 4 45§ 55 einem vergroflerten MaB-

¥ . .
Abb. 17. Aufgedriickte Belastungen in einem :z;];e dd;:)r a?lffd lgzﬁeg((l\%?;:
10er Feld. ——» VIII bedeutet: Wenn y Be- ©
legungsstunden auf die erste Vielfachleitung fach und die auf den nicht
eines 10er Biindels aufgedriickt werden, so vorhandenen Vielfach XI
flieBen noch n Minuten auf den 8. Vielfach. flieBende Belastung dar.
Die aus X (d. h. auf den
nicht vorhandenen Vielfach XI) flieBende Belastung ist der Verlust
in Minuten. Die Umrechnung dieses in Minuten sich ergebenden Ver-
lustes in °/,, der aufgedriickten Belastung des ganzen Feldes ist in
dem einleitenden Beispiele gezeigt worden.

Die Zuschlagskurven Abb. 18. - Eine Gruppe von Belastungs-
quellen (Teilnehmer, Gruppenwihler, Schniire in Handémtern usw.)
erzeugen eine Belastung des verarbeitenden Feldes von y Stunden.
y ist dann die mathematische Erwartung gleichzeilig bestehender
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Verbindungen, d. h. die im Mittel zu erwartende Gleichzeitigkeit. In
einem beliebigen Augenblick beobachtet man nun nicht y belegte
Verbindungswege, sondern v. Man kennzeichnet die Abweichungen
der Beobachtungen v vom Mittelwert y durch eine ,Schwankungs-
grofe ¢“ nach der Definition

v—Yy

y

Die GroBe ist also in jedem Augenblick eine andere und &ndert
sich mit der Zahl der belegten Verbindungswege v.

]

\ |
7 _
TN ™%
40 X \ \j\ L —
\\ ™ Q*?o \
30 \\ihg\\ —~——
=5 \ \ T
\ \ 2oy ] — \\ i
20| N P - \\ \\h\‘--\
N P78 — | \\:\r\
70 . \j\\’\& :
PN — T
eed T
45 7 75 2 25 I 35 4 45 5 55 6 45

¥

Abb. 18. Gruppenzuschlag. Zuschlag in ¢/, zum Mittelwert y der Teilgruppe,
wenn u-Verhaltnis Y: y der Belastung der groBien Gruppe (¥) zum rechnerischen
Mittelwert y der Teilgruppe.

In einer kleilen Gruppe ist die Anderung von ¢ groB, fiir
y = 3,30 muB man v =10 AbfluBwege fiir den Verkehr vorsehen,
wenn der Verlust 1°/,, betragen soll. Der groBte Wert von o ist

— 10 —3.3 .

also in diesem Falle op. = Y v y_ 53— 2,03, der kleinste
Wert, wenn keine Leitung belegt ist, ist omin = — 1.

o ist eine unbenannte Zahl

In einer grolen Gruppe, z. B. y = 75 Stunden, muB man
v ==100 AbschluBwege fiir einen Verlust von 1°/, vorsehen. ¢ schwankt
hier zwischen

100 — 75
Omax = 7 = 0,33 und oppy = —1.
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Betrachten wir die doppelte Vorwahl (siehe Abb. 5). Es seien
10 Hundertgruppen von Teilnehmern mit den Nummern 1000 bis 1999
mit je einer Belastung von y = 3,3 Stunden in der HVSt. jeder
einzelnen Gruppe gegeben. Dann zeigt die Erfahrung, daB die HVSt.
der ganzen Gruppe aller 1000 Teilnehmer nur 28 Stunden, nicht
10 - 3,3 = 33 Stunden betrigt. Diese Erscheinung hat zwei Griinde,
a) die HVSt. der Teilnehmergruppen von je 100 Teilnehmern fallen
nicht zusammen. Man kann sich auch so ausdriicken: Die Belastung
in der HVSt. der groBen Gruppe ist kleiner als die Summe der Be-
lastungen der HVStn. der Teilnehmergruppen.

b) Die Schwankungen der groBlen Gruppe sind kleiner als die
Schwankungen der Teilgruppen.

In einem beliebigen Augenblick zeige eine der Teilgruppen »
gleichzeitige Belegungen. Die Schwankungsgrofe dieser Teilgruppe
sei mit o,,, bezeichnet. In diesem Augenblick ist dann

v—Yy
%00 = Ty also v =y (1 4+ g,9,)-

Diese v Belegungen erscheinen infolge der doppelten Vorwahl auch
in der grofen Gruppe. Sie sind jetzt aber ein Teil der groSen Gruppe,
deren Schwankung o,,,, kleiner ist als das ¢,,, der Teilgruppe. Man
kann sich also vorstellen, dal aus der kleinen Gruppe in die grofie
Gruppe eine Belastung 1,y gebracht wird, nach der Gleichung

v=y 1+ 0,90) = 4y (1 + 06,9,), die dort nur mit o, schwankt.
Aus der Gleichung

Y (1= 0100) = 4,y (L + 01490)
erhilt man
L = 1+ 6409
t T 1 4 5
1 61000
Da g,,, groBler als o, ist, so ist 4, groBer als 1.
Nun zeigt Riickle, daB die Schwankungsgréfien in zwei ver-
schieden groBen Gruppen in engen Beziehungen zueinander stehen.
Es ist

%100

G = 240
1000 a

Der Wert des Koeffizienten @ ist eine Funktion der Gruppen-
grofen und der spezifischen Belegung { (Seite 80).

Wir konnen also jetzt allgemein fiir den augenblicklichen Zu-
schlagsfaktor schreiben:
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wo mit ¢ die SchwankungsgréBe der kleinen Gruppen bezeich-
net ist.

Wirde man im groBen System das unverdnderte y als propor-
tionalen Anteil einer Teilgruppe spielen lassen, dann konnte dies y
die Belegungszahl v nicht so oft erzeugen, als die Belegungszahl v
tatsichlich von der Teilgruppe an die groBle Gruppe abgeliefert wird.
Daher mufl das y auf A,-y vergréfert werden, um mit der kleinen

Schwankung 2 die tatsichliche Anzahl Belegungen v in der groflen

Gruppe hervorzurufen.
Das Einschwingen der Teilgruppe in die groBe Gruppe, d.h. der

Ubergang von der Schwankung ¢ zur Schwankung % ist ein Vorgang,

der sich nur im Verlauf vieler Stunden abspielt. Man kénnte nur dann

1

A= %00 setzen, wenn dauernd die kleine Gruppe tatsichlich g,,,
1 -t 64000

die groBe ¢,,,, aufwiese. Zur Rechnung mufl man sich deshalb den

Mittelwert der 1, bilden, um die Bel-St. in der Hauptverkehrsstunde
der kleinen Gruppe zu erhalten.

Die obere Grenze der Schwankung, die bei Festsetzung der
Leitungszahl beriicksichtigt werden muf, um 1°/, Verlust zu er-
halten, ist der grofite Wert o, der Schwankungsgrofe in der kleinen
Gruppe, die untere Grenze der grofite Wert o der groflen Gruppe.
Die Summen simtlicher 1, innerhalb dieser Grenzen dividiert durch
die Differenz der groBten Werte der Schwankungsgréfen ergibt den

gesuchten Mittelwelt.

Also o
= [t g,
Gk—Og [0}
14 =
+a
0!/
o
1k
. ala — ~ a
ima oo,
O — 9 1_!_29,
a

Wenn 4= 1,57 ist, so ist der Zuschlag zum y der kleinen Gruppe

57°/,. Es ist bequemer mit ¢ aus der Gleichung 1 =1 -9 zu

rechnen, weil dann ¢ unmittelbar den Prozentsatz angibt. Es wird
¢

1 et

a(a—1) ; - a

i

P=a—1— . o
k g 1 9
+a
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Beispiel: n = 10; d.h. 10 Teilgruppen werden zu einer groBen
Gruppe zusammengesetzt. Berechne als Beispiel den Zuschlag ¢ fiir
y = 1; groBe Gruppe Y = 10 Belegungsstunden.

Fir y=1 sind » = 5 Leitungen nétig; o, = v—;—g = 4.
1
Die spezifische Belegung { = —Z—: 5= 0,2.
21 — 10

Fiir ¥ = 10 ist V = 21 Leitungen 6, = ————=1,1, die spe-

g 10

zifische Belegung der groflen Gruppe Z =;—(1) = 0,48;

4/ 4 -
Z L0.2-0.48\ 4
a— Vn (1 22N\ _1/10 (1 — @33»0’-«): V7,18 — 1,63,

Ttyz)” 0,68
1+ ——
1,63 - 0,63 1,6
also ¥ = 0,63 — ’2'5"— L _‘1,13 = 0,375 = 317,5%,.
: 1 it ol
T 1,63

In der Abb. 18 sind nun die Zuschlége dargestellt. Die Abszisse
zeigt y, d. h. den rechnerischen Mittelwert der Belastung der Teil-
gruppe, wenn ein groBer Verkehr unterteilt wird. Z.B. Y = 28 Stunden
werden in 10 Teile geteilt. Also Mittelwert der Teilgruppe y = 2,8
Stunden. Die Ordinaten stellen die Zuschlige & zu diesen Mittel-
werten y in Prozent dar.

Da die Zuschlige fiir verschieden groBSle Gruppenverhiltnisse
verschieden grofl sind, zeigt die Abb. 18 mehrer® Kurven. u = 10
bedeutet, daB die groBle Belastung in 10 Teile geteilt wird. Zu dem
berechneten y = 2,8 ist ein Zuschlag von & = 25°%/, zu machen, die
HVSt. der Teilgruppe ist daher mit y’ = 1,25 - 2,8 = 3,5 Stunden
zu errechnen.

Vergleich der Rechnung mit der Erfahrung. Langer?!) hat
gemessene Kurven fir eine 10er, eine 5er und eine 2er Teilung
angegeben. Die Kurven u =10, 5, 2 der Abb. 18 entsprechen den
Langerschen wie folgt:

Gruppenverhéltnis Teilgruppe: Zuschlag gemessen in 9/, berechnet
10 1 42,0 38,0
3 245 245
7 12,5 15,0
5 1 29,0 27,0
3 15,0 17,0
7 7,0 9,0
2 1 17,0 8,0
3 6,0 4,0
7 2,0 1,0

1) Langer: ETZ 3. Mérz 1924.
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Die Ubereinstimmung reicht fiir praktische

kommen aus.

Zwecke

143

voll-

Als Beispiel werde hier die Staffel Abb. 19 durchgerechnet. Sie
bekommt ihren Verkehr aus 10 Vorwéahlerrahmen, auf denen die Vor-
110—119 usw. bis 190—199,

wiahler der Teilnehmer 100—109,
im ganzen 100, angebracht sind. Aus
dem Vielfachfeld gehen 30 Leitungen
nach der nichsten Schaltstelle.

Es ist der Kontakt der ersten
Wihlerstellung des Rahmens 1 mit
dem Kontakt der ersten Wéahler-
stellung des Rahmens 2 verbunden
usw., wie aus Abb. 19 zu ersehen ist.

Die 100 Teilnehmer mégen in
der HVSt. eine Belegung von
y = 720 Minuten = 12 Stunden er-
zeugen. Dieser Gesamtverkehr teilt
sich in die 5 Gruppen der ersten
Wihlerstellung, deren jede &-720-
1,17 = 168 Minuten erhilt, wobei
der Zuschlag von 17°/, aus Kurve
w=>5 in Abb.18 entnommen ist.
Da die Verbindungen der Kontakte
der Wihlerstellungen 2 bis 4 ebenso
hergestellt sind wie in Stellung 1, kann
man sofort aus der Kurve ,auf V¢

Tei/-
nehmer

)}

720-729
730~ ZZJ
740~ 749
750759

760-769

770-779

780789
790~ 7.99}

Wahlstellungen ~—>
7234 5 g 7 8

©
o
©

q
q

A4
O
©

)

i
i

/

g

q

o

q

9 70
P 4

©-

©
o
©

2 g
o
©

>j)

Abb. 18 ablesen, welche Minuten-
zahlen noch aus der 4. Leitung aus-
flieBen. Es ergeben sich 25 Minuten.

In der fiinften Wihlerstellung geht eine Leitung iiber 6 Kon-
takte, die andere nur iiber 4 Kontakte. Der lingeren Leitung werden
31'225 = 62 Minuten, der kiirzeren 2 1 25 = 45 Minuten aufgedriickt. Die
Zuschlige von 20 bzw. 10°/, ergeben sich aus den Kurven u =3
bzw. w-— 2 der Abb.18. Ein ZufluB von 62 bzw. 45 Minuten auf
eine Leitung der 5. Wihlerstellung entspricht einem Zufluf von 4
bzw. 3,5 Stunden auf die erste Wihlerstellung eines ungeteilten Feldes,
wie man aus der Kurve ,auf V¢ Abb. 16 ersieht. Auf der Kurve
yauf VII¢ kann man jetzt ablesen, welche Minutenzahl noch aus den
beiden Leitungen der sechsten Wahlerstellung ausflieft. Es ergeben
sich 18 bzw. 12 Minuten. In entsprechender Weise erhilt man die

Minutenzahl, die auf jede Leitung der siebenten Wahlerstellung flieit.

Abb. 19. Staffelung eines 10teiligen
Feldes mit 30 Ausgéngen,
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1 181,22
LR 11116
108 1,22 14

=17,1 Minuten. Es ist namlich fiir die kurzere Leitung der Zuschlag

Es sind

3 R, .
aus der Kurve u = 5 ™ entnehmen, wihrend fiir die lingere Lei-

3 .
tung ein Zuschlag aus Kurve u = T und auBerdem ein Abzug aus

Kurve % = 3  zu entnehmen ist. Die Minutenzahlen von 12,6 bzw.

11,1 Minuten entsprechen einem ZufluB von 3,85 bzw. 3,565 Stunden

auf die erste Wéhlerstellung. Aus den Leitungen der Wahlerstellung 8

fliefen also 3,5 bzw. 2,5 Minuten Auf die Leitung der neunten Wahler-
3,5

stellung kommen dann noch ﬁ —}— 1= 2,1+ 8,2 = 5,3 Minuten. Die

. b 5
Abziige sind aus den Kurven « = ) und u = 3 20 entnehmen, deren

Werte man zwischen den gezeichneten Kurven interpolieren muf.
Die Minutenzahl von 5,3 Minuten entspricht einem ZufluBl von 4,24 Stun-
den auf die erste Wihlerstellung. Jetzt kann man aus der Kurve
»auf XI¢ in Abb. 17 entnehmen, daB noch 0,9 Minuten aus der Lei-
tung der zehnten Wéhlerstellung ausflieBen.

Dies ist der von dem aufgedriickten Zufluf von 750 Minuten
verloren gehende Anteil. Es sind 1,29, Verlust.

X. Anhang.

A. Auswertung der Poissonschen Gleichung
mit dem Rechenschieber.

Beispiel :
¢ = 80 Belegungen; t=1*/,, h; y=ct= 2 Bel.-Stunden.
w,=¢"? %T»
Bilde den Quotienten
Wat1 yrHiz! y

wz_y(x—l—l) T L1 wr1’
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beginne die Auswertung mit w, = e~%:
loge =0,434294,
— 2loge=0,131412 — 1; ¢ 2=0,13534.

z=0 w, = 0,13534,
2
1w ::»l—-wO:O,27068,
2w, =%-w1=0,27068,
3 w, =—‘92)—-w2 =0,18040,
4 w, :%-% =0,09020,
5w, =%~w4=0,03608,
6w, :%-w5=0,01203,
7w, =%-w6 =0,00344,
8wy =%-w7 =0,00086,
9 w9=—§~-w8=0,00019,
10 w,= 130 - wy = 0,00004

Summe = 0,99994 .

Wenn y grol ist, z. B. y =75, so kann man nicht mit w, be-
ginnen und etwa bis w,,, aufsteigen. Beginne die Rechnung mit

1
Wiy = e
¥2m-15
und rechne dann weiter:
— 5
w76 — 76 w75 usw.
Es ist
v
w =Y L
y!

ersetze y! durch den Stirlingschen Ansatz

y' — y”.e'—y.-ygny,
also

w — ———

Riickle-Lubberger, Fernsprechverkehr, 10
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B. Auswertung der Bernoullischen Gleichung
mit dem Rechenschieber.

wy, = (Z) 2°(1 —2)°7"

bilde
Wet1 slz! (s —a) 2”1 (1 — 2"t s—x oz
Wy, - E+1)s—a—1)s2°(1 — z\)s"‘r Tl 17
Beispiel:
s = 50 Teilnehmer,
¢ = 80 Belegungen in HVSt.,
t =1/,, Stunde,
y=ct=2,
ct 2 : .
r= == 0,04 Stunden je Teilnehmer;
w 50 — xz 0,04 50 — 2
_;: o1 096 - M04168- T

beginne mit
wy = (1 —2)° = 0,96% = 0,12988.

2=0 w, = 0,12988
1w, =0,04168°0. 4w, —0,27010,

1
2w, =0,04168 42~9 cw, = 0,27580 ,
3w, =0,041 68%?—-102:0,1840,

4w, =0,041 681141.% =0,0902,

5w, =0,04168 %‘1 “w, = 0,03453 ,

6 ws =0,04168 ‘—165 -w, = 0,01079,

7w = 0,04168°% ., = 0,00282,
13

8w, =004168% v, = 0,00063,
42

9w, = 0041685 w, = 000012,

10 w,=0,04168 % - wy = 0,00002

Summe = 0,9988
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C. Auswertung der kombinatorischen Gleichung
mit dem Rechenschieber.

_ L)
R

b

setze |
() ()2
T c— z?
dann wird
w = Z = 2,
z :;sz ZO+Z1++Z2:++Z3
=0 *
. 1
T Z, Z, N
0 1 Tz
Z+Z+ s + S 42 Z
Darin ist
arin 1is Za:__l
Zm~ ’
nun bilde

=R
_ ! (s—a)!s/t—s—c+ ) (c—a)!
@E+D)(s—z—1)!(sft—s—c+z+ 1) {c—z—1)!
=) —2)
+1)(sft—s—c+1-+2)
Beispiel:

Wet+1 Z=+1_ (75 ‘fs“ ) (c _/tx——_sl)

s = 50 Teilnehmer,
¢ = 80 Belegungen in der HVSt.,
t ="/,, Belegungsdauer;

Woss _ Doy (50 — ) (80 — )

w, Z, (x+41)(1871 +2)
Z, (x -+ 1) (1871 + 2,

Zyer (50 — ) (80 — )’

und

ferner ist z. B.:

10*
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Beginne die Auswertung mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeit,

z. B. w,:
1

Z, 2, Z, Z, Z, Zy, "
Z, +—Z:+ Z4—|—Z—|—1+'Z~4+“'+—Z‘—

4

w, =

Schreibe zuerst die ganze Reihe 1 an. Dann die Reihe 2 ganz herunter,
dann Reihe 3: ziehe zuerst die Bruchstriche, schreibe dann die Werte
(xk+1)=1,2,3,...,10 in Zihler oder Nenner, je nachdem die

VA

Posten unter oder iiber 74 =1 liegen. Dann trage die Werte 1871 4«
4

in der ganzen Reihe ein: 1871, 1872, 1873, 1874 im Zihler, 1875 usw.

in den Nenner. Desgleichen mit (50 — ), und zuletzt (80 — ). Er-

Z
ginze die Reihe 3 durch den Quotienten Z—’—’

4

1
Ya= g g 7, Z, Z, | Z,’
Z: —i—*Zf—F—Z—:—FTi'{—l + Z; -f—"'—i—'z‘r’f
—:i— und ZZ: wie oben:
Reihe 4 Reihe 5
@ Reihe 1 Reihe 2 Reihe 3 _Zz_x w,
;
0 %% - %: gi - ﬁéi 1,5830  0,1389
L =g T w7 2960 02596
2 “Zz_i' - %% - H'% 32778 0,2870
3 Zj - Zf - %_l%f 2,0705  0,1813
4 gz _ 1,000  0,0875
5 é[ - % - 1456_1% 03728  0,0326
6= gz% - 46541%‘57‘5'% 01116  0,0097
7 ,gi_ - %% _ ";Li%.% 0,0276 0,004
8 gz - %% - 483 41;38. Z 0,0087  0,0005
9 _g_i. - %: % - ‘;_2_1;%2_2 0,0010  0,0001
10 ZZ_I:’ - ZZI;O . % - ‘H%% 0,0001  0,0000

11,4173 0,9998
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Der Nenner wird 11,4173, also

1

w, = m“f’z—g = 0,0875 .

Nunmehr bilde alle anderen Wahrscheinlichkeiten w_ wie folgt: es ist

o, "7 ww~w4-Z4.
. . . Z . .
w, ist bekannt gleich 0,0875 und die Werte Z_T stehen in der Reihe 4.
4
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