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Vorwort. 
Das Lehrbuch, dessen ersten Band ich hiermit vorlege, soIl in die Technische 

Schwingungslehre einfuhren. Es fordert vom Leser an V orkenntnissen nur die 
Beherrschung der allgemeinen Siitze der Mechanik und der Elemente der Dif­
ferential- und Integralrechnung. Die Eigenart einer Einjiihrung verlangt sowohl 
Ausfuhrlichkeit in der Darstellung wie Beschriinkung im Stoff. DemgemiiB 
habe ich alles beiseite gesetzt, was sich im Rahmen des Buches nicht vollstiindig 
entwickeln lieB und nur obenhin hiitte erwiihnt werden konnen. Meine Absicht 
ist, das Wesen der Probleme dem Verstiindnis des Lesers nahe zu bringen. 
Deshalb war ich neben einer gewissen Ausfuhrlichkeit der Darstellung ganz 
besonders auf eine strenge, systematische Ordnung und auf eine klare Formu­
lierung der Begriffe bedacht. lch hoffe, daB die entwickelten Methoden und die 
Auswahl des Stoffes den Leser instandsetzen, selbstiindig weiter zu arbeiten 
und neu an ihn herantretende Fragen zu lOsen. 

Nach den erwiihnten Gesichtspunkten habe ich auch die methodischen 
Hilfsmittel gewiihlt. Um die brauchbarsten Werkzeuge zu bieten, wandte ich 
manchmal Bezeichnungen und Begriffe an, die noch wenig in Gebrauch sind, 
oder schuf solche ganz neu, wenn von ihnen eine Kliirung der Sachlage oder 
eine Erleichterung des Verstiindnisses erwartet werden konnte. In der Regel 
stammen die ubernommenen Methoden und Begriffe aus der elektrischen Wechsel­
stromtechnik, oder sie sind entsprechend den dort eingebiirgerten neu gebildet. 
So habe ich von vornherein folgerichtig die komplexe Schreibweise fiir die 
harmonischen Schwingungsvorgiinge angewendet, die den Rechnungen eine groBe 
Anschaulichkeit verleiht, und habe analog den "komplexen Widerstiinden" 
und "komplexen Leitwerten" die Begriffe der "komplexen Federzahlen" und 
"komplexen EinfluBzahlen" gepriigt; sie leisten bei der Behandlung mecha­
nischer Schwingungen dieselben guten Dienste wie jene Begriffe bei den 
elektrischen Schwingungen. 

Der Plan des Buches entstand aus den Erfahrungen des Unterrichts, fUr 
seinen Aufbau waren vor allem didaktische Gesichtspunkte maBgebend, sein 
Inhalt will weitgehend die Bedurfnisse der Praxis befriedigen. Damit ist auch 
gesagt, fur welche Leser das Buch bestimmt ist: Fur aIle, die sich um Schwin­
gungsprobleme bemiihen, mogen sie noch auf der Hochschule lernen oder schon 
im Berufsleben arbeiten. 

Das Werk ist eingeteilt in drei Biinde. Der vorliegende erste Band behandelt 
die Systeme von einem Freiheitsgrad, die "einliiufigen" oder kurz "einfachen" 
Schwinger. Er vermittelt die Kenntnis der Grundbegriffe und der grundsiitz­
lichen Methoden der Schwingungslehre. Der zweite Band, der diesem ersten 
bald folgen wird, handelt von den Systemen mit mehreren, aber endlich vielen 
Freiheitsgraden, den "mehrliiufigen" Schwingern. Da die meisten der technisch 
wichtigen Schwinger hierher gehoren, ist der Inhalt dieses Bandes besonders 
stark den Anwendungen zugekehrt. Es werden unter anderem die mannigfachen 
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Berechnungsverfahren der Praxis fiir die Torsions- und Biegeschwingungen in 
den Maschinenanlagen dargestellt und einer kritischen Wiirdigung unterzogen. 
Der sich spater anschlieBende dritte Band wird dann die Schwinger von unend­
lich vielen Freiheitsgraden, die kontinuierlichen Systeme, mit ihren besonderen 
Fragestellungen und Methoden umfassen. 

Ein groBer Tell des Stoffes (insbesondere des zweiten Bandes) wurde tells 
angeregt und vorbereitet, teils erweitert durch die Arbeit in einem durch mehrere 
Jahre fortgefiihrten Seminar, das ich an der Technischen Hochschule Karlsruhe 
gemeinsam mit den Herren Professoren K. VON SANDEN (jetzt in Kiel) und 
O. KRAEMER abhielt. Beiden Herren mochte ich auch an dieser Stelle danken 
fur ihren hervorragenden Anteil an der Klarung vieler Fragen. Manche An­
regung verdanke ich auch meiner friiheren, langjahrigen Zusammenarbeit mit 
Herrn Professor Dr. TH. POSCHL. 

SchlieBlich bin ich noch einer Reihe junger Mitarbeiter zu Dank verpflichtet, 
deren treue Hille wesentlich zum Zustandekommen des Buches beitrug: Herr 
Dipl.-Ing. H. VAN HULLEN, jetzt in Krefeld, fertigte die erste Niederschrift 
nach Aufzeichnungen.in meiner Vorlesung; Herr Dipl.-Ing. ADOLF MEIER und 
Herr Lehramtsreferendar H. HEINZERLING in Karlsruhe zeichneten die meisten 
der Figuren und unterstutzten mich auch sonst mit Rechenstift und Rechen­
schieber. Herr HEINZERLING und Herr Dipl.-Ing. H. POSCHL in Berlin halfen 
beim Lesen der Korrekturen und gaben viele wertvolle Hinweise. 

Die Karlsruher Hochschulvereinigung forderte die Herstellung des Manu­
skripts und der Zeichnungen durch ,Gewiihrung von geldlichen Beihilfen. 

Karlsruhe, im Dezember 1937. 

K. KLOTTER. 
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Zur Ausfiihrung des Satzes sei folgendes oemerkt: Um die Obersicht zu 
erleichtern, ist (neben den Beispielen) der Text in Kleindruck gesetzt an solchen 
Steilen, die keine tragenden Teile des weiteren Aufbaues darsteilen; sie konnen 
bei einer ersten Kenntnisnahme daher auBer Betracht bleiben. Der Platz­
ersparnis wegen ist haufig von schragen Bruchstrichen Gebrauch gemacht. 
Dabei gelten aile Faktoren hinter dem Bruchstrich als im Nenner stehend, soweit 

b 
nicht besondere Zeichen andere Hinweise geben. Beispiel: bJ2 -vac = .1-. 

2 vac 



Erster Teil. 

Kinematik des einfachen Schwingers, 
allgemeine Schwingnngslebre. 

1. Gliederung der Schwingungslehre. AIle drei Bande dieses einfiihrenden 
Lehrbuches beschii.ftigen sich im wesentlichen mit mechanischen Schwin. 
gungen; die Lehre von den Schwingungen wird hier als ein Teil der Mechanik 
behandelt. Aus der groaen Manuigfaltigkeit der Bewegungsformen, die die 
Mechanik kennt, werden jene Bewegungen herausgegriffen, die ein besonderes 
Merkmal, das der Wiederholung, aufweisen. Die Heraushebung und Einzel· 
behandlung wird gerechtfertigt durch die groae Bedeutung, die solchen Be­
wegungsformen zukommt. 

Die mechanischen Systeme lassen sich ordnen nach dem Grad ihrer Freiheit, 
d. i. nach der Zahl der zur Beschreibung ihrer Lage oder ihrer Bewegung not­
wendigen Koordinaten. In diesem ersten Bande untersuchen wir Systeme, die 
einen Grad der Freiheit aufweisen. Ihre Lage wird durch eine Koordinate, 
etwa q, ihre Bewegung durch eine Funktion q(t) beschrieben. Schwingungs­
£ahige Systeme von einem Grad der Freiheit nennen wir einliiu/ige oder auch 
ein/ache Schwinger. Beispiele sind in Ziff. 11 aufgezahlt. 

Die Schwingungen gehOren als Bewegungsvorgange nach der iiblichen Ein­
teilung der Mechanik 

Mechanik 

I 
Kinematik 

I 
I 

Dynamik 
I 

·1 
Kinetik 

1 
Statik 

in die Kinematik und in die Kinetik. Dementsprechend zerlegen wir auch unseren 
Stoff in zwei Teile. 1m ersten Teil dieses Bandes wird die Kinematik des ein­
fachen Schwingers behandelt. Hier untersuchen wir die Schwingungen hin­
sichtlich ihres Ablaufs in Raum und Zeit; wir betrachten nur die auaere 
Erscheinungsform der Schwingungen ohne Riicksicht auf die Krafte, die bei 
der Bewegung auftreten oder die die Bewegung erst hervorrufen. Die Unter­
suchung der Schwingungen im Zusammenhang mit den Kraften erfolgt im 
zweiten Teil, der die Kinetik der Schwingungen behandelt. 

Die Begriffe und Ergebnisse, mit denen man es in der Kinematik der 
Schwingungen zu tun hat, gehOren nicht nur der Mechanik an. Sie sind all­
gemeiner Natur und passen auf jeden periodisch veranderlichen Vorgang, 
gleichgiiltig, ob es sich dabei um die Anderung einer mechanischen, elektrischen, 
optischen, thermischen oder sonstigen physikalischen Groae handelt. Zum 
groaen Teil sind die Begriffe, die in der Mechanik verwendet werden, in jenen 

Klotter, Schwingungslelu"e 1. 1 
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2 I. Kinematik des einfachen Schwingers. Ziff. 2,3. 

anderen }'achgebieten (insbesondere in der Akustik und Wechselstromtechnik) 
ausgebildet und spater erst in die Mechanik eingefiihrt worden. Deshalb wird 
das Gebiet, das wir als Kinematik der mechanischen Schwingungen behandeln, 
auch als allgemeine Schwingungslehre bezeichnet. 

2. Grundlegende BegriHe. Eine Schwingung im kinematischen Sinn (iiber 
die kinetische Definition vgl. Ziff. 12) ist ein Vorgang, bei dem eine physikali­
sche GroBe (mechanischer oder anderer Natur) sich in einer solchen Weise mit 
der Zeit andert, daB bestimmte Merkmale regelmaBig wiederkehren. Zunachst 
beschiiftigen wir uns, um die notwendigen Begriffe entwickeln zu konnen, 
mit der besonderen Klasse der periodischen Schwingungen. 

Wir definieren: Periodische Schwingungen sind solche, bei denen nach 
Ablauf einer gewissen Zeit, der Periode oder Schwingdauer T, der Vorgang sich 

_---T----~ 
vollstandig und mit allen Neben­
umstanden wiederholt. Gedampfte 
Schwingungen, die etwa nach 
Abb. 34/1 oder35/1 verlaufen, sind 
daher keine periodischen Vorgange. 

OO}---,I'---,+--!O-----\,.---+.--j-,,--!:---+~ Zur Festlegung der Schwingdauer 
t geniigt es auch nicht, daB die 

Veranderliche, die schwingende 
GroBe selbst, den urspriinglichen 
Wert wieder annimmt. tl und t 

Abb. 2/1. Diagramm einer periodischen Schwingung. 

im Diagramm der Abb .. 2/1 bestimmen keine Periode. Neben dem Ausschlag 
miissen samtliche zeitlichen Ableitungen dieselben sein. Den Komplex der 
Merkmale: Ausschlag mit allen zeitlichen Ableitungen (Geschwindigkeit, Be­
schleunigung und hOheren Ableitungen) bezeichnet man als die Phase einer 
Bewegung, hier also der Schwingung. Die Schwingdauer ist jene Zeit T, nach 
der eine Phase zum erstenmal wiederkehrt. Man kann T dabei von irgend­
einem Zeitpunkt ti aus messen; z. B. ist (Abb.2/1) 

T = t~ - to= t~ - tl = t' - i . 

3. Harmonische Schwingungen. Die periodischen Vorgange konnen von so 
mannigfaltiger Art sein und so verwickelt verlaufen, daB eine allgemeine Theorie 
solcher V organge auf groBe Schwierigkeiten stoBen wiirde, wenn nicht ein 
bemerkenswerter Umstand zu Hilfe kame. Nach einem allgemeinen (mathe­
matischen) Satz laBt sich namlich jede periodische Funktion aufbauen aus 
einer Reihe von sehr einfachen periodischen Funktionen, den harmonischen 
Funktionen. 

Harmonische Bewegungen werden z. B. beschrieben durch die Gleichungen 

Xl (t) = a sin 2n ~ oder 
t 

x2 (t) = b cos 2 np' (3.1) 

Wir sehen: a und -a sind die Extremwerte, welche Xl' b und -b die Extrem­
werte, welche x2 annehmen kann; ferner: diese Extremwerte oder irgendwelche 
festen Zwischenwerte kehren bei Ablauf der Zeit t in gleichen Zeitabstanden T 
immer wieder. Die positive GroBe a, die angibt, welchen groBten positiven 
oder negativen Wert eine Schwingung Xl annehmen kann, heiBt Amplitude 
oder Schwingweite. 



Ziff.4. Die erzeugende Kreisbewegung. 3 

Unter allen periodischen Vorgi.i.ngen nehmen die harmonischen eine be­
sondere Stellung ein. Sie sind die Bausteine, aus denen man jeden periodischen 
Vorgang aufbauen kann, und in die er sich auch wieder zerIegen Ii.i.Bt. Die Zer­
legung eines periodischen Vorgangs in seine harmonischen Bestandteile bezeichnet 
man als seine harmonische Analyse (siehe Ziff. 10). 

Diese ZerIegung in die "Harmonischen" ist mehr als eine formale mathe­
matische Operation; die Teilschwingungen haben physikalische Realiti.i.t. Viele 
mechanische Systeme werden durch harmonisch verIaufende Kri.i.fte, die eine 
gewisse genau angebbare Periode T haben, zu sehr groBen Ausschli.i.gen angeregt 
(Resonanz). VerIi.i.uft nun die anregende Kraft nicht harmonisch, sondern in 
irgendeiner andern Weise periodisch, etwa so, wie das Drehkraftdiagramm 
einer Dieselmaschine (Abb. 8/3a) angibt. und enthi.i.lt diese periodische Funktion 
als Bestandteil (Abb. 8/3b, c) auch jene Harmonische, die fiir sich allein die 
groBen Ausschli.i.ge bewirken wiirde, so wird das System unter dem EinfluB 
der genannten Kraft ebenfalls zu den groBen Ausschli.i.gen angeregt: Es spricht 
auch auf eine in der periodischen Funktion verborgene Harmonische an. Der 
Schwinger wirkt somit als mechanischer harmonischer Analysator. 

4. Die erzeugende Kreisbewegung. Eine jede harmonische Bewegung Ii.i.Bt 
sich auffassen als Projektion einer gleichformigen Kreisbewegung auf eine Gerade 
und kann in dieser Weise 
auch durch Mechanismen er- a 
zeugt werden (Kreuzschleifen­
kurbel, Abb. 4/1). Durchli.i.uft 

4---~~,L~~~------~------~-rt 

] i [ 

] [ 
Abb.4/1. KreuZBchlelfenkurbel. Abb. 4/2. Harmonische Schwingungen als Projektionen elner 

gleichformigen KreisbeweguDg. 

der Punkt A (Endpunkt des Vektors a in Abb. 4/2 a) den Kreis vom Halb­
messer a mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ro, so bewegt sich seine 
Projektion A' auf der Lotrechten harmonisch, ebenso die Projektion A" auf 
der Waagrechten oder A'" auf einer geneigten Geraden g. Beginnen wir die 
Zeitzi.i.hlung in jenem Augenblick, in dem sich A in Au befindet, so Ii1Bt sich 
die Bewegung von A' auf der Lotrechten darstellen durch die Gleichung 

y=a.sinrot, (4.1a) 
1* 
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die von A" auf der Waagrechten durch 
x=acoswt 

und die von A'II auf g durch 

Yl = a sin (w t + e). 

Ziff. 4. 

(4.1 b) 

(4.1 c) 

Durch Auftragen der Projektionen iiber einer t-Achse erhii.lt man die Sinoiden 
der Abb. 4f2b, c, d. (Die Bewegungsrichtung auf dem Kreis ist gleiehgiiltig; 
hier und im folgenden ist der Gegensinn des Uhrzeigers gewahlt.) 

Die Periode T der Sehwingung ist die Zeit, welehe der Punkt A (bzw. der 
Vektor a) benotigt, um den voUen Kreisumfang zu durchlaufen (bzw. den 
Winkel 2 n zu iiberstreichen). Da A mit der Winkelgesehwindigkeit w umlauft, 
ist 

T=~ oder 
w 

wT= 2n. (4.2) 

Die Winkelgesehwindigkeit w der erzeugenden Kreisbewegung wird aueh die 
Kreisfrequenz der Sehwingung genannt. Sie hat die Dimension T-l und wird 
daher in S-1 gemessen. 

Der Kehrwert der Periode, 1fT, der die Anzahl der Umlaufe in der Zeit. 
einheit angibt, heiBt Schwingzahl oder Frequenz, 

1 f = -'1" (4.3) 

Frequenz und Kreisfrequenz sind daher dureh die Beziehung 

w=2nf 

verbunden. w und f haben die gleiehe Dimension. Die Einheit fiir f bezeiehnet 
man als 1 Hertz (1 Hz), wahrend man w in S-1 angibt. Dureh diese Unter­
seheidung in der Benennung beugt man Verweehslungen vor. 

Als Phase einer Bewegung definierten wir den Komplex von Aussehlag, 
Geschwindigkeit, Beschleunigung und den hoheren Ableitungen. Bei den 
harmonischen Bewegungen hangen diese GroBen - wie bekannt - in einfaeher 
Weise zusammen. Der augenbliekliehe Bewegungszustand ist vollkommen 
bestimmt, wenn man den Winkel qJ kennt, der die augenblickliche Lage des 
Punktes A auf dem Kreis angibt: Die Phase der Bewegung ist durch den Winkel 
qJ = qJo + w t festgelegt. Er heiBt deshalb der Phasenwinkel (oft wird er selbst 
Phase genannt). 

Laufen zwei Vektoren a1 und 0 als Erzeugende von zwei Sehwingungen 
derart um, daB sie stets gleichgeriehtet sind, also stets denselben Phasenwinkel qJ 

aufweisen, so heiBen die beiden Schwingungen phasengleich oder in gleieher 
Phase, kurz in Phase. Die Schwingungen erreichen dann im gleichen Zeit­
punkt ihren positiven oder ihren negativen Seheitelwert und nehmen im gleichen 
Zeitpunkt den Wert Null an. Sie unterscheiden sieh iiberhaupt nur um einen 
festen, zeitunabhangigen Faktor, der durch das Verhaltnis der Langen der 
Vektoren gegeben ist. In Abb. 4f3 sind die beiden Vektoren 01 und a in ihrer 
Ausgangslage zur Zeit t = 0 gezeichnet. Die (dureh Projektion auf die Lot· 
rechte) erzeugten Sehwingungen verlaufen nach den Gleiehungen 

Yl = ~ sin w t und Y = a sin w t. 
Eine andere Sehwingung Y2, deren erzeugender Vektor 02 den konstanten 
Winkel ot2 mit dem erzeugenden Vektor a1 der Sehwingung Yl einsehlieBt, 
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wird durch die Gleichung 
Y2 = a2 sin (wt + 0:2) 

dargestellt, wenn der erzeugende Vektor von Y2 gegenuber dem von YI nach 
vorn, also in der Bewegungsrichtung verschoben ist. Dann ist fUr jeden Zeit­
punkt CPI = w t der Phasenwinkel von YI und CP2 = w t + 0:2 der von Y2; die 
Phasenwinkeldifferenz ist 1X2' Die konstante Phasenwinkeldifferenz wird der 
Kurze halber meist als Phasenditferenz oder Phasenverschiebung (oder auch un­
zweckmaBig als Phasenwinkel) der beiden Schwingungen bezeichnet. Die durch 
Projektion von ua entstehende Schwingung 

Ya = aa sin (w t-Ilta) 

eilt der Schwingung Yl urn den Winkeillta nacho 1m Diagramm Abb. 4/3b sind 
die Maxima, Nullstellen und alle anderen Phasen einer voreilenden Schwingung 

b t..-tf 

Abb. 4/3. Harmonische Schwingungen verschiedener Amplitude und phaseuverschobene Schwingungen 
mit ihren erzengenden Vektoren. 

nach links verschoben, die einer nacheilenden Schwingung nach rechts. Die 
Zeit ta.' urn welche die voreilende Schwingung eine Phase cP fruher annimmt als 
die Vergleichsschwingung, ist diejenige Zeit, welche der Vektor braucht, urn 
den Winkel IX zu durchlaufen, also 

fa. = '!~. 
w 

(4.4) 

Sie heiBt die Phasenverschiebungszeit. 1st der Phasenverschiebungswinkel IX 

positiv, dann eilt die Schwingung der Vergleichsschwingung vor, ist IX negativ, 
so eilt sie nacho Kurzer spricht man auch vom Voreilwinkel oder Nacheilwinkel 
und ebenso von der Voreilzeit und Nacheilzeit. 

Notwendig und hinreichend zur vollstandigen Kennzeichnung einer harmo­
nischen Schwingung sind demnach die drei GroBen: Amplitude, Frequenz und 
Phasenverschiebungswinkel. 

Bei Verschiebungsschwingungen eines Punktes auf einer Geraden hat die erzeugende 
Kreisbewegung eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. Wir konnen aber bei allen anderen 
harmonischen Schwingungsvorgangen - auch solchen nichtmechanischer Natur - eben­
falls von einer erzeugenden Kreisbewegung sprechen. Wir verstehen dann darunter die­
jenige Bewegung, durch deren Projektion das Ausschlag-Zeit-Diagramm entstanden gedacht 
werden kann. 

5. Diagrammvektoren, komplexe Schreibweise. Harmonische Schwingungen 
konnen - wie gezeigt - durch Projektion einer gleichformigen Kreisbewegung 
entstanden gedacht werden. Wir wollen diesen anschaulichen Vorgang nun 
in Formeln fassen. Zur Bezeichnung des wandernden Kreispunktes bedienten 
wir uns eines sich drehenden Vektors, des Diagrammvektors. Wenn es sich bei 
der Schwingung urn die zeitliche Xnderung des Betrages einer physikalischen 
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VektorgroBe handelt, so muB man zwischen diesem Vektor und dem Diagramm­
vektor scharf unterscheiden. Schwankt z. B. nur der Betrag des physikalischen 
Vektors harmonisch, so bleibt seine Richtung im Raume erhalten, wahrend 
der Diagrammvektor umlauft. Andert sich auBer dem Betrag auch die Richtung 
des physikalischen Vektors, so handelt es sich um ein System mit mehr als einem 
Freiheitsgrad. Fur solche Systeme ist unsere Darstellung nicht mehr ohne 
weiteres anwendbar. 

Diagrammvektoren liegen in einer Ebene und bewegen sich nur in einer 
Ebene. Zur Beschreibung der Bewegung, die der Endpunkt des Vektors in der 
Ebene ausfiihrt, ist die Heranziehung von Zahlen notwendig, deren jede einem 
Punkt in der Ebene ein-eindeutig zugeordnet ist (so wie die reellen Zahlen den 
Punkten einer Geraden). Ein System solcher Zahlen stellen die komplexen 
Zahlen (x + i y) dar. Der Faktor ides zweiten Teiles hat dabei keine andere 
Bedeutung als anzuzeigen, daB y Koordinate der zweiten Richtung ist. Da 
nun die Punkte einer Ebene auch die von einem Ursprung nach diesen Punkten 
gezogenen Vektoren eindeutig festlegen, so bestimmen sich auch die Vektoren 
und die komplexen Zahlen wechselseitig; sie sind gleichwertig, ja wir konnen 
sie geradezu identifizieren: Die den wandernden Kreispunkt beschreibenden 
Diagrammvektoren sind komplexe Zahlen, und die ebene Vektorrechnung ist (fur 
die Operationen der Addition und Subtraktion) die Rechnung mit komplexen 
Zahlen. 

(Ebene) Diagrammvektoren und Vektoren des dreidimensionalen Raumes 
werden wir auch in der Schreibung unterscheiden. W 0 in diesem Buch (ganz 
selten) physikalische VektorgroBen vorkommen, bezeichnen wir sie durch uber­
strichene lateinische Buchstaben, z. B. p, v; mit deutschen (Fraktur-) Buch­
staben bezeichnen wir dagegen durchweg die Diagrammvektoren und die ihnen 

gleichwertigen komplexen 
!I A Zahlen. 

:x 
:x 

Abb.5/l. 
Diagrammvektor und 

komplexe ZahI. 

Abb.5/2. 
Amplitude, komplexe Amplitude. 

Eine komplexe Zahl n 
kann man in einer der bei­
den Formen darstellen: 

n = x + i y (5.la) 
(Zerlegung in reellen und 
imaginaren Bestandteil; 
kartesisches Koordinaten­
system), 

(5.1 b) 
(Zerlegung in Betrag und Richtungsfaktor; Polarkoordinatensystem) (Abb. 5/1). 

Da es unsere Aufgabe ist, die Wanderung eines Punktes auf einem Kreis 
zu beschreiben, empfiehlt sich die Benutzung der zweiten Darstellungsform. 
Die komplexen Zahlen n, die die Punkte eindeutig festlegen, welche der End­
punkt A des Diagrammvektors n auf dem Kreise bei seiner Wanderung durch­
lauft, haben festen Betrag und veranderlichen Richtungsfaktor. Bewegt sich A 
von der Ausgangslage Ao (Abb. 5/2) mit gleichformiger Drehgeschwindigkeit OJ, 

so ist rp = OJ t und 
(5.2) 
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Hat A zur Zeit t = 0 die Lage Al (Abb. 5/2), die durch den Phasenwinkel ex. 
bestimmt wird, so wird die Lage von A zur Zeit t durch die komplexe Zahl 

a = aei(<x+wt) (5.3) 

angegeben. Dieser Zahl kann man durch Abspalten des Zeitfaktors eiwt die 
Form geben 

(5.4) 

Wir wollen die komplexe Zahl III = a ei<x, die durch Abspalten des Zeitfaktors 
entsteht, die komplexe Amplitude der Schwingung nennen. Sie gibt die Lage 
des Vektors a zur Zeit t = 0 an und wird deshalb auch als Nullvektor bezeichnet. 
Der Absolutbetrag a der komplexen Amplitude III ist die Schwingungsweite 
(Amplitude); dariiber hinaus gibt III auch die "Phasenlage" der Schwingung. 
Die komplexen Amplituden von Schwingungen, deren Diagrammvektoren zur 
Zeit t = 0 in Ao endigen, ex. = 0 (Abb. 5/2), sind reelle Zahlen, Illo = a. 

Die Gl. (5.4) beschreibt das Wandern des Punktes A oder das Drehen des 
Vektors a, also die erzeugende Kreisbewegung. Eine Schwingung entsteht durch 
Projektion des Vektors a auf eine Gerade. Dem Projizieren auf Waagrechte 
oder Lotrechte entspricht rechnerisch die Bildung des reellen oder imaginaren 
Bestandteils der komplexen Zahl a. Die Schwingung der Abb. 4/2b wird daher 
durch die Gleichung beschrieben 

y = ~m(a) = ~m(llleiwt), (5.5a) 
die der Abb. 4/2c durch 

(5.5b) 

Da ei & = cos f} + i sin f} und in diesem Beispiel III = a ist, so ist (5.5a) gleich­
bedeutend mit 

y=asinwt (5.6a) 
und (5.5b) mit 

x = acoswt (5.6b) 

der gewohnlichen Schreibweise. Die Gln.(5.6a) und (5.6b) sind die Gleichungen 
der Kurven von Abb. 4j2b u. c. 

Die komplexe Schreibweise hat es ermoglicht, den anschaulichen Vorgang 
der Kreisbewegung und der Projektion in Gleichungen zu fassen. 

Bei der Untersuchung harmonischer Schwingungen, insbesondere beim 
Vergleich mehrerer, bedient man sich zur Veranschaulichung des Vorgangs 
statt der sinusformigen Ausschlag-Zeit-Linien stets nur der Diagrammvektoren, 
die in der Ausgangsstellung, d. i. als komplexe Amplituden (Nullvektoren), 
aufgezeichnet werden. So ist z. B. auch die Abb. 4/3a aufzufassen. Die dort 
eingezeichneten Vektoren a, av a2, a3 sind die komplexen Amplituden der in 
Abb. 4/3 b gezeichneten Sinoiden. [In Zukunft werden wir die komplexen Ampli­
tuden mit grofJen (deutschen) Buchstaben bezeichnen.] 

Rechnet man "komplex", so beschaftigt man sich mit der erzeugenden 
Kreisbewegung. Aus der Kreisbewegung entstehen die Schwingungen durch 
Projektion. Die auf verschiedene Geraden vorgenommenen Projektionen ein­
und derselben Kreisbewegung unterscheiden sich durch den Phasenverschiebungs­
winkel. Eindeutig wird die Zuordnung von Schwingung und Kreisbewegung 
erst, wenn die Projektionsrichtung vorgeschrieben oder ein fiir allemal ver­
abredet ist. 
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Mehrere Schwingungen der gleichen Frequenz werden durch ein Vektor­
buschel (Abb. 5/3), das mit der Drehgeschwindigkeit OJ umliiuft, dargestellt. 
Die harmonisch veriinderlichen GroBen erhiilt man als Projektionen der um­
laufenden Vektoren des Buschels auf eine Gerade g. Das Buschel miiBte also 

bl, in vielen Lagen gezeichnet werden. Diese 
/: Unbequemlichkeit kann man dadurch um-

, I 

/ : gehen, daB man, anstatt das Buschel mit der 
'l! / ,~: Geschwindigkeit OJ rotieren zu lassen, dieses 
/ V / :: festhiilt und die Bezugsgerade g, die Zeitlinie, 
, 11,/ :: sich im entgegengesetzten Sinn, also mit der 
l~ : I Geschwindigkeit -OJ drehen liiBt. Die relative 

!(l" I wt Lage von Buschel und Zeitlinie ist nach beiden 
Verfahren in jedem Augenblick die gleiche. 

6. Geschwindigkeit, Beschleunigung. Neben 
der harmonisch veranderlichen GroBe 

y = a sin OJ t (6.la) 

betrachten wir nun ihre zeitlichen Ableitun­
gen von der 1. und 2. Ordnung, y und y. 
Es ist 

Abb.5/3. Vektorbiischel und gegenlilufige 
Zeitlinie g. 

if = OJacosOJt 

ii = - OJ2 a sin OJ t ; 
(6.lb) 

(6.lc) 

die Ableitungen sind wieder harmonisch. Den VerIauf geben die Kurven in 
Abb. 6/1 ban, wenn die Scheitelwerte a, (Va und OJ2 a jeweils durch dieselben 
Strecken dargestellt werden. 

a b 
".,--.... #,,-

/ 'y' 
/ , , 

/ / \ 
/ ,\ 

/ \ 

\ I 
• I 
\ / 

:I. >< Y', ,;', , 
...... _-" '-.-" 

t 

Abb. 6/1. Harmonische Schwingnng nnd illre Ableitungen. 

Betrachten wir die erzeugende Kreisbewegung, so haben wir wegen i = ein/2 

und i2 =-1 = ein 

wenn 

ist, 

wenn 

y = 0m (a) = 0m(2feiwt) (6.2a) 

iJ = 0m(a) = 0m(2fi OJ eiwt) = 0m (2fein/2 w eiwt) = 0m(me'iwt), (6.2b) 

lB = m: w2 ein 

ist. Die drei Vektoren, durch deren Projektion die drei Schwingungen y, if 
und y erzeugt werden, haben die Augenblickswerte a, 0, 0, die komplexen 
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Amplituden ~, )8, Q3 mit den drei Phasenverschiebungswinkeln 0, nj2, n und die 
(reellen) Amplituden a, aw, aw2 (Abb. 6/1 a). Denken wir uns die drei Vektoren 
starr verbunden und mit der gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit w bewegt, 
dann verlaufen die Projektionen ihrer Endpunkte auf die Lotrechte so, wie 
die drei Kurven der Abb. 6/1 b zeigen. 

Als Ergebnis dieser Betrachtungen konnen wir den allgemeinen Satz aus­
sprechen: Die Abgeleitete einer harmonischen Schwingung ist wieder eine 
harmonische Schwingung, sie eilt der urspriinglichen 
Schwingung urn den Phasenwinkel nj2 voraus. Die zweite 
Ableitung eilt der urspriinglichen Schwingung urn n voraus. 

Die Tatsache des Voreilens del' Geschwindigkeit VOl' dem Aus­
schlag kann man sich an einem einfachen Beispiel, dem Faden­
pendel im Schwerefeld (Abb. 6/2), leicht klarmachen. Beim Durch­
gang durch die tiefste Lage z. B. von links nach rechts erreicht 
die Geschwindigkeit v ihren positiven Scheitelwert vrnax, nach einer 
Viertelschwingung erreicht dann del' Ausschlag f} seinen groBten 
Wert f} = f}rnax. 

In del' Abb. 6/1 haben die Vektoren del' erzeugenden Kreis-

I 
I 
I 

~~ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

~1 
I1mrx-

bewegung fUr Ausschlag, Geschwindigkeit und Beschleunigung Abb.6/2. Fadenpendel. 
gleiche Lange, die Kurven daher gleiche Scheitelwerte. Fiir die 
Aufzeichnung des Scheitelwertes a des Ausschlags y durch die Strecke 8 gilt del' MaBstab 

a 
mll =8-' (6.3a) 

1m Geschwindigkeitsplan wird wa durch 8 dargestellt; del' MaBstab ist deshalb 

wa 
mv=-s= wmy , 

del' BeschleunigungsmaBsta b 
w2 a 

mb = --= w2 m y • 
8 

(6.3b) 

(6.3 c) 

Wird del' erzeugende Vektor (odeI' die Amplitude del' Kurve) 
im MaBstab my aufgezeichnet, so muB man, urn fiir Ge­
schwindigkeit und Beschleunigung Vektoren gleicher Lange 
und fiir die Kurven gleiche Amplituden zu erhalten, die 
MaBstiibe nach den Gln. (6.3) wahlen. 

Beispiel. Wie liegt del' Nullvektor ~{ einer mit del' Fre­
quenz w verlaufenden Schwingung, wenn zur Zeit t = 0 del' 
Ausschlag q = qo' die Geschwindigkeit q = Vo ist? 

Man muB unterscheiden, ob die Schwingung durch Pro­
jektion auf die x-Achse odeI' auf die y-Achse aus dem 
Diagrammvektor hervorgehen soll, ob also die reellen oder 
imaginaren Teile del' Diagrammvektoren die harmonisch vel'­
anderlichen GroBen (Ausschlag, Geschwindigkeit usw.) be­
schreiben. Setzen wir zunachst den zweiten Fall voraus (Pro­
jektion auf die y-Achse), so stehen wir VOl' del' Aufgabe, einen 
Vektor ~ zu bestimmen, von dem wir seine eigene Projektion 
auf die y-Achse und die des urn 900 nach VOl'll gedrehten Vek­

t 

b 

y 

Abb. 6/3. Nullvektor aus 
Anfangsausschlag und 

Anfangsgeschwindigkeit. 

tors i~ kennen; die erste ist qo' die zweite vo/w. Wir miissen also zwischen die im Abstand qo 
und vo/w zur x-Achse gezogenen Parallelen zwei aufeinander senkrecht stehende Vektoren 
gleicher Lange so einpassen, daB die Spitze des einen auf del' ersten Parallelen, die des 
anderen auf der zweiten Parallelen liegt. Es ist ZJm ~ = qo und wegen der Ahnlichkeit del' 
schraffierten Dreiecke (Abb.6/3a) ffie ~ = vo/w, so daB 

~ = Vo + iq w 0 
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wird. Wiirden wir die Schwingung durch die Realteile der Vektoren beschreiben, so 
ergabe sich (Abb. 6/3 b) 

denn es ist dann 
ffie 2l = qo, ffie(i 2l w) = Vo. 

7. Zusammensetzung von harmonischen Schwingungen gleicher und ver­
schiedener Frequenz. Ein Punktkorper kann (etwa unter dem EinfluB mehrerer 
bewegender Ursachen) zu gleicher Zeit mehrere Schwingungen ausfUhren, die 
sich einfach uberlagern. Das entstehende Bewegungsschaubild kann dann 

Abb. 7/1. Zusammensetzung von harmonischen Schwingungen gleicher Frequenz. 

gedeutet werden als Projektion der Summe der Diagrammvektoren der Teil­
schwingungen (da die Operationen me und ~m distributiv sind), 

asin(wlt+~)+bsin(w2t+p)=~ma+~mb=~m(a+o). (7.1) 

Erfolgen die Teilschwingungen mit derselben Frequenz OJ = ah = w 2 , so 
drehen sich die Diagrammvektoren gleich schnell; sie behalten also ihre gegen­
seitige Lage bei. Die resultierende Schwingung ist wieder eine harmonische 
Schwingung und entsteht durch Projektion des Summenvektors c = a + 0 

(Abb. 7/1). Aus dieser anschaulichen Tatsache folgen die 
Gleichungen (Projektion auf die Lotrechte) 

a sin (w t + ~) + b sin (w t + P) = c sin ( w t + y), 

wobei 
c2 = a2 + b2 + 2 a b cos (P - ~) 

Abb. 7/2. Sonderfall: und 
Sinusschwingung und a sin cc + b sin f3 
Kosinusschwingung. t 

g Y = acostX+beos ~ . 

(7.2) 

(Diese Gleichungen konnten statt durch Zuhilfenahme der Figur auch durch 
trigonometrische Umformungen gewonnen werden.) Fur einen haufigen Sonder­
fall, die Zusammensetzung einer Sinus- und einer Kosinusschwingung (Abb. 7/2), 
schreiben wir das Ergebnis noch besonders an. Es ist 

mit 
a cos w t + b sin w t = c sin (w t : y) I 

c2 =a2 +b2 und tgY=1). 
(7.3) 
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Diese Gleichungen gehen aus (7.2) hervor, wenn man dort oc = 11:/2 und fJ = 0 
setzt. Manchmal ist die Projektionsrichtung so vorgeschrieben, daB man 
a cos W t + b sin w t zu einer Kosinus-Funktion zusammenfassen will. Es ist 
dann zweckmaBig zu schreiben (mit negativem Phasenverschiebungswinkel) 

Hier gilt a:':~,:bb:inW:n:'::~! 'I"j (7.4) 

Aus (7.2) erhalt man diese Gleichungen, wenn man dort oc = 11:/2, fJ = 0 und 
y = 11:/2 - e setzt. 

Aufgabe. Zeige fUr den Sonderfall der Zusammensetzung einer Sinus- und einer Kosinus­
schwingung, wie die Amplitude und der Phasenverschiebungswinkel der resultierenden 
Schwingung [GIn. (7.3)] sich durch trigonometrische Umformungen gewinnen lassen. 

Es solI 
a cos wt + bsinw t = csin(wt + y) 

werden. Durch Entwickeln der rechten Seite nach dem Additionstheorem der Funktion 
Sinus erhalt man 

a cos w t + b sin w t = c sin y cos w t + c cos y sin w t, 

woraus man schlieBt, daB a = c sin y und b = c cos y sein muB. Durch Quadrieren und 
Addieren folgt c2 = a2 + b2, durch Dividieren tg y = ajb wie in den GIn. (7.3). 

Verlaufen die Teilschwingungen mit verschiedenen Frequenzen, so drehen 
sich die Vektoren a und b verschieden rasch, ihre relative Lage bleibt nicht mehr 

o~~ 
i 
i 

Y b 

8 

Abb. 7/3. Beispiel einer Zusammensetzung zweier harmonischer Schwingungen verschiedener ]'requenz; 
W, = 2 w" 1 a 1 = I b I. 

die gleiche, und der Summenvektor andert seinen Betrag; seine Projektion kann 
dann nicht mehr eine harmonische Schwingung ergeben. In Abb. 7/3 ist ein 
Beispiel gezeichnet, bei dem W 2 = 2 WI und I a I = I 0 list. 

Solange das Verhaltnis W1jW2 durch das Verhaltnis zweier ganzer Zahlen njm aus­
gedruckt werden kann, also rational ist, bleibt die Bewegung periodisch; denn aus 
njm= W1jW2 = T2jTl folgt nTl = mT2= T. 

T ist die neue Periode. n und m geben an, wieviele Perioden dcr ersten und der zweiten 
Teilschwingung in einer Periode der resultierenden Schwingung enthalten sind. Fur ein 
nichtrationales Frequenzverhaltnis ist die resultierende Bewegung nicht mehr periodisch, 
eine Phase wiederholt sich nicht ganz genau. Da aber jede irrationale Zahl beliebig 
genau durch rationale angenahert werden kann (wobei Zahler und Nenner grofie Zahlen 
werden), erscheint auch eine Phase urn so genauer wieder, je langer man wartet. 
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Unter der Bezeichnung Schwebung ist eine Erscheinung bekannt, die 
einer kurzen eigenen Betrachtung wert ist. Sie stellt einen Sonder£all der 
Zusammensetzung zweier harmonischer Schwingungen mit nicht gleichen 
Frequenzen dar und tritt auf, wenn die Frequenzen der beiden Teilschwingungen 
nur wenig voneinander verschieden sind; sie wird um so ausgepragter, je ge­
ringer auch der Unterschied der Amplituden der Teilschwingungen ist. 

Wir untersuchen den V organg nicht rechnerisch, sondern betrachten die 
Vektorbilder, die uns genugende Auskunft geben, und zwar wahlen wir em 
Beispiel; es sei 

I ~ I : I \81 = 4 : 4,5 und WI : w2 = 9 : 10. 

Die resultierende Bewegung entsteht durch Projektion des Summenvektors 
(£ = ~ + \8. Sie ist periodisch mit der Periode T = 9 TI = 10 T2. Der Summen­

vektor (£ lauft mit einer Winkel-

a b 

- ..... , 
'ft.. 

"-
'~ 

/ 
JI/ 

/ 
/ 

/ 
",/ 

/{ , , / 

A"x/f 
yr'V 
/ , V/ 

/ 

,,~ , 
"-

f ,~ , 

/' 

geschwindigkeit um, die nicht vollig 
konstant, aber nahezu gleich WI oder 
W2 ist. Seine La.nge andert sich wah­
rend der ersten Umlaufe nur wenig, 
schlieBlich starker. Die Winkeldiffe­
renz B zwischen ~ und (£ wachst 
wahrend einer Schwebungsperiode um 
den Betrag 2 n. Solange 1 (£ 1 groB 

--11 - ..... 

t 

ist (in der Nahe des Schwe­
bungsmaximums), andert sich 
B nur langsam, im Bereich 
kleiner Werte I (£ I (in der 
Nahe des Schwebungsmini­
mums) aber rasch. InAbb. 7/4 
sind Augenblicksbilder der 
Vektoren ~, \8 und (£ gezeich. 
net zu den Zeiten 

a) t = 0 oder t = 9 TI = 10 T2, 
1 

b) t = TI = T2 + 9 T2, 
4 

c) t=4TI =4T2+ 9 T2, 

5 
'~ ~.lJ-/ ..... _,. --

Abb.7/4. 
Zusammensetzung zweier Schwingungen nailezu gleiciler 

Frequenzen und AmpUtuden; Entstehung einer Schwebung. 
d) t = 5 TI = 5 T2 + 9 T2 , 

8 
e) t = 8 TI = 8 T2 + 9 T2• 

Aus ihnen liest man die geschilderten Eigenschaften leicht abo 
Die Bewegung ist keine harmonische Schwingung, da weder w noch 1 (£ I 

konstant sind. Man kann sie allerdings angenahert auffassen als eine harmoni­
sche Schwingung mit periodisch veranderlicher Amplitude. Es gibt zwar eine 
Schwebungsperiode, namlich T, aber streng genommen keine Schwebungs­
frequenz, obgleich diese Bezeichnung fur den Quotienten 2 niT gelegentlich 
verwendet wird. 

Wenn 1 ~I = 1\8\ ist ("einfache Schwebung"), geht 1(£1 bei t = TI2 durch 
Null ("Schwebungsknoten"); der Winkel B springt dort um den Betrag n. In 
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Abb.7/5 ist ein Beispiel einer solchen einfachen Schwebung angegeben. Bei­
spiele fUr Schwinger, die Schwebungen ausfUhren konnen, finden wir unter 
den Systemen von zwei Freiheitsgraden. Wir behandeln sie im zweiten Band. 

8. Beispiele: Die Drehmomente von 
Kolbenmaschinen. Ais Beispiel fUr die 
ZerIegung periodischer Vorgange in har­
monische Bestandteile (Fourier-Analyse) 
und auch fiir die Zusammensetzung von 
Schwingungen betrachten wir einen be­
sonderen, technisch wichtigen periodi­
schen Vorgang, den VerIauf der Dreh­
momente in Kolbenmaschinen, und zwar 
zunachst bei Reihenmaschinen. Die Auf­
gabe erscheint auf den ersten Blick sehr 
verwickelt. Da es sich dabei jedoch 
um die periodische Veranderung einer 
einzigen physikalischen GroBe, der Dreh­
momente (oder der ihnen proportionalen 

Abb.7/5. Ausschlagbild einer Schwebung, deren 
Teilschwingungen gleiche Amplituden haben. 

t 

Krafte) handelt, so ist 'die Aufgabe rein "kinematischer" Natur, so daB die bisher ent­
wickelten Hilfsmittel zu ihrer Behandlung ausreichen. 

Das Drehmoment M, das von einem jeden Zylinder ausgeiibt wird, ist proportional 
den auf den Kurbelzapfen wirkenden Drehkraften P, denn es ist M = Pr_ Die Drehkrafte 
riihren her erstens von den (durch Explosion und Kompression) auf den Kolben ausgeiibten 
Gaskraften, zweitens von den Tragheits­
kraften (Massenbeschleunigungen) der hin­
und hergehenden Triebwerksteile. Wahrend 
die ersten nur vom VerIauf des Druckes im 
Zylinder abhangen, der durch das Kolben­
weg-Druck-Diagramm (Indikatordiagramm) 
angezeigt wird und in den meisten Fallen 
von der Geschwindigkeit der Maschine vollig 

'15 
ata 

'10 

35 

30 

t 25 

unabhangig ist, sind die Massenbeschleuni- p 20 

gungen dem Quadrat der Geschwindigkeiten 
proportional. Es ist daher zweckmaBig, die 
von den Gaskraften und von den Tragheits­
kraften herriihrenden Drehkrafte getrennt 
zu untersuchen. Wir beginnen mit den Gas­
kraften. 

a.) Als erste Maschinengattung wahlen 
wir cine einfuchwirkende Zweitukt -Die8el­
ma8chine. Zunachst beschranken wir uns 
auf die Betrachtung eines einzigen Zylinders. 

15 

10 

5 

bFa~.Y.~====~====~====~===* 
i------f/ubvo/umen------< 

~I.------i~----------__<·I 

Abb.8/1. Indikatordiagramm einer Dleselmaschine. 

Fiir den VerIauf des (absoluten) Gasdruckes p im Zylinder einer sol chen Maschine 
(Indikatordiagramm) gibt Abb.8/1 ein Beispiel. Der mittlere indizierte Druck ist hier 
p=6 kg/cm2, der Hochstdruck bei der Verbrennung 43 at, die Verdichtung geschieht auf 
30 at, das Verdichtungsverhaltnis ist e = 15,34. o. T. bezeichnet den oberen (auBeren) 
Totpunkt, u. T. den unteren (inneren) Totpunkt des Kurbeltriebes. Die auf den Kolben 
wirkende Kraft K, deren Betrag K = (p -1)F ist (F = Kolbenflache), wird in die Stangen­
kraft S und die Gleitbahnkraft G zerIegt, die Stangenkraft wieder in die tangentiell an 
den Kurbelkreis wirkende Drehkraft P und die das Lager beanspruchende, radial gerichtete 
Kraft L (Abb.8/2). Bezeichnet A=r/l das Verhaltnis des Kurbelradius r zur Lange l der 
Treibstange, so findet man in Abhangigkeit vom Kurbelwinkel a. (der vom o. T. aus 
gezahlt wird) 

(8.1) 
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Die von den Gasdriicken p auf diese Weise erzeugte Drehkraft ist P = (p - 1) F· f (ct, A). 
In Abb. S/3a ist PfF iiber dem Kurbelwinkel ct aufgetragen ("Drehkraftlinie"). In diesem 
Beispiel ist A = 1/4. 

Die Drehkraft ist eine periodische Funktion. Periode ist der volle Drehwinkel ct = 2 n 
oder (bei gleichformiger Drehung, mit der Zeit als unabhangiger Veranderlichen) die Dauer 

~ 
}Jj~ 

(j 
b 

a 

Abb.8/2. Zerlegung der 
Kolbenkraft K. 

einer Umdrehnug der Maschinenwelle T = 2n/wo, wenn Wo 
die Drehgeschwindigkeit der Welle bezeichnet. Die Funk­
tion laBt sich daher in harmonische Bestandteile zerlegen. 
In Abb. S/3b und c sind die Ergebnisse einer nach dem 
Schemaverfahren von L. ZIPPERER (s. Ziff. 10 P) aus 24 Ordi­
naten der Abb. Sj3a durchgefiihrtenharmonischen Analyse 
eingezeichnet. Der MaBstab ist fiir die beiden Diagramme b 
und c verschieden gewahlt (1:5), urn auch die schwachen 
Glieder noch anschaulich zur Geltung zu bringen. Die 

Drehkraftlinie P setzt sich zusammen aus 
der konstanten "mittleren Drehkraft" Po 
und aus Sinuslinien, deren Amplituden die 
GroBe PI' P2 , Pa usw. haben. Diese Sinus­
linien kann man sich entstanden denken 

I 

O.h-______________ ~_-_---r __ ~-==~_-~_-_-__ -:~~~--==~----~~. 
Q. KT 

~------------1 Peri(Jrfe~ 1 (Jmrfrellllf7g---·--·---­

Abb_ 8/311. Drehkraft p. 

durch Projektionen auf die Lotrechte der mit den Winkelgeschwindigkeiten 
Qj = j Wo (8.2) 

rotierenden Vektoren ~j, die neben den Sinuslinien in der N ullstellung (wenn sich die Kurbel 
im oberen Totpunkt befindet), d. i. als komplexe Amplituden, angezeichnet und in Abb. S/3d 
und enoch einmal vergroJ3ert wiedergegeben sind. Auf jeden Kurbelzapfen werden also 

b 

c 
Abb. 8/3 bu. c. Harmonische Bestandteile der Drehkraft, ("Erregende"). 

periodisch schwankende, harmonische Drehkrafte Pj' auf die Welle die Drehmomente M j = Pjr 
ausgeiibt, deren Kreisfrequenzen Qi der Reilie nach wo, 2 wo' 3 Wo ••• i Wo . .• betragen, 
also ganze Vielfache der Drehgeschwindigkeit Wo der Maschine sind. Da diese harmo­
nischen Drehkrafte imstande sind, in einer elastischen Welle Drillungsschwingungen zu 
erregen, bezeichnet man sie auch als Erregende er8ter, zweiter, usw. Ordnung. Die Ordnung j 
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gibt das Verhaltnis {}j/roO an. In allen Teilen der Abb. 8/3 sind nicht die Krii.fte P selbst, 
sondern die Quotienten P/F angegeben (F = Kolbenflache). 

Wenn in der Maschine nicht nur ein Zylinder vorhanden ist, sondern eine Anzahl von 
Zylindern in Reihe liegen, so setzen sich die von den einzelnen Zylindern herriihrenden Dreh­
momente (gemessen durch die Drehkrafte) in bestimmter Weise zusammen. Wir betrachten 
die Kurbelwelle selbst als starr und untersuchen das "resultierende", von der Maschine 
am Flansch abgegebene Drehmoment (zunachst soweit es von den Gaskraften herriihrt). 
Nehmen wir als Beispiel eine Secks-
zylinder-Maschine. Aus Griinden des 
Massenausgleichs versetzt man die Kur-
beln an der Welle urn jeweils 60° und laBt 
in der Reihenfolge 1 5 342 6 immer dann 
ziinden, wenn die betreffende Kurbel im 

d e 
Abb. 8/3d u. e. Komplcxe Amplituden der Erregenden bis zur 8. Ordnung; flir Abb. 8/3d gilt der Mal.lstab 

m= 1,25 kgem-'/1 em, fiir Abb. 8/3e gilt m= 0,25 kgem-'/l em. 

oberen Totpunkt steht. Kurbelversetzungswinkel und Ziindfolge pflegt man durch ein 
schematisches Bild nach Abb. 8/4, einen sog. Kurbelstern, anzugeben. Der Kurbelstern 
zeigt die Stirnansicht der Kurbelwelle in schematischer Weise. 

Nun betrachten wir die einzelnen Harmonischen der Drehkrafte. Die konstante Kraft Po 
versechsfacht sich, sie ist aber keine "Erregende". Die Harmonische 1. Ordnung eines 

Abb.8.14. Kurbelstern einer 
Sechszylinder-Zweitaktmaschine. 

b 

Abb. 8/5. Komplexe Amplituden (Nullvektoren) der 
Erregerkriifte 1. Ordnuug. 

jeden Zylinders hat einen erzeugenden Vektor \)31' der jeweils zur Kurbel so liegt wie \)31 
in Abb. 8/3b zur Lotrechten nach oben. Da die 6 Kurbeln urn jeweils 60° versetzt sind, 
so sind es auch die mit der Geschwindigkeit Q1 = wo der Welle umlaufenden Diagramm­
vektoren. Die Phasenverschiebungswinkel e~") sind gleich den (gegen den ersten Zylinder 
gemessenen) Kurbelversetzungswinkelny("). Wir erhalten als Summe aller an der (zwischen 
den Zylindern starr gedachten) Welle angreifenden harmonischen Drehkrafte 1. Ordnung 
die Abb.8j5a. Die oberen, eingeklammerten Zeiger bezeichnen die Zylinder. Die Vek­
toren \)3i") der 6 Zylinder setzen sich insgesamt zur Summe Null zusammen, so daB auch die 
6 zugehOrigen Sinuslinien zu jeder Zeit den Wert Null ergeben. Mit anderen Worten: 
Die 6 Erregenden 1. Ordnung, die von den 6 Zylindern herriihren, haben, wenn die Drehkraft­
linien wirklich iibereinstimmen und die Welle zwischen den Zylindern starr ist, nach auBen 
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keinerlei Wirkung; sie heben sich innerhalb der Maschine auf. In der Regel ist die LagI' 
der Nullvektoren relativ zur Kurbel, also die Phasenlage der einzelnen Harmonischen im 
Diagramm, gleichgilltig, so daB man verabredet, die Nullvektoren der Drehkraftharmo­
nischen (aller Ordnungen) des ersten Zylinders lotrecht nach oben anzuzeichnen. Man 
pflegt also an Stelle von Abb.8/5a ein Bild nach Abb. 8/5b anzugeben. 

Etwas mehr Uberlegung erfordert die Zusammensetzung der Harmonischen hoherer 
Ordnung. Wir fassen irgendeine Ordnung j ins Auge. J eder Zylinder liefert eine harmonische 
Drehkraft dieser Ordnung, deren Nullvektor ~}',) aus Abb. 8/3b oder c hervorgeht, und der 

~') 

b 

d 

Abb.8/6. Erregerkriifte dcr Ordnung 1 bis 6. 

~ 

~r 
Q3:JwoIO 

jj3ff1 jj3ff' 
jj3}¥) 

sich mit der Winkelgeschwindigkeit Qj = j roo dreht. Welches sind nun die Phasenver­
schiebungswinkel e~><) der Vektoren ~~><) fiir die einzelnen Zylinder? Die Phasenverschiebungs­
zeiten sind bekannt; sie betragen 

t(") = y(><) (8.3) 
roo' 

da der Zylinder " ziindet, wenn die Welle sich urn den Winkel y(><) gedreht hat, und zwar 
sind die Phasenverschiebungszeiten eines Zylinders " dieselben fiir die Harrnonischen aller 
Ordnungen, die der j-ten ist ebenso groB wie die der ersten. Phasenverschiebungswinkel e 
und Phasenverschiebungszeit t stehen, wie wir wissen, in der durch Gl. (4.4) angegebenen 
Beziehung, die mit den hier benutzten Bezeichnungen e~><) = Q j t(><) lautet. Mit Benutzung 
der GIn. (8.3) und (8.2) wird daraus 

( Q. 
e.") = -~ y(") = j y(") (8.4) 
, roo 

Der Phasenverschiebungswinkel des zurn Zylinder " gehOrigen Vektors ~~) der Ordnungj 
ist der j-fache Kurbelversetzungswinkel jenes Zylinders. 

Fiir die NulIvektoren der 2. Ordnung erhalten wir daher, wenn wie oben vereinbart ~~ll 
lotrecht aufgetragen wird, die Abb. 8/6b. Es fallen jeweils zwei Vektoren in die gleiche 
Richtung; insgesamt heben sie sich wieder auf, so daB auch die Harrnonischen 2. Ordnung 
nach auBen keine Wirkung zeigen. Fiir die Nullvektoren der 3. Ordnung erhalt man die 
Abb.8/6c. Auch hier finden wir keine Wirkung nach auBen. Das Zustandekornmen der 
Abb. 8/6d und I' fiir die Harrnonischen 4. und 5. Ordnung ist nach dem Gesagten verstandlich; 
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auch hier heben sich die von den einzelnen Zylindern herriihrenden KrMte innerhalb der 
Maschine auf. Die Harmonischen 6. Ordnung heben sich dagegen nicht mehr auf, sondern 
verstarken sich gegenseitig, so daB wir als Resultierende eine Harmonische von der 6fachen 
Amplitude erhalten (Abb. S/6f). Untersucht man die Harmonischen hOherer Ordnung auf 
dieselbe Weise, so findet man, daB sich erst die der 12. Ordnung wieder bemerkbar machen, 
und zwar erhalten wir auch dort als Amplitude der Resultierenden den 6fachen Betrag, 
den die Amplitude der Harmonischen eines einzelnen Zylinders aufweist. In einer Sechs­
zylinder-Maschine, die einen regelmaBigen Kurbelstern nach Abb. S/4 hat, tilgen sich aIle 
Erregenden des Drehkraftdiagramms eines einzelnen Zylinders mit Ausnahme jener, deren 
Ordnung ein ganzzahliges 
Viel£aches der Zylinderzahl ; 
ist, also der 6., 12., 18. _ .. 
Ordnung. Diese erscheinen 
mit dem 6fachen Betrag. 

Das Ausloschen und Ver­
starken der Harmonischen 
kann man sich noch auf 
andere Weise klar machen: 0--i....:::..""""":::::--t;:i'-=:-If-:::._=-+:o-"""'-p:, __ :::--+:::,..=-_~~~ 
Man geht nicht vom Dreh­
kraftdiagramm eines einzel­
nen Zylinders aus, sondern 
von einem durchZusammen­
fiigen von 6 solcher Dia­
gramme entstehenden "resul-

Abb.8/7. Resultierendcs Drehkraftdiagramm. 

tierenden" Drehkraftdiagramm der ganzen Maschine, wie es Abb. S/7 zeigt; hier sieht man, 
daB die Grundperiode der neuen periodischen Funktion T* = T/6 ist, daB daher die 
Frequenz Q~ der ersten Harmonischen der resultierenden Drehkraft Q~= 6Q1 = 6 Wo 
betragt, woraus dann Q: = 6Q2 = 12 wo' Q! = 6Q3 = IS Wo usw. folgt. 

Die Ubertragung der an der Sechszylinder-Maschine angestellten Uberlegungen auf 
Reihenmaschinen mit anderen Zylinderzahlen bereitet keine Schwierigkeiten. Sind y 
Zylinder vorhanden, ist der "Kurbelstern" regelmaBig y-strahlig und 
stimmen die Drehkraftdiagramme alIer Zylinder genau iiberein, so 
bleiben nur die Harmonischen der Ordnung y, 2 y, 3 y usw. aus dem 
Drehkraftdiagramm eines einzelnen Zylinders iibrig, diese jedoch mit 
dem y-fachen Betrag. 

p) Etwas verwickelter als bei der Zweitaktmaschine Hegen die 
Verhaltnisse bei der Viertaktmaschine. Bei dieser erfolgt je eine 
Ziindung in jedem Zylinder innerhalb zweier Umdrehungen der Welle. 
Die Grundperiode des Drehkraftdiagramms (das allerdings eine von 

16 

Abb. S/3a abweichende Form hat) betragt hier, wenn Wo wieder die Abb.8/8. Kurbelstern 
2 n einer Sechszylinder-

Drehgeschwindigkeit der Kurbelwelle bedeutet, '1' = 2 ·2 n/ Wo = wo/2· Viertaktmaschine. 

Der Diagrammvektor der ersten Harmonischen des Drehkraftdia-
gramms eines einzelnen Zylinders lauft daher mit der Geschwindigkeit Q1 = lOo/2 um, 
der der zweiten mit Q 2 =2 wo/2, der der p-ten mit Qv=pwo/2. Bezieht man die Dreh­
geschwindigkeit Q v der Diagrammvektoren auf die Drehgeschwindigkeit lOo der Kurbel­
welle, so erhalt man Q v =p/2 • Woo Es ist deshalb im Maschinenbau iiblich, bei den Viertakt­
maschinen von den Erregenden der Ordnung i = 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2 usw., allgemein i = p/2 zu 
sprechen, da man als Ordnungszahl wie bei der Zweitaktmaschine das Verhaltnis Q/wo 
beibehalten will. 

Zur Untersuchung der Phasenverschiebungswinkel, die die Erregenden einer Ordnung i 
aufweisen, fiihrt man jetzt an Stelle des Kurbelversetzungswinkels rex) besser den Zund­
winkel C(x) ein (das ist jener Winkel, urn den sich die Kurbelwelle von der Ziindung im 
Zylinder 1 an drehen muB, bis der Zylinder "ziindet). Fiir Zweitaktmotoren ist der Ziind­
winkel C(x) gleich dem Kurbelversetzungswinkel rex) (des Zylinders " gegen den Zylinder 1), 
fiir Viertaktmotoren ist der Ziindwinkel einzelner Zylinder um 3600 groBer als der Kurbel­
versetzungswinkel. Gibt z. B. Abb. S/8 den Kurbelstern einer Sechszylinder·Viertakt-

Klotter, Schwingungslehre 1. 2 
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matlchinc an, deren Ziindfolge 1 5 3 6 2 4 ist, so sind die Kurbelversetzungswinkel 
yCll = 1'(6) = 0, 1'(21 = 1'(5) = 120°, i 3) = }C41 = 240°, 

die Zundwinkel dagegen 
Cm = 0, C<51 = 120°, C(3) = 240°, C(6) = 360°, C(2) = 480°, C(4' = 600°, 

da nach jeweils 120° ein weiterer Zylinder ziindet. Die Pha.senverschiebungszeit (zwischen 
dem Zunden des Zylinders 1 und des Zylinders ,,) ist fUr die Erregenden aller Ordnungen 

t(l<) = C(l<)_ 

Wo ' 

daher sind die Phasenverschiebungswinkel der Erregenden 

E(x) = Qj t(><) = Qi C(><) = j C(><). (8.5) 
J Wo 

Fur j = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3 ergeben sich der Reihe nach die Vektorbilder a. bis f der Abb. 8/9. 

d 

b 

m(t) 
1"&;5 

Abb.8/9. Erregende der Ordnung 0,5 bis 3. 

dl W 

, "'I'll<' 
Qrfwoo 

Die fUr Zweitakter geltende Gl. (8.4) ist mit 1'<><) = C<><) in der allgemeineren, fUr Zwei­
und Viertakter geltenden Gl. (8.5) enthalten. 

y) Wir wenden uns nun den Massenkriiften zu. Die Kinematik des Kurbeltriebes liefert 
die folgenden Gleichungen, wenn ex den Kurbelwinkel nnd s den Kolbenweg bedeutet, 

s = r (1- cos ex) + ; (1- Vl- ;'2 sin2ex) (8.6a) 

-- = r W sm ex + ----;c=~0:==7====-ds (. ;'sinexcosex ) 
dt VI - ..1.2 sin2 ex 

(8.6b) 

_d2_s = r w2 cos ex [1 + A cos ex ( 1 __ si_n_2 ex_)] • 
dt2 VI - ..1.2 sin2 ex 1_;'2 sin2 ex cos2ex 

(8.60) 

Bezeichnet man mit m = G/g die Masse aller hin- und hergehenden Teile (Kolben, 
Kolbenstange, Kreuzkopf und den auf den Kreuzkopfzapfen "reduzierten" Teil der Treib­
stangenmasse), so ist die Tragheitskraft (durch Dberstreichen ~ kenntlich gemacht) 

~ d2 s 
K=-m/fi2' 
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~n yerlauf (MaJlstab ~t m r 002/1,2 em) als Funktion von a; zeigt Abb. 8/10. Sie wird ebenso 
Wle die von den GasdrUeken ,eerriihrende Kol~enkr,!ft dureh Multiplikation mit tea;, l) 
naeh (8.1) ~ eine Drehkraft P iibergefiihrt; P = K· I(a;, l). Den Verlauf von P zeigt 
Abb.8/11. P ist ebenso wie frillier Peine periodisehe Funktion des Kurbelwinkels IX bei 
gleiehformiger Drehung also _ ' 
auehderZeitt. Grundperiode K 
ist wieder T=2:rr.fwo• Um i 
die Funktion P in ihre 1 

harmonisehen Bestandteile 
zu zerlegen, kann man, da 

i! als Funktion von a; ~O~----4.-----:-!r_-----'~----:-f,':':-+ 
explizit bekannt ist, rein a. 
reehneriseh vorgehen. Ent­
wieklung der Funktion P (a;) 
in eine Reihe naeh sin n a; 
(da die Funktion ungerade 
ist, fallen alle cos-Glieder j5 
fort) liefert mit l = 1/4 

- 0,016 sin 4 a; -

Abb. 8/10. Kolbenkraft herriihrend von den Massenkrl1ften. 

P = m r 002 [0,063 sin a; -) 
0,500 sin 2 a; - 0,192 sin 3 a; 

0,002 sin 5 a; ••• J. -=a"';<. ~----'f------:-=-*-----f-----'~'--"""~ 

Abb.8111. Drehkraft herriihrend von den Massenkriften. 

Ein konstantes Glied fehlt 
natfirlieh, da die Massenkraft 
insgesamt ja keine Arbeit 
leistet. Ein Blick auf die 
GroBe der Koeffizienten 
zeigt, daB es ffir praktisohe 
Zweeke ausreicht, die vier 
ersten Glieder zu beriicksichtigen. Tragt man die erzeugenden Vektoren ~n der vier har­
monischen Bestandteile der Massenkraft auf, so erhalt man die Abb. 8/12. Die Lange der 
Vektoren ist proportional dem Faktor m r 002• Die Summe der Harmonischen der Gaskrafte 

t 
i 
i 
i 

~I~z--~~-~~~~·-·-·---

i 
i 

und Tragheitskrafte ist ffir jede Ordnung 
zu bilden und liefert die Harmonischen 
der gesamten Drehkraft eines Zylinders. 
So wird z. B. mit F = 1000 em2 und 

Abb. 8/12. Die Harmonisehen der Massendrehkraft; Abb. 8/18. Dritte Harmonisehe der gesamten 
MaJ3stab 1st mp = mr w'I6 em. Drehkraft; mp= 5000 kg/6 em. 

m r 002 = 12000 kg die dritte Harmonische der Drehkraft eines Zylinders der Zweitakt· Diesel­
maschine, auf die sich Abb. 8/3 bezieht, durch das Vektorbild Abb. 8/13 geliefert, das im 
MaBstab mp = 5000 kgf6 em gezeiehnet ist. 

15) Die bisherigen Vberlegungen erlauben uns auch einzusehen, warum man bei doppelt­
wirkenden Zweitaktmaschinen abweichend von den sonstigen Regelbauarten eine ungerade 
Anzahl von Zylindern bevorzugt. Das der Abb. 8/3 a entsprechende Drehkraftdiagramm sieht 
bei einer doppeltwirkenden Masehine etwa so aus wie Abb. 8/14c angibt; es setzt sieh aus 

2* 
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dem Diagramm fiir die Oberseite (Abb. 8J14a) und dem fiir die Unterseite (Abb. 8/14 b) 
zusammen. Die Funktion wiederholt sich nahezu in einer Halbperiode; das hat zur Folge, 

p 
F b 

a. 

Abb. 8/14a bi. c. Drehkraftdiagramm einer doppeJtwirkenden Zweitakt-Dieseimasehine. a Obe 'scite, 
b Unterseite, c resultierendes Diagramm. 

Abb. 8/14d u. e. Erregerkrafte; d Ordnung 1 bis 4, 
MaBstab m=1,25 kgem-'/l em, e Ordnung 5 bis 8, 

MaBstab m = 0,25 kgem-'/l em. 

i 
i 
t 

e 

daB die Harmonischen der ungeraden Ordnungen j (wenigstens der niedrigen) klein werden 
im Vergleich mit jenen der geradzahligen Ordnungen (Abb. 8J14d und e) (wiirde sich die 
Funktion genau wiederholen, so wiirden sie ganz wegfallen; die Abweichung von der 
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strengen Periodizitiit mit n riihrt daher, daB die Kolbenflache Fu der Unterseite wegen der 
Kolbenstange nur etwa 0,89 Fo betragt, zudem rechnet sich die Drehkraft aus der Kolben­
kraft der Unterseite wegen der endlichen Treibstangenlange nach anderen Gleichungen 
als fUr die Oberseite). Aus dem Vorausgegangenen wissen wir aber, daB (bei starrer 
Kurbelwelle) nur die Erregenden derjenigen Ordnungeni iibrig bleiben, die ein ganzzahliges 
Vielfaches der Zylinderzahl sind; die Erregenden der iibrigen Ordnungen heben sich inner­
halb der Maschine auf. Stellt man also eine ungerade Zahl von Zylindern in Reihe, so 
verstiirken sich nur die geringfiigigen Erregenden, die starkeren gleichen sich innerhalb der 
Maschine aus. Mit snderen Worten: das Drehkraftdiagramm der gesamten Maschine wird 
in diesem Fall auBerordentlich gleichmaBig. 

6) Um die Begriffe, mit denen wir es hier zu tun haben, noch starker einzupragen, 
erortern wir eine weitere Aufgabe. Ein Flugmotor weist zwei Reihen von je 6 Zylindern 
auf, die unter dem Winkel {J gegeneinander ge­
neigt sind (V-formige Anordnung, Abb. 8/15). 
Die Welle lauft im Uhrzeigersinn um. Die 
Zylinder arbeiten im Viertakt. Die Ziindfolge 
wird durch das Schema 

links 1 9 5 11 
rechts 8 4 12 6 

3 7 
10 2 

der Ziindnummern angezeigt. Die Starke, mit 
der die Erregenden der verschiedenen Ordnun­
gen i zur Wirkung kommen, hiingt vom Off­
nungswinkel {J des V abo Welches ist die rela­
tive GroBe der resultierenden Erregenden je 
zweier auf denselben Kurbelzapfen arbeitender 
Zylinder im Verhaltnis zur Erregenden eines 
einzelnen Zylinders, wenn erstens {J =45°, zwei­
tens {J = 60° ist? 

1. Die Drehung der Kurbelwelle zwischen 
einer Ziindung in einem Zylinder der linken und 
einem der rechten Reihe (1 und 2, 3 und 4 usw.) 
ist jeweils 45°, die zwischen der Ziindung in 
einem Zylinder der rechten und der linken Reihe 
(2 und 3, 4und5 usw.) ist 120°- 45°=75°. Die 
Nummer der Ziindung eines Zylinders der rechten 

Abb.8/15. V·Motor. 

Reihe (im obigen Schema) ist um 7 (oder um 7 -12 = - 5) groBer als die Nummer der 
Ziindung des neben ihm stehenden Zylinders der linken Reihe. Zwischen einer Ziindung 
im Zylinder der linken Reihe und im zugekorigen Zylinder der rechten Reihe dreht sich 
die Kurbelwelle daher um den Ziindverschiebungswinkel C = 360° + 45° = 405°. 

Der Phasenverschiebungswinkel ist, wenn i die Ordnung bezeichnet, 

6j = i C = i . 405° = i (360° + 45°), 
also Z. B. fiir i = 1/2 61/2 = 202,5° 

i = 1 61 = 45° usw. 
Die Erregenden der Ordnung i liegen dann jeweils so, wie die folgende Abb.8/16 angibt. 
~ und ~ (an Stelle von ~j und ~j) bezeichnen die Enegenden des linken und rechten 
Zylinders von EinheitsgroBe, {t die resultierende Erregende. ~ ist jeweils horizontal auf­
getragen, ~ unter dem im Drehsinn der Welle gemessenen Winkel s1' In der Abb. 8/16 sind 
die zugehOrigen spitzen Winkel eingeschrieben. Der Betrag 0 ist die gesuchte GroBe, sie ist 
in der dritten Spalte angegeben. Er errechnet sich aus 

oder 

so kommt fiir 

6 
0 2 = A2 + B2 + 2A Bcose =2 [1 + COSs] = 4cos2 2 

o = 12 cos ; 1 = 12 cos (j' 202,5°) 1 = 12 cosj (180° + 22,5°)1; 

ganze Ordnungen j: 0 = 12 cos (j . 22,5°) 1 
nichtganze Ordnungen j: 0 = 12 sin (j • 22,5°) I, 

wie man auch leicht aus der Abb. 8/16 bestatigt. 
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2. Betragt der Offnungswinkel des V fJ = 60°, so wird der Drehwinkel der Kurbelwelle 
zwischen zwei zusammengehOrigen Ziindungen C=3600+600=420°. Der Winkel, um den 
\8 gegen m: nacheilt, betragt daher 8; = 1 C = 1.420° und der gesuchte Betrag 0 = 12 cos (1 . 210°) I. 

~=45° ~=60o 

Ordnung Vektordiagramm C=I~I Vektordiagramm C=I~I 

1 ~~o 0,390 ~6r 0,517 "2 

jJ[ <',Ji:0 
1 -, .~ t8118 t732 "'tr" " ~ 

1f /~67;' t111 dJ~ 
/jJ[ 911' 

1,11111 

2 ~90D tll111 \~:160D 1,000 
It ~ 

21 dl~ .,//~ w}o 1,883 ---~~ 
~ 30 

1,932 

jJ[ 

~ 3 ~D 0,785 0,000 
~ !8 !8 

{.t jJ[ JOD 
3; ----~ t981 <-<N 1,932 

~ 22}" {.t' 

~ II-
~ 

4000 ~ /jJ[ flO' 
1,000 

jJ[ 22}" <,,~~:D II-J ---~~ 1,981 t1l-111 Ir-

5 / '15° 4 4785 &!8 ~/~~ 600 1,732 

~:10 
jJ[ 

5; " 2 1,883 Ir~o 0,517 " !8 
&!8 \. !8 

6 /~/ 900 
1,11111 1= .. 2,000 

Ir 

8J 
Mfl71D (5,& \ 2 1,111 0,517 \ 

(5, jJ[ 

~~ 1,8'18 <,,~~o 1,732 7 --.,.... 'I5D " ~ 

jJ[ 1J.!8 7} {.t~. ·4390 /~... 90fJ 1,11-111-
~ 2 

8 
jJ[ !8 2,000 '\v:l0D 1,000 F -- -*, 

~ (5, !8 
Abb. 8/16. Erregerkriifte aus nebeneinander stehenden Zylindern. 

Die Diagrammvektoren m:, 
\8 und (£ und die Betrage 0 
sind auch fiir diesen Fall 
in der Abb. 8/16 angegeben 
(statt des eigentlichen 
Nacheilwinkels ist wieder 
der entsprechende spitze 
Winkel angezeichnet). 

Jedes Paar von Zylin­
dern gibt eine resultierende 
Erregende vom angegebe­
nenBetragO. DieErregen­
den der hintereinander­
stehenden Zylinderpaare 
setzen sich dann so zusam­
men, wie dies fiir den Sechs-

zylinder-Reihenmotor 
unter fJ ausgefiihrt wurde. 

In ausfiihrlicher Weise 
werdenwir die hier beriihrte 
Aufgabe bei der Unter­
suchung der Erregerkrafte 
in Motorenanlagen im zwei­
ten Band behandeln. 

9. Produkte harmo· 
nisch veriinderlicher 
GroBen; Leistung, Ar· 
beit. Es wurde schon 
erwahnt, daB die ver­
anderliche, die schwin­
gende GroBe nicht stets 
einAusschlag sein muB; 
auch Geschwindigkei­
ten, Beschleunigungen, 
KriLfte u. dgl. konnen 
sich periodisch andern, 
also schwingen. Wir 
wenden uns nun den 
aus der allgemeinen 
]dechanik her bekann­
ten und gelaufigen Be­
griffen Leistung und 
Arbeit zu. Zuvor be­
tonen wir noch einmal 
ausdrucklich, daB die 

zur Darstellung harmonisch veranderlicher GroBen benutzten Diagramm­
vektoren nichts zu tun haben mit dem physikalischen Vektorcharakter von 
Kraft, Geschwindigkeit u. dgl. Wir unterscheiden hier die physikalischen Vek­
toren p, v von den Diagrammvektoren V, b und ~, m durch die Schreibung. 
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Uberdies muB man bei Produktbildungen zwischen harmonisch veranderlichen 
Gr6Ben mit der komplexen Schreibweise vorsichtig sein, da der Realteil (oder 
Imaginarteil) eines Produktes nicht gleich dem Produkt der Realteile (oder 
Imaginarteile) der Faktoren ist. Wir werden deshalb die komplexe Schreib­
weise in dieser Ziffer iiberhaupt vermeiden. Nur die Vorstellung der komplexen 
Amplituden (Diagrammvektoren in Nullstellung) behalten wir bei. 

Wie bekannt, definiert man die Leistung 1 einer Kraft p, deren Angriffspunkt 
die Geschwindigkeit v hat, durch das innere Produkt 

1 = P . v Px Vx + Py Vy + pz Vz = I p II v I cos (p, v). (9.1) 

In der iiblichen Weise bezeichnen p und v die physikalischen VektorgroBen, 
i pi und I v I ihre Betrage, Px, PY' pz und vx' vY' Vz ihre Komponenten nach 
einem kartesischen Koordinatensystem und (p, v) den zwischen p und v ein­
geschlossenen Winkel. Sind im besonderen p und v kollineare Vektoren, so 
wird cos (p, v) = 1 und 

(9.1a) 

Auch fUr nichtkollineare ]'aktoren kann man das Produkt auf zwei ]'aktoren 
wie in (9.1a) beschranken, wenn man unter P den Betrag der Kraft und unter 
v den Betrag der mit p kollinearen Geschwindigkeitskomponente versteht 
oder unter v den Betrag der Geschwindigkeit und unter p den Betrag der mit v 
kollinearen Komponente der Kraft. 

Entsprechend der Zielsetzung unseres Buches beschaftigen wir uns mit 
der GroBe 1 = p v unter der Annahme, daB p und v harmonisch veranderliche 
Gr6Ben sind. Dabei unterscheiden wir zwei FaIle: ex) die beiden Faktoren des 
Produktes sind mit derselben Frequenz harmonisch veranderlich, (3) die Fre­
quenzen der Faktoren sind nicht gleich. 

ex) Wenn 
p = p cos OJ t und v = V cos (OJ t + s) (9.2) 

ist, so erhalt man wegen 
1 

cos ex cos {3 = 2 [cos (ex + (3) + cos (ex - (3)] (9.3) 

fiir l 
PV 

l = p v = P V cos OJ t cos (OJ t + s) = -2- [cos (2 OJ t + s) + cos s]. (9.4) 

(9.4) sagt aus, daB die Leistung sich aus zwei Anteilen zusammensetzt; der 
erste schwingt mit der doppelten Frequenz der Faktoren, der zweite hat einen 
von der Zeit unabhangigen Betrag. Das Zeitintegral iiber eine Periode liefert 
die in dieser Periode geleistete Arbeit. Zu ihr tragt der schwingende Anteil 
der Leistung nicht8 bei, da das Integral iiber eine volle Periode verschwindet. 

t+T 

J PV 
A = ldt =2-C08S' T. (9.5) 

t 

Das zweite Glied in (9.4) ~ P V cos 8 bedeutet daher die mittlere Lei8tung 

Lm = A/T, da8 erste die Schwankung der Leistung 1 urn diesen Betrag. Die 
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mittlere Leistung ist abhangig von der Phasenverschiebung s zwischen Kraft 
und Geschwindigkeit. Sie hat einen Hochstwert, wenn die beiden Gro13en 
in Phase sind, s = 0 (die komplexen Amplituden sind gleichgerichtet), und ver­
schwindet, wenn s = 71:12 ist (die komplexen Amplituden stehen senkrecht auf­
einander). Oder anders ausgedriickt: Nur jener Anteil \13' der Kraft, der mit 
der Geschwindigkeit iZ5 in Phase liegt, leistet im Mittel Arbeit (Abb.9/Ia). 

In Abb. 9/1 b sieht man den Verlauf der Leistung 1, die sich harmonisch, aber 
mit der doppelten Frequenz andert, und erkennt die Verschiebung der Achse 
dieser Schwingung urn den Betrag Lm der mittleren Leistung. 

Abb. 9/1. Leistung Z mit ~Iittel­
wert Lm und Schwankung, Wirk­
leistung lw und Blindleistung Zh', 
wenn Kraft p und Geschwindig­
keit v. mit derselben Frequenz 

schwingen. 

Neben der durch Gl. (9.4) beschriebenen Zerlegung der Leistung in Mittel­
wert und Schwankung gibt es noch eine zweite Art der Zerlegung, die aus physi­
kalischen Grunden vorgenommen wird. Man erhalt sie durch die folgende 
Umformung: 

1= P2V [cos(2wt+s)+coss]= P!-coss+ P2V [cos2wtcoss-sin2wtsins]. 

]1'aBt man cos s und sin s jeweils mit P zu P' und P" zusammen, so folgt 

P'V pl!V . 
1 = -2- [I + cos 2 w t] - -2 - sm 2 w t == lw + Ibl' (9.6) 

Mit einer aus der Wechselstromtechnik stammenden Bezeichnung wollen wir 
den ersten Teil die Wirkleistung, den zweiten die Blindleistung der Kraft \13 
nennen. P' ist der Betrag der mit iZ5 in Phase liegenden "Komponente" \13' 
der komplexen Amplitude \13, P" der Betrag ihrer senkrecht zu iZ5 stehenden 
"Komponente" \13". Die Wirkleistung hat, wie aus (9.6) hervorgeht, den 

Mittelwert P~ ~ so wie die gesamte Leistung; die Blindleistung hat den Mittel­

wert Null. Nur die Wirkleistung tragt im Mittel zur Arbeit bei. Durch die Blind­
Ieistung wird dem System wahrend einer Viertelperiode die Arbeit 

nl2w nj2w "J P" V f - pI! V T P" V A = Ibzdt=-- sm2wtdt=-----=---2 2 2n 2m (9.7) 
o 0 
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zugefiihrt und in der nachsten Viertelperiode wieder entzogen. Abb. 9/1 c zeigt 
diese zweite Art der Zerlegung; die schraffierte Flache ist ein Ma.B fiir die 
pendelnde Energie A". 

Es ist wichtig, die beiden Arten von Zerlegung der Leistung 1. in M ittelwert 
und Schwankung, 2. in Wirk- und Blindlei8tung deutlich zu unterscheiden, 
da sich hier haufig MiBverstandnisse einstellen [1]. 

p) Andert sich die Kraft p harmonisch mit einer Kreisfrequenz WI' die 
Geschwindigkeit v mit £024=£01' wobei aber das Verhaltnis T2/Tl = £01/£02 = n/m 
das zweier ganzer Zahlen, also rational ist, so gibt es eine gemeinsame Periode 
T = n Tl = m T2 (die nicht notwendig die kleinste ist). Wir bilden den Mittel­
wert der Leistung tiber diese Periode T und erhalten 

t+T t+T 

Lm= ~ j pvdt= P: f coswlt·cos(w2t+at)dt, (9.8a) 
t t 

also wegen (9.3) 
t+T PVj Lm = 2 T {cos [(WI + £(2) t + at] + cos [(£01 - £(2) t- at]} dt. (9.8b) 
t 

Da nun sowohl die Periode T+ des ersten Anteils wie die des zweiten, T_, in T 
enthalten sind, 

+ - Wl + Wz - W; n + m - n + m (9.9) 
T _ 2:rt _ 2:rt n _ T I 
T _ 2:rt 2:rt n _ T 

- - Wl - Wz W; n - m - n - m ' 

so ist T Vielfaches beider Perioden, so. daB beide Integrale verschwinden: 
Lm = o. (9.8c) .... 

Der Mittelwert der Lei- ~ 
stung tiber die Zeit T 
verschwindet, gleichgiiltig 
wie die Phasenlage der 
beiden Schwingungen ist. 
Daraus folgt z. B. die 
bemerkenswerte Tatsache, 
daB die hoheren Harmo­
nischen einer periodischen 
Kraft an einer mit der 
Grundfrequenz verlaufen­
den Bewegung im Mittel 
keine Arbeit leisten. 

~------f--------~----~~ 

t 

Die in der Gl. (9.8c) 
steckende Aussage kann 
man sich an einem Beispiel 

Abb. 9/2. Leistung l, wenn Kraft p und Geschwindigkelt v verschiedene 
Frequenzen aufweisen. 

leicht anschaulich klarmachen. Verlaufen Kraft und Geschwindigkeit wie 
Abb.9/2 angibt, so wird die in einer Halbperiode T/2 geleistete Arbeit in der 
nachsten Halbperiode wieder zuriickgegeben. 

Fiir nichtrationale Verhaltnisse gibt es keine strengen Perioden, der An­
fangszustand wird jedoch immer wieder angenahert erreicht (Ziff.7), so daB 
auch hier die mittlere Leistullg immer wieder der Null nahekommt. 
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Anbang zum ersten TeiI. 
10. Harmonische Analyse eines periodischen Vorgangs. Um die der harmonischen 

Analyse (und zwar den analytischen, numerischen, graphischen und instrumentellen Ver­
fahren) zugrunde liegenden Tatsachen verstandlich zu machen und Hinweise fiir die Aus­
fiihrung zu geben, fiihren wir hier die in Betracht kommenden mathematischen Satze, 
allerdings ohne Beweis, an [1]. 

cx) Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen gegebener 
Funktionen; harmonische Analyse. Unter einem im Bereich (a, b) orthogonalen 
Funktionensystem sei eine (unendliche) Folge von Funktionen Ut(x) verstanden, die die 
folgenden Bedingungen erfiillen: 

b 

J uk(x) dx = ulc (1O.1a) 
a 

und b 

J Uj(x) Ut(X) ax = 0 fUr j+k; (10.1 b) 
a 

das System heiBe iiberdies vollstiindig, wenn es aIle Funktionen enthalt, die die Eigenschaft 
(10.1 b) haben. Einer Funktion I(x) laBt sich dann eine unendliche Reihe tp(x) zuordnen, 

00 

tp(x) = ,X CA uA(x), 
A=O 

deren Koeffizienten cA aus I (x) gebildet werden sollen nach 
b 

CA = ~I f l(x)uA(x) dx. 

a 

(10.2) 

(10.3) 

Die unendliche Reihe (10.2) stellt (wenn sie gleichmaBig fUr alle x konvergiert) die Funk­
tion I(x) dar. Man sagt dann, I(x) sei nach den Funktionen Ut(x) entwickelt; die Entwick­
lungskoeffizienten werden durch (10.3) angegeben. 

Ein besonderes, im Intervall 0 . .. 2 n orthogonales und vollstandiges Funktionensystem 
bilden die Funktionen 

0, cos x, cos2x, 
sin x, sin2x, 

Die Beziehungen (1O.la) lauten hier 
2" 2" 

cos 3 x, 
sin 3 x, 

... , cos A x, 
sin A x, 

ule = J sin2 kxdx = J C082 kxdx = n fiir k = 1,2 ... 
o 0 

(fiir 0 = 1/2 wird ug =/(1/2)2 d x = n j2) . 
Die Beziehungen (lO.lb) sind fiir alle j, k erfiillt; es ist 

2" 2" 2" 
J sinjxcoskxdx= J sinjxsinkxdx= J cosjxcoskxdx=O. 
o 0 0 

Es laBt sich deshalb eine Funktion I(x) im Intervall 0 ... 2 n in eine unendliche Reihe 
00 00 

tp(x) = ~ .. + L;aAcosAx+ L)bAsinAx 

A=1 .:1=1 

entwickeln, deren Koeffizienten die Gestalt 
2" 

ao=! J I(x)dx 

o 
2", 

UA =!-J I(x) cOSAxdx 

o 
2", 

bJ.=~-J l(x)sinAxdx 

u 

A = 1,2 ... 

A = 1, 2 ... 

(10.4) 

(10.5) 
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haben. rp(x) (10.4) stellt die Entwicklung der Funktion f(x) in eine (unendliche) trigono. 
metrische Reihe dar; diese Reihe heiBt auch die Fourier-Reihe der Funktion f(x), die Koef­
fizienten (10.5) dementsprechend ihre Fourier.Koeffizienten. Man spricht auch davon, 
die Funktion f(x) sei harmonisch analysiert worden. 

Mit einem geeignet gewahlten Phasenverschiebungswinkel Ii). laBt sich (10.4) auch in 
die Gestalt 

00 

rp(x) = ~o + :L: C,Isin(,1.x+f,l) (lO.4a) 
A=l 

sctzen, indem nach (7.3) jeweils ein Kosinusglied und ein Sinusglied zusammengefaBt 
werden. 

Da rp(x) periodisch ist mit der Periode 2 n, wird man die Entwicklung in die Reihe rp(x) 
vor aHem fiir periodische Funktionen f(x) vornehmen und dabei der Periode die Lange 2 n 
zuschreiben. 

Liegt fiir die Funktion f(x) ein analytischer Ausdruck vor, so k6nncn die Koeffizienten a;, 
und bA bis zu beliebigen Ordnungen,1. aus den bestimmten Integralen (10.5) ermittelt werden. 
1st t(x) dagegen durch einen Kurvenzug gegeben, so wird man die Integrale (10.5) bis zu 
einer gewissen Ordnung'n entweder nach Umzeichnen der Funktion t(x) auf die Inte· 

granden f(x) ~~~1~ graphisch ermitteln oder aber aus der Kurve f(x) selbst mit Hilfe 

eines Gerates, des Analysators gewinnen; dieser erspart die Umzeichnung, indem er beim 

Umfahren von f (x) sogleich die Kurve f (x) ~: 1 ~ planimetriert. Die erreichbare Ord­

nung n wird dabei durch die Genauigkeit der Zeichnung und der Gerate sowie ihrer Hand­
habung bedingt. 

Wichtig ist in allen sol chen Fallen, wo die trigonometrische Reihe bei einer Ordnung n 
abgebrochen wird, daB die endliche Reihe 

n n 

rpn(x) = ~o + ~aAcos,1.x+ ~b;,sin,1.x 
).=1 A=l 

die gegebene Funktion so annahert, daB das Integral uber das "Fehlerquadrat" mit den nach 
(10.5) gebildeten Koeffizienten zu einem Minimum wird (gegenuber allen andern moglichen 
Koeffizienten) 

2,. 

j[f(x)-rpn(x)]2dx = Min, 
o 

und daB, wenn man zur Annaherung statt einer trigonometrischen Reihe mit Gliedern bis 
zur Ordnung n eine 801che mit Gliedern bis zur Ordnung m > n verwcndet, die ersten 
Koeffizienten ao ••• an und b1 ••• bn ungeandert bleiben, und die neuen an + 1 .•• am und 
bn + 1 ••• bm einfach hinzutreten. 

Fur die praktische Handhabung der Formeln (10.5) mogen noch ein paar Eigenschaften 
kurz erwahnt werden: 

1. Von den Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion (polsymmetrisch zu 0 und 
wenn periodisch auch polsymmetrisch zu n) sind die a .. =0, nur die b;, bleiben ubrig. 

2. Von den Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion (symmetrisch zu 0 und wenn 
periodisch auch symmetrisch zu n) bleiben nur die a,l ubrig, wahrend aIle b1 =0 sind. 

3. Von einer Funktion, die in der zweiten Periodenhalfte spiegelbildlich gleich der in 
der ersten Periodenhalfte ist, f(x) = - f(x + n), verschwinden die Fourier-Koeffizienten 
aller geraden Ordnungen, au = b2 ,1 = O. 

4. Die Fourier-Koeffizienten von Funktionen, welche Sprunge, Ecken und ahnliche 
Besonderheiten aufweisen, konnen ohne Integration schon aus den Werten der Differenzen 
der Ordinaten oder Ableitungen gefunden werden [2, 3]. Die Koeffizienten der Funktionen 
mit Sprungen sind dabei von der GroBenordnung const/,1., die der Funktionen mit Ecken 
von der GroBenordnung const/,1.2, usw. 

fJ) Trigonometrische Interpolation; Schemaverfahren. Zur Ermittlung der 
Koeffizienten einer unendlichen oder endlichen Fourier-Reihe nach (10.5) muB der ganze 
Veriauf der Funktion t(x) zur Verfiigung stehen. 1st man dagegen auf eine Anzahl 
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aquidistanter Werte h(It=O,I, •• 1') der Funktion an den Stellen x).=2:n;Ajr angewiesen, 
oder wii.hlt man sich aus der Funktion f (x) solche Einzelwerte f). aus, so mull man die 
Aufgabe etwas anders stellen. Es solI jetzt ein trigonometrisches Polynom (eine endliche 
Reihe) n n 

<p" (x) = ~o + 2 a). cos}.x + ~ b).sin}.x 
).=1 A=1 

hergestellt werden derart, dall <Pn(x) an den Stellen x). genau die Werte h annimmt; mit 
anderen Worten: die Werte h sollen durch das trigonometrische Polynom <Pn (x) interpoliert 
werden. Die Aufgabe ist lOsbar, wenn die Zahl der Glieder des Polynoms gleich der Zahl l' 
der Ordinaten gemacht wird. Ferner empfiehlt es sich, fUr r eine durch 4 teilbare Zahl zu 
wahlen, also 1'=4 p zu setzen. Man interpoliert also durch einen Ausdruck von der Form 

ao a2P 
<Pn(x) = 2 +a1cos x +a2 cos2 x + ... + a2P - 1 cos(2p-I) x + -2-cos2px 

+ bl sin x + b2 sin 2 x + ... b2 P _ I sin (2 p -I) x, 

der genau 4 p Konstante enthalt. 
Die Koeffizienten des Ausdrucks werden jetzt dargestellt durch 

r 

; ak = ~ h cos k xA fUr k = 0, I, 2 ... 2 P 
A=1 

r 

ibk= ~f.:tsinkxA fiir k=I,2,3 ... (2p-I). 
).=1 

(10.7) 

Fiir praktische Zwecke geniigen in der Regel l' = 4 P = 24 Ordinaten fUr das Perioden­
intervall; die GIn. (10.7) lauten in diesem Sonderfall 

24 

ak = l~ 2: f.:t cos (k It . 15°) 
).=1 

24 
1 ~ . 

bk = 12 ~ f.:t sm (k It . 15°). 
A=1 

(10.8) 

Zur numerischen Herstellung der Summen (10.7) mit moglichst geringem Rechenaufwand 
hat C. RUNGE [4] ein Verfahren ausgearbeitet, das auch die Grundlage einer Reihe von 
Bchematischen Verfahren bildet. Die gebrauchlichsten unter diesen sind das von 
L. ZIPPERER [5] und das von P. TEREBESI [6], die beide auf 1'=24 zugeschnitten sind. 
Die erforderlichen Schemata mit den zugehorigen Rechenanweisungen sind kauflich zu 
haben (Verlag: Julius Springer, Berlin). 



Zweiter Teil. 

Kinetik der einfachen Schwinger. 

A. Freie, ungedampfte Schwingungen des einfachen Scbwingers 
mit gerader Kennlinie. 

a) Aufstellung und Integration der Bewegungsgleichung, harmonische 
Schwingungen, t!bersicht. 

11. Aufstellung der Bewegungsgleichung. 1m ersten Teil haben wir die 
Kinematik der Schwingungsvorgange betrachtet, d. h. die auGere Form der 
Erscheinungen, ihren Ablauf in 
der Zeit. Dabei haben wir die 
Frage nach den die Bewegung 
bestimmenden Kriiften gar nicht 
beriihrt. Dieser Frage wenden wir 
uns jetzt zu. 

Wiruntersuchenindiesem ersten 
Band nur solche Systeme, die einen 
Grad der Freiheit aufweisen. Ihre 
Lage wird durch eine Koordinate, 
sie heiBe q, ihre Bewegung durch 
eine Funktion q (t) beschrieben. 
Beispiele fiir schwingungsfahige 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
jV' 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-<:>-----
Abb. 11/1. Faden­
pendel (Kreispendel) 
odermathematlsches 

Pende!. 

Abb.11/2. Korperpendel oder 
physikallsches Pendel. 

Systeme von einem Grad der Freiheit sind: das Fadenpendel (Abb. 11/1) 
und das Korperpendel (Abb. 11/2), eine elastisch gebundene Punktmasse 
(Abb. 11/3) mit allen ihren Abarten, wo eine 
Masse (oder Drehmasse) auf einer Saite 
(Abb.ll/4), einem Stab oder einer Welle sitzt 
und Querausschlage (Abb. 11/5a bis c), Langs­
ausschlage (Abb. 11/6) oder Drehausschlage 
(Abb. 11/7) macht, wenn nur die Masse der 

Abb. 11/3. Elasti­
scher Schwinger. 

m 
Abb.11/4. Punktmasse auf Salte. 

~- ~w =-
m 

~ ~ ~-==- -~ '. 
Tn 

Abb. 11/5. Punktmasse auf gebogenem 
Stab. 

"Last" die der Saite, des Stabes oder der Welle betrachtlich iiberwiegt; auch 
die Bewegung einer Wassersii.ule in einem Rohr hat einen Grad der Freiheit 
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(Abb. llJS). In den Abbildungen sind die Ruhelagen bezeichnet, und es ist 
jeweils angedeutet, welche GroBe als kennzeichnende Koordinate gewahlt 
werden kann. 

Aufgabe der Kinetik ist es, aus gegebenen Kriilten, dem Kraftfeld eines 
Systems, den Bewegungsablauf zu ermitteln. Die auf ein System einwirkenden 
Krafte bestimmen die Beschleunigungen, also die zweiten Ableitungen der 
Koordinaten nach der Zeit. (Die Ableitungen einer Funktion nach der Zeit 
bezeichnen wir in der Regel durch iibergesetzte Punkte, z. B. x = dxjd t, 
q.= d2 qJdt2.) Da die Bewegungen eines Systems von einem Freiheitsgrad durch 

m 
v 

Abb. 11/6. Punktmasse 
auf gedehntem Stab. 

Abb.11/7. Drehmasse auf tordiertem Stab. Abb. 11/8. WassersAule 
im U·Rohr. 

nur eine Koordinate beschrieben werden, so geniigt eine einzige Gleichung. 
Sie hat, wenn die Bewegung eine Translation (Schiebung) oder eine Drehung 
um eine feste Achse ist, die allgemeine Gestalt 

.. 1 ""K 
q=-a~ (11.1) 

und driickt die Tatsache aus, daB die entstehende Beschleunigung proportional 
der resultierenden Kraft und umgekehrt proportional einer die Triigheit kenn­
zeichnenden GroBe a ist (NEWToNsche Grundgleichung). Bei Schiebungs­
bewegungen bedeutet a die Masse, bei Drehbewegungen das Tragheitsmoment 
um die Drehachse. 

Die einwirkenden Krafte konnen von zweierlei Art sein, namlich 
1. auBere Krafte A (t), die bekannte Funktionen der Zeit allein sind (und im 

besonderen auch feste Werte haben konnen), 
2. innere Krafte, die entweder von der Lage q oder von der Geschwindigkeit 

q des Systems abhangen und mit J1 (q) und ~ @ bezeichnet werden sollen. 
An Stelle der Gl. (11.1) konnen wir, da die Wirkungen der einzelnen Krafte 

sich iiberlagern, genauer schreiben 
.. 1 . 
q = Ii [A (t) + ~ (q) + J2 (q)]. (11.2) 

Die Bewegungsgleichung .ist daher eine gewohnliche Differentialgleichung 
2. Ordnung fiir die eine Koordinate q; die Aufgabe, die Funktion q (t) zu ermitteln, 
verlangt die Integration dieser Differentialgleichung. 

Die von q abhangigen Krafte sind in der Regel der Bewegung entgegen­
gerichtete, also Widerstandskriilte. Solche Widerstands- oder Dampfungs­
kriilte sind energieverzehrend (dissipativ). Fehlen die Widerstandskriilte im 
Kraftfeld K, so ist das System energieerhaltend (konservativ) (s. Ziff. 2S); 
einen Schwinger nennt man in diesem Fall ungedampft. (Nichtdissipative, 
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von der Geschwindigkeit abhangige Krafte sind die Kreiselkrafte; sie konnen 
in Systemen mit einem Freiheitsgrad jedoch nicht auitreten.) 

Eine Bewegung, die unter dem EinfluB von auBeren Kraften zustande 
kommt, heiBt eine erzwungene Bewegung und, wenn sie eine Schwingbewegung 
ist, eine erzwungene Schwingung. Bei Abwesenheit von auBeren Kraften heiBt 
die Bewegung eine Ireie Bewegung (Schwingung). 

Der Ausdxuck "frei" wird in der Mechanik allerdings auch noch in anderer Weise ver­
wendet: Ein Massenpunkt z. B. heiBt £rei, wenn er (wie etwa ein HimmelskOrper) alie ihm 
zustehenden drei Freiheitsgrade wirklich aufweist, wenn seine Bewegung also keinen geome­
trischen Beschrankungen unterworfen ist, oder mit anderen Worten, wenn keine von der 
Lage abhangigen inneren (oder Reaktions-) Krafte auf ihn einwirken; eine freie Bewegung 
steht dann im Gegensatz zur gefuhrten Bewegung. Ein System von einem Freiheitsgrad 
ist stets gefiihrt, kann also nie in jenem Sinne frei sein, und ein in jener Weise freies System 
hat in der Regel keine VeranIassung zu schwingen. Mit dem Ausdruck frei bezeichnet man 
in der Schwingungslehre deshalb nicht die Abwesenheit von Reaktionskraften der Lage, also 
inneren Kraften des Systems, sondern die Abwesenheit von eingepragten auBeren Kraften. 

Eine freie, ungedampfte Bewegung eines Systems von einem Freiheitsgrad 
wird also durch eine Gleichung von der Form 

.. 1 T 
q = a "1 (q) (11.3) 

beschrieben; denn Irei bedeutet Abwesenheit von auBeren Kraften, ungediimplt 
Abwesenheit von geschwindigkeitsabhangigen Krii.ften. Die Beschleunigung 
ist proportional den durch die Lage des Systems bedingten inneren Kraften 
J1 (q); diese allein bestimmen die Art der eintretenden Bewegung. 

12. Die Differentialgleichung der Bewegung des einfachen Schwingers, kleine 
Schwingungen. Bisher war allgemein von der Aufstellung und der Form der 
Bewegungsgleichungen die Rede, und es blieb dabei ganz offen, welcher Art 
die eintretende Bewegung sein wiirde, ob eine Schwingung oder nicht. Nun 
gilt der ganz allgemeine Satz, den wir hier nur anfiihren, aber nicht beweisen: 
Wenn die Funktion J1 (q) fiir positive q negativ,fiir negative q dagegen positiv 
istl, wenn also die bei der Auslenkung geweckten Krafte das System in die 
Ruhelage zuriickzuiiihren suchen, so ist bei Abwesenheit von Widerstands­
kraften die £reie Bewegung des Systems eine Schwingung. Die durch die Aus­
lenkung hervorgerufenen Krafte heiBen dann Riickfiihrkriifte oder Riickstell­
krafte und das schwingungsfahige System von einem Freiheitsgrad wird als 
einlauliger oder einlacher Schwinger bezeichnet. 

In dieser Definition eines schwingungsfahigen Systems oder Schwingers 
steckt eine erhebliche Einschrankung gegeniiber der in den einfiihrenden 
Ziffern dieses Buches ausgesprochenen kinematischen Definition der Schwingung. 
Wir wollen die hier gegebene die kinetische Definition nennen. Um den Unter­
schied zu beleuchten, fiihren wir ein Beispiel an: Die Bewegung des Kolbens 
einer Dampfmaschine ist zwar im kinematischen Sinn eine Schwingung, dennoch 
bezeichnen wir Kolben und Kurbeltrieb einer Dampfmaschine nicht als ein 
schwingungsfahiges System, da es (als starres Gebilde) keiner Ireien Schwin­
gungen im kinetischen Sinn fahig ist. 

Ein Schaubild, das die Riickfiihrkrafte R (q) = - ~ (q) in Abhangigkeit 
von q angibt, nennt man die Oharakteristik oder Kennlinie des Schwingers 

1 In mathematisch sorgfaltiger Fassung muB man hier noch hinzufiigen: und wenn 
auBerhalb des Punktes q = 0 der Betrag I J1 (q) I eine vorgegebene positive GroBe e nicht 
unterschreitet. 



32 II A. Freie, ungedampfte Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 12. 

(Abb. 12/1a u. b). Der Fall, in dem die Kennlinie nicht durch den Koordinaten­
anfangspunkt geht, hat wenig Bedeutung; durch eine Verlegung des Nullpunktes 
kann man stets eine Kennlinie durch den Ursprung erhalten. Mit solchen Kenn­
linien beschaftigen wir uns weiterhin allein; sie sind auch der Definition der 
Schwingung in der oben gegebenen Fassung zugrunde gelegt. AuBerdem werden 
wir in der Regel nur solche Kennlinien betrachten, die polsymmetrisch zu 0 
sind, so daB die sie darstellenden Funktionen R (q) ungerade Funktionen sind. 

.... 1st R (q) eine lineare Funk-
~ 1- ~ tion R (q) = cq, die Kennlinie 

a -k b t also eine geneigte Gerade 
~ ~ (Abb. 12/1a) , so wird die 

Differentialgleichung wegen 
(11.3) oder 

aq + R(q) = 0 (12.1) 
zu 

aq + cq = O. (12.2) 
(12.2) ist die Bewegungs-

Abb. 12/1. Gerade (a) uud gekriimmte (b) Keuulinie. gleichung der freien unge-
dampften Schwingung eines 

Schwingers mit gerader Kennlinie. Sie enthalt Glieder von der Dimension 
einer Kraft (fiir Schiebungen) oder eines Momentes (fiir Drehungen). Die 
riickfiihrende Kraft ist dem Ausschlag proportional, sie ist eine elastische Kraft 
oder von der Art einer solchen (quasielastische Kraft). Losungen der Differen­
tialgleichung (12.2) sind die Funktionen Sinus und Kosinus, wie in Ziff. 13 
noch naher gezeigt wird. Die eintretende Bewegung ist also eine harmonische 
Schwingung. Gerade Kennlinie und harmonische Schwingung bedingen sich 
wechselseitig. 

Weicht die Kennlinie von einer Geraden ab (Abb. 12/1 b), so ist die ein­
tretende Bewegung zwar immer noch periodisch, aber nicht mehr harmonisch. 
Ungedampfte Schwingungen von Systemen, deren Kennlinien von einer Geraden 
abweichen, nennt man 'f'seudoharmonische Schwingungen (Ziff.39). 

FaIle, in denen dit Kennlinie iiber einen groBen Bereich des Ausschlags 
gerade verlauft, sind nicht haufig; Beispiele fiir Schwinger mit streng gerader 
Kennlinie bieten die in einem U-Rohr von konstantem Querschnitt schwingende 
Fliissigkeitssaule (Abb. 11/8) und das Zykloidenp~ndel (Abb. 16/4). Die Kenn­
linien der elastischen Federn weichen bei groBen Ausschlagen in der Regel 
nach oben (Abb. 12/1 b) von der Geraden abo Die Kennlinie eines Pendels ist eine 
Sinuslinie (Abb. 16/3), sie weicht also nach unten von der Geraden abo Bleiben 
die Ausschlage jedoch klein, so begeht man keinen erheblichen Fehler, wenn 
man in diesen Fallen an Stelle der Funktion R (q) das erste Glied ihrer Taylor­
Entwicklung im Nullpunkt, 

E" (0) 
R (q) = R' (0) q + -2'- q2 + ... = C1 q + C2 q2 + ... , 

benutzt, also R(q) durch R' (0)· q ersetzt. 1m Bild (Abb. 12/1 b) bedeutet das den 
Ersatz der Kennlinie in der Umgebung des Ursprungs durch ihre Tangente tl , 

deren SteigungsmaB tg 0(1 = Cl = R' (0) ist. Die Theorie der Schwingungen von 
S ystem en , die nur in dieser Annaherung eine gerade Kennlinie aufweisen, 
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heiBt auch "Theorie der kleinen Schwingungen". Die Frage, in welchem Bereich 
der Ersatz der Kennlinie durch die Tangente zulassig ist, kann natiirlich nur 
von Fall zu Fall entschieden werden. Beschranken wir uns auf geniigend kleine 
Schwingungen, so lautet die Bewegungsgleichung eines jeden einfachen Schwingers 

aq+cq=O. (12.2) 

13. Die Dauergleichung der freien Bewegung des einfachen Schwingers mit 
gerader Kennlinie. Die Di£ferentialgleichung (12.2) ist eine homogene lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, gehOrt also 
zu einer Klasse von Differentialgleichungen, deren Integrale explizit angegeben 
werden konnen. Die Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung 
von der Ordnung m laBt sich in der Gestalt 

(13.1) 

schreiben, worin die hA die Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind, die 
aus der Differentialgleichung entsteht, wenn man die Ableitungen y, if, y , ... ,y(rn) 
durch die Potenzen hO, hI, h2 • •• , hm ersetzt. [Voraussetzung fiir die Giiltig­
keit von (13.1) ist allerdings, daB die algebraische Gleichung keine mehrfachen 
Wurzeln besitzt; sie ist hier stets erfiillt.] Zu der Differentialgleichung (12.2) 
gehort daher die algebraische Gleichung 2. Grades, die charakteristische Gleichung, 

ah2 + c = 0 (13.2) 
mit den beiden Wurzeln 

h12=±il/C, , V a 

so daB mit m = 2 die allgemeine Losung nach (13.1) lautet 

q=AI/V~t +A2e-iV~t. 
Mit Hilfe der Beziehungen 

e± i z = cos z ± t: sin z 

kann man der Losung die Gestalt geben 

q = A cos Y~ t + B sin Y-i t - <) 

oder auch (Ziff. 7) 

q = Q sin ( Y~ t + y) . 

(13.3) 

(13.4) 

(13.5) 

(13.6) 

(13.7) 

Die Integrationskonstantcn Al und A 2, A und B, Q und y hangen dabei auf die 
folgende Weise zusammen: 

A =AI +A2 B=i(AI-A2) 

(13.8) 

Zur Unterscheidung von Gl. (12.2), der Differentialgleichung der Bewegung, 
nennen wir die GIn. (13.6) und (13.7) die endlichen Gleichungen oder die Dauer­

gleichungen der Bewegung. Die GroBe V cia, die die Dimension T -1 hat, ist 
die Kreisfrequenz der Schwingung, die in Ziff. 4 mit w bezeichnet war. 

Mit dem Begriff der freien Schwingung hangt ein zweiter, der der Eigenschwingung, 
eng zusammen. Wahrend hei mehrlaufigen Schwingern eine deutliche Unterscheidung 

Klatter, Schwingungslehre I. 3 
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zwischen diesen Begriffen notwendig ist, faUt dieser Unterschied fiir die einlaufigen Schwinger 
fort. Hier ist jede freie Schwingung eine Eigenschwingung. Da aber dort, wo freie 
Schwingung und Eigenschwingung sich unterscheiden, die Frequenz fiir die Eigenschwingung 
kennzeichnend ist, bezeichnet man sie auch hier als Eigenfrequenz. 

Besondere Aufmerksamkeit verdient die Tatsache, daB die Eigenjrequenz 
OJ = V cja und damit die Eigenschwingdauer T = 2 n/OJ nur von den Konstanten 
der Differentialgleichung, also den Eigenschaften des Schwingers bestimmt 
wird. Rand- oder Anfangsbedingungen der Bewegung haben auf sie keinen 
EinfluB: Wie ein Schwinger auch in Bewegung gesetzt werden mag, die Fre­
quenz seiner freien Schwingungen ist stets dieselbe. OJ2 ist dabei dem Steigungs­
maB c der Kennlinie direkt, der Masse oder dem Tragheitsmoment a umgekehrt 
proportional. Verstarkung der Bindung erhOht die Eigenfrequenz, VergroBe­
rung der Masse erniedrigt sie. Die Amplitude Q und der Phasenverschiebungs­
winkel y der Schwingung werden dagegen erst durch die Anfangsbedingungen 
festgelegt. 1st z. B. zur Zeit t = 0 

q = qo und q = Vo , 

so wird A = qo und B = vojOJ, daher 

(13.9) 

q = qo cos OJ t + ~ sin OJ t. (13.10) 
OJ 

Bei einer aus andern Riicksichten gewahlten Zahlung der Zeit kann es vor­
kommen, daB die Bedingungen (13.9) nicht fiir t = 0, sondern fUr t = to vor­
geschrieben werden. An die Stelle von (13.10) tritt dann 

q = qo cos OJ (t-to) + ~sinOJ (t-to)' 
OJ 

(13.11 ) 

Beginnt eine Schwingung ohne Anfangsgeschwindigkeit, so besteht sie nur aus 
dem Kosinusanteil, wird dem System eine Anfangsgeschwindigkeit ohne An­
fangsausschlag erteilt, so besteht sie nur aus dem Sinusanteil. 

14. tJbersicht iiber die einfachen Schwinger. In Ziff. 11 war schon eine 
Reihe von Beispielen einfacher Schwinger angefiihrt und in Ziff. 12 nach dem 
Verlauf der Kennlinie eingeteilt worden. Ordnen wir die in Ziff. 11 gegebenen 
Beispiele nach der physikalischen Natur der RiickstellkraIte, so erhalten wir 
zwei Gruppen, in denen wir iiberhaupt aIle schwingungsfahigen Gebilde unter­
bringen konnen. Die erste Gruppe umfaBt die Pendel; mit diesem Wort sollen 
aIle jene Systeme bezeichnet werden, deren Riickstellkrafte von Massenkraften 
herriihren, gleichgiiltig ob diese vermoge eines Schwerefeldes, eines Fliehkraft­
feldes, eines magnetischen oder elektrischen Feldes zustande kommen. Zur 
zweiten Gruppe rechnen wir jene Systeme, deren RiickstellkraIte durch die 
Elastizitat eines aus seiner natiirlichen Form verzerrten Gebildes geweckt 
werden, und nennen sie die elastischen Schwinger. 

Die Schwerependel konnen starre Korper sein, die sich unter irgendwelchen 
Beschrankungen im Schwerefeld bewegen. Je nach den kinematischen Be­
dingungen ihrer Bewegungsmoglichkeiten unterscheidet man Drehpendel, zu 
denen das gewohnliche Korperpendel (physikalisches Pendel) gehOrt, Rollpendel 
u. dgl., nach der Art der Aufhangung Monofilar-, Bifilarpendel usw. Auch die 
Wassersaule im U-Rohr und Schiffe im Wasser fiihren Pendelbewegungen aus. 
Ein Beispiel fiir ein Fliehkraftpendel wird in Ziff. 16 beschrieben. Pendel in 
magnetischen Feldern trifft man in einigen elektrischen MeBinstrumenten an. 
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Die elastischen Gebilde konnen recht unterschiedlich beschaffen sein: Saiten, 
Stabe, Membranen, Platten und aus ihnen aufgebaute Systeme wie Fachwerke, 
Rahmen u. dgl. zahlen zu ihnen. Sitzt auf einem der genannten Gebilde jeweils 
eine einzige Masse (im folgenden oft als "Zusatzmasse" bezeichnet), die so groB 
ist, daB die eigene Masse des Gebildes ihr gegeniiber vernachlassigt werden kann, 
und ist die Schwingungsrichtung vorgeschrieben, so haben wir einen Schwinger 
von einem Freiheitsgrad vor uns, da die Auslenkung der aufgesetzten Masse 
aus ihrer Ruhelage die einzige kennzeichnende Koordinate ist - gleichgiiltig, 
wie das Gebilde im iibrigen beschaffen sein mag. Je nach der Art der Bean­
spruchung unterscheidet man bei einem Stab z. B. noch Biegeschwingungen, 
Dehnungsschwingungen, Drillungsschwingungen, und ahnlich teilt man die 
Bewegungen einer Platte oder Scheibe ein. 

b) Die Pendel. 
15. Die schwingende Fliissigkeitssaule. Als ein erstes Beispiel fiir einen 

Schwinger mit streng linearer Charakteristik hatten wir schon (Zif£. 12) die 
in einem U-Rohr schwingende Fliissigkeitssaule erwahnt. Wir wollen diese 
Bewegung jetzt etwas genauer betrachten. Zunachst setzen wir voraus, daB 
das mit einer Fliissigkeit vom spezifischen Gewicht y gefiillte Rohr lotrechte 
Schenkel habe und iiberall gleichen Querschnitt F aufweise (Abb. IllS). 

In diesem Sonderfall ist das Kraftespiel leicht zu iiberblicken. Die durch 
einen Ausschlag w geweckte riickfiihrende Kraft ist gleich dem Gewicht der 
Fliissigkeitssaule, die iiber dem tieferen Spiegel steht, G = 2 w F y. Die zu 
bewegende Masse ist, wenn l die Lange der Fliissigkeitssaule bedeutet, m = IF ylg. 
Daher lautet die DifferentiaIgleichung der Bewegung 

.. 1 
w =---2wFy 

LF1 
g 

oder 
.. 2g 

w +-l-w=O. 

Die Kennlinie des Schwingers hat die Gleichung 
2g 

H(w) =-1 w. 

(15.1) 

(15.2) 

Sw ist eine Gerade mit der Steigung tg IX = C = 2 gil. Das spezifische Gewicht y 
und der Querschnitt F treten in der Gl. (15.2) fiir die Kennlinie und in der 
Bewegungsgleichung (15.1) nicht auf, sie beeinflussen die Schwingung also nicht. 

Die Bewegung selbst ist nach den Satzen von Ziff. 12 eine harmonische 
Schwingung, gleichgiiltig, wie groB die Schwingungsweite ist, solange nur die 
Fliissigkeitsspiegel in den lotrechten Schenkeln bleiben. Aus den Koeffizienten 
der Differentialgleichung liest man den Wert der Eigenfrequenz ab 

w2 = 2/, d.h. /= 2kv 2t oder T= 2nV 21g. (15.3) 

1st der Querschnitt des Rohres nicht konstant, so erfahren die einzelnen 
Fliissigkeitsteilchen nicht mehr dieselbe Beschleunigung; die Bewegung bleibt 
zwar eine harmonische Schwingung, zur Berechnung der Frequenz sind jedoch 
andere Hilfsmittel erforderlich (Ziff. 29B). 

3* 
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16. Das Punktpendel (Fadenpendel). Das Punktpendel von einem Freiheits­
grad besteht aus einem Punktkorper m, der sich auf irgendeiner Kurve k bewegen 
kann. Eine solche Bahn k kommt entweder dadurch zustande, daB man eine 
entsprechend gebaute Fuhrung (Rinne) herstelIt, in der der Korper gleiten oder 
rollen kann, oder dadurch, daB man den Korper durch einen unausdehnbaren 
Faden mit einem festen Punkt 0 verbindet. In diesem Falle ist der Korper 
an eine Kugelflache gebunden; wenn er auBerdem gezwungen ist, in einer Ebene 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
IQ} 

Abb.16/1. 
Punktkorper auf 

Kreisbogen. 

zu bleiben, so bewegt er sich auf einem Kreisbogen (Abb. 16/1). 
Andere Bahnen erzielt man dadurch, daB man zu beiden Seiten 

Abb. 16/2. Punktkorper auf 
Evolventenbogen. 

des Fadens Backen b anbringt, an die 
sichder Faden anlegen muB (Abb.16/2). 
J e nach der Form der Backen erhalt 
man verschiedene Kurven k. Immer 
ist b Evolute zur Bahn k oder -
anders ausgedruckt - k Evolvente 
zu den Profilen b. 

~) Kreispendel (mathemati­
sches Pendell. Wir beschiiftigen 
uns zunachst mit dem einfachsten 
SonderfalI, dem Punktpendel auf dem 
Kreisbogen (dem mathematischen 

Pendell. Wie alle Punktmassensysteme ist auch das Punktpendel auf dem Kreis­
bogen eine Idealisierung. Man kann es auffassen als Grenzfall des nachher 
zu besprechenden Korperpendels (Ziff. 17). 

Auf die Punktmasse m wirkt im Schwerefeld das Gewicht @ = m 9 und wegen 
der starren Verbindung mit 0 eine Reaktionskraft ~ in Richtung der Verbin-

I? dungslinie. Diese beiden Krafte zu­

Abb.16/3. Kennlinie des Kreispendels. 

sammen ergeben bei einem Ausschlag 
cp eine ruckfuhrende Kraft lR in Rich­
tung der Bahn yom Betrage 

R = mgsincp. 

Diese Gleichung ist die der Kennlinie 
des Schwingers (Abb. 16/3). Die Be­
wegung kann aufgefaBt werden ent­
weder als eine Translation auf einer 

Kurve oder als eine Drehung um 0; ihre Differentialgleichung lautet nach (12.1) 

mZip +mgsincp=O oder mZ2 fi;+mglsincp=0. 

Beide Formen liefern 
Zfi;+gsincp=O. (16.1) 

Aus der Bewegungsgleichung fallt die Masse m heraus, da sie sowohl im Tragheits­
glied m 1 ip wie auch in der Ruckstellkraft m g sin cp auftritt (" Gleichheit von 
trager und schwerer Masse"). Das mathematische Pendel fUhrt, wenn die 
Schwingungsweiten beliebige Werte erreichen konnen, pseudoharmonische 
Schwingungen aus (Ziff. 40). Harmonische Schwingungen erhalten wir in erster 
Annii.herung, solange die Schwingungsweiten so klein bleiben, daB die Sinus­
linie durch ihre Tangente im Nullpunkt ersetzt werden darf. Fur solche kleinen 
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Schwingungen lautet die Bewegungsgleichung 

lip +gcp=O. 
Das Quadrat der Kreisfrequenz ist 

37 

(16.2) 

w2 = r ' (16.3) 

daher die Frequenz 1= 21n Vg/l und die Periode 

T = 2:nffg. (16.3a) 
Die Schwingungsdauer eines Pendels hangt an einem gegebenen Ort - d. i. 

bei festem Wert von g - nur von seiner Lange ab; sie ist der Wurzel aus der 
Lange proportional. Die Quadrate der Schwingdauern zweier Pendel verhalten 
sich daher wie die Pendellangen 

T~: T~ = ll: l2. (16.4) 
Beispiel. Unter einem Sekundenpendel versteht man ein Pendel, dessen halbe Sahwingungs­

dauer 1 8 betragt. Wie lang ist· ein solehes Pendel? 
Aus (16.3a) folgt l=(T/2)B g/nB; mit T/2=1s wird l= 981/nB em = 99,4 em. Das 

Sekundenpendel ist nahezu 1 m lang. 

{J) Kurvenpendel; Zykloidenpendel. 1m allgemeinen Fall der Be­
wegung auf einer beliebigen Kurve k lautet die Bewegungsgleichung, wenn m 
die Masse des Punktkorpers, 8 die Bogenlange und cp die Neigung der Tangente t 
gegen die Horizontale bezeichnet (Abb.16/2), 

ms + mgsincp = O. (16.5) 
Fiir Kreisbahnen gilt 8 = lcp, und man erhii.lt Gl. (16.1). Fiir andere Kurven 
kann man in der Nahe der Gleichgewichtslage, d. i. fiir kleine cp, setzen 8 = eq;, 
wenn eden Kriimmungshalbmesser bezeichnet; fiir solche kleinen cp gilt aber 
auch sin cp ~ cp, so daB die Differentialgleichung zu 

meip+mgcp=O (16.6a) 
und das Frequenzquadrat der kleinen Schwingungen durch 

w2 =.JL 
e 

(16.6b) 

gegeben wird. Mit anderen Worten: Kleine Schwingungen auf einer Kurve k 
verlaufen mit der gleichen Frequenz wie die Schwingungen eines Kreispendels, 
das den Kriimmungshalb-
messer e an der Gleichge- /-
wichtsstelle zur Pendellange / 

I 
hat. (e heiBt reduzierte Pen- ( 
dellange.) \ 

/ 

\ I 

Besondere Beachtung ver- " -~'::~--------:::'--"---o--~...,I<"""" 
dient der Fall, in dem k eine 
(gewohnliche) Zykloide· ist. 
Da die Zykloide Evolvente 

lJ 
(j 

Abb.16/4. Zykloide. 

.x 

einer ihr kongruenten Kurve ist, mussen auch die Backen b Zykloiden sein. 
Wir suchen nun die Ruckstellkraft R = m g sin cp, die wir fiir die Bewegungs­
gleichung (16.5) brauchen, als Funktion der Bogenlange 8 auf. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 16/4 gilt fiir die Zykloide: 
1. Gleichung der Kurve x=a(w-sinw) und y=a(l-cosw), 
2. Normale n = PF = 2 a sin w/2 , 
3. Bogen 8 = UP = 4 a cos w/2 . 
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Daraus folgt fiir cos cp = FN = yin 
PF 

a (1- cosw) 2asin2 wj2 . w 
cos cp = -2a sin wj2- = 2 a sin wj2 = sm T 

daher 
1(; w 

CP=2-T; 

Ziff. 16. 

ferner kommt s=4acos ~ =4asincp und deshalb sincp= 48a' so daB 

R = my sincp = my s/4a 

wird: Die Riickstellkraft ist dem Bogen proportional, die Kennlinie eme 
Gerade wie in Abb. 12/1a. Die Bewegungsgleichung lautet daher 

.. 8 0 
ms+ mY 4a= , (16.7a) 

so daB die Bewegung fiir jeden Ausschlag seine rein harmonische Schwingung 
mit der Kreisfrequenz 

(16.7b) 

wird. Wegen dieser strengen Unabhangigkeit der Frequenz vom Ausschlag 
bezeichnet man die Zykloide als Tautochrone (d. i. Kurve gleicher Schwingzeiten). 

Das Kreispendel, das fiir kleine Schwingungen dieselbe Frequenz aufweist, wie das 
Zykloidenpendel fiir aIle Ausschlage, hat die Lange l=4a (reduzierte Pendellange), sein 
Faden ist also doppelt so lang wie der des Zykloidenpendels. 

Zykloidenpendel sind auch als Uhrpendel schon verwendet worden. Als Nachteile 
treten dabei auf: Schwierigkeiten in der HersteIlung einer streng genauen Zykloide, die 
Steifigkeit des Fadens, die ein genaues Anlegen an die Backen. verhindert. Auch fur genaue 
Uhren verwendet man daher heute Kreispendel mit sehr kleinen Ausschlagen. Ober deren 
Genauigkeit erfolgen einige Angaben in Ziff.40{J. 

y) Kreispendel im Fliehkraftfeld. Nach den beiden Punktpendeln im 
Schwerefeld betrachten wir nun noch ein Punktpendel, dessen Riickstell. 
krafte von Feldkraften anderer Art herriihren. Wir nehmen z. B. an, ein 
Punktk6rper mit der Masse m sei an einem Faden von der Lange l am Umfang 
einer Maschinenwelle vom Radius r befestigt (Abb. 16/5a), die mit der Winkel· 
geschwindigkeit 010 umlaufe. (Eine Welle mit der Winkelgeschwindigkeit 010 

macht no=3001o/n Umdrehungen je min.) Die Verhaltnisse liegen dann so, 
als ob die Welle ruhte, urn sie herum aber ein Kraftfeld bestiinde, das auf eine 
im Punkte Q befindliche Masse m eine Kraft lY vom Betrage F = m (r + l) o1~ aus· 
iibt. Wenn die Drehgeschwindigkeit 010 groB ist, iiberwiegt die Fliehkraft lY 
die auBerdem noch vorhandene Schwerkraft @ so sehr, daB diese jener gegen. 
iiber vernachlassigt werden kann. Das angehangte Pendel kann dann bei radial 
gerichtetem Faden relativ zur Welle in Ruhe bleiben (mit der Welle umlaufen). 

Wir nehmen nun an, die Punktmasse m werde durch irgendeine Ursache 
aus dieser "radialen Ruhelage" ausgelenkt (Abb. 16/5b). Der Winkel, den 
der Faden P Q mit dem Radius 0 P bildet, sei cpo Dann wirkt die Fliehkraft lYl 
auf den Punktk6rper. Neben einer den Faden spannenden Komponente @) 
enthalt sie eine riickfiihrende Komponente In, so daB die Voraussetzungen fiir 
das Zustandekommen einer Schwingung gegeben sind. Um die Kreisfrequenz 
der sich um die "Ruhelage" einstellenden Schwingung zu ermitteln, miissen 
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wir die Bewegungsgleichung fur die Drehung des Punktkorpers m urn P auf­
stenen. Mit den Bezciehnungen der Abb. 16/5c ist 

1't = m s (Q~ ; 

die ruckfuhrende Komponente ffi der Kraft \}l hat den Betrag 

R = PI sin {}2 = m s (Q~ sin {}2' 

ihr Moment urn den Befestigungspunkt P ist 

M = IR = mls (Q~ sin {}2' 

Wegen der aus Abb. 16/5c abzulesenden Beziehung (Sinussatz) 

sin rp : sin {}l : sin {}2 = s : 1 : r (16.8c) 

wird daraus 
M=mlr(Q~sinrp, (16.8d) 

so daB aueh dieses PendeI eine Sinus­
linie als Charakteristik hat. Die Be. 
wegungsgleiehung lautet somit 

m 12;P + m 1 r (Q~ sin rp = 0 
oder 

1 ~ + r (Q~ sin rp = O. (16.9) 

Fur kleiue Aussehlage wird daraus 

l~+r(Q~rp=O. (16.10) 

Das Quadrat der Kreisfrequenz (Qll der 
freien Sehwingungen des PendeIs be· 
tragt demnaeh 

2 r 2 (Q = T (Qo· (16.11) 

Die Kreisfrequenz (Q der Pendelsehwin· 
gungen ist der Drehgeschwindigkeit (Qo 

a 

o 

c 

(16.8a) 

(16.8b) 

der Welle proportional. 1m Laufe einer Abb. 16/5. Punktpendel am Umfang einer um· 
U mdrehung der WelIe ftihrt das PendeI laufenden Wl~~e?e!eW~ket !~:e~1it~.ausgelenkte 
stets die gleiehe Anzahl von Schwin· 
gungen aus, gleichgUltig wie raseh die Welle sich dreht; die Anzahl der Schwin· 
gungen je Umdrehung hangt nur von den Abmcssungen r und lab, sie betragt 

(16.12) 

Die in Abb. 16J5a skizzierte Anordnung ist die Urform einer neuerdings zu grol3er prak. 
tischer Bedeutung gelangten Konstruktion, die der Beruhigung von storenden Schwingungen 
der Kurbelwellen von Motoren (insbesondere Flugmotoren) dient und von der im zweiten 
Band noch ausfiihrlich die Rede sein wird (TAYLOR·Pendel). 

17. Das Korperpendel (pbysikaliscbes Pendell. Das Korperpendel ist eine 
ebene Scheibe (starrer Karper, der nur Bewegungen parallel einer Ebene aus­
ftihrt), die sieh um eine feste Aehse 0 drehen kann (Ab b. 17/1). Als kennzeiehnende 
Koordinate bietet sieh der Drehwinkel rp an. Hier kannen wir die Bewegung 
nieht mehr wie beim Punktpendel als eine Translation auffassen, sondern wir 
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miissen die Grundgleichung fiir Drehungen beniitzen, die aber gleichfalls die 
Form (12.1) hat; die Koordinate ist hier ein Winkel und a das Tragheitsmoment, 
die Dimension der Glieder ist K L. An der Scheibe greift im Schwerpunkte S 
ihr Gewicht @ als eingepragte Kraft an, zugleich tritt eine in der Verbindungs­
linie SO wirkende Auflagerkraft ~ auf. Fiir eine von rp =0 verschiedene SteHung 
des Pendels wirken @ und ~ wie beim Punktpendel derart zusammen, daB eine 
riickfiihrende Kraft sr iibrigbleibt, welche die Richtung der Tangente an die 

Abb.17/1. 
Korperpendel. 

Schwerpunktsbahn hat. Ihr Betrag ist K = G sin rp; sie hat 
ein Moment urn den Drehpunkt 0 vom Betrag 

R = Gssinrp, (17.1) 

das die Scheibe in die Ruhelage zuriickzufiihren sucht. 
Die Kennlinie des Schwingers ist daher so wie bei dem auf 
einem Kreis sich bewegenden Punktpendel eine Sinuslinie. 
Wie das Punktpendel fiihrt auch das Korperpendel im all­
gemeinen pseudoharmonische Schwingungen aus; nur die 
kleinen Schwingungen haben eine annahernd gerade Kenn­
linie mit der Gleichung 

R = Gsrp 

und verlaufen deshalb harmonisch. 

(17.2) 

Die Bewegungsgleichung dieser kleinen Schwingungen lautet 

eip+ Gsrp = O. (17.3) 

e bedeutet dabei das Tragheitsmoment des Pendelkorpers urn die Achse 0, 
ist also gegeben durch e = m (k2 + 82), wenn m die Masse des Pendelkorpers 

"./"/ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 
/ 

/ 
/ 

und k sein Triigheit8arm filr die Schwerach8e ist. 
Die Bewegungsgleichung wird somit zu 

oder m(k.2.+82 )ips+m Y8rp=0 1 
(17.4) 

rp + Y -kz-+sz-rp = 0; 

oS 

die Kreisfrequenz der kleinen 
Schwingungen folgt dann aus 

(02=Y/C2: 82' (17.5) 

Auch hier tritt die Masse m in der 
zweiten Di£ferentialgleichung (17.4) 

Abb.17/2. Frequeuzquadrat des Korperpendels (-) 
• und Punktpendels (. - ..• ). 

und im Ausdruck fiir die Frequenz 
nicht mehr auf. Die Gl. (17.5) laBt 
die Abhangigkeit des Frequenz-

quadrates von s erkennen. Tragen wir in einem Diagramm (02 (s) auf, so er­
halten wir die Abb.17/2. (02 verschwindet sowohl fiir s=O wie fiir s=oo. 
Zwischen diesen Werten existiert ein Maximum; es liegt, wovon man sich durch 
Nullsetzen der Ableitung von (02(8) iiberzeugt, bei 8 = k. Legt man die Drehachse 
durch einen auf dem Kreis mit dem Halbmesser k um S gelegenen Punkt des 
Pendels, so schwingt das Pendel mit der groBten ihm erreichbaren Frequenz 
(02=y/2k. In diesem Fall ist auch die groOte Unempfindlichkeit der Frequenz 
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gegen (etwa unbeabsichtigte) Anderungen der PendelHi.nge vorhanden. Die 
Pendel genauer astronomischer Uhren werden deshalb im Abstand k vom Schwer­
punkt aufgehangt (M. SCHULER). 

1st der Pendelkorper punktformig, die Masse also im Schwerpunkt vereinigt (mathe­
matisches Pendell, so ist k=O, so daB w2 =g/s wird. In Abb. 17/2 ist W2(S) auch fUr das 
Punktpendel k = 0 (gestrichelt) eingetragen. Das Maximum ist nach s = 0 geriickt und 
ausgeartet, die Kurve falIt monoton; sie ist zu einer Hyperbel geworden. 

Man kann nun die Lange l eines Punktpendels aufsuchen, das dieselbe 
Frequenz hat, wie der ausgedehnte Pendelkorper. Man setzt also 

(17.6) 

und nennt diese Lange l die reduzierte Pendellange des Korperpendels und den 
Punkt T auf der Verl~ngerung der Linie 0 S, der den Abstand l von 0 hat, 
den Schwingungsmittelpunkt. Da er zum Aufhangepunkt 0 gehOrt, so muB 
man ihn deutlicher "den zu 0 gehorigen Schwingungsmittelpunkt" nennen. 
Zu jedem Aufhangepunkt gehOrt ein anderer 
Schwingungsmittelpunkt. 

Der Schwingungsmittelpunkt hat eine bemer­
kenswerte Eigenschaft. Hangt man das Pendel 
statt in 0 im zugehOrigen Schwingungsmittel­
punkt T (Abb.17/3) auf, so schwingt es mit der­
selben Frequenz wie zuvor. 

Fiir s = S1 ist 

fiir s = S2 = l-S1 = k2/S1 ist 

2_ S2 _ P/s1 _~ 
W 2 - gV+ sf-g k2 + k4jsi- g k2 + s;· 

0' 
Abb.17/3. Lage von AufMngepunktO, 
Schwerpunkt S und Schwingungs· 

mittelpunkt T. 

Das Produkt S1S2 der Schwerpunktsabstande 81 = OS und 8 2 = ST, die 
gleiche Schwingungsdauern ergeben, ist gleich dem Quadrat des Tragheits­
arms, 81 8 2 = k2• Man findet zusammengehorige Aufhange- und Schwingungs­
mittelpunkte deshalb durch die in Abb. 1713 angegebene geometrische Konstruk­
tion. AIle Punkte der Scheibe, die als Aufhangepunkte dem Pendel dieselbe 
Frequenz geben, liegen auf zwei konzentrischen Kreisen. Durchmustert man die 
Frequenzen zu allen Punkten einer Schwerlinie, so £indet man (abgesehen von 
dem Sonderfall s = k, fUr den die beiden Kreise zusammenfallen) jeweils vier 
Punkte, denen dieselbe Frequenz zugehOrt (0, T', T, 0' in Abb. 17/3, vgl. auch die 
Linie a--a in Abb.17/2). Ein Aufhangepunkt und ein zugehOriger Schwingungs­
mittelpunkt, deren Abstand gleich der reduzierten Pendellange list, sind dabei 
jeweils durch den Schwerpunkt S getrennt, oder - anders ausgedriickt -
durch einen und nur einen weiteren Punkt "gleicher Frequenz" (wieder mit 
Ausnahme des Sonderfalles s = k). 

Ein Pendel, das mit solchen Vorrichtungen versehen ist, daB es auBer in 
einem Punkte 0 auch im zugehOrigen Schwingungsmittelpunkt T aufgehangt 
werden kann, wird ein Reversionspendel genannt. Eine genaue Anpassung wird 
dabei durch Verschiebung einer kleinen Masse erreicht, die das Tragheitsmoment 
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des Pendelkorpers andert, bis die Baulange zwischen den Schneiden zur redu­
zierten Pendellange geworden ist. 

Beispiel. Die Schwingdauer nnd die reduzierte Pendellange einer in einer Ecke auf­
gehangten Rechteckplatte von der Breite b und Hiihe h ist zu bestimmen (Abb. 17/4). 

Abb. 17/4. 
Rechteckplatte 

als Pendel. 

Es ist 
8 k2 + 82 

w2 =g k2+s2 und 1=--8-' 

JS Jx+Jy bh(h2 +b2 ) d2 

k2 = F = -F~ = -12b~h-- = 'Ef' 

wenn d2 = b2 + h2 ist. Daher folgt 

1- d2/12 + d2/4 _ ~ d 
- d/2 - 3 . 

2 
Die reduzierte Pendellange betragt 3 d, der Schwingungsmittelpunkt liegt 

2 
auf der Diagonalen, im Abstand 3 d vom Aufhangepunkt. 

Daher ist die Frequenz 

und die Schwingdauer 

1/2d 
T=2n Vag' 

18. Mehrfadenpendel, Schiffsschwingungen, Rollpendel. In dieser Ziffer 
untersuchen WIT weitere Arten von Bewegungen starrer Korper, die Riickstell­

.".~"''-'-'''', . : ,0:,," ' ,,\,-

Bt 81f I ~ 8J 

I 
I 

I 
I 

I 
~1 149 ; 142 143 

Abb.18/1. Mehrfadenpen, Abb. 18/2. Mehrfadenpen-
del mit paraJlelen Faden. del mit geneigten Faden. 

krafte vom Sch werefeld der Erde 
her erfahren. 

at) Hangt man einen Korper an 
mehreren Faden (oder Seilen) auf, 
die entweder parallel gespannt sind 
(Abb.18/1) oder in einem Punkte 
zusammenlaufen (Abb. 18/2), so hat 
man wieder ein Pendel vor sich. Der 
Einfachheit halber moge angenom­
men werden, daB die Punkte AI' A z, 
Aa, .•. auf einem Kreis (vom Halb­
messer a) urn den Schwerpunkt 
liegen, die Faden also gleiche Lange 
haben. Die sich einstellende Be­
wegung ist eine Drehung urn die 
lotrechte Schwerachse mit der Diffe­
rentialgleichung 

eip+R=O, (18.1) 

wenn mit R das riickfiihrende Moment bezeichnet wird. Die Ermittlung dieses 
Momentes ist die nachste Aufgabe. 

Wir untersuchen zunachst die Anordnung mit parallelen Seilen und be­
trachten die Seile einzeln (Abb. 18/3). Die Kraft, mit der jedes Seil in der 
Ruhelage beansprucht wird, sei So. Da sich das Gewicht G des Korpers auf 
die n Seile gleichmaBigverteilt, so ist So = G/n. Wird der Korper urn den 
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Winkel rp in einer waagerechten Ebene gedreht, so daB der FuBpunkt A nach 
A' gelangt (Abb. 18/3c), so iiben die Seilkrafte riickfiihrende Momente aus, da 
sie nun einen Winkel von 7(,/2 -1p mit der Horizontalen einschlieBen, der 
gegeben ist durch sin1p=u/l; u ist dabei der Abstand AA', I die Lange des 
Seiles. Bei der Auslenkung vergroBert sich der Seilzug etwas; war er vorher 
80, so wachst er auf 8 = 80/cos 1p (Abb.18/3d). Da die Auslenkung u und 
damit der Winkel1p klein vorausgesetzt wird, ver­
nachlassigen wir die Anderung und rechnen mit 
einem festen Wert 8 = 8 0 der Seilkraft. Die hori­
zontale Komponente dieser Seilkraft ist 

H = 8sin1p = 8 y; (18.2a) 

sie liegt im Abstand h yom Mittelpunkte 0, so daB 
ihr Moment M um 0 

uk 
M=H·h=8-z 

betragt. u und h schreiben sich in rp 

u = 2asinf 

deshalb wird 

h = acos ~, 

Sa2 • 
_ilf = -z-- smrp. 

(18.2b) 

(18.2c) 

1-----9.B B 

1 
i 

a 
a 

! A': 
! a~~ 
~ 
o a A 

c 

Abb. 18/3. Aus­
schlage uud Krafte 
im System Abb.18/1. 

Wenn n Seile vorhanden sind, so ist das gesamte riickfiihrende Moment R = nM, 
wegen 8 = G/n' daher 

Ga2 • 
R = -Z-smrp. (18.2d) 

Mit Benutzung des Tragheitshalbmessers k des Pendelkorpers (fiir die lotrechte 
Schwerachse) wird aus (18.1) 

(18.3) 

Wie beim physikalischen Pendel ist die Kennlinie eine Sinuslinie, und ebenso 
wie dort verlaufen die kleinen Schwingungen harmonisch. Ihr Frequenz­
quadrat ist 

(18.4) 

Es ist bemerkenswert, daB die Frequenz wieder unabhangig ist von der Masse 
des Pendelkorpers, aber auch unabhangig von der Anzahl der Seile, an denen er 
hangt. Die reduzierte Pendellange der Anordnung betragt 

(18.5) 

Mit der Auslenkung erfahren die einzelnen Seile auch eine Verdrillung urn den Winkel 'P' 
Sind die Seile drillungssteif mit der Steifigkeit c je Seil (vgl. Ziff. 23), so vergroBert sich das 
Riickstellmoment urn nc'P, und aus (18.4) wird 

w 2 = [ g t + n c H2- . (18.4a) 

In diesem Fall ist eine Abhangigkeit von n vorhanden. 
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Auch in der zweiten Anordnung, wo die Seile von einem Punkte ausgehen, 
betrachten wir die Seile einzeln (Abb.18/4) und lassen wieder die Veranderungen 
auBer acht, die die Rohe lund die Seilkraft S wahrend der kleinen Ausschlage 
erfahren konnen. Die Lange der schrag laufenden Seile bezeichnen wir jetzt 
mit L; die Seile sind unter dem Winkel ex gegen die Lotrechte geneigt, fiir den 
sin ex = aiL gilt. Eine Drehung des Korpers um den Winkel cP in der waage­
rechten Ebene schafft auch hier einen Neigungswinkel 7&/2 - 1p der Seile gegen 

r 
i 

a 
a 

die horizontale Gerade, in der der Ausschlag u liegt, 
B so daB hier die Rorizontalkomponente einer Seilkraft 

~~ , H 
d 

Abb.18/4. 
Ausschlll.ge und 
KrMte 1m Sy­
stem Abb. 18/2. 

H = Ssin1p = S ~ (18.6a) 

ist. Die Seilkraft S ist jetzt aber groBer als zuvor, 
namlich 

S = GIn. 
cos ex (18.6b) 

Damit wird das von einem Seil herriihrende Riick­
fiihrmoment 

Ga2 

M=Hh=_n- sinm 
L cos ex T 

und das aller Seile 
Ga2 

R=nM=--sinm. Lcosex T 

(18.6c) 

(18.6d) 

Bezeichnet man die Rohe des Aufhangepunktes iiber dem Korper L cos ex 
mit l, so stimmen die Riickfiihrmomente (18.2d) und (18.6d) iiberein. Der an 
geneigten Seilen aufgehiingte Korper bewegt sich genau so wie der an parallelen 
Seilen, wenn der Abstand des Korpers von der "Decke" der gleiche ist. 

{3) Die Bewegungen, die ein Schill im Wasser ausfiihrt, wenn es irgendwie 
aus seiner Gleichgewichtslage gerat, werden ebenfalls von den Schwerkraften 

bestimmt, sind also Pendelungen. Das 
Schiff ist ein starrer Korper im Raum, 
der sechs Grade der Freiheit aufweist 
(entsprechend den sechs zur Beschrei­
bung seiner Lage notwendigen Koordi­
naten). Wir suchen die Tragheitshaupt­
achsen des Schiffes auf und wahlen als 
Koordinaten die drei Verschiebungen 

Abb.18/5. Triigheitshauptachsen eines Schiffes. X, y, z in Richtung dieser Achsen und 
die drei Drehungen CPI' CP2' CPs um diese 

Achsen (Abb.18/5). Jede dieser sechs Bewegungen kann unabhiingig von den 
anderen erfolgen und stellt eine Bewegung von einem Freiheitsgrad dar. 
Schwingungen treten jedoch nur dann auf, wenn eine Auslenkung das Gleich­
gewicht stort und Riickstellkrafte weckt. Die neue Lage ist wieder Gleich­
gewichtslage bei den Verschiebungen x und y und bei einer Drehung f/J3 um 
die z-Achse. Dagegen wecken Auslenkungen in den drei anderen Koordinaten 
z, CPI' CP2 Riickstellkrafte oder -momente und geben so Veranlassung zu Schwin­
gungen: Das Schiff ist ein dreilaufiger Schwinger. 
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Die Schwingungen in z sind einfach zu iiberblicken: Bezeichnet man die 
"Schwimmflache" (die durch die Schiffswand aus dem Wasserspiegel aus­
geschnitten wird) mit F, so betragt die RuckfUhrkraft R bei einer vertikalen 
Auslenkung z, wenn Y =/1 g das spezifische Gewicht des Wassers ist, 

R=yFz=/1gFz ; (18.7 a) 

daher lautet die Bewegungsgleichung (wenn m die Masse des Schiffs bezeichnet) 

mZ+/1gFz=O. (18.7b) 

Die Kennlinie fiir die lotrechten Schwingungen ist eine Gerade, und die 
Schwingungen verlaufen harmonisch, solange der Querschnitt F als von z 
unabhangig angesehen werden kann. Dem Ausdruck fur die Kreisfrequenz 
kann man wegen m = /1 V (V ist das verdrangte Volumen) die Form geben 

flF F 
w2 =g-;n=gV' (18.7 c) 

Auch die beiden Drehungen CPl und CP2 sind mit Ruckstellkraften verbunden. 
Wir untersuchen die Drehung CPl um die Langsachse eingehender; fur die andere 
gilt ganz entsprechendes. 

In der Gleichgewichtslage befindet sich der Schwerpunkt S des Schiffes, 
in dem sein Gewicht angreifend gedacht werden kann, senkrecht uber dem 
Schwerpunkt T der verdrangten 
Wassermasse, in dem die Auf­
triebskraft angreift (Abb. 18/6, 
die die Querschnitts - Schwer­
ebene zeigt). Bei einer Drehung 
CPl andert sich die Form der 
verdrangten Wassermasse. Das 
Volumen J 11 d x faUt weg, dafur 
kommt J 12dx hinzu (Bezeich­
nungen s. Abb. 18/6). Beide 
GroBen sind gleich, da der Auf­
trieb sich nicht andern kann; 

A / 

Abb. 18/6. Schnitt durch die Querschnitts·Schwerebene. 

sind die Wande parallel, so ist auch 11 = 12 = I: Das Schiff dreht sich um 
die Langsschwerachse. Andern muBte sich jedoch der Angriffspunkt des Auf­
triebes, der der Schwerpunkt der verdrangten Masse ist. Er hat sich parallel PI P2 

(Verbindungslinie der Schwerpunkte der Flachen 11 und 12) um die Strecke b 
von T nach Tl verschoben. Wenn y(x) die Ordinate der "Schiffswasserlinie" 
(UmriB der Schwimmflache) angibt, so gilt fUr kleine Winkel CPl angenahert 

P10 = P20 - a = ~ y und I = y2~~, 
daher 

(I8.8a) 

Jist das aquatoriale Flachentragheitsmoment der Schwimmflache in bezug 
auf die Langsachse O. 
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Bezeichnet man den Schnittpunkt der Wirkungslinie des Auftriebs (Lot­
rechte in ~) mit der Symmetrielinie des Querschnittes durch M, und die Strecke 
T M mit n, so gilt 

b J 
n=~=V' 

'PI 
(I8.8b) 

M heiBt das Metazentrum, sein Abstand n von T ist durch (I8.8b) festgelegt. 
Die Hohe von M uber dem Schwerpunkt S, M S = e, heiBt die ,metazentriscke 
Hoke'. Das Ruckstellmoment, das der Auftrieb ausubt, ist gegeben durch 

R=Gk=GesinffJl; (I8.9a) 

die Kennlinie ist also wieder eine Sinuslinie, und das Ruckstellmoment ist der 
metazentrischen Hohe proportional. 

Die Bewegungsgleichung lautet 

eiFt + GesinffJl = 0; (I8.9b) 

daher ist fUr kleine Schwingungen 

(18.9 c) 

wenn k den Tragheitsarm des Schiffes fur seine Langsschwerachse bezeichnet. 
Die reduzierte Pendellange betragt 

l' = k2je. (I8.9d) 
Fiir andere als parallele Wande und nicht mehr kleine Winkel 'PI wird h irgendeine andere 

Funktion h('PI); die Bewegungsgleichung lautet dann 

e;PI +Gh('PI)=O 

und muE nach den Anweisungen fiir pseudoharmonische Schwingungen (Abschn. 0) 
behandelt werden. 

Analog dem Metazentrum fur die Drehungen ffJl urn die Langsachse laBt sich 
fur die Drehungen ffJ2 urn die Querachse ein "Quermetazentrum" £inden. Es 
liegt stets haher als das erste. Fur die Schwingungen in der Koordinate CP2 
spielt es die gleiche Rolle wie jenes fUr die in CPl' 

J<~rwahnt seien noch die Bezeichnungen fiir die drei Arten von Sehwingbewegungen: 
die in z heiBt Wogen, die in 'PI Rollen odeI' Schlingern, die in 'P2 Stamp/en. 

y) Ein weiteres Beispiel, das vom physikalischen Standpunkt aus hierher 
gehart, ist das Rollpendel, denn auch dieses besteht aus einem starren Karper, 
der durch Schwerkrafte in schwingende Bewegung versetzt wird. Die Behandlung 
dieser Aufgabe paBt jedoch nicht mehr in den bisherigen Rahmen, da die Roll­
bewegung weder eine Schiebung noch eine Drehung urn eine £este Achse ist. 
Die Bewegungsgleichung kann also nicht mehr in der ein£achen Form von 
Gl. (Il.I) angeschrieben werden. Zur Behandlung dieser Aufgabe sind anders 
geartete Hil£smittel erforderlich, die wir erst spater kennenlernen werden 
(Ziff.29b). 

19. Beispiele fiir Pendelbewegungen; Ermittlung von Tragheitsmomenten. ex) Eine 
Aufhangung eines starren Kt'irpers an mehreren Faden findet man in man chen elektrischen 
und magnetischen MeBgeraten VOl', fUr welche sie erstmals von GAUSS vorgeschlagen wurde. 
In der Regel sind dann zwei Faden verwendet (bifilare Aufhiingung). 

Das Gehange eines Magnetometers besteht aus einem diinnen Magnetstab von 5 em 
Lange, del' im Abstand von 3 em (symmetriseh) an zwei Faden (ohne nennenswerte Tor­
sionssteifigkeit) von 10 em Lange aufgehiingt ist. Welche Schwingungsdauer hat das 
System, und wie lang ist das gleichwertige mathematische Pendel? 
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Die Antwort steekt in Gl. (18.4). Von den dort eingehenden GroBen kennen wir 
g = 981 em/s2, 1 = 10 em, a = 1,5 em; es fehlt noeh k. Das Tragheitsmoment eines dunnen 
Stabes in bezug auf eine Queraehse dureh den Sehwerpunkt ist e=mV/12 und daher 
k2 =L2/12. In (18.4) eingesetzt, ergibt sieh 

981 . 2,25 . 12 
0)2 = -w.~ S-2 = 105,95 8-2 

und 
2n 

T = w = 0,626 s. 

Die reduzierte Pendellange betragt naeh Gl. (18.5) 
k2 10·25 

l' -t--- - ---- em -9 26 em - a2 - 12· 2,25 -, . 

f3) Das Tragheitsmoment e eines Sehwungrades fUr seine 
Aehse solI ermittelt werden. Der Sehwerpunkt ist bekannt, 
er liegt in der Aehse. Das Gewieht des Rades ist G. 

Es gibt zwei Mogliehkeiten: 1. Man laBt das Sehwung­
rad als Korperpendel in einer vertikalen Ebene sehwingen, 

Abb. 19/1. Aufhangung eines 
Schwungrades als Korperpendel. 

indem man die Nabe, deren Bohrung den Durehmesser 2 r hat, auf eine Sehneide legt 
(Abb. 19/1). 2. Man hangt das Sehwungrad im Abstand 1 von einer "Deeke" an drei oder 
mehr Seilen auf, die an regelmaBig uber den Kranz verteilten Stellen befestigt werden, 
und laBt das Rad in der horizontalen Ebene Sehwingungen ausfUhren. 

1. Aus einer Reihe von Sehwingungen ermittelt man die Dauer einer Sehwingung zu T1, 
gT2 

reehnet als HilfsgroBe die reduzierte Pendellange l; = 4 n~ aus und findet das Quadrat 

des Tragheitsarms aus (17.6) zu 

k2 = 8(1~ -8) = r(l; -r). 
Das Tragheitsmoment selbst ist 

e = !!-.- k2• 
g 

2. Aus der Sehwingdauer T2 der zweiten Anordnung findet man 
naeh (18.4) 

wenn a der Abstand der FuBpunkte der Seile von der Aehse ist, und 
deshalb 

e = !!-.- k2 = G a2 T:j . 
g 4n2 l 

y) Die zur Bildebene senkreehte Sehweraehse einer Pleuelstange 
(Abb. 19/2) und das Tragheitsmoment fUr diese Aehse sollen ermittelt 
werden. (Die Kenntnis dieser GroBen ist z. B. erforderlich zur Bestim­
mung der Gelenkdrueke des Kurbeltriebes.) 

Kennt man das Gewieht, so lassen sich die gesuehten GroBen aus Abb. 19/2. Pleuel· 
stange mit Auf-

Schwingnngsversuehen finden. Am bequemsten ist in diesem Fall die hiingepunkten. 
Anordnung als Korperpendel. Dnd zwar muB man die Stange auf zwei 
versehiedene Arten sehwingen lassen, etwa mit 01 und 02 als Drehaehse. Der (bekannte) 
Abstand der Drehaehsen sei a, die (unbekannten) Abstande der Sehweraehse von den Dreh­
punkten 01 und 02 seien 81 und 8 2 und der gesuehte Tragheitsarm k_ Die Sehwingungen urn 
01 mogen die Dauer T1, jene urn 02 die Dauer T2 haben. Aus beiden Werten erreehnet 
man als HilfsgroBen die reduzierten Pendellangen: 

Dann stehen wegen (17.6) die drei Gleiehungen 

k2+8;=81l11 

k2 + 8~ = 8212 J 
81 + 8 2 = a 
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zur Bestimmung der drei Unbekannten 81, 8 2 und k zur Verfiigung. Aus ihnen findet man 
ohne Miihe 

daraus dann 
oder 

und schlieBlich das Tragheitsmoment selbst 

G e = _k2 • 
g 

c) Die elastischen Schwinger. 

20. Federzahl, Einfln.Bzahl; allgemeine Eigenschaften. Als elastische Schwinger 
bezeichnen wir diejenigen Systeme, deren Riickstellkrafte ihre Ursache in der 
Elastizitat eines aus seiner natiirlichen Gestalt verzerrten Gebildes haben. 
Trotz der Verschiedenartigkeit der Gebilde und ihrer Beanspruchungen ist doch 
eine einheitliche Behandlung moglich. Fiir die Aufstellung der Differential­
gleichung (12.2) benotigt man zwei GroBen: den Koeffizienten a von ij, der durch 
die Masse oder das Tragheitsmoment des Schwingers gegeben ist, und den Koeffi­
zienten e von q, die Federzahl. Fiir kleine Schwingungen ist e durch das Steigungs­
maB der Tangente an die Kennlinie des Schwingers bestimmt. An Stelle der 
Federzahl e kann man auch ihren Kehrwert h = lie benutzen. Er ist eine GroBe, 
die in der Festigkeitslehre hiiufig verwendet wird: die EinjlufJzahl. Die Feder­
zahl e bedeutet das Verhaltnis von Kraft zum erzeugten Ausschlag oder, anders 
ausgedriickt, die zur Erzeugung des Einheitsausschlags notwendige Kraft, 
h bedeutet das Verhaltnis von Auslenkung zur erzeugenden Kraft, d. h. die 
Auslenkung unter der Wirkung einer Einheitskraft. 

Die kinetische Aufgabe der Aufstellung der Bewegungsgleichung und Er­
mittlung der Eigenfrequenz ist auf diese Weise zuriickgefiihrt auf eine Aufgabe 
der Festigkeitslehre, namlich die Ermittlung der EinfluBzahl des untersuchten 
Gebildes fiir die Stelle der aufgesetzten Masse. 1st diese EinfluBzahl bekannt, 
so folgt das Quadrat der Kreisfrequenz aus 

2 C 1 
W =-0,-=7;0;' (20.1) 

Die EinfluBzahl (oder die Federzahl) und damit die Frequenz eines elastischen 
Gebildes kann, wenn dieses einfach genug gebaut ist, durch Rechnung gefunden 
werden. Wir werden eine Reihe solcher Rechnungen in den folgenden Ab­
schnitten durchfiihren. Wo eine Rechnung nicht moglich oder nicht angangig 
ist, kann h auch aus einem Versuch gewonnen werden. Man belastet das 
System mit einer beliebigen Kraft (oder einem Moment) PI' die (das) in Richtung 
des Weges der zu untersuchenden Schwingung liegt, und stellt die zugehorige 
Verschiebung (Drehung) WI fest; der Quotient WI! ~ liefert unter Voraussetzung 
gerader Kennlinie die EinfluBzahl h. 

Wird nicht die zu irgendeiner Kraft P gehorige Verschiebung W festgestellt, 
sondern diejenige Verschiebung d, die unter Wirkung des Gewiehtes G=mg der 
aufgesetzten Masse m eintritt, so ist h = diG und daher 

(20.2) 
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Diese Gleichung liefert uns den sehr allgemeinen Satz, daB die Quadrate 
der Schwingzahlen zweier einlaufiger elastischer Systeme sich umgekehrt 
verhalten wie die statischen Durchsenkungen, welche die Systeme unter der 
Wirkung des Gewichtes der aufgesetzten Massen erfahren; 

W 2 • w2 /2 . /2 d· d 1· 2= 1· 2= 2· 1· (20.3) 

Der Vergleich der Gl. (16.3) fiir die Frequenz eines Punktpendels mit der 
Gl. (20.2) fiir die Frequenz eines elastischen Schwingers zeigt, daB der elastische 
Schwinger dieselbe Frequenz hat wie ein Punktpendel, dessen Pendellange gleich 
der statischen Einsenkung des Gebildes unter dem Ein£luB des Gewichtes der 
aufgesetzten Masse ist. Man nennt die GroBe d auch die Frequenzhohe des 
Schwingers. Sie ist ein Analogon zur reduzierten Pendellange. 

Aus (20.2) kann man noch eine Faustformel zur Abschatzung der Eigen­
frequenzen elastischer Systeme herleiten. Mit w2d = g wird 

So ist z. B. fiir 
d= lcm 
d = 0,1 em 

d = 0,01 em 

12 ~ 25 S-2 

12 R:i 250 S-2 

12 ~ 2500s-2 

I~ 5Hz 
1 ~ 16Hz 

1 ~ 50Hz. 

(20.4) 

In den vorstehenden Uberlegungen ist Gebrauch gemacht von den Begrif£en 
des Gewichtes und der Schwerebeschleunigung. Man beachte jedoch wohl, 
daJ3 diese GroBen mit der Schwingung selbst nicht8 zu tun haben und nur zur 
Ermittlung der Ein£luJ3zahl - gewissermaBen nebenher - eingefiihrt wurden. 
Wie aus der Differentialgleichung hervorgeht, wird die Schwingung nur be­
stimmt durch die Masse des Schwingers und seine elastische Riickstellkraft. 
Ein Schwerefeld braucht nicht vorhanden zu sein. Wenn es vorhanden ist, 
beeinfluBt es die Bewegung nur insoweit, als es die Ruhelage des Systems, d. i. 
die Nullage der Schwingung verschiebt. Das System schwingt nicht mehr urn 
den spannungslosen Zustand, sondern urn eine statische GIeichgewichtslage, die 
dadureh bestimmt ist, daB das Gewieht gleieh ist der riiekfiihrenden elastisehen 
Kraft, die durch die statische Durchsenkung geweckt wird. Solange die gesamten 
Auslenkungen jedoch noch in den Bereich der geraden Kennlinie fallen, wird die 
Schwingung und ihre Frequenz durch eine solehe Vorbelastung nicht geandert. 

Selbst dann, wenn die statischen Auslenkungen so groB geworden sind, daJ3 
sie nicht mehr in den Bereich der geraden Kennlinie fallen, konnen die iiber­
lagerten Schwingungen, wenn ihre Amplitude nur klein genug ist, als mit gerader 
Kennlinie verlaufend und damit als harmonisch angesehen werden. Allerdings 
hat dann die die Schwingungen bestimmende angenaherte Kennlinie (Tangente) 
eine andere Steigung als der statischen Durchsenkung entspricht, es entfallen 
die durch die GIn. (20.2) und (20.3) ausgedriickten Beziehungen zwischen / und d. 
Die Schwingungen haben jetzt eine andere Frequenz als die urn die spannungslose 
Lage erfolgenden. Am besten lassen sich diese Zusammenhange an der Kenn­
linie ablesen: In Abb. 20/1 bedeutet Ie die gekriimmte Kennlinie eines Schwingers. 
Fiir kleine Schwingungen urn die spannungslose Lage kann die Kennlinie durch 
ihre Tangente t1 ersetzt werden, deren Steigung c1 man experimentell angenahert 
durch die Steigung ~/Wl einer Sehne 81 als tg (Xl = c~ messen wiirde. Wird das 

Klotter, Schwingungslehre J. 4 
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Gebilde durch eine Kraft Po so weit vorbelastet, daB es die Auslenkung Wo 

erfahrt, und uberlagern sich nun diesem Zustand Schwingungen mit kleiner 
Amplitude, so kann als deren Kennlinie die Tangente t2 in (wo, Po) genommen 
werden. Ihre Steigung C2 wurde man angenahert aus dem Quotienten 

p c; = tg 1X2 = P2 - Po finden, der die Neigung 
W 2 -WO 

einer Sehne 8 2 angibt. Die Federzahl c2 weicht 
ab sowohl von c1' der Neigung der Tangente tl 
im Ursprung, wie von c~ = Po/wo, der schein­
baren oder resultierenden Federzahl, die 
der Neigung der Sehne 80 entspricht. 1st die 
Kennlinie in der Weise gekrummt, wie die 
Abb. 20/1 angibt, so verlaufen die Schwin­
gungen um so rascher, je starker die Vor­
belastung ist. 

--,~=---....L+-----;:IM;-;:'O---;;'~;:--~w Ein Unterschied ist jedoch zu beachten: Die 
Tangente im Ursprung ist Wendetangente, die in 

Abb. 20/1. Gekriimmte Kennlinie; Schwin· einem auBerhalb liegenden Punkt im allgemeinen 
gungen unter Vorbelastung. jedoch nicht. Dadurch wird zwar qualitativan der 

beschriebenen Erscheinung nichts geandert, quanti. 
tativ jedoch insofern, als die Wendetangente (mit einer sog. dreipunktigen Beruhrung) die 
Kurve besser annahert als eine gewohnliche Tangente (mit zweipunktiger Beruhrung). 

Durch VergroBerung der Masse eines Schwingers verringert sich (bei gleich­
bleibender Federzahl) die Eigenfrequenz. 1m Schwerefeld bedeutet VergroBerung 
der Masse stets auch eine Erhohung der "Vorbelastung" der Feder; falls die 
Kennlinie gekrummt, und zwar nach oben hohl ist, wachst dann die Federzahl 
und damit die Frequenz. Man kann nun fragen: Welche Form muB die Kenn­
lime haben, damit die Eigenfrequenz des Schwingers bei jeder GroBe der Masse 
(Last) dieselbe ist? 

Wegen c = dPjdw und P = mg folgt aus (20.1) 
2 dP g 

w = dwE' 

als Differentialgleichung fur die Charakteristik P(w). Mit der Abkurzung 
glw2 = Wo schreibt sie sich 

dw dP 
Wo P 

und liefert, wenn P = Po fUr w = 0 ist, als Charakteristik 

w/wo = In (PIPo) oder P = Po eW/ wo • (20.5) 

Die KennIinie muB daher nach einer Exponentialfunktion gekrummt sein. 
In den nachfolgenden Abschnitten untersuchen wir nun eine Reihe von 

elastischen Gebilden, die wir !nit einer so groBen Masse belastet annehmen, daB 
die eigene Masse der Gebilde ihr gegenuber vernachlassigt werden kann. Zur 
Bestimmung der Eigenfrequenz der Schwingungen um die unverzerrte Gleich­
gewichtslage genugt nach dem Gesagten die Ermittlung der EinfluBzahl. Fur 
die verschiedenen Einspannungsformen und Belastungsarten eines einzelnen 
Stabes sind diese EinfluBzahlen bekannt, sie werden ·in Ziff. 21 und 23 daher 
nur angefUhrt. In den anderen Abschnitten wird die Ermittlung der EinfluB­
zahlen einiger Anordnungen (z. B. in Ziff.22 fUr Stabwerke und in Ziff. 24 
fUr Schraubenfedern) im einzelnen durchgefUhrt. 
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21. Biegungs- und Dehnungsschwingungen von Staben. Fur das in Abb.11/5a 
gezeichnete Beispiel eines am linken Ende eingespannten, am rechten Ende freien 
Stabes, der an diesem freien Ende eine Masse m tragt, ist die EinfluBzahl fur 
Biegung in der Zeichene bene 

(21.1) 

denn die Durchsenkung unter einer Kraft P, die an der Stelle von m angreift, 
ist W=Pl3/3EJ, so daB der Quotient w/P fur h den Wert (21.1) liefert. 
E ist die Elastizitatszahl des Stoffes, J das Flachentragheitsmoment des Stab· 
querschnittes bezogen auf die zur Zeichenebene senkrechte Schwerachse. Die 
Differentialgleichung der Bewegung lautet daher 

.. 3EJ 
mw +-Z3-W=O, 

und das Quadrat der Kreisfrequenz der Eigenschwingung wird 

2 3EJ 
0)=mZ3 ' (21.2a) 

Fiir einen beiderseits frei aufliegenden Stab, der die Last in der Mitte tragt 
(Abb. 11/5 b), ist die EinfluBzahl h = l3/48 E J; es ist deshalb 

2 48EJ 
0) =---;;nza (21.2b) 

Sitzt die Last nicht in der Mitte, sondern im Abstand a und b von den Stutzen, 
so liefert die Lehre von der Balkenbiegung die EinfluBzahl h=a2 b2/3EJl; 
daher ist hier 

2 3EJl 
0) = ma2 b2 ' (21.2 c) 

Es macht fiir die Ermittlung von 0)2, wenn h bekannt ist, naturlich keinen 
Unterschied mehr, ob es sich um eine statisch bestimmte oder unbestimmte 
Befestigung handelt. Fur den an beiden Enden eingespannten Stab (Abb. 11/5c) 
ist die EinfluBzahl h=a3 b3/3 EJZS und deshalb 

(21.2 d) 

Sitzt die Masse in der Mitte, ist a=b =l/2, so wird h=ZS/192 EJ und 

2 192EJ 
0) = mZ3 (21.2 e) 

Beispiel. Ein an beiden Enden unnachgiebig eingespannter Stab, der aus einem Walz· 
eisen von I Querschnitt NP 30 besteht (J = 9800 cm4) und 4 m lang ist, tritgt in der Mitte 
eine Masse von 1,2 t Gewicht. Wie groB ist die Eigenfrequenz seiner Biegeschwingungen? 

Mit Z = 400 em, G = mg = 1200 kg, E = 2,2· 106 kgem-2 kommt 0)2 = 192 E Jim l3 = 
192 g E JIG za = 52900 S-2; also 0) = 230 S-l oder f = 36,6 Hz. 

Auch fur die Beanspruchung eines Stabes auf Dehnung konnen wir eine 
EinfluBzahl finden. Unter der Wirkung einer Zugkraft P verlangert sich ein 
Stab von der Lange l, dem Querschnitt Fund der Elastizitatszahl E des 
Stabstoffes um die Strecke v = Pl/EF, die zugehOrige EinfluBzahl ist also 

Z 
h = EF' (21.3) 

4* 
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Damit lautet die Bewegungsgleichung der Dehnungsschwingungen eines Stabes 
von der Lange l, der an einem Ende befestigt ist und am anderen eine Masse m 
tragt (Abb. 11/6), 

.. EF 0 mv+T. v = , 

und das Quadrat der Kreisfrequenz seiner Eigenschwingung ist 
EF 

0)2 = ml' (21.4) 

Der eine Masse tragende Stab ist eigentlich ein System von zwei Freiheitsgraden. Die 
Masse m kann nach jedem Punkte eines gewissen ebenen Bereiches in der Umgebung der 
Ruhelage gebracht werden, man bedarf also zweier Koordinaten, um ihre Lage zu beschreiben. 
Hierzu konnen etwa die oben benutzten Koordinaten v und w dienen; nach der einen 
Richtung w sind die Auslenkungen mit einer Biegung des Stabes, nach der anderen v mit 
einer Dehnung verbunden. Damit man ein solches System als einfachen Schwinger behandeln 
kann, muB die Schwingungsrichtung vorgeschrieben werden. Dabei darf man aber nicht 
eine beliebige Gerade vorschreiben, sondern nur eine solche, fiir wclche die durch die Aus­
lenkung geweckten, riickfiihrenden elastischen Krafte wie beim einfachen Schwinger nach dem 
Ausgangspunkt hin gerichtet sind. Solche Richtungen heWen Hauptric,htungen. Fiir jedes 
elastische Gebilde mit einer Einzelmasse, die sich in der Ebene bewegen kann, gibt es zwei 
Hauptrichtungen; wenn eine Symmetrielinie vorhanden ist, so bezeichnet sowohl sie selbst 
als auch die auf ihr Senkrechte je eine Hauptrichtung (ausfiihrlich im zweiten Band). 
Durch die Weisung, Biegeschwingungen oder Dehnungsschwingungen zu betrachten, 
wird die Schwingungsrichtung vorgeschrieben. Da die Stabachse Symmetrielinie ist, stellen 
die Richtung der Dehnungsschwingungen und die zu ihr senkrechte Richtung der Biege­
schwingungen Hauptrichtungen dar, in denen die Schwingungen geradlinig und unabhiingig 
voneinander verlaufen, so daB sie, wie dies oben geschah, als Bewegungen von Systemen 
eines Freiheitsgrades behandelt werden konnen. 

Sieht man noch genauer zu, so erkennt man, daB die Beschrankung auf zwei Freiheits­
grade von der Voraussetzung herriihrt, es sollen nur Bewegungen in der Zeichenebene 
betrachtet werden. Die Stabe k6nnen aber auch Auslenkungen aus der Zeichenebene 
heraus erfahren. Durch solche Auslenkungen werden ebenfalls elastische Riickstellkrafte 
geweckt. Da fiir alle in einer Ebene angeordneten Gebilde diese Rbene Symmetrieebene ist, 
so ist die zu ihr senkrcchte Richtung stets eine Hauptrichtung; in ihr verlaufen die Schwin­
gungen unabhangig von den sonstigen Schwingungsmoglichkeiten und deshalb so, als ob 
es sich urn einen einzigen Freiheitsgrad handelte. Von Schwingungen in dieser dritten 
Richtung wollen wir, da sie ebenfalls Biegeschwingungen sind und daher nichts wesentlich 
Neues bringen, im folgenden zunachst ganz absehen, indem wir die Bewegungsm6glichkeit 
auf die Ebene einschranken. 

Da das Quadrat der Eigenfrequenz umgekehrt proportional der EinfluBzahl ist, so 
verlaufen die Schwingungen in jener Richtung, fiir die das Gebilde "weicher" ist, also eine 
gr6Bere EinfluBzahl aufweist, langsamer als in der zweiten Richtung, in der das Gebilde 
steifer ist, d. h. eine kleinere EinfluBzahl besitzt. Der Stab ist weicher fiir Biegung als 
fiir Dehnung; die Biegeschwingung verlauft daher langsamer als die Dehnungsschwingung. 
Und zwar ist das der Fall, solange die EinfluBzahl fiir Biegung gr6Ber ist als die fiir Dehnung, 
also fiir das Beispiel des Stabes mit Endmasse, solange l3/3 EJ > liEF, d. h.l2J3 k2 > I 
oder A,2 > 3, solange also das Quadrat des Schlankheitsgrades A, (Verhiiltnis von Stablange 
zu Tragheitsarm des Querschnitts) gr6Ber bleibt als 3. Ein Gebilde, fiir das diese Voraus­
setzung nicht zutrifft, bezeichnen wir nicht mehr als einen Stab; es wiirde dann auch die 
elementare Biegungstheorie nicht mehr gelten, die der Herleitung der Gl. (21.1) zugrunde liegt. 

22. Schwingungen von Stabwerken. Nicht nur die einfachen Stabe, sondern 
auch die Stabwerke stellen Gebilde dar, die zum Bereiche unserer Untersuchungen 
gehoren. Ais Beispiele behandeln wir den Stabzweischlag nach Abb. 22Jla und 
den Rahmentrager nach Abb. 22J2. 

Die angegebenen Systeme besitzen (in der Ebene) jeweils zwei Grade der 
Freiheit, denn die Masse m kann nach jedem Punkte eines ebenen Bereiches 
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in der Umgebung der Ruhelage gebracht werden, so daB es zweier Koordinaten 
zur Beschreibung ihrer Lage bedarf. Ein solches System kann jedoch fur Be­
wegungen in seinen H'auptrichtungen (aber nur fiir diesel wie ein einfacher 
Schwinger behandelt werden. 

cz) Der 8tabzweischlag nach Abb. 22/1 a besteht aus zwei untereinander und 
mit einer festen Wand gelenkig verbundenen Staben, an deren Knoten C 
eine Masse sitzt. Da A .sz Kriiftepliine P' 

die Gerade DC Sym- ~~ 
metrielinie ist, bedeu- fJ S; ~ 
ten die Waagerechte P' p - -- 8t - b' 1 

und die Lotrechte "" m b 
durch C Hauptrich- Verschiebungspkine 

tungen. Um die Fre- ~ ~' 
quenz der freien I " 

Schwingungen in die- a /, I 
\ I 

sen Hauptrichtungen c \ / c,vg 
Abb.22/1. Stabzweischlag. \ W 

zu bestimmen, muB 
man die EinfluBzahlen des Gebildes fUr diese Richtungen ermitteln. 

Dazu dienen drei Schritte: 

1. Ermittlung der Stabkrafte 81 und 8 2 bzw. 8{ und 8; fur die der vor­
gegebenen Schwingungsrichtung entsprechende Kraft P bzw. P'. 

2. Ermittlung der Langenanderungen VI und V2 bzw. v~ und V; der Stabe 
unter Wirkung dieser Stabkrafte. 

3. Ermittlung der Verschiebung w bzw. Wi des Kraftangriffspunktes zu­
folge der Langenanderungen der Stabe. 

Die Stabkrafte konnen entweder zeichnerisch in einem Krafteplan oder 
hier auch sehr einfach durch Rechnung gefunden werden. Die Langenande­
rungen VI und V2 ergeben sich aus den Stabkraften 81 und 8 2 nach 

l 
vi= 8 i EF' 

Die eintretende Verschiebung w von C erhalt man aus VI und v2 durch einen 
WILLIOTschen Verschiebungsplan [1] oder die ihm entsprechende Rechnung. 

Wir fUhren die Ermittlung der EinfluBzahl und der Frequenz zunachst fur 
die Lotrechte aus. Die Rechnung liefert, da 

ist (Abb. 22jla, b, c), 

1. 

. R b P v 
S111{'=2[= 28 =U;-

81 ist eine Druckkraft, 8 2 eine Zugkraft. 

2. 
. I Pj2 I l2 

v = Iv11 = IV21 = 8 JjjJj = sin(J EF =P TEY ' 

VI ist eine Verkurzung, v2 eine Verlangerung. 

3. v Pj2 l 213 

w = sin (J = sin2 (J E F = P b2 E F . 
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Die EinfluBzahl ist 
W 213 

h= p = b2 EF (22.1a) 

und daher das Quadrat der Kreisfrequenz der in der Lotrechten erfolgenden 
Eigenschwingung 

2 __ 1 __ b2EF _ . 2{J2EF 
W - hm - 213 m -sm zm' (22.2 a) 

Fur die Waagerechte findet man entsprechend 
t pI v' 

cos{J=T= 28' = to' [Abb.22/1a, b', c'] 

und 
1 S' = S' = S' = P' /2 = pI I . 

• 1 2 cos{J 2t' 
beide Stabe erfahren Zugkrafte. 

, , , S' I P' /2 I pI 12 • 
2. v = vl = v2 = E F = cos {J E F = 2 t E F ' 

beide Stabe werden langer. 
v' P'/2 I l3 

3. w' = cos {J = COSI {J E F = P' 2 t l E F • 

Somit ist die zweite EinfluBzahl 
, w' 13 

h = P' = 2t2EF (22.1 b) 

und das Quadrat der Kreisfrequenz der waagerecht verlaufenden Eigen­
schwingung 

'2_ 1 _ 2t2EF 
W - h'm - l3m 

2{J 2EF 
cos -ym' 

Als Verhaltnis der beiden Frequenzen erhii.lt man 

I : I' = W : w' = tg {J • 

(22.2 b) 

Fiir Winkel {J < 45° ist der Zweischlag fiir Beanspruehung in der Lotreehten 
weieher als fiir solehe in der Waagerechten, die lotreeht verlaufenden freien 
Schwingungen haben kleinere Frequenz als die in der Waagerechten. Fiir 
Winkel {J > 45° liegen die Verhaltnisse umgekehrt. 

Der Stabzweischlag ist das denkbar einfachste Fachwerk (Stabwerk mit gelenkig ver· 
bundenen Staben). Wie hier geht man grundsatzlich in jedem FaIle vor, wenn auf einem 

Fachwerk eine Last sitzt, deren Masse die der Stabe betrachtlich 
iiberwiegt. Da die Zuriickfiihrung der Bewegungen der Systeme 
von zwei Freiheitsgraden auf die Bewegungen einfacher Schwinger 
nur fiir Hauptrichtungen moglich ist, so muB man diese kennen. 
Wie sie bei nicht symmetrischen Anordnungen gefunden werden 

___ kiinnen, wird bei der Behandlung der Systeme von zwei Freiheits­
graden im zweiten Bande gezeigt werden. 

(J) Aueh fur die Rahrnentriiger, die aus eekensteif ver­
bundenen Staben aufgebaut sind, wahlen wir ein ganz 

1----0 einfaehes Beispiel, und zwar eine symmetrisehe Anord-
Abb.22/2. RahmentrAger nung, um GewiBheit uber die Hauptrichtungen zu haben 
mit Masse m in der Mitte 

des Riegels. (Abb.22/2). In der Mitte des Riegels sitzt die Masse m. 
Da die Waagerechte durch m Symmetrielinie der Anord­

nung ist, ist sie selbst eine und die Lotrechte durch m die andere Haupt­
riehtung. Wir wollen nur die in der Lotrechten verlaufenden Schwingungen 
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genauer untersuchen. Dazu benotigen wir die EinfluBzahl des Rahmens, der 
an der Stelle L mit einer lotrechten Kraft P belastet ist, fur die Laststelle 
(Abb.22/3a). 

Wir setzen voraus, daB Stiele (Lange b) und Riegel (Lange 1) gleiche 
Elastizitatszahl E und gleiche Tragheitsmomente J aufweisen. Die lotrechten 
Auflagerkrafte sind aus Symmetriegrunden VA = Vn = 

P/2. In der Waagerechten gilt HA = -Hn=Pb/1. 
Die Momentenverteilung ist in Abb. 22/3a einge­

tragen. Die Verformungen, die sie im Gefolge hat, gehen 
aus Abb. 22/3b hervor, wo auch die Beanspruchungen 
der Stabe angegeben sind, soweit sie Verformungen 
hervorrufen. Der Riegel ist durch die Momente MB 
und Me von der GroBe P b/2 und die Krafte H B und flo 
- He yom Betrag P b/1 belastet. Er erfahrt bei B --=-40.:rrmmm"Tm"l"~m'l 
Schiefstellungen. Die yom Moment MB = P b/2 her­
ruhrende Schiefstellung in B ist 

MBl Pbl 
'ljJMn = 3EJ = 6}jJJ' 

die in B yom Moment Me hervorgerufene ist 

Mel Pbl 
'ljJM" = -6EJ =-12EJ' 

die resultierende Schiefstellung daher 

Pbl 
'ljJB=12EJ· 

Die Durchsenkung der Stelle List dieselbe wie die 
der Stelle B. Diese setzt sich zusammen aus der Sen­
kung WI infolge der Schiefstellung 'ljJB und der Durch­
biegung W 2 des Stieles (Abb.22/3c). 

vza 
W = WI + w2 = b'IjJB + 3EJ = 

Pb2 l PbS b2 

12 E J + 6 EJ = P 12 E f (1 + 2 b) . 

~)~ 
- 1'0 

ftg(- -
'8 110 

I 

~ ~ __ ¥l0 
~ --

'---L---L_="-o8 

c 
Abb.22/3. 

Rahmentrager durch Kraft P 
belastet. a Auflagerkrafte und 
Momentverteilung, b Verfor-

W b2 mungen, c Durchsenkung. 
Die gesuchte EinfluBzahl betragt h = P =12 E J (1 + 2 b). 

Fur die in der Lotrechten verlaufenden freien Schwingungen gilt also 

w 2 = ~= 12EJ 
hm mb2 (l+2b)· 

Durch Aufsuchen der EinfluBzahl h' fur die Waagerechte findet man die Frequenz 
der Schwingung in der zweiten Hauptrichtung. Wir begnugen uns mit dem 

E b · [2 h' za 8 b + 3l d h 
rge ms ] : = 192 EJ· 2 b + :ff ' a er 

'2 192EJ 2b+3l 
w = ----m13. 8 b +37 . 

23. Drillungsschwingungen von Staben. Nach der Biegung und Dehnung 
betrachten wir die dritte Art von Beanspruchung stabformiger Korper, durch 
welche in erster Naherung eine der Verzerrung proportionale Ruckwirkung 
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entsteht: die Verdrillung (Verdrehung oder Torsion). Es sei z. B. (Abb. 11/7) ein 
Stab von Kreisquerschnitt (eine Welle) an einem Ende eingespannt und trage 
am andern Ende eine Scheibe. (Wir werden uns nur mit Stab en von Kreis­
querschnitt befassen, einmal weil diese fast ausschlieBlich praktische Verwendung 
finden, zum andern weil die Theorie der Torsion von Stab en mit anderen Quer­
schnittsformen umfangreiche weitergehende Hilfsmittel erfordert.) Wird die 
Scheibe urn einen kleinen Winkel q; gedreht, so daB ein vorher lotrechter Durch­
messer in die angedeutete Lage kommt, so wird der Endquerschnitt der Welle 
gegen den Anfangsquerschnitt verdreht. Vermoge der Elastizitat des Wellenstoffes 
wird ein ruckdrehendes Moment (Drillungsmoment) geweckt, das nach den 
Satzen der Festigkeitslehre den Betrag 

M JpG 
=-l-q; (23.1) 

hat. Jp = 11: d4/32 ist dabei das polare (Flachen-) Tragheitsmoment des Wellen­

querschnittes, G = 2 (m: 1) E bedeutet die Gleitzahl des Stoffes. 

Die den einzigen Freiheitsgrad beschreibende Koordinate q; ist ein Winkel, 
die Bewegung eine Drehung. Die Kennlinie des Systems gibt einen Zusammen­
hang zwischen Winkelausschlag und Drehmoment an, so daB die Federzahl 
e = Jp Gil hier die Dimension K L, nicht wie bei Verschiebungen K L -1 hat. 
Den Kehrwert von e, h = lie = llJp G, kann man auch hier die EinfluBzahl nennen. 

Hat die aufgesetzte Scheibe das Massentragheitsmoment (die Drehmasse) e, 
so lautet die Differentialgleichung der freien Bewegung des Systems 

e/p +eq;=O. (23.2) 
Die Bewegung ist eine harmonische Schwingung, das Quadrat ihrer Kreis­
frequenz hat den Wert 

(23.3) 

Drillungsschwingungen sind eine haufige Erscheinung in den Wellen der 
Kraftmaschinen, vor allem der Kolbenmaschinen. Wir werden uns mit ihnen 

~
. D sp atber (imfzweitenBband) noch ausfuhrlich 

, 9'0 zu escha tigen ha en. Die Maschinen-
~~-__ -..;,,-l',,"'L wellen sind jedoch nicht wie die Welle 

. --{ir'~ ~ 31>5: des letzten Beispiels an einer Stelle fest-
gehalten, sondern si e sind frei drehbar. 

I 80 ~;,D1 Uber eine gleichformige Drehung der 
~o,!?o ganzen Welle lagern sich die Schwin­

Abb.23/1. Welle mit zwei Scheiben. gungsausschlage. Eine einzige Dreh­
masse auf einer frei drehbaren Welle 

bildet noch kein schwingungsfahiges System, da Ruckstellkrafte in ihm nicht 
auftreten konnen; es mussen mindestens zwei solcher Drehmassen vorhanden 
sein. Das einfachste System, zu dem man so gelangt, ist in Abb. 23/1 ange­
geben: Zwei Drehmassen eo und e1 sitzen an den Enden eines Wellenstuckes 
von Kreisquerschnitt. Das System hat zunachst zwei Freiheitsgrade: die Ver­
drehung von eo wird durch eine Winkelkoordinate q;o' die von e1 durch q;1 be­
schrieben. Wirken jedoch auf das System keine auBeren Krafte ein, so fordert 
ein allgemeiner Satz der Mechanik die Konstanz des Dralles (1m pulsmomentes) 

D = eo 9;0 + e1l{;1 = const = (eo + ( 1) OJ, (23.4) 
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wo w die Winkelgeschwindigkeit der gleich£ormigen Drehung ist, uber die sich 
die Schwingungen lagern. 

Wir spalten von den Winkelkoordinaten 'Po und 'PI die Anteile w tab, die durch 
die gleichformige Drehung zustande kommen, 

'Po-wt={}o, 'P1- wt ={}1> 
und erhalten 

Es ist also der Drall . . 
D = eoq;o + e1 CP1 = (eo + ( 1) w + e 0 1?0 + e1 {}j' 

und daher wegen (23.4) 
e0 60 + e1 {}1 = O. (23.4a) 

Integriert liefert diese Gleichung 

eo{}o + e1 {}l = c. (23.4b) 

Die Konstante C kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit der Losung (durch 
eine einfache Anderung der Zahlung fUr {}o oder {}l) ebenfalls auf Null gebracht 
werden. Durch die Gleichung 

eo{}o + e1 {}l = 0 oder 
{to e1 

{tl = e~ (23.5) 

ist nun eine feste Beziehung zwischen den Koordinaten {} der beiden Drehmassen 
hergestellt. Nur eine von ihnen ist noch unabhangig. Das in Abb. 23/1 wieder­
gegebene System hat als Schwinger nur einen Freiheitsgrad. Urn die Bewegungs­
gleichungen aufzustellen, genugt daher grundsatzlich eine Koordinate, etwa 
12 = {}l - {}O, also auch eine Gleichung. Manche Einblicke in den Bewegungsablauf 
erhalt man jedoch leichter, wenn man eine uberzahlige Koordinate zu Hilfe 
nimmt. Wir fUhren die Untersuchung auf beiden Wegen durch. 

Zunachst benutzen wir als Koordinaten die der gleichfOrmigen Drehung 
uberlagerten Ausschlage {}o und {}l' Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung 
betrachten wir die beiden Scheiben einzeln. Nehmen wir an, es sei {}o > {}l> 

so wirkt auf eo ein ruckdrehendes Moment vom Betrage G(p ({}O-{}l)' anfel 

dasselbe Moment nach vorn drehend. Die Bewegnngsgleichungen lanten daher 
.. _ J_ £.lp_ _ .. _ J_ G Jp _ 
{}o - - eo l ({}o {}1) nnd {}l - + e1 l ({}o {}l) 

.. GJ .. GJ 
eo{}o + T (l)O-{}l) = 0 und fl1 {}l + -f ({}1-{}O) = O. (23.6) 

oder 

Mit Benutzung von (23.5) wird aus der ersten Gleichnng 

.. GJp ( e ') 
eo{}o+-Z-{}o l+e~ =0 

oder 
(23.7a) 

:Fur {}I ergibt sich genan dieselbe Gleichung und ebenso fUr die Differenz 
{}l-{}O=e eo e1 ·• GJp 

7~)o + 19;12 +-Z-12 = o. (23.7b) 

Mit dem H auptschwingungsansatz 

{}o = Ao eiwt , {}1 = Al ei rot oder 12 = Befw ' (23.8) 
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entstehen aus den Differentialgleichungen (23.6) und (23.7b) die algebraischen 

Gleichungen, in denen G ;p = c abgekurzt ist, 

oder 

(c-eow2) Ao-cAI = 0 } 
-cAo + (c-el w2) Al = 0 

(23.9a) 

(23.9b) 

Die Frequenzengleichung erhalt man im ersten Fall aus dem Verschwinden 
der Determinante des Gleichungssystems (23.9a) 

D(W2):= (c-eow2) (c-elw2)-c2 =eOe 1W2 (w2-c ee;e~l) =0, (23.10) 

im zweiten Fall stellt (23.9b) schon selbst die Frequenzengleichung dar. Beide 
Male erhalt man fiir die Frequenz das gleiche Ergebnis, 
das mit Benutzung der Abkiirzungen 

c 
k = cleo und k' = cle1 (23.11) 

so lautet: 

w2 = c ee;e~l = k + k' . (23.12) 

Die GroBen k und k' sind leicht zu deuten: Sie stellen die 
Quadrate der Eigenfrequenzen der beiden TeilsY8teme 
nach Abb.23/2 dar. 

Syst~~; 2~:. 1?;.il23/1. Aus der Gl. (23.5) lesen wir noch mehr abo Die Glei-
chung kann nur erfullt werden, wenn einer der Schwin­

gungsausschlage {} positiv, der andere negativ ist. Irgendwo zwischen den 
Scheiben gibt es daher eine Stelle, fiir die {} = 0 ist. Da der Verdrehungs­

i-----,l----i 

I fit 
80 . Abb. 23/3. 

A~ Q.~' .. 1, vo I II 

l-xu 
81 

ausschlag {} der Lange x proportional ist, die wir von 
eo aus rechnen wollen, so folgt 

Die Stelle, an der {} = 0 ist, hat die Abszisse 

l Do l el 
Xo = Do - DI = eo + e l 

(23.13a) 

und vom anderen Ende aus gezahlt 

l l DI l eo b 
- Xo = DI - Do = eo + e l • (23.13) 

Wie Gl. (23.5) gilt auch (23.13) fur aIle Zeiten. An der 
Stelle Xo ist der Ausschlag dauernd Null (Abb. 23/3). Eine 
solche Stelle nennt man einen Knoten der Schwingung. 

Abb.23/4. ImKnotenein- Wir wollen noch zeigen, daB die Frequenz W der freien, mit 
gespannte Teilsysteme. zwei Scheiben besetzten Welle von der Liinge l gleich ist der 

Frequenz Wo einer im Knoten K eingespannten Welle von der 
Liinge xo, die die Scheibe eo triigt, und der Frequenz WI einer Welle von der Liinge (l- xo) 
mit der Scheibe e l (Abb.23/4). Wegen (23.3) und (23.13) ist 

2 _ GJp _ GJp eo + e l - 2 1 
COo - Xo eo - -l- eo ~ - co J 

• GJp GJp eo + e l 2 
W-- ------- W ,- (l-xo)el - l eOel - . 

und (23.14) 
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Die freie Welle mit zwei Drehmassen Bohwingt also wie die beiden im Knoten ein­
gespannten Wellenstiioke, die die Soheiben einzeln tragen. 

Auch der Fall, daB das Wellenstuck nicht glatt ist, sondern aus zwei oder mehr 
Teilen von verschiedenem Durchmesser besteht, laBt sich auf den soeben behan­
delten zuriickfiihren. Es ist ublich, an Stelle einer solchen abgesetzten Welle 
(Abb. 23J5a mit dem Ausschlagbild 23J5b) eq 

eine glatte Welle zu untersuchen, die dieselbe a 
Steifigkeit und deshalb auch dieselbe Frequenz 
hat. Man "reduziert" die verschiedenen Wellen­
stucke auf einen beliebig gewahlten Durch­
messer do mit dem Tragheitsmoment Jp 0' indem 
man die Langen lred bestimmt, mit denen man b 
an Stelle der natiirlichen rechnen muB, urn das ... ~---+-~,,?--'+L---+-:e:-x 
System gleichwertig zu halten. 

Da ci = Gt i fiir das i-te Wellenstuck gleich 

sein solI c = ~Jpo, so wird 
"l'ed 

l l Jpo 
red = i Jpi • (23.15) 

Das ursprungliche und das reduzierte Wellen­
stuck haben also gleiche Steifigkeit und werden 
vom selben Drillungsmoment beansprucht, sie 

c 

erfahren daher gleiche Verdrillungen (Abb. Abb.23/5. Abgesetzte Welle und gieich-
wertige giatte Wellen. 

23/5 b). Reduziert man die abgesetzte Welle 
des Beispiels Abb. 23/5a auf den zweiten Durchmesser, so erhalt man das System 
der Abb. 23/5c und durch Reduktion auf den ersten die Abb. 23J5d. Die Systeme 
der Abb. 23/5a, c und d sind gleichwertig; sie schwingen mit derselben Frequenz. 

Was hier fiir Drillungsschwingungen von frei drehbaren Wellen mit zwei 
Drehmassen auseinandergesetzt wurde, gilt ganz analog auch fiir Schwinger 
mit anders gearteten Ruckstellkraften. Sitzen 
z. B. zwei Massen auf einem Stab, der Langs­
schwingungen ausfuhren kann (Abb. 23/6), so 
hat auch dieses System, wenn die Verschie­
bungen in Richtung der Stabachse nicht be­
hindert sind, als Schwinger nur einen Grad der 
Freiheit, denn der Impulssatz 

movo + ml VI = (mo + ml)v = const 

liefert die der Gl. (23.5) analoge Gleichung 

mo Vo + ml VI = 0, (23.16) 
Abb. 23/6. Abb. 23/7. 

wenn die Verschiebungen von mo und ml durch Stab mit zwei 1m Knoten einge-
Endmassen. spannte Teilsysteme. 

Vo und VI bezeichnet werden. (Die in der Stab-
achse liegenden Verschiebungen sind in der Abbildung senkrecht zur Achse 
aufgetragen.) Auch hier tritt ein Knoten auf, der durch 

(23.17) 
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analog Gl. (23.13a) gegeben ist. Die Frequenz des Schwingers folgt aus 
2 EF mO+ml 

w = -l- mo m1-; (23.18) 

sie ist dieselbe wie die der beiden im Knoten festgehaltenen Stabstucke (Abb. 23/7), 
da w2 = w~ = wi, mit 

2 EF 1 2 EF 1 w ------ w =---
0- xo mo ' 1 l-xOml ' 

(23.19) 

24. Die zylindrische Schraubenfeder und die ebene Spiralfeder. ex) AIle 
zuletzt besprochenen Systeme sind elastisch oder "federnd" und stellen in 
gewisser Weise Federn dar. Spricht man jedoch von einer Feder schlechthin, 

~
. ohne nahere Angabe einer Gestalt, so meint man in der Regel die 

haufigste und gebrauchlichste Ausfiihrungsform, die Schrauben­
feder oder zylindrische Torsionsfeder (Abb.24/1). 

I Die Starke (oder Harte) einer solchen Feder wird durch die 
Federzahl c ausgedruckt, die - wie stets - den Quotienten 

~) aus Kraft und Durchsenkung angibt, c=P/w. Diese Federzahl 
~¥ kann dadurch bestimmt werden, daB man sowohl P wie w miBt. aB Will man die Federzahl ohne Messung kennenlernen, etwa die 

I zu erwartende Federzahl einer projektierten Feder aus ihren 
Abmessungen bestimmen, so muB man die Beanspruchungen 

---:1-"'"') verfolgen, die die einzelnen Teile der Feder erleiden. 
<::::J-/ Bei einer oberflachlichen Betrachtung erscheint die Bean-

I spruchungsart als eine (positive oder negative) Dehnung, etwa 
( wie die eines Stabes von sehr kleiner Elastizitatszahl. In Wirk-

Abb.24/1. lichkeit wird der Draht, aus, dem die Feder besteht, verdreht. 
Schraubenfeder. 

Jedes Element steht unter der Wirkung eines verdrehenden 
Momentes M = P R, wenn P die in der Achse angreifende Kraft, R den Halb­
messer des Zylinders bezeichnet. Unter der Einwirkung eines Momentes M wird 
ein Teilchen von der Lange L1 x urn einen Winkel L1 cp verdreht, der nach den 

Satzen der Festigkeitslehre Jcp = :~ M betragt. G bedeutet dabei die Gleit-
p 

zahl des Drahtstoffes (fiir Federstahl ist G = 850000 kg/cm2), Jp das polare 
(Flachen-) Tragheitsmoment des (kreisfOrmigen) Drahtquerschnittes. Da jedes 
Teilchen dem gleichen Moment P R unterliegt, so ist der Verdrehungswinkel einer 

Windung CPI = 2G:n: RP =~;;:-~ P. Die durch diese Verdrehung hervorgerufene 
p p 

Durchsenkung eines (durch einen starren Arm mit dem Federdi'aht verbunden 

gedachten) Punktes der Achse ist WI = CPI R = 2;.lR3 P. Fur eine aus n Win-
p 2 R3 

dungen bestehende Feder ist die Durchsenkung w = n WI = ~ ~- P. Fuhrt man 
. :nt5' p 64nR3 

noch den Ausdruck fur Jp em, Jp = 32' so erhalt man w = (}g4 P und 

schlieBlich die EinfluBzahl 

oder die :Federzahl 

64nR3 
h = -Gt5'-

Go' 
c = 64nR3' 

(24.la) 

(24.1b) 

(3) Eine haufige Ausfuhrungsform der Anordnung nach Abb. 24/1 findet man 
in der Federwaage, einem Sonderfall des Federkraftmessers (Abb. 24/2). Es werden 
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dabei Lasten durch die Federkrafte gemessen, die sie ins Gleichgewicht setzen; 
die FederkraIte zeigen sich an durch die elastischen Verformungen. 

Die Feder hat im ungespannten Zustand die Lange Lo. Durch Anhangen 
einer Last wird sie auf die Lange L ausgereckt. Die Verschiebung gibt das 
gewiinschte MaB fiir die GroBe der Last. Die neue Gleichgewichtslage L wird 
bestimmt durch 

(24.2) 

Bei einer Auslenkung x aus der neuen Gleichgewichtslage 
werden Riickfiihrkrafte geweckt, die sich unter Beachtung aller 
au£tretenden Krii.£te so schreiben: 

R=c(L-Lo+ xl-mg. 

Die Gleichung vereinfacht sich wegen (24.2) zur iiblichen Form 
R = cx, aus der die im Gleichgewicht stehenden Krafte e (L-Lo) 
und mg verschwunden sind. Eine Auslenkung hat daher freie un­
gedampfte Schwingungen zur Folge, deren Frequenz gegeben ist 
durch w2 = elm. Erfolgt z. B. das Anhangen der Last plotzlich 
(aber ohne StoB), so hat die Feder noch die Lange L o, wahrend 
die neue Gleichgewichtsstellung schon bei L liegt. Es stellen sich F!~~·;:~:~. 
daher Schwingungen mit der Amplitude (L - Lo) urn die neue 
Gleichgewichtslage ein. In gleicher Weise hat jede Anderung der Last Schwin­
gungen urn die neue Gleichgewichtslage zur Folge, deren Amplitude gleich ist der 
Differenz der Gleichgewichtslagen. Solange die Kennlinie des Schwingers eine 
Gerade ist, verlaufen die Schwingungen aIle mit derselben Frequenz. 

y) Unrichtigerweise bezeichnet man eine Schraubenfeder oft als Spiralfeder. 
Eine Spirale ist eine ebene Kurve; SpiraZfedern zeigt Abb. 24/3. Eine solche 
Spiralfeder kann entweder an ihrem 
inneren oder ihrem auBeren Ende 
befestigt sein (Punkte A); dabei 
hat man zunachst momentenfreie 
und tangententreue Befestigung 
zu unterscheiden. Ais Teil eines 
Schwingers ist sie am anderen 
Ende in der Regel mit einem zylin­
drischen Schwungkorper K verbun­
den, der urn die Achse 0 Drehun­
gen ausfiihrt. 

a b 
Abb. 24/3. Spiralfedern mit Schwungring. 

Vom Standpunkt der Festigkeitslehre aus ist eine solche Spiralfeder ein 
Bogentrager (und wird angenahert als Kreisbogentrager betrachtet), der nur 
auf Biegung beansprucht ist. Eine Drehung des Schwungkorpers urn den Winkel cp 
verformt die Feder und weckt Riickstellmomente, die in erster Naherung der Aus­
lenkung proportional sind. Die Festigkeitslehre lie£ert als Beziehung zwischen M 
und cp, gleichgiiltig ob die Feder innen oder auBen be£estigt ist und unabhangig von 
der Be£estigungsart, 

EJ M--m - L '1" 
(24.3) 

wenn EJ die Biegesteifigkeit der Feder, L ihre Lange·bedeutet. Die Federzahl 
einer Spiral£eder ist daher c = E JIL, sie gibt das Riickstellmoment bei Aus­
lenkung urn eine Winkeleinheit (R:::5 57° 18') an. 
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Die Bewegungsgleichung einer Anordnung, wie sie Abb. 24/3 zeigt, lautet 
(8 ist das Tragheitsmoment des Schwungkorpers) 

£\" EJ 
&rp+Trp=O, 

daher folgt die Eigenfrequenz aus 
EJ 

w2 = Le' (24.4) 

Beispiel. Der Sehwungring einer U nruhe hat ein Tragheitsmoment von 18· 10-10 kg em S2. 
Wie lang mu.6 die Unruhfeder von 0,18 mm Breite und 0,02 mm Dicke gemacht werden, 
damit die Schwingungen eine Frequenz von 5 Hz haben? 

Aus (24.4) folgt sogleich 
L = E J = 2,15.106 kgcm-2. 1/12.0,18.8.10-10 em4 = 145 em 

ew2 18'1O-10kgcms2.25.4n2s 2 ,. 

25. Schwingungen von Saiten, Membranen und Platten. Mit den geraden 
oder krummen Staben, die gedehnt, gebogen oder verdrillt werden, ist die Zahl 
der Gebilde noch nicht erschOpft, die auf eine Auslenkung mit elastischen Ruck­
stellkraften antworten. Andere elastische Gebilde sind Saiten, Membranen und 
Platten. Die in ihnen bei einer Verformung geweckten Ruckstellkrafte sind in 
erster Naherung ebenfalls der Auslenkung proportional, R = cWo Sitzt auf einem 
dieser Gebilde eine im Verhaltnis zur Eigenmasse genugend groBe Masse, so 
stellt die Anordnung einen einfachen Schwinger dar, gleichgultig, ob die Ruck­
stellkrafte von einem eindimensionalen Gebilde, Saite oder Stab, oder einem 
zweidimensionalen Gebilde, Membran oder Platte, herruhren. Solange die Kenn­
linie gerade verlauft, sind die sieh einstellenden freien Schwingungen harmo­
nisch. Fiir die Frequenz ist wieder nur die EinfluBzahl des Gebildes fUr die Last­
stelle maBgebend. Die Ermittlung der EinfluBzahlen ist Aufgabe der Festigkeits­
lehre. Wir begnugen uns mit der Angabe der Werte fur einige typische FaIle. 

Die Federzahl einer 8aite von der Lange l, die an einem urn die Strecken a 
und b von den Enden entfernten Punkt belastet wird, ist, wenn S die Spann­
kraft in der Saite bedeutet, 

c = P/w = S [Ila + lib], (25.1) 
die EinfluBzahl h daher 

I 1 a b h------­-c-Sa+b 

und, wenn m in der Mitte sitzt (a = b = l/2), 

h = 1148. 

(25.2a) 

(25.2b) 

Die EinfluBzahl fiir die Durchsenkung uber eine starre Kreisflache vom 
Halbmesser e einer kreisfOrmigen, in der Mitte belasteten M embran vom Halb­
messer R, in der die Spannkraft 8 (kg/cm) herrscht, ist 

1 (! 
h = 2 n S In R . (25.3) 

Bei den Platten ist die Art der Einspannung von Bedeutung. Die EinfluB­
zahl fur die Laststelle einer in der Mitte belasteten, am Rande frei aufliegenden 
kreisformigen Platte vom Halbmesser R und der Dicke b ist 

h = 0,586 R2jE b3 ; (25.4a) 
ist die Platte am Rande eingespannt, so gilt 

h = 0,224 R2/E b3 • (25.4b) 

(Die POISsoNsche Zahl ist dabei zu 4 angenommen.) 
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Die Eigenfrequenzen von Schwingern, die aus einem der drei angefuhrten 
Systeme bestehen und jeweils eine Masse m an jener Stelle tragen, fur welche 
die EinfluBzahl berechnet wurde, folgen aus w2 = l/hm mit den angegebenen 
Werten fiir h. 

26. Ersatzsysteme; Parallel- und Reihenschaltung von Federn. Wir haben 
nun schon eine Reihe von Schwingern betrachtet. Trotz der Verschiedenheit 
in der auBeren Gestalt, ja selbst in der physikalischen Natur der Ruckstellkrafte 
weisen sie viele verwandte Zuge auf. Alle Schwinger, fur die die Konstanten a 

und c in der Bewegungsgleichung dieselben Werte haben, fuhren (unter ent­
sprechenden Anfangsbedingungen) dieselben Bewegungen aus. Wenn die physi­
kalische Natur der Ruckstellkrafte auBer Betracht bleiben kann, untersucht man 
an Stelle eines vorliegenden Schwingers oft ein kinetisch gleichwertiges System, 
ein Ersatzsystem, das man sich in der Regel aus einer belasteten Schraubenfeder 
der besprochenen Art bestehend denkt, die die gleiche Federzahl aufweist, wie 
das gegebene System. Man kennzeichnet einen solchen allgemeinen Schwinger 
dann durch das Bild der Abb. 11/3. 1m folgenden werden wir von dieser Moglich­
keit des Ersatzes Gebrauch machen und nur von Schraubenfedern sprechen. 
An ihrer Stelle kann man sich ebensogut jedes andere elastische 
Gebilde denken. Raufig tritt der Fall ein, daB durch die Auslen­
kung an einer Stelle Ruckstellkrafte zweier Gebilde hervorgerufen 
werden, und es erhebt sich dann die Frage, wie groB die Feder­
zahl der gesamten A:nordnung ist, wenn die Federzahlen der 
Teilgebilde bekannt sind. Dabei hat man zwei Falle zu unter­
scheiden: 

oc) Die Federn liegen parallel (Abb.26/1). 

C2 

k2 

Eine Auslenkung des Punktes A bewirkt gleich groBe Ver­
langerungen beider Federn, 

Abb.26/1. Zwei 
Federn liegen 

parallel. 
(26.1) 

die Ruckstellkrafte RI und R2 halten zusammen der auslenkenden, in A an­
greifenden Kraft P Gleichgewicht, 

P=~+~. ~~ 
Aus (26.2) folgt, wenn CI und C2 die Federzahlen der Teilfedern sind, 

cw = CI WI + C2 W 2 (26.2a) 
und mit (26.1) daher 

C = ci + c2 • (26.3) 

Die resultierende Federzahl ist gleich der Summe der Federzahlen der 
Teilsysteme. Fur n parallel geschaltete Federn erhalt man ebenso 

(26.3a) 

fJ) Die Federn liegen in Reihe (Abb. 26/2). 

Rier wird jede der Teilfedern durch dieselbe Kraft beansprucht, 

P = PI = P 2 ; (26.4) 

Abb.26/2. 
ZweiFedern 

liegen in 
Reihe. 

die Durchsenkung des Punktes A setzt sich zusammen aus den VerIangerungen 
der einzelnen Federn, 

(26.5) 
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(26.5) schreibt sich mit Hilfe der EinfluBzahlen h, hI' h2 : 

Ph = PI hI + P 2 h2 , (26.5a) 
woraus mit (26.4) 

(26.6) 

folgt. Die resultierende Einflupzahl ist gleich der Summe der Einflupzahlen der 
Teilsysteme. Liegen n Federn in Reihe, so gilt 

(26.6a) 

Unter Federn sind hier nicht nur eigentliche Federn wie Schraubenfedern od. dgl. 
zu verstehen, sondern aIle Anordnungen, in denen durch eine Auslenkung eine 

It; 

Abb.26/3. 
Vier Federn als 
Ersatzbild fiir 

Abb.22/2. 

dieser Auslenkung proportionale Ruckstellkraft geweckt wird. 
Der Zweischlag nach Abb. 22/1 a kann aufgefaBt werden als eine 
Parallelschaltung zweier Federn, deren jede dieselbe Federzahl 
hat wie einer der Stabe in der Anordnung desZweischlages; 
fUr die Lotrechte ist z. B. c = b2 EF/4 13. Zwei nach Abb. 26/1 
parallel geschaltete Federn mit diesen Federzahlen bilden ein 
Ersatzsystem (Ersatzschaltung) fur den lotrecht schwingenden 
Zweischlag. 

1m Rahmen nach Abb. 22/2 wirken vier Teilfedern zusam­
men; je zwei in Reihe liegende Federn bilden eine Gruppe, die 
beiden wegen der Symmetrie gleichen Gruppen sind parallel ge· 
schaltet (Abb. 26/3). Sind in dieser Abbildung die EinfluBzahlen 
hI = h~ die der Stiele des Rahmens, also hI = b3j3 EJ, und 

h2 = h~ = b2lj6 E J die einer Riegelhalfte, so stellt die aus eigentlichen Federn 
aufgebaute Anordnung nach Abb. 26/3 ein Ersatzsystem fur den vertikal 

Abb. 26/4. Gebogener Armnnd ver· 
drehter Stab in Reihenschaltuug. 

schwingenden Rahmen dar, denn sie besitzt dieselben 
Schwingungseigenschaften wie dieser. 

Auch wenn das elastische Gebilde etwa so gestal. 
tet ist, wie Abb. 26/4 zeigt, wo am Ende eines Rund· 
stabes (der rechts gelagert sein soll) ein biegbarer 
Hebel angebracht ist, auf dem die schwingende Masse 
sitzt, spricht man von zwei in Reihe liegenden Federn, 
weil die EinfluBzahlen der Gebilde sich addieren. 

h h h 1§ 11 1~ 32 1§ 11 1~ 
= I + 2 = G J p + 3 EJ = -;: G d4' + 3 E J . 

Parallelschaltung liegt auch dann vor, wenn ein Stab nach Abb. 26j5a Deh· 
nungsschwingungen oder Drillungsschwingungen ausfuhrt. In beiden Fallen hat 

man die Federzahlen der Stabstucke zu addieren. 

D~:::::::;'di= 
Tn 

o 
Tn 

Fur die Dehnungsschwingungen ist die Anord· 
nung nach Abb. 26j5a gleichwertig mit der 
Anordnung nach Abb. 26j5b, in der deutlicher 
zum Ausdruck kommt, daB die Stabe parallel 
liegen. 

Abb. 26/5. Stabe in ParaJleischaitung. SchlieBlich kann man jedes Gebilde, des· 
sen Elemente in gleicher Weise beanspruch t 

werden, auffassen als Reihenschaltung seiner Elemente oder der Stucke von 
Einheitslange. Man gibt deshalb bisweilen auch bezogene EinfluBr,ahlen, das 
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sind EinfluBzahlen je Langeneinheit, 

h = hjl (26.7) 

an. Dies ist in allen jenen Fallen moglich, in denen die EinfluBzahlllnear von 
der Lange abhangt. 

Eine Schraubenfeder hat (Zif£. 24) eine EinfluBzahl je Windung h' = 64R3jGc54• 

Die einzelnen Windungen liegen in Reihe, die EinfluBzahlen addieren sich; eine 
Feder aus n Windungen hat deshalb die EinfluBzahl h = nh' = 64 nR3jGc54• 

Gehen no Windungen auf die Langeneinheit, so ist die bezogene EinfluBzahl 

h = noh' = 64 no R3jG 154 • 

Die bezogenen EinfluBzahlen fiir Dehnung oder Drillung eines Stabes sind 

hI = IjEF bzw. h2 = IjGJp • 

Fiir die Biegung konnen solche bezogenen EinfluBzahlen nicht gebildet werden, 
da der Biegepfeil bei keiner Art der Befestigung des Stabes der ersten Potenz 
der Stablange proportional ist. 

Beispiell. Gegeben sei eine Anordnung nach Abb. 24/1. Die Kreisfrequenz der freien 
SchwingungeTl der Masse m an der Feder von der Lange 1 betrage w. Die Feder werde 
in der Mitte durchgeschnitten und dieselbe Masse m am Ende 
einer Federhiilfte befestigt. Welche Eigenfrequenz hat der neue 
Schwinger? 

Die Antwort folgt aus G1. (26.7). Die bezogene EinfluBzahl der 
Feder ist h = hlll, daher die EinfluBzahl der neuen Feder hz = hl/2 = 
~/2; aus (2~.1) folgt dann w~/w~ =hllhz=2 und wz=wd2. 

Dieselbe Uberlegung gilt fiir aIle entsprechend gebauten Systeme, 
etwa fur die Drehschwingungen einer Scheibe auf einer drillungs­
elastischen Welle nach Abb. 11/7. Wird das Wellenstuck auf den 
n-ten Teil verkiirzt, so steigt die Eigenfrequenz im Vcrhiiltnis I : Vn. 

Beispiel 2. Wie groB ist die Frequenz der freien Schwingungen 
um die in Abb. 26/6 gezeichnete Glekhgewichtslage? 

Die Federzahl (oder EinfluBzahl) der Feder fur Reckung in Gegen AJi~. 5f~!·egungs­
ihrer Achsenrichtung ist gegeben; sie sei c = Plw. ·Wir benotigen richtung geneigte Feder. 
die Federzahl c' fur eine Auslenkung in der Lotrechten. 

Bedeuten P' und w' Kraft und Auslenkung in der Lotrechten, so wird 
I pI Pcos("/. • 

C =-= --=CCOS"("/.. (26.8) w' wlcos("/. 
Die Federzahl ist mit dem Quadrat des Kosinus des Neigungswinkels gegen die Lotrechte 
zu multiplizieren. So kommt 

W Z = (ejm) cos2 ("/.. (26.9) 
Einen Sonderfall dieser Anordnung trafen wir ubrigens schon einmal an: In den 

GIn. (22.2 a und b) sind die Dehnfederzahlen EF/l der Stabe mit den Kosinusquadraten der 
Neigungswinkel der Stabe (Federn) gegen die Bewegungsrichtung multipliziert. 

27. Beispiele und Zusiitze. Zu den Darlegungen der vorangehenden Abschnitte machen 
wir noch einige zusii.tzliche Bemerkungen, die zugleich das schon Gesagte beispieThaft 
erlautern. 

("/.) In Abb. 26/4 war eine Anordnung gezeichnet worden, die sich von den sonst betrach­
teten dadurch unterscheidl t, daB die Masse m an dem federnden Arm nicht befestigt ist, 
sondern nur an einem Haken hangt. Es muB dann die von dem Arm auf die Masse aus­
geubte Kraft stets nach oben gerichtet sein. Bei Schwingungen, die urn eine spannungslose 
Gleichgewichtslage erfolgen, andert die Ruckstellkraft ihr Zeichen bei jedem Nulldurch­
gang; solche Schwingungen sind hier also nicht moglich. 1st das System jedoch einer Vor­
belastung unterworfen, die in dem vorIiegenden Fall durch das Gewicht G = mg der auf­
gesetzten Masse gegeben ist und die Gleichgewichtslage von der spannungslosen Lage 
nach der Durchsenkung d=hG verschiebt, so konnen um diese neue Lage harmonische 

Klotter, Schwingungslebre I. 5 
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Schwingungen ausgefiihrt werden. Die Frequenz der Schwingung bleibt w2 = (l/d. Ihre 
Amplituden diirfen nun aber nicht beliebige Werte annehmen, denn sie durfen jenen Betrag 
nichtiibersteigen, bei dem die Riickstellkraft die Vorbelastung iiberwiegt, weil sonst die 
Last sich vom Haken abhObe. Aus Abb. 27/1 geht deutlich hervor, daB die Riickstellkraft R 

einerlei Vorzeichen behiilt, solange die Amplitude g der urn 
die vorgespannte Lage erfolgenden Schwingungen kleiner 
bleibt als die durch das Gewicht bewirkte statische Durch­
senkung d. Was hier von der Anordnung Abb. 26/4 gesagt 
wurde, gilt fiir aIle Systeme, in denen auf die Masse nur 
Krafte nach einer Richtung ausgeiibt werden Mnnen; in 
Abb. 27/1 bedeutet G dann allgemein die Vorbelastung. 

hC------1f--lr-+---,x~ Die Erscheinung, daB in nur einseitig belaRtbaren 

Abb. 27/1. Kennlinie eines 
Schwingers mit Vorbelastung. 

(kraftschliissigen) Systemen bei VergriiBerung der Ampli­
tude iiber einen vorgegebenen Betrag hinaus ein Abheben 
der Masse eintritt, kann dazu verwendet werden, die 

Amplituden von Schwingungen zu messen. Wir beschreiben das Verfahren schematisch. 
Es sei (in Abb. 27/2) A Beine sich harmonisch nach rechts und links bewegende Platte 

oder Membran; ihre Auslenkung an der Stelle A sei y=aeint. Die Amplitude a dieser 
Schwingung soIl ermittelt werden. Zu diesem Zweck wird ein kleiner Pendelkiirper m an 
einem Faden von der Lange l an die ruhl'nde Platte zunachst so angelegt, daB er sie gerade 

o beriihrt. Der Aufhiingepunkt sei in D. Fiihrt die Platte darauf 
Schwingungen aus, so tritt ein fortwahrendes Abheben und Anlegen 
des Pendelkiirpers ein, das sich in einem Klappern kundtut. Nun ver­
schiebt man den Aufhiingepunkt des Pendels in horizontaler Rich­
tung soweit nach links, bis das Klappern eben aufhOrt. Der Auf­
hiingepunkt sei jetzt in E, die Streeke DE sei 8. 

Das Klappern hOrt auf, und die Masse m macht die Schwingungen 
aeWt des Punktes A der Platte vollstandig mit, wenn die Kraft, die 
die Masse m gegen die Platte driickt, namlich die RiicksteIlkraft des 
Pendels, groB genug geworden ist, urn die Tragheitskraft ma£22 der 
Schwingung aeint im rechten Umkehrpunkt aufzuheben. Es gilt 
dann, wenn c die "Federzahl" des Pendels angibt, m a £22 = C(8 + a) 
oder wegen C = m g/l weiter a £22 = g (8 + a)/l. Nun ist g/l = 002 das 
Quadrat der Kreisfrequenz der Pendelschwingung, so daB fiir die 

Abb. 27/2. Vorrichtuug Amplitude 
zumMessen von Schwin­

gungsamplituden. a=£22_ W2 8 (27.la) 

gilt. Die Strecke DE = 8 ist also unmittelbar ein MaB fur die Amplitude a. Wenn iiberdies 002 

klein ist gegen £22, dann kommt einfach 
W? 

a = £228, (27.1b) 

d. h. 8 muB mit dem Verhiiltnis der Quadrate der Frequenzen der Pendeleigenschwingung 
und der Plattenschwingung multipliziert werden, urn a zu liefern. 

Mit der beschriebenen Methode ist es gelungen, 
Amplituden (etwa von Lautsprechermembranen u. 
dgl.) bis herunter zur GriiBenordnung von 10-6 em 
zu messen. 

fJ) Nicht immer bestimmt sich die Amplitude 
einer Schwingung so einfach wie in Zif£' 13, wo Aus­
schlag und Geschwindigkeit in einem Anfangszeit­
punkt gegeben sind. 

Abb.27/3. Schema einer Seilbahn. Wir wahlen ein Beispiel: Der Wagen einer Seil-
bahn (Abb. 27/3) fahrt mit der Geschwindigkeit 

Vo = 3,6 km/h abwii.rts. Die Treibscheibe S wird durch eine Bandbremse so abgebremst, 
daB sie nach einer Zeit von to = 3 s zum Stillstand kommt. (Die Verziigerung soIl als konstant 
betrachtet werden.) Mit welcher Frequenz 00 und Amplitude C verlaufen die durch 
das Abbremsen hervorgerufenen freien Langsschwingungen des Wagens am Seil? Die 
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Elastizitiitszahl des Seiles kann zu E = 1,3 . 106 kg/em2 angenommen werden; der wirksame 
Quersehnitt des Seiles sei F = 3 em a, die Lange beirn Stillsetzen betrage 1 = 1,3 km und das 
Gewieht des Wagens G = 2,94 t. 

Wenn wir trotz des Abrollens des Seiles mit unveranderlieher Federzahl reehnen, was 

d Kl · h' d L" "d A 1 1,5 ill . d b t ht t Z· wegen er em Nt er angenan erung -1- = 1300 ill ill em e rae e en eltraum 

von 3 sdurchaus statthaft ist, so konnen wir das folgende Ersatzsystem betraehten (Abb. 27/4): 
Zwischen zwei Punkten A und B, die sieh mit konstanter Gesehwindigkeit Vo bewegen, 
liegt eine Feder. In B befindet sieh eine Masse m = G/g. 
Von einem Augenblick t=O an wird die Gesehwindig­
keit i:t des Punktes A dureh eine konstante Verzogerung 
in to = 3 s von Vo bis auf Null herabgesetzt, von da an 
bleibt A in Ruhe (Abb. 27/5). Wir fragen nach der Be­
wegung von B. 

Ware die Verbindung starr, so wurde fur 0 < t < to 

Abb.27/4. Ersatzsystem fUr 
Abb.27/3. 

xa=xl=vot-bta/2 mit b=volto (27.2) 

gelten. Wegen der elastisehen Verbindung lautet die Bewegungsgleiehung der Masse m 
in jenem Intervall jedoeh mXa + C (xa-~) = O. Hierin ist ~(t) bekannt (27.2), x2 (t) 
gesucht. Wir sehreiben deshalb 

(27.3) 

ro = V olm ist dabei die Kreisfrequenz der freien Sehwin­
gnngen der Masse m am Seil. 

Die Differential~leichung (27.3) fur x2 hat ein Storungs­
glied (rechte Seite). Es handelt sieh in gewissem Sinn um Abb. 27/5. Geschwindigkeits-
erzwungene Sehwingnngen; das Stiirungsglied ist jedoeh nieht Zeitlinie fiir den Punkt A. 

periodiseh. Wir konnen diesen einfaehen Fall hier schon er-
ledigen: Die LOsung einer linearen inhomogenen Differentialgleiehung (mit bekannter 
reehter Seite) setzt sieh additiv znsammen aus der vollstandigen Losung Xh der verkUrzten 
(homogenen) Gleiehung lmd einem partikularen Illtegral xp der unverkurzten, Xa = xh + xp, 
wobei xh =A cos rot+ B sin wt ist. Ein partiknlares Integral xp versehaffen wir uns, indem 
wir mit unbestimmten Koeffizienten ansetzen 

Xp =cx+pt+r t2 . 
Dureh Einsetzen h die Differentialgleiehung und Vergleieh der beiden Seiten finden wir 

b b 
xp = --aJ2 + vot-T t2 , 

also 

xa=Aeosrot+Bsinwt+ ;a +vot-- ~ t2. 

Die Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 lauten xa = 0 und x2 = vO' Aus ihnen bestimmen sieh 
die Integrationskonstanten A und B, so daJl die DauerglEichung der Bewegnng im Intervall 
o < t < to schlieBlieh lautet 

b b b 
xa = -2 [I-cos wt] + vot- -2 t2 = Xl + -a [I-cos rot]. (27.4) 

ro ro 

Im niiehsten Intervall t > t~ lautet die Bewegungsgleiehung des PunktkOrpers B, wenn 
mit;= xa-xl der Ausschlag gegenuber der Ruhelage bezeiehnet wird, d. i. jener Lage, die 
B bei starrem Seil annahme, 

m;+c;=O. (27.5) 

Die Bewegung ist eine harmonische Sehwingnng, deren Amplitude durch die Anfangswerte 
von;o und io im neuen Intervall bestirnmt wird. Wir erhalten sie aus der Bewegungsgleiehung 
(27.4) des vorhergehenden Intervalls fUr t = to 

b . • b 
;0 == ;(to) = w2 [I - cos w toJ und ;0 == ;(to) = w sin w to' (27.6) 

5* 
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Dureh Einsetzen von (27.6) in Gl. (13.11) folgt 

oder 

~ = J!,; [(I-eoswto)eosw(t-to) + sinwtosinw(t-to)] 
w 

b 2 b. to.. ( to) 
~=a;a[eosw(t-to)-eoswt]= w2 smwTsmw t-T . 

Die Sehwingung vollzieht sieh mit der Amplitude 

2b. to Vo T. to O=-Slnw-= ---sm:n;--. 
w2 2 w :n;to T 

Ziff.28. 

(27.7) 

(27.8) 

(T=2 :n;lw ist die Eigensehwingzeit des Systems). Unter Benutzung der Abkiirzung 
If! = :n; tolT = w to/2 sehreibt sieh 

(27.9) 

Die Amplitude hangt also auBer von vo/w noeh von dem Verhaltnis tofT abo Die Abb. 27/6 
zeigt diese Abhangigkeit. In der Grenze, fiir to -+ 0, geht 0 -+ vo/w, wie wir aus (13.10) wissen. 
Besonders bemerkenswert ist, daB, sobald to ein ganzzahIiges Vielfaehes von T wird, 0 ver­
sehwindet, der PunktkOrper B also fiir t > to in Ruhe verharrt. 1m allgemeinen bleiben 
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Abb.27/7. Weg·Zeitdiagramm. 

harmonisehe Sehwingungen iibrig, deren Amplitude urn so kleiner ist, je langsamer A 
zum Stehen kommt. Die Abnahme der Amplitude mit to erfolgt nieht monoton, sondern 
urn Null oszillierend. Man beaehte jedoch woW, daB die Abb. 27/6 nieht etwa die Sehwin­
gungen ~(t) angibt. Diese verlltufen harmoniseh (Abb.27/7). 

SehlieBlieh fiihren wir die Reehnung noeh mit den in der urspriingliehen Aufgabe ange­
EF 13·106·3 

gebenenZahlenwerten durcb. Die Federzahl des Selles betragt c= _l- = '13.105 kg/em = , 
30 kg/em, die Masse des Wagens m=G/g=3kgem-1s2, so daB w2 =IOJs2 und w=3,16/s 

wird. Die Amplitude 0 = !~ sin w ~ wird zu 0 = 6,67 em. Naeh dem Anhalten der 

Treibseheibe fiihrt der Wagen harmonisehe Sehwingungen mit der Frequenz von rund 
0,5 Hz und einer Amplitude von 6,7 em aus. Naeh einem plotzliehen (stoBartigen) Anhalten 

der Treibseheibe hatten die Sehwingungen eine Amplitude von ~ = 1~1C;-!S = 31,6 em 

erlangt. 
Die Abb. 27/7 zeigt den Verlauf des Sehwingungsaussehlages ~(t), der sieh deT bei 

starrem Seil einstellenden Bewegung Xl (t) iiberlagert. (Die MaBstabe der beiden Kurven 
sind nieht die gleiehen.) 

d) Die Energie in der freien Schwingung. 

28. Der Energienmsatz. Die kinetische Untersuchung eines Schwingers 
nahmen wir hisher in der Weise vor, daB wir das Kraftespiel zwischen Tragheits­
und Riickstellkraften verfolgten. So wurden wir zur Differentialgleichung der 

, 
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Bewegung gefiihrt; aus ihr konnten wir auf die Frequenz der Schwingung 
schlieBen. Die Untersuchung einer anderenkinetischen GroBe, namlich der Energie, 
ist geeignet, uns neue Aufschliisse iiber die Schwingungsvorgange zu liefern. 

In Ziff. 11 hatten wir die ungedampfte Bewegung eines Schwingers mit der 
Differentialgleichung (12.1) konservativ, d. i. energieerhaltend genannt. Wir 
tragen den formalen Beweis dafiir nun nacho Zu diesem Zweck multiplizieren 
wir die Bewegungsgleichung (12.1) mit q und integrieren von 0 bis t: 

t t 

J aq.il dt + J R (q) q dt = E I 
o 0 

a~+A=E. 
(28.1 ) 

Der erste Ausdruck auf der linken Seite stellt die kinetische Energie T der 
Bewegung dar, der zweite die von der Gleichgewichtslage bis zum Ausschlag q 
gegen die Riickstellkrafte geleistete Arbeit A, die dort umkehrbar in Gestalt 
von potentieller Energie U aufgespeichert wird. Gl. (28.1) sagt aus, daB die 
Summe T +U in jedem Augenblick t einer Konstanten E gleich ist, 

T + U = E; (28.la) 

(28.1a) spricht den Energiesatz fiir ein konservatives System aus. Fiir eine 
harmonische Schwingung ist z. B. q= Q cos wt und deshalb q = -Q w sin wt. 
Als Funktion von t betrachtet, lautet der Ausdruck fiir die kinetische Energie T 
dieser Schwingung 

T(t) = ! aq2= ! aw2 Q2sin2 wt, (28.2a) 

der fiir die potentielle Energie U 
1 1 

U(t) =2(; q2 = 2(; Q2cos2wt. (28.2b) 

. n 3n 5n 
In den Augenbhcken w t = 2' 2' 2 usw., den Nulldurchgangen, ist die 

gesamte Energie E in Form von kinetischer Energie T vorhanden, 
1 

Tmax=2aw2Q2= E, (28.3a) 

in den Augenblicken wt=O, 'J't, 2'J't usw. sind die Ausschlage am groBten, die 
Geschwindigkeit ist Null und die gesamte Energie als potentielle Energie U 
aufgespeichert, 

Umax = ! (; Q2 = E. (28.3b) 

Da sowohl T max wie Umax 

gleich der Konstanten E ist, 

T,U 

so sind sie unter sich gleich; 
daraus fo]gt die Gleichheit 0 

der Amplituden von T (t) wt---
2;$ 

und U (t) in (28.2). 
1m Diagramm Abb. 28/1 

zeigen die Ordinaten der 

Abb. 28/1. Anteil der kinetischen Energie T (schraffiert) und der 
potentiellen Energie U an der Gesamtenergie E bei einer 

Kosinusschwingung. 

hellen Flachen die potentielle Energie, die der schraffierten die kinetische Energie 
wahrend einer Kosinusschwingung an; man iiberblickt den Energieumsatz, d. i. 
die Anderung des relativen Antei]s der beiden Energieformen mit der Zeit. Der 
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Sachverhalt kann auch so ausgedruckt werden: Die Energie E pendelt mit der 
Frequenz 2 0) zwischen den beiden Betragen Umax und T max' Der formale Aus­
druck hierfur folgt aus den Gleichungen 

1 
cos2 0) t = 2" [1 + cos 2 0) t] und sin2 0) t = ~ [1- cos 2 0) t] , 

die zusammen mit (28.2) 

E 
T=2"[l-cos20)t] und 

E 
U = 2- (1 + cos 20) t] 

liefern. Ej2 ist sowohl Mittelwert wie Schwankungsamplitude einer jeden der 
beiden Energieformen. 

Fur die Bildung von kinetischer Energie ist das V orhandensein einer Masse 
(oder Drehmasse) notwendig; man nennt die Masse deshalb auch den Speicher 

iwo. 

Abb. 28/2. Komplexe 
Amplituden von Aus­
schlag (.0), Geschwin­
digkeit (i woO), Be­
schleunigung (- w'.Q), 
Federkraft (IT) lInd 

Tragheitskraft (:1:). 

fur die kinetische Energie. Die potentielle Energie ist bei 
den elastischen Schwingern als elastische Formanderungs­
arbeit in der Feder aufgespeichert, bei den Pendeln als 
Energie der Lage im Schwerefeld oder Magnetfeld. 

Die Umformungen, die zu (28.1) fiihren, lassen sich fur 
die Schwinger mit gerader Kennlinie (die harmonische 
Schwingungen ausfuhren) noch in anderer Weise deuten. 
(12.1) druckt das Gleichgewicht aus, das zwischen Tragheits­
kraft und Federkraft bei der Auslenkung q besteht. Die 
drei GroBen andern sich harmonisch und mit ihnen auch 
Geschwindigkeit q und Beschleunigung q. Die komplexen 
Amplituden ~, ~, 0, i 0) 0, - 0)2 ° der funf Schwingungen 
liegen so, wie Abb.28/2 anzeigt. Die in der ersten Zeile 
von (28.1) vorgenommenen Multiplikationen bedeuten also 

Produktbildungen zwischen harmonisch veranderlichen GroBen, deren komplexe 
Amplituden aufeinander senkrecht stehen. Da der eine Faktor jeweils eine 
Kraft, der andere eine Geschwindigkeit ist, stellen die Produkte die Leistungen 
der Krafte dar. In Ziff. 9 stellten wir fest, daB der Mittelwert der Leistung 
uber eine Periode verschwindet, wenn die komplexen Amplituden orthogonal 
stehen. Beide Leistungen sind daher Blindleistungen. Die in einer Viertel­
periode (der Ausschlagschwingung) aufgewendete Leistung flieBt im nachsten 
Viertel wieder zuruck. Dabei ist es im Ergebnis gleichgultig, ob die Kraft 
der Geschwindigkeit um e =n/2 voreilt (wie die Federkraft) oder nacheilt (wie 
die Tragheitskraft). Es wird dadurch nur die Phasenlage der Energieschwingung 
bestimmt [Gl. (9.4)]. Der Phasenunterschied der beiden Energieschwingungen 
betragt n, ihre Amplituden sind gleich (Abb. 28/1). Das Zeitintegral uber die 
Leistung laBt deshalb eine vorhandene Energie nicht nur im Mittel ungeandert, 
sondern auch in jedem Augenblick, da mit jeder positiven Leistung der einen 
Kraft eine gleich groBe negative der anderen verbunden ist. 

29. Berechnung der Frequenz aus Energieausdriicken. Aus der Betrachtung 
der Energie gewinnen wir ein zweites Verfahren zur Berechnung der Eigen­
frequenz eines Schwingers. In den einfachsten Fallen liefert dieses Verfahren 
zwar nichts Neues, in verwickelteren Fallen eroffnet sich jedoch ein Weg, der 
oft kurzer oder bequemer ist als der uber die Differentialgleichungen. Nach 
Definition ist fur den einfachen Schwinger, der harmonische Bewegungen ausfuhrt, 
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u = ! C q2 und T = w2 ( ! a q2). Den letzten Ausdruck formen wir um III 

T = w2 T*. T* bedeutet somit eine quadratische Form, die nach Analogie der 
kinetischen Energie, aber aus der Amplitude q der Auslenkung statt der Ge­
schwindigkeit gebildet ist. Aus (28.3) folgt fiir die Scheitelwerte Uo = To = w2 ~ 
und daraus das Quadrat der Eigenfrequenz eines Schwingers 

w 2 = ¥f = ~* . (29.1) 
o 

Fiir den aus einer Feder und einer Masse bestehenden Schwinger liefert dieses 
Verfahren I 

-eq2 
2 U 2 e 

w =t"'- = -1--. = a' 
2 aq" 

also (wie erwahnt) nichts Neues. Wir zeigen jedoch sogleich eine Reihe von 
Beispielen, in denen die neue Methode rascherzum Ziel fiihrt als der Weg iiber 
die Differentialgleichungen. 

el) Zwei Punktmassen auf einer starren, masse­
losen und drehbaren Stange (Abb.29/1). 

Der Schwinger ist trotz der beiden Massen ein 
System von nur einem Freiheitsgrad, da wegen der 
Starrheit der Stange eine Koordinate hinreicht, die 
Bewegung des Systems zu beschreiben. Bezeichnet Abb. 29/1. Zwei Punktmassen 
man die Amplituden der (kleinen) Ausschlage beider auf einer starren, drehbaren 

Stange. 
Massen auf den Kreisen um 0 jeweils mit WI und W2' 
die der Feder mit w, so gilt w: WI: W2 = l: II : l2' Die Amplitude der potentieUen 

Energie (Federenergie) im Zahler von (29.1) ist U = -} C w2• Der Neuner T* 
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, 

T* = ~ [ml w; + m2 wi] = -} [ m1 (~l-Y + m2 (\~ y]W2. 
Daher ist das Quadrat der Eigenfrequenz des Schwingers gegeben durch 

2 e ~~ 
W = m I (lI/l)" + m. (l. Il)' • 

Die Gleichung sagt aus, daB eine Masse in = m1 (ll/l)2 + m2 (l2/l)2 am Angriffspunkt 
der Feder gleichwertig ist den beiden Massen m1 und m2 in der gezeichneten Lage. 
Das Ergebnis ist in der Kinetik unter der Bezeich­
nung Reduktion der M assen bekannt. Fur n Massen 
ergibt sich e 

w2 = n----

1: mi (li/l)' 
i=1 

(29.2a) 
~ 0 p' 

(3) Stange mit verteilter Masse und Feder am Abb.29/2. Starre Stange mit ver­
teilter Masse. 

Ende (Abb. 29/2). 
Dieses Beispiel steUt einen Grenzfall des vorigen dar. Die Langendichte des 

Stabes (Masse je Langeneinheit) sei,u', die Ausschlagamplitude an einer Stelle x 
ist W x/l, daher 2 U = C w2 und 

I I 

2 T* = J ,u' (w 1-r dx = w{ __ J x2 dx = w2 f.1~l = w2 n; , 
o 0 
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wenn mit m die Masse des ganzen Stabes bezeichnet wird. Das Frequenz­
quadrat wird 

(29.2 b) 

d. h. der Schwinger verhalt sich so, als ob ein Drittel der verteilten Stabmasse 
am Ende angebracht ware. 

Beispiel. An welcher Stelle 11 eines masselosen Stabes miiBte man die ganze Masse m 
anbringen, damit die Frequenz des Schwingers der Abb. 29/2 sich nicht andert? Die Ant· 

eel -
wort folgt aus w2 = m/3 = m (11/1)2 zu II = 3" V3l FII:J 0,577 1 • 

y) Starre Stange mit einer Masse und mehreren Fedem (Abb.29/3). 
Auch dieser Schwinger hat einen einzigen Freiheitsgrad, seine Lage ist durch 

den Ausschlag irgendeines seiner Punkte bestimmt. Auch hier verhalten sich 

~-------~z--------~ 

bei kleinen Schwingungen w: WI : W 2 : Wa = 
l:~:l2:l3· 

Die Formen U und T* werden hier zu 

2U = l' CiW~=W21'Ci(li/l)2 und 2T* =mw2 , 

daher ist das Frequenzquadrat 

co2 = ~ Ci (h/l)B • 
m (29.3) 

Abb. 29/3·1~j~:~::e~~~~~ner Masse Auch die Federzahlen werden im Verhii.ltnis 
der Quadrate der Abstande reduziert. 

~) Ein weiteres Beispiel wird erst augenfallig zeigen, wie die Energiemethode 
der Differentialgleichungsmethode zur Aufsuchung der Frequenz iiberlegen sein 

!I kann. Die "Oberlegenheit tritt besonders 
zutage, wenn es sich um Bewegungen 
handelt, die -- wie das RoUen -- nicht 
mehr durch einfache Gleichungen vom 
Typ a ij + cq = 0 beschrieben werden 
ktinnen. Wir suchen die Frequenz kleiner 
Schwingungen des in Ziff. 18 Y schon 
erwahnten RoUpendels auf. Das Pendel 
besteht aus einem starren zylindrischen 
Ktirper, der, soweit er mit der ebenen, 
horizontalen Unterlage beim Rollen in 

L,,~4~~~+--,---:~ Beriihrung kommt, eine kreiszylindrische x 
Begrenzung (p) vom Halbmesser r hat; 
sein Schwerpunkt 8 liegt um die Strecke s 
unter der Zylinderachse M. Abb.29f4 
zeigt einen Querschnitt durch den Ktir-

----=::::::::b.--4-..:::;~~;;.....B_k'~l....i-- per. B bezeichnet die Beriihrungsgerade 
Abb.29/4. RollpendeI. des Zylinders mit der Unterlage im 

Gleichgewichtszustand, B' nach einer 
Auslenkung urn den Rollwinkel1jJ. Bei der Auslenkung bewegt sich der Schwer­
punkt 8 nach 81 auf der gestreckten Zykloide 

x=r1jJ-ssin1jJ, y=s(l-cos1jJ). (29.4) 
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Die potentielle Energie U im ausgelenkten Zustand riihrt her von der Rebung 
des Sch werpunktes urn die Strecke y = s (1 - cos 1p), betragt also 

U=mgs(l-cos1p). (29.5a) 

Die kinetische Energie besteht aus zwei Anteilen, aus der Wucht der Drehung 
urn den Schwerpunkt und aus der Wucht, die im Fortschreiten des Schwer­
punktes liegt. Bezeichnet m die Masse des Korpers und k seinen Tragheitsarm 
fiir die Schwerachse, so ist 

T I . I . '2 
= 2," m k21p2 + -2- m [X2 + y ] . 

Die Form T* wird deshalb zu 

T* = ~ mk21p2 + ~ m [(T1p-S sin 1p) 2 + S2 (l-cos1p)2]. (29.5b) 

Wir wollen nur die kleinen, harmonisch verlaufenden Schwingungen betrachten. 
Unter Beschrankung auf Glieder 2. Ordnung lauten die Formen U und T* 

tp2 I 
U=mgs 2 T*=2,"m1p2[k2+(r-s)2]. (29.6) 

Nach (29.1) ist daher das Frequenzquadrat 
8 

(02 = g 12+(r _ 8)2 (29.7 a) 

oder die reduzierte Pendellange 
I g k2 + (r - 8)2 l = -2 = --'--'------'-

OJ 8 
(29.7 b) 

Die angestellten Betrachtungen haben noch iiber die Grenzen, die durch 
die oben genannten Voraussetzungen gezogen sind, hinaus Giiltigkeit. 1st die Be­
grenzungskurve (p) des zylindrischen Schnittes kein Kreisbogen wie in Abb. 29/4, 
sondern eine andere Kurve, so tritt bei Beschrankung auf geniigend kleine 
Ausschlage an die Stelle des Ralbmessers r der Kriimmungshalbmesser e der 
Kurve (p) an der Beriihrungsstelle B. Aber auch nicht- ~ -
zylindrische Korper konnen auf die besprochene Art - }L----J;~~ 
behandelt werden. Stellt Abb. 29/4 z. B. den Meridian- 'If' ~f 
schnitt eines Kugelsektors dar, der eine ebene Roll­
bewegung ausfiihrt, so bleibt die Betrachtung voll­
standig dieselbe. Nur liegt jetzt der Schwerpunkt S 
hOher als beim Zylinderschnitt. 

s) Wir untersuchen noch einen zweiten Schwinger, 
dessen Bewegungsgleichung nicht ohne weiteres auf die 
Form (12.2) gebracht werden kann: Die schwingende 
Wassersaule im U-Rohr mit nicht konstantem Quer-
schnitt (Abb. 29/5). Das U-Rohr mit konstantem Abb. 29/5. Wassersaule in 
Querschnitt laBt Vereinfachungen zu, die seine Behand- U -Rohr mit nicht konstantem 

Querschnitt. 
lung in Ziff. 15 moglich machten. Die Form des 
Rohres soIl allerdings noch so beschaffen sein, daB der Querschnitt wenigstens 
auf jenen beiden Wegen, die die schwankenden Fliissigkeitsspiegel zuriicklegen, 
jeweils konstant ist; der Querschnitt des linken Schenkels in Rohe des Spiegel­
weges sei Fl' der des rechten F2• 1m iibrigen ist der Querschnitt t eine Funk­
tion des Ortes, t = t (s); s moge dabei etwa auf einem "mittleren" Stromfaden 
gemessen werden. Die Lange dieses Stromfadens von Spiegel zu Spiegel sei l. 
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J e nach dem Querschnitt andert sich die Geschwindigkeit der stromenden 
Fltissigkeit. Dabei gilt, wenn plOtzliche Querschnittsanderungen nicht auf­
treten und eine Gleichverteilung der Geschwindigkeit tiber den Querschnitt 
angenommen werden darf, 

(29.8) 

denn in einem Zeitelement L1 t stromt in einen abgegrenzten Raumteil die 
Menge 11 VI L1t ein und die gleich groBe Menge 12v2L1t wieder aus. Als kenn­
zeichnende Koordinate fiihren wir den lotrechten Ausschlag W des Spiegels in 
einem Schenkel, etwa WI im linken Schenkel, ein. 

Die kinetische Energie der stromenden Fltissigkeit betragt (ft = rig bedeutet 
die Dichte) 

I l 

T 1 J 2 t d 1 '2 F2 J ds . = 2 ft V S = -f ft WI 1 -!-, 
o 0 

daher ist 
I 

T* 1 2 2 J ds = ~2ftWIFl f' (29.9) 
o 

Die potentielle Energie bei einer Auslenkung W findet man am einfachsten als 
Energie der Lage der tiber dem tieferen Spiegel stehenden Fltissigkeitssaule 

(29.1O) 

Das Quadrat der Kreisfrequenz der freien Schwingungen wird dann 

2- U _Fl+F2 g 
ill = T* --~l- (29.11) 

1 2 Jds!! 
o 

Ebenso wie bei dem in Ziff. 15 behandelten Rohr mit unveranderlichem Quer­
schnitt gilt auch hier, daB die Schwingungsweiten (solange die FHissigkeitsspiegel 
mre Flache nicht andern) beliebig groB werden konnen, ohne daB die Frequenz 
sich andert. Sind die beiden Schenkel gleich weit, Fl = F~ =F, so wird aus (29.11) 

2g 
ill2=~-I-

F Jds!l 
o 

(29.11 a) 

hat das Rohr tiberall gleichen Querschnitt f =F, so folgt die frtiher durch eine 
tiberschlagliche Betrachtung abgeleitete Gl. (15.3). 

, I 

Die Auswertung des Integrals J ds!! gcschieht, wenn ! nicht etwa durch einen analytischen 
o 

Ausdruck als Funktion von s gegeben ist, am besten durch eine graphische Integration. 
Dabei kann man entweder 1!/(s) aufzeichnen und eines der iiblichen Verfahren verwenden, 
oder man zeichnet I(s} selbst auf und benutzt das Verfahren zur "Integration iiber den 
Kehrwert" [1]. 

30. Das RAYLEIGHSche Niiherungsverfahren. Die in der vorigen Ziffer be­
sprochene Energiemethode liefert die genauen Werte der Schwingzahlen. Eine 
besondere Bedeutung erhalt das Verfahren noch dadurch, daB es als N dherungs­
verfahren zur Berechnung der (kleinsten) Eigenschwingzahl eines verwickelter 
gebauten Gebildes dienen kann. Die Anwendung der Methode auf die kompli­
zierteren schwingungsfahigen Systeme sttitzt sich dabei auf eine Reme von 
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Eigenschaften solcher Schwinger, die wir im einzelnen hier noch nicht erortern 
konnen. Des groBen praktischen Nutzens wegen, den das Naherungsveclahren 
uns gewahren kann, wollen wir es dennoch hier schon kennenlernen, und zwar 
benutzen wir es, um auf eine haufig gestelltc Frage zu antwortcn. Die in den 
friiheren Abschnitten untersuchten einfachen Schwinger waren nur deshalb 
Systeme von einem Freiheitsgrad, weil wir die Tragheit des federnden Gebildes, 
das doch stofflich ausgebildet sein muB, auBer acht lieBen. Eine solche Ver­
nachlassigung wird um so geringere Fehler zur Folge haben, je groBer die Einzel­
masse im Verhaltnis zu der iiber die Feder verteilten Masse ist. Oft ist es jedoch 
erwiinscht, auch den EinfluB der verteilten Masse wenigstens angenahert zu 
beriicksichtigen. Sobald wir die verteilten Massen mit in Betracht ziehen, 
haben wir es - streng genommen - mit Systemen von unendlich vielen Frei­
heitsgraden oder sog. kontinuierlichen Systemen zu tun, da erst die Angabe einer 
Funktion w(x) oder w(x, y), in der die Werte fUr unendlich viele Argumente 
stecken, die Lage des Systems beschreibt. Nun sind sowohl U wie T* Funktionen 
derAusschlagform w(x). Werden sie fiir die bei der Schwingung wirklich auf­
tretende Ausschlagform gebildet, so ergibt der Quotient nach (29.1) die wirkliche 
Schwingzahl an. Bildet man sie jedoch fiir Ausschlagformen, die von der wirk­
lichen (etwas) abweichen, so gibt der Quotient (29.1) nach dem Satze von 
RAYLEIGH einen zwar angenaherten, aber doch sehr gut brauchbaren Wert 
fur die Schwingzahl. Uberdies ist der Naherungswert w stets groBer als der 
wahre Wert w, so daB man auch die Richtung des Fehlers kennt. 

Um die Eigenschwingzahl eines Schwingers mit Beriicksichtigung der ver­
teilten Masse nach dem RAYLEIGHschen Veclahren zu berechncn, miissen wir 
daher eine Annahme dariiber treffen, in welcher Weise die einzelnen Punkte des 
federnden Gebildes ausgelenkt werden. Wir nehmen ein iibersichtliches Beispiel: 
Ein Punktkorper in der Mitte einer gespannten Saite fiihrt nach den Uber­
legungen von Ziff. 25 Schwingungen mit einer Frequenz w = -v4Sjm l aus, 
wenn die Saite (die hier die Feder darstellt) keine Masse besitzt. Die Schwin­
gungsform der tragheitsfreien Saite besteht dabei aus zwei Geradenstiicken; die 
der tragen Saite kennen wir nicht. Konnten wir U und T* aus den richtigen 
Auslenkungen berechnen, so wiirden wir w 2 gellau erhalteno Abero auch eine 
angenahert richtige Annahme fiihrt uns zu Werten w2, die den wahren sehr 
nahe kommen. 

Die einfachste Annahme ist die, daB die Saite auch dann noch gerade bleibt, 
wenn sie auBer der Masse des aufgesetzten Punktkorpers selbst eine verteilte 
Masse besitzt. Das ist zwar nicht mehr genau, aber fur kleine Werte der ver­
teilten Masse doch sehr nahe richtig. Was liefert das RAYLEIGHSche Veclahren 
unter dieser Voraussetzung 1 

Die Langendichte (Masse je Langeneinheit) der Saite sei p'. Wir nehmen 

an, es sei w (x) = W1 172' und erhalten 

If2 

2 T* = m w~ + 2 p' f w2 d x = w~ [m + ~]. 
o 

Mit iii = p' list die Masse der Saite bezeichnet. Die verteilte Masse wirkt daher 
so, als ob ihr dritter Teil in der Mitte der Saito konzentriert ware. Die potentielle 
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Energie U ist wie fiir die tragheitsfreie Saite 

U 2 48 2 
2 = C WI = -l- WI' 

daher der Naherungswert 
48 co2 = ....,,-,----,--=~ 

Z (m + m/3) 
(30.1) 

Eben dasselbe Ergebnis, daB namlich der EinfluB der verteilten Masse eines 
belasteten Systems durch Zuschlag eines Drittels der verteilten Masse zur Einzel­
masse beriicksichtigt werden kann, gilt iiberall, wo wir als Auslenkungsform 
des eindimensionalen federnden Gebildes eine Gerade annehmen diirfen; so 
z. B. fiir die Langsschwingungen eines Stabes (vgl. Abb. 11/6), die Torsions­
schwingungen einer Welle (vgl. Abb. 11/7 und 23/1) und auch fiir die Schwin­
gungen einer zylindrischen Schraubenfeder (Abb.24/1). 

Die Auslenkungsform eines belasteten Stabes, der Querschwingungen aus­
fiihrt, ist jedoch auch fiir den tragheitsfreien Stab keine Gerade, sondern eine 
Parabel 3. Ordnung, entsprechend der elastischen Linie des durch eine Einzellast 
gebogenen Stabes. Man wird deshalb die Frequenz des belasteten und tragen 
Stabes unter der Annahme errechnen, daB die Schwingungsform die des tragheits­
freien Stabes seL 

Als erstes Beispiel betrachten wir den in der Mitte belasteten Balken nach 
Abb. 11/5 b, der beiderseits frei aufliegt. Ist die Auslenkung unter der Last WI' 

so ist die statische Biegelinie, die gleich ist der Schwingungsform des tragheits­
freien Stabes, 

3zl2 -4xB l 
W(X)=Wl Z8 im Bereich 0<x<2· 

Die Formen U und T* fiir den tragen Balken werden unter Voraussetzung der 
genannten Schwingungsform zu 

2U=cw~ 
ll2 ll2 

f 2p.'W9 f 2 T* = mw~ + 2 /1,' w2 ax = mw~ + -------ze-l (3 xl2-4 x3)2ax = 
o 0 

= W~ [m + -!~-mJ, 
wenn iii wieder die verteilte Eigenmasse /1,' l bezeichnet. Daraus folgt als 
Naherungswert fiir das Frequenzquadrat 

co2 = _-----oG=-_ 
17 

m+35"m 
(30.2) 

Man hat in diesem Fall nicht ein Drittel, sondern 17/35, also rund die Halfte, 
der verteilten Masse zur Masse der Last zuzuschlagen. DaB der Zuschlag hier 
groBer sein muB als bei geradem Verlauf der elastischen Linie, iiberlegt man sich 
leicht: Die einzelnen Teilchen des Stabes schwingen iiber die vom Auflager 
nach der Last fiihrende Gerade hinaus, vergroBern daher die kinetische Energie 
und damit T*. 

Dagegen werden wir beim einseitig eingespannten Stab (Abb. 1l/5a) erwarten, 
daB der Zuschlag weniger als ein Drittel der verteilten Masse ausmacht, da die 
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Auslenkungen hinter der Geraden zurUckbleiben. Wir rechnen nach und finden 
wegen 

fiir den Nenner 
l I 

2 T '" - 2 + f ' 2.:1 - 2 + p' W~ f (3 2l _~)2.:1 _ 2 [ ~ -] -mwl P, W IbX -mwl 4Z8 X -;c- IbX-Wl m+ 140 m , 

o 0 
daher 

C 
002 = --""'33~-' 

m+ 140m 
(30.3) 

Der Zuschlag betragt hier 33/140, also rund ein Viertel der Systemmasse. 

Ala Faustregel konnen wir deshalb aussprechen: Um den EinfluB einer ver­
teilten Masse auf die Eigenfrequenz eines mit einer Einzelmasse belasteten 
Schwingers angenahert zu beriicksichtigen, schlagt man der Lastmasse einen 
Bruchteil der verteilten Masse zu. Dieser Bruchteil hangt von der Auslenkungs­
form des Systems abo Schwingt das System etwa nach 
einer Geraden, so fiigt man der Last ein Drittel, ist die '~ 
Auslenkungsform nach der Ruhelage hin konkav, die ¥' 

Halfte, ist sie dorthin konvex, ein Viertel der System- J J 
masse zu (Abb. 30/1). 

Nach Erledigung der Aufgabe, welche urspriinglich die Ein, ~bve!~ecte~:~:a~=~ 
fiihrung des RAYLEIGHSChen Naherungsverfahrens an dieser formen. 
Stelle veranlaBte, namlich die verteilten Massen belasteter 
Systeme angenahert zu beriicksichtigen, behandeln wir noch ein Beispiel fiir kontinuierliche 
Systeme ohne Einzelmassen. Wir werden auf diese Weise einen Anhalt dafiir bekommen, 
wie genau das Verfahren selbst bei groben Annahmen arbeitet. 

Ein iibersichtliches Beispiel bietet wieder die querschwingende Saite (Abb. 30/2). Wir 
wissen schon, daB sie als Ersatzsystem gelten kann fiir den beiderseits festgehaltenen, langs, 
schwingenden Stab und fiir die Schraubenfeder (zylindrische Torsionsfeder). Die Saite habe 
eine konstante Langendichte p' und eine Spannkraft S. 

Die Eigensckwingung8form fiir die Grundschwin, 
gung, deren Frequenz wir suchen, ist - wie hier 
ohne Beweis angefiihrt sei - eine Sinoide 

n z Abb. 30/2. Salte mit stetig verteuter Masse. 
w (z) = w1sin-Z-' (30.4 a) 

Der fiir diese Funktion w(z) gebildete Quotient U (w)/T* (w) mull daher den genauen Wert 
der Schwingzahl Helem. Die potentielle Energie einer ausgelwkten Saite erhilt man 
am einfachsten durch Berechnung der fiir die VerIingerung der Saite notwendigen Arbeit 

z 
U = f S aZ; aZ ist dabei die Differenz der Langen eines Elementes im ausgelenkten 

o 
und im Ruhezustand, aZ=ax' - ax (Abb.30/2). Fiir kleine Neigungen gilt daher mit 
ax' = ax/cos rp und 

1 
--~ 
cosrp 

mit rp=w', sowie unter Vemachlassigung der Veranderung der Spannkraft S 

l 1 l l I 

U = f SaZ= f 8(dx' - ax) = f 8[c~rp -l]ax = ~ f 8rp2dx= ~ f w'2ax. 
o 0 0 0 0 
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Benutzt man (30.4a), S<? kommt 

Die Form T* ist leicht zu bilden: 
l l fJ'! fJ' J n x T* = 2 102dx = 1O~ 2 sin2-l-d~. 

o 0 

Die Integrale von sin2 und cos2 uber eine Halbperiode sind gleich, so daB (29.1) 
2 U_Sn2_S 

COl = 1'* - Ii' za - p,' l2 . 9,8696 (30.4) 

als genauen Wert des Quadrates der Grundschwing­
zahl liefert. 

Wir. bilden ferner Naherungswerte ma auf Grund 
Abb.30/3. Wirkliche Auslenkungsform (b) verschiedener Annahmen iiber die Auslenkungsform 

und AnnAherung (a). 1O(X). Eine erate, sicher recht grobe, Annahme ist 

1O(X) = 2 101 xll fiir 0 <x <l/2 
mit einer symmetrischen Fortsetzung (Abb.30/3). Sie liefert 

l/2 l/2 

U _~2!(2101)Bd _~(2101)2 und T*_L,,!(2101)2 ad _ (2101)2 ,~ 
- 2 lB X - 2 l - 2 .. l2 X X - la fJ 24' 

o 0 

woraus die Naherung folgt 

(30.5) 

Statt des Faktors 9,8696 steht hier der Faktor 12; das macht einen Febler von aller­
dings 2],6%. Bedeutend naher kommen wir dem richtigen Wert fur die Schwingzabl, wenn 
wir statt eines Geradenzuges eine Parabel als Schwingungsform voraussetze'l. Mit 

1O(x) = 4101 x(l- X)/l2 und 1O'(X) = 4101(l- 2 X)/l2 
folgt 

und 

(30.6) 

wird. Hier macht der Febler nur noch 1,32% aus. 
Die Begriindung und den Aushau dieses Verfahrens und weiterer Naherungsverfahren 

mussen wir auf spater verschieben (Bd. TIl). 

31. HersteUung von Ersatzsystemen mit Hille von Energiebetrachtungen. In Ziff. 23 
haben wir zur Berechnung der Drillungsschwingungen einer "abgesetzten" Welle an Stelle 
dieser Welle ein kinetisch gleichwertiges System, ein Er8atzsY8tem, eingefuhrt und in Ziff. 26 
Ersatzg6bilde fiir andere schwingungsfahige Systeme erortert. Die Benutzung der Energie­
ausdriicke erlaubt nun eine allgemeinere Behandlung dieser Aufgabe. Zwei Systeme sind 
namlich kinetisch gleichwertig, wen'l die kinetische Energie T und die potentielle Energie U 
der beiden Systeme den gleichen Wert haben (denn auch die Bewegungsgleichungen Z. B. 
konnen aus den Energieausdrucken hergestellt werden, wie in Band TI im einzelnen dar­
gelegt werden wird). 

Ohne Beschrankung auf die Systeme von einem Freiheitsgrad zeigen wir, wie das Hills­
mittel der Energieausdriicke erlaubt, verwickelt gebaute Systeme auf einfachere, kinetisch 
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gleichwertige zuriickzuftihren. Einleitend behandeln wi! auf dem neuen Weg die in Ziff. 2'l 
schon gelOste Aufgabe, an Stelle einer abgesetzten Welle eine gleichwertige glatte herzu­
stellen. AIle Teile der Welle Abb.23/5a erfahren das gleiche Drillungsmoment D. Die in den 
einzelnen Stiicken mit del] Tragheitsmomenten Jpi bei einer Beanspruchung durch dieses 
Moment aufgespeicherte Formanderungsarbeit ist 

D2~1 D2~l;, 
U=T ~ Ci =2(j~ Jpi· 

Sie solI gleich sein der in einer Bezugswelle mit dem Tragheitsmoment Jp 0 unter EinfluB 
des gleichen Momentes gespeicherten Energie 

D2 l 
U =2(j Jpo . 

Die Lange l dieser Bezugswelle, die wir die reduzierte Lange der urspriinglichen Welle nennen, 
ist desbalb ~ l;, 

lred = Jpo T· 
Pi 

Wie ist weiterhin das in Abb. 31/1a gezeichuete, mit Ubersetzungsgetrieben ver-
sehene System durch ein glattes eo 
(Abb. 31/1 b) gleichwertig zu er- 8, 
setzen ? 07 D, W, 

Die Ubersetzungs \'"erhiiltnisse 
der Getriebe seien Ih =r2/r1 und 1, 
!!2=r4/ra, so daB l% 

1 

und 
Wa W 1 

W 4 = e;= !!1!!2 

wird; dagegen lauten die Dril­
lungsmomente 

D2 = !!1D!> Da = D2 
und 

a 

8f 

1----1;-

b 
Abb.31/1. Welle mit "Obersetzungsgetrieben und das Ersatzsystem. 

Wir wahlen das erste Wellenstiick als Bezugswelle, JpO =Jp1 , und miissen deshalb 
fordem, daB 

1. fiir eine gegebene Winkelgeschwindigkeit W1 dieses Wellenstiicks die kinetische Energie 
einer jeden Drehmasse des Ersatzsystems gleich ist der kinetischen Energie der entsprechen­
den Drehmasse im urspriinglichen System, 

2. bei Anwendung eines Drillungsmomentes D1 im eraten Wellenstiick die Formande­
rungsarbeit in den Wellenstiicken des Ersatzsystems gleich ist der Formanderungsarbeit 
in den Wellenstiicken des urspriinglichen Systems. 

Mit Benutzung der Bezeichnungen der Abb. 31/1 folgen daher erstens fiir die Dreh­
massen die Beziehungen 

und zweitens wegen 
DPi Dth 
GJp1 = GJpi 
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unter Beachtung des jeweiligen "UbersetzungsverhaItnisses fur die Langen 

l ' 1 l' Jp1 1 2 1=1 2=r2!h 
P2 

e) Schwinger mit besonderen Eigenschaften. 
32. Einrichtungen der MeBgeriite fiir mechanische Schwingungen; Schwinger kleiner 

Frequenz. Wenn auch die Messung einer Schwingung das Vorhandensein einer erzwingenden 
periodischen Kraft voraussetzt, so daB die eingehende Behandlung 
der MeBmethoden erst in dem Abschnitt uber erzwungene Schwin­
gungen erfolgen wird, so kOnnen wir doch die wesentlichen Ein­
richtungen der MeBgerate selbst hier schon erortem. Sowohl fiir 
physikalische (insbesondere seismische) wie fiir technische Messungen 

Tn benotigt man Systeme, die in einer vorgegebenen Richtung - meist 
in der Horizontalen oder Vertikalen - Schwingungen mit langen 
Perioden ausfuhren. Wie kann man solche groBen Perioden (oder 
kleinen Frequenzen) erreichen? 

ex) Pendel mit geneigter Achse. Soll ein Punktpendel (mathe­
matisches Pendell langsam schwingen, so muB es sehr lang sein. 
Fur T = 10 s wird z. B. l""=i '.l5 m. "Ublicherweise schwingt ein Pendel 
urn eine waagerechte Achse, seine Ruckfiihrkraft ist m g sin q; ""=i 
m g q;, seine "Federzahl" daher mg. Wird die Achse lotrecht ge­
stellt, so tritt iiberhaupt keine Riickfiibrkraft auf. Die Federzahl 
eines Pendels mit geneigter Achse muB daher Werte zwischen 0 
und mg annehmen. 

~J}o-?b 
Abb. 32/1. Pendel 

mit geneigter Achse. Der Neigungswinkel der Achse a gegen die Lotrechte sei v 
(Abb.32/1). Die in der Ruhelage in Richtung der Stange wirkende 

Kraft ist dann m g sin v. Bei einer Auslenkung urn den Winkel q; in der zur Achse senk­
rechten Ebene tritt daher als Riickfuhrkraft R = m g sin v sinq; ""=i (mg sin v) q; auf, und 

c c 

Abb.32/2. 

die Eigenfrequenz rechnet sich aus 

• g. 
w-=T smv . (32.1) 

Durch Wahl von v hat man es in der Hand, die Frequenz beliebig 
klein zu machen. 

(J) Labilitatspendei. Eine andere, fur Seismographen hiiufig 
benutzte Anordnung zeigt Abb. 32/2. Sie besteht aus einem Pendel­
korper, dessen Schwerpullkt S im Abstand a iiber dem Unter­
stiitzungspunkt 0 liegt. Das Pendel wird von zwei Fedem gehalten, 
die im Abstand d iiber dem Drehpunkt angreilen. Die Bewegungen 
des Systems sind Drehungen urn O. Bei einer kleinen Auslenkung q; 
kommen folgende Momente ins Spiel: 
ruckfiibrend F = 2 c x d = 2 C dB q;, auslenkend E = m g a q; . 

Labilitlitspendel. Das auslenkende Moment der Schwerkriifte schwacht das ruck­
fiibrende der .Fedel'kriifte, so daB R = F - E = [2 C dB - m g a] q; 

bleibt. 1st k der Tragheitsarm des Pendelkorpers fiir die Schwerachse, so lautet die Be­
wegungsgleichung 

und daher das Quadrat der Eigenfrequenz 
2cdB-mga 

w2 = m (k2 + a2) (32.2) 
Durch geeignete Wahl der Fedem kann das Riickstellmoment und damit auch die Frequenz 
belie big klein gemacht werden. Mit 2 c dB = m g a wird sowohl R wie w2 zu Null; das Pendel 
ist dann im indifferenten Gleichgewicht. Bei weiterer Verringerung der Federstarke wird 
das Gleichgewicht Iabii. 

y) 1m SCHLIOKschen Pallographen (Abb.32/3) ist das schwingende System vom kine­
matischen Standpunkt aus eine sog. Kurbelschwinge [1], deren Hmsen H, H iiberdies in 
gewissen Grenzen gehoben oder gesenkt werden konnen, so daB die Entfemung AH = 1 



Ziff.32. Einrichtungen der MeBgerate fiir mechanische Schwingungen. 81 

verandert werden kann. Am Ende der Lenkerstange HBO sitzt der Pendelkorper; er hat 
die Masse m. Um die Frequenz seiner kleinen Schwingungen zu ermitteln, benotigt man 
nach (16.6b) den Kriimmungsradius e seiner Bahn (d. i. der Bahn des Punktes 0) an der 
Gleichgewichtsstelle. Man findet ihn zu 

IR(Z-R+WI 
e= (Z_R)2_Rb' (32.3) 

Die Herleitung ist weiter unten an­
gegeben. Mit (32.3)wird dasFrequenz­
quadrat nach (16.6b) zu 

• g I (Z- R)2 - Rbi 
or = e = g -R (l _ R + b)2- . (32.4) 

Dieser Wert wird Null, wenn 
(l-R)2=Rb 

oder die einstellbare Entfernung 

... 
Ii'" 

8 

Aft 

JI .. t-/I /I 

8 
m 

C-----C 

~ 
1 = R + V R b (32.5) Abb. 32/3. SCHLIOKscher Pallograph. 

gemacht wird. 
Da das Ergebnis (32.3) von den bisher veroffentlichten Losungen [2, 3] abweicht, solI 

die Herleitung ausfiihrlich, und zwar auf zwei methodisch wesentlich verschiedenen Wegen 
gegeben werden. Zunachst ermitteln wir e auf dem analyti8chen Weg. Die Bahn von 0 
habe die Gleichung y(x). Dann ist der Kriimmungsradius e gegeben durch 

e = I V(1 ~,Y'2)31. (32.6) 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 32/3 lautet die Gleichung der Bahnkurve in Parameterform 

x = R sin If' + b sin 'P; y = R cos If' - b cos 'P . 

Zwischen den Winkeln If' und 'P besteht die Beziehung 
Z-Rcoslf' 

ctg'P = . -
Rsmlf' 

Die erste Ableitung dyjdx wird daher zu 

wobei 

R · + b' d'P 
, dy dy/dlf' - smlf' sm'Pa:q; 

y "" dx = d x/d rp = R cos rp + b cos 'P ~ 
drp 

d", - W + lRcosqJ 
a:q; = Z2 + R2 - 2Tif cos rp 

ist. Fiir die zweite Ableitung kaun man schreiben 

,, __ d y' _ ~-u:./d~ 
y = ax - ax/dqJ . 

(32.7a) 

(32.7b) 

(32.8) 

Diesen Ausdruck benotigen wir nicht fiir den ganzen Bereich des Argumentes qJ, sondern 
nur fiir die Stelle rp = O. Dadurch vereinfacht sich die Rechnung. Kiirzen wir (wie oben 
angedeutet) Zahler und Nenner im Ausdmck (32.7a) mit Z(qo) und N(rp) ab, so schreibt 
sich, wenn die Punkte iiber Z und N Ableitungen nach rp bedeuten, 

dy' N Z-ZN 
d~=-N2--

An der Stelle rp = 0 wird 

und 

(::t=o= Z!R' (Z)tp=o=O und damit (y")'I'=O=(;2t=o; (32.9) 

auch (32.6) vereinfacht sich zu 

(e)tp=o = (:" )'1'=0 = (:2t=0' (32.10) 

K/otter, SchwingungsJebre 1. 6 
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Aus dieser letzten Form erhalt lllan 

1 
R (1- R + b)2 1 

(e)tp=o= Rb- (1-R)2 ' 

wie in (32.3) angegeben. 
Auf reiT). kinelllatische Betrachtungen geht die folgende zweite Herleitung des Aus­

druckes (32.3) zuriick. Nach delll Verfahren von W. HARTMANN [4] kann lllan den Kriilll­

i 
i~ 

~I 
Abb. 32/4. Ermittlung des 

Kriimmungsradius. 

lllungSlllittelpunkt unter Benutzung der PolwechseIgeschwindig­
keit IJ.o erhalten. Der DrehpoI [J fant in unserelll Beispiel lllit 
delll Drehpunkt H der Riilsen ZUS8llllllen; die Richtung der 
PolwechseIgeschwindigkeit ist von vornherein bekannt, sie ist 
die Senkrechte zu [J BO. Die beziiglichen Gleichungen lauten 
in unserelll Fall (Abb. 32/4) 

und 

also 

V.o [JM 
va = OM = e 

1-R+b 
1-R 

V.o 1 (1- R) 
vo = R (1- R + b) . 

Aua (32.11 a) und (32.11 b) folgt 

wie in (32.3). 

_ I R (1- R + b )21 
e-I (1-R)2-Rb 

(32.11a) 

(32.11 b) 

15) Pendel mit gekropfter Stange. Die Bewegungsrichtung der drei vorangehenden 
Schwinger lag horizontal. Wir betrachten nun noch die verlikal schwingenden Systeme 
der Abb. 32/5 und 32/6. Nach den tlberlegungen und RegeIn von Ziff. 24{J und 29 lautet 
die Bewegungsgleichuog von Abb.32/5 unter Beriicksichtigung aller Kraftglieder 

mb2 ;; + e(L - Lo)a + ea2 q; - mg/) = 0; 

0' 

B o A 

a 
~-------b'--------~ 
Abb. 32/5. Pendel mit Feder. Abb.32/6. Pendel mit Feder an 

tiefliegendem Angriffspunkt. 

a ----- -----T---

Abb.32/7. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

WiIikelhebel. 

sie vereinfacht sich wegen e (L - Lo) a - m g b = 0 und liefert das Frequenzquadrat 

0)2= ~ (~r. 
Durch Verkleinerung von alb kann man die Frequenz erniedrigen; jedoch nicht unbe­
schriinkt, da bei gegebenem m die Beanspruchuog der Feder F = m g b/a lllit b/a wachst 
und einen vorgegebenen Wert nicht iibersteigen darf. Um sehr kleine Frequenzen zu er­
reichen, muB man den Angriffspunkt A, iler Feder unter die Achse 0 Blegen, dadurch, daB 
man die Feder z. B. an einer Krop£ung der Stange OB (Abb. 32/6) oder an einem Winkel­
hebel (Abb.32/7a) angreifen laLlt. 

Im statischen Gleichgewicht ist die Feder von der Lange Lo des ungespannten Zustandes 
auf L ausgereckt; mit OA =8 und <}: BOA ={J ist der Rebelerm der Federkraft a=8 cos p. 
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Mit horizontalem Arm 0 B = b lautet die statische Gleichgewichtsbedingung 
c (L - Lo) a cos fJ = m g b • 

83 

(32.12) 
Bei einem kleinen Ausschlag fP um 0 macht del' Federendpunkt A den Weg :& = a fP; 

die Verlii.ngerung del' Feder wird L - Ln + a fP cos {J, del' Hebelarm del' Federkraft ist 
z = a - a fP sin {J = 8 [cos {J - fP sin fJ] (Abb. 32/7 b). Damit wird die Bewegungsgleichung zu 

mb2 9i +c [L - Lo + acpcosfl] [scosfJ - acpsin,8] - mgb = o. (32.13a) 
Nach BerUcksichtigung dar statischen Gl. (32.12) und unter Vemachlii.ssigung del' kleinen 
GrOJlen 2. Ordnung (mit dem Faktor q;2) ergibt sich 

m b29i + cacp [a cos2 {J - (L - Lo) sin{J] = O. (32.13b) 
Die Frequenz folgt daher aus 

a c s[scos2 {J- (L-Lo)sin{J] (32.14) m=m b2 • 

1m Zahler dieses Ausdruckes steht nun wieder eine Differenz, und wir haben es durch Wahl 
geeigneter A bmessungen in del' Hand, die Frequenz beliebig klein zu machen. 1m Grenzfall 
m ~ 0 hat man cos2 {Jo L - Lo 

sinfJo = --s-

oder wegen del' statischen Gleichgewichtsbedingung (32.12) 
cos8 fJo mgb 
sin fJo = ~ • (32.15) 

FUr den Wert {J=fJo' del' del' Gl. (32.15) geniigt, befindet BiBb das System im indifferenten 
Gleichgewicht; flir Werte {J, die etwas kleiner sind als (Jo' ist das Gleichgewicht stabil, die 
Riickfiihrkraft und die Frequenz, sind jedoch noch klein. 

e) Ein Schwinger mit beliebig einstellbarer Bewegungs. 
richtung ist del' GEIGERSChe Vibrograph (Abb. 32/8). Er be· 
steht aus einem um die Achse 0 drehbaren Pendelkorper K, 
derdurch eine Spiralfeder F in einer (einstellbaren) Lage 
gehalten wird. In del' Abbildung schlieJlt die Symmetrie­
achse 0 S des Pendelkorpers mit del' Lotrechten den Winkel 
fJ ein. Bewegungsrichtung ist die Senkrechte zu as. Wird 
,8= 0, so liegt die Bewegungsrichtung horizontal, flir fJ = n/2 
verlikal. 

Die Feder ist auch in del' Glf ichgewichtslage schon urn 
einen Winkel Ot aus del' unverzerrten Lage ausgelenkt. Ihre 
Federzabl ist c=EJ/L (Ziff. 24). Die Gleichgewichtslage 
bestimmt sich durch die Momentengleichung (mit a=OS) 

ca.-mgssin,8=O. (32.16) 

Abb.32/8. 
GEIGERSCher Vibrograph. 

Nach einer Auslenkung aus del' Gleichgewichtslage um den Winkel fP ergibt sich ein rUck­
fiihrendes }loment 

R = c (a. + cp) - mgasin({J - cpl. 
FUr kleine Ausschlage cp ist diesel' Ausdruck angenahel't gleich 

R = c(a. + cp) - mga (sinfJ - cpcosfJ); 
wegen del' Bedingung (32.16) vereinfacht er sich zu 

R = (c + mgacosfJ) cpo 
Daher lautet die Bewegung@gleichung, wenn (3 = m (le2 + a2) das Tragheitsmoment des 
Pendelkorpers fiir die Drehachse bezeichnet, 

(3~ + (mgscosfJ + c)fP = 0 
und das Quadrat del' Eigenfrequenz 

(32.17) 

2 sgcos{J c 
m = lea + a2 + e' (32.18a) 

Mit Benutzung del' Abkiirzung l'=(le2 +sB)/a (reduzierte Pendellii.nge) kann man dafur 
auch schreiben 

2_(gCOSfJ ~] 
m- l' +(3' (32.18b) 

6* 
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B. Freie, gediimpfte Schwingnnp:fln des einfachen Schwingers 
mit gerader Kennlinie. 

33. WiderstaDdskrifte und DiHerentialgleichungen der Bewegung. Zu Anfang 
unserer Untersuchungen iiber die Kinetik der Schwinger (Ziff. ll) hatten wir 
die .Art der in die Betrachtung einzubeziehenden Krafte schrittweise ein­
geschrankt, bis zuletzt nur noch Tragheitskrafte und vom Ausschlag abhangige 
innere Krafte iibrigblieben. Durch das Wechselspiel zwischen diesen beiden 
.Arten von Kraften ist die freie, ungedampfte Schwingung bestimmt. 1m Hin­
blick auf die Energie ist eine solche Bewegung konservativ. Wir gehen nun 
einen Schritt zuriick und lassen neben den Tragheitskraften und den vom Aus­
schlag abhangigen inneren Kraften J1 (q) auch solche innere Krafte wieder zu, 
die von der Geschwindigkeit herriihren; in Ziff. II waren sie mit ~ @ bezeichnet 
worden. Wir setzen sogleich voraus, daB diese Krafte in der Bahnrichtung 
liegen, und zwar sollen sie der Bewegung entgegen gerichtet sein. Solche Krafte 
hellien Reibungs-, Widerstands- oder Damp!ungskrafte. In den Formeln haben 
sie also stets das entgegengesetzte Zeichen wie die Geschwindigkeit. 

In allen jenen Fallen, in denen die Widerstandskraft einer ungeraden Potenz 
der Geschwindigkeit proportional ist, 

J2@=-b q2n+l, (n=0,1,2, ... ) (33.1) 

eriibrigt sich in den Formeln eine besondere Festsetzung iiber das Vorzeichen, 
da bei einer Umkehr des Zeichens von q auch J2 in (33.1) das Zeichen wechselt. 
Anders verhalt es sich mit den einer geraden Potenz von q proportionalen Kraften. 
In der Gleichung 

J2 @ = _bq2n (n = 0, 1,2 ... ) 

wiirde sich Jz nicht andern, wenn q das Zeichen umkehrt. Man muB deshalb 
noch den Faktor (sgn q) anbringen, der die gewiinschte Umkehr hervorruft: 

~@=-(sgnq)bq2n (n=0,1,2, .. ). (33.2) 

Der Faktor sgn q heiBt signum (Zeichen) von q und hat den Wert + I, wenn 

Abb. 33/1. Dllmpfungscharakteristiken. 

q > 0, den Wert -I, wenn q < 0 ist. 
Das Diagramm, das die Abhangig­

keit der Widerstandskrafte W = ....: J2 @ 
von der Geschwindigkeit q angibt, kann 
man [in Analogie zur Federcharakte-
ristik R (q) = - J1 (q)] als Damp!ungs­
charakteristik bezeichnen. Eine solche 

rj Dampfungscharakteristik kann im all­
gemeinen einen irgendwie gearteten Ver­
lauf zeigen. Wir besclUanken uns hier 
jedoch auf die Untersuchung dreier ty­
pischer FaIle: 0) Die Dampfungskraft 
hat festen Betrag, I) sie ist der Ge­
schwindigkeit proportional, 2) sie ist dem 
Quadrat des Betrages der Geschwindig-

keit proportional (Kurven 0, 1, 2 der Abb. 33/1). Abhangigkeiten von hiiheren oder 
nicht ganzzahligen Potenzen pflegt man in der Regel nicht zu betrachten, da 
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die aus Messungen gefundenen Werte fUr die Dampfungskrafte in genugend 
genauer Weise durch eine Kurve vom Typ 0,1 oder 2 angenahert werden konnen 
(s. jedoch auch Abschnitt Dc, Ziff. 59 und 62). Konstanter Betrag wird den 
Reibungskraften in der COULoMBschen Theorie der Reibung fester Korper 
zugeschrieben. Bei langsamen Bewegungen von Korpern in Flussigkeiten und 
Gasen oder langsamem Stromen dieser Mittel durch Rohre und Kanale (Ol­
und Luftbremsen) und bei Bewegungen elektrischer Leiter in magnetischen 
Feldern (Wirbelstrombremsen) ist der Widerstand angenahert proportional der 
ersten Potenz der Geschwindigkeit, bei raschen Bewegungen von Flussigkeiten 
in Rohren (oder von festen Korpern in Flussigkeiten) wachsen die Widerstands­
krafte etwa mit dem Quadrat der Geschwindigkeit. Entsprechend den Haupt­
vorkommen der einzelnen Reibungskrafte spricht man im ersten FaIle auch 
von trockener Reibung (fester Korper), im zweiten von Flussigkeitsreibung. 
Der Sprachgebrauch ist iibrigens nicht ganz einheitlich. Oft bezeichnet man 
mit Reibungskraft nur eine Kraft COULoMBscher Art (die unabhangig ist von 
der Geschwindigkeit) und nennt die der ersten Potenz der Geschwindigkeit 
proportionalen Krafte Dampfungskrafte. Wir wollen diese Unterscheidung 
nicht ubernehmen, sondern die Bezeichnungen nebeneinander gebrauchen. 

Fur die einer geradenPotenz der Geschwindigkeit proportionalen Widerstands­
krafte wird die Charakteristik links und rechts vom Ursprung durch verschiedene 
Gleichungen beschrieben, 

und deshalb hat auch die a ~ ~----I!E=:tht==}--~~ 
Bewegungsgleichung fUr '\; I Iii 
HingangundRiickgangje b~' ~ a 
weils eine andere Gestalt. 
Eine Form der Gleichung c 
beschreibt die Bewegung 
nur abschnittsweise. 

Abb. 33/2. Parallelschaltung von Feder und DAmpier. 

Nimmt man die in (11.2) mit dem negativen Zeichen auf der rechten Seite 
der Gleichung stehenden Widerstandskrafte mit dem positiven Zeichen nach 
links, so lauten die Bewegungsgleichungen der Schwinger mit linearer Feder­
charakteristik hei Anwesenheit einer von der nulIten, ersten oder zweiten Potenz 
der Geschwindigkeit abhangigen Widerstandskraft 

aij + (sgnq) bo + cq = 0, 

aij + bIg + cq = 0, 

a ij + (sgn q) b2 rei + c q = O. 

(33.3 a) 

(33.3b) 

(33.3 c) 

Diese Gleichungen beschreiben freie, gediimpfte Bewegungen einfacher Schwinger. 

Die Addition der Federkrafte und Widerstandskrafte in der Bewegungsgleichung setzt 
voraus, daB beide gemeinsam die Tragheitskraft ins GIeichgewicht setzen; beide Krafte 
miissen also unmittelbar an der b 
Masse angreifen, d. h. Feder und ~ c i l ~ 
Dampfer miissen parallel, nicht in ~ 
Reihe geschaltet sein. In Abb.33/2a Abb.33/3. Reihenschaltung von Feder und DAmpier. 
und b sind die beiden moglichen 
gleichwertigen Anordnungen (Parallelschaltung) schematisch gezeigt. Eine Anordnung 
nach Abb. 33/3 (Reihenschaltung) wiirde dagegen durch die GIn. (33.3) nicht erfaBt 
werden; dieses System hat vielmehr zwei Freiheitsgrade. 
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34. Dampfungskraft mit festem Betrag. Die Bewegungsgleichung lautet 

aq + (sgnq) bo + cq = O. (34.1 a) 

Dabei ist sgn q = + 1 falls q > 0 und sgn q = -I falls q < 0 ist. Nach Division 
durch a erhalt man mit den Abkiirzungen 

~ = w2 und ~ = s w 2 
a a (34.2) 

die Bewegungsgleichung 
q + w2 [q + (sgn q) s] = o. (34.1 b) 

s ist eine HilfsgroBe von der Dimension einer Lange; sie ist ein MaB fiir die 
Reibungskraft (und zwar gibt sie wegen bo = cs den groBten Ausschlag an, bei 
dem die Reibungskraft die Ruckstellkraft noch ins Gleichgewicht setzen kann). 
Nimmt man die Koordinatentransformation ~ = q + (sgnq)s vor, so bleibt 
einfach 

(34.3) 

analog (12.2) mit der Losung ~ = A cos(w t + oc); also lautet die Dauergleichung 

q = -(sgn q) s + A cos(w t + oc). (34.4) 

Die sich einstellende Bewegung kann somit entstanden gedacht werden durch 
eine Zusammenfugung von harmonischen Halbschwingungen, die die Frequenz 
der entsprechenden ungedampften Bewegung haben. Die Schwingungen ver­
laufen aber (im q-t-Diagramm) nicht um die Zeitachse, sondern wechseln ihre 

'T Bezugsachse. Die Halbschwingun­

Abb. J14/1. Schwingung mit Dampfungskraft festen 
, Betrages; qo = 8,58, Vo = O. 

gen mit negativer Geschwindigkeit 
haben die Gerade q= +s, die mit 
positiver Geschwindigkeit verlaufen­
den die Gerade q = -s zur Achse. 

Beginnt die Bewegung wie imBei­
spiel der Abb. 34jl mit einem posi­
tiven Ausschlag qo > s und der Ge­
schwindigkeit Null, so ist in (34.4) 
oc = 0, und das Bewegungsgesetz 
lautet, weil zunachst eine negative 

Geschwindigkeit auf tritt, q = + s + A1 cos w t; die Amplitude A1 bestimmt sich 
aus qo = s + A1 zu A1 = qo-s, so daB die erste Halbwelle die Gleichung besitzt 

q=s+(qo-s)coswt. (34.4a) 

Der Schwinger verliert nach der Zeit Tj2 = njw seine Geschwindigkeit. Der 
dann erreichte Ausschlag ist q1 = 2 s - qo = - (qo - 2 s). Von nun ab gilt das 
neue Bewegungsgesetz q = - s + A2 cos w t. Zur Bestimmung von A2 dient 
die neue "Anfangsbedingung" (fiir t = njw) q1 = -(qo-2 s); sie liefert aus 
-qo + 2s = q1 = -s-A2 die Amplitude A2 = qo-3s und damit als Gleichung 
der zweiten Halbwelle (fUr njw "S t "S 2 njw) 

q =-s + (qo-3s) coswt. (34.4 b) 

Die Amplituden aufeinanderfolgender Halbwellen fallen daher in arithmeti­
scher Folge: An + 1 = An - 2 s. 2s ist das Dekrement der Schwingung. 

Gerat der U mkehrpunkt einmal in den Streifen - s "S q "S 8, so setzt sich 
der Schwinger nicht wieder in Bewegung; denn aus (34.1 b) geht hervor, daB 
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die Riickstellkraft von da ab nicht mehr ausreicht, die Reibung zu iiberwinden. 
Diese hat dann natiirlich nicht mehr ihren maximalen Betrag W 28 (Gleitreibung), 
sondern ist als Haftreibung eine am Punktk6rper angreifende Reaktionskraft, 
die der eingepragten Kraft cq Gleichgewicht halt. 

Ein Korper, der seine Bewegung mit dem Ausschlag q = qo ohne Geschwindig­
keit beginnt, weist folgende Reihe der Amplituden der Halbschwingungen 
(urn wechselnde Bezugsachsen) auf: 

qo-8, qa-38, ... qo-(2u-1) 8 ... 

Er macht so viele Halbschwingungen, wie gauze Zahlen in 

(qo + 8)/28 (34.5) 

enthalten sind. In dem Beispiel der Abb.34/1 ist qo = 8,58; der Schwinger 
fiihrt daher vier Halbschwingungen aus. 

1st die Anfangsgeschwindigkeit Vo von Null verschieden, so bestimmt sich 
die erste Amplitude Al und der Phasenwinkel IX aus den beiden Gleichungen 

qo = -(sgnq) 8 + Al cos IX und Vo =-wAI sin IX 
zu 

und 

Die Bewegung bis zum ersten Umkehrpunkt verlauft nach der Gleichung 

q = -(sgn q) 8 + Al cos (w t + IX) (34.6b) 

und von da ab weiter wie oben beschrieben. Die Abszisse tl des ersten Umkehr­
punktes folgt aus sin (w tl + IX) = 0 zu tl = (n-IX)/w. 

Beispiel. Ein einfacher Schwinger 
besteht aus einem PunktkOrper mit 
der Masse a und aus einer Feder, die 
eine gerade Kennlinie mit der Stei­
gung c aufweist; er erfahre ferner 
Reibungskrafte, die einen festen Be­
trag bo haben, fiir den 8 = bole ein 
MaB ist. Zur Zeit t = 0 ist ein 
Ausschlag qo = 5 8 vorhanden, die 
Anfangsgeschwindigkeit betragt Vo = 
- 48 vela. Nach welcher Zeit tl kehrt 
der Schwinger seine Bewegung zum 
ersten Male um, nach welcher Zeit t2 
und wo kommt er dauernd zur Ruhe? 

J$ 

!~ __ ;r_~_--/,---+--""-,, 
W I W 
--~----l------- --

I 

Abb. 34/2. Schwingung mit Dllmpfungskraft festen 
Betrages; q. = 5 B, V. = - 4 B w. 

t 

Die Bewegung bis zum ersten Umkehrpunkt erfolgt nach (34.6b). Amplitude und Phasen-
48 

winkel ergeben sich aus (34.6a). Fiir unser Beispiel (Abb.34/2) ist tg et. = -5 -- = + 1, 8-8 
. n-nj4 3n 

also et.=n/4 unn A1 =8V 16+16 =5,668. Daher 1st t1 = =-4' w w 
Die Gesamtzahl der Halbschwingungen, aus denen sich die Bewegung zusammensetzt, 

ist (einschlieBIich der ersten unvollstandigen Halbschwingung) gegeben durch die groBte 
ganze Zahl, die in (AI + 28)/2 8 = 7,66/2 enthalten ist, also 3; denn sie ist ebenso groB, als 
ob die Bewegung mit dem Ausschlag Al + 8 und der Anfangsgeschwindigkeit Vo = 0 begonnen 
hatte. Die Gesamtdauer der Bewegung betragt t2 = tl + 2 T/2 = 2,75 n/w. Der erste Umkehr­
punkt liegt (wegen der negativen Anfangsgeschwindigkeit) auf der negativen Seite im 
Abstand ql = - (AI - 8) = - 4,668, daher der dritte im Abstand q3 = q1 + 2 . 28= - 0,668. 
Dort kommt die Schwingung zum Stehen. 
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35. Der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportionale Diimpfungskraft. 
In diesem Fall beschreibt die Differentialgleichung 

aq + bIg + cq = 0 (35.1) 

den Verlauf der gesamten Bewegung. Der Koeffizient bi der Geschwindigkeit q 
heiBt der Diimpfungsfaktor. 

Die Differentialgleichung ist wie die der ungedampften Bewegung; aq + 
c q = 0, eine gewohnliche lineare, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. Nach (13.1) baut sich ihre Losung auf aus Funk­
tionen (partikularen Integralen) von der Form 

q = Aheht, (35.2) 

wobei h die Wurzeln der algebraischen Gleichung zweiten Grades 

a h2 + bi h + c = 0 

sind. Dividieren wir noch durch a, so lautet die charakteristische Gleichung 

h2 + ~h + ~ = O. (35.3) a a 

Die Koeffizientenverhaltnisse kurzen wir durch 

cia = (02 und bi/a = 2 A. 

ab; sowohl (0 wie A. haben die Dimension T-I. A. nennen wir das DiimpfungsmafJ. 
(0 ist die Kreisfrequenz jener harmonischen Schwingung, die sich ohne Damp­
fungskraft einstellen wiirde; sie gibt ein MaB fur die Ruckstellkraft. Die Gl. 
(35.3) hat die beiden Wurzeln 

hI ,2 = -A. =j= V A.2 - (02. 

Zu jeder von ihnen gehort ein partikulares Integral der Differentialgleichung 
(35.1) in der Form (35.2). Aus den beiden Partikularintegralen konnen wir 
mit zwei Konstanten Al und A2 die allgemeine Losung aufbauen: 

q = qi + q2 = Al eh,t + A2 eh•t = e-;.t [AI e- y;.'- w' t + A2 e+ Y;"- w' t]. (35.4) 

In den Radikanden steht eine Differenz. Es bedeutet fiir die Losung einen 
wesentlichen Unterschied, ob diese Differenz positiv oder negativ, die Dampfungs­
kraft "stark" oder "schwach" ist. Als MaB fiir die relative Starke der Dampfungs­
kraft (im Vergleich zu den ubrigen Kraften am System) betrachten wir den 
dimensionslosen Quotienten, die Diimpfungszahl 

<5 - ~ - _b_1 _ (35.5) 
- (Q - 2vac' 

cx.) Schwache Dampfung. Wenn die Dampfungszahl <5 kleiner ist als 
Eins, <5 < 1, so sind die Radikanden A.2 - (02 negativ, die Wurzeln daher imaginar. 
Setzen wir 

VA.2 _(02=iv, (35.6a) 

so bedeutet v eine reelle Zahl, und die Losung (35.4) erhalt die Gestalt 

q = e-;.t [AI e- ivt + A 2 e+ivt]. (35.7a) 

Mit Hille der Beziehung (MOIVREsche Formel) 

ei • t = cos v t + i sin v t (35.Sa) 
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kann sie auf die Form 

(35.7b) 
oder 

q = e- At 0 cos (v t + 8) (35.7 c) 

gebracht werden. Die neuen Konstanten Bl und B2 gehen aus den alten, Al und 
A 2, nach den Gleichungen Bl = Al + A2 und B2 = i (A2-A1) hervor; ferner 
sind 0 und 8 mit Bl und B2 durch 0 = V Bi + B~ und tg 8 = - B2/ Bl ver­
bunden. (35.7b) oder (35.7c) zeigt die reelle Gestalt der Losung; sowohl Bl 
und B2 wie 0 und 8 sind reelle GroBen, wahrend die Al und A2 komplex sein 
muBten, um ein reelles q zu liefern. Die Konstanten werden - wie stets -
durch die Anfangsbedingungen bestimmt. So gehen z. B. B1, B2 und 0, 8 aus den 
zur Zeit t = 0 vorgegebenen Werten % und Vo hervor nach 

und 

0= Vq~+ (V~~2Aqo)2, -8=arctg( ~ + pV;J. 

Die Gl. (35.7c) ist die Dauergleichung der Bewegung; sie laBt deren Verlauf 
leicht erkennen: Ware nur der letzte Faktor vorhanden, so erhielten wir eine 
harmonische Schwingung der Amplitude Eins, die mit der Kreisfrequenz v 
verliefe (Kurve 1 der Abb. 35/1): c 
wegen (35.6a) ist v = v'W2 _i1.2, 

also kleiner als w, sobald eine 
Dampfungskraft vorhanden ist. 
Der Faktor 0 bewirkt eine ahn­
liche VergroBerung der Ausschlage, 
der Faktor e- J.t, daB die Ampli- r 0t-----lt--,;-----J-~tJ---',,::::::::r:::::::;~===B=:__r 
tuden der Schwingung nicht gleich I{ 

groB bleiben, sondern nach einem 
Exponentialgesetz abnehmen 

(Kurve 2 der Abb. 35/1);.A. heiBt die -1 

Abklingkonstante. Den resultieren-
den Bewegungsablauf zeigt die 
Kurve 3 der Abb. 35/1. 

Abb. 35/1. Schwingung mit geschwindigkeits­
proportionaier Dlimpfungskraft; 11< 1. 

Aus den Eigenschaften der Kosinus-Linie 1 folgt, daB auch fiir die q-t­
Linie 3 die Zeiten zwischen zwei Nulldurchgangen sowohl wie jene zwischen 
zwei Beriihrungspunkten mit der Exponentialkurve 2 gleich, und zwar jeweils 
n/v = T'/2 sind, wahrend Nulldurchgange und Beriihrungspunkte um T'/4 
auseinander liegen. Aber auch die Extrema haben den Abstand n/v. Dies folgt 
aus der Bedingungsgleichung q = 0, also 

Oe-.lt [.A. cos(vt + 8) + v sin(vt + 8)J = 0 
oder 

tg(vt + 8) = -Ajv, 
weil die Funktion Tangens die Periode n hat. Extrema und Beriihrungspunkte 
fallen jedoch nicht zusammen, sondern liegen um 

, 1 A 
t = tB-tE = -varctgv-
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auseinander. FUr kleine Werte A. ist angenahert 

I ;. J. bl 
t ~-;a~ Wi =20· 

Dem in Abb.35/1 angegebenen Beispielliegen die folgenden Werte zugrunde: 

II = ; Is, ~ = 0,268, w = 1,18/s. 

Wir erhalten dahel' einen Nullpunktsabstand PI/2 = 3 s und eine Differenz zwischen 
Extrema und Beriihrungspunkten von t' = 0,28 s. 

Die Betrage aufeinanderfolgender Maximalausschlage nehmen wegen des 
Faktors e- At abo Welches Gesetz befolgen sie dabeH 

1st 
qk = 0 e- At, cos (v tl + 8) 

ein Maximalausschlag, so ist der nachste 

qk + 1 = 0 e- A(t, + P'/2) cos [v (tl + T'/2) + 8] = - 0 e- A(t,+P'/2) COS(vtl + 8), 

da v T'/2 = 1t ist. Daraus folgt, daB 
P' An 

~=eA2 =eP =const 
Iqk+11 

ist: Das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Maximalausschlage ist kon. 
stant; die Maximalausschlage nehmen in geometrischer Folge ab (ihre Logarithmen 
deshalb in arithmetischer). Den natiirlichen Logarithmus des Quotienten 

-I 1 qk 1 1 ' die konstante (von der Ausschlagweite und der Ordnungszahl k unab· 
qk+l 

hangige) GroBe 

D=~1t=ln~ 
II Iqk+11 

nennt man das logaritkmische Dekrement der gedampften Schwingung. Driicken 
wir D durch (l aus, so folgt 

D = -A _:n: = 1t ---==.1.== 
II ywB _ AS (35.9a) 

und deshalb umgekehrt 
(l= D 

Y:n:. + DlI' 
(35.9b) 

wofiir sich bei sehr kleinen Dekrementen D angenahert schreiben la13t 

(l~- 1--- ~-. D[ DB] D 
:n: 2:n:2 :n: 

In der Abb.35/1 sind vier Halbschwingungen aufgezeichnet. Das bedeutet jedoch nicht, 
daB die Bewegung dann zur Ruhe gekommen ist. Die Amplituden gehen (bei Abwesenheit 
von Dampfungskrii.ften festen Betrages) asymptotisch gegen Null; die Schwingung dauert 
an. Die gezeichnete Kurve ist abgebrochen. 

Da sich die Abnahme der GroBtausschIage meist leicht beobachten laBt, 
so kann der Ausschwingversuch dazu dienen, die Dampfungszahl der Schwingung 
und damit die auf den Schwinger wirkende Dampfungskraft zu ermitteln. 

Wir erortern ein Beispiel. Durch einen Ausschwingversuch wird festgestellt, daB der 
GroBtausschlag eines Schwingers mit der Masse a = 0,1 kgcm-1 S2 nach 20 Halbschwingungen 
auf 8/, seines urspriinglichen Wertes zuriickgegangen iat. Die 20 Halbschwingungen liefen 
in 16 s abo Wie groB ist der Diimpfungsfaktor bl und die Federzahl c in der Schwingungs. 
differentialgleichung ? 
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Aus lli,=.!folgtwegenJi!l.='2V Iqol das logarithmische Dekrement D=ln II go II 
Iqaol 3 Igll Iqaol gl 

= (In 4 -In 3)/20 = 0,01445 und damit die Dampfungszahl ~ R::I DIn = 0,0046. Ferner ist 
T'=1,6s, also 1IR::1 co =2:n/l,6 = 3,92 s-1, daraus folgt c=a co2 = 1,54 kgcm-l und bl = 2aA 
= 2 a ~ co = 0,00361 kgcm-l s. 

fJ) Starke Dampfung. Stark nennen wir die Dampfung, wenn 152 > 1, 
;'2- w2 > 0 ist. Dann haben die Radikanden in (35.4) positive Werte, die Wurzeln 
sind reell. Jetzt ist es zweckmaBig, den positiven Wurzelwert 

VA.2 w2 =fl (35.6b) 

zu setzen. Die Dauergleichung der Bewegung erhalt dadurch die Gestalt 

q = e-At[At e-I't + A 2 e+l't] (35.7 d) 

oder nach einer Umformung, die (35.8a) entspricht, 

q = e- At [Bt [offl t + B2 ®iUfl t]. (35.7e) 

Die Konstanten B gehen dabei aus den A hervor nach Bl = At + A2 und 
B 2 =A2-At · 

1m Ausschlag qo und der Geschwindigkeit Vo zur Zeit t= 0 geschrieben, lautet (35.7e) 

g=e-At[goij:Of,ut+ vo+/gO ®in,ut] (35.7f) 

und die Ableitung 

q=e-At[voij:Of,ut+ ((1-'- ~)go- ~ Vo) ®in/-'t]. (35.7 g) 

o t-

Da nach (35.6 b) ;, > fl ist, so 
stellen in (35.7 d) beide Summan­
den abklingende Ausschlage von 
der Art der Abb. 35/2 dar. 1m 
Zusammenwirken zweier solcher 
Kurven mit beliebigen Konstan­
ten konnen noch die in Abb. 35/3 
angegebenen Typen von Bewe­
gungsablaufen zustande kommen: 

Abb. 35/2. Abklingenderi Ausschlag, Kriechbewegung; 
q =e- cxt. 

Anfangsausschlag wie Anfangs­
neigung konnen jeden Wert haben, 
die Achse kann jedoch hOchstens 
einmal geschnitten werden, und 
es kann hochstens ein Extremum 
auftreten. 

Diese Behauptungen folgen leicht 
aus den Formen (35.7£ und g) der Abb.35/3. Typen von Kriechbewegungen. 

Dauergleichung und ihrer ersten Ab-
leitung. Ein Verschwinden des Ausschlages tritt ein fiir Werte t, die der Gleichung 

%g ,u t = - ,u go (35.lOa) 
Vo + Ago 

geniigen, ein Verschwinden der Ableitung fiir Wurzeln der Gleichung 
Vo (35. lOb) %g ,u t = ( A2 ) A 

- ,u + Ii ,go + Ii Vo 

Dader Hyperbel-Tangens eine monotone Funktion 1st, gibt es jeweils nur einen Wen 
von t, der den Gin. (35.10a) oder (35.lOb) geniigt. Damit er positiv ist, miissen 
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bestimmte Voraussetzungen uber die GriiBen qo und Vo erfiillt sein. So geht der Schwinger 
z. B. nur dann durch die Nullage, wenn bei positivem go die Geschwindigkeit Vo negativ 
und dem Betrage nach griiBer als A qo ist. 

Die durch die GIn. (35.7 d-g) beschriebenen Bewegungen der stark gedampften 
Schwinger heiBen Kriechbewegungen im Gegensatz zu den Schwingungen (vg!. 
Ziff. 38). 

Die GroBe des Dampfungsfaktors laBt sich bei den schwach gedampften 
Schwingungen durch einen Ausschwingversuch feststellen, bei den stark ge­
dampften Kriechbewegungen jedoch nicht - wenigstens nicht in geniigend 
einfacher Weise. In diesem Fall ist man auf andere Methoden angewiesen. 
(Erzwungene Schwingungen, s. Ziff. 58.) 

y) Von rein mathematischem Interesse ist der Grenzfall: 152 = l. 
Flir den Wert 15 = 1 fallen die beiden Wurzeln hI und h2 der charakteristischen Gl. (35.3) 

zusammen, ~ = h2 = - A, so daB nur ein partikulares Integral der Form eht = e- At existiert. 
Zum Aufbau der vollstandigen Liisung beniitigt man aber noch ein zweites. Aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen weiB man (oder bestatigt leicht durch Einsetzen in 
die Differentialgleichung), daB in diesem Fall q = t e- ), t ein zweites Partikularintegral 
darstellt.. Die vollstandige Liisung lautet hier deshalb 

q = e- At [AI + A2 t]. (35.11) 
Diese Dauergleichung beschreibt ebenfalls einen Kriechvorgang. Auch hier kann htichstens 
ein Nulldurchgang und ein Extremum auftreten; die Bewegung verlauft wieder nach den 
Typen der Abb. 35/3. Man erkennt das aus der Form, die (35.11) annimmt, wenn statt der 
allgemeinen Integrationskonstanten der Anfangsausschlag qo und die Anfangsgeschwindig­
keit Vo eingefiihrt werden: 

q = e- At [qo + (vo + ,1. qo) t] 
4 = e- At [Vo -). t (Vo + ,1. qo)] , 

denn der Augenblick to des Nulldurchganges und tl des Extremums sind gegeben durch 

qo vo/,1. t ------ und t -----
0- vo+,1.qo I-VO +,1.qo· 

0) Sonderfalle der Kriechbewegungen: Relaxationserscheinungen. Kriechbewegungen 
b . 

kommen zustande, wenn 15 = ,/_ > list. 0 kann bei gegebenem b dadurch groBe Werte 
2 vac 

annehmen, daB entweder a oder c klein werden. In der Grenze, fUr sehr kleine a oder G, 

erhiHt man Vorgange, die man besser unmittelbar untersucht als durch Grenzubergang 
aus den Formeln des Abschnittes S5p. Bei fehlender Masse a kann das System durch einen 
Anfangsausschlag qo in Bewegung versetzt werden, bei fehlender Federung c durch eine 
Anfangsgeschwindigkeit 40' 1m ersten Falllautet die Bewegungsgleichung 

b4+cq=O, (35.12a) 
im zweiten 

(35.12b) 
Beide Gleichungen sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung, die erste fur q, die 
zweite ffir q. Die Liisungen findet man durch Trennen der Veranderlichen. 1m ersten 

Fall wird dt = _ ~ dq , daher 
c q 

b b q 
t = - c (In q -In qo) = - c In qo 

oder 
(35.13a) 

entsprechend im zweiten 
4 = 40 e- (b/a)t. (35.13 b) 

Beide Vorgange verlaufen nach Abb. 35/2; doch bedeuten im ersten Fa.ll die Orainaten den 
Ausschlag q, im zweiten die Geschwindigkeit q, die "Abklingkonstante" ex ist im einen Fall 
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gleich cjb, im anderen bja. Beide Briiche haben die Dimension T-l. Die Kehlwerte Ija.lassen 
eine einfache Deutung zu: Aus (35.13) folgt, daB IJa. jene Zeit ist, fiir die q/qo (oder tjjqo) 
gleich lie geworden ist, der Ausschlag (oder die Geschwindigkeit) also auf den e-ten Teil 
des Anfangswertes gesunken ist; sie heiJlt Abklingzeit oder Relaxationszeit t R = l/a.. Als 
Halbwertszeit tH bezeichnet man jene Zeit, in der die Veranderliche auf die HiUfte ihres 
Anfangswertes gesunken ist. Es ist 

1 
tH = -ln2 = 0,693 tR. a. 

Gelegentlich ubertriigt man die Begriffe Abklingzeit und Halbwertszeit, die an 
Kriechbewegungen entwickelt wurden, auch auf die Schwingungsbewegung des Teiles 35a.). 
Man bezieht sie dann auf die dasAussehlagbild begrenzende Exponentialkurve 2 in Abb.35/1, 
setzt also a.=).. Fur die Abklingzeit tR findet man dann die folgenden Ausdriicke: 

tR = ! = (j ~ = 2 ~ (j; bei ganz schwachen Dampfungen, d. h. solange :rt (j = 0 gilt, 

kann dafiir aueh tR = T/2D geschrieben werden. Die Halbwertszeit tH entsteht auch bier 
aus tR durch Multiplikation mit In 2 = 0,693. 

36. Dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionale Dampfungskraft. Die 
Differentialgleichung fiir diesen Fall ist in (33.3c) schon angegeben worden; 
sie lautet 

(36.1) 

Sie ist als Gleichung fiir die Funktion q(t) nicht mehr linear. Zu ihrer Behand­
lung miissen wir Umwege einschlagen. Aus (36.1) konnen wir eine lineare 
Differentialgleichung herstellen, wenn wir statt der Zeit t den Ausschlag q als 
unabhangige und das Quadrat der Geschwindigkeit qZ als abhangige Verander­
liche einfiihren. Wegen 

•. d. dq dq . dq 1 d "2 
q = (IT q = Tq. de = q ffi ="2- Tq (q ) 

erhalten wir aus (36.1) nach Division durch aj2 und mit Benutzung der Ab­
kiirzungen 2 A.2 = bzja und roZ = cja die Gleichung 

d J~) + (sgn q) 4A.2 q2 + 2 ro2 q = O. (36.2) 

Sie ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (Init nicht konstanten 
Koeffizienten) fiir (qZ) als Funktion von q. Gleichungen von diesem Typ konnen 
allgemein integriert werden. Die allgemeine lineare Differentialgleicbung 
1. Ordnung fiir eine Funktion y(q) lautet 

dyjdq + p(q) y + r(q) = 0 (36.3) 
und hat das allgemeine Integral 

y = e-Jp(g)dq [0- fr(q) e+ Jp(q)dq dq]; (36.3 a) 

o ist die Integrationskonstante. 
In unserem Fall bedeutet y das Quadrat der Geschwindigkeit, y = q2. 

Ferner sind die Koeffizienten 

p(q) = (sgnq)4A.2 und r(q)=2ro2 q. (36.4) 

Aus (36.3a) entsteht mit diesen Ausdriicken 

q2 = e-(Sgnq)4A.g [0-2 ro2 f qe(Sgnq) HIg dq]. 

Der Ausdruck in der Klammer laSt sich durch partielle Integration umformen; 
so entsteht 8 

q2 = tA~ (1- (sgn q) 4 A.2 q) + 0 e- (sgnq) U.g . (36.5) 
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Die Konstante 0 wird bestimmt aus der Bedingung, daB fiir den vorangegangenen 
Umkehrpunkt q = qn die Geschwindigkeit q = 0 war. Das liefert 

w2 • 
0=- 8 A~ e(sgnq)4A,q" [1- (sgn q) 422 qn], 

in (36.5) eingesetzt, kommt 

q2 = ~~ ([l- (sgnq) 422 qJ-e(SgnQ)4A,(q,,-q) [1- (sgnq) 422 qnJ}. (36.6) 

Aus dieser Gleichung lii.Bt sich ein Verfahren zur Ermittlung der aufeinander­
folgenden Schwingungsweiten qn gewinnen: 1m nachsten Umkehrpunkt qn + 1 

ist q wieder Null, so daB gilt, wenn z. B. qn > 0, qn + 1 < 0 und damit sgn q =-1 
vorausgesetzt wird: 

(1 + 422 qn + 1) e- U,q" +1 = (1 + 4 22 qn) e- H,q". 

Daraus schlieBen wir, daB je ein positiver und darauffolgender negativer 
Wert q" zum gleichen Funktionswert (1 + 422 q,,) e- H,q" fiihrt. Diese beiden 

( Werte, die dann zwei aufeinander­
folgende Schwingungsweiten fest-

~ legen, finden wir daher nach Auf­
zeichnen der Funktion 

'YJ = (1 +~) e-~ 

oder auch 

C=~-ln(l+~) (36.7) 

(Abb. 36/1) als Abszissen ~ = 4 22 q", 
die zum gleichen Ordinatenwert C 
gehOren [lJ. 

Zunachst erhalten wir wegen 
der Voraussetzungen iiber die Vor­
zeichen von qn' qn + 1 und q aus 

/__ 2 3 der Kurve jeweils nur den klei-
.!bb. 36fel .. Zur Ermittlung aufeinanderiolgender Schwin- neren negativen Ausschlag aus dem 

gnngsWe1ten bei quadratischem Widerstandsgesetz; groBeren positiven. Fiir die nun 
~ = ~ - In (1 + ~). 

folgende umgekehrte Aufgabe der 
Ermittlung der kleineren positiven Ausschlage aus den groBeren negativen 
miiBte nach neuen Festsetzungen tiber die Vorzeichen eine neue Funktion C 
gesucht und eine neue Kurve gezeichnet werden. Wenn wir uns aber einfach 
nach Ablauf jeder Halbschwingung die Achsenrichtung q umgekehrt denken, 
so konnen wir in Abb. 36/1 durch Auftragen von ~2 nach rechts wieder links 
ein ~3 finden usw. Wir kommen also mit der einen Kurve aus. 

Bemerkenswert ist, daB wegen i~2i < 1 stets der zweite Ausschlag iq2! < 1/(422) 
bleibt, wie groB auch der erste Ausschlag gewesen sein mag. 

Wir suchen jetzt noch die Zeit, die die Bewegung von einem Nulldurchgang 
q = 0 bis zu einem groBten Ausschlag q = qn benotigt. G1. (36.6) gibt q als 
Funktion von q mit dem Parameter qn. Die Zeit fiir die Bewegung von einem 
Ausschlag q' (nicht notwendig ein GroBtausschlag) bis zu einem Ausschlag q" 
betragt q" 

J dq 
t = q(q) , 

q' 
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daher jene vom Nulldurchgang zum GroBtausschlag 
qn 

f dq 
t = q (q) . 

o 
In den Nenner des Integranden setzen wir nicht q aus (36.6) unmittelbar ein, 
da dieser Ausdruck eine Ausfiihrung der Integration nicht erlauben wiirde, 
sondern entwickeln zunachst ri nach Potenzen von q und qn und behalten 
Glieder bis zur 2. Ordnung bei. Auf diese Weise ergibt sich aus (36.6) 

Ii = w2(q!_q2) (36.6a) 
und daher 

o 
wenn T die Schwingdauer der ungedampften Schwingung bezeichnet. Die 
NUlldurchgange haben somit den zeitlichen Abstand T/2. Die Schwingungs­
dauer ist bis zu dem untersuchten Grad der Naherung gegeniiber der un­
gedampften Schwingung nicht verandert (s. Ziff. 37). 

37. Uberblick iiber die drei Arten von gedampften Schwingungen. IX) Art 
des Abklingens. Beim Vergleich der Bewegungen, die bei Anwesenheit von 
Reibungskriiften verschiedener Art zustande kommen, stellen wir folgende 
Unterschiede fest: Bei Vorhandensein einer Reibungskraft festen Betrages 
nehmen die Schwingungsweiten in arithmetischer Folge, bei geschwindigkeits­
proportionaler Reibung in geometrischer Folge ab, beim quadratischen Wider­
standsgesetz in der durch Abb. 36/1 angezeigten Weise. 1m ersten Fall hort die 
Schwingung nach einer endlichen Zeit auf; dabei kann ein von Null verschiedener 
Ausschlag innerhalb der Sperrzone - s < q < + s iibrigbleiben. 1m zweiten und 
dritten Fall dauert die Bewegung an, die Maximalausschlage gehen asympto­
tisch nach Null. 

{J) Schwingdauer. Die Begriffe Phasenwiederholung und damit auch 
Frequenz und Schwingdauer sind zunachst nur fUr periodische Vorgange erklart 
(Ziff. 2). Eine gedampfte Schwingung stellt keinen periodischen Vorgang dar, 
da infolge der Energiezerstreuung eine einmal vorhandene Phase nicht wieder­
kehren kann. Um einer gedampften Schwingung eine Schwingdauer zuzu­
schreiben, muB man daher besondere Festsetzungen treffen. Wir tun dies, 
indem wir definieren: Halbe Schwingdauer heifJe der zeitliche Abstand zweier 
aufeinanderfolgenAier Nulldurchgdnge (nicht etwa zweier GroBtausschlage, da 
diese sich fortwahrend verandern). 

Bei den Schwingungen, die nach dem quadratischen Widerstandsgesetz 
verlaufen, fanden wir, daB die so definierte Schwingdauer in erster Naherung nicht 
verschieden ist von jener der zugehorigen ungedampften Schwingung. Bei den 
linear gedampften Schwingungen ist T'/2 = n/v. Wei! v < wist, wird T'/2 > T/2, 
die Schwingungsdauer ist groBer als die der ungedampften Schwingung. Das 
Verhaltnis T'/T ist fiir einen gegebenen Schwinger konstant 

T' 1 
T - V=~b=::=2=' 

1_-'-
4ac 

b2 

es nimmt fiir kleine Dampfungen angenahert den Wert 1 + ~8' an. 
ac 
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Mehr "Oberlegungen beansprucht der erste Fall, in dem die Dampfungs­
kraft festen Betrag hat. In Ziff. 34 stellten wir fest, daB das Bild der eintretenden 
Bewegung im q-t-Diagramm aufgefaBt werden kann als eine Folge von Kosinus­
bogen, die abwechselnd um eine im Abstand + 8 und -8 von der Zeitachse 
liegende Gerade verlaufen. Dabei ist die Dauer des Ablaufes einer solchen Halb­
welle Tj2 = :n/ro, also ebenso groB wie die halbe Periode einer ungedampften 
Schwingung desselben Schwingers. T/2 ist jedoch nicht die oben definierte 
halbe Schwingdauer der gedampften Schwingung. Zwar haben die Umkehr­
punkte den Abstand T/2, nicht aber die Nulldurchgange; deren Abstand solI 
jedoch die kennzeichnende GroBe sein. Der Abstand der Nulldurchgange und 
damit die Schwingdauer wachst vielmehr mit abnehmenden Ausschlagweiten. 
Qualitativerkennt man dies einfach aus Abb. 34/1, zu quantitativen Ergebnissen 
fiihren die nachstehenden Betrachtungen. 

Angenommen, die Schwingung beginne mit einem positiven Ausschlag, dann lautet 
die integrierte Form der Bewegungsgleichung bis zum ersten Umkehrpunkt nach (34.4) 

q = 8+ A1 cos(wt + cc), 

wo A1 und cc sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen. Fiir die ungeradzahligen Teil. 
schwingungen gilt 

mit 
q = 8 + A 2k- 1 cos (ro t + cc) 

A 2k - 1=A1 - (k-l)48 
und fiir die geradzahligen 

mit 
q = - 8 + A21:cOB (rot + cc) 

AU = A1 - (2k - 1) 28. 

Die Nulldurchgii.nge der ungeradzahligen Teilschwingungen finden statt zu den Zeiten 

~----------~----------~ 

Abb. 37/1. Diagramm zur Ermittlung der Ver­
griiBerung der Schwingzeit mit abnehmender 

Amplitude bel fester Relbung. 

.1[ -8 ] t21:-1 = - arc cos -.--- - IX , 
ro .421:-1 

wobei der Wert der eckigen Klammer zwischen 
(2 k - 2) n und (2 k - 1) n liegt, die der gerad­
zahligen Teilschwingungen zu den Zeiten 

t2k=! [arccos A:1: -cc] 

mit (2k-l)n<[ ... ]<2kn. Berechnet man 
den VberschuB der h!l.lben Schwingdauer iiber die 
der ungedii.mpften Schwingung, z. B. 

t2k - t2k-1 - Tj2 == A T2k 
und beachtet, daB Tj2 = n/ro ist, so findet man 
wegen 

arc cos z = arc sin z - n/2 
und 

arcsin (- z) = arcsin:r, ± n 

die Differenz 

A T2k=-.!. [arc sinA~ - arc sinA~]' (37.1) 
ro 21: 21:-1 

Die Differenzen besitzen keinen festen Wert, sondern andem sich mit der Ausschlagweite. 
Fiir kleine Argumente der arc sin-Funktion gilt angenahert 

AT."", -.!. [~ _ 8 ] _ -.!. 2 a2 
n ~ ro An An + 28 - ro An (An + 28) • 

Die Gl. (37.1) laBt sich zur Grundlage eines graphischen Verfa.hrens machen, das die a.uf­
einanderfolgenden A Tn aus den Amplituden Hefert (Abb. 37/1). Die Zeichnung ist nach dcm 
Gesagten verstandlich. 
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y) Erzeugende Vektoren. Die harmonischen Schwingungen konnten gedeutet werden 
ala Projektionen von Kreisbewegungen. Dadurch veranlaBt schrieben wir des Bewegungs­
gesetz statt in der reellen auch in der die Kreisbewegung hervorhebenden komplexen 

a b c 
Abb.37/2. Erzeugende Vektoren der Schwingung bei konstanter Reibung. 

Form (Ziff.5). Jene Deutung und Schreibweise liiBt sich iibertragen auf die ged:impften 
Schwingungen; geniigend einfach wird sie jedoch nur fiir die konstante und die linear von 
der Geschwindigkeit abhiingige Reibung. Die Bewegungsgleichung des Beispiels von S. 87 
(Abb. 34/2), die in reeller Form 
q = (- l)k s + (5,66 - 2 k) scos (w t + n/4); k=O, 1,2, ... 
lautet, liiBt sich in die komplexe Form b.ingen 
q = (-l)k s + (5,66 - 2k)sei (n/4+wt); k = 0, 1,2, ... ; 
die Schwingung liiBt sich daher als Projektion (auf die 
Lotrechte) der Drehbewegung eines (von 0 ausgehenden) 
Diagrammvektors m1 auffassen, dessen Endpunkt auf der 
Bahn der Abb. 37/2a liiuft. Die Bahn setzt sich zusammen 
aus Kreisbogen um 0 1 und um O2• Geschwindigkeit und 
Beschleunigung erhaIt man durch Projektion derVektoren 
in Abb.37/2b, c. Die Beschleunigung ist eine unstetige 
Funktion. Die weitere Diskussion ist einfach und kann 
dem Leser iiberlassen bleiben. 

Bei linearer Diimpflmg tritt an die Stelle der aus 
Kreisbogen zusammengesetzten Schneckenlinie eine loga-
rithmische Spirale, denn q = ae-At cos (vt + e) nach (35.7c) 
ist Realteil von q=2{e(-A+iv)tmitm=aeiB. Abb.35/1 
kann (e = 0) entstanden gedacht werden als Projektion aua 
Abb. 37/3a. Auch fiir die die Geschwindigkeit darstellende 
Kurve 4/w ergibt sich eine Spirale mit demselben Abkling­
faktor, ausgehend von m1 = m (- 6 + i VI - 62). Die Spirale 
fUr die die Beschleunigung darstellende Kurve q/w2 schlieBt 
sich mit dem gleichen Abklingfaktor an den Vektor m2 = 
m1 (- 6 + i VI- 62) an. Alle drei Nullvektoren m, m., m2 

haben denselben Betrag a. In der Abb.37/3b sind sie 
ohne die anschlieBenden Spiralen eingezeichnet. 

38. Definitionen und Sprachgebrauch fUr 
"Schwingungen" und "Schwinger". In Ziff. 2 

a 

b 
a 

waren die Schwingungen vom kinematischen Stand- Abb.37/3. Erzeugende Vektorender 
Schwingung bei linearem 

punkt aus bezeichnet worden als Vorgange, bei Widerstandsgesetz. 

denen bestimmte Merkmale regelmaBig wieder-
kehren. Mit einer besonderen Klasse von Schwingungen, den periodischen 
Schwingungen, haben wir uns dann ausfiihrlich beschaftigt. In den Ab­
schnitten iiber die Kinetik haben wir den Begriff des Schwingers eingefiihrt 
und mit diesem Wort solche Systeme bezeichnet, die als freie Bewegungen bei 

K1otter, Schwingungsiehre I. 7 
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Abwesenheit von Dampfungskraften periodische Schwingungen ausfiihren. 
Inzwischen haben WIT erfahren, daB ein Schwinger nicht immer periodische 
Schwingungen ausfiihrt. Bei Anwesenheit von Dampfungskraften sind die 
freien Bewegungen nicht mehr periodisch. Unter den gedampften Bewegungen 
gibt es nun solche, die, obwohl nicht periodisch, dennoch gewisse, den periodi­
schen Vorgangen eigentiimliche Merkmale zeigen: wiederholte U mkehr der 
Bewegungsrichtung mit jeweiligem Nulldurchgang, abwechselnde Ausschlage 
nach der positiven und negativen Seite usw. (vgl. etwa Abb.35/1), wahrend 
in anderen Fallen die Bewegung so verlauft, daB hochstens eine Umkehrstelle 
und ein Nulldurchgang vorhanden ist (Abb. 35/3). Es ist Sprachgebrauch, die 
zuerst genannten Formen des Ablaufes einer gedampften Bewegung ebenso wie 
die periodischen Bewegungen als Schwingungen zu bezeichnen. Die Bewegungen 
der zweiten Art konnen WIT dagegen nicht mehr zu den Schwingungen rechnen; 
in Zif£. 35 nannten wir sie schon Kriechbewegungen. Die genaue Abgrenzung 
der beiden Formen gegeneinander muB allerdings durch eine willkiirliche Fest­
setzung erfolgen. WIT treffen eine solche Festsetzung dadurch, daB WIT iiberein­
kommen, als Schwingungen solche Bewegungen zu bezeichnen, die mehr als 
einmal ihre Richtung umkehren. 

Ein Schwinger kann daher als gedampfte Bewegungen sowohl Schwingungen 
wie Kriechbewegungen ausfiihren. Die Kriechbewegungen werden oft auch als 
"aperiodische" Bewegungen bezeichnet. Dieser Ausdruck ist nicht treffend; 
auch die gedampften Schwingungen sind nicht periodisch (in dem in Ziff.2 
erklarten Sinn). 

Der hier gegebenen Einteilung zufolge verlaufen die Bewegungen nach dem 
quadratischen Widerstandsgesetz stets als Schwingungen; nach dem linearen 
Widerstandsgesetz treten Schwingungen auf, wenn () < 1 ist, Kriechbewegungen, 
wenn (J;;;; 1 ist, so daB die Entscheidung durch die KenngroBen des Schwingers 
geliefert WITd, wahrend bei WiderstiLnden festen Betrages das Auftreten von 
Schwingungen oder Kriechbewegungen von den Anfangsbedingungen abhangt. 
1st namlich die Amplitude Al = -V (VO/W)2 + (qo + (sgnq) S)2 < 38, so kommt 
die Bewegung wegen (34.5) ohne Richtungsumkehr, ist 3 s < Al < 58, so kommt 
sie nach einer Umkehr zur Ruhe. Beide Falle miissen wir folgerichtig zu den 
Kriechbewegungen rechnen. Erst wenn Al > 58 ist, kommt mehr als eine 
Bewegungsumkehr, also eine Schwingung zustande. 

c. Freie ungedampfte Schwingungen des einfachen Schwingers 
mit nicht gerader Kennlinie (pseudobarmoniscbe Schwingungen). 

39. Integration der Bewegungsgleichung. Wir kniipfen an die Betrachtungen 
von Zif£. 12 an, wo wir den Verlauf der Kennlinien (die die Riickstellkrafte 
R in Abhangigkeit yom Ausschlag q angeben) erorterten. An jener Stelle 
waren die Schwinger definiert worden als Systeme, deren Riickstellkrafte 
R (q) = - J1 (q) bei positiven Ausschlagen positive, bei negativen Ausschlagen 
negative Werte annehmen. Weiterhin fanden wir, daB, wenn die Kennlinie 
eine Gerade ist, das System als freie ungedampfte Bewegung eine harmoni8che 
Schwingung ausfiihrt. Die freien ungedampften Bewegungen der Systeme 
mit nicht gerader Kennlinie sind ebenfalls periodisch; wir hatten sie mit dem 
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Sammelnamen pseudoharmonische Schwingungen belegt. Die Differential­
gleichung der Bewegung eines solchen Systems lautet allgemein 

aq + R(q) = O. (39.la) 

Man pflegt sie in einer noch anderen Form anzugeben 

q + u2 f(q) = 0, (39.1 b) 

indem man Konstanten und Dimensionen so in u2 zusammenzieht, daB f (q) 
von der gleichen Dimension wird wie q. 

" ware bei kleinen Schwingungen, wo I(q) = q ist, die Kreisfrequenz; hier hat es diese 
Bedeutung verloren, denn bei einer nicht harmonischen Schwingung ist dieser Begriff 
iiberhaupt nicht erklii.rt. Nach wie vor soIl jedoch die Dimension von ,,2 gleich T-2 sein. 

(39.1 b) ist eine (nicht lineare) Differentialgleichung 2. Ordnung. Ihre Inte­
gration fiihren wir in zwei Schritten durch, indem wir uns jeweils Differential­
gleichungen l. Ordnung herstellen. Das gelingt dadurch, daB wir zunachst 
(ahnlich wie schon in Ziff. 36) als neue abhangige Veranderliche statt des Aus­
schlages q die Geschwindigkeit v und als neue unabhangige Veranderliche an 
Stelle der Zeit t den Ausschlag q einfiihren (da ja auch f als Funktion von q 
gegeben ist). Die Beschleunigung ij schreibt sich dann 

q"_ ~~_~. dq -v~-~(~) 
- dt - dq dt - dq - dq 2 . (39.2) 

Setzen wir diesen Wert in (39.1 b) ein, so entsteht eine Differentialgleichung 
erster Ordnung fiir v2 

d(v2) --2 2f( ) dq - u q. (39.3) 

Ihre Integration liefert 

v2 = -! 2u2 !(q') dq' = 2u2 /!(q') dq' (39.4a) 
Q q 

oder 

(39.4 b) 

wenn mit Q jener Ausschlag, fiir den die Geschwindigkeit v = 0 ist (GrtiBt­
ausschlag), und mit q' die Integrationsveranderliche bezeichnet wird. Die Ge­
schwindigkeit ergibt sich als Funktion des Ausschlages, v = v(q). 

Wir suchen die Funktion q(t). Aus (39.4b) ktinnen wir leicht die Umkehr­
funktion t (q) erhalten. Da 

dq dq 
v = de' also dt = v (39.5) 

ist, wird (wenn wir die Zeitzahlung mit dem Nulldurchgang q = 0 beginnen 
und die Integrationsveranderliche hier mit q" bezeichnen) 

also 

q 

f dq" 
t = v (q") , 

o 

t(q) = - . j q dq" 

" 11 2}1 (q') dq' 

o 

(39.6a) 

7* 
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oder, wenn die Zeitzahlung beirn GroBtausschlag Q beginnt, 
q J dq" 

t(q) =- . 

" -V 2q/ t (q') dq' 

Q 

(39.6b) 

Die Umkehrfunktion zu t(q) gibt die Dauergleichung der Bewegung q = q(t). 
1st f (q) durch einen analytischen Ausdruck gegeben, so hangt die explizite 

Darstellbarkeit der Funktion t(q) und damit auch der Funktion q(t) davon ab, 
ob die Integrale in (39.6) auf bekannte und benannte Funktionen fiihren. In 
den Ausdriicken (39.6a und b) fiir t(q) kommen zwei Integralzeichen vor, es 
sind daher zwei Quadraturen auszufiihren. Das Integral J f(q') ilq' wird selten 
Schwierigkeiten bereiten, da die Kennlinie in der Regel durch einen integrier­
baren Ausdruck gegeben sein wird (oder wenigstens durch einen solchen, der 
sich in eine integrierbare Potenzreihe entwickeln laBt). Die Integration 

/f(q')ilq'=J(q), also [Qf(q')ilq'=J(Q)-J(q") (39.7) 
o q' 

wird sich daher ausfiihren lassen, so daB (39.6a) auch geschrieben werden kann 
q 

1 f dq" 
t (q) = "V2 . Y J (Q) - J (q") . 

(39.8) 

o 
Je nachdem, ob sich die Integration in (39.8) explizit ausfiihren laBt oder nicht, 
wollen wir weiterhin von "integrierbaren" und "nichtintegrierbaren" Fallen 
sprechen. Integrierbare FaIle behandeln wir in Ziff.40. Sind die Integrale 
dagegen "nicht ausfiihrbar", d. h. nicht identisch mit schon benannten Funk­
tionen, so muG man ihre Eigenschaften aus der Integralform ablesen. Man 
bedient sich dazu der Verfahren der numerlschen oder der graphischen Inte­
gration. Diese Verfahren miissen auch dann angewendet werden, wenn f (q) 
nicht analytisch, sondern als Kurve oder durch eine Reihe von Funktionswerten 
gegeben ist. Beispiele dieser Art behandeln wir in Ziff.41 und 42. 

40. ,,Integrierbare" Fane. Die Behandlung der DifferentiaIgleichung (39.1) 
war wesentlich verschieden von der in Ziff. 12 durchgefiihrten Integration der 
Differentialgleichung (12.2) fiir Schwinger mit gerader Kennlinie. (12.2) ist 
als Sonderfall R(q)= cq in (39.1a) enthalten. Die Dauergleichung (13.6) muG 
sich daher auch auf dem hier beschriebenen Wege gewinnen lassen. Als Vor­
bereitung auf die spateren FaIle fiihren wir in at) die Integration von (12.2) 
auf dem neuen Wege durch. Hernach behandeln wir in (J) die Kennlinien 
f(q) = sin q, die bei fast allen Pendelarten auftreten, in y) die FaIle 

f(q) = (sgnq) q2n und f(q) = q2n-l (40.1) 

und in ~) die Kennlinien vom Typ 

atf(q) =atq+{Jq3. (40.2) 

Die Kennlinien (40.1) bezeichnen Parabeln hOherer Ordnung. Die Diffe· 
rentialgleichungen der zugehOrigen Schwinger sind dann nicht mehr linear, 
so daB die Ergebnisse nicht mehr iiberlagert werden diirfen. FaIle mit zusammen­
gesetzten Riickstellkraften sind daher gesondert zu behandeln. (40.2) gibt 
ein Beispiel. Wir befassen uns mit ihm deshalb ausfiihrlicher, weil (40.2) als 
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zweite Naherung fUr jede beliebige, zum Ursprung punktsymmetrische Kenn­
Iinie dienen kann. Sowohl die sinusformigen Kennlinien wie diejenigen, die aus 
Parabeln bis zur 3. Ordnung bestehen, fiihren in (39.8) auf elliptische Integrale; 
die Umkehrfunktionen q(t) sind dann elliptische Funktionen. 

IX) Gerade Kennlinie t(q) = q. Die der Gl. (39.1 b) entsprechende Form 
der Bewegungsgleichung (12.2) ist 

ij + ,,2q = o. (40.3) 

Nach Wahl der neuen Veranderlichen v und q an Stelle von q und t lautet die 
Differentialgleichung 1. Ordnung, die (39.3) entspricht, 

dJ~) =_2,,2q 

und ihr Integral entsprechend (39.4) 

'172 = ,,2 [Q2_ q2] oder I v(q) I = " V Q2_ q2. 

Daraus findet man als nachste Differentialgleichung entsprechend (39.5) (etwa 
fiir einen Hingang mit positiver Geschwindigkeit) 

und an Stelle von (39.6a) 
q 

dq ,/ Tt =" I' Q2_ q2 

1 f dq" 
t(q)=" yQ2_q"2 

o 
Die Umkehrfunktion liefert 

q(t) = Qsin"t 

1 . q 
"arcsill(j. (40.4 a) 

(40.4 b) 

als Gleichung jener Bewegung, die zur Zeit t = 0 den Ausschlag q = 0 hat. 
" ist bier identisch mit der Kreisfrequenz ro der Schwingung. Das Ergebnis 
stimmt - wie es sein muB - iiberein mit jenem von Ziff. 13. 

P) Sinusformige Kennlinie t(q) = sinq. Die Kennlinien vieler Pendel­
arten sind Sinuslinien (Ziff.16, 17, 18). FUr kleine Ausschlage hatten wir sie 
durch die Tangenten im Ursprung ersetzt und so gerade Kennlinien erhalten; 
fiir groBe Ausschlagweiten muB man jedoch mit der genauen Kennlinie rechnen. 
Die Differentialgleichungen haben dann die allgemeine Form 

q + ,,2sinq = 0 (40.5) 

mit ,,2 = gil, wo l wirkliche oder reduzierte Pendellange ist. Die erste Inte­
gration liefert entsprechend (39.4a) 

'172 = 2,,2 !sinq' aq' = 2,,2 (cosq-cos Q) 
q 

und daher nach (39.6a) 
q 

1 f dq" t--- "y2 Vcosq"-cosQ· 
o 

Unter Benutzung der Beziehung cos x = 1-2 sin2 (xI2) wird daraus 

(40.6) 
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Wir fiihren eine neue Integrationsveranderliche ein, indem wir setzen ~ = sin q/2 
und demgemaB E = sin Q/2, ~" = sin q"/2, dq"/2 = d~"/-V[_~"2; damit erhalten 
wir 

e 
1 J d~" 

t = --; V(E2 _ ~"2) (1- ~"2) . 
(40.7) 

o 

Das Integral der rechten Seite von (40.7) ist identisch mit dem elliptischen 
Integral erster Gattung; man erhalt (vgl. z. B. JAHNKE-EMDE, Funktionen­
tafeln und Kurven, S. 130. Berlin 1933) 

1 (,.., ~) 1 ( Q . sin qj2 ) 
t = --; F .::" E = --; F 2' arc sm sin Qj2 ' (40.8) 

je nachdem, ob man (in der Bezeichnungsweise der Tabellen) k und x oder ex 
und rp als Parameter und Argument des elliptischen Integrals einfiihrt. Das 
elliptische Integral erster Gattung Fist eine Funktion zweier Veranderlicher, 
in unserem Fall von ~/E und von E, also dem relativen Ausschlag und der 
absoluten GroBe der Schwingungsweite. 

Die Viertelperiode ist diejenige Zeit, die vom Nulldurchgang bis zur Erreichung 
des groBten Ausschlages verstreicht: 

(40.9) 

Sie wird durch das vollstiindige elliptische Integral erster Gattung K angegeben, 
dessen Argument die halbe Schwingungsweite Q/2 (im BogenmaB) ist. Kist 

1 t 
" I 

1><:: 
11'1 
t'<:l 

fl---~-=-""-=:::-=-- - - - ----- -- 0 

o 

fiir Werte Q > 0 groBer als n/2. Das 
bedeutet, daB die Schwingzeit mit 
dem Ausschlag wachst. Abb. 40/1 gibt 
K(Q/2), d. i. uTj4 als Funktion von 
Q/2 an. Um die Differenz zwischen der 
genauen Schwingzeit T und der unter 
V oraussetzung einer geraden Kennlinie 
sich ergebenden Schwingzeit To zu be­
rechnen, bilden wir [1] 

dann wird 

2 
L1=-K-1· 

n ' 
(40.lOa) 

(40.lOb) 
Abb. 40/1. Schwingdauer eines Pendels in 
Abhiingigkeit von der Schwingungsweite. Die nachstehende Tabelle gibt L1 als 

Funktion der Schwingungsweite Q an, 
aus der Abb. 40/1 kann L1 mit Hilfe des am rechten Rand angebrachten MaB­
stabes abgelesen werden. Man sieht, daB der Fehler bis zu einer Schwingungs-

Q Ll Q j Ll Q Ll Q I Ll 

0° 0,0000 22° 0,0093 60° 0,0732 120° 0,3729 
7° 0,0010 30° 0,0174 70° 0,1022 150° 0,7622 

10° 0,0019 40°' 0,0313 80° 0,1375 180° 00 

20° I 0,0076 50° 0,0498 90° 0,1804 
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weite von 7° kleiner bleibt als 1 %0' bei 22° betragt er etwa 1 %. 
entwicklung fUr K (JAHNKE-EMDE, S. 145) 

Aus der Reihen-

2K~ 1~2 9~4 25~6 n (.!:l) = 1 + 4.!:l + 64.!:l + 256.!:l + ... (40.11 a) 

findet man unter Berucksichtigung der Glieder bis zur zweiten Ordnung 

LI = ! K-I = (~~ r ( 0,1~45 r = 19.10-6 (QO)2, (40.11 b) 

wo Q' bedeutet, daB der Ausschlag in Winkelgraden auszudrucken ist. Diese 
zweite Nahemng gibt die Schwingdauer noch bei Ausschlagen von 70° auf 1 % 
genau an. 

Wollen wir die Bewegungsgleichung q(t) in der ublichen Form herstellen, 
so mussen wir die Umkehrfunktion zu (40.8) bilden. Die Umkehrfunktion des 
elliptischen Integrals erster Gattung ist die als Sinusamplitude bekannte ellipti­
sche Funktion. Die Bewegungsgleichung lautet dann 

sin q/2 = ~ = E sn (" t, E). (40.12) 

Wir begnugen uns mit diesem Hinweis, da alles Wissenswerte schon aus der 
Form t(q) von (40.8) abgelesen werden kann. 

y) Parabolische Kennlinien. 

j(q) = (sgnq)q2n j(q) =q2n-l. 

Der Form (39.1 b) der Differentialgleichung entspricht hier 

q+(sgnq),,2 q2n=0 q+,,2 q2n-l=0. 

Die erste Integration liefert 
q2n+l 

J(q) = 2n+ 1 

daher wird 
~Q ~Q 

(40.13) 

t(q)=~1/2n+f_l_! d(q'/Q) t(q)=vn_1_! d(q'/Q) .(40.14) 
"V 2 2112-1 Yl_(q'/Q)211+1 "Q1I-l YI_(q'/Q)211 

Q 
o 

Die Schwingzeit von q = 0 bis q = Q, also die Viertelperiode, ist 
1 

T v'n 1 f d~ (40.15) 
4 = ----;- Q1I-1 Y 1_~211· 

o 

Die Integrale sind jeweils von Q unabhangige reine Zahlen. Man sieht, daB mit 
Ausnahme des Falles (2 n-l) = I, der auf eine gerade Kennlinie fiihrt, die 
Periode von der Schwingungsweite Q abhangt. In den Fallen 2 n = 2 und 
(2 n-I) = 3 sind die Integrale elliptisch. Den Tafeln (JAHNKE-EMDE) ent­
nimmt man wieder, daB fUr 

2n=2; n=1 2n-l=3; n=2 
1 1 

~J d~ ( 1 ) y2 v'1-~4 = K 1"2 = 1,8541 (40.16) 
I I-a f d ~ v'3/2 (0 v'3 - 1) 
V2. v'l-~= Vg F 75,arccosv'3+1 

o o 
= Y3/2. 0,7598·1,8437 = 1,714 
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ist, so daB in diesen Fallen 
T 1 1,714 

"4 =" -{li 
wird. Man erkennt die Abhangigkeit von Q. 

T 1 1,8541 
"4 = ,,-Q- (40.17) 

An dieser Stelle ist eine Bemerkung iiber die Dimensionen am Platz. Bairn. Anschreiben 
der Q1. (39.1 b) ha.tten wir festgesetzt, daB Konstanten und Dimensionen so in ~2 zusammen­
gezogen werden sollten, daB f(q) diese1be Dimension erhii.lt wie q und somit ~a die Dimen­
sion T-2. Falls nun q in (40.13) eine Winkelkoordinate von der Dimension Eins ist, ist die 
Voraussetzung erfiillt; nicht aber; wenn q eine Langenkoordinate bedeutet. Um auch in 
diesem Fa.ll ~a die Dimension T-a zuzuerkennen, muB man an Stelle von (40.13) genauer 
schreiben 

2n 
.. +( ) 2 q 0 q sgnq ~ E2n - 1 = 

wobei E die Stracke von Einheitslange bedeutet (1 cm). 
aus (40.15) 

1 

2n-l 
.. + 2 q 0 (40 13 ) q ~ E2n - 2 =, . a 

Dementsprechend wird dann z. B. 

1 J" 2n-l 
T 1 211,+1 E -2- d~ 

4=" V-2- (Q) lh_~2n+l T = Vn (~)n-lf d~ (40.15a) 
4 ~ Q 0 Vl- ~2n 

o 
und aus (40.17) 

T =1714~ liE 
4 ' ~ V Q 

TIE 
"4 = 1,8541 "Q . (40.17 a) 

~) Sonderfall: Kennlinie ocj(q) = oc q + Pt. Mit dieser Kennlinie 
beschaftigen wir uns deshalb besonders, weil sie (wie erwahnt) als zweite Niike­
rung fiir jede zum Ursprung punktsymmetrische Kennlinie dienen kann. Die 
Differentialgleichung lautet 

(40.18) 

mit ,,2 = oclm und j (q) = q + q3 Ploc. (Der Massenfaktor ist hier ausnahmsweise 
mit m anstatt mit a bezeichnet, da in den Tafeln das Zeichen a eine ganz andere 
und festgelegte Bedeutung hat, von der wir nicht abgehen wollen.) Die Zeit t 
vom Nulldurchgang bis zu einem Ausschlag q, also die Funktion t (q) ergibt 
sich zu 

q 

t(q)- V 2m J dq" 

- fJ -V(Q4+!fJ~Q2)_(q"4+ 2; q"a)' 
(40.19) 

o 

Das elliptische Integral kann auf die LEGENDRESche Normalform gebracht 
werden. Die Tafeln sagen aus, daB 

(40.20 a) 

ist, wobei 

(40.20 b) 
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ist. F bezeichnet wieder das elliptische Integral erster Gattung. a und b erhii.lt 
man aus den Nullstellen des Radikanden von (40.19), danach werden c und qJ 

aus (40.20b) bestimmt. Der Radikand r(Q, q") im Nenner von (40.19) ist 

r(Q, q") = (Q2_ q"2) (2pIX. + Q2+ q"2). (40.21) 

Daher wird 
a2 = Q2 und b2_~+ Q2. - P , (40.22 a) 

ferner ist 
(40.22 b) 

deshalb 
(40.22 c) 

und schlieBlich 

.2 cBrr 2(p+QB)qB 
~,- = ~~~ 

- as (bB + q2) Q2 (QI+ 2pIX. + ql) . 
Fiihrt man die dimensionslosen Abkiirzungen C = ~ und {J ~2 = {} ein, so kommt 

k2 1 . 2 2 CD (1 + liD) 
c2 = 2 Q2(1 + 1/{}), = 2 (1 + liD) , sm qJ = 1 + C2 + 21D (40.22e) 

und somit 

-vmra. F (1 ) t (q) = VI + D ~ + liD) ,qJ • (40.23) 

Die Viertelperiode t (Q) = T/4 fiihrt, wei! mit C = 1 das Argument sin qJ = 1, 
also qJ = n/2 wird, zum vollstiindigen elliptischen Integral 

~_ -vmra. K ( 1 ) 
4 - VI + D V2 (1 + liD) . (40.24) 

Der Faktor vor F und Kin (40.23) und (40.24) kann auch in der Form ~ V Vm{P 
Q 1 + liD 

geschrieben werden. Der Grenziibergang zu IX. -+ 0 liefert wegen liD -+ 0 

t(q) = ~ V; F (~,~) 
mit 

• 2 2CZ d ~ q 
smrp=I+CZ un ~=Q' 

sowie 

~ = ~ ~K(~) = 1,S:1 V; 
wie in (40.17). Geht jedoch fJ -+ 0, so folgen mit D -+ 0 

t(q) = ~F (O,C) == V: arcsinC und ~ = V: ~, 
d. s. die Ausdriicke fiir harmonische Schwingungen. 

Fiir das spater noch nach anderen Methoden behandelte Beispiel: 

m = 0,Oakgcm-1 s2, IX. = 3kgcm-1 , p = 2kgcm-8 (40.25) 

erhalt man, wenn Q in cm gemessen wird, 

-- ---K ·10-1 s T -V-a- ( Q ) 
4 - a + 2 Q2 V3 + 2 Q8 • 

(40.26) 
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e) Zugeordnete Kreisfrequenz. Wir fuhren hier noch einen Begriff 
ein, der uns spater (bei der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen 
von Systemen mit nicht gerader Kennlinie in Ziff.64) nutzlich sein wird, den 
der zugeordneten Kreisfrequenz. Wenn die Kennlinie gekrummt ist, so ist die 

0,5 
~-

Abb. 40/2. Ausschlag-Zeit-Diagramme fUr Schwinger mit 
verschiedenen Kennlinien (in dimensionslosen 

Koordinaten). 

Schwingungsbewegung nicht harmo­
nisch; es ist dann auch nicht mog­
lich, von einer bestimmten Kreisfre­
quenz zu sprechen. Die Ausschlag­
Zeit-Linien unterscheiden sich jedoch 
selbst dann, wenn die Kennlinie er­
heblich von einer Geraden abweicht, 
nicht viel von der Sinusform, so 
daB man sie oft durch Sinuslinien 
ersetzen darf. 

Wir vergleichen beispielsweise 
mit einer Sinusbewegung erstens die 
Bewegung eines Pendels nach (40.8) 
mit einer Weite von Q = 90°, zwei­
tens die Bewegung eines Schwingers 
nach (40.23) und den Werten des 

to Beispiels (40.25) mit einem Aus­
schlag von Q = 3 cm, so daB {} = 6 
wird. Um einen Vergieich zu er­
moglichen, tragen wir die Kurven in 

dimensionslosen Koordinaten auf, indem wir setzen T = T~4. SO erhalten wir 

fUr die Sinusbewegung die Kurve (b) der Abb.40/2 mit der Gleichung 
arc sin (qOjQO) 

T=~2~ mit 

fUr das Pendel die Kurve (a) mit der Gleichung 
F (45°, rpO) . ° sin qO/2 

T = K (450) mit srng; = sin 45° , 

fur den zweiten Schwinger die Kurve (c) mit der Gleichung 

(40.27 b) 

(40.27 a) 

T = F (V3f/, rp) mit 
K (V377) 

und 1: = ~. (40.27 c) 

Die Kreisfrequenz der ersetzenden Sinusbewegung nennen wir die zugeord­
nete Kreisfrequenz und bezeichnen sie mit ill. Sie ist definiert durch 

A n/2 2n 
w = Tj4 = r.r--. (40.28) 

Fur die Pendel gilt nach (40.9) 

fur 

A n/2 l/g 
w=n K (Qj2) mit n= VT' (40.29) 

Schwinger mit der in !5) behandelten Kennlinie 

ill = n V-I + 1? (1-/ _1l-,--/2_ff-) 

K V 2 (1 + ff) 
mit 

nach (~0.24) 

(40.30) 
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x bedeutet fiir die hier erwahnten Schwinger jeweils die Kreisfrequenz der zuge­
horigen kleinen, harmonischen Schwingungen. Fiir die parabolischen Kennlinien 
zweiten und dritten Grades nach y) (mit horizontaler Tangente im Ursprung) 
folgt aus (40.17) 

und 
W n/2 
1( = -1,8541 Q (40.31) 

oder aus (40.17a) 

W n/2 1 / Q W n/2 (Q ) --;-= 1,714 V T und --;-=-C8541 T . (40.31a) 

Die Kurve (a) der Abb.40/3 zeigt entsprechend (40.29) die Abhangigkeit des 
Quotienten (W/X)2 von der Ausschlagweite Q = (/> bei Pendeln, Kurve (b) 

Abb.40}3. Zusammenhang zwischen Schwingungsweite und zugeordneter Kreisfrequenz rn. a fiir Pendel, 
b fiir Schwinger mit Kennlinie (40.2), c fiir Schwinger mit Kennlinie t (q) ~ q', d fiir Schwinger mit Kenn­

linie f(q) ~ q'. 

entsprechend (40.30) die Abhangigkeit des Quotienten (W/U)2 von yO = Q yfJ/rx 
bei Schwingern mit Kennlinien nach (40.2), Kurven (c) und (d) entsprechend 
(40.31) die Quotienten (w /U)2 der Schwinger mit den parabolischen Kennlinien 
zweiten und dritten Grades in Abhangigkeit von Q. 

41. Die "nichtintegrierbaren" Fane. N aherungsverfahren [1] . Fiihrt das 
Integral (39.8) nicht ~ehr auf eine bekannte und benannte Funktion, so muB 
man seine Eigenschaften aus der Integralform (39.8) selbst ablesen. Dazu 
dienen die Methoden der graphischen oder der numerischen Integration. Beide 
Integrationsarten werden in der Regel auf Einzelfalle mit bestimmt vorgegebenen 
Zahlenwerten angewendet. Es haftet ihnen dann der schwerwiegende Nachteil 
an, daB der EinfluB irgendwelcher Veranderungen sowohl in den Richtkraften 
wie in den Anfangsbedingungen (z. B. den Ausschlagweiten) auf das Ergebnis 
schlecht zu iiberblicken ist; bei Vornahme solcher Abanderungen muB in 
der Regel die gesamte Integration wiederholt werden. Es gibt jedoch zwei 
Verfahren, die eine allgemeine Behandlung weiterhin zulassen. Das erste be­
steht in der Anwendung der (meist nur fiir Einz.elfalle benutzten) numerischen 
Integrationsmethode~, z. B. der SIMPSONschen Regel, auf den allgemeinen 
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Ausdruck (39.8), das zweite darin, daB man die nicht gerade Kennlinie durch einen 
gebrochenen Streckenzug ersetzt. Beide Verfahren liefern also Naherungswerte. 

~) Integration nach der SIMPsoNschen Regel. Die SIMPsoNsche Regel 
b 

besagt [2], daB das Integrall = J p(x) dx angenahert gleich ist der folgenden 
a 

Summe (wenn wir das Intervall in vier gleiche Teile teilen, so daB b-a = 4h wird): 

l~: [p(a)+4p(a+h)+2p(a+2h)+4rp(a+3h)+rp(a+4h)]. (41.1) 

Solange in (39.8) q < Q ist, kann dieser Ausdruck leicht gebildet werden. Wir 
schreiben ihn gar nicht ausfiihrlich an. Erstreckt man das Integral jedoch bis 
zur Grenze q = Q, so wird der Integrand an dieser Stelle singular und damit 
auch das letzte Glied der Summe (41.1); die SIMPsoNsche Regel versagt. In 
diesem Fall hilft aber eine leichte Umformung iiber die Schwierigkeit hinweg. 
1m Integral 

Q 
T 1 f dq" 
-4-= ,,1"2 VJ(Q)-J(q") 

(41.2) 

o 
fiihren wir eine neue Integrationsveranderliche Z2 = Q- q" ein. Dadurch geht 
(41.2) iiber in yQ 

T V2f zdz 
4=" vJ(Q) -J(Q - Z2)' 

(41.3) 

o 
Jetzt wird der Integrand an der unteren Grenze z = 0 zunachst unbestimmt. 
Durch den Grenziibergang (unter Benutzung des Mittelwertsatzes der Differen­
tialrechnung) 

lim z .=lim z =lim_l_=_l_ 
z-+oyJ(Q)-J(Q-z2 ) z-+o1"z2J'(C) z-+ovf(C) 1"f(Q) 

mit Q < , < Q - Z2 findet man seinen Wert dort zu Ifl/ t (Q) . 

(41.4) 

Auf (41.3) konnen wir nun die SIMPsoNsche Regel anwenden und erhalten 
mit (41.4) 

T = Q1"2I 1 + 1 + 1 

4 12x vQf(Q) VJ(Q)-J(~~Q) VJ(Q)-J(! Q) 

+ v'J(Q)~J(i.Q) + V/(Q) I , (41.5) 

Diese Gleichung gibt die Viertelperiode als Funktion der Ausschlagweite Q 
explizit - allerdings nur angenahert - an. Die Naherung durch die SIMPSON­
sche Regel ist jedoch, wie man weiB, in der Regel vorziiglich (gegebenenfalls 
verwendet man andere numerische Methoden). 

Wir wollen die Giite der Ubereinstimmung an einem Beispiel nachpriifen 
und wahlen dafiir die in Ziff.40 streng ge16ste Differentialgleichung (40.18), 

so daB ,,2 = ~/m und t(q} = q + .lq3 wird. Das Integral iiber t(q) liefert 

J (q) = f + ~ ~, und die Gl. (41.5) wird, wenn t? = .B ~2 bedeutet, zu 

4 -6" 1"2(1+-&) 1/~+~14911 + 1/~+~175 + 1/207+~63135 + l/l+.!· . 
T _~I 1 + 1 1 3 1 I (416) 

V 256 265536 V 16 2256 V 256 265536 V 2 
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Setzt man hierin " und f} entsprechend dem Zahlenbeispiel (40.25) ein, so erhiilt 
man mit dem Rechenschieber dieselben Werte wie nach der strengen Gl. (40.26). 
Die Kurve (0) der Abb. 42/6 zeigt die aus (40.26) oder (41.6) folgenden Werte; 
dort ist ~ an Stelle von Q geschrieben. 

{3) Ersatz der Kennlinie durch einen Streckenzug. Fiihrt die ge­
gebene Kennlinie f(q) uber (39.7) auf nichtintegrierbare Funktionen in (39.8), 
so liegt der Gedanke nahe, die Kennlinie durch Kurven zu ersetzen, die (39.8) 
integrierbar machen. Dabei wird man zunachst versuchen, zur Annaherung 
Geradenstucke zu verwenden, die Kennlinie also durch einen gebrochenen 
Streckenzug anzunahem. Gebraucht man dabei noch die Vorsicht, den Strecken­
zug entweder nur uber oder nur unter die Kennlinie zu legen, so untersucht man 
Bewegungen, die entweder rascher oder langsamer verlaufen als die gesuchte; 
man kennt also die Richtung des Fehlers. Daneben gibt es noch FaIle, in denen 
die Kennlinie sich von vornherein aus Geradenstucken R 
zusammensetzt (s. die Beispiele IX, {3, y von Ziff. 42); 
das Vorgehen liefert dann keine angenaherten, son­
dem genaue Ergebnisse. 

Um die Hilfsmittel fiir ein allgemeines Verfahren 
bereit zu stellen, bestimmen wir zunachst den Beitrag, 
den ein irgendwie gelegenes gerades Stuck der Kenn­
linie zu Dauergleichung und Schwingzeit liefert. Vor­
gelegt sei also eine Strecke Ai _ 1 Ai als Stuck einer 
Kennlinie (Abb. 41/1). Sie verlauft zwischen den Ab-

d ih d d . d R Abb. 41/1. Gerades Stiick einer 
szissen qi _ 1 un qi' . re Ran or inaten sm i - 1 Kennlinie. 

und R i, ihre Gleichung lautet R(i) (q) = Ci q + di. Die 
Wurzel der Gleichung R(i)(q) = 0 wird mit qi bezeichnet; sie gibt den Durch­
gang der Geraden durch die Achse an. Ferner fiihren wir die Abkiirzungen 
ein (Abb. 41/1): 

Qi=qi-qi und Si=qi-l-qi SOWle Yi =-vi!wi' (41.7) 

wobei Wi = VCi/a bedeutet und a der Massenfaktor des Schwingers ist; vi ist 
die (negative) Geschwindigkeit, die der Schwinger hat, wenn er auf einem Ruck­
gang bei q = qi in das zu untersuchende Intervall eintritt. Yi ist eine HilfsgroBe 
von der Dimension einer Lange; sie ist positiv. 

Mit Benutzung der eingefiihrten Abkurzungen erhalt die Bewegungsgleichung 
in dem ins Auge gefaBten Intervall qi > q > qi _ 1 die Gestalt a q + R(i) (q) = 0 
oder 

Ihr Integral lautet allgemein 

q(t) = qi + A cos Wi t + B sin Wi t, 

und die Ableitung (Geschwindigkeit) wird 

q (t) = -A Wt sin Wi t + B Wi cos Wit. 

(41.8) 

Zahlt man die Zeit vom Eintritt des Schwingers ins Intervall an, so hat man 
zur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B die beiden Bedingungen, 
daB fur t = 0 

und 
sein muB. Das ergibt 

A = Qi und B = vi/Wi = - Yi , 
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daher wird die Dauergleichung der Bewegung 

q = lJi + QiCOS wit- Yi sin wit 
oder 

(41.9) 

wenn Zi = yQ; + Yl und ei = arc tg (~/Qi) bedeutet. 
Die Zeit ti' die das System zum Durchlaufen des i-ten Intervalls braucht, 

folgt aus der Gleichung qi -1 = q(ti). Sie liefert qi -1 = qi + Zi cos (Wit; + ei), 
also 

und daher 

ti = ~i [arc cos ~: - arc tg-~i] . (41.10) 

(41.9) liefert die Dauergleichung der Bewegung im Intervall' (41.10) den Bei­
trag zur Schwingzeit. 

Handelt es sich um einen Schwinger mit punktsymmetrischer Kennlinie, 
fUr den die Zeit von einem Umkehrpunkt zum Nulldurchgang ein Viertel 

I 

/ 
I 

~-

'liz-1 'liz 
rr 

der Schwingdauer bedeutet, und wird die Kenn­
linie durch einen Streckenzug von n Strecken ange­
nahert (Abb.41/2), so lautet der angenaherte Wert 
von T/4 

Wahrend die GroBen Si und Qi bekannt sind, 
wenn die Gleichung der Geraden R = R(i)(q) ge­
geben ist: 

Abb.41/2. Kennlinie ist ein R R. 
Streckenzug. S. = i-I Q t 

'l, Ci i == ----C;' 

hangt Yi von Vi und damit von der "Vorgeschichte" der Bewegung abo Wenn 
die Kennlinie aus einem Streckenzug besteht, so laBt sich Yi aus den Konstanten 
des (i + I)-ten Abschnitts, oder Yi -1 aus denen des i-ten finden. Nach Definition 

ist namlich Yi _ 1 = - Vi.- 1_; die Geschwindigkeit vi _ 1 wird gegeben durch 
Wt-1 

Vi-1 = V (ti ) =-ZiWisin(Witi + ei)· Nunfandenwiraber schon cos (Wi ti + ei) = 

Si/Zi, daher ist sin (Witi + ei) = yZ;--- SUZi und Vi-1 = -Wi yZr- Sr oder 

Y . - + ~ y_y2IQ-2 ___ -S2 
t-1- . iii i· 

Wt-1 
(41.12) 

Wir haben damit eine Rekursionsformel gewonnen, die uns ausgehend von 
Yn = 0 (wegen Vn = 0 im Umkehrpunkt) die Geschwindigkeiten in allen Inter­
vallteilpunkten liefert. 

Die arc cos-Funktionen und arc tg-Funktionen in (41.11) lassen sich - falls notig -
noch zusammenfassen: wegen arc tg u = arc cos (Ih/l + u2 ) ist arc tg Ji/Qi = arc cos Qi/Zi 
und wegen arc cos ~~ - arc cos v = arc sin( v VI- u 2 - u VI v2) gilt 

Si Yi Si Qi . Qi Y zi - si - Si Yi 
~-~-~~~=~-~-~-~=~~ V , 
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Den letzten Ausdruck konnte man wegen (41.12) noch umformen zu 

Qi Yi-l Wi-l - Si Yi 
arc sin _____ W~i--

Z~ 

III 

Aile oder einzelne Anteile ti aUB (41.11) kann man daher statt in der Form (41.10) in der 
folgenden Form anschreiben 

1 . QiV~-Si Yi. 
Ii = -. arc sm Z2 ' 

W, i 
(41.13) 

dabei wird man sich die Schreibarten nach ZweckmiiBigkeit aussuchen. Wir suchen die 
einfachsten Ausdriicke fiir einzelne Teilbereiche. 

1m letzten Bereich i = n gilt wegen Vn = 0 auch 
Yn = O. Hiel' empfiehlt sich als einfacbste die 
Form (41.10) 

1 8n 
tn=-arccos-Q . 

Wn n 
(41.14) 

1m er.sten Bereich i = 1 liiBt sich eine Verein­
fachung anbringen, wenn die Gerade die Glei­
chung R(l) = c1q hltt, also durch den Nullpunkt 
geht. Dann ist niimlich 8 1 = 0, und damit wird 

1 [n Y1 ] tl = - --arctg-
WI 2 Ql 

oder 

oder noch einfacher 

1 Ql 
tl = - - arc tg -y- . 

WI 1 
(41.15) 

In der letzten Fassung spart man gegeniiber der 
ersten das Subtrahieren von n/2, gegeniiber der 
zweiten das Wurzelziehen vQi + Y;. 

42. Beispiele fiir aus Geradenstiicken zusam­
mengesetzte Kennlinien. (X) Ein erstes und ein­
fachstes Beispiel fiir einen Schwinger, der als freie 
Bewegungen keine streng hltnllonischen Schwin­
gungen mebr ausfiibrt, bietet jedes System, bei 

R 

b 

c 

dem die Riickstellkriifte bei einer Auslenkung t 

oX 

nicht sogleich wirksam werden, in welchem also ein Abb. 42/1. Schwinger mit Spiel. a Anordnung, 
Spiel 8 vorbanden ist. Ein Schema einer solchen b Kennlinie, c Weg-Zeit-Linie. 

Anordnung zeigt Abb. 42/1a. Die Kennlinie ver-
liiuft dann nach Abb. 42/1 b. Die Masse des Schwingers sei m. An Stelle der Itllgemeinen 
Koordinate q schreiben wir fUr den Weg hier x, und dementsprechend auch Xi statt Qi' 

Wir unterscheiden zwd Gebiete: (l) zwischen 0 ;;;:: x ;;;:: Xl und (2) zwischen Xl ;;;:: X ;;;:: x2• 

Die Gleichung der Kennlinie im Gebiet (2) lautet R(2) (x) = c2 (X- Xl)' daber ist 8 2 = 0 
und X 2 = X 2 - Xl; ferner ist Y2 = O. Als Weg-Zeit-Knrve ergibt sich nach (41.9) 

X = Xl + (X2 - Xl) cos W2t 

und als Durcblaufzeit nach (41.14) t2 = ..!... arc cos 0 = 1/ m _n2-. 1m Gebiet (1) bewegt 
w2 V c2 

sich der Schwinger mit der konstanten Geschwindigkeit VI = - W 2 (X2 - Xl); die Weg-

Zeit-Kurve ist eine Gerade, die Durchlaufzeit wird t[ = -IXI = (Xl) • Daber haben 
wir als Viertelschwingdauer VII W 2 X 2 - Xl 

~ = tl + t2 = V:[-f + X2 ~ xJ 
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Kiirzt man das VerhiiJtnis von halbem Spiel zu Grolltausschlag mit e=x,./X2 ab [e<l), 
so wird 

(42.1) 

Die Schwingzeit ist nicht mehr unabMngig vom Ausschlag, sie hangt jedoch nur vom 
VerMltnis x,./xz, nicht von diesen GroDen einzeln abo Verdoppelt man Z. B. sowohl den 
Grolltausschlag wie das Spiel, so bleibt die Schwingdauer ungeandert. Die AbMngigkeit der 
Schwingdauer von e zeigt Abb. 42/2a, die 
vom Grolltausschlag bei konstantem Spiel 
ist in Abb. 42/2b dargestellt. Die Weg-Zeit­
Kurve setzt sich aus Sinusbogen und 
Geradenstiicken zusammen (Abb.42/1c). 

a 

f 

0 1 1 3 

~ 
~-

'I 

b 

f~--~----~===== 

o 

c 

t 

Abb. 42/2. Schwinger mit Spiel. a Abhanglgkeit Abb. 42/3. Schwinger mit vorgespannten Fedem. 
der Schwingdauer von /l = x./x" b Abhanglgkeit a Anordnung, b Kennllnie, c Weg-Zelt-Linie. 

der Schwingdauer vom Ausschlag x,. 

(J) Leicht zu iiberblicken ist nun die Losung fiir das nachste Beispiel, den Schwinger mit 
v()1'gespanntenFedern. Die Anordnungzeigt Abb. 42/3 a, die Kennlinieistdurch Abb.42/3b dar-

gestellt. Ihre Gleichung lautet in dem einzigen vorhandenen Gebiet .R(1) (x) = Rl - Ro x + Ro' 
Zl 

. Ro Rl VRI-Ro Ferner 1St Yl = 0, 81 = -, Zl = Xl = -, cot = -----. Die Weg-Zeit-Linie hat 
Ct. Ct. m x,.. 

demnach die Gleichung 
- Rl 

Z = Zl + -cosw1t; 
III 

sie setzt sich zusammen aus Kosinusbogen, die auf die durch ± ~ gehenden Achsen bezogen 
sind (Abb.42/3c). Die Viertelperiode ist 

T l/mz1 Ro 
4=t1= V RI-Ro arccos Rl ' (42.2) 

y) Auch Anordnungen mit mehrfach gebrochenen Kennlinien konnen wirklich her­
gestellt werden; Abb.42/4a zeigt cine solche. Nach einem Ausschlag zt trifft die Masse auf 
eine zweite Feder, so daB von dort ab die Federzahl erhOht wird. Die Kennlinie ist 
in Abb.42/4b wiedergegeben. 
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Die Weg-Zeit-Linie setzt sieh fiir eine Viertelschwingung aus zwei Kosinusbogen zu­
sammen, deren erster die Gerade dureh X2, deren zweiter die Gerade durch 0 zur Aehse hat 
(Abb.42/4e). Die Beitrage tJ und t2 zur Viertelperioae errechnen sich aus W2 t2 = arc cos S2/XI 

d Xl Db" Y W2 ,IX2 02' -V R2 -RI d un WI tt = arc tg -Y' a el 1St I = - V 2 - "'2 nnt W2 = ( ) un 
-- 1 WI m X2-~ 

WI = 1 / ~ ; die iibrigen GruBen sind in die Abbildung eingezeiehnet. Vmx1 
~) .Als viertes Beispiel fiihren wir eine Niiherungsrechnung dureh, indem wir eine ge-

kriimmte Kennlinie durch Geradenziige ersetzen. Wir wahlen dafur die Parabel 3. Ord­
nung von Ziff. 40~ mit der Gleichung R = 
a. x + fJ::r;3. 

a Der groBte Ausschlag sei x=;. Die.An-
naherung nehmen wir auf vier Arten vor 
(Abb.42/5), indem wir die Parabel ersetzen 
durch 

I. die Sekante von 0 bis R(;) , 
II. zwei Sekanten, von 0 bis R(;/2) und 

b von R (;/2) bis R(;), 

c 

t 
Abb. 42/4. Schwinger mit mehrfach gebrochener 
Kennlinie. a Anordnung, b Kenniinie, c Weg·Zeit-Llnie. 

III. drei Tangenten, je eine in den Punk­
ten x = 0, x = ;/2 und x = ;, 

IV. zwei Tangenten in den Punkten 
x=O und x=;. 

Wir besehriinken uns auf die Ermittlung 
der Sehwingzeit. Wenn fJ > 0, die Parabel 

Ii 

o 
x-

Abb. 42/5. Ersatz einer parabolischen Kennilnie 
durch Streckenziige. 

also nach oben hohl ist, so liefern die Naherungen Wene 

TI< TIl < T<TIlI< TIV; (42.3) 
fur fJ < 0 andern sieh die Zeiehen < in >. Der wahre Wert T liegt zwischen TIl und TIll' 
Die Niiherungen I und IV sind zwar grober, aber raseher zu finden, so daB sie manchmal 
von Nutzen sein konnen. 

I. Naherung dureh eine Sehne; n = 1. Ihre Gleiehung lautet 

R(l) (x) = (a. + fJ;t) x, 
daher ist 

'"'1= l/a.+mP;Z und ~ V Xl = ;, Sl = 0, 

somit naeh (41.14), wenn auBerdem 1} = fJ ~2/a. bedeutet, 

(42.4a) 

II. Niiherung durch zwei Sehnen. Es sind jetzt zwei Gebiete vorhanden, n = 2; die 
Gleiehungen der Geraden lauten 

R(l)( ) _ 4 a. + fJ;Z x- 4 x und 

Klotter, SchwingungsJebre L 8 
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daher wird 

ferner 

und 

x _ 4~(~ +p~) 
z- 4~+7P~ , 

und 

Die Viertelperiode folgt nach (41.14) und (41.15) aus 

zu 

TIl 1 Xl 1 Sa 
- -=~ +ta =-arctg-+-arccos-

4 W1 Y1 Wa Xa 

TIl ,/m{,/-4- ,/1 4+D ,/ 4 4+D 1 2 b 
T= V~ V 4+D arctg V34+3D+ V 4+7DarccosS(I+D)I·(4.4) 

Ill. Naherung durch drei Tangenten; n = 3. 
Die Gleichungen der drei Geraden lauten: 

R(2)( )_ 4~+3p~ x- p~3 
x - 4 4 ' R(3) (x) = (ex + 3 P ~2) X - 2 P ~. 

Die Intervallendpunkte Hegen bei 

xo=O, 

Die in der Summengleichung 

TIll 1 Xl 1 [ Sa Ya] 1 Ss --=-arctg-+- arccos--arctg- +-arccos-
4 W1 Y1 Wa Zz Xa Ws Xa 

auftretenden Ausdriicke lauten demgemii.B 

W2= V4~~~P~ W3= -V~+!P~ 
4 7~+3p~ 

Xz = If 4~+3p~ ~ 
~+p~ 

X3 = ~+3p~2 ~ 
4~ 

8 2 = 3(4~+ 3P~) ~ 
7~+3p~a t 

8a = 9 (~+ 3 P~) ~ 

41"2 
Y2=-9-~ 

Z _ ~ ~ V9 ~2 + 10 ~ P ~ + 3 pm ~, 
2- 3 (4~+3p~2) , 

80 daB wir - wieder unter Benutzung von D - erhalten 

TIll ,/m{ 1 1 ,/-4- [ 1 
~ = V oc arc tg"2 V2 + D + V 4 + 3D arc cos V9 + 10 D + 31)2 

_4+3D] 1 7+3D 
- arc tg V2 7 + 3D + VI + 3D arc cos 9 (1 + D) . 

IV. Nii.herung durch zwei Tangcnten; n = 2. 
Die Gleichungen der Geraden lauten 

R(l) (x) = ~x R(2) (x) = (~+ 3P~2) X_2p~3. 

(42.40) 
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Der Intervallteilpunkt liegt bei 
~ =2/3;. Die im Ausdruck fur '1rs 
die Viertelperiodc 1. 

TIV = ~arctg Xl + I 
4 w1 Y1 

1 8 2 +-arccos-
W2 X 2 

benatigten GraBen lauten: 10 

:? -......." 

~ 
~ ,"'-",-',,-

"'~ " 
...... "-

...... "" ~=V:' 
w2 = V-a:-+;--m~3-'{3;-c;c.-2 ; 

~~~ 
............. ....: ...... ~ III 

!:=(O) 

2 
X 1 =a;' 

a: + {3;2 
X2=a:+3{3~;; 

Y _.£ ,/5a:+3{3;2 
1-3V a: ' 

2a: 
8 2 = 3 (a: + 3 (3 ;2) ;; 

daher wird 

.......... ~ 
Il 

5 

o 3cm 

Abb.42/6. Abhiingigkeit der Schwingdauer eines Schwingers 
mit parabolischer Kennlinie von der Schwingungsweite. 

T!V = V: {arctg2 V5 +13f} + VI +13 f} arc cos 3 (1 ~ f}) }. (42.4 d) 

Die GIn. (42.4) und unter ihnen im besonderen die genaueren (42.4b) und (42.4c) er­
lauben nun, die Abhangigkeit der Schwingzeit T von verschiedenen Parametern - etwa der 
Schwingungsweite - im einzelnen zu verfolgen. 

e) Zum vorigen allgemeinen Beispiel geben wir noch Zahlenwerte. Fur den Schwinger 
(40.25) erhalt man fur flinf verschiedene Schwingungsweiten; (in cm) nach der Naherung II 
und III die Vierlelperioden (in 10-2 s) 

o 1 I V3/2 3 

Tu/4 12,53 9,55 6,46 13,91 I II,53 I 
1----1-----1------

12,96 1 12,08 I 10,21 TUI/4 
n 

10 2 = 15,7 14,04 6,99 

Aus diesen Werten sind die beiden Kurven II und III der Abb. 42/6 hergestellt. Die 
Kurve (0) der wahren Werte [aus der G1. (40.26)] liegt zwischen ihnen. 

D. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers 
mit gerader Kennlinie. 

43. Die Differentialgleichung der Bewegung; Arten der Erregung. Bei der 
Aufstellung der Bewegungsgleichung eines einfachen Schwingers in Ziff. 11 
hatten wir als Krafte, die am Schwinger angreifen, neben den Tragheitskraften 
zunachst sowohl von Lage und Geschwindigkeit abhangige innere Krafte wie 
auch als Funktion der Zeit gegebene auBere Krafte zugelassen [Gl. (11.2)], 
dann aber von den auBeren Kraften wieder abgesehen. Die im Wechselspiel 

fl* 
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zwischen Tragheitskraften und inneren Kraften des Systems allein verlaufenden 
Bewegungen heiBen /reie Bewegungen; sie wurden in den Abschnitten A bis C 
behandelt. Eine erzwungene Bewegung entsteht, wenn von auBen einwirkende, 
in bekannter Weise mit der Zeit sich andernde Krafte (die erzwingenden, erregenden 
oder Zwangs-Krafte) ebenfalls vorhanden sind. Bezeichnen wir die Erregerkraft mit 
p (t) und setzen fiirs erste einen Schwinger mit linearer Feder- und Dampfungs­
charakteristik voraus, so lautet die Bewegungsgleichung nach (11.2) 

q=~[p-bq-oq] oder aq +bq+oq=p(t). (43.1) a 

Wahrend die /reien Schwingungen durch homogene Differentialgleichungen 
beschrieben wurden, sind die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwin­
gungen inhomogen: Es tritt eine gegebene Funktion der Zeit (auf der rechten 
Seite der Gleichung) auf; sie heiBt Erreger/unktion oder auch StOrungs/unktion. 

Da wir uns nur mit Sohwingungsbewegungen befassen wollen, so nehmen 
wir an, daB die Erregerkrafte periodisch seien. Nach dem allgemeinen Satz 

Abb.4S/1. Schwinger 
mit Federkrafterre­
gung (fiber zwelte 

Feder). 

von Ziff. 3 kann jede periodische Funktion in harmonische 
Bestandteile zerlegt werden. Es geniigt daher (soweit die 
Bewegungen durch lineare Differentialgleichungen beschrieben 
werden) die Untersuchung harmonischer Erregerkrafte: 

p(t) = P sin (Q t + oc). (43.2) 

P ist die Amplitude, Q die Kreisfrequenz der Erregerkraft. 
Zur Unterscheidung von der Eigenkreisfrequenz lO des Schwin­
gers bezeichnen wir sie mit dem anderen Buchstaben. Die zu 
IOsende Differentialgleichung lautet nun 

aq + biz + oq = Psin(Qt + oc). (43.3) 
Sie ist linear; wir diirfen die Wirkungen der einzelnen Har­
monischen der Erregerkraft getrennt untersuchen. 

Die Erregerkraftekonnenentweder unmittelbar am Schwing­
korper selbst angreifen (Beispiele dafiir bieten Feldkrafte -
etwa magnetischer oder elektrischer Art - oder die von Gas­
kraften herriihrenden Drehkrafte an den Kurbelzapfen der 
Kolbenmaschinen) oder sie konnen von der Zwangsbewegung 
irgendeines Systemteils herriihren. Dabei miissen wir drei 
verschiedene Arten von Umwandlungen der Zwangs- oder 
.Antriebsbewegungen in Erregerkrafte unterscheiden. Wirmachen 
sie uns an den drei schematischen Abb. 43/1-43/3 klar. 

Abb.43/1 stellt einen Schwinger von der Art der Abb. 33/2b dar, an den 
eine zweite Feder 02 angeschlossen ist, deren Endpunkt E zwanglaufig so 
gefiihrt wird, daB er eine harmonische .Antriebsbewegung 

u(t) = U sinQ t (43.4) 

macht (angedeutet durch das Zeichen r'>v). Die auf den Schwingkorper ~ durch 
die Feder 02 iibertragene Kraft ist 02(U-q). Zusammen mit den iibrigenKraften 
erhalten wir die Bewegungsgleichung 

~;i +b1q+Olq=OZ(U-q) 
oder 

(43.5 a) 
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so daB hier die Erregerkraft 

p(t) = C2 u(t) = c2 U sin.Q t (43.5b) 

lautet. lhre Amplitude hat den frequenzunabhangigen Betrag C2 U. 
Der Schwinger der Abb. 43/2 entsteht aus 

Abb. 33/2b durch Hinzufiigen eines zweiten 
Dampfers b2• Wird nun in dieser Anordnung der 
Punkt E wieder harmonisch nach (43.4) bewegt, 
so ist die auf den Schwingkorper a1 iibertragene C1 

Kraft b2(u-q). Daher lautet die Differential­
gleichung der Bewegung dieses Schwingers 

alii + (bl + b2 ) q + c1q = b2 u, (43.6a) 

und die Erregerkraft wird 

p(t)=b2 u(t)=b2 U.Qcos.Qt. (43.6b) 

lhre Amplitude andert sich linear mit der Erreger­
frequenz. 

1m Schwinger der Abb. 43/3laufen zwei exzen­
trisch zu den Achsen sitzende Massen a2/2 gegen­
laufig auf Kreisen vom Halbmesser U urn.. Der 
relative Schwingungsausschlag der umlaufenden 
Massena2/2 gegeniiberderMasseal ist u = U sin.Qt. 
Beim Umlauf erzeugen die Massen Fliehkrafte, 
die sich zu der auf a1 wirkenden harmonischen 
Erregerkraft 

p(t) = a2 U.Q2 sin.Q t (43.7 a) 

zusammensetzen. Die Amplitude dieser 
Erregerkraft andert sich mit dem Qua­
drat der Kreisfrequenz. Die Bewegungs­
gleichung des Schwingers 43/3 lautet 

(al +a2)Ci+b1 Q+C1 q =. I (43.7b) 
a2 U.Q2 sm.Qt. J 

Abb.43/4. Schwinger 
mit Federkrafterre­

guug (iiber erste 
Feder). 

Abb. 43/3. Schwinger 
mit Massenkrafterre­

gong (iiber zweite 
Masse). 

Abb. 43/2. Schwinger 
mit Dampfungskraft­
erregung (iiber zweiten 

Dampier). 

Abb. 43/5. Schwinger 
mit Dampfungskrait­
erregung (iiber ersten 

Dampier). 

Sonderfalle der Anordnungen Abb. 43/1 
und 43/2 zeigen die Abb. 43/4 und 43/5. 
Hier erfolgen die Erregungen nicht iiber 
eine zweite Feder C2 oder einen zweiten 
Dampfer b2, sondern iiber die urspriing­
liche Feder C1 oder den urspriinglichen 
Dampfer bl . Es wird der FuBpunkt F der 
Feder CI oder des Dampfers bi selbst 
zwanglaufig nach dem Gesetz (43.4) bewegt. Die Differentialgleichungen lauten 
dann im ersten Fall 

alq+b1q+C1(q-U) =0 oder aIq+b1q+C1q=C1U(t), (43.5c) 

im zweiten Fall 

~q+bl(q-U)+Clq=O oder a}ii+b}q+Cd=blu(t). (43.6c) 
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Den Fall, in dem die Erregung liber die Masse a l selbst erfolgt, so daB die 
Bewegungsgleichung 

al(q-u)+blq+Clq=O oder alq+blq+clq=alu(t) (43.7 c) 

lautet, werden wir in Ziff. 48 Y bei der Untersuchung der Ausschlage einer 
Scheibe auf einer rotierenden Welle kennenlernen. u(t) ist in allen drei Fallen 
nach (43.4) einzusetzen. 

Die gemeinsame Form aller Gin. (43.5) bis (43.7) ist (43.3), wobei die 
Amplitude P und der PhasenverschiebungswinkellX der Erregerkraft die Werte 
in (43.7) (Massenkrafterregung) 

P=ai UQ2, IX =n, (43.8a) 

in (43.6) (Dampfungskrafterregung) 

P=biUQ, IX = nj2, (43.8b) 
in (43.5) (Federkrafterregung) 

P = ci U, IX = 0, (43.8c) 

annehmen (i bezeichnet dabei die Masse, den Dampfer oder die Feder, liber 
die die Erregung erfolgt); die Koeffizienten a, b, c auf der linken Seite der 
Gleichungen sind gleich aI' bl , Cll wenn jeweils nur eine Masse, ein Dampfer oder 
eine Feder vorhanden ist, dagegen werden sie zu a l + a2, bl + b2 , C1 + c2' so­
bald zwei Massen, zwei (parallelliegende) Dampfer oder zwei (parallelliegende) 
Federn vorhanden sind. 

a) Ungediimpfte Schwinger. 

44. Die Dauergleichung der diimpfungsfreien Bewegung bei harmonischer 
Erregerkraft. Die Differentialgleichung der erzwungenen Bewegung eines 
diimpjungsjreien Schwingers hat nach dem in der vorigen Ziffer Gesagten die 
allgemeine Gestalt 

aq + cq = p(t), (44.1a) 
wobei 

p(t) = PsinQt (44.1 b) 
ist, und Peine der Formen (43.8a) oder (43.8c) annehmen kann. Sie ist eine 
gewohnliche, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi­
zienten und mit einer SWrungsfunktion. Die allgemeine Losung einer linearen 
Differentialgleichung mit SWrungsfunktion setzt sich aus zwei Anteilen zu­
sammen, aus der allgemeinen Losung qh der um das Storungsglied "verkiirzten" 
(homogenen) Gleichung ("EigenlOsung") und einem partikularen Integral qp der 
"unverkiirzten" (inhomogenen) Gleichung: 

q = qh + qp' (44.2) 
Mechanisch gesprochen heiBt das: Die entstehende Bewegung ist eine Uber­
lagerung von freier Bewegung und eigentlicher erzwungener Bewegung. Die 
Eigenbewegung haben wir schon erortert; wir wenden uns sogleich dem er­
zwungenen Bewegungsanteil zu. 

Wenn p sich harmonisch mit der Frequenz Q andert, so mull auch qp harmo­
nisch mit dieser Frequenz und in Phase oder Gegenphase mit p verlaufen. Man 
erkennt dies entweder erstens unmittelbar durch Einsetzen des die genannten 
Tatsachen beschreibenden Ansatzes 

(44.3) 
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in die Differentialgleichung oder zweitens durch Betrachtung der erzeugenden 
Vektoren der ins Spiel tretenden Krafte (s. Ziff. 46) oder drittens durch das 
Aufsuchen der Losung qp der Differentialgleichung (44.1) auf systematischem 
Weg (s. Ziff. 47). Wir begnugen uns an dieser Stelle mit der Verwendung des 
Ansatzes (44.3). Dieser Ansatz erfullt (44.1) nur dann, wenn Q einen geeigneten 
Wert hat. Man findet ihn durch Einsetzen von (44.3) in die Differentialgleichung 
(44.1), die dadurch in die algebraische Gleichung 

(c-aQ2) Q = P (44.4) 
iibergeht; aus ihr folgt 

wenn wir die Abkurzung 

PIP 1 
Q = C Q2 = C 1 - 1)2 , 

1--
w2 

(44.5) 

(44.6) 

benutzen. Das heiBt: Die durch eine harmonische Kraft erregten Bewegungen 
sind harmonische Schwingungen, die mit der Frequenz der Erregerkraft verlaufen; 
fur den diimpfungsfreien Schwinger sind sie mit der Kraft in Phase oder in Gegen­
phase, je nachdem, ob der Bruch Ij(I-1J2) positiv oder negativ ist. Die Ampli­
tude Q der erzwungenen Bewegung ist vollig bestimmt. Und zwar nicht wie 
die der freien Bewegungen durch die Anfangsbedingungen, sondern durch 
Amplitude P und Frequenz Q der Erregerkraft sowie die Konstanten a und c 
des Schwingers. 

Die GroBe Q in (44.5) haben wir als Amplitude der Schwingung bezeichnet. 
Das ist streng genommen insofern nicht ganz richtig, als (44.5) (fur 1J > 1) auch 
negative Werte annehmen kann; die Amplitude einer Schwingung ist aber 
nach Definition (Ziff.3) eine positive GroBe. Urn auch in den Bezeichnungen 
streng mit dem Fruheren in Ubereinstimmung zu bleiben, setzt man statt (44.3) 

qp=Qsin(Qt-s); (44.3a) 

dann erhalt man fur die Amplitude 

Q = :11 ~ 1J2 1 
(44.5 a) 

und fur den Phasenverschiebungswinkel s = 0, wenn 1J < 1, s = n, wenn 1J > 1 ist. 
Die gesamte Losung lautet 

q = qh + qp = C sin (w t + y) + : 11 ~ 1)21 sin (Q t - s). (44.7) 

Die entstehende Bewegung ist daher eine Uberlagerung zweier harmonischer 
Schwingungen mit den verschiedenen Frequenzen w und Q. Amplitude C und 
Phasenlage y der mit w verlaufenden Eigenschwingung wird durch die Anfangs­
bedingungen bestimmt, wahrend der mit Q verlaufende erzwungene Anteil 

die festgelegte Amplitude : 11 J:- 1J2 1 und einen festgelegten Phasenverschiebungs­

winkel s hat. 

1st z. B. fur t = ° der Ausschlag q = qo' die Geschwindigkeit q = vo' so 
berechnen sich die 1ntegrationskonstanten C und y aus 

P 1 
qo = C sin y und Vo = C w cos y + C Q 1 _ 1)2 ; 
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es ist daher 
wqo und (44.8) tgy= P 1 

vo--Q--
() I-rl 

SolI etwa der erzwungene LOsungsanteil allein vorhanden sein, so muB 0 = 0 
werden; das ist nur moglich, wenn der Anfangsausschlag go verschwindet und 
die Anfangsgeschwindigkeit Vo den Wert 

P 1 
vO=-D-I --2 () -1/ (44.9) 

hat. Der Eigenschwingungsanteil hat im allgemeinen jedoch keine groBe Be­
deutung, da fast stets eine Dampfung vorhanden ist, die ihn zum Abklingen 
bringt, so daB er nur den Beginn der Bewegung, den Einschwingvorgang be­
einfluBt (s. Ziff. 57). 

46. Vergro8ernngsfunktion; kinetische EinfiuSzahl, kinetische Federzahl. 
Die Amplitude der erzwungenen Schwingung hat nach (44.5 a) den Betrag 

~ Q = ~ 11 ~ 1/2 1 = : Va· (45.1) 

11-""--+-~ 

o I '2 .2-----;1 
,,-- !} 

/1J=W-
, I 

II 
, I 

If 
a 

;r +1-----
1 f -----~-------------

o 1 2 

'1=9-
b 

Abb.45/1. a Vergroaerungsfunktion 
(Resonanzfunktion) V, (11) fiir Er­
regerkraft konstanter Amplitude, 
b PbasenverscbiebungswinkeJ • (11). 

Der Faktor 
(45.la) 

heiBt VergrofJerungslunktion (oder auch Resonanz­
lunktion). Abb.45/la zeigt ihren Verlauf in Ab­
hangigkeit von 1J [gestrichelt eingetragen ist der 
Verlauf von Ij(I-'Tj2) selbst]; Abb. 45/1 b zeigt e('Tj). 
Wir wollen die Bedeutung der Funktion Va('Tj) er­
ortern. Die Amplitude Q der erzwungenen Schwin­
gung folgt aus der Amplitude P der erregenden 
Kraft nach (45.1). Der Faktor Pjc gibt die GroBe 
jenes statischen Ausschlags d an, den eine statische 
Kraft vom Betrage P an der Feder c hervorriefe, 
d = Pjc; daher ist 

(45.2 a) 
Die VergroBerungsfunktion Va gibt also an, um 
wieviel die Amplitude Q des harmonischen Aus­
schlags, der durch die harmonische Kraft von der 
Amplitude P hervorgerufen wird, groBer ist als der 
statische Ausschlag d, den die statische Kraft P 
an derselben Feder erzeugte. 

Schreiben wir (45.1) mit Benutzung der Ein­
fluBzahl h = Ijc, so kommt 

Q = Ph Va. (45.2b) 

Unter Erweiterung des Begriffes der EinfluBzahl konnen wir nun h Va die kine­
tische EinllufJzahl nennen, da sie aus der Amplitude P der harmonischen 
erregenden Kraft die Amplitude Q des harmonischen, erzwungenen Ausschlags 
herstellt, so wie die statische EinfluBzahl h aus der statischen Kraft P den 
statischen Ausschlag d = Ph herstellt. Entsprechend hatten wir elVa die 
kinetische Federzahl zu nennen. Sie gibt an, wie groB die Kraft sein muB, die 
einen vorgegebenen Ausschlag bei den verschiedenen Frequenzen erzwingt. 
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Den Verlauf von l/Vs = 11-?}21 gibt die Parabel oder ihr gespiegelter Teil 
in Abb. 45/2 wieder. 

Es gibt noch weitere Deutungen fiir V3 • In der Anordnung Abb. 43/4 erfolgt die 
Erregung durch eine Zwangsbewegung des FederfuBpunktes F. Als Differential­
gleichung der (dampfungsfreien) Bewegung des Schwingersfanden wir [(43.5 c) mit 

bl=O] alq+clq=exUsin.Qt. i; 
Hier ist P = c1 U, daher 

p 
Q=-Vs= UV3 • 

III 
(45.3) 

V s gibt hier an, um wievielmal die erzwungene Aus­
schlagamplitude Q des Schwingkorpers ~ groBer ist 
als die erregende Ausschlagamplitude U am FuBpunkt 1t-....::,.----f 

der Feder. Das gilt jedoch nur, wenn die Erregung ~_---'~;;\;-~ __ :!:--o 8 
tiber die Hauptfeder erfolgt. Bei Erregung tiber die 
Feder c2 nach Abb. 43/1 lautet die Differentialgleichung 
[(43.5a) mit bl = 0] 

~q +(c1 + c2)q = c2 U sinDt; 
daher wird 

(45.3a) Abb. 45/2. Kehrwerl IIV •. 

so daB noch das Verhii.ltnis der Federzahlen mit ins Spiel kommt; auBerdem 
bedeutet hier ro2 = (ex + C2)/~ in Vs das Eigenfrequenzquadrat des mit zwei 
Federn versehenen Schwingers. 

Die dritte Deutung finden wir, wenn wir uns einen aus Feder c1 und 
Masse ~ bestehenden Schwinger mit einer (an der Masse angreifenden) Kraft 
der Amplitude P erregt denken und nach der 
Amplitude K der Reaktionskraft am FederfuB- ~ 
punkt F £ragen. Wegen K = c1 Q folgt aus (45.1) 

K = PV3 • (45.4) 

In diesem Fall bedeutet V s das Verhaltnis der 
Reaktionskraft K am FederfuI3punkt zur Erreger­
kraft P. 

Bisher beschaftigten uns Erregerkrafte kon-
stanter Amplitude P. Sie fiihrten auf die Ver- 0 23 Ii 

groBerungsfunktion Vs(?}). Erfolgt die Erregung '1/=8-
jedoch nach Abb. 43/3, so wird nach (43.Sa) AbbA5/S. VergrHBerungsfunktionV, ('I) 

.Q f I fiir eine dem Quadrat der Erreger-P=a2 U 2, und aus (44.4) ogt (wenn wir die frequenz proportionaie Erregerkraft. 

Amplitude wieder nur positiv rechnen) 

Q-I ~UQs 1_ as UI QS 1_ as UI~I 
- III - (al + as) QS - al + as 0)2 - QI - al + ~ 1 - TJI· (45.5) 

[ro2 bedeutet dabei das Verhaltnis cJ(~ + a2)]. Wir setzen den Faktor 

11~8TJ21 = VI (?}). Den Verlauf dieser Funktion in Abhangigkeit von?} zeigt 

Abb.45/3. VI ist ebenfalls eine VergroBerung~unktion; sie gibt an, um 
wieviel der erzwungene Ausschlag Q groBer ist als der mit dem Faktor 
aJ(~ + a2 ) multiplizierte "Ausschlag" U der beiden Erregermassen aJ2. 
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Wir konnen auch bei der Massenkrafterregung fragen, wie groB die Amplitude der 
Reaktionskraft am FuBpunkt der Feder wird. Die Antwort folgt a~s (45.4) zusammen mit 
(43.8a) oder aus K = c1 Q mit (45.5) zu 

K=a2 [J2UVa= ; CIUVl=aaw2UVl· 
a1 as 

(45.6) 

Die VergroBerungsfunktion Va tritt auf, wenn es sich um eine Erregerkraft 
mit unveranderlicher Amplitude handelt (wie bei der Federkrafterregung), 
VI bei einer Kraftamplitude, die dem Quadrat der Frequenz proportional ist 
(wie bei der Massenkrafterregung). Va beginnt fiir 'YJ = 0 mit dem Wert 1. Das 
heiBt, bei kleinen Erregerfrequenzen ist die kinetische EinfluBzahl nahezu gleich 
der statischen. Dann wachst sie an, bis sie bei 'YJ = 1, wo die Erregerfrequenz 
D gleich der Eigenfrequenz w des Systems ist, iiber aile Grenzen geht. Das 
bedeutet mechanisch, daB jede Kraftamplitude bei jenem Frequenzverhiiltnis 
imstande ist, eine sehr groBe Ausschlagamplitude zu erzeugen. Da bei einer 
mit der Frequenz w verlaufenden Schwingung Tragheitskraft und Federkraft 
sich gegenseitig schon aufheben, kann die Erregerkraft nicht ins Gleichgewicht 
gesetzt werden. Oberhalb der Stelle 'YJ = 1 fallt die Funktion wieder ab und 
nahert sich fiir groBe 'YJ der Null. Eine sehr rasch verlaufende Erregerkraft 
('YJ -+ 00) ruft demnach keine merklichen Ausschlage mehr hervor. Die Trag­
heitskraft setzt dann die Erregerkraft nahezu allein schon ins Gleichgewicht. 

Den Verlauf von VI kann man aus dem von Va ablesen, wenn man beachtet, 
daB VI('YJ) = V 3 (1/'YJ) ist. Es konnte also ein einziges Bild mit doppelt bezifferter 
Abszissenachse beide Funktionen wiedergeben (vgl. die Abb. 53/1). VI beginnt 
bei Null; das besagt, daB Erregungen von Massenkraften geringer Frequenz 
nur kleine Ausschlage des Schwingkorpers mit sich bringen. Dann erfolgt der 
Anstieg wie bei V3, darauf ein Abfall bis auf VI = 1 bei 'YJ -+ 00. Massenkrafte 
sehr hoher Frequenz rufen immer noch Ausschlage hervor. Es wird fiir 'YJ -+ 00 

aus (45.5) 
Q-+ a2 u. 

al +aa 

Bei hohen Erregerfrequenzen verhalt sich demnach die erzwungene Amplitude 
Q zum Erregerausschlag U wie die umlaufende Masse a2 zur insgesamt in Be­
wegung gesetzten Masse (~+ a2). Der Gesamtschwerpunkt bleibt in Ruhe. 

DaB unterhalb 'YJ = 1 der Ausschlag mit der Kraft in Phase, oberhalb jedoch 
in Gegenphase liegt, wurde schon erwahnt und geht aus dem Verlauf des Phasen­
verschiebungswinkels e nach Abb. 45/1 b hervor. 

Die Stelle 'YJ = 1, an der Erregerfrequenz D und Eigenfrequenz w in "Ein­
klang" sind, p£legt man als Resonanzstelle und dementsprechend die Frequenz 
D = (J) als Resonanzlrequenz zu bezeichnen. An der Resonanzstelle gehen die 
erzwungenen Ausschlage des ungedampften Schwingers iiber aIle Grenzen. Man 
bezeichnet die Resonanzfrequenz deshalb auch als lcritische Frequenz. 

Bei ailedem muB man wohl im Auge behalten, daB hier immer von statio­
niiren Zustanden die Rede ist. Tragt man die erzwungenen Amplituden Q 
oder die VergroBerungsfunktionen V als Funktionen der Erregerfrequenz D oder 
des Frequenzverhaltnisses 'YJ = Dlw auf, so sind diese Kurven "punktweise" 
zu verstehen, sie sind Zustandskurven und geben an, wie groB die erregten 
Amplituden bei den verschiedenen Erregerfrequenzen sind. Diese Erreger­
frequenzen sind dabei als konstant vorausgesetzt. Die Kurven der Abb. 45/1 
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und 45/3 konnen nicht etwa "durchlaufen" werden. Einem Durchlaufen ent­
sprache eine Erregerkraft veranderlicher Frequenz, z. B. in der Form 

p = P sin (Q t + A t2) , 

wo 2A eine Winkelbeschleunigung (des umlaufenden Diagrammvektors) be­
deutet. Solche Vorgange des "Anlaufens" oder "Auslaufens" der Schwinger 
untersuchen wir in Ziff. 67 und 68. Allenfalls kann man - ahnlich wie man das 
z. B. in der Thermodynamik tut - die Kurven "unendlich langsam" durch­
laufen denken, um sich ein erstes Urteil uber die zu erwartenden Vorgange 
zu bilden. Keinesfalls konnen die Kurven aber besagen, daB bei jedem Durch­
laufen der Stelle rJ = 1 (mit endlicher Anderungsgeschwindigkeit der Frequenz) 
die Ausschlage uber aIle Grenzen gehen. 

SchlieBlich erwithnen wir noch, daB das Frequenzverhaltnis 'YJ =Qjw in der Literatur 
auch als Abstimmung bezeichnet wird, und daB gelegentlich auBerdem eine GroBe 

rJ' =rJ-l = (Q-w)/w 

benutzt wird, die dann Verstimmung heiBt. 

46. Vektordiagramme; Leistung der Erregerkraft. ex) Ein anschauliches Bild 
vom Kraftespiel bei einer erzwungenen Schwingung mit harmonischer Erregung 
erhalt man, wenn man die Darstellung einer harmonisch Veranderlichen durch 
den erzeugenden Vektor heranzieht, wie sie in Ziff. 4 erklart wurde. Da wir 
uns auf die Betrachtung des erzwungenen Bewegungsanteils beschranken, 
so verlaufen sowohl der Ausschlag wie die Federkraft und Tragheitskraft harmo­
nisch mit der Frequenz Q der Erregerkraft. Es ist also moglich, den zeitlichen 
Ablauf aller Krafte sowie des Ausschlags durch Vektoren zu beschreiben, die 
sich mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit Q drehen; dabei genugt die Angabe 
dieser Vektoren in der Nullstellung (als komplexe Amplituden). 

Die Gleichung fur die Augenblickswerte der Krafte erhalt man durch Ein­
setzen von (44.3) in (44.1). Sie lautet 

Q(c- aQ2) sinQ t = P sinQ t (46.1) 

oder in der Vektorschreibweise 

(c-aQ2) OeWt = ~ eWt • (46.1 a) 

Aus ihr folgt die Beziehung (44.4) zwischen den Amplituden. Die Vorzeichen in 
(46.1) sind so gewahlt, daB positive Glieder auf der linken Seite Riickfuhrkrafte 
bedeuten; sie heben die auslenkende Erreger- 0 
kraft auf der rechten Seite der Gleichung auf. o===-o. ... !_---,~~. o 

b co. 
1m "unterkritischen Bereich", rJ < 1 oder a 

Q 2 b' t d' "kf"h d F d k ft Abb. 46/1. Komplexe Amplitudell der a < c, U erwleg Ie ruc u ren e e er ra erzeugelldellVektorenimunterkritischen 
cO die auslenkende Tragheitskraft - a Q2 0; Bereich. a Erregerkraft und Ausschlag, 

b Kriifte. 
Erregerkraft und Ausschlag sind in Phase. 
Abb. 46Jla zeigt die komplexen Amplituden ~ und 0, Abb. 46/1 b das Krafteck. 

1m "uberkritischen Bereich", rJ > 1 oder aQ2 > c, sind Erregerkraft und Aus­
schlag in Gegenphase. Die Tragheitskraft uberwiegt dann die Federkraft, so 
daB die Abb.46/2a fur die komplexen Amplituden und Abb.46/2b fUr das 
Krafteck entsteht. Bei der kritischen Frequenz ist aQ2 = c, Tragheitskraft 
und Federkraft heben sich schon auf, so daB die Erregerkraft uberhaupt nicht 
ins Gleichgewicht gesetzt werden kann und ein' stationarer Bewegungszustand 
nicht moglich ist. 
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I~ii.Bt man die angezeichneten Vektoren mit der Winkelgeschwindigkeit Q 
kreisen, so liefern die Projektionen auf die Lotrechte die Augenblickswerte 
nach G1. (46.1). Die Schaubilder kann man sich danach leicht herstellen. Wir 
benotigen sie gar nicht, sondern lesen alles Wissenswerte aus den Vektorbildern abo 

Aus den Vektorbildern (Abb. 46/1 b und 46/2b) ist auch klar zu erkennen, daB 
der Ausschlag, wenn er harmonisch verlauft, nur die Frequenz Q der Erreger-

o 0 II! c.o. kraft haben kann, da sonst die "Kraftecke" 
0. C a , b -aOZo. sich nicht dauernd schlieBen konnten. 

Abb. 46/2. Komplexe Amplituden der erzeu· (3) Die Erregerkrafte und die Aus-
genden Vektoren im iiberkritischen Bereich. schlage liegen bei allen Frequenzen (die 

a Erregerkraft und Ausschlag, b Krafte. 
Resonanzstelle bleibe zunachst auBer 

Betracht) in Phase oder Gegenphase. Die von der Erregerkraft je Schwingung 
geleistete Arbeit betragt demnach 

T T 2,. 

A = f pqdt = PQ'f sinQtcosQtd(Qt) = P2Q J sin2~d~ = 0; (46.2) 
000 

die Erregerkraft leistet im Mittel keine Arbeit. Dasselbe Ergebnis kann man 
unter Benutzung der in Ziff. 9 gewonnenen Erkenntnisse ohne Rechnung unmittel­
bar aus den Abb. 46/1 a und 46/2a ablesen. Der Energieinhalt der Schwingung 
und damit die Amplituden behalten feste Werte. 

Die Resonanzstelle wird durch einen singularen Punkt sowohl der Ampli­
tudenkurve Abb.45/1a wie der Phasenkurve Abb. 45/1 b bezeichnet. Einen 
bestimmten Wert der Phasenlage des Ausschlags kann man dort von vornherein 
nicht angeben; wohl aber existiert ein unterer und ein oberer Grenzwert 

lim [s]=O und lim [s]=n. (46.3) 
~~1-0 ~~1+0 

Die Funktion s(lj) springt an der Stelle lj = 1 um den Wert n. Um ihr einen 
bestimmten Wert zuschreiben zu konnen, ist eine besondere Definition not­
wendig. Wir geben eine solche Definition, indem wir als Funktionswert sinn­
gemaB jenen Wert festsetzen, der sich fiir gediimptte Schwingungen bei abnehmen­
den Dampfungswerten einstellt. Mit t5 ->- 0 erhii.It man aus der den Phasenwinkel 
bei gedampften Schwingungen angebenden G1. (53.2b) den Wert s = nj2, also 
das arithmetische Mittel der Grenzwerte (46.3). Das heiBt, der Ausschlag eilt 
in der Resonanz der Erregerkraft um 90° nacho Zur Erregerkraft p = PsinQt 
gehOrt demnach der Ausschlag q = - Q cosQ t. 

Rechnen wir nun die je Schwingung geleistete Arbeit aus, so finden wir 
T T 2" 

A =1 p q dt = P Q J sin2Qtd(Qt) = PQJ sin2~ d~ = P Qn. (46.4) 
o 0 

Bei Resonanz wird demnach Energie von der Erregerkraft abgegeben und 
dem Schwinger zugefiihrt. Der Energieinhalt des Schwingers und damit auch 
die Ausschlage wachsen bestandig an, ein stationarer Zustand stellt sich nicht 
ein. Auf den Verlauf des Anwachsens konnen wir aus den bisher angegebenen 
Gleichungen noch nicht schlieBen, da das die erzwungene Schwingung bestim­
mende Partikularintegral (44.3) der Bewegungsgleichung einen stationaren 
Zustand voraussetzt; ein solcher stellt sich im Resonanzfall jedoch nicht ein. 
In der folgenden Ziffer werden wir die Bewegungsgleichung deshalb unter 
allgemeineren V oraussetzungen integrieren. 
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47. Erzwnngene Bewegnng bei allgemeinem Verlanl der Erregerkralt. Auf die am Ende 
der vorigen Ziffer aufgeworfeno und auf andere Fragen erhalten wir Antwort, wenn wir die 
LOsung der Differentialgleichung 

aq+cq=t(t) (47.1) 
kennen, in der die SWrungsfunktion t(t) eiDe als bp-liebige Funktion der Zeit gegebene Kraft 
bezeichnen solI. Nach Division durch a erhiilt die Differentialgleichung die neue Gestalt 

ii+w2q=1jI(t); (47.2) 

1jI (t) = ~ t (t) ist die auf die Massenemheit bezogene Kraftfunktion. Ebenso wie friiher 
a 

geniigt uns auch hier die Keuntnis eines partikularen Integrals der Differentialgleichung 
(47.2), da ein Bolches zusammen mit der Losung (13.6) der verkiirzten (homogenen) Dif­
ferentialgleichung die allgemeine Losung liefert. 

Wir behaupten nun, die Funktion 
t 

q(t) = ! f 1jI ('r) sinw (t - T)dT 

to 

(47.3) 

geniige erstens der Differentialgleichung (47.2) und erfiille zweitenB die Randbedingungen 

q(to) = 0 und q (to) = O. (47.4) 
Der Beweis fiir diese Behauptung folgt damus, daB die Ableitung der Funktion 

t 
z (y,t) = J rp(y,T)dT 

to 
lautet (s. z. B. Hiitte, 26. Aufl., S. 100): 

t 

dzldt = J rpt (t, T) dT + rp (t, t). 
to 

(47.5) 

(47.6) 

Die Funktion (47.3) ist vom Typ der Funktion (47.5). Deshalb lauten ihre Ableitungen 
t t 

4 =! 1jI(t)sinw(t-t) +: f 1jI(T)COSW(t-T)dT= f 'J'{T)COSW(t-T)dT (47.7 a) 
to to 

und 
t t 

q=1jI (t) cos w (t - t)- w J V' (T) sin w (t- T) dT = V' (t)- w J 1jI (T) sinw (t- T) aT. (47.7b) 
to to 

Setzt man (47.7b) in die Differentialgleichung (47.2) ein, so wird diese identisch befriedigt. 
DaB auch die Randbedingungen (47.4) erfiillt sind, sieht man damn, daB fUr t=to die 
Grenzen in (47.3) und (47.7a) iibereinstimmen. 

Wir wollen uns jedoch nicht mit der formalen Angabe der L6sung (47.3) begniigen, 
sondern noch zeigen, auf welche Weise man sich das Zustandekommen jener Funktion auch 
physikalisch anschaulich machen kann. Zu diesem Zweck erinnern wir uns, daB die Losung 
der homogenen Differentialgleichung 

ij + w2 q = 0 (47.8a) 
unter den Randbedingungen 

q (tre) = 0 und q (tre) = Vre (47.8 b) 
nach (13.11) die Form 

(47.9) 

hat. Wirkt eine Storkraft a 1jI (t) wahrend eines Zeitelementes LI ~ auf den Schwinger ein, 
so wird diesem ein Impuls a V' (~) LI tl = a VI erteilt, der einer Anfangsgeschwindigkeit f7t 
entspricht. Die weitere Bewegung verlauft dann nach (47.9). Wirken nun viele solcher 
erregenden Impulse a 1jI (tre) LI tre, so iiberlagern sich die entstehenden Schwingungen, und es 
wird 

q (t) = ~ : sin w (t - tre) = ! ~ 1jI (tre) sin w (t - tre) LI tre. (47.10) 
re re 
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Bei kontinuierlicher Einwirkung der SWrkraft und damit der von ihr ausgehenden Impulse 
erhii.lt man die Dauergleichung der Bewegung durch einen Grenzubergang zu verschwin­
denden Zeitelementen LI tic aus (47.10), also 

t 

q(t) = lim [~~ 'P(t,,) sinw(t - t,,)LI t,,] = ~f'P(T)SinW(t - T)dT, 
.dtk~O W " w 

to 
wie in (47.3) angegeben. 

Wir ziehen jetzt aus (47.3) eine Rewe von Schliissen. 
IX) Zunii.chst bestii.tigen wir, daJl die aus (44.7) folgende, den Randbedingungen (47.4) 

mit to = 0 geniigende Losung 

aus (47.3) mit 

P 1 [. I""> Q. ] q(t) =- 2 1"">2 SID .... t--sIDwt 
a w -.... w 

'P (t) = .!.. sin Q t 
a 

(47.11) 

(47.12) 

ebenfallB gewonnen werden kann. Setzt man (47.12) in (47.3) ein und benutzt die Formel 

1 
sin IX sin fJ = "2 [cos (ot - fJ) - cos (IX + fJ)], 

so foIgt 
t 

1 PI q= 2w a {cos[wt-(Q+W)T]-COS[wt+(Q-W)T]}dT. 
o 

Unbestimmt integriert kommt 

q = _ ~~ [Bin [wt- (Q + W)T] + Bin [wt + (Q- W)T]],,=t 
2w a Q+w Q-w ,,=0 

und nach Einsetzen der Randwerle t und 0 

q(t) = __ 1_~ [BinQt _ sinQt _ Binw t _ sin wt] 
2w a Q-w Q+w Q-w Q+w' 

woraUB dann (47.11) foIgt. 
{J) Die Form (47.3) der Bewegungsgleichung gibt auch dann noch eine LOsung, wenn 

die Erregerkraft mit der Eigenfrequenz w des Schwingers oszilliert. Mit 

foIgt aus (47.3) 

'P(t) = ~BinWt (47.13) 
a 

t 

q(t) = ~~J sinwTBinw(t- T)dT; 
w a 

o 
durch die zuvor beschriebenen Umformungen erhii.lt man weiter 

q(t) = 21w :./ [COS(2WT-Wt)-coswt)dT I 
o (47.14) 

1 P [Bin (2 WT- wt) ]"=t P . =-2-- 2 -Tcoswt =-2 [SIDWt-wtcoswt]. 
w a w "=0 c 

Das Glied w t COB W t in (47.14) zeigt das Anwachsen der Schwingungsausschliige. Die LOsung 
(47.14) gilt wieder fUr die Anfangswerte (47.4) mit to=O. Die allgemeine Losung der Be­
wegungsgleichung fur den Resonanzfall lautet 

q(t)=Acoswt+BBinwt- ! : wtcoswt. 

In der Form des Ietzten Gliedes erhalten wir ubrigens nachtrii.glich noch eine BeBtii.tigung 
der in der vorigen Ziffer angestellten "Oberlegungen, wonach im ReBonanzfall der Ausschlag 
urn n/2 gegen die Erregerkraft verschoben ist, so daJl er proportional - cos w t wird. 
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y) Eine weitere Frage kann durch Benutzung von (47.3) sofort beantwortet werden: 
Welche Bewegungen fiihrt ein schwingungsfahiges System aus. auf das vom Augenblick 
t = 0 an plotzlich eine Kraft K von konstanter GroBe wirkt? 

Die Storfunktion ist tp=K/a; die Randbedingungen sind (47.4) mit to=O. Die Dauer­
gleichung der Bewegung lautet somit 

t 
IKJ. d K q(t) =wa smw(t-T) T=c[l-coswt]. (47.15) 

o 
Das System fiihrt also harmonische Schwingungen um die neue Gleichgewichtslage d=K/c 
mit der Amplitude d aus. 

SchlieBlich geben wir fiir spatere Verwendung noch an. wie das partikulare Integral 
einer linearen Differentialgleichung mit Storungsfunktion aussieht. wenn die linke Seite 
der Differentialgleichung nicht gerade so lautet wie in (47.2). sondern wenn allgemein 

L[q]=tp(t) (47.16) 
vorliegt, wo L[q] einen in q und seinen Ableitungen (bis zu einer beliebigen Ordnung n) 
linearen Differentialausdruck darstellt. Man bildet zunachst eine der verkiirzten (homo. 
genen) Diffelentialgleichung L [q] = 0 und den Anfangsbedingungen 

q(O)=O. 4(0)=0, q(O)=O, ....• q(n- 2)(O)=O. q(n- 1)(O)=1 

geniigende Losung q (t) und daraus dann 
t 

q(t) = J q (t - T) tp (T) dT. (47.17) 
o 

Dieser Ausdruck geniigt der Differentialgleichung (47.16), wie man durch eine ahnliche 
Betrachtung nachweist, wie sie oben fiir (47.3) durchgefiihrt wurde. und erfiillt ferner die 
Bedingungen 

q(O) = O. q(O)=O, .... , q(n -1)(0) = O. (47.18) 
Man erkennt auch. daB (47.3) als Sonderfall in (47.17) enthalten ist. 

48. Beispiele uud Auwendungen. oc) Der FOTTINGERSche Torsions­
indika tor. Die schematischen Anordnungen der Abb. 43/1-43/5 stellen Ersatz­
systeme fiir irgendwie gebaute Schwinger 
dar. Als Beispiel einer Ausfiihrungsart 
betrachten wir den FOTTINGERschen Tor­
sionsindikator, und zwar zunachst in 
der durch Abb. 48/1 a wiedergegebenen 
Bauform. Auf einer Welle W sind 
an zwei Stellen I und IV Rohre R, R 
befestigt, die an ihren freien Enden 
Scheiben S2 und Sa vom Tragheits­
moment e tragen. Der Relativausschlag 
der beiden Scheiben kann gemessen wer­
den. Aus ihm soll auf die gegenseitige 
Verdrehung der Querschnitte I und IV 
geschlossen werden, die dem Drillungs­
moment in der Welle proportional ist. 

Mit CPl (t) und CP4 (t) werden die Aus­

~1 sPg 9".7 
88 

.... _---..:.R:.....---'~=;wl ~ 
I 
i 
'f 

R 

9'¥ 
I 
i 

~~=======t~l========~:1 b 
schlage der Welle an den Stellen I undIV, Abb.48/1. FOTTINGERSCher Torsionsindikator. 
mit CP2 (t) und CPa (t) die Ausschlage der 
beiden Scheiben S2 und Sa bezeichnet. Ferner mogen die Ausschlage CPl und CP4 
ill ihre harmonischen Bestandteile aufgespalten werden: 

cpdt) = '2,wy) cosQjt und CP4(t) = XW¥) cosQjt. (48.1) 
j j 
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Jeder harmonische Teilausschlag erregt in den beiden schwingungsfahigen 
Systemen, die aus einem Rohr R (als Feder) und einer Scheibe 8 (als Dreh­
masse) bestehen, erzwungene Schwingungen. Und zwar liegt der Fall einer 
FuBpunktanregung nach Abb.43/4 (mit b1 = 0) v.or. DemgemaB wird nach 
GI. (45.3) 

Daraus folgt 
(jJ~) = (jJY) Va und (jJ~) = (jJ~) Va . 

(jJ~)-(jJ~) = «(jJ~)-(jJy») Va· 

(48.2 a) 

(48.2 b) 

Dabei bedeutet 002 in Va den Quotienten G;;/l e, wo J; und l sich auf die beiden 
(gleichen) Rohre beziehe~. Das Drillungsmoment in der Welle wird 

D(i) = Gip [(jJ~)-(jJy)] = Gfp ~3 [(jJ~)-(jJ~)]. (48.3) 

Jp und L beziehen sich dabei auf die Welle. 
Wiirde man nur ein Rohr verwenden, z. B. der Scheibe 88 eine auf der Welle bei II 

befestigte Scheibe8s gegeniiberstellen (urspriingliche Bauform, Abb.48/1 b) und den Relativ­
ausschlag lPa -IPs dieser Scheiben messen, so erhielte man 

/fit) -IP~) = ~3 IP~) -IP~) = ~a (IP~) - IP~)) - IP~) ( 1- ~J I 
= (I _1]2) (IP~) -IP¥")) -1]s lP¥) 

(48.4) 

[abweichend von der Angabe bei H. STEUDING [1], wo das zweite Glied der rechten Seite 
von (48.4) fehlt]. Der Ausschlag IP~) -IP~) selbst ware kein MaB fiir die Verdrehung 
IP~) - 11><;) und das zugehOrige Drillungsmoment. 

fJ) Abschirmen von Schwingungen. Eine Abschirmung von Schwin­
gungen kann in zweierlei Weise erwlinscht oder erforderlich sein. Entweder 
sollen von auBe~ kommende, storende Bewegungen von irgendeinem Korper, 
etwa einem empfindlichen MeBgerat od. dgl. ferngehalten werden, oder es solI 
vermieden werden, daB die von einer Maschine ausgehenden periodischen Krafte 
auf die Umgebung wirken, wo sie in unerwiinschter Weise als Erregerkriifte 
fUr neue Schwingungen sich erweisen konnen. Nach dem in Ziff. 45 Gesagten 
ist der Weg zur Erreichung solcher Zwecke vorgezeichnet: Man muB federnde 
Zwischenglieder schaffen. Die GIn. (45.3) und (45.4) geben liber die mit diesen 
Federungen erzielbaren Wirkungen Auskunft. Dadurch, daB Va < I werden 
kann, ist die Moglichkeit einer Verminderung der Storwirkungen gegeben. 
Es muB hierzu allerdings 'YJ2 > 2 oder Q > (J) V2 sein: Oberhalb 'YJ2 = 2 tritt eine 
Schwachung der libertragenen Krafte oder Bewegungen, unterhalb jedoch eine 
Verstiirkung ein. Man sieht daher, daB falsch bemessene Federungen das Gegen­
teil des angestrebten Zweckes bewirken. AuBerdem beachte man, daB dabei 
in keiner Weise von einer Dampfung Gebrauch gemacht wird. Durch Damp­
fungen kann man zwar manchmal ebenfalls eine Verminderung der Stor­
wirkungen erzielen, oft erreicht man aber auch eine Verstarkung (s. z. B. 
Ziff. 54 d) ; in jedem Fall aber muB man dabei einen Energieverlust inKauf nehmen. 
Federungen arbeiten dagegen verlustfrei. Dies kann etwa im Fall des folgenden 
Beispiels 3 von Bedeutung sein, da man der Maschine dann keine Leistung 
entzieht. 

Wir behandeIn einige Beispiele, die zeigen, wie Federungen bemessen werden. 
Beispiel 1. Ein MeBgerii.t soIl nach Abb. 48/2 erschiitterungsfrei aufgestellt werden. 

Wie ist die Federung zu bemessen, wenn das Gerat ein Gewicht von 2 kg hat und die Stor­
ausschlage bis herunter zur Frequenz f = 50 Hz auf wenigstens 1/20 ihres Betrages vermindert 
werden sollen? 
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Gegeben ist G=2kg, Q/U=I/20, t=50Hz; gesucht ist c]=c/3. Nach (45.3) muB 

Va = 1/20 wel'den, also ist ~1 1 2 = - 1/20 odeI' 1l =21. Da Q2 = 4 n2 /2 i'::J 105/82, so wird 
-1] 

(02 = 105/21 S2 = 4760/s2 und 
G 

c = m (02 = g (02 i'::J 9,7,kg/cm. 

Werden drei Federn verwendet, so darf die Fedcrzahl einer einzelnen 
Feder den Betrag von c1 = 3,23 kg/cm nicht iiberschreiten. 

Beispiel 2. FUr welche Frequenzen werden die Storbewegungen 
auf 1/20 abgeschirmt, wenn das MeBgerat 5 kg wiegt und die gleiche 
Federung angewendet wird wie im vorigen Beispiel? 

Mit c=9,7 kg/cm und m=5,1' 10-3 kgcm-1 82 wird (02=1902/82. 
AU8 1]2=21 folgt Q2=39950/s2 oder Q=200/s, also t= 31,8 Hz. 
Die groBere Masse bewirkt also, daB die Storbewegungen bis herunter 
zur Frequenz von 31,8 Hz noch genugend abgeschirmt werden. 

Beispiel 3. Eine Maschine hat 4 t Gewicht; ihr Rotor liiuft 
mit n = 300 U/min. Die von der Maschine auf das Fundament iiber­
tragenen Kriifte sollen durch den Einbau einer elastischen Unterlage 
so geschwacht werden, daB sie hochstens noch ]/5 ihres bisherigen 
Wertes betragen. Wie stark sind die Federn zu bemessen? 

n n Abb. 48/2. Abschirmende 
Da die Erregerfrequenz bekannt ist, Q = 2 n f = 30 = 31,4/s, Aufhangung. 

rechnen wir am besten mit der ersten Fassung von (45.6). Die gestellte Forderung 
besagt, daB K 1 

V3= a U Q2 =5 
2 

werden solI. Daraus folgt, entweder aus der Kurve Abb. 45/1a oder nach Rechnung aus 
1 1 

1-1]2 -5' 
del' Wert 1]2=6. Die Eigenfrequenz del' Maschine auf del' Federung muB daher 

(02 = Q2/6 = 165/s2 

betragen. Da die Masse a] =4,08 kgcm-1s2 ist, so muB die Federzahl c=a1 (02 =672 kgcm-1 
werden. 

Anmerkungen zum vOl'stehenden Beispiel: Die Federzahl darf h6chstens 672 kgcm-1 
betragen, wenn die gestelIte Forderung nach Abschirmung del' Kraftwirkung auf hochstens 
1/5 erfiillt werden soIl. Weichere Federn schirmen noch besser ab (da sie noch groBeren 
Werten 1] entsprechen). Ebenso wird eine schwerere Maschine (VergroBerung des Funda· 
mentblocks) noch bessel' abgeschirmt. Wenn die Federung z. B. aus 12 Schraubenfedern 
besteht, so darf jede Feder eine Federzahl von hochstens ~=672/12kgcm-1=56kgcm-1 
aufweisen. Auf dieser Bettung wiirde die Maschine von 4 t Gewicht um rund 6 cm einsinken. 
Es ist deshalb iihlich, die Federn vor dem Einbau um etwa diesen Betrag vorzuspannen, 
so daB sie beim Einbau nur noch unwesentIich zusammengedriickt werden. Neuerdings 
zieht man die Benutzung von Zugfedern vor; man hangt also die Maschine mit ihrem 
Fundament an Federn auf. 

Beispiel 4. Welche Schwingungsausschlage del' Maschine auf der elastischen Unterlage 
hat man in der Anordnung des vorigen Beispiels zu erwarten, wenn angenommen werden 
kann, daB die Erregerkrafte herriihren von einer Unwucht, deren statisches Moment 
S = 30 cmkg betragt? Mit welcher Kraft werden die Federn durch die Schwingungen zu­
satzIich beansprucht? Welche periodische Kraft iibertragen sie weiter auf ihre Unterlage? 

Del' Schwingungsausschlag folgt aus (45.5), da hier a1 +a2 i'::J a1 gesetzt werden darf, zu 

S I rll 30cmkg6 
Q = a]g 1-1]2 = 4000kg 5 = 0,9 .1O-2 cm. 

Die harmonisch veranderliche Kraft in den Federn, die gleich ist del' auf die Unterlage 
iibertragenen Kraft, hat die Amplitude 

S 
K = a2 U Q2 Va = - Q2 V ~ i'::J 6 kg. 

Auf cine Feder entfallt daher K] i'::J 0,5 kg. g 

Klatter, Schwingungsleilre I. 9 
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y) Ausschlage einer Scheibe auf einer umlaufenden Welle; biege­
kritische Drehzahlen. Auf einer lotrecht stehenden biegeelastischen Welle 
sitze eine Scheibe mit der Masse a, deren Schwerpunkt S nicht genau mit dem 
DurchstoBpunkt M der Wellenachse durch die Scheibe iibereinstimme (Abb. 48/3) ; 
es sei MS = U. Wird die Welle angetrieben, so dreht sie selbst sich ebenso wie 
die auf ihr sitzende Scheibe (auch in einem ausgebogenen Zustande) um die 
Wellenachse L M L' . Die Lage von S gegen M wird also durch den mit der 

Geschwindigkeit Q umlaufenden Vektor u vom Betrage U an­
gezeigt, u = UeiDt . Durch die Drehung wird an der Scheibe 
eine Fliehkraft +' geweckt, die proportional ist dem Vektor n. 
Die Fliehkraft ist quer zur Wellenachse gerichtet und sucht 
die Welle zu biegen. Da die Fliehkraft stets die Richtung 

---->-
u = M S hat, dreht sie sich mit der Winkelgeschwindigkeit 
Q der Welle. Wir haben einen mit Q umlaufenden Vektor 
+' einer auBeren Kraft vor uns. Fiir den Ausschlag q des 
Punktes M der Scheibe (von der Ruhelage 0 aus gerech­
net) gilt die Differentialgleichung (in Vektorform) 

a q + c q = +,. (48.5) 
c ist die Federzahl fiir Biegung, a die Masse der Scheibe. 

Da +' = a U Q2 ei!.lt ist, so liegt (mit bI = 0) der durch @ G1. (43.7 c) beschriebene Fall vor; man erhalt den erzwungenen A Ausschlag q durch Einsetzen von q = £1 eiD t in (48.5) aus der 
-v-~v- algebraischen Gleichung 

(_aQ2 + c) £1 = a UQ2 

zu 
Abb.48/3. Welle mit a Q2 TJ2 

Scheibe. £1=U c-aQ2 =U 1 _ TJ2 =±UVI · (48.6) 

Die komplexen Amplituden der Ausschlage und aller Krafte (Erregerkraf1, 
Federkraft und Tragheitskraft) zeigt Abb. 48/4 [dabei gelten a) und b) fiir 'YJ < 1, 

-co. c) und d) fiir 'YJ > 1]. Die Vektoren sind hier 
jO b a"QBil"'lF'I'O"aJJ=:=i"zo;=oiO nicht nur Hilfsvorstellung, sondern haben aIle 

eine unmittelbare Bedeutung: sie selbst (nicht 
a o21tL..o. erst ihre Projektionen) geben den Verlauf des 
~ Ausschlags und der Kriifte an. Die Welle lauft 

im ausgebogenen Zustand um. Die Biege­
Abb.48/4. AusschIage(a und c) und Krafte spannungen in den einzelnen Querschnitten 
(b und d) an der Scheibe. a und b fiir 

1J < 1, c mid d fiir 'I > 1. haben einen festen, nicht einen zeitlich ver-

c H~td 

anderlichen Betrag; die Welle ist einer ruhen­
den, nicht e.iner schwingenden Biegebeanspruchung unterworfen (im Gegensatz 
etwa zu den in der nachsten Ziffer zu besprechenden Drillungsbeanspruchungen). 

Der Ausschlag 5 des Schwerpunktes S der Scheibe setzt sich aus zwei 
dynamisch ganz verschiedenen Anteilen zusammen: erstens dem durch den 
Antrieb veranlaBten Umlauf um die Wellenachse u = Uei!.lt und zweitens 
dem durch die Fliehkrafte erzwungenen Ausschlag q = £1ei!.lt. Er wird also 
gegeben durch 5 = u + q oder (5 = U + £1, und es ist 

(5 = U + £1 = U ( 1 + 1.:2 
TJ2 ) = U 1 ~ TJ2 = ± U Va· (48.7) 
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Solange rJ < 1 ist, sind q und u in Phase (Abb. 48/4a und b). Bei Annaherung 
an den Wert rJ = I gehen die Ausschlage iiber aIle Grenzen. LaBt man also 
eine Welle umlaufen mit einer Winkelgeschwindigkeit D, die nahe an der Kreis­
frequenz w ihrer freien Biegeschwingungen liegt, so wird die Welle wegen der 
stets vorhandenen geringen Exzentrizitaten U recht groBe Ausschlage machen, 
sie "schlagt". Man nennt die Drehgeschwindigkeit D = w == -vcla die kritische 
Drehgeschwindigkeit und die zugehOrige (minutliche) Drehzahl die kritische 
Drehzahl, und zwar insonderheit die biegekritische Drehzahl. 

Oberhalb der kritischen Drehzahl sind die Vektoren q und u in Gegenphase 
(Abb. 48/4 c und d); der Schwerpunkt liegt daher (weil:O > U ist) zwischen 0 
und M und riickt mit wachsender Drehzahl D, weil VI --+ 1 oder V3 --+ 0 geht, 
immer mehr nach 0 hin. Die Scheibe lauft bei hohen Drehzahlen urn den fast 
in 0 ruhenden Schwerpunkt S; sie macht geringere Ausschlage als bei den 
kleinen Drehzahlen unterhalb der kritischen. 

Liegt die Welle waagrecht, so andert sich an den beschriebenen Erschei­
nungen nur, daB die Nullage nicht mehr durch den unverzerrten Zustand, 
sondern durch die statische Gleichgewichtslage bestimmt wird. 

Die Erscheinung des ruhigeren Laufes bei hohen Drehzahlen wurden an Turbinenwellen 
beobachtet (DE LAVAL 1883), bevor man sie rechnerisch verfolgt hatte. Sie ist auch bekannt 
unter der Bezeichnung Selbstzentrierung einer Welle bei hohen Drehzahlen. Seither ist die 
Untersuchung von kritischen Drehzahlen aller Art (biegekritischen, torsionskritischen) 
ein wichtiger Zweig der technischen Schwingungslehre geworden. 

49. Das Zweimassensystem ohne Festpunkt. Eine besondere Klasse von ein­
fachen Schwingern stellen die Systeme dar, deren Eigenschwingungen in Ziff. 23 
behandelt wurden; sie bestehen aus zwei Massen mit zwischenliegender Feder 
(Abb. 23/1 und 23/6), die je nach Art der Bewegung auf Zug oder auf Drillung 
beansprucht wird. Da solche Systeme als Schwinger nur einen Grad der Frei­
heit aufweisen, beschreiben die Gleichungen von Ziff.43---46 auch ihre 
erzwungenen Schwingungen vollstandig. Die besonderen Umstande, die bei 
den Bewegungen dieser Systeme auftreten, machen jedoch eine eigene Di~­
kussion erwiinscht. Wir fiihren sie mit den Bezeichnungen fiir die Drillungs­
schwingungen durch. 

Zur Untersuchung der erzwungenen Schwingungen geniigt es anzunehmen, 
es greife an einer der Drehmassen eo oder e1 ein Zwangsmoment mo oder m1 an. 
Wenn die Schwingung von beiden Stellen her erregt wird, so erhalt man das 
Ergebnis durch Uberlagerung. Wegen der symmetrischen Bauart des Schwingers 
und der Gleichungen geniigt iiberdies die DurchfUhrung fUr einen der beiden 
FaIle. Wir nehmen also an, es greife ein Zwangsmoment mo = Po ei!Jt an der 
linken Drehmasse eo des Systems Abb. 23/1 an. Dann lauten die Bewegungs­
gleichungen, wenn wir entsprechend den Gln. (23.6) die beiden Koordinaten 
{}o und {}1 benutzen und ihnen komplexe Werte zuerkennen, 

eojjo + c ({}0-{}1) = Po eUJ t , e 1 J.~ + c ({}1-{}O) = O. (49.1a) 
Mit dem H auptschwingungsansatz 

{}o=Aoeiilt , {}1=A1 eiilt 

folgen daraus die beiden algebraischen Gleichungen 

(c-eoD2) Ao-cA1 = Po I 
-cAo+ (c-e1 D2) Al =0. r 

(49.2a) 

(49.3) 

9* 
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Die Auflosung ergibt, wenn analog (23.10) mit 

D(Q2) = (C-80Q2) (c-81Q2)-C2 = 8 08 1Q2(Q2_ W2) 

die Determinante der Koeffizienten der linken Seite bezeichnet wird, und die 
Abkiirzungen (23.11) verwendet werden, 

c - 0 1 Q2 Po Q2 - k' l 
Ao = -fJ (Q2) Po = - e~ Q2 (Q2 _ w2) 

C Po k' (49.4a) 
Al = D (Q2) Po = + 0 0 Q2 (Q2 _ w2) • 

Obgleich wir hier eine iiberzahlige Koordinate benutzen, fiihrt dieser Weg am ein­
fachsten zum Ziel. Wollten wir die Bewegungsgleichung fiir die erzwungenen Schwingungen 
unter Benutzung der einen Koordinate e ={}1-{}0 aufstellen, also in derjenigen Form, die 
(23.7b) entspricht, so waren folgende Uberlegungen notwendig: 

Die Differentialgleichung der freien Schwingungen ist (23.7 b). Die Glieder der Gleichung 
bedeuten nicht Momente an der Drebmasse 0 0 ; wir diirfen also, urn die Gleichung fiir die 
durch das Zwangsmoment. rno = PoeiD t erzwungenen Schwingungen herzustellen, nicht ein­
fach das ZwangsgJied auf die rechte Seite setzen. Multiplizieren wir dagegen (23.7b) mit 
0 0 + 0 1 o ' so kommt 

HI 

o ;; + 0 0 + 0 1 C n = O. 
0" 0 1 " 

Diese Differentialgleichung kann aufgefaJ3t werden als Gleichung des im Knoten ein­
gespannten linken Stiickes der Welle, und die Glieder bedeuten Momente, die auf die Dreh­
masse 0 0 wirkcn. Hier darf jetzt das Zwangsglied PoeiD t eingesetzt werden (wegell 
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e = {}1 -{}o mit dem negativen Zeichen) 

0" 0 0 + 0 1 . n t (49 1 b) ""oc+--g--ce=-Poet >4. • 

1 

Mit dem Hauptscbwingungsansatz e= BeiQt 

folgt 

( 00+ 0 1 ) c -~- - 0 0 Q2 B ~~ - Po 
, "'1 

(49.2b) 

und darans 
Po 1 

B=Zln-2 -2' (49_4b) 
C10 .:.t: - ()) 

Wegen e = {}! - {}o ist B = Al - Ao. Durcb 
Bildung dieserDifferenz ausdenAusdriicken 
(49.4a) folgt ebenfalls (49.4 b). Das gleiche 
Ergebnis erbalt man aueh aus (44.5), wenn 
man beacbtet, daJ3 wegen (49.1 b) an dio 

Abb. 49/1. Ausschlagamplituden A o, A. und B des 
Zweimassensystems bei Erregung der Drehmasse eo. 

0+0 Stelle von c der Ausdruck c 0 0 ----1 treten 
1 

muS; donn 

B _~o ____ 1 __ - Po __ l __ _ Yo 1 
- 0 0 + 0 1 1 - 'f}2 - w 2 0 0 1 - 'f}2 - 0 0 Q2 _ w 2 . 
c--~-

0 1 

Wir erortern das Ergebnis an Hand der GIn. (49.4a). In der Abb. 49/1 ist 
eine den Ausschlagen Ao und Al und dem Relativausschlag B = Al - Ao pro­
portionale dimensionslose GroBe in Abhangigkeit vom Quadrat der Erreger­
frequenz Q2 aufgetragen. Wir begniigen uns mit der Darstellung eines charak. 
teristischen Falles. Der Abb. 49/1 liegen die folgenden Zahlenwerte zugrunde: 

@u = .~~ S2 und 8 1 = c S2, also k = 2/s2, k' =1/s2 und w 2 = 3/s2. Die Gleichungcn 
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der Kurven lauten daher 
Po Q2_1 

Ao = - eo Q2(Q2_3s 2)' 

oder 
cAo (Q2_1)s-2 cAl s-4 c B S-2 

2Po Q2(Q2_3s-2) , -2 Po Q2(Q2_3s-2) , 2 Po - Q2 "':-Ts=-2-
Die Lage des (reellen oder virtuellen) Schwingungs­
knotens findet man aus den Beziehungen (Abb. 49/2) 
x/Z = Ao/B oder x'il = AI/B, die 

xj1 = 1- (k'jQ2) oder x'/l = k'jQ2 

liefern. Mit den angegebenen Zahlenwerten kommt Abb. 49i2'K!o~:~~age und 

xj1 = 1- (1 S-2/Q2) oder x' /1 = 1 S-2/Q2. 
In der Abb. 49/3 sind die Ausschlagbilder fiir die folgenden Werte der Er­

regerfrequenz zusammengestellt: 

aIlgemein Zahlenwert Lage des Knotens 
O<Q2< k' Q2 = 1/2s-2 

Q2=k' Q2 = 1 S-2 

k' <Q2< w 2 Q2 = 2S-2 
Q2=W2 Q2 = 3 S-2 

W2<Q2 Q2 = 4s-2 

:Wan sieht aus Abb. 49/1 sowohl wie aus Abb. 49/3 (der 
Pfeil deutet das Zwangsmoment an), daB bei geringen 
Werten der Erregerfrequenz beide Drehmassen groBe 
AusschH1ge machen, die mit dem Zwangsmoment in 

x/l =-1 

x/l = 0 
x/l = 1/2 
X/1 = 2/3 
x/l = 3/4. 

Gegenphase liegen. Mit wachsender Frequenz werden x Ao l 
die Ausschlage kleiner (der Relativausschlag dagegen ~---- __ ~ __ ~ -----
groBer), bis beiQ2 = k' der Ausschlag Ao verschwindet. 
Das System schwingt dann so, als ob es links ein­
gespannt ware; dabei wird das Einspannmoment vom 
Erregermoment geliefert. Denn mit Q2 = k' wird 

A - +!'o ___ I_-__ Po J_-_~Q. 
1 - eo k' - 0)2 - eo k - c' 

das Einspannmoment Eo = - C Al ist also gleich Po. 
1m nachsten Bereich k' < Q2 < w 2 ist Ao in Phase 
mit dem Zwangsmoment Po, Al in Gegenphase, der 
Knoten liegt im Wellenstiick. Der Ausschlag Al 
llimmt seinell (dem Betrage nach) kleinsten Wert 
an bei Q2 = w2/2, wie man durch NuIlsetzen der 
'bl 't f' d t B' "2 2 t 'tt R . Abb.49/3. Ausschlagbilder fUr ~~ el ung In e . eI~.: = W rI esonanz mn : verschiedene Erregerfrequenzen. 
Die Schwingung kann ohne Zwangsmoment auf-
rechterhalten bleiben; bei endlichem Zwangsmoment gehen die Ausschlage 
iiber aIle Grenzell. Fiir Q2 > w2 ist Ao wieder in Gegenphase, jedoch Al in 
Phase mit der Erregung. Mit wachsender Frequenz riickt der Knoten immer 
weiter nach rechts. 

Man beachte, daB diese Betrachtungen wie die friiher durchgefiihrten Diskussionen 
der VergroBerungsfunktionen nul' fiir konstante Werte Q gelten. Die Kurven sind "punkt­
weise" zu verstehen. 
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Weil wir in spiiteren Abschnitten dieses Bandes und der folgenden Bande die hier 
abgeleiteten Ergebnisse noch biiufig benutzen, sie dabei aber in mannigfacher Form 
antreffen werden, so geben wir schon hier weitere Schreibweisen fiir die GIn. (49.4) an. 
Neben jenen Fassungen gilt auch 

Po k (.Q2 - k') 
Ao = - C Q2 [Q2 _ (k + k')] 

P. kk' 
Al = --[ Q2 [Q2 _ (k + k')] (49.4 c) 

B Po k 
=c Q2_ (k+k') 

b) Schwinger mit geschwindigkeitsproportionalen Dampfungskriiften. 

50. Differentialgleichung und Dauergleiehung der Bewegung. Zur Unter­
suchung der erzwungenen Schwingungen von Systemen mit Dampfung grenen 
wir zunachst den Fall der geschwindigkeitsproportionalen Dampfung heraus. 
Er ist am einfachsten zu behandeln, da die Dnferentialgleichung linear bleibt. 
Alle andern Arlen von Dampfungskri.i.ften fiihren auf nichtlineare Differential­
gleichungen (s. Abschnitt c). Bei Anwesenheit einer der Geschwindigkeit pro­
portionalen Dampfungskraft werden die unter Voraussetzung der Dampfungs­
freiheit erzielten Ergebnisse (Abschnitt a) in manchen Punkten wesentlich 
abgeandert. Die fiir diesen Fall giiltige Bewegungsgleichung ist (43.3) mit den 
verschiedenen Formen (43.8) fiir die Amplitude der Erregerkraft. Den groBten 
Tell der weiteren Erorterung werden wir an die Vektordarstellung anschlieBen; 
wir schreiben die Bewegungsgleichung deshalb in die Vektorform um. Der 
G1. (43.3) entspricht 

a q + b q + c q = $ et,Q t 

mit den GIn. (43.8), die als Vektorgleichungen lauten: 

$ = ai.Q2ll, $ = ibi.Qll, $ = cillo 

(50.1) 

(50.1 a-c) 

Mit Ideinen deutschen (Fraktur-) Buchstaben sind (wie stets) die AugenbIickswerte der 
erzeugenden Kreisbewegung, mit grollen we komplexen Amplituden bezeichnet. Eine 
harmonische Schwingung mit der komplexen Amplitude IJl der erzeugenden Kreisbewegung 
wird im folgenden der Kiirze halber oft einfach "Schwingung 1Jl" genannt werden. Es wird 
auch noch einmal daran erinnert, dall nach den Verabredungen von Ziff. 4 eine Gleichung 
zwischen komplexen Grollen, wie etwa (50.1), so zu verstehen ist, dall jeweils nur entweder 
der reelle oder der imaginare Teil fiir die Beschreibung der Schwingung mallgebend ist. 

G1. (50.1) ist [wie die Bewegungsgleichung (44.1) der ungedampften Schwin­
gung] eine lineare Dnferentialgleichung 2.0rdnung mit Storungsfunktion, 
deren Losung sich aus der Losung der um das Storungsglied verkurzten Gleichung 
und einem partikularen Integral der unverkiirzten zusammensetzt. Yom ersten 
Anteil [der in reeller Form durch (35.4) beschrieben wird] sehen wir zunachst 
ganz ab, da er abklingt und den sich schlieBIich einstellenden stationaren Vor­
gang nicht mehr beeinfluBt. 

Als Partikularintegral mussen wir wieder eine Schwingung:O mit der Kreisfre­
quenz Q der Erregerkraft erhalten, da nur mit der gleichen Winkelgeschwindig­
keit umlaufende Vektoren festen Betrages in jedem Augenblick ein geschlossenes 
Krafteck Iiefem konnen. Es ist also 

(50.2) 
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Durch Einsetzen von (50.2) in die Differentialgleichung (50.1) folgt 

0(-a.o2 + b.oi + c) = \l3. (50.3) 

Diese Gleichung zeigt, in welcher Weise Gleichgewicht 
zwischen der Erregerkraft \l3 und den drei dem Ausschlag 
o proportionalen Kriiften (Tragheitskraft, Dampfungs­
kraft und Federkraft) besteht. Aus ihr liest man auch 
ab, daB 0 und \l3 jetzt nicht mehr kollinear (d. i. in 
Phase oder Gegenphase) sein konnen. Nur ein gegen 
\l3 nacheilender Vektor 0 kann die Beziehung (50.3) er­
fiillen. Die Abb. 50/1 und 50/2 zeigen die zugehOrigen 
Vektorbilder, und zwar a) Erregerkraft \l3 und Aus­
schlag 0, b) das Krafteck nach (50.3), c) das Buschel 
der komplexen Amplituden, das umlaufend (und pro­
jiziert) den zeitlichen Verlauf der vier Krafte angibt. 
Abb. 50/1 ist ein Beispiel fiir eine Schwingung mit unter­
kritischer Erregertrequenz .0 < w, Abb. 50/2 fur eine 
Schwingung mit iiberkritischer Erregertrequenz.o > w. 

Um den Betrag Q der Amplitude und den Nacheil­
winkel 13 zu erhalten, kann man zur reellen Schreibweise 

Abb.5011. Vektorbilder fiir 
unterkritische Erregerfre­
quenz Q < w. a Erregerkraft 
und Ausschlag, b Krafteck, 

c Krafte einzeln. 

ubergehen. Man findet dann durch Zerlegen der Vektoren von (50.3) in einen 
Sinus- und einen Kosinusanteil oder einfacher durch Ablesen aus dem recht­
winkligen Dreieck der Abb. 50/1 b oder 50/2b 

p2 = Q2 [(c-a.o2)2 + b2 .o2] oder Q = . p (50.4a) 1" (c - a .Q2)2 + b2 .Q2 

und bQ 
tge = c- aQ2' (50.4 b) 

Beide GroBen, Q und 13, sind durch a, 
b, c und.o festgelegt, auBerdem ist Q 
noch P proportional. Die Abhangigkeit 
des erzwungenen Ausschlags von den 
verschiedenen Parametern untersuchen 
wir jedoch zunachst nicht an den reellen 
Formen (50.4), die wir erst in Ziff. 53 
naher betrachten werden, sondern im 

c 

AnschluB an die Vektorgleichung (50.3). Abb.50/2. Vektorbilder fiir iiberkritische Erreger­

In jener Gleichung stehen links die frequenz Qb>K~~'fte~k~~rl~m:f!in~~~.AussChlag, 
Tragheits-, Dampfungs- und Federkraft 
(mit positivem Zeichen, wenn sie den Schwingkorper zuruckfuhren), rechts die 
Erregerkraft. Schreiben wir also \l3a + \l3b + \l3c = \l3, so wird 

\l3a = - a.o2 0, \l3b = b.o i 0, \l3c = cO. (50.5a-c) 

Nun bilden wir die drei Quotienten 
~a -aQ2 _1)2 

t)1=-~- = -aQ2+bQi+c = (1-1)2)+2a1)i (50.6a) 

~b b Q i 2 151) i 
t)2 = T = - a.Q2 + b.Q i + c = (1-1)2) + 215 1) i (50.6 b) 

~c c 1 
t)3 = T = - a Q2 + b Q i + c = (1_1)2) + 2 a 1) i' (50.6c) 
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Als Verhaltnisse komplexer GroBen sind die Quotienten I) selbst komplex, als 
Verhaltnisse von Kraften dimensionslos. () und'YJ sind die fruher (Ziff. 35 und 44) 
schon benutzten Abkurzungen () = b/2 yac- und 'YJ = Q/w. G1. (50.3) kann also 
in die Form 

1)1 + 1)2 + th = 1 (50.7) 

gesetzt werden. Je nach der Reihenfolge der Summanden ergeben sich ver­
schiedene Vektorbilder. Drei von ihnen zeigt Abb. 50/3. Mit I,j3 multipliziert ent­

~~2 

'" a' ~ 
b 1 

Abb. 50/3. Dimensionslose 
Tragheits-, Diimpfungs-, und 
Federkrafte (reduzierte kiue-

tische EinfluBzahlen); 
111 + I), + I), = 1. 

stehen aus den Abb. 50/3 die Kraftecke, so gehort z. B. 
Abb. 50/1 b zu Abb. 50/3a. 

Die Untersuchung der Vorgange in der vektoriellen 
(d. i. komplexen) Schreibweise hat, weil der Zusammen­
hang mit dem anschaulichen Vorgang der Kreis­
bewegung stets gewahrt bleibt, groBe Vorteile gegen­
uber der reellen Betrachtungs- und Schreibweise, in 
der sich oft recht unubersichtliche Formeln ergeben. 
Auf jenem Wege ist ferner eine folgerichtige Weiter­
bildung von Begriffen moglich, die fur die dampfungs­
freie Bewegung entwickelt worden sind (kinetische 
EinfluBzahl, kinetische Federzahl). 

51. Kinetische EinfluBzahlen, kinetische Federzahlen 
und Ortskurven bei frequenzunabhangiger Amplitude der 
Erregerkraft. Den Zusammenhang zwischen Erreger­
kraft I,j3 und erzwungenem Ausschlag 0 kann man mit 
Rilfe jeder der GIn. (50.5) zusammen mit der ent­

sprechenden G1. (50.6) herstellen. Fur Erregerkrafte fester Amplitude empfiehlt 
sich die dritte Form. Man findet 

~c 1 o = -c- = G I,j3 1)3 oder (51.1) 

Den Quotienten aus erzwungenem Ausschlag und erregender Kraft bei harmo­
nischen Schwingungen hatten wir fur den dampfungsfreien Schwinger in Ziff. 45 
(in Analogie zu der Bedeutung des Ausdrucks fur statische Krafte und Aus­
schlagel als kinetische EinfluBzahl bezeichnet. FUr kollineare Krafte und 
Ausschlage (wie sie dort vorhanden waren) ist der Quotient eine reelle Zahl. 
Rier, wo I,j3 und 0 einen von 0 oder n verschiedenen Winkel miteinander ein­
schlieBen, ist dieser Quotient komplex. f) ist eine komplexe Zahl, die wir wieder 
als kinetische EinflufJzahl bezeichnen; sie geht aus 1)3 durch Multiplikation mit 
der statischen EinfluBzahl h hervor. 1)3 selbst nennen wir deshalb die reduzierte 
kinetische EinflufJzahl. Die kinetische EinfluBzahl f) ist also wieder jene (jetzt 
komplexe) Zahl, mit der die (komplexe) Kraftamplitude I,j3 zu multiplizieren 
ist, damit man die (komplexe) Ausschlagamplitude 0 erhalt. Den Kehrwert 
c = 1/f) nennen wir auch hier die kinetische Federzahl. Sie stellt aus der (kom­
plexen) Ausschlagamplitude die (komplexe) Kraftamplitude her. Es ist demnach 

~ 1 lIe 
:0 = C =fj =h-ij;- = C&3 oder -c- = &3' (51.2) 

Die dimensionslose komplexe Zahl &3 = 1/1)3 heiBe reduzierte kinetische Federzahl. 
Den Zusammenhang zwischen I,j3 uud 0 bei verschiedenen Frequenzen Q 

kennt man, wenn man den Verlauf der reduzierten kinetischen EinfluBzahl 1)3 
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oder ihres Kehrwertes, der reduzierten kinetischen Federzahl 33' kennt. Denn 
Multiplikation des dimensionslosen Vektors ~3 mit der statischen EinfluBzahl h 
und der (als unabhangig von D angenommenen) komplexen Amplitude \l5 der 
Erregerkraft gibt die komplexe Amplitude :0 des Ausschlags; oder: Multi­
plikation der reduzierten kinetischen Federzahl 33 mit der statischen Feder­
zahl 0 und dem Ausschlag :0 gibt die Erregerkraft \l5. Die Erorterung des Verlaufs 
von ~3 oder 33 gibt uns also fiber den zu untersuchenden Zusammenhang zwisohen 
\l5 und :0 erschOpfend Auskunft. 

Der einfacheren Gleichungen wegen, zu denen diese Betrachtung fiihrt, 
beginnen wir mit der Untersuchung des Verlaufs von h, der redul.ierten kineti­
schen Federzahl. Aus (50.6 c) finden wir 

33=(I-'YJ2)+2(j'YJi (5l.3a) 
oder 

33 = (1- a~2) + b~i. (5l.3b) 

Wir suchen die Abhangigkeit dieser 
GroBe von den vier Bestimmungs­
stiicken D, a, b, c getrennt auf. 

l. Wenn die SystemgroBen a, b, 0 

feste Werte haben und nur D sich 
andert, so andert sich in (5l.3a) die 
GroBe'YJ = Dim, wahrend (j einen fest en 
Wert behalt. Die Endpunkte aller Vek­
toren 33' die nach (5l.3a) fiir festes (j 
und veranderliches 'YJ gebildet werden, 
liegen auf einer der Kurven der Ab­
bildung 51/1a. Wird mit x und y Real­
teil und Imaginarteil von 53 bezeich­
net, so folgt aus (5l.3a) die Gleichung 
dieser Kurven mit 'YJ als Parameter zu 

x = 1- 'YJ2, Y = 2 (j 'YJ . 

a 

I £ 
-.1 -2 I' -1 O2 j) 1 

! ! X=1- '{ -I ! z. ~ -9 iJ!,&'{ 
8 8 _aQ2Q 

o Q 0 eQ D £ 

2 

Abb.51/1. Schar von Parabeln als geometriseher 
Ort der Endpnnkte der Vektoren 3. (rednzierte kineti­
sehe Federzahlen) bei Variation der Erregerfrequenz 

!J mit 6 als Scharparameter. 

Eliminiert man den Parameter, so lautet die Beziehung zwischen x und y 

(5l.4) 

Die Kurven sind Parabeln [1]. Die einzelnen Parabeln der Schar unterscheiden 
sich durch die zugehorigen Werte (j. Die Zuordnung der Werte (j an die einzelnen 
Parabeln erfolgt am einfachsten mit Hilfe der Teilung auf der y-Achse; weil 
dort'YJ = 1 ist, schneidet jede Parabel auf ihr den Wert 2(j abo Fiir (j = 0 artet 
die Para bel aus in die links vom Einheitspunkt gelegene Halbgerade der reellen 
Achse. Die Zuordnung der einzelnen Punkte zum Parameter 'YJ erkennt man 
aus der Teilung der x-Achse. Will man an Stelle von 'YJ2 den Wert 'YJ selbst 
auftragen, so entsteht ein nach links gehender quadratisch geteilter MaBstab, 
dessen Nullpunkt mit dem Einheitspunkt der x-Achse zusammenfii.llt. 

Wir machen uns an einem Beispiel noch einmal die Bedeutung des Dia-
-+ 

gramms klar: Der in Abb. 51/1 a eingezeichnete Vektor 0 Z gibt die reduzierte 
kinetische Federzahl 53 (fiir die Werte (j = 1, 'YJ2 = 0,24) an. Eine erzwungene 
Schwingung, deren erzeugender Vektor :0 in Abb. 51/1 b ist, wird daher hervor-
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gerufen durch eine mit derselben Frequenz verlaufende harmonische Kraft, 
deren komplexe Amplitude der Vektor \l3 derselben Abbildung ist. 

Unter Beriicksichtigung der MaBstabe konnen wir den Sachverhalt aueh 
folgendermaBen aussprechen: Die reduzierten kinetisehen Federzahlen ~3 sind 
reine (komplexe) Zahlen. Sind sie so aufgetragen, daB die Einheit auf beiden 
Aehsen dureh n em dargestellt wird, so ist der MaBstab fiir ~3 

I 
m ---3. - ncm . (51.5a) 

Betragt die statisehe Federzahl c kg/em und benutzt man den MaBstab 
ckgJcm 

me = -n""'c'--m-' (51.5b) 
-+ 

so bedeuten die Vektoren OZ des Diagramms die kinetisehen Federzahlen c. 
-+ 

Hat die Aussehlagamplitude D einen Betrag von Q em, so gibt der Vektor 0 Z 
die erregende Kraft \l3 naeh GroBe und Phasenlage an, wenn man den MaBstab 

cQkg 
mp= ncm (51.5c) 

zugrunde legt. Das Diagramm liefert aber noeh mehr: Der Streekenzug OEDZ 
bezeiehnet das Krafteck aus Feder-, Tragheits- und Widerstandskraft analog 
der Abb. 50/1 b, jedoeh in anderer Lage zur Zeitlinie. In Abb. 51/1 e ist es heraus­
gezeichnet. MaBstab ist mp naeh (51.5e). 

Aus dem Diagramm Abb. 5Ij1a konnen wir nun eine Reihe von Eigensehaften 
der erzwungenen Sehwingung in iibersiehtlicher Weise unmittelbar (qualitativ 
und quantitativ) ablesen: Bei geringen Werten des Frequenzverhaltnisses 'fJ 
haben \l3 und D nur geringe Phasenverschiebung, und die Amplitude der 
Schwingung ist nahezu gleieh dem statisehen Ausschlag. Mit steigender Frequenz 
der Erregung wachst die Phasenverschiebung zwischen Erregerkraft und Aus­
schlag. Dieser bleibt hinter der Erregerkraft zuriick. Beim Frequenzverhii,ltnis 
'fJ = 1 ist die Phasenverschiebung 900 geworden. Federkraft und Tragheitskraft 
heben sich dann auf, OE = EO, die Erregerkraft ist gleich der Widerstandskraft. 
Mit weiterem Anstieg der Erregerfrequenz wachst auch die Phasenverschiebung 
weiter und geht bei groBen Werten 'fJ gegen 180°. Der Betrag der Erregerkraft 

-+ 
(dargestellt durch die Lange des Vektors OZ), der zur Erzielung einer vor-
gegebenen Auslenkung notig ist, nimmt (wenigstens fiir kleine 15) anfangs ab, 
hat noch vor 'fJ = 1 einen kleinsten Wert und waehst dann stark an. 

Der Phasenverschiebungswinkel e zwischen Erregerkraft \IS und erzwungenem Aus­
-+ 

schlag £1 tritt im Diagramm Abb. 5lJla auf als Winkel zwischen dem Vektor OZ und dem 
~ 

Vektor OE. Er ist gegeben durch 
-+ 

~mOZ y 215 1) 
tge =--- = -- = ------. meOZ x 1_1)2 

(51.6) 

Diese Beziehung kann man (an Stelle der Teilung der y-Achse) ebenfalls benutzen, urn die 
Werte 15 festzulegen, die den einzelnen Parabeln zugehoren. Macht man namlich 

1) oder 1) 
-1--2 =+1 -1--2 =-]' 

-1) -I) 

so wird 
tge' = 2 15 oder tg (n - e") = 2 b. (51.7) 
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Diese Fordenmgen liefem fur 1J die quadratischen Gleiehungen 

1]2 + 1J - 1 = 0 oder 1J2 - 1J - 1 = 0 (51.8) 
mit den beiden positiven Lo.sungen 11' und 1J" 

1J' = 1 - 1J' 2 = ! [-11 + 1"5] = 0,618 I 
und 

1J" = - (1-1J"2) = 2 [1 + -Vii] = 1,6]8. 
(51.9) 

Die Stallen 1 _1J'2 = 0,618 und 1 - 1J"2 = - 1,618 sind in der Abb. 51/1a angemerkt. Die 
zugehOrigen Phasenverschiebungswinkel sind E' und e"; fUr den ersten gilt 2lJ = tg e', 
fUr den zweiten 2lJ = tg (n - E"). Die Winkel e' und e" sind als Diimpf'llngswinhel gelegent­
Heh auen zur Kennzeiehnung der Dampfung (an Stelle des von uns bevorzugten lJ) vor­
gesehlagen worden [2]. (In der Abb.51/1a sind sie zum Wert lJ = 1/4 eingezeiehnet.) 

Des weiteren merken wir fiir den spateren Gebraueh (Ziff. 58) noeh an, daB wegen (51.6) 
die Abszisse 1JB des Sehnittpunktes einer Parabel mit dem unter e = 45° gezogenen Strahl 
die Beziehung 2lJ = (1 -1J:)/1J8 erfiillt. Aueh dieser Strahl ist in Abb. 51/1a eingezeiehnet. 

Das Diagramm Abb. 51/1 reicht zur Festlegung des Vektors 33 (und damit 
von c und \13) fUr aIle Werte der vier Veranderlichen a, b, c und Q vollkommen 
aus. Es erlaubt ferner eine eingehende Diskussion der Eigenschaften der durch 
eine harmonische Erregerkraft bei verschiedenen Frequenzen an einem ge­
dampften Schwinger erzwungenen Schwingungen. Zur Vertiefung des Ein. 
blicks in die Zusammenhange wollen wir in ganz entsprechender Weise eine 
Erorterung der Abhan­
gigkeit der reduzierten 
kinetischen Federzahl 33 
auch von den }(enn­
groBen a, b und c des 
Schwingers durchfiihren, 
da es gegebenenfalls wich­
tig sein kann zu erfahren, 
wie sich Abanderungen 
am schwingenden System 
auf den Verlauf der Be­
wegung auswirken. Es 
ist dabei vorteilhaft, die 
Gl. (51.3) inder Fassung b 
heranzuziehen. 

2. a andert sich, b, c 
undQ haben teste Werte. 
Der Imaginarteilin(51.3b) 
andert sich nicht. Die 
}(urven sindParaIlele zur 
x-Achse (- - in Abbil­

I 
I 
I 
I 
I --, 
I 
I 
I 
I -.n---1 ___ -I 
I 
I 
I 
I 

-"I.-~.-\--I 
I 

dung 51/2). Sie unterscheiden sich durch die ihnen zugeordneten £esten Werte 
y = bQjc und tragen eine Bezifferung nach a, die aus der Teilung der Abszissen-

achse :mit Hille der Gleichung a = ;. (1- x) im EinzelfaIl herzustellen ist. 

3. b andert sich, a, c und Q haben feste Werte. Der Realteil in (51.3b) 
andert sich nicht. Die }(urven sind Parallele zur y-Achse (: in Abb. 51/2). Sie 

aQ2 
unterscheiden sich durch die ihnen zugeordneten festen Werte x = 1--­c 
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und tragen eine Bezifferung nach b, die aus der Teilung der Ordinatenachse 
mit Hille der Gleichung b = c y/Q im Einzelfall herzustellen ist. 

4. c andert sich, a, b und Q haben feste Werte. Hier andert sich (wie in 1.) 
sowohl Realteil wie Imaginarteil von 33' Durch Entfernen des Parameters c 
aus den beiden Gleichungen fiir x und y erhalt man 

b 
y = (1- x) ----r>' (51.10) au 

Die Kurven bilden ein Geradenbiischel durch den Einheitspunkt (- .-.- in 
Abb.51/2). Einer jeden Geraden ist ein fester Wert b/a D zugeordnet, dessen 
negativer Wert ihre Neigung angibt. Die Bezifferung nach dem Parameter c 

muB aus der Teilung der Abszissenachse mit Hilfe der Gleichung c = t ::.: 
im Einzelfall hergestellt werden. 

In Abb. 51/2 sind aile vier Arten von Kurven iibereinander gezeichnet. Die 
Kurven heIDen Ortskurven, in Ubertragung einer Bezeichnung aus der elektrischen 
Wechselstromtechnik. Die vier Ortskurven sind jeweils definiert als geometrische 
Orter fiir den Endpunkt des Vektors 33' d. i. der reduzierten kinetischen Feder. 
zahl c/c, bei Variation eines der vier Bestimmungsstiicke D, a, b, c, wahrend 
die iibrigen feste Werte haben. 

Ebenso wie die reduzierte kinetische Federzahl c/c = 33 kann man auch 
ihren Kehrwert, die reduzierte kinetische Einllupzahl 1/33 = t)3 = f)/h, in Ab­
hangigkeit von den einzelnen Bestimmungsstiicken auftragen. Man erhalt 
dann die Kurven der reziproken Werte (die sog. "inversen" Kurven zu Abb. 51/2). 

Drei der vier Scharen in Abb. 51/2 sind Geradenscharen. Wir untersuchen 
zunachst allgemein, was bei der Inversion aus Geraden wird. Liegen die End­
punkte der Vektoren 33 = x + i Y auf einer Geraden, so besteht zwischen x und y 
eine Gleichung von der Form 

Otx+fJy+y=O, (51.11) 

in der y = 0 ist, falls die Gerade durch 0 geht, und y =t= 0 ist, falls sie nicht durch 
o geht. Realteil und Imaginarteil des reziproken Wertes t)3 = 1/33 seien mit u 
und v bezeichnet, t)3 = u + i V. Dann gelten wegen 

+ . 1 1 u-iv 
x ~ Y = 33 = t); = u + i V u2 + vi 

die beiden Gleichungen 

u und v 
x = u2 + v2 Y = - u2 + v2 • 

Setzt man diese Beziehungen in (51.11) ein, so kommt 

u v 
Ot US + v2 - fJ u2 + -v"2- + y = 0 

oder 
y(u2 + v2) + OtU-fJv = 0 (51.12) 

als Gleichung der inversen Kurve. Falls y =t= 0 ist, stellt (51.12) einen Kreis 
durch den Nullpunkt dar, fiir y = 0 wieder eine durch 0 gehende Gerade. 

Die drei Scharen von Geraden (die als Ortskurven im Fall 2, 3, 4 g~funden 
wurden) , 

bD 
Y--=o c ' 

( aD2 ) x- l--c- =0 und 
b 

Y + (x-I) aD = 0 (51.13) 
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gehen daher durch Inversion tiber in die drei Scharen von Kreisen mit den 
Gleichungen 

and 

b~ (U2+V2)+V=O, (1-a~2)(1t2+V2)--U=Ol 
2 aQ 

u2+v -U+-b-V=O. 

-2 
, 
, 

ak2 
1--=-a5 

C\\ ") 

" 
", .... , ............ 

-1 

(51.14) 

Abb. 51/3. Vier Scharen von Ortskurven fUr lJ,. -- a, b, c fest, g veranderlich, - -- - g, b, c fest, 
a veranderlich, .. - . - g, a, c fest, b veranderlich, _. - . - g, a, b fest, c veranderlich. 

Diese Kreisscharen sind die geometrischen brter fUr ~3 bei Variation der Kenn­
groBen a, b, c des Schwingers. In Abb. 51/3 sind sie mit derselben Strichart ein­
gezeichnet wie die Geradenscharen &3' aus 
denen sie hervorgehen. 

Durch Inversion der Parabelschar der 
Abb. 51/1 a und 51/2 entsteht eine Schar 
von Kurven 4. Ordnung, die aber auch 
nahezu Kreise sind. In der Abb. 51/3 sind 
sie ebenfalls enthalten, in Abb. 51/4 aber 
noch gesondert gezeichnet. 

-1r-______ ~~----------;----

Wir vergegenwii.rtigen uns noch ein­
mal die Bedeutung der Darstellung: Der 
Vektor ~3 gibt mit der (statischen, reellen) 
EinfluBzahl h multipliziert die kinetische 
(komplexe) EinfluBzah19. Wird diese mit 
dem Vektor der Erregerkraft s.j3, der Abb. 51/4. Erste ~~~::i;~~/bb. 51/3 (bizirkulare 

Diagrammvektor ~3 also mit h s.j3 multipli-
ziert, so erhii.lt man die komplexe Amplitude £1 des Ausschlags. Unter Beach­
tung der MaBstabe gilt: ~3 ist eine dimensionslose Zahl, aufgetragen im MaBstab 

m lJ,=l/ncm, (51.15 a) 

wenn die Einheit auf beiden Achsen durch n em dargestellt wird. Mit Hilfe 
des MaBstabs 

ml) = hmlJ3 (51.15b) 
abgelesen, bedeutet der Diagrammvektor die kinetische EinfluBzahl9, im MaBstab 

moO = Ph mlJ• (51.15 c) 
die komplexe Amplitude £1 des erzwungenen Ausschlags. 
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Weitere Deutungen fur die komplexe kinetische Federzahl und EinfluBzahl 
finden wir analog den Deutungen fur die reelle kinetische Federzahl und Ein­
fluBzahl, die wir in Ziff.45 fur den dampfungsfreien Schwinger gaben. Bei 
Erregung durch einen Antrieb U am FuBpunkt einer Feder c wird jJ5 = c U und 
somit der erzwungene Ausschlag 0 

(51.16a) 

Die EinfluBzahl ~3 hat dann eine ganz einfache und anschauliche Bedeutung: 
sie gibt das Verhaltnis von erzwungenem Ausschlag 0 zum Erregerausschlag U 
an, und die Ortskurven der Abb. 51/3 zeigen die Anderung dieses Verhaltnisses 
bei Variation der GroBen D, a, b, c. Erfolgt die Erregung uber eine zweite Feder 
c2, so wird [so die GIn. (43.5a) und (45.3a)] 

C1 + C2 :0. d C2 U 
~3 = -c-2 -U 0 er 53 = c~-+ c2 0-; 

es tritt das Verhaltnis der Federzahlen wieder mit ins Spiel. 
Und schlieBlich gibt ~3 auch das Verhaltnis der komplexen 

der Kraft sr am FederfuBpunkt zur Erregerkraft jJ5 an nach 

sr = jJ5 ~3' 

(51.16b) 

Amplituden 

(51.16c) 

52. Frequenzabhlingige Amplitude der Erregerkraft. Frequenzabhangige 
Erregerkrafte treten auf, wenn die Erregung ausgehend von einem Antrieb U 
uber eine Massenkraft oder eine Reibungskraft erfolgt. Wir werden diese beiden 
FaIle nicht ebenso ausfiihrlich untersuchen wie den Fall der Erregerkraft 
fester Amplitude in Ziff.51, sondern uns vielmehr auf eine der physikalisch 
besonders einfachen und anschaulichen Deutungen beschranken, die in Ziff. 51 
zuletzt erwahnt wurden. Dort gab [Gl. (51.16a)] die reduzierte koinplexe 
EinfluBzahl das Verhaltnis der komplexen Amplituden von erzwungenem 
Ausschlag 0 und Erregerausschlag U an, wenn dieser uber eine Federkraft 
auf den Schwingkorper wirkte. 

IX) Wenn die Erregung uber eine Massenkraft erfolgt, so zieht man neben 
(50.1a) zweckmaBig die ersten GIeichungen von (50.5) und (50.6) heran; aus 
ihnen findet man 

o = _ ~aQ2- = _ ~ Q2 jJ5 ~1 = _:2 U ~1 
oder nach Umkehrung 

(52.1a) 

(52.1 b) 

wenn h = 1/~1 bedeutet. a ist die in Bewegung gesetzte Masse; in einer An­
ordnung entsprechend Abb. 43/3 ist also a = a1 + a2• Die ffir Massenkraft­
erregung geltende Gl. (52.1 b) entspricht der fur Federkrafterregung geltenden 
(51.16b). Die komplexe Zahl - 51 stellt den Quotienten a2 UJa 0 dar. Wir 
suchen den Verlauf dieser Zahl in Abhangigkeit von den Veranderlichen D, a, b 
und c auf. Dabei gelangen wir am einfachsten zum Ziel, wenn wir -51 auf 53 
zuruckfuhren. 

Nach (50.6c) oder (51.3b) ist 

( aQ2) . bQ 2' ~ 
h= 1--0- +~-c-=(I-1J)+t2u1J' (52.2) 
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aus (50.6a) folgt 

( c 1) . b (1 1) .215 
-31 = aQa - + ~ aQ = rl- + ~----.q' (52.3) 

Man erkennt, daB -~l aus~3 dadurch hervorgeht, daB in ~3 erstens das Vorzeichen 
des Realteils umgekehrt wird und 
zweitens der Faktor D Va / ve = 'I} 

ersetzt wird durch seinen Kehr-
wert ve/D Va = 1/'1}, Die beiden 
MaBnahmen bedeuten im Dia­
gramm erstens eine Spiegelung 
der Vektoren an der imaginaren 
Achse, zweitens eine Anderung 
der Bezifferungen, indem 

und 

. 1 
'I} m 1/' 

aQ2. c 
1--- In ---1 c aQ2 (52.4) 

bQ. b 
-c- m aQ 

iibergeht. Auf diese Weise ent­
stehen aus den Parabeln der 
Abb. 51/1 a fiir ~3 die Parabeln 
der Abb. 52/la fiir- ~1 und aus 
den Geraden der Abb. 51/2 die 
Geraden der Abb. 52/2. x und 
y bedeuten nun Realteil und 
Imaginarteil von - ~1' 

Die Ortskurven des Kehrwer­
tes - t)1 gehen entweder aus den 
Ortskurven - 31 durch Inversion 
oder aus den Kurven t)3 durch 
dieselben MaBnahmen hervor, die 
- 31 aus ~3 herstellten. Das der 
Abb.51/3 entsprechende Bild ist 
fiir - 1:)1 in Abb. 52/3 gezeichnet; 
es entsteht aus Abb. 51/3 durch 
Spiegelung an der v-Achse und 
die angegebene Anderung der Be­
zifferung. 

(J) Wenn die Erregung von 
einem Antrieb U iiber eine Rei­

1I 

a 

" \ \ 
-0,,7 2 

Jx=#-r- I I 

00 '2 1 Jb It 

b\f" J 
Abb.52/1. a Ortskurven - 3. ('1) mit Ii als Parameter, 

b Beispiel. 

¥l=3 ~Q=2 ~Q=1 
40't-~:------1--+--+/:t/ -~ 

I I /'1 I I I : 
: I , I t I" I I 
I I / I I ~/ I I 

2,5r- - +-- -r-- '---i - -+ - + - +-_-L-
I I' / I '/'1 I : 
I 11 I I J I 
: I I I I, I I : t ~Or---t -+-,iL--t---I---',bKo,5 
I '/ I /i I I Ie 
I I 1"1 I 1/ ""Ii:! I I' 1/ I I l ' I 

u<! ~5~-TrJ~ ---7,---+-+ ...... V--i-
;:" I I /' I r/ I I 

I ;t' I I A' I I : I , I 1,/1 I I 

~Or-' , - -+----:-~-I-__:-__+bQ 
1 /" I./' I I I 'c=tJ2 
I 1/ ....... I , I L •• U' './'" I I ---+-.-----r 

0,5; /1--7.'- - -+ - -±-::-.--r-'--:-- t--
:";/~' __ -r-: 1 I I I ___ I I I I r 

~~,O~-~4~5~-?O---~~--1.~,O~-~~5~-4~O~-~~ 

x=a1P-1-

Abb. 52/2. Ortskurven fiir - 3. bei Verllnderung von 
a- - -, b ---- oder c-·-·-.l 

bungskraft auf den Schwinger wirkt, so findet man den Zusammenhang­
zwischen Erregerausschlag U und erzwungenem Ausschlag :0 1Ulter Heranziehung 
der GIn. (50.1 b), (50.5b) und (50.6b) zu 

(52.5a) 
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Falls die Erregung iiber den einzigen vorhandenen Dampfer erfolgt, ist b = b2• 

bei Erregung iiber einen zweiten Dampfer ist b = b1 + b2• Unter Benutzung 

-2 

l 
\ 
'\ 

'''''bQ--?--~----'~ 
y-45 

Abb. 52/3. Ortskurven fiir - I) •• 

1 /I , 
1.1 , 

der Kehrwerte 32 = 11th erhii.lt man aus (52.5a) 
b2 U 

~2 = b:O ' (52.5b) 

(50.6b) liefert die Ausdriicke, die die Abhii.ngigkeit der Zahl ~2 von D, a, b, c 
zu verfolgen gestatten. Es ist 

a 

1 
.c-aQ2 .1- '172 

~2= 1-~ ~=1-~2FTJ' (52.6) 

(52.6) zeigt, daB - welche GroBe auch immer als Parameter 
auftritt - in jedem Fall nur die eine Parallele zur y-Achse 
im Punkte x = + 1 als Ortskurve entsteht, die in Abb. 52j4a 
wiedergegeben ist. Die Bezifferung dieser Geraden mit den 
Parameterwerten hat dann jeweiIs fiir den Einielfall aus 
der Teilung der Ordinatenachse zu geschehen, wo 

c-aQ2 1-1]2 
y=- bQ =- 2151]' 

-1 ist. Aus (52.6) folgt z. B., daB 

U ~2(17) =&2(1/17) (52.7) 

~ 
ist, also gleich weit iiber und unter der x-Achse liegende 
Punkte zu Werten 17 und 1/17 gehOren. Dabei liegen die zu 

! Werten 17 < 1 gehorigen Punkte unter der Achse, 
! e u die zu 17 > 1 gehOrigen iiber ihr. Dem Punkt y = 0 

0. bVo; entspricht fiir aIle Dampfungen t5 der Wert 17 = 1 ; 
d. h.: 1st D = w, so sind die erzwungehen Aus-
schlage 0 mit den Erregerausschlagen U in Phase; 

Abu. 52/4. a Ortskurve fiir 3. und ist D > w, so bleibt der erzwungene Ausschlag 0 
fiir I).; b Beispiele. 

hinter U zuriick, bei D < w eiIt er ihm vor. 
Fiir den Verlauf von 1)2 = 1/~2 ergibt sich der Kreis, der in Abb. 52/4a mit 

eingezeichnet ist. Auch hier gehoren symmetrisch zur Achse liegende Punkte 
zu Werten 17 und 1/17; esliegen jedoch die zu 17 <: 1 gehOrigen Punkte iiber der 
Achse, die zu 17 > I gehorigen darunter. 
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53. VergroBerungsfunktionen, Phasenverschiebungswinkel und Phasenver­
schiebungszeiten. Zu Beginn der Ziff. 51 hatten wir festgestellt, daB der Verlauf 
der reduzierten kinetischen EinfluBzahlen ~ oder der reduzierten kinetischen 
Federzahlen & iiber den Zusammenhang zwischen Erregerkraft I-J3 und erzwunge­
nem Ausschlag 0 (oder zwischen Erregerausschlag U und erzwungenem Aus­
schlag 0) erschop/end Auskunft gibt. Die zugehorigen Erorterungen sind in 
Ziff. 51 und 52 in Vektorform durchgefiihrt worden und leiteten uns zu den 
Ortskurven der Abb. 51/1-51/4 und 52/1-52/4 hin. Neben diesem ersten Weg 
gibt es freilich noch einen zweiten, den Verlauf einer VektorgroBe (oder kom­
plexen Zahl) festzustellen: Die Untersuchung von Betrag und Richtungswinkel 
(bei den komplexen Aroplituden der Schwingungen also: Amplitude und 
Phasenverschiebungswinkel). Da diese zweite Art der Untersuchung haufig 
angewendet wird und zuweilen auch Vorteile bietet, so wollen wir uns mit ihr 
ebenfalls bekannt machen, beschranken uns dabei aber auf die Untersuchung 
der Abhangigkeiten von n. Es ist jedoch zu bemerken, daB im Grunde die 
neue Darstellung entbehrlich ist, da die Ortskurven schon iiber aIle Fragen Aus­
kunft geben, die man etwa stellen mag, und die Antwort von ihnen meist in sehr 
iibersichtlicher und anschaulicher Form geliefert wird. 

Zunachst wenden wir uns den EinfluBzahlen zu. Die GroBen I ~ lund 
rA = arc ~ = arc tg v/u wurden in den fruheren Abschnitten auch schon betrachtet, in 
Ziff. 45 fur ungedampfte und in Ziff. 50 fUr gedampfte Bewegungen, deren Erreger­
kraft nicht von der Frequenz abbangt. In Ziff. 45 hatten wir den Betrag I ~31 mit V3 
bezeichnet. Diese Bezeichnung wollen wir iibernehmen und auf die gedampften 
Bewegungen ausdehnen. Aus (50.6c) lesen wir nach einer leichten Umformung 

1 (1 - rl) - 20 'Yj i 
~3= 1-'Yj2+20'Yj(= (1_'Yj2)2+4il2'Yj2' 

1- 'Yj2 20 'Yj 
u - und v --------
3- (l_r/2)2+402'Yj2 3- (1-'Yj2)2+4il2rl 

die also 

liefert, die folgenden Beziehungen ab: 

und 

1 
V3 = 1~31 = '/u~+ vf =.r . .. V v (1- 'Yj2)2 + 4112 'Yj2 

83 - - rA3 = - arc ~3 = arc tg (-~) = arc tg 12 0 'Yj 2 , 
U a -'Yj 

(53.1) 

(53.2a) 

(53.2b) 

wenn wir statt des Voreilwinkels rA3 den Nacheilwinkel 83 aufsuchen. Beide 
GroBen V3('YJ) und 83 (n) treten in den Ortskurven der Abb. 51/3 und 51/4 auf; 
V3 gibt die Lange der Vektoren ~3(n), 83 ihren Nacheilwinkel an. 

Ehe wir die Funktionen V3(n) und 83 (n) in Kurvenform darstellen, iiber­
legen wir uns noch, wie die aus der komplexen Zahl-~I' die in Ziff. 52 unter­
sucht wurde, entsprechend gebildeten GroBen 

VI=I-~Il= 'Yj2 und 81=-arc(-~I) (53.3a) V (l - 'Yj2)2 + 4 il2 'Yj2 

aussehen. (Wie fUr den ungedampften Schwinger ist auch hier VI = n2 V3.) 
Aus (52.2) und (52.3) liest man leicht ab, daB fUr die Betrage der Vektoren 

i51(n) 1= 1&3 (l/n) I gilt, woraus folgt, daB auch 

I ~I (n) I = I ~3(l/n):, also (53.3 b) 

ist. Wegen arc [-&I(n)] = arc 53(n) folgt auch 

arc [- ~I(n)] = arq3(n), also (53.3c) 
Klotter, Schwingungslchre I. 10 



146 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff.53. 

wiihrend fiir beide Nacheilwinkel gleichermaBen 

8(1]) = 7&-8(1/1]) 
gilt, wie man aus (53.2b) und (53.3c) schlieBt. 

(53.3d) 

Nach dem Gesagten werden wir also mit einer einzigen Kurvenschar fiir 
V1 (1]) und Va(1]) auskommen, wenn wir das Diagramm mit zwei AbszissenmaB­
staben versehen, wobei an jeder Stelle jeweils reziproke Werte stehen. Um 
auBerdem die beiden Bereiche von 1] = 0 bis 1] = 1 und 1] = 1 bis 1] = 00 in 
gleichwertiger Weise darzustellen, also gleich groB zu machen, tragen wir nicht 
1] und 1/1] selbst, sondern eine geeignete Funktion dieser GroBen als Abszisse 
auf. Als solche Funktionen '(1]) wahlt man bisweilen , = In 1] oder , = 1] -1/1]. 
Beide haben jedoch den Nachteil, daB sie das Diagramm nach beiden Seiten 
ins Unendliche ausdehnen. Wir bevorzugen deshalb eine andere Darstellung 
und wahlen als Abszissen fiir Va die GroBen 

'=1] im Bereich 0<1];S1 und '=2-1/1] im Bereich 1:::::1]<00 (53.4a) 
und dementsprechend fiir die Funktion VI die Abszissen 

'=1/1] im Bereich 00>1]~1 und '=2-1] im Bereich 1~1]>0. (53.4b) 
Die Kurven, die unter diesen Voraussetzungen zustande kommen, zeigt 

Abb.53/l. Wir betrachten sie noch etwas naher. Ihre Deutung ergibt sich aus 
den Definitionen Va=lt)al und V1 =1-t)li. Jeder Kurve der Schar ist ein 
bestimmter Wert der Dampfungszahl (3 zugeordnet. Die Werte Va fiir (3 >0 
sind alle kleiner als fiir (3 = 0; die zugehorigen Kurven verlaufen daher unter 
jener, die fiir (3 = 0 gilt und die (liber 1] als Abszisse) in Abb. 45/1a schon ein­
mal gezeigt wurde. Alle Kurven beginnen im Punkte Va = 1 fiir 1] = 0, da ja 
auch aUe Kurven in Abb. 51/1a durch den Punkt + 1 gehen. In diesem Fall ist 
die kinetische EinfluBzahl '9 gleich der statischen h und von der Dampfung 
unabhangig. Die Ableitung 

OV3 2(1-"12)-402 

a;; = 'YJ [(1- "12)2 + 402 "12]8/2 (53.5) 

zeigt, daB die Kurven an der Stelle 'YJ = 0 alle mit horizontaler Tangente aus­
laufen. Den Wert, den Va fiir 1] = 1 annimmt, erhalt man aus 

1 
Va(l) = 2(f . (53.6) 

Je kleiner (3, um so hoher steigen die Kurven an. Die fiir (3 = 0 geltende geht 
an dieser Stelle sogar liber alle Grenzen; die librigen bleiben beschrankt. Der 
Betrag von Va an der Stelle 1] = 1 wird zuweilen auch als Resonanzscharfe (! 

bezeichnet; nach (53.6) ist (! = Va(l) = 1/2(3. Die Maxima der einzeInen Kurven 
liegen jedoch nicht an der Stelle 1] = 1, sondern links davon. Man findet die 
Stelle 1]0 des Maximums durch Nullsetzen der Ableitung (53.5) zu 

'YJ~ = 1-2 (32. (53.7a) 

Ermittelt man die Betrage der Maxima, so findet man 
1 1 

Va max ('YJo) = yl-"1t oder Vamax «(3) = 2-0--:y=I-=o=:j' (53.7b) 

Die erste Gleichung von (53.7b) gibt die Kurve der Maxima an, die in Abb. 53/1 
gestrichelt eingetragen ist. Fiir (j = -y2/2 fallt die Stelle 'YJo des Maximums nach 
Null. Es rlicken also das Maximum und das Minimum der Kurve fiir diesen 
Wert der Dampfung zusammen. Die Kurven, deren (3::::: y2/2 ist, steigen gar 
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nicht mehr an, sondern beginnen sogleich zu fallen. Die zur Dampfungszahl 
o = v'2j2 gehorige Kurve ist dadurch ausgezeichnet, daB wegen des Zusammen-

(},125 0,25 0,5 475 1 
(-

1,25 ~5 1,75 2 

I I I I I I I I I I 
0 0,125 0,25 45 (},75 1 1,33. ... 2 ~ 8 

r; fur V3 -
I I I I I I I I I b 

8 !f. 2 1,33. .. 1 475 45 (J,254125 0 
-r;fur V1 

Abb.53/1. VergriiBenmgsfunktionen V, (7]) und V, (7]). 

1r----------------.--AO~=0ry-----~~~~ 

2 

~~~----_=~~~~====~-----1 
~ 

0=0 
fJ,5 q75 1 1,25 1,5 1,75 2 

(-
I I I I I I I 
0 (J,25 fJ,5 (},75 1,33. •• 2 'I 

TJ-
Abb.53/2. Nacheilwinkel " (7]) = " (7]). 

fallens von Maximum und Minimum (sog. "dreipunktige Beruhrung") ein mog­
lichst langes Verweilen der Kurve in der Nahe des Wertes Vs = 1 gesichert 
ist, ein Umstand, dessen Bedeutung fur die Anwendungen wir noch erortern 
werden (Ziff. 54). Fur groBe Werte'fJ gehen alle Kurven gegen O. 

10* 



148 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff.53. 

Mit der soeben gegebenen Erorterung von V3 ist wegen des Zusammenhanges 
(53.3b) auch die Betrachtung des Verlaufs von VI erledigt. 

Den Verlauf des Nacheilwinkels e3 oder el iiber den Abszissen C (53.4) gibt 
Abb. 53/2 wieder. Das Bild zeigt, daB die Kurven punktsymmetrisch zU'Y} = 1, 
e = nJ2 liegen, wie aus (53.3d) folgt. Die fiir ~ = 0 geltende Kurve fallt im 
Bereich 0 < 'Y} < 1 mit der Achse zusammen (e = 0), im Bereich 1 < 'Y} < 00 hat 

475 1 t25 
t-

I I I 1 I I ! 

o 4125 t/,25 (/75 2 'I- 8 00 

1]-
Abb.53/3. Vergriillerungsfunktlon V, (1J). 

f·r----------------.--~a~=on-----~~~ 

t 
~: .. O~--------===~~f'==-====.--------__1 

c& 
II 
~ 

(/25 0,5 t75 2 

Abb. 53/4. Nacheilwinkel ., (1J). 

sie den festen Wert n; sie war in Abb. 45/1 b schon angegeben. An der Stelle 
'Y} = 1 gehen aIle Kurven - gleichgiiltig wie groB die Dampfung ist - durch 
den Punkt e = n/2. Diese FeststeIlung stimmt iiberein mit der Tatsache, daB 
in Abb. 51/3 die Vektoren 1:)3 fiir aIle Dampfungen lotrecht nach abwarts weisen, 
wenn 'Y} = 1 ist. Ferner gehen aIle Phasenverschiebungskurven durch 0 fiir 'Y} = 0 
und durch n fiir 'Y} = 00, ebenfalls in Obereinstimmung mit den entsprechenden 
FeststeIlungen an den Ortskurven. 

Jetzt suchen wir noch V2('Y}) = 11:)2('Y})i und e2('Y}) =-arc1:)2('Y}) auf. Aus 
(52.6) folgt 1 . 4 tS2 1}2 + 2 ~ 1} (I-1}2) i 

02 = 1:)2 = U2 + ~ V2 = (I-1}2)2 + 4~21}2 , (53.8) 

daraus kommt V _I 1_ '/u2 + v2 _ 2~1} 
2 - 1:)2 - V? 2 - V(I _ 1}il! + 4 ~21}2 (53.9a) 
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und V2 1- rJ2 
82 ==,,-arc \)2 = -arctg-- = -arc tg -2' . 

u2 U rJ 
(53.9b) 

Aus (53.9a) entnimmt man die Beziehung 

V2 ('Yj) = V2 (l/,YJ) (53.lOa) 

fiir die VergroBerungsfunktion und aus (53.9b) die beiden Beziehungen 
1- rJ2 

82('Yj) = -82 (1/'Yj) sowie 8 2 = -arc tg 2TrJ- = - (n/2-81,3) (53. 10 b) 

fiir den Nacheilwinkel. 
Den Verlauf von V2 ('Yj) und 82('Yj) gemaB (53.9a) und (53.9b) zeigen die 

Abb. 53/3 und 53/4. Weder die Deutung noch die Diskussion der Kurven erfordert 
besondere Aussagen. Man 
wird zudem alle Feststellun­
gen durch Vergleich mit den 8 

Ortskurven \)2 in Abb. 52/4a 
bestatigt finden. (Man be­
achte: Negative Nacheil­
winkel bedeuten Voreil-
winkel.) t 

In derselben Weise, wie:!§ 
wir die Betrage und Phasen- ~ 
verschiebungswinkel der 
Vektoren \)1' \)2 und \)3 unter­
suchten, kann man auch die 
Betrage und Winkel ihrer 
reziproken Werte 31' 52 und 53 
behandeln. Wir begniigen o 0,2: (},5 475 1 
uns mit der Angabe der ~-

2 

Gleichungen und der Kur- o~' --a='=!$~--:'4S~----:4"=75=----':1-----:t83.':-::' .-... --':-2-----:~';-----'~ 
ven. Deutung und Diskus- 1-' _--,:-' _-',,..------::':-:' :-TJ_fi_urJI_33_1-_,:-::' ,-----,!" o-'-~I,=---" 
sion verstehen sich nach 00 'I 2 t83.... 1 0,75 0,5 425 0 

allem schon Gesagten von - '1 fiir 1311 
selbst. Abb.53/5. Betrage der kinetisehcn Federzahlen i 01 ('1) I ~ I/V l und 

13. ("I)! = l/V,. • 
Aus (51.3a) folgt 

Ihl = i (1-'Yj2) + 2 (j'Yj il = y(l_'Yj2)2 + 4 (j2'Yj2 (53.Ha) 
und 

arc 53 = - arc \)3' (53.11 b) 
Abb.53/5 zeigt 1~3! in Abhangigkeit von C, das durch (53.4a) erklart ist. Aus 
(52.2) und (52.3) folgt, daB 

(53.12) 

ist, so daB Abb. 53/5 auch I ~1 ('Yj) I gibt, wenn der Zusammenhang zwischen C 
nnd 'Yj nach (53.4 b) hergestellt wird. SchlieBlich liefert (52.6) 

1/--(1 - rJ2)2 
1~21 = V 1 + 402 rJ2-; 

die zugehorigen Kurven zeigt Abb.53/6. 

(53.13) 

Die in Abb. 53/2 und 53/4 gezeichneten Kurven der N acheilwinkel 81,3 und 82 

fiir die Vektoren -\)1' \)3 und \)2 bedeuten Voreilwinkel £iir die Vektoren -crl' 

cr3 und cr2' 



150 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff.53. 

Nicht immer ist der Phasenverschiebungswinkel IX oder e ein geeignetes 
MaB. Er miBt die Phasenverschiebung in Bruchteilen der Periode der jeweils 
untersuchten Schwingung. Solange man es nur mit einer einzigen Schwingung 
oder mehreren Schwingungen gleicher Frequenz zu tun hat, kann er sehr gut 
als MaB dienen. Anders, wenn die Verschiebungen mehrerer Schwingungen 
von verschiedener Frequenz verglichen werden sollen. Fiir die hier untersuchten 
erzwungenen Schwingungen mit Dampfung gehOrt jedem Frequenzverhaltnis TJ 

to 

o 425 475 

o 45 475 

1 t25 
r-

I 
1 6&1. .•• 

1j-

~75 

2 

ein bestimmter Phasenver­
schiebungswinkel IX (odere) 
zu; jeder gibt die Ver­
schiebung in Bruchteilen 
der Periode seiner Schwin­
gung an. Um ein gemein­
sames MaB zu schaffen, 
miissen wir die Phasenver­
schiebungszeit ta. = IX/D her­
anziehen. Sie gibt in einem 
gemeinsamen MaB, der 
Zeiteinheit, an, welche 
Verschiebung die verschie­
denen Schwingungen auf-
weisen. Statt der Zeit­
einheit kann man als Be­
zugsgroBe auch die Periode 
To einer irgendwie aus-
gezeichneten Schwingung 

2 
nehmen, also 

ta. a.1211: 
l' = To = QIQo (53.14a) 

Abb.53/6. Betrag der kinetischen Federzahl 13. ('I) 1 = l/V,. bilden. Fiir unsere Zwecke 
gehen wir vom Nacheil­

winkel e = - IX aus und wahlen fUr To die Periode der ungedampften Eigen­
schwingung To = T = 2 n/w, bilden also mit Do = w 

£/211: 
'l'=--

'Y} 
(53.14b) 

und nennen diese GroBe die relative Nacheilzeit. Sie gibt demnach die (negative) 
Phasenverschiebungszeit in Vielfachen der Periode der ungedampften Eigen­
schwingung an. Bilden wir aus den Nacheilwinkeln e1 und e3 nach (53.2b) und 
(53.3c) diese GroBe, so erhalten wir 

1 1 2t5'Y} 
'l'lS= -2 -arctg-1--2 , (53.l5a) 

,. 11: 'Y} -'Y} 

aus e2 nach (53.l0b) 
1 1 1 2d1J 

'l'2 = --4 + -2 -arctg-1--2 · (53.l5b) 
'Y} 11: 'Y} -'Y} 

Beide GroBen sind in den Abb. 53/7 und 53/8 iiber denselben Abszissen r; auf­
getragen, die in den anderen Abbildungen dieses Abschnitts verwendet wurden. 
Die - starker ausgezogene - Kurve fiir l5 = 0 in Abb. 53/7 bedeutet z. B., daB, 
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Holange der Phasenverschiebungswinkel Null ist, 0 < 'YJ < 1, auch die Phasen­
verschiebungszeit Null bleibt. Fur 'YJ> 1, wo s = n wird, ist die Phasenver­
schiebungszeit jedochkeine 
Konstante. Je kiirzer die 
Periode wird, um deren 
Halfte die Schwingung fJ5f---~--\\-----... 
nacheilt, um so kurzer wird 
die Nacheilzeit. 

Die Abb. 53/7 und 53/8 
zeigen auch schon, daB fiir lv.r 
(h1=O auch 1'(0) nicht Null t ~=~~;;;;::::::~~~;: 
ist. Um diesen Anfangs- 7:1,3 iW 

0=0 
o 0,5 0,75 1 1,25 

t-
I 

o 0,25 0,5 0,75 1 1,39. ... 
TJ-

2 

wert l' (0) festzustellen und 
auBerdem zu erkennen, 
welche der Nacheilzeitkur­
yen im Bereich kleiner 'YJ 
am wenigsten schwankt, 
entwickeln wir den Aus­
druck (53.15a) nach Po­
tenzen von 'YJ. Dadurch 
kommt (gultig fUr 'YJ < 1) 

Abb. 5317. Relative Nacheilzeiten T
"

,. 

l' = 21n-·~arctg 12~~2 =~[ 1 +'YJ2 (1--~ 152) + 'YJ4 (1-4152 +~;b4) + ... J. 
Fur 'YJ -i> 0 geht l' gegen bin. 
Die Kurve, die fUr kleine 
Werte 'YJ am wenigsten 
schwankt, ist jene, fiir die 
der Koeffizient von 'YJ2 ver­
schwindet, so daB l' erst 
von der 4. Potenz von 'YJ be­
einfluBt wird. Die Damp­
fungszahl, die dieser Kurve t 
zukommt, ist 152 = 3/4. X'g 

Die UntersnchungvonV3 (11) 

°IJ 

auf geringste Schwankung fiir -4251--+--+~+'--+--+-----7 

kleine Wertel1 ist oben in etwas 
anderer Weise durchgefiihrt 
worden. Selbstverstandlich 
konnte auch dort die Entwick­
lung von V3(1)) nach Potenzen 
von 1) herangezogen werden. 

1,5 

! , 

if 8 

(53.16) 

2 

Die (fiir 1) < 1 giiltige) Ent- Abb.5318. Relative Nacheilzeit T 2• 

wicklung lautet narnlich 

V3 (lJ) = 1 + 1)2(1- 2 152) + 1)4(1-6 152 + 6154 ) +... (53.17) 
Damus folgt fiir V3(O) der Wert 1 und als Darnpfungszahl der Kurve geringster Schwankung 
im Bereich kleiner 1) der Wert 152 = 1/2 wie friiher. 

M. Weitere Erorternngen fiber Ortsknrven nnd Vergrollernngsfnnktionen. a;) Orts­
kurven und VergroBerungsfunktionen der Geschwindigkeit. Die Ortskurven 
der Ziff. 51 und 52 sowie die VergroBerungsfunktionen von Zif£' 53 gaben AufschluB iiber 
den Zusammenhang zwischen der Erregerkraft ~ (oder dem Erregerausschlag U) und dem 
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erzwungenen Ausschlag:O. In ganz entsprechender Weise laBt sich auch die Abhangigkeit 
der erzwungenen Geschwindigkeit i Q :0 =)8 von \IS oder U darstellen. 

Unter Reranziehung der GIn. (50.5b) und (50.6b) erhalt man 

. \lSb I 
)8 = ~ Q :0 = -b- = T \:)2 \IS. (54.1) 

In Analogie zu den Festsetzungen und Bezeichnungen der Ziff. 51 konnten wir hier \:)2/b 
deuten als Ein/lufJzahl der Geschwindigkeit und auch ftir die reziproken Werte entsprechende 
Bezeichnungen einfiihren. Wir wollen diesen Weg jedoch nicht weiter verfolgen. Dagegen 
merken wir an, daB \:)2' wie es durch Abb. 52j4a dargestellt wird, und damit auch die Funk­
tionen V2 und 62 in Abb. 53/3 und 53/4 nicht nur AufschluB geben tiber den Zusammenhang 
zwischen erzwungenem Ausschlag :0 und Erregerausschlag U bei Antrieb tiber einen Dampfer, 
sondern nach (54.1) auch tiber den Zusammenhang zwischen erzwungener Geschwindigkeit 
)8 = i Q :0 und einer frequenzunabhangigen Erregerkraft \IS, wie sie z. B. bei Antrieb tiber 
eine Feder vorliegt. So gibt \:)2(1)) die Quotienten 

)8 b )8 
\:)~(1))=b1if oder \:)2(1))=C2 U (54.2 a) 

an, wenn Q sich andert; dementsprechend bedeutet 

V b V 
V2 (1)) = b P oder V2 (1)) = c2 U' (54.2b) 

Bei Untersuchung der Abhangigkeit der Quotienten )8j\lS und )8jU von den Konstanten a, 
b, c des Schwingers ist jedoch etwas Vorsicht geboten. Man muB beachten, daB in (54.2) 
die GroBen b und c auBer in \:)2 auch explizit auftreten. 

Erfolgt die Erregung ausgehend von einem Ausschlag U nicht tiber eine Federkraft 
\IS = c2 U, sondern tiber eine Reibungskraft \IS = i b2 Q U, so wird aus (54.1) wegen (50.6b) 

I . b2 b2 Q2 b2 
)8=T\:)2\1S=lT Q \:)2 U=- -aQ2+ibQ+c U=a-\:)1 U, (54.3a) 

Die Ortskurven \:)1 und ih (in Ziff. 52 sind die Kurven - \:)1 und - 31 untersucht) geben also 
nicht nur den Zusammenhang zwischen :0 und U bei Erregung tiber eine Massenkraft, sondern 
auch den zwischen )8 und U bei Erregung tiber eine Reibungskraft an. Den Zusammenhang 
zwischen den Betragen der Geschwindigkeit und des Erregerausschlags vermittelt V1 nach 

b2 
V = a V1U. (54.3b) 

Erfolgt die Erregung von U ausgehend tiber eine Massenkraft, \IS = a2 Q2 U, so wird 
aus (54.1) 

(54.4 a) 

und somit 

(54.4 b) 

Rier treten die Faktoren in Verbindungen auf, die wir bisher noch nicht antrafen. Ftir den 
Zusammenhang zwischen )8 und U ist eine Ortskurve 1)2 \:)2' ftir den Zusammenhang zwischen 
den Betragen V und U eine VergroBerungsfunktion 1)2V2 maBgebend (wenn wir nur die 
Veranderung mit Q berticksichtigen); sie geht ftir unbeschrankt wachsendes 1) tiber aIle 
Grenzen. Am Phasenwinkel 62 andert sich nichts, da \:)2 nur mit einer reellen Zahl1)2 multi­
pliziert wurde. 

fJ) Antrieb tiber mehrere Krafte. Bisher hatten wir stets angenommen, daB die 
von einem Antrieb U ausgehende Erregung entweder tiber eine Massenkraft, eine Reibungs­
kraft oder tiber eine Federkraft wirkt. Der erzwungene Ausschlag :0 wurde in den drei 
Fallen bestimmt aus 

a2 
:0= -\:)1aU, (54.5) 

Es ist aber auch moglich, daB derselbe Erregerausschlag U tiber zwei Vorrichtungen zugleich 
auf den SchwingkOrper wirkt, z. B. tiber eino Fodor und oinon Dampfer. 1m allgemeinsten 
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Fall, wenn eine "Nebenfeder" C2 und ein "Nebendampfer" b2 vorhanden ist (Abb. 54/Ia). 
lautet die zwischen den komplexen Amplituden 0 und U bestehende GIeichung 

(- aQ2 + ibQ + c) 0 = (c2 + ib2Q) U, (54.6a) 

wobei b = b1 + b2 und C = cI + C2 ist; erfolgt die Erregung tiber die allein vorhandene Feder C1 

und den allein vorhandenen DampIer b1 (Abb. 54/1 b), so kommt mit b = b1 und c = C1 

(- a Q2 + i b Q + c) 0 = (c + i b Q) U. (54.6b) 

Mit diesem Sonderfall beschiiftigen wir uns zuerst. Der erzwungene Ausschlag schreibt 
sich hier 

(54.6 c) 
Die Ortskurven 

(54.7 a) 

(Verlauf des Vektors _. -. - in Abb. 50/3c) brauchen wir nicht 
besonders zu untersuchen, denn aus (50.7) folgt 

(54.7 b) 

In Abb. 52/3 waren die Kurven -lJl in Abhangigkeit von Q, n, b, c 
aufgezeichnet. Urn die Kurven 1+ (-lJl) zu erhalten, brauchen 
wir nur den Ursprung des Koordinatensystems von 0 nach 0' in 
den Punkt -I zu verlegen. Die von dort ausgehenden Vektoren 

-+ 
sind 1+ (-lJl) (Beispiel 0' Y in Abb. 52/3). Die zugehOrige Ver-
groBerungsfunktion lautet 

VI + 4£52 'rJ2 
V2,a == IlJ2 + lJa/ = -{(1-1n + 4£52 'rJ2 (54.Sa) 

Der Nacheilwinkel betragt, wie man aus (54.7a) entnimmt, 

2 £5 'rJ3 
c2,a == - arc (lJ2 + lJa) = arctg 1+ 'rJ2 (4£52 _ I)' (54.Sb) 

Die Funktionen sind in den Abb. 54/2a und b wiedergegeben; die 
Bedeutung der Kurven ist ohne weiteres verstandlich. 

Bei Erregung tiber C2 und b2 hat man als EinfluBzahl, wie 
aus (54.6a) folgt, 

(54.9) 

Man baut sie am besten aus den Bestandteilen auf. Eine allge­
meine Erorterung fiihren wir nicht durch. 

Abb. 54/l. Schwinger mit 
Erregung durch Feder· 
kraftundDampfungskraft. 
a iiberNebenfeder und Ne­
bendampfer, b iiberHaupt­
feder und Hauptdampfer. 

SchwingungsmeBgerate (s. Ziff. 56) fallen auch unter das Schema der Abb. 54/1 b. Sie 
zeichnen den Relativausschlag q - u auf. Die komplexe Amplitude dieses Ausschlags 
ergibt sich nach (54.6c) und (54.7b) zu 

(54.10) 

Die reduzierte komplexe EinfluBzahl-lJl und ihre Bestimmungsstticke, die VergroBerungs­
funktion VI = IlJll und der Nacheilwinkel Cl = - arc (- lJl)' erhalten damit tiber die in 
Ziff. 52 und 53 gegebene Erklarung hinaus eine weitere, sehr wichtige Bedeutung. 

y) Die Reaktionskrii.£te im An trie b. Sobald der erzwungene Ausschlag 0 des 
Schwingers bekannt ist, kennt man auch die Krafte, die in den einzelnen Gliedern wirken. 
Unmittelbar gegeben sind die Krafte in Federn und Dampfern, wenn ein Ende festgehalten 
ist und nur das andere die Bewegung 0 mitmacht. Es ist dann nach (50.5) 

\l3c = cO und \l3b = ibQO. 

lJa und lJ2 geben die Quotienten \l3c/\l3 und \l3b/\l3 an; \l3 ist dabei noch in einer dem jeweiligen 
Antrieb entsprechenden Weise vermittels der GIn. (43.8) durch U auszudrticken. 
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Von den Federn und Dampfern, iiber die der Antrieb erfolgt, bewegen sich beide End­
punkte; die Krafte setzen sich daher aus zwei Anteilen zusammen. Wird die Hauptfeder c 
angetrieben, so macht ein Endpunkt die Bewegung U, der andere die Bewegung 0; auf 
den Schwinger wird die Kraft c (U - 0) = c U (1 - t)a) ausgeiibt. Die Kraft 

113A=CU(t)3-1) (54.11) 
wirkt auf den Antrieb zuriick. Da der Verlauf von t)a schon untersucht wurde, ist auch 

der von t)a - I bekannt. Man hat nur in 

5 

a 

J 

2 

0 
0 0,25 45 

1 1 1 

0 425 45 

J 

b 

475 1 
(-

1 1 

475 1 

17-

2-/i 
1 

y.r 

o~41 

0=0,2 

Abb. 51/3 den Anfangspunkt des Koordinaten­
systems um die Strecke I von 0 nach E zu ver-

-+ 
legen (Beispiel E Y in Abb. 51/3). Erfolgt die 
Erregung durch Antreiben einer Nebenfeder C2' 

so ist die auf denAntrieb zuriickwirkendeKraft 

113A=C2 (O-U)=c2 U( ~ -t)3- 1). 
\ C1 I C2 

Auch dieser Fall wird noch durch die Abb. 51/3 
beherrscht. Wenn wir 

C1 +C2 In _ U( _ C1 +C2 ) 
'i-'A - c2 t)a c2 C2 

schreiben, so sieht man, daB eine Verschiebung 
des Ursprungs der Vektoren von 0 nach dem 

P k Cl + C2 • --+0' Y (mit 0' bezeichneten) un t --- In 
c2 

1.75 1.975 2 

8 

die gesuchten Vektoren 

C1 + C2 l' f D' t)a - --- Ie ert. lese 
C2 

komplexen Zahlen stellen 
. C1 + c2 113A 

den Quotlenten --2- U 
dar. C2 

Wenn der Schwinger 
iiber einen Dampfer ange­
trieben wird, so lassen sich 
die auf den Antriebzuriick-
wirkenden Krafte formal 
ebenfalls durch die kom­
plexen EinfluBzahlen aus­
driicken. Es ist namlich 

113A = ibQ(O- U) = 
ibQU(t)2- 1) 

oder 

0.1:-1 ---=o'2.';,;�:5:----;;45'::----4~7.:;;:'5---7----:1,3.,-!;'~;;-... -. --2-!;-1---!:-q-e-!;-I~":' je nachdem, obder Antrieb 
iiber einen allein vorhan­
denen oder einen zweiten 
Dampfer erfolgt. Hier 
erhalt man durch Ver­

"1-
Abb.54/2. a VergroBerungsfunktion V", = 11), + I), I. b Nacheilwinkel 

'2" = - arc (I), + I),). 

schieben des Koordinaten-Anfangspunktes (Abb.52j4a) nach dem Punkte I oder nach 
b1 +bz . d b1+bz . . /'bnU -b_- dIe Vektoren t)z - 1 0 er t)2 - -b--' DIe ersten geben den Quotrenten 113 At'" , 

2 2 
die zweiten (bl+b2)\13Alib~.QU an. Man muB aber beachten, daB die Frequenz Q nieht 
nur in den Ausdriicken fiir t), sondern auch explizit auf tritt, so daB die Ortskurven die 
Abhangigkeit z. B. von Q nicht mehr vollstandig beschreiben. 
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Auf den Antrieb umIaufender Massen wirkt zuriick eine Kraft 

\l3A=a2Q2(C-U)=U2Q2U(- ; t)l-I). 
, a 1 a2 

d G · . ul+a2 hIte . Durch Multiplikation er lelChung mIt ---- er a n Wir 
a2 

a 1 + a2 l U 1 + a2 ] --- \l3A = Ua2 Q2 - t)l - ----- . 
a2 U2 

Abb. 54/3. Federnde 
und dampfende 
Zwischenlage. 

Verschieben des Anfangspunktes der Vektoren - t)l in 
a1+a2 . 

Abb. 52/3 nach ---- hefert 
a2 

d · Ul + a2 d' d Ie Vektoren -" - ------ Ie as 
·11 U2' 

.. . a1 + a2 \l3A 
Verhaltms -a§ Q2--·it angeben. Auch hier tritt 

Q auBer in den EinfluBzahlen t) noch 
explizit auf. 

~) Abschirmen von Schwin­
gungen bei Anwesenheit von 
Dampfungskraften. In Ziff. 48{J 
haben wir die Moglichkeit erortert, 
Schwingungen durch Verwendung 
federnder Zwischenlagen von einem 
BauteiI, etwa dem Fundament einer 
Maschine, fernzuhalten. Dort hatten 
wir nur rein federnde, dampfungs­

qO 

£reie Zwischenglieder in Betracht 
gezogen. Jetzt wollen wir noch zu­
sehen, wie die auf die UnterIage aus­
geiibten Krafte sich andern, falls 
auBer der Federung auch eine (be- t 
absichtigte oder nicht beabsichtigte) 
geschwindigkeitsproportionale Rei- ~ 
bung vorhanden ist. Die Anord- ~ JjJ 
nung ist in Abb. 54/3 schematisch 
wiedergegeben. 

Die von den Federn und dem 
Dampfer auf die UnterIage ausge­
iibte Kraft ist Sf = :0 (c + i b Q). 
Damit folgt aus (50.6) und (50.7), 
wenn die Erregerkraft festen Betrag 
hat, 

Sf = \l3 (t)2 + t)3) = \l3 (1 - t)l)' 

Der VerI auf der Vektoren (t)2 + t)3) 
und der zugehorigen VergroBerungs­
funktionen V 2.3 = I t)2 + t)31 als Funk­
tion von 1] wurde im vorausgehenden 
Abschnitt {J dieser Ziffer schon er­
ortert, die VergroBerungsfunktion in 
Abb. 54/2a auch aufgezeichnet. Aus 
jenem BiId und aus Abb. 45/la ent­
nimmt man, daB oberhalb 1] = vl2 
die iibertragenen Krafte mit Damp­
fung groBer sind als ohne Dampfung. 

2/J 

to 

o 

o 

rJ=41 

t75(875 2 

I I , 

45 475 2 '1800 

Abb.54/4. VergroBerungsfunktion '1' Y",. 

Um iiberhaupt eine Schirmwirkung zu erzielen, d. h. um K < P zu machen, muB man aber 
so abstimmen, daB 1] > V2 wird. Die Reibung verschlechtert also die Schirmwirkung stets. 

Hat die Erregerkraft nicht festen Betrag, sondern riihrt sie etwa von der Fliehkraft 
umlaufender Massen her, \l3 = U2 Q2 U (43.8a), so tritt Q2 auch im Nenner von Sf/\l3 auf, 
so daB t)2 + t)3 bzw. V 2, 3 nicht mehr die Abhangigkeit der Reaktionskraft Sf von der Er­
regerfrequenz wiedergibt. Man verschafft sich dann einen konstanten Neuner, indem man 
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die Gleichung ~ = a2Q2 11 (t)2 + t)3) durch c 11 dividiert und rechts c = aw2 setzt; so kommt 

c~ = :2 rl (t)2 + t)3) und I c~ I :2 = 1)2 V2, 3' 

Abb. 54/4 gibt 1)2 Va, 3 wieder. 
Diese trberlegungen ergii.nzen (fiir den Fall «5 = 0) auch die Erorterungen von Ziff. 48{3. 
ii5. Arbeit und Leistung. In Ziff. 50 haben wir das Kritftespiel bei einer erzwungenen 

Schwingung untersucht und festgestellt, daB die Erregerkraft \l3 durch die drei dem Aus· 
schlag :0 proportionalen Krii.fte \l3a, \l3b und \l3c (Tragheits-, Diimpfungs- und Federkraft) 
ins Gleichgewicht gesetzt wird. Die beiden typischen FaIle der Kraftecke sind in den 
Abb. 50/1 b und 50/2b angegeben. Das erste gilt, wenn Q < w, das zweite, wenn Q > w 
ist. Die durch diese Kraftecke ausgedriickte Zerlegung der Erregerkraft gibt uns auch hin­
sichtlich der geleisteten Arbeit aHe wiinschenswerten Aufschliisse. In Ziff.9 fanden WIT. 
daB nur jene "Komponente" einer Kraft, die mit der Geschwindigkeit in Phase liegt, Wirk­
leistung vollbringt, also im Mittel iiber eine Periode Arbeit leistet, daB die senkrecht zur 
Geschwindigkeit stehende "Komponente" der Kraft dagegen nur Blindleistung vollbringt, 
die urn den Mittelwert Null schwankt. Mit den Bezeichnungen der Ziff.9 ist nun 

\l3' = \l3b = ibQa und \l3" = \l3c + \l3a = (c-aQ2)a; (55.1) 
mit der Geschwindigkeit liegt in Phase (bzw. Gegenphase) die Widerstandskraft, um :n:/2 
verschoben verlaufen Federkraft und Tragheitskraft. 

Aus der G1. (9.6) folgen deshalb, wenn wir die Betrage der Vektoren V = Q Q, 
P' = b Q Q, P" = (c - a Q2) Q einsetzen, fiir die Wirk- und Blindleistung der Erregerkraft 
die Ausdriicke 

lw=! bQ2Q2(I+cos2Qt) und lbZ=-! (c-aQ2)QQ2sin2Qt. (55.2) 

Wie wir in Ziff. 9 schon feststellten, schwanken sowohl die Wirkleistung wie die Blindleistung 

mit der Frequenz 2Q; die erste um einen Mittelwert, der hier Lw = ~ Q2Q2 betragt, die 

zweite um den Mittelwert Null. Zur Wirkleistung, von der die Arbeit allein bestimmt wird, 
tragt nur jene Komponente \l3' = \l3b der Erregerkraft bei, die der Widerstandskraft Gleich­
gewicht halt; die andere, Tragheits-undFederkraft iiberwindendeKomponente \l3" = \l3a + \l3c 
gibt nur Blindleistung. Die Schwankungsamplitude der Wirkleistung ist stets gleich ihrem 

1 
Mittelwert Lw, die der Blindleistung ist in unserem Fall L bZ = "2 (c - a Q2) Q Q2. Wahrend 

wir fiir den Zusammenhang zwischen Erregerkraft und Ausschlag lineare Funktionen fanden. 
erhalten wir die Leistung als eine quadratische Funktion des Ausschlags oder der Kraft. 

AhnIich wie friiher die Ausschlage Q suchen wir jetzt sowohl Lw wie LbZ als Funktionen 
der die Bewegung bestimmenden GroBen a, b, c und Q auf. Dabei muB man beachten, 
daB diese GroBen erstens explizit auftreten, zweitens aber auch in Q stecken. Aus­
fiihrlich werden wir nur die Abhii.ngigkeit von 1) verfolgen. Der aus der Definitions-

1 
gleichung sich ergebenden Beziehung Lw = "2 Q Q Pb kann man mit Benutzung von (50.5) 

und (50.6) und der Abkiirzungen 1) und «5 die folgenden Formen geben 
1 1 1 2 1 p2 2«51)2 

Lw ="2Q QPb = "2bQ2 Q2 =21) Pb = 21) p2 V: = 2 -vac' (1-1)2)2 + 4«521)2 • (55.3) 

Den zweiten Faktor des letzten Ausdrucks nennen wir WI 
. 2 «51)2 

WI (1) = (1- 1)2)2 + 4 «521)2 (55.4) 

Ahnlich wird 

Lbl = ~ QQP" = ! QQ(Pa + Pc) = ~ (c-aQa)QQ2 = :b Pb (Pa + Pc) = 

pI pI I 1) (1 - 1)2) I 
= 2b 1t)211t)1 + t)sl = 2-y'(iG (1-1)2)2 + 4.52 1)2 ; 

I (55.5) 

bier kurzen wir ab 
(55.6) 
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Die durch (55.4) und (55.6) beschriebenen Faktoren WI und W2 sind wie die Vi von Ziff. 53 
dimensionBlose Zahlen. Sie geben an, um wievielmal die Leistung Lw oder Lbl groBer 
ist als eine Vergleichsleistung 1'2/2 VaC; wir wollen sie deshalb in iibertragener 

5 

2 

1 

o Z5 
1/-

Sprechweise die Vergrii{Jernng8!unkti()'fl,€n 
der Wirk- und der Blindlei8tung fiir fre­
quenzunabhangige Erregerkraft nennen 
(zuweilen werden sie auch alB "Reso­
nanzfunktionen" der Wirk- und Blind­
leistung bezeichnet). Die beiden Funk­
tionen WI und W 2 sind dem Betrage 
nach unempfindlichgegen Vertauschung 
von 1] mit 1/1]. Tragt man sie iiber der 
durch (53.4a) definierten Abszisse C auf, 
so werden sie symmetriBch (Abb. 55/2 
und 55/3). WI ist in Abb. 55/1 auch 
iiber 1]2 aufgetragen. 

2 2,5 3 

Abb. 55/1. VergroBerungsfunktion W, ('I') der Wirkleistung einer ErregerkraftfrequenzunabhiLngiger Amplitude. 

Wir rufen uns noch einmal die Bedeutung der Kurven ins Gedachtnis: Mit der Vergleichs­
groBe 1'2/2 va c multipliziert gibt WI den Mittelwert (und die Schwankungsamplitude) Lw 
der Wirkleistung an, die die 
Erregerkraft vollbringt. Multi­
plikation von Lw mit der Dauer 
der Periode T = 2 n/Q gibt die 
wahrend einer Periode von der 
Erregerkraft geleistete Arbeit. 
Es ist das diejenige Arbeit, die 
in nicht umkehrbarer Weise 

5 

3 vom Schwinger aufgenommen 
und dort (iiber die Reibungs- t 
kraft) in Warme umgewandelt W. 
wird. W2 gibt mit 1'2/2 Vac 1 2 
multipliziert die Schwankungs­
amplitude der Blindleistung der 
Erregerkraft; diese ist ein MaB 
fiir die wahrend einer Periode 
zweimal in umkehrbarer Weise 
von der Erregerkraft an den 
Schwinger und wieder zuriick 
gelieferte Energie. Wahrend 
einer Viertelperiode wird (vgl. 
Abb.9/1c) die Arbeit LbdQ = 
T 2 
4- Lw;:,: von der Erregerkraft 

an den Schwinger abgegeben; 
diese wird dort, wenn Q < w 

o 

45 1 

(--
l25 1.5 1.751,8752 

I I J 

1.38. .. 2 'I 8 co 

'1-
Abb.55/2. W, iiber C (53.4a) aufgetragen. 

ist, als potentielle Energie in der Feder, wenn Q> wist, alB kinetische Energie in der 
Masse gespeichert. In der nachsten Viertelschwingung wird die gespeicherte Energie an 
die Erregerkraft zuriickgeliefert. 
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7j-
Ati~55/3. Vergroj3erungsw.nktion W, der Blindleistung einer Erregerkraft frequenzunabhAngiger Amplitude. 
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Abb. 55/4. VergroBerungsfunktionen W. und W. der Blindleistung der Federkraft und der TrAgheitskraft bel 
frequenzunabhAngiger Amplitude der Erregerkraft. 

Von dieser Blirulleist'Ung der Erregerkra/t muB man die Blindleistung der gesamten Feder· 
kraft oder der gesamten Tragheitskraft unterscheiden, die ein Mall ist fiir die iiberhaupt 
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in umkehrbarer Weise umgesetzte Energie. Da im unterkritischen Gebiet (Q < w) die 
Federkraft der Summe aus Erregerkraft und Tragheitskraft, im iiberkritischen Gebiet 
(Q> w) dagegen die Tragheitskraft der Summe aus Erregerkraft und Federkraft Gleich­
gewicht halt, so ist im unterkritischen Gebiet die Blindleistung der Federkraft, im iiber­
kritischen Gebiet die Blindleistung der Tragheitskraft ein MaB fiir die gesamte pendelnde 
Energie. Man erhalt fiir diese beiden GroBen die Ausdriicke 

1 p2 "I p2 
L c,bZ=-2: VPc= -2Vac (1-1)2)2+4£521)2 = 2vac Wa (55.7a) 

und 

(55.7b) 

Die Differenz dieser Blindleistungen ist die Blindleistung der Erregerkraft L bZ nach (55.5). 
Da bei Vertauschung von 1) mit 1/"1 aus der einen die andere Form (55.7) entsteht, so erhalten 
wir fiir den Faktor Wa(1)) 
iiber Z; (53.4a) aufgetragen 
dieselbenKurven (Abb. 55/4) 
wie fiir W4 iiber Z; (53.4 b). 5 

An der Resonanzstelle 
1) = 1 wird die Blindlei­
stung der Erregerkraft Null 
(Abb. 55/3), dagegen hat 
sowohl die der Federkraft 
wie die der Tragheitskraft t 3 

dort den Wert 1/(402 ). Die W5 
Pendelung der Energie er- g 

folgt in diesem Fall ohne 
Beteiligung der Erregerkraft 
vollstandig zwischen Fede­
rung und Masse; die Er· 
regerkraft gibt nur Wirk­
leistung ab. 

1 

o 

rf=o,1 

g 3 
r/-Meist wird die Erregung 

nicht durcheine am Schwing­
korper angreifende Kraft ~, 
sondern durch Antreiben 

Abb.55/5. VergriiBerungsfunktion W. der Wirkleistung einer als 
Erregerkraft wirkenden Massenkraft. 

eines Systemteils bewirkt. Erfolgt die Erregung durch Antreiben einer Feder C2 mit dem 
Ausschlag U, so wird ~ = c2 U, und aus (55.3) und (55.5) fiir Wirk- und Blindleistung der 
Erregerkraft wird 

und (55.8) 

Es andert sich nur die Form der VergleichsgroBe der Leistung; sie wird statt durch P jetzt 
durch die unabhangig Veranderliche U ausgedriickt. Die Abhangigkeit von "I wird dagegen 
weiterhin durch W1(rJ) und W 2 (rJ) entsprechend den GIn. (55.3) und (55.5) sowie den 
Abb. 55/2 und 55/3 angezeigt. Anders, wenn der Erregerausschlag U iiber eine Massenkraft 
~ = a2 Q2 U wirkt. Fiir Lw und LbZ ergeben sich dann (nach leicht zu erganzenden Um­
rechnungen) 

L = -~ V Pb = .!-.bQ2 Q2 = .!.bQ2 (~)2 V2 U2 = I w 2 2 2 a 1 

- (55.9 a) 

=~2 -V ~(; r 2151)2 V;= ~2 V: (; r (1-1);)~r41521)2 
(55.9b) 
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Die von 1] abhangigen Bestandteile nennen wir wieder VergroBerungsfunktionen; sie lauten 
hier 

und (55.10) 

Die zur Wirkleistung gehOrende Funktion Ws ist inAbb. 55/5 aufgczeichnet. 1m Gegensatz zu 
den VergroBerungsfunktionen WI und W2, die unempfindlich waren gegen eine Vertauschung 
von 1] und 1/1], und die deshalb iiber C aufgetragen die symmetrischen Kurven der Abb. 55/2 
und 55/3 ergaben, gehen die Funktionen Ws und Ws bei Vertauschung von 1] mit 1/1] nicht 
mehr in sich iiber; sie streben bei unbeschrankt wachsendem Argument selbst iiber aIle 
Grenzen. Die Einzelheiten des Verlaufes der Kurven konnen aus den Gleichungen ohne 
Miihe abgelesen werden. SchlieBlich vermerken wir noch die Ausdriicke, die sich fiir die 
Blindleistung der Erregerkraft bei Antrieb eines Dampfers ergeben; sie sind analog den 
obigen hergestellt und gebaut. Es ist 

U2 1 /C3( b2 )2 2 U2 1 JC3( b2 )2 8 (j31]4 
Lw = 2 V Ii b 2 (j1]2 V2 = 2 V Ii b (1_1]2)2 + 4 (j21]2 (55.11 a) 

und 

U2 1 /C:l( b2 )2 2 U2 1 jcif ( b2)2 4 (j21]3 (1 - 1]2) 
Lbl =2- V Ii T rJ(I-1]2)V2 =2 V Ii b (l-r/2)2+4621]2' (55.11b) 

Auf ihre Aufzeichnung verzichten wir. 

56. Men- und Anzeigegeriite flir mechanische Schwingungen. Die hier zu 
besprechenden Gerate teilen wir in zwei Klassen, solche, die Krafte, und solche, 
die Bewegungen anzeigen. Zur zweiten Klasse geh6ren die als Seismographen 
und Vibrographen (Pallographen, Torsiographen) bezeichneten Gerate, zur 
ersten neben Oszillographen auch Indikatoren, Mikrophone und Lautsprecher, 
da sie aIle die Aufgabe haben, auf sie einwirkende periodische Krafte "anzu­
zeigen". Den Begriff der "Anzeige" fassen wir also im wcitesten Sinn auf, indem 
wir darunter nicht nur Aufschreibung oder Angabe durch Zeiger, sondern jede 
Art der Wiedergabe verstehen. 

oc) Bei den auf Krafte ansprechenden Geraten (vgl. die vier obengenannten) 
soIl ein Systemteil (Schreibstift beim Indikator, Spiegel beim Oszillograph, 
Membrane bei Mikrophon und Lautsprecher) den einwirkenden Kraften folgen. 
Dabei wiinscht man - urn groBe Empfindlichkeit zu erreichen - hohe Werte der 
kinetischen EinfluBzahl fy [G1. (51.1)]. Hohe Werle von fy = h 1)3 erreicht man 
(fUr kleine Dampfungen) in der Nahe der Resonanzfrequenz, also in der Nahe 
von 'Yj = 1. Eine solche "Abstimmung auf Resonanz", d. h. Ubereinstimmung 
der Eigenfrequenz OJ des Gerates mit der Erregerfrequenz Q der einwirkenden 
Kraft ist aber nur dann erstrebenswert, wenn die Erregerkraft rein harmonisch 
verlauft. Dann allerdings kann man durch Abstimmung auf Resonanz erstaun­
lich hohe Empfindlichkeiten erreichen. (Das bekannteste Beispiel auf dem Ge­
biet der elektrischen Schwingungen sind die Rundfunkempfangsgerate.) Sobald 
die einwirkende Kraft nicht rein harmonisch verlauft, sondern harmonische 
Komponenten verschiedener Frequenz Q enthalt, darf man nicht mehr "auf 
Resonanz abstimmen", denn jene Komponente, deren Frequenz in die Nahe 
der Eigenfrequenz des Gerates fiele, wiirde stark hervorgehoben, die gesamte 
Kurvenform also verzerrt wiedergegeben werden. Eine solche Verzerrung 
ist bei allen genannten Geraten unerwiinscht. Indikatoren und Oszillographen 
sollen ausdriicklich dazu dienen, die Formen des Kraftverlaufs festzustellen, 
die Membranen der Mikrophone und Lautsprecher sollen die Sprachlaute getreu 
wiedergeben. Die Forderung nach moglichst weitgehender Verzerrungsfreiheit 
bedeutet nun, daB fiir den ganzen in Betracht kommenden Frequenzbereich Q 



Ziff.56. MeB- und Anzeigegerate fiir mechanische Schwingungen. 161 

die kinetische EinfluBzahl q, somit auch I:)a, moglichst konstant sein soIl, und 
zwar als Vektor, d. h. sowohl nach Amplitude wie nach Phase (wenigstens 
fur die schreibenden Gerate; fUr die Sprachwiedergabe ist die Phasenlage gleich­
gultig). Wenden wir uns zunachst den Amplituden zu, so fordern wir also 
moglichst horizontalen Verlauf der Kurve I ~al = Va('YJ) in dem in Betracht 
kommenden Frequenzbereich - bei nicht verschwindenden Werten Va' Die 
Kurve Abb. 53/1 belehrt uns daruber, wo wir einen solchen horizontalen Ver­
Iauf antreffen: Fiir niedrige Werte 'YJ. Dabei muB das Verhaltnis 'YJ klein sein 
fur alle auftretenden Erregerfrequenzen [); das ist der Fall, wenn ill genugend 
groB ist: Die auf Krii/te ansprechenden Gerate mussen hohe Eigen/requenzen 
besitzen. Alle Kurven der in Abb. 53/1 gezeichneten Schar beginnen mit hori­
zontaler Tangente. Die fUr geringe Werte der Dampfungszahl ~ geltenden 
Kurven haben bei 'fJ = 0 ein Minimum, die fur groBe Werte ~ geltenden em 
Maximum. Dazwischen 
gibt es eine Kurve, fiir ~ 1 

.~ 
die auch die Krummung ~ 

~ an der Stelle 'YJ = 0 ver- :.0:: 

schwindet. Sie ist die 
fiir den angestrebten 
Zweck der Freiheit von 
Amplitudenverzerrung 

gunstigste Kurve. In 
Ziff.53 haben wir schon 
ermittelt, daB fur sie 

00 \ ./ 

~ = y'2/2 ist. Nicht ein 
ungedam pftes Gerat, son­
dern eines, dessen Damp­
fungszahl diesen Wert 
hat, gibt die geringste -1 

Verzerrung der Amplitu­
den. AuBer der Ampli­
tudenverzerrung solI aber 

\/\. 
\ 

Abb.56/1. Erregerkraft P mit harmonischen Bestandteilen pCl;. 
p(21, p(3l. 

auch eine "Phasenverzerrung", d. i. eine Verschiebung der Harmonischen gegen­
einander, vermieden werden, weil auch hierdurch die Kurvenform verandert 
wiirde. Da wir es mit Harmonischen verschiedener Frequenzen zu tun haben, 
miissen wir die Phasenverschiebungszeit (Nacheilzeit) als MaB fiir die Verschie­
bung heranziehen. Die Untersuchungen, die wir in Ziff. 53 anstellten, zeigten 
schon, daB fur kleine Werte 'YJ die Abhangigkeit der relativen Nacheilzeit von der 
Frequenz dann am geringsten wird, wenn die DampfungszahI ~ = y'3/2 betragt. 
Dieser Wert stimmt nicht mit demjenigen uberein, der geringste Verzerrung der 
Amplituden liefert. Die beiden Forderungen widersprechen sich; man muB 
daher zwischen ~ = y'2/2 und ~ = y'3/2 einen Ausgleich nach Gutdunken 
vornehmen. 

Die geschilderten Tatsachen veranschaulichen wir an einem Beispiel. 

Beispiel. Eine Kraft P verlauft periodisch nach dem Diagramm der Abb. 56/1, das eine 
Periode wiedergibt. Die in P enthaltenen drei Harmonischen P(1), P(2) und pca) sind in 
Abb.56/1 ebenfalls eingezeichnet. Die Kraft wirkt auf ein Anzeigegerat. Welche Aus­
schlage verzeichnet dieses Gerat, wenn 

Klotter, Schwingungslehre 1. II 
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a) seine Eigenfrequenz OJ = 600/s ist und Diimpfung fehlt, 
b) OJ = 600/s ist, die Da,mpfungszahl tJ = i2/2 betrigt, 
c)" " OJ = 600/s ist, die Dampfungszahl tJ =- 4 betrigt, 
d)" " OJ = 1500/s ist, die Diimpfungszahl tJ = i2/2 betra.gt? 

Die Amplituden plll, P{21, PlS) der drei Harmonischen verhalten Bich wie 1:] /3: 1/5, 
ihre Frequenzen sind QCI) = 100/s, Q(2) = 300/s, QCS) = 500/s. In den drei Fii.llen a, b, chat 
das Frequenzverhii.ltnis 1J daher die drei Werte 1JCI) = 1/6, 1J(2) = ]/2, 1JCS) =5/6, im Falle d 
die drei Werte 1JlI) = 1/15, 1J(2) = 1/5, 1JCS) = 1/3. 

In der nachfolgenden Tabelle sind die Werte der VergroBerungsfunktion V~i) (53.20.) 
fiir jede Harmonische P{i), das Produkt P(ilV~f) (das ein MaB ist fiir den Ausschlag) BOwie 

Na.cheilwinkel e, Nacheilzeit t.= ~ und relative Nacheilzeit T= ~ = e/!:!: (53.14b) 

verzeichnet. In den Abb. 56/2a, b, c, d sind (stark ausgezogen) die vier Kurven wieder­
gegeben, die da.s Gerat unter den angegebenen Voraussetzungen aufzeichnen wiirde. Die 
einzelnen Ha.rmonischen, aus denen sich die Kurven zusammensetzen (und deren Amplituden 
proportional P{i)V~) sind), sind mit den Bezeichnungen (1), (2) und (3) in allen vier Fallen 
ebenfa.lls eingezeichnet. Die Kurven zeigen deutlich die frillier erwahnten Merkmale: 

Liegt die Frequenz einer Harmonischen der Erregerkraft der Eigenfrequenz zu nahe, 
so wird, wenn keine Dampfung vorhanden ist, diese Harmonische stark herausgehoben 
[P{S) in Fall a] und damit das Gesamtbild vcrzcrrt. Durch Anwcndung ciner Dampfung 

Hanno- Ver-
GraBe Abstimmung rusche groBerung p(i) V(I) 

11 = Dim Erregende >I. i) ( 6) 8 

Elnheit 

Zu 
Abb.56/2a 

tJ=O 

Zu 
Abb.56/2b 

1 
tJ=2"i2 

Zu 
Abb.56/2c 
~=4 

I 

I 
6" 
I 
2" 
5 
6" 

100 I 
Zu 1500 = 15 

Abb.56/2d 300 I 
= 

~=! V2 ~ ~ 
1500=3

1 

p,i) 3 11, 

Kraft­
einheit 

I 

I 

I 

I 

1,029 

1,333 

3,273 

0,970 

I 0,821 

0,606 

0,246 

0,150 

I 
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0,992 
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I einheit 

1,029 

0,444 

0,655 
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0,164 

0,606 

0,082 

I 0,030 
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0,199 
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1 

o 

o 

o 
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• 

1 s 

o o 

o o 

° 
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0,756 2,52' 10--3 

1,317 2,63' 10--3 
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5,333 1,385 4,62 . 10-3 

21,818 1,525 3,05 . 10-3 

0,0947 0,0944 0,94' 10--3 

0,295 0,287 0,95' 10-3 

0,530 0,488 098, 10--3 
1 ' 

relative 
N acheilzeit 

8/2". 
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11 

1 

° 
o 

o 

0,227 
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0,252 

0,898 

0,441 

0,335 

0,225 

0,228 

0,232 
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von geeigneter Starke kann diese El'BCheinung vermieden werden (Fall b). Noeh geringere 
Verzerrung erhiiJt man, wenn man die Eigenfrequen:z: des Gerates aullerdem erhohen kann 
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(Fall d). Zu starke Dampfung loseht dagegen die hOheren Harmorusehen fast vollig aus; 
es bleibt dann nur die (etwas deformierte) Grundschwingung iibrig (Fall e). 

m Bei den Gera.ten, die Bewegungen anzeigen sollen, wird der Relativausschlag 
des "FederfuBpunktes" gegen einen Schwingkorper zur Anzeige ausgenutzt. 
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Die Gerate beruhen auf dem Schema der Abb. 54/1 b. In Gl. (54.10) haben 
wir schon angegeben, wie der Relativausschlag 0 - U mit dem Erregeraus­
schlag U zusammenhangt: 0- U = (-t,h) U. Abstimmung auf Resonanz ist 
auch hier nur dann zweckmaBig, wenn rein harmonische Anregung vorliegt. 
Sonst muB man wieder fordern, daB sowohl die VergroBerungsfunktion VI = I t)tl 
wie auch die Phasenverschiebungszeit 1'1 iiber D oder'YJ moglichst horizontalen 
Verlauf haben. 

Wegen des Zusammenhangs (53.3b) zwischen den VergroBerungsfunktionen 
Vt und V3 und der Gl. (53.15a) fiir die relative Nacheilzeit l' gelten alle Erorte­
rungen, die wir unter at) bei den kraftregistrierenden Geraten fUr 'YJ -+ 0 durch· 
fiihrten, jetzt fiir 'YJ -+ 00. Erstens miissen die Gerate also eine geringe Eigen­
frequenz w aufweisen; zweitens muB die Dampfung (wo sie herangezogen wird) 
nach den schon erorterten Grundsatzen eingestellt werden. 

Auf welche Weise man Schwinger mit geringer Eigenfrequenz herstellt, 
haben wir in Ziff.32 schon untersucht. Die dort (ohne die hinzutretenden 
Dampfer) behandelten Anordnungen werden als Einrichtungen fiir MeBgerate 
verwendet. Dabei wird - wie aus Abb. 54/1 b hervorgeht - der "FederfuB­
punkt" durch die zu messende Bewegung gefiihrt, wahrend die Bewegung der 
Masse (oder eines mit ihr verbundenen Punktes) gegen die zu messende Be­
wegung aufgezeichnet wird. Der FederfuBpunkt Fist in den Systemen der 
Abb.32/1 und 32/3 der Punkt A, in den iibrigen Fallen jeweils der Punkt O. 

y) Mit der Bezeichnung Be8chleunigungsme8ser werden schlieBlich noch 
zwei wesentlich verschiedene Arlen von Geraten belegt. Beschleunigungsmesser, 

a 
Abb. 56/3. Schema der Be­
sehleunigungsmeaser, die mazi­
maleBeschleunigungen messen, 

die den Verlauf der Beschleunigung mit der Zeit bei 
Schwingungsbewegungen aufzeichnen, sind Gerate 
nach Abb. 54/1 b. Die Kraft in der Feder wird ge­
messen; sie ist ein MaB fiir die Beschleunigung, die dem 
Punkte F aufgezwungen wird. Sie ist st' = c (0 - U) ; 
mit (54.6c) und (50.7) wird daraus st' = c (- t)I) U oder 
K = c VI U. Die Beschleunigungsamplitude lautet: 

Q2U=~~. 
a l Va 

Der Veri auf von IjV3 ist in Abb. 53/5 angegeben. Neben 
diesen Geraten gibt es unter dem gleichen Namen andere, welche die bei einer 
Bewegung auftretenden maximalen Beschleunigungen feststellen. Sie sind im 
wesentlichen kraftschliissige Anordnungen nach Abb. 56/3, in denen eine 
Masse m durch eine Feder c (oder die Riickstellkraft eines Pendels) mit der 
Kraft K gegen eine Wand gepreBt wird. Sobald die Wand eine nach links 
gerichtete Beschleunigung erfahrt, die groBer ist als b = Kim, hebt sich die 
Masse von der Wand abo Das Abheben wird entweder durch Beobachtung 
mit dem Auge oder Ohr oder z. B. durch Unterbrechung eines elektrischen 
Kontakts festgestellt. tJbrigens beruht auch die Anordnung der Abb. 27/2 auf 
diesem Prinzip; sie stellt (obschon sie zur Messung von Ausschlagamplituden 
dient) im Grunde einen Beschleunigungsmesser dar. 

57. Einschwingvorgange. Bei der Integration der Bewegungsgleichungen fiir 
die erzwungenen Schwingungen in Ziff. 44 und Ziff. 50 hatten wir ausdriicklich 
erwahnt, daB die allgemeine Losung der Differentialgleichung sich aus der 
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Losung der "verkurzten" Differentialgleichung und einem partikularen Integral 
der unverkurzten Gleichung zusammensetzt, so daB die Bewegung also aus der 
freien Schwingung und der eigentlich erzwungenen besteht. Nach der Be­
merkung, daB fur gedampfte Systeme die freie Schwingung abklingt und den 
stationaren Zustand nicht mehr beeinfluBt, hatten wir dann unsere Aufmerksam­
keit allein auf das partikulare Integral, den eigentlich erzwungenen Losungsanteil 
gerichtet. Die Erorterungen in den Ziff. 51 bis 56 beziehen sich auf diesen Anteil. 

Der erzwungene Losungsanteil ist jedoch nur dann von vornherein allein vorhanden, 
wenn die Anfangsbedingungen (Anfangsausschlag go und Anfangsgeschwindigkeit vol ge­
eignete Werle haben. Fiir den dampfungsfreien Schwinger sind diese in Ziff.44 [vgl. 
GI. (44.9)] angegeben. Fiir den gedampften Schwinger hat die Differentialgleichung 

aq+bq+cg=PsinQt 
die allgemeine Losung 

g = Oe- Atsin(vt +y) +~,( 1 sin(.Qt- 6); 
C V (l - rl? + 4 tJ2 rl 

(57.1) 

t 

Abb.57/1. Einschwingvorgilnge. a) !:I> v, b) Q < v. 

hierin sind 0 und y Integrationskonstanten, die iibrigen GroBen haben bestimmte Werte. 
Bezeichnen go und Vo Anfangsausschlag und Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit t = 0, so 
nehmen die Integrationskonstanten die Werte 

02 = ~ {(v go + v Q sin 6)2 + [vo + Ago + Q (A sin e - Qcos 6)J2} (57.2a) 
v 

und 
t = v (go + Q sin e) 
g y Vo + A go + Q (A sin 6 - Q cos 6) 

(57.2b) 

an, wenn mit 
P 1 

Q abkurzend - bezeichnet wird. 
C V(l- rl)2 + 4tJ2 rl 
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In der Regel werden qo und Vo die Amplitude 0 der freien Schwingung nicht zu 
Null machen. Dann ist zunachst auller dem erzwungenen Anteil auch eine freie 
Bewegung vorhanden, die das Schwingungsbild betrachtlich beeinflussen kann. 
Vor allem kann der grollte Ausschlag weit iiber dem Wert Q der stationaren 
Amplitude liegen. 1st qo = Vo = 0 und A klein (und damit auch ~ und e klein), 
so wird, wie aus (57.2a) folgt, 0 = (Dim) Q. Durch (gegeniiber der Eigen­
schwingung) rasch verlaufende Erregungen konnen dann grolle Amplituden 
der Eigenschwingung veranlallt werden. 

Abb. 57/1 zeigt zwei typische Bilder fiir Einschwingvorgange; in einem Fall 
ist D >v und 0> Q, im andern v >D und Q> O. 

Manche Vorgange, wie z. B. die durch Erdbeben hervorgerufenen Schwin­
gungen von Bauwerken, spielen sich in so kurzer Zeit ab, dall ein stationarer 
Bewegungszustand iiberhaupt nicht eintritt; der gesamte Bewegungsverlauf 
liegt im Bereich des Einschwingvorgangs. In solchen Fallen darf man die 
voriihergehenden freien Schwingungen keineswegs auller Acht lassen. 

58. Die dynamischen Priifverfahren (Umkehrung der Fragestellung). In 
allen Abschnitten des hier behandelten Kapitels iiber den Schwinger von einem 
Grade der Freiheit, und zwar sowohl in den friiheren Teilen iiber die freien 
Schwingungen wie auch in den gegenwartigen iiber die erzwungenen Schwin­
gungen, haben wir die Eigenschaften des Schwingers (Masse a, Dampfungsfaktor b, 
Federzahl c) und die auf ihn von, aullen wirkenden Krafte (Amplitude P, Fre­
quenz D) als bekannt vorausgesetzt und aus ihnen den Verlauf der sich unter 
besonderen Bedingungen (Anfangswerten) einstellenden freien oder erzwungenen 
Schwingungen errechnet. Die Systemgrollen a, b, c, deren Kenntnis voraus­
gesetzt wird, konnen oft aus den geometrischen Abmessungen und den Werk­
stoffeigenschaften des Schwingers ermittelt werden. Manchmal lallt sich c auch 
aus einem statischen, b aus einem Bewegungsversuch gewinnen. 

Es gibt jedoch auch Falle, in denen der verwickelte Aufbau eines Systems 
(man denke etwa an eine Stahlbriicke) die unmittelbare Feststellung der 
Schwingungseigenschaften erwiinscht oder gar erforderlich macht. Man stellt 
dann Schwingungsversuche an und berechnet aus den gemessenen Ergebnissen 
die Eigenschafteh des Systems. Die Fragestellung ist nun gegeniiber der bis­
herigen umgekehrt: Nicht aus bekannten elastischen und Dampfungseigen­
schaften eines Systems soll auf sein Verhalten bei Schwingungen geschlossen 
werden, sondern es sind aus dem Verhalten bei einer aufgezwungenen Schwin­
gung die elastischen und Dampfungseigenschaften des Systems zu finden. 

Die GroBen, die sich bei einer aufgezwungenen Schwingung messen lassen, 
sind Amplitude und Phasenlage des Ausschlags gegeniiber der Erregerkraft 
sowie die Leistungsaufnahme. Diese drei Grollen hatten wir bisher schon in 
unsere Untersuchung einbezogen. Wir konnen daher auf die entsprechenden 
Entwicklungen zuriickgreifen. 

Fiir die Erregung von Schwingungen kommen im wesentlichen zwei Mittel 
in Betracht, die Erregung iiber eine Federkraft c U oder iiber eine Massenkraft 
a2 D2 U. In den sog. Schwingungs(erreger-)maschinen wird fast ausschlielllich 
die zweite Moglichkeit benutzt. Diese Schwingungsmaschinen fallen also unter 
das Schema der Abb. 43/3. Der Antrieb der umlaufenden Massen a2/2 erfolgt 
durch einen Elektromotor. Die Leistungsaufnahme L = Lw des Schwingers wird 
aus der Leistungsaufnahme des Motors gefunden, die mittels elektrischer Mell-
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geriite einfach bestimmt werden kann. Allerdings enthalt diese Leistungs­
kurve auch die Verluste im Motor und in der Priifmaschine selbst. Man "be­
reinigt" sie deshalb, indem man die durch einen "Leerlaufversuch" gewonnenen 
Werte abzieht. Abb.58/1 zeigt in (a) die Leerlaufkurve und die Versuchskurve, 
111 (b) die bereinigte 
Kurve. 

Zur Durchfiihrung [1] 1'1 a 1¥ b 
eines solchen Leerlauf-
versuchs macht man ent-

~/ / J~ 
J 

/ 
/ 

/ v 

12 

/ t / 
/ 

/., 

10 1 
weder die Exzentrizitat U f 12 

der umlaufenden Massen /., 
a2/2 zu Null (wodurch 
aber die Belastungen der 
Lager und damit unter 10 

U mstanden auch die Ver­
luste sich andern) oder 
man befestigtdie Schwin­
gungsmaschine an einem 
Schwinger sehr hoher 
Eigenfrequenz, der dann 

Abb.58/1. Leistungskurven. a Lecriaufkurve und Versuchskurve, 
b bereinigte Kurve. 

selbst so gut wie keine Leistung aufnimmt. Praktisch heiBt das, man steHt die 
Maschine z. B. auf eine sehr steife Grundplatte. 

Die Messung der Schwingungsausschliige Q erfolgt mit Geraten, die nach 
dem Prinzip der Seismographen arbeiten und von denen wir einige Typen 
(Pallograph, Vibrograph) in der Zif£. 32 18()0 

beschrieben haben. 

90' 
6Iil77l77 ___ ,,-,,,= , 
IOl77pe 

Schwinger 

Die Messung der Phasenverschiebung B 

zwischen Erregerkraft und Ausschlag 
verlangt auf dem Ausschlagbild die 
Kennzeichnung des Augenblicks, in 
dem die Kraft eine ausgezeichnete 
Phase durehlau£t. Eine solehe Kenn­
zeiehnung kann bei langsam verlaufen­
den Schwingungen dadurch vorgenom­
men werden, daB man dureh die 

d S Abb. 58/2. SPA-TRSche Anordnung zur Messung der 
umlau£en en Massen der ehwingungs- Phaseniage des Kraftvektors. 
maschine im Augenblick der hochsten 
oder tiefsten (oder einer sonstigen) Lage einen Kontakt schlie Ben lafit, der 
einen Elektromagneten betatigt, wodureh eine Markierung auf dem Papier­
streifen des Schreibgerates vorgenommen wird. Bei rascheren Schwingungen 
arbeitet diese Anordnung zu trage; man laBt dann die Markierung durch 
einen elektrischen Funken besorgen [21. 

Eine zweite (von W. SPATH [3] vorgeschlagene) Anordnung kennzeiehnet 
umgekehrt eine SteHung des Kraftvektors hei einer ausgezeiehneten Phase 
des Aussehlags. Die Anordnung besteht darin, daB das in Schwingungen ver­
setzte System (etwa bei seinem groBten Ausschlag naeh unten) einen Kontakt 
betatigt, der eine auf der Welle der Schwingungsmaschine sitzende und 
mit umlaufende Glimmlampe zum Aufleuchten bringt (Abb.58/2). Da eine 
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Glimmlampe praktisch tragheitsfrei ziindet und erlischt, so geschieht das kurz­
zeitige Aufleuchten bei jedem Umlauf der Lampe an der gleichen Stelle, und 
zwar in rascher Folge. 1m Auge entsteht das Bild eines ruhenden leuchtenden 
Punktes, der sich an einer bestimmten Stelle des Wellenumfangs befindet. 
Durch eine Winkelmessung kann seine Lage bestimmt werden. 

Nicht immer kann man aIle drei GroBen Q, e und Lw mit der erforderlichen 
Genauigkeit messen; manchmal kann eine der GroBen auch nur iiber einen ge­
wissen Bereich verfolgt werden. Die fiir die Auswertung zur Verfiigung stehenden 
GroBen sind von Fall zu Fall verschieden; es laBt sich daher auch kein allgemein 
giiltiger, immer beschreitbarer Weg zur Ermittlung der Systemkonstanten 
angeben. Das Vorgehen muB sich vielmehr in jedem Fall nach den Erforder­
nissen sowie den verfiigbaren Hilfsmitteln und Moglichkeiten der Messung 
rich ten. Wir erortern daher hier nur einiges Grundsatzliche an Beispielen. 

a.) Wir setzen voraus, die Masse a und die Federzahl c des Systems seien 
bekannt, gesucht werde lediglich der Dampfungsfaktor b. Hier kann man 
wieder drei FaIle unterscheiden, je nachdem, ob die Erregerkraft konstanten 
Betrag hat, oder ob sie von der ersten oder zweiten Potenz der Geschwindigkeit 
abhangt. Wir beginnen mit der Voraussetzung einer Erregerkraft konstanten 
Betrages. Die gesuchte Dampfung kann schlieBlich entweder aus einer Messung 
des Ausschlags, der Phasenverschiebung oder der Leistungsaufnahme be­
rechnet werden. 

Nimmt man Ausschlagmessungen vor, so stellt man eine Reihe von Werten 
der Funktion Q (Q) fest. Da c und w bekannt sind, laBt sich diese Funktion 

leicht umrechnen auf V3 ('Y}) = c;; ( ~)_ Man kann der weiteren Rechnung 

nun den bei irgendeiner Abstimmung 'Y} erzielten Ausschlag Q zugrunde legen. 
Mit Hilfe von (53.2a) findet man 

2~--- - -- . _ Vfi;1)2 (1 - 1]2 )2 
Va'YJ 'YJ 

(58.1) 

Zieht man im besonderen den fiir Q = w = vcla, d. h. 'Y} = 1, erzielten Aus­
schlag V3(I) heran, bei dem die Phasenverschiebung e = 90° betragt, so wird 
[wie in (53.6)] 

(58.Ia) 

geht man dagegen yom Maximalausschlag V = v~max) aus, der nach (53.7a) 
fiir 'Y}2 = 1-2 ~2 erreicht wird, so erhalt man nach (53.7b) fiir ~2 die quadratische 
Gleichung 

mit der Losung 

~2 = ~ [1 =t= -V 1- ~2] . (58.2) 

1m Bereich sehr kleiner Dampfungen wird v~max) sehr groB; aus einer ab­
gebrochenen Entwicklung des Radikanden erhalt man dann 

~2~ ~[I-(1-2~2)]=4~2 
oder 

2 ~ ~ I/V (58.3) 
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wie in (58.1 a). Bei kleinen Werten ~ kann daher der Maximalwert V = v~max) fur 
den Wert Va(I) eintreten. 

Mitunter kann es sich auch empfehlen, die auf V3 umgerechneten Ausschlag­
werte Q in eine vorliegende, dicht gezeichnete Schar von Kurven VlI ('f}) (wie 
Abb.53/I) einzupassen. Der gesuchte Wert der Dampfung liegt dann zwischen 
jenen Werten ~, die den benachbarten Kurven zugehoren. 

Auch Phasenmessungen konnen zur Ermittiung der Dampfung heran­
gezogen werden. Aus den GIn. (51.7) folgt,daO, wenn man die Phasenverschiebung 
e' bei der Abstimmung 'f}' = 0,618 oder Elf bei 'f}" = 1,618 miOt, der Dampfungs­
faktor b sich aus 

b = yactge' bzw. (58.4) 

errechnet. 
Man kann aber auch feststellen, fUr welche Abstimmung 'f}1 ein Phasen­

verschiebungswinkel e = 450 erreicht wird; dann gilt wegen (51.6) 

2~= l-'l'J~. 
'l'J1 

Aus einer Leistungsmessung findet man wegen (55.3) 

(58.5) 

p2 1 
2 ~ = 21 at L~max)' (58.6) 

L~max) tritt fUr 'f} = 1 auf. Naturlich muO man die "bereinigte" Leistungskurve 
zugrundelegen, bei der die Leerlaufverluste schon abgezogen sind. 

Hat die Erregerkraft nicht konstanten Betrag, sondern liegt etwa der haufige 
Fall einer Massenkrafterregung vor, so gilt wegen VI = 'f}2 V3 statt (58.1) die 
Beziehung 

(58.7) 

Die Formeln (58.h) mit V (1) und (58.3) mit V(max) gelten dagegen sowohl fUr 
VI wie fUr V3. Aus einer Phasenmessung folgt 2~ ebenfalls nach (58.4), da die 
Phasenverschiebungswinkel fUr beide Arten von Erregerkraften dieselben sind. 
Aus einer Leistungsmessung erhalt man die Dampfung mit Hille von (55.9 a) ; 
wenn man im besondern die Leistung Lr:1 an der Stelle 'f} = 1 heranzieht, wo 
e = 900 ist, wird 

2~-- - ~- --U2 Veil (a )2 1 
- 2 a a L'!:,v). (58.8) 

Gelegentlich wird auch empfohlen [4], die Dampfung aus der "Schlankheit" der &so­
nanzkurven des Ausschlags oder der Leistung zu ermitteln. Wir wollen hier untersuchen, 
inwieweit das moglich ist. 

Liegt die VergroBerungsfunktion der Leistung fur Erregerkraft konstanten Betrages 
vor, die in Ziff.55 mit W1('I'J) bezeichnet wurde, so kann man (in Abb. 55/2 angedeutet) 
in der halben Rohe des Maximalwertes w~max) eine Parallele zur 'I'J-Achse ziehen; der Abstand 
der Schnittpunkte dieser Parallelen mit der Kurve gibt die dimensionslose GroBe 213. Denn 
nach (55.4) ist Wima,) = 1/2~, und die ForderungWI ('l'Jl, 2) = W~m.x)/2liefert fur die Abszissen 
'11 und 'YJ2 die Beziehung 

(1-'l'J~,2)2 = 4~2'I'J~,2 oder 1-'l'J~,2 = ±2~'l'Jl,2; 

sie fiihrt auf die beiden quadratischen Gleichungen 

'YJ~ + 2 ~ 'l'J1 - 1 = 0 und 'I'J~ - 2 t5 'l'J2 - 1 = 0, (58.9) 
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von denen jede eine positive Wurzel hat. Diese Wurzeln sind '11 = - (3 + 11'(32 + 1 und 
1]2 = + (3 + V (32 + 1. Ihre Differenz betragt, wie behauptet, 

1J2-rh=2(3. (58.10) 
Die Losung ist genau. (Man beachte, daB in Abb. 55/2 WI tiber C aufgetragen ist statt, wie geo 

fordert, tiber 1J. Streng genommen darf man nur mit der linken Halfte dieser Kurve arbeiten.) 
Mit der Resonanzkurve der Leistung bei Massenkrafterregung, die durch W5 (55.lO) 

angegeben wird, kann man entsprechend verfahren; hier erhalt man allerdings keine genauen, 
1 

sondern nur angenahert richtige Ergebnisse. Legt man in der Hohe 2 W5 (1), wobei W6(1) 

die Ordinate an der Stelle 1J = 1 bedeutet (die praktisch oft mit w~max) iibereinstimmen 
wird), eine Parallele zur 1J-Achse, so schneidet diese Parallele wieder eine Strecke 2 (3 ab, 
unter der Voraussetzung, daB man die GroBe (1J4 - 1) vernachlassigen darf. Wir zeigen 
das. Aus (55.lO) folgt W6(1) = 1/2(3; daher fiihrt die Forderung W 5 (1)/W6 (1J) = 2 auf 
die Beziehung (1 _1J2)2 = 4 (321J2(21J4 - 1). Darf man die Klammer auf der rechten Seite 
gleich Eins setzen, so ergeben sich wieder die beiden quadratischen GIn. (58.9), also auch 
das gleiche Ergebnis (58.lO) wie dort. 

Auch aus der Schlankheit der VergroBerungskurven V1 (1J) und Va(1J) des Ausschlags 
kann man auf ahnliche Weise die Dampfung bestimmen. Die Vorschrift lautet hier: Lege 
in Hohe V3 (1)/-.12 P::I 0,707 Va (1) eine Parallele zur 1J-Achse. Die Differenz der Abszissen 
der Schnittpunkte mit der Kurve betragt 2(3, solange man (1J2 - 1) vernachlassigen darf. 
(Diese Forderung ist weniger streng als die an die Leistungskurve W 5 gestellte Forderung 
1J4-1 P::I 0.) Der Beweis verlauft ganz ahnlich wie zuvor. Wegen (53.20.) fiihrt die Be· 
dingung V~(l)/V~(1J) = 2 auf die Beziehung (I-1J2)2 = 4 (32(2 _1J2). Darf man fiir die 
Klammer auf der rechten Seite 1J2 setzen, so ergeben sich wieder die beiden quadratischen 
GIn. (58.9) und damit dieselben Losungen wie dort, 

Bei Massenkrafterregung hat man es mit VI statt mit Va zu tun. Wegen (53.3b) 
V1 (1J) =V3 (1/1J) verlauft die Untersuchung fiir diese Kurve genau ebenso (man hat jedoch 
an jeder Stelle II1J statt 1J zu schreiben) und fiihrt· zu dem gleichen Ergebnis. 

In allen Fallen muB 1J selbst (nicht C) als Abszisse der Kurven dienen. 

{J) Zum zweiten setzen wir voraus, es seien alle drei SystemgroBen a, b, e 
unbekannt. Nun muB sich unser Bestreben zunachst darauf richten, die GroBe 
w = veja (Eigenfrequenz bei Damp£ungs£reihelt) und danach a und e getrennt 
zu ermitteln. 

Zur Bestimmung von w sind Messungen der Phasenverschiebung oder der 
Leistung besser geeignet als Messungen des Ausschlags, In einer Kurve der 
Leistungswerte Lw (Q) gibt die Stelle Q des Maximums, in einer Phasenver­
schiebungskurve die Stelle Q, wo e = 90 0 wird, den Wert Q = wan. Solche 
Phasenmessungen sind - wo angangig - zu emp£ehlen, da wenigstens £iir nicht 
zu groBe Werte c5 die Kurve e(Q) in der Nahe von Q = w stark ansteigt, so daB 
die Messung sehr emp£indlich ist. In den Kurven Q (Q) wird das Maximum 
(auBer bei Antrieb iiber einen Damp£er) je nach der Art der Erregung entweder 
vor oder nach der Stelle Q = w erreicht, und es bedarf erst der Kenntnis der 
Damp£ung, um aus der Stelle Q o des Maximums die Stelle w zu £inden. 

Um weiterhin eine der GroBen a und e £iir sich zu ermitteln, besteht das 
einIachste Mittel darin, eine zweite. Messung der Eigenfrequenz an dem in einer 
bekannten Weise abgeanderten System vorzunehmen. Und zwar wird man 
das System in der Regel dadurch abii.ndern, daB man eine zusatzliche Masse 
aD bekannter GroBe aufbringt (z. B. indem man auf eine Briicke eine Loko· 
motive stellt). 1st die neue Eigenfrequenz dann wo, so gilt w2 = e/a und 
w~ = cj(a + aD), daraus £olgt 

(58.11) 
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Eine zweite Moglichkeit, a oder c zu bestimmen, erhii.lt man aus einer Eigen­
schaft der Ausschlagkurven Q(Q). Bei Antrieb durch eine Kraft \l3 konstanten 
Betrages strebt die Funktion Q(Q) fur Q 4- 0 dem Wert Pic zu. (Der Grenz­
fall Q = 0 bedeutet eine statische Messung.) MiBt man daher die Ausschlii;ge 
bei geringen Erregerfrequenzen, etwa bei'fj = 1/2, 1/4, 1/6, 1/8, so gibt die Extra­
polation der Kurve auf 'fj = 0 den Wert Pic an, der dann c liefert. Ebenso 
strebt bei Erregung durch eine Massenkraft a2 Q2 U die Funktion Q (Q) fUr 

Q 4- 00 nach :: U. MiBt man daher etwa bei 'fj = 2, 4, 6, 8 usw. die Ausschlii.ge, 

so gibt Extrapolation der Kurve auf Q = 00 den Wert :2 U, der dann a liefert. 

Die Extrapolation auf Q 4- 00 nimmt man zweckmaBig so vor, daB man - analog 
der Auftragung der Kurve VI in Abb. 53/1 - die Werte Q uber 1/'f}2 auftragt, so daB man 
fUr 1/'f}2 ~ 0 extrapoliert. Ein weiteres Mittel, die Extrapolation sicherer zu gestalten, 
besteht darin, daB man den EinfluB der (noch unbekannten) Dampfung abschatzt. Aus 
der Form der Ausschlag- oder Leistungskurven kann man sich schon ein Urteil dariiber 
verschaffen, von welcher GroBenordnung die Dampfung ist, ob 15 < 1/5 oder 15 RJ 1/2. Aus 
(53.2a) folgt mit 'f} < 1, so daB 'f}4 vernachlassigt werden kann, 

1 
V: = 1- 2'f}2 (1- 2152) ; (58.12) 

fur 15 < 1/5 vernachlassigen wir den Subtrahenden in der Klammer und schreiben 
I 1 

15<5: V:=1_2'f}2 RJ1 + 21/2; V"RJI+1J2, 

fur 15 = 1/2 wird 

Man sieht daraus: Je nachdem, ob die Dampfung vernachlassigbar ist oder in der GroBen­
ordnung 15 = 1/2 sich bewegt, hat man bei einer Abstimmung 1/ den Grenzwert Q noch urn 

1 
das 1/2-fache oder 21'}2-fache uberschritten. (Mit 15 RJ 0,7 ist noch fur betrachtliche Werle 1') 

die VergroBerungsfunktion Va = 1.) 
Was hier fUr Va(1'}) erlautert wurde, gilt genau so fur V1 (1/'f}) bei Massenkrafterregung. 

Hier wird eine Abschatzung des Einflusses der Dampfung noch haufiger von Wichtigkeit 
sein, da die Erregerfrequenz ja nicht beliebig hoch gesteigerl werden kann. 

Nachdem a und (i bekannt sind, kann die Bestimmung von b nach den oben 
unter oc) erwahnten Richtlinien vorgenommen werden. 

Es sei aber nochmals betont, daB die hier geschilderten MaBnahmen ge­
gebenenfalls abzuii.ndern und den gerade vorliegenden Moglichkeiten und Er­
fordernissen anzupassen sind [6]. Immer wird es sich dabei allerdings um eine 
geeignete Anwendung der in den Ziff.50-57 gefundenen Ergebnisse handeln. 

c) Schwinger mit anderen Diimpfungskriiften. 

59. Die Diimpfungskraft ist einer Potenz der Geschwindigkeit proportional; 
"gleichwertiger" Diimpfungsfaktor. Schon bei der Untersuchung der jreien 
Bewegungen des einfachen Schwingers hatten wir Dampfungskrafte in Betracht 
gezogen, die nicht mehr einfach der Geschwindigkeit proportional waren 
(Ziff.33, 34, 36, 37). Doch hatten wir uns dort auf die Untersuchung von zwei 
weiteren Arten von Abhii.ngigkeiten beschrankt, auf die Reibungskrii.fte kon­
stanten Betrages und die dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen 
Reibungskrii.fte. Der Grund fur die Beschrii.nkung auf die genannten Typen 
liegt in der Schwierigkeit, die sich der rechnerischen Behandlung anderer FaIle 
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entgegenstellen. Bei der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen befindet 
man sich in einer etwas giinstigeren Lage, da im stationaren Zustand auch 
die gedampften Systeme ihre Schwingungsweite beibehalten,· also periodische 
Schwingungen ausfiihren. Eine Integration der Bewegungsgleichung werden 
wir jedoch nicht durchfiihren konnen; wir werden uns vielmehr bemiihen, die 
Bewegungen der Systeme mit nichtlinearer Dampfungscharakteristik auf die 
der Systeme mit linearer Charakteristik zuriickzufiihren. Das kann nur in 
angenaherter Weise geschehen. Der Grad der Naherung reicht jedoch fiir die 
praktisch vorliegenden Falle in der Regel aus. 

Die allgemeinste Form der Differentialgleichung der Bewegung, mit der wir 
uns beschiiftigen werden, lautet also 

aq + (sgnq) bn Iq In + cq = PcosQt, (59.1) 

wobei n irgendeine ganze oder gebrochene, reelle Zahl bedeutet. 
Wir beginnen hier (abweichend von Ziff. 43) die Zahlung der Zeit mit dem Maximal­

ausschlag der Erregerkraft, schreiben fiir p (t) also P cos f.I t, um fiir die Geschwindigkeit 
und die von ihr abhangigen Widerstandskrafte einen sinusformigen Verlauf zu erhalten. 

Erstens setzen wir nun wieder voraus, die Bewegung verlaufe harmonisch 
mit der Frequenz Q der Erregung, 

q = Qcos (Qt-e). (59.2) 

Dieser Ansatz war streng richtig fiir die ungedampfte und die linear gedampfte 
Bewegung. 1m allgemeinsten Fall stellt er jedoch eine Annahme dar, die nur 
angenahert erfiillt ist. In FiiJIen, in denen diese Voraussetzung auch angenahert 
nicht mehr zutrifft, versagt die auf ihr aufgebaute Losungsmethode (s. Ziff. 60). 
Zweitens ersetzen wir die Dampfungskraft (sgn q) bn 1 q In durch eine der Ge-
schwindigkeit proportionale Kraft hI q. Der ersetzende "gleichwertige" Damp­

fungsfalctor hI wird dabei so bestimmt, daB durch die beiden Dampfungskrafte 
dieselbe Energie je Schwingung vernichtet wird. Die durch die Kraft bn qn 
je Viertelschwingung verzehrte Energie betragt, wenn die Bewegung harmonisch 
verlauft, 

also 

T{4 T{4 

8/4 = J bn qn (q dt) = bn ~ + 1.Qn + 1 J sinn + 1 Q t dt, 
o 0 

",/2 

8/4=bn~+IQn J sinn+1xdx. 
o 

Durch die Kraft hi q wird verzehrt 

T/4 T{4 ",/2 

81/4 = J ~l q (qdt) = ~l Q2Q2 J sin2 Q tdt=~l Q2Q J sin2 xdx, 
000 

also 
81 b" Q2 n :It 
~= I ~'&4· 

Gleichsetzung der beiden Ausdriicke liefert 
n/2 

bl=bnQn-l.Qn-I! f sinn+1xdx. 

o 

(59.3a) 

(59.3b) 

(59.4) 
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Das Integral auf der rechten Seite laBt sich zwar nicht mehr durch trigono­
metrische Funktionen, wohl aber durch eine anderweitig tabellierte, transzendente 
Funktion, die sog. Gammafunktionr(x), ausdrucken. Es ist (vgl. etwa JAHNKE­

EMDE, S.95) 

(59.5) 

Urn die funktionentheoretischen Eigenschaften der r-Funktion brauchen wir 
uns nicht zu kiimmern; fur uns ist r(x) nur ein Zeichen fiir eine tabellierte 
Funktion. Setzt man (59.5) in 
(59.4) ein, so wird 

~=C(n)bnQn-l,Dn-l (59.6) 

mit dem Faktor 

Den Verlauf dieses Faktors C mit 
n zeigt Abb. 59j1. Der "gleich-
wertige" Dampfungsfaktor hI 
hangt auBer von bn und n auch 
von der Amplitude Q und der 

t 
~ a.; 

(5. 

l 
;o~, 8 

~~ 
~~E 158 -m 

o 2 5 
n_ 

Abb.59/1. Verlauf des Faktors '(n) (59.7). 

Frequenz Dab. Beide GrtiBen sind fiir die zu untersuchenden erzwungenen 

Schwingungen Konstanten. Somit ist auch bi eine Konstante. 
An die Stelle der Differentialgleichung (59.1) tritt jetzt 

aq + bIg +cq = PcosDt (59.8) 

mit dem Ltisungsansatz (59.2) fiir das Partikularintegral. Amplitude Q und 
Nacheilwinkel e ergeben sich aus (50.4) zu 

pH (¥) 
tge= 1-1)2· (5!,}.9) 

2 
Q2= C und 

(1 _ .",2)2 + b~ [J2 
., CS 

Der Dampfungsfaktor bi tritt stets in der dimensionslosen Kombination hI Dje 
auf. Aus (59.6) folgt 

bl[J = C(n)bn Qn-l[Jn =C(n) bn ,Dn-2'fJ2~-1=/~-1 
C C a 

mit der vom Ausschlag Q unabhangigen Abkiirzung 

1= C(n)bn[Jn =C(n) bn ,Dn-2'fJ2. 
c a 

:Benutzt man dieses Zeichen, so nimmt (59.9) die Formen 

F2/c2 / Qn-l 
Q2 - -- und tge - -'-;---"'"--.. 

- (l_rl)2+lQ2n-2 - 1-1]2 

an. Die Amplitude Q ergibt sich somit ala Wurzel der Gleichung 

Q2n f2 + Q2(1-'fJ2)2-d2 = 0, 

(59.10) 

(59.11) 
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wenn fiir den statischen Ausschlag (wie fruher schon oft) Pic = d geschrieben 
wird. Die algebraische Gl. (59.11) fur die Ausschlagamplitude Q wird sich im 
allgemeinen nur graphisch lOsen lassen. Der Phasenverschiebungswinkel folgt 
aus (59.9) oder (59.10); er ist selbst eine Funktion des Ausschlags Q. 

Hat die Erregerkraft keine konstante, sondern eine dem Quadrat der Fre­
quenz proportionale Amplitude, so tritt an die Stelle von (59.1) die Differential­
gleichung 

Aus (59.10) wird dann 

~~LU2Q4 (~)2U2rl 
c2 a2 a 

Q2 = (1- 1'/)2 + /2 Q2n-2 = (i-=- 1'/)2 + /2 Q2n-2; 

der Gl. (59.11) entspricht schlieBlich 

Q2n /2 + Q2 (1-1]2)2 - (~ r U21]4 = 0, 

wahrend der Ausdruck fUr tg e derselbe bleibt. 
1m Resonanzfall1] = 1 folgt aus der vereinfachten Gl. (59.11) sofort 

(59.12) 

(59.13) 

Jf~ 

Q= Vf= 1 1J9. ... 
,] = nV~_d- _I (59.11 a) 8 

r bn n-2 
~-(jJ 

ttf n=O 
WV 

a 

und aus (59.13) 
K 

0,5 

, ) (59.13.) 

~ 
2li 
t-

Abb.59/2. VerI auf der die gleiche Energie zerstreuenden Damp· 
fungskrafte W (gemessen in wJit) iiber eine HaIbperiode. 

wahrend in beiden Fallen 
tg e = 00, also e = 90° wird. 

Wir zeigen nun noch in 
Abb. 59/2 fiir 

n = 0, n = 114, n = 1/2, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4 

uber eine Halbperiode den Verlauf der Dampfungskrafte W = bnqn, die durch 

dieselbe Dampfungskraft tV = b1 q ersetzt werden (in der zweiten Halbperiode 
haben die Krafte umgekehrtes Vorzeichen, die Kurven setzen sich spiegelbild­
lich zur Achse fort). Die geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft (n = 1) 
verlauft nach 

(59.14a) 
die iibrigen nach 

W=bnQnQnsinnQt= ~ b1QQsinnQt=~ksinnQt. (59.14b) 

Die GroBtwerte der Dampfungskrafte sind also den Kehrwerten von C(n) pro­
portional. 

Den gleichwertigen Dampfungsfaktor b1 haben wir aus der Bedingung be­

stimmt, daB das mit einer geschwindigkeitsproportionalen Dampfungskraft {;1 q 
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versehene Ersatzsystem denselben Energiebetrag zerstreut wie das ursprung­
liche, wenn angenommen wird, daB die Bewegung in jedem Fail harmonisch 
mit der Frequenz Q der Erregung verlauft. Die Bedingung fUhrte zu (59.4). 
In Abb. 59/2 ist der Verlauf der Dampfungskrafte fUr verschiedene Exponenten 
n aufgezeichnet; die Amplituden sind so gewahlt, daB aIle Dampfungskrafte 
dieselbe Energie zerstreuen. Die Zuruckfuhrung des gegebenen Systems, dessen 
Differentialgleichung (59.1) ist, auf ein solches, das durch eine lineare Differen­
tialgleichung beschrieben wird, konnte auch auf andere Weise, etwa dadurch 
erfolgen, daB man annimmt, die nach Abb. 59/2 verlaufenden (gleiche Energie­
betrage zerstreuenden) Dampfungskrafte durfen jeweils durch ihre erste Har­
monische ersetzt werden. Da die Dampfungskrafte durch die Gleichung 

W = bnQn Qn sinn Q t beschrieben werden, so wurde die Amplitude b1 Q Q der 
ersten Harmonischen aus (s. Ziff. 10) 

T/2 n 

b1 Q Q =; J WsinQtdt = ! J WsinQtd(Qt) = 

o 0 
n ~ 

= ! J bn Qn Qn sinn + 1 Q t d (Q t) = ! bnQn Qn J sinn + 1 X dx 

o 0 

folgen. Das ist aber genau dieselbe Bedingung fUr b1 wie (59.4). Ob man also 
fordert, das Ersatzsystem moge eine geschwindigkeitsproportionale Damptung 
haben, die dieselbe Energie zerstreut wie das ursprungliche System, oder ob man 
nur die erste Harmonische der wirklichen Damptungskrajt berucksichtigt, beide 
Male erhalt man dieselbe Bestimmungsgleichung fiir b1 ; die beiden Bedingungen 
sind identisch. Auch der Grund fiir diese Dbereinstimmung ist offenkundig: 
Die hOheren Harmonischen der Dampfungskraft (die wir unterdrucken) haben 
Frequenzen, die ganze Vielfache der Frequenz Q der Geschwindigkeit sind; 
sie leisten nach dem in Ziff. 9 fJ ausgesprochenen Satz bei der mit der Grund­
frequenz Q verlaufenden Bewegung keine Arbeit. Die in Abb. 59/2 stark aus­
gezogene Kurve (fur n = 1) ist also zugleich die erste Harmonische der ubrigen 
gezeichneten Kurven. 

In den folgenden Ziffern untersuchen wir einige SonderfaIle, insbesondere 
n = 0 und n = 2 eingehender. Wir geben die zugehorigen Gleichungen explizit 
an und konnen auch einige Angaben uber den Geltungsbereich der Methode 
machen. 

60. Dampfungskraft konstanten Betrages. Hat die Dampfungskraft festen 
Betrag, ist also n = 0, so lautet die Differentialgleichung 

aq + (sgnq) bo + cq = PcosQ t. (60.1) 

Die Dampfungskraft wird in diesem Faile streng richtig durch die Kurve n = 0 
der Abb. 59/2 angegeben, da die Reibung denselben Betrag behalt, gleichgultig 
wie die Bewegung und damit die Geschwindigkeit im einzelnen verlauft, solange 
nur keine Unterbrechung der Bewegung eintritt. Die erste Harmonische der 
Dampfungskraft hat nach (59.4) die Amplitude 

A 4 
b1 QQ = -bo' (60.2) 

:n: 
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der Faktor C wird also C (0) = 4/n. Die Amplitude Q der durch eine harmonische 
Erregerkraft konstanten Betrages P erzwungenen Bewegung folgt dann wegen 
(59.11) aus 

C2 ~~- + Q2 (1-1]2)2-d2 = 0 oder Q2 = ~ = ~:~ , (60.3) 

wenn wir auch hier die Abkiirzung (34.2) s = bole verwenden. Bilden wir schlieBlich 
analog dem Vorgehen in Ziff. 53 eine VergroBerungsfunktion V = I Qld I, so wird, 
wenn (J = sid = bol P das Verhiiltnis von Reibungskraft zur Erregerkraft bezeichnet, 

1'1 V _I 111- (4/n)sa21 (60.4 a) 
- 1-1]1 • 

13 

12 a 
11 

10 

9 

6 

5 

Der Nacheilwinkel e wird hier am einfachsten aus der 
Sinusfunktion bestimmt, 

sine=C(J=! ~; (60.4b) 

er ist unabhiingig von 1]. Die Abb. 60/la und b zeigen 
die durch die GIn. (60.4a) und (60.4b) angegebenen 
Kurvenscharen. 

Liegt Erregung durch eine Massenkraft as [J2 U vor, so tritt 
an die Stelle von (60.3) 

2 _ a~ Q4 US - C2 bg _ US (a2/a)21]' - ca (8/U)1 
Q - (c - a [JI)2 - (1 - 1]2)2 

oder 

(lL) = V (al fa)21]4. - (4/n)1 (8/U)1 (60.5a) 
U 1-1]2 

und 
(4/n)8/U 

tge = ft;Ja)I1]'- (4/n)2 (8fU)S· (60.5b) 

Auf die Aufzeichnung in Kurvenform ist hier verzichtet. 

~~ 2'1':_ 3 , 
3 b x. G=,O ,4/1 ,46 47 t 777 

? ? 

e >3;J------u-----~,--u_-!u--

Statt der VergroBerungs­
funktion und des Nacheil­
winkels kann man auch 
die komplexen Amplituden 
des erzwungenen Ausschlags 
angeben. In der komplexen 
Form lautet die Differen­
tialgleichung (60.1) fUr Er­
regung durch eine harmoni­
sche Kraft fester Amplitude 

o 1 2 3 ~ 

7/-
Abb,60/1. a VergrilJ3erungsfunktion V = I 1"1 - (4a/n)' \ und 

1 '1' 
b Nacheilwinkel 8= arc sin (4a/n). 

a q + i qO bo +. I (60.6) 
+ e q = \l3 etf.lt, I 

dabei bedeutet qO den Einheitsvektor q/l q I. (60.6) wird ersetzt durch die 
Gleichung 

Mit dem Ansatz q = 0 eint und unter Beriicksichtigung von (60.2) wird daraus 

(c-a.Q2 ) 0 + ~boi 0 0 = \l3. (60.7) 
n 

Das zugehorige Diagramm zeigt Abb. 60/2. Aus ihm liest man die Beziehungen 

(60.3) und (60.4 b) unmittelbar abo Der Vektor der Widerstandskraft ~ bo i 0 0 
n 
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ist von der Frequenz und von der Schwingungsweite unabhi.i.ngig. Die Ver­
hiHtnisse liegen daher so, als ob ein ungediimptte8 System durch die Kraft 

sr = \l3 - i 0 0 i. bo (60.8) 
n 

erregt wiirde. Das erklart die zunachst iiberraschende 
Tatsache, daB (im Gegensatz zu einem linear gedampf­
ten System) ein Schwinger, der Dampfungskrafte festen 
Betrages erfahrt, im Resonanzfall zu unendlich groBen 
Ausschlagen erregt wird. 

Abb. 60/2. Komplexe 
Amplituden der Kriifte. 

Es liegt nahe zu fragen, ob auch an das Vektordiagramm Abb.60/2 eine Diskussion 
nach Art der Ortskurven von Ziff. 51 angeschlossen werden kann. Da die Proportionalitiit 
zwischen Erregerkraft \l3 und Ausschlag 0. hier entfiillt, so hat es keinen Sinn, Federzahlen 
und EinfluBzahlen heranzuziehen. Wohl aber kann man untersuchen, wie sich das 
Krafteck Abb. 60/2 bei Va-
riation der Parameter ver- o,oo::::-__ ....-__ -'!oo 

Andert. 
Wir beschranken die Be­

trachtung auf den Fall, daB 
\l3 seinen Betrag (und alB 
unabhangig Veranderliche 
auch seine Phase) beibehalt. 
Hat dann ferner die Damp­
fungskraft unveranderlichen 
Betrag, so liegt (c - a .02 ) 0. 
fest. Variiert nun .02, so 

a 

Abb. 6O{3. a Krafteck, b Erregerkraft \Il und Ausschlag n im 
unterkritischen Bereich. 

Andert sich 0. zwar seinem Betrage nach, behiilt aber die Phase bei; die Endpunkte der 
Vektoren 0. liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Bei Veranderung der Damp­
fungskraft wandert der Endpunkt des Vektors (c - a.o2) 0 auf einem Halbkreis. In 
Abb. 60/3 sind die Verhiiltnisse fiir den unterkritischen Bereich, in Abb. 60/4 fiir den uber­
kritischen Bereich dargestellt; a) zeigt jeweils das Krafteck, b) die Erregerkraft \l3 und 
den Ausschlag 0.. Die Abb. 60/3 
und 60/4 entsprechen den Diagrammen 
Abb. 50/1 und 50/2 fur den linear ge­
dampften Schwinger. 

Wir deuten noch an, wie man 
den durch (60.S) ausgesprochenen 
Gedanken weiterfiihren kann, urn 
zu einer vollstiindigen Losung des 
Problems zu gelangen. 

b 

Die Widerstandskraft konnen wir als 
Teil der Erregung betrachten und die 
Differentialgleichung (60.1) Abb. 60{4. a Krafteck, b Erregerkraft \Il und Ausscillag .Q 

im iiberkritischen Bereich. 

aq+cq= Pcos.ot-(sgnq)bo (60.9 a) 

schreiben. Die Widerstandskraft verlauft so, wie die Kurve n = 0 der Abb. 59/2 angibt. 
Man kann sie in Harmonische entwickeln und erhiilt (fiir eine Halbschwingung mit positiver 
Geschwindigkeit), wenn wir den Phasenverschiebungswinkel bei der Erregerkraft anbringen, 

a ij + cq = Pcos (.Qt + e) + l: a.sin v.Qt; (60.9 b) 
• 

die a. sind die Fourier-Koeffizienten der erwahnten Widerstandskurve. In unserem Fall 
n = 0 wird die Summe zu 

-(sguq)bo=-! bo[sin.ot+ ! sin3.ot+ ! sin5.ot+ ... ]. (60.9 c) 

Klotter, Schwingungslehre I. 12 
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Die Erregung enthiiJ.t jetzt hahere Harmonische. Das Partikularintegral von (60.9b) 
lautet 

q= P QSCOS(Qt+B) + ~-~:"'2 sinllQt. 
0-0, ~ 0-V-04 a (60.10) 

p 

Man sieht, daB man in der Nii.he der Frequenzen Q = W/lI, also bei w/3, w/5, w/7 usw. eben­
falls gooBe Amplituden zu erwarten hat, so daB an diesan Stellen unsere angenii.herte LOsung, 
die nur die erste Harmonische der Dii.mpfungskraft beriicksichtigt, eine schlechte Annahe­
rung darstellen wird. 

1m iibrigen muB man beachten, daB das ganze Losungsverfahren auf der 
Voraussetzung beruht, daB die Dii.mpfungskraft durch die Kurve n, = 0 von 
Abb.59/2 dargestellt wird. Das ist nur der Fall, wenn die Bewegung kon­
tinuierlich, OhM "PaU8en," verlii.uft. Experimente sowohl wie eine eingehendere 
theoretische Untersuchung zeigen, daB solche unterbrochenen Bewegungen bei 
hoheren Betrii.gen der Reibung tatsii.chlich auftreten. FUr sie gilt unsere Losung 

a nicht mehr. FUr die kontinuierlichen Bewegungsformen 
41 I I!.!!!!.2t gibt jedoch schon die Naherungslosung Resultate, die be-

~1:,,,,,L,,,,,,,,,,,, ,J00U" merkenswert gut mit Versuchsergebnissen iibereinstimmen. 
Abb. 60/5. Kiirper auf 
rauher Unterl8lle mit 
harmonlscher Erreger-

kraft. 

Die eingehende Untersuchung der mit Pausen verlaufenden 
Bewegungen eines Systems mit der Bewegungsgleichung (60.1) ist 
nicht ga.nz einfach. Wir wollen sie hier deshalb nicht wieder­
geben [1]. Um uns aber doch ein Urteil dariiber zu verschaffen. 

wie solche Bewegungen mit Pausen zustande kommen, untersuchen wir den verein­
fachten Fall, der durch das Beispiel der Abb.60/5 wiedergegeben wird. Die Bewegungs­
gleichung la.utet hier 

a~ + (sgnq)bo = PsinQt; (60.11 a) 

sie unterscheidet sich von (60.1) durch das Fehlen der Riickstellkraft oq (und - was un­
wesentlich ist - durch die Zahlung der Zeit). Man sieht sofort, daB, wenn bo> P ist 
("sahr starke Reibung"), eine Bewegung iiberhaupt nicht eintritt. 1m iibrigen kOnnen die 
Bewegungen, wie sich herausstellen wird, in zweierlei Weise verlaufen, entweder mit oder 
ohne Pausen, je nachdem, ob die Reibungskraft bo "stark" oder "schwach" ist. 

ot) Die mit Pausen verlaufenden Bewegungen. Wenn derKarper mit der Ma.ssea 
zur Zeit t = 0 in Rube ist, verharrt er in Rube, bis die Zwangskraft p = P sin Q t groBer 
a.ls die Reibungskraft bo geworden ist. Von jenem Zeitpunkt ab gilt die Bewegungsgleichung 
(60.11 a). die wir mit der Abkiirzung bo/P = (J auch in der dimensionslosen Form 

aij/P=sinQt-(J (60.11b) 

Bchreiben 1ronnen; und zwar gilt sie, solange die Bewegung andauert, bis also q = 0 wird. 
Danach verharrt der Karper wieder in Rube, bis P sin Q t < - bo' also wieder I P sin Q t I > bo 
wird; das Spiel wiederholt sich nun nach der andern Seite. 

Wir bestimmen die Bewegung nahel'. Sie beginnt im Augenblick tl, fiir den gilt 

rpl == Q tl = arc sin (J (60.12) 

(sie kann also - wie einleuchtend ist - iiberhaupt nur zustande kommen, wenn bo < P 
ist). Die Geschwindigkeit finden wir aus dem ersten Integral von (60.11 b), 

Qaq/P= - cosQt- (JQt+OI . (60.13) 

Die Integrationskonstante 01 bestimmt sich aus der Bedingung, daB q (tl) = 0 ist, zu 
01 = COSrpl + (JfPI, so daB (mit Qt = rp) 

Qaq/P = - cosrp + cosrpl - (J (rp - rpl) (60.13 a) 

wird. Die Bewegung dauert bis zum Zeitpunkt ts' wo q (ta) = 0 wird. rp. = Q ta ist also Wurzel 
der (transzendenten) Gleichung 

(60.14) 
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und wird zweckmaBig graphisch an Hand der Abb. 60/6 ermittelt, die ohne weitere Erlau­
terung verstiindlich ist. Zur Bestimmung des Ausschlags integrieren WIT noch einmal, 

Q2 aq/P = - sin 9'-' + 9'-'COS9'-'1- a (9'-'2/2 - 9'-'9'-'1) + O2 , (60.15) 
und haben nun noch, da die Nullage infolge des Fehlens einer Feder nicht von vornherein 
bestimmt ist, die Freiheit festzusetzen, es moge 

q(t1)=-A und q(t2)=+A (60.16) 

sein. Aus den beiden Gleichungen 

- Q; a A = - sin 9'-'1 + 9'-'1 cos 9'-'1 - a (~~ - 9'-'~ ) + O2 

Q 2a. (9'-'~) +-pA=-SIll9'-'z+9'-'&COS9'-'1- a 2-9'-'19'-'& +02 

folgt nach Elimination der Integrationskonstanten O2 und unter Verwendung von (60.12) 

2Q2a ., 1 
-p A = SIll 9'-'1 - SIll9'-'z + (9'-'z - 9'-'1) COS9'-'I- 2" (9'-'z -9'-'1)2 sin9'-'1 (60.17) 

als jene Gleichung, die die "Ausschlagweite" A als Funktion von 9'-'1 und 9'-'2 und damit iiber 
(60.12) und (60.14) als Funktion von a angibt. 

Pausen konnen nur dann auftreten, wenn der Korpe.r zur Ruhe kommt, bevor er sich 
wieder nach der andern Seite in Bewegung setzen muB, d. h., wenn 9'-', < 9'-'1 + X ist. 1m 
Grenzfall, wo q (9'-'2) = q (9'-'1 + xl = 0 ist, folgt fUr a aus (60.14) und (60.12) 

a = I/Vl_+x2/4 ': } (60.18) 
= 0,537 = aG' 

Damit sind die Reibungskrafte, fiir 
welche Bewegungen lnit Pausen zu­
standekommen ("starke" Reibung), 
eingeschrankt auf den Bereich -:0 

0,537 < (j < I . Abb.60/6. Graphische Losung der transzendenten GJ. (60.14). 

(J) Die ohne Pausen verlaufenden Bewegungen. Wir wissen schon, daB 
diese Bewegungsformen zustande kommen fiir "schwache" Reibungskrafte a < 0,537. 
Nennen wir jene beiden Werte des Argumentes 9'-'== Qt, in denen die Geschwindigkeit q 
den Wert Null annimmt, 9'-'3 und 9'-'" so ist wegen des periodischen und symmetrischen Kraft­
verlaufes 9'-', = 9'-'s + x. Zwischen 9'-'3 und 9'-', gilt die Differentialgleichung in der Form 
(60. II b); ihr erstes Integral ist (60.13). Die Bedingungen q (9'-'3) = q (9'-'3 + n) = 0 lie£ern 
- cos9'-'s - a 9'-'3 + 01 = Ound+cos9'-'s- a (9'-'3 +x) + 0 1 = 0: daraus folgt 0 1 = a(9'-'a +x/2) 
und 

cos 9'-'3 = a x/2. (60.19) 
Nochmalige Integration }iefert aus 

aQq/P = - cos 9'-' + a (- 9'-'+ 9'-'3 + x/2) 
fiir den Ausschlag 

aQ2q/P = - sin 9'-' + a (9'-'3 +x/2)9'-'- a 9'-'2/2 + 0a. 

Als Bedingungen haben wir analog (60.16) 

q(9'-'3) = -A und q(9'-'a Tn) = +A. 

Nach Elimination von Oz kommt 
aQ2A/P = sin9'-'s (60.20) 

als Gleichung, die A als Funktion von 9'-'3 und damit iiber (60.19) als Funktion von a angibt. 
Abhangig vom Verhaltnis a = bot P sind in Abb. 60/7 a eingetragen die Werte 9'-'1 == Q t1 

und 9'-'2 == Q tz fiir Anfang und Ende der unterbrochenen Bewegung und die Werte 9'-'3 ==Q fa 
und 9'-', == Q tM in denen die Geschwindigkeit der pausenlosen Bewegung Null wird, die 

Bewegung also umkehrt. Wegen arc sin 1 = arc cos / x/2 schlieBen die Kurven 
VI + x 2/4 II + 1'(,2/4 

12* 



a 

3 

b 
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I:fI (0') und 9'1(0') und ebenso 9',(0') und 9'.(0') im Punkte O'G = 0,537 stetig aneinander an. 
Abb. 60/7 b zeigt die Ausschlagweiten A in der dimensionslosen Form A Q2 a/ P. FUr a < O'G 
ist die Kurve ein Kreis, wenn man die Mal3stabe geeignet wahlt, denn ihre Gleichung folgt 
aus (60.19) und (60.20) ZU (0' n/2)2 + (a Q2 A/P)Z = 1. (Die Mal3stabe fiir Ordinaten und 

Abszissen miissen im Verhaltnis n/2: 1 stehen). An 
den Kreis schliel3t sich im Punkte O'G eine Kurve 
nach (60.17) an. 

f 

1 

o 

Abb.60/7. a Beginn und Ende der Bewegung, 
b Amplitude; jeweils abMngig von b.t P und 

in dimensionsloser Auftra'!Ung. 

In der Abb. 60/8 sind schliel3lich a) fUr einen 
Fall starker Reibung (a = 0,6), b) fUr den Grenzfall 
0'= O'G = 0,537 und c) fUr einen Fall schwacher 
Reibung (a = 0,4) in dimensionsloser Form auf-

sinDt 

Abb. 60/8. VerIau! von Zwangskraft, Reibungskraft, 
Geschwindigkeit und Ausschlag fiir mei VerMltnisse b./P. 

gezeichnet der Verlauf 1. der SWrkraft p(t)/P = sinQ t, 2. der Reibungskraft ±bolP, 3. der 
Geschwindigkeit QaiJ./P, 4. des AUBSchlages Q8 a q/P. 

Bei der Untersuchung der Schwingungsdampfer im zweiten Band werden wir uns mit 
Uberlegungen von der Art der oben wiedergegebenen noch ausfiihrlich befassen. 

61. Dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionale Dampfungskrafi. 18t 
n = 2, so lautet die Bewegungsgleichung 

aq+(sgnq)b2 q2+cq=Pcos.Qt. (61.1) 

Unter der Voraussetzung, daB die Bewegung trotz der Dampfung ihre harmo­
nische Form beibehalt, verlauft die Dampfungskraft so, wie die Kurve n = 2 
der Abb. 59/2 angibt. Ersetzt man sie durch ihre erste Harmonische oder, was 
dasselbe besagt, durch eine geschwindigkeitsproportionale Kraft gleicher Energie-
zerstreuung, so kommt (59.8) mit hI =, bll Q.Q; der Faktor , hat hier nach 
(59.7) den Wert ,(2) = 8/31/:. Die Amplitude Q der Bewegung folgt nach (59.11) 
aus 

(61.2) 
mit 

(61.2a) 
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Die Gl. (61.2) ist eine quadratische Gleichung fur Q2; sie kann allgemein auf­
gelOst werden. So kommt mit Benutzung von (61.2a) und des Parameters 

a = b2~ b2 P (61.2b) 
a ac 

m dimensionsloser Schreibweise 

V2 = (R)2 = - (1-1n-±-V(! - Tn + 4~21]4 . - d 2 ~2 a2 1]4 (61.3a) 

Der Phasenverschiebungswinkel ergibt sich aus 
f Q ~ a (Q/d) 1]2 

tg e = r-=;r = --1-1]2 -. (61.3b) 

Die Kurven V ('YJ2) und e ('f}2) sind in der Abb. 61/1 gezeichnet. Wir erwahnen 

noch folgende Eigenschaften der Kurven: V (0) = 1; [dd 2 V] = 1. 
1] ~'= 0 

Erfolgt die Erregung uber eine Massenkraft mit der Amplitude a2 U Q2, so tritt an die 
Stelle von (61.3a) 

Q2 1 J 1 C (b U)2 (a)2 } 
(j2= 2~2a21t1- (1-1]2)2+ V (1_1]2)4+4~2 ~ ,a~ 1]8 , (61.4) 

wahrend der Ausdruck (61.3b) 
fUr den Nacheilwinkel derselbe a 
bleibt. Auf die Aufzeichnung 
der Kurven verzichten wir 
wieder. 

Durch eine Berucksich­
tigung auch der hoheren 
Harmonischen in der nach ~ 

2 

~h:l1 
Abb. 59/2 verlaufenden 
Dampfungskraft erhalten 
wir hier keine strenge Lo­
sung, da der verzerrende 
EinfluB der Dampfungskraft 
auf die Form der Ausschlag­
kurve ja nicht beriicksich- b 3 

tigt ist, und sowohl Aus-

t3 

o 

schlag wie Geschwindigkeit 
weiterhin als harmonisch e 1 

o 

1 3 3 II' 
"13-

--------z :---a:q2i-~-~-~-~-~-~-~-~-~-~-~-~-::--=-=-=-=-=-~-~--

---------~ 

angenommen wurden. Ver­
lauft die Geschwindigkeit 
aber nicht mehr harmo­
nisch, so hat auch die Kurve 
der Dampfungskraft nicht 

Abb. 61/1. a Vergro3erungsfunktion V = Qld, b Nacheilwinkel s fUr 
den erzwungenen Ausschlag bei n = 2. 

mehr die gezeichnete Form. Immerhin erhalten wir durch Berucksichtigung 
der hoheren Harmonischen eine weitergehende Annaherung. 

Wir schreiben die Differentialgleichung fur eine Halbschwingung mit positiver Ge. 
schwindigkeit wieder in der Form (60.9b); hier lautet die Summe 

~ = 38
7£ [SinQt- ! sin3Qt- 3~ sin5Qt + .. J (61.5) 

Das Partikularintegral wird (60.10) mit den neuen, aus (61.5) folgenden Werten von a •. 
Auch hier ist also zu erwarten, daB die Annaherung durch die erste Harmonische allein 
bei den Frequenzen Q = w/v nicht sehr gut sein wird. 
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Versuchsergebnisse haben die Annii.herung im Fall n = 0 ala brauchbar bestii.tigt. 1m 
hier vorliegenden Fall n = 2 haben die Koeffizienten der vemachliiBsigten hOheren Harmo· 
nischen geringere Betrii.ge. Man darf daher erwarten, daB die Annii.herung hier noch besser 
ist ala dort. 

62. Zusammengesetzte Dimpfungskrafte; Beispiel fUr nicht ganzzahlige 
Potenz. Auch zusammengesetzte Dampfungskrafte konnen auf die besprochene 
Weise behandelt werden. Wenn die Differentialgleichung (ffir q>O) lautet 

ail aii+bn.~t·+bn,qn'+···+cq=Pcos.Qt, (62.1) 

3 

t a 

so wird der gleichwertige Dampfungsfaktor hI 

hI = bn.C(no) Q'i--IQno-1 + } (62.2) 
+ bn, C(nl ) Q'l,-IQn.-1 + ... 

V Mit diesem Wert kann die algebraische Glei­
chung fur Q, die (59.Il) 
entspricht, aufgestellt wer­
den. Der praktischen Wich­
tigkeit wegen behandeln 
wir als Beispiel eine Damp­
fung, die sich aus einer 
COULoMBschen, no = 0, und 
einer geschwindigkeitspro­
portionalen Reibungskraft, 

~=----+-----.Ja~---~3:-------l'l ~ = 1, zusammensetzt. 
7/- Wegen C(O) = 4/71 und 

Abb. 62/1. a VergrliBerungsfunktlon V= Q/tI., b Nacheilwinkel • fiir '"(I) - 1 wird dann 
den erzwungenen Ausschlag bel Anwesenheit einer Reibungskraft .. -

konstanten Betrages und einer geschwindigkeitsproportionalen 
Reibungskraft. 

Aus (59.9) folgt nach einigen Umformungen die Amplitude Q in der dimen­
sionslosen Form 

Q - ! 2 <51/11 =F -V (1 __ 112)2 [1- u2 ( ! Yl + 4 <58 112 

V == a; = (1-112)1 + 4tJ2112 .-~ (62.4a) 

wenn nach (35.5) ~ = bJ2 yac und wie in Ziff.60 G = s/d = bofP bedeutet. 
Der Phasenverschiebungswinkel 8 folgt aus 

4 1 
nO'V + 2<511 

tg 8 = --;-----, 
1-112 

(62.4b) 

dabei ist V nach (62.4a) einzusetzen. Einige der Kurven V(rl") und 8(1]2) sind 
in Abb. 62/1& und b gezeichnet. 

FUr Massenkrafterregung lauten die entsprechenden Gleichungen 

und 
t (4jn) (8jQ) + 2 <511 (4/n) (8/U) (U/Q) + 2 <511 
gB= 1-7]2 = 1-7]1· (62.5 b) 
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Hier lassen wir noch ein Beispiel folgen, das zeigen solI, wie man vorzugehen 
hat, wenn n eine gebrochene Zahl ist. 

Ein Schwinger mit der Masse a = 3 kg cm-1 S2 und der Federzahl c = 300 kg cm-1 

erfahrt eine Dampfung, deren Charakteristik durch die Gleichung 

W=(sgnq)·1 kg Iti/1,2 (62.6) (cm/s)1,2 

dargestellt werden kann (Abb. 62/2). Wie groB ist die Amplitude Q und der Nacheilwinkel Ii 
des Ausschlags, den eine harmonische Erregerkraft von der Amplitude 1200 kg erzwingt 

a) im Resonanzfall Q = ro, 
b) wenn die Kreisfrequenz der Erregung Q = 9/8 betragt? 

kg 
15 

5 

250, 
kg 

I{-
Abb.62/2. Widerstandskraft mit nicht ganzzahligem Exponenten. W = 1 (cm~~ 1,2 1 q 1 1•2• 

Fiir den ResonanzfallQ = ro = lOs-1 folgt die Antwort aus (59.Ua), im iibrigen aus 
(59.10) und (59.11). Die Resonanzamplitude wird, da C(I,2) = 0,96 ist, 

IV2 4·10°·8 1.2 ~ 
Q = 0,96. 1/3 cm = V78,8 cm = 38 cm. 

Mit Q = 9/s wird 1} = 0,9, und die Amplitude folgt aus 
QU • 0,92 . (1/3)2 . 9-1,6 • (0,9)4 + Q2. 0,0361-16 = ° 

oder 
Q2,4. 19,75 + Q2. 361 = 160000. 

Durch Bestimmung der Wurzel (nach dem NEWToNschen Verfahren), findet man Q = 
19,38 cm. Die Phasenverschiebung betragt im Resonanzfall stets 90°, fUr 1} = 0,9 wird 

19 38°,2 • 91,2 
0,96 ' 300 

tge = 0,19 = 0,425, 

also 
e"'" 23° 2'. 

63. Die Dampfungsarbeit ist einer Potenz der Ausschlagamplitude proportional; 
Werkstoffdampfung. Die Dampfungskrafte wirken der Geschwindigkeit entgegen. 
Nicht immer allerding8 laBt sich ihr zeitlicher Ablauf durch ein Potenzgesetz 
von der Art des in GI. (59.1) angeschriebenen ausdriicken. In jiingerer Zeit 
hat man festgestellt, daB die sog. Werkstottddmptung (die bei Schwingungs­
beanspruchungen durch Energieverzehr im Innern der Werkstoffe verursacht 
wird) von der Frequenz, also auch von der Geschwindigkeit unabhangig ist, 
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daB sie vielmehr nur von der GroBe der Ausschlagamplituden abhangt. Die 
Dampfungsarbeit, die je Schwingung verzehrt wird, kann man fiir die ver­
schiedenen Werkstoffe experimentell feststellen. Und zwar pflegt man [1] 
die relative Diimptungsarbeit 1P eines Schwingers, d. i. den Quotienten aus 
Dampfungsarbeit S und Energieinhalt E der Schwingung, in Schaubildern als 
Funktion der Ausschlagamplitude Q anzugeben 

SjE==ijJ=ijJ(Q). (63.1a) 

In der Regel rechnet man dabei, um von den Abmessungen des Schwingers 
unabhangig zu sein, erstens den Ausschlag Q auf eine VerzerrungsgroBe um, 
und zwar, da es sich meist um Torsionsbeanspruchungen handelt, auf die Gleitung 
(Schubverzerrung) y, und zweitens die relative Dampfungsarbeit 1jJ des 

(J Schwingers auf die in einem Element verzehrte rela-t -,2'2, & tive Dampfungsa~beit "P, ~ibt:]so 
_.-.-J~-.-.. "PElement = "P - "P(y) (63.1b) 

~ __ 'l=if . an. Die meisten experimentell gefundenen Diagramme 
erlauben eine Darstellung des Kurvenverlaufs in der 

Abb. 63/1. Torsionsschwinger 
mit kreisringzylindrischer Form 

. Feder. (63.2) 

darin bedeutet y die Gleitung, wahrend ot und fJ Festwerte sind, die den Werk­
stoff kennzeichnen. Den Zusammenhang, der zwischen den Darstellungen (63.1a) 
und (63.2) besteht, zeigen wir an einem Beispiel. Das Gesetz (63.2) sei gegeben; 
wir suchen die Funktion (63.la), wenn es sich um einen Schwinger nach Abb. 63/1 
handelt, bei dem die Torsionsfeder ein Zylinder von Kreisringquerschnitt (Radien 
rl und r2, rIjrz = e < 1) ist. 

Nach Definition gilt 

wenn E' die je Volumeinheit aufgespeicherte Energie bedeutet, die fiir unser 

Beispiel durch E' = ~ yZ gegeben ist. "PE' ist die je Volumeinheit und je 

Schwingung verzehrte Energie. Fiir unser Beispiel ist ferner d V = 2 n r 1 d r 
und, wenn YR die Gleitung der Randfasern mit dem Radius r = r2 bedeutet, 
Y = YRrjrZ • Daher wird aus dem Zahler 

und aus dem Nenner 

der Quotient lautet 
4 1- e4 + P 

"PKreisring = 4 + fJ IX 1 - e' Y~· 
Als Sonderfalle erhalt man daraus 

- 4 P 
fiir den Vollkreis mit e = 0: "PKreis = 4 + fJ IX Y R ' 

fiir das Ringelement mit e -+ 1: 1PElement = IX Y~ . 

(63.3) 

(63.3a) 

(63.3b) 
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Ersetzt man noch ')I R durch den Winkelausschlag Q der Drehmasse e mit Hille 
von ')IR = Qr2ll, so kommt 

- -(! rs {J 4 1 4 + P' )P 
1J'Kreisring= 4+fJ 1_(!4 (T ocQ. (63.4) 

Fassen wir die Faktoren von Q{J in einem Koeffizienten zusammen, 

_ 4 1 _ (!4 + {J (r. )P 
2noc = 4 + fJ 1- (!4 oc T ' (63.5) 

so erhalt (63.1a) die einfache Fassung 

V;KrelSring = (2 n ex) QP. (63.6) 

Der Exponent ist der gleiche wie in (63.2); den Zusammenhang der Koeffizienten 
zeigt (63.5). Es verdient angemerkt zu werden, daB, wenn fJ = 0, die zerstreute 
Energie also unabhangig ist vom Schwingungsausschlag, 2 n ex = oc wird, so 
daB if dieselbe Funktion von ')IR ist wie1J' von ')I. Wahrend1J' und oc sich nur 
auf den Werkstoff beziehen, stellen die GroBen if und a: "Mittelwerte" fiir 
bestimmte geometrische Gebilde (Kreiszylinder, Kreisringzylinder usw.) dar. 
SchlieBlich geben wir noch die wirkliche Dampfungsarbeit 8 je Schwingung an: 

8=Eip= ~ Q21J'=nc(iQ{J+2. (63.7) 

Auch fiir die Werkstoffdampfung fiihrt man zur Berechnung der Aus­
schlage bei erzwungenen Schwingungen eine gleichwertige geschwindigkeits-

proportionale Ersatzdampfung bi q ein, deren Faktor bi so bestimmt wird, 
daB die Energiezerstreuung von Werkstoffdampfung und Ersatzdampfung 

dieselbe ist. Da eine geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft bi q je 

Schwingung den Energiebetrag 81 = bi Q2 Q n verzehrt, so folgt aus 81 = 8 
mit (63.7) die dimensionslose Kombination Q bIle zu 

(63.8) 

Diesen Ausdruck setzen wir in (50.4) ein und erhalten fiir die Amplitude Q der 
erzwungenen Schwingung 

FAle2 

Q2 = --c(-I_-TJ=2)""""2 + (i2 Q2{J , 

oder mit der schon mehrfach benutzten Abkiirzung Pic = d fUr den statischen 
Ausschlag 

(i2 Q2P+2 + (1-1]2)2 Q2_d2 = 0, 

wahrend der Nacheilwinkel e aus 

fi QP 
tge=-I--s -'11 

folgt. 1m Resonanzfall wird 

Q=(~y+l 

(63.9b) 

(63.10) 

(63.9a) 

O·~-T---.o, 

Abb. 63/2. Komplexe 
Amplituden der Krafte. 

und e = 90°. Zeichnet man die komplexen Amplituden von Erregerkraft, 
Federkraft, Tragheitskraft und Dampfungskraft auf, so erhalt man die Abb. 63/2, 
aus der die Beziehungen (63.9) unmittelbar abgelesen werden konnen. 1m 
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Sonderfall (3 = 0 wird aus (63.9a) 

Q _ d. (63.11) 
- V(I- rl)1 + (X2 ' 

die zugehOrigen VergroBerungsfunktionen [2] V = Qld haben ihre Maxima 

alle an der Stelle 'fJ = I; der Betrag, den V dort annimmt, ist V max = I/a.. 
Beispiel. Die Welle eines Sehwingers naeh Abb.63/1 habe Kreisringquersehnitt; der 

AuBenradius betrage Ta = 10 em, der Innenradius Tl = 8 em. Die Welle sei aus einem 
Stahl hergestellt, dessen innere Dampfung an Zylindern von Vollkreisquersehnitt gemessen 
wurde und 

tpKreis = 74000'Yi9 (63.12) 
lieferte; die Gleitzahl des Stahles betrage 830000 kg em-2• Wie groll ist die Resonanz­
amplitude des Aussehlags Q und der Beanspruehung T im Schwinger, wenn Z = 100 em, 
e = 1000 kg emsl betragt und das harmonisehe, bei e angreifende Erregermoment eine 
Amplitude von P = 500 kg em aufweist? 

Die Torsionsfederzahl des Systems betragt 
GJp 830000 10000- 4096 

c = -Z- = n 100' 2 .. = 76,9 . loe em kg; 

mit e = loa kg ems2 wird daher w2 = 76900/s2 und f = 44,1 Hz. Der statisehe Winkel­
aussehlag unter Wirkung der Erregerkraft ist 

P 500 
d = C = 76,9 10-8 = 6,5 ,10--6. 

Der Resonanzausschlag foIgt aus (63.10). {J ergibt sieh aus (63.12) zu{J = 1,9; i mull erreehnet 
werden, da (63.12) sieh nieht auf den Kreisringquerschnitt, sondern den Vollkreisquer­
sehnitt bezieht. Mit (63.3), (63.3a) und (63.5) findet man 4 i/(4 + (J) = 74000, also 

1 1 - 0 85,9 ( 1 ) 1,9 
i = 23i" 74000 1- 0,8' 10, = 184. 

(63_10) liefert daun den Resonanzaussehlag 
fJ +VT 2,9/--=6""""5'-' "=cl0=----=-s 

Q = - Ii = V ' 184 = 0,00268. 

Diesem Aussehlag entsprieht eine Randgleitung 'YR = QTa/l = 0,000268 und somit eine 
SpannungsampIitude von T = G . 'Y R = 222 kg em-2. 

E. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers 
mit nicht gerader Kennlinie. 

64. Bewegnngsgleichung; Verfahren zur Integration. Wenn sowohl die Riick­
stellkrafte eines Schwingers linear vom Ausschlag wie auch die Dampfungs­
krafte linear von der Geschwindigkeit abhangen, ist die Bewegungsgleichung 
[s. (50.1)] eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi­
zienten; ihr allgemeines Integral kann dann angegeben werden, so daB die 
Bewegungen vollstandig bekannt sind. Die Untersuchungen fiir diesen Fall 
sind in den Ziff. 43--58 durchgefiihrt. Erzwungene Schwingungen von Systemen 
mit nicht mehr linearen Dampfungscharakteristiken haben wir in den voran­
gehenden Ziff.59--63 behandelt. Jetzt wenden wir uns den erzwungenen 
Schwingungen der Systeme mit nicht linearen Federcharakteristiken zu. 

Die freien Schwingungen solcher Systeme waren (allerdings ohne Beriick­
sichtigung von Dampfungskraften) in den Ziff.39-12 untersucht worden. 
Dort gab es Falle, wo die nicht mehr linearen Differentialgleichungen dennoch 
vollstandig integriert werden konnten. Zu ihnen gehOrten die Schwinger, deren 
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Charakteristiken Sinuslinien oder Parabeln bis zur 3.0rdnung waren. Die 
Losungen fiihrten dann auf elliptische Funktionen. Die allgemeinen Integrale 
der entsprechenden Differentialgleichungen fur die erzwungenen Schwingungen 

q + ",2 I(q) = P sinQ t, (64.1) 

wo I (q) entweder gleich sin q oder gleich q2 oder q3 oder q + .l q3 ist, konnen 
IX 

nicht mehr explizit angegeben werden. Immerhin ist es moglich, Annaherungs­
verfahren zu entwickeln, deren Genauigkeit beliebig gesteigert werden kann. 
Auf dieser Linie hat G. DUFFING Untersuchungen durchgefUhrt [1]. Eine andere 
Klasse von Systemen mit analytisch beherrschbaren Differentialgleichungen 
bilden die Schwinger, deren Kennlinien aus Geradenstucken zusammengesetzt 
sind. Man kennt hier - ebenso wie das fiir die freien Schwingungen in Ziff. 41 
und 42 gezeigt wurde - abschnittweise giiltige Losungen der Differential­
gleichungen, die man geeignet zusammenfugen muB. Solche Systeme unter­
suchten W. BUCHHOLD [2J, J. P. DEN HARTOG und S. J. MIKINA [3] sowie 
schlieBlich zusammenfassend J. P. DEN HARTOG und R. M. HEILES [4]. In der 
zuletzt erwahnten Arbeit finden sich fur Schwinger mit Federkennlinien vom 
Typ der Abb. 42/4 b (mit verschiedenen Neigungsverhaltnissen der Geraden­
stucke) Diagramme, die die erzwungenen Ausschlage als Funktion der Erreger­
frequenz angeben. 

Wir schlagen hier schlieBlich einen dritten Weg ein [5J. Und zwar knupfen 
wir an die in Ziff. 40 8 erwahnte und durch die Abb. 40/2 belegte Tatsache an, 
daB namlich die freien Schwingungen, wenn die Kennlinie des Systems ge­
krummt ist, zwar eine gegenuber den kleinen Schwingungen veranderte Periode 
aufweisen, daB der Verlauf des Ausschlags uber der Zeit jedoch sehr nahe 
harmonisch bleibt. Die Kreisfrequenz der Sinusbewegung, die die gleiche Periode 
hat wie die wirkliche Bewegung, nannten wir die "zugeordnete" Kreisfrequenz 
und bezeichneten sie mit w. Sie ist von der Schwingungsweite abhangig, fiir 
Schwingungen bestimmter Weite ist sie eine Konstante. In der Differential­
gleichung fUr die erzwungenen Schwingungen, 

aq+bq+a",2/(q)=p(t) (64.2) 

ersetzen wir nun die Ruckstellkraft a ",2 I (q) durch den Wert a [»2 q, schreiben 
also 

aq + bi} + aw2q = p(t). (64.3) 

Wenn 6)2 konstant ist - und fUr Schwingungen fester Schwingungsweite ist 
w2 konstant -, so haben wir jetzt eine lineare Differentialgleichung mit kon­
stanten Koeffizienten (und Storungsfunktion) vor uns analog der Gl. (50.1). 
Natiirlich beschaftigen wir uns wieder nur mit harmonischen Erregerkraften, 
so daB wir unter Verwendung der komplexen Schreibweise und der in Ziff. 35 
eingefUhrten Abkurzung Ie erhalten 

a (q + 2 Ie q + &2 q) = I.J3 eiQt, (64.4) 

eine Gleichung, die nach den Methoden der Ziff. 50 weiter behandelt werden 
kann. Mit dem Ansatz (50.2) kommt 

aO(&2-Q2+2leQi)=~ (64.5) 
und analog (50.4a und b) 

(64.6a) 
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2A.Q 
tge=ws_Qs· (64.6b} 

Wahrend friiher in (44.6) und (35.5) die Buchstaben 'Y} und <5 die Verhaltnisse­

'Y} = !Jlw und <5 = Alw 

bezeichneten, sollen sie jetzt die ihnen entsprechenden Verhaltnisse 

'Y}=!Jlx und <5=Alx (64.7 a). 

angeben. AuBerdem fiihren wir neu ein die dimensionslosen GroBen 
w P 

'II = " und 0' = a US Q • (64.7 b). 

'II ist eine GroBe, die fiir kleine (also harmonische) Schwingungen identisch­
gleich Eins ist, fiir Schwingungen mit endlichen Weiten aber von Q abhangt .. 
Beispiele fiir diese Abhangigkeit bieten die GIn. (40.29), (40.30) und (40.31). 
Mit Benutzung von (64.7) schreiben sich die GIn. (64.6) 

und 
('112_'Y}2)2 + 4 <52'Y}2 = 0'2 (64.8 a), 

2(3'Y} 
tg e = -2--2- . 

V -'Y} 
(64.8b) 

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit zunachst der Ausschlagamplitude Q' 
ZU, die aus der ersten der beiden Gleichungen folgt. Sowohl 'II wie 0' sind Funk­
tionen von Q; die Abhangigkeit ist in der Regel transzendent, so daB man nicht­
wie friiher nach Q auflosen kann, um Q('Y}) zu erhalten. Wir suchen deshalb· 
die Umkehrfunktion 'Y}(Q) zu ermitteIn, losen also nach 'Y} auf. Aus 

'Y}4-2'Y}2 ('112-2 <52) + ('114-0'2) = 0 
folgt 

(64.9)· 

Rechts kommen auBer der konstanten und bekannten GroBe <5 nur bekannte· 
Funktionen von Q in 0'2 und'll2 vor. 0' wird durch (64.7b) angegeben, 'II je nach 
der Art des Schwingers durch eine Gleichung vom Typ (40.29), (40.30) oder 
(40.31). Die Gl. (64.9) gibt die gesuchte Umkehrfunktion 'Y}(Q) zur friiher 
(Ziff. 44 u. f.) verwendeten Funktion Q('Y}), die dann durch die VergroBerungs­
funktion Va('Y}) ersetzt wurde. Fiir harmonische Schwingungen, wo '112 = 1 und 
x2 = w 2 ist, wird 0' = I/Va; damit geht (64.9) iiber in 

rl = (1- 2 <52) =f v'I/V~ - 4 <52 (1- <52); (64.9 a)· 

das ist in der Tat die Umkehrfunktion zu (53.2a). Bei verschwindender Damp­
fung (<5 = 0) nimmt (64.9) die einfache Form an 

(64.9 b), 

Der Phasenverschiebungswinkel e zwischen harmonischer Erregerkraft \l!. 
und harmonischem erzwungenem Ausschlag 0. folgt aus (64.8b) zu 

2(3'Y} 
e=arctg~ . 

'''-- 'Y} 

Hierin ist 'II wie zuvor eine Funktion der Ausschlagamplitude Q. 

(64.10). 

In den GIn. (64.9) und (64.10) haben wir die Grundlage fiir aIle Einzelaus­
fiihrungen gewonnen, die in der nachsten Ziffer gegeben werden. Moglich wurde· 
diese analytische Durchfiihrung dadurch, daB die Riickstellkraft a x2 f (q) in 
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(64.2) durch aw2 q in (64.3) ersetzt wurde. Die Berechtigung zu diesem Vor­
gehen erhalten wir nachtraglich dadurch, daB die auf diese Weise gefundenen 
Ergebnisse durch die Versuche bestatigt werden. 

65. Amplituden ("Resonanzkurven") und Phasenverschiebungen der Aus­
schHige. Der Zusammenhang zwischen der Ausschlagamplitude Q der erzwungenen 
Schwingung und der Frequenz [j der Erregung wird fUr jeden einfachen 
Schwinger durch (64.9) hergestellt. Fur die Pendel ist f (q) = sin q, so daB der 
Zusammenhang zwischen '/12 und Q durch G1. (40.29) und die Abb. 4O/3a ange­
geben wird. Denken wir im besonderen an das PUnktpendel mit kreisformiger 
Bahn (mathematisches Pendell (Ziff. 16ot) und wahlen wir den Winkelausschlag q; 
als Koordinate (ihre Amplitude sei dann ([», so bedeutet P in allen Gleichungen 
der Ziff. 64 und deshalb auch in der Definitionsgleichung (64.7b) fUr a die 
Amplitude des Erregermomentes; es ist also P = ~ 1, wenn PI eine langs der 
Bahn wirkende Kraft bedeutet. Ferner ist 

a ",2 = m 12. (Ill = m (I 1 = a 1, 
also 

P PI 1 a =--~-~ = ~-~ ~ 

mgZ·lP Q lP· (65.1) 

Dasselbe Ergebnis erhalt man natiirlich auch, wenn man z. B. die Bogenlange 8 = rp l 
(mit der Amplitude S) als Koordinate wahlt, dann wird mit ax2 = mgjZ 

PI PI 1 
(J= mg/FS = aq;· (65.1a) 

Rechnet man nicht im BogenmaB, sondern im WinkelmaB, so muB man 
statt 1/([> schreiben 57~31([>0, wenn unter ([>0 der in Graden ausgedruckte Winkel 
verstanden wird. 

Nach Wahl eines Parameters Pl/a kann man sich nun unter Benutzung der 
Kurve Abb. 40/3a zu einem vorgegebenen Wert ([>0 der Ausschlagamplitude den 
Wert 1] = [jl'" des Frequenzverhaltnisses ausrechnen, bei dem der vorgegebene 
Ausschlag sich einstellt. Fur Schwinger mit Dampfung benutzt man G1. (64.9), 
fUr Schwinger ohne Dampfung die vereinfachte G1. (64.9b). Wir schreiben 
beide Gleichungen in ihrer besonderen, fUr die Pendel gultigen Fassung aus­
fiihrlich an; es ist ohne Dampfung 

( PI) (57~3) 1]2 = '/12 =f -Q- ---q;o (65.2 a) 

und mit Dampfung 

1]2 = ('/12 - 2 b2) =f V ( ~I r ( 5~o3 r -4-b-;:(~~- b2), (65.2b) 

wobei 

'/1
2 =[-K t~) r 

nach Abb. 40/3a ist. Das Ergebnis zeigen die Abb. 65/1 und 65/2. 
Die Kurven fUr die verschiedenen Werte der Erregeramplitude PI sind nicht 

mehr ahnlich; sie konnen also nicht mehr wie die VergroBerungsfunktionen 
der Schwinger mit gerader Kennlinie in Ziff. 53 in dimensionsloser Auftragung 
durch eine einzige Kurve ersetzt werden. Die Darstellung gibt nicht eine "bezogene" 

Ausschlagamplitude [wie fruher V = p~c], sondern die Ausschlagamplitude Q, 
hier also ([>0, selbst an. Wollte man fUr die Schwinger mit gerader Kennlinie 
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Abb. 65/1. Erzwungene Ausschlilge eines nngedlimpiten Pendels nach (65.2a). 
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Abt..65/2. Erzwungene Ausschlilge eines gedllmpften Pendels nach (65.2b); a mit IJ= 0,05, b mit 6= 0,1. 
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ein entsprechendes Bild zeichnen, so erhielte man z. B. fUr ~ = 0,05 statt der 
einzigen Kurve ~ = 0,05 aus der Schar der Abb. 53/1, die in Abb. 65/3a heraus­
gezeichnet ist, die Kurvenschar der Abb. 65/3b mit den Werten P der Erreger­
amplitude als Parameter (fUr Abb. 65/3b ist c = 5 kg cm-1 gewahlt). 

o 

em 
b 

to C=5kgcm,-1 

t 
p 

45 

o 

Abb.65/3. a Bezogene Ansschlagamplitude v.= ~c nnd b Ausschlagamplitnde Q selbst fiir einen Schwinger mit 

geradilr Kennlinie nnd iJ = 0,05. 

Nach den Resonanzkurven der Pendel zeigen wir noch die eines Schwingers 
mit einer Kennlinie nach Ziff. 40~. Die zugehorige Kurve v2 (Q), deren Gleichung 
aus (40.30) folgt, zeigt Abb. 40/3b. Der Parameter G, der die Starke der Er­
regung anzeigt, wird hier mit a ,,2 = oc zunachst zu 

p p 
G=a-x2 Q = ocQ· 

Driickt man Q durch die dimensionslose GroBe VD = v' fJ/oc Q aus, so kommt 

P'; fJ/oc3 
G = - ,;0 - . (65.3) 
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Insgesamt findet man mit {} als unabhangiger Veranderlichen ohne Dampfung 

rl = '1'2 =f !&. V~ (65.4a) 

und mit Dampfung 

rJ2 = ('1'2 - 2 <52 ) =f V-~2--~3 - 4 ~. (~-;--=- <52 ) , (65.4b) 

o,f=========~O~~--------~-----2----~t5~========2.i'O~========2~~==~ 
17-

Abb. 65/4. Erzwungene Ausschlage eines Schwingers mit der Kennlinie IX t (q) = IX q + (J q' ohne Dampfnng. 

Qt:========~45C---------)~'----2-----t~5:===::==~M~========~2ft~~----
17-

Abb.65/5. Wie zuvor, jedoch mit Dampfung 6= 0,05. 

wobei gilt 

"~(l +0) [K (i!::»)r· (65.4 c) 

Die zugehorigen Kurven zeigen die Abb. 65/4 und 65/5. 
Der Nacheilwinkel e folgt aus (64.10). Um e als Funktion von rJ zu finden, 

geht man so vor, daB man (bei festem <5 und P) zu einem vorgegebenen Wert rJ 

den Ausschlag Q und zu diesem den Wert '1'2 und damit die Differenz '1'2 - rJ2 

aus der Ausschlagkurve ermittelt und in (64.10) einsetzt. Zu jedem Wert b 
erhalt man (ganz ebenso wie bei den Ausschlagkurven auch) statt der einen 
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aus Abb. 53/2 zu entnehmenden Kurve eine Kurvenschar mit der Erreger. 
amplitude Pals Parameter. Und ganz ebenso wie die Ausschlagkurven gegen. 
iiber der fiir lineare Riickstellkrafte geltenden "verzerrt" sind, sind es auch 
die Phasenverschiebungskurven. In Abb. 65/6 sind fiir den Schwinger, dessen 
Ausschlagkurven in Abb. 65/5 angegeben sind, als Beispiel die Phasenver. 
schiebungskurven zu den Parameterwerten P VP/1X3 = 0,05 und 0,1 aufge-

180" 

135 

t90 
8 

o 
1/­

Abb. 65/6. Phasenverschiebungswinkel fiir den Schwinger von Abb. 65/5. 

zeichnet. Zum Vergleich ist auch die fiir lineare Riickstellkriifte (und aIle 
Erregeramplituden) geltende, der Abb.53/2 entsprechende "undeformierte" 
Kurve (X) mit eingezeichnet. 

66. Erorterung der Ergebnisse; das "Kippen" einer Schwingung. Ebenso wie 
bei den Schwingern mit gerader Kennlinie ist auch bei jenen mit gekriimmter 
Kennlinie bei Abwesenheit von Dampfung die Phasenverschiebung, wenn rl < '1'2 
ist, gleich Null, fiir 'YJ2 > '1'2 gleich 180°. 1st Dampfung vorhanden, so ist auch 
hier irn ersten Fall der Winkel spitz, irn zweiten stumpf. Die Phasenverschiebung 
von 90° tritt nicht mehr fiir 'YJ = 1 ein, sondern fiir 'YJ = V, so wie ja auch der 
groBte Ausschlag (bei kleinen Dampfungen) nicht mehr kurz vor'YJ = 1, sondern 
kurz vor 'YJ = V auftritt. 

Beirn Vergleich der Ausschlag- und der Phasenverschiebungskurven der 
Schwinger mit gerader und gekriimmter Kennlinie fallt als hervorstechender 
Unterschied auf, daB sowohl Q('YJ) wie e('YJ) nicht mehr in allen Fallen einwertige 
Funktionen sind. Zu manchen Abszissenwerten 'YJ gehoren vielmehr drei 
Ordinatenwerte Q oder e. Es erhebt sich also die Frage, welcher der drei, nach 
der Zeichnung moglich erscheinenden, Werte sich in Wirklichkeit einstellt. 

Die folgenden Erorterungen schlieBen wir an ein Beispiel an und wahlen 
hierzu die Kurve P y P/1X3 = 0,1 der Abb. 65/5, die sich auf den Schwinger mit 

Klotter, Schwingungslehre I. 13 
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der Kennlinie t (q) = q + .l q3 und die Dampfungszahl (l = 0,05 bezieht. Lassen 
ex 

wir die Erregerfrequenz von kleinen Werten an langsam steigen, so bewegen 
wir uns auf dem linken Ast (a) aufwarts. (Bei der ersten Aufzeichnung von 
Resonanzkurven in Ziff.45 haben wir zwar ausdriicklich bemerkt, daB Reso­
nanzkurven "punktweise" zu verstehen sind und nicht durchlaufen werden 
diirfen, da die Erregerfrequenz ja als unveranderlich vorausgesetzt wird. Immer­
hin geben die Kurven ein Bild von den Erscheinungen, die sich bei "sehr lang­
samer" Anderung der Frequenz abspielen.) Wir iiberschreiten schlieBlich das 
Amplitudenmaximum und bemerken eine kleine Abnahme des Ausschlags bis 
zum Punkt A hin, der beim Frequenzverhii.ltnis (im Beispiel) 'YJ2 = 1,515 erreicht 
wird. Steigert man die Erregerfrequenz Q iiber diesen Wert hinaus, so nimmt 
die Ausschlagamplitude nicht so ab, wie der Ast A 0 der Kurve angibt, sondern 
sie springt plOtzlich auf den Wert B. Bei weiterer Steigerung von'YJ wird dann 
der Kurvenast (b) rechts von B durchlaufen. LaBt man dagegen die Erreger­
frequenz von hohen Werten'YJ langsam abnehmen, so stellt man eine Zunahme 
des Ausschlags fest, der einem Wandern auf dem Kurvenast (b) nach links 
entspricht. Wird der Punkt B iiberschritten, so geschieht gar nichts Besonderes, 
man bleibt auf dem Kurvenast BO, bis beim Frequenzverhii.ltnis (im Beispiel) 
'YJ2 = 1,35 der Punkt 0 erreicht wird. Bei weiterer Verkleinerung von Q und 
damit von 'YJ springt die Amplitude dann plotzlich auf den Wert D und nimmt 
von da an auf dem Ast (a) wieder stetig abo Beim langsamen Durchlaufen des 
Frequenz bereiches Q erhalten wir also zwei verschiedene Ausschlagkurven, 
je nachdem, ob wir die Frequenz zunehmen oder abnehmen lassen. 1m ersten 
Falle ergibt sich der Kurvenzug (a)DAB(b), im zweiten (b)BOD(a). 

Die hier beschriebene Erscheinung ist - wenn (l und P geeignete Werte 
haben - charakteristisch ffir die Schwinger mit gekriimmter Kennlinie. Die 
Versuche erweisen dieses Verhalten der Schwinger deutlich. Man spricht auch 
davon, die Schwingung "kippe" plOtzlich auf einen anderen Wert der Aus­
schlagamplitude. 

Der Ast A 0 der Kurve wird in keiner Richtung durchlaufen. Seine Punkte 
entsprechen keinen stabilen Bewegungszustanden. Diese Tatsache laBt sich 
streng nachweisen. Wir machen sie uns plausibel durch die "Oberlegung, daB 
im Gebiet A 0 die iibliche "Schichtung" der Kurven (wir denken uns nahe 
benachbarte Kurven mit eingezeichnet) umgekehrt ist und derart, daB bei 
konstantem'YJ groBeren Parameterwerten P yfJ/OC3, also groBeren Erregerkraften 
P, kleinere Ausschlage entsprechen wfirden. 

So wie die Ausschlagamplitude Q zeigt auch der Nacheilwinkel e ein un­
stetiges Verhalten. In Abb.65/6 ist unter anderem der Verlauf der Phasen­
verschiebung ffir P vfJ/OC3 = 0,1 eingetragen; diese Kurve gehort zu der soeben 
besprochenen Ausschlagkurve. Bei wachsender Frequenz springt der Nacheil­
winkel bei 'YJ2 = 1,515 vom Wert A auf B, bei fallender Frequenz bei 'YJ2 = 1,35 
von 0 auf D. Auch hier ergeben sich unterschiedliche Kurvenziige fUr Steigen 
und ffir Fallen. Die Punkte ABO D und die Aste (a) und (b) der Amplituden­
und Phasenverschiebungskurve entsprechen einander jeweils. Der Ast A 0 
gehort zu den instabilen Bewegungszustanden. 

Wir behalten in Erinnerung, daB die analytische Behandlung der erzwungenen 
Schwingungen von Schwingern mit nicht gerader Kennlinie dadurch ermoglicht 
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wurde, daB wir die Bewegungsgleichung zu einer linearen machten, indem 
wir an die Stelle der Riickstellkraft a ,,2 t (q) den Ausdruck a 012 q setzten. Solange 
dieser Ersatz gerechtfertigt ist, werden auch die Ergebnisse der Rechnung 
von den Versuchen bestatigt. Bis zu welchen Ausschlagweiten unser Vorgehen 
brauchbar bleibt, ist eine besondere Frage, die im Einzelfall geklart werden muB. 

F. Das Anlaufen eines Schwingers. 
67. Die Bewegnngsgleichnng und ihre Integration. Schon mehrfach haben 

wir - meist bei der Erorterung von "Resonanzfunktionen" oder VergroBe. 
rungsfunktionen - die Frequenz D der erregenden Kraft variiert gedacht. Wir 
muBten uns dabei aber stets vor Augen halten, daB unsere Resonanzkurven 
eigentlich nur punktweise gelten und hochstens Grenzwerte fiir sehr langsame 
Veranderung der Erregerfrequenz darstellen. Bei endlicher Andernngsge­
schwindigkeit der Erregerfrequenz sind die bisherigen Ansatze, in denen die 
Erregerkraft in der Form p = P sinD t mit konstantem D auftrat, unzureichend. 

Die Frequenz eines harmonischen Vorgangs ist zufolge der in Ziff. 4 gegebenen Defini­
tion ihrem Wesen nach eine konstante GroBe. Wenn hier nun von nicht konstanten Werten 
der Frequenz oder Kreisfrequenz die Rede sein wird, so bediirfen diese Bezeichnungen der 
Erlauterung. Unter einer zeitlich veranderlichen Kreisfrequenz w(t) einer Schwingung 
verstehen wir den Augenblickswert der Winkelgeschwindigkeit ihres erzeugenden Vektors. 
1m ubrigen mogen die Beziehungen der Ziff. 4 weiter besrehen. 

Das einfachste Gesetz, nach dem sich Q mit t andern kann, ist das lineare. 
Wir setzen also D = Do + fJ t mit konstantem fJ; dann wird das Argument 

cP = CPo + Qo t + ~ fJ t2 oder nach Verliigung iiber den Anfangspunkt der Zeit-

zahlung cp = (-~- A t2 + IX). 
Die Bewegungsgleichung eines Schwingers mit linearer' Feder- und Damp­

fungscharakteristik, der durch eine Kraft mit linear veranderlicher Frequenz 
erregt wird, lautet somit 

aq+bq+cq=Psin(!At2+IX) (67.1) 

oder mit den Abkiirzungen w 2 = cJa, 2.A. = bJa und k = PJa 

Q+2Jlq+w2q =ksin(!At2+IX). (67.1a) 

Diese Gleichung ist [wie z. B. (50.1)] eine lineare Differentialgleichung 2. Ord­
nung mit konstanten Koeffizienten und SWrungsfunktion. Ihr allgemeines 
Integral setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung der urn das Storungs. 
glied verkiirzten Gleichung und einem partikularen Integral der unverkiirzten. 
Die Losung der verkiirzten Gleichung ist (fiir kleine Werte der Dampfung) 
(35.7). Sie beeinfluBt (wie in Ziff. 50) nur den Einschwingvorgang; wir lassen 
sie deshalb zunachst auBer acht. 

Das Partikularintegral von (67.1a) kann nach den Anweisungen in Ziff. 47 
hergestellt werden. Aus (35.7) folgt die Funktion q(t) zu 

so daB nach (47.17) kommt 
t 

q(t) = : J e- J.(t-T)sinV(t_ T) sin ( ~ A T2 + IX) aT. 

o 

(67.2) 

(67.3) 

13* 
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In dem Sonderfall des dampfungsfreien Schwingers lautet (67.2) [wie man auch 
aus (47.3) ablesen kann] 

so daf3 aus (67.3) wird 
t 

~( ) 1. q t =-smrot, 
w 

q(t) = ! f sin ro(t-l') sin (! A 1'2 + IX) dl'. 
o 

(67.2a) 

(67.3a) 

Die GIn. (67.3) und (67.3a) sind die gesuchten Dauergleichungen der Bewegung. 
Mit der formalen Angabe der Quadraturen ist ffir die "Obersicht iiber den 

Verlauf der Bewegungen allerdings noch wenig geleistet. Das Integral (67.3a), 
das in der Gleichung des ungedampften Schwingers auf tritt, laf3t sich auf 
ta bellierte Funktionen, die sog. FRESNELSchen Integrale zuriickfiihren [1], das 
in der Gleichung fiir den gedampften Schwinger dagegen nicht. Die Auswertung 
erfolgt dann zweckmaf3ig durch Integration irn Komplexen [2]. In beiden Fallen 
ist der Rechenaufwand zur Diskussion des Bewegungsablaufs allerdings be­
trachtlich. Wir verzichten hier deshalb auf die Durchfiihrung der Rechnung. 
Wegen der praktischen Bedeutung, die die Ergebnisse jedoch haben, geben 
wir in der folgenden Ziffer die wesentlichen Tatsachen ohne Beweis an. 

68. Resonanzhiillkurven [2] (VergroBerungshiillkurven). In Abb.68/1 ist 
ein typischer Fall des Anlaufens eines ungeiliimpften Schwingers wiedergegeben. 

35 
b 

3D 

10 

5 

j-o 

'I.) zeigt iiber '1} = A tiro auf­
getragen den Verlauf der 
Erregerkraft p (ffir einen 
Wert A/ro2 = 16.10-3 und 
einen Phasenanfangswinkel 
IX = 0), b) den Verlauf des 
erzwungenen Ausschlags q 

~
~ -.1 im Verhaltnis zum stati-

If· 10 schen Ausschlag d, also den 
- 8-10-.1 Wert q/d = V. Ware der 

J I / ~ A ~ PhasenwinkellX nicht gleich 
~ ~ ~ 18-10-.1 Null, so ergabe sich eine 

etwas verschobene Linie. 
Die gauze Schar der Aus­
schlaglinien , deren Para-

Abb.68/1. a Erregerkraftp(t)=p (iAt' + IX) fiir A/w'= 16 ·10-' 

und IX= O. b Erzwungene AUSSc·lllJ.ge q(t) zur Erregerkraft der 
Abb. a, zngehlirige Hiillkurve H, und Hiillkurven fiir 

Erregerbeschleunigungen 10'A/w'= 8; 4; 2; O. 

meter IX ist, wird eingehiillt 
von der in Abb. 68/1 b eben­
falls eingezeichneten Kurve 
H, die wir "Resonanzhiill­
kurve" oder Vergrof3erungs­
hiillkurve nennen wollen. 

Aus ihr kann das Maximum des erreichbaren Ausschlags abgelesen werden. 
Dieses Maximum ist (trotz der Dampfungsfreiheit) endlich, liegt iiberdies 
nicht beirn Wert '1} = 1, sondern hOher. In Abb. 68/1 b sind Vergrof3erungs­
hiillkurven noch fiir andere Werte der Anlaufbeschleunigung-eingetragen, und 
zwar ffir A/ro2 = 8 ,10-3 ; = 4.10-3 ; = 2 .10-3 und O. Je geringer die Anlauf­
beschleunigung A ist, um so grof3ere Amplituden erreicht der Ausschlag, und 
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urn so naher liegt das Maximum der Amplituden bei 'fj = 1. Fur A ~ 0 geht 
die VergroBerungshullkurve in die ubliche VergroBerungskurve V3 (-Yj) fUr kon­
stante Erregerfrequenz uber. 

Fur groBe Werte der Zeit (praktisch schon fiir kleine Vielfache von 'Yj = 1) wird 
die Frequenz des erzwungenen Ausschlags konstant, und zwar gleich der Eigen­
frequenz w des Schwingers. Die Amplitude des erzwungenen Ausschlags erreicht 
ebenfalls einen Grenzwert, 

V 00 = lim [V] = 11; ,;; 
Tj-'>-OO V 

er ist nur wenig kleiner als das Maximum der Hii11kurven, das den Wert 

V =!- ,/2 + 3,67 V 
max 4 V n 00 

hat. 
In den folgenden Abb. 68/2a, b, c, d sind noch fur gedampfte Schwinger 

(mit Dampfungszahlen b = 0,025; 0,05; 0,1 und 0,2) die VergroBerungshull-
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Abb.6S/2. VergroBerungshiillkurven in der Nahe des Maximums (ausgezogen fiir positive Beschleunigung, ge­
strichelt fiir negative Beschleunigung) mit 10' A/ro' als Parameter. a Dampfungszahl 6 = 0,025, b Dampfungs­

zahl 6= 0,05, c Dampfungszahl 6= 0,1, d Dampfungszahl 6= 0,2. 

kurven in der Nahe ihres Maximums eingetragen. Bei jeder Kurve ist durch 
Angabe von 103Ajw2 vermerkt, fiir welche Anlaufbeschleunigung A sie gilt. 

Ubereinstimmend entninlmt man allen Diagrammen, daB fur nicht sehr 
groBe Anlaufbeschleunigung die Hohe des Maximums der Kurven nur wenig 
kleiner ist als das der VergroBerungsfunktion V3 ('fj) fUr konstante Frequenz 
(A ~ 0). Dagegen ist die Ver8chiebung des Maximums betrachtlich und die 
Kenntnis dieser Verschiebung insbesondere dann von Bedeutung, wenn man 
die Eigenfrequenz eines Schwingers aus einem Versuch mit Hille von erzwungenen 
Schwingungen feststellen will, da man dann eine durchaus endliche Anlauf­
beschleunigung zu benutzen pflegt. 
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SchlieBlich moge noch erwiilmt werden, daB bei negativem A die Verhalt­
nisse sich nur unwesentlich andern. Das Maximum der VergroBerungshiill­
kurven liegt auch dann uber 'YJ = 1, bei verschwindender Dampfung (~= 0) 
iiberdies an genau derselben Stelle wie fiir positives A; dagegen ist bei ~ > 0 
der Wert des Maximums der VergroBerungshiillkurven fiir negatives A etwas 
groBer als fiir positives. In einigen der Diagramme ist gestrichelt die Gestalt 
der VergroBerungshiillkurve eingetragen, die fiir negative Werte A gilt. 

Wegen aller weiterer Einzelheiten miissen wir auf die angefiihrte QueUe [2] 
verweisen. 

G. Angefachte Schwingungen. 

69. Erzwungene und angefachte Schwingungen; Selbststeuerung. Beispiele. 
Periodische Schwingungen konnen in materiellen Systemen wegen der un­
vermeidlichen, energieverzehrenden Dampfungskrafte als freie Schwingungen 
(d. i. ohne Energiezufuhr) nicht ausgefiihrt werden; wohl aber konnen sie unter 
der Wirkung erregender periodischer Krafte auch in gedampften Systemen 
auftreten. Wahrend einer Periode wird dann im stationaren Zustand dem 

System durch die Erregerkrafte ebensoviel Energie zuge­
fiihrt, wie ibm durch die Dampfungskrafte entzogen wird. 
Die Bewegung setzt sich dabei aus den von den einzelnen 
harmonischen Komponenten der Erregerkraft erzwungenen 
Anteilen zusammen (vgl. das Beispiel von Ziff.54). Jede 
harmonische Kraft erzwingt einen harmonischen Ausschlag, 
der die Frequenz der Erregerkraft hat. Die Erregerkraft 
ist eine eingepragte Kraft mit periodischem Verlauf; sie 
ist ganz unabhangig davon vorhanden, ob das System 
einen Ausschlag macht oder nicht. 

Aber noch auf cine zweite Art konnen periodische Be­
wegungen aufrechterhalten werden. Man kann z. B. dem 

Abb. 69/1. Anker und 
Steigrad einer Uhr. System regelmaBig (nach einer oder mehreren Perioden) 

durch einen AnstoB oder Antrieb jene Energie wieder 
zuriickgeben, die es durch die Dampfung inzwischen verIoren hatte. Dabei 
laBt es sich eiurichten, daB der AnstoB nicht durch einen fremden Beobachter, 
sondern vom System selbst ausgelost ("gesteuert") wird. Das bekannteste 
Beispiel dieser Art ist der Antrieb der Uhrpendel mittels Anker und Steigrad [1] 
(Abb.69/1). Auf das Steigrad, das unsymmetrisch geschnittene Zahne aufweist, 
wirkt ein konstantes Drehmoment (herriihrend von einer Feder oder einem 
Gewicht); die Zahne des Rades driicken bei jeder Halbschwingung abwechselnd 
gegen eine der beiden Nasen a oder b des Ankers und treiben so das Pendel 
in seiner Bewegungsrichtung weiter. Die antreibende Kraft riihrt von der 
Feder- oder Gewichtskraft her; sie wird aber gesteuert von der Bewegung 
des Pendels selbst. Sobald das Pendel angehalten wird, erlischt auch der peri­
odische Charakter des Antriebs. Das Pendel fiihrt auf dem groBeren Teil seines 
Weges eine freie (schwach gedampfte) Schwingung aus, auf einem kleineren 
Teil des Weges wird es beschleunigt. Seine Schwingungsdauer ist nur unwesent­
lich von der des freien Pendels verschieden; die Ausschlag-Zeit-Linie ist dabei 
keine genaue Sinuslinie, sondern etwas deformiert. 
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Wir haben ein Musterbeispiel der Anfachung einer Schwingung in einem 
selbststeuernden System beschrieben. Ihre Merkmale werden wir bei allen 
spateren Beispielen wiederfinden. Es ist wichtig, sich diese Merkmale einzu­
pragen und insbesondere, die angefachten von den erzwungenen Schwingungen 
zu unterscheiden. Wir stellen deshalb die Eigenschaften dieser beiden Arten 
des Antriebs einander gegeniiber: 

erzwungene Schwingung angefachte Schwingung 

1. Es ist unabhangig von der Bewe­
gung eine periodisch (insbesondere 
harmonisch) veranderliche, erre­
gende Kraft vorhanden. 

1. Es ist eine konstante Energie­
quelle vorhanden; durch die Be­
wegung seIber wird eine Antriebs­
kraft hergestellt. 

2. Die eintretende Bewegung ist har­
monisch und hat die Frequenz der 
erregenden harmonischen Kraft. 

2. Die eintretende Bewegung hat (an­
genahert) die Frequenz der Eigen­
schwingung; ihr Verlauf weicht 
(auch in Systemen mit gerader 
Kennlinie) von der Sinusform etwas 
abo 

Wir begniigen uns mit einer qualitativen Erorterung der Erscheinungen 
und geben noch eine Reihe von Beispielen angefachter Schwingungsbewegungen. 

Ahnlich wie der selbststeuernde Antrieb eines Pendels durch 
das Steigrad und den Anker wirkt der elektromagnetische An­
trieb [1] Abb.69/2 (wie er Z. B. auch zum Antrieb des Kloppels 
in elektrischen Klingeln verwendet wird): Wahrend des Aus­
schlags des Pendels nach rechts wird ein Kontakt K geschlossen, 
worauf Strom durch einen links stehenden Elektromagneten M 
flieBt. 1m Stromkreis liegt eine Spule L geniigend hoher Selbst-
induktion, die dafiir sorgt, daB die Stromstarke und damit die 
Anziehungskraft des Magneten nicht augenblicklich auf ihren 
Hochstwert ansteigt, sondern daB der Anstieg etwa die Dauer 
einer halben Pendeischwingung hat. Dadurch wird erreicht, daB 
die Anziehung beim Hingang des Pendels zum Magneten starker 
ist als beim Weggang und somit Energie an die Schwingung 

Abb.69/2. 
Antrieb eines 

KH:ippels. 

abgegeben wird. Da in diesem Fall die fremde Kraft auf einem langeren Weg 
des Pendels wirkt, ist auch die Abweichung der Ausschlag-Zeit-Linie von der 
Sinusform betrachtlicher als beim ersten Beispiel. 

Eine gauze Reihe von Anfachungserscheinungen 
kommt durch Wirkung der Reibung zustande. Und 
zwar ist dabei wesentlich, daB die sog. trockene Reibung 
zwischen festen Korpern, die oft als von konstantem 
Betrag angenommen wird, in den meisten Fallen eine 
Abhangigkeit von der Geschwindigkeit in dem Sinne 

Abb. 69/3. Fallende 
Dampfungscharakteristik. 

zeigt, daB sie um so kleiner ist, je groBer die Geschwindigkeit wird (Abb. 69/3) 
(fallende Dampfungscharakteristik). Am iibersichtlichsten kann die Erschei­
nung am Beispiel der Abb. 69/4 verfolgt werden [1]. Auf einer sich drehenden 
Welle W sitzen zwei Klemmbacken (unter Umstanden mit einem geeigneten 
Futter), an ihnen hangt ein Pendel. Wenn die Welle sich langsam zu drehen 
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beginnt, wird infolge der Haftreibung das Pendel von der Welle mitgenommen 
bis zu einer AbreiBstellung, wo das riicktreibende Moment dem Moment der 
Reibungskrafte gleich geworden ist; das Pendel schwingt (gedampft) zuriick. 
Bei der darauffolgenden V orwartsschwingung wird die Relativgeschwindigkeit 
einmal Null, es tritt wieder Haften ein, das Pendel wird wieder bis zur AbreiB­
steHung mitgenommen, und das Spiel beginnt von neuem. Aber auch dann, 

Abb.69/4. 
Reibendes 

Pendel. 

wenn die Drehgeschwindigkeit der WeHe so groB ist, daB ein 
Haften nicht mehr eintritt, wird die Schwingung angefacht, 
wenn die Dampfungscharakteristik fallt. Denn beim Hingang (in 
Richtung der sich drehenden Welle) ist die Relativgeschwindig­
keit kleiner, die Reibungskraft also groBer als beim Riickgang, 
so daB dem Schwinger Energie zugefiihrt wird. 

Auf genau demselben Verhalten beruht auch die Anfachung 
der Schwingungen einer gestrichenen Violinsaite. Schwingt die 
Saite in der Bewegungsrichtung des Bogens, so ist die Reibungs­
kraft infolge der kleineren Relativgeschwindigkeit groBer als 
in der umgekehrten Bewegungsrichtung. Es wird also durch 
die Schwingungen der Saite eine periodisch veranderliche An­
triebskraft erzeugt, die insgesamt Energie an die Saite abgibt. 

Die Saite schwingt dabei nahezu mit ihrer Eigenfrequenz, die Ausschlag-Zeit­
Kurve weicht von der Sinusform etwas ab, d. h. sie enthalt Oberschwingungen; 
diese machen die Klangfarbe aus. 

Uberall, wo Gleitbewegungen unter Reibung fester Korper vor sich gehen, 
konnen Schwingungen auf die beschriebene Weise angefacht werden. So kann 
z. B. der Schneidstahl einer Drehbank durch die Reibung zu Schwingungen 
angefacht werden und dann "Rattermarken" am Werkstiick hinterlassen. 
Durchfahrt ein Schienenfahrzeug eine Kurve kleinen Halbmessers (z. B. 
StraBenbahn), so sind die yom inneren und yom auBeren Rad zuriickzulegenden 
Wege merklich verschieden; da die beiden Rader aber fest auf einer Achse 
sitzen, muB eines von ihnen auf der Schiene gleiten. Durch die Reibung werden 
oft Drillungsschwingungen des aus den beiden Radern (als Drehmassen) und 
der Achse (als Drillungsfeder) bestehenden Zweimassensystems angeregt. Die 
Schwingungsfrequenz liegt in der Regel im Horbereich. Dieselben Schwingungen 
mit demselben Vorgang der Anfachung konnen auch auftreten, wenn beim 
Anfahren einer Lokomotive die Treibrader (unbeabsichtigt) zu gleiten beginnen. 

b a Gelegentlich werden die Drillungsschwingungen eines 
Radsatzes auch beim Bremsen durch die Reibung der 
Bremsbacken oder des Hemmschuhs am Radkranz an­
gefacht. 

Hydrodynamische Vorgange konnen auf mannigfache 
Weise zur Anfachung von Schwingungen fiihren [1,2]. Wir 

Abb.69/5. Hydrodynamische d M h S lb 
Anfachung. erortern en ec anismus einer e ststeuerung an einem 

einfachen Beispiel (Abb.69/5). Das Rohr einer Druck­
luftleitung endet ineiner Platte b; vor ihr befindet sich eine durch zwei Stifte 
leicht gefUhrte Platte a. Wird die Platte a angeblasen, so entsteht (in der Stellung 
der Abb. 69/5) zwischen den beiden Platten ein Unterdruck, a wird nach b hin­
gezogen, dann unter Wirkung des Druckes wieder weggeschleudert, danach 
wieder angezogen usw. Denselben Mechanismus der Selbststeuerung kann man 
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verwenden, urn eine Stimmgabel zum Tonen zu bringen. Die beiden Falle 
unterscheiden sich dadurch, daB die Platte freie Schwingungen nicht ausfiihren 
kann, wahrend die Stimmgabel eine bestimmte Eigenfrequenz aufweist. Mit 
dieser Frequenz verlaufen die angefachten Schwingungen. Die Frequenz, mit 
der die Platte sich bewegt, hangt dagegen nur vom hydrodynamischen Vor­
gang abo 

Auf einer anderen Art von hydrodynamischer Selbststeuerung beruht das 
Anblasen von Lippen- und von Zungenpfeifen. Die Zusammenhange sind recht 
verwickelt; im wesentlichen handelt es sich urn einen periodischen Zerfall des 
gegen die Schneide geblasenen Luftstroms in einzelne Wirbel. Eine periodische 
Ablosung der hinter einem angeblasenen Draht sich bildenden Wirbel facht 
Z. B. Telegraphendrahte zu Schwingungen kleiner Amplituden an und erzeugt 
das bekannte Summen der Drahte. Ein davon etwas verschiedener Mechanis­
mus kann die Drahte, wenn sie von vornherein oder zufallig (Eisuberzug) ein 
vom Kreis verschiedenes Profil haben, zu sehr erheblichen Ausschlagen (GroBen­
ordnung von I m) anfachen [2]. SchlieBlich werden auch die gefahrlichen 
Schwingungen der Flugel von Flugzeugen durch eine hydrodynamische Selbst­
steuerung angefacht [2]. 

Literaturhinweise. 
Diese Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, ja sie -hat nicht 

einmal dieses Ziel. Sie verfolgt lediglich den Zweck, noch einige, iiber den Text hinaus­
gehende Hinweise zu geben und unmittelbar benutzte Quellen zu nennen. 

Erster Teil. 

Die komplexe Schreib- und Rechnungsweise ist in der Elektrotechnik liingst heimisch. 
Man vergleiche die DarsteUungen in den Lehrbiichern der Wechselstromtechnik (s. auch 
Ziff.51). 

Ziff. I. Uber Schwebungen und "modulierte Schwingungen" siehe Z. B. Handbuch der 
Experimentalphysik, Bd. 17, 1. Teil, S.30. Leipzig 1934. 

Ziff. 9. 1. E. LEHR bezeichnet den schwingenden Anteil als Blindleistung, an vielen 
Stellen, unter anderem Schwingungstechnik, Bd.2, S.103. Berlin 1934. Hierzu vergleiche 
J. FISCHER: Ing.-Arch. Bd.6 (1935) S.440. 

Ziff.l0. Uber FOURIERsche Reihen im allgemeinen: 1. W. ROGOSINSKI: FOURIERSche 
Reihen. Sammlung GOSCHEN Nr. 1022; mit praktischen Hinweisen: 2. A. EAGLE: A practical 
treatise on FOURIER'S Theorem and harmonic analysis. London 1925; hierzu siehe auch: 
3. G. KOEHLER U. A. WALTHER: FOURIERSche Analyse von Funktionen mit Spriingen, 
Ecken und ahnlichen Besonderheiten. Arch. Elektrotechn. Bd.25 (1931) S.747. Uber 
numerische Verfahren siehe 4. RUNGE-KoNIG: Numerisches Rechnen. Berlin 1924. (Grund­
lehren der mathematischen Wissenschaften Band 11.) Zu den Schemaverfahren siehe 
5. L. ZIPPERER: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. Berlin 1922 und 
6. P. TEREBESI: Rechenschablonen fiir harmonische Analyse und Synthese. Berlin 1930. 

Zweiter Teil. 

Ziff.22. 1. Uber Verschiebungsplane nach dem Verfahren von WILLIOT siehe Z. B. 
H. MULLER-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd.2, 1. Abt., S.59. 
Stuttgart 1907. 2. Siehe etwa A. KLEINLOGEL: Rahmenformeln, 5. Aufl., S. 94. Berlin 1925. 

Ziff.29. 1. Das graphische Verfahren zur Integration iiber dem Kehrwert ist Z. B. 
beschrieben bei TH. POSCHL: Einfiihrung in die ebene Getriebelehre, S. 13. Berlin 1932. 

Ziff.32. Uber MeBgerate siehe insbesondere H. STEUDING: Messung mechanischer 
Schwingungen. Berlin 1928. 1. Uber die Kurbelschwinge siehe Z. B. TH. POSCHL: Ein­
fiihrung in die ebene Getriebelehre, S. 50. Berlin 1932. Erorterungen iiber den Pallographen 
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bei 2. W. HORT: Technische Schwingungslehre, 2. Auf I., S. 82£. Berlin 1922 und 3. H. STEU. 
DING: Messung mechanischer Schwingungen, S. 38. Berlin 1928. 4. Verfahren von W. HART· 
MANN zur Ermittlung des Kriimmungsmittelpunktes von Punktbahnen siehe z. B. bei 
TH. POSCHL: a. a. O. S. 70. 

Zilf. 36. Das Diagramm 36/1 stammt von R. v. M:rSES: Elemente der Technischen 
Hydromechanik, 1. Teil, S. 188. Leipzig und Berlin 1914. 

Ziff.40. 1. Darstellung ahnlich der im Handbuch der Physik, Bd.5, S. 327. Berlin 1927. 
Ziff.41. 1. Siehe auch K. KLOTTER: Ing .. Arch. Bd. 7 S. 87. 2. SIMPsoNsche Regel siehe 

z. B. Hiitte I, 25. Aun., S. 83. 
Zilf.48. 1. H. STEUDING: Messung mechanischer Schwingungen, S.231. Berlin 1928. 
Zifl. 01. ttber Ortskurven der Elektrotechnik siebe die Lehrbticher iiber Theorie der 

Wechselstrome und folgende Einzelschriften: O. BLOCH: Die Ortskurven der graphischen 
Wechselstromtechnik. Ziirich 1917; G. HAUFFE: Die symbolische Behandlung der Wechsel· 
strome, GOSCHEN 991; G. OBERDORFER: Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik. 
Miinchen u. Berlin 1934. Fiir mechanische Schwingungen stammen ahnliche ttberlegungen, 
auch Ziff. 54, von W. SPATH: Ing.·Arch. Bd.2 (1931) S.651. 1. Fiir mechanische Schwin· 
gungen von C. RUNGE benutzt; erneute Darstellung stammt von H. v. SANDEN: Ing .. 
Arch. Bd.l (1930) S.645. 2. W. SPATH: Arch. Elektrotechn. Bd.28 (1934) S.257 oder 
Theorie und Praxis der Schwingungspriifmaschinen, S. 29. Berlin 1934. 

Zifl. 63. Die elektrischen Analoga sind ausfiihrlich behandelt worden von B. D. H. 
TELLEGEN: Arch. Elektrotechn. Bd.22 (1929) S.62. 

Ziff. 68. 1. W . SPATH: Theorie und Praxis der Schwingungspriifmaschinen, S. 53. Berlin 
1934. 2. Veroffentlichungen des Instituts der Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Boden· 
mechanik, Heft 1. Berlin 1933. 3. W. SPATH: Elektrotechn. Z. Bd.54 (1933) S.1O und 
Theorie und Praxis der Schwingungspriifmaschinen, S.55. Berlin 1934. 4. Z. B. E. LEHR: 
Schwingringstechnik, Bd.2, S.147. Berlin 1934. 5. VgI. z. B. H. LORENZ: Ing .. Arch. 
Bd.5 (1934) S.376. 

ZifI.69. Darstellung ahnlich der von L. S. JACOBSEN: Trans. Amer. Soc. mech.Engr. 
Bd. 52 (1930) S. 169 (APM-52-15). 

Zilf.60. 1. Siehe J. P. DEN HARTOG: Verh. III. into Kongr. techno Mech. Stockholm 
1930, S. 181; Bowie Phil. Mag. 1930 S. 801. 

ZifI.63. 1. Z. B. FOPPL·BECKER·HEYDEKAMPF: Die Dauerpriifung der Werkstoffe. 
Berlin 1929. 2. Diese Funktionen untersucht B. v. SCHLIPPE: Ing.·Arch. Bd. 6 (1936) S. 132. 

Zilf.64. 1. G. DUFFING: Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz 
und ihre technische Bedeutung. Sammlung Vieweg Heft 41/42. Braunschweig 1918. 
2. W. BUCHHOLD: Erzwungene Schwingungen bei vorhandenem Spiel zwischen Masse und 
Federung. Diss. Darmstadt 1933. 3. J. P. DEN HARTOG and S. J. MrKINA: Trans. Amer. 
Soc. mech. Engr. :Bd.54 (1932) (APM·54·15). 4. J. P. DEN HARTOG und R. M. HElLES: 
J. of Appi. Mech. Bd.3 (1936) S.127. 6. Ahnlich geht H. FROMM vor in BECKER·FROMM· 
MARUHN: Schwingungen in Automobillenkungen. Berlin 1931. 

Ziff. 67 u. 68. 1. TH. POSCHL: Ing .. Arch. Bd. 4 (1933) S. 98 untersucht den ungedampften 
Schwinger; die Integrale der Bewegungsgleichung werden auf FREsNELBche Integrale zuriick. 
gefiihrt. Mit Beriicksichtigung der Dampfung untersucht das Problem 2. F. M. LEWIS: 
Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. Bd.54 (1932) (APM.54.24). Dieser Arbeit sind auch 
die Abbildungen der Ziff. 68 entnommen. 

Zifl. 69. Beschreibungen von Anordnungen, mit denen sich angefachte Schwingungen 
herstellen lassen, findet man bei 1. R. W. POHL: Einfiihrung in die Mechanik und Akustik. 
Berlin 1930; diesem Buch sind auch einige unserer Beispiele entnommen. Eine groBe Zahl 
von angefachten Schwingungserscheinungen, die technische Bedeutung haben, beschreibt 
2. J. P. DEN HARTOG: Mechanical vibrations. New York u. London 1934; das Buch ist deutsch 
bearbeitet von G. MESMER: DEN HARTOG·MESMER: Mechanische Schwingungen. Berlin 1936. 
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