Einfiihrung in die
Technische Schwingungslehre

Von

Dr.-Ing. habil. Karl Klotter

Dozent an der Technischen Hochschule Karlsruhe

Frster Band
Finfache Schwinger

Mit 208 Abbildungen im Text

Berlin

Verlag von Julius Springer
1938



ISBN-13:978-3-642-89954-6  e-ISBN-13:978-3-642-91811-7
DOI: 10.1007/978-3-642-91811-7

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.

Copyright 1938 by Julius Springer in Berlin.

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1938



VYorwort.

Das Lehrbuch, dessen ersten Band ich hiermit vorlege, soll in die Technische
Schwingungslehre einfithren. Es fordert vom Leser an Vorkenntnissen nur die
Beherrschung der aligemeinen Sétze der Mechanik und der Elemente der Dif-
ferential- und Integralrechnung. Die Eigenart einer Einfiihrung verlangt sowohl
Ausfiihrlichkeit in der Darstellung wie Beschrinkung im Stoff. Demgemil(
habe ich alles beiseite gesetzt, was sich im Rahmen des Buches nicht vollstdndig
entwickeln lie8 und nur obenhin hitte erwihnt werden konnen. Meine Absicht
ist, das Wesen der Probleme dem Verstindnis des Lesers nahe zu bringen.
Deshalb war ich neben einer gewissen Ausfithrlichkeit der Darstellung ganz
besonders auf eine strenge, systematische Ordnung und auf eine klare Formu-
lierung der Begriffe bedacht. Ich hoffe, dafl die entwickelten Methoden und die
Auswahl des Stoffes den Leser instandsetzen, selbstindig weiter zu arbeiten
und neu an ihn herantretende Fragen zu ldsen.

Nach den erwihnten Gesichtspunkten habe ich auch die methodischen
Hilfsmittel gewihlt. Um die brauchbarsten Werkzeuge zu bieten, wandte ich
manchmal Bezeichnungen und Begriffe an, die noch wenig in Gebrauch sind,
oder schuf solche ganz neu, wenn von ihnen eine Klirung der Sachlage oder
eine Erleichterung des Verstéindnisses erwartet werden konnte. In der Regel
stammen die iitbernommenen Methoden und Begriffe aus der elektrischen Wechsel-
stromtechnik, oder sie sind entsprechend den dort eingebiirgerten neu gebildet.
So habe ich von vornherein folgerichtig die komplexe Schreibweise fiir die
harmonischen Schwingungsvorginge angewendet, die den Rechnungen eine groBe
Anschaulichkeit verleiht, und habe analog den ,.komplexen Widerstinden
und ,.komplexen Leitwerten* die Begriffe der ,,komplexen Federzahlen* und
,.Jkomplexen EinfluBzahlen‘ gepriigt; sie leisten bei der Behandlung mecha-
nischer Schwingungen dieselben guten Dienste wie jene Begriffe bei den
elektrischen Schwingungen.

Der Plan des Buches entstand aus den Erfahrungen des Unterrichts, fir
seinen Aufbau waren vor allem didaktische Gesichtspunkte maBgebend, sein
Inhalt will weitgehend die Bediirfnisse der Praxis befriedigen. Damit ist auch
gesagt, fiir welche Leser das Buch bestimmt ist: Fir alle, die sich um Schwin-
gungsprobleme bemiihen, mégen sie noch auf der Hochschule lernen oder schon
im Berufsleben arbeiten.

Das Werk ist eingeteilt in drei Binde. Der vorliegende erste Band behandelt
die Systeme von einem Freiheitsgrad, die ,einldufigen oder kurz ,,einfachen*
Schwinger. Er vermittelt die Kenntnis der Grundbegriffe und der grundsétz-
lichen Methoden der Schwingungslehre. Der zweite Band, der diesem ersten
bald folgen wird, handelt von den Systemen mit mehreren, aber endlich vielen
Freiheitsgraden, den ,,mehrliufigen Schwingern. Da die meisten der technisch
wichtigen Schwinger hierher gehoren, ist der Inhalt dieses Bandes besonders
stark den Anwendungen zugekehrt. Es werden unter anderem die mannigfachen
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Berechnungsverfahren der Praxis fiir die Torsions- und Biegeschwingungen in
den Maschinenanlagen dargestellt und einer kritischen Wiirdigung unterzogen.
Der sich spéter anschlieBende dritte Band wird dann die Schwinger von unend-
lich vielen Frejheitsgraden, die kontinuierlichen Systeme, mit ihren besonderen
Fragestellungen und Methoden umfassen.

Ein groBer Teil des Stoffes (insbhesondere des zweiten Bandes) wurde teils
angeregt und vorbereitet, teils erweitert durch die Arbeit in einem durch mehrere
Jahre fortgefithrten Seminar, das ich an der Technischen Hochschule Karlsruhe
gemeinsam mit den Herren Professoren K. voN SANDEN (jetzt in Kiel) und
O. KrAEMER abhielt. Beiden Herren mdchte ich auch an dieser Stelle danken
fir ihren hervorragenden Anteil an der Klarung vieler Fragen. Manche An-
regung verdanke ich auch meiner fritheren, langjihrigen Zusammenarbeit mit
Herrn Professor Dr. TH. PéscHL.

SchlieBlich bin ich noch einer Reihe junger Mitarbeiter zu Dank verpflichtet,
deren treue Hilfe wesentlich zum Zustandekommen des Buches beitrug: Herr
Dipl.-Ing. H. vax HULLEN, jetzt in Krefeld, fertigte die erste Niederschrift
nach Aufzeichnungen in meiner Vorlesung; Herr Dipl.-Ing. AporLr MEIEr und
Herr Lehramtsreferendar H. HEINZERLING in Karlsruhe zeichneten die meisten
der Figuren und unterstiitzten mich auch sonst mit Rechenstift und Rechen-
schieber. Herr HEmwzErRLING und Herr Dipl.-Ing. H. PéscuL in Berlin halfen
beim Lesen der Korrekturen und gaben viele wertvolle Hinweise.

Die Karlsruher Hochschulvereinigung foérderte die Herstellung des Manu-
skripts und der Zeichnungen durch Gewihrung von geldlichen Beihilfen.

Karlsruhe, im Dezember 1937.
K. KLOTTER.
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Zur Ausfiibrung des Satzes sei folgendes bemerkt: Um die Ubersicht zu
erleichtern, ist (neben den Beispielen) der Text in Kleindruck gesetzt an solchen
Stellen, die keine tragenden Teile des weiteren Aufbaues darstellen; sie kénnen
bei einer ersten Kenntnisnahme daher auBler Betracht bleiben. Der Platz-
ersparnis wegen ist hédufig von schrigen Bruchstrichen Gebrauch gemacht.
Dabei gelten alle Faktoren hinter dem Bruchstrich als im Nenner stehend, soweit

nicht besondere Zeichen andere Hinweise geben. Beispiel: b/2Vac = 21/%
a



Erster Teil.

Kinematik des einfachen Schwingers,
allgemeine Schwingungslehre.

1. Gliederung der Schwingungslehre. Alle drei Binde dieses einfiihrenden
Lehrbuches beschiftigen sich im wesentlichen mit mechanischen Schwin-
gungen; die Lehre von den Schwingungen wird hier als ein Teil der Mechanik
behandelt. Aus der groBen Mannigfaltigkeit der Bewegungsformen, die die
Mechanik kennt, werden jene Bewegungen herausgegriffen, die ein besonderes
Merkmal, das der Wiederholung, aufweisen. Die Heraushebung und Einzel-
behandlung wird gerechtfertigt durch die grofe Bedeutung, die solchen Be-
wegungsformen zukommt.

Die mechanischen Systeme lassen sich ordnen nach dem Grad ihrer Freiheit,
d.i. nach der Zahl der zur Beschreibung ihrer Lage oder ihrer Bewegung not-
wendigen Koordinaten. In diesem ersten Bande untersuchen wir Systeme, die
etnen Grad der Freiheit aufweisen. Ihre Lage wird durch eine Koordinate,
etwa q, ihre Bewegung durch eine Funktion ¢(f) beschrieben. Schwingungs-
fahige Systeme von einem Grad der Freiheit nennen wir einldufige oder auch
etnfache Schwinger. Beispiele sind in Ziff. 11 aufgezihlt.

Die Schwingungen gehéren als Bewegungsvorginge nach der iiblichen Ein-
teilung der Mechanik

Mechanik
|

| |
Kinematik Dynamik
I

Statik Kinetik

in die Kinematik und in die Kinettk. Dementsprechend zerlegen wir auch unseren
Stoff in zwei Teile. Im ersten Teil dieses Bandes wird die Kinematik des ein-
fachen Schwingers behandelt. Hier untersuchen wir die Schwingungen hin-
sichtlich ihres Ablaufs in Raum und Zeit; wir betrachten nur die duflere
Erscheinungsform der Schwingungen ohne Riicksicht auf die Krifte, die bei
der Bewegung auftreten oder die die Bewegung erst hervorrufen. Die Unter-
suchung der Schwingungen im Zusammenhang mit den Kréiften erfolgt im
zweiten Teil, der die Kinetik der Schwingungen behandelt.

Die Begriffe und Ergebnisse, mit denen man es in der Kinematik der
Schwingungen zu tun hat, gehéren nicht nur der Mechanik an. Sie sind all-
gemeiner Natur und passen auf jeden periodisch verénderlichen Vorgang,
gleichgiiltig, ob es sich dabei um die Anderung einer mechanischen, elektrischen,
optischen, thermischen oder sonstigen physikalischen Grofle handelt. Zum
groflen Teil sind die Begriffe, die in der Mechanik verwendet werden, in jenen

Klotter, Schwingungslehre I, 1



2 I. Kinematik des einfachen Schwingers. Ziff. 2, 3.

anderen Fachgebieten (insbesondere in der Akustik und Wechselstromtechnik)
ausgebildet und spéter erst in die Mechanik eingefithrt worden. Deshalb wird
das Gebiet, das wir als Kinematik der mechanischen Schwingungen behandeln,
auch als allgemeine Schwingungslehre bezeichnet.

2. Grundlegende Begriffe. Eine Schwingung im kinematischen Sinn (iiber
die kinetische Definition vgl. Ziff. 12) ist ein Vorgang, bei dem eine physikali-
sche GroBe (mechanischer oder anderer Natur) sich in einer solchen Weise mit
der Zeit dndert, dal bestimmte Merkmale regelmilig wiederkehren. Zunichst
beschiaftigen wir uns, um die notwendigen Begriffe entwickeln zu kénnen,
mit der besonderen Klasse der periodischen Schwingungen.

Wir definieren: Periodische Schwingungen sind solche, bei denen nach
Ablauf einer gewissen Zeit, der Periode oder Schwingdauer T', der Vorgang sich
vollstandig und mit allen Neben-

N T- umsténden wiederholt. Gedampfte
A~ A Schwingungen, die etwa nach

_______ - Abb. 34/1 oder 35/1 verlaufen, sind

SEmEm \ / A daher keine periodischenVorginge.

0 / [~ AN, Zur Festlegung der Schwingdauer
ZEU \_f“ G 7 K geniigt es auch nicht, daB die

T Veranderliche, die schwingende

Abb. 2/1. Diagramm einer periodischen Schwingung. GroBie Selet, den urSpriingliOhen

Wert wieder annimmt. ¢, und ¢
im Diagramm der Abb.2/1 bestimmen keine Periode. Neben dem Ausschlag
miissen sdmtliche zeitlichen Ableitungen dieselben sein. Den Komplex der
Merkmale: Ausschlag mit allen zeitlichen Ableitungen (Geschwindigkeit, Be-
schleunigung und hoéheren Ableitungen) bezeichnet man als die Phase einer
Bewegung, hier also der Schwingung. Die Schwingdauer ist jene Zeit 7', nach
der eine Phase zum erstenmal wiederkehrt. Man kann 7' dabei von irgend-
einem Zeitpunkt #; aus messen; z. B. ist (Abb. 2/1)

T=t—ty=t—t, =t'—t.

3. Harmonische Schwingungen. Die periodischen Vorgéinge kénnen von so
mannigfaltiger Art sein und so verwickelt verlaufen, dal eine allgemeine Theorie
solcher Vorginge auf groBe Schwierigkeiten stofen wiirde, wenn nicht ein
bemerkenswerter Umstand zu Hilfe kime. Nach einem allgemeinen (mathe-
matischen) Satz 1iBt sich ndmlich jede periodische Funktion aufbauen aus
einer Reihe von sehr einfachen periodischen Funktionen, den harmonischen
Funktionen.

Harmonische Bewegungen werden z. B. beschrieben durch die Gleichungen

xl(t):asin27t~-tf oder t):bcos2ni. (3.1
T 2 T

Wir sehen: ¢ und —a sind die Extremwerte, welche z;, 6 und —b die Extrem-
werte, welche x, annehmen kann; ferner: diese Extremwerte oder irgendwelche
festen Zwischenwerte kehren bei Ablauf der Zeit ¢ in gleichen Zeitabstinden 7'
immer wieder. Die positive GroBe e, die angibt, welchen groBten positiven
oder negativen Wert eine Schwingung z, annehmen kann, heilt Amplitude
oder Schwingweite.



Ziff. 4. Die erzeugende Kreisbewegung. 3

Unter allen periodischen Vorgingen nehmen die harmonischen eine be-
sondere Stellung ein. Sie sind die Bausteine, aus denen man jeden periodischen
Vorgang aufbauen kann, und in die er sich auch wieder zerlegen 1a3t. Die Zer-
legung eines periodischen Vorgangs in seine harmonischen Bestandteile bezeichnet
man als seine harmonische Analyse (siehe Ziff. 10).

Diese Zerlegung in die ,,Harmonischen® ist mehr als eine formale mathe-
matische Operation; die Teilschwingungen haben physikalische Realitdt. Viele
mechanische Systeme werden durch harmonisch verlaufende Krifte, die eine
gewisse genau angebbare Periode 7' haben, zu sehr groBen Ausschligen angeregt
(Resonanz). Verlduft nun die anregende Kraft nicht harmonisch, sondern in
irgendeiner andern Weise periodisch, etwa so, wie das Drehkraftdiagramm
einer Dieselmaschine (Abb. 8/3a) angibt, und enthélt diese periodische Funktion
als Bestandteil (Abb. 8/3b, ¢) auch jene Harmonische, die fiir sich allein die
groBen Ausschlige bewirken wiirde, so wird das System unter dem EinfluB}
der genannten Kraft ebenfalls zu den groBen Ausschligen angeregt: Es spricht
auch auf eine in der periodischen Funktion verborgene Harmonische an. Der
Schwinger wirkt somit als mechanischer harmonischer Analysator.

4, Die erzeugende Kreishewegung. Eine jede harmonische Bewegung 148t
sich auffassen als Projektion einer gleichférmigen Kreishewegung auf eine Gerade
und kann in dieser Weise

auch durch Mechanismen er- & T 9“b
zeugt werden (Kreuzschleifen- p AN
kurbel, Abb. 4/1). Durchliuft wta;;/:a
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Abb. 4/1. Kreuzschleifenkurbel. Abb. 4/2. Harmonische Schwingungen als Projektionen einer

gleichférmigen Kreisbewegung.

der Punkt 4 (Endpunkt des Vektors a in Abb.4/2a) den Kreis vom Halb-
messer @ mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w, so bewegt sich seine
Projektion A’ auf der Lotrechten harmonisch, ebenso die Projektion A’" auf
der Waagrechten oder A"’ auf einer geneigten Geraden g. Beginnen wir die
Zeitzahlung in jenem Augenblick, in dem sich 4 in A, befindet, so 1ifit sich
die Bewegung von A’ auf der Lotrechten darstellen durch die Gleichung

y=asinwt, (4.1a)
l*
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die von 4’ auf der Waagrechten durch
x=acosmt (4.1D)
und die von 4"’ auf g durch
y; =asin (wt+ ¢g). (4.1c)
Durch Auftragen der Projektionen iiber einer #-Achse erhélt man die Sinoiden
der Abb.4/2b,c,d. (Die Bewegungsrichtung auf dem Kreis ist gleichgiiltig;
hier und im folgenden ist der Gegensinn des Uhrzeigers gewihlt.)

Die Periode T der Schwingung ist die Zeit, welche der Punkt 4 (bzw. der
Vektor a) bendtigt, um den vollen Kreisumfang zu durchlaufen (bzw. den
Winkel 2 7 zu iiberstreichen). Da A4 mit der Winkelgeschwindigkeit o umléuft,
ist

=27 oder T =2x. (4.2)
Die Winkelgeschwindigkeit w der erzeugenden Kreisbewegung wird auch die
Kreisfrequenz der Schwingung genannt. Sie hat die Dimension T! und wird
daher in s=! gemessen.

Der Kehrwert der Periode, 1/7, der die Anzahl der Umldufe in der Zeit-
einheit angibt, heillt Schwingzahl oder Frequenz,

1
=7 4.3)
Frequenz und Kreisfrequenz sind daher durch die Beziehung
w=2xnf

verbunden. o und f haben die gleiche Dimension. Die Einheit fir f bezeichnet
man als 1 Hertz (1 Hz), wihrend man o in s angibt. Durch diese Unter-
scheidung in der Benennung beugt man Verwechslungen vor.

Als Phase einer Bewegung definierten wir den Komplex von Ausschlag,
Geschwindigkeit, Beschleunigung und den hdheren Ableitungen. Bei den
harmonischen Bewegungen hingen diese Gré8en — wie bekannt — in einfacher
Weise zusammen. Der augenblickliche Bewegungszustand ist vollkommen
bestimmt, wenn man den Winkel ¢ kennt, der die augenblickliche Lage des
Punktes 4 auf dem Kreis angibt: Die Phase der Bewegung ist durch den Winkel
@ = @o + wt festgelegt. Er heillt deshalb der Phasenwinkel (oft wird er selbst
Phase genannt).

Laufen zwe:i Vektoren ¢, und a als Erzeugende von zwe: Schwingungen
derart um, dal sie stets gleichgerichtet sind, also stets denselben Phasenwinkel ¢
aufweisen, so heiflen die beiden Schwingungen phasengleich oder in gleicher
Phase, kurz tn Phase. Die Schwingungen erreichen dann im gleichen Zeit-
punkt ihren positiven oder ihren negativen Scheitelwert und nehmen im gleichen
Zeitpunkt den Wert Null an. Sie unterscheiden sich iiberhaupt nur um einen
festen, zeitunabhingigen Faktor, der durch das Verhiltnis der Lingen der
Vektoren gegeben ist. In Abb. 4/3 sind die beiden Vektoren a, und a in ihrer
Ausgangslage zur Zeit =0 gezeichnet. Die (durch Projektion auf die Lot-
rechte) erzeugten Schwingungen verlaufen nach den Gleichungen

yh=msinwt und y=gasinwt.
Eine andere Schwingung y,, deren erzeugender Vektor a, den konstanten
Winkel «, mit dem erzeugenden Vektor a; der Schwingung y, einschlief3t,
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wird durch die Gleichung

Yo =y sin (0 + a,)
dargestellt, wenn der erzeugende Vektor von y, gegeniiber dem von y; nach
vorn, also in der Bewegungsrichtung verschoben ist. Dann ist fir jeden Zeit-
punkt ¢, = ot der Phasenwinkel von y; und @, = wt4-«, der von y,; die
Phasenwinkeldifferenz ist «,. Die konstante Phasenwinkeldifferenz wird der
Kiirze halber meist als Phasendifferenz oder Phasenverschiebung (oder auch un-
zweckmiBig als Phasenwinkel) der beiden Schwingungen bezeichnet. Die durch
Projektion von g, entstehende Schwingung

Y = Gy 8in (0 §— o)
eilt der Schwingung %, um den Winkel «, nach. Im Diagramm Abb. 4/3b sind
die Maxima, Nullstellen und alle anderen Phasen einer voreilenden Schwingung

y b I:ftgz
B <
/S
4 //y \\
4
¢
Y3

Abb. 4/3. Harmonische Schwingungen verschiedener Amplitude und phasenverschobene Schwingungen
mit ihren erzeugenden Vektoren.

nach links verschoben, die einer nacheilenden Schwingung nach rechts. Die
Zeit t,, um welche die voreilende Schwingung eine Phase ¢ friiher annimmt als
die Vergleichsschwingung, ist diejenige Zeit, welche der Vektor braucht, um
den Winkel o zu durchlaufen, also
o

ty = (4.4)
Sie heiBt die Phasenverschiebungszeit. Ist der Phasenverschiebungswinkel o
positiv, dann eilt die Schwingung der Vergleichsschwingung vor, ist « negativ,
so eilt sie nach. Kiirzer spricht man auch vom Voreilwinkel oder Nacheilwinkel
und ebenso von der Voretlzeit und Nacheilzedt.

Notwendig und hinreichend zur vollstindigen Kennzeichnung einer harmo-
nischen Schwingung sind demnach die drei GroBen: Amplitude, Frequenz und
Phasenverschiebungswinkel.

Bei Verschiebungsschwingungen eines Punktes auf einer Geraden hat die erzeugende
Kreisbewegung eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. Wir kénnen aber bei allen anderen
harmonischen Schwingungsvorgingen — auch solchen nichtmechanischer Natur — eben-
falls von einer erzeugenden Kreisbewegung sprechen. Wir verstehen dann darunter die-
jenige Bewegung, durch deren Projektion das Ausschlag-Zeit-Diagramm entstanden gedacht
werden kann.

5. Diagrammvektoren, komplexe Schreibweise. Harmonische Schwingungen
konnen — wie gezeigt — durch Projektion einer gleichférmigen Kreisbewegung
entstanden gedacht werden. Wir wollen diesen anschaulichen Vorgang nun
in Formeln fassen. Zur Bezeichnung des wandernden Kreispunktes bedienten
wir uns eines sich drehenden Vektors, des Diagrammuvekiors. Wenn es sich bei
der Schwingung um die zeitliche Anderung des Betrages einer physikalischen
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VektorgroBe handelt, so muBl man zwischen diesem Vektor und dem Diagramm.
vektor scharf unterscheiden. Schwankt z. B. nur der Betrag des physikalischen
Vektors harmonisch, so bleibt seine Richtung im Raume erhalten, wihrend
der Diagrammvektor umlauft. Andert sich auBer dem Betrag auch die Richtung
des physikalischen Vektors, so handelt es sich um ein System mit mehr als einem
Freiheitsgrad. Fiir solche Systeme ist unsere Darstellung nicht mehr ohne
weiteres anwendbar.

Diagrammvektoren liegen in einer Ebene und bewegen sich nur in einer
Ebene. Zur Beschreibung der Bewegung, die der Endpunkt des Vektors in der
Ebene ausfiihrt, ist die Heranziehung von Zahlen notwendig, deren jede einem
Punkt in der Ebene ein-eindeutig zugeordnet ist (so wie die reellen Zahlen den
Punkten einer Geraden). Ein System solcher Zahlen stellen die komplexen
Zahlen (x 4 iy) dar. Der Faktor ¢ des zweiten Teiles hat dabei keine andere
Bedeutung als anzuzeigen, daBl y Koordinate der zweiten Richtung ist. Da
nun die Punkte einer Ebene auch die von einem Ursprung nach diesen Punkten
gezogenen Vektoren eindeutig festlegen, so bestimmen sich auch die Vektoren
und die komplexen Zahlen wechselseitig; sie sind gleichwertig, ja wir kénnen
sie geradezu identifizieren: Die den wandernden Kreispunkt beschreibenden
Diagrammuektoren sind komplexe Zahlen, und die ebene Vektorrechnung ist (fir
die Operationen der Addition wnd Subtrakiion) die Rechnung mit komplexen
Zahlen.

(Ebene) Diagrammvektoren und Vektoren des dreidimensionalen Raumes
werden wir auch in der Schreibung unterscheiden. Wo in diesem Buch (ganz
selten) physikalische Vektorgrélen vorkommen, bezeichnen wir sie durch iber-
strichene lateinische Buchstaben, z. B. p, v; mit deutschen (Fraktur-) Buch-
staben bezeichnen wir dagegen durchweg die Diagrammvektoren und die ihnen

gleichwertigen komplexen
v Zahlen.

Eine komplexe Zahl q
kann man in einer der bei-
den Formen darstellen:

a=z+11y (5.1a)
(Zerlegung in reellen und
imagindren Bestandteil ;

Abb. 51, Abb.5/2. kartesisches Xoordinaten-

Diagrammvektor und Amplitude, komplexe Amplitude. system),
komplexe Zahl.

a=ae? (5.1b)
(Zerlegung in Betrag und Richtungsfaktor; Polarkoordinatensystem) (Abb. 5/1).

Da es unsere Aufgabe ist, die Wanderung eines Punktes auf einem Kreis
zu beschreiben, empfiehlt sich die Benutzung der zweiten Darstellungsform.
Die komplexen Zahlen a, die die Punkte eindeutig festlegen, welche der End-
punkt A des Diagrammvektors a auf dem Kreise bei seiner Wanderung durch-
lauft, haben festen Betrag und verdnderlichen Richtungsfaktor. Bewegt sich 4
von der Ausgangslage 4, (Abb. 5/2) mit gleichférmiger Drehgeschwindigkeit w,
0 ist ¢ =w? und

0 =adwt, (5.2)
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Hat A zur Zeit ¢ =0 die Lage A, (Abb. 5/2), die durch den Phasenwinkel «
bestimmt wird, so wird die Lage von 4 zur Zeit ¢ durch die komplexe Zahl
a=ael@ted (5.3)
angegeben. Dieser Zahl kann man durch Abspalten des Zeitfaktors e!“! die
Form geben
a0 =ae@tot = gglgint — 9 giv?, (5.4)
Wir wollen die komplexe Zahl U = a¢'*, die durch Abspalten des Zeitfaktors
entsteht, die komplexe Amplitude der Schwingung nennen. Sie gibt die Lage
des Vektors a zur Zeit ¢ = 0 an und wird deshalb auch als Nullvektor bezeichnet.
Der Absolutbetrag a der komplexen Amplitude ¥ ist die Schwingungsweite
(Amplitude); dariiber hinaus gibt U auch die ,,Phasenlage” der Schwingung.
Die komplexen Amplituden von Schwingungen, deren Diagrammvektoren zur
Zeit t =0 in A, endigen, « = 0 (Abb. 5/2), sind reelle Zahlen, %, = a.

Die GL (5.4) beschreibt das Wandern des Punktes 4 oder das Drehen des
Vektors a, also die erzeugende Kreisbewegung. Eine Schwingung entsteht durch
Projektion des Vektors a auf eine Gerade. Dem Projizieren auf Waagrechte
oder Lotrechte entspricht rechnerisch die Bildung des reellen oder imaginiren
Bestandteils der komplexen Zahl a. Die Schwingung der Abb. 4/2b wird daher
durch die Gleichung beschrieben

y = Jm(a) = Jm(A e, (5.5a)
die der Abb. 4/2¢ durch
x = Re(a) = Re (A eivh). (5.5b)

Da ¢i® = cosd + i sin® und in diesem Beispiel A = ¢ ist, so ist (5.5a) gleich-
bedeutend mit

y=asinwt (5.6a)
und (5.5b) mit

r=acoswt (5.6Db)
der gewohnlichen Schreibweise. Die GIn. (5.6a) und (5.6b) sind die Gleichungen
der Kurven von Abb. 4/2b u. c.

Die komplexe Schreibweise hat es erméglicht, den anschaulichen Vorgang
der Kreisbewegung und der Projektion in Gleichungen zu fassen.

Bei der Untersuchung harmonischer Schwingungen, insbesondere beim
Vergleich mehrerer, bedient man sich zur Veranschaulichung des Vorgangs
statt der sinusférmigen Ausschlag-Zeit-Linien stets nur der Diagrammvektoren,
die in der Ausgangsstellung, d.i. als komplexe Amplituden (Nullvektoren),
aufgezeichnet werden. So ist z. B. auch die Abb. 4/3a aufzufassen. Die dort
eingezeichneten Vektoren a, a,, a,, a; sind die komplexen Amplituden der in
Abb. 4/3b gezeichneten Sinoiden. [In Zukunft werden wir die komplexen Ampli-
tuden mit groBen (deutschen) Buchstaben bezeichnen.]

Rechnet man ,komplex*, so beschéftigt man sich mit der erzeugenden
Kreisbewegung. Aus der Kreisbewegung entstehen die Schwingungen durch
Projektion. Die auf verschiedene Geraden vorgenommenen Projektionen ein-
und derselben Kreishewegung unterscheiden sich durch den Phasenverschiebungs-
winkel. Eindeutig wird die Zuordnung von Schwingung und Kreishewegung
erst, wenn die Projektionsrichtung vorgeschrieben oder ein fiir allemal ver-
abredet ist.
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Mehrere Schwingungen der gleichen Frequenz werden durch ein Vektor-
biischel (Abb. 5/3), das mit der Drehgeschwindigkeit o umliuft, dargestellt.
Die harmonisch verdnderlichen GréBen erhdlt man als Projektionen der um-
laufenden Vektoren des Biischels auf eine Gerade g. Das Biischel miiite also

b in vielen Lagen gezeichnet werden. Diese
/i Unbequemlichkeit kann man dadurch um-
’ gehen, daB man, anstatt das Biischel mit der
~ Geschwindigkeit @ rotieren zu lassen, dieses
festhilt und die Bezugsgerade ¢, die Zeitlinie,
sich im entgegengesetzten Sinn, also mit der
Geschwindigkeit —w drehen 1iBt. Die relative
Lage von Biischel und Zeitlinie ist nach beiden
Verfahren in jedem Augenblick die gleiche.

6. Geschwindigkeit, Beschleunigung. Neben

der harmonisch verinderlichen GroBe

y=asinwt (6.1a)

betrachten wir nun ihre zeitlichen Ableitun-
gen von der 1. und 2. Ordnung,  und %.
Es ist

Abb. 5/3. Vektorbiischel und gegenliufige Y —wacoswt (6.1Db)

Zeitlinie g. . 2 .
Y =—w?asinwi; (6.1¢c)

die Ableitungen sind wieder harmonisch. Den Verlauf geben die Kurven in
Abb. 6/1b an, wenn die Scheitelwerte a, wa und w?a jeweils durch dieselben
Strecken dargestellt werden.

a :; ) b
£ '\y‘ //"“\\)/,/'
\, // N\
q \ T // / \\
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\ \ 7
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Abb. 6/1. Harmonische Schwingung und ihre Ableitungen.

Betrachten wir die erzeugende Kreisbewegung, so haben wir wegen 1 = ¢/*/?
und 2=—1=¢"

y = Jm(a) = Jm(Ae'’) (6.2a)

¥ =3m(a) = Im(A: w et?t) = Jm (A "2 w e'°!) = Jm (L e'*¥), (6.2b)
wenn B — 9 o €2
ist,

Y =Jm(a) = Jm(A2 0? ) = Jm(Ae'™ w2e'*?) = Jm(B &Y, (6.2¢)
wenn

B = A w? ein
ist. Die drei Vektoren, durch deren Projektion die drei Schwingungen y, y
und y erzeugt werden, haben die Augenblickswerte a, v, b, die komplexen
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Amplituden %, B, B mit den drei Phasenverschiebungswinkeln 0, 7/2, r und die
(reellen) Amplituden a, aw, aw? (Abb. 6/1a). Denken wir uns die drei Vektoren
starr verbunden und mit der gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit & bewegt,
dann verlaufen die Projektionen ihrer Endpunkte auf die Lotrechte so, wie
die drei Kurven der Abb. 6/1b zeigen.

Als Ergebnis dieser Betrachtungen kénnen wir den allgemeinen Satz aus-
sprechen: Die Abgeleitete einer harmonischen Schwingung ist wieder eine
harmonische Schwingung, sie eilt der urspriinglichen
Schwingung um den Phasenwinkel 7/2 voraus. Die zweite
Ableitung eilt der urspriinglichen Schwingung um 7z voraus.

Die Tatsache des Voreilens der Geschwindigkeit vor dem Aus-
schlag kann man sich an einem einfachen Beispiel, dem Faden-
pendel im Schwerefeld (Abb. 6/2), leicht klarmachen. Beim Durch-
gang durch die tiefste Lage z. B. von links nach rechts erreicht
die Geschwindigkeit v ihren positiven Scheitelwert ,,,., nach einer
Viertelschwingung erreicht dann der Ausschlag & seinen groBten
Wert & = 90y,

In der Abb. 6/1 haben die Vektoren der erzeugenden Kreis-
bewegung fiir Ausschlag, Geschwindigkeit und Beschleunigung  Abb. 6/2. Fadenpendel.
gleiche Liange, die Kurven daher gleiche Scheitelwerte. Fiir die
Aufzeichnung des Scheitelwertes ¢ des Ausschlags y durch die Strecke s gilt der MaBstab

a

my = (6.32)

s
Im Geschwindigkeitsplan wird we durch s dargestellt; der MaBstab ist deshalb

wa

my = —— = wmy, (6.3b) ¥
der Beschleunigungsmaf@stab : J
mp= L% vty (6.3¢) @ St
Wird der erzeugende Vektor (oder die Amplitude der Kurve) ! |
im MaBstab m, aufgezeichnet, so muB man, um fir Ge- mmmmﬂm—%‘ l

schwindigkeit und Beschleunigung Vektoren gleicher Linge
und fiir die Kurven gleiche Amplituden zu erhalten, die Y
MafBstibe nach den Gln. (6.3) wihlen.

Beispiel. Wie liegt der Nullvektor % einer mit der Fre-
quenz w verlaufenden Schwingung, wenn zur Zeit =0 der b
Ausschlag g =g, die Geschwindigkeit ¢ =v, ist?

Man mufl unterscheiden, ob die Schwingung durch Pro-
jektion auf die x-Achse oder auf die y-Achse aus dem ==
Diagrammvektor hervorgehen soll, ob also die reellen oder 7 ’ H Iz
imagindren Teile der Diagrammvektoren die harmonisch ver- 3
anderlichen GroBen (Ausschlag, Geschwindigkeit usw.) be-
schreiben. Setzen wir zuniichst den zweiten Fall voraus (Pro- Abb. 6/3, Nullvektor aus
jektion auf die y-Achse), so stehen wir vor der Aufgabe, einen Anfangsausschlag und
Vektor 9 zu bestimmen, von dem wir seine eigene Projektion Anfangsgeschwindigkeit.
auf die y-Achse und die des um 90° nach vorn gedrehten Vek-
tors 1% kennen; die erste ist g,, die zweite vy/w. Wir miissen also zwischen die im Abstand g,
und vy/w zur z-Achse gezogenen Parallelen zwei aufeinander senkrecht stehende Vektoren
gleicher Lange so einpassen, daB8 die Spitze des einen auf der ersten Parallelen, die des
anderen auf der zweiten Parallelen liegt. Es ist Im% =g, und wegen der Ahnlichkeit der
schraffierten Dreiecke (Abb. 6/3a) Re A = vy/w, so daB

A= v0'+iQO
0
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wird. Wiirden wir die Schwingung durch die Realteile der Vektoren beschreiben, so
ergibe sich (Abb. 6/3Db)

denn es ist dann
Re A = gy, Re(? A ) = v,.

7. Zusammensetzung von harmonischen Schwingungen gleicher und ver-
schiedener Frequenz. Ein Punktkorper kann (etwa unter dem EinfluB mehrerer
bewegender Ursachen) zu gleicher Zeit mehrere Schwingungen ausfithren, die
sich einfach iberlagern. Das entstehende Bewegungsschaubild kann dann

Abb. 7/1. Zusammensetzung von harmonischen Schwingungen gleicher Frequenz.

gedeutet werden als Projektion der Summe der Diagrammvektoren der Teil-
schwingungen (da die Operationen $te und §m distributiv sind),

asin(w;t + o) +bsin{wy,t 4 f) =Jma+ Jmb=Jma+06). (7.1)

Erfolgen die Teilschwingungen mit derselben Frequenz o = w; == w,, so
drehen sich die Diagrammvektoren gleich schnell; sie behalten also ihre gegen-
seitige Lage bei. Die resultierende Schwingung ist wieder eine harmonische
Schwingung und entsteht durch Projektion des Summenvektors ¢ =a - b
(Abb.7/1). Aus dieser anschaulichen Tatsache folgen die
Gleichungen (Projektion auf die Lotrechte)

asin(wt+ o) +bsin(wt+ f) =csin(wt+7y),

wobei

c2=a?+b*+ 2abcos(f—ua) (7.2)
Abb. 7/2. Sonderfall: und

Sinusschwingung und

Kosinusschwingung, tgy — asin a 4 bsin g

" wcosat-Dbeosf

(Diese Gleichungen kénnten statt durch Zuhilfenahme der Figur auch durch
trigonometrische Umformungen gewonnen werden.) Fiir einen hiufigen Sonder-
fall, die Zusammensetzung einer Sinus- und einer Kosinusschwingung (Abb. 7/2),
schreiben wir das FErgebnis noch besonders an. Es ist

acoswit+ bsinwt = ¢sin(wt 4 y)
mit (7.3)

a

c2=a?+40* und tgy =7 -
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Diese Gleichungen gehen aus (7.2) hervor, wenn man dort & =z/2 und =10
setzt. Manchmal ist die Projektionsrichtung so vorgeschrieben, daf man
acoswi+bsinwt zu einer Kosinus-Funktion zusammenfassen will. Es ist
dann zweckmiBig zu schreiben (mit negativem Phasenverschiebungswinkel)

acoswt+bsinwi=ccos(wt—e). l

Hier gilt , (7.4)
v |

2=a*+b und tge=

Aus (7.2) erhdlt man diese Gleichungen, wenn man dort o = /2, § =0 und
y =7f2—¢& setut.
Aufgabe. Zeige fiir den Sonderfall der Zusammensetzung einer Sinus- und einer Kosinus-

schwingung, wie die Amplitude und der Phasenverschiebungswinkel der resultierenden
Schwingung [Gln. (7.3)] sich durch trigonometrische Umformungen gewinnen lassen.

Es soll
acoswt-+bsinwt=csin(wi-+y)

werden. Durch Entwickeln der rechten Seite nach dem Additionstheorem der Funktion
Sinus erhilt man
acoswt+bsinwt=c¢sinycoswt -} ccosysinwi,

woraus man schlieBt, daB a = ¢siny und b = ¢ cosy sein muB. Durch Quadrieren und
Addieren folgt ¢2 = a2 4 b2, durch Dividieren tgy = a/b wie in den Gln. (7.3).

Verlaufen die Teilschwingungen mit verschiedenen Frequenzen, so drehen
sich die Vektoren a und b verschieden rasch, ihre relative Lage bleibt nicht mehr

a ¥ b

Abb. 7/3. Beispiel einer Zusammensetzung zweier hallﬁm‘onis‘cgﬁr Schwingungen verschiedener Frequenz,
wy =2 0w, |a| = .

die gleiche, und der Summenvektor dndert seinen Betrag; seine Projektion kann
dann nicht mehr eine harmonische Schwingung ergeben. In Abb.7/3 ist ein
Beispiel gezeichnet, bei dem w, = 2w, und |a| =|b] ist.

Solange das Verhiltnis w,/w, durch das Verhiltnis zweier ganzer Zahlen n/m aus-
gedriickt werden kann, also rational ist, bleibt die Bewegung periodisch; denn aus
njm = o/wy = To/T, folgt n Ty =mT,=1T.

T ist die neue Periode. % und m geben an, wieviele Perioden der ersten und der zweiten
Teilschwingung in einer Periode der resultierenden Schwingung enthalten sind. Fir ein
nichtrationales Frequenzverhiltnis ist die resultierende Bewegung nicht mehr periodisch,
eine Phase wiederholt sich nicht ganz genau. Da aber jede irrationale Zahl beliebig
genau durch rationale angenihert werden kann (wobei Zihler und Nenner groie Zahlen
werden), erscheint auch eine Phase um so genauer wieder, je langer man wartet.
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Unter der Bezeichnung Schwebung ist eine Erscheinung bekannt, die
einer kurzen eigenen Betrachtung wert ist. Sie stellt einen Sonderfall der
Zusammensetzung zweier harmonischer Schwingungen mit nicht gleichen
Frequenzen dar und tritt auf, wenn die Frequenzen der beiden Teilschwingungen
nur wenig voneinander verschieden sind; sie wird um so ausgeprigter, je ge-
ringer auch der Unterschied der Amplituden der Teilschwingungen ist.

Wir untersuchen den Vorgang nicht rechnerisch, sondern betrachten die
Vektorbilder, die uns geniigende Auskunft geben, und zwar wihlen wir ein
Beispiel; es sei

|A[:|B]=4:45 und ;) w,=9:10.

Die resultierende Bewegung entsteht durch Projektion des Summenvektors
€ = A + B. Sie ist periodisch mit der Periode T' =9 7}, =10 7,. Der Summen-

vektor € lauft mit einer Winkel-

N B g geschwindigkeit um, die nicht vollig

2 | konstant, aber nahezu gleich w, oder

% w, ist. Seine Linge dndert sich wih-

oA u % % rend der ersten Umldufe nur wenig,

schlieBlich stdrker. Die Winkeldiffe-

| » renz ¢ zwischen % und € wichst
¢ &g &
c d e

‘ wahrend einer Schwebungsperiode um

a b den Betrag 2 m. Solange |€| groB
ist (in der Nihe des Schwe-

N ~ T ™~ bungsmaximums), andert sich
{ o P ¢ nur langsam, im Bereich
\ 4 kleiner Werte |€] (in der

AN V4 Néhe des Schwebungsmini-

\/\ /\/ mums) aber rasch. In Abb. 7/4
\ /
|

B

%I&

2

sind Augenblicksbilder der

N
Dat ; Vektoren U, B und € gezeich-
/\\< net zu den Zeiten
N
N
\
£ N

/
V/ a) t=0odert=97,=107,,

|
% b) t=T — T, 4+ =T
// )t—- 1= 2'{‘—9‘ 2

e N o) t=4T, = 4T, + ¢ T,

// \\

B - 5
Abb. 7/4. d) t=5T,=5Ty+ o T

Zusammensetzung zweier Schwingungen nahezu gleicher 9
Frequenzen und Amplituden; Entstehung einer Schwebung.

¢) t=8T,—8T,+ o T,
Aus ihnen liest man die geschilderten Eigenschaften leicht ab.

Die Bewegung ist keine harmonische Schwingung, da weder w noch ||
konstant sind. Man kann sie allerdings angenihert auffassen als eine harmoni-
sche Schwingung mit periodisch verdnderlicher Amplitude. Es gibt zwar eine
Schwebungsperiode, nidmlich 7', aber streng genommen keine Schwebungs-
frequenz, obgleich diese Bezeichnung fiir den Quotienten 2 /T gelegentlich
verwendet wird.

Wenn || =|®B| ist (,einfache Schwebung), geht |€| bei t = 7/2 durch
Null (,,Schwebungsknoten‘‘); der Winkel ¢ springt dort um den Betrag z. In
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Abb. 7/5 ist ein Beispiel einer solchen einfachen Schwebung angegeben. Bei-
spiele fiir Schwinger, die Schwebungen ausfithren koénnen, finden wir unter
den Systemen von zwei Freiheitsgraden. Wir behandeln sie im zweiten Band.

8. Beispiele: Die Drehmomente von
Kolbenmaschinen. Als Beispiel fiir die
Zerlegung periodischer Vorginge in har-
monische Bestandteile (Fourier-Analyse)
und auch fiir die Zusammensetzung von
Schwingungen betrachten wir einen be-
sonderen, technisch wichtigen periodi-
schen Vorgang, den Verlauf der Dreh-
momente in Kolbenmaschinen, und zwar
zunéchst bei Reihenmaschinen. Die Auf-
gabe erscheint auf den ersten Blick sehr
verwickelt. Da es sich dabei jedoch
um die periodische Verinderung einer

- . . . Abb. 7/5. Ausschlagbild einer Schwebung, deren
einzigen physikalischen Grofe, der Dreh- Teilschwingungen gleiche Amplituden haben.

momente (oder der ihnen proportionalen
Kréfte) handelt, so ist die Aufgabe rein ,,kinematischer* Natur, so dal die bisher ent-
wickelten Hilfsmittel zu ihrer Behandlung ausreichen.

Das Drehmoment M, das von einem jeden Zylinder ausgeiibt wird, ist proportional
den auf den Kurbelzapfen wirkenden Drehkriften P, denn es ist M/ — Pr. Die Drehkrifte
rithren her erstens von den (durch Explosion und Kompression) auf den Kolben ausgeiibten
Caskriften, zweitens von den Tragheits-
kriften (Massenbeschleunigungen) der hin- ,z;
und hergehenden Triebwerksteile. Wahrend 4o
die ersten nur vom Verlauf des Druckes im
Zylinder abhingen, der durch das Kolben-
weg-Druck-Diagramm (Indikatordiagramm) g}
angezeigt wird und in den meisten Féllen

5t

von der Geschwindigkeit der Maschine véllig T #r usouff ofnet

unabhangig ist, sind die Massenbeschleuni- 5 z7}-

gungen dem Quadrat der Geschwindigkeiten

proportional. Es ist daher zweckmiBig, die Br e

von den Gaskriften und von den Trigheits-  »f-

kraften herrithrenden Drehkrifte getrennt

zu untersuchen. Wir beginnen mit den Gas- or

kraften. A 7 S ~ =
o) Als erste Maschinengattung wihlen e Hubvolumen ’

wir eine einfachwirkende Zweitakt- Diesel- = b |

maschine. Zunichst beschrinken wir uns  Abb. 8/1. Indikatordiagramm einer Dieselmaschine.
auf die Betrachtung eines einzigen Zylinders.

TFir den Verlauf des (absoluten) Gasdruckes p im Zylinder einer solchen Maschine
(Indikatordiagramm) gibt Abb. 8/1 ein Beispiel. Der mittlere indizierte Druck ist hier
p="6kg/cm?, der Hochstdruck bei der Verbrennung 43 at, die Verdichtung geschieht auf
30 at, das Verdichtungsverhaltnis ist ¢=15,34. o.7. bezeichnet den oberen (duBeren)
Totpunkt, «.T. den unteren (inneren) Totpunkt des Kurbeltriebes. Die auf den Kolben
wirkende Kraft K, deren Betrag K = (p — 1)F ist (F = Kolbenfliche), wird in die Stangen-
kraft § und die Gleitbahnkraft G zerlegt, die Stangenkraft wieder in die tangentiell an
den Kurbelkreis wirkende Drehkraft P und die das Lager beanspruchende, radial gerichtete
Kraft L (Abb. 8/2). Bezeichnet =7/l das Verhéltnis des Kurbelradius 7 zur Lénge ! der
Treibstange, so findet man in Abhéngigkeit vom Kurbelwinkel o (der vom o.7. aus
gezihlt wird)

p A
& =sina [1 + "]771‘-%] = f(a,4). (8.1)
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Die von den Gasdriicken p auf diese Weise erzeugte Drehkraft ist P = (p — 1) F - f (o, A).
In Abb. 8/3a ist P/F iiber dem Kurbelwinkel « aufgetragen (,,Drehkraftlinie”). In diesem
Beispiel ist 1=1/4.

Die Drehkraft ist eine periodische Funktion. Periode ist der volle Drehwinke]l o =27
oder (bei gleichférmiger Drehung, mit der Zeit als unabhingiger Verdnderlichen) die Dauer
einer Umdrehnug der Maschinenwelle T’ = 27/w,, wenn w,
die Drehgeschwindigkeit der Welle bezeichnet. Die Funk-
tion laBt sich daher in harmonische Bestandteile zerlegen.
In Abb. 8/3b und ¢ sind die Ergebnisse einer nach dem
Schemaverfahren von L. ZiepERER (s. Ziff. 10 8) aus 24 Ordi-
naten der Abb. 8/3a durchgefiihrten harmonischen Analyse
eingezeichnet. Der MaBstab ist fiir die beiden Diagramme b
und ¢ verschieden gewéhlt (1:5), um auch die schwachen
Glieder noch anschaulich zur Geltung zu bringen. Die

Drehkraftlinie P setzt sich zusammen aus

; der konstanten ,mittleren Drehkraft” P,
und aus Sinuslinien, deren Amplituden die
GrofBe Py, P,, P, usw. haben. Diese Sinus-
linien kann man sich entstanden denken
|
0, S~ L - A 1
ar wl o7 @
= 7 Periode = 1Umarebung ——————-——-~|
Abb. 8/2. Zerlegung der Abb. 8/8a. Drehkraft P.

Kolbenkraft K.

durch Projektionen auf die Lotrechie der mit den Winkelgeschwindigkeiten

Q=jo (8.2)
rotierenden Vektoren $B;, die neben den Sinuslinien in der Nullstellung (wenn sich die Kurbel
im oberen Totpunkt befindet), d. i. als komplexe Amplituden, angezeichnet und in Abb. 8/3d

und e noch einmal vergréBert wiedergegeben sind. Auf jeden Kurbelzapfen werden also

D

Q.

N

25
e
\h‘\)

i

PPy

%‘ﬁ’
& ’\
L
<
Y
ST
//<
.,
C
~4
'
\\\
C
/&)!
o
J
<
7
&
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i

Abb. 8/3bu. c. Harmonische Bestandteile der Drehkraft, (5,Erregende*‘).

periodisch schwankende, harmonische Drehkréfte P;, auf dieWelle die Drehmomente M; = P;r
ausgelibt, deren Kreisfrequenzen ; der Reihe nach wy, 2wy, 3 wy ... jw, ... betragen,
also ganze Vielfache der Drehgeschwindigkeit w, der Maschine sind. Da diese harmo-
nischen Drehkriifte imstande sind, in einer elastischen Welle Drillungsschwingungen zu
erregen, bezeichnet man sie auch als Erregende erster, zweiter, usw. Ordnung. Die Ordnung j
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gibt das Verhaltnis £;/w, an. In allen Teilen der Abb. 8/3 sind nicht die Krifte P selbst,
sondern die Quotienten P/F angegeben (F = Kolbenfliche).

Wenn in der Maschine nicht nur ein Zylinder vorhanden ist, sondern eine Anzahl von
Zylindern in Reihe liegen, so setzen sich die von den einzelnen Zylindern herrithrenden Dreh-
momente (gemessen durch die Drehkréifte) in bestimmter Weise zusammen. Wir betrachten
die Kurbelwelle selbst als starr und untersuchen das ,,resultierende‘‘, von der Maschine
am Flansch abgegebene Drehmoment (zunichst soweit es von den Gaskriften herriihrt).
Nehmen wir als Beispiel eine Sechs-

zylinder-Maschine. Aus Griinden des ‘\QJ
Massenausgleichs versetzt man die Kur-
beln an der Welleum jeweils 60° und 148t
in der Reihenfolge 15 34 2 6 immer dann .
ziinden, wenn die betreffende Kurbel im \\\§\
TN
% NN
‘gl . i P & \ \ \
-~ 4 % N N
- F .
~ LN
—
P ¥ 5
d e

Abb. 8/3d u. e. Komplexe Amplituden der Erregenden bis zur 8. Ordnung; fiir Abb. 8/3d gilt der MaBstab
m= 1,25 kgem~2/1 em, fiir Abb. 8/3e gilt m= 0,25 kgem */1cm.

oberen Totpunkt steht. Kurbelversetzungswinkel und Ziindfolge pflegt man durch ein
schematisches Bild nach Abb. 8/4, einen sog. Kurbelstern, anzugeben. Der Kurbelstern
zeigt die Stirnansicht der Kurbelwelle in schematischer Weise.

Nun betrachten wir die einzelnen Harmonischen der Drehkrifte. Die konstante Kraft P,
versechsfacht sich, sie ist aber keine ,,Erregende“. Die Harmonische 1. Ordnung eines

(&)
a l B b B57
7] |
s 7 | o
) )
By
\ & =¥ @
% 7 B;
d l (5
| ¥
@
7 l B
Abb. 8/4. Kurbelstern einer Abb. 8/56. Komplexe Amplituden (Nullvektoren) der
Sechszylinder-Zweitaktmaschine. Erregerkrifte 1. Ordnung.

jeden Zylinders hat einen erzeugenden Vektor %, der jeweils zur Kurbel so liegt wie P,
in Abb. 8/3b zur Lotrechten nach oben. Da die 6 Kurbeln um jeweils 60° versetzt sind,
so sind es auch die mit der Geschwindigkeit 2, = w, der Welle umlaufenden Diagramm-
vektoren. Die Phasenverschiebungswinkel £{*) sind gleich den (gegen den ersten Zylinder
gemessenen) Kurbelversetzungswinkeln 9. Wir erhalten als Summe aller an der (zwischen
den Zylindern starr gedachten) Welle angreifenden harmonischen Drehkrifte 1. Ordnung
die Abb. 8/5a. Die oberen, eingeklammerten Zeiger bezeichnen die Zylinder. Die Vek-
toren S,Bg") der 6 Zylinder setzen sich insgesamt zur Summe Null zusammen, so dal auch die
6 zugehorigen Sinuslinien zu jeder Zeit den Wert Null ergeben. Mit anderen Worten:
Die 6 Erregenden 1, Ordnung, die von den 6 Zylindern herriihren, haben, wenn die Drehkraft-
linien wirklich iibereinstimmen und die Welle zwischen den Zylindern starr ist, nach auflen
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keinerlei Wirkung; sie heben sich innerhalb der Maschine auf. In der Regel ist die Lage
der Nullvektoren relativ zur Kurbel, also die Phasenlage der einzelnen Harmonischen im
Diagramm, gleichgiiltig, so dafl man verabredet, die Nullvektoren der Drehkraftharmo-
nischen (aller Ordnungen) des ersten Zylinders lotrecht nach oben anzuzeichnen. Man
pflegt also an Stelle von Abb. 8/5a ein Bild nach Abb. 8/5b anzugeben.

Etwas mehr Uberlegung erfordert die Zusammensetzung der Harmonischen héherer
Ordnung. Wir fassen irgendeine Ordnung jins Auge. Jeder Zylinder liefert eine harmonische

Drehkraft dieser Ordnung, deren Nullvektor 23](-") aus Abb. 8/3b oder ¢ hervorgeht, und der
(3

3
e
b
c
=3y
B ol
532(67 QZ =2ty Bz
B4
Bs
» o w7l
e 555
4 £
e Sp=b6wy
[e]
g %
(] - P >
%4& Qx/ 4 Wy SB » 95 - 5(00 SBf
gl/)

Abb. 8/6. Erregerkriifte der Ordnung 1 bis 6.

sich mit der Winkelgeschwindigkeit £;—jw, dreht. Welches sind nun die Phasenver-

schiebungswinkel ef;") der Vektoren 5,13;-") fiir die einzelnen Zylinder ? Die Phasenverschiebungs-

zeiten sind bekannt; sie betragen

£ ﬂ, (8.3)

Wo
da der Zylinder » ziindet, wenn die Welle sich um den Winkel 3 gedreht hat, und zwar
sind die Phasenverschiebungszeiten eines Zylinders » dieselben fiir die Harmonischen aller
Ordnungen, die der j-ten ist ebenso grol wie die der ersten. Phasenverschiebungswinkel &
und Phasenverschiebungszeit ¢ stehen, wie wir wissen, in der durch Gl. (4.4) angegebenen

Beziehung, die mit den hier benutzten Bezeichnungen e:(,.")—_—.()j 1*) lautet. Mit Benutzung

der Gln. (8.3) und (8.2) wird daraus
e
7

() _ 5 ,,(%)
o V=17 (8.4)

Der Phasenverschiebungswinkel des zum Zylinder » gehérigen Vektors EB(;‘ ) der Ordnung j
ist der j-fache Kurbelversetzungswinkel jenes Zylinders.

Fir die Nullvektoren der 2. Ordnung erhalten wir daher, wenn wie oben vereinbart P
lotrecht aufgetragen wird, die Abb. 8/6b, Es fallen jeweils zwei Vektoren in die gleiche
Richtung; insgesamt heben sie sich wieder auf, so daB auch die Harmonischen 2. Ordnung
nach auBlen keine Wirkung zeigen. Fiir die Nullvektoren der 3. Ordnung erhilt man die
Abb. 8/6¢c. Auch hier finden wir keine Wirkung nach auBen. Das Zustandekommen der
Abb. 8/6d und e fiir die Harmonischen 4. und 5. Ordnung ist nach dem Gesagten verstandlich;
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auch hier heben sich die von den einzelnen Zylindern herriihrenden Krifte innerhalb der
Maschine auf. Die Harmonischen 6. Ordnung heben sich dagegen nicht mehr auf, sondern
verstirken sich gegenseitig, so dafl wir als Resultierende eine Harmonische von der 6fachen
Amplitude erhalten (Abb. 8/6f). Untersucht man die Harmonischen héherer Ordnung auf
dieselbe Weise, so findet man, daB sich erst die der 12. Ordnung wieder bemerkbar machen,
und zwar erhalten wir auch dort als Amplitude der Resultierenden den 6fachen Betrag,
den die Amplitude der Harmonischen eines einzelnen Zylinders aufweist. In einer Sechs-
zylinder-Maschine, die einen regelmafigen Kurbelstern nach Abb. 8/4 hat, tilgen sich alle
Erregenden des Drehkraftdiagramms eines einzelnen Zylinders mit Ausnahme jener, deren
Ordnung ein ganzzahliges
Vielfaches der Zylinderzahl £ | | |
ist, also der 6., 12.,18. ... ! \ \ " )
Ordnung. Diese erscheinen \ / \ |
mit dem 6fachen Betrag. /I / I/ /AN, /
Das Ausloschen und Ver- / \\// \\// \\_,/ \ \ /] \
stirken der Harmonischen
kann man sich noch auf
andere Weise klar machen:

71
Man geht nicht vom Dreh- § 7
kraftdiagramm eines einzel-
nen Zylinders aus, sondern !

von einem durch Zusammen- Abb, 8/7. Resultierendes Drehkraftdiagramm.
fiilgen von 6 solcher Dia-

gramme entstehenden ,,resul-
tierenden‘ Drehkraftdiagramm der ganzen Maschine, wie es Abb. 8/7 zeigt; hier sieht man,
daB die Grundperiode der neuen periodischen Funktion 7T*=7/6 ist, daB daher die
Frequenz 2F der ersten Harmonischen der resultierenden Drehkraft QF= 60, = 6 o,
betriagt, woraus dann QF = 602, =12 w,, 2¥ = 6.0, = 18 w, usw. folgt.

Die Ubertragung der an der Sechszylinder-Maschine angestellten Uberlegungen auf
Reihenmaschinen mit anderen Zylinderzahlen bereitet keine Schwierigkeiten. Sind y
Zylinder vorhanden, ist der ,,Kurbelstern‘‘ regelméafig y-strahlig und
stimmen die Drehkraftdiagramme aller Zylinder genau iiberein, so
bleiben nur die Harmonischen der Ordnung y, 2 y, 3 y usw. aus dem
Drehkraftdiagramm eines einzelnen Zylinders iibrig, diese jedoch mit
dem y-fachen Betrag.

B) Etwas verwickelter als bei der Zweitaktmaschine liegen die
Verhiltnisse bei der Viertaktmaschine. Bei dieser erfolgt je eine
Zindung in jedem Zylinder innerhalb zweier Umdrehungen der Welle.
Die Grundperiode des Drehkraftdiagramms (das allerdings eine von
Abb.8/3a abweichende Form hat) betragt hier, wenn w, wieder die 4y, g/3. Kurbelstern

2x i Sechszylinder-
Drehgeschwindigkeit der Kurbelwelle bedeutet, 7 = 2 - 27/wy = 2" *Viertaktmasehine,
0,

Der Diagrammvektor der ersten Harmonischen des Drehkraftdia-

gramms eines einzelnen Zylinders lduft daher mit der Geschwindigkeit £; = /2 um,
der der zweiten mit £2,=2 w,/2, der der »-ten mit Q2,=»w,/2. Bezieht man die Dreh-
geschwindigkeit 2, der Diagrammvektoren auf die Drehgeschwindigkeit w, der Kurbel-
welle, 5o erhilt man Q,=1%/2 + w,. Es ist deshalb im Maschinenbau fiblich, bei den Viertakt-
maschinen von den Erregenden der Ordnung j =1/2, 1, 3/2, 2, 5/2 usw., allgemein §j=1v/2 zu
sprechen, da man als Ordnungszahl wie bei der Zweitaktmaschine das Verhiltnis £2/w,
beibehalten will.

Zur Untersuchung der Phasenverschiebungswinkel, die die Erregenden einer Ordnung j
aufweisen, filhrt man jetzt an Stelle des Kurbelversetzungswinkels () besser den Ziind-
winkel {(=) ein (das ist jener Winkel, um den sich die Kurbelwelle von der Ziindung im
Zylinder 1 an drehen muB, bis der Zylinder % ziindet). Fiir Zweitaktmotoren ist der Ziind-
winkel {(*) gleich dem Kurbelversetzungswinkel p() (des Zylinders » gegen den Zylinder 1),
fiir Viertaktmotoren ist der Ziindwinke! einzelner Zylinder um 360° groBer als der Kurbel-
versetzungswinkel. Gibt z. B. Abb. 8/8 den Kurbelstern einer Sechszylinder-Viertalt-

Klotter, Schwingungslchre T. 2
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maschine an, deren Zindfolge 1 5 3 6 2 4 ist, so sind die Kurbelversetzungswinkel
y(D — j,(6) =0, .},(2» — ,y(ﬁ) — 12()°’ y(s) — ?(4) = 240°,
die Ziindwinkel dagegen
(W=0, (®=120° B =240°, (©=360°, (¥ =480° (4 = 600°,
da nach jeweils 120° ein weiterer Zylinder ziindet. Die Phasenverschiebungszeit {(zwischen
dem Ziinden des Zylinders 1 und des Zylinders x) ist fiir die Erregenden aller Ordnungen

i) _gfxz

wg ’
daher sind die Phasenverschiebungswinkel der Erregenden

£2; .

= U = DL L0 = 1. (8.5)
Firj = 0,5;1;1,5;2;2,5; 3 ergeben sich der Reihe nach die Vektorbilder a bis f der Abb. 8/9.
0
(7)
a [P Wittnl
¢
9t

A
!

P47
084 17 B 7 ¥
(/
e 0y
4 f
W AT
B
(2
=5 B3
9} 7y 21%‘24

Abb. 8/9. Erregende der Ordnung 0,5 bis 3.

Die fiir Zweitakter geltende Gl (8.4) ist mit () = {() in der allgemeineren, fiir Zwei-
und Viertakter geltenden GI. (8.5) enthalten.

») Wir wenden uns nun den Massenkréften zu. Die Kinematik des Kurbeltriebes liefert
die folgenden Gleichungen, wenn « den Kurbelwinkel und s den Kolbenweg bedeutet,

s=r(l—cosa) +~2—(1—1/1w:728in2 a) (8.6a)
ds . Asin a cos o
W =raw (Sll’l o -l— Vﬁ—ﬁ—;—j—lﬁ) (86b)
2 in?
L rofcosa |14 —lc_gs_i_ ! _SmEAL, (8.6¢)
at Y1 — Bsin*a \ 1—A2sin?a  cosPa

Bezeichnet man mit m=@/g die Masse aller hin- und hergehenden Teile (Kolben,
Kolbenstange, Kreuzkopf und den auf den Kreuzkopfzapfen ,,reduzierten‘‘ Teil der Treib-
stangenmasse), so ist die Tragheitskraft (durch Uberstreichen ~ kenntlich gemacht)
d?s

Kz—mTi—tz—.
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Ih'ren Yerlauf (MaBstab ist m r w%/1,2cm) als Funktion von « zeigt Abb. 8/10. Sie wird ebenso
wie die von den Gasdriicken herrithrende Kolbenkraft durch Multiplikation mit f(«, A)
nach (8.1) E} eine Drehkraft P iibergefithrt; P =K- f(@ 2). Den Verlauf von P zeigt
Abb. 8/11. P ist ebenso wie frither P eine periodische Funktion des Kurbelwinkels o, bei
gleichférmiger Drehung also
auch der Zeit {. Grundperiode
ist wieder 7' =2 n/w,. Um
die Funktion P in ihre
harmonischen Bestandteile
zu zerlegen, kann man, da 12

T &

P als Funktion von o Z

explizit bekannt ist, rein ol ur af” &
rechnerisch vorgehen. Ent-

wicklung der Funktion P (o) i
in eine Reihe nach sinzna
(da die Funktion ungerade
ist, fallen alle cos-Glieder

fort) liefert mit 4 =1/4
P=mro? [0,063 sin « —
0,5008in20— 0,192s8in 3
—0,016sin4 o —
0,002sin5a...]. | -7 7 2

Ein konstantes Glied fehlt
natiirlich, da die Massenkraft
insgesamt ja keine Arbeit
leistet. Ein Blick auf die
GroBe der Koeffizienten
zeigt, daB es fiir praktische
Zwecke ausreicht, die wvier -
ersten Glieder zu beriicksichtigen. Trigt man die erzeugenden Vektoren B, der vier har-
monischen Bestandteile der Massenkraft auf, so erhélt man die Abb. 8/12. Die Lange der
Vektoren ist proportional dem Faktor m r w?. Die Summe der Harmonischen der Gaskrafte
und Tréigheitskrafte ist fiir jede Ordnung

{ zu bilden und liefert die Harmonischen

der gesamten Drehkraft eines Zylinders.
So wird z. B. mit F=1000 cm? und

\Q? =3w0

| N

~ ®la X,

Abb. 8/10. Kolbenkraft herriihrend von den Massenkriften.

o

Abb. 8/11. Drehkraft herriihrend von den Massenkriften,

l res. &=
Pz
Abb. 8/12. Die Harmonischen der Massendrehkraft;  Abb. 8/13. Dritte Harmonische der gesamten
Mafistab ist my=m7 w?[6 cm., Drehkraft; m,= 5000 kg/6 cm.

m rw? = 12000 kg die dritte Harmonische der Drehkraft eines Zylinders der Zweitakt-Diesel-
maschine, auf die sich Abb. 8/3 bezieht, durch das Vektorbild Abb. 8/13 geliefert, das im
MaBstab mp= 5000 kg/6 cm gezeichnet ist.

8) Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns auch einzusehen, warum man bei doppelt-
wirkenden Zweitaktmaschinen abweichend von den sonstigen Regelbauarten eine ungerade
Anzahl von Zylindern bevorzugt. Das der Abb. 8/3a entsprechende Drehkraftdiagramm sieht
bei einer doppeltwirkenden Maschine etwa so aus wie Abb. 8/14¢ angibt; es setzt sich aus

2%
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dem Diagramm fiir die Oberseite (Abb. 8/14a) und dem fiir die Unterseite (Abb. 8/14b)
zusammen. Die Funktion wiederholt sich nahezu in einer Halbperiode; das hat zur Folge,

P
F a
\ !
Vid
£ b
i
ol \/a.l’ al’
£ c
|
ol \/‘u]' \/al’

Abb. 8/14a bis ¢. Drehkraftdiagramm einer doppeltwirkenden Zweitakt-Dieselmaschine. a Obe seite,

b Unterseite, ¢ resultierendes Diagramm,

~—
—

.

Erregerkrifte; d Ordnung 1 bis 4,

Abb. 8/14du. e.
MaBstab m=1,25 kgcm~2%/1 cm, e Ordnung 5 bis 8,
MaBstab m= 0,25 kgem—%/1 em.

e

@

§§§~\_
\

%

\

s,

\
\¥

daB die Harmonischen der ungeraden Ordnungen j (wenigstens der niedrigen) klein werden
im Vergleich mit jenen der geradzahligen Ordnungen (Abb. 8/14d und e) (wiirde sich die
Funktion genau wiederholen, so wiirden sie ganz wegfallen; die Abweichung von der
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strengen Periodizitit mit  riihrt daher, daB die Kolbenfliche F,, der Unterseite wegen der
Kolbenstange nur etwa 0,89 F, betrigt, zudem rechnet sich die Drehkraft aus der Kolben-
kraft der Unterseite wegen der endlichen Treibstangenlinge nach anderen Gleichungen
als fir die Oberseite). Aus dem Vorausgegangenen wissen wir aber, dafl (bei starrer
Kurbelwelle) nur die Erregenden derjenigen Ordnungen j iibrig bleiben, die ein ganzzahliges
Vielfaches der Zylinderzahl sind; die Erregenden der iibrigen Ordnungen heben sich inner-
halb der Maschine auf. Stellt man also eine ungerade Zahl von Zylindern in Reihe, so
verstirken sich nur die geringfiigigen Erregenden, die stirkeren gleichen sich innerhalb der
Maschine aus. Mit anderen Worten: das Drehkraftdiagramm der gesamten Maschine wird
in diesem Fall auBerordentlich gleichmaéBig.

g) Um die Begriffe, mit denen wir es hier zu tun haben, noch stirker einzupriigen,
erértern wir eine weitere Aufgabe. Ein Flugmotor weist zwei Reihen von je 6 Zylindern
auf, die unter dem Winkel § gegeneinander ge-
neigt sind (V-férmige Anordnung, Abb. 8/15).
Die Welle lauft im Uhrzeigersinn um. Die
Zylinder arbeiten im Viertakt. Die Ziindfolge
wird durch das Schema

links 1 9 5 11 3 7
rechts 8 4 12 6 10 2

der Zindnummern angezeigt. Die Stirke, mit
der die Erregenden der verschiedenen Ordnun-
gen j zur Wirkung kommen, hingt vom Off-
nungswinkel § des V ab. Welches ist die rela-
tive GroBe der resultierenden Erregenden je
zweier auf denselben Kurbelzapfen arbeitender
Zylinder im Verhiltnis zur Erregenden eines
einzelnen Zylinders, wenn erstens g =45°, zwei-
tens f=60°ist?

1. Die Drehung der Kurbelwelle zwischen
einer Ziindung in einem Zylinder der linken und
einem der rechten Reihe (1 und 2, 3 und 4 usw.)
ist jeweils 45° die zwischen der Ziindung in
einem Zylinder der rechten und der linken Reihe ‘
(2 und 3, 4 und 5 usw.) ist 120° — 45°="75°. Die Abb. 8/15. V-Motor.

Nummer der Ziindung eines Zylinders der rechten
Reihe (im obigen Schema) ist um 7 (oder um 7 —12= —5) groBer als die Nummer der

Zindung des neben ihm stehenden Zylinders der linken Reihe. Zwischen einer Ziindung
im Zylinder der linken Reihe und im zugehdrigen Zylinder der rechten Reihe dreht sich
die Kurbelwelle daher um den Ziindverschiebungswinkel ¢ = 360° -+ 45° = 405°.
Der Phasenverschiebungswinkel ist, wenn j die Ordnung bezeichnet,
g =& =j-405° = (360° + 45°),
also z. B. fiur j=1/2 172 = 202,5°
j=1 g =45°  usw.
Die Erregenden der Ordnung j liegen dann jeweils so, wie die folgende Abb. 8/16 angibt.
% und B (an Stelle von A; und B;) bezeichnen die Eriegenden des linken und rechten
Zylinders von EinheitsgroBe, € die resultierende Erregende. U ist jeweils horizontal auf-
getragen, B unter dem im Drehsinn der Welle gemessenen Winkel &;. In der Abb. 8/16 sind
die zugehdorigen spitzen Winkel eingeschrieben. Der Betrag C ist die gesuchte GroBe, sie ist
in der dritten Spalte angegeben. Er errechnet sich aus

C2=A2-}—B2+2ABcose=2[l—|—coss]=4cos2%

oder 0=

2 cos 5| = |2 cos (j- 202,5°)| = | 2 cos (180° + 22,5°) 3

so kommt fiir ganze Ordnungen j: C = |2cos(j. 22,5%)]

nichtganze Ordnungen j: € =2 sin(j-22,56%],
wie man auch leicht aus der Abb. 8/16 bestétigt.
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2. Betragt der Offnungswinkel des V 8= 60°, so wird der Drehwinkel der Kurbelwelle
zwischen zwei zusammengehorigen Ziindungen { =360° 4 60° =420°. Der Winkel, um den
B gegen U nacheilt, betragt dahere; =j¢ = j- 420° und der gesuchte Betrag C'=| 2 cos(j - 210°)|.

p=45° p=60°
Ordnung| Vektordiagramm | C=|€] | Vektordiagramm | C=|G]
B
A (Sébfzzz" 0390 NN 9517
[
P - .
0
1 \\\‘/5" 1848 \‘{[\g 3 1732
(]
7 @/ B
/ 7
% v 1711 2 Ao 141
~A o AV
N y \ g
2 s 1 1000
o8B o
Cg% S
24 ok | 58 =%
-7 2 A 7
g D
g o Q765 = 9000
Cvy
g A0
3% ,——';;D 1967 ‘\\@”sg 1932,
A 225 =
D ENnB
4 = 9000 o\ 1000
% 225 W g0
o RS 1967 1Y 14
e
NS S3
5 7N 0765 o e 1732
il
< mzzw—"’ bt
7 ~, 2
5% 3 1663 7”., 9517
B € B
Can
o
6 yd o 1474 r.?__—-eo-_=§= 2000
S
B
A 7o ¢ 0
6t N ;572 1911 f Y 9517
CvB A
;@r' B ~_9 \/6°
7 " Sso 1648 S\ 172
A [
N o
77 G “ 22210 9390 /é\‘; 00 1474
A 0
8 -t ___E 2000 N ;5” 1000
V3B

Abb. 8/16, Erregerkrifte aus nebeneinander stehenden Zylindern.,

Die Diagrammvektoren U,
B und € und die Betrige C
sind auch fir diesen Fall
in der Abb.8/16 angegeben
(statt des eigentlichen
Nacheilwinkels ist wieder
der entsprechende spitze
Winkel angezeichnet).

Jedes Paar von Zylin-
dern gibt eine resultierende
Erregende vom angegebe-
nen Betrag C. Die Erregen-
den der hintereinander-
stehenden Zylinderpaare
setzen sich dann so zusam-
men, wiediesfiirden Sechs-

zylinder-Reihenmotor
unter § ausgefithrt wurde.

In ausfithrlicher Weise
werdenwir die hier berithrte
Aufgabe bei der Unter-
suchung der Erregerkrifte
in Motorenanlagen im zwei-
ten Band behandeln.

9. Produkte harmo-
nisch  veriinderlicher
GriBen; Leistung, Ar-
beit. Es wurde schon
erwahnt, dafl die ver-
anderliche, die schwin-
gende Grofie nicht stets
ein Ausschlag sein muf};
auch Geschwindigkei-
ten, Beschleunigungen,
Krifte u. dgl. kénnen
sich periodisch &ndern,
also schwingen. Wir
wenden uns nun den
aus der allgemeinen
Mechanik her bekann-
ten und geldufigen Be-
griffen Leistung wund
Arbeit zu. Zuvor be-
tonen wir noch einmal
ausdriicklich, daB die

zur Darstellung harmonisch verdnderlicher GréBen benutzten Diagramm-
vektoren nichts zu tun haben mit dem physikalischen Vektorcharakter von
Kraft, Geschwindigkeit u. dgl. Wir unterscheiden hier die physikalischen Vek-
toren p, v von den Diagrammvektoren p, p und B, B durch die Schreibung.
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Uberdies mufl man bei Produkthildungen zwischen harmonisch verdnderlichen
GréBen mit der komplexen Schreibweise vorsichtig sein, da der Realteil (oder
Imaginirteil) eines Produktes nicht gleich dem Produkt der Realteile (oder
Imaginirteile) der Faktoren ist. Wir werden deshalb die komplexe Schreib-
weise in dieser Ziffer iiberhaupt vermeiden. Nur die Vorstellung der komplexen
Amplituden (Diagrammvektoren in Nullstellung) behalten wir bei.

Wie bekannt, definiert man die Leistung! einer Kraft p, deren Angriffspunkt
die Geschwindigkeit v hat, durch das innere Produkt

l:ﬁ-@szvx+pyvy—{—pzvzzlf)HT)]cos(f),v). 9.1)

In der iblichen Weise bezeichnen p und » die physikalischen VektorgréBen,
|p| und |v| ihre Betriige, p,, Py, P, und v,, v,, v, ihre Komponenten nach
einem kartesischen Koordinatensystem und (p, v) den zwischen p und v ein-
geschlossenen Winkel. Sind im besonderen p und v kollineare Vektoren, so
wird cos (p,v) =1 und

l=|p||v]=po. (9.1a)

Auch fiir nichtkollineare Faktoren kann man das Produkt auf zwei Faktoren
wie in (9.1a) beschrinken, wenn man unter p den Betrag der Kraft und unter
v den Betrag der mit p kollinearen Geschwindigkeitskomponente versteht
oder unter v den Betrag der Geschwindigkeit und unter p den Betrag der mit v
kollinearen Komponente der Kraft.

Entsprechend der Zielsetzung unseres Buches beschiftigen wir uns mit
der GroBe I = pv unter der Annahme, dal p und v harmonisch verinderliche
GroBen sind. Dabei unterscheiden wir zwei Fille: «) die beiden Faktoren des
Produktes sind mit derselben Frequenz harmonisch verdnderlich, f) die Fre-
quenzen der Faktoren sind nicht gleich.

o) Wenn

p=Pcoswt und v=7Vcos(wt+e) 9.2)

ist, so erhidlt man wegen

cos oL o8 ff = % [cos (¢ + B) 4 cos (a—f)] (9.3)
fiir 7
l=pv=PVcoswtcos(wt+¢) = I;—V [cos 2wt + &) + cosel. (9.4)

(9.4) sagt aus, daB die Leistung sich aus zwei Anteilen zusammensetzt; der
erste schwingt mit der doppelten Frequenz der Faktoren, der zweite hat einen
von der Zeit unabhingigen Betrag. Das Zeitintegral iiber eine Periode liefert
die in dieser Periode geleistete Arbeit. Zu ihr tragt der schwingende Anteil
der Leistung nichts bei, da das Integral iiber eine volle Periode verschwindet.
t+ 7
A— f ldt:%zcoss-T. 9.5)
£

Das zweite Glied in (9.4) -% PV cose bedeutet daher die mattlere Leistung
L, = A/T, das erste die Schwankung der Leistung I um diesen Betrag. Die
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mittlere Leistung ist abhéngig von der Phasenverschiebung & zwischen Kraft
und Geschwindigkeit. Sie hat einen Hochstwert, wenn die beiden GréBen
in Phase sind, ¢ = 0 (die komplexen Amplituden sind gleichgerichtet), und ver-
schwindet, wenn & = 7/2 ist (die komplexen Amplituden stehen senkrecht auf-
einander). Oder anders ausgedriickt: Nur jener Anteil ' der Kraft, der mit
der Geschwindigkeit & in Phase liegt, leistet im Mittel Arbeit (Abb. 9/1a).

In Abb. 9/1b sieht man den Verlauf der Leistung I, die sich harmonisch, aber
mit der doppelten Frequenz éndert, und erkennt die Verschiebung der Achse
dieser Schwingung um den Betrag L, der mittleren Leistung.

/ //?B\ \);Bn
; /
%‘;} &/

Ny

Abb. 9/1. Leistung ! mit Mittel-
wert L,, und Schwankung, Wirk-
leistung Z,, und Blindleistung I,,,
wenn Kraft » und Geschwindig-
keit ». mit derselben Frequenz
schwingen.

Neben der durch Gl. (9.4) beschriebenen Zerlegung der Leistung in Mittel-
wert und Schwankung gibt es noch eine zweite Art der Zerlegung, die aus physi-
kalischen Griinden vorgenommen wird. Man erhilt sie durch die folgende
Umformung:

P . .
l= —I%Ii[cos (2wt4 &)+ cose] = *'—2}1 cos € -+ %[00s2wtcosa—sm20)ts1ne].

FaBit man cos ¢ und sin ¢ jeweils mit P zu P’ und P" zusammen, so folgt

P/ P//

l= [14 cos2wit]—

Iisin2m:_:lw+lb,. (9.6)

Mit einer aus der Wechselstromtechnik stammenden Bezeichnung wollen wir
den ersten Teil die Wirkleistung, den zweiten die Blindleistung der Kraft R
nennen. P’ ist der Betrag der mit & in Phase liegenden ,,Komponente* '
der komplexen Amplitude B, P"* der Betrag ihrer senkrecht zu 8 stehenden
,,Komponente* $"". Die Wirkleistung hat, wie aus (9.6) hervorgeht, den

Mittelwert *K so wie die gesamte Leistung; die Blindleistung hat den Mittel-

wert Null. N ur die Wirkleistung triagt im Mittel zur Arbeit bei. Durch die Blind-
leistung wird dem System wihrend einer Viertelperiode die Arbeit

/2 w 2

N = [1gae=TT [snsorae—~ T LTV g
0 0
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zugefithrt und in der néchsten Viertelperiode wieder entzogen. Abb. 9/1¢ zeigt
diese zweite Art der Zerlegung; die schraffierte Fliche ist ein Maf3 fiir die
pendelnde Energie A”.

Es ist wichtig, die beiden Arten von Zerlegung der Leistung 1. in Mettelwert
und Schwankung, 2. in Wirk- und Blindleistung deutlich zu unterscheiden,
da sich hier hiufig MiBlverstdndnisse einstellen [1].

B) Andert sich die Kraft p harmonisch mit einer Kreisfrequenz w,, die
Geschwindigkeit v mit w,= w,, wobei aber das Verhéltnis Ty/T} = w,/w, = n/m
das zweier ganzer Zahlen, also rational ist, so gibt es eine gemeinsame Periode
T =nT,=mT, (die nicht notwendig die kleinste ist). Wir bilden den Mittel-
wert der Leistung iiber diese Periode 7' und erhalten

tT t+T

1 PV
Lm:‘ﬁ/ pvdt:T/ cos w, - cos (wyt + o) dt, (9.8a)
¢ i

also wegen (9.3)
t4+T

Ln=37 | {cos [(@; + 0yt + o] -+ cos [(0,—w) i—oal} dé. (9.8b)

t
Da nun sowohl die Periode 7', des ersten Anteils wie die des zweiten, 7., in T
enthalten sind,

po_ 2 22 m T
T oyt w o mtm ndm 9.9)
g 2n 2 » T :

so ist 7' Vielfaches beider Perioden, so daf beide Integrale verschwinden:
L, =0. (9.8¢)
Der Mittelwert der Lei-
stung iiber die Zeit T
verschwindet, gleichgiiltig
wie die Phasenlage der
beiden Schwingungen ist.
Daraus folgt z. B. die
bemerkenswerte Tatsache, ¥

daB die hoheren Harmo-
nischen einer periodischen
Kraft an einer mit der
Grundfrequenz verlaufen-
den Bewegung im Mittel
keine Arbeit leisten.

Die in der Gl. (9.8¢)
steckende Aussage kann Abb. 9/2. Leistung !, we%‘?géazﬁczg)nugif(j%sigz}xindigkeitvverschjedene
man sich an einem Beispiel
leicht anschaulich klarmachen. Verlaufen Kraft und Geschwindigkeit wie
Abb. 9/2 angibt, so wird die in einer Halbperiode 7'/2 geleistete Arbeit in der
nichsten Halbperiode wieder zuriickgegeben.

Fiir nichtrationale Verhéiltnisse gibt es keine strengen Perioden, der An-
fangszustand wird jedoch immer wieder angendhert erreicht (Ziff.7), so daB
auch hier die mittlere Leistung immer wieder der Null nahekommt.
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Anhang zum ersten Teil.

10. Harmonische Analyse eines periodischen Vorgangs. Um die der harmonischen
Analyse (und zwar den analytischen, numerischen, graphischen und instrumentellen Ver-
fahren) zugrunde liegenden Tatsachen verstindlich zu machen und Hinweise fiir die Aus-
fithrung zu geben, fiihren wir hier die in Betracht kommenden mathematischen Sitze,
allerdings ohne Beweis, an [I].

o) Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen gegebener
Funktionen; harmonische Analyse. Unter einem im Bereich (¢, b) orthogonalen
Funktionensystem sei eine (unendliche) Folge von Funktionen wz(z) verstanden, die die
folgenden Bedingungen erfiillen:

b
fu?c(x)dx= U (10.1a)
und ¢

b
Juj(n)up(z)dz =0  fir 4k (10.1b)

das System heile iiberdies vollstindig, wenn es alle Funktionen enthilt, die die Eigenschaft
(10.1b) haben, Einer Funktion f(x) a8t sich dann eine unendliche Reihe ¢(z) zuordnen,

() 2127 ciuy(x), (10.2)
=0

deren Koeffizienten ¢, aus f(x) gebildet werden sollen nach

b
1
o= / H(2) 3 () dr. (10.3)

a
Die unendliche Reihe (10.2) stellt (wenn sie gleichmiBig fiir alle  konvergiert) die Funk-
tion f(x) dar. Man sagt dann, f(z) sei nach den Funktionen uy(x) entwickelt; die Entwick-
lungskoeffizienten werden durch (10.3) angegeben.
Ein besonderes, im Intervall 0 ... 2w orthogonales und vollstindiges Funktionensystem
bilden die Funktionen
C, cosz, cos2z, cosdux,
sinz, sin2z, sin3x,
Die Beziehungen (10.1a) lauten hier

.., Ccosldz,
.., siniz,

2n 2n
Ui=[sintkwda= [costkada=n fir k=1,2...
0 0

27
(fiir C=1/2 wird U2 :f(1/2)2dx=n/2).
0
Die Beziehungen (10.1b) sind fiir alle j, % erfiillt; es ist
27 2n 27
f sinjzcoskzdxr = fsin;ixsinkxdw: fcoijcoskxdx:O.

0 0 0
Es 148t sich deshalb eine Funktion f(x) im Intervall 0... 27 in eine unendliche Reihe

‘P(@Z‘?%-Zalcoslx—{—Zblsmlx (10.4)
i=1 i=1

entwickeln, deren Koeffizienten die Gestalt

2n
1
6= [ 1)z
0

27
a,lsyli‘/f(w)coslxdw A=12... (10.5)
0

2z

1
b;_=;{/f(x)smlazdx 221,2...
U
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haben. ¢(z) (10.4) stellt die Entwicklung der Funktion f(x) in eine (unendliche) trigono-
metrische Reihe dar; diese Reihe heiBt auch die Fourier-Reihe der Funktion f(x), die Koef-
fizienten (10.5) dementsprechend ihre Fourier-Koeffizienten. Man spricht auch davon,
die Funktion f(x) sei harmonisch analysiert worden.

Mit einem geeignet gewihlten Phasenverschiebungswinkel &; 1a8t sich (10.4) auch in
die Gestalt

-~~+26,15m Az +¢) (10.4a)

getzen, indem nach (7.3) jeweils ein Kosinusglied und ein Sinusglied zusammengefal3t
werden.

Da ¢ (=) periodisch ist mit der Periode 2 7, wird man die Entwicklung in die Reihe ¢(x)
vor allem fiir periodische Funktionen f(x) vornehmen und dabei der Periode die Linge 2 x
zuschreiben.

Liegt fiir die Funktion f(«) ein analytischer Ausdruck vor, so kénnen die Koeffizienten a;
und b, bis zu beliebigen Ordnungen 1 aus den bestimmten Integralen (10.5) ermittelt werden.
Ist f(x) dagegen durch einen Kurvenzug gegeben, so wird man die Integrale (10.5) bis zu
einer gewissen Ordnung % entweder nach Umzeichnen der Funktion f(x) auf die Inte-
cos Ax
sinix
eines Gerites, des Analysators gewinnen; dieser erspart die Umzeichnung, indem er beim

Umfahren von f (x) sogleich die Kurve f () 2(1)181%

nung # wird dabei durch die Genauigkeit der Zeichnung und der Gerite sowie ihrer Hand-
habung bedingt.

Wichtig ist in allen solchen Fillen, wo die trigonometrische Reihe bei einer Ordnung =
abgebrochen wird, daB die endlicke Reihe

@ (1) = +2alcoslx+2bﬂsmlx

die gegebene Funktion so annihert, da das Integral iiber das ,,Fehlerquadrat* mit den nach
(10.5) gebildeten Koeffizienten zu einem Minimum wird (gegeniiber allen andern méglichen
Koeffizienten)

granden f(x) graphisch ermitteln oder aber aus der Kurve f(x) selbst mit Hilfe

 Planimetriert. Die erreichbare Ord-

/[f — @, (x)Pdx = Min,

und daB, wenn man zur Annaherung statt einer trigonometrischen Reihe mit Gliedern bis
zur Ordnung 7 eine solche mit Gliedern bis zur Ordnung m > n verwendet, die ersten
Koeffizienten g, ... @, und b, ... b, ungedndert bleiben, und die newen @,  ; ... ay, und
by 4, ... by einfach hinzutreten.

Fiir die praktische Handhabung der Formeln (10.5) mégen noch ein paar Eigenschaften
kurz erwihnt werden:

1. Von den Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion (polsymmetrisch zu 0 und
wenn periodisch auch polsymmetrisch zu @) sind die a;=0, nur die b, bleiben {ibrig.

2. Von den Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion (symmetrisch zu 0 und wenn
periodisch auch symmetrisch zu =) bleiben nur die @, iibrig, wihrend alle b, =0 sind.

3. Von einer Funktion, die in der zweiten Periodenhalfte spiegelbildlich gleich der in
der ersten Periodenhalfte ist, f(x) = — f(x + #), verschwinden die Fourier-Koeffizienten
aller geraden Ordnungen, as; = by =0.

4. Die Fourier-Koeffizienten von Funktionen, welche Spriinge, Ecken und #hnliche
Besonderheiten aufweisen, kénnen ohne Integration schon aus den Werten der Differenzen
der Ordinaten oder Ableitungen gefunden werden [2, 3]. Die Koeffizienten der Funktionen
mit Spriingen sind dabei von der Gré8enordnung const/i, die der Funktionen mit Ecken
von der GréBenordnung const/A?, usw.

B) Trigonometrische Interpolation; Schemaverfahren. Zur Ermittlung der
Koeffizienten einer unendlichen oder endlichen Fourier-Reihe nach (10.5) muf8 der ganze
Verlauf der Funktion f(x) zur Verfiigung stehen. Ist man dagegen auf eine Anzahl
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aquidistanter Werte f;(1=0,1, ..r) der Funktion an den Stellen x; =2xA/r angewiesen,
oder wahlt man sich aus der Funktion f(z) solche Einzelwerte f; aus, so muB man die
Aufgabe etwas anders stellen. Es soll jetzt ein trigonometrisches Polynom (eine endliche

Reihe) n "
(p,,(x)=%—i— E aycoshz 4 E bysinAx
i=1 A=1

hergestellt werden derart, dal ¢, (z) an den Stellen x; genau die Werte f; annimmt; mit
anderen Worten: die Werte f; sollen durch das trigonometrische Polynom g, (z) interpoliert
werden. Die Aufgabe ist l6sbar, wenn die Zahl der Glieder des Polynoms gleich der Zahl
der Ordinaten gemacht wird. Ferner empfiehlt es sich, fiir r eine durch 4 teilbare Zahl zu
wihlen, also r=4 p zu setzen. Man interpoliert also durch einen Ausdruck von der Form

(p,,(x)—.:%-{-alcosx-{-azcos?.x-{--~~ +a2p_lcos(2p—1)x+%£cos2px
4 by8in 2 +bysin 2x 4 -+ by, _8in(2p—1)z,

der genau 4 p Konstante enthilt.
Die Koeffizienten des Ausdrucks werden jetzt dargestellt durch

T
-;—ak=2flcoskx,1 fir k=0,1,2...2p
A=t (10.7)

7
5 by = §'flsinkxl fir k=1,23... 2p—1).
i=1

Fiir praktische Zwecke geniigen in der Regel =4 p= 24 Ordinaten fiir das Perioden-
intervall; die Gln. (10.7) lauten in diesem Sonderfall

24
1
@ = Ty E f1 cos (kA - 15°)
A=1
(10.8)

24
1 2 , \
bkzﬁ flsm(kl°l5).
A=1

Zur numerischen Herstellung der Summen (10.7) mit moglichst geringem Rechenaufwand
hat C. RuneE [4] ein Verfahren ausgearbeitet, das auch die Grundlage einer Reihe von
schematischen Verfahren bildet. Die gebrauchlichsten unter diesen sind das von
L. ZreperER [§] und das von P. TEREBESI [6], die beide auf r=24 zugeschnitten sind.
Die erforderlichen Schemata mit den zugehérigen Rechenanweisungen sind kiuflich zu
haben (Verlag: Julius Springer, Berlin).



Zweiter Teil.

Kinetik der einfachen Schwinger.

A. Freie, ungedéimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers
mit gerader Kennlinie.

a) Aufstellung und Integration der Bewegungsgleichung, harmonische
Schwingungen, Ubersicht.

11. Aufstellung der Bewegungsgleichung. Im ersten Teil haben wir die
Kinematik der Schwingungsvorginge betrachtet, d.h. die suBere Form der
Erscheinungen, ihren Ablauf in
der Zeit. Dabei haben wir die
Frage nach den die Bewegung
bestimmenden Kriften gar nicht
beriihrt. Dieser Frage wenden wir
uns jetzt zu.

Wiruntersuchen in diesem ersten
Band nur solche Systeme, die einen
Grad der Freiheit aufweisen. Ihre

|
!
l
I
|
I.
|
|
|
t
1
{
|

. . . L _—vm
Lage wird durch eine Koordinate, -
i i i Abb, 11/1. Faden- Abb.11/2. Korperpendel oder
sie heile g, ihre Bewegung durch pendel (Kreispendel) physikalisches Pendel.

eine Funktion ¢ (f) beschrieben. odermathematiaches

Beispiele fiir schwingungsfihige )

Systeme von einem Grad der Freiheit sind: das Fadenpendel (Abb. 11/1)
und das Korperpendel (Abb. 11/2), eine elastisch gebundene Punktmasse
(Abb. 11/3) mit allen ihren Abarten, wo eine
Masse {(oder Drehmasse) auf einer Saite
(Abb. 11/4), einem Stab oder einer Welle sitzt
und Querausschlige (Abb. 11/5a bis ¢), Lings-
ausschlige (Abb. 11/6) oder Drehausschlige
(Abb. 11/7) macht, wenn nur die Masse der

Abb. 11/3. Elasti- Abb. 11/4. Punktmasse auf Saite. Abb. 11/5. Punktmasse auf gebogenem
scher Schwinger. Stab.

»Last die der Saite, des Stabes oder der Welle betrichtlich iiberwiegt; auch
die Bewegung einer Wassersiule in einem Rohr hat einen Grad der Freiheit
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(Abb. 11/8). In den Abbildungen sind die Ruhelagen bezeichnet, und es ist
jeweils angedeutet, welche Grofe als kennzeichnende Koordinate gewihlt
werden kann.

Aufgabe der Kinetik ist es, aus gegebenen Kriften, dem Kraftfeld eines
Systems, den Bewegungsablauf zu ermitteln. Die auf ein System einwirkenden
Krifte bestimmen die Beschleunigungen, also die zweiten Ableitungen der
Koordinaten nach der Zeit. (Die Ableitungen einer Funktion nach der Zeit
bezeichnen wir in der Regel durch tiibergesetzte Punkte, z. B. & =dz/d¢,
¢ = d?g/d#2.) Da die Bewegungen eines Systems von einem Freiheitsgrad durch

S\

Abb. 11/6. Punktmasse Abb. 11/7. Drehmasse auf tordiertem Stab. Abb. 11/8, Wassersiule
auf gedehntem Stab. im U-Rohr.

nur eine Koordinate beschrieben werden, so geniigt eine einzige Gleichung.
Sie hat, wenn die Bewegung eine Translation (Schiebung) oder eine Drehung
um eine feste Achse ist, die allgemeine Gestalt

= iz K (11.1)

und driickt die Tatsache aus, da die entstehende Beschleunigung proportional
der resultierenden Kraft und umgekehrt proportional einer die Trigheit kenn-
zeichnenden GroBe a ist (NEwToNsche Grundgleichung). Bei Schiebungs-
bewegungen bedeutet ¢ die Masse, bei Drehbewegungen das Trigheitsmoment
um die Drehachse.

Die einwirkenden Krifte kénnen von zweierlei Art sein, ndmlich

1. duBere Krifte A4 (), die bekannte Funktionen der Zeit allein sind (und im
besonderen auch feste Werte haben konnen),

2. innere Krifte, die entweder von der Lage ¢ oder von der Geschwindigkeit
g des Systems abhingen und mit J;(q) und .J,(g) bezeichnet werden sollen.

An Stelle der Gl. (11.1) konnen wir, da die Wirkungen der einzelnen Krifte
sich iiberlagern, genauer schreiben

i=2 (A0 + % (@) + h@)]. (11.2)

Die Bewegungsgleichung .ist daher eine gewéhnliche Differentialgleichung
2. Ordnung fir die esne Koordinate ¢ ; die Aufgabe, die Funktion ¢ () zu ermitteln,
verlangt die Integration dieser Differentialgleichung.

Die von g abhingigen Krifte sind in der Regel der Bewegung entgegen-
gerichtete, also Widerstandskrifte. Solche Widerstands- oder Dampfungs-
krifte sind energieverzehrend (dissipativ). Fehlen die Widerstandskrifte im
Kraftfeld K, so ist das System energieerhaltend (konservativ) (s. Ziff. 28);
einen Schwinger nennt man in diesem F¥all ungeddmpft. (Nichtdissipative,
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von der Geschwindigkeit abhingige Krifte sind die Kreiselkrifte; sie kinnen
in Systemen mit einem Freiheitsgrad jedoch nicht auftreten.)

Eine Bewegung, die unter dem EinfluB von &duBeren Kriften zustande
kommt, heilt eine erzwungene Bewegung und, wenn sie eine Schwingbewegung
ist, eine erzwungene Schwingung. Bei Abwesenheit von duBeren Kriften heifit
die Bewegung eine freie Bewegung (Schwingung).

Der Ausdruck ,,frei* wird in der Mechanik allerdings auch noch in anderer Weise ver-
wendet: Ein Massenpunkt z. B. heilt frei, wenn er (wie etwa ein Himmelskorper) alle ihm
zustehenden drei Freiheitsgrade wirklich aufweist, wenn seine Bewegung also keinen geome-
trischen Beschrinkungen unterworfen ist, oder mit anderen Worten, wenn keine von der
Lage abhingigen inneren (oder Reaktions-) Krifte auf ihn einwirken; eine freie Bewegung
steht dann im Gegensatz zur gefihrten Bewegung. Ein System von einem Freiheitsgrad
ist stets gefiihrt, kann also nie in jenem Sinne frei sein, und ein in jener Weise freies System
hat in der Regel keine Veranlassung zu schwingen. Mit dem Ausdruck fre: bezeichnet man
in der Schwingungslehre deshalb nicht die Abwesenheit von Reaktionskraften der Lage, also
inneren Kriften des Systems, sondern die Abwesenheit von eingepragten dufleren Kriften.

Eine freie, ungedimpfte Bewegung eines Systems von einem Freiheitsgrad
wird also durch eine Gleichung von der Form

q= ; J,(q) (11.3)

beschrieben; denn fres bedeutet Abwesenheit von duBeren Kriften, ungeddmpft
Abwesenheit von geschwindigkeitsabhingigen Kriften. Die Beschleunigung
ist proportional den durch die Lage des Systems bedingten inneren Kréften
J1(q); diese allein bestimmen die Art der eintretenden Bewegung.

12. Die Differentialgleichung der Bewegung des einfachen Schwingers, kleine
Schwingungen. Bisher war allgemein von der Aufstellung und der Form der
Bewegungsgleichungen die Rede, und es blieb dabei ganz offen, welcher Art
die eintretende Bewegung sein wiirde, ob eine Schwingung oder nicht. Nun
gilt der ganz allgemeine Satz, den wir hier nur anfithren, aber nicht beweisen:
Wenn die Funktion J, (q) fiir positive ¢ negativ, fiir negative ¢ dagegen positiv
istl, wenn also die bei der Auslenkung geweckten Krifte das System in die
Ruhelage zuriickzufiihren suchen, so ist bei Abwesenheit von Widerstands-
kraften die freie Bewegung des Systems eine Schwingung. Die durch die Aus-
lenkung hervorgerufenen Krifte heilen dann Riickfiihrkrdfte oder Riickstell-
krdfte und das schwingungsfihige System von einem Freiheitsgrad wird als
einldufiger oder einfacher Schwinger bezeichnet.

In dieser Definition eines schwingungsfihigen Systems oder Schwingers
steckt eine erhebliche Einschrankung gegeniiber der in den einfithrenden
Ziffern dieses Buches ausgesprochenen kinematischen Definition der Schwingung.
Wir wollen die hier gegebene die kinetische Definition nennen. Um den Unter-
schied zu beleuchten, fithren wir ein Beispiel an: Die Bewegung des Kolbens
einer Dampfmaschine ist zwar im kinematischen Sinn eine Schwingung, dennoch
bezeichnen wir Kolben und Kurbeltrieb einer Dampfmaschine nicht als ein
schwingungsfahiges System, da es (als starres Gebilde) keiner freien Schwin-
gungen im kinetischen Sinn féihig ist.

Ein Schaubild, das die Riickfiithrkrifte R(¢) =—J;(¢) in Abhéngigkeit
von ¢ angibt, nennt man die Charakteristik oder Kennlinie des Schwingers

1 In mathematisch sorgfiltiger Fassung muBl man hier noch hinzufiigen: und wenn
auBerhalb des Punktes ¢ = 0 der Betrag |J; (q)| eine vorgegebene positive GréBe ¢ nicht
unterschreitet.
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(Abb. 12/1a u. b). Der Fall, in dem die Kennlinie nicht durch den Koordinaten-
anfangspunkt geht, hat wenig Bedeutung; durch eine Verlegung des Nullpunktes
kann man stets eine Kennlinie durch den Ursprung erhalten. Mit solchen Kenn-
linien beschéiftigen wir uns weiterhin allein; sie sind auch der Definition der
Schwingung in der oben gegebenen Fassung zugrunde gelegt. AuBerdem werden
wir in der Regel nur solche Kennlinien betrachten, die polsymmetrisch zu O
sind, so daf die sie darstellenden Funktionen R(¢g) ungerade Funktionen sind.
Ist R(g) eine lineare Funk-

B S . . ..
S b T tion R(g) = cq, d.le Kennlinie
a X < also eine geneigte Gerade
& < - (Abb. 12/1a), so wird die
T Differentialgleichung  wegen

{ (11.3) oder
7 — aj+R@=0 (121)

. 7

P ag+cqg=0. (12.2)
(12.2) ist die Bewegungs-
Abb. 12/1. Gerade (a) und gekriimmte (b) Kennlinie. gleichung der freien unge-

démpften Schwingung eines
Schwingers mit gerader Kennlinie. Sie enthilt Glieder von der Dimension
einer Kraft (fiir Schiebungen) oder eines Momentes (fir Drehungen). Die
riickfithrende Kraft ist dem Ausschlag proportional, sie ist eine elastische Kraft
oder von der Art einer solchen (quasielastische Kraft). Losungen der Differen-
tialgleichung (12.2) sind die Funktionen Sinus und Kosinus, wie in Ziff. 13
noch niher gezeigt wird. Die eintretende Bewegung ist also eine harmonische
Schwingung. Gerade Kennlinie und harmonische Schwingung bedingen sich
wechselseitig.

Weicht die Kennlinie von einer Geraden ab (Abb.12/1b), so ist die ein-
tretende Bewegung zwar immer noch periodisch, aber nicht mehr harmonisch.
Ungedémpfte Schwingungen von Systemen, deren Kennlinien von einer Geraden
abweichen, nennt man »seudoharmonische Schwingungen (Ziff. 39).

Falle, in denen dic Kennlinie iiber einen groBen Bereich des Ausschlags
gerade verlduft, sind nicht héufig; Beispiele fiir Schwinger mit streng gerader
Kennlinie bieten die in einem U-Rohr von konstantem Querschnitt schwingende
Flissigkeitssiule (Abb. 11/8) und das Zykloidenpendel (Abb. 16/4). Die Kenn-
linien der elastischen Federn weichen bei groBen Ausschligen in der Regel
nach oben (Abb. 12/1b) von der Geraden ab. Die Kennlinie eines Pendels ist eine
Sinuslinie (Abb. 16/3), sie weicht also nach unten von der Geraden ab. Bleiben
die Ausschlige jedoch klein, so begeht man keinen erheblichen Fehler, wenn
man in diesen Fillen an Stelle der Funktion E(q) das erste Glied ihrer Taylor-
Entwicklung im Nullpunkt,

R (0
R(q):R/(O)q+_ 2!(‘)924"":019""0292‘}“"',

benutzt, also R(g) durch R’(0) - ¢ ersetzt. Im Bild (Abb. 12/1b) bedeutet das den
Ersatz der Kennlinie in der Umgebung des Ursprungs durch ihre Tangente ¢,,

deren Steigungsmal tg oy = ¢, = R’(0) ist. Die Theorie der Schwingungen von
Systemen, die nur in dieser Anniherung eine gerade Kennlinie aufweisen,




Ziff. 13. Die Dauergleichung der freien Bewegung des einfachen Schwingers. 33

heilt auch ,,Theorie der kleinen Schwingungen. Die Frage, in welchem Bereich
der Ersatz der Kennlinie durch die Tangente zuldssig ist, kann natiirlich nur
von Fall zu Fall entschieden werden. Beschrinken wir uns auf geniigend kleine
Schwingungen, so lautet die Bewegungsgleichung eines jeden einfachen Schwingers
ag+cqg=0. (12.2)
13. Die Dauergleichung der freien Bewegung des einfachen Schwingers mit
gerader Kennlinie. Die Differentialgleichung (12.2) ist eine homogene lineare
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, gehért also
zu einer Klasse von Differentialgleichungen, deren Integrale explizit angegeben
werden konnen. Die Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung
von der Ordnung m 148t sich in der Gestalt

m
y= gl A, et (13.1)

schreiben, worin die h; die Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind, die
aus der Differentialgleichung entsteht, wenn man die Ableitungen y, y, 4, ... , %™
durch die Potenzen A9 A, h%..., k™ ersetzt. [Voraussetzung fir die Giiltig-
keit von (13.1) ist allerdings, daB die algebraische Gleichung keine mehrfachen
Wurzeln besitzt; sie ist hier stets erfilllt.] Zu der Differentialgleichung (12.2)
gehort daher die algebraische Gleichung 2. Grades, die charakteristische Gleichung,

ah®+c¢=0 (13.2)
mit den beiden Wurzeln
hyg=+i ]/—; : (13.3)
so daB mit m =2 die allgemeine Losung nach (13.1) lautet
q/e i ¢
g=de Va4 Var (13.4)
Mit Hilfe der Beziehungen
efi? — cosz | isinz (13.5)
kann man der Lésung die Gestalt geben
q = A cos V*}f%—BSln V—t K (13.6)
oder auch (Ziff. 7)
g:Qsin<l/%t+y>. (13.7)

Die Integrationskonstanten A; und 4,, 4 und B, @ und y hingen dabei auf die
folgende Weise zusammen:

=4, + 4, B=1i(4,—A4,) l
AT _4 138)
—/4* + B bgy = - |
Zur Unterscheidung von Gi. (12.2), der Differentialgleichung der Bewegung,
nennen wir die Gln. (13.6) und (13.7) die endlichen Gleichungen oder die Dauer-
gleichungen der Bewegung. Die Grofle V«Ta, die die Dimension T—! hat, ist
die Kreisfrequenz der Schwingung, die in Ziff. 4 mit o bezeichnet war.

Mit dem Begriff der freien Schwingung hiingt ein zweiter, der der Eigenschwingung,
eng zusammen, Wahrend bei mehrliufigen Schwingern eine deutliche Unterscheidung

Klotter, Schwingungslehre I. 3
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zwischen diesen Begriffen notwendig ist, fallt dieser Unterschied fiir die einlaufigen Schwinger
fort. Hier ist jede freie Schwingung eine Eigenschwingung. Da aber dort, wo freie
Schwingung und Eigenschwingung sich unterscheiden, die Frequenz fiir die Eigenschwingung
kennzeichnend ist, bezeichnet man sie auch hier als Eigenfrequenz.

Besondere Aufmerksamkeit verdient die Tatsache, dall die Higenfrequenz
w= 1/0/71 und damit die Bigenschwingdauer T =2 wjow nur von den Konstanten
der Differentialgleichung, also den Eigenschaften des Schwingers bestimmt
wird. Rand- oder Anfangsbedingungen der Bewegung haben auf sie keinen
EinfluB: Wie ein Schwinger auch in Bewegung gesetzt werden mag, die Fre-
quenz seiner freien Schwingungen ist stets dieselbe. w? ist dabei dem Steigungs-
maB ¢ der Kennlinie direkt, der Masse oder dem Trigheitsmoment @ umgekehrt
proportional. Verstirkung der Bindung erhéht die Eigenfrequenz, VergroBe-
rung der Masse erniedrigt sie. Die Amplitude @ und der Phasenverschiebungs-
winkel y der Schwingung werden dagegen erst durch die Anfangsbedingungen
festgelegt. Ist z. B. zur Zeit { =0

¢g=¢q, und ¢q=v1,, (13.9)
so wird 4 = ¢, und B = v/w, daher
q=4q, coswt—}-%sinwt. (13.10)

Bei einer aus andern Riicksichten gewihlten Zahlung der Zeit kann es vor-
kommen, daB die Bedingungen (13.9) nicht fir ¢ =0, sondern fiir ¢{ = ¢, vor-
geschrieben werden, An die Stelle von (13.10) tritt dann

g = 04 08 0 (t—to) -+ ~2-sin o (E—1y). (13.11)

Beginnt eine Schwingung ohne Anfangsgeschwindigkeit, so besteht sie nur aus
dem Kosinusanteil, wird dem System eine Anfangsgeschwindigkeit ohne An-
fangsausschlag erteilt, so besteht sie nur aus dem Sinusanteil.

14. Ubersicht iiber die einfachen Schwinger. In Ziff. 11 war schon eine
Reihe von Beispielen einfacher Schwinger angefiihrt und in Ziff. 12 nach dem
Verlauf der Kennlinie eingeteilt worden. Ordnen wir die in Ziff. 11 gegebenen
Beispiele nach der physikalischen Natur der Riickstellkrifte, so erhalten wir
zwei Gruppen, in denen wir iberhaupt alle schwingungsfdhigen Gebilde unter-
bringen konnen. Die erste Gruppe umfaBt die Pendel; mit diesem Wort sollen
alle jene Systeme bezeichnet werden, deren Riickstellkrifte von Massenkriften
herriihren, gleichgiiltig ob diese verméoge eines Schwerefeldes, eines Fliehkraft-
feldes, eines magnetischen oder elektrischen Feldes zustande kommen. Zur
zweiten Gruppe rechnen wir jene Systeme, deren Riickstellkrifte durch die
Elastizitéit eines aus seiner natiirlichen Form verzerrten Gebildes geweckt
werden, und nennen sie die elastischen Schwinger.

Die Schwerependel kénnen starre Korper sein, die sich unter irgendwelchen
Beschrankungen im Schwerefeld bewegen. Je nach den kinematischen Be-
dingungen ihrer Bewegungsmoglichkeiten unterscheidet man Drehpendel, zu
denen das gewohnliche Korperpendel (physikalisches Pendel) gehort, Rollpendel
u. dgl., nach der Art der Aufhingung Monofilar-, Bifilarpendel usw. Auch die
Wassersiule im U-Rohr und Schiffe im Wasser filhren Pendelbewegungen aus.
Ein Beispiel fiir ein Fliehkraftpendel wird in Ziff. 16 beschrieben. Pendel in
magnetischen Feldern trifft man in einigen elektrischen MeBinstrumenten an.
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Die elastischen Gebilde kénnen recht unterschiedlich beschaffen sein: Saiten,
Stibe, Membranen, Platten und aus ihnen aufgebaute Systeme wie Fachwerke,
Rahmen u. dgl. zéhlen zu ihnen. Sitzt auf einem der genannten Gebilde jeweils
eine einzige Masse (im folgenden oft als ,,Zusatzmasse® bezeichnet), die so grol3
ist, daB die eigene Masse des Gebildes ihr gegeniiber vernachlissigt werden kann,
und ist die Schwingungsrichtung vorgeschrieben, so haben wir einen Schwinger
von einem Freiheitsgrad vor uns, da die Auslenkung der aufgesetzten Masse
aus ihrer Ruhelage die einzige kennzeichnende Koordinate ist — gleichgiiltig,
wie das Gebilde im iibrigen beschaffen sein mag. Je nach der Art der Bean-
spruchung unterscheidet man bei einem Stab z. B. noch Biegeschwingungen,
Dehnungsschwingungen, Drillungsschwingungen, und &hnlich teilt man die
Bewegungen einer Platte oder Scheibe ein.

b) Die Pendel.

15. Die schwingende Fliissigkeitssiinle. Als ein erstes Beispiel fiir einen
Schwinger mit streng linearer Charakteristik hatten wir schon (Ziff. 12) die
in einem U-Rohr schwingende Fliissigkeitssdule erwdhnt. Wir wollen diese
Bewegung jetzt etwas genauer betrachten. Zunichst setzen wir voraus, daB
das mit einer Fliissigkeit vom spezifischen Gewicht o gefiillte Rohr lotrechte
Schenkel habe und iiberall gleichen Querschnitt F aufweise (Abb. 11/8).

In diesem Sonderfall ist das Kriftespiel leicht zu iiberblicken. Die durch
einen Ausschlag w geweckte riickfithrende Kraft ist gleich dem Gewicht der
Fliissigkeitssiule, die iiber dem tieferen Spiegel steht, G = 2w Fy. Die zu
bewegende Masse ist, wenn [ die Lange der Fliissigkeitssiule bedeutet, m = [ F p/g.
Daher lautet die Differentialgleichung der Bewegung

R 2wFy

vy
g

oder
W+ 2L w=0, (15.1)
Die Kennlinie des Schwingers hat die Gleichung

R@w) =L w. (15.2)

Sie ist eine Gerade mit der Steigung tga = ¢ = 2 g/l. Das spezifische Gewicht y
und der Querschnitt F' treten in der Gl. (15.2) fiir die Kennlinie und in der
Bewegungsgleichung (15.1) nicht auf, sie beeinflussen die Schwingung also nicht.

Die Bewegung selbst ist nach den Satzen von Ziff. 12 eine harmonische
Schwingung, gleichgiiltig, wie grol die Schwingungsweite ist, solange nur die
Fliissigkeitsspiegel in den lotrechten Schenkeln bleiben. Aus den Koeffizienten
der Differentialgleichung liest man den Wert der Eigenfrequenz ab

o =22 dn f:%]/z—l-" oder T=2n1/—2%. (15.3)

Ist der Querschnitt des Rohres nicht konstant, so erfahren die einzelnen
Fliissigkeitsteilchen nicht mehr dieselbe Beschleunigung; die Bewegung bleibt
zwar eine harmonische Schwingung, zur Berechnung der Frequenz sind jedoch
andere Hilfsmittel erforderlich (Ziff. 29¢).

3*
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16. Das Punktpendel (Fadenpendel). Das Punktpendel von einem Freiheits-
grad besteht aus einem Punktkérper m, der sich auf irgendeiner Kurve £ bewegen
kann. Eine solche Bahn % kommt entweder dadurch zustande, dafl man eine
entsprechend gebaute Fithrung (Rinne) herstellt, in der der Korper gleiten oder
rollen kann, oder dadurch, dafl man den Kdérper durch einen unausdehnbaren
Faden mit einem festen Punkt O verbindet. In diesem Falle ist der Kérper
an eine Kugelfliche gebunden; wenn er auBerdem gezwungen ist, in einer Ebene
zu bleiben, so bewegt er sich auf einem Kreisbogen (Abb. 16/1).
Andere Bahnen erzielt man dadurch, daBl man zu beiden Seiten
des Fadens Backen b anbringt, an die
sich der Faden anlegenmuf (Abb. 16/2).
Je nach der Form der Backen erhilt
man verschiedene Kurven k. Immer
ist & Evolute zur Bahn %k oder —
anders ausgedriickt — k& Evolvente
zu den Profilen b.

o) Kreispendel (mathemati-
sches Pendel). Wir beschiftigen

Abb, 16/1. Abb.16/2, Punktkbrper aut DS Zundchst mit dem einfachsten
Punllgggf)gzn_auf Evolventenbogen. Sonderfall, dem Punktpendel auf dem

Kreisbogen (dem mathematischen
Pendel). Wie alle Punktmassensysteme ist auch das Punktpendel auf dem Kreis-
bogen eine Idealisierung. Man kann es auffassen als Grenzfall des nachher
zu besprechenden Korperpendels (Ziff. 17),

Auf die Punktmasse m wirkt im Schwerefeld das Gewicht & —m g und wegen
der starren Verbindung mit O eine Reaktionskraft ® in Richtung der Verbin-

P _ dungslinie. Diese beiden Krifte zu-
&t/ Z9"9  sammen ergeben bei einem Ausschlag
Y, @ eine riickfiihrende Kraft % in Rich-
\ tung der Bahn vom Betrage
- -Z 2 z = i
z p— Z -’3\ R=mgsing.
/ Diese Gleichung ist die der Kennlinie
/ des Schwingers (Abb. 16/3). Die Be-
Abb. 16/3. Kennlinie des Kreispendels. wegung kann aufgefallt werden ent-

weder als eine Translation auf einer
Kurve oder als eine Drehung um O; ihre Differentialgleichung lautet nach (12.1)

mle +mgsing=0 oder ml2@+ mglsing=0.
Beide Formen liefern
lg+gsing =0. (16.1)

Aus der Bewegungsgleichung fillt die Masse m heraus, da sie sowohl im Trigheits-
glied ml¢@ wie auch in der Riickstellkraft mgsing auftritt (,,Gleichheit von
triger und schwerer Masse*). Das mathematische Pendel fithrt, wenn die
Schwingungsweiten beliebige Werte erreichen kénnen, pseudoharmonische
Schwingungen aus (Ziff. 40). Harmonische Schwingungen erhalten wir in erster
Anniherung, solange die Schwingungsweiten so klein bleiben, daB die Sinus-
linie durch ihre Tangente im Nullpunkt ersetzt werden darf. Fiir solche kleinen
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Schwingungen lautet die Bewegungsgleichung

16 L gp=0. (16.2)
Das Quadrat der Kreisfrequenz ist
=7, (16.3)
daher die Frequenz f= %Vﬁ und die Periode
T = 25/1fg. (16.34)

Die Schwingungsdauer eines Pendels hingt an einem gegebenen Ort — d. i.
bei festem Wert von ¢ — nur von seiner Linge ab; sie ist der Wurzel aus der
Lénge proportional. Die Quadrate der Schwingdauern zweier Pendel verhalten
sich daher wie die Pendellingen

T2 :T§=1:1,. (16.4)

Beispiel. Unter einem Sekundenpendel versteht man ein Pendel, dessen halbe Schwingungs-
dauer 18 betrigt. Wie lang ist ein solches Pendel?

Aus (16.3a) folgt I = (T/2)%g/n?; mit T/2=1s wird [=981/z%cm = 99,4 cm. Das
Sekundenpendel ist nahezu 1 m lang.

f) Kurvenpendel; Zykloidenpendel. Im allgemeinen Fall der Be-
wegung auf einer beliebigen Kurve k lautet die Bewegungsgleichung, wenn m
die Masse des Punktkorpers, s die Bogenlinge und ¢ die Neigung der Tangente ¢
gegen die Horizontale bezeichnet (Abb. 16/2),

m§ +mgsing =0. (16.5)
Fiir Kreisbahnen gilt s=1Ig, und man erhdlt Gl (16.1). Fiir andere Kurven
kann man in der Nihe der Gleichgewichtslage, d. i. fiir kleine ¢, setzen s=pg,
wenn g den Kriimmungshalbmesser bezeichnet; fiir solche kleinen ¢ gilt aber
auch sin g~ @, so dal die Differentialgleichung zu

mop+mge =0 (16.6a)
und das Frequenzquadrat der kleinen Schwingungen durch
w? = —g— (16.6b)

gegeben wird. Mit anderen Worten: Kleine Schwingungen auf einer Kurve k
verlaufen mit der gleichen Frequenz wie die Schwingungen eines Kreispendels,
das den Krimmungshalb-
messer ¢ an der Gleichge-
wichtsstelle zur Pendellinge
hat. (o heilt reduzierte Pen-
delldnge.)

Besondere Beachtung ver-
dient der Fall, in dem £ eine
(gewdhnliche) Zykloide ist.
Da die Zykloide Evolvente
einer ihr kongruenten Kurve ist, miissen auch die Backen b Zykloiden sein.
Wir suchen nun die Riickstellkraft B =mgsing, die wir fir die Bewegungs-
gleichung (16.5) brauchen, als Funktion der Bogenlinge s auf.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 16/4 gilt fir die Zykloide:

1. Gleichung der Kurve z=a{(w—sinw) und y=a(l—cosw),

2. Normale #—= PF =2asinw/2,

3. Bogen s=UP=4acosw/2.

Abb. 16/4. Zykloide.
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Daraus folgt fiir cos ¢ = % =y/n

cos @ = @ (1 — cosw) _ 2 sin? w(2 —sin 2
2 a sin w/2 2 a sin w/2 2
daher
—_ T w .
=32’

ferner kommt s =4acos%= 4asing und deshalb sing = ﬁ, so daB
R=mgsinp=mgsfta

wird: Die Riickstellkraft ist dem Bogen proportional, die Kennlinie eine
Gerade wie in Abb. 12/1a. Die Bewegungsgleichung lautet daher

m:s"»{—mg{;:O, (16.7a)

so daB die Bewegung fiir jeden Ausschlag s eine rein harmonische Schwingung
mit der Kreisfrequenz

g
wr= L (16.7b)

wird. Wegen dieser strengen Unabhingigkeit der Frequenz vom Ausschlag
bezeichnet man die Zykloide als Tautochrone (d. i. Kurve gleicher Schwingzeiten).

Das Kreispendel, das fiir kleine Schwingungen dieselbe Frequenz aufweist, wie das
Zykloidenpendel fiir alle Ausschlige, hat die Linge [=4a (reduzierte Pendellinge), sein
Faden ist also doppelt so lang wie der des Zykloidenpendels.

Zykloidenpendel sind auch als Uhrpendel schon verwendet worden. Als Nachteile
treten dabei auf: Schwierigkeiten in der Herstellung einer streng genauen Zykloide. die
Steifigkeit des Fadens, die ein genaues Anlegen an die Backen, verhindert. Auch fiir genaue
Uhren verwendet man daher heute Kreispendel mit sehr kleinen Ausschligen. Uber deren
Genauigkeit erfolgen einige Angaben in Ziff. 408.

y) Kreispendel im Fliehkraftfeld. Nach den beiden Punktpendeln im
Schwerefeld betrachten wir nun noch ein Punktpendel, dessen Riickstell-
krifte von Feldkriften anderer Art herrithren. Wir nehmen z. B. an, ein
Punktkérper mit der Masse m sei an einem Faden von der Linge ! am Umfang
einer Maschinenwelle vom Radius r befestigt (Abb. 16/5a), die mit der Winkel-
geschwindigkeit w, umlaufe. (Eine Welle mit der Winkelgeschwindigkeit w,
macht #n,=30wy/x Umdrehungen je min.) Die Verhiltnisse liegen dann so,
als ob die Welle ruhte, um sie herum aber ein Kraftfeld bestiinde, das auf eine
im Punkte @ befindliche Masse m eine Kraft § vom Betrage F =m (r -+ 1) w] aus-
iibt. Wenn die Drehgeschwindigkeit w, grofl ist, iiberwiegt die Fliehkraft ¥
die auBlerdem noch vorhandene Schwerkraft & so sehr, daB3 diese jener gegen-
iiber vernachlissigt werden kann. Das angehidngte Pendel kann dann bei radial
gerichtetem Faden relativ zur Welle in Ruhe bleiben (mit der Welle umlaufen).

Wir nehmen nun an, die Punktmasse m werde durch irgendeine Ursache
aus dieser ,radialen Ruhelage” ausgelenkt (Abb. 16/5b). Der Winkel, den
der Faden P Q mit dem Radius O P bildet, sei @. Dann wirkt die Fliehkraft ¥,
auf den Punktkérper. Neben einer den Faden spannenden Komponente &
enthilt sie eine riickfithrende Komponente %, so daB die Voraussetzungen fiir
das Zustandekommen einer Schwingung gegeben sind. Um die Kreisfrequenz
der sich um die ,,Ruhelage einstellenden Schwingung zu ermitteln, miissen
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wir die Bewegungsgleichung fiir die Drehung des Punktkorpers m um P auf-
stellen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 16/5¢ ist

F, =mswl; (16.8a)
die rickfiihrende Komponente R der Kraft &, hat den Betrag
R = F,sind, = m s wsind,,
ihr Moment um den Befestigungspunkt P ist
M =1R=mlsw]sind,. (16.8b)

Wegen der aus Abb. 16/5¢ abzulesenden Beziehung (Sinussatz)
sing:sind; :sind, =s:1:7 (16.8¢)
wird daraus
M=mlrwising, (16.8d)
so daB auch dieses Pendel eine Sinus-
linie als Charakteristik bat. Die Be-
wegungsgleichung lautet somit
mBPe+mlrwising =20
oder
lp+ rwlsing =0. (16.9)
Fiir kleine Ausschlige wird daraus
lp+rwie=0. (16.10)
Das Quadrat der Kreisfrequenz w? der
freien Schwingungen des Pendels be-
tragt demnach

W= ol (16.11)
Die Kreisfrequenz w der Pendelschwin-
gungen ist der Drehgeschwindigkeit ),
der Welle proportional. Im Laufe einer  Avb. 16/5. Punktpendel am Umfang einer um-
Umdrehung der Welle fiihrt das Pendel ~12ufenden Wello befestigt. « Xnbelage, b ausgolenkte
stets die gleiche Anzahl von Schwin-
gungen aus, gleichgiiltig wie rasch die Welle sich dreht; die Anzahl der Schwin-
gungen je Umdrehung héngt nur von den Abmessungen 7 und [ ab, sie betrigt

.
T ]/l . (16.12)

Die in Abb. 16/5a skizzierte Anordnung ist die Urform einer neuerdings zu groBer prak-
tischer Bedentung gelangten Konstruktion, die der Beruhigung von storenden Schwingungen
der Kurbelwellen von Motoren (insbesondere Flugmotoren) dient und von der im zweiten
Band noch ausfiihrlich die Rede sein wird (TAYLor-Pendel).

17. Das Korperpendel (physikalisches Pendel). Das Korperpendel ist eine
ebene Scheibe (starrer Kérper, der nur Bewegungen parallel einer Ebene aus-
fithrt), die sich um eine feste Achse O drehen kann (Abb. 17/1). Als kennzeichnende
Koordinate bietet sich der Drehwinkel ¢ an. Hier kdnnen wir die Bewegung
nicht mehr wie beim Punktpendel als eine Translation auffassen, sondern wir
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miissen die Grundgleichung fiir Drehungen beniitzen, die aber gleichfalls die
Form (12.1) hat; die Koordinate ist hier ein Winkel und a das Tréagheitsmoment,
die Dimension der Glieder ist KL. An der Scheibe greift im Schwerpunkte §
ihr Gewicht & als eingepragte Kraft an, zugleich tritt eine in der Verbindungs-
linie SO wirkende Auflagerkraft D auf. Fiir eine von ¢ =0 verschiedene Stellung
des Pendels wirken & und © wie beim Punktpendel derart zusammen, daB eine
riickfiihrende Kraft @ iibrigbleibt, welche die Richtung der Tangente an die

Abb. 17/1.

Korperpendel.

Schwerpunktsbahn hat. Ihr Betrag ist K =@ sin ¢; sie hat
ein Moment um den Drehpunkt O vom Betrag

R = (Gssing, (17.1)
das die Scheibe in die Ruhelage zuriickzufithren sucht.
Die Kennlinie des Schwingers ist daher so wie bei dem auf
einem Kreis sich bewegenden Punktpendel eine Sinuslinie.
Wie das Punktpendel fithrt auch das Koérperpendel im all-
gemeinen pseudoharmonische Schwingungen aus; nur die
kleinen Schwingungen haben eine annidhernd gerade Kenn-
linie mit der Gleichung

R=Gsg 17.2)

und verlaufen deshalb harmonisch.

Die Bewegungsgleichung dieser kleinen Schwingungen lautet

Op+ Gsp=0. (17.3)

© bedeutet dabei das Trigheitsmoment des Pendelkérpers um die Achse O,
ist also gegeben durch @ =m(k?+ s?), wenn m die Masse des Pendelkérpers

|

[}
)
]

~
~

((12

und k sein T'rdgheitsarm fiir die Schwerachse ist.
‘\ Die Bewegungsgleichung wird somit zu

\ mk2+ )@+ mgsp=0
\ oder (17.4)
\ ¢+g- LI jgz ¢ =0;

die Kreisfrequenz der kleinen
Schwingungen folgt dann aus

S
a)2=gm§. (175)

Auch hier tritt die Masse m in der

zweiten Differentialgleichung (17.4)

und im Ausdruck fiir die Frequenz

Abb. 17/2. Frequenzquadrat des Korperpendels (== . . .
*und Punktpendels (- - - -p-)p == nicht mehr auf. Die Gl. (175) 148t

die Abhingigkeit des Frequenz-

quadrates von s erkennen. Tragen wir in einem Diagramm w?2(s) auf, so er-
halten wir die Abb. 17/2. ®?® verschwindet sowohl fiir s=0 wie fiir s ==occ
Zwischen diesen Werten existiert ein Maximum; es liegt, wovon man sich durch
Nullsetzen der Ableitung von w?(s) iiberzeugt, bei s = k. Legt man die Drehachse
durch einen auf dem Kreis mit dem Halbmesser £ um S gelegenen Punkt des
Pendels, so schwingt das Pendel mit der gréBten ihm erreichbaren Frequenz
®?=g/2k. In diesem Fall ist auch die grote Unempfindlichkeit der Frequenz
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gegen (etwa unbeabsichtigte) Anderungen der Pendellinge vorhanden. Die
Pendel genauer astronomischer Uhren werden deshalb im Abstand & vom Schwer-
punkt aufgehingt (M. SCHULER).

Ist der Pendelkérper punktférmig, die Masse also im Schwerpunkt vereinigt (mathe-
matisches Pendel), so ist k=0, so daB w?=g/s wird. In Abb. 17/2 ist w?(s) auch fiir das
Punktpendel k=0 (gestrichelt) eingetragen. Das Maximum ist nach s=0 geriickt und
ausgeartet, die Kurve fillt monoton; sie ist zu einer Hyperbel geworden.

Man kann nun die Lénge ! eines Punktpendels aufsuchen, das dieselbe
Frequenz hat, wie der ausgedehnte Pendelkérper. Man setzt also

g k? 4 s?

l:wd)?:» T (17.6)
und nennt diese Linge I die reduzierte Pendellinge des Korperpendels und den
Punkt T auf der Verlingerung der Linie 08, der den Abstand ! von O hat,
den Schwingungsmittelpunkt. Da er zum Aufhéngepunkt O gehort, so mufl
man ihn deutlicher ,,den zu O gehérigen Schwingungsmittelpunkt nennen.
Zu jedem Aufhingepunkt gehdrt ein anderer
Schwingungsmittelpunkt.

Der Schwingungsmittelpunkt hat eine bemer-
kenswerte Eigenschaft. Hingt man das Pendel
statt in O im zugehorigen Schwingungsmittel-
punkt T (Abb.17/3) auf, so schwingt es mit der-
selben Frequenz wie zuvor.

Fiir s =g, ist

WP =g
e

fir s =s,=1—s, = ks, ist
k!

Abb.17/3. Lage von Aufhingepunkt O,
w2 = 8g - . 81 Schwerpunkt S und Schwingungs-
=4y 5 =g R k4/8‘i’ =( L mittelpunkt 7.

Das Produkt s,s, der Schwerpunktsabstinde s, =08 und s,= ST, die
gleiche Schwingungsdauern ergeben, ist gleich dem Quadrat des Trigheits-
arms, ;8,=%% Man findet zusammengehorige Aufhinge- und Schwingungs-
mittelpunkte deshalb durch die in Abb. 17/3 angegebene geometrische Konstruk-
tion. Alle Punkte der Scheibe, die als Aufhingepunkte dem Pendel dieselbe
Frequenz geben, liegen auf zwei konzentrischen Kreisen. Durchmustert man die
Frequenzen zu allen Punkten einer Schwerlinie, so findet man (abgesehen von
dem Sonderfall s=Fk, fiir den die beiden Kreise zusammenfallen) jeweils vier
Punkte, denen dieselbe Frequenz zugehort (0, 7", T', 0" in Abb. 17/3, vgl. auch die
Linie a—a in Abb. 17/2). Ein Aufhingepunkt und ein zugehdriger Schwingungs-
mittelpunkt, deren Abstand gleich der reduzierten Pendellinge I ist, sind dabei
jeweils durch den Schwerpunkt S getrennt, oder — anders ausgedriickt —
durch einen und nur einen weiteren Punkt ,gleicher Frequenz‘ (wieder mit
Ausnahme des Sonderfalles s=£).

Ein Pendel, das mit solchen Vorrichtungen versehen ist, dal es auBler in
einem Punkte O auch im zugehdrigen Schwingungsmittelpunkt 7' aufgehingt
werden kann, wird ein Reversionspendel genannt. Eine genaue Anpassung wird
dabei durch Verschiebung einer kleinen Masse erreicht, die das Trigheitsmoment
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des Pendelkérpers dndert, bis die Baulinge zwischen den Schneiden zur redu-
zierten Pendellinge geworden ist.

Beispiel. Die Schwingdauer und die reduzierte Pendellinge einer in einer Ecke auf-
gehiingten Rechteckplatte von der Breite b und Héhe % ist zu bestimmen (Abb. 17/4).
S Es ist

2 2

S\\S wzzgﬁgg und lzk _:8
e Js _Jutdy 0hE4Y) &
- % F F 12bh 12°
wenn d? = b? + A? ist. Daher folgt
= P22,
. a2 3
R %g%‘é%‘ggﬁe Die reduzierte Pendellange betrigt -; d, der Schwingungsmittelpunkt liegt

2
auf der Diagonalen, im Abstand 5 & vom Aufhéingepunkt.
Daher ist die Frequenz

und die Schwingdauer

18. Mehrfadenpendel, Schiffsschwingungen, Rollpendel. In dieser Ziffer
untersuchen wir weitere Arten von Bewegungen starrer Korper, die Riickstell-
N . krifte vom Schwerefeld der Erde

% G % G 5 her erfahren.

| «) Héngt man einen Kérper an
: mehreren Fiaden (oder Seilen) auf,
J die entweder parallel gespannt sind
(Abb. 18/1) oder in einem Punkte
zusammenlaufen (Abb. 18/2), so hat
man wieder ein Pendel vor sich. Der
Einfachheit halber mége angenom-
men werden, da die Punkte 4,, 4,,
A, . .. auf einem Kreis (vom Halb-
messer @) um den Schwerpunkt
liegen, die Fiden also gleiche Lange
haben. Die sich einstellende Be-
wegung ist eine Drehung um die
lotrechte Schwerachse mit der Diffe-
rentialgleichung

a&l}b. 1%/1. Mﬁzhlrfadenpen— Abb. 18/2. Mehrfadenpen-
el mit parallelen Fiden. del mit geneigten Faden. o
geneigt O +R=0, (18.1)

wenn mit R das riickfithrende Moment bezeichnet wird. Die Ermittlung dieses
Momentes ist die néichste Aufgabe.

Wir untersuchen zunichst die Anordnung mit parallelen Seilen und be-
trachten die Seile einzeln (Abb. 18/3). Die Kraft, mit der jedes Seil in der
Ruhelage beansprucht wird, sei §,. Da sich das Gewicht ¢ des Kdrpers auf
die n Seile gleichmiBig verteilt, so ist S; = G/n. Wird der Koérper um den
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Winkel ¢ in einer waagerechten Ebene gedreht, so daB der FuBpunkt 4 nach
A’ gelangt (Abb. 18/3¢), so iiben die Seilkréifte riickfiihrende Momente aus, da
gie nun einen Winkel von 7/2—w mit der Horizontalen einschlieen, der
gegeben ist durch siny=u/l; u ist dabei der Abstand A A’, I die Linge des
Seiles. Bei der Auslenkung vergréBert sich der Seilzug etwas; war er vorher
8y, so wichst er auf 8= S,/cosyp (Abb.18/3d). Da die Auslenkung % und
damit der Winkel ¢ klein vorausgesetzt wird, ver-

nachlissigen wir die Anderung und rechnen mit | £ 5
einem festen Wert § = §; der Seilkraft. Die hori- l
zontale Komponente dieser Seilkraft ist ‘ y
. % W O \i
H=8siny=28"; (18.2a) }

: S5
sie liegt im Abstand £ vom Mittelpunkte O, so dal ‘ QE
ihr Moment M um O . 1:7 sy B BT " v

M=Hh=8% (182b) | & | b d
betrigt. u und A schreiben sich in ¢ | |

) A

R 1!
% = 2asin % h = a cos %, ' a‘é Abb. 18/3. Aus-

A i §ch1$ige und Krifte
deshalb wird ! Y\ im System Abb.18/1,

g 0 z A

M= sing. (18.2¢)

Wenn #n Seile vorhanden sind, so ist das gesamte riickfiihrende Moment R=nM,
wegen S=G/n daher

Ga?
R=""sing. (18.2d)

Mit Benutzung des Trigheitshalbmessers k& des Pendelkorpers (fiir die lotrechte
Schwerachse) wird aus (18.1)

mga®

mkrp + ——sing=0. (18.3)

Wie beim physikalischen Pendel ist die Kennlinie eine Sinuslinie, und ebenso
wie dort verlaufen die kleinen Schwingungen harmonisch. Ihr Frequenz-
quadrat ist

2
wr=2L2 (18.4)

Es ist bemerkenswert, daBl die Frequenz wieder unabhéingig ist von der Masse
des Pendelkérpers, aber auch unabhingig von der Anzahl der Seile, an denen er
hingt. Die reduzierte Pendellinge der Anordnung betrigt

UV'=1=. (18.5)
Mit der Auslenkung erfahren die einzelnen Seile auch eine Verdrillung um den Winkel ¢.

Sind die Seile drillungssteif mit der Steifigkeit ¢ je Seil (vgl. Ziff. 23), so vergroBert sich das
Riickstellmoment um n¢¢@, und aus (18.4) wird

2
wzz[g“ +m]‘klz__ (18.4a)

l

In diesem Fall ist eine Abhingigkeit von % vorhanden.
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Auch in der zweiten Anordnung, wo die Seile von einem Punkte ausgehen,
betrachten wir die Seile einzeln (Abb. 18/4) und lassen wieder die Verinderungen
auBler acht, die die Hohe ! und die Seilkraft § wihrend der kleinen Ausschlige
erfahren konnen. Die Lénge der schrig laufenden Seile bezeichnen wir jetzt
mit L; die Seile sind unter dem Winkel o gegen die Lotrechte geneigt, fiir den
sina =a/L gilt. Eine Drehung des Kérpers um den Winkel ¢ in der waage-
rechten Ebene schafft auch hier einen Neigungswinkel 7z/2 — ¢ der Seile gegen
die horizontale Gerade, in der der Ausschlag u liegt,

Ausschlige und .

Krafte im Sy- und das aller Seile

& @ A stem Abb.18/2.
¢

9 so daB hier die Horizontalkomponente einer Seilkraft
A H=S8siny = 8- (18.6a)
iy ist. Die Seilkraft S ist jetzt aber gréfler als zuvor,
namlich
G/n
&sy § = S (18.6b)
Au A F
Zf) d Damit wird das von einem Seil herriihrende Riick-
fiithrmoment
| , Ga
, 4 — "
| . ;z“ Abb. 184, M=Hh= T oos 3 Sn@ (18.6¢)

G a?

R=nM=

Toos z S@- (18.6d)
Bezeichnet man die Hohe des Aufhingepunktes iiber dem Kérper L cos «
mit I, so stimmen die Riickfithrmomente (18.2d) und (18.6d) iiberein. Der an
geneigten Seilen aufgebhingte Korper bewegt sich genau so wie der an parallelen
Seilen, wenn der Abstand des Korpers von der ,,Decke® der gleiche ist.

p) Die Bewegungen, die ein Schiff im Wasser ausfiihrt, wenn es irgendwie
aus seiner Gleichgewichtslage gerdt, werden ebenfalls von den Schwerkriften
bestimmt, sind also Pendelungen. Das
Schiff ist ein starrer Kérper im Raum,
der sechs Grade der Freiheit aufweist
(entsprechend den sechs zur Beschrei-
bung seiner Lage notwendigen Koordi-
_________ —L naten). Wir suchen die Tréigheitshaupt-

N achsen des Schiffes auf und wahlen als
\\\\\% > \\\ Koordinaten die drei Verschiebungen
Abb. 18/5. Trigheitshauptachsen eines Schiffes. Z, Y2 In Rwhtung dieser Achsen und
die drei Drehungen ¢;, @,, ¢; um diese
Achsen (Abb. 18/5). Jede dieser sechs Bewegungen kann unabhingig von den
anderen erfolgen und stellt eine Bewegung von einem Freiheitsgrad dar.
Schwingungen treten jedoch nur dann auf, wenn eine Auslenkung das Gleich-
gewicht stort und Riickstellkrifte weckt. Die neue Lage ist wieder Gleich-
gewichtslage bei den Verschiebungen z und y und bei einer Drehung ¢; um
die z-Achse. Dagegen wecken Auslenkungen in den drei anderen Koordinaten
%, @1, @y Riickstellkrifte oder -momente und geben so Veranlassung zu Schwin-
gungen: Das Schiff ist ein dreildufiger Schwinger.

z
%

]

\
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Die Schwingungen in z sind einfach zu iiberblicken: Bezeichnet man die
»Schwimmfliche (die durch die Schiffswand aus dem Wasserspiegel aus-
geschnitten wird) mit F, so betrigt die Riickfiihrkraft R bei einer vertikalen
Auslenkung z, wenn y=p g das spezifische Gewicht des Wassers ist,

R=yFz=ugFz, (18.74a)
daher lautet die Bewegungsgleichung (wenn m die Masse des Schiffs bezeichnet)
mz-+ugFz=0. (18.7b)

Die Kennlinie fiir die lotrechten Schwingungen ist eine Gerade, und die
Schwingungen verlaufen harmonisch, solange der Querschnitt ¥ als von z
unabhingig angesehen werden kann. Dem Ausdruck fiir die Kreisfrequenz
kann man wegen m=uV (V ist das verdringte Volumen) die Form geben

F F
wz—_—gﬁm—:g—v—. (18.7¢)

Auch die beiden Drehungen ¢, und g, sind mit Riickstellkriften verbunden.
Wir untersuchen die Drehung ¢, um die Langsachse eingehender; fiir die andere
gilt ganz entsprechendes.

In der Gleichgewichtslage befindet sich der Schwerpunkt S des Schiffes,
in dem sein Gewicht angreifend gedacht werden kann, senkrecht iiber dem
Schwerpunkt 7' der verdringten a4/
Wassermasse, in dem die Auf- /
triebskraft angreift (Abb. 18/6,
die die Querschnitts- Schwer-
ebene zeigt). Bei einer Drehung
@, é4ndert sich die Form der
verdringten Wassermasse. Das
Volumen | f,dz fillt weg, dafiir
kommt [ fydx hinzu (Bezeich-
nungen s. Abb. 18/6). Beide
Grofen sind gleich, da der Auf-
trieb sich nicht &dndern kann;
sind die Winde parallel, so ist auch f, =f,=f: Das Schiff dreht sich um
die Langsschwerachse. Andern muBte sich jedoch der Angriffspunkt des Auf-
triebes, der der Schwerpunkt der verdringten Masse ist. Er hat sich parallel Iﬁ
(Verbindungslinie der Schwerpunkte der Flichen f, und f,) um die Strecke b
von 7' nach T, verschoben. Wenn y(x) die Ordinate der ,,Schiffswasserlinie‘
(UmriB der Schwimmfliche) angibt, so gilt fiir kleine Winkel ¢, angenihert

Abb. 18/6. Schnitt durch die Querschnitts-Schwerebene.

_6::P2v05a:§y und f:yZ,(gL,
daher

b:__V—:g,_vV*i(plzfﬁq)l_ (1883)

J ist das dquatoriale Flichentrigheitsmoment der Schwimmfliche in bezug
auf die Lingsachse O.



46 IT A. Freie, ungedimpfte Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 19.

Bezeichnet man den Schnittpunkt der Wirkungslinie des Auftriebs (Lot-
rechte in 7)) mit der Symmetrielinie des Querschnittes durch M, und die Strecke
TM mit n, so gilt

b J
n= = (18.8b)
M heillt das Metazentrum, sein Abstand n von 7' ist durch (18.8b) festgelegt.
Die Hohe von M iiber dem Schwerpunkt S, MS=e, heiBt die ,metazentrische
Hohe'. Das Riickstellmoment, das der Auftrieb ausiibt, ist gegeben durch

R=Gh=_Gesing,; (18.9a)
die Kennlinie ist also wieder eine Sinuslinie, und das Riickstellmoment ist der

metazentrischen Héhe proportional.
Die Bewegungsgleichung lautet

Op, + Gesing; = 0; (18.9b)
daher ist fiir kleine Schwingungen
w2=g%, (18.9¢)

wenn k den Trégheitsarm des Schiffes fiir seine Lingsschwerachse bezeichnet.
Die reduzierte Pendellinge betrigt
U'=1Ik?e. (18.9d)

Fiir andere als parallele Wande und nicht mehr kleine Winkel ¢, wird  irgendeine andere

Funktion %(gp,); die Bewegungsgleichung lautet dann

Oy, +Gh(p)=0
und muf nach den Anweisungen fiir pseudoharmonische Schwingungen (Abschn. C)
behandelt werden.

Analog dem Metazentrum fiir die Drehungen ¢, um die Lingsachse la8t sich
tiir die Drehungen @, um die Querachse ein ,, Quermetazentrum finden. Es
liegt stets hoher als das erste. Fir die Schwingungen in der Koordinate ¢,
spielt es die gleiche Rolle wie jenes fiir die in ¢.

Erwihnt seien noch die Bezeichnungen fiir die drei Arten von Schwingbewegungen:
die in z heit Wogen, die in @, Rollen oder Schlingern, die in @, Stampfen.

y) Ein weiteres Beispiel, das vom physikalischen Standpunkt aus hierher
gehort, ist das Rollpendel, denn auch dieses besteht aus einem starren Korper,
der durch Schwerkrifte in schwingende Bewegung versetzt wird. Die Behandlung
dieser Aufgabe paBt jedoch nicht mehr in den bisherigen Rahmen, da die Roll-
bewegung weder eine Schiebung noch eine Drehung um eine feste Achse ist.
Die Bewegungsgleichung kann also nicht mehr in der einfachen Form von
Gl. (11.1) angeschrieben werden. Zur Behandlung dieser Aufgabe sind anders
geartete Hilfsmittel erforderlich, die wir erst spiter kennenlernen werden
(Ziff. 29 9).

19. Beispiele fiir Pendelbewegungen; Ermittlung von Trigheitsmomenten. «) Eine
Aufhingung eines starren Koérpers an mehreren Fiden findet man in manchen elektrischen
und magnetischen MeBgeriten vor, fiir welche sie erstmals von Gauss vorgeschlagen wurde.
In der Regel sind dann zwei Faden verwendet (bifilare Aufhingung).

Das Gehinge ecines Magnetometers besteht aus einem diinnen Magnetstab von 5 em
Liange, der im Abstand von 3 em (symmetrisch) an zwei Fiaden (ohne nennenswerte Tor-
sionssteifigkeit) von 10 cm Liénge aufgehingt ist. Welche Schwingungsdauer hat das
System, und wie lang ist das gleichwertige mathematische Pendel ?
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Die Antwort steckt in GI. (18.4). Von den dort eingehenden Grofen kennen wir
g=981 cm/s?, I =10 cm, ¢ =1,5 cm; es fehlt noch k. Das Tragheitsmoment eines diinnen
Stabes in bezug auf eine Querachse durch den Schwerpunkt ist ® =m L?/12 und daher
k?=L?12. In (18.4) eingesetzt, ergibt sich

,  981-225-12

i S —2
= 1025 §72=105,95s
und
2
=2 _0,62s.
()
Die reduzierte Pendellinge betragt nach Gl. (18.5)
, K 10-25
l =lﬁ=12—_2,2—50m=9,260m.

B) Das Trigheitsmoment ® eines Schwungrades fiir seine
Achse soll ermittelt werden. Der Schwerpunkt ist bekannt,
er liegt in der Achse. Das Gewicht des Rades ist G. i ;

Es gibt zwei Moglichkeiten: 1. Man 148t das Schwung- é‘?}?&uhgglsédeﬁﬁgaﬁ%ggrp%%&.
rad als Korperpendel in einer vertikalen Ebene schwingen,
indem man die Nabe, deren Bohrung den Durchmesser 2+ hat, auf eine Schneide legt
(Abb. 19/1). 2. Man hingt das Schwungrad im Abstand / von einer ,,Decke* an drei oder
mehr Seilen auf, die an regelmiBig itber den Kranz verteilten Stellen befestigt werden,
und 148t das Rad in der horizontalen Ebene Schwingungen ausfiihren.

1. Aus einer Reihe von Schwingungen ermittelt man die Dauer einer Schwingung zu T},

rechnet als HilfsgroBe die reduzierte Pendellinge I = i—i‘—; aus und findet das Quadrat
des Tragheitsarms aus (17.6) zu
B=s(l,—s)=r(,—r).
Das Tragheitsmoment selbst ist
o=2r 5
g

o

2. Aus der Schwingdauer T, der zweiten Anordnung findet man
nach (18.4)
g &¢@ g a1y
T 1 42’
wenn a der Abstand der FuBpunkte der Seile von der Achse ist, und
deshalb T
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y) Die zur Bildebene senkrechte Schwerachse einer Pleuelstange
(Abb. 19/2) und das Trigheitsmoment fiir diese Achse sollen ermittelt
werden. (Die Kenntnis dieser Gréfen ist z. B. erforderlich zur Bestim-
mung der Gelenkdrucke des Kurbeltriebes.)

Kennt man das Gewicht, so lassen sich die gesuchten Groflen aus Atbb- 19/23%’1319%'
Schwingungsversuchen finden. Am bequemsten ist in diesem Fall die s %lggn;eplg;]ktelt i
Anordnung als Kérperpendel. Und zwar muBl man die Stange auf zwei
verschiedene Arten schwingen lassen, etwa mit O, und O, als Drehachse. Der (bekannte)
Abstand der Drehachsen sei a, die (unbekannten) Abstinde der Schwerachse von den Dreh-
punkten O; und O, seien ¢, und s, und der gesuchte Trigheitsarm k. Die Schwingungen um
0, mogen die Dauer T}, jene um O, die Dauer T, haben. Aus beiden Werten errechnet
man als Hilfsgro8en die reduzierten Pendellingen:

T T
17 4qa2° 27 4a?
Dann stehen wegen (17.6) die drei Gleichungen
B4st =31
B8l =3l
S+ &= a

k2 =

Sz

0=Cp_q
g

‘44_‘44“404
A
a@—

R

o)
AlLg

0,

=

It
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zur Bestimmung der drei Unbekannten s;, s, und % zur Verfiigung. Aus ihnen findet man
ohne Miihe

s g b—e o h—a
UL+, —2a’ 2 L +1,—2a’
daraus dann
=g, — ) oder k2 = s, (I, — 85)

und schlieflich das Triagheitsmoment selbst

0=

G e
g

c¢) Die elastischen Schwinger.

20. Federzahl, EinfluBzahl; allgemeine Eigenschaften. Als elastische Schwinger
bezeichnen wir diejenigen Systeme, deren Riickstellkrafte ihre Ursache in der
Elastizitit eines aus seiner natiirlichen Gestalt verzerrten Gebildes haben.
Trotz der Verschiedenartigkeit der Gebilde und ihrer Beanspruchungen ist doch
eine einheitliche Behandlung méglich. Fiir die Aufstellung der Differential-
gleichung (12.2) benéotigt man zwei GréBen: den Koeffizienten a von ¢, der durch
die Masse oder das Trigheitsmoment des Schwingers gegeben ist, und den Koeffi-
zienten ¢ von ¢, die Federzahl. Fiir kleine Schwingungen ist ¢ durch das Steigungs-
maB der Tangente an die Kennlinie des Schwingers bestimmt. An Stelle der
Federzahl ¢ kann man auch ihren Kehrwert A = 1/c benutzen. Er ist eine GréBe,
die in der Festigkeitslehre hiufig verwendet wird: die Einflufzahl. Die Feder-
zahl ¢ bedeutet das Verhiltnis von Kraft zum erzeugten Ausschlag oder, anders
ausgedriickt, die zur Erzeugung des Einheitsausschlags notwendige Kraft,
h bedeutet das Verhiltnis von Auslenkung zur erzeugenden Kraft, d.h. die
Auslenkung unter der Wirkung einer Einheitskraft.

Die kinetische Aufgabe der Aufstellung der Bewegungsgleichung und Er-
mittlung der Eigenfrequenz ist auf diese Weise zuriickgefiihrt auf eine Aufgabe
der Festigkeitslehre, nimlich die Ermittlung der EinfluBzahl des untersuchten
Gebildes fiir die Stelle der aufgesetzten Masse. Ist diese EinfluBzahl bekannt,
so folgt das Quadrat der Kreisfrequenz aus

¢ 1
¢ ha’

Die EinfluBlzahl (oder die Federzahl) und damit die Frequenz eines elastischen
Gebildes kann, wenn dieses einfach genug gebaut ist, durch Rechnung gefunden
werden. Wir werden eine Reihe solcher Rechnungen in den folgenden Ab-
schnitten durchfiihren. Wo eine Rechnung nicht méglich oder nicht angéngig
ist, kann % auch aus einem Versuch gewonnen werden. Man belastet das
System mit einer beliebigen Kraft (oder einem Moment) P, die (das) in Richtung
des Weges der zu untersuchenden Schwingung liegt, und stellt die zugehérige
Verschiebung (Drehung) w, fest; der Quotient w,/P, liefert unter Voraussetzung
gerader Kennlinie die EinfluBlzahl .

Wird nicht die zu trgendeiner Kraft P gehorige Verschiebung w festgestellt,
sondern diejenige Verschiebung d, die unter Wirkung des Gewichtes G'=mg der
aufgesetzten Masse m eintritt, so ist #=d/@ und daher
1 16 gy

(/02:7':'"7»— m d :—d'- (20.2)

(20.1)

w?=
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Diese Gleichung liefert uns den sehr allgemeinen Satz, daB die Quadrate
der Schwingzahlen zweier einliufiger elastischer Systeme sich umgekehrt
verhalten wie die statischen Durchsenkungen, welche die Systeme unter der
Wirkung des Gewichtes der aufgesetzten Massen erfahren;

wliol=FR:f=d,:d. (20.3)
Der Vergleich der Gl. (16.3) fiir die Frequenz eines Punktpendels mit der
GL. (20.2) fiir die Frequenz eines elastischen Schwingers zeigt, dal} der elastische
Schwinger dieselbe Frequenz hat wie ein Punktpendel, dessen Pendellinge gleich
der statischen Einsenkung des Gebildes unter dem Einflul des Gewichtes der
aufgesetzten Masse ist. Man nennt die GréBe d auch die Frequenzhéhe des
Schwingers. Sie ist ein Analogon zur reduzierten Pendellinge.
Aus (20.2) kann man noch eine Faustformel zur Abschétzung der Eigen-
frequenzen elastischer Systeme herleiten. Mit w?d=g wird
f2d = ;15 ~ 25 em 52, (20.4)

472 ™

So ist z. B. fiir
d=1cm P~ 25872 f~ 5H=z
d=0,1lem P~ 25082 f~ 16 Hz
d=0,01lcm f?~ 250052 f~ 50 Hz.

In den vorstehenden Uberlegungen ist Gebrauch gemacht von den Begriffen
des Gewichtes und der Schwerebeschleunigung. Man beachte jedoch wohl,
daB diese GroBen mit der Schwingung selbst nichfs zu tun haben und nur zur
Ermittlung der EinfluBzahl — gewissermafen nebenher — eingefiihrt wurden.
Wie aus der Differentialgleichung hervorgeht, wird die Schwingung nur be-
stimmt durch die Masse des Schwingers und seine elastische Riickstellkraft.
Ein Schwerefeld braucht nicht vorhanden zu sein. Wenn es vorhanden ist,
beeinfluBt es die Bewegung nur insoweit, als es die Ruhelage des Systems, d. i.
die Nullage der Schwingung verschiebt. Das System schwingt nicht mehr um
den spannungslosen Zustand, sondern um eine statische Gleichgewichtslage, die
dadurch bestimmt ist, dal das Gewicht gleich ist der riickfiihrenden elastischen
Kraft, die durch die statische Durchsenkung geweckt wird. Solange die gesamten
Auslenkungen jedoch noch in den Bereich der geraden Kennlinie fallen, wird die
Schwingung und ihre Frequenz durch eine solche Vorbelastung nicht gedndert.

Selbst dann, wenn die statischen Auslenkungen so groff geworden sind, daf}
sie nicht mehr in den Bereich der geraden Kennlinie fallen, kénnen die iiber-
lagerten Schwingungen, wenn ihre Amplitude nur klein genug ist, als mit gerader
Kennlinie verlaufend und damit als harmonisch angesehen werden. Allerdings
hat dann die die Schwingungen bestimmende angeniherte Kennlinie (Tangente)
eine andere Steigung als der statischen Durchsenkung entspricht, es entfallen
die durch die GIn. (20.2) und (20.3) ausgedriickten Beziehungen zwischen f und d.
Die Schwingungen haben jetzt eine andere Frequenz als die um die spannungslose
Lage erfolgenden. Am besten lassen sich diese Zusammenhinge an der Kenn-
linie ablesen : In Abb. 20/1 bedeutet & die gekriimmte Kennlinie eines Schwingers.
Fiir kleine Schwingungen um die spannungslose Lage kann die Kennlinie durch
ihre Tangente ¢, ersetzt werden, deren Steigung ¢, man experimentell angenihert
durch die Steigung P,/w, einer Sehne s, als tg «, = ¢; messen wiirde. Wird das

Klotter, Schwingungsiehre 1. 4
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Gebilde durch eine Kraft P, so weit vorbelastet, daB es die Auslenkung w,
erfahrt, und iiberlagern sich nun diesem Zustand Schwingungen mit kleiner

Amplitude, so kann als deren Kennlinie die Tangente ¢, in (w,, F,) genommen

werden.
P

/
. . A

4

@

Thre Steigung ¢, wiirde man angenahert aus dem Quotienten

P,— P

¢y = tg ay= > *>—:° finden, der die Neigung
einer Sehne s, anglbt Die Federzahl ¢, weicht
ab sowohl von ¢, der Neigung der Tangente ¢,
im Ursprung, wie von ¢y = Pyfw,, der schein-
baren oder resultierenden Federzahl, die
der Neigung der Sehne s, entspricht. Ist die
Kennlinie in der Weise gekriimmt, wie die
Abb. 20/1 angibt, so verlaufen die Schwin-
gungen um 8o rascher, je stirker die Vor-
belastung ist.

P /637 i

¥

Ein Unterschied ist jedoch zu beachten: Die
Tangente im Ursprung ist Wendetangente, die in
einem aufBerhalb liegenden Punkt im allgemeinen
jedoch nicht. Dadurch wird zwar qualitativ an der
beschriebenen Erscheinung nichts geindert, quanti-
tativ jedoch insofern, als die Wendetangente (mit einer sog. dreipunktigen Beriihrung) die
Kurve besser annihert als eine gewchnliche Tangente (mit zweipunktiger Berithrung).

Durch VergroBerung der Masse eines Schwingers verringert sich (bei gleich-
bleibender Federzahl) die Eigenfrequenz. Im Schwerefeld bedeutet VergréBerung
der Masse stets auch eine Erhohung der ,,Vorbelastung der Feder; falls die
Kennlinie gekriimmt, und zwar nach oben hohl ist, wiichst dann die Federzahl
und damit die Frequenz. Man kann nun fragen: Welche Form mufl die Kenn-
linie haben, damit die Eigenfrequenz des Schwingers bei jeder GroBe der Masse
(Last) dieselbe ist ?

Wegen ¢ =d P/dw und P =myg folgt aus (20.1)

5 _ dP ¢
dw P
als Differentialgleichung fiir die Charakteristik P (w).
g/w? =w, schreibt sie sich

g wy Wy w, W

Abb. 20/1. Gekriimmte Kennlinie; Schwin-
gungen unter Vorbelastung.

Mit der Abkiirzung

dw _dP
w, P
und liefert, wenn P = F, fiir w=0 ist, als Charakteristik
wjwy=In(P/F,)) oder P = P,e®/m, (20.5)

Die Kennlinie mufl daher nach einer Exponentialfunktion gekriimmt sein.

In den nachfolgenden Abschnitten untersuchen wir nun eine Reihe von
elastischen Gebilden, die wir mit einer so groBen Masse belastet annehmen, daB
die eigene Masse der Gebilde ihr gegeniiber vernachlissigt werden kann. Zur
Bestimmung der Eigenfrequenz der Schwingungen um die unverzerrte Gleich-
gewichtslage geniigt nach dem Gesagten die Ermittlung der EinfluBzahl. Fiir
die verschiedenen Einspannungsformen und Belastungsarten eines einzelnen
Stabes sind diese EinfluBzahlen bekannt, sie werden in Ziff. 21 und 23 daher
nur angefiihrt. In den anderen Abschnitten wird die Ermittlung der EinfluB-
zahlen einiger Anordnungen (z. B. in Ziff, 22 fiir Stabwerke und in Ziff. 24
fir Schraubenfedern) im einzelnen durchgefiihrt.
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21. Biegungs- und Dehnungsschwingungen von Stiiben. Fiir das in Abb. 11/5a
gezeichnete Beispiel eines am linken Ende eingespannten, am rechten Ende freien
Stabes, der an diesem freien Ende eine Masse m trigt, ist die EinfluBzahl fiir
Biegung in der Zeichenebene

l3
h =357, (21.1)
denn die Durchsenkung unter einer Kraft P, die an der Stelle von m angreift,
ist w=PIP3EJ, so dal der Quotient w/P fir 2 den Wert (21.1) liefert.
E ist die Elastizititszahl des Stoffes, J das Flichentrigheitsmoment des Stab-
querschnittes bezogen auf die zur Zeichenebene senkrechte Schwerachse. Die
Differentialgleichung der Bewegung lautet daher

. 3EJ
mw —{—Tw:(),

und das Quadrat der Kreisfrequenz der Eigenschwingung wird

3EJ
mi°

(21.2a)

Fiir einen beiderseits frei aufliegenden Stab, der die Last in der Mitte trigt
(Abb. 11/5b), ist die EinfluBzahl & =1%/48 EJ; es ist deshalb

_ 48EJ

2 .
m I3

(21.2D)
Sitzt die Last nicht in der Mitte, sondern im Abstand & und b von den Stiitzen,
so liefert die Lehre von der Balkenbiegung die EinfluBzahl »=a2b%3EJI;

daher ist hier
3EJI

w2 =—3,
m a? b2

(21.2¢)

Es macht fiir die Ermittlung von w?, wenn h bekannt ist, natiirlich keinen
Unterschied mehr, ob es sich um eine statisch bestimmte oder unbestimmte
Befestigung handelt. Fiir den an beiden Enden eingespannten Stab (Abb. 11/5¢)
ist die EinfluBzahl »=a?b%3 EJI? und deshalb

3EJI?
2ol (21.2d)
Sitzt die Masse in der Mitte, ist a =56 =12, so wird »=103192 EJ und
192EJ
(,()2 = ——W——, (2126)

Beispiel. Ein an beiden Enden unnachgiebig eingespannter Stab, der aus einem Walz-
eisen von ] Querschnitt NP 30 besteht (J = 9800 cm?) und 4 m lang ist, tragt in der Mitte
eine Masse von 1,2 t Gewicht. Wie groB} ist die Eigenfrequenz seiner Biegeschwingungen ?

Mit =400 cm, G=mg=1200 kg, £=2,2-10°kgem™? kommt w?=192EJ/m]*=
192 ¢ EJ/G P = 52900 s~2; also w = 230 s~ oder f= 36,6 Hz.

Auch fiir die Beanspruchung eines Stabes auf Dehnung kénnen wir eine
EinfluBzahl finden. Unter der Wirkung einer Zugkraft P verlingert sich ein
Stab von der Léinge I, dem Querschnitt ¥ und der Elastizititszahl E des
Stabstoffes um die Strecke v= P EF, die zugehorige EinfluBzahl ist also

l
h =gF" (21.3)

4*
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Damit lautet die Bewegungsgleichung der Dehnungsschwingungen eines Stabes
von der Linge [, der an einem Ende befestigt ist und am anderen eine Masse m

tragt (Abb. 11/6),
mv -+ ylf—v =0,

und das Quadrat der Kreisfrequenz seiner Eigenschwingung ist

EF
w? = mi (21.4)

Der eine Masse tragende Stab ist eigentlich ein System von zwei Freiheitsgraden. Die
Masse m kann nach jedem Punkte eines gewissen ebenen Bereiches in der Umgebung der
Ruhelage gebracht werden, man bedarf also zweier Koordinaten, um ihre Lage zu beschreiben.
Hierzu konnen etwa die oben benutzten Koordinaten » und w dienen; nach der einen
Richtung w sind die Auslenkungen mit einer Biegung des Stabes, nach der anderen v mit
einer Dehnung verbunden. Damit man ein solches System als einfachen Schwinger behandeln
kann, mufl die Schwingungsrichtung vorgeschrieben werden. Dabei darf man aber nicht
eine beliebige Gerade vorschreiben, sondern nur eine solche, fiir welche die durch die Aus-
lenkung geweckten, riickfithrenden elastischen Krifte wie beim einfachen Schwinger nachdem
Ausgangspunkt hin gerichtet sind. Solche Richtungen heiflen Hauptrichtungen. Fir jedes
elastische Gebilde mit einer Einzelmasse, die sich in der Ebene bewegen kann, gibt es zwei
Hauptrichtungen; wenn eine Symmetrielinie vorhanden ist, so bezeichnet sowohl sie selbst
als auch die auf ihr Senkrechte je eine Hauptrichtung (ausfithrlich im zweiten Band).
Durch die Weisung, Biegeschwingungen oder Dehnungsschwingungen zu betrachten,
wird die Schwingungsrichtung vorgeschrieben. Da die Stabachse Symmetrielinie ist, stellen
die Richtung der Dehnungsschwingungen und die zu ihr senkrechte Richtung der Biege-
schwingungen Hauptrichtungen dar, in denen die Schwingungen geradlinig und unabhingig
voneinander verlaufen, so daB sie, wie dies oben geschah, als Bewegungen von Systemen
eines Freiheitsgrades behandelt werden kdnnen.

Sieht man noch genauer zu, so erkennt man, daB die Beschrinkung auf zwe: Freiheits-
grade von der Voraussetzung herrithrt, es sollen nur Bewegungen in der Zeichenebene
betrachtet werden. Die Stibe kénnen aber auch Auslenkungen aus der Zeichenebene
heraus erfahren. Durch solche Auslenkungen werden ebenfalls elastische Riickstellkrifte
geweckt. Da fiir alle in einer Ebene angeordneten Gebilde diese Ebene Symmetrieebene ist,
g0 ist die zu ihr senkrechte Richtung stets eine Hauptrichtung; in ihr verlaufen die Schwin-
gungen unabhingig von den sonstigen Schwingungsméglichkeiten und deshalb so, als ob
es sich um einen einzigen Freiheitsgrad handelte. Von Schwingungen in dieser dritten
Richtung wollen wir, da sie ebenfalls Biegeschwingungen sind und daher nichts wesentlich
Neues bringen, im folgenden zunéchst ganz absehen, indem wir die Bewegungsméglichkeit
auf die Ebene einschrinken.

Da das Quadrat der Eigenfrequenz umgekehrt proportional der EinfluBzahl ist, so
verlaufen die Schwingungen in jener Richtung, fiir die das Gebilde ,,weicher‘ ist, also eine
groBere EinfluBzahl aufweist, langsamer als in der zweiten Richtung, in der das Gebilde
steifer ist, d. h. eine kleinere EinfluBzahl besitzt. Der Stab ist weicher fiir Biegung als
fiir Dehnung; die Biegeschwingung verlduft daher langsamer als die Dehnungsschwingung.
Und zwar ist das der Fall, solange die EinfluBzahl fiir Biegung gr6Ber ist als die fiir Dehnung,
also fiir das Beispiel des Stabes mit Endmasse, solange [3/3 EJ > I/EF, d. h. I3/3 k2 > 1
oder 22 > 8, solange also das Quadrat des Schlankheitsgrades A (Verhiltnis von Stablinge
zu Trigheitsarm des Querschnitts) groBer bleibt als 3. Ein Gebilde, fir das diese Voraus-
setzung nicht zutrifft, bezeichnen wir nicht mehr als einen Stab; es wiirde dann auch die
elementare Biegungstheorie nicht mehr gelten, die der Herleitung der Gl.(21.1) zugrunde liegt.

22, Schwingungen von Stabwerken. Nicht nur die einfachen Stébe, sondern
auch die Stabwerke stellen Gebilde dar, die zum Bereiche unserer Untersuchungen
gehoren. Als Beispiele behandeln wir den Stabzweischlag nach Abb. 22/1a und
den Rahmentriger nach Abb. 22/2.

Die angegebenen Systeme besitzen (in der Ebene) jeweils zwei Grade der
Freiheit, denn die Masse m kann nach jedem Punkte eines ebenen Bereiches
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in der Umgebung der Ruhelage gebracht werden, so dall es zweier Koordinaten
zur Beschreibung ihrer Lage bedarf. Ein solches System kann jedoch fiir Be-
wegungen in seinen Hauptrichtungen (aber nur fir diese) wie ein einfacher
Schwinger behandelt werden.

«) Der Stabzweischlag nach Abb. 22/1a besteht aus zwei untereinander und
mit einer festen Wand gelenkig verbundenen Stiben, an deren Knoten C
eine Masse sitzt. Da Krdftepline

die Gerade DC Sym- \d ‘W
metrielinie ist, bedeu- ‘

ten die Waagerechte >

und die Lotrechte as

durch C Hauptrich- Versc/)/ebmy.s;o/ane
tungen. Um die Fre-
quenz der freien
Schwingungen in die-
sen Hauptrichtungen
zu bestimmen, muf
man die EinfluBzahlen des Gebildes fiir diese Richtungen ermitteln.
Dazu dienen drei Schritte:

1. Ermittlung der Stabkrifte 8, und 8, bzw. S; und 8 fiir die der vor-
gegebenen Schwingungsrichtung entsprechende Kraft P bzw. P'.

2. Ermittlung der Liingeninderungen v, und v, bzw. v; und v; der Stibe
unter Wirkung dieser Stabkrifte.

3. Ermittlung der Verschiebung w bzw. w’ des Kraftangriffspunktes zu-
folge der Lingendnderungen der Stibe.

Die Stabkrifte konnen entweder zeichnerisch in einem Kréfteplan oder
hier auch sehr einfach durch Rechnung gefunden werden. Die Léngeninde-
rungen v; und v, ergeben sich aus den Stabkriften S; und S, nach

V= Si ﬁ .
Die eintretende Verschiebung w von O erhilt man aus v, und v, durch einen
Wirriotschen Verschiebungsplan [I] oder die ihm entsprechende Rechnung.

Wir fithren die Ermittlung der EinfluBzahl und der Frequenz zunichst fiir

die Lotrechte aus. Die Rechnung liefert, da

b P v
Sinf= =95 =w
ist (Abb. 22/1a, b, ¢),
P2 l
1. =8| = |8,] = EY =P
8, ist eine Druckkraft, S, eine Zugkraft.
. , 1 PRI r»
2. Uzlvll:[%[:s’.ﬁf sinf EF ~— ~ bEF °

v, ist eine Verkiirzung, v, eine Verlingerung.

v P2 1 208
3. W="Gnp " sin?B BF ~ =Pygr-
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Die EinfluBzahl ist 9

w
h= P=RET (22.1a)

und daher das Quadrat der Kreisfrequenz der in der Lotrechten erfolgenden
Eigenschwingung
1 BEF ., ,2EF

2__ = :
WP == =sin?f Tt (22.2a)
Fiir die Waagerechte findet man entsprechend
t P’ v P
COSﬂ:T=W=—1—0—7 [Abb.22/1a, b, C]
und
, e o PPl
L. S_SI—S2_cosﬂ 2¢°
beide Stibe erfahren Zugkrifte.
T A Y iR A o
2. ”*”1“”2“SEF“cosﬁﬁ_2tEF’
beide Stibe werden langer.
.o PRl B
3. w:cosﬁ—coszﬂﬁ"—P 2REF
Somit ist die zweite EinfluBzahl
oW B
W == SERF (22.1b)

und das Quadrat der Kreisfrequenz der waagerecht verlaufenden Eigen-

schwingung
2
wu:L:“M:cogZ,ﬂlE—MF. (22.21)

h'm Bm

Als Verhiltnis der beiden Frequenzen erhilt man

f =00 =tgf.
Fiir Winkel § < 45° ist der Zweischlag fiir Beanspruchung in der Lotrechten
weicher als fiir solche in der Waagerechten, die lotrecht verlaufenden freien
Schwingungen haben kleinere Frequenz als die in der Waagerechten. Fir
Winkel § > 45° liegen die Verhaltnisse umgekehrt.

Der Stabzweischlag ist das denkbar einfachste Fachwerk (Stabwerk mit gelenkig ver-
bundenen Stiben). Wie hier geht man grundsitzlich in jedem Falle vor, wenn auf einem
Fachwerk eine Last sitzt, deren Masse die der Stabe betrichtlich
itberwiegt. Da die Zuriickfithrung der Bewegungen der Systeme
von zwei Freiheitsgraden auf die Bewegungen einfacher Schwinger
nur fiir Hauptrichtungen méglich ist, so muBl man diese kennen.
Wie sie bei nicht symmetrischen Anordnungen gefunden werden
konnen, wird bei der Behandlung der Systeme von zwei Freiheits-
graden im zweiten Bande gezeigt werden.

B) Auch fiir die Rahmentrdiger, die aus eckensteif ver-

ad ; bundenen Stiben aufgebaut sind, wihlen wir ein ganz
b——r einfaches Beispiel, und zwar eine symmetrische Anord-

Abb, 22/2. Rabmentriger nung, um GewiBheit {iber die Hauptrichtungen zu haben
mit M“§§§ %iégeilse.r Mitte (Abb. 22/2). In der Mitte des Riegels sitzt die Masse m.
Da die Waagerechte durch m Symmetrielinie der Anord-

nung ist, ist sie selbst eine und die Lotrechte durch m die andere Haupt-
richtung. Wir wollen nur die in der Lotrechten verlaufenden Schwingungen
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genauer untersuchen. Dazu benétigen wir die EinfluBzahl des Rahmens, der
an der Stelle L mit einer lotrechten Kraft P belastet ist, fiir die Laststelle
(Abb. 22/3a).

Wir setzen voraus, daBl Stiele (Lénge b) und Riegel (Linge 1) gleiche
Elastizititszahl E und gleiche Trigheitsmomente J aufweisen. Die lotrechten
Auflagerkrifte sind aus Symmetriegriinden V=V, =
P[2. In der Waagerechten gilt H,=—Hp=Pbjl. , ,

Die Momentenverteilung ist in Abb. 22/3a einge- 2 el
tragen. Die Verformungen, die sie im Gefolge hat, gehen
aus Abb. 22/3b hervor, wo auch die Beanspruchungen
der Stibe angegeben sind, soweit sie Verformungen év

hervorrufen. Der Riegel ist durch die Momente My
und My von der GroBe Pb/2 und die Krifte Hp und 4 p

— Hy vom Betrag Pbjl belastet. Er erfihrt bei B f\%ﬂum ¢
Schiefstellungen. Die vom Moment Mz = Pb/2 her-

rithrende Schiefstellung in B ist
Mpl Pyl %
Yu, = 35T T 6EJ’ N

die in B vom Moment M, hervorgerufene ist

Mgl Pbl
Yu:.="6EJ = 12EJ’

die resultierende Schiefstellung daher
Pbl

Y8=12EJ" _/7'9',
Die Durchsenkung der Stelle L ist dieselbe wie die NVC
der Stelle B. Diese setzt sich zusammen aus der Sen- )MC'

kung w, infolge der Schiefstellung 5 und der Durch-

biegung w, des Stieles (Abb. 22/3c). §\’ vp
Ve = k of
w=w; + wy = b’(/)B+3EJ I o
P¥L | P®H ‘ Rahmentriger aurch Kraft P
Ta
w57 v egr— L 12EJ (0+20). Dohnstet. a Auflagerkrifts und

Momentverteilung, b Verfor-
mungen, ¢ Durchsenkung.

Die gesuchte EinfluBzahl betrigt h =5 = ﬁ’}; 7 (1+2b).
Fiir die in der Lotrechten verlaufenden freien Schwingungen gilt also

1 12EJ

hm ™ mb2(l42b)°

Durch Aufsuchen der EinfluBzahl 2’ fiir die Waagerechte findet man die Frequenz

der Schwingung in der zweiten Hauptrichtung. Wir begniigen uns mit dem

BB 8b+31
Ergebnis [2]: b' = g5 7" PIESIE daher

192EJ 2b+ 31
mP® 8b4 31"

23. Drillungsschwingungen von Stiben. Nach der Biegung und Dehnung
betrachten wir die dritte Art von Beanspruchung stabférmiger Korper, durch

welche in erster Niherung eine der Verzerrung proportionale Riickwirkung

w? =

w'? =
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entsteht: die Verdrillung (Verdrehung oder Torsion). Es sei z. B. (Abb. 11/7) ein
Stab von Kreisquerschnitt (eine Welle) an einem Ende eingespannt und trage
am andern Ende eine Scheibe. (Wir werden uns nur mit Stédben von Kreis-
querschnitt befassen, einmal weil diese fast ausschlieflich praktische Verwendung
finden, zum andern weil die Theorie der Torsion von Stédben mit anderen Quer-
schnittsformen umfangreiche weitergehende Hilfsmittel erfordert.) Wird die
Scheibe um einen kleinen Winkel g gedreht, so daf ein vorher lotrechter Durch-
messer in die angedeutete Lage kommt, so wird der Endquerschnitt der Welle
gegen den Anfangsquerschnitt verdreht. Vermoge der Elastizitat des Wellenstoffes
wird ein riickdrehendes Moment (Drillungsmoment) geweckt, das nach den
Sitzen der Festigkeitslehre den Betrag
U Jpl(;
hat. J, =md4/32 ist dabei das polare (Flachen-) T'righeitsmoment des Wellen-

querschnittes, G = Z(Twil—l_)E bedeutet die Gleitzahl des Stoffes.

Die den einzigen Freiheitsgrad beschreibende Koordinate ¢ ist ein Winkel,
die Bewegung eine Drehung. Die Kennlinie des Systems gibt einen Zusammen-
hang zwischen Winkelausschlag und Drehmoment an, so daB8 die Federzahl
¢=J,@l hier die Dimension KL, nicht wie bei Verschiebungen KL~' hat.
Den Kehrwert von ¢, b = 1/c = l/J, &, kann man auch hier die EinfluBzahl nennen.

Hat die aufgesetzte Scheibe das Massentrigheitsmoment (die Drehmasse) @,
so lautet die Differentialgleichung der freien Bewegung des Systems

(23.1)

Op +cp=0. (23.2)

Die Bewegung ist eine harmonische Schwingung, das Quadrat ihrer Kreis-
frequenz hat den Wert ¢ @l
2_ ¢ _ T

w=g =" (23.3)

Drillungsschwingungen sind eine hiufige Erscheinung in den Wellen der
Kraftmaschinen, vor allem der Kolbenmaschinen. Wir werden uns mit ihnen
sp dter (im zweiten Band) noch ausfiihrlich
zu beschiftigen haben. Die Maschinen-
wellen sind jedoch nicht wie die Welle
des letzten Beispiels an einer Stelle fest-
gehalten, sondern sie sind frei drehbar.
Uber eine gleichfor mige Drehung der

% ot 2 . .
o0, ganzen Welle lagern sich die Schwin-
Abb. 23/1. Welle mit zwei Scheiben. gungsausschlige. Eine einzige Dreh-

masse auf einer frei drehbaren Welle
bildet noch kein schwingungsfihiges System, da Riickstellkrifte in ihm nicht
auftreten konnen; es miissen mindestens zwei solcher Drehmassen vorhanden
sein. Das einfachste System, zu dem man so gelangt, ist in Abb. 23/1 ange-
geben: Zwei Drehmassen @, und 60, sitzen an den Enden eines Wellenstiickes
von Kreisquerschnitt. Das System hat zunichst zwei Freiheitsgrade: die Ver-
drehung von @, wird durch eine Winkelkoordinate ¢,, die von @, durch ¢, be-
schrieben. Wirken jedoch auf das System keine dulleren Krifte ein, so fordert
ein allgemeiner Satz der Mechanik die Konstanz des Dralles (Im pulsmomentes)

D =0y, + 0,9, = const = (0, + O,) », (23.4)
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wo o die Winkelgeschwindigkeit der gleichférmigen Drehung ist, iiber die sich
die Schwingungen lagern.
Wir spalten von den Winkelkoordinaten g, und ¢, die Anteile wt ab, die durch

die gleichférmige Drehung zustande kommen,

‘Po‘-QN)t:ﬁo, (p1~—c~ut:ﬁl,
und erhalten ) L . )

Ho=@o—w, Hh=¢—
Es ist also der Drall

D=0,y +O1¢,= (0, + 0,) o + Oy Py + 011,

und daher wegen (23.4)

OyFy -+ 019, =0. (23.4a)
Integriert liefert diese Gleichung
@, 0y + 0,9, = C. (23.4b)

Die Konstante C kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit der Losung (durch
eine einfache Anderung der Zahlung fiir ¢y oder ¢,) ebenfalls anf Null gebracht
werden. Durch die Gleichung

6 0,

Oy %y + 609, =0 oder 5 =0, (23.5)

ist nun eine feste Beziehung zwischen den Koordinaten ¢ der beiden Drehmassen
hergestellt. Nur eine von ihnen ist noch unabhiingig. Dasin Abb. 23/1 wieder-
gegebene System hat als Schwinger nur einen Freiheitsgrad. Um die Bewegungs-
gleichungen aufzustellen, geniigt daher grundsétzlich eine Koordinate, etwa
o =10, — ¥, also auch eine Gleichung. Manche Einblicke in den Bewegungsablauf
erhilt man jedoch leichter, wenn man eine iiberzihlige Koordinate zu Hilfe
nimmt. Wir fithren die Untersuchung auf beiden Wegen durch.

Zunichst benutzen wir als Koordinaten die der gleichférmigen Drehung
iiberlagerten Ausschlige ¢, und &,. Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung
betrachten wir die beiden Scheiben einzeln. Nehmen Wir an es sei ¥y >0y,

so wirkt auf @, ein riickdrehendes Moment vom Betrage —(19 —3,), auf @,
dasselbe Moment nach vorn drehend. Die Bewegungsgleichungen lauten daher
Y 1 GJ, o 1 G,
Jo=—"9,"1 7L By—73) und G =+ 6, — 7 (@g—1)
oder o Jp

Oy, + %(00-%) —0 und O+ "L (@B —9) =0. (23.6)

Mit Benutzung von (23.5) wird. aus der ersten Glelchung

s G 6
B9y +—7" D (1 + @—‘:> =0

oder
6,0, + G
@015?00*“%0:0' (23.7a)
Fir ¢, ergibt sich genau dieselbe Gleichung und ebenso fiir die Differenz
) —d, =0
6,6, GJ,, B
Ot 6 0+ =0. (23.7b)

Mit dem Hawptschwingungsansatz
By = Agetet, 9, = A,e'"  oder o= Be'*’ (23.8)



58 II A. Freie, ungedimpfte Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 23.

entstehen aus den Differentialgleichungen (23.6) und (23.7b) die algebraischen

Gleichungen, in denen G_ng = ¢ abgekiirzt ist,

(c—Gyw*)Ag—cA; =0 93.9
Ayt (c—O,wt) 4, =0 (23.9a)
oder
0,6,
<c—mw2>3=0. (23.9b)

Die Frequenzengleichung erhilt man im ersten Fall aus dem Verschwinden
der Determinante des Gleichungssystems (23.9a)

D (0?) = (c— 0, 0?) (c— O, ?) — ¢t = O, 0, * <w2—c @@+@@ )=0, (3.10)

im zweiten Fall stellt (23.9b) schon selbst die Frequenzengleichung dar. Beide

T Male erhilt man fiir die Frequenz das gleiche Ergebnis,
\  das mit Benutzung der Abkiirzungen
2
; k=¢/0, und ¥ =c/6O, (23.11)
so lautet:
& L e il R ,
4 - 0 =G5, =k-+K. (23.12)

Die GroBen k und £’ sind leicht zu deuten: Sie stellen die
Quadrate der Eigenfrequenzen der beiden Teilsysteme
6 nach Abb. 23/2 dar.
eyt Sl el Aus der Gl. (23.5) lesen wir noch mehr ab. Die Glei-
chung kann nur erfiillt werden, wenn einer der Schwin-
gungsausschlige ¢ positiv, der andere negativ ist. Irgendwo zwischen den
Scheiben gibt es daher eine Stelle, fiir die J=0 ist. Da der Verdrehungs-
T ausschlag & der Lénge x proportional ist, die wir von
6, aus rechnen wollen, so folgt

Dmniﬁzmmmﬂ B = Pg— (Jo— ) /L.
- % ' Die Stelle, an der & = 0 ist, hat die Abszisse

1 é o
& i Abb. 23/3, xo—l Go— 0, = =1 0+@ (23.13a)

Knotenlage.

iz 724
o~ |o

o~

| und vom anderen Ende aus gezihlt
\ o L _ 6,
. l—xyg=1 Py =1 6,30, (23.13Db)

Wie Gl. (23.5) gilt auch (23.13) fiir alle Zeiten. An der

8 || Stelle x, ist der Ausschlag dauernd Null (Abb. 23/3). Eine
-2y 5 solche Stelle nennt man einen Knoten der Schwingung.

Abb. 23/4. Im Knoten ein- Wir wollen noch zeigen, dal die Frequenz w der freien, mit
gespannte Teilsysteme.  gzwei Scheiben besetzten Welle von der Léange ! gleich ist der

Frequenz w, einer im Knoten K eingespannten Welle von der
Lange x,, die die Scheibe ©, tragt, und der Frequenz w,; einer Welle von der Liange (I— ,)
mit der Scheibe @, (Abb. 23/4). Wegen (23.3) und (23.13) ist

, G, GJ, 0,+6,
N 2B 1 0,0, 7
Gy Gy O,+ 0,

(I— o) @1 l 6,0,

und

(23.14)

o} =

:w?.l
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Die freie Welle mit zwei Drehmassen schwingt also wie die beiden im Knoten ein-
gespannten Wellenstiicke, die die Scheiben einzeln tragen.

Auch der Fall, dal das Wellenstiick nicht glatt ist, sondern aus zwei oder mehr
Teilen von verschiedenem Durchmesser besteht, 148t sich auf den soeben behan-
delten zuriickfithren. Es ist iiblich, an Stelle einer solchen abgesetzten Welle
(Abb. 23/5a mit dem Ausschlagbild 23/5b)
eine glatte Welle zu untersuchen, die dieselbe
Steifigkeit und deshalb auch dieselbe Frequenz
hat. Man ,,reduziert* die verschiedenen Wellen-
stiicke auf einen beliebig gewdhlten Durch-
messer d, mit dem Trigheitsmoment J, ,, indem

0> !
man die Lingen I, bestimmt, mit denen man b | ‘ =1

an Stelle der natiirlichen rechnen muf3, um das
System gleichwertig zu halten.

Da ¢; = G{p ¢ tiir das i-te Wellenstiick gleich
(2
c
sein soll ¢ = G;J“—, so wird
red
J;
bea = 28 (23.15)

Das urspriingliche und das reduzierte Wellen.
stiick haben also gleiche Steifigkeit und werden
vom selben Drillungsmoment beansprucht, sie
erfahren daher gleiche Verdrillungen (Abb. APb.-23/5, Abgesctate Welle und gleich-
ge glatte Wellen.

23/5b). Reduziert man die abgesetzte Welle

des Beispiels Abb. 23/5a auf den zweiten Durchmesser, so erhilt man das System
der Abb. 23/5¢ und durch Reduktion auf den ersten die Abb. 23/5d. Die Systeme
der Abb. 23/5a, ¢ und d sind gleichwertig; sie schwingen mit derselben Frequenz.

t‘ 3 ]

Was hier fiir Drillungsschwingungen von frei drehbaren Wellen mit zwei
Drehmassen auseinandergesetzt wurde, gilt ganz analog auch fiir Schwinger
mit anders gearteten Riickstellkriften. Sitzen
z. B. zwei Massen auf einem Stab, der Lings-
schwingungen ausfithren kann (Abb. 23/6), so
hat auch dieses System, wenn die Verschie-
bungen in Richtung der Stabachse nicht be-
hindert sind, als Schwinger nur einen Grad der
Freiheit, denn der Impulssatz

My Dy My By = (Mg + ml)"E = const
liefert die der Gl. (23.5) analoge Gleichung
my vy + myv; =0, (23.16)

Abb. 28/6, Abb. 23/7.
wenn die Verschiebungen von m, und m, durch ~ Stap mit zwei Im Knoten einge-

; R Endmassen. spannte Teilsysteme.
v, und v, bezeichnet werden. (Die in der Stab-

achse liegenden Verschiebungen sind in der Abbildung senkrecht zur Achse
aufgetragen.) Auch hier tritt ein Knoten auf, der durch
N my

2y =1 =1 (23.17)

Vg — Uy My + My
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analog Gl. (23.13a) gegeben ist. Die Frequenz des Schwingers folgt aus
EF my+m,
T gy, (23.18)

sie ist dieselbe wie die der beiden im Knoten festgehaltenen Stabstiicke (Abb. 23/7),
da 0?= w}= w}, mit

w? =

i = %OE;}L;, wh = Ar 1 (23.19)

24. Die zylindrische Schraubenfeder und die ebene Spiralfeder. o) Alle
zuletzt besprochenen Systeme sind elastisch oder ,federnd und stellen in
gewisser Weise Federn dar. Spricht man jedoch von einer Feder schlechthin,

s ohne nahere Angabe einer Gestalt, so meint man in der Regel die
haufigste und gebriuchlichste Ausfiihrungsform, die Schrauben-
feder oder zylindrische Torsionsfeder (Abb. 24/1).

Die Sidrke (oder Hdrte) einer solchen Feder wird durch die
Federzahl ¢ ausgedriickt, die — wie stets — den Quotienten
aus Kraft und Durchsenkung angibt, ¢ =P/w. Diese Federzahl
kann dadurch bestimmt werden, dal man sowohl P wie w miBt.
Will man die Federzahl ohne Messung kennenlernen, etwa die
zu erwartende Federzahl einer projektierten Feder aus ihren
Abmessungen bestimmen, so mul man die Beanspruchungen
verfolgen, die die einzelnen Teile der Feder erleiden.

Bei einer oberflichlichen Betrachtung erscheint die Bean-
spruchungsart als eine (positive oder negative) Dehnung, etwa
wie die eines Stabes von sehr kleiner Elastizititszahl. In Wirk-
Sché::,)l?k')ezlfflelder. lichkeit wird der Draht, aus. dem die Feder besteht, verdreht.

Jedes Element steht unter der Wirkung eines verdrehenden
Momentes M = PR, wenn P die in der Achse angreifende Kraft, B den Halb-
messer des Zylinders bezeichnet. Unter der Einwirkung eines Momentes M wird
ein Teilchen von der Liange Ax um einen Winkel A¢ verdreht, der nach den

Satzen der Festigkeitslehre A= %M betragt. G bedeutet dabei die Gleit-

zahl des Drahtstoffes (fiir Federstahl ist G = 850000 kg/cm?), J, das polare
(Fliachen-) Tragheitsmoment des (kreisformigen) Drahtquerschmttes Da jedes

Teilchen dem gleichen Moment P R unterliegt, so ist der Verdrehungswinkel einer
2n R?

%

A

vl

BN

Windung ¢; = RP =G4, P. Die durch diese Verdrehung hervorgerufene
Durchsenkung elnes (durch einen starren Arm mit dem Federdraht verbunden
gedachten) Punktes der Achse ist w, = ¢, B = 2(? JR P. Fir eine aus n Win-
dungen bestehende Feder ist die Durchsenkung w = n w, = 2 ZT;R P. Fuhrt man
P
4
noch den Ausdruck fiir J, ein, J, = Z , 80 erhdlt man w= G o P und
schlieBlich die EinfluBizahl 6dn B
bh=-Ga (24.1a)
oder die Federzahl
Gt
6= gt (24.1Db)

p) Eine haufige Ausfithrungsform der Anordnung nach Abb. 24/1 findet man
in der Federwaage, einem Sonderfall des Federkraftmessers (Abb. 24/2). Es werden
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dabei Lasten durch die Federkrifte gemessen, die sie ins Gleichgewicht setzen;
die Federkrifte zeigen sich an durch die elastischen Verformungen.

Die Feder hat im ungespannten Zustand die Lange L,. Durch Anhingen
einer Last wird sie auf die Linge L ausgereckt. Die Verschiebung gibt das
gewiinschte MaB fiir die GroBe der Last. Die neue Gleichgewichtslage L wird
bestimmt durch .

c(L—Ly) =myg. (24.2)

Bei einer Auslenkung x aus der neuen Gleichgewichtslage
werden Riickfithrkrifte geweckt, die sich unter Beachtung aller
auftretenden Krifte so schreiben:

R=c(L—Ly+x)—mg.

Die Gleichung vereinfacht sich wegen (24.2) zur iiblichen Form
R = ¢z, aus der die im Gleichgewicht stehenden Kréfte ¢ (L — L)
und mg verschwunden sind. Eine Auslenkung hat daher freie un-
geddmpfte Schwingungen zur Folge, deren Frequenz gegeben ist
durch w?2=¢/m. Erfolgt z.B. das Anbingen der Last plotzlich
(aber ohne Stofl), so hat die Feder noch die Lénge L, wihrend
die neue Gleichgewichtsstellung schon bei L liegt. Es stellen sich ~ Abb-24/2
daher Schwingungen mit der Amplitude (L — L) um die neue
Gleichgewichtslage ein. In gleicher Weise hat jede Anderung der Last Schwin-
gungen um die neue Gleichgewichtslage zur Folge, deren Amplitude gleich ist der
Differenz der Gleichgewichtslagen. Solange die Kenulinie des Schwingers eine
Gerade ist, verlaufen die Schwingungen alle mit derselben Frequenz.

) Unrichtigerweise bezeichnet man eine Schraubenfeder oft als Spiralfeder.
Eine Spirale ist eine ebene Kurve; Spiralfedern zeigt Abb. 24/3. Eine solche
Spiralfeder kann entweder an ihrem
inneren oder ihrem &uBeren Ende
befestigt sein (Punkte A); dabei
hat man zunichst momentenfreie
und tangententreue Befestigung
zu unterscheiden. Als Teil eines
Schwingers ist sie am anderen
Ende in der Regel mit einem zylin-
drischen Schwungkorper K verbun-
den, der um die Achse O Drehun- Abb. 24/3. Spiralfedern mit Schwungring.
gen ausfithrt.

Vom Standpunkt der Festigkeitslehre aus ist eine solche Spiralfeder ein
Bogentriager (und wird angendhert als Kreisbogentriger betrachtet), der nur
auf Biegung beansprucht ist. Eine Drehung des Schwungkérpers um den Winkel ¢
verformt die Feder und weckt Riickstellmomente, die in erster Naherung der Aus-
lenkung proportional sind. Die Festigkeitslehre liefert als Beziehung zwischen M
und ¢, gleichgiiltig ob die Feder innen oder aulen befestigt ist und unabhéngig von
der Befestigungsart, B

=79, (24.3)

wenn E.J die Biegesteifigkeit der Feder, L ihre Linge bedeutet. Die Federzahl
einer Spiralfeder ist daher ¢=EJ/L, sie gibt das Riickstellmoment bei Aus-
lenkung um eine Winkeleinheit (~s 57°18’) an,
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Die Bewegungsgleichung einer Anordnung, wie sie Abb. 24/3 zeigt, lautet
(@ ist das Trigheitsmoment des Schwungkérpers)

. EJ
Op +—5¢=0,

daher folgt die Eigenfrequenz aus

EJ
w? = w . (24.4)

Beispiel. Der Schwungring einer Unruhe hat ein Trigheitsmoment von 18-10~1°kgems?.
Wie lang muB die Unruhfeder von 0,18 mm Breite und 0,02 mm Dicke gemacht werden,
damit die Schwingungen eine Frequenz von 5 Hz haben?

Aus (24.4) folgt sogleich

1 BJ _215-10kgem-1/12-0,18-8 - 10 cms
0 w? 1810~ kgems? - 25 - 4 52 g~2

25. Sehwingungen von Saiten, Membranen und Platten. Mit den geraden
oder krummen Stiben, die gedehnt, gebogen oder verdrillt werden, ist die Zahl
der Gebilde noch nicht erschopft, die auf eine Auslenkung mit elastischen Riick-
stellkraften antworten. Andere elastische Gebilde sind Saiten, Membranen und
Platten. Die in ihnen bei einer Verformung geweckten Riickstellkriifte sind in
erster Niherung ebenfalls der Auslenkung proportional, R=cw. Sitzt auf einem
dieser Gebilde eine im Verhéltnis zur Eigenmasse geniigend groBe Masse, so
stellt die Anordnung einen einfachen Schwinger dar, gleichgiiltig, ob die Riick-
stellkrifte von einem eindimensionalen Gebilde, Saite oder Stab, oder einem
zweidimensionalen Gebilde, Membran oder Platte, herrithren. Solange die Kenn-
linie gerade verlduft, sind die sich einstellenden freien Schwingungen harmo-
nisch. Fiir die Frequenz ist wieder nur die EinfluBzahl des Gebildes fiir die Last-
stelle mafgebend. Die Ermittlung der EinfluBzahlen ist Aufgabe der Festigkeits-
lehre. Wir begniigen uns mit der Angabe der Werte fiir einige typische Fille,

Die Federzahl einer Saite von der Lénge [, die an einem um die Strecken a
und b von den Enden entfernten Punkt belastet wird, ist, wenn § die Spann-
kraft in der Saite bedeutet,

=14,5cm.

¢ = Pjw=S8[1ja + 1/b], (25.1)

die EinfluBizahl % daher 1 1 ab
b=y =gy (25.2a)

und, wenn m in der Mitte sitzt (¢ = b = [/2),
=1/48. (25.2b)

Die EinfluBzahl fiir die Durchsenkung iiber eine starre Kreisfliche vom
Halbmesser ¢ einer kreisférmigen, in der Mitte belasteten Membran vom Halb-
messer R, in der die Spannkraft § (kg/cm) herrscht, ist

1 4

Bei den Platten ist die Art der Einspannung von Bedeutung. Die EinfluB-
zahl fiir die Laststelle einer in der Mitte belasteten, am Rande frei aufliegenden
kreisformigen Platte vom Halbmesser B und der Dicke § ist

h = 0,586 R¥E &%; (25.4a)
ist die Platte am Rande eingespannt, so gilt
h=0,224 R¥E 6. (25.4b)

(Die Porssonsche Zahl ist dabei zu 4 angenommen.)
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Die FEigenfrequenzen von Schwingern, die aus einem der drei angefiihrten
Systeme bestehen und jeweils eine Masse m an jener Stelle tragen, fiir welche
die Einflufzahl berechnet wurde, folgen aus w?=1/Am mit den angegebenen
Werten fir A.

26. Frsatzsysteme; Parallel- und Reihenschaltung von Federn. Wir haben
nun schon eine Reihe von Schwingern betrachtet. Trotz der Verschiedenheit
in der duBeren Gestalt, ja selbst in der physikalischen Natur der Riickstellkrafte
weisen sie viele verwandte Ziige auf. Alle Schwinger, fir die die Konstanten a
und ¢ in der Bewegungsgleichung dieselben Werte haben, fithren (unter ent-
sprechenden Anfangsbedingungen) dieselben Bewegungen aus. Wenn die physi-
kalische Natur der Riickstellkrifte auBer Betracht bleiben kann, untersucht man
an Stelle eines vorliegenden Schwingers oft ein kinetisch gleichwertiges System,
ein Ersatzsystem, das man sich in der Regel aus einer belasteten Schraubenfeder
der besprochenen Art bestehend denkt, die die gleiche Federzahl aufweist, wie
das gegebene System. Man kennzeichnet einen solchen allgemeinen Schwinger
dann durch das Bild der Abb. 11/3. Im folgenden werden wir von dieser Méglich-
keit des Ersatzes Gebrauch machen und nur von Schraubenfedern sprechen.

An ihrer Stelle kann man sich ebensogut jedes andere elastische N
Gebilde denken. Héufig tritt der Fall ein, daB durch die Auslen-
kung an einer Stelle Riickstellkréifte zweier Gebilde hervorgerufen
¢ Cz
ks s
A

werden, und es erhebt sich dann die Frage, wie grol} die Feder-
zahl der gesamten Anordnung ist, wenn die Federzahlen der
Teilgebilde bekannt sind. Dabei hat man zwei Fille zu unter-
scheiden:
«) Die Federn liegen parallel (Abb. 26/1).
Eine Auslenkung des Punktes 4 bewirkt gleich groBe Ver- 41 o611 zwei
lingerungen beider Federn, Tedern o™
W= W, = W,; (26.1)
die Riickstellkrifte R, und R, halten zusammen der auslenkenden, in 4 an-
greifenden Kraft P Gleichgewicht,

P=R,+R,. (26.2)
Aus (26.2) folgt, wenn ¢; und ¢, die Federzahlen der Teilfedern sind,

CW = €; Wy -+ C5 Wy (26.2a) S
und mit (26.1) daher 5
c=¢ + ¢,. (26.3) ty
Die resultierende Federzahl ist gleich der Summe der Federzahlen der
A

Teilsysteme. Fir n parallel geschaltete Federn erhdlt man ebenso

c= Zn‘ c;. (26.3a)

i=1
B) Die Federn liegen in Reihe (Abb. 26/2).
Hier wird jede der Teilfedern durch dieselbe Kraft beansprucht,  Abb. 26/2.

ZlvyeiFed.ern
P—P =P, (26.4)  Fothe
die Durchsenkung des Punktes 4 setzt sich zusammen aus den Verlingerungen

der einzelnen Federn, w = w, + 1w, (26.5)
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(26.5) schreibt sich mit Hilfe der EinfluBzahlen &, A, h,:
Ph= P h -+ Pyh,, (26.5a)
woraus mit (26.4)
h=hy+ hy (26.6)
folgt. Die resultierende EinfluPzahl ist gleich der Summe der EinflufBzahlen der
Teilsysteme. Liegen n Federn in Reihe, so gilt

h=Nh,. (26.62)
=1 .

Unter Federn sind hier nicht nur eigentliche Federn wie Schraubenfedern od. dgl.
zu verstehen, sondern alle Anordnungen, in denen durch eine Auslenkung eine
dieser Auslenkung proportionale Riickstellkraft geweckt wird.
Der Zweischlag nach Abb. 22/1a kann aufgefaft werden als eine
Parallelschaltung zweier Federn, deren jede dieselbe Federzahl
hat wie einer der Stibe in der Anordnung des Zweischlages;
fiir die Lotrechte ist z. B. ¢c=02EF/413. Zwei nach Abb. 26/1
parallel geschaltete Federn mit diesen Federzahlen bilden ein
Ersatzsystem (Ersatzschaltung) fir den lotrecht schwingenden
Zweischlag.

Im Rahmen nach Abb. 22/2 wirken vier Teilfedern zusam-

men; je zwei in Reihe liegende Federn bilden eine Gruppe, die
Vieé‘%gfg’f ‘Js  beiden wegen der Symmetrie gleichen Gruppen sind parallel ge-
Tireatablld fir  schaltet (Abb. 26/3). Sind in dieser Abbildung die Einfluzahlen

hy="h; die der Stiele des Rahmens, also h, = b%3 EJ, und
hy=hy=b21/6 EJ die einer Riegelhilfte, so stellt die aus eigentlichen Federn
aufgebaute Anordnung nach Abb. 26/3 ein Ersatzsystem fiir den vertikal
schwingenden Rahmen dar, denn sie besitzt dieselben
R & P Schwingungseigenschaften wie dieser.
¢ Auch wenn das elastische Gebilde etwa so gestal-
tet ist, wie Abb. 26/4 zeigt, wo am Ende eines Rund-
stabes (der rechts gelagert sein soll) ein biegbarer
Hebel angebracht ist, auf dem die schwingende Masse
sitzt, spricht man von zwei in Reihe liegenden Federn,

weil die EinfluBzahlen der Gebilde sich addieren.
Abb. 26/4. Gebogener Arm und ver- 9 3 o 3
drehter Stab in Reihenschaltung. h—h b — lz l1 L 32 lé l1 i
= hy + 2 = AT

NN

a7, V387 = wea T 38
Parallelschaltung liegt auch dann vor, wenn ein Stab nach Abb. 26/5a Deh-
nungsschwingungen oder Drillungsschwingungen ausfiihrt. In beiden Féllen hat
man die Federzahlen der Stabstiicke zu addieren.

37 ] Fiir die Dehnungsschwingungen ist die Anord-
7 || 7, nung nach Abb. 26/5a gleichwertig mit der
7 " Anordnung nach Abb. 26/5b, in der deutlicher

b% zum Ausdruck kommt, daf die Stibe parallel

= liegen.

Abb. 26/5. Stibe in Parallelschaltung. SchlieBlich kann man jedes Gebilde, des-

sen Klemente in gleicher Weise beansprucht
werden, auffassen als Reihenschaltung seiner Elemente oder der Stiicke von
Einheitslinge. Man gibt deshalb bisweilen auch bezogene EinfluBzahlen, das
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sind EinfluBzahlen je Langeneinheit,

h=hll (26.7)
an. Dies ist in allen jenen Fillen moglich, in denen die EinfluBzahl linear von
der Linge abhingt.

Eine Schraubenfeder hat (Ziff. 24) eine Einflufizahl je Windung #' = 64 R3/G' §%.
Die einzelnen Windungen liegen in Reihe, die EinfluBzahlen addieren sich; eine
Feder aus n Windungen hat deshalb die Einfluizahl A=nh'=64 nR3G
Gehen n, Windungen auf die Lingeneinheit, so ist die bezogene EinfluBizahl
h=ny b = 64n, R3Q &*.

Die bezogenen EinfluBzahlen fiir Dehnung oder Drillung eines Stabes sind

F,=1EF Ydzw. hy,=1/GJ,.
Fiir die Biegung koénnen solche bezogenen Einflulzahlen nicht gebildet werden,
da der Biegepfeil bei keiner Art der Befestigung des Stabes der ersten Potenz
der Stablinge proportional ist.

Beispiel 1. Gegeben sei eine Anordnung nach Abb. 24/1. Die Kreisfrequenz der freien
Schwingungen der Masse m an der Feder von der Linge ! betrage w. Die Feder werde
in der Mitte durchgeschnitten und dieselbe Masse m am Ende <
einer Federhilfte befestigt. Welche Eigenfrequenz hat der neue
Schwinger ?

Die Antwort folgt aus Gl. (26.7). Die bezogene EinfluBzahl der
Feder ist h==hy/l, daher die EinfluBzahl der neuen Feder A, =hl[2 =
hy[2; aus (20.1) folgt dann w?/w} =h/hy=2 und w, = w,)/2.

Dieselbe Uberlegung gilt fiir alle entsprechend gebauten Systeme,
etwa fiir die Drehschwingungen einer Scheibe auf einer drillungs-
elastischen Welle nach Abb.11/7. Wird das Wellenstiick auf den
n-ten Teil verkiirzt, so steigt die Eigenfrequenz im Verhéltnis 1:9/z.

Beispiel 2. Wie gro8 ist die Frequenz der freien Schwingungen
um die in Abb. 26/6 gezeichnete Gleichgewichtslage ?

Die Federzahl (oder EinfluBzahl) der Feder fiir Reckung in GegenA(ﬁg-zlﬂf‘;egungs_
ihrer Achsenrichtung ist gegeben; sie sei ¢—= Pjw. Wir bendtigen richtung geneigte Feder.
die Federzahl ¢’ fiir eine Auslenkung in der Lotrechten.

Bedeuten P’ und «’ Kraft und Auslenkung in der Lotrechten, so wird

P _Poosa . (26.8)
w  wfcosa
Die Federzahl ist mit dem Quadrat des Kosinus des Neigungswinkels gegen die Lotrechte
zu multiplizieren. So kommt

’

¢ =

®* = (¢c/m) cos® . (26.9)

Finen Sonderfall dieser Anordnung trafen wir iibrigens schon einmal an: In den
Gln. (22.25 und b) sind die Dehnfederzahlen EF/l der Stibe mit den Kosinusquadraten der
Neigungswinkel der Stibe (Federn) gegen die Bewegungsrichtung multipliziert.

27. Beispiele und Zusiitze. Zu den Darlegungen der vorangehenden Abschnitte machen
wir noch einige zusitzliche Bemerkungen, die zugleich das schon Gesagte beispielhaft
erldutern,

o) In Abb. 26/4 war eine Anordnung gezeichnet worden, die sich von den sonst betrach-
teten dadurch unterscheidct, daB die Masse m an dem federnden Arm nicht befestigt ist,
sondern nur an einem Haken hangt. Es muf dann die von dem Arm auf die Masse aus-
geiibte Kraft stets nach oben gerichtet sein. Bei Schwingungen, die um eine spannungslose
Gleichgewichtslage erfolgen, dndert die Riickstellkraft ihr Zeichen bei jedem Nulldurch-
gang; solche Schwingungen sind hier also nicht moglich. Ist das System jedoch einer Vor-
belastung unterworfen, die in dem vorliegenden Fall durch das Gewicht G =mg der auf-
gesetzten Masse gegeben ist und die Gleichgewichtslage von der spannungslosen Lage
nach der Durchsenkung d=HhG verschiebt, so konnen um diese neue Lage harmonische

Klotter, Schwingungslehre I. 5
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Schwingungen ausgefiihrt werden. Die Frequeuz der Schwingung bleibt w?=g/d. Thre
Amplituden diirfen nun aber nicht beliebige Werte annehmen, denn sie diirfen jenen Betrag
nicht iibersteigen, bei dem die Riickstellkraft die Vorbelastung iiberwiegt, weil sonst die
Last sich vom Haken abhtbe. Aus Abb. 27/1 geht deutlich hervor, daB die Riickstellkraft R
einerlei Vorzeichen behilt, solange die Amplitude & der um
die vorgespannte Lage erfolgenden Schwingungen kleiner
bleibt als die durch das Gewicht bewirkte statische Durch-
senkung d. Was hier von der Anordnung Abb. 26/4 gesagt
wurde, gilt fiir alle Systeme, in denen auf die Masse nur
Krifte nach einer Richtung ausgeiibt werden konnen; in
Abb. 27/1 bedeutet & dann allgemein die Vorbelastung.
LE_;{’&_] x Die Erscheinung, dafl in nur einseitig belastbaren
Abb. 27/1. Kennlinie eines (kraftschliissigen) Systemen bei Vergréferung der Ampli-
Schwingers mit, Vorbelastung. tude iber einen vorgegebenen Betrag hinaus ein Abheben
der Masse eintritt, kann dazu verwendet werden, die
Amplituden von Schwingungen zu messen. Wir beschreiben das Verfahren schematisch.
Es sei (in Abb. 27/2) A B eine sich harmonisch nach rechts und links bewegende Platte

oder Membran; ihre Auslenkung an der Stelle 4 sei y—ac'?. Die Amplitude @ dieser

Schwingung soll ermittelt werden. Zu diesem Zweck wird ein kleiner Pendelkérper m an

einem Faden von der Linge I an die ruhende Platte zundchst so angelegt, daB er sie gerade

F D berithrt. Der Aufhingepunkt sei in D. Fiihrt die Platte darauf

= Schwingungen aus, so tritt ein fortwéhrendes Abheben und Anlegen

des Pendelkérpers ein, das sich in einem Klappern kundtut. Nun ver-

schiebt man den Aufhéngepunkt des Pendels in horizontaler Rich-

tung soweit nach links, bis das Klappern eben aufhort. Der Auf-
hangepunkt sei jetzt in E, die Strecke DE sei s.

Das Klappern hért auf, und die Masse m macht die Schwingungen

ac*®* des Punktes A der Platte vollstdndig mit, wenn die Kraft, die
die Masse m gegen die Platte driickt, ndmlich die Riickstellkraft des
Pendels, gro8 genug geworden ist, um die Trigheitskraft maQ2 der

Schwingung a¢*“?? im rechten Umkehrpunkt aufzuheben. Es gilt
dann, wenn c¢ die ,,Federzahl® des Pendels angibt, m a 2% = ¢(s + a)
oder wegen ¢ = m g/l weiter a Q* = g (s + a)/l. Nun ist g/l=? das
Quadrat der Kreisfrequenz der Pendelschwingung, so daB fiir die

Abb, 27/2. Vorrichtung Amplitude
zum Messen von Schwin- w?
gungsamplituden. a= 0o s (27.1 a.)

gilt. Die Strecke D& — s ist also unmittelbar ein Ma8 fiir die Amplitude a. Wenn iiberdies w?
klein ist gegen 22, dann kommt einfach ,

a=2ys, (27.1b)
d. h. s muB mit dem Verhéltnis der Quadrate der Frequenzen der Pendeleigenschwingung
und der Plattenschwingung multipliziert werden, um a zu liefern.

Mit der beschriebenen Methade ist es gelungen,
Amplituden (etwa von Lautsprechermembranen u.
dgl.) bis herunter zur GréBenordnung von 10-6 em
zZu messen.

p) Nicht immer bestimmt sich die Amplitude
einer Schwingung so einfach wie in Ziff. 13, wo Aus-
schlag und Geschwindigkeit in einem Anfangszeit-
punkt gegeben sind.

Abb. 27/3. Schema einer Seilbahn. Wir wihlen ein Beispiel: Der Wagen einer Seil-

bahn (Abb. 27/3) fihrt mit der Geschwindigkeit
9,=23,6 km/h abwiérts. Die Treibscheibe § wird durch eine Bandbremse so abgebremst,
daB sie nach einer Zeit von =3 s zum Stillstand kommt. (Die Verzégerung soll als konstant
betrachtet werden.) Mit welcher Frequenz w und Amplitude C verlaufen die durch
das Abbremsen hervorgerufenen freien Lingsschwingungen des Wagens am Seil? Die
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Elastizititszahl des Seiles kann zu E =1,3 - 10% kg/cm? angenommen werden; der wirksame
Querschnitt des Seiles sei # =3 cm?, die Linge beim Stillsetzen betrage !=1,3 km und das
Gewicht des Wagens G=2,94t.

Wenn wir trotz des Abrollens des Seiles mit unverénderlicher Federzahl rechnen, was

wegen der Kleinheit der Léngeninderung —%L = %% in dem betrachteten Zeitraum
von 3sdurchaus statthaft ist, so kénnen wir das folgende Ersatzsystem betrachten (Abb. 27/4):
Zwischen zwei Punkten 4 und B, die sich mit konstanter Geschwindigkeit v, bewegen,
liegt eine Feder. In B befindet sich eine Masse m=G/g.
Von einem Augenblick i=0 an wird die Geschwindig- % Zz
keit #, des Punktes 4 durch eine konstante Verzégerung D_JVW\MN___@_'
in #, = 3 s von u, bis auf Null herabgesetzt, von da an A £
bleibt 4 in Ruhe (Abb. 27/5). Wir fragen nach der Be-
wegung von B.

Ware die Verbindung starr, so wiirde fir 0 <<t <#,

Xy =2, =9t —bt32 mit b= yyft, (27.2)

—
]
Abb. 27/4. Brsatzsystem fiir
Abb. 27/3.

gelten. Wegen der elastischen Verbindung lautet die Bewegungsgleichung der Masse m
in jenem Intervall jedoch m#, + ¢ (w,—a;) = 0. Hierin ist x;(f) bekannt (27.2), 2,{?)
gesucht. Wir schreiben deshalb .

By 0F 7y = 0? [vyt —b22]. (27.3)

o = Y/ ¢c/m ist dabei die Kreisfrequenz der freien Schwin-
gungen der Masse m am Seil.

Die Differentialgleichung (27.3) fir », hat ein Storungs- ¢ & ¢
glied (rechte Seite). Es handelt sich in gewissem Sinn um  Abb, 27/5. Geschwindigkeits-
erzwungene Schwingungen; das Storungsglied ist jedoch nicht Zeitlinie fiir den Punkt 4.
periodisch. Wir konnen diesen einfachen Fall hier schon er-
ledigen: Die Léosung einer linearen inhomogenen Differentialgleichung (mit bekannter
rechter Seite) setzt sich additiv zusammen aus der vollstindigen Losung  der verkiirzen
(homogenen) Gleichung und einem partikularen Integral , der unverkiirzten, x, =z -,
wobei z), =4 cos wt+ B sin wt ist. Ein partikulares Integral a, verschaffen wir uns, indem
wir mit unbestimmten Koeffizienten ansetzen

Tp=a+pt+yE.
Durch Einsetzen i1 die Differentialgleichung und Vergleich der beiden Seiten finden wir

b b
Tp = Ez“l‘”ot—'z_tz’

&£y

also
b
z,=Acoswt+ Bsinwl P + vt — 7#.
Die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢t =0 lauten @, =0 und &, =1v,. Aus ihnen bestimmen sich

die Integrationskonstanten 4 und B, so daB die Dauergleichung der Bewegung im Intervall
0 <t < {, schlieBlich lautet

xgz%[l»—cos wt] 4 vyt — %ﬁ: 2 + —:’g [1 —cos wi]. (27.4)

Im nichsten Intervall £>¢, lautet die Bewegungsgleichung des Punktkorpers B, wenn
mit &= x,— =, der Ausschlag gegeniiber der Ruhelage bezeichnet wird, d.i. jener Lage, die
B bei starrem Seil anndhme, .

méd-ck=0, (27.5)
Die Bewegung ist eine harmonische Schwingung, deren Amplitude durch die Anfangswerte

von £, und éo im nenen Intervall bestimmt wird., Wir erhalten sie aus der Bewegungsgleichung
(27.4) des vorhergehenden Intervalls fiir ¢ =1,

b . .
Ey=&(t) = g [1—cos wi,] und & =E&(t) = % sin wt,. (27.6)
5*
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Durch Einsetzen von (27.6) in Gl. (13.11) {folgt

_L [(L — cos wt,) cos o (t—tp) -+ sin w £y sin w (t—4,)]

=
oder
b 26 .ty . {
E:Ea—[cosw(t-——to)——-coswt]zFsmw%smw(t—%). (27.7)
Die Schwingung vollzieht sich mit der Amplitude
_2b . bh v T ty
O—;{Slnwi——w———“nto smn—T-. (278)

(I'=2m/w ist die Eigenschwingzeit des Systems). Unter Benutzung der Abkiirzung
@ = nuty/T = wty[2 schreibt sich )

v sing
P (27.9)
Die Amplitude hingt also auler von v,/w noch von dem Verhéltnis #,/7' ab. Die Abb. 27/6
zeigt diese Abhangigkeit. In der Grenze, fiir £, = 0, geht C' - vy/w, wie wir aus (13.10) wissen.
Besonders bemerkenswert ist, daB, sobald ¢, ein ganzzahliges Vielfaches von 7' wird, C ver-
schwindet, der Punktkérper B also fiir £ >4, in Ruhe verharrt. Im allgemeinen bleiben

C =

100, c 8
o A\ ol PiaN

” of /A
’ t ’\//7\\m) f

50 2 / /
{aw N TV TN N 1
/

% 025] , £,
= -l * \ T/
J s \/
AV 4
R Z 2z am  #w o =4 7 z 3 y 55
¢=;’rz_. f—n
Abb. 27/6. Amplitude C der freien Schwingung Abb. 27/7. Weg-Zeitdiagramm.

in Abhingigkeit von £,/T.

harmonische Schwingungen ibrig, deren Amplitude um so kleiner ist, je langsamer A4
zum Stehen kommt. Die Abnahme der Amplitude mit £, erfolgt nicht monoton, sondern
um Null oszillierend. Man beachte jedoch wohl, daB die Abb. 27/6 nicht etwa die Schwin-
gungen £(f) angibt. Diese verlaufen harmonisch (Abb. 27/7).

Schlieflich fiihren wir die Rechnung noch mit den in der urspriinglichen Aufgabe ange-

EF  13-105.
gebenen Zahlenwerten durch. Die Federzahl des Seiles betrigt ¢ = TF = —’%OT:; kgfem =

30 kg/em, die Masse des Wagens m=G/g—=3 kgem-1s2, so daBl »?=10/s? und w=3,16/s
2 17
wird. Die Amplitude ¢ = w—lj sin 50 wird zu C = 6,67 cm. Nach dem Anhalten der

Treibscheibe fithrt der Wagen harmonische Schwingungen mit der Frequenz von rund
0,5 Hz und einer Amplitude von 6,7 cm aus. Nach einem plétzlichen (stoBartigen) Anhalten

100
der Treibscheibe hitten die Schwingungen eine Amplitude von % = w?’—i‘%;/—s—— = 31,6 cm

erlangt.

Die Abb. 27/7 zeigt den Verlauf des Schwingungsausschlages £(t), der sich der bei
starrem Seil einstellenden Bewegung 2, (¢) iiberlagert. (Die MaBstibe der beiden Kurven
sind nicht die gleichen.)

d) Die Energie in der freien Schwingung.

28, Der Energieumsatz. Die kinetische Untersuchung eines Schwingers
nahmen wir bisher in der Weise vor, da3 wir das Kréaftespiel zwischen Trigheits-
und Riickstellkraften verfolgten. So wurden wir zur Differentialgleichung der
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Bewegung gefiihrt; aus ihr konnten wir auf die Frequenz der Schwingung
schlieBen. Die Untersuchung einer anderen kinetischen Gré8e, nimiich der Energie,
ist geeignet, uns neue Aufschliisse iiber die Schwingungsvorginge zu liefern.

In Ziff. 11 hatten wir die ungeddmpfte Bewegung eines Schwingers mit der
Differentialgleichung (12.1) konmservativ, d.i. energieerhaltend genannt. Wir
tragen den formalen Beweis dafiir nun nach. Zu diesem Zweck multiplizieren
wir die Bewegungsgleichung (12.1) mit ¢ und integrieren von 0 bis ¢:

t [
fagqdt+ [R(q)qdt=E
0 qzo

Der erste Ausdruck auf der linken Seite stellt die kinetische Energie T der
Bewegung dar, der zweite die von der Gleichgewichtslage bis zum Ausschlag ¢
gegen die Riickstellkrifte geleistete Arbeit A, die dort umkehrbar in Gestalt
von potentieller Energie U aufgespeichert wird. Gl. (28.1) sagt aus, dafBl die
Summe T4-U in jedem Augenblick ¢ einer Konstanten E gleich ist,

(28.1)

T+ U=E; (28.1a)
(28.1a) spricht den Hnergiesatz fiir ein konservatives System aus. Fiir eine
harmonische Schwingung ist z. B. g= @ cos wt und deshalb ¢ =—@ w sin wt.

Als Funktion von ¢ betrachtet, lautet der Ausdruck fiir die kinetische Energie T
dieser Schwingung

Tlt) = 5o = 3 a0 @sinot, (28.2a)
der fiir die potentielle Energie U
1 1
U(t)=§0 q2=§cchos2wt. (28.2b)

In den Augenblicken wt = —;i, 3Tn, 5Tn usw., den Nulldurchgingen, ist die

gesamte Energie E in Form von kinetischer Energie T vorhanden,

1
Tmax =350 0?@*=E, (28.3a)

in den Augenblicken w =0, &, 27 usw. sind die Ausschlige am groBten, die
Geschwindigkeit ist Null und die gesamte Energie als potentielle Energie U
aufgespeichert, TU 1

Upax= 5 €@ =E. (283b)

Da sowohl T... wie U, i

gleich der Konstanten E ist, \ ) \\L

so sind sie unter sich gleich; AT A{f{liig
7 N

daraus folgt die Gleichheit "7 P x o 2

der Amplitud T ‘ ¢

er Amplituden von (£) wi—»
und U(Z) in (28.2). Abb. 28/1. Antel der kinctischen Energie T (schraffiert) und der
. potentiellen Energie U an der Gesamtenergie E bei einer
Im Dlagramm Abb. 28/ 1 Kosinusschwingung.

zeigen die Ordinaten der

hellen Flichen die potentielle Energie, die der schraffierten die kinetische Energie
wihrend einer Kosinusschwingung an; man iiberblickt den Energieumsatz, d. i.
die Anderung des relativen Anteils der beiden Energieformen mit der Zeit. Der
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Sachverhalt kann auch so ausgedriickt werden: Die Energie E pendelt mit der
Frequenz 2 o zwischen den beiden Betrigen U, ,; und T,,. Der formale Aus-
druck hierfiir folgt aus den Gleichungen

coszwt=%[1+cos2wt] und sinzwtz—;—[l——cos2wt],
die zusammen mit (28.2)
T=;[l—-cos2wt] und U:~E2—[1+cos2wt]

liefern. E/2 ist sowohl Mittelwert wie Schwankungsamplitude einer jeden der
beiden Energieformen.
Fiir die Bildung von kinetischer Energie ist das Vorhandensein einer Masse
(oder Drehmasse) notwendig; man nennt die Masse deshalb auch den Speicher
fiir die kinetische Energie. Die potentielle Energie ist bei
o den elastischen Schwingern als elastische Forménderungs-
arbeit in der Feder aufgespeichert, bei den Pendeln als
Energie der Lage im Schwerefeld oder Magnetfeld.

i 0 Die Umformungen, die zu (28.1) fithren, lassen sich fir
il die Schwinger mit gerader Kennlinie (die harmonische
& Schwingungen ausfithren) noch in anderer Weise deuten.

) (12.1) driickt das Gleichgewicht aus, das zwischen Trigheits-

- kraft und Federkraft bei der Auslenkung g besteht. Die

Abb, 28/2, Komplexe : s . . . .
Ampiitaden von Ave.  drei GroBen édndern sich harmonisch und mit ihnen auch

flci{g‘};git(ig:w(*g;’?w];’; Geschwindigkeit q un'd Beschleunigung g. Die kc?mplexen
%“3}:}11?35&“%‘5“’2% Amplituden T, F, O, 1w, — 0?0 der finf Schwingungen
Trigheitskraft (¥).  liegen so, wie Abb. 28/2 anzeigt. Die in der ersten Zeile

von (28.1) vorgenommenen Multiplikationen bedeuten also
Produktbildungen zwischen harmonisch verdnderlichen Gréflen, deren komplexe
Amplituden aufeinander senkrecht stehen. Da der eine Faktor jeweils eine
Kraft, der andere eine Geschwindigkeit ist, stellen die Produkte die Leistungen
der Krifte dar. In Ziff. 9 steliten wir fest, daBl der Mittelwert der Leistung
iiber eine Periode verschwindet, wenn die komplexen Amplituden orthogonal
stehen. Beide Leistungen sind daher Blindleistungen. Die in einer Viertel-
periode (der Ausschlagschwingung) aufgewendete Leistung flieBt im néchsten
Viertel wieder zuriick. Dabei ist es im Ergebnis gleichgiltig, ob die Kraft
der Geschwindigkeit um ¢=um/2 voreilt (wie die Federkraft) oder nacheilt (wie
die Triagheitskraft). Es wird dadurch nur die Phasenlage der Energieschwingung
bestimmt [Gl. (9.4)]. Der Phasenunterschied der beiden Energieschwingungen
betrigt s, ihre Amplituden sind gleich (Abb. 28/1). Das Zeitintegral iiber die
Leistung 148t deshalb eine vorhandene Energie nicht nur im Mittel ungeéndert,
sondern auch in jedem Augenblick, da mit jeder positiven Leistung der einen
Kraft eine gleich grofe negative der anderen verbunden ist.

29. Berechnung der Frequenz aus Energieausdriicken. Aus der Betrachtung
der Energie gewinnen wir ein zweites Verfahren zur Berechnung der Eigen-
frequenz eines Schwingers. In den einfachsten Féllen liefert dieses Verfahren
zwar nichts Neues, in verwickelteren Fillen eroffnet sich jedoch ein Weg, der
oft kiirzer oder bequemer ist als der iiber die Differentialgleichungen. Nach
Definition ist fiir den einfachen Schwinger, der harmonische Bewegungen ausfiihrt,
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:%mﬁ und T = w? <éaq2>. Den letzten Ausdruck formen wir um in
T=w?T*. T* bedeutet somit eine quadratische Form, die nach Analogie der
kinetischen Energie, aber aus der Amplitude ¢ der Auslenkung statt der Ge-
schwindigkeit gebildet ist. Aus (28.3) folgt fiir die Scheitelwerte U, =Ty = w? T}
und daraus das Quadrat der Eigenfrequenz eines Schwingers

U U
w? = Tro%zﬁ' (291)
Fiir den aus einer Feder und einer Masse bestehenden Schwinger liefert dieses
YVerfahren 1
—cq?
2 Y 27 ¢
i T* 1,7 a’
2%

also (wie erwihnt) nichts Neues. Wir zeigen jedoch sogleich eine Reihe von
Beispielen, in denen die neue Methode rascher zum Ziel fiihrt als der Weg tiber

die Differentialgleichungen. S
o) Zwei Punktmassen auf einer starren, masse.
losen und drehbaren Stange (Abb. 29/1). ¢
Der Schwinger ist trotz der beiden Massen ein | ;—zf“FH"”’ i
System von nur einem Freiheitsgrad, da wegen der §“‘flﬂﬁ — {I}
Starrheit der Stange eine Koordinate hinreicht, die L o

Bewegung des Systems zu beschreiben. Bezeichnet 41, 201, zwei Punktmassen
man die Amplituden der (kleinen) Ausschlige beider auf einer siii‘;:,“’ drehbaren
Massen auf den Kreisen um O jeweils mit w, und w,,

die der Feder mit w, so gilt w:w;:w,=1:1;:1,. Die Amplitude der potentiellen

Energie (Federenergie) im Zihler von (29.1) ist U :%cwz. Der Nenner T*

setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,
1 1 1,\2 Ip\2
= st w4 £
Daher ist das Quadrat der Eigenfrequenz des Schwingers gegeben durch
c
= G TG (29:2)
Die Gleichung sagt aus, daB eine Masse m = m; (I,/)2 +m, (I,/l)2 am Angriffspunkt
der Feder gleichwertig ist den beiden Massen m; und m, in der gezeichneten Lage.
Das Ergebnis ist in der Kinetik unter der Bezeich-
nung Reduktion der Massen bekannt. Fiir n Massen

w?

ergibt sich ¢ .
W= . (29.2a) _
X mg (Lifl)? W & 3
i=1 \
f) Stange mit verteilter Masse und Feder am Abb. 29[2.tS§fatrre LS{tange mit ver-
Ende (Abb 29/2). eilter Masse.

Dieses Beispiel stellt einen Grenzfall des vorigen dar. Die Langendichte des
Stabes (Masse je Langeneinheit) sei p’, die Ausschlagamplitude an einer Stelle «
ist wa/l, daher 2U = cw? und

1 !
2 ’ ‘1
2T*:/‘u’<w%> dmzq—l)—zfv xzd:c:w2”3 :w2%,
0 0
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wenn mit m die Masse des ganzen Stabes bezeichnet wird. Das Frequenz-
quadrat wird

c
w? = 77&/3’ (29.2b)

d.h. der Schwinger verhilt sich so, als ob ein Drittel der verteilten Stabmasse
am Ende angebracht wire.

Beispiel. An welcher Stelle [, eines masselosen Stabes miite man die ganze Masse m
anbringen, damit die Frequenz des Schwingers der Abb. 29/2 sich nicht dndert? Die Ant-

c [ 1 -
m—/3=m zu 1 =§1/3l~0,577l.

) Starre Stange mit einer Masse und mehreren Federn (Abb. 29/3).

Auch dieser Schwinger hat einen einzigen Freiheitsgrad, seine Lage ist durch
den Ausschlag irgendeines seiner Punkte bestimmt. Auch hier verhalten sich
« bei kleinen Schwingungen w:w,:w,: w;=
I:l 21y,

Die Formen U und T* werden hier zu
2U =D c;ul =wu? D ¢;(l;/1)? und 2T* = mu?,
daher ist das Frequenzquadrat

Iy 2

, e (I

I wr = ZAl? (29.3)
43
Abb. 29/3. Starre Stange mit einer Masse
und mehreren Federn.

wort folgt aus w?=

N

<% 73

Auch die Federzahlen werden im Verhiltnis
der Quadrate der Abstinde reduziert.

d) Ein weiteres Beispiel wird erst augenfillig zeigen, wie die Energiemethode
der Differentialgleichungsmethode zur Aufsuchung der Frequenz tiberlegen sein
P kann. Die Uberlegenheit tritt besonders
ryp zutage, wenn es sich um Bewegungen
Mm__ Y handelt, die — wie das Rollen — nicht
mehr durch einfache Gleichungen vom

Typ ag +cq=0 beschrieben werden

/ . kénnen. Wir suchen die Frequenz kleiner
/‘% Schwingungen des in Ziff. 18 ¢ schon

/ ' ! erwihnten Rollpendels auf. Das Pendel
S / ) besteht aus einem starren zylindrischen
/ Koérper, der, soweit er mit der ebenen,

s/ horizontalen Unterlage beim Rollen in
Beriihrung kommt, eine kreiszylindrische

"“7“ Begrenzung (p) vom Halbmesser r hat;
, ) sein Schwerpunkt § liegt um die Strecke s
/ b unter der Zylinderachse M. Abb. 29/4
o) 4 zeigt einen Querschnitt durch den Kor-

EN
}

i
{
], per. B bezeichnet die Berithrungsgerade
g s linders mit der Unterlage i
Abb. 29/4. Rollpendel. des Zylinders mit der Unterlage im
Gleichgewichtszustand, B’ nach einer
Auslenkung um den Rollwinkel . Bei der Auslenkung bewegt sich der Schwer-
punkt § nach §; auf der gestreckten Zykloide

x=ry—ssiny, y=s8(l—cosy). (29.4)
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Die potentielle Energie U im ausgelenkten Zustand rithrt her von der Hebung
des Schwerpunktes um die Strecke y = s(1— cosy), betriagt also
U=mgs(l—cosp). (29.5a)
Die kinetische Energie besteht aus zwei Anteilen, aus der Wucht der Drehung
um den Schwerpunkt und aus der Wucht, die im Fortschreiten des Schwer-

punktes liegt. Bezeichnet m die Masse des Korpers und % seinen Trigheitsarm

fiir die Schwerachse, so ist

T—3mk i+ om (& + 7.

Die Form T* wird deshalb zu
1 1 .
T* = gmkzyﬂ +5m [rypy—ssiny)? 4 s? (1—cosy)?]. (29.5b)
Wir wollen nur die kleinen, harmonisch verlaufenden Schwingungen betrachten.
Unter Beschrinkung auf Glieder 2. Ordnung lauten die Formen U und T*
2 1
U=mgs¥ T* =5 my? [k + (r—9)?]. (29.6)
Nach (29.1) ist daher das Frequenzquadrat

8
wi=g Ay (29.7a)
oder die reduzierte Pendellinge

p_ 9 _Btl—r
— g _Bh—d

(29.7b)

Die angestellten Betrachtungen haben noch iiber die Grenzen, die durch
die oben genannten Voraussetzungen gezogen sind, hinaus Giiltigkeit. Ist die Be-
grenzungskurve (p) des zylindrischen Schnittes kein Kreisbogen wie in Abb. 29/4,
sondern eine andere Kurve, so tritt bei Beschrinkung auf geniigend kleine
Ausschlige an die Stelle des Halbmessers » der Kriimmungshalbmesser ¢_der
Kurve (p) an der Beriihrungsstelle B. Aber auch nicht-

=
zylindrische Kérper konnen auf die besprochene Art Miﬁ %\} 205,
behandelt werden. Stellt Abb. 29/4z. B. den Meridian- | S

schnitt eines Kugelsektors dar, der eine ebene Roll-
bewegung ausfithrt, so bleibt die Betrachtung voll-
stindig dieselbe. Nur liegt jetzt der Schwerpunkt S
hoher als beim Zylinderschnitt.

£) Wir untersuchen noch einen zweiten Schwinger,
dessen Bewegungsgleichung nicht ohne weiteres auf die
Form (12.2) gebracht werden kann: Die schwingende
Wassersdule im U-Rohr mit nicht konstantem Quer-
schnitt (Abb. 29/5). Das U-Rohr mit konstantem Am{; 20/5 Wﬁ _

R . . B . 29/5. Wassersdule in
Querschnitt 148t Vereinfachungen zu, die seine Behand-  U-Rohr mit nicht konstantem
lung in Ziff. 15 moglich machten. Die Form des Querschnitt.
Rohres soll allerdings noch so beschaffen sein, daBl der Querschnitt wenigstens
auf jenen beiden Wegen, die die schwankenden Fliissigkeitsspiegel zuriicklegen,
jeweils konstant ist; der Querschnitt des linken Schenkels in Héhe des Spiegel-
weges sei F), der des rechten F,. Im iibrigen ist der Querschnitt f eine Funk-
tion des Ortes, f=={(s); s moge dabei etwa auf einem ,mittleren” Stromfaden
gemessen werden. Die Linge dieses Stromfadens von Spiegel zu Spiegel sei l.
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Je nach dem Querschnitt &ndert sich die Geschwindigkeit der stromenden
Fliissigkeit. Dabei gilt, wenn plétzliche Querschnittséinderungen nicht auf-
treten und eine Gleichverteilung der Geschwindigkeit iiber den Querschnitt
angenommen werden darf,
v1/vs = folfr> (29.8)
denn in einem Zeitelement Af strémt in einen abgegrenzten Raumteil die
Menge f,v, At ein und die gleich grofe Menge f,v,4¢ wieder aus. Als kenn-
zeichnende Koordinate fiibren wir den lotrechten Ausschlag w des Spiegels in
einem Schenkel, etwa w,; im linken Schenkel, ein.
Die kinetische Energie der stromenden Fliissigkeit betrigt (u=y/g bedeutet
die Dichte)
l
T——/yvfds_~2~uw2F3 f’
daher ist
ds
f
0
Die potentielle Energie bei einer Auslenkung w findet man am einfachsten als
Energie der Lage der iiber dem tieferen Spiegel stehenden Fliissigkeitssiule

T* = 4 pul B? (29.9)

+ F, F,+ F,
U= (pgFyuw) "y = pgul 3 257 (20.10)
Das Quadrat der Kreisfrequenz der freien Schwingungen wird dann
_u F, + F, g
W= = *Fle (29.11)
fds/f

Ebenso wie bei dem in Ziff. 15 behandelten Rohr mit unverinderlichem Quer-
schnitt gilt auch hier, daB die Schwingungsweiten (solange die Flissigkeitsspiegel
ihre Fliche nicht déndern) beliebig groBl werden kénnen, ohne dal die Frequenz
sich éndert. Sind die beiden Schenkel gleich weit, |, = F,=1F, so wird aus (29.11)

wt=—20 . (29.112)

Ffds/f

hat das Rohr iiberall gleichen Querschnitt f=F, so folgt die frither durch eine
iiberschligliche Betrachtung abgeleitete Gl. (15.3).

1
Die Auswertung des Integrals [ds/f geschieht, wenn f nicht etwa durch einen analytischen
0

Ausdruck als Funktion von s gegeben ist, am besten durch eine graphische Integration.
Dabei kann man entweder 1/f(s) aufzeichnen und eines der iiblichen Verfahren verwenden,
oder man zeichnet f(s) selbst auf und benutzt das Verfahren zur ,Integration iiber den
Kehrwert* [I].

30. Das Ravieiensche Niherungsverfahren. Die in der vorigen Ziffer be-
sprochene Energiemethode liefert die genauen Werte der Schwingzahlen. Eine
besondere Bedeutung erhilt das Verfahren noch dadurch, dafl es als Ndkerungs-
verfahren zur Berechnung der (kleinsten) Eigenschwingzahl eines verwickelter
gebauten Gebildes dienen kann. Die Anwendung der Methode auf die kompli-
zierteren schwingungsfihigen Systeme stiitzt sich dabei auf eine Reihe von
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Eigenschaften solcher Schwinger, die wir im einzelnen hier noch nicht erértern
kénnen. Des groBlen praktischen Nutzens wegen, den das Néherungsverfahren
uns gewéhren kann, wollen wir es dennoch hier schon kennenlernen, und zwar
benutzen wir es, um auf eine hiufig gestellte Frage zu antworten. Die in den
fritheren Abschnitten untersuchten einfachen Schwinger waren nur deshalb
Systeme von einem Freiheitsgrad, weil wir die Tréigheit des federnden Gebildes,
das doch stofflich ausgebildet sein mufl, auller acht lieBen. Eine solche Ver-
nachlissigung wird um so geringere Fehler zur Folge haben, je groer die Einzel-
masse im Verhéltnis zu der iiber die Feder verteilten Masse ist. Oft ist es jedoch
erwiinscht, auch den Einfluf der verteilten Masse wenigstens angendhert zu
beriicksichtigen. Sobald wir die verteilten Massen mit in Betracht ziehen,
haben wir es — streng genommen — mit Systemen von unendlich vielen Frei-
heitsgraden oder sog. kontinuierlichen Systemen zu tun, da erst die Angabe einer
Funktion w(x) oder w(zx, y), in der die Werte fiir unendlich viele Argumente
stecken, die Lage des Systems beschreibt. Nun sind sowohl U wie T* Funktionen
der Ausschlagform w(x). Werden sie fiir die bei der Schwingung wirklich auf-
tretende Ausschlagform gebildet, so ergibt der Quotient nach (29.1) die wirkliche
Schwingzahl an. Bildet man sie jedoch fiir Ausschlagformen, die von der wirk-
lichen (etwas) abweichen, so gibt der Quotient (29.1) nach dem Satze von
RAYLEIGH einen zwar angeniherten, aber doch sehr gut brauchbaren Wert
fir die Schwingzahl. Uberdies ist der Néherungswert @ stets grofer als der
wahre Wert «, so daB man auch die Richtung des Fehlers kennt.

Um die Eigenschwingzahl eines Schwingers mit Beriicksichtigung der ver-
teilten Masse nach dem Ravreicrschen Verfahren zu berechnen, miissen wir
daher eine Annahme dariiber treffen, in welcher Weise die einzelnen Punkte des
federnden Gebildes ausgelenkt werden. Wir nehmen ein iibersichtliches Beispiel:
Ein Punktkorper in der Mitte einer gespannten Saite fithrt nach den Uber-
legungen von Ziff. 25 Schwingungen mit einer Frequenz = 1/4 Sjm 1 aus,
wenn die Saite (die hier die Feder darstellt) keine Masse besitzt. Die Schwin-
gungsform der trigheitsfreien Saite besteht dabei aus zwei Geradenstiicken; die
der trigen Saite kennen wir nicht. Kénnten wir U und T* aus den richtigen
Auslenkungen berechnen, so wiirden wir ©? genau erhalten. Aber auch eine
angenihert richtige Annahme fiihrt uns zu Werten ?, die den wahren sehr
nahe kommen.

Die einfachste Annahme ist die, daB die Saite auch dann noch gerade bleibt,
wenn sie auBer der Masse des aufgesetzten Punktkorpers selbst eine verteilte
Masse besitzt. Das ist zwar nicht mehr genau, aber fiir kleine Werte der ver-
teilten Masse doch sehr nahe richtig. Was liefert das Rayrereusche Verfahren
unter dieser Voraussetzung ?

Die Lingendichte (Masse je Lingeneinheit) der Saite sei x’. Wir nehmen
an, es sei w(x) :wlfz—, und erhalten

2 B
2T*=mwi—l—2lu’/wzdx:wf[m—l—%].
0

Mit m = u'l ist die Masse der Saite bezeichnet. Die verteilte Masse wirkt daher
50, als ob ihr dritter Teil in der Mitte der Saite konzentriert wire. Die potentielle
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Energie U ist wie fiir die triagheitsfreie Saite

2U =cw?= élﬁ w?,
daher der Naherungswert
~ 48
O Tm - mp3)
Eben dasselbe Ergebnis, da nidmlich der EinfluB der verteilten Masse eines
belasteten Systems durch Zuschlag eines Drittels der verteilten Masse zur Einzel-
masse beriicksichtigt werden kann, gilt iiberall, wo wir als Auslenkungsform
des eindimensionalen federnden Gebildes eine Gerade annehmen diirfen; so
z. B. fir die Lingsschwingungen eines Stabes (vgl. Abb. 11/6), die Torsions-
schwingungen einer Welle (vgl. Abb. 11/7 und 23/1) und auch firr die Schwin-
gungen einer zylindrischen Schraubenfeder (Abb. 24/1).

Die Auslenkungsform eines belasteten Stabes, der Querschwingungen aus-
fithrt, ist jedoch auch fiir den trdgheitsfreien Stab keine Gerade, sondern eine
Parabel 3. Ordnung, entsprechend der elastischen Linie des durch eine Einzellast
gebogenen Stabes. Man wird deshalb die Frequenz des belasteten und trigen
Stabes unter der Annahme errechnen, da die Schwingungsform die des trigheits-
freien Stabes sei.

Als erstes Beispiel betrachten wir den in der Mitte belasteten Balken nach
Abb. 11/5b, der beiderseits frei aufliegt. Ist die Auslenkung unter der Last w;,
so ist die statische Biegelinie, die gleich ist der Schwingungsform des trigheits-
freien Stabes,

(30.1)

3zlf— 428 )
’w(x)=wl—f—lls—— im Bereich ngéé.

Die Formen U und T* fiir den triigen Balken werden unter Voraussetzung der
genannten Schwingungsform zu
2U =cu?
y2 y2

’ w?
2T*=mwf+2fy'w2dx=mwf+ 2/;8&/(3xlz~—4x3)2dx=
0 0

17 _
= w} [m + 35 m},
wenn m wieder die verteilte Eigenmasse u'l bezeichnet. Daraus folgt als
Néherungswert fiir das Frequenzquadrat
-
17 ¢
m -}~ 35 ™

Man hat in diesem Fall nicht ein Drittel, sondern 17/35, also rund die Hilfte,
der verteilten Masse zur Masse der Last zuzuschlagen. DaB der Zuschlag hier
groBer sein muB als bei geradem Verlauf der elastischen Linie, iiberlegt man sich
leicht: Die einzelnen Teilchen des Stabes schwingen iiber die vom Auflager
nach der Last fithrende Gerade hinaus, vergréBern daher die kinetische Energie
und damit T*.

Dagegen werden wir beim einseitig eingespannten Stab (Abb. 11/5a) erwarten,
daB der Zuschlag weniger als ein Drittel der verteilten Masse ausmacht, da die

&% = (30.2)
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Auslenkungen hinter der Geraden zuriickbleiben. Wir rechnen nach und finden
wegen
322 — a8
w(@)=w—5z
fir den Nenner
!

2T*—mw1+//,l, uﬁdx-—’mwl—{— Y /(3x2l_x3)2dx—w1[m+ 1430 _}

daher

c

Py P — (30.3)
33 _
™+ 140™

Der Zuschlag betrigt hier 33/140, also rund ein Viertel der Systemmasse.

Als Faustregel kénnen wir deshalb aussprechen: Um den EinfluB} einer ver-
teilten Masse auf die Eigenfrequenz eines mit einer Einzelmasse belasteten
Schwingers angenidhert zu beriicksichtigen, schligt man der Lastmasse einen
Bruchteil der verteilten Masse zu. Dieser Bruchteil hingt von der Auslenkungs-
form des Systems ab. Schwingt das System etwa nach

einer Geraden, so fiigt man der Last ein Drittel, ist die £
Auslenkungsform nach der Ruhelage hin konkav, die
Hilfte, ist sie dorthin konvex, ein Viertel der System- £ P

masse zu (Abb. 30/1).

Nach Erledigung der Aufgabe, welche urspriinglich die Ein- ﬁi‘;"‘;ef;gﬁ;defg ?jﬁ’;f;‘,fﬁfﬁj‘g%?

fihrung des RayrrrcHschen Niaherungsverfahrens an dieser formen.

Stelle veranlaBte, nimlich die verteilten Massen belasteter

Systeme angenihert zu beriicksichtigen, behandeln wir noch ein Beispiel fiir kontinuierliche
Systeme ohne Einzelmassen. Wir werden auf diese Weise einen Anhalt dafiir bekommen,
wie genau das Verfahren selbst bei groben Annahmen arbeitet.

Ein iibersichtliches Beispiel bietet wieder die querschwingende Saite (Abb. 30/2). Wir
wissen schon, daB sie als Ersatzsystem gelten kann fiir den beiderseits festgehaltenen, ldngs-
schwingenden Stab und fiir die Schraubenfeder (zylindrische Torsionsfeder). Die Saite habe
eine konstante Lingendichte ' und eine Spannkraft S.

. . - - . . t‘T N
Die Eigenschwingungsform fir die Grundschwin- ™ L -
gung, derer_x Frequenz wir. suche'n, is?s - wie hier 3 ‘;
ohne Beweis angefiihrt sei — eine Sinoide dz’'
. T Abb. 30/2. Saite mit stetig verteilter Masse.
w(x)=wlsm-l—. (30.4&) /2. Saite mit stetig il

Der fiir diese Funktion w(z) gebildete Quotient U (w)/T* (w) muB daher den genauen Wert

der Schwingzahl liefern. Die potentielle Energie einer ausgelenkten Saite erhdlt man

am einfachsten durch Berechnung der fiir die Verlingerung der Saite notwendigen Arbeit
l

U= f S8dl; dl ist dabei die Differenz der Lingen eines Elementes im ausgelenkten
0

und im Ruhezustand, dl=da’ —dz (Abb.30/2). Fiir kleine Neigungen gilt daher mit
da’'=dz/cos ¢ und
1 1 @*
cosp 1—¢?2 ~1t+g

mit ¢p=w’ sowie unter Vernachlissigung der Veriinderung der Spannkraft S

! 4
1 N
U= /Sdl.«/S(dx —dx) = /S[cos‘p—l]dm=?/qu2dz=?/w'2d:¢.
0 0
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Benutzt man (30.4a), so kommt

l
S 2
U= w‘f—z—?—z—/cosﬁ%ﬁdaﬂ.

0
Die Form T#* ist leicht zu bilden:
i J
¥ ool ,a
*_ L 2 gy a2 2 P
T* = sz dx = wi 5 sin?— da,j.

W} = = = o 9869 (304)

als genauen Wert des Quadrates der Grundschwing-
zahl liefert.
Wir bilden ferner Naherungswerte &2 auf Grund
Abb. 30/3. Wirkliche Auslenkungsform (b)  verschiedener Annahmen iiber die Auslenkungsform
und Annsherung (a). w(x). Eine erste, sicher recht grobe, Annahme ist
w@)=2w, 2l fir 0202
mit einer symmetrischen Fortsetzung (Abb. 30/3). Sie liefert

2
8 (2w,)? 8 (2w,)? (2w )2 Cwy)? , B
U=72/ l21 dx:? ll und = Qf AL rdr = ll M247
woraus die Naherung folgt
— U 8
W = ™R 12. (30.5)

Statt des Faktors 9,8696 steht hier der Faktor 12; das macht einen Fehler von aller-
dings 21,6%. Bedeutend niher kommen wir dem richtigen Wert fiir die Schwingzahl, wenn
wir statt eines Geradenzuges eine Parabel als Schwingungsform voraussetzem. Mit

w(x) = 4w, z(l — 2)/I? und w(x)=4w(l—2)/
folgt

1
—-%/(4%)&(1_2@249;——%2‘9 (4 w,)?

und
I

u l
™ =g /(4w1)2x2(l-—x)2dx—§—0— (),
0
so dafl der Néherungswert

@ = T»S—lz 10 (30.6)

wird. Hier macht der Fehler nur noch 1,32% aus.
Die Begriindung und den Ausbau dieses Verfahrens und weiterer Naherungsverfahren
miissen wir auf spiter verschieben (Bd. III).

31, Herstellung von Ersatzsystemen mit Hilfe von Energiebetrachtungen. In Ziff. 23
haben wir zur Berechnung der Drillungsschwingungen einer ,,abgesetzten‘ Welle an Stelle
dieser Welle ein kinetisch gleichwertiges System, ein Ersatzsystem, eingefithrt und in Ziff. 26
Ersatzgebilde fiir andere schwingungsfihige Systeme erortert. Die Benutzung der Energie-
ausdriicke erlaubt nun eine allgemeinere Behandlung dieser Aufgabe. Zwei Systeme sind
némlich kinetisch gleichwertig, wenn die kinetische Energie T und die potentielle Energie U
der beiden Systeme den gleichen Wert haben (denn auch die Bewegungsgleichungen z. B.
kénnen aus den Energieausdriicken hergestellt werden, wie in Band II im einzelnen dar-
gelegt werden wird).

Ohne Beschrinkung auf die Systeme von einem Freiheitsgrad zeigen wir, wie das Hilfs-
mittel der Energieausdriicke erlaubt, verwickelt gebaute Systeme auf einfachere, kinetisch
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gleichwertige zuriickzufithren. Einleitend behandeln wir auf dem neuen Weg die in Ziff. 23
schon geloste Aufgabe, an Stelle einer abgesetzten Welle eine gleichwertige glatte herzu-
stellen. Alle Teile der Welle Abb.23/5a erfahren das gleiche Drillungsmoment D. Diein den
einzelnen Stiicken mit den Trigheitsmomenten Jj,; bei einer Beanspruchung durch dieses
Moment aufgespeicherte Forménderungsarbeit ist

u_2 > 1_DN b
-2 ¢ 26 JIpi”
Sie soll gleich sein der in einer Bezugswelle mit dem Trégheitsmoment Jj, unter Einflufl
des gleichen Momentes gespeicherten Energie
D
U=35qa oo
Die Liinge ! dieser Bezugswelle, die wir die reduzierte Linge der urspriinglichen Welle nennen,

ist deshalb i
lrea = Jpo Z Toi '

Wie ist weiterhin das in Abb. 31/1a gezeichuete, mit Ubersetzungsgetrieben ver-
sehene System durch ein glatles ¢,

(Abb. 31/1b) gleichwertig zu er- 6
setzen ? J, Oy oy
Die Ubersetzungsverhaltnisse ——— 8
der Getriebe seien g,=7,/r; und 7 i u 8
Qs =7'4/7'3s so daf ’Sl_‘juf?_pfgz _fi,ﬁaﬁw&. 1 o 06‘
| i [ v S
wzzg—a’v W3 = Wy & - H
1 7
und a & 4
w0, =28 _ a; &
* Q2 0102 g g 8 & d
wird; dagegen lauten die Dril- oy i B [ o
lungsmomente g SR S == g === =
YRR SUUNFYIN [ DUNIPRN | DU 7R
Dy=0 Dy, D3;=2D, ’ J L= i - i

b

und
Abb. 31/1. Welle mit Ubersetzungsgetrieben und das Ersatzsystem.

Dy =0, Dy = 0,0, D;.

Wir wihlen das erste Wellenstiick als Bezugswelle, J,,=J,,, und missen deshalb
fordern, daB

1. fiir eine gegebene Winkelgeschwindigkeit w, dieses Wellenstiicks die kinetische Energie
einer jeden Drehmasse des Ersatzsystoms gleich ist der kinetischen Energie der entsprechen-
den Drehmasse im urspriinglichen System,

2. bei Anwendung eines Drillungsmomentes D; im ersten Wellenstiick die Forménde-
rungsarbeit in den Wellenstiicken des Ersatzsystems gleich ist der Forménderungsarbeit
in den Wellenstiicken des urspriinglichen Systems.

Mit Benutzung der Bezeichnungen der Abb. 31/1 folgen daher erstens fiir die Dreh-
massen die Beziehungen

0, ! = 0, w! 6, =0,
2 2 2 @2 2 ’ @2
O 0 =06, 0] +0,0; = @1—{—?2- ] @lz@l—i—?
1
12)
ONCH :@3“’3:93“’? 0,=—
01 o1
. \ ) 2] . 0, O
601 =0,af + 6,01~ (G + )0l | Ol=Tg g
9 @6 @6
0, 0! = Oy 0l = Ty o} Oy = oTol

und zweitens wegen D DIy

Gy, — Gpi
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unter Beachtung des jeweiligen Ubersetzungsverhaltnisses fiir die Langen

WA WA Jp
L=1 l;=-ﬁl2g? l:';=(7:_:l39$ l£=jil49$9§-

¢) Schwinger mit besonderen Eigenschaften.

32. Einrichtungen der MeBgerite fiir mechanische Schwingungen; Schwinger kleiner
Frequenz. Wenn auch die Messung einer Schwingung das Vorhandensein einer erzwingenden
periodischen Kraft voraussetzt, so daB die eingehende Behandlung
der MeBmethoden erst in dem Abschnitt iiber erzwungene Schwin-
gungen erfolgen wird, so koénnen wir doch die wesentlichen Ein-
richtungen der Mefgeréte selbst hier schon erdrtern. Sowohl fiir
physikalische (insbesondere seismische) wie fiir technische Messungen
benétigt man Systeme, die in einer vorgegebenen Richtung — meist
in der Horizontalen oder Vertikalen — Schwingungen mit langen
Perioden ausfithren. Wie kann man solche groBien Perioden (oder
kleinen Frequenzen) erreichen ?

«) Pendelmit geneigter Achse. Soll ein Punktpendel (mathe-
matisches Pendel) langsam schwingen, so muB es sehr lang sein.
Fiirr 7=10s wird z. B. I~ 25 m. Ublicherweise schwingt ein Pendel
um eine waagerechte Achse, seine Riickfiihrkraft ist mgsing ~
m g @, seine ,,Federzahl daher mg. Wird die Achse lotrecht ge-
stellt, so tritt tiberhaupt keine Riickfiihrkraft auf. Die Federzahl
eines Pendels mit geneigter Achse muB daher Werte zwischen 0

Abb. 32/1. Pendel und mg¢ annehmen.
mit geneigter Achse. Der Neigungswinkel der Achse a gegen die Lotrechte sei »
(Abb. 32/1). Die in der Ruhelage in Richtung der Stange wirkende
Kraft ist dann mgsiny. Bei einer Auslenkung um den Winkel ¢ in der zur Achse senk-
rechten Ebene tritt daher als Riickfilhrkraft R = mgsinvsing ~ (mgsinv)p auf, und
die Eigenfrequenz rechnet sich aus

¢ | c \
_MN\N\N\’_'§ w? =%sinv. (32.1)

Durch Wahl von » hat man es in der Hand, die Frequenz beliebig
klein zu machen.

B) Labilitdtspendel. Eine andere, fiir Seismographen hiufig
b benutzte Anordnung zeigt Abb. 32/2. Sie besteht aus einem Pendel-
korper, dessen Schwerpuukt § im Abstand a iiber dem Unter-
1 stiitzungspunkt O liegt. Das Pendel wird von zwei Federn gehalten,
1‘5' | é die im Abstand d iiber dem Drehpunkt angreifen. Die Bewegungen
des Systems sind Drehungen um O. Bei einer kleinen Auslenkung ¢

N\ kommen folgende Momente ins Spiel:
Abb. 32/2. rickfihrend F=2cxd=2cd?g, auslenkend E=mgagp.

Labilitdtspendel. Das auslenkende Moment der Schwerkrifte schwicht das riick-
fiilhrende der Federkrifte, so da R=F —E=[2cd®*—mgale

bleibt. Ist k der Trigheitsarm des Pendelkérpers fiir die Schwerachse, so lautet die Be-
wegungsgleichung

m(k+a?)¢+[2cd—mgale=0
und daher das Quadrat der Eigenfrequenz
2¢d?—mga
TmEFa) (32.2)
Durch geeignete Wahl der Federn kann das Riickstellmoment und damit auch die Frequenz
beliebig klein gemacht werden. Mit 2 ¢ d* = m g a wird sowohl R wie w? zu Null; das Pendel
ist dann im indifferenten Gleichgewicht. Bei weiterer Verringerung der Federstirke wird
das Gleichgewicht labil.

7) Im Scrrickschen Pallographen (Abb.32/3) ist das schwingende System vom kine-
matischen Standpunkt aus eine sog. Kurbelschwinge [], deren Hiilsen H, H iiberdies in
gewissen Grenzen gehoben oder gesenkt werden kénmen, so daf die Entfernung A H=={

w?=
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verindert werden kann. Am Ende der Lenkerstange HBC' sitzt der Pendelkérper; er hat
die Masse m. Um die Frequenz seiner kleinen Schwingungen zu ermitteln, benétigt man
nach (16.6b) den Kriimmungsradius ¢ seiner Bahn (d.i. der Bahn des Punktes C) an der
Gleichgewichtsstelle. Man findet ihn zu
[R(l— R+ b)
W——-—ﬁ . (32-3)
Die Herleitung ist weiter unten an-
gegeben. Mit (32.3)wird dasFrequenz-
quadrat nach (16.6b) zu
29 _ | 0~ RpP—Rb
@ =% I RI—R+b)y
Dieser Wert wird Null, wenn
({—R2=Rb
oder die einstellbare Entfernung

Q:

.(32.4)

I=R+yRb (32.5) Abb. 32/3. SomuIckscher Pallograph.
gemacht wird.

Da das Ergebnis (32.3) von den bisher veréffentlichten Losungen [2, 3] abweicht, soll
die Herleitung ausfiihrlich, und zwar auf zwei methodisch wesentlich verschiedenen Wegen
gegeben werden. Zuniichst ermitteln wir ¢ auf dem analytischen Weg. Die Bahn von C
habe die Gleichung y(x). Dann ist der Kriimmungsradius ¢ gegeben durch

Va+y®?
yll
Mit den Bezeichnungen der Abb.32/3 lautet die Gleichung der Bahnkurve in Parameterform

x=Rsing +bsiny; y= Rcosp—bcosy.
Zwischen den Winkeln ¢ und p besteht die Beziehung
ctgy = l—R.cos 2
Rsin ¢

Die erste Ableitung dy/dz wird daher zu

(32.6)

—Rsm¢+bsmw3—z

dy  dylde Z(e)
o 89 _ _ = , (32.7a)
dx dw/d(p Rcos(p—{—bCOS'l/J% N((p)
wobei
dy — R*+41Rcos g (32.7D)

¢ P+ R—2IRcosg
ist. Tiir die zweite Ableitung kann man schreiben
, 8y dyjdg
Y =74z T dajdg (32.8)
Diesen Ausdruck benétigen wir nicht fiir den ganzen Bereich des Argumentes ¢, sondern
nur fiir die Stelle ¢=0. Dadurch vereinfacht sich die Rechnung. Kiirzen wir (wie oben

angedeutet) Zihler und Nenner im Ausdruck (32.7a) mit Z(¢) und N{g) ab, so schreibt
sich, wenn die Punkte iiber Z und N Ableitungen nach ¢ bedeuten,

dy NZ—ZN dx

dg = W und o =4
An der Stelle ¢ =0 wird
d’lp R - ’’ Z
auch (32.6) vereinfacht sich zu
1 N?

Klotter, Schwingungslehre I. 6



82 II A. Freie, ungeddmpfte Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 32.

Aus dieser letzten Form erhilt man
R(I— R+ b)?
@—0=|"Fo=0—xrE |’
wie in (32.3) angegeben.
Auf rein kinematische Betrachtungen geht die folgende zweite Herleitung des Aus-
druckes (32.3) zuriick. Nach dem Verfahren von W. HarTMANN [4] kann man den Kriim-
mungsmittelpunkt unter Benutzung der Polwechselgeschwindig-

29 Q keit v, erhalten. Der Drehpol £ fallt in unserem Beispiel mit
dem Drehpunkt H der Hiilsen zusammen; die Richtung der
Polwechselgeschwindigkeit ist von vornherein bekannt, sie ist
die Senkrechte zu 2 BC. Die beziiglichen Gleichungen lauten

) i in unserem Fall (Abb. 32/4)
< | T vg_.QM_l—R—}—b—}—g
% c o O~ o (32.11a)
und ! 1—R+b
4 %e=vpE> YU _R °
also
vg _ l(I—2R)
| w  RI—E+0b) (32.11b)
1Y Aus (32.11a) und (32.11b) folgt
N e
s Tt d _|BU—RE+b}
A timungstadius. ¢ U—RF—Eb

wie in (32.3).

8) Pendel mit gekrépfter Stange. Die Bewegungsrichtung der drei vorangehenden
Schwinger lag horizontal. Wir betrachten nun noch die vertikal schwingenden Systeme
der Abb. 32/5 und 32/6. Nach den Uberlegungen und Regeln von Ziff. 24f und 29 lautet
die Bewegungsgleichung von Abb. 32/5 unter Beriicksichtigung aller Kraftglieder

mb2p+c(L—L)a+calp—mgb=0; 2
N

A

= c
9 8 8
N1 /
h 5 - J
Abb. 82/5. Pendel mit Feder. Abb. 32/6. Pendel mit Feder an Abb. 32/7.
tiefliegendem Angriffspunkt. Winkelhebel.

sie vereinfacht sich wegen ¢(L — Ly)a —mgb =0 und liefert das Frequenzquadrat

s _C [a)\2
o= (%)

Durch Verkleinerung von a/b kann man die Frequenz erniedrigen; jedoch nicht unbe-
schrinkt, da bei gegebenem m die Beanspruchung der Feder F = m g b/a mit bja wichst
und einen vorgegebenen Wert nicht iibersteigen darf. Um sehr kleine Frequenzen zu er-
reichen, muB man den Angriffspunkt 4 der Feder unter die Achse O B legen, dadurch, daB
man die Feder z. B. an einer Kropfung der Stange O.B (Abb. 32/6) oder an einem Winkel-
hebel (Abb. 32/7a) angreifen la8t.

Im statischen Gleichgewicht ist die Feder von der Lange L, des ungespannten Zustandes
auf L ausgereckt; mit 0 4 =s und < BOA =8 ist der Hebelerm der Federkraft a = s cos B.



Ziff. 32. Einrichtungen der Mefigerite fiir mechanische Schwingungen. 83

Mit horizontalem Arm OB = b lautet die statische Gleichgewichtsbedingung
c¢(L—Ly)scosf=mgh. (32.12)
Bei einem kleinen Ausschlag ¢ um O macht der Federendpunkt 4 den Weg z=s ¢;
die Verlingerung der Feder wird L — L, 4 s@cos 8, der Hebelarm der Federkraft ist
z=a—sg@sinf = s[cos § — @sinf] (Abb.32/7b). Damit wird die Bewegungsgleichung zu
mb2p+¢[L— Ly+spcosf][scosf—spsinf]l —mgb =0. (32.13a)
Nach Beriicksichtigung der statischen Gl. (32.12) und unter Vernachlissigung der kleinen
Groflen 2. Ordnung (mit dem Faktor ¢?) ergibt sich
mb2p+csplscos?f— (L — Ly)sinfl= 0. (32.13b)
Die Frequenz folgt daher aus ‘
2 L
7,% s [scos?f — (blz} o) SID ﬂ] (32.14)
Im Zahler dieses Ausdruckes steht nun wieder eine Differenz, und wir haben es durch Wahl
geeigneter Abmessungen in der Hand, die Frequenz beliebig klein zu machen, Tm Grenzfall
o —>0 hat man costfy, L—1I

=

sin f, s
oder wegen der statischen Gleichgewichtsbedingung (32.12)

cos®f, mgb

smp, ~ o8 (32.15)
Fiir den Wert 8= f,, der der Gl.(32.15) geniigt, befindet sich das System im indifferenten
Gleichgewicht; fiir Werte 8, die etwas kleiner sind als §,, ist das Gleichgewicht stabil, die
Riickfiihrkraft und die Frequenz sind jedoch noch klein.

£) Ein Schwinger mit beliebig einstellbarer Bewegungs-

richtung ist der GE1GERsche Vibrograph (Abb. 32/8). Er be-
steht aus einem um die Achse O drehbaren Pendelkorper K,
der durch eine Spiralfeder F' in einer (einstellbaren) Lage
gehalten wird. In der Abbildung schliet die Symmetrie-
achse 0§ des Pendelkérpers mit der Lotrechten den Winkel
B ein. Bewegungsrichtung ist die Senkrechte zu 08. Wird
$==0, s0 liegt die Bewegungsrichtung horizontal, fiir § =7/2
vertikal.

Die Feder ist auch in der Glcichgewichtslage schon um
einen Winkel & aus der unverzerrten Lage ausgelenkt. Ihre
Federzahl ist ¢c=EJ/L (Ziff. 24). Die Gleichgewichtslage
bestimmt sich durch die Momentengleichung (mit s=08) Abb. 32/8,

. GEIGERscher Vibrograph.
ca—mgssinf=0. (32.16)

Nach einer Auslenkung aus der Gleichgewichtslage um den Winkel ¢ ergibt sich ein riick-
filthrendes Moment

E=c(ax+¢)—mgssin(f—p).

Fiir kleine Ausschlige ¢ ist dieser Ausdruck angendhert gleich

BR=c(a+ @) —mgs(sinfi— pcosB);
wegen der Bedingung (32.16) vereinfacht er sich zu

=(c+mgscosf) e
Daher lautet die Bewegungegleichung, wenn @ = m (k% 4 s?) das Trigheitsmoment des
Pendelkorpers fiir die Drehachse bezeichnet,
O¢+(mgscosf+c)p=10 (32.17)

und das Quadrat der Eigenfrequenz
gl 2 (32.182)

Mit Benutzung der Abkiirzung !’ = (k?+s%)/s (reduzierte Pendellinge) kann man dafiir
auch schreiben

w?=

Wt = ["";’f‘ﬂ +%]. (32.18b)
6*
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B. Freie, gedimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers
mit gerader Kennlinie.

33. Widerstandskriifte und Differentialgleichungen der Bewegung. Zu Anfang
unserer Untersuchungen iiber die Kinetik der Schwinger (Ziff. 11) hatten wir
die Art der in die Betrachtung einzubeziehenden Krifte schrittweise ein-
geschriankt, bis zuletzt nur noch Tragheitskréifte und vom Ausschlag abhingige
innere Krifte iibrigblieben. Durch das Wechselspiel zwischen diesen beiden
Arten von Kriften ist die freie, ungeddmpfte Schwingung bestimmt. Im Hin-
blick auf die Energie ist eine solche Bewegung konservativ. Wir gehen nun
einen Schritt zuriick und lassen neben den Trigheitskriften und den vom Aus-
schlag abhingigen inneren Kriften o, (¢) auch solche innere Krifte wieder zu,
die von der Geschwindigkeit herriihren; in Ziff. 11 waren sie mit J; (¢) bezeichnet
worden. Wir setzen sogleich voraus, dafl diese Krifte in der Bahnrichtung
liegen, und zwar sollen sie der Bewegung enfgegen gerichtet sein. Solche Krifte
heiBlen Reibungs-, Widerstands- oder Ddampfungskrifte. In den Formeln haben
sie also stets das entgegengesetzte Zeichen wie die Geschwindigkeit.

In allen jenen Fillen, in denen die Widerstandskraft einer ungeraden Potenz
der Geschwindigkeit proportional ist,

h(@=—bg"*, (n=0,L2,...) (33.1)

eriibrigt sich in den Formeln eine besondere Festsetzung iiber das Vorzeichen,
da bei einer Umkehr des Zeichens von ¢q auch J, in (33.1) das Zeichen wechselt.
Anders verhalt es sich mit den einer geraden Potenz von ¢ proportionalen Kriften.
In der Gleichung

Jz(q):__b'QZn (n=0,1,2...)

wiirde sich J, nicht dndern, wenn ¢ das Zeichen umkehrt. Man muB deshalb
noch den Faktor (sgnq) anbringen, der die gewiinschte Umkehr hervorruft:

(@) =—(gng)bg** (n=0,1,2,..). (33.2)

Der Faktor sgn ¢ heiBt signum (Zeichen) von ¢ und hat den Wert 41, wenn
oy g >0, den Wert —1, wenn ¢< 0 ist.
N . Das Diagramm, das die Abhéngig-
4 2 keit der Widerstandskrifte W = — J,(q)
Y - /~” __ vonder Geschwindigkeit ¢ angibt, kann
o man [in Analogie zur Federcharakte-

p ristik R(q) =—J,(q)] als Ddimpfungs-
.2 & charakteristtk bezeichnen. Eine solche
7z ¢  Dampfungscharakteristik kann im all-
. gemeinen einen irgendwie gearteten Ver-
| lauf zeigen. Wir beschrinken uns hier
7 ) jedoch auf die Untersuchung dreier ty-
7 pischer Fille: 0) Die Dampfungskraft
hat festen Betrag, 1) sie ist der Ge-
Abb. 33/1. Dimpfungscharakteristiken. schwindigkeit proportional, 2) sieist dem
Quadrat des Betrages der Geschwindig-

keit proportional (Kurven 0, 1,2 der Abb.33/1). Abhingigkeiten von hiheren oder
nicht ganzzahligen Potenzen pflegt man in der Regel nicht zu betrachten, da
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die aus Messungen gefundenen Werte fiir die Démpfungskrifte in geniigend
genauer Weise durch eine Kurve vom Typ 0,1 oder 2 angendhert werden kénnen
(s. jedoch auch Abschnitt De, Ziff. 59 und 62). Konstanter Betrag wird den
Reibungskriften in der Couromsschen Theorie der Reibung fester Korper
zugeschrieben. Bei langsamen Bewegungen von Kérpern in Flissigkeiten und
Gasen oder langsamem Stromen dieser Mittel durch Rohre und Kanile (Ol-
und Luftbremsen) und bei Bewegungen elektrischer Leiter in magnetischen
Feldern (Wirbelstrombremsen) ist der Widerstand angendhert proportional der
ersten Potenz der Geschwindigkeit, bei raschen Bewegungen von Fliissigkeiten
in Rohren (oder von festen Korpern in Fliissigkeiten) wachsen die Widerstands-
krifte etwa mit dem Quadrat der Geschwindigkeit. Entsprechend den Haupt-
vorkommen der einzelnen Reibungskrifte spricht man im ersten Falle auch
von trockener Reibung (fester Korper), im zweiten von Fliissigkeitsreibung.
Der Sprachgebrauch ist iibrigens nicht ganz einheitlich. Oft bezeichnet man
mit Reibungskraft nur eine Kraft CourLomsscher Art (die unabhéngig ist von
der Geschwindigkeit) und nennt die der ersten Potenz der Geschwindigkeit
proportionalen Krifte Ddmpfungskrifte. 'Wir wollen diese Unterscheidung
nicht iibernehmen, sondern die Bezeichnungen nebeneinander gebrauchen.

Fiir die einer geraden Potenz der Geschwindigkeit proportionalen Widerstands-
krafte wird die Charakteristik links und rechts vom Ursprung durch verschiedene
Gleichungen beschrieben, 5,

und deshalb hat auch die % A Da 71 é
y —— /

Bewegungsgleichung  fiir

Hingang und Riickgang je 4 2
weils eine andere Gestalt. b
Eine Form der Gleichung A

beschreibt die Bewegung Abb. 33/2. Parallelschaltung von Feder und Dampfer.
nur abschnittsweise.

Nimmt man die in (11.2) mit dem negativen Zeichen auf der rechten Seite
der Gleichung stehenden Widerstandskrifte mit dem positiven Zeichen nach
links, so lauten die Bewegungsgleichungen der Schwinger mit linearer Feder-
charakteristik bei Anwesenheit einer von der nullten, ersten oder zweiten Potenz

der Geschwindigkeit abhingigen Widerstandskraft

ag+(sgng)by+cg=0, (33.32)
ag+b9+cg=0, (33.3D)
ag+(sgng) byg® +cg=0. (33.3¢)

Diese Gleichungen beschreiben freie, gedidmpfte Bewegungen einfacher Schwinger.

Die Addition der Federkrifte und Widerstandskrifte in der Bewegungsgleichung setzt
voraus, daB beide gemeinsam die Trigheitskraft ins Gleichgewicht setzen; beide Krifte
miissen also unmittelbar an der ¥ @

Masse angreifen, d. h. Feder und %———"\N\N\/\/L\"\/WV\I'——%__:_E:'_—D
Démpfer miissen parallel, nicht in

Reihe geschaltet sein. In Abb. 33/2a Abb. 33/3. Reihenschaltung von Feder und Dampfer.
und b sind die beiden méglichen

gleichwertigen Anordnungen (Parallelschaltung) schematisch gezeigt. Eine Anordnung

nach Abb. 33/3 (Reihenschaltung) wiirde dagegen durch die Gln. (33.3) nicht erfaBt
werden; dieses System hat vielmehr zwei Freiheitsgrade.
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34. Dimpfungskraft mit festem Betrag. Die Bewegungsgleichung lautet

ag—+(sgnq)by+cqg=0. (34.1a)

Dabei ist sgn ¢ = + 1 falls ¢ >0 und sgng = —1 falls ¢ < 0 ist. Nach Division
durch a erhdlt man mit den Abkiirzungen

% =®? und %“ = sw? (34.2)
die Bewegungsgleichung
g + w?[g + (sgn ¢) 8] =0. (34.1b)

s ist eine HilfsgroBe von der Dimension einer Linge; sie ist ein MaB fiir die
Reibungskraft (und zwar gibt sie wegen by=cs den groBten Ausschlag an, bei
dem die Reibungskraft die Riickstellkraft noch ins Gleichgewicht setzen kann).
Nimmt man die Koordinatentransformation & = ¢ (sgng)s vor, so bleibt
einfach

E+w?E=0 (34.3)
analog (12.2) mit der Losung & = 4 cos(w? + «); also lautet die Dauergleichung
g=—(sgnq)s+ Acos(wt -+ a). (34.4)

Die sich einstellende Bewegung kann somit entstanden gedacht werden durch
eine Zusammenfiigung von harmonischen Halbschwingungen, die die Frequenz
der entsprechenden ungedimpften Bewegung haben. Die Schwingungen ver-
laufen aber (im ¢-f-Diagramm) nicht um die Zeitachse, sondern wechseln ihre
Bezugsachse. Die Halbschwingun-
gen mit negativer Geschwindigkeit
haben die Gerade ¢=—-s, die mit
positiver Geschwindigkeit verlaufen-
den die Gerade ¢=—s zur Achse.

3 Beginnt die Bewegung wie im Bei-
spiel der Abb. 34/1 mit einem posi-
tiven Ausschlag g, >s und der Ge-
schwindigkeit Null, so ist in (34.4)

Abb. 34/1. %%lz;;iggst;ngu 11_1_-11;8 ,]gijngl’fu:g&kraft festen a=0, un.d da,§ BeW(.agungsgesgtz
lautet, weil zundchst eine negative

Geschwindigkeit auftritt, ¢ = 4 s + 4, cos w ¢; die Amplitude A, bestimmt sich

aus gy = s+ 4, zu 4, = g,—s, so dal die erste Halbwelle die Gleichung besitzt

g=38-+(gp—38)coswt. (34.4a)

Der Schwinger verliert nach der Zeit 72 = m/w seine Geschwindigkeit. Der
dann erreichte Ausschlag ist ¢, =2s8—gy=—(¢y—25). Von nun ab gilt das
neue Bewegungsgesetz ¢ =—s + A,coswt. Zur Bestimmung von A4, dient
die neue ,,Anfangsbedingung® (fir t=mjw) ¢, =—(g,—25); sie liefert aus
—¢qo+28=¢,=—s— A, die Amplitude 4, = g,— 3 s und damit als Gleichung
der zweiten Halbwelle (fir mjw <t =<2nm/w)

g=—84+(g,—3s)coswt. (34.4D)

Die Amplituden aufeinanderfolgender Halbwellen fallen daher in arithmeti-
scher Folge: 4, .1 =4,—2s. 2s ist das Dekrement der Schwingung,

Gerit der Umkehrpunkt einmal in den Streifen —s =g <s, so setzt sich
der Schwinger nicht wieder in Bewegung; denn aus (34.1b) geht hervor, da3
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die Riickstellkraft von da ab nicht mehr ausreicht, die Reibung zu iiberwinden.
Diese hat dann natiirlich nicht mehr ihren maximalen Betrag w?s (Gleitreibung),
sondern ist als Haftreibung eine am Punktkorper angreifende Reaktionskraft,
die der eingeprigten Kraft cq Gleichgewicht hilt.

Ein Korper, der seine Bewegung mit dem Ausschlag ¢ = ¢, ohne Geschwindig-
keit beginnt, weist folgende Reihe der Amplituden der Halbschwingungen
(um wechselnde Bezugsachsen) auf:

Go—S Qo—38,...¢g—(2x—1)s
Er macht so viele Halbschwingungen, wie ganze Zahlen in

@+ 9)/2s (34.5)

enthalten sind. In dem Beispiel der Abb. 34/1 ist ¢, =8,5s; der Schwinger
fithrt daher vier Halbschwingungen aus.

Ist die Anfangsgeschwindigkeit v, von Null verschieden, so bestimmt sich
die erste Amplitude A; und der Phasenwinkel « aus den beiden Gleichungen

go=—(sgng)s + 4,cosa und yYy=—wd;sina

zu
e _1/(% )2 -
e == Femps 4 A= ]/( =)+ (go+ (sgng) )%. (34.6a)
Die Bewegung bis zum ersten Umkehrpunkt verlduft nach der Gleichung
—(sgng) s+ A4, cos (wt + ) (34.6b)

und von da ab weiter wie oben beschrieben. Die Abszisse ¢, des ersten Umkehr-
punktes folgt aus sin(wt, +«) =0 zu {4, = (T—a)/w.

Beispiel. Ein einfacher Schwinger
besteht aus einem Punktkérper mit
der Masse @ und aus einer Feder, die
eine gerade Kennlinie mit der Stei-
gung ¢ aufweist; er erfahre ferner
Reibungskrifte, die einen festen Be-
trag b, haben, fiir den s=by/c ein

MaB ist. Zur Zeit t =0 ist ein
Ausschlag ¢, = 5 s vorhanden, die
Anfangsgeschwindigkeit betrigt v, =
— 4 sycfa. Nach welcher Zeit ¢, kehrt
der Schwinger seine Bewegung zum Abb. 34/2. Schwingung mit Dimpfungskraft festen
ersten Male um, nach welcher Zeit ¢, Betrages; ¢o =58, v = ~ 45 0.

und wo kommt er dauernd zur Ruhe?

Die Bewegung bis zum ersten Umkehrpunkt erfolgt nach (34.6b). Amplitude und Phasen-
winkel ergeben sich aus (34.6a). Fiir unser Beispiel (Abb. 34/2) ist tga = % =41,
also a—n/d und 4,=s1/ 16416 =5,665. Daher ist t; = w“/4 zz

Die Gesamtzahl der Halbschwingungen, aus denen sich die Bewegung zusammensetzt,
ist (emschhethh der ersten unvollstindigen Halbschwingung) gegeben durch die gro8te
ganze Zahl, die in (4, - 25)/2 s=17,66/2 enthalten ist, also 3; denn sie ist ebenso gro8, als
ob die Bewegung mit dem Ausschlag 4, -+ s und der Anfangsgeschwmdlgkelt v, =0 begonnen
hitte. Die Gesamtdauer der Bewegung betriigt {,==¢, + 2 T/2 = 2,75 n/w. Der erste Umkehr-
punkt liegt (wegen der negativen Anfangsgeschwindigkeit) auf der negativen Seite im
Abstand g, =— (4, — §)= — 4,66 s, daher der dritte im Abstand g;=¢, +2 -2 5= — 0,66 5.
Dort kommt die Schwingung zum Stehen.
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36. Der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportionale Dimpfungskraft.

In diesem Fall beschreibt die Differentialgleichung

af+bg+eog=0 (35.1)
den Verlauf der gesamten Bewegung. Der Koeffizient b, der Geschwindigkeit ¢
heiBit der Ddmpfungsfaktor.

Die Differentialgleichung ist wie die der ungedimpften Bewegung, aq 4+
cq =0, eine gewdhnliche lineare, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Nach (13.1) baut sich ihre Losung auf aus Funk-
tionen (partikularen Integralen) von der Form

q= 4z, (35.2)

wobei & die Wurzeln der algebraischen Gleichung zweiten Grades

ah*+bh+c=0
sind. Dividieren wir noch durch a, so lautet die charakieristische Qleichung

B+ a4 S0, (35.3)
Die Koeffizientenverhiltnisse kiirzen wir durch

¢/a=w* und bja=224

ab; sowohl w wie A haben die Dimension T-1. A nennen wir das Dimpfungsmap.
o ist die Kreisfrequenz jener harmonischen Schwingung, die sich ohne Damp-

fungskraft einstellen wiirde; sie gibt ein Mal fiir die Riickstellkraft. Die Gl.
(35.3) hat die beiden Wurzeln

hyya=—AF Y F—at.
Zu jeder von ihnen gehort ein partikulares Integral der Differentialgleichung

(35.1) in der Form (35.2). Aus den beiden Partikularintegralen kénnen wir
mit zwei Konstanten 4; und 4, die allgemeine L&sung aufbauen:

q=q1+q2=Aleh‘t+Azeh’t=e““[Ale_wz—- “’_’t—l—Aze"'w'—‘""t]. (35.4)

In den Radikanden steht eine Differenz. Es bedeutet fiir die Losung einen
wesentlichen Unterschied, ob diese Differenz positiv oder negativ, die Ddmpfungs-
kraft ,,stark‘ oder ,,schwach‘ ist. Als MaB fiir die relative Stéirke der Ddmpfungs-
kraft (im Vergleich zu den ibrigen Kriften am System) betrachten wir den
dimensionslosen Quotienten, die Dampfungszahl

st b
_i_

(35.5)

«) Schwache Dampfung. Wenn die Dampfungszahl § kleiner ist als
Eins, 6 < 1, so sind die Radikanden 42— ? negativ, die Wurzeln daher imaginr.
Setzen wir

YR—w?=1v, (35.6a)
so bedeutet v eine reelle Zahl, und die Losung (35.4) erhilt die Gestalt
g=e A4, "t} A,et ], (85.7a)

Mit Hilfe der Beziehung (Morvresche Formel)

¢*t = cosyt - isinyt (35.8a)
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kann sie auf die Form

q=-¢e"*'[B,cosvt+ B,sinvt] (35.7b)
oder

g=e 2 Ccos(vt-+¢) (35.7¢)

gebracht werden. Die neuen Konstanten B; und B, gehen aus den alten, 4, und
A,, nach den Gleichungen B, = 4; + 4, und B, =1 (4,— 4;) hervor; ferner
sind C und ¢ mit B, und B, durch C'= }/B}+ B; und tge =— B,/B; ver-
bunden. (35.7b) oder (35.7¢) zeigt die reelle Gestalt der Losung; sowohl B,
und B, wie C und ¢ sind reelle Groflen, wiahrend die 4, und 4, komplex sein
muBten, um ein reelles ¢ zu liefern. Die Konstanten werden — wie stets —
durch die Anfangsbedingungen bestimmt. So gehen z. B. B;, B, und C, ¢ aus den
zur Zeit ¢ = 0 vorgegebenen Werten g, und v, hervor nach

v+ 4 ¢,
B, = gy, Bzz‘o’v_‘o‘

und
2, (% + lqo _ A% >
C= V + —a—arctg<v+vqo .
Die Gl. (35.7¢) ist die Dauerglewhung der Bewegung; sie 1iB3t deren Verlauf
leicht erkennen: Wire nur der letzte Faktor vorhanden, so erhielten wir eine
harmonische Schwingung der Amplitude Eins, die mit der Kreisfrequenz »

verliefe (Kurve 1 der Abb. 35/1): g

wegen (35.6a) ist v = Jw2—22 N

also kleiner als «, sobald eine e

Dimpfungskraft vorhanden ist. |W\ ~e. T T

Der Faktor C bewirkt eine &hn- \ s { z \ I /

liche VergréBerung der Ausschlige, : \]L\ - \L d 1/

der Faktor e~*, dafl die Ampli- t,) ZE I Jl

tuden der Schwingung nicht gleich ¢ e S t/—%:/flz_:f -t

groB bleiben, sondern nach einem I N /// T 33;* dzzlt_-

Exponentialgesetz abnehmen X/ / \ |/

(Kurve 2 der Abb. 85/1); A heiBt die -7} —A~ 4 — e — L

Abklingkonstante. Den resultieren- //

den Bewegungsablauf zeigt die s Abb. 35/1. Schwingung mit geschwindigkeits-
proportionaler Didmpfungskraft; 6 < 1.

Kurve 3 der Abb. 35/1.

Aus den Eigenschaften der Kosinus-Linie 1 folgt, daf§ auch fir die g¢-¢-
Linie 3 die Zeiten zwischen zwei Nulldurchgingen sowohl wie jene zwischen
zwei Berithrungspunkten mit der Exponentialkurve 2 gleich, und zwar jeweils
afy=T'/2 sind, wihrend Nulldurchginge und Beriihrungspunkte um Z7"/4
auseinander liegen. Aber auch die Extrema haben den Abstand afv. Dies folgt
aus der Bedingungsgleichung ¢ = 0, also

Ce *[Jcos(vt +¢&) +vsin(vt + )] =
oder
tg(we 4 ¢) =—Afv,

weil die Funktion Tangens die Periode z hat. Extrema und Beriihrungspunkte
fallen jedoch nicht zusammen, sondern liegen um

, 1 A
14 =tB——tE:7&rctg7
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auseinander. Fiir kleine Werte A ist angendhert
t’ ~ _'1_ ~ L — _bl_
T2 @ T 2¢°
Dem in Abb. 35/1 angegebenen Beispiel liegen die folgenden Werte zugrunde:
y = -g—/s 8=0268, ©=118s.

Wir erhalten daher einen Nullpunktsabstand 7"/2=3 s und eine Differenz zwischen
Extrema und Beriihrungspunkten von ¢'=0,28 s.
Die Betrige aufeinanderfolgender Maximalausschlige nehmen wegen des
Faktors e~** ab. Welches Gesetz befolgen sie dabei?
Ist
gy = Ce *hcos(vi,+¢)

ein Maximalausschlag, so ist der nichste
Gpr1=C0e 2 a+T P eos [y (f) + T'/2) + €] = —C e~ * @+ TP cog (vt +¢),
da » T"/2 =& ist. Daraus folgt, dal

@l _

lge+1]
ist: Das Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender Maximalausschlige ist kon-
stant ; die Maximalausschlidge nehmen in geometrischer Folge ab (ihre Logarithmen
deshalb in arithmetischer). Den natiirlichen Logarithmus des Quotienten
(k]

9 +1]
hingige) GroBe

=e¢? = const

die konstante (von der Ausschlagweite und der Ordnungszahl & unab-

D=ty —in 1%L
4 |9+ 1]
nennt man das logarithmische Dekrement der geddémpften Schwingung. Driicken
wir D durch § aus, so folgt
D= dm b4
v

und deshalb umgekehrt

A 1

—]/—62:—;5: 7o —]/——W (35.9a)

L R
- 1/%2 + D? ’
wofiir sich bei sehr kleinen Dekrementen D angenihert schreiben 1483t

2
T

(35.9b)

2 72 7
In der Abb.35/1 sind vier Halbschwingungen aufgezeichnet. Das bedeutet jedoch nicht,
dafl die Bewegung dann zur Ruhe gekommen ist. Die Amplituden gehen (bei Abwesenheit
von Dampfungskriften festen Betrages) asymptotisch gegen Null; die Schwingung dauert
an. Die gezeichnete Kurve ist abgebrochen.

Da sich die Abnahme der GroBtausschlige meist leicht beobachten 148t,
so kann der Ausschwingversuch dazu dienen, die Dimpfungszahl der Schwingung
und damit die auf den Schwinger wirkende Dampfungskraft zu ermitteln.

Wir erortern ein Beispiel. Durch einen Ausschwingversuch wird festgestellt, dafl der
GroBtausschlag eines Schwingers mit der Masse a == 0,1 kgem-1 82 nach 20 Halbschwingungen
auf 3/, seines urspriinglichen Wertes zuriickgegangen ist. Die 20 Halbschwingungen liefen

in 16 s ab. Wie groB ist der Dampfungsfaktor b, und die Federzahlc¢ in der Schwingungs-
differentialgleichung ?
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Aus I‘lo|y =3 folgt wegen 2oL 1ol _ ||q°|[ das logarithmische Dekrement D =In-~"- ‘|q0’l
‘ 920 ol
=(ln4— ln 3)/20 = 0,01445 und damlt die Dampfungszahl § ~ D/n = 0,0046. Ferner ist

T'=1,6s, also v~ 0 =2mr/1,6 = 3,92 571, daraus folgt c=a w?®=1,54 kgem—2und b, = 2a 1
=2adow=0,00361 kgem-!s.

f) Starke Dampfung. Stark nennen wir die Dimpfung, wenn 62> 1,
22— ? > 0ist. Dann haben die Radikanden in (35.4) positive Werte, die Wurzeln
sind reell. Jetzt ist es zweckmiBig, den positiven Wurzelwert

VR —wt=p (35.6b)
zu setzen. Die Dauergleichung der Bewegung erhilt dadurch die Gestalt
g=e *[A e #t | A,etbt] (35.74)
oder nach einer Umformung, die (35.8a) entspricht,
g=e"*[B, Cofut + B, Sinut]. (85.7¢)

Die Konstanten B gehen dabei aus den 4 hervor nach B, =4, + 4, und
By,=A4,—A4,.
Im Ausschlag g, und der Geschwindigkeit v, zur Zeit =0 geschrieben, lautet (35.7¢)

g = o= At [qo Cofut + &”lqi @irwt] (35.74)

und die Ableitung

q':e—“[v @:nyt—l—(([t—ﬁ)q ——Z—v)@in,ut]. (35.7g)
0 ‘u (1} M (i} M

Da nach (35.6b) 4>y ist, so
stellen in (35.7d) beide Summan-
den abklingende Ausschlige von
der Art der Abb. 35/2 dar. Im
Zusammenwirken zweier solcher
Kurven mit beliebigen Konstan-
ten konnen noch die in Abb. 35/3
angegebenen Typen von Bewe-
gungsabldufen zustande kommen :
Anfangsausschlag wie Anfangs-
neigung konnen jeden Wert haben,
die Achse kann jedoch hochstens
einmal geschnitten werden, und
es kann hochstens ein Extremum

Abb. 35/2. Abklingender; Ausstch]ag, Kriechbewegung;

auftreten. \_r r
Diese Behauptungen folgen leicht 15<0 vl >Agp
aus den Formen (35.7f und g) der Abb. 85/3. Typen von Kriechbewegungen.

Dauergleichung und ihrer ersten Ab-
leitung. Ein Verschwinden des Ausschlages tritt ein fiir Werte ¢, die der Gleichung

. B
Tgut= wt Ade (35.104a)
geniigen, ein Verschwinden der Ableitung fiir Wurzeln der Gleichung
Tgpt = s . (35.10b)
(—u+ r )%‘1‘*1’0

Da der Hyperbel-Tangens eine monotone Funktion ist, gibt es jeweils nur einen Wert
von £, der den GIn. (35.10a) oder (35.10b) geniigt. Damit er positiv ist, miissen
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bestimmte Voraussetzungen iiber die GréBen ¢, und v, erfiillt sein. So geht der Schwinger
z. B. nur dann durch die Nullage, wenn bei positivem g, die Geschwindigkeit v, negativ
und dem Betrage nach grofer als 1 g, ist.

Die durchdie Gln. (35.7d—g) beschriebenen Bewegungen der stark geddmpften
Schwinger heillen Kriechbewegungen im Gegensatz zu den Schwingungen (vgl.
Ziff. 38).

Die Grofie des Dimpfungsfaktors 148t sich bei den schwach gedimpften
Schwingungen durch einen Ausschwingversuch feststellen, bei den stark ge-
démpften Kriechbewegungen jedoch nicht — wenigstens nicht in geniigend
einfacher Weise. In diesem Fall ist man auf andere Methoden angewiesen.
(Erzwungene Schwingungen, s. Ziff. 58.)

y) Von rein mathematischem Interesse ist der Grenzfall: $2=1.

Fiir den Wert § =1 fallen die beiden Wurzeln %, und %, der charakteristischen Gl. (35.3)
zusammen, b, = hy = — 4, so daB nur ein partikulares Integral der Form e#? = ¢— 4t existiert,
Zum Aufbau der vollstindigen Losung bendtigt man aber noch ein zweites. Aus der Theorie
der linearen Differentialgleichungen weil man (oder bestétigt leicht durch Einsetzen in
die Differentialgleichung), daB in diesem Fall g=te—~ 4% ein zweites Partikularintegral
darstellt. Die vollstindige Losung lautet hier deshalb

g=e— A4, 4,1]. (35.11)

Diese Dauergleichung beschreibt ebenfalls einen Kriechvorgang. Auch hier kann héchstens
ein Nulldurchgang und ein Extremum auftreten; die Bewegung verliuft wieder nach den
Typen der Abb. 35/3. Man erkennt das aus der Form, die (35.11) annimmt, wenn statt der
allgemeinen Integrationskonstanten der Anfangsausschlag g, und die Anfangsgeschwindig-
keit v, eingefiihrt werden:

q=e"At[gy + (v + A q0) 2]

j = e~ At [v,— At (v + A gp)],
denn der Augenblick #, des Nulldurchganges und ¢, des Extremums sind gegeben durch

. ‘0 . 2o/A
ty “nt it und ¢ = nt g
d) Sonderfille der Kriechbewegungen: Relazationserscheinungen. XKriechbewegungen
b
kommen zustande, wenn § == —— >1 ist. & kann bei gegebenem b dadurch groBe Werte
ac

annehmen, dafl entweder a oder ¢ klein werden. In der Grenze, fiir sehr kleine a oder ¢,
erhilt man Vorginge, die man besser unmittelbar untersucht als durch Grenziibergang
aus den Formeln des Abschnittes 356. Bei fehlender Masse @ kann das System durch einen
Anfangsausschlag ¢, in Bewegung versetzt werden, bei fehlender Federung ¢ durch eine
Anfangsgeschwindigkeit g,. Im ersten Fall lautet die Bewegungsgleichung

bg4cq=0, (35.12a)
im zweiten

ag+bg=0. (35.12D)
Beide Gleichungen sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung, die erste fiir ¢, die
zweite fiir ¢. Die Losungen findet man durch Trennen der Verinderlichen. Im ersten

Fall wird dt = — %i’ql’ daher

L
t=—- (Ing—Ing,) =— ?ln%
oder
g = gye— ()¢ (35.13a)
entsprechend im zweiten
g =g, e~ G, (35.13b)

Beide Vorgéinge verlaufen nach Abb. 35/2; doch bedeuten im ersten Fall die Ordinaten den
Ausschlag ¢, im zweiten die Geschwindigkeit ¢, die ,,Abklingkonstante* « ist im einen Fall
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gleich ¢/b, im anderen b/a. Beide Briiche haben die Dimension T-1. Die Kehrwerte 1/ lassen
eine einfache Deutung zu: Aus (35.13) folgt, daB 1/x jene Zeit ist, fiir die g/g, (oder ¢/q,)
gleich 1/e geworden ist, der Ausschlag (oder die Geschwindigkeit) also auf den e-ten Teil
des Anfangswertes gesunken ist; sie heiBt Abklingzeit oder Relazationszeittp—=1ja. Als
Halbwertszeit ty bezeichnet man jene Zeit, in der die Verdnderliche auf die Hdlfte ihres
Anfangswertes gesunken ist. Es ist

1
tH = ;1n2 ———0,693 tR‘

Gelegentlich iibertrigt man die Begriffe Abklingzeit und Halbwertszeit, die an
Kriechbewegungen entwickelt wurden, auch auf die Schwingungsbewegung des Teiles 35x).
Man bezieht sie dann auf die das Ausschlagbild begrenzende Exponentialkurve 2 in Abb.35/1,
setzt also a=4. Fir die Abklingzeit {5 findet man dann die folgenden Ausdriicke:

1 1 T
tp = 2T %0 =26’ bei ganz schwachen Dampfungen, d.h. solange zd = D gilt,

kann dafiir auch ¢z = 7/2D geschrieben werden. Die Halbwertszeit ¢ entsteht auch hier
aus ¢y durch Multiplikation mit In 2=0,693.

36. Dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionale Dimpfungskraft. Die
Differentialgleichung fiir diesen Fall ist in (33.3¢) schon angegeben worden;

ste lantet 0+ (sgn ) by + 0g =0. (36.1)
Sie ist als Gleichung fiir die Funktion ¢ (¢) nicht mehr linear. Zu ihrer Behand-
lung miissen wir Umwege einschlagen. Aus (36.1) kénnen wir eine lineare
Differentialgleichung herstellen, wenn wir statt der Zeit ¢t den Ausschlag ¢ als
unabhingige und das Quadrat der Geschwindigkeit ¢2 als abhingige Veréinder-
liche einfithren. Wegen

. d . dg d . dg 1 4 .

9= 3;9= 73—-73=qﬁ=~2-3;(42)
erhalten wir aus (36.1) nach Division durch ¢/2 und mit Benutzung der Ab-
kiirzungen 24, = by/a und w? = c/a die Gleichung

a() N4 A G2 29—

q + (sgnq) 44,2 +20*¢=0. (36.2)
Sie ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (mit nicht konstanten
Koeffizienten) fiir (¢%) als Funktion von ¢. Gleichungen von diesem Typ kénnen
allgemein integriert werden. Die allgemeine lineare Differentialgleichung

1. Ordnung fiir eine Funktion y(g) lautet

dyldg+p@)y +7(@ =0 (36.3)
und hat das allgemeine Integral
y=eJr@U[0— [r(q)et/r@tdy]; (36.38)

C ist die Integrationskonstante.
In unserem Fall bedeutet y das Quadrat der Geschwindigkeit, y = ¢2.
Ferner sind die Koeffizienten
p(@) = (sgng)44, und r(g) =20q. (36.4)
Aus (36.3a) entsteht mit diesen Ausdriicken
P = e~ (IMOLhe [0 —2 wzfqe(sgnq')usq dq).

Der Ausdruck in der Klammer 148t sich durch partielle Integration umformen;
so entsteht ) o? .
¢ = g (1— (sgn ) 41q) -+ = CoRI e, (36.5)
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Die Konstante € wird bestimmt aus der Bedingung, daB fiir den vorangegangenen
Umkehrpunkt ¢ = ¢, die Geschwindigkeit ¢ =0 war. Das liefert
C=—

w?

g3 €0 [1— (sgng) 44y 0,

in (36.5) eingesetzt, kommt
2 . . .
Q= @ng [[1—(sgnq) 41, q] — D 4A@ D [1 — (sgn g) 44,9,]}.  (36.6)

Aus dieser Gleichung la8t sich ein Verfahren zur Ermittlung der aufeinander-
folgenden Schwingungsweiten g, gewinnen: Im néchsten Umkehrpunkt g, ., ,
ist ¢ wieder Null, so daB gilt, wenn z. B. ¢, >0, ¢, ; < 0 und damit sgn ¢ =—1
vorausgesetzt wird:

A+ 42,0, 41) e 01 = (14 42,q,) e Hhtn,

Daraus schlieBen wir, daB je ein positiver und darauffolgender negativer

Wert ¢, zum gleichen Funktionswert (1 + 4,¢,) e~ %% fithrt. Diese beiden

Werte, die dann zwei aufeinander-

/ folgende Schwingungsweiten fest-

legen, finden wir daher nach Auf-
zeichnen der Funktion

n=(0+&e*
oder auch

{=£&—In(1+§ (36.7)
(Abb. 36/1) als Abszissen £=41,q,,
die zum gleichen Ordinatenwert ¢
gehoren [1].

Zundchst erhalten wir wegen
der Voraussetzungen iiber die Vor-
zeichen von ¢,, ¢,.; und ¢ aus
der Kurve jeweils nur den klei-
Abb. 36/1. Zur Ermittlung aufeinanderfolgender Schwin- ~ N€TeN nega‘tiven Ausschla‘g aus dem

gungsweiten beicglaéir_atli;caex:l_ ‘g?derstandsgesetz;— gréﬁeren positiven. Fir die nun
folgende umgekehrte Aufgabe der
Ermittlung der kleineren positiven Ausschlige aus den groBeren negativen
miiBte nach neuen Festsetzungen iiber die Vorzeichen eine neue Funktion ¢
gesucht und eine neue Kurve gezeichnet werden. Wenn wir uns aber einfach
nach Ablauf jeder Halbschwingung die Achsenrichtung ¢ umgekehrt denken,
so kénnen wir in Abb.36/1 durch Auftragen von £, nach rechts wieder links
ein §; finden usw. Wir kommen also mit der einen Kurve aus.

Bemerkenswert ist, dafl wegen |£,|< L stets der zweite Ausschlag |g,| < 1/(4 A,)
bleibt, wie groB auch der erste Ausschlag gewesen sein mag.

Wir suchen jetzt noch die Zeit, die die Bewegung von einem Nulldurchgang
g =20 bis zu einem groBten Ausschlag ¢ = g, benétigt. Gl. (36.6) gibt ¢ als
Funktion von ¢ mit dem Parameter g,. Die Zeit fiir die Bewegung von einem

Ausschlag ¢’ (nicht notwendig ein GréBtausschlag) bis zu einem Ausschlag ¢”’
betragt

|
2 3

’”

q

t=f?d(%,

7
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daher jene vom Nulldurchgang zum GroBtausschlag
qﬂ
dq
t= T
!m)
In den Nenner des Integranden setzen wir nicht ¢ aus (36.6) unmittelbar ein,
da dieser Ausdruck eine Ausfithrung der Integration nicht erlauben wiirde,

sondern entwickeln zunichst ¢2 nach Potenzen von ¢ und g, und behalten
Glieder bis zur 2. Ordnung bei. Auf diese Weise ergibt sich aus (36.6)

¢* = @*(gr—9% (36.6a)
und daher ‘
1 dg 1 . gl lam_ T
t= w;/.l/m—— P [a,rcsmqn]o ==
(1}

wenn T die Schwingdauer der ungeddmpften Schwingung bezeichnet. Die
Nulldurchginge haben somit den zeitlichen Abstand 7/2. Die Schwingungs-
dauver ist bis zu dem untersuchten Grad der Néherung gegeniiber der un-
gedimpften Schwingung nicht verandert (s. Ziff. 37).

37. Uberblick iiber die drei Arten von gedimpften Schwingungen. «) Art
des Abklingens. Beim Vergleich der Bewegungen, die bei Anwesenheit von
Reibungskriften verschiedener Art zustande kommen, stellen wir folgende
Unterschiede fest: Bei Vorhandensein einer Reibungskraft festen Betrages
nehmen die Schwingungsweiten in arithmetischer Folge, bei geschwindigkeits-
proportionaler Reibung in geometrischer Folge ab, beim quadratischen Wider-
standsgesetz in der durch Abb. 36/1 angezeigten Weise. Im ersten Fall hort die
Schwingung nach einer endlichen Zeit auf ; dabei kann ein von Null verschiedener
Ausschlag innerhalb der Sperrzone —s < g < + s iibrigbleiben. Im zweiten und
dritten Fall dauert die Bewegung an, die Maximalausschlige gehen asympto-
tisch nach Null.

f) Schwingdauer. Die Begriffe Phasenwiederholung und damit auch
Frequenz und Schwingdawer sind zundchst nur fiir periodische Vorginge erklirt
(Ziff. 2). Eine gedimpfte Schwingung stellt keinen periodischen Vorgang dar,
da infolge der Energiezerstreuung eine einmal vorhandene Phase nicht wieder-
kehren kann. Um einer gedampften Schwingung eine Schwingdauer zuzu-
schreiben, muB man daher besondere Festsetzungen treffen. Wir tun dies,
indem wir definieren: Halbe Schwingdauer heife der zeitliche Abstand zweier
aufeinanderfolgender Nulldurchginge (nicht etwa zweier GroBtausschlige, da
diese sich fortwihrend verindern).

Bei den Schwingungen, die nach dem quadratischen Widerstandsgesetz
verlaufen, fanden wir, daB die so definierte Schwingdauer in erster Naherung nicht
verschieden ist von jener der zugehérigen ungedimpften Schwingung. Bei den
linear gedéimpften Schwingungen ist 7"/2 = m/v. Weily <  ist, wird /2 > T2,
die Schwingungsdauer ist groBer als die der ungediampften Schwingung. Das
Verhiltnis 7"/T ist fiir einen gegebenen Schwinger konstant

/1 1

T ——ﬂﬁ,?*’
Vl—‘ia,c

es nimmt fiir kleine Ddmpfungen angenihert den Wert 1 +

b

8ac

an.
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Mehr Uberlegungen beansprucht der erste Fall, in dem die Dampfungs-
kraft festen Betrag hat. In Ziff. 34 stellten wir fest, daBl das Bild der eintretenden
Bewegung im g-t-Diagramm aufgefait werden kann als eine Folge von Kosinus-
bogen, die abwechselnd um eine im Abstand +-s und —s von der Zeitachse
liegende Gerade verlaufen. Dabei ist die Dauer des Ablaufes einer solchen Halb-
welle 72 = n/w, also ebenso groB wie die halbe Periode einer ungeddmpften
Schwingung desselben Schwingers. 7'/2 ist jedoch nicht die oben definierte
halbe Schwingdauer der geddmpften Schwingung. Zwar haben die Umkehr-
punkte den Abstand 7/2, nicht aber die Nulldurchginge; deren Abstand soll
jedoch die kennzeichnende Grofe sein. Der Abstand der Nulldurchginge und
damit die Schwingdauer wichst vielmehr mit abnehmenden Ausschlagweiten.
Qualitativ erkennt man dies einfach aus Abb. 34/1, zu quantitativen Ergebnissen
filhren die nachstehenden Betrachtungen.

Angenommen, die Schwingung beginne mit einem positiven Ausschlag, dann lautet
die integrierte Form der Bewegungsgleichung bis zum ersten Umkehrpunkt nach (34.4)

g=s5-+ A,co8(wi-+a),
wo A, und « sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen. Fiir die ungeradzahligen Teil-

schwingungen gilt

mit

g=s+ Agp—qc08(wt+a)

Agg_1=4;— (k—1)4s

und fiir die geradzahligen

mit

g=—38+ Agpcos(wt+ «)

Aop=4,— 2k —1)2s.
Die Nulldurchgéinge der ungeradzahligen Teilschwingungen finden statt zu den Zeiten

7
w

474k A%

Abb. 87/1. Diagramm zur Ermittlung der Ver-
gréBerung der Schwingzeit mit abnehmender
Amplitude bei fester Reibung.

1 — 8
t2k_1=~a7 arc cos Aop—1 —al,

wobei der Wert der eckigen Klammer zwischen
(2k—2)m und (2 %k — 1)z liegt, die der gerad-
zahligen Teilschwingungen zu den Zeiten

1 s
t2k:5 afl'cCOSm—-Ot

mit 2k — 1)z <[...] <2kzn. Berechnet man
den UberschuB der halben Schwingdauer iiber die
der ungediampften Schwingung, z. B.

top —lap—1— T/2=AToy
und beachtet, daB 7/2 = n/w ist, so findet man
wegen
arc cos ¥ = arc sin £ — n/2
und
arcsin (— x) = arcsinz 4+ =z
die Differenz

1
ATy = > [arc sin ;4% — are sin Az:—l . (37.1)

Die Differenzen besitzen keinen festen Wert, sondern #ndern sich mit der Ausschlagweite.
Fiir kleine Argumente der arc sin-Funktion gilt angenihert

w

AT, ~ l[ g

4, T A, F2s

8 1 2 82
T w 4, (4 28) "

Die Gl (37.1) laBt sich zur Grundlage eines graphischen Verfahrens machen, das die auf-
einanderfolgenden AT, aus den Amplituden liefert (Abb. 37/1). Die Zeichnung ist nach dem

Gesagten verstandlich.
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y) Erzeugende Vektoren. Die harmonischen Schwingungen konnten gedeutet werden
als Projektionen von Kreisbewegungen. Dadurch veranlaft schrieben wir des Bewegungs-
gesetz statt in der reellen auch in der die Kreisbewegung hervorhebenden komplexen

Abb. 37/2. Erzeugende Vektoren der Schwingung bei konstanter Reibung.

Form (Ziff. 5). Jene Deutung und Schreibweise 148t sich iibertragen auf die gedimpften
Schwingungen; geniigend einfach wird sie jedoch nur fiir die konstante und die linear von
der Geschwindigkeit abhingige Reibung. Die Bewegungsgleichung des Beispiels von S. 87

(Abb. 34/2), die in reeller Form

g=(—1¥s+ (5,66 —2k)scos (wt-+n/4); k=0,1,2,...
lautet, liBt sich in die komplexe Form b.ingen
g=(—L¥s+ (5,66 —2k)sei@ttot); f=0,1,2,...;
die Schwingung 148t sich daher als Projektion (auf die
Lotrechte) der Drehbewegung eines (von O ausgehenden)
Diagrammvektors %, auffassen, dessen Endpunkt auf der
Bahn der Abb. 37/2a lauft. Die Bahn setzt sich zusammen
aus Kreisbogen um O, und um O,. Geschwindigkeit und
Beschleunigung erhilt man durch Projektion der Vektoren
in Abb. 37/2b, c¢. Die Beschleunigung ist eine unstetige
Funktion. Die weitere Diskussion ist einfach und kann
dem Leser iiberlassen bleiben.

Bei linearer Diampfung tritt an die Stelle der aus
Kreisbogen zusammengesetzten Schneckenlinie eine loga-
rithmische Spirale, denn g = ae~4¢ cos (vt + &) nach (35.7c)
ist Realteil von q=e(—2+i7)¢ mit A = a ete. Abb. 35/1
kann (s =0) entstanden gedacht werden als Projektion aus
Abb. 37/3a. Auch fiir die die Geschwindigkeit darstellende
Kurve (/o ergibt sich eine Spirale mit demselben Abkling-
faktor, ausgehend von %, =% (— 6 - 5}/1 — 4%). Die Spirale
fiir die die Beschleunigung darstellende Kurve @/w? schlieBt
sich mit dem gleichen Abklingfaktor an den Vektor %, =
U, (— 6 4391 — 6% an. Alle drei Nullvektoren ¥, %, U,
haben denselben Betrag a. In der Abb. 37/3b sind sie
ohne die anschlieBenden Spiralen eingezeichnet.

38. Definitionen wund Sprachgebrauch fiir
;s Schwingungen und ,,Schwinger. In Ziff. 2
waren die Schwingungen vom kinematischen Stand-
punkt aus bezeichnet worden als Vorginge, bei
denen bestimmte Merkmale regelmaflig wieder-

"

Abb. 37/3. Erzeugende Vektoren der

Schwingung bei linearem
‘Widerstandsgesetz.

kehren. Mit einer besonderen Klasse von Schwingungen, den periodischen
Schwingungen, haben wir uns dann ausfilbrlich beschiftigt. In den Ab-
schnitten iiber die Kinetik haben wir den Begriff des Schwingers eingefiihrt
und mit diesem Wort solche Systeme bezeichnet, die als freie Bewegungen bei

Klotter, Schwingungsiehre I.

7
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Abwesenheit von Dampfungskriften periodische Schwingungen ausfiihren.
Inzwischen haben wir erfahren, dall ein Schwinger nicht immer periodische
Schwingungen ausfithrt. Bei Anwesenheit von Dampfungskriften sind die
freien Bewegungen nicht mehr periodisch. Unter den geddmpften Bewegungen
gibt es nun solche, die, obwohl nicht periodisch, dennoch gewisse, den periodi-
schen Vorgingen eigentiimliche Merkmale zeigen: wiederholte Umkehr der
Bewegungsrichtung mit jeweiligem Nulldurchgang, abwechselnde Ausschlige
nach der positiven und negativen Seite usw. (vgl. etwa Abb. 35/1), wihrend
in anderen Fillen die Bewegung so verliuft, daB hochstens eine Umkehrstelle
und ein Nulldurchgang vorhanden ist (Abb. 35/3). Es ist Sprachgebrauch, die
zuerst genannten Formen des Ablaufes einer geddmpften Bewegung ebenso wie
die periodischen Bewegungen als Schwingungen zu bezeichnen. Die Bewegungen
der zweiten Art konnen wir dagegen nicht mehr zu den Schwingungen rechnen ;
in Ziff. 35 nannten wir sie schon Kriechbewegungen. Die genaue Abgrenzung
der beiden Formen gegeneinander muB} allerdings durch eine willkiirliche Fest-
setzung erfolgen. Wir treffen eine solche Festsetzung dadurch, daB wir iiberein-
kommen, als Schwingungen solche Bewegungen zu bezeichnen, die mehr als
einmal ihre Richtung umkehren.

Ein Schwinger kann daher als gedimpfte Bewegungen sowohl Schwingungen
wie Kriechbewegungen ausfithren. Die Kriechbewegungen werden oft auch als
»aperiodische’* Bewegungen bezeichnet. Dieser Ausdruck ist nicht treffend:
auch die gedimpften Schwingungen sind nicht periodisch (in dem in Ziff. 2
erkliarten Sinn).

Der hier gegebenen Einteilung zufolge verlaufen die Bewegungen nach dem
quadratischen Widerstandsgesetz stets als Schwingungen; nach dem linearen
Widerstandsgesetz treten Schwingungen auf, wenn 6 < 1 ist, Kriechbewegungen,
wenn 6 = 1 ist, so dal die Entscheidung durch die KenngréBen des Schwingers
geliefert wird, wihrend bei Widerstéinden festen Betrages das Auftreten von
Schwingungen oder Kriechbewegungen von den Anfangsbedingungen abhingt.
Ist nimlich die Amplitude A4, = }/(vy/)?+ (g + (5gng)s)2 < 3s, so kommt
die Bewegung wegen (34.5) ohne Richtungsumkehr, ist 3s < 4, < 55, so kommt
sie nach einer Umkehr zur Ruhe. Beide Fille miissen wir folgerichtig zu den
Kriechbewegungen rechnen. Erst wenn 4, >5s ist, kommt mehr als eine
Bewegungsumkehr, also eine Schwingung zustande.

C. Freie ungedimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers
mit nicht gerader Kennlinie (pseudoharmonische Schwingungen).

39. Integration der Bewegungsgleichung. Wir kniipfen an die Betrachtungen
von Ziff. 12 an, wo wir den Verlauf der Kennlinien (die die Riickstellkrifte
R in Abhingigkeit vom Ausschlag ¢ angeben) erorterten. An jener Stelle
waren die Schwinger definiert worden als Systeme, deren Riickstellkrifte
R(g) =—J;(q) bei positiven Ausschligen positive, bei negativen Ausschligen
negative Werte annehmen. Weiterhin fanden wir, daB, wenn die Kennlinie
eine Gerade ist, das System als freie ungedimpfte Bewegung eine harmonische
Schwingung ausfithrt. Die freien ungedimpften Bewegungen der Systeme
mit nicht gerader Kennlinie sind ebenfalls periodisch; wir hatten sie mit dem
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Sammelnamen pseudoharmonische Schwingungen belegt. Die Differential-
gleichung der Bewegung eines solchen Systems lautet allgemein

ag-+ R(g) =0. (39.1a)
Man pflegt sie in einer noch anderen Form anzugeben
g+xf(g =0, (39.1b)

indem man Konstanten und Dimensionen so in »? zusammenzieht, daB f(q)
von der gleichen Dimension wird wie ¢.

» wire bei kleinen Schwingungen, wo f(q)=gq ist, die Kreisfrequenz; hier hat es diese
Bedeutung verloren, denn bei einer nicht harmonischen Schwingung ist dieser Begriff
iiberhaupt nicht erklirt. Nach wie vor soll jedoch die Dimension von »2? gleich T-% sein.

(39.1Db) ist eine (nicht lineare) Differentialgleichung 2. Ordnung. Thre Inte-
gration fithren wir in zwei Schritten durch, indem wir uns jeweils Differential-
gleichungen 1. Ordnung herstellen. Das gelingt dadurch, daf wir zunichst
(dhnlich wie schon in Ziff. 36) als neue abhingige Veranderliche statt des Aus-
schlages ¢ die Geschwindigkeit v und als neue unabhingige Verdnderliche an
Stelle der Zeit ¢ den Ausschlag ¢ einfithren (da ja auch f als Funktion von ¢

gegeben ist). Die Beschleunigung ¢ schreibt sich dann
dv dv dgq dv d [v?
- ETZW'W:”TQI:W(7>
Setzen wir diesen Wert in (39.1b) ein, so entsteht eine Differentialgleichung
erster Ordnung fir 2

(39.2)

2D 2. (39.3)
Thre Integration liefert
q Q

w=—[2x22f(¢)dg =2 [ (¢)dg' (39.4a)

oder ¢ !

Q
lv(g)| == Vz [1@q)dq, (39.4b)
q

wenn mit ¢ jener Ausschlag, fir den die Geschwindigkeit v == 0 ist (Groft-
ausschlag), und mit ¢’ die Integrationsverdnderliche bezeichnet wird. Die Ge-
schwindigkeit ergibt sich als Funktion des Ausschlages, v = v(q).

Wir suchen die Funktion ¢(f). Aus (39.4b) konnen wir leicht die Umkehr-
funktion £(g) erhalten. Da

dq

dq
V=7 also dt —

o (39.5)
ist, wird (wenn wir die Zeitzihlung mit dem Nulldurchgang ¢ = 0 beginnen
und die Integrationsveridnderliche hier mit ¢"’ bezeichnen)
4
_ [
= 0/ o)
also

dq//

q
x ]/2 [t@)dg
q
0

(39.6a)

¥
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oder, wenn die Zeitzihlung beim GroBtausschlag @ beginnt,

dg”
—~ [
/%V2[f(q’)dq’
5 q

Die Umkehrfunktion zu ¢(g) gibt die Dauergleichung der Bewegung ¢ = ¢ (t).
Ist f(q) durch einen analytischen Ausdruck gegeben, so hingt die explizite
Darstellbarkeit der Funktion £(g) und damit auch der Funktion ¢(¢) davon ab,
ob die Integrale in (39.6) auf bekannte und benannte Funktionen fithren. In
den Ausdriicken (39.6a und b) fir £(g) kommen zwei Integralzeichen vor, es
sind daher zwei Quadraturen auszufithren. Das Integral / f(g') dq' wird selten
Schwierigkeiten bereiten, da die Kennlinie in der Regel durch einen integrier-
baren Ausdruck gegeben sein wird (oder wenigstens durch einen solchen, der

sich in eine integrierbare Potenzreihe entwickeln 146t). Die Integration

q
[i¢)dg =J(@), also f f@)dg =J(Q)—JT(q") (39.7)
0

wird sich daher ausfithren lassen, so daB (39.6 a) auch geschrieben werden kann
g

(39.6b)

dq//

1
m/éo VIQ—JT @)

Je nachdem, ob sich die Integration in (39.8) explizit ausfiithren 148t oder nicht,
wollen wir weiterhin von ,,integrierbaren und ,nichtintegrierbaren Fillen
sprechen. Integrierbare Fille behandeln wir in Ziff. 40. Sind die Integrale
dagegen ,,nicht ausfithrbar, d. h. nicht identisch mit schon benannten Funk-
tionen, so mufl man ihre Eigenschaften aus der Integralform ablesen. Man
bedient sich dazu der Verfahren der numerischen oder der graphischen Inte-
gration. Diese Verfahren miissen auch dann angewendet werden, wenn f(q)
nicht analytisch, sondern als Kurve oder durch eine Reihe von Funktionswerten
gegeben ist. Beispiele dieser Art behandeln wir in Ziff. 41 und 42,

40. ,Integrierbare Fille. Die Behandlung der Differentialgleichung (39.1)
war wesentlich verschieden von der in Ziff. 12 durchgefiihrten Integration der
Differentialgleichung (12.2) fiir Schwinger mit gerader Kennlinie. (12.2) ist
als Sonderfall R(q)=cq in (39.1a) enthalten. Die Dauergleichung (13.6) muf3
sich daher auch auf dem hier beschriebenen Wege gewinnen lassen. Als Vor-
bereitung auf die spiteren Fille fithren wir in o) die Integration von (12.2)
auf dem neuen Wege durch. Hernach behandeln wir in §) die Kennlinien
f(g) = sin ¢, die bei fast allen Pendelarten auftreten, in ) die Falle

tg) = (39.8)

f@=(gng) " und  fg)=¢""" (40.1)
und in §) die Kennlinien vom Typ
af(@ =ag+pg (40.2)

Die Kennlinien (40.1) bezeichnen Parabeln héherer Ordnung. Die Diffe-
rentialgleichungen der zugehérigen Schwinger sind dann nicht mehr linear,
so daf} die Ergebnisse nicht mehr uiberlagert werden diirfen. Fille mit zusammen-
gesetzten Riickstellkraften sind daher gesondert zu behandeln. (40.2) gibt
ein Beispiel. Wir befassen uns mit ihm deshalb ausfiihrlicher, weil (40.2) als
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zweite Niherung fiir jede beliebige, zum Ursprung punktsymmetrische Kenn-
linie dienen kann. Sowohl die sinusférmigen Kennlinien wie diejenigen, die aus
Parabeln bis zur 3. Ordnung bestehen, fithren in (39.8) auf elliptische Integrale;
die Umkehrfunktionen ¢(¢) sind dann elliptische Funktionen.
«) Gerade Kennlinie f(g) =g¢. Die der Gl. (39.1b) entsprechende Form
der Bewegungsgleichung (12.2) ist
g +x*qg=0. (40.3)
Nach Wahl der neuen Verinderlichen v und ¢ an Stelle von ¢ und ¢ lautet die
Differentialgleichung 1. Ordnung, die (39.3) entspricht,
)
dq
und ihr Integral entsprechend (39.4)
P =ux2[Q*—¢*] oder |v(g)|=wn VC)z_——q2
Daraus findet man als nichste Differentialgleichung entsprechend (39.5) (etwa
fiir einen Hingang mit positiver Geschwindigkeit)

P

=—2%2¢q

und an Stelle von (39. 63.)

/I /I 1
_¥/ V@E—q® / S— /{?/Q arcsm%). (40.42)

Die Umkehrfunktlon liefert

q@) = @sinxt (40.4b)
als Gleichung jener Bewegung, die zur Zeit t =0 den Ausschlag ¢ = 0 hat.
» ist hier identisch mit der Kreisfrequenz w der Schwingung. Das Ergebnis
stimmt — wie es sein mull — {iberein mit jenem von Ziff. 13.

p) Sinusférmige Kennlinie f(g) =sing. Die Kennlinien vieler Pendel-
arten sind Sinuslinien (Ziff. 16, 17, 18). Fiir kleine Ausschlige hatten wir sie
durch die Tangenten im Ursprung ersetzt und so gerade Kennlinien erhalten;
fiir groBe Ausschlagweiten mufl man jedoch mit der genauen Kennlinie rechnen.
Die Differentialgleichungen haben dann die allgemeine Form

g+ #*sing=0 (40.5)
mit x* = g/l, wo | wirkliche oder reduzierte Pendellinge ist. Die erste Inte-
gration liefert entsprechend (39.4a)

Q
v2 = 257 f sinq’ dg’ = 2x? (cos ¢— cos Q)
q
und daher nach (39.6a)

. 1 dq//
" %Y2) Yeosqg —cos @
0

(40.6)

Unter Benutzung der Beziehung cos z = 1 —2sin? (z/2) wird daraus

_1
T o 7
1/sm2 @ _ gin? q
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Wir fiihren eine neue Integrationsverinderliche ein, indem wir setzen & = sin g/2
und demgemal 5 = sin /2, &' =sing”/2, dq"[2 = dg"/Vl—g"z ; damit erhalten
wir

§
1 dE”
t— — . 40.7
"fl/(E“‘—E”z)(l—E”z) (40
0

Das Integral der rechten Seite von (40.7) ist identisch mit dem elliptischen
Integral erster Gattung; man erhilt (vgl. z. B. JaENkE-EMDE, Funktionen-
tafeln und Kurven, S. 130. Berlin 1933)

t= ——F (:, 2_) —F ( 9 arc sin sulllg/zz ) , (40.8)

je nachdem, ob man (in der Bezeichnungsweise der Tabellen) k& und x oder o«
und @ als Parameter und Argument des elliptischen Integrals einfiihrt. Das
elliptische Integral erster Gattung F ist eine Funktion zweier Verinderlicher,
in unserem Fall von £/E und von 5, also dem relativen Ausschlag und der
absoluten Grofle der Schwingungsweite.

Die Viertelperiode ist diejenige Zeit, die vom Nulldurchgang bis zur Erreichung
des grofiten Ausschlages verstreicht:

% —F(Q,arcsml) F(g ;) K(Q) (40.9)

Sie wird durch das vollstindige elliptische Integral erster Gattung K angegeben,
dessen Argument die halbe Schwingungsweite @/2 (im Bogenmal) ist. K ist
fir Werte @ >0 groler als =/2. Das

;,;L ,  bedeutet, daB die Schwingzeit mit
dem Ausschlag wichst. Abb. 40/1 gibt
K(Q/2), d.i. »#7T/4 als Funktion von
T 7 ap T @/2 an. Um die Differenz zwischen der
% ;.‘ genauen Schwingzeit 7' und der unter
*;‘IL -4 Voraussetzung einer geraden Kennlinie
] :?‘ sich ergebenden Schwingzeit T', zu be-

‘ rechnen, bilden wir [1]
4 = % K—1; (40.10a)

pl é-’ P dann wird

. g— . . T=T,(1+4). (40.10Db)
Afgﬁgggékgicthgéﬁgggeéc%v%?xslgﬁrelggw;evlesit? Die nachstehende Tabelle gibt A als

Funktion der Schwingungsweite ¢ an,
aus der Abb. 40/1 kann 4 mit Hilfe des am rechten Rand angebrachten MaB-
stabes abgelesen werden. Man sieht, daB der Fehler bis zu einer Schwingungs-

Q y] Q 4 Q 4 Q 4

0° 0,0000 22° 0,0093 60° 0,0732 120° 0,3729

7° 0,0010 30° 0,0174 70° 0,1022 150° 0,7622
10° 0,0019 40¢ 0,0313 80° 0,1375 180° o0
20° 0,0076 50° 0,0498 90° 0,1804
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weite von 7° kleiner bleibt als 19/, bei 22° betrigt er etwa 1%. Aus der Reihen-
entwicklung fiir K (JARNKE- EMDE S. 145)

2 - - -
findet man unter Beriicksichtigung der Glieder bis zur zweiten Ordnung
2 Q°\2 /[ 01745 \2 .
A=;K—1:<IO> ( j ) — 19105 (Q°)2, (40.11b)

wo @’ bedeutet, daBl der Ausschlag in Winkelgraden auszudriicken ist. Diese
zweite Naherung gibt die Schwingdauer noch bei Ausschligen von 70° auf 1%
genau an.

Wollen wir die Bewegungsgleichung ¢(¢) in der iiblichen Form herstellen,
so miissen wir die Umkehrfunktion zu (40.8) bilden. Die Umkehrfunktion des
elliptischen Integrals erster Gattung ist die als Sinusamplitude bekannte ellipti-
sche Funktion. Die Bewegungsgleichung lautet dann

sing/2=¢&= Esn(xt, 5). (40.12)
Wir begniigen uns mit diesem Hinweis, da alles Wissenswerte schon aus der

Form #(q) von (40.8) abgelesen werden kann.
y) Parabolische Kennlinien.

f(@) = (sgng) ¢*" | f@=¢"""
Der Form (39.1b) der Differentialgleichung entspricht hier
g+ (sgng) 2" =0 | i+2@n—1=0. (40.13)
Die erste Integration liefert
q2 n+1 q
J@ =971 J(@) =9,
daher wird

q/Q a/Q
19/22+1 1 d(g, 7 1 dla
9= ;]/ ny 2,,_1/ ((Q/Q) t(q)=l/,,—Qn_1 4D (4014
Q 2

1— (¢/Q*" +1 Vi—(q/Q*"

Die Schwingzeit von ¢ = 0 bis ¢ = Q, also die Viertelperiode, ist
1

2n+1 5 T _ i 1 aé
71/ 2n—1/1/1 gn+l ‘ T T x Qn‘lf —1——2*'% (40.15)
' 0

Die Integrale sind jeweils von @ unabhanglge reine Zahlen. Man sieht, daBl mit
Ausnahme des Falles (2n—1) =1, der auf eine gerade Kennlinie fiihrt, die
Periode von der Schwingungsweite ¢ abhingt. In den Fillen 2n =2 und
(2n—1) =3 sind die Integrale elliptisch. Den Tafeln (JAENkKE-EMDE) ent-
nimmt man wieder, daf3 fir

2n=2; mn=1 2n—1=3; n=2
1
3 dg 1/3/2 1/3—1) 1
L ° re— 2 —K(-—=)=18541 (40.1
|/ 1/1_53 : (75,arccos 51 1/ /1/1_54 ( 2) ,8541 (40.16)

= V3/2 -0,7598 - 1,8437 = 1,714



104 II C. Freie, ungeddmpfte Schwingungen, nicht gerade Kennlinie. Ziff. 40.

ist, so daB in diesen Fillen
T 11714 T
4

4 1@
wird. Man erkennt die Abhdngigkeit von Q.

An dieser Stelle ist eine Bemerkung iiber die Dimensionen am Platz. Beim Anschreiben
der Gl. (39.1b) hatten wir festgesetzt, daB Konstanten und Dimensionen so in »2 zusammen-
gezogen werden sollten, daB f(g) dieselbe Dimension erhélt wie ¢ und somit »? die Dimen-
sion T-2. Falls nun ¢ in (40.13) eine Winkelkoordinate von der Dimension Eins ist, ist die
Voraussetzung erfiillt; nicht aber; wenn ¢ eine Lingenkoordinate bedeutet. Um auch in
diesem Fall x? die Dimension T-2 zuzuerkennen, mufl man an Stelle von (40.13) genauer
schreiben

(40.17)

. qzn ! q2n—1
q—}—(sgnq)%Z“E*z-n*:T:O | q.+x2_E2n——-2=O’ (4:01334)

wobei E die Strecke von Einheitslinge bedeutet (1 cm). Dementsprechend wird dann z. B.
aus (40.15)
1

20 —1 1
T 1,/2n51 (E\ 2 dé T Vn E”‘I/ a¢
VPR T e ) e

0

und aus (40.17)

% @

d) Sonderfall: Kennlinie af(q) =a g+ f¢° Mit dieser Kennlinie
beschiftigen wir uns deshalb besonders, weil sie (wie erwahnt) als zweite Ndhe-
rung fir jede zum Ursprung punktsymmetrische Kennlinie dienen kann. Die
Differentialgleichung lautet

T 1 E T 1E
Z =1,714 ; V@‘ ’I = 1,8541 — . (4.0.17 a,)

i+e(a+ L) =0 (40.18)

mit »? = a/m und f(g) = q + ¢°Pja. (Der Massenfaktor ist hier ausnahmsweise
mit m anstatt mit o bezeichnet, da in den Tafeln das Zeichen a eine ganz andere
und. festgelegte Bedeutung hat, von der wir nicht abgehen wollen.) Die Zeit ¢
vom Nulldurchgang bis zu einem Ausschlag ¢, also die Funktion £(q) ergibt

sich zu
q
_1/2m aq . )
N T

p

Das elliptische Integral kann auf die LrceEnprEsche Normalform gebracht
werden. Die Tafeln sagen aus, dafl

/ o= e el et o)
ist, wobei
stJ = % und  a? | b2 = ¢? (40.20b)
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ist. F bezeichnet wieder das elliptische Integral erster Gattung. @ und & erhilt
man aus den Nullstellen des Radikanden von (40.19), danach werden ¢ und ¢
aus (40.20b) bestimmt. Der Radikand (@, ¢’') im Nenner von (40.19) ist

2
Q) = (@—¢") (5 + @+g7). (40.21)
Daher wird 9
a2=@? und b= B -+ Q2 (40.22a)
ferner ist
2=a? b2 =2(/f+ @7, {40.22b)
deshalb
== (40.22¢)
9 (% 2
(5+e)
und schlieBlich
sintgp— ;oL ’ <% i QZ) ! (40.22d)
= 2 (p2 2y . .
¢ Q2<QZ+27°‘+42>
Fiihrt man die dimensionslosen Abkiirzungen { = U und —— B Q = ein, so kommt
1 . 202(14+1/9
c2=2 Q2 1/’!9 k= mm 5 sm2¢p = #2_}_4/‘?%‘ (4022 e)
und somit
Vmla ( 1
t{g) = F . 40.23
@ =5 (e ?) o2

Die Viertelperiode (@) = T'/4 fithrt, weil mit { = 1 das Argument singp =1,
also ¢ = z/2 wird, zum vollstindigen elliptischen Integral

T VYm/a 1

—=———K 40.24

=i (rer)- (40-24)
Der Faktor vor ¥ und K in (40.23) und (40.24) kann auch in der Form % 1/11/7n/ f/ﬁ

geschrieben werden. Der Grenziibergang zu o — 0 lefert wegen 1/4 — 0

t(g) = %V%_F (%, <p)

sin? (p—12+c; und Cz%,

PICHENIE B

wie in (40.17). Geht jedoch §— 0, so folgen mit 4 — 0

tg) = V%F 0,8) = V—ZL arcsin¢ und %: V%%’

d. s. die Ausdriicke fiir harmonische Schwingungen.
Fiir das spiter noch nach anderen Methoden behandelte Beispiel:

m = 0,03 kgem-1s2, o= 3kgem, B=2kgem-3 (40.25)

erhélt man, wenn € in em gemessen wird,

mit

sowie

T 3 Q §
= V3+202 K (VW)-m 15, (40.26)
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¢) Zugeordnete Kreisfrequenz. Wir fithren hier noch einen Begriff
ein, der uns spiter (bei der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen
von Systemen mit nicht gerader Kennlinie in Ziff. 64) niitzlich sein wird, den
der zugeordneten Kreisfrequenz. Wenn die Kennlinie gekriimmt ist, so ist die
10 Schwingungsbewegung nicht harmo-

i nisch; es ist dann auch nicht mog-

lich, von einer bestimmten Kreisfre-

- quenz zu sprechen. Die Ausschlag-

r Zeit-Linien unterscheiden sich jedoch

selbst dann, wenn die Kennlinie er-

a heblich von einer Geraden abweicht,

t nicht viel von der Sinusform, so

g% daB man sie oft durch Sinuslinien
¢ ersetzen darf.

Wir vergleichen beispielsweise
mit einer Sinusbewegung erstens die
Bewegung eines Pendels nach (40.8)
mit einer Weite von ¢ = 90°, zwei-
tens die Bewegung eines Schwingers
, L 4 nach (40.23) und den Werten des

T— Beispiels (40.25) mit einem Aus-

Abb. 40/2. Ausschlag-Zeit-Diagramme fiir Schwinger mit  schlag von @ = 3 c¢m, so dal 4 =6
verschiedenen Kennlinien (in dimensionslosen : . .

Koordinaten). wird. Um einen Vergleich zu er-

moglichen, tragen wir die Kurven in

dimensionslosen Koordinaten auf, indem wir setzen 7= TL/‘L So erhalten wir
fir die Sinusbewegung die Kurve (b) der Abb. 40/2 mit der Gleichung

=) miv @o=o0°, (40.27b)
fir das Pendel die Kurve (a) mit der Gleichung '
F (45°, ¢° ) . . sing’2
= —'((@3%—) mit  sing® = sini5/° : (40.27a)
fiir den zweiten Schwinger die Kurve (c¢) mit der Gleichung
F(Y3/1,¢) . V _q
= K3 mit = arcsin iise und =g (40.27c)

Die Kreisfrequenz der ersetzenden Sinusbewegung nennen wir die zugeord-
nete Kreisfrequenz und bezeichnen sie mit @. Sie ist definiert durch

nf2 2=

O = A= T (40.28)
Fiir die Pendel gilt nach (40.9)
W= xK—’(’é% mit  x = ]/E, (40.29)
fir Schwinger mit der in §) behandelten Kennlinie nach (40.24)
T — V @ (40.30)

« (V@Txi—m)
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» bedeutet fiir die hier erwihnten Schwinger jeweils die Kreisfrequenz der zuge-
horigen kleinen, harmonischen Schwingungen. Fiir die parabolischen Kennlinien
zweiten und dritten Grades nach y) (mit horizontaler Tangente im Ursprung)
folgt aus (40.17)

k3 /2

) a2
> 1714 ye uwd 2 = igsa1 ¢ (40.31)
oder aus (40.17a)
N 9 ey N 9
T, ]/-EQ“ wd 2 — 2 (F)- (40.31a)

Die Kurve (a) der Abb. 40/3 zeigt entsprechend (40.29) die Abhingigkeit des
Quotienten (/x)? von der Ausschlagweite @ =@ bei Pendeln, Kurve (b)

15~ 10°
f 20
—qim—f
oS |ew
D
I b 60
Y 98-
)
GL ¥ I

g 95 75 30

10
@ —
Abb. 40/3, Zusammenhang zwischen Schwingungsweite und zugeordneter Kreisfrequenz &. a fiir Pendel,

b fiir Schwinger mit Kennlinie (40.2), ¢ fiir Scl;yvi_ng(]e‘r( r)nit I%ennlinie f (@)= ¢?, d fiir Schwinger mit Kenn-
inie f(2)= ¢*.

entsprechend (40.30) die Abhéngigkeit des Quotienten (@/x)? von "/52 Q 1//%
bei Schwingern mit Kennlinien nach (40.2), Kurven (c) und (d) entsprechend
(40.31) die Quotienten (@ /x)? der Schwinger mit den parabolischen Kennlinien
zweiten und dritten Grades in Abhéngigkeit von Q.

41. Die ,nichtintegrierbaren Fille. Nikerungsverfahren [I]. Fiibrt das
Integral (39.8) nicht mehr auf eine bekannte und benannte Funktion, so muf}
man seine Eigenschaften aus der Integralform (39.8) selbst ablesen. Dazu
dienen die Methoden der graphischen oder der numerischen Integration. Beide
Integrationsarten werden in der Regel auf Einzelfille mit bestimmt vorgegebenen
Zahlenwerten angewendet. Es haftet ihnen dann der schwerwiegende Nachteil
an, daB der EinfluB irgendwelcher Verinderungen sowohl in den Richtkriften
wie in den Anfangsbedingungen (z. B. den Ausschlagweiten) auf das Ergebnis
schlecht zu iiberblicken ist; bei Vornahme solcher Abinderungen muf} in
der Regel die gesamte Integration wiederholt werden. Es gibt jedoch zwei
Verfahren, die eine allgemeine Behandlung weiterhin zulassen. Das erste be-
steht in der Anwendung der (meist nur firr Einzelfille benutzten) numerischen
Integrationsmethoden, z. B. der Simpsonschen Regel, auf den allgemeinen
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Ausdruck (39.8), das zweite darin, daf3 man die nicht gerade Kennlinie durch einen
gebrochenen Streckenzug ersetzt. Beide Verfahren liefern also Niherungswerte.
«) Integration nach der Simpsonschen Regel. Die Simpsonsche Regel

b
besagt [2], daf das Integral ] = f @ (x) dx angendhert gleich ist der folgenden

a
Summe (wenn wir das Intervall in vier gleiche Teile teilen, so daB b—a = 4 4 wird):
InElp@ +4p@+h)+20@+20) +4ga+3h) +pa+4h)]. (L1

Solange in (39.8) ¢ < @ ist, kann dieser Ausdruck leicht gebildet werden. Wir
schreiben ihn gar nicht ausfiihrlich an. Erstreckt man das Integral jedoch bis
zur Grenze g = @, so wird der Integrand an dieser Stelle singulir und damit
auch das letzte Glied der Summe (41.1); die Smmpsonsche Regel versagt. In
diesem Fall hilit aber eine leichte Umformung iiber die Schwierigkeit hinweg.
Im Integral

4 %1/2/1/J(Q) Jq")

fithren wir eine neue Integratlonsveranderhche 22 = —q" ein. Dadurch geht
(41.2) iber in

(41.2)

y Ve

T 2 zdz

2 _¥e __. 41.3
4 "O/VJ(Q)~J(Q—22) (41.9)

Jetzt wird der Integrand an der unteren Grenze z = 0 zuniichst unbestimmyt.
Durch den Grenziibergang (unter Benutzung des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung)
. z . 2 . 1 1
lim =lim ——=lm —~——_ " __
>0 YT (@ =T (@ —2) :0V2J () 50Vf(D) V(@)

mit @ <{ < @—2? findet man seinen Wert dort zu 1/)/f(Q)
Auf (41.3) konnen wir nun die Smmpsonsche Regel anwenden und erhalten

(41.4)

mit (41.4)
_1_’:Q1/§ 1 1 1
von iVQf‘Q)+ Jr@-(ie) ' Jr@o-i(3e)
3 L (41.5)
+ VJ(Q) ( Q) + ]/J(Q)I

Diese Gleichung gibt die Viertelperiode als Funktion der Ausschlagweite @
explizit — allerdings nur angenahert — an. Die Naherung durch die SiMPsoN-
sche Regel ist jedoch, wie man weiB, in der Regel vorziiglich (gegebenenfalls
verwendet man andere numerische Methoden).

Wir wollen die Gtiite der Ubereinstimmung an einem Beispiel nachpriifen
und wihlen dafiir die in Ziff. 40 streng geloste Differentialgleichung (40.18),

so daB »*=oa/m und f(g)=¢+ = q" wird. Das Integral iiber f(q) liefert
J(g) = qz £ q4’ und die Gl. (41. 5) wird, wenn % = b Q bedeutet, zu
T 1 1 1 1 3 1
. (41.6
Gxil/z(1+19)+ +«s\14911“L +«9175Jr 207 1963135+ +0i (41.6)
256 2 65536 2 256 256 ' 2 65536 2
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Setzt man hierin » und & entsprechend dem Zahlenbeispiel (40.25) ein, so erhilt
man mit dem Rechenschieber dieselben Werte wie nach der strengen Gl. (40.26).
Die Kurve (o) der Abb. 42/6 zeigt die aus (40.26) oder (41.6) folgenden Werte;
dort ist & an Stelle von ¢ geschrieben.

B) Ersatz der Kennlinie durch einen Streckenzug. Fihrt die ge-
gebene Kennlinie f(g) iber (39.7) auf nichtintegrierbare Funktionen in (39.8),
so liegt der Gedanke nahe, die Kennlinie durch Kurven zu ersetzen, die (39.8)
integrierbar machen. Dabei wird man zunichst versuchen, zur Anniherung
Geradenstiicke zu verwenden, die Kennlinie also durch einen gebrochenen
Streckenzug anzunihern. Gebraucht man dabei noch die Vorsicht, den Strecken-
zug entweder nur iiber oder nur unter die Kennlinie zu legen, so untersucht man
Bewegungen, die entweder rascher oder langsamer verlaufen als die gesuchte;
man kennt also die Richtung des Fehlers. Daneben gibt es noch Fille, in denen
die Kennlinie sich von vornherein aus Geradenstiicken ,
zusammensetzt (s. die Beispiele «, 8, y von Ziff. 42);
das Vorgehen liefert dann keine angeniherten, son-
dern genaue Ergebnisse.

Um die Hilfsmittel fiir ein allgemeines Verfahren
bereit zu stellen, bestimmen wir zunéichst den Beitrag,
den ein irgendwie gelegenes gerades Stiick der Kenn-
linie zu Dauergleichung und Schwingzeit liefert. Vor-
gelegt sei also eine Strecke A; | 4; als Stiick einer
Kennlinie (Abb. 41/1). Sie verlduft zwischen den Ab-

. . . . Abb. 41/1. Gerades_Stiick einer
szissen ¢; _, und g;, ihre Randordinaten sind E;_, T R

und R;, ihre Gleichung lautet R®(q) = ¢;q 4 d;. Die
Wurzel der Gleichung R%(gq) = 0 wird mit g; bezeichnet; sie gibt den Durch-
gang der Geraden durch die Achse an. Ferner filhren wir die Abkiirzungen
ein (Abb. 41/1):

Qi=¢i—¢; ud S;=¢_1—¢ sowie Y,=—vfu;, (41.7)

wobei w; = Vci/a bedeutet und @ der Massenfaktor des Schwingers ist; v; ist
die (negative) Geschwindigkeit, die der Schwinger hat, wenn er auf einem Riick-
gang bei ¢ = ¢; in das zu untersuchende Intervall eintritt. Y; ist eine HilfsgroBe
von der Dimension einer Linge; sie ist positiv.

Mit Benutzung der eingefiihrten Abkiirzungen erhilt die Bewegungsgleichung
in dem ins Auge gefaBten Intervall ¢;>g¢ >gq;_, die Gestalt ag + R®(g) =0

oder @i +oilg—3) = 0. 418)
Thr Integral lautet allgemein
q(t) = ¢; + A cos w;t + Bsin w;t,
und die Ableitung (Geschwindigkeit) wird
q@t)=—Aw,sinw;t + Bw;cos w;t.
Zahlt man die Zeit vom Eintritt des Schwingers ins Intervall an, so hat man

zur Bestimmung der Integrationskonstanten 4 und B die beiden Bedingungen,

daB fir t=0 .
g=g¢; und g=v;

sein muBl. Das ergibt
A=@;, und B=vjw;=—Y,,
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daher wird die Dauergleichung der Bewegung
q ZQ'L+ Qicoswit—Yisin(Dit
oder
q=q;+ Z;cos (w;t +¢,), (41.9)
wenn Z; = 1/ QF + YTQ und g, = arc tg ( Y;/@;) bedeutet.
Die Zeit t;, die das System zum Durchlaufen des ¢-ten Intervalls braucht,
folgt aus der Gleichung q; _, = ¢(¢;). Sie liefert ¢; ., = q; + Z; cos (w;t; + &),
also

_ Gi-1—% S
cos (w;t; + &) = 7 4
und daher
_ 1! S RG
= "7 |2TC C08 Z-—arc tg Q{] . (41.10)

(41.9) liefert die Dauergleichung der Bewegung im Intervall, (41.10) den Bei-
trag zur Schwingzeit.

Handelt es sich um einen Schwinger mit punktsymmetrischer Kennlinie,
fir den die Zeit von einem Umkehrpunkt zum Nulldurchgang ein Viertel
der Schwingdauer bedeutet, und wird die Kenn-

4 linie durch einen Streckenzug von » Strecken ange-
nihert (Abb. 41/2), so lautet der angeniherte Wert
)
von T/4
LA T " - 1 8; Y;
/ T=2ti:27 arc cos —Zf—arctgﬁ_— . (41.11)
/ “ “ ? 2 ?
ot =1 i=1
Y™ Wiahrend die GréBen S; und @; bekannt sind,
=7 7 s £ wenn die Gleichung der Geraden R = R®(q) ge-
) geben ist:
Abb. 41/2. Kennlinie ist ein R: R:
Streckenzug. S, = =1 [ J——
] Ci K3 c’l: b

héngt Y; von »; und damit von der ,,Vorgeschichte* der Bewegung ab. Wenn
die Kennlinie aus einem Streckenzug besteht, so 148t sich ¥; aus den Konstanten
des (i -+ 1)-ten Abschnitts, oder ¥; _ ; aus denen des i-ten finden. Nach Definition

ist ndmlich ¥, ;=— :f"l ; die Geschwindigkeit »; _; wird gegeben durch

i—1"
v; 1 =0(t;) = —Z; w;sin (w;¢; -+ ¢;). Nun fanden wir aber schon cos (w; t; + ¢;) =

8i/Z;, daher ist sin (w;t; 4 &) = YZi— 8/Z; und v;_; =—o, VZi— 8% oder
Y, 1=+ VY4 Qi — 8. (41.12)

Wir haben damit eine Rekursionsformel gewonnen, die uns ausgehend von
Y, =0 (wegen v, = 0 im Umkehrpunkt) die Geschwindigkeiten in allen Inter-
vallteilpunkten liefert.

Die arc cos-Funktionen und arc tg-Funktionen in (41.11) lassen sich — falls notig —
noch zusammenfassen: wegen arc tgu = arc cos (1/y/1 + u?) ist arc tg ¥;/Q; = arc cos Q;/Z;
und wegen arc cos % — arc cos v = are sin(v Y1 — u — u /1 — o2 gilt

8

S Y; . 3z 8 8 Y
arc cos —Zf—-arc tg d == arc cos 7; — e cos% = arc sin Qd/ ¢ Z?t .

Wi

Wi-1
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Den letzten Ausdruck kénnte man wegen (41.12) noch umformen zu
;-
QY ;il -8 Y
Z;
Alle oder einzelne Anteile #; aus (41.11) kann man daher statt in der Form (41.10) in der
folgenden Form anschreiben

arc sin

t; = ——arc sin
v owg Z%

dabei wird man sich die Schreibarten nach ZweckmaBigkeit aussuchen. Wir suchen die
einfachsten Ausdriicke fiir einzelne Teilbereiche. .
Im letzten Bereich ¢=n gilt wegen v, =0 auch $=21

2
b

¥,=0. Hier empfiehlt sich als einfachste die a?‘ anaasankl M MMMME

Form (41.10) NTEYVEYY 9

1 8
by = o, BTc 008 Q—: . (41.14) »

Im ersten Bereich 7=1 1aBt sich eine Verein-
fachung anbringen, wenn die Gerade die Glei-
chung RM =¢,q hat, also durch den Nullpunkt
geht. Dann ist namlich S;=0, und damit wird

t, = ——1— z_ arc tg i 0 7 iz,
' o [2 & L
oder
&

1
t, == —arcsin—— R
1

Wy Z,

2

oder noch einfacher

1 Q
tl — ,(,51, arc t,g —Y—l— . (4:115) jl‘

1

In der letzten Fassung spart man gegeniiber der
ersten das Subtrahieren von /2, gegeniiber der
zweiten das Wurzelziehen 1/Q? + Y2

42, Beispiele fiir aus Geradenstiicken zusam-
mengesetzte Kennlinien, «) Ein erstes und ein-
fachstes Beispiel fir einen Schwinger, der als freie
Bewegungen keine streng harmonischen Schwin-
gungen mehr ausfithrt, bietet jedes System, bei
dem die Riickstellkrafte bei einer Auslenkung ¢
nicht sogleich wirksam werden, in welchem alsoein ~ Abb. 42/1. Schwinger mit Spiel. a Anordnung,
Spiel s vorhanden ist. Ein Schema einer solchen b Kennlinie, ¢ Weg-Zeit-Linie.
Anordnung zeigt Abb. 42/1a. Die Kennlinie ver-
lauft dann nach Abb. 42/1b. Die Masse des Schwingers seim. An Stelle der allgemeinen
Koordinate g schreiben wir fir den Weg hier z, und dementsprechend auch X; statt Q.

Wir unterscheiden zwei Gebiete: (1) zwischen 0 < x = z, und (2) zwischen z; = z = x,.
Die Gleichung der Kennlinie im Gebiet (2) lautet R(®) (x) = ¢, (x — ,), daber ist S, =0
und X, = x, — #;; ferner ist ¥, =0. Als Weg-Zeit-Kurve ergibt sich nach (41.9)

x =12, + (25 — ;) COS wy t

: —
und als Durchlaufzeit nach (41.14) ¢, = o aTe cos0 = ]/cﬂ_;i Im Gebiet (1) bewegt
2 2
sich der Schwinger mit der konstanten Geschwindigkeit v; = — w, (%, — 2,); die Weg-
Zeit-Kurve ist eine Gerade, die Durchlaufzeit wird ¢, = A "L Daher haben
CARNN Y CR )

wir als Viertelschwingdauer

T m [z z,
R [,



112 IIC. Freie, ungedimpfte Schwingungen, nicht gerade Kennlinie. Ziff. 42.

Kiirzt man das Verhéltnis von halbem Spiel zu Groftausschlag mit o ==/, ab [o<1],

so wird
T m [n 0
Z=V7,[7+ 1_9]- (42.1)

Die Schwingzeit ist nicht mehr unabhéngig vom Ausschlag, sie hingt jedoch nur vom
Verhaltnis #,/x,, nicht von diesen Grdfen einzeln ab. Verdoppelt man z. B. sowohl den
GroBtausschlag wie das Spiel, so bleibt die Schwingdauer ungeéindert. Die Abhingigkeit der
Schwingdauer von g zeigt Abb. 42/2a, die

vom Groftausschlag bei konstantem Spiel \\\\\\\ N
ist in Abb. 42/2b dargestellt. Die Weg-Zeit- §m M§
Kurve setzt sich aus Sinusbogen und a. = y §
Geradenstiicken zusammen (Abb. 42/1c). §ML JM§
wr \\\\ \%\\\\\ TIImMY \
]
a
z
z
B2 7 7
o7 e Z
¥
b
z
Z
—HT Zy Z t
Abb. 42/2. Schwinger mit Spiel. a Abhingigkeit Abb. 42/3. Schwinger mit vorgespannten Federn.
der Schwingdauer von ¢ = ,/z;, b Abhingigkeit a Anordnung, b Kennlinie, ¢ Weg-Zeit-Linie.

der Schwingdauer vom Ausschlag z,.

f) Leicht zu iiberblicken ist nun die Losung fiir das nichste Beispiel, den Schwinger mit
vorgespannten Federn. Die Anordnung zeigt Abb. 42/3a, die Kennlinie ist durch Abb.42/3b dar-

1—R°x+Ro.

gestellt. Ihre Gleichung lautet in dem einzigen vorhandenen Gebiet B(1) (x) =

R R R, — R,
Ferner ist ¥, =0, §;=—", Z;=X,= >, oy = V L= "0  Die Weg-Zeit-Linie hat
¢ ¢ mx,

demnach die Gleichung
_ R
x =12 + ——coswt;
1

sie setzt sich zusammen aus Kosinusbogen, die auf die durch - #, gehenden Achsen bezogen
sind (Abb. 42/3¢). Die Viertelperiode ist

T m . R,
gz =h= Vﬁ arc cos T‘: . (42.2)

y) Auch Anordnungen mit mehrfach gebrochenen Kennlinien kénnen wirklich her-
gestellt werden; Abb. 42/4a zeigt eine solche. Nach einem Ausschlag w; trifft die Masse auf
eine zweite Feder, so daB von dort ab die Federzahl erhoht wird. Die Kennlinie ist
in Abb. 42/4b wiedergegeben.
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Die Weg-Zeit-Linie setzt sich fiir eine Viertelschwingung aus zwei Kosinusbogen zu-
sammen, deren erster die Gerade durch z,, deren zweiter die Gerade durch O zur Achse hat
(Abb. 42/4c). Die Beitrige ¢; und ¢, zur Viertelperioae errechnen sich aus w, £, = arc cos §,/X,
By — By und

Dabei ist Yl ]/X2 SQ mit Wy = m
27 Y1

und @, ¢ = arc tg T’l .

R 1

w, = |/ == ; die iibrigen GroBen sind in d1e Abbildung eingezeichnet.
1 m 2,

d) Als viertes Beispiel fithren wir eine Naherungsrechnung durch, indem wir eine ge-
krimmte Kennlinie durch Geradenziige ersetzen. Wir wihlen dafiir die Parabel 3. Ord-
nung von Ziff. 406 mit der Gleichung R =
ax -+ fad.

a Der grofite Ausschlag sei x=§. Die An-
nidherung nehmen wir auf wier Arten vor
b (Abb. 42/5), indem wir die Parabel ersetzen
P durch
1. die Sekante von 0 bis R(§),
1 % II. zwei Sekanten, von 0 bis R(£/2) und
b T EZ zzx von R (&/2) bis R(&),
- *&S’Z—X II1. drei Tangenten, je eine in den Punk-
™ ten 2=0, =2§/2 und z=¢,
IV. zwei Tangenten in den Punkten
z=0 und z=2¢.
g £ Wir beschrinken uns auf die Ermittlun,
8 g
[ L der Schwingzeit. Wenn § > 0, die Parabel
i\,; 1 R
c d 4
A P
/ ‘/. /,// /,(IV
e
L
Il
0 H 3
t x——.
Abb, 42/4, Schwinger mit mehrfach gebrochener Abb. 42/5. Ersatz einer parabolischen Kennlinie
Kennlinie. a Anordnung, b Kennlinie, ¢ Weg-Zeit-Linie. durch Streckenziige.

also nach oben hohl ist, so liefern die Ndherungen Werte
Tr<Tp < T <Trr < Trys (42.3)

fiir § <0 andern sich die Zeichen < in >. Der wahre Wert T liegt zwischen T77 und Ty;.
Die Naherungen I und IV sind zwar grober, aber rascher zu finden, so daB sie manchmal
von Nutzen sein kénnen.

I. Naherung durch eine Sehne; n = 1. Thre Gleichung lautet

RD(2) = (a + &) =,
oy = ]/“"352 und X, =¢, 8,=0,

m

daher ist

somit nach (41.14), wenn auflerdem # = B £%/a bedeutet,

C1 S V 11“}2 (42.4a)

IT. Niherung durch zwei Sehnen. Es sind jetzt zwei Gebiete vorhanden, n=2; die
Gleichungen der Geraden lauten
4o+ p& 4a+7ﬁ£2 _3p&

s 7 4’

RWY (z) = und B® (2) =

Klotter, Schwingungslehre I. 8
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daher wird
4 2 4 7B E2
w1==}/—5i§£&§- und wz=:]/~35§jgééi,
ferner
_ 4@+ BE) 4o+ B¢ _
Xy = dot+1pE S = sdaTTpE S Y, =0
und
N _ _:1/3 daF3pE
T Sl i = 113
Die Viertelperiode folgt nach (41.14) und (41.15) aus
gH,_tl-}—tz —-a%arctg—)—(w—k are cos f(z
zu

T q/m [/ 4 I 479 1 atd )
T—V {1/44_,93'10'5%]/?4_}_30+1/4+703T00088(1+0)'-(42.4b)

III. Niherung durch drei Tangenten; n = 3.
Die Gleichungen der drei Geraden lauten:

4 3 2 3
BV @)=z, RO@= T30 FE . p0 @)t 3pee—2pe
Die Intervallendpunkte liegen bei

1 7
%, =0, x1:§‘§’ x2=—9—§, Ty =§.

Die in der Summengleichung

_ X, 1 S, Y, 1 S,
= ?la,rc tg Y, + o [arc c0s 7~ are tg X, +— o, 2Tecos X,

auftretenden Ausdriicke lauten demgemi

o Lo 1368 T3pE
%zV% o= |[EEEREE %:Vk%gi
1 474438 -t pe
S N L= ofarspet HTagspe’
B 4 _ Tat+388
S=3@Ear3pe)° =5 Tr3pe "
2 20 +pEE 492
—35V“7f— Yp=—g—¢
z~i Y92+ 10 B &% 352 &4
2= g ¢ dat388) )

80 daB wir — wieder unter Benutzung von & — erhalten

THI— V {arc tg— 1 -+ V 4 [arc €08 ————— _1__—__
2 Y259 4+39 1Y9+1089 + 38
4
7+§z 4+ 1 arc cos 7+38 .
+ V1+384 9(1+4)

1V. Naherung durch zwei Tangenten; n = 2.
Die Gleichungen der Geraden lauten

RO (x)=azx B®(2) = (a+388) s —288.

(42.4¢)

— are tg /2
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Der Intervallteilpunkt liegt bei
2, =2/3 £, Die im Ausdruck fir | %

die Viertelperiode 75
iy _ 1 DY
I " arc tg Y, +

1 8,
+ P c0s -

benétigten GroBen lauten: 0
« T
=Y m? I
. 4 V/4
a+388, 30
Wy = —m n
5
2
Xl = ? f s
o+ f &
X,= « 388 &;
Y — & 1/ba+t388
173 o ’ 0 7 2 Jem,
S. 2o & Abb. 42/6. Abhi 'k'tdE-S_l:' d. i Schwi
= a7 o S . . ngigke, er W]
2T 3(e+3p8%) mit parabolisch%rgKénnlinie (;onllcll%raggll;vs;:;fmg‘ng{ggers
daher wird

TIV_ m 1 1 2
= V7{amtg2 ‘/m—i- Vl T3 Tecos 3(1+0)}. (42.44d)

Die GlIn. (42.4) und unter ihnen im besonderen die genaueren (42.4b) und (42.4c) er-
lauben nun, die Abhéngigkeit der Schwingzeit T' von verschiedenen Parametern — etwa der
Schwingungsweite — im einzelnen zu verfolgen.

&) Zum vorigen allgemeinen Beispiel geben wir noch Zahlenwerte. Fir den Schwinger
(40.25) erhilt man fiir fiinf verschiedene Schwingungsweiten £ (in cm) nach der Naherung IT
und III die Viertelperioden (in 10-2s)

& Y 1/2 1 3/2 13 3
Tyi/4 10 % = 15,7 13,91 12,53 11,53 9,55 6,46
Tyr/4 10 % =157 14,04 1296 | 1208 10,21 6,99
1

Aus diesen Werten sind die beiden Kurven IT und IIT der Abb. 42/6 hergestellt. Die
Kurve (0) der wahren Werte [aus der GI. (40.26)] liegt zwischen ihnen.

D. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers
mit gerader Kennlinie.

43. Die Ditferentialgleichung der Bewegung; Arten der Erregung. Bei der
Aufstellung der Bewegungsgleichung eines einfachen Schwingers in Ziff. 11
hatten wir als Krifte, die am Schwinger angreifen, neben den Trigheitskriften
zunichst sowohl von Lage und Geschwindigkeit abhingige innere Krifte wie
auch als Funktion der Zeit gegebene dullere Krifte zugelassen [Gl. (11.2)],
dann aber von den #uBleren Kriften wieder abgesehen. Die im Wechselspiel

R*
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zwischen Tragheitskriaften und inneren Kriften des Systems allein verlaufenden
Bewegungen heilen frete Bewegungen; sie wurden in den Abschnitten A bis C
behandelt. Eine erzwungene Bewegung entsteht, wenn von auBen einwirkende,
in bekannter Weise mit der Zeit sich dndernde Krifte (die erzwingenden, erregenden
oder Zwangs-Krifte) ebenfalls vorhanden sind. Bezeichnen wir die Erregerkraft mit
P (t) und setzen fiirs erste einen Schwinger mit linearer Feder- und Dimpfungs-
charakteristik voraus, so lautet die Bewegungsgleichung nach (11.2)

. 1 . . .
g=-,[p—bg—cq]l oder agq +bg+cqg=p(). (43.1)

Wihrend die freten Schwingungen durch homogene Differentialgleichungen
beschrieben wurden, sind die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwin-
gungen tnhomogen: Es tritt eine gegebene Funktion der Zeit (auf der rechten
Seite der Gleichung) auf; sie heillt Erregerfunktion oder auch Storungsfunktion.
Da wir uns nur mit Schwingungsbewegungen befassen wollen, so nehmen
wir an, daB die Erregerkrifte periodisch seien. Nach dem allgemeinen Satz
von Ziff. 3 kann jede periodische Funktion in harmonische
Bestandteile zerlegt werden. Es geniigt daher (soweit die
Bewegungen durch lineare Differentialgleichungen beschrieben
werden) die Untersuchung harmonischer Erregerkrifte:

Pp(t) = Psin (2t + o). (43.2)
Pist die Amplitude, £ die Kreisfrequenz der Erregerkraft.
Zur Unterscheidung von der Eigenkreisfrequenz w des Schwin-
gers bezeichnen wir sie mit dem anderen Buchstaben. Die zu
lésende Differentialgleichung lautet nun
aqg+bg+cqg=Psin(Qt+a). (43.3)
Sie ist linear; wir diirfen die Wirkungen der einzelnen Har-
monischen der Erregerkraft getrennt untersuchen.

Die Erregerkrifte kénnen entweder unmittelbar am Schwing-
korper selbst angreifen (Beispiele dafiir bieten Feldkrifte —
etwa magnetischer oder elektrischer Art — oder die von Gas-
kriften herrithrenden Drehkrifte an den Kurbelzapfen der

~ S Kolbenmaschinen) oder sie kénnen von der Zwangsbewegung
Abb 43/1';;wmger irgendeines Systemteils herrithren. Dabei miissen wir drei
mit Federkrafterre- verschiedene Arten von Umwandlungen der Zwangs- oder
gung (Wber ZWelte  Antriebsbewegungen in Erregerkrifte unterscheiden. Wir machen

sic uns an den drei schematischen Abb. 43/1—43/3 klar.

Abb. 43/1 stellt einen Schwinger von der Art der Abb. 33/2b dar, an den
eine zweite Feder ¢, angeschlossen ist, deren Endpunkt F zwanglaufig so
gefithrt wird, da8 er eine harmonische Antriebsbewegung

w(t) = Usin¢ (43.4)
macht (angedeutet durch das Zeichen =—-). Die auf den Schwingkorper a, durch

die Feder ¢, iibertragene Kraft ist ¢,(x — ¢). Zusammen mit den ibrigen Kriften
erhalten wir die Bewegungsgleichung

¢ + b g+ e g=cy(u—q)

oder
ayq+ b g+ (e, +¢)g=cyu, (43.5a)
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80 daB hier die Erregerkraft
p(t) =c,u(t) =c, UsinQ¢ (43.5D)

lautet. Thre Amplitude hat den frequenzunabhingigen Betrag c,U.
Der Schwinger der Abb. 43/2 entsteht aus
Abb. 33/2b durch Hinzufiigen eines zweiten
Diampfers b,. Wird nun in dieser Anordnung der
Punkt ¥ wieder harmonisch nach (43.4) bewegt,
so0 ist die auf den Schwingkorper a, tbertragene &
Kraft b,(#—gq). Daher lautet die Differential-
gleichung der Bewegung dieses Schwingers

a,§+ (b +b) g+ g =0byu, (43.6a)
und die Erregerkraft wird
PE) =byu(t) =b, UQcos2t. (43.6b)

Thre Amplitude éndert sich linear mit der Erreger- ‘i__
frequenz.

Im Schwinger der Abb. 43/3 laufen zwei exzen-
trisch zu den Achsen sitzende Massen a,/2 gegen-
laufig auf Kreisen vom Halbmesser U um. Der
relative Schwingungsausschlag der umlaufenden
Massen a,/2 gegeniiber der Massea, ist u = U sin£2¢.

Beim Umlauf erzeugen die Massen Fliehkrifte, ﬁ?péﬁﬁb ﬁ?lcllgl:vkl;;gér
die sich zu der auf @, wirkenden harmonischen -=- Ju  erresun (dberzweiten
Erregerkraft - Dampfer).

pt) =a, URsinQt (43.7a)

zusammensetzen. Die Amplitude dieser A, . £

N

2

7 4iD bl

Abb. 43/3. Schwinger
mit Massenkrafterre-
gung (liber zweite
Masse).

Erregerkraft andert sich mit dem Qua- %
drat der Kreisfrequenz. Die Bewegungs-
gleichung des Schwingers 43/3 lautet 5 T G by
(@ +a)g+bgteg=
o, U@sin0t. | *37P) T

Sonderfille der Anordnungen Abb. 43/1
und 43/2 zeigen die Abb. 43/4 und 43/5.
Hier erfolgen die Erregungen nicht tiber a §
eine zweite Feder ¢, oder einen zweiten i[__ @_
]?émpfer by, sondern iiber die urspl.'ﬁng- Abb. 43/4, Schwinger  Abb. 43/5. Schwinger
liche Feder ¢, od.er den urspriinglichen =™t Tederkraftorre- it oamplangskraft-
Dampfer b,. Es wird der Fullpunkt # der Feder). Dimpfer).
Feder ¢, oder des Dampfers b, selbst
zwangléufig nach dem Gesetz (43.4) bewegt. Die Differentialgleichungen lauten
dann im ersten Fall

ayg+bq+e(g—u)=0 oder a,g+bg+eq=c ult), (43.5¢)
im zweiten Fall

a9 +b(g—u) +¢,¢=0 oder “1§+blq.+clq=bl"."(t)- (43.6¢)
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Den Fall, in dem die Erregung iiber die Masse a, selbst erfolgt, so dafl die

Bewegungsgleichung
a(¢ —u)+bg+¢g=0 oder a;g+bg+ecg=au() (43.7¢c)

lautet, werden wir in Ziff. 48y bei der Untersuchung der Ausschlige einer
Scheibe auf einer rotierenden Welle kennenlernen. w(t) ist in allen drei Féllen
nach (43.4) einzusetzen.

Die gemeinsame Form aller Gln. (43.5) bis (43.7) ist (43.3), wobei die
Amplitude P und der Phasenverschiebungswinkel « der Erregerkraft die Werte
in (43.7) (Massenkrafterregung)

P=a;UL2, a=n, (43.8a)
in (43.6) (Dimpfungskrafterregung)

P=pUQR, a=umn2, (43.8b)
in (43.5) (Federkrafterregung)

P=cU, a=0, (43.8¢)

annehmen (¢ bezeichnet dabei die Masse, den Dampfer oder die Feder, iiber
die die Erregung erfolgt); die Koeffizienten a, b, ¢ auf der linken Seite der
Gleichungen sind gleich a,, b, ¢;, wenn jeweils nur eine Masse, ein Dampfer oder
eine Feder vorhanden ist, dagegen werden sie zu a; + a,, b, -+ by, ¢; -+ ¢,, s0-
bald zwei Massen, zwei (parallel liegende) Dampfer oder zwei (parallel liegende)
Federn vorhanden sind.

a) Ungedimpfte Schwinger.

44. Die Dauergleichung der dimpfungsfreien Bewegung bei harmonischer
Erregerkraft. Die Differentialgleichung der erzwungenen Bewegung eines
diampfungsfreten Schwingers hat nach dem in der vorigen Ziffer Gesagten die
allgemeine Gestalt

ag-+cqg=mp(), (44.1a)
wobei

p(t) = PsinQ¢ (44.1b)
ist, und P eine der Formen (43.8a) oder (43.8¢) annehmen kann. Sie ist eine
gewohnliche, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten und mit einer Stérungsfunktion. Die allgemeine Losung einer linearen
Differentialgleichung mit Stérungsfunktion setzt sich aus zwei Anteilen zu-
sammen, aus der allgemeinen Losung ¢, der um das Storungsglied ,,verkiirzten®
(homogenen) Gleichung (,,Eigenldsung®) und einem partikularen Integral g, der
,,unverkiirzten® (inhomogenen) Gleichung:

I=qnt+ - (44.2)
Mechanisch gesprochen heift das: Die entstehende Bewegung ist eine Uber-
lagerung von freier Bewegung und eigentlicher erzwungener Bewegung. Die
Eigenbewegung haben wir schon erdrtert; wir wenden uns sogleich dem er-
zwungenen Bewegungsanteil zu.

Wenn p sich harmonisch mit der Frequenz £ &ndert, so muf auch g, harmo-
nisch mit dieser Frequenz und in Phase oder Gegenphase mit p verlaufen. Man
erkennt dies entweder erstens unmittelbar durch Einsetzen des die genannten
Tatsachen beschreibenden Ansatzes

g, = @sinQt (44.3)
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in die Differentialgleichung oder zweitens durch Betrachtung der erzeugenden
Vektoren der ins Spiel tretenden Kréfte (s. Ziff. 46) oder drittens durch das
Aufsuchen der Losung g, der Differentialgleichung (44.1) auf systematischem
Weg (s. Ziff. 47). Wir begniigen uns an dieser Stelle mit der Verwendung des
Ansatzes (44.3). Dieser Ansatz erfiillt (44.1) nur dann, wenn ¢ einen geeigneten
Wert hat. Man findet ihn durch Einsetzen von (44.3) in die Differentialgleichung
(44.1), die dadurch in die algebraische Gleichung

(c—a0?) Q=P (44.4)
itbergeht; aus ihr folgt
P 1 P 1
Q=4 @~ oIy (44.5)
1- =5
wenn wir die Abkiirzung
n=82w (44.6)

benutzen. Das heiBt: Die durch eine harmonische Kraft erregten Bewegungen
sind harmonische Schwingungen, die mit der Frequenz der Erregerkraft verlaufen;
fiir den dampfungsfreien Schwinger sind sie mit der Kraft in Phase oder in Gegen-
phase, je nachdem, ob der Bruch 1/(1—u?) positiv oder negativ ist. Die Ampli-
tude @ der erzwungenen Bewegung ist vollig bestimmt. Und zwar nicht wie
die der freien Bewegungen durch die Anfangsbedingungen, sondern durch
Amplitude P und Frequenz (2 der Erregerkraft sowie die Konstanten o und ¢
des Schwingers.

Die GréBe @ in (44.5) haben wir als Amplitude der Schwingung bezeichnet.
Das ist streng genommen insofern nicht ganz richtig, als (44.5) (fiirn > 1) auch
negative Werte annehmen kann; die Amplitude einer Schwingung ist aber
nach Definition (Ziff. 3) eine positive GréBe. Um auch in den Bezeichnungen
streng mit dem Fritheren in Ubereinstimmung zu bleiben, setzt man statt (44.3)

g, = @sin (Qt—e¢); (44.3a)
dann erhilt man fiir die Amplitude
P 1
Q= o |[T=n
und fiir den Phasenverschiebungswinkel ¢ = 0, wennn < 1, ¢ = &, wenn# > 1 ist.
Die gesamte Lésung lautet
. P 1
=gt a6=C0sn(@t+y) + |7

Die entstehende Bewegung ist daher eine Uberlagerung zweier harmonischer
Schwingungen mit den verschiedenen Frequenzen o und 2. Amplitude C und
Phasenlage y der mit o verlaufenden Eigenschwingung wird durch die Anfangs-
bedingungen bestimmt, wihrend der mit 2 verlaufende erzwungene Anteil

(44.52)

sin (2t— ¢). (44.7)

und einen festgelegten Phasenverschiebungs-

1
die festgelegte Amplitude % ll’:n—z
winkel ¢ hat.
Ist z. B. fiir =0 der Ausschlag q = gq,, die Geschwindigkeit g = v,, so
berechnen sich die Integrationskonstanten ¢' und y aus
1

P
go=Csiny und voszcosy—%—?QT—_—nz;
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es ist daher P 0 1 2
W T
@y=—'7%?”r* und 0=1/ﬁ+(——4%;AJL)- (44.8)

vo_? 1— 92

Soll etwa der erzwungene Losungsanteil allein vorhanden sein, so mufl ' =0
werden; das ist nur méglich, wenn der Anfangsausschlag g, verschwindet und
die Anfangsgeschwindigkeit v, den Wert

P 1
Vo= Y 0Q m (44.9)

hat. Der Eigenschwingungsanteil hat im allgemeinen jedoch keine grole Be-
deutung, da fast stets eine Ddmpfung vorhanden ist, die ihn zum Abklingen
bringt, so daB er nur den Beginn der Bewegung, den Einschwingvorgang be-
einfluBBt (s. Ziff. 57).

4b. Vergroferungsfunktion; kinetische EinfluBzahl, kinetische Federzahl.
Die Amplitude der erzwungenen Schwingung hat nach (44.5a) den Betrag

P 1 P
Der Faktor 1
v;:=‘11:5§ (45.1)

1
! heiBt Vergroferungsfunktion (oder auch Resonanz-
’ funktion). Abb. 45/1a zeigt ihren Verlauf in Ab-

hingigkeit von # [gestrichelt eingetragen ist der
7 Verlauf von 1/(1 —#?) selbst]; Abb. 45/1b zeigt ¢ (n).
_ L — Wir wollen die Bedeutung der Funktion Vg(z) er-
g v /"Zé_ v ortern. Die Amplitude ¢ der erzwungenen Schwin-

gung folgt aus der Amplitude P der erregenden
Kraft nach (45.1). Der Faktor P/c gibt die Gro8e
jenes statischen Ausschlags d an, den eine statische
a Kraft vom Betrage P an der Feder ¢ hervorriefe,
d = PJc; daher ist

. | Q=4dV,. (45.2a)
T | Die VergroBerungsfunktion V, gibt also an, um
I I_ ————————————— wieviel die Amplitude @ des harmonischen Aus-

B 1 l schlags, der durch die harmonische Kraft von der

0 7 Z 3 Amplitude P hervorgerufen wird, gréBer ist als der

75— statische Ausschlag d, den die statische Kraft P
b an derselben Feder erzeugte.
A A RaEoBertngstunton Schreiben wir (45.1) mit Benutzung der Ein-

egerkraft konstanter Amplitude, —
{) P?las:nversclﬂebungswinkel e(n). fluzahl & l/c’ so kommt
Q=PhV,. (45.2b)

Unter Erweiterung des Begriffes der EinfluBzahl konnen wir nun 4 V; die kine-
tische EinfluBzahl nennen, da sie aus der Amplitude P der harmonischen
erregenden Kraft die Amplitude @ des harmonischen, erzwungenen Ausschlags
herstellt, so wie die statische EinfluBzahl % aus der statischen Kraft P den
statischen Ausschlag d == Ph herstellt. Entsprechend hatten wir ¢/V, die
Linetische Federzahl zu nennen. Sie gibt an, wie groll die Kraft sein mu8, die
einen vorgegebenen Ausschlag bei den verschiedenen Frequenzen erzwingt.
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Den Verlauf von 1/Vy=|1—#2| gibt die Parabel oder ihr gespiegelter Teil
in Abb. 45/2 wieder.

Es gibt noch weitere Deutungen fiir V,. In der Anordnung Abb. 43/4 erfolgt die
Erregung durch eine Zwangsbewegung des FederfuBpunktes F'. Als Differential-
gleichung der (démpfungsfreien) Bewegung des Schwingers fanden wir [(43.5 ¢) mit
by =0]

a,§+6qg=c¢UsinQ¢. #
Hier ist P =¢, U, daher
P
Q=:V,=UV, (45.3)

1
V; gibt hier an, um wievielmal die erzwungene Aus-
schlagamplitude @ des Schwingkérpers a, grofler ist
als die erregende Ausschlagamplitude U am FuBpunkt 7
der Feder. Das gilt jedoch nur, wenn die Erregung

{
iiber die Hauptfeder erfolgt. Bei Erregung iiber die o » f 77:5_%_, 7
Feder c, nach Abb. 43/1 lautet die Differentialgleichung N\
[(43.5a) mit b, = 0] \
a,q -+ (¢, +¢) g =¢, UsinQt; \
daher wird \
Q Ce U Va’ (45.32) Abb. 45/2. Kehrwert 1/V,.

¢+ €y
so daB noch das Verhiltnis der Federzahlen mit ins Spiel kommt; auBerdem
bedeutet hier w? = (¢; + ¢,)/a; in V, das Eigenfrequenzquadrat des mit zwei
Federn versehenen Schwingers.

Die dritte Deutung finden wir, wenn wir uns einen aus Feder ¢; und
Masse a, bestehenden Schwinger mit einer (an der Masse angreifenden) Kraft
der Amplitude P erregt denken und nach der
Amplitude K der Reaktionskraft am FederfuB- ¥ I
punkt F fragen. Wegen K = ¢, @ folgt aus (45.1) ;

K =PV, (45.4) |
In diesem Fall bedeutet V, das Verhaltnis der
Reaktionskraft K am FederfuBpunkt zur Erreger-
kraft P.

Bisher beschiftigten uns Erregerkrifte kon- !
stanter Amplitude P. Sie fiihrten auf die Ver- 7/~ z77 7 7 ¥
groBerungsfunktion V;(n). Erfolgt die Erregung 7=i—
jedoch nach Abb. 43/3, so wird nach (43.8a) Abv.45/3. VergroBerungsfunktion Vy(n)
P=a,U2, und aus (44.4) folgt (wenn wir die fogems S O Meregorkiats.
Amplitude wieder nur positiv rechnen)

Q= a, U 2 _ @ 22 LN l 72
¢, — {a, + ap) £22 a, + a, w? — 2 a, -+ a, 1—n?°

[w? bedeutet dabei das Verhidltnis ¢f(a, + a,)]. Wir setzen den Faktor
] 2
11_1_7—1]2| =V,(n). Den Verlauf dieser Funktion in Abhingigkeit von 7 zeigt

7——‘—| -

(45.5)

Abb. 45/3. V; ist ebenfalls eine Vergroferungsfunktion; sie gibt an, um
wieviel der erzwungene Ausschlag @ grofler ist als der mit dem Faktor
a,/(a, - a;) multiplizierte ,,Ausschlag” U der beiden Erregermassen a,/2.
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Wir konnen auch bei der Massenkrafterregung fragen, wie gro8 die Amplitude der
Reaktionskraft am FuBpunkt der Feder wird. Die Antwort folgt aus (45.4) zusammen mit
(43.8a) oder aus K = ¢, @ mit (45.5) zu

K:a2Q2UV3=%+2%clUV1:a2w2UVl. (45.6)
Die VergroBerungsfunktion V, tritt auf, wenn es sich um eine Erregerkraft
mit unverinderlicher Amplitude handelt (wie bei der Federkrafterregung),
V; bei einer Kraftamplitude, die dem Quadrat der Frequenz proportional ist
(wie bei der Massenkrafterregung). V; beginnt fiir = 0 mit dem Wert 1. Das
heiBt, bei kleinen Erregerfrequenzen ist die kinetische EinfluBzahl nahezu gleich
der statischen. Dann wichst sie an, bis sie bei # = 1, wo die Erregerfrequenz
£ gleich der Eigenfrequenz o des Systems ist, iiber alle Grenzen geht. Das
bedeutet mechanisch, daB jede Kraftamplitude bei jenem Frequenzverhiltnis
imstande ist, eine sehr groBe Ausschlagamplitude zu erzeugen. Da bei einer
mit der Frequenz o verlaufenden Schwingung Trigheitskraft und Federkraft
sich gegenseitig schon aufheben, kann die Erregerkraft nicht ins Gleichgewicht
gesetzt werden. Oberhalb der Stelle # =1 fillt die Funktion wieder ab und
nihert sich fiir groBe # der Null. Eine sehr rasch verlaufende Erregerkraft
(n — oo) ruft demnach keine merklichen Ausschlige mehr hervor. Die Trig-
heitskraft setzt dann die Erregerkraft nahezu allein schon ins Gleichgewicht.
Den Verlauf von V; kann man aus dem von V; ablesen, wenn man beachtet,
daB V, () = V,(1/n) ist. Es konnte also ein einziges Bild mit doppelt bezifferter
Abszissenachse beide Funktionen wiedergeben (vgl. die Abb. 53/1). V, beginnt
bei Null; das besagt, daBl Erregungen von Massenkriften geringer Frequenz
nur kleine Ausschlige des Schwingkorpers mit sich bringen. Dann erfolgt der
Anstieg wie bei V;, darauf ein Abfall bis auf V, =1 bei -+ oco. Massenkrifte
sehr hoher Frequenz rufen immer noch Ausschlige hervor. Es wird fiir > co
aus (45.5) ay
Ut
Bei hohen Erregerfrequenzen verhilt sich demnach die erzwungene Amplitude
@ zum Erregerausschlag U wie die umlaufende Masse a, zur insgesamt in Be-
wegung gesetzten Masse (a; + a,). Der Gesamtschwerpunkt bleibt in Ruhe.
Daf} unterhalb n =1 der Ausschlag mit der Kraft in Phase, oberhalb jedoch
in Gegenphase liegt, wurde schon erwéhnt und geht aus dem Verlauf des Phasen-
verschiebungswinkels ¢ nach Abb. 45/1b hervor.

Die Stelle 5 =1, an der Erregerfrequenz 2 und Eigenfrequenz o in ,,Ein-
klang* sind, pflegt man als Resonanzstelle und dementsprechend die Frequenz
2 = w als Resonanzfrequenz zu bezeichnen. An der Resonanzstelle gehen die
erzwungenen Ausschlige des ungeddmpften Schwingers iiber alle Grenzen. Man
bezeichnet die Resonanzfrequenz deshalb auch als kritische Frequenz.

Bei alledem muBl man wohl im Auge behalten, daB hier immer von statio-
ndren Zustinden die Rede ist. Triagt man die erzwungenen Amplituden @
oder die VergroBerungsfunktionen V als Funktionen der Erregerfrequenz £2 oder
des Frequenzverhiltnisses 7 = Q/w auf, so sind diese Kurven ,,punktweise
zu verstehen, sie sind Zustandskurven und geben an, wie grof die erregten
Amplituden bei den verschiedenen FErregerfrequenzen sind. Diese FErreger-
frequenzen sind dabei als konstant vorausgesetzt. Die Kurven der Abb. 45/1
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und 45/3 kénnen mnicht etwa ,,durchlaufen‘“ werden. Einem Durchlaufen ent-
spriche eine Erregerkraft veranderlicher Frequenz, z. B. in der Form
p= Psin(2¢ -+ At?),

wo 21 eine Winkelbeschleunigung (des umlaufenden Diagrammvektors) be-
deutet. Solche Vorginge des ,,Anlaufens oder ,,Auslaufens” der Schwinger
untersuchen wir in Ziff. 67 und 68. Allenfalls kann man — &hnlich wie man das
z. B. in der Thermodynamik tut — die Kurven ,,unendlich langsam‘ durch-
laufen denken, um sich ein erstes Urteil iiber die zu erwartenden Vorginge
zu bilden. Keinesfalls konnen die Kurven aber besagen, daB bei jedem Durch-
laufen der Stelle 9 =1 (mit endlicher Anderungsgeschwindigkeit der Frequenz)
die Ausschlige iiber alle Grenzen gehen.

SchlieBlich erwihnen wir noch, daB das Frequenzverhiltnis n=0/w in der Literatur
auch als Abstimmung bezeichnet wird, und daB gelegentlich auBerdem eine GroBe

i =n—1=(Q—0)o
benutzt wird, die dann Verstimmung heifit.

46. Vektordiagramme ; Leistung der Erregerkraft. «) Ein anschauliches Bild
vom Kriftespiel bei einer erzwungenen Schwingung mit harmonischer Erregung
erhélt man, wenn man die Darstellung einer harmonisch Verédnderlichen durch
den erzeugenden Vektor heranzieht, wie sie in Ziff. 4 erklirt wurde. Da wir
uns auf die Betrachtung des erzwungenen Bewegungsanteils beschrinken,
so verlaufen sowohl der Ausschlag wie die Federkraft und Tragheitskraft harmo-
nisch mit der Frequenz Q der Erregerkraft. Es ist also méglich, den zeitlichen
Ablauf aller Krifte sowie des Ausschlags durch Vektoren zu beschreiben, die
sich mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit £ drehen; dabei geniigt die Angabe
dieser Vektoren in der Nullstellung (als komplexe Amplituden).

Die Gleichung fiir die Augenblickswerte der Krafte erhélt man durch Ein-
setzen von (44.3) in (44.1). Sie lautet

Qc—a?)sinQt= PsinQ¢ (46.1)
oder in der Vektorschreibweise
(c—af?) Qe = Pei?t, (46.1a)

Aus ihr folgt die Beziehung (44.4) zwischen den Amplituden. Die Vorzeichen in
(46.1) sind so gewihlt, daB positive Glieder auf der linken Seite Riickfihrkrdfte
bedeuten; sie heben die auslenkende Erreger-
kraft auf der rechten Seite der Gleichung auf. i 7 g S'Bﬁg?s
Im ,unterkritischen Bereich*, n<1 oder a b
a 2 < ¢, iiberwiegt die riickfithrende Federkraft A e ot ischen
¢ die auslenkende Trigheitskraft — a2 {; Bereich. a Brrogerkraft und Ausschlag,
Erregerkraft und Ausschlag sind in Phase.
Abb. 46/1a zeigt die komplexen Amplituden  und Q, Abb. 46/1b das Krafteck.
Im , iiberkritischen Bereich®, >1 oder a£2? > ¢, sind Erregerkraft und Aus-
schlag in Gegenphase. Die Trigheitskraft iiberwiegt dann die Federkraft, so
daB die Abb. 46/2a fiir die komplexen Amplituden und Abb. 46/2b fir das
Krafteck entsteht. Bei der kritischen Frequenz ist a£2* = ¢, Trigheitskraft
und Federkraft heben sich schon auf, so daB die Erregerkraft iiberhaupt nicht
ins Gleichgewicht gesetzt werden kann und ein stationirer Bewegungszustand

nicht moglich ist.
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LaBt man die angezeichneten Vektoren mit der Winkelgeschwindigkeit £
kreisen, so liefern die Projektionen auf die Lotrechte die Augenblickswerte
nach Gl. (46.1). Die Schaubilder kann man sich danach leicht herstellen. Wir
bendétigen sie gar nicht, sondern lesen alles Wissenswerte aus den Vektorbildern ab.

Aus den Vektorbildern (Abb. 46/1b und 46/2b) ist auch klar zu erkennen, daB
der Ausschlag, wenn er harmonisch verliuft, nur die Frequenz 2 der Erreger-

0 0 $ o0 kraft haben kann, da sonst die ,,Kraftecke*
o a ) b -2’0 sich nicht dauernd schlieBen koénnten.
Abb. 46/2. Komplexe Amplituden der erzeu- p) Die Erregerkrifte und die Aus-
L o e Xﬂggéhhi;‘gsc}{fnl{rg&‘gwh schldge liegen bei allen Frequenzen (die

Resonanzstelle bleibe zunichst auBer
Betracht) in Phase oder Gegenphase. Die von der Erregerkraft je Schwingung
geleistete Arbeit betrigt demnach
2%

g T
A:qu'dtzPQ‘fsithcos.Qtd(Qt):%Q—/sin2§d§=0; (46.2)
[ 0 0

die Erregerkraft leistet im Mittel keine Arbeit. Dasselbe Ergebnis kann man
unter Benutzung der in Ziff. 9 gewonnenen Erkenntnisse ohne Rechnung unmittel-
bar aus den Abb. 46/1a und 46/2a ablesen. Der Energieinhalt der Schwingung
und damit die Amplituden behalten feste Werte.

Die Resonanzstelle wird durch einen singuliren Punkt sowohl der Ampli-
tudenkurve Abb. 45/1a wie der Phasenkurve Abb.45/1b bezeichnet. Einen
bestimmten Wert der Phasenlage des Ausschlags kann man dort von vornherein
nicht angeben; wohl aber existiert ein unterer und ein oberer Grenzwert

Iim [e]=0 wund lim [¢]=um. (46.3)
7>1-0 n>1+0
Die Funktion &(5) springt an der Stelle # =1 um den Wert 7. Um ihr einen
bestimmten Wert zuschreiben zu kénnen, ist eine besondere Definition not-
wendig. Wir geben eine solche Definition, indem wir als Funktionswert sinn-
gemif jenen Wert festsetzen, der sich fiir geddmpfte Schwingungen bei abnehmen-
den Dimpfungswerten einstellt. Mit § — 0 erhélt man aus der den Phasenwinkel
bei gedimpften Schwingungen angebenden GI. (53.2b) den Wert & = 7/2, also
das arithmetische Mittel der Grenzwerte (46.3). Das heifit, der Ausschlag eilt
in der Resonanz der Erregerkraft um 90° nach. Zur Erregerkraft p = PsinQ¢
gehort demnach der Ausschlag ¢ =-—Q cos Q.
Rechnen wir nun die je Schwingung geleistete Arbeit aus, so finden wir

T Yy 27
4 :([pq'dt =P Qé/sinZ.Qtd(Qt)zPQO/sinZEdfz PQn. (46.4)

Bei Resonanz wird demnach Energie von der Erregerkraft abgegeben und
dem Schwinger zugefiihrt. Der Energieinhalt des Schwingers und damit auch
die Ausschlige wachsen bestdndig an, ein stationdrer Zustand stellt sich nicht
ein. Auf den Verlauf des Anwachsens kénnen wir aus den bisher angegebenen
Gleichungen noch nicht schlieBen, da das die erzwungene Schwingung bestim-
mende Partikularintegral (44.3) der Bewegungsgleichung einen stationiren
Zustand voraussetzt; ein solcher stellt sich im Resonanzfall jedoch nicht ein.
In der folgenden Ziffer werden wir die Bewegungsgleichung deshalb unter
allgemeineren Voraussetzungen integrieren.
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47. Erzwungene Bewegung bei allgemeinem Verlauf der Erregerkraft. Auf die am Ende
der vorigen Ziffer aufgeworfene und auf andere Fragen erhalten wir Antwort, wenn wir die
Losung der Differentialgleichung

ad +cq=f() (47.1)
kennen, in der die Stérungsfunktion f(¢) eine als beliebige Funktion der Zeit gegebene Kraft
bezeichnen soll. Nach Division durch a erhilt die Differentialgleichung die neue Gestalt

§g+og=y(t; (47.2)
1
()= ;f(t) ist die auf die Masseneinheit bezogene Kraftfunktion. Ebenso wie frither

geniigt uns auch hier die Kenntnis eines partikularen Integrals der Differentialgleichung
(47.2), da ein solches zusammen mit der Losung (13.6) der verkiirzten (homogenen) Dif-
ferentialgleichung die allgemeine Losung liefert.

Wir behaupten nun, die Funktion

1
:E/qp(r)sinw(t—r)dr (47.3)
geniige erstens der Differentialgleichung (47.2) und erfiille zweitens die Randbedingungen
q(t)=0 und g () =0. (47.4)
Der Beweis fiir diese Behauptung folgt daraus, daBl die Ableitung der Funktion
¢
2(@:0=/ply,7)dr (47.5)
lautet (s.z. B. Hiitte, 26. Aufl., S.100): )
¢
dzjdt = [ @, (¢, 7)dT 4 (L, 1). (47.6)
o

Die Funktion (47.3) ist vom Typ der Funktion (47.5). Deshalb lauten ihre Ableitungen

¢
q'=;01~zp(t)sinw(t—t)—{—%/w(r)cosw(t—r)dr:/yv(r)cosw(t—r)dr (47.7a)
to
und

d=y(t)cosw(l—1t)— wfzp ysinew (t—7)dT = wfw )sinw (t—17)dz. (47.7b)

Setzt man (47.7b) in dle Differentialgleichung (47.2) ein, so wird diese identisch befriedigt.
DaBl auch die Randbedingungen (47.4) erfiillt sind, sieht man daran, daB fir ¢=t¢, die
Grenzen in (47.3) und (47.7a) iibereinstimmen.

Wir wollen uns jedoch nicht mit der formalen Angabe der Losung (47.3) begniigen,
sondern noch zeigen, auf welche Weise man sich das Zustandekommen jener Funktion auch
physikalisch anschaulich machen kann. Zu diesem Zweck erinnern wir uns, daf die Losung
der homogenen Differentialgleichung

d+owtg=0 (47.8a)
unter den Randbedingungen
q) =0 und gq(f) =1 (47.8b)
nach (13.11) die Form
q() = % sin (£ — t;) (47.9)

hat. Wirkt eine Stérkraft @y (¢) wilhrend eines Zeitelementes 4 £, auf den Schwinger ein,
80 wird diesem ein Impuls ay (4,) At = av, erteilt, der einer Anfangsgeschwindigkeit v,
entspricht. Die weitere Bewegung verliuft dann nach (47.9). Wirken nun viele solcher
erregenden Impulse a y (i) 4 &, so iiberlagern sich die entstehenden Schwingungen, und es
wird

q(t) =2%‘smw (t—tg) = Zzp (%) sin o (t — tg) A 8. (47.10)
k
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Bei kontinuierlicher Einwirkung der Stérkraft und damit der von ihr ausgehenden Impulse
erhilt man die Dauergleichung der Bewegung durch einen Grenziibergang zu verschwin-
denden Zeitelementen A4 #;, aus (47.10), also

¢
g(t) = lim [%pr(tk)sinw(t—%k)zltk}=%/ap(r)sinw(t—r)dr,
k

At>0
to
wie in (47.3) angegeben.
Wir ziehen jetzt aus (47.3) eine Reihe von Schliissen.
o) Zunichst bestitigen wir, daB die aus (44.7) folgende, den Randbedingungen (47.4)
mit ¢, = 0 geniigende Losung
P 1 . Q
q(t) :;m[mn!)t—zsm wt} (47.11)
aus (47.3) mit

P
() = ;sin!)t (47.12)
ebenfalls gewonnen werden kann. Setzt man (47.12) in (47.3) ein und benutzt die Formel

sino 8in f§ = % [cos (@ — B) — cos (a«+ B)],
so folgt

t
q=—2—1—(5§f{cos[wt—(9+w)t]—cos[wt+(9—w)1]}dr.
0
Unbestimmt integriert kommt

1 P [sin[wt—— 2+ w)1]
20 @ Q4o
und nach Einsetzen der Randwerte ¢ und 0
1 P {sinQ2¢ sin2¢ sinwt sinowt
q(t):_mm[!)—w—!)—}—w_g—w——.@—l—w]’

+

sin [wt + (2 — o) 7]l =1
Q—o ]

=20

a
woraus dann (47.11) folgt.

B) Die Form (47.3) der Bewegungsgleichung gibt auch dann noch eine Lésung, wenn
die Erregerkraft mit der Eigenfrequenz « des Schwingers oszilliert. Mit

p(t) = %sin wt (47.13)
folgt aus (47.3)
¢
g(t) = rp sinwrsinw (t — t)d7T;
0 a J

durch die zuvor beschriecbenen Umformungen erhilt man weiter
¢

q(t)=2—1w—§ /[cos(2w1:—wt)—coscot]dt
K (47.14)

Lﬁ[sm&wt—wt) ]r=t=£[sinwt——wtcoswt].

2w a =9 2¢

Das Glied w? cos wt in (47.14) zeigt das Anwachsen der Schwingungsausschlige. Die Losung
(47.14) gilt wieder fiir die Anfangswerte (47.4) mit £,=0. Die allgemeine Losung der Be-
wegungsgleichung fiir den Resonanzfall lautet

————— —7cos wi
2w T

q(t)=Acoswt+Bsinwt-——;—gwtcoswt.

In der Form des letzten Gliedes erhalten wir iibrigens nachtriglich noch eine Bestitigung
der in der vorigen Ziffer angestellten Uberlegungen, wonach im Resonanzfall der Ausschlag
um 7/2 gegen die Erregerkraft verschoben ist, so daB er proportional — cos w¢ wird.
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») Eine weitere Frage kann durch Benutzung von (47.3) sofort beantwortet werden:
Welche Bewegungen fithrt ein schwingungsfihiges System aus, auf das vom Augenblick
t =10 an pl6tzlich eine Kraft K von konstanter GroBle wirkt?

Die Storfunktion ist v = K/a; die Randbedingungen sind (47.4) mit t,=0. Die Dauer-
gleichung der Bewegung lautet somit

¢
1K . K
q(t)—w a /smw(t——r)dr— p [1 —coswi]. (47.15)
0
Das System fiihrt also harmonische Schwingungen um die neue Gleichgewichtslage d= KJe
mit der Amplitude d aus.

SchlieBlich geben wir fiir spitere Verwendung noch an, wie das partikulare Integral
einer linearen Differentialgleichung mit Storungsfunktion aussieht, wenn die linke Seite
der Differentialgleichung nicht gerade so lautet wie in (47.2), sondern wenn allgemein

Ligl=y® (47.16)
vorliegt, wo L[g] einen in ¢ und seinen Ableitungen (bis zu einer beliebigen Ordnung )
linearen Differentialausdruck darstellt. Man bildet zundchst eine der verkiirzten (homo-
genen) Differentialgleichung L[¢]= 0 und den Anfangsbedingungen

g(0=0, ¢0)=0, §O0)=0,...., " 20)=0, ¢""VO)=1

geniigende Lésung ¢ (f) und daraus dann

|1
O =[it—Dy(®)dr. (47.17)
0

Dieser Ausdruck geniigt der Differentialgleichung (47.16), wie man durch eine ahnliche
Betrachtung nachweist, wie sie oben fiir (47.3) durchgefiihrt wurde, und erfillt ferner die
Bedin .
cdingungen g0 =0, §O0)=0,...., g*-D©0)=0. (47.18)
Man erkennt auch, daB8 (47.3) als Sonderfall in (47.17) enthalten ist.

48. Beispiele und Anwendungen. «) Der Fo6rrTiNGERsche Torsions-
indikator. Die schematischen Anordnungen der Abb. 43/1—43/5 stellen Ersatz-
systeme fiir irgendwie gebaute Schwinger
dar. Als Beispiel einer Ausfiihrungsart
betrachten wir den ForTiNcERschen Tor-
sionsindikator, und zwar zunichst in
der durch Abb. 48/1a wiedergegebenen
Bauform. Auf einer Welle W sind
an zwei Stellen I und IV Rohre R, R
befestigt, die an ihren freien Enden
Scheiben 8, und 8; vom Trigheits-
moment @ tragen. Der Relativausschlag
der beiden Scheiben kann gemessen wer-

den. Aus ihm soll auf die gegenseitige : ,
Verdrehung der Querschnitte I und IV S
|

@ [ 8% P
66 ‘

geschlossen werden, die dem Drillungs-

moment in der Welle proportional ist.
Mit ¢, (t) und ¢@,(f) werden die Aus- b

schlige der Welle an den Stellen J und IV,  abb. 48/1. Formserscher Torsionsindikator.

mit @,(t) und @,(t) die Ausschlige der

beiden Scheiben 8, und §; bezeichnet. Ferner mégen die Ausschlige ¢; und ¢,

in ihre harmonischen Bestandteile aufgespalten werden:

@i(t) =X PPoos 2t und g (t) = 3 DY cos;t. (48.1)

7 7
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Jeder harmonische Teilausschlag erregt in den beiden schwingungsfihigen
Systemen, die aus einem Rohr R (als Feder) und einer Scheibe § (als Dreh-
masse) bestehen, erzwungene Schwingungen. Und zwar liegt der Fall einer
FuBpunktanregung nach Abb. 43/4 (mit b, = 0) vor. Demgemifl wird nach
Gl. (45.3)

@(27') _ @gj) V3 und @g) — ¢,(;7) V3 . (482 a)
Daraus folgt Y — DY) = (DY) — DY) V. (48.2b)

Dabei bedeutet w? in V; den Quotienten GJ,/l @, wo J; und ! sich auf die beiden
(gleichen) Rohre beziehen. Das Drillungsmoment in der Welle wird

D) — GTJP (@) — DY) — G_iig VL (D9 — D). (48.3)
3

J. und L beziehen sich dabei auf die Welle.

?

Wiirde man nur esn Rohr verwenden, z. B. der Scheibe S; eine auf der Welle bei II
befestigte Scheibe S, gegeniiberstellen (urspriingliche Bauform, Abb.48/1b) und den Relativ-
ausschlag @;— @, dieser Scheiben messen, so erhielte man

) . 1 . . 1 . ) 1
@g) —_ ngl) — V—3 Qg) — @(21) = _\E (ng) — q;;ﬁ) — @(2;) <1 —_ V;)
= (1— ) (@9 — BP) — 720
[abweichend von der Angabe bei H. STEUDING [1], wo das zweite Glied der rechten Seite
von (48.4) fehlt]. Der Ausschlag & — @F) selbst wire kein Maf fiir die Verdrehung
PP — @5 und das zugehorige Drillungsmoment.

B) Abschirmen von Schwingungen. Eine Abschirmung von Schwin-
gungen kann in zweierlei Weise erwiinscht oder erforderlich sein. Entweder
sollen von auflen kommende, stérende Bewegungen von irgendeinem Korper,
etwa einem empfindlichen Mefgerit od. dgl. ferngehalten werden, oder es soll
vermieden werden, daf} die von einer Maschine ausgehenden periodischen Krdifte
auf die Umgebung wirken, wo sie in unerwiinschter Weise als Erregerkrifte
fiir neue Schwingungen sich erweisen kénnen. Nach dem in Ziff. 45 Gesagten
ist der Weg zur Erreichung solcher Zwecke vorgezeichnet: Man muBl federnde
Zwischenglieder schaffen. Die Gln. (45.3) und (45.4) geben iiber die mit diesen
Federungen erzielbaren Wirkungen Auskunft. Dadurch, daf V;<1 werden
kann, ist die Moglichkeit einer Verminderung der Stérwirkungen gegeben.
Es muf} hierzu allerdings #? > 2 oder 2 > 1/5 sein: Oberhalb 72 = 2 tritt eine
Schwichung der iibertragenen Krifte oder Bewegungen, unterhalb jedoch eine
Verstirkung ein. Man sieht daher, dal falsch bemessene Federungen das Gegen-
teil des angestrebten Zweckes bewirken. AuBerdem beachte man, daf dabei
in keiner Weise von einer Dampfung Gebrauch gemacht wird. Durch Dimp-
fungen kann man zwar manchmal ebenfalls eine Verminderung der Stér-
wirkungen erzielen, oft erreicht man aber auch eine Verstirkung (s. z. B.
Ziff. 54 8) ; in jedem Fall aber mufl man dabei einen Energieverlust in Kauf nehmen.
Federungen arbeiten dagegen verlustfrei. Dies kann etwa im Fall des folgenden
Beispiels 3 von Bedeutung sein, da man der Maschine dann keine Leistung
entzieht.

Wir behandeln einige Beispiele, die zeigen, wie Federungen bemessen werden.

Beispiel 1. Ein Mefigerat soll nach Abb. 48/2 erschiitterungsfrei aufgestellt werden.
Wie ist die Federung zu bemessen, wenn das Gerit ein Gewicht von 2 kg hat und die Stér-
ausschlige bis herunter zur Frequenz f = 50 Hz auf wenigstens 1/20 ihres Betrages vermindert
werden sollen ?

(48.4)
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Gegeben ist @=2kg, @Q/U=1/20, f=>50Hz; gesucht ist ¢, =¢/3. Nach (45.3) muf
V,=1/20 werden, also ist = — 1/20 oder 72=21. Da % =422 f2 ~ 105/s?, so wird

1
1— 2
»? = 10%/21 82 = 4760/s% und

aq
c=mw= —g—wzm 9,7 kg/em.

Werden drei Federn verwendet, so darf die Federzahl einer einzelnen
Feder den Betrag von ¢, =3,23kg/cm nicht iiberschreiten.

Beispiel 2. Fiir welche Frequenzen werden die Storbewegungen
auf 1/20 abgeschirmt, wenn das MeBgerit 5 kg wiegt und die gleiche
Federung angewendet wird wie im vorigen Beispiel ?

Mit ¢=9,7 kg/em und m=25,1 - 10-3 kgem-1s2 wird w?=1902/s2,
Aus 72=21 folgt 22=39950/s? oder 2=200/s, also f= 31,8 Hz.
Die groBere Masse bewirkt also, daBl die Stérbewegungen bis herunter
zur Frequenz von 31,8 Hz noch geniigend abgeschirmt werden.

Beispiel 8. Eine Maschine hat 4t Gewicht; ihr Rotor lauft
mit # =300 U/min. Die von der Maschine auf das Fundament iiber-
tragenen Krifte sollen durch den Einbau einer elastischen Unterlage
so geschwicht werden, daB sie hochstens noch !/; ihres bisherigen
Wertes betragen. Wie stark sind die Federn zu bemessen ?

aTn Abb. 48/2. Abschirmende

Da die Erregerfrequenz bekannt ist, 2 =2nf = 30 = 31,4/s, Aufhiingung.
rechnen wir am besten mit der ersten Fassung von (45.6). Die gestellte Forderung
besagt, dafl K 1

Vs = a, U2~ 5
werden soll. Daraus folgt, entweder aus der Kurve Abb. 45/1a oder nach Rechnung aus

1 1
1I—y2 B’

der Wert #2=6. Die Eigenfrequenz der Maschine auf der Federung muB daher

w? = 2%/6 = 165/s?
betragen. Da die Masse a, =4,08 kgem-1s? ist, so muB die Federzahl ¢ = a, »? = 672 kgem-?
werden.

Anmerkungen zum vorstehenden Beispiel: Die Federzahl darf hochstens 672 kgem-?
betragen, wenn die gestellte Forderung nach Abschirmung der Kraftwirkung auf héchstens
1/, erfiillt werden soll. Weichere Federn schirmen noch besser ab (da sie noch gréBeren
Werten 7 entsprechen). Ebenso wird eine schwerere Maschine (VergroBerung des Funda-
mentblocks) noch besser abgeschirmt. Wenn die Federung z. B. aus 12 Schraubenfedern
besteht, so darf jede Feder eine Federzahl von héchstens ¢, = 672/12 kgem~! = 56 kgem-?
aufweisen. Auf dieser Bettung wiirde die Maschine von 4 t Gewicht um rund 6 cm einsinken.
Es ist deshalb iiblich, die Federn vor dem Einbau um etwa diesen Betrag vorzuspannen,
so dafB sie beim Einbau nur noch unwesentlich zusammengedriickt werden. Neuerdings
zieht man die Benutzung von Zugfedern vor; man hingt also die Maschine mit ihrem
Fundament an Federn auf.

Beispiel 4, Welche Schwingungsausschlage der Maschine auf der elastischen Unterlage
hat man in der Anordnung des vorigen Beispiels zu erwarten, wenn angenommen werden
kann, daB die Erregerkrifte herrithren von einer Unwucht, deren statisches Moment
8§ =30 cmkg betrigt? Mit welcher Kraft werden die Federn durch die Schwingungen zu-
sétzlich beansprucht? Welche periodische Kraft iibertragen sie weiter auf ihre Unterlage ?

Der Schwingungsausschlag folgt aus (45.5), da hier a,-}-a, ~ a, gesetzt werden darf, zu

S8 7 | 30emkg 6
Q= g 1 = "4000kg 5 =0,9-10"2cm.
Die harmonisch verianderliche Kraft in den Federn, die gleich ist der auf die Unterlage
iibertragenen Kraft, hat die Amplitude

N
K=0q, U2V, =—02*V,~ bkg.
Auf eine Feder entfillt daher K, ~0,5kg.
Klotter, Schwingungslehre I. 9

1— 52
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y) Ausschlige einer Scheibe auf einer umlaufenden Welle; biege-
kritische Drehzahlen. Auf einer lotrecht stehenden biegeelastischen Welle
sitze eine Scheibe mit der Masse a, deren Schwerpunkt 8 nicht genau mit dem
DurchstoBpunkt M der Wellenachse durch die Scheibe iibereinstimme (Abb.48/3);
es sei MS = U. Wird die Welle angetrieben, so dreht sie selbst sich ebenso wie
die auf ihr sitzende Scheibe (auch in einem ausgebogenen Zustande) um die
Wellenachse LM L'. Die Lage von S gegen M wird also durch den mit der
Geschwindigkeit 2 umlaufenden Vektor u vom Betrage U an-
gezeigt, 1 = U e!?%. Durch die Drehung wird an der Scheibe
eine Fliehkraft p geweckt, die proportional ist dem Vektor 1.
Die Fliehkraft ist quer zur Wellenachse gerichtet und sucht
die Welle zu biegen. Da die Fliehkraft stets die Richtung

w=M —g hat, dreht sie sich mit der Winkelgeschwindigkeit
02 der Welle. Wir haben einen mit £ umlaufenden Vektor
p einer dulleren Kraft vor uns. Fir den Ausschlag q des
Punktes M der Scheibe (von der Ruhelage O aus gerech-
net) gilt die Differentialgleichung (in Vektorform)

, aqgt+cqg=yp. (48.5)
¢ ist die Federzahl fiir Biegung, a die Masse der Scheibe.
Da p=a Q2269 ist, so liegt (mit b, = 0) der durch
Gl. (43.7 ¢) beschriebene Fall vor; man erhilt den erzwungenen
Ausschlag q durch Einsetzen von q = 0 ¢/?¢ in (48.5) aus der
algebraischen Gleichung

(—al2+c)Q=all?

zu

Abb. 48/3. Welle mit o O? o
Scheibe. Q=U0_—""m :ul_nzziuvl. (48.6)

Die komplexen Amplituden der Ausschlige und aller Krifte (Erregerkrafi,

Federkraft und Tragheitskraft) zeigt Abb. 48/4 [dabei gelten a) und b) fiir n < 1,

s3_D . o © llllnd d) Elﬁrf n> 1].11 Die Vekgorenhsilr)ld hiﬁr

T 7] o 2 0% nicht nur Hilfsvorstellung, sondern haben alle

* 6_ 2hed eine unmittelbare Bedeutung: sie selbst (nicht

1 . o ot thre Projektionen)" geben der‘a Verlauf"des

¢ M?Ejo d 0&9@ Ausschlags und der Krifte an. Die Welle liuft

im ausgebogenen Zustand um. Die Biege-

A e b ) D fue  Spannungen in den einzelnen Querschnitten

n<1, cund dfirg>1. haben einen festen, nicht einen zeitlich ver-

anderlichen Betrag; die Welle ist einer ruhen-

den, nicht einer schwingenden Biegebeanspruchung unterworfen (im Gegensatz

etwa zu den in der néchsten Ziffer zu besprechenden Drillungsbheanspruchungen).

Der Ausschlag 8 des Schwerpunktes S der Scheibe setzt sich aus zwei

dynamisch ganz verschiedenen Anteilen zusammen: erstens dem durch den

Antrieb veranlaBten Umlauf um die Wellenachse 1= 11¢!?f und zweitens

dem durch die Fliehkrifte erzwungenen Ausschlag q = Q¢!?% Er wird also
gegeben durch 3 =u 4 q oder & = Ul 4 £, und es ist

7 1
S=u+0=1(1+;Ts)=Uys =+ 1V, (48.7)
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Solange 7 <1 ist, sind q und u in Phase (Abb. 48/4a und b). Bei Anniherung
an den Wert s =1 gehen die Ausschlige iiber alle Grenzen. LiBt man also
eine Welle umlaufen mit einer Winkelgeschwindigkeit £2, die nahe an der Kreis-
frequenz o ihrer freien Biegeschwingungen liegt, so wird die Welle wegen der
stets vorhandenen geringen Exzentrizititen U recht groBe Ausschlige machen,
sie ,,schlagt. Man nennt die Drehgeschwindigkeit Q = @ = 1/0/71 die kritische
Drehgeschwindigkeit und die zugehoérige (minutliche) Drehzahl die kritische
Drehzahl, und zwar insonderheit die biegekritische Drehzahl.

Oberhalb der kritischen Drehzahl sind die Vektoren q und u in Gegenphase
(Abb. 48/4c und d); der Schwerpunkt liegt daher (weil £ > 11 ist) zwischen O
und M und riickt mit wachsender Drehzahl 2, weil V, >1 oder V,~>0 geht,
immer mebr nach O hin. Die Scheibe liuft bei hohen Drehzahlen um den fast
in O ruhenden Schwerpunkt §; sie macht geringere Ausschlige als bei den
kleinen Drehzahlen unterhalb der kritischen.

Liegt die Welle waagrecht, so dndert sich an den beschriebenen FErschei-
nungen nur, daB die Nullage nicht mehr durch den unverzerrten Zustand,
sondern durch die statische Gleichgewichtslage bestimmt wird.

Die Erscheinung des ruhigeren Laufes bei hohen Drehzahlen wurden an Turbinenwellen
beobachtet (DE Lavar 1883), bevor man sie rechnerisch verfolgt hatte. Sie ist auch bekannt
unter der Bezeichnung Selbstzentrierung einer Welle bei hohen Drehzahlen. Seither ist die
Untersuchung von kritischen Drehzahlen aller Art (biegekritischen, torsionskritischen)
ein wichtiger Zweig der technischen Schwingungslehre geworden.

49. Das Zweimassensystem ohne Festpunkt. Eine besondere Klasse von ein-
fachen Schwingern stellen die Systeme dar, deren Eigenschwingungen in Ziff. 23
behandelt wurden; sie bestehen aus zwei Massen mit zwischenliegender Feder
(Abb. 23/1 und 23/6), die je nach Art der Bewegung auf Zug oder auf Drillung
beansprucht wird. Da solche Systeme als Schwinger nur einen Grad der Frei-
heit aufweisen, beschreiben die Gleichungen von Ziff.43—46 auch ihre
erzwungenen Schwingungen vollstindig. Die besonderen Umstinde, die bei
den Bewegungen dieser Systeme auftreten, machen jedoch eine eigene Dis-
kussion erwiinscht. Wir fiihren sie mit den Bezeichnungen fiir die Drillungs-
schwingungen durch.

Zur Untersuchung der erzwungenen Schwingungen geniigt es anzunehmen,
es greife an einer der Drehmassen @, oder @), ein Zwangsmoment m, oder m, an.
Wenn die Schwingung von beiden Stellen her erregt wird, so erhilt man das
Ergebnis durch Uberlagerung. Wegen der symmetrischen Bauart des Schwingers
und der Gleichungen geniigt iiberdies die Durchfithrung fiir einen der beiden
Fille. Wir nehmen also an, es greife ein Zwangsmoment my, = Pye'?! an der
linken Drehmasse @, des Systems Abb. 23/1 an. Dann lauten die Bewegungs-
gleichungen, wenn wir entsprechend den Gln. (23.6) die beiden Koordinaten
¥y und ¥, benutzen und ihnen komplexe Werte zuerkennen,

Oy 9y + ¢ (Fy—0y) = Pyet?t, 019, + ¢ (9 —9,) =0. (49.1a)
Mit dem Hauptschwingungsansatz
o= A€?, 9= A, &% (49.2a)
folgen daraus die beiden algebraischen Gleichungen
— 2y 4 _
(c—0y$2*) Ay—c 4, = P, (49.3)
—cAy+ (c—6,02%) 4, =0.

9*
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Die Auflssung ergibt, wenn analog (23.10) mit
D(22) = (c— 0y 2?) (c— O, 2%) — ¢ = 0,0, Q*(Q?— »?)
die Determinante der Koeffizienten der linken Seite bezeichnet wird, und die
Abkiirzungen (23.11) verwendet werden,
¢c— 6,2
Ao="pz b=
¢ P, k
4, = D () Po— +-@;§2_(.Q2—w2) .

Obgleich wir hier eine iiberzéhlige Koordinate benutzen, filhrt dieser Weg am ein-
fachsten zum Ziel. Wollten wir die Bewegungsgleichung fiir die erzwungenen Schwingungen
unter Benutzung der einen Koordinate ¢ =, — ¥, aufstellen, also in derjenigen Form, die
(23.7b) entspricht, so waren folgende Uberlegungen notwendig:

Die Differentialgleichung der freien Schwingungen ist (23.7b). Die Glieder der Gleichung
bedeuten nicht Momente an der Drehmasse ©,; wir diirfen also, um die Gleichung fiir die
durch das Zwangsmoment 11, = Pyet 2t ermwungenen Schwingungen herzustellen, nicht ein-
fach das Zwangsglied auf die rechte Seite setzen. Multiplizieren wir dagegen (23.7b) mit

@0 + @1

6,

P, @—k

0, (2 — o) (49.4a)

, so kommt

0,0 + _&‘@*‘_@1_ co=0.

1
Diese Differentialgleichung kann aufgefalt werden als Gleichung des im Knoten ein-
gespannten linken Stiickes der Welle, und die Glieder bedeuten Momente, die auf die Dreh-
masse O, wirken. Hier darf jetzt das Zwangsglied P,ei@! eingesetzt werden (wegen
0 =%, — 9, mit dem negativen Zeichen)

6,5+ 60+ 6, co=— P,eiRt. (49.1b)

3

Mit dem Hauptschwingungsansatzg= Bet !
folgt

(o Qt%; 6, _Qz) B-—P, (49.2h)

und daraus

cA

% P, 1

6 F—ot (49.4D)
Wegen 9 =49, — &, ist B=4, — 4,. Durch
Bildung dieser Differenz aus den Ausdriicken
(49.4a) folgt ebenfalls (49.4b). Das gleiche

Ergebnis erhdlt man auch aus (44.5), wenn
man beachtet, dal wegen (49.1b) an die

B=

Abb. 49/1. Ausschlagamplituden 4,, 4, und B des  Stelle von ¢ der Ausdruck ¢ M treten
Zweimassensystems bei Erregung der Drehmasse ©,. @1

muB; denn
— P, 1 — P, 1 P, 1

b=, 10,1 F wei—r" 6 F=a

1
Wir erortern das Ergebnis an Hand der Gln. (49.4a). In der Abb. 49/1 ist
eine den Ausschligen 4, und 4; und dem Relativausschlag B = 4,— 4, pro-
portionale dimensionslose GroBe in Abhingigkeit vom Quadrat der Erreger-
frequenz ? aufgetragen. Wir begniigen uns mit der Darstellung eines charak-
teristischen Falles. Der Abb. 49/1 liegen die folgenden Zahlenwerte zugrunde:

0, =P;' s2und @, = ¢s?, also k=2/s?, k' =1/s® und w® = 3/s®. Die Gleichungen
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der Kurven lauten daher

P @2—1 R 1 B 1
do=— B, 2 (22—3s72)° 4,= 9, 2(2°—3s57)° B= 6, 22352
oder

cdy (22— 1)s2 cd, gt cB g2
2P~ (@ —3s7) 2P, T 2 (P—357)° 2P, 7 2352
Die Lage des (reellen oder virtuellen) Schwingungs- rec s
knotens findet man aus den Beziehungen (Abb. 49/2) < r—w’—:‘—l
zfl = Ay/B oder [l = A,/B, die L :}(\_{
zfl =1— (/22 oder x/l = k[Q2? ‘
. . Abb. 49/2. Ausschlige und
liefern. Mit den angegebenen Zahlenwerten kommt Knoten.

afl = 1— (1s72€?) oder '/l =1s302
In der Abb. 49/3 sind die Ausschlagbilder fiir die folgenden Werte der Er-
regerfrequenz zusammengestellt:

allgemein Zahlenwert Lage des Knotens
0< Q< ¥ 22 =1/252 l=—1
Q2= 2 =157 2l=0
B <2< w? 2=2g72 xfl =1/2
22 = @’ 22 =352 xfl = 2/3
w? < 22 2=4g7? z/l = 3/4.

Man sieht aus Abb. 49/1 sowohl wie aus Abb. 49/3 (der
Pfeil deutet das Zwangsmoment an), daf bei geringen
Werten der Erregerfrequenz beide Drehmassen grofe
Ausschlige machen, die mit dem Zwangsmoment in
Gegenphase liegen. Mit wachsender Frequenz werden
die Ausschlige kleiner (der Relativausschlag dagegen
grofBer), bis bei 22 == &’ der Ausschlag A4, verschwindet.
Das System schwingt dann so, als ob es links ein-
gespannt wére; dabei wird das Einspannmoment vom
Erregermoment geliefert. Denn mit 2% = £’ wird

bt KRI_ K
A=t o =0, 5" ¢’
das Einspannmoment Ej;=—c¢ A4, ist also gleich F,.

Im nichsten Bereich k' < (%< ? ist 4, in Phase
mit dem Zwangsmoment P,, 4, in Gegenphase, der
Knoten liegt im Wellenstiick. Der Ausschlag 4,
nimmt seinen (dem Betrage nach) kleinsten Wert
an bei €22 = ©¥2, wie man durch Nullsetzen der
Ableitung findet. Bei £2 = @? tritt Resonanz ein:
Die Schwingung kann ohne Zwangsmoment auf-
rechterhalten bleiben; bei endlichem Zwangsmoment gehen die Ausschlige
iiber alle Grenzen. Fiir 0% > w? ist 4, wieder in Gegenphase, jedoch 4, in
Phase mit der Erregung. Mit wachsender Frequenz riickt der Knoten immer
weiter nach rechts.

Man beachte, daB diese Betrachtungen wie die frither durchgefiihrten Diskussionen
der VergroBerungsfunktionen nur fiir konstante Werte (2 gelten. Die Kurven sind ,,punkt-
weise’’ zu verstehen.

Abb. 49/3. Ausschlagbilder fiir
verschiedene Erregerfrequenzen.
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Weil wir in spateren Abschnitten dieses Bandes und der folgenden Binde die hier
abgeleiteten Ergebnisse noch héufig benutzen, sie dabei aber in mannigfacher Form
antreffen werden, so geben wir schon hier weitere Schreibweisen fir die Gin. (49.4) an.
Neben jenen Fassungen gilt auch

P, k(¥

Ap=—-+ (k5]
_ P, kK

di=—F g &+ &) (49-40)
_5 k

b= e arE)

b) Schwinger mit geschwindigkeitsproportionalen Dimpfungskriften.

50. Differentialgleichung und Dauergleichung der Bewegung. Zur Unter-
suchung der erzwungenen Schwingungen von Systemen mit Dampfung greifen
wir zundchst den Fall der geschwindigkeitsproportionalen Déampfung heraus.
Er ist am einfachsten zu behandeln, da die Differentialgleichung linear bleibt.
Alle andern Arten von Dampfungskriften fiihren auf nichtlineare Differential-
gleichungen (s. Abschnitt c¢). Bei Anwesenheit einer der Geschwindigkeit pro-
portionalen Dampfungskraft werden die unter Voraussetzung der Dimpfungs-
freiheit erzielten Ergebnisse (Abschnitt a) in manchen Punkten wesentlich
abgedndert. Die fir diesen Fall giiltige Bewegungsgleichung ist (43.3) mit den
verschiedenen Formen (43.8) fiir die Amplitude der Erregerkraft. Den grofBten
Teil der weiteren Erérterung werden wir an die Vektordarstellung anschlieBen;

wir schreiben die Bewegungsgleichung deshalb in die Vektorform um. Der
GL (43.3) entspricht

ag+bg+cq= Pe! (50.1)
mit den Gln. (43.8), die als Vektorgleichungen lauten:
B = a, 0211, B =1b,0MU, B =cU. (50.1a—c)

Mit kieinen deutschen (Fraktur-) Buchstaben sind (wie stets) die Augenblickswerte der
erzeugenden Kreisbewegung, mit groen ihre komplexen Amplituden bezeichnet. Eine
harmonische Schwingung mit der komplexen Amplitude 9 der erzeugenden Kreishewegung
wird im folgenden der Kiirze halber oft einfach ,,Schwingung 9 genannt werden. Es wird
auch noch einmal daran erinnert, daB nach den Verabredungen von Ziff. 4 eine Gleichung
zwischen komplexen GréBen, wie etwa (50.1), so zu verstehen ist, daB jeweils nur entweder
der reelle oder der imaginire Teil fiir die Beschreibung der Schwingung maBgebend ist.

Gl. (50.1) ist [wie die Bewegungsgleichung (44.1) der ungedimpften Schwin-
gung] eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit Stérungsfunktion,
deren Losung sich aus der Lésung der um das Stérungsglied verkiirzten Gleichung
und einem partikularen Integral der unverkiirzten zusammensetzt. Vom ersten
Anteil [der in reeller Form durch (35.4) beschrieben wird] sehen wir zunschst
ganz ab, da er abklingt und den sich schlieBlich einstellenden stationdren Vor-
gang nicht mehr beeinfluBt.

Als Partikularintegral miissen wir wieder eine Schwingung Q mit der Kreisfre-
quenz £ der Erregerkraft erhalten, da nur mit der gleichen Winkelgeschwindig-
keit umlaufende Vektoren festen Betrages in jedem Augenblick ein geschlossenes
Krafteck liefern kénnen. Es ist also

q= e (50.2)
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Durch Einsetzen von (50.2) in die Differentialgleichung (50.1) folgt
D(—a2+b0¢+c)="B. (60.3)

Diese Gleichung zeigt, in welcher Weise Gleichgewicht
zwischen der Erregerkraft {§ und den drei dem Ausschlag
£ proportionalen Kriften (Tragheitskraft, Dampfungs-
kraft und Federkraft) besteht. Aus ihr liest man auch
ab, daB £ und 9P jetzt nicht mehr kollinear (d.i. in
Phase oder Gegenphase) sein konnen. Nur ein gegen
B nacheilender Vektor £, kann die Beziehung (50.3) er-
fiillen. Die Abb. 50/1 und 50/2 zeigen die zugehérigen
Vektorbilder, und zwar a) Erregerkraft B und Aus-
schlag £, b) das Krafteck nach (50.3), ¢) das Biischel
der komplexen Amplituden, das umlaufend (und pro-
jiziert) den zeitlichen Verlauf der vier Krifte angibt.
Abb. 50/1 ist ein Beispiel far eine Schwingung mit unter-
kritischer Erregerfrequenz 2 < w, Abb. 50/2 fiir eine  Abb.50/L Vektorbilder fiir

. . .. e unterkritische  Erregerfre-
Schwingung mit diberkritischer Erregerfrequenz 2 > .  quenz 2 < . a Erregerkrat

Um den Betrag ¢ der Amplitude und den Nacheil- A e eeck,
winkel ¢ zu erhalten, kann man zur reellen Schreibweise
iibergehen. Man findet dann durch Zerlegen der Vektoren von (50.3) in einen
Sinus- und einen Kosinusanteil oder einfacher durch Ablesen aus dem recht-

winkligen Dreieck der Abb. 50/1b oder 50/2b
PP=@[(c—af2®)?+622%] oder Q=

P
Vie—a @ + 0222

(50.42)

und tge— s, (50.4b)

Beide GréBen, @ und ¢, sind durch a,
b, ¢ und 2 festgelegt, auBerdem ist ¢
noch P proportional. Die Abhéngigkeit
des erzwungenen Ausschlags von den
verschiedenen Parametern untersuchen
wir jedoch zunichst nicht an den reellen
Formen (50.4), die wir erst in Ziff. 53
niher betrachten werden, sondern im 3
AnschluB an die Vektorgleichung (50.3).  Abb. 50/2. Vektorbilder fir Wiberkritische Erreger-
In jener Gleichung stehen links die frequenz Qb>K?;fteik,]:§re1%$;§:f2irﬁzgiin.Ausscmag'
Tragheits-, Dimpfungs- und Federkraft

(mit positivem Zeichen, wenn sie den Schwingkdrper zuriickfithren), rechts die

Erregerkraft. Schreiben wir also B, + B + B, = B, so wird

Bo=—0220, PF,L=5bL2:0, P,=cL. (60.5a—c)
Nun bilden wir die drei Quotienten
=g = CamtiaiTe = (T (50.62)
he = %b = anb—i:Qbi.Qi TeT s 7?2;33—1.25 i (50.61)
_ B _ ¢ SIS S (50.6¢)

3T P T —a@+bQitc  (I—)+28yi
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Als Verhiltnisse komplexer GroBen sind die Quotienten 1 selbst komplex, als
Verhaltnisse von Kréiften dimensionslos. d und # sind die friiher (Ziff. 35 und 44)
schon benutzten Abkiirzungen ¢ = b/2 1/% und = £/w. Gl. (50.3) kann also
in die Form
D+ 9ths=1 (50.7)
gesetzt werden. Je nach der Reihenfolge der Summanden ergeben sich ver-
schiedene Vektorbilder. Drei von ihnen zeigt Abb. 50/3. Mit P multipliziert ent-
stehen aus den Abb. 50/3 die Kraftecke, so gehort z. B.
2 Abb. 50/1b zu Abb. 50/3a.
Die Untersuchung der Vorginge in der vektoriellen
a (d. i. komplexen) Schreibweise hat, weil der Zusammen-
hang mit dem anschaulichen Vorgang der Kreis-
bewegung stets gewahrt bleibt, groBle Vorteile gegen-
iiber der reellen Betrachtungs- und Schreibweise, in
der sich oft recht uniibersichtliche Formeln ergeben.
Auf jenem Wege ist ferner eine folgerichtige Weiter-
bildung von Begriffen méglich, die fiir die dampfungs-
freie Bewegung entwickelt worden sind (kinetische
EinfluBzahl, kinetische Federzahl).

51. Kinetische EinfluBzahlen, kinetische Federzahlen
Aol pyoimensionslose  und Ortskurven bei frequenzunabhiingiger Amplitude der
Fed‘;{;‘gﬁf%igf&;,‘;;ﬁ; )151110- Erregerkraft. Den Zusammenhang zwischen Erreger-

Dot DatDp=1. kraft P und erzwungenem Ausschlag £ kann man mit

Hilfe jeder der Gln. (50.5) zusammen mit der ent-
sprechenden Gl. (50.6) herstellen. Fiir Erregerkrifte fester Amplitude empfiehlt
sich die dritte Form. Man findet

o= _lgpy odr F=ln=tn=5 (51.1)

c

~

Den Quotienten aus erzwungenem Ausschlag und erregender Kraft bei harmo-
nischen Schwingungen hatten wir fiir den dimpfungsfreien Schwinger in Ziff. 45
(in Analogie zu der Bedeutung des Ausdrucks fiir statische Krifte und Aus-
schlige) als kinetische EinfluBzahl bezeichnet. Fiir kollineare Krafte und
Ausschlige (wie sie dort vorhanden waren) ist der Quotient eine reelle Zahl.
Hier, wo P und £ einen von 0 oder z verschiedenen Winkel miteinander ein-
schlieflen, ist dieser Quotient komplex. } ist eine komplexe Zahl, die wir wieder
als kinetische EinfluBzahl bezeichnen; sie geht aus y, durch Multiplikation mit
der statischen Einfluizahl 2 hervor. 1), selbst nennen wir deshalb die reduzierte
kinetische Einflufzahl. Die kinetische EinfluBizahl §) ist also wieder jene (jetzt
komplexe) Zahl, mit der die (komplexe) Kraftamplitude P8 zu multiplizieren
ist, damit man die (komplexe) Ausschlagamplitude £ erhilt. Den Kehrwert
¢ = 1/ nennen wir auch hier die kinetische Federzahl. Sie stellt aus der (kom-
plexen) Ausschlagamplitude die (komplexe) Kraftamplitude her. Es ist demnach

P 1 11 ¢
D= T =k, =S oder - - =3,. (61.2)
Die dimensionslose komplexe Zahl 3; = 1/y; heille reduzierte kinetische Federzahl.
Den Zusammenhang zwischen 8 und £ bei verschiedenen Frequenzen £
kennt man, wenn man den Verlauf der reduzierten kinetischen EinfluBizahl 1),
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oder ihres Kehrwertes, der reduzierten kinetischen Federzahl 3,, kennt. Denn
Multiplikation des dimensionslosen Vektors ), mit der statischen EinfluBzahl A
und der (als unabhingig von £ angenommenen) komplexen Amplitude P der
Erregerkraft gibt die komplexe Amplitude £ des Ausschlags; oder: Multi-
plikation der reduzierten kinetischen Federzahl 3, mit der statischen Feder-
zahl ¢ und dem Ausschlag O gibt die Erregerkraft 3. Die Erirterung des Verlaufs
von 1)y oder 3, gibt uns also iiber den zu untersuchenden Zusammenhang zwischen

B und O erschipfend Auskunft.

Der einfacheren Gleichungen wegen, zu denen diese Betrachtung fiihrt,
beginnen wir mit der Untersuchung des Verlaufs von 35, der reduzierten kineti-

schen Federzahl. Aus (50.6¢) finden wir
=HE o]

o= (l—®) £ 2071 (51.3a)
oder
@\ b0,
&::<1—-“c )—P*?%.(5L3b)

Wir suchen die Abhéngigkeit dieser
GroBle von den vier Bestimmungs-
stiicken 2, a, b, ¢ getrennt auf.

1. Wenn die Systemgréfen a, b, ¢
feste Werte haben und nur £ sich
dndert, so dndert sich in (51.3a) die
Grofie n = Q/w, wihrend ¢ einen festen
Wert behilt. Die Endpunkte aller Vek-
toren 35, die nach (51.3a) fiir festes ¢
und verénderliches » gebildet werden,
liegen auf einer der Kurven der Ab-
bildung 51/1a. Wird mit z und y Real-

teil und Imaginirteil von 3, bezeich-
net, so folgt aus (51.3a) die Gleichung
dieser Kurven mit # als Parameter zu

Abb. 51/1. Schar von Parabeln als geometrischer
Ort der Endpunkte der Vektoren 3; (reduzierte kineti-
sche Federzahlen) bei Variation der Erregerfrequenz

2 mit ¢ als Scharparameter.

x=1—n% y=20%.
Eliminiert man den Parameter, so lautet die Beziehung zwischen x und y
Y2482 (x—1)=0. (51.4)
Die Kurven sind Parabeln [I]. Die einzelnen Parabeln der Schar unterscheiden
sich durch die zugehdrigen Werte 8. Die Zuordnung der Werte 6 an die einzelnen
Parabeln erfolgt am einfachsten mit Hilfe der Teilung auf der y-Achse; weil
dort = 1 ist, schneidet jede Parabel auf ihr den Wert 26 ab. Fiir = 0 artet
die Parabel aus in die links vom Einheitspunkt gelegene Halbgerade der reellen
Achse. Die Zuordnung der einzelnen Punkte zum Parameter 5 erkennt man
aus der Teilung der z-Achse. Will man an Stelle von #? den Wert # selbst
auftragen, so entsteht ein nach links gehender quadratisch geteilter MaBstab,
dessen Nullpunkt mit dem Einheitspunkt der x-Achse zusammenfallt.

Wir machen uns an einem Beispiel noch einmal die Bedeutung des Dia-
>
gramms klar: Der in Abb. 51/1a eingezeichnete Vektor O Z gibt die reduzierte

kinetische Federzahl 3, (fir die Werte 6 = 1, 2 = 0,24) an. Eine erzwungene
Schwingung, deren erzeugender Vektor £ in Abb. 51/1b ist, wird daher hervor-
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gerufen durch eine mit derselben Frequenz verlaufende harmonische Kraft,
deren komplexe Amplitude der Vektor P derselben Abbildung ist.

Unter Beriicksichtigung der MaBstibe konnen wir den Sachverhalt auch
folgendermafBlen aussprechen: Die reduzierten kinetischen Federzahlen 3, sind
reine (komplexe) Zahlen. Sind sie so aufgetragen, daB die Einheit auf beiden
Achsen durch n cm dargestellt wird, so ist der MaBstab fiir 3,

1
M3 = nem
Betragt die statische Federzahl ¢ kg/cm und benutzt man den MaBstab
__ckg/em
¢ 7 cm

(51.5a)

, (51.5b)

so bedeuten die Vektoren 0_2 des Diagramms die kinetischen Federzahlen c.

-
Hat die Ausschlagamplitude £ einen Betrag von @ cm, so gibt der Vektor OZ
die erregende Kraft 8 nach GréBe und Phasenlage an, wenn man den MaBstab

_ cQkg
P~ pem

(51.5¢)

zugrunde legt. Das Diagramm liefert aber noch mehr: Der Streckenzug OEDZ
bezeichnet das Krafteck aus Feder-, Trigheits- und Widerstandskraft analog
der Abb. 50/1b, jedoch in anderer Lage zur Zeitlinie. In Abb. 51/1¢ ist es heraus-
gezeichnet. Maflstab ist mp nach (51.5¢).

Aus dem Diagramm Abb. 51/1a kénnen wir nun eine Reihe von Eigenschaften
der erzwungenen Schwingung in iibersichtlicher Weise unmittelbar (qualitativ
und quantitativ) ablesen: Bei geringen Werten des Frequenzverhiltnisses 7
haben f und £ nur geringe Phasenverschiebung, und die Amplitude der
Schwingung ist nahezu gleich dem statischen Ausschlag. Mit steigender Frequenz
der Erregung wichst die Phasenverschiebung zwischen Erregerkraft und Aus-
schlag. Dieser bleibt hinter der Erregerkraft zuriick. Beim Frequenzverhaltnis

=1 ist die Phasenverschiebung 90 geworden. Federkraft und Tragheitskraft
heben sich dann auf, OE = EO, die Erregerkraft ist gleich der Widerstandskraft.
Mit weiterem Anstieg der Erregerfrequenz wichst auch die Phasenverschiebung
weiter und geht bei grolen Werten 7 gegen 180°. Der Betrag der Erregerkraft

(dargestellt durch die Linge des Vektors 0_2), der zur Erzielung einer vor-
gegebenen Auslenkung nétig ist, nimmt (wenigstens fiir kleine §) anfangs ab,
hat noch vor # =1 einen kleinsten Wert und wichst dann stark an.

Der Phasenverschiebungswinkel ¢ zwischen Erregerkraft §§ und erzwungenem Aus-
schlag £, tritt im Diagramm Abb. 51/1a auf als Winkel zwischen dem Vektor 0z und dem
Vektor (ﬁi Er ist gegeben durch
Sm 0 Z oy 2679
weoz © 1-7
Diese Beziehung kann man (an Stelle der Teilung der y-Achse) ebenfalls benutzen, um die
Werte d festzulegen, die den einzelnen Parabeln zugehoren. Macht man ndmlich

_n
1—n2

tge= (51.6)

=41 oder =1,

1— o2
so wird

tge’ =26 oder tg(mr— e’y =24. (51.7)
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Diese Forderungen liefern fiir  die quadratischen Gleichungen
®+n—1=0 oder Pr—n—1== (51.8)

mit den beiden positiven Lésungen »” und "

’ 1 =
7 =1—n 2:?[_14-1/0]:0,618
und 1 ~ (61.9)
7= — (L= =5 [L+ 5] = 1,618.

Die Stellen 1 — %2 = 0,618 und 1 — #’’2 = — 1,618 sind in der Abb. 51/1a angemerkt. Die
zugehorigen Phasenverschiebungswinkel sind ¢ und ¢&”; fiir den ersten gilt 20 =tg¢e’,
fiir den zweiten 2 6 = tg (z — &”’). Die Winkel ¢’ und &” sind als Démpfungswinkel gelegent-
lich auch zur Kennzeichnung der Démpfung (an Stelle des von uns bevorzugten ) vor-
geschlagen worden [2]. (In der Abb.51/1a sind sie zum Wert §=1/4 eingezeichnet.)

Des weiteren merken wir fiir den spéteren Gebrauch (Ziff. 58) noch an, dafl wegen (51.6)
die Abszisse 7, des Schnittpunktes einer Parabel mit dem unter ¢=45° gezogenen Strahl
die Beziehung 26 = (1 — 172)/778 erfiillt. Auch dieser Strahl ist in Abb. 51/1a eingezeichnet.

Das Diagramm Abb. 51/1 reicht zur Festlegung des Vektors 3, (und damit
von ¢ und R) fiir alle Werte der vier Verdnderlichen a, b, ¢ und 2 vollkommen
aus. Es erlaubt ferner eine eingehende Diskussion der Eigenschaften der durch
eine harmonische Erregerkraft bei verschiedenen Frequenzen an einem ge-
dampften Schwinger erzwungenen Schwingungen. Zur Vertiefung des Ein.
blicks in die Zusammenhinge wollen wir in ganz entsprechender Weise eine
Erorterung der Abhén-
gigkeit der reduzierten
kinetischen Federzahl 3,
auch von den Kenn-
groBen a, b und ¢ des
Schwingers durchfiihren,
da es gegebenenfalls wich-

tig sein kann zu erfahren, t

wie sich Abé#dnderungen =§

am schwingenden System QIIIU
<

auf den Verlauf der Be-
wegung auswirken. Es
ist dabei vorteilhaft, die

y=
_sS

]
|
|
Gl (51.3)inder Fassung b 85—
heranzuziehen. i
2. a dndert sich, b, ¢ :
und 2 haben feste Werte. 95

Der Imaginédrteil in(51.3b)
dndert sich nicht. Die  Abb. 51/2. Vier Scharen von Ortskurven fir 3.

K : gnderlich, — — — 2, b, ¢ fest, a verdnderlich, ----- , @ ¢ fest,
urven sind Parallele zur b verinderlich, —- —- — 0, a, b fest, ¢ verinderlich.

z-Achse (—-— in Abbil-
dung 51/2). Sie unterscheiden sich durch die ihnen zugeordneten festen Werte
y = bQ/c und tragen eine Bezifferung nach a, die aus der Teilung der Abszissen-

a, b, ¢, fest, 2 ver-

achse mit Hilfe der Gleichung a = —!3—2(1 — ) im Einzelfall herzustellen ist.

3. b 4ndert sich, @, ¢ und £ haben feste Werte. Der Realteil in (51.3b)

andert sich nicht. Die Kurven sind Parallele zur y-Achse (: in Abb. 51/2). Sie
a$?
c

unterscheiden sich durch die ihnen zugeordneten festen Werte v =1—
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und tragen eine Bezifferung nach b, die aus der Teilung der Ordinatenachse
mit Hilfe der Gleichung b = ¢ y/2 im Einzelfall herzustellen ist.

4. ¢ dndert sich, @, b und £ haben feste Werte. Hier dndert sich (wie in 1.)
sowohl Realteil wie Imaginirteil von 3, Durch Entfernen des Parameters ¢
aus den beiden Gleichungen fiir x und y erhélt man

b
y=01—2) 5" (51.10)
Die Kurven bilden ein Geradenbiischel durch den Einheitspunkt (—-—-—in

Abb. 51/2). Einer jeden Geraden ist ein fester Wert b/a {2 zugeordnet, dessen

negativer Wert ihre Neigung angibt. Die Bezifferung nach dem Parameter ¢
a 2%
l—=x

muBl aus der Teilung der Abszissenachse mit Hilfe der Gleichung ¢ =
im Einzelfall hergestellt werden.

In Abb. 51/2 sind alle vier Arten von Kurven iibereinander gezeichnet. Die
Kurven heien Ortskurven, in Ubertragung einer Bezeichnung aus der elektrischen
Wechselstromtechnik. Die vier Ortskurven sind jeweils definiert als geometrische
Orter fiir den Endpunkt des Vektors 33> d. i. der reduzierten kinetischen Feder-
zahl ¢/c, bei Variation eines der vier Bestimmungsstiicke 2, @, b, ¢, wahrend
die iibrigen feste Werte haben.

Ebenso wie die reduzierte kinetische Federzahl ¢/c =3, kann man auch
ihren Kehrwert, die reduzierte kinetische Einflufzahl 1/3; =y, = j/h, in Ab-
hingigkeit von den einzelnen Bestimmungsstiicken auftragen. Man erhilt
dann die Kurven der reziproken Werte (die sog. ,,inversen‘ Kurven zu Abb. 51/2).

Drei der vier Scharen in Abb. 51/2 sind Geradenscharen. Wir untersuchen
zunéchst allgemein, was bei der Inversion aus Geraden wird. Liegen die End-
punkte der Vektoren 3, =  + ¢ y auf einer Geraden, so besteht zwischen z und ¥
eine Gleichung von der Form

ax+ By +y=0, (51.11)
in der y = 0 ist, falls die Gerade durch O geht, und y == 0 ist, falls sie nicht durch
O geht. Realteil und Imaginirteil des reziproken Wertes y, = 1/3, seien mit »
und v bezeichnet, y); = u -+ ¢v. Dann gelten wegen
. 1 1 U— v
x+7/?/:63:t73: wLiv  ut-F ot

die beiden Gleichungen

u d v
s n Y = —— .
wE ot u Y uE T o?

Setzt man diese Beziehungen in (51.11) ein, so kommt

xXr =

u v
twte Puiptr=0
oder
y(2+v¥) +au—pFv=0 (61.12)
als Gleichung der inversen Kurve. Falls y =0 ist, stellt (51.12) einen Kreis
durch den Nullpunkt dar, fiir y = 0 wieder eine durch O gehende Gerade.

Die drei Scharen von Geraden (die als Ortskurven im Fall 2, 3, 4 gefunden
wurden),

bQ 2
y—22 o, x_<1_“9>=0 und  y+ (a—1) 5 =0 (51.13)

Cc c
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gehen daher durch Inversion iiber in die drei Scharen von Kreisen mit den

Gleichungen

2
22 o=, (1-22

)(u2+112)——u:0

und (51.14)
2
!
[
20’
7"‘6.—\=-0,5
Abb. 51/3. Vier Scharen von Ortskurven fiir n,. a, b, ¢ fest, 2 verinderlich, — — — £, b, ¢ fest,

o verdnderlich, ----- 2, a, ¢ fest, b verdnderlich, —.—.— Q, a, b fest, ¢ veranderlich.

Diese Kreisscharen sind die geometrischen Orter fiir ), bei Variation der Kenn-
groBen a, b, ¢ des Schwingers. In Abb. 51/3 sind sie mit derselben Strichart ein-
gezeichnet wie die Geradenscharen 3;, aus
denen sie hervorgehen. -7

Durch Inversion der Parabelschar der
Abb. 51/1a und 51/2 entsteht eine Schar
von Kurven 4. Ordnung, die aber auch
nahezu Kreise sind. In der Abb. 51/3 sind
sie ebenfalls enthalten, in Abb. 51/4 aber
noch gesondert gezeichnet.

Wir vergegenwirtigen uns noch ein-
mal die Bedeutung der Darstellung: Der
Vektor 1), gibt mit der (statischen, reellen)
Einflufizahl £ multipliziert die kinetische
(komplexe) EinfluBzahl ). Wird diese mit
dem Vektor der Erre gerkraft ;'E’ der Abb. 51/4. Erstegﬁgzrxtrﬂ\{rgrrll)f&bbjl/?, (bizirkulare
Diagrammvektor p, also mit 4 P multipli-
ziert, so erhilt man die komplexe Amplitude Q des Ausschlags. Unter Beach-
tung der MaBstabe gilt: 9, ist eine dimensionslose Zahl, aufgetragen im MaBstab

7

My, = 1/nem, (61.15a)
wenn die Einheit auf beiden Achsen durch # cm dargestellt wird. Mit Hilfe
des MaBstabs

my = hmy, (61.15Db)
abgelesen, bedeutet der Diagrammvektor die kinetische EinfluBzahl §), im Ma3stab
mg = Phm,, (61.15¢)

die komplexe Amplitude £ des erzwungenen Ausschlags.



142 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 52.

Weitere Deutungen fiir die komplexe kinetische Federzahl und EinfluBzahl
finden wir analog den Deutungen fiir die reelle kinetische Federzahl und Ein-
fluBzahl, die wir in Ziff. 45 fiir den ddmpfungsfreien Schwinger gaben. Bei
Erregung durch einen Antrieb 1l am FuBpunkt einer Feder ¢ wird f = ¢ I und
somit der erzwungene Ausschlag O

Q=1y,. (51.16a)

Die EinfluBzahl y; hat dann eine ganz einfache und anschauliche Bedeutung:
sie gibt das Verhéltnis von erzwungenem Ausschlag Q zum Erregerausschlag 1l
an, und die Ortskurven der Abb. 51/3 zeigen die Anderung dieses Verhiltnisses
bei Variation der GroBen £, a, b, ¢. Erfolgt die Erregung iiber eine zweite Feder
€5, s0 wird [s. die Gln. (43.5a) und (45.3a)]

¢+ ¢y 0 ¢ n
)y = 162 27 oder 33201—:025; (51.16b)

es tritt das Verhiltnis der Federzahlen wieder mit ins Spiel.

Und schlieBlich gibt p, auch das Verhiltnis der komplexen Amplituden
der Kraft & am FederfuBpunkt zur Erregerkraft # an nach

f = Pu,. (51.16¢)

52. Frequenzabhingige Amplitude der Erregerkraft. Frequenzabhingige
Erregerkrifte treten auf, wenn die Erregung ausgehend von einem Antrieb 11
iiber eine Massenkraft oder eine Reibungskraft erfolgt. Wir werden diese beiden
Fille nicht ebenso ausfiihrlich untersuchen wie den Fall der Erregerkraft
fester Amplitude in Ziff. 51, sondern uns vielmehr auf eine der physikalisch
besonders einfachen und anschaulichen Deutungen beschrinken, die in Ziff. 51
zuletzt erwidhnt wurden. Dort gab [Gl. (51.16a)] die reduzierte komplexe
EinfluBzahl das Verhiltnis der komplexen Amplituden von erzwungenem
Ausschlag £ und Erregerausschlag 1l an, wenn dieser iiber eine Federkraft
auf den Schwingkorper wirkte.

«) Wenn die Erregung iiber eine Massenkraft erfolgt, so zieht man neben

(80.1a) zweckmiBig die ersten Gleichungen von (50.5) und (50.6) heran; aus
ihnen findet man

PBa

1
Q= —a0F T a0 %t)l:““zlut)l (52.1a)

oder nach Umkehrung

uz—aizag,l, (52.1b)

wenn 3 = 1y, bedeutet. @ ist die in Bewegung gesetzte Masse; in einer An-
ordnung entsprechend Abb. 43/3 ist also a = @, + a,. Die fiir Massenkraft-
erregung geltende Gl. (52.1b) entspricht der fiir Federkrafterregung geltenden
(51.16b). Die komplexe Zahl — 3, stellt den Quotienten a, llja O dar. Wir
suchen den Verlauf dieser Zahl in Abhéngigkeit von den Verinderlichen 2, a, b
und ¢ auf. Dabei gelangen wir am einfachsten zum Ziel, wenn wir —3, auf 3,
zuriickfiihren.
Nach (50.6¢) oder (51.3Db) ist

22 . b0 .
= (1-22) 422 — ) 420, 522
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aus (50.6a) folgt

—=(g@—1)+izg = (1) +ile (52.3)
Man erkennt, dal —3, aus 3, dadurch hervorgeht, daB in 3, erstens das Vorzeichen
des Realteils umgekehrt wird und
zweitens der Faktor 2 y/a/1/c =7
ersetzt wird durch seinen Kehr-
wert 1/c/Q 1/;1 = 1/n. Die beiden
MaBnahmen bedeuten im Dia-
gramm erstens eine Spiegelung
der Vektoren an der imagindren
Achse, zweitens eine Anderung
der Bezifferungen, indem

in 1
7 7’
af? ¢

l—=in =11 (524
und

bQ b

M0
iibergeht. Auf diese Weise ent- b

stehen aus den Parabeln der
Abb. 51/1a fiir 3, die Parabeln
der Abb. 52/1& fiir — 51 und aus Abb. 52/1. a Ortskurveﬁl B_el?s’i)fenl) mit ¢ als Parameter,
den Geraden der Abb. 51/2 die

Geraden der Abb. 52/2. z und 9, 39 29_,
. =3 T =2 C
y bedeuten nun Realteil und P N R A/ N s
Imaginérteil von — 3. P /! oo /I’_ |
Die Ortskurven des Kehrwer- go——t—- P R RV .
tes — 1), gehen entweder aus den | ! / f i ) i i i
Ortskurven — 3; durch Inversion f 30}—*~E / “——EAZL—*E“—E— ﬁ%g=o,5
oder aus den Kurven f, durch 3 | I/ . 2 i j .
di . 7 /L__,.y‘_!__*ré,tzh;
ieselben MaBlnahmen hervor, die  L,* | e /'; ! F ;
— 3, aus 3, herstellten. Das der v/ e L | i
Abb. 51/3 entsprechende Bild ist | 4 T T ey,
. . ! ! . | i 6.
fir — g9, in Abb. 52/3 gezeichnet; 05:F7L’ '_‘,[ V/J*__l*,l; T
es entsteht aus Abb. 51/3 durch ’ ://‘» 7/1:/J:/ oo
Spiegelung an der »-Achse und 0%?4'/ I 1 ) ﬁ H
die angegebene Anderung der Be- I A A A
z=55-1 —=
zifferung, o’
ﬂ) Wenn die Erregung von Abb. 52/2¢i _Or_tslil’rvbelz Iur ;d 3; l;el_ \.hfsjnil%rung von

einem Antrieb 1l iiber eine Rei-

bungskraft auf den Schwinger wirkt, so findet man den Zusammenhang
zwischen Erregerausschlag 1l und erzwungenem Ausschlag £ unter Heranziehung
der Gln. (50.1b), (50.5b) und (50.6b) zu

1 b
0= g =g Bn=7ln (52.52)
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Falls die Erregung iiber den einzigen vorhandenen Dimpfer erfolgt, ist b = b,,
bei Erregung iiber einen zweiten Dampfer ist b = b, 4 b,. Unter Benutzung

Abb. 52/3. Ortskurven fiir — 1,.

der Kehrwerte 3, = 1/t), erhilt man aus (52.5a)
b, U
R=n (52.5b)
(50.6b) liefert die Ausdriicke, die die Abhangigkeit der Zahl 3, von £, a, b, ¢
zu verfolgen gestatten. Ks ist

.c—af? 11—
m g , =1—i 5 =1—i 252 . (52.6)
/ (562.6) zeigt, daBl — welche GroBe auch immer als Parameter
- z auftritt — in jedem Fall nur die eine Parallele zur y-Achse
/ im Punkte z = + 1 als Ortskurve entsteht, die in Abb. 52/4a
/./ \5 wiedergegeben ist. Die Bezifferung dieser Geraden mit den
0 ! %

|
RN

_c—af® 19
Y=7"50 T 249

ist. Aus (52.6) folgt z. B., daB
32(1m) = 32(1/m) (52.7)

ist, also gleich weit iiber und unter der x-Achse liegende
Punkte zu Werten % und 1/ gehoren. Dabei liegen die zu
Werten < 1 gehdrigen Punkte unter der Achse,
die zu % > 1 gehdérigen iiber ihr. Dem Punkt y =0

I entspricht fiir alle Dimpfungen ¢ der Wert  =1;
b d.h.: Ist @ = w, so sind die erzwungenen Aus-
[3) schlige £ mit den Erregerausschligen U in Phase;

Abb: 52/4f'ﬁrax)z?rtfsﬁ§:§ielf£r 3 und ot 0 > @, so bleibt der erzwungene Ausschlag O

hinter 1l zuriick, bei 2 < ® eilt er ihm vor.

Fiir den Verlauf von 1), = 1/3, ergibt sich der Kreis, der in Abb. 52/4a mit

eingezeichnet ist. Auch hier gehdren symmetrisch zur Achse liegende Punkte

zu Werten 7 und 1/y; es liegen jedoch die zu 5 < 1 gehérigen Punkte iiber der
Achse, die zu 7 >1 gehérigen darunter.

N /“zz Parameterwerten hat dann jeweils fiir den Einzelfall aus
w der Teilung der Ordinatenachse zu geschehen, wo
2
a
A7
1

e
o)
=
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53. VergroBerungsfunktionen, Phasenverschiebungswinkel und Phasenver-
schiebungszeiten. Zu Beginn der Ziff. 51 hatten wir festgestellt, daB der Verlauf
der reduzierten kinetischen EinfluBlzahlen ) oder der reduzierten kinetischen
Federzahlen 3 iiber den Zusammenhang zwischen Erregerkraft 8 und erzwunge-
nem Ausschlag £ (oder zwischen Erregerausschlag 1l und erzwungenem Aus-
schlag &) erschépfend Auskunft gibt. Die zugehérigen Erérterungen sind in
Ziff. 51 und 52 in Vektorform durchgefiihrt worden und leiteten uns zu den
Ortskurven der Abb. 51/1—51/4 und 52/1—52/4 hin. Neben diesem ersten Weg
gibt es freilich noch einen zweiten, den Verlauf einer VektorgroBe (oder kom-
plexen Zahl) festzustellen: Die Untersuchung von Betrag und Richtungswinkel
(bei den komplexen Amplituden der Schwingungen also: Amplitude und
Phasenverschiebungswinkel). Da diese zweite Art der Untersuchung haufig
angewendet wird und zuweilen auch Vorteile bietet, so wollen wir uns mit ihr
ebenfalls bekannt machen, beschrinken uns dabei aber auf die Untersuchung
der Abhingigkeiten von #. KEs ist jedoch zu bemerken, daB im Grunde die
neue Darstellung entbehrlich ist, da die Ortskurven schon iiber alle Fragen Aus-
kunft geben, die man etwa stellen mag, und die Antwort von ihnen meist in sehr
ibersichtlicher und anschaulicher Form geliefert wird.

Zunichst wenden wir uns den EinfluBzahlen zu. Die Grofen |y| und
a == arcl) = arctg v/u wurden in den fritheren Abschnitten auch schon betrachtet, in
Ziff. 45 fir ungedimpfte und in Ziff. 50 fiir geddmpfte Bewegungen, deren Erreger-
kraft nicht von der Frequenz abhingt. In Ziff.45 hatten wir den Betrag | ;| mit V,
bezeichnet. Diese Bezeichnung wollen wir iibernehmen und auf die geddmpften
Bewegungen ausdehnen. Aus (50.6¢) lesen wir nach einer leichten Umformung

. 1 _ (=) —28ni
die a1 Do = T 2077~ (I— P F4dt (63.1)
ie also
1— 72 . 207y
e e
liefert, die folgenden Beziehungen ab:
s 1
el | — g _ —
Vo= gy | = Yu5 + 05 = N i (53.2a)
und " 257
&3 =-— o0y =-—arc, = arctg <-QT> = arc tglv_ﬁ, (63.2b)
3

wenn wir statt des Voreilwinkels oy den Nacheilwinkel g, aufsuchen. Beide
GréBen V,(n) und e,(x) treten in den Ortskurven der Abb. 51/3 und 51/4 auf;
V, gibt die Linge der Vektoren f);(n), ¢; ihren Nacheilwinkel an.

Ehe wir die Funktionen V,(n) und &(n) in Kurvenform darstellen, iiber-
legen wir uns noch, wie die aus der komplexen Zahl —1),, die in Ziff. 52 unter-
sucht wurde, entsprechend gebildeten Gréfen

2
Vy=|—y|= V(lfr?;iﬁis’z’ﬁi und g =—arc(—1p,) (53.3a)
aussehen. (Wie fiir den ungeddmpften Schwinger ist auch hier V; = 52V;.)

Aus (52.2) und (52.3) liest man leicht ab, dal fiir die Betrige der Vektoren
31(n)| = |35(1/) | gilt, woraus folgt, daB auch

()| =91/}, also  Vi(n) = Vy(ljn) (63.3b)
ist. Wegen arc [—3, ()] = arcj;(n) folgt auch
arc [—p,(n)] =arcyy(n), also & =g, (53.3¢)

Klotter, Schwingungslehre T. 10



146 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 53.

wahrend fiir beide Nacheilwinkel gleichermafen
e() = m—2 (L) (63.34)
gilt, wie man aus (53.2b) und (53.3¢) schlieBt.

Nach dem Gesagten werden wir also mit einer einzigen Kurvenschar fir
V1(n) und V;(n) auskommen, wenn wir das Diagramm mit zwei Abszissenmal-
stiben versehen, wobei an jeder Stelle jeweils reziproke Werte stehen. Um
auBerdem die beiden Bereiche von =0 bis =1 und =1 bis =00 in
gleichwertiger Weise darzustellen, also gleich gro8 zu machen, tragen wir nicht
7 und 1/n selbst, sondern eine geeignete Funktion dieser GréBen als Abszisse
auf. Als solche Funktionen {(5) wéhlt man bisweilen { = In# oder { =#—1/.
Beide haben jedoch den Nachteil, daB sie das Diagramm nach beiden Seiten
ins Unendliche ausdehnen. Wir bevorzugen deshalb eine andere Darstellung
und wéhlen als Abszissen fiir V,; die Gré8en
{ =7 im Bereich 0 <=1 und ¢=2—1fy im Bereich 1 <y <oco (53.4a)
und dementsprechend fiir die Funktion V, die Abszissen
{=1/n im Bereich co>#n=1 und {=2—% im Bereich 1=%>0. (53.4b)

Die Kurven, die unter diesen Voraussetzungen zustande kommen, zeigt
Abb. 53/1. Wir betrachten sie noch etwas niher. Thre Deutung ergibt sich aus
den Definitionen V;=|);] und V, =|—1y,|. Jeder Kurve der Schar ist ein
bestimmter Wert der Ddmpfungszahl ¢ zugeordnet. Die Werte V, fiir 6 >0
sind alle kleiner als fiir § = 0; die zugehorigen Kurven verlaufen daher unter
jener, die fiir § = 0 gilt und die (iiber # als Abszisse) in Abb. 45/1a schon ein-
mal gezeigt wurde. Alle Kurven beginnen im Punkte V, =1 fiir # =0, da ja
auch alle Kurven in Abb. 51/1a durch den Punkt 4-1 gehen. In diesem Fall ist
die kinetische EinfluBzahl §) gleich der statischen % und von der Dimpfung
unabhéngig. Die Ableitung

a2\ 482
% =7 [(12_(‘1,72)27;)4 524:2]3/2 (63.5)
zeigt, dall die Kurven an der Stelle s = 0 alle mit horizontaler Tangente aus-
laufen. Den Wert, den V; fiir = 1 annimmt, erhdlt man aus
Va(l) = 55 - (53.6)
Je kleiner 8, um so hoher steigen die Kurven an. Die fir § = 0 geltende geht
an dieser Stelle sogar iiber alle Grenzen; die iibrigen bleiben beschrinkt. Der
Betrag von V, an der Stelle =1 wird zuweilen auch als Resonanzschdrfe o
bezeichnet ; nach (53.6) ist p = V;(1) = 1/24. Die Maxima der einzelnen Kurven
liegen jedoch nicht an der Stelle = 1, sondern links davon. Man findet die
Stelle 5, des Maximums durch Nullsetzen der Ableitung (53.5) zu

ne=1—20. (63.7a)
Ermittelt man die Betrige der Maxima, so findet man
1 1
Vamax (1) = Vi=nt oder Vamax (0) = P gl/ﬁ . (53.7D)

Die erste Gleichung von (53.7b) gibt die Kurve der Maxima an, die in Abb. 53/1
gestrichelt eingetragen ist. Fiir 6 = V§/2 fallt die Stelle 7, des Maximums nach
Null. Es riicken also das Maximum und das Minimum der Kurve fiir diesen
Wert der Dimpfung zusammen. Die Kurven, deren é = V§/2 ist, steigen gar



Ziff, 53. VergroBerungsfunktionen. 147

nicht mehr an, sondern beginnen sogleich zu fallen. Die zur Diampfungszahl
0= ]/5/2 gehorige Kurve ist dadurch ausgezeichnet, daB wegen des Zusammen-

Oy—1—T"

f T
0 0125 025 05 q75 7 125 15 175 2
(-—’
L ! ! ] 1 It | { N S N |
0 0125 26 95 97 7 133... 2 4 8 oo
7 fir Vy—=
L 1 A | 1 | 1 1 1 i Yy
o § 4 2 133.. 7 975 95 925 9125 0
~— iV,

ADbb. 53/1. VergréBerungsfunktionen V, () und V; (7).

d=0
o4

€ 8
T

&3, —>
]

X ! 10=0 ! !
0 925 95 975 {_7 125 15 175 2

! d |
J 925 45 475 7 .. 2 4 o

Abb. 53/2. Nacheilwinkel & () = & (7).

fallens von Maximum und Minimum (sog. ,,dreipunktige Berithrung‘) ein mog-
lichst langes Verweilen der Kurve in der Néhe des Wertes V; =1 gesichert
ist, ein Umstand, dessen Bedeutung fir die Anwendungen wir noch erbrtern
werden (Ziff. 54). Fiir groBe Werte # gehen alle Kurven gegen 0.

10*
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Mit der soeben gegebenen Erérterung von V; ist wegen des Zusammenhanges
(53.3b) auch die Betrachtung des Verlaufs von V, erledigt.

Den Verlauf des Nacheilwinkels ¢, oder ¢, tiber den Abszissen { (53.4) gibt
Abb. 53/2 wieder. Das Bild zeigt, dal die Kurven punktsymmetrisch zu n =1,
e =m/2 liegen, wie aus (53.3d) folgt. Die fur d =0 geltende Kurve féllt im
Bereich 0 <7 <1 mit der Achse zusammen (¢ = 0), im Bereich 1 <% < oo hat

7,

[92] —=

V2=

¥ | | ! |
0 g5 aE 05 4’ 7 125 5 17 2

| S J | L Ll
g 415 425 95 975 7 133... 2 4 8 oo

—

Abb. 53/3. VergroBerungsfunktion V, (n).

z
4 d=0
1+
EEN /)
&
)
< =5
2
VZ
_7 1
3 7
o=2
1 1 1 d=0 ] | !
20 925 a5 976 7 125 15 175 2

Abb. 53/4. Nacheilwinkel &, (n).

sie den festen Wert sr; sie war in Abb. 45/1b schon angegeben. An der Stelle
# =1 gehen alle Kurven — gleichgiiltig wie gro8 die Diémpfung ist — durch
den Punkt ¢ =a/2. Diese Feststellung stimmt {iberein mit der Tatsache, daf
in Abb. 51/3 die Vektoren y, fiir alle Ddmpfungen lotrecht nach abwirts weisen,
wenn 9 = 1 ist. Ferner gehen alle Phasenverschiebungskurven durch 0 fiir y = 0
und durch 7 fiir 7 = oo, ebenfalls in Ubereinstimmung mit den entsprechenden
Feststellungen an den Ortskurven.

Jetzt suchen wir noch V,(n) =|9,(n)| und &,(n) =—arcy,(y) auf. Aus

(62.6) folgt 1 . 48R 420y (1—n2)i
—3;:1)2:’(1;2"‘1/’02: (117_ 772)2+462772 s (53.8)
daraus kommt 264

(53.9a)

V,= \Uzl = "/ug + v} = VA= 4
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und v 1— o2
£y =-—arct), :——arctga; = —arc tg IV (63.9b)

Aus (53.9a) entnimmt man die Beziehung
Vo) = Vo (1) (63.10a)
fiir die VergroBerungsfunktion und aus (53.9b) die beiden Beziehungen

2
g(n) =—¢&(l/n) sowie g, =—arctg %—Z— =—(n/2—¢4) (53.10b)
fiir den Nacheilwinkel.

Den Verlauf von V,(n) und &(n) gemiB (53.9a) und (53.9b) zeigen die
Abb. 53/3 und 53/4. Weder die Deutung noch die Diskussion der Kurven erfordert
besondere Aussagen. Man
wird zudem alle Feststellun-
gen durch Vergleich mit den
Ortskurven Y, in Abb. 52/4a
bestitigt finden. (Man be-
achte: Negative Nacheil-
winkel bedeuten Voreil-
winkel.)

In derselben Weise, wie
wir die Betrige und Phasen-
verschiebungswinkel ~ der
Vektoren 9, §), und 1, unter-
suchten, kann man auch die
Betrige und Winkel ihrer
reziproken Werte 3, 3, und 3,
behandeln. Wir begniigen

tsl |l —=

uns mit der Angabe der ¢ B gl won " o
Gleichungen und der Kur- ; A A A TR yR—
ven. Deutung und Diskus- 1 | 7 fir Jsl —= L ;
sion verstehen sich nach *° 4 2 1%. 1 4% a5 025 7/

allem schon Gesagten von ~— 7 Iyl
Abb. 53/5. Betrige der kinetischen Federzahlen |3, () | = 1/V, und
selbst. ge der eresalzc])th_x__ 17v;3.rza en [3,(n)| / uny

Aus (51.3a) folgt
33| =|(L—n%) +- 289 4| = /(1 —7?)? + 4 82 (53.11a)
und

arc g = — arcf),. (63.11Db)

Abb. 53/5 zeigt |35| in Abhingigkeit von ¢, das durch (53.4a) erklirt ist. Aus
(562.2) und (52.3) folgt, dald

181(77)’ = i%s (1/77)‘ (63.12)
ist, so dall Abb. 53/5 auch |3,(n)| gibt, wenn der Zusammenhang zwischen (
und # nach (53.4b) hergestellt wird. SchlieBlich liefert (52.6)

Tl — %2
l32] = ]/1 Lo 45222)*? (53.13)
die zugehdrigen Kurven zeigt Abb. 53/6.
Die in Abb. 53/2 und 53/4 gezeichneten Kurven der Nacheilwinkel &, 3 und g,

fiir die Vektoren —ty,, ), und Y, bedeuten Voreslwinkel fiir die Vektoren —j,,
33 und 3,.
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Nicht immer ist der Phasenverschiebungswinkel o« oder ¢ ein geeignetes
MafB. Er mift die Phasenverschiebung in Bruchteilen der Periode der jeweils
untersuchten Schwingung. Solange man es nur mit einer einzigen Schwingung
oder mehreren Schwingungen gleicher Frequenz zu tun hat, kann er sehr gut
als MaB dienen. Anders, wenn die Verschiebungen mehrerer Schwingungen
von verschiedener Frequenz verglichen werden sollen. Fiir die hier untersuchten
erzwungenen Schwingungen mit Démpfung gehort jedem Frequenzverhiltnis »
ein bestimmter Phasenver-
schiebungswinkel o (oder &)
zu; jeder gibt die Ver-
schiebung in Bruchteilen
der Periode seiner Schwin-
gung an. Um ein gemein-
sames MaB zu schaffen,
miissen wir die Phasenver-
schiebungszeit t, = «[§2 her-
anziehen. Sie gibt in einem
gemeinsamen MaBl, der
Zeiteinheit, an, welche
Verschiebung die verschie-
denen Schwingungen auf-
weisen. Statt der Zeit-
einheit kann man als Be-
zugsgrofe auch die Periode
T, einer irgendwie aus-

L ZJ77 gezeichneten Schwingung

]

| |
0 925 05 a7

7 7
F—n nehmen, also
[ 1 | 1 | { | 1 - t P]
o ez 85 4% 7 % 2 7 = _ta _ 27
y— T= T, = /0, (53.14a)
Abb. 53/6. Betrag der kinetischen Federzahl |3, (n)| = 1/V.. bilden. Fiir unsere Zwecke
gehen wir vom Nacheil-
winkel ¢ =—« aus und wihlen fiir 7, die Periode der ungeddmpften Eigen-
schwingung T, = T = 2z/w, bilden also mit 2, =
2
= f/?’i (53.14D)

und nennen diese GroBe die relative Nacheilzeit. Sie gibt demnach die (negative)
Phasenverschiebungszeit in Vielfachen der Periode der ungedimpften Eigen-
schwingung an. Bilden wir aus den Nacheilwinkeln ¢, und &; nach (53.2b) und
(63.3¢c) diese Grofle, so erhalten wir

11 257
Ty = —ﬁ?arctgr:nj, (63.15a)
aus g, nach (53.10b)
1 11 207
=y -1-~2—n—7arctg1~_—n—2. (53.15Db)

Beide Groflen sind in den Abb. 53/7 und 53/8 iber denselben Abszissen { auf-
getragen, die in den anderen Abbildungen dieses Abschnitts verwendet wurden.
Die — stéirker ausgezogene — Kurve fiir § =0 in Abb. 53/7 bedeutet z. B., daB,
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solange der Phasenverschiebungswinkel Null ist, 0 <% <1, auch die Phasen-
verschiebungszeit Null bleibt. Fir >1, wo ¢ =n wird, ist die Phasenver-

schiebungszeitjedochkeine

Konstante. Je kiirzer die
Periode wird, um deren d=2 \d===
Hilfte die Schwingung g
nacheilt, um so kiirzer wird
die Nacheilzeit.
Die Abb. 53/7 und 53/8
zeigen auch schon, daB fiir W d=0
40 auch 7(0) nicht Null t -
ist. Um diesen Anfangs- 7;; 7
wert 7 (0) festzustellen und ,
auBerdem zu erkennen, g oD
welche der Nacheilzeitkur- £
ven im Bereich kleiner 7 6=0 ] , 1 N
am wenigsten schwankt, 0 925 g5 4B 1 7
entwickeln wir den Aus- ! 1 ! ! é‘_: ! ! L1
0 s 95 9w 1 197 2 T 8 oo

druck (53.15a) nach Po-
tenzen von 7. Dadurch
kommt (giltig fir < 1)
11
T = ’2—75‘ ’ﬁ arc tg i-j"]
Fiir -0 geht 7 gegen /7.
Die Kurve, die fiir kleine
Werte 7 am wenigsten
schwankt, ist jene, fiir die
der Koeffizient von #? ver-
schwindet, so daB 7 erst
von der 4. Potenz von 7 be-
einfluflt wird. Die Damp-
fungszahl, die dieser Kurve
zukommt, ist 6% = 3/4.
Die Untersuchung vonV; (%)
auf geringste Schwankung fir
kleine Werte ist oben in etwas
anderer Weise durchgefiihrt
worden.  Selbstverstindlich
konnte auch dort die Entwick-
lung von V,(n) nach Potenzen
von 7 herangezogen werden.
Die (fir n<1 giltige) Ent-
wicklung lautet namlich

Voln) =12 (1—28) + 78 (1— 682 + 66 4 -+

7]——»

Abb. 53/7. Relative Nacheilzeiten 7.

o}

26175:%{1‘}"’72(1“%62)+774(1_462+15§64>+m]' (53.16)

g=0

-425

_05_

=8
2
/7
/1
7
Abb. 53/8. Relative Nacheilzeit 7.

(53.17)

Daraus folgt fiir V4(0) der Wert 1 und als Démpfungszahl der Kurve geringster Schwankung
im Bereich kleiner 5 der Wert 6% = 1/2 wie friiher.

54, Weitere Erorterungen iiber Oriskurven und VergriSerungsfunkiiomen. o) Orts-

kurven und VergroBerungsfunktionen der Geschwindigkeit. Die Ortskurven
der Ziff. 51 und 52 sowie die VergroBerungsfunktionen von Ziff. 53 gaben Aufschlufl iiber
den Zusammenhang zwischen der Erregerkraft 9 (oder dem Erregerausschlag (1) und dem



152 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 54.

erzwungenen Ausschlag L. In ganz entsprechender Weise 148t sich auch die Abhingigkeit
der erzwungenen Geschwindighkeit 1 2 2= von P oder U darstellen.
Unter Heranziehung der Gln. (50.5b) und (50.6b) erhélt man

B—i00 = =1y, P, (54.1)

In Analogie zu den Festsetzungen und Bezeichnungen der Ziff. 51 kénnten wir hier t),/b
deuten als Einflufizahl der Geschwindigkeit und auch fur die reziproken Werte entsprechende
Bezeichnungen einfithren. Wir wollen diesen Weg jedoch nicht weiter verfolgen. Dagegen
merken wir an, daB ),, wie es durch Abb. 52/4a dargestellt wird, und damit auch die Funk-
tionen V, und ¢, in Abb. 53/3 und 53/4 nicht nur Aufschlul geben iiber den Zusammenhang
zwischen erzwungenem Ausschlag £, und Erregerausschlag 11 bei Antrieb iiber einen Dimpfer,
sondern nach (54.1) auch iiber den Zusammenhang zwischen erzwungener Geschwindigkeit
B = 1 2 £, und einer frequenzunabhiéngigen Erregerkraft P, wie sie z. B. bei Antrieb itber
eine Feder vorliegt. So gibt 1,(n) die Quotienten

B b B
ha(n) =ty oder y(n) = P (54.2a)
an, wenn £2 sich andert; dementsprechend bedeutet
4 bV
Vo(p)=b P oder V,(n) = o T (54.2b)

Bei Untersuchung der Abhéingigkeit der Quotienten B/P und LB/ von den Konstanten a,

b, ¢ des Schwingers ist jedoch etwas Vorsicht geboten. Man muf beachten, daB in (54.2)
die GroBen b und ¢ auBer in Y, auch explizit auftreten.

Erfolgt die Erregung ausgehend von einem Ausschlag 11 nicht fiber eine Federkraft

B = ¢, U1, sondern iiber eine Reibungskraft 8 = ¢5,2 11, so wird aus (54.1) wegen (50.6b)

1 . by by 2%

B=ghaP=iy Qpll=— —aR+ibQ+c

Die Ortskurven ; und 3; (in Ziff. 52 sind die Kurven — j; und — 3, untersucht) geben also

nicht nur den Zusammenhang zwischen £, und U bei Erregung iiber eine Massenkraft, sondern

auch den zwischen ¥ und 11 bei Erregung iiber eine Reibungskraft an. Den Zusammenhang
zwischen den Betrigen der Geschwindigkeit und des Erregerausschlags vermittelt V; nach

V:%‘“VIU. (54.3b)

= ';inlu. (54.3a)

Erfolgt die Erregung von 1 ausgehend iiber eine Massenkraft, P = a,02 11, so wird
aus (54.1)

B P o=y (54.4a)
und somit
a ¢,
v="22pv,U. (54.4D)

Hier treten die Faktoren in Verbindungen auf, die wir bisher noch nicht antrafen. Fiir den
Zusammenhang zwischen % und 1 ist eine Ortskurve %2 1),, fiir den Zusammenhang zwischen
den Betrigen ¥V und U eine VergréBerungsfunktion %2V, maBgebend (wenn wir nur die
Verinderung mit 2 beriicksichtigen); sie geht fiir unbeschrinkt wachsendes # iiber alle
Grenzen. Am Phasenwinkel ¢, indert sich nichts, da y), nur mit einer reellen Zahl 52 multi-
pliziert wurde.

p) Antrieb iiber mehrere Krafte. Bisher hatten wir stets angenommen, daB die
von einem Antrieb 1i ausgehende Erregung entweder iiber eine Massenkraft, eine Reibungs-
kraft oder iiber eine Federkraft wirkt. Der erzwungene Ausschlag £ wurde in den drei
Fillen bestimmt aus

b
O=-n%u,  0-pPfUu  S=n2u (54.5)

Es ist aber auch moglich, daB derselbe Erregerausschlag 11 iiber zwei Vorrichtungen zugleich
auf den Schwingkérper wirkt, z. B. iiber eine Feder und einen Déampfer. Im allgemeinsten
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Fall, wenn eine ,,Nebenfeder ¢, und ein ,,Nebendémpfer b, vorhanden ist (Abb. 54/1a),

lautet die zwischen den komplexen Amplituden £, und 11 bestehende Gleichung
(—af24-ibQ 4 c)Q=(c; + 15, 2) U, (54.64a)

wobei b = b, 4 b, und ¢ = ¢, + ¢, ist; erfolgt die Erregung iiber die allein vorhandene Feder c,
und den allein vorhandenen Dampfer b, (Abb.54/1b), so kommt mit b =5, und ¢=¢,

(—a2+ib Q24 c)R=(c+ib2)U. (54.6b)
Mit diesem Sonderfall beschéftigen wir uns zuerst. Der erzwungene Ausschlag schreibt
sich hier a b
O =(U;+h) U. (54.6¢) \ auF T
Die Ortskurven .
1+i2609

U:U3+D2=~1—“_n2+i2§n (54.7a)
(Verlauf des Vektors —-—-— in Abb. 50/3¢) brauchen wir nicht
besonders zu untersuchen, denn aus (50.7) folgt

P+ Pe=1—p =1+ (—n). (54.7D)
In Abb. 52/3 waren die Kurven —t), in Abhangigkeit von Q, a, b, ¢
aufgezeichnet. Um die Kurven 14-(—1),) zu erhalten, brauchen

wir nur den Ursprung des Koordinatensystems von O nach O’ in

den Punkt —1 zu verlegen. Die von dort ausgehenden Vektoren
-

sind 14 (—1),) (Beispiel 0’Y in Abb. 52/3). Die zugehorige Ver-

groBerungsfunktion lautet

1/ 1 + 46%y 54.8
— — LSl 8a
Vas=lnatnl= i (548w)
Der Nacheilwinkel betragt, wie man aus (54.7a) entnimmt,
26 L

£,3 = — arc (Y, + ;) = arctg ——3- Ry (54.8b)

Die Funktionen sind in den Abb. 54/2a und b wiedergegeben; die
Bedeutung der Kurven ist ohne weiteres versténdlich. Ay

Bei Erregung iiber ¢, und b, hat man als EinfluBzahl, wie e
aus (54.6a) folgt, Abb. 54/1. Schwinger mit

Erregung durch Feder-

2 kraftund Dampfungskraft.
h= 1)2 + t)S (549) a iiber Nebenfeder und Ne-
benddmpfer, b itber Haupt-

Man baut sie am besten aus den Bestandteﬂen auf. Eine allge- feder und Hauptddmpfer.
meine Erérterung fithren wir nicht durch.

SchwingungsmeBgerate (s. Ziff. 56) fallen auch unter das Schema der Abb. 54/1b. Sie
zeichnen den Relativausschlag q — 1 auf. Die komplexe Amplitude dieses Ausschlags
ergibt sich nach (54.6c) und (54.7b) zu

O — 1 =(—p) 1. (54.10)

Die reduzierte komplexe EinfluBzahl — y, und ihre Bestimmungsstiicke, die VergréBerungs-
funktion V;=|y,| und der Nacheilwinkel & = — arc (—1),), erhalten damit iiber die in
Ziff. 52 und 53 gegebene Erklirung hinaus eine weitere, sehr wichtige Bedeutung.

y) Die Reaktionskrifte im Antrieb. Sobald der erzwungene Ausschlag £ des
Schwingers bekannt ist, kennt man auch die Kréfte, die in den einzelnen Gliedern wirken.
Unmittelbar gegeben sind die Kréfte in Federn und Démpfern, wenn ein Ende festgehalten
ist und nur das andere die Bewegung £ mitmacht. Es ist dann nach (50.5)

Be=¢Q und PL=1:00249.

1), und g, geben die Quotienten P,/P und P,/P an; P ist dabei noch in einer dem jeweiligen
Antrieb entsprechenden Weise vermittels der Gln. (43.8) durch 1l auszudriicken.
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Von den Federn und Diampfern, tiber die der Antrieb erfolgt, bewegen sich beide End-
punkte; die Krafte setzen sich daher aus zwei Anteilen zusammen. Wird die Hauptfeder ¢
angetrieben, so macht ein Endpunkt die Bewegung 11, der andere die Bewegung £; auf
den Schwinger wird die Kraft ¢(l1 — Q) =c¢ U (1 —1,) ausgeiibt. Die Kraft

PBa=clm—1) (54.11)
wirkt auf den Antrieb zuriick. Da der Verlauf von 1, schon untersucht wurde, ist auch
der von yj;— 1 bekannt. Man hat nur in
Abb. 51/3 den Anfangspunkt des Koordinaten-
systems um die Strecke 1 von O nach & zu ver-
legen (Beispiel £ in Abb. 51/3). Erfolgt die
Erregung durch Antreiben einer Nebenfeder c,,
8o ist die auf den Antrieb zuriickwirkende Kraft

Pa=c (D —MW=c, 1 (Cchkng,—l)

Auch dieser Fall wird noch durch die Abb.51/3
beherrscht. Wenn wir

¢+ €
Cy

¢+ ¢
Ba=all (-1
2

schreiben, so sieht man, daB eine Verschiebung
des Ursprungs der Vektoren von O nach dem

——
(mit O’ bezeichneten) Punkt 1+ 2 in O'Y
die gesuchten Vektoren
fhy — cl+ 2 liefert. Diese

komplexen Zahlen stellen

den Quotienten —— atoPa
c3 i

dar.

PLEA 175 1875 2 Wenn der Schwinger
v ither einen Dampfer ange-
— trieben wird, so lassen sich
die aufden Antrieb zuriick-
wirkenden Krifte formal
ebenfalls durch die kom-
plexen EinfluBzahlen aus-
driicken. Es ist némlich

e Pq—ibQ(0Q— M) =
K bR UM —1)

[
vz 2 ¢ 8

1
aq 925 95 475

oder

By=162(0—-N)=

1) Qu(b +b t)z >:
L ! !

0 025 95 Q'75 7 7,"93 Z 37 - je nachdem, obder Antrieb
7— iiber einen allein vorhan-

Abb. 54/2. a VergréBerungsfunktion Vas= |9; + 1s|. b Nacheilwinkel ~denen oder einen zweiten
& = — a1c () + D). Dimpfer erfolgt. Hier

erhilt man durch Ver-

schieben des XKoordinaten-Anfangspunktes (Abb. 52/4a) nach dem Punkte 1 oder nach
b1 .

hea iy
T

4 T
0 925 95 975

b,
byt by die Vektoren y, — 1 oder t), — 2— 2. Die ersten geben den Quotienten $,4/i6 21U,

2
dle zwelten (by+b,) B 4/e2021U an. Man muB aber beachten, dal die Frequenz £ nicht
nur in den Ausdriicken fur p, sondern auch explizit auftritt, so daB die Ortskurven die
Abhingigkeit z. B. von £ nicht mehr vollstindig beschreiben.



Ziff. 54. Weitere Erorterungen iiber Ortskurven und VergréBerungsfunktionen. 155

Auf den Antrieb umlaufender Massen wirkt zuriick eine Kraft

@y P‘ Z
= 2(5, — = 2 — —
Pa=0a, 20— U)=0a,0 11( ot N 1>. p "
Durch Multiplikation der Gleichung mit 51t % orhalten wir » '
Qg Abb. 54/3. Federnde

und diémpfende

Ot ap By = Na, 22 [_ g, — fhj___ﬂ] X Zwischenlage.
oy L
Verschieben des Anfangspunktes der Vektoren —t); in Abb. 52/3 nach ﬁ:a2~ liefert
2
die Vektoren — ), — Aa—lgﬂ—, die das Verhiltnis G;j;?l:z jﬁi angeben. Auch hier tritt
2

2
2 auBer in den EinfluBzahlen y noch
explizit auf.

d) Abschirmen von Schwin-
gungen bei Anwesenheit von
Dampfungskriften. In Ziff. 488 69
haben wir die Moglichkeit erértert,
Schwingungen durch Verwendung
federnder Zwischenlagen von einem
Bauteil, etwa dem Fundament einer
Maschine, fernzuhalten. Dort hatten
wir nur rein federnde, démpfungs-
freie Zwischenglieder in Betracht
gezogen. Jetzt wollen wir noch zu-
sehen, wie die auf die Unterlage aus-
geiibten Krifte sich andern, falls
auBer der Federung auch eine (be-
absichtigte oder nicht beabsichtigte)
geschwindigkeitsproportionale Rei-
bung vorhanden ist. Die Anord-
nung ist in Abb. 54/3 schematisch
wiedergegeben.

Die von den Federn und dem
Déampfer auf die Unterlage ausge-
iibte Kraft ist R =D (c+162).
Damit folgt aus (50.6) und (50.7),
wenn die Erregerkraft festen Betrag
hat,

K=PH+ 1) =P(1—1)-
Der Verlauf der Vektoren (1), 1)s)
und der zugehdrigen Vergroferungs-
funktionen V, 3 = |t);+ ;| als Funk-
tion von 7 wurde im vorausgehenden
Abschnitt f dieser Ziffer schon er-

6,‘5_

értert, die VergréBerungsfunktion in

Abb. 54/2a auch aufgezeichnet. Aus 0 | | | | | , L
jenem Bild und aus Abb. 45/1a ent- 0 9% 95 97 1 72 4 & oo
nimmt man, daB oberhalb 5 = /2 77—

die iibertragenen Krafte mit Damp- Abb. 54/4, VergroBerungsfunktion #® V,,;.

fung gréBer sind als ohne Démpfung.

Um iiberhaupt eine Schirmwirkung zu erzielen, d. h. um K < P zu machen, muf} man aber

so abstimmen, daB 4 > }/2 wird. Die Reibung verschlechtert also die Schirmwirkung stets.
Hat die Erregerkraft nicht festen Betrag, sondern riihrt sie etwa von der Fliehkraft

umlaufender Massen her, P = a, 22 Il (43.8a), so tritt 22 auch im Nenner von £/f auf,

so daB y,+1; bzw. V, ; nicht mehr die Abhéngigkeit der Reaktionskraft & von der Er-

regerfrequenz wiedergibt. Man verschafft sich dann einen konstanten Nenner, indem man
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die Gleichung & = a, Q22 11 (1), + 1);) durch ¢ U dividiert und rechts ¢ = a w? setzt; so kommt
® @ ®|a
T =2y, + 1) und iﬁ @ =T Ve

Abb. 54/4 gibt 42 V,,, wieder.

Diese Uberlegungen erginzen (fiir den Fall §=0) auch die Erorterungen von Ziff. 484.

55. Arbeit und Leistung., In Ziff. 50 haben wir das Kriftespiel bei einer erzwungenen
Schwingung untersucht und festgestellt, daB die Erregerkraft §8 durch die drei dem Aus-
schlag £ proportionalen Krifte P, PBp und B, (Tragheits-, Démpfungs- und Federkraft)
ins Gleichgewicht gesetzt wird. Die beiden typischen Fille der Kraftecke sind in den
Abb. 50/1b und 50/2b angegeben. Das erste gilt, wenn 2 < w, das zweite, wenn 2 > o
ist. Die durch diese Kraftecke ausgedriickte Zerlegung der Erregerkraft gibt uns auch hin-
sichtlich der geleisteten Arbeit alle wiinschenswerten Aufschliisse. In Ziff. 9 fanden wir,
daB nur jene ,,Komponente* einer Kraft, die mit der Geschwindigkeit in Phase liegt, Wirk-
leistung vollbringt, also im Mittel iiber eine Periode Arbeit leistet, dafl die senkrecht zur
Geschwindigkeit stehende ,,Komponente*“ der Kraft dagegen nur Blindleistung vollbringt,
die um den Mittelwert Null schwankt. Mit den Bezeichnungen der Ziff. 9 ist nun

P =P, =140280 und P’ =P, + Pp=(c—a2?)0; (55.1)
mit der Geschwindigkeit liegt in Phase (bzw. Gegenphase) die Widerstandskraft, um /2
verschoben verlaufen Federkraft und Trigheitskraft.
Aus der Gl.(9.6) folgen deshalb, wenn wir die Betrige der Vektoren V = Q,
P =0b0Q, P’ = (¢c — a£2? @ einsetzen, firr die Wirk- und Blindleistung der Erregerkraft
die Ausdriicke

lo— 5 022 Q214 00s220) wnd ly— — 5 (c—a QY 2@ sin2 QL. (55.2)

Wie wir in Ziff. 9 schon feststellten, schwanken sowohl die Wirkleistung wie die Blindleistung
mit der Frequenz 2£; die erste um einen Mittelwert, der hier L,, = % Q2 2 betrigt, die

zweite um den Mittelwert Null. Zur Wirkleistung, von der die Arbeit allein bestimmt wird,
trigt nur jene Komponente ' = B, der Erregerkraft bei, die der Widerstandskraft Gleich-
gewicht hélt; die andere, Tragheits- und Federkraft iiberwindende Komponente P’ = B, + B,
gibt nur Blindleistung. Die Schwankungsamplitude der Wirkleistung ist stets gleich ihrem

1
Mittelwert Ly, die der Blindleistung ist in unserem Fall Ly, = 5 (¢ — a 2?) 2 Q% Wahrend

wir fiir den Zusammenhang zwischen Erregerkraft und Ausschlag lineare Funktionen fanden,
erhalten wir die Leistung als eine quadratische Funktion des Ausschlags oder der Kraft.

Ahnlich wie frither die Ausschlige @ suchen wir jetzt sowohl L,, wie Ly; als Funktionen
der die Bewegung bestimmenden Gréfen a, b, ¢ und Q2 auf. Dabel mufl man beachten,
daBl diese GroBen erstens explizit auftreten, zweitens aber auch in @ stecken. Aus-
fithrlich werden wir nur die Abhéngigkeit von 5 verfolgen. Der aus der Definitions-

gleichung sich ergebenden Beziehung L,, = ?Q @ P, kann man mit Benutzung von (50.5)
und (50.6) und der Abkiirzungen # und § die folgenden Formen geben

1 1 1, pP? 28792
sz_z—QQPb:‘*é‘szQz:Tbe 2bP V2 2]ﬂ',_6' (1—772)2+462772 . (553)
Den zweiten Faktor des letzten Ausdrucks nennen wir W,

' 20792
) Wi (g) = I—E+4 P (554)
Ahnlich wird
1 1
Lu=§QQP"—~QQ(P +P)= (c—a92)9Q2~~—Pb(Pa+Pc)=
(65.5)
I n(1—n% .
2b U2HUI+D3] _l/ (1_,'72)2_‘_462172 2
hier kiirzen wir ab
n(l—n?)
W, (n) = ’ P R (55.6)
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Die durch (55.4) und (55.6) beschriebenen Faktoren W; und W, sind wie die V; von Ziff. 53
dimensionslose Zahlen. Sie geben an, um wievielmal die Leistung L,, oder Ly gréBer
ist als eine Vergleichsleistung P?/2 Yac; wir wollen sie deshalb in iibertragener
5 Sprechweise die Vergroferungsfunktionen
( der Wirk- und der Blindleistung fur fre-
quenzunabhéingige Erregerkraft nennen

(zuweilen werden sie auch als ,,Reso-
nanzfunktionen* der Wirk- und Blind-
leistung bezeichnet). Die beiden Funk-
tionen W; und W, sind dem Betrage
d=01 nach unempfindlich gegen Vertauschung
von n mit 1/y. Trigt man sie iiber der
durch (53.4a) definierten Abszisse { auf,
so werden sie symmetrisch (Abb. 55/2
und 55/3). W, ist in Abb. 55/1 auch
iber #? aufgetragen.

4 a5 7 27;5 2 a5 3

Abb. 55/1. VergroBerungsfunktion W, (1) der Wirkleistung einer Erregerkraft frequenzunabhéingiger Amplitude.

Wir rufen uns noch einmal die Bedeutung der Kurven ins Gedéchtnis: Mit der Vergleichs-
gréBe P?/2 7/a ¢ multipliziert gibt W; den Mittelwert (und die Schwankungsamplitude) L,
der Wirkleistung an, die die
Erregerkraft vollbringt. Multi- 5F
plikation von L,, mit der Dauer
der Periode 7' = 2 /2 gibt die
wiéhrend einer Periode von der
Erregerkraft geleistete Arbeit.
Es ist das diejenige Arbeit, die
in nicht umkehrbarer Weise
vom Schwinger aufgenommen 3
und dort (iiber die Reibungs- T
kraft) in Warme umgewandelt
wird. W, gibt mit P?/2/ac
multipliziert die Schwankungs-
amplitude der Blindleistung der
Erregerkraft; diese ist ein MaB
fiir die wihrend einer Periode 7
zweimal in umkehrbarer Weise
von der Erregerkraft an den
Schwinger und wieder zuriick
gelieferte Energie. Wahrend 2

einer Viertelperiode wird (vgl. % {_7__. N 175 1875 2
Abb. 9/1c) die Arbeit Ly;/Q = _ ! ‘ ‘ J L
T_ 2 g 95 7 198 2 ¥ 8 oo
4 Lbl; von der Erregerkraft p—

an den Schwinger abgegeben; Abb. 55/2. W, iiber { (53.4a) aufgetragen.

diese wird dort, wenn 2 < w

ist, als potentielle Energie in der Feder, wenn £2 >  ist, als kinetische Energie in der
Masse gespeichert. In der nichsten Viertelschwingung wird die gespeicherte Energie an
die Erregerkraft zuriickgeliefert.
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Z_
d=41, d=q7
L
7 d=02 d=92
d=05 d=95
T -5
Z
= =7
1 t | { | L L
4 g9z5 495 q75 7 125 15 175 1876 2
L L 1 | ;I | A | 1 }
g 025 95 a75 7 1%... 2 ¥ 8§ oo
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L 1 1 | ! [ | 1 I | )
0 0125 425 05 q75 7 133... 2 3 8§ oo
7 fir Wy—e
L ! t i L t { 1 | 1 i
o § % y; e 7 0% 75 5 9@ 0
~—7 fir W,

Abb. 55/4. Vergré8erungsfunktionen W, und W, der Blindleistung der Federkraft und der Trigheitskraft bei
frequenzunabhingiger Amplitude der Erregerkraft.

Von dieser Blindleistung der Erregerkraft muB man die Blindleistung der gesamten Feder-
kraft oder der gesamten Trigheitskraft unterscheiden, die ein MaB ist fiir die tiberhaupt
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in umkehrbarer Weise umgesetzte Energie. Da im unterkritischen Gebiet (2 < w) die
Federkraft der Summe aus Erregerkraft und Trigheitskraft, im iiberkritischen Gebiet
(2 > o) dagegen die Trigheitskraft der Summe aus Erregerkraft und Federkraft Gleich-
gewicht hélt, so ist im unterkritischen Gebiet die Blindleistung der Federkraft, im iiber-
kritischen Gebiet die Blindleistung der Trigheitskraft ein MaB fiir die gesamte pendelnde
Energie. Man erhélt fiir diese beiden GréBen die Ausdriicke

I _lpp L S W, 55.7
c, bl ™ 9 [ 2‘/00 1 ) +4527}2 ﬁ2]/ac ( . a)
d
h L Lye : 7 P 55.7b
I — — = W,. .
a, bl 9 a 2l/ac (1_772)2+4‘627]2 21/“0 4 ( 7 )

Die Differenz dieser Blindleistungen ist die Blindleistung der Erregerkraft Ly; nach (55.5).
Da bei Vertauschung von » mit 1/ aus der einen die andere Form (55.7) entsteht, so erhalten
wir fir den Faktor Wjy(n)
tiber { (53.4a) aufgetragen
dieselben Kurven (Abb. 55/4)
wie fiir W, iber ¢ (53.4b).

An der Resonanzstelle
n =1 wird die Blindlei-
stung der Erregerkraft Null
(Abb. 55/3), dagegen hat
sowohl die der Federkraft
wie die der Trigheitskraft
dort den Wert 1/(4 62). Die
Pendelung der Energie er-
folgt in diesem Fall ohne
Beteiligung der Erregerkraft
vollstindig zwischen Fede-
rung und Masse; die Er-
regerkraft gibt nur Wirk-
leistung ab.

Meist wird die Erregung
nicht durch eineam Schwing- Abb. 55/5. VergroBerungsfunktion W; der Wirkleistung einer als
k(")rper angreifende Kraft SB’ Erregerkraft wirkenden Massenkraft.

sondern durch Antreiben

eines Systemteils bewirkt. Erfolgt die Erregung durch Antreiben einer Feder ¢, mit dem
Ausschlag 11, so wird B =c,11, und aus (55.8) und (55.5) fiir Wirk- und Blindleistung der
Erregerkraft wird

U4 v oud I W,
2Yac " 1/ ac

Es andert sich nur die Form der VergleichsgroBe der Leistung; sie wird statt durch P jetzt
durch die unabhéngig Veranderliche U ausgedriickt. Die Abhéngigkeit von 5 wird dagegen
weiterhin durch W, (n) und W,(5) entsprechend den Gin. (55.3) und (55.5) sowie den
Abb. 55/2 und 55/3 angezeigt. Anders, wenn der Erregerausschlag U iiber eine Massenkraft
B = a, 22 1 wirkt. Fir L, und Ly ergeben sich dann (nach leicht zu erginzenden Um-
rechnungen)

L, = (55.8)

1 1 1 :
Ly=5 VP, = 51;92@2:71)92(%) ViD=

U2 /8 [ay\? L /S (gt 28 (55.92)
—_ | = 2 —_ P R, —
R (a) 2OPVi="3 1/(» (a) A= ey
und
Ly = —2 V(P,+ P,) = 1 (c—aQZ)QQ2~—Q(c—a02\( 2) V= l
_ U /¢ (a \/~~U2 a\? (=) l (55.9%)
=72 ?(7 (L —7) 2 d (7) A= PR +46% 2
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Die von 7 abhiéngigen Bestandteile nennen wir wieder VergréBerungsfunktionen; sie lauten

hier
247 7° (1 —7?)

A—pprdeg " We="a_ppriey - (0510
Die zur Wirkleistung gehérende Funktion W; ist in Abb. 55/5 aufgezeichnet. Im Gegensatz zu
den VergroBerungsfunktionen W, und W,, die unempfindlich waren gegen eine Vertauschung
von 5 und 1/z, und die deshalb iiber { aufgetragen die symmetrischen Kurven der Abb. 55/2
und 55/3 ergaben, gehen die Funktionen W; und W; bei Vertauschung von 5 mit 1/ nicht
mehr in sich iiber; sie streben bei unbeschrinkt wachsendem Argument selbst iiber alle
Grenzen. Die Einzelheiten des Verlaufes der Kurven kénnen aus den Gleichungen ohne
Miihe abgelesen werden. SchlieBlich vermerken wir noch die Ausdriicke, die sich fir die
Blindleistung der Erregerkraft bei Antrieb eines Dimpfers ergeben; sie sind analog den
obigen hergestellt und gebaut. Es ist

U? 4 /c® [by\2 AR TENINS 883yt 11
Lwi?]/; (7,) 201tV =5 ]/; <T> A= a0l
und

U2 1 /c® [by)\? s U2 /e[ by\2 48P (l—op
Lo =% V? <Tz> =) Vs =5 Z(f) (1—772)2+47;2)n2 - (53.111)

Auf ihre Aufzeichnung verzichten wir.

56. MeB- und Anzeigegeriite fiir mechanische Schwingungen. Die hier zu
besprechenden Gerite teilen wir in zwei Klassen, solche, die Krdfte, und solche,
die Bewegungen anzeigen. Zur zweiten Klasse gehoren die als Seismographen
und Vibrographen (Pallographen, Torsiographen) bezeichneten Gerite, zur
ersten neben Oszillographen auch Indikatoren, Mikrophone und Lautsprecher,
da sie alle die Aufgabe haben, auf sie einwirkende periodische Krifte ,,anzu-
zeigen®. Den Begriff der ,,Anzeige‘* fassen wir also im weitesten Sinn auf, indem
wir darunter nicht nur Aufschreibung oder Angabe durch Zeiger, sondern jede
Art der Wiedergabe verstehen.

o) Bei den auf Krifte ansprechenden Gerédten (vgl. die vier obengenannten)
soll ein Systemteil (Schreibstift beim Indikator, Spiegel beim Oszillograph,
Membrane bei Mikrophon und Lautsprecher) den einwirkenden Kréften folgen.
Dabei wiinscht man — um grofle Empfindlichkeit zu erreichen — hohe Werte der
kinetischen EinfluBzahl § [GL (51.1)]. Hohe Werte von § = A1), erreicht man
(fiir kleine Dampfungen) in der Néhe der Resonanzfrequenz, also in der Nihe
von 7= 1. Eine solche , Abstimmung auf Resonanz‘, d.h. Ubereinstimmung
der Eigenfrequenz o des Geréites mit der Erregerfrequenz £ der einwirkenden
Kraft ist aber nur dann erstrebenswert, wenn die Erregerkraft rein harmonisch
verlduft. Dann allerdings kann man durch Abstimmung auf Resonanz erstaun-
lich hohe Empfindlichkeiten erreichen. (Das bekannteste Beispiel auf dem Ge-
biet der elektrischen Schwingungen sind die Rundfunkempfangsgerite.) Sobald
die einwirkende Kraft nicht rein harmonisch verliuft, sondern harmonische
Komponenten verschiedener Frequenz Q enthilt, darf man nicht mehr ,,auf
Resonanz abstimmen®, denn jene Komponente, deren Frequenz in die Nihe
der Eigenfrequenz des Gerites fiele, wiirde stark hervorgehoben, die gesamte
Kurvenform also verzerrt wiedergegeben werden. Eine solche Verzerrung
ist bei allen genannten Gerdten unerwiinscht. Indikatoren und Oszillographen
sollen ausdriicklich dazu dienen, die Formen des Kraftverlaufs festzustellen,
die Membranen der Mikrophone und Lautsprecher sollen die Sprachlaute getreu
wiedergeben. Die Forderung nach méglichst weitgehender Verzerrungsfreihest
bedeutet nun, daf fiir den ganzen in Betracht kommenden Frequenzbereich £

W; =
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die kinetische Einflulzahl §, somit auch f);, moglichst konstant sein soll, und
zwar als Vektor, d.h. sowohl nach Amplitude wie nach Phase (wenigstens
fiir die schreibenden Gerite; fiir die Sprachwiedergabe ist die Phasenlage gleich-
giiltig). Wenden wir uns zundchst den Amplituden zu, so fordern wir also
méglichst horizontalen Verlauf der Kurve |p;| = V;(n) in dem in Betracht
kommenden Frequenzbereich — bei nicht verschwindenden Werten V,. Die
Kurve Abb. 53/1 belehrt uns dariiber, wo wir einen solchen horizontalen Ver-
lauf antreffen: Fiir niedrige Werte . Dabei mull das Verhiltnis # klein sein
fiir alle auftretenden Erregerfrequenzen £2; das ist der Fall, wenn o geniigend
groB3 ist: Die auf Krdffe ansprechenden Gerite miissen hohe Eigenfrequenzen
besitzen. Alle Kurven der in Abb. 53/1 gezeichneten Schar beginnen mit hori-
zontaler Tangente. Die fiir geringe Werte der Dimpfungszahl é geltenden
Kurven haben bei § =0 ein Minimum, die fiir grofe Werte ¢ geltenden ein
Maximum. Dazwischen

gibt es eine Kurve, fiir %7# A 7T\
die auch die Kriimmung ;": / \
an der Stelle n =0 ver- <

schwindet. Sie ist die
fir den angestrebten
Zweck der Freiheit von

Amplitudenverzerrung
ginstigste Kurve. In 0f
Ziff. 53 haben wir schon
ermittelt, daB fiir sie
8= 1/2/2 ist. Nicht ein
ungedimpftes Gerat, son-
dern eines, dessen Damp-
fungszahl diesen Wert
hat, gibt die geringste _;_
Verzerrung der Amplitu- Abb, 56/1. Erregerkraft P mit harmonischen Bestandteilen P(L’.
den. AuBler der Ampli- P2 p®),
tudenverzerrung soll aber
auch eine ,,Phasenverzerrung®, d.i. eine Verschiebung der Harmonischen gegen-
einander, vermieden werden, weil auch hierdurch die Kurvenform veridndert
wiirde. Da wir es mit Harmonischen verschiedener Frequenzen zu tun haben,
miissen wir die Phasenverschiebungszest (Nacheilzeit) als MaB3 fiir die Verschie-
bung heranziehen. Die Untersuchungen, die wir in Ziff. 53 anstellten, zeigten
schon, daB fiir kleine Werte 5 die Abhéngigkeit der relativen Nacheilzeit von der
Frequenz dann am geringsten wird, wenn die Dampfungszahl § = 1/ 3/2 betragt.
Dieser Wert stimmt nicht mit demjenigen tiberein, der geringste Verzerrung der
Amplituden liefert. Die beiden Forderungen widersprechen sich; man muf
daher zwischen § = V§/2 und 0= 1/ 3/2 einen Ausgleich nach Gutdiinken
vornehmen.

Die geschilderten Tatsachen veranschaulichen wir an einem Beispiel.

Beispiel. Eine Kraft P verlauft periodisch nach dem Diagramm der Abb. 56/1, das eine
Periode wiedergibt. Die in P enthaltenen drei Harmonischen PY, P® und P® sind in
Abb. 56/1 ebenfalls eingezeichnet. Die Kraft wirkt auf ein Anzeigegerit. Welche Aus-
schlige verzeichnet dieses Gerdt, wenn

Klotter, Schwingungsiehre I. 11



162 II D. Erzwungene Schwingungen, gerade Kennlinie. Ziff. 56.

a) seine Eigenfrequenz @ = 600/s ist und Dampfung fehlt,

b) " @ = 600/s ist, die Démpfungszahl & = 1/2/2 betrigt,
c) . w = 600/s ist, die Dadmpfungszahl 6 = 4 betragt,
4 ’ o = 1500/s ist, die Démpfungszahl & = 1/2/2 betrigt ?

Die Amplituden PV, P@, P® der drei Harmonischen verhalten sich wie 1:1/3:1/5,
ihre Frequenzen sind QW =100/s, 2® =300/s, 2® =500/s. In den drei Fillen a, b, ¢ hat
das Frequenzverhiltnis # daher die drei Werte ' =1/6, #® =1/2, n®=5/6, im Falle d
die drei Werte n¥=1/15, n'®=1/5, ®=1/3.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Werte der VergréSerungsfunktion V) (53.2a)
fiir jede Harmonische P®, das Produkt POV (das ein MaB ist fiir den Ausschlag) sowie

Nacheilwinkel ¢, Nacheilzeit ¢, = % und relative Nacheilzeit 7= ;,i= 2[2m (53.14b)
verzeichnet. In den Abb. 56/2a, b, ¢, d sind (stark ausgezogen) die vier Kurven wieder-
gegeben, die das Gerét unter den angegebenen Voraussetzungen aufzeichnen wiirde. Die
einzelnen Harmonischen, aus denen sich die Kurven zusammensetzen (und deren Amplituden
proportional POV() sind), sind mit den Bezeichnungen (I), (2) und (3) in allen vier Fillen
ebenfalls eingezeichnet. Die Kurven zeigen deutlich die friiher erwihnten Merkmale:

Liegt die Frequenz einer Harmonischen der Erregerkraft der Eigenfrequenz zu nahe,
80 wird, wenn keine Dampfung vorhanden ist, diese Harmonische stark herausgehoben
[P® in Fall a] und damit das Gesamtbild verzerrt. Durch Anwendung einer Dampfung

Abstt iiche. lgroners Nacheil- | Nocheilzett | Nachoselt
e 3t1mImu nl e ) i Py achellzer acheiizel
GréBe 17=!)/ng Errogende gr?‘l)}enmg j30] vg) tg e winkel ¢ —ei _ s/lZ b
v{ (1,0) e A =27
] P\‘) 3 n
Einheit 1 et 1 e 1 1 5 !
100 1
Z 0= 1 1,029 | 1,029 0 0 0 0
Abb. 56/2a % - % Yy | 1,333 | 044a | 0 0 0 0
=0
500 5
600=6 | s | 3273 | 0655 0 0 0 0
Zu %— 1 1,000 | 1,000 | 0,242 | 0,238 |2,38-10-3| 0,227
Abb.56/2D)
1 / B —;— Y. 10,970 | 0,323 [ 0,943 | 0,756 | 2,52-10-3| 0,241
== 1/2
gV 5
& | Ys | 0821 | 0164 [3,857 | 1317 |263-10| 0,252
1 1 0,606 | 0,606 | 1,371 [0,941 |9,41-10-3| 0,898
Zu 6
Abb. 56/2¢ % Y, 0,246 | 0,082 | 5,333 | 1,385 |4,62-10-3| 0,441
=4
% Y, | 0,150 | 0,030 | 21,818 | 1,525 |3,05-10-2| 0,335
100 1
—_ - 10-2
T Boo=11 ! 1,000 | 1,000 | 0,0947 | 0,0944 | 0,94 - 10 0,225
Abb.56/2d
/2d) 300 _ 1 Y, | 0999 | 0,333 | 0,295 | 0,287 | 0,95-10-3| 0,228
1 11500 5
=312 500 1
- = 1 . -3
1500 =3 /s | 0,992 | 0,199 | 0,530 | 0,488 | 0,98 10 0,232
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von geeigneter Stirke kann diese Erscheinung vermieden werden (Fall b). Noch geringere
Verzerrung erhélt man, wenn man die Eigenfrequenz des Gerites auBerdem erhéhen kann

N
\
\ N

I
% S
-,

(Falld). Zu starke Dampfung loscht dagegen die hoheren Harmonischen fast vollig aus;
es bleibt dann nur die (etwas deformierte) Grundschwingung iibrig (Fall c).

B) Bei den Geriten, die Bewegungen anzeigen sollen, wird der Relativausschlag
des ,,FederfuBpunktes”“ gegen einen Schwingkdrper zur Anzeige ausgenutzt.
11*

-7

4,

V2, ¢) o=600/s, 8

1
2

Abb. 56/2. Aufzeichnungen eines Geriites bei Erregung nach Abb. 56/1, wenn a) w = 600/s, = 0, b) w = 600/s, &

1
é—l/2.

= 1500/, 6=

a
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Die Gerite beruhen auf dem Schema der Abb. 54/1b. In Gl. (54.10) haben
wir schon angegeben, wie der Relativausschlag £0— U mit dem FErregeraus-
schlag U zusammenhdngt: O — U = (—y,) II. Abstimmung auf Resonanz ist
auch hier nur dann zweckméaBig, wenn rein harmonische Anregung vorliegt.
Sonst mul man wieder fordern, dal sowohl die VergréBerungsfunktion V, = |, |
wie auch die Phasenverschiebungszeit 7, iber (2 oder % méglichst horizontalen
Verlauf haben.

Wegen des Zusammenhangs (53.3b) zwischen den VergroBerungsfunktionen
V; und V; und der Gl. {53.15a) fiir die relative Nacheilzeit v gelten alle Erérte-
rungen, die wir unter o) bei den kraftregistrierenden Geriten fiir 5 — 0 durch-
fihrten, jetzt fiir y > oo. Erstens miissen die Gerite also eine geringe Eigen-
frequenz w aufweisen; zweitens mu3 die Ddmpfung (wo sie herangezogen wird)
nach den schon erdrterten Grundsitzen eingestellt werden.

Auf welche Weise man Schwinger mit geringer Eigenfrequenz herstellt,
haben wir in Ziff. 32 schon untersucht. Die dort (ohne die hinzutretenden
Dimpfer) behandelten Anordnungen werden als Einrichtungen fir MeBgerite
verwendet. Dabei wird — wie aus Abb. 54/1b hervorgeht — der ,,FederfuB-
punkt®“ durch die zu messende Bewegung gefiithrt, wihrend die Bewegung der
Masse (oder eines mit ihr verbundenen Punktes) gegen die zu messende Be-
wegung aufgezeichnet wird. Der FederfuBpunkt F ist in den Systemen der
Abb. 32/1 und 32/3 der Punkt 4, in den iibrigen Fillen jeweils der Punkt O.

y) Mit der Bezeichnung Beschleunigungsmesser werden schlieflich noch
zwei wesentlich verschiedene Arten von Geriten belegt. Beschleunigungsmesser,
die den Verlauf der Beschleunigung mit der Zeit bei
Schwingungsbewegungen aufzeichnen, sind Gerite
nach Abb. 54/1b. Die Kraft in der Feder wird ge-

w messen; sie ist ein MaB fiir die Beschleunigung, die dem
m ¢ Punkte F aufgezwungen wird. Sie ist & = ¢ (22— 1);
mit (54.6¢) und (50.7) wird daraus & = ¢ (— ;) U oder
A a K =¢V,; U. Die Beschleunigungsamplitude lautet:
Aab s, Soms o B sy-EL
male Beschleunigungen messen. ay Vs

Der Verlauf von 1/V, ist in Abb. 53/5 angegeben. Neben
diesen Geriten gibt es unter dem gleichen Namen andere, welche die bei einer
Bewegung auftretenden maximalen Beschleunigungen feststellen. Sie sind im
wesentlichen kraftschliissige Anordnungen nach Abb. 56/3, in denen eine
Masse m durch eine Feder ¢ (oder die Riickstellkraft eines Pendels) mit der
Kraft K gegen eine Wand gepreBt wird. Sobald die Wand eine nach links
gerichtete Beschleunigung erfahrt, die gréBer ist als & = K/m, hebt sich die
Masse von der Wand ab. Das Abheben wird entweder durch Beobachtung
mit dem Auge oder Ohr oder z.B. durch Unterbrechung eines elektrischen
Kontakts festgestellt. Ubrigens beruht auch die Anordnung der Abb. 27/2 auf
diesem Prinzip; sie stellt (obschon sie zur Messung von Ausschlagamplituden
dient) im Grunde einen Beschleunigungsmesser dar.

57. Einschwingvergiinge. Bei der Integration der Bewegungsgleichungen fiir
die erzwungenen Schwingungen in Ziff. 44 und Ziff. 50 hatten wir ausdriicklich
erwihnt, daB die allgemeine Losung der Differentialgleichung sich aus der
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Loésung der ,,verkiirzten Differentialgleichung und einem partikularen Integral
der unverkiirzten Gleichung zusammensetzt, so dafl die Bewegung also aus der
freien Schwingung und der eigentlich erzwungenen besteht. Nach der Be-
merkung, daB fiir gedimpfte Systeme die freie Schwingung abklingt und den
stationiren Zustand nicht mehr beeinflult, hatten wir dann unsere Aufmerksam-
keit allein auf das partikulare Integral, den eigentlich erzwungenen Losungsanteil
gerichtet. Die Erérterungen in den Ziff. 51 bis 56 beziehen sich auf diesen Anteil.
Der erzwungene Losungsanteil ist jedoch nur dann von wornherein allein vorhanden,
wenn die Anfangsbedingungen (Anfangsausschlag g, und Anfangsgeschwindigkeit v,) ge-
eignete Werte haben. Fiir den dampfungsfreien Schwinger sind diese in Ziff. 44 [vgl.
Gl. (44.9)] angegeben. Fiir den geddmpften Schwinger hat die Differentialgleichung
a§+bg+cqg=PsinQt
die allgemeine Losung

1
qzCe"“sin('ut—}—y)+—§—17(1__—_%2_1—T2;sin(9t—8); (57.1)
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Abb. 57/1. Einschwingvorginge. a) 2>7, b) 2 <»,

hierin sind C und y Integrationskonstanten, die iibrigen Grofen haben bestimmte Werte.
Bezeichnen ¢, und v, Anfangsausschlag und Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit =0, so
nehmen die Integrationskonstanten die Werte

1
2= = {wgo+v @sine)® + [v,+ Agy + Q(Asine — Qcose)]?} (67.2a)

und
— v (go 1 @sin &)
tgy—vo—l-lqo—{' Q@ (Asin g — 0 cos g) (67.2Db)
P
an, wenn mit ¢ abkiirzend — _“__lw— bezeichnet wird.

c 1/(1 — PR 48P
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In der Regel werden ¢, und v, die Amplitude C der freien Schwingung nicht zu
Null machen. Dann ist zunéichst auler dem erzwungenen Anteil auch eine freie
Bewegung vorhanden, die das Schwingungsbild betrichtlich beeinflussen kann.
Vor allem kann der grofte Ausschlag weit iiber dem Wert ¢ der stationiren
Amplitude liegen. Ist ¢, = v, =0 und 4 klein (und damit auch é und & klein),
so wird, wie aus (57.2a) folgt, C = (2/w) . Durch (gegeniiber der Eigen-
schwingung) rasch verlaufende Erregungen koénnen dann groBe Amplituden
der Eigenschwingung veranlaf3t werden.

Abb. 57/1 zeigt zwei typische Bilder fiir Einschwingvorginge; in einem Fall
ist 2>» und C> @, im andern v >£ und @ > C.

Manche Vorginge, wie z. B. die durch Erdbeben hervorgerufenen Schwin-
gungen von Bauwerken, spielen sich in so kurzer Zeit ab, daB ein stationirer
Bewegungszustand {iberhaupt nicht eintritt; der gesamte Bewegungsverlauf
liegt im Bereich des Einschwingvorgangs. In solchen Fillen darf man die
voriibergehenden freien Schwingungen keineswegs auBler Acht lassen.

58. Die dynamischen Priifverfahren (Umkehrung der Fragestellung). In
allen Abschnitten des hier behandelten Kapitels iiber den Schwinger von einem
Grade der Freiheit, und zwar sowohl in den friitheren Teilen iiber die freien
Schwingungen wie auch in den gegenwirtigen iiber die erzwungenen Schwin-
gungen, haben wir die Eigenschaften des Schwingers (Masse ¢, Diampfungsfaktor b,
Federzahl ¢} und die auf ihn von, auBen wirkenden Krifte (Amplitude P, Fre-
quenz £2) als bekannt vorausgesetzt und aus ihnen den Verlauf der sich unter
besonderen Bedingungen (Anfangswerten) einstellenden freien oder erzwungenen
Schwingungen errechnet. Die SystemgroBen @, b, ¢, deren Kenntnis voraus-
gesetzt wird, konnen oft aus den geometrischen Abmessungen und den Werk-
stoffeigenschaften des Schwingers ermittelt werden. Manchmal 148t sich ¢ auch
aus einem statischen, b aus einem Bewegungsversuch gewinnen.

Es gibt jedoch auch Fille, in denen der verwickelte Aufbau eines Systems
(man denke etwa an eine Stahlbriicke) die unmittelbare Feststellung der
Schwingungseigenschaften erwiinscht oder gar erforderlich macht. Man stellt
dann Schwingungsversuche an und berechnet aus den gemessenen Ergebnissen
die Eigenschaften des Systems. Die Fragestellung ist nun gegeniiber der bis-
herigen umgekehrt: Nicht aus bekannten elastischen und Dimpfungseigen-
schaften eines Systems soll auf sein Verhalten bei Schwingungen geschlossen
werden, sondern es sind aus dem Verhalten bei einer aufgezwungenen Schwin-
gung die elastischen und Dampfungseigenschaften des Systems zu finden.

Die Gr6Ben, die sich bei einer aufgezwungenen Schwingung messen lassen,
sind Amplitude und Phasenlage des Ausschlags gegeniiber der Erregerkraft
sowie die Leistungsaufnahme. Diese drei GroBen hatten wir bisher schon in
unsere Untersuchung einbezogen. Wir kénnen daher auf die entsprechenden
Entwicklungen zuriickgreifen.

Fiir die Erregung von Schwingungen kommen im wesentlichen zwei Mittel
in Betracht, die Erregung iiber eine Federkraft ¢ 11 oder iiber eine Massenkraft
2,221, In den sog. Schwingungs(erreger-)maschinen wird fast ausschlieBlich
die zweite Moglichkeit benutzt. Diese Schwingungsmaschinen fallen also unter
das Schema der Abb. 43/3. Der Antrieb der umlaufenden Massen a,/2 erfolgt
durch einen Elektromotor. Die Leistungsaufnahme L = L,, des Schwingers wird
aus der Leistungsaufnahme des Motors gefunden, die mittels elektrischer MeB-
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gerite einfach bestimmt werden kann. Allerdings enthilt diese Leistungs-
kurve auch die Verluste im Motor und in der Priifmaschine selbst. Man ,,be-
reinigt* sie deshalb, indem man die durch einen ,,Leerlaufversuch* gewonnenen
Werte abzieht. Abb. 58/1 zeigt in (a) die Leerlaufkurve und die Versuchskurve,
in (b) die bereinigte
Kurve.

Zur Durchfibhrung[1] ,4| a " b
eines solchen Leerlauf-
versuchs macht man ent-
weder die Exzentrizitit Ui t 2
der umlaufenden Massen
ay/2 zu Null (wodurch s T

Umsténden auch die Ver-
luste sich édndern) oder , , J ,

aber die Belastungen der )~ L
Lager und damit unter 7| ” s
///
af
3
9

man befestigtdie Schwin- a5 I, 45
A . 3 — e
gungsmaschine an einem %l o
Abb. 58/1. Leistungskurven. a Leerlaufkurve und Versuchskurve,

Schwinger sehr hoher b bereinigte Kurve.

Eigenfrequenz, der dann

selbst so gut wie keine Leistung aufnimmt. Praktisch heilt das, man stellt die
Maschine z. B. auf eine sehr steife Grundplatte.

Die Messung der Schwingungsausschlige @ erfolgt mit Geriten, die nach
dem Prinzip der Seismographen arbeiten und von denen wir einige Typen
(Pallograph, Vibrograph) in der Ziff. 32
beschrieben haben.

Die Messung der Phasenverschiebung e
zwischen Erregerkraft und Ausschlag
verlangt auf dem Ausschlagbild die
Kennzeichnung des Augenblicks, in
dem die Kraft eine ausgezeichnete
Phase durchlauft. Eine solche Kenn- &
zeichnung kann bei langsam verlaufen-
den Schwingungen dadurch vorgenom-
men werden, daf man durch die
umlaufenden Massen der Schwingungs- Abb. 58/2. DAt v rdnung zur Messung der
maschine im Augenblick der hoéchsten
oder tiefsten (oder einer sonstigen) Lage einen Kontakt schlieBen lait, der
einen Elektromagneten betitigt, wodurch eine Markierung auf dem Papier-
streifen des Schreibgerites vorgenommen wird. Bei rascheren Schwingungen
arbeitet diese Anordnung zu trige; man lit dann die Markierung durch
einen elektrischen Funken besorgen [2].

Eine zweite (von W.SpArH [3] vorgeschlagene) Anordnung kennzeichnet
umgekehrt eine Stellung des Kraftvektors bei einer ausgezeichneten Phase
des Ausschlags. Die Anordnung besteht darin, daB das in Schwingungen ver-
setzte System (etwa bei seinem groBten Ausschlag nach unten) einen Kontakt
betitigt, der eine auf der Welle der Schwingungsmaschine sitzende und
mit umlaufende Glimmlampe zum Aufleuchten bringt (Abb. 58/2). Da eine

Schwinger
1
&
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Glimmlampe praktisch tragheitsfrei ziindet und erlischt, so geschieht das kurz-
zeitige Aufleuchten bei jedem Umlauf der Lampe an der gleichen Stelle, und
zwar in rascher Folge. Im Auge entsteht das Bild eines ruhenden leuchtenden
Punktes, der sich an einer bestimmten Stelle des Wellenumfangs befindet.
Durch eine Winkelmessung kann seine Lage bestimmt werden.

Nicht immer kann man alle drei GréBen , ¢ und L, mit der erforderlichen
Genauigkeit messen; manchmal kann eine der Groflen auch nur iiber einen ge-
wissen Bereich verfolgt werden. Die fiir die Auswertung zur Verfiigung stehenden
GroBen sind von Fall zu Fall verschieden; es 1i3t sich daher auch kein allgemein
giiltiger, immer beschreitbarer Weg zur Ermittlung der Systemkonstanten
angeben. Das Vorgehen muf sich vielmehr in jedem Fall nach den Erforder-
nissen sowie den verfiigbaren Hilfsmitteln und Moglichkeiten der Messung
richten. Wir erdrtern daher hier nur einiges Grundsdtzliche an Beispielen.

o) Wir setzen voraus, die Masse @ und die Federzahl ¢ des Systems seien
bekannt, gesucht werde lediglich der Ddmpfungsfaktor . Hier kann man
wieder drei Fille unterscheiden, je nachdem, ob die Erregerkraft konstanten
Betrag hat, oder ob sie von der ersten oder zweiten Potenz der Geschwindigkeit
abhingt. Wir beginnen mit der Voraussetzung einer Erregerkraft konstanten
Betrages. Die gesuchte Dampfung kann schlieBlich entweder aus einer Messung
des Ausschlags, der Phasenverschiebung oder der Leistungsaufnahme be-
rechnet werden.

Nimmt man Ausschlagmessungen vor, so stellt man eine Reihe von Werten
der Funktion Q(£2) fest. Da ¢ und o bekannt sind, 148t sich diese Funktion
leicht umrechnen auf V,(z) =£1;2 (—g—) Man kann der weiteren Rechnung
nun den bei irgendeiner Abstimmung # erzielten Ausschlag @ zugrunde legen.
Mit Hilfe von (53.2a) findet man

=YL=

Zieht man im besonderen den fiir Q = @ = 1/% , d.h. =1, erzielten Aus-
schlag V;(1) heran, bei dem die Phasenverschiebung ¢ = 90° betrigt, so wird
[wie in (53.6)]

_1 .
Vi (1)’
geht man dagegen vom Maximalausschlag V= V{m3%) aus, der nach (53.7a)
fiir #? = 1— 2 §? erreicht wird, so erhilt man nach (53.7b) fiir §2 die quadratische
Gleichung

28 = (58.1a)

1
(62)2_ 02 + 4v2 =0
mit der Ldsung
52 — % [1 F Vl_vlg] . (68.2)

Im Bereich sehr kleiner Dimpfungen wird V{™2® sehr groB; aus einer ab-
gebrochenen Entwicklung des Radikanden erhilt man dann

1 1 1
52%7[1—(1—?\7?)]:?@

28~ 1)V (58.3)

oder
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wiein (58.1a). Bei kleinen Werten § kann daher der Maximalwert V = V{max) fiir
den Wert V,(1) eintreten.

Mitunter kann es sich auch empfehlen, die auf V; umgerechneten Ausschlag-
werte ¢ in eine vorliegende, dicht gezeichnete Schar von Kurven Vg(z) (wie
Abb. 53/1) einzupassen. Der gesuchte Wert der Dampfung liegt dann zwischen
jenen Werten ¢, die den benachbarten Kurven zugehoren.

Auch Phasenmessungen kénnen zur FErmittlung der Dampfung heran-
gezogen werden. Aus den Gln. (51.7) folgt,daB, wenn man die Phasenverschiebung
¢’ bei der Abstimmung %" = 0,618 oder & bei %" = 1,618 mifit, der Dampfungs-
faktor b sich aus

b=1tactgs’ baw. b=—7jactgs’ = jactgm—e") (58.4)
errechnet.

Man kann aber auch feststellen, fiir welche Abstimmung 7, ein Phasen-
verschiebungswinkel ¢ = 45° erreicht wird; dann gilt wegen (51.6)

1— 2
2=—1. (58.5)
T
Aus einer Leistungsmessung findet man wegen (55.3)
Pz 1
20 = S1as I (58.6)

L(max) tritt fiir n = 1 auf. Natiirlich muB man die ,,bereinigte” Leistungskurve
zugrundelegen, bei der die Leerlaufverluste schon abgezogen sind.

Hat die Erregerkraft nicht konstanten Betrag, sondern liegt etwa der haufige
Fall einer Massenkrafterregung vor, so gilt wegen V, =#?V, statt (58.1) die
Beziehung

n\2 [T—g2\2
o457
Die Formeln (58.1a) mit V(1) und (58.3) mit V(™) gelten dagegen sowohl fiir
V, wie fiic V,. Aus einer Phasenmessung folgt 2§ ebenfalls nach (58.4), da die
Phasenverschiebungswinkel fiir beide Arten von Erregerkriften dieselben sind.

Aus einer Leistungsmessung erhilt man die Dampfung mit Hilfe von (55.9a);
wenn man im besondern die Leistung L}” an der Stelle y = 1 heranzieht, wo

& =90° ist, wird
U2 1 /c® [a,\2 1
20=5 l/a— (%) v (58.8)

Gelegentlich wird auch empfohlen [4], die Dampfung aus der ,,Schlankheit‘* der Reso-
nanzkurven des Ausschlags oder der Leistung zu ermitteln. Wir wollen hier untersuchen,
inwieweit das moglich ist.

Liegt die VergroBerungsfunktion der Leistung fir Erregerkraft konstanten Betrages
vor, die in Ziff. 55 mit W, (%) bezeichnet wurde, so kann man (in Abb. 55/2 angedeutet})
in der halben Héhe des Maximalwertes W{™*® eine Parallele zur 7-Achse ziehen; der Abstand
der Schnittpunkte dieser Parallelen mit der Kurve gibt die dimensionslose Grofle 2. Denn
nach (55.4) ist W{"*© = 1/2§, und die Forderung W, (1, ,) = W{"*/2 liefert fiir dic Abszissen
#, und 7, die Beziehung

(1 "‘77?,2)2=46277?,2 oder 1 _’712,2 = i267]1,zﬁ
sie fithrt auf die beiden quadratischen Gleichungen
+20p—1=0 und n®—24n,—1=0, (68.9)
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von denen jede eine positive Wurzel hat. Diese Wurzeln sind 7 = —d& 4 3/6* +1 und
7y = + 6 + 1/ 8% + 1. Ihre Differenz betrigt, wie behauptet,

np—my = 2 9. (58.10)

Die Losung ist genau. (Man beachte, daB in Abb.55/2 Wy iiber { aufgetragen ist statt, wie ge~
fordert, tiber 5. Streng genommen darf man nur mit der linken Halfte dieser Kurve arbeiten.)

Mit der Resonanzkurve der Leistung bei Massenkrafterregung, die durch W; (55.10)
angegeben wird, kann man entsprechend verfahren; hier erhéilt man allerdings keine genauen,

1
sondern nur angenshert richtige Ergebnisse. Legt man in der Héhe ) Wi (1), wobei Wy (1)

die Ordinate an der Stelle = 1 bedeutet (die praktisch oft mit W{™*® iibereinstimmen
wird), eine Parallele zur 7-Achse, so schneidet diese Parallele wieder eine Strecke 24 ab,
unter der Voraussetzung, daB man die GroBe (7* — 1) vernachléissigen darf. Wir zeigen
das. Aus (55.10) folgt W;(1) = 1/24; daher fithrt die Forderung W;(1)/W(5) =2 auf
die Beziehung (1 — #72)2 =4 6> 2(2 9* — 1). Darf man die Klammer auf der rechten Seite
gleich Eins setzen, so ergeben sich wieder die beiden quadratischen Gln. (58.9), also auch
das gleiche Ergebnis (58.10) wie dort.

Auch aus der Schlankheit der VergroBerungskurven V,(n) und Va(n) des Ausschlags
kann man auf dhnliche Weise die Démpfung bestimmen. Die Vorschrift lautet hier: Lege

in Héhe V, (1)/1/2 ~ 0,707 V, (1) eine Parallele zur 5-Achse. Die Differenz der Abszissen
der Schnittpunkte mit der Kurve betrigt 26, solange man (7?2 — 1) vernachlissigen darf.
(Diese Forderung ist weniger streng als die an die Leistungskurve W; gestellte Forderung
nt—1a20.) Der Beweis verlduft ganz dhnlich wie zuvor. Wegen (53.2a) fithrt die Be-
dingung V2(1)/VZ(n) =2 auf die Beziehung (1 —#?)2 =4 (2 —#?). Darf man fir die
Klammer auf der rechten Seite 72 setzen, so ergeben sich wieder die beiden quadratischen
Gln. (58.9) und damit dieselben Losungen wie dort.

Bei Massenkrafterregung hat man es mit V, statt mit V, zu tun. Wegen (53.3b)
V, (9} =V4(1/n) verliuft die Untersuchung fiir diese Kurve genau ebenso (man hat jedoch
an jeder Stelle 1/5 statt 5 zu schreiben) und fithrt zu dem gleichen Ergebnis.

In allen Fillen muBl % selbst (nicht {) als Abszisse der Kurven dienen.

p) Zum zweiten setzen wir voraus, es seien alle drei SystemgréBen a, b, ¢
unbekannt. Nun muf} sich unser Bestreben zunichst darauf richten, die GréBe
= 1/0—/5 (Eigenfrequenz bei Diampfungsfreiheit) und danach @ und ¢ getrennt
zu ermitteln.

Zur Bestimmung von o sind Messungen der Phasenverschiebung oder der
Leistung besser geeignet als Messungen des Ausschlags. In einer Kurve der
Leistungswerte L, ({2) gibt die Stelle 2 des Maximums, in einer Phasenver-
schiebungskurve die Stelle 2, wo ¢ = 90° wird, den Wert 2 = w an. Solche
Phasenmessungen sind — wo angéngig — zu empfehlen, da wenigstens fiir nicht
zu grofle Werte ¢ die Kurve ¢(£2) in der Nihe von £ = o stark ansteigt, so dall
die Messung sehr empfindlich ist. In den Kurven Q(£2) wird das Maximum
(auBer bei Antrieb iiber einen Dimpfer) je nach der Art der Erregung entweder
vor oder nach der Stelle 2 = @ erreicht, und es bedarf erst der Kenntnis der
Dimpfung, um aus der Stelle 2, des Maximums die Stelle w zu finden.

Um weiterhin eine der GréBen a und ¢ fiir sich zu ermitteln, besteht das
einfachste Mittel darin, eine zweite Messung der Eigenfrequenz an dem in einer
bekannten Weise abgeéinderten System vorzunehmen. Und zwar wird man
das System in der Regel dadurch abindern, daB man eine zuséitzliche Masse
a, bekannter Grofle aufbringt (z. B. indem man auf eine Briicke eine Loko-
motive stellt). Ist die neue Eigenfrequenz dann w,, so gilt w?=c/fa und
w5 = ¢/(a + a,), daraus folgt

a=a, 6% (58.11)
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Eine zweite Moglichkeit, @ oder ¢ zu bestimmen, erhilt man aus einer Eigen-
schaft der Ausschlagkurven Q(£2). Bei Antrieb durch eine Kraft b konstanten
Betrages strebt die Funktion Q(¢) fiir Q-0 dem Wert Pjc zu. (Der Grenz-
fall Q = 0 bedeutet eine statische Messung.) Milt man daher die Ausschlage
bei geringen Erregerfrequenzen, etwa bei = 1/2, 1/4, 1/6, 1/8, so gibt die Extra-
polation der Kurve auf 7 =0 den Wert P/c an, der dann ¢ liefert. Ebenso
strebt bei Erregung durch eine Massenkraft a, Q21 die Funktion () fir
£ — oo nach %2 U. Mifit man daher etwa bein =2, 4, 6, 8 usw. die Ausschlige,
so gibt Extrapolation der Kurve auf £ = co den Wert %2‘ U, der dann a liefert.

Die Extrapolation auf £ — co nimmt man zweckmifBig so vor, daB man — analog
der Auftragung der Kurve V, in Abb. 53/1 — die Werte @ iiber 1/5? auftrigt, so da man
fiir 1/52 — O extrapoliert. Ein weiteres Mittel, die Extrapolation sicherer zu gestalten,
besteht darin, daB man den Einfluf der (noch unbekannten) Dampfung abschétzt. Aus
der Form der Ausschlag- oder Leistungskurven kann man sich schon ein Urteil dariiber
verschaffen, von welcher GréBenordnung die Dampfung ist, ob 8 < 1/5 oder é ~ 1/2. Aus
(53.2a) folgt mit n< 1, so daB #* vernachlissigt werden kann,

vl — .
1—22(1—28%"°
fiir & < 1/5 vernachlissigen wir den Subtrahenden in der Klammer und schreiben

1 1
6<’5: V;:i__—zy?~ml+2n2; V,~ 1472
fiir 0 = 1/2 wird
1

. 1 1
d=9: V; =i_p~ 1477 Vam 14572
Man sieht daraus: Je nachdem, ob die Dampfung vernachlissigbar ist oder in der GroBen-
ordnung & =1/2 sich bewegt, hat man bei einer Abstimmung # den Grenzwert ¢ noch um

V2 = (58.12)

das 72-fache oder —;— nt-fache tiberschritten. (Mit & & 0,7 ist noch fiir betrachtliche Werte

die VergroBerungsfunktion V; = 1.)

Was hier fiir V,(x) erlautert wurde, gilt genau so fiir Vi(1/y) bei Massenkrafterregung.
Hier wird eine Abschétzung des Einflusses der Dampfung noch hiufiger von Wichtigkeit
sein, da die Erregerfrequenz ja nicht beliebig hoch gesteigert werden kann.

Nachdem @ und ¢ bekannt sind, kann die Bestimmung von b nach den oben
unter o) erwihnten Richtlinien vorgenommen werden.

Ts sei aber nochmals betont, daB die hier geschilderten Maflnahmen ge-
gebenenfalls abzuéndern und den gerade vorliegenden Moglichkeiten und Er-
fordernissen anzupassen sind [5]. Immer wird es sich dabei allerdings um eine
geeignete Anwendung der in den Ziff. 50—57 gefundenen Ergebnisse handeln.

¢) Schwinger mit anderen Dimpfungskriften.

59. Die Diampfungskraft ist einer Potenz der Geschwindigkeit proportional;
,,gleichwertiger Dimpfungsfaktor. Schon bei der Untersuchung der freien
Bewegungen des einfachen Schwingers hatten wir Dampfungskrafte in Betracht
gezogen, die nicht mehr einfach der Geschwindigkeit proportional waren
(Ziff. 33, 34, 36, 37). Doch hatten wir uns dort auf die Untersuchung von zwei
weiteren Arten von Abhingigkeiten beschrankt, auf die Reibungskrafte kon-
stanten Betrages und die dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen
Reibungskrifte. Der Grund fir die Beschrinkung auf die genannten Typen
liegt in der Schwierigkeit, die sich der rechnerischen Behandlung anderer Falle
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entgegenstellen. Bei der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen befindet
man sich in einer etwas giinstigeren Lage, da im stationdren Zustand auch
die gedimpften Systeme ihre Schwingungsweite beibehalten, also periodische
Schwingungen ausfithren. Eine Integration der Bewegungsgleichung werden
wir jedoch nicht durchfiithren kénnen; wir werden uns vielmehr bemtihen, die
Bewegungen der Systeme mit nichtlinearer Dampfungscharakteristik auf die
der Systeme mit linearer Charakteristik zuriickzufiihren. Das kann nur in
angeniherter Weise geschehen. Der Grad der Naherung reicht jedoch fiir die
praktisch vorliegenden Fille in der Regel aus.

Die allgemeinste Form der Differentialgleichung der Bewegung, mit der wir
uns beschiftigen werden, lautet also

aq+(sgng)b,|q|" + cq= PcosQt, (69.1)
wobei n irgendeine ganze oder gebrochene, reelle Zahl bedeutet.

Wir beginnen hier (abweichend von Ziff. 43) die Zéhlung der Zeit mit dem Maximal-
ausschlag der Erregerkraft, schreiben fiir p (f) also P cos ¢, um fir die Geschwindigkeit
und die von ihr abhingigen Widerstandskrifte einen sinusférmigen Verlauf zu erhalten.

Erstens setzen wir nun wieder voraus, die Bewegung verlaufe harmonisch
mit der Frequenz 2 der Erregung,

g = Qcos(Qt—e¢). (59.2)

Dieser Ansatz war streng richtig fiir die ungeddmpfte und die linear gedampfte
Bewegung. Im allgemeinsten Fall stellt er jedoch eine Annahme dar, die nur
angenihert erfiillt ist. In Fillen, in denen diese Voraussetzung auch angendhert
nicht mehr zutrifft, versagt die auf ihr aufgebaute Losungsmethode (s. Ziff. 60).
Zweitens ersetzen wir die Diampfungskraft (sgng)b,|q|" durch eine der Ge-
schwindigkeit proportionale Kraft i)l g. Der ersetzende ,,gleichwertige” Dimp-
fungsfaktor I;l wird dabei so bestimmt, da8 durch die beiden Dampfungskrafte
dieselbe Energie je Schwingung vernichtet wird. Die durch die Kraft b,g¢"
je Viertelschwingung verzehrte Energie betrigt, wenn die Bewegung harmonisch

verliduft,
T/4 T4

S/4=/ bndn (th) =bn Qn+1m+1/ Sin”+19tdt’
0 ()

also
/2

84 =15, Q10" [sin*+1xda. (59.3a)
0

Durch die Kraft b,¢ wird verzehrt
T4 T4 a2

84 = [ bg(gdt)=0b, @2 [ sin2Qtdt=b, Q*Q [sin?xda,
0 0 0

also
S A
T=beoT. (59.3b)
Gleichsetzung der beiden Ausdriicke liefert
72

81=an”—1.Q"‘1%/sin”+1xdx. (59.4)
1]
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Das Integral auf der rechten Seite 1aBt sich zwar nicht mehr durch trigono-
metrische Funktionen, wohl aber durch eine anderweitig tabellierte, transzendente
Funktion, die sog. Gammafunktion I'(x), ausdriicken. Es ist (vgl. etwa JARNKE-

EwmpE, S. 95)
72

sin*tlode = —" ‘F(:—i—?—— (59.5)

o'/ 2

Um die funktionentheoretischen Eigenschaften der I'-Funktion brauchen wir
uns nicht zu kiitmmern; fiir uns ist I'(x) nur ein Zeichen fiir eine tabellierte
Funktion. Setzt man (59.5) in

(69.4) ein, so wird o
by=C(n)b, Qr=2Qr—1 (59.6)
mit dem Faktor 170 £
L rety : — g
f(n) = - w3\ - (59.7)
) o
2
Den Verlauf dieses Faktors { mit
n zeigt Abb. 59/1. Der ,,gleich- l
wertige Dampfungsfaktor b, ¢ ! z n_,‘f # g

hingt auBer von b, und » auch Abb. 59/1. Verlauf des Faktors ¢ (r) (59.7).

von der Amplitude ¢ und der

Frequenz £ ab. Beide Grofien sind fir die zu untersuchenden erzwungenen

Schwingungen Konstanten. Somit ist auch l;l eine Konstante.

An die Stelle der Differentialgleichung (59.1) tritt jetzt

ag+b,g-+cq=PcosQt (59.8)

mit dem Losungsansatz (59.2) fiir das Partikularintegral. Amplitude @ und

Nacheilwinkel ¢ ergeben sich aus (50.4) zu

; &

o ©c L. (59.9)

Q= ;
bz 2 -7
(L= + 25

und tge= 1

Der Dimpfungsfaktor 131 tritt stets in der dimensionslosen Kombination 131 Qe
auf. Aus (59.6) folgt

b 0 b Q" 10" bn, _
: _tm ‘3 =L Qe gt =fQrt

mit der vom Ausschlag @ unabhingigen Abkiirzung

n
fZC(n)‘Iz&Q—:C(n)%‘Qn—znz'
Benutzt man dieses Zeichen, so nimmt (59.9) die Formen
P?/c? FQ" B
Q= (1— 2+ @n 2 und  tge= - (59.10)

an. Die Amplitude @ ergibt sich somit als Wurzel der Gleichung
Q" 2 4 @l —2—d? =0, (59.11)
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wenn fiir den statischen Ausschlag (wie frither schon oft) Pjc == d geschrieben
wird. Die algebraische Gl. (59.11) fiir die Ausschlagamplitude @ wird. sich im
allgemeinen nur graphisch 16sen lassen. Der Phasenverschiebungswinkel folgt
aus (59.9) oder (59.10); er ist selbst eine Funktion des Ausschlags @).
Hat die Erregerkraft keine konstante, sondern eine dem Quadrat der Fre-
quenz proportionale Amplitude, so tritt an die Stelle von (59.1) die Differential-
leich . s
gletolung ag+ (sgng) b, g™+ cq=a,UR%cos 1. (69.12)
Aus (59.10) wird dann
a® a3 U2 or <2&)2 U? 7

s o

2 — = .
e T A e
der Gl. (59.11) entspricht schlieBlich

Q4 Q2 (1—r2)2— (@)2 U2t =0, (69.13)

wihrend der Ausdruck fiir tge derselbe bleibt.
Im Resonanzfall % = 1 folgt aus der vereinfachten GI. (59.11) sofort

By
2
193} Q= V 7= l
int- (59.114a)
7 r ‘/CAbA wn—; l
a
=0
L’Tt n’:_f und aus (59.13)
’? 7
95¢/ %
=7,
2 (59.13a)
7 fn=4 V
Zbn w”— 2o
¢ é’?% % wihrend in beiden Fillen
{— tge=oc, also £=90° wird.

Abb. 59/2. Verlauf der die gleiche AEnergie zerstreuenden Dimp-

fungskrifte W (gemessen in W/K) iiber eine Halbperiode. Wir zeigen nun noch in

Abb. 59/2 fir
n=0, n=1/4, =»n=12, a=1, n=2 n=3 n=4
iiber eine Halbperiode den Verlauf der Dampfungskrifte W = b, ¢", die durch

dieselbe Dampfungskraft W= l;lq ersetzt werden (in der zweiten Halbperiode
haben die Krifte umgekehrtes Vorzeichen, die Kurven setzen sich spiegelbild-
lich zur Achse fort). Die geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft (n = 1)

verldguft nach Ao .
W=>502QsinQ¢=KsinQt, (59.14a)
die iibrigen nach

W =b,0" Q"sin"Qt-— b 1 2 Q sin® .Qt——‘Ksm".Qt (59.14Db)

Die Grofitwerte der Déi,mpfungskrafte sind also den Kehrwerten von { () pro-
portional.

Den gleichwertigen Dampfungsfaktor 131 haben wir aus der Bedingung be-
stimmt, daB das mit einer geschwindigkeitsproportionalen Dimpfungskraft I;lq
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versehene Ersatzsystem denselben Energiebetrag zerstreut wie das urspriing-
liche, wenn angenommen wird, daB3 die Bewegung in jedem Fall harmonisch
mit der Frequenz £ der Erregung verliuft. Die Bedingung fiihrte zu (59.4).
In Abb. 59/2 ist der Verlauf der Dampfungskrifte fiir verschiedene Exponenten
n aufgezeichnet; die Amplituden sind so gewahlt, daf alle Dampfungskrifte
dieselbe Energie zerstreuen. Die Zuriickfithrung des gegebenen Systems, dessen
Differentialgleichung (59.1) ist, auf ein solches, das durch eine lineare Differen-
tialgleichung beschrieben wird, kénnte auch auf andere Weise, etwa dadurch
erfolgen, daBl man annimmt, die nach Abb. 59/2 verlaufenden (gleiche Energie-
betrige zerstreuenden) Diampfungskrifte diirfen jeweils durch ihre erste Har-
monische ersetzt werden. Da die Dampfungskrifte durch die Gleichung
W =1b,0Q" @"sin™ 2¢ beschrieben werden, so wiirde die Amplitude 5152 @ der
ersten Harmonischen aus (s. Ziff. 10)

T2

IA)IQQz;;/Wsithdt:%/Wsin.Qtd(.Qt):
0 0

|2
b, Q" Q* / sin® *lzdx
0

:%/m@@mw“gw@n=%
0

folgen. Das ist aber genau dieselbe Bedingung fiir 51 wie (59.4). Ob man also
fordert, das FErsatzsystem moge eine geschwindigkeitsproportionale Dimpfung
haben, die dieselbe Energie zerstreut wie das urspriingliche System, oder ob man
nur die erste Harmonische der wirklichen Ddmpfungskraft beriicksichtigt, beide

Male erhalt man dieselbe Bestimmungsgleichung fiir IA)I; die beiden Bedingungen
sind identisch. Auch der Grund fiir diese Ubereinstimmung ist offenkundig:
Die hoheren Harmonischen der Diampfungskraft (die wir unterdriicken) haben
Frequenzen, die ganze Vielfache der Frequenz £ der Geschwindigkeit sind;
sie leisten nach dem in Ziff. 9 # ausgesprochenen Satz bei der mit der Grund-
frequenz 2 verlaufenden Bewegung keine Arbeit. Die in Abb. 59/2 stark aus-
gezogene Kurve (fiir n = 1) ist also zugleich die erste Harmonische der iibrigen
gezeichneten Kurven.

In den folgenden Ziffern untersuchen wir einige Sonderfille, insbesondere
n =0 und n = 2 eingehender. Wir geben die zugehérigen Gleichungen explizit
an und kénnen auch einige Angaben iiber den Geltungsbereich der Methode
machen.

60. Dimpfungskraft konstanten Betrages. Hat die Diémpfungskraft festen
Betrag, ist also n =0, so lautet die Differentialgleichung

aq -+ (sgnq)by+ cq= PcosQt. (60.1)

Die Dampfungskraft wird in diesem Falle streng richttg durch die Kurve n =0
der Abb. 59/2 angegeben, da die Reibung denselben Betrag behilt, gleichgiiltig
wie die Bewegung und damit die Geschwindigkeit im einzelnen verlduft, solange
nur keine Unterbrechung der Bewegung eintritt. Die erste Harmonische der
Diampfungskraft hat nach (59.4) die Amplitude

bR =1u, (60.2)
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der Faktor ¢ wird also £ (0) = 4/z. Die Amplitude @ der durch eine harmonische
Erregerkraft konstanten Betrages P erzwungenen Bewegung folgt dann wegen
(59.11) aus

z2 %’2 + @A—n?P—d>=0 oder = ——_ Cg; , (60.3)
wenn wir auch hier die Abkiirzung (34.2) s = by/c verwenden. B]lden wir schlieBlich

analog dem Vorgehen in Ziff. 53 eine VergroBerungsfunktion V = | Q/d|, so wird,
wenn ¢ = s/d = by/ P das Verhiltnis von Reibungskraft zur Erregerkraft bezeichnet,

T 11/1 Vs & (4/7")2 o (60.42)
l - 77
ur ,' Der Nacheilwinkel ¢ wird hier am einfachsten aus der
7l a ! Sinusfunktion bestimmt,
A sine = Lo — =00 (60.41)
w- ' er ist unabhingig von 7. Die Abb.60/1a und b zeigen
. die durch die GIn. (60.4a) und (60.4b) angegebenen
Kurvenscharen.

Liegt Erregung durch eine Massenkraft a, Q2 U vor, so tritt
an die Stelle von (60.3)

a3 22U — 2 b} (@g/a) n* — 2 (s/U)?

v — —
; G T emamy VT oy
oder Q\ _ V(@) nt — @) (/0P
ayfa)?nt — (4/7)% (s
5 (7) =t =4 (60.5a)
4 und 7 (4/7) 8/U
I %= Yagapni— @rp oy (605D
2 Auf die Aufzeichnung in Kurvenform ist hier verzichtet.
Statt der Vergroferungs-
7 funktion und des Nacheil-
{ winkels kann man auch
Z_ 7°— 4 die komplexen Amplituden
b = =0 8% 496 47 des erzwungenen Ausschlags
r 2+ - angeben. In der komplexen
€ o=z 7T B ~== Form lautet die Differen-
o | i | tialgleichung (60.1) fiir Er-
0 7 2 3 4 . .
72— regung durch eine harmoni-
P sche Kraft fester Amplitude
Abb. 60/1. a VergroBerungsfunktion V= | Y1 — (49/7)* | ynd
1=t aq+1q°by + | (60.6)
b Nacheilwinkel &= are sin (4 /n). .
achellwingel £ = arc sin (4 o/x +Cq—s’Ee'LQt l

dabei bedeutet ¢° den Einheitsvektor q/|q|. (60.6) wird ersetzt durch die

Gleichung aa_}_alq Foq— P,

Mit dem Ansatz q = £ ¢?* und unter Beriicksichtigung von (60.2) wird daraus
(c—aQ) D+ S byino— . (60.7)

Das zugehorige Diagramm zeigt Abb. 60/2. Aus ihm liest man die Beziehungen

(60.3) und (60.4b) unmittelbar ab. Der Vektor der Widerstandskraft % bor Q0
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ist von der Frequenz und von der Schwingungsweite unabhingig. Die Ver-
héltnisse liegen daher so, als ob ein ungeddmpftes System durch die Kraft

R=P—i00 s, (60.8) ¢ 3

]
&

Q
¢
o

erregt wirde. Das erklirt die zunichst iberraschende 4
A

Tatsache, daB (im Gegensatz zu einem linear geddmpf-
ten System) ein Schwinger, der Dampfungskrifte festen

Betrages erfihrt, im Resonanzfall zu unendlich groBen Aﬁ%}l’ftﬁ?{fﬁ Komplexe
Ausschlagen erregt wird.

C'\e
%

Es liegt nahe zu fragen, ob auch an das Vektordiagramm Abb. 60/2 eine Diskussion
nach Art der Ortskurven von Ziff. 51 angeschlossen werden kann. Da die Proportionalitit
zwischen Erregerkraft 5 und Ausschlag £ hier entfillt, so hat es keinen Sinn, Federzahlen
und EinfluBzahlen heranzuziehen. Wohl aber kann man untersuchen, wie sich das
Krafteck Abb. 60/2 bei Va-
riation der Parameter ver-
andert.

Wir beschrinken die Be-
trachtung auf den Fall, daf
P seinen Betrag (und als
unabhingig  Verdnderliche
auch seine Phase) beibehélt.
Hat dann ferner die Damp-
fungskraft unverinderlichen Abb. 60/3. a Krafteck, b Erregerkraft 8 und Ausschlag Q im
Betrag, 80 liegt (c — a £22) 9 unterkritischen Bereich.
fest. Variiert nun £2, so
dndert sich £ zwar seinem Betrage nach, behilt aber die Phase bei; die Endpunkte der
Vektoren £ liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Bei Verinderung der Damp-
fungskraft wandert der Endpunkt des Vektors (¢ —a£2)Q auf einem Halbkreis. In
Abb. 60/3 sind die Verhiltnisse fiir den unterkritischen Bereich, in Abb. 60/4 fiir den iiber-
kritischen Bereich dargestellt; a) zeigt jeweils das Krafteck, b) die Erregerkraft 8 und
den Ausschlag £. Die Abb. 60/3
und 60/4 entsprechen den Diagrammen
Abb. 50/1 und 50/2 fiir den linear ge-
dampften Schwinger.

Wir deuten noch an, wie man
den durch (60.8) ausgesprochenen
Gedanken weiterfithren kann, um
zu einer vollstindigen Losung des 70
Problems zu gelangen.

Die Widerstandskraft konnen wir als

Teil der Erregung betrachten und die
Differentialgleichung (60.1) Abb. 60/4. a Krafteck, b Erregerkraft P und Ausschlag Q

im iberkritischen Bereich.
af-+cqg=Pcost—(sgnd)b, (60.9a)}

schreiben. Die Widerstandskraft verlauft so, wie die Kurve » = 0 der Abb. 59/2 angibt.
Man kann sie in Harmonische entwickeln und erhilt (fiir eine Halbschwingung mit positiver
Geschwindigkeit), wenn wir den Phasenverschiebungswinkel bei der Erregerkraft anbringen,

ag+cq=Pcos(Qt+e)+ Xa,sinvQt; (60.9b)

die a, sind die Fourier-Koeffizienten der erwahnten Widerstandskurve. In unserem Fall
n =0 wird die Summe zu

— (sgnq) by = — %bo[sinﬂt—{— %sinl%!)t—{— %sin5!)t+ ceef (60.9¢)

Klotter, Schwingungslehre I. 12
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Die Erregung enthilt jetzt héhere Harmonische. Das Partikularintegral von (60.9b)
lautet

P v .
qg= mGOS(Qt-I-G)-I—ZGV__%@‘; sinvQ2¢. (6010)

Man sieht, daB man in der Niahe der Frequenzen 2 = w/», also bei w/3, w/5, w7 usw. eben-
falls groBe Amplituden zu erwarten hat, so daB an diesen Stellen unsere angenéaherte Losung,
die nur die erste Harmonische der Dampfungskraft beriicksichtigt, eine schlechte Annihe-
rung darstellen wird.

Im iibrigen mufl man beachten, daB das ganze Losungsverfahren auf der
Voraussetzung beruht, daf die Démpfungskraft durch die Kurve n = 0 von
Abb. 59/2 dargestellt wird. Das ist nur der Fall, wenn die Bewegung kon-
tinuierlich, ohne ,,Pausen‘ verliuft. Experimente sowohl wie eine eingehendere
theoretische Untersuchung zeigen, dall solche unterbrochenen Bewegungen bei
hoheren Betrigen der Reibung tatsidchlich auftreten. Fir sie gilt unsere Losung

nicht mehr. Fir die kontinuierlichen Bewegungsformen

a
b {; gg Psn@  gibt jedoch schon die Naherungslosung Resultate, die be-
\ merkenswert gut mit Versuchsergebnissen iibereinstimmen.

Abb. 60/5. Korper auf Die eingehende Untersuchung der mit Pausen verlaufenden
mgkggmggﬁgl%ﬁeglrt_ Bewegungen .eines Syste¥ns mit der‘ Bew"egungsgleichupg (60.-1) ist
kraft, nicht ganz einfach. Wir wollen sie hier deshalb nicht wieder-

geben [I]. Um uns aber doch ein Urteil dariiber zu verschaffen,
wie solche Bewegungen mit Pausen zustande kommen, untersuchen wir den verein-
fachten Fall, der durch das Beispiel der Abb. 60/5 wiedergegeben wird. Die Bewegungs-
gleichung lautet hier
ag+ (sgnq)b, = PsinQt; (60.11a)
sie unterscheidet sich von (60.1) durch das Fehlen der Riickstellkraft ¢¢ (und — was un-
wesentlich ist — durch die Zihlung der Zeit). Man sieht sofort, daB, wenn b, > P ist
(,,8ehr starke Reibung®), eine Bewegung iiberhaupt nicht eintritt. Im tibrigen kénnen die
Bewegungen, wie sich herausstellen wird, in zweierlei Weise verlaufen, entweder mit oder
ohne Pausen, je nachdem, ob die Reibungskraft b, ,,stark‘ oder ,,schwach* ist.

«) Die mit Pausen verlaufenden Bewegungen. Wenn der Korper mit der Masse a
zur Zeit ¢t = 0 in Ruhe ist, verharrt er in Ruhe, bis die Zwangskraft p = P sin Q¢ groBer
als die Reibungskraft b, geworden ist. Von jenem Zeitpunkt ab gilt die Bewegungsgleichung
(60.11 a), die wir mit der Abkiirzung b,/P = ¢ auch in der dimensionslosen Form

6g/P=s8in2t—o (60.11Db)

schreiben kénnen; und zwar gilt sie, solange die Bewegung andauert, bis also ¢ = 0 wird.
Danach verharrt der Kérper wieder in Ruhe, bis P sin 2 ¢ < — by, also wieder | Psin 2¢| > b,
wird; das Spiel wiederholt sich nun nach der andern Seite.

Wir bestimmen die Bewegung niher. Sie beginnt im Augenblick #,, fur den gilt
@, = Qt, = arcsino (60.12)

(sie kann also — wie einleuchtend ist — tberhaupt nur zustande kommen, wenn b, << P
ist). Die Geschwindigkeit finden wir aus dem ersten Integral von (60.11b),

Qa§/P=—cosQt—cQt+0,. (60.13)

Die Integrationskonstante C; bestimmt sich aus der Bedingung, da ¢(¢;) =0 ist, zu
C,=cosg, + 0@, so da (mit Q¢ = ¢)

Qag/P=—cosp+cosg,—0(p— @) (60.13a)

wird. Die Bewegung dauert bis zum Zeitpunkt 5, wo ¢ (£,) = 0 wird. @, = 21, ist also Wurzel
der (transzendenten) Gleichung

€08 @y + op, =cosg, + o =C; (60.14)
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und wird zweckmaBig graphisch an Hand der Abb. 60/6 ermittelt, die ohne weitere Erliu-
terung verstindlich ist. Zur Bestimmung des Ausschlags integrieren wir noch einmal,

Q2ag/P=—sing + gcosg;—a(¢*/2— @) + Cy, (60.15)
und haben nun noch, da die Nullage infolge des Fehlens einer Feder nicht von vornherein
bestimmt ist, die Freiheit festzusetzen, es moge

gt)y=—4 und g(,)=+4 (60.16)
sein., Aus den beiden Gleichungen
2a . ?
——p 4= —sm%Jr%OOS%—G(%—tP?) +0C

Qa . ;
+=p A = —sing, + @g,cos ¢, — ¢ (%2‘_%%) +Ce

folgt nach Elimination der Integrationskonstanten C; und unter Verwendung von (60.12)

20Q%q ) . 1 i
P A =sing, —sing, + (g, — ¢y) cOS @y — ) (ps—@1)Psimgpy (60.17)

als jene Gleichung, die die ,,Ausschlagweite* 4 als Funktion von ¢, und ¢, und damit iiber
(60.12) und (60.14) als Funktion von ¢ angibt.

Pausen kénnen nur dann auftreten, wenn der Korper zur Ruhe kommst, bevor er sich
wieder nach der andern Seite in Bewegung setzen muf}, d. h., wenn ¢; <¢; + 7 ist. Im
Grenzfall, wo g (p,) = ¢ (@, + 71) =0 ist, folgt fiir o aus (60.14) und (60.12)

o=1/y1 +On;g47 = } 60.18) [ HFN_——~sinp
= Huol = dg- ) 7 \ h /
x N\, K
Damit sind die Reibungskrifte, fir l"ﬁf‘ PN I~y \\f 23 4 2% ! Jil‘z

welche Bewegungen mit Pausen zu- /27 NE >0, 13 N\ &
stande kommen (,,starke‘* Reibung), -} @marcyp N 7
eingeschrankt auf den Bereich 7l wsg N

0,537 <o<l1. Abb. 80/6. Graphische Losung der transzendenten Gl.(60.14).

B) Die ohne Pausen verlaufenden Bewegungen. Wir wissen schon, daB
diese Bewegungsformen zustande kommen fiir ,,schwache’ Reibungskrifte ¢ << 0,537.
Nennen wir jene beiden Werte des Argumentes p= ¢, in denen die Geschwindigkeit ¢
den Wert Null annimmt, @, und ¢,, so ist wegen des periodischen und symmetrischen Kraft-
verlaufes @, = @5 + . Zwischen @, und ¢, gilt die Differentialgleichung in der Form
(60.11b); ihr erstes Integral ist (60.13). Die Bedingungen ¢ (p;) = ¢ (p3 + %) = 0 liefern
— cos @y — 0 @, + C,; = 0 und + cos p; — o (@; + =) + C; = 0; daraus folgt C) = o (¢ + 7/2)
und

cos @3 = 0 7/2. (60.19)
Nochmalige Integration liefert aus
aRq/P=—cosp+o(— ¢+ @+ 7/2)

fiir den Ausschlag
aQ?q/P = —sing + ¢ (ps + 7/2)p — 09?2 4 C,.
Als Bedingungen haben wir analog (60.16)
g(p)=—4 und q(p+a)=-+4.
Nach Elimination von C; kommt
Q2% AP =sinp, (60.20)

als Gleichung, die 4 als Funktion von @, und damit iiber (60.19) als Funktion von ¢ angibt.

Abhingig vom Verhéltnis ¢ = by/P sind in Abb. 60/7a eingetragen die Werte ¢, = Q2¢,

und @, = 21, fiir Anfang und Ende der unterbrochenen Bewegung und die Werte @, =21,

und ¢, = 214, in denen die Geschwindigkeit der pausenlosen Bewegung Null wird, die
1

schlieBen die Kurven

. /2
Bewegung also umkehrt. Wegen arc sin ——— = arc¢ ¢o8 —————
eune 8 Y1+ a4 VI T 234

12%
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@4(0) und ¢, (o) und ebenso @,(0) und @,(c) im Punkte g = 0,537 stetig aneingnder an.
Abb. 60/7b zeigt die Ausschlagweiten 4 in der dimensionslosen Form 4 Q% a/P. Fir o < og
ist die Kurve ein Kreis, wenn man die MafBstiibe geeignet wihlt, denn ihre Gleichung folgt
aus (60.19) und (60.20) zu (o 7/2)? + (¢ 22 A/P)*=1. (Die MaBstibe fir Ordinaten und
Abszissen miissen im Verhiltnis /2 : 1 stehen). An
den Kreis schlieft sich im Punkte og eine Kurve

e Sy 1 Aeine
ohne Pausen mit Fauser Bewegurg  ach (60.17) an.
k=t In der Abb. 60/8 sind schlieBlich a) fiir einen
Fall starker Reibung (¢ =0,6), b) fiir den Grenzfall
¢ = dg = 0,537 und c) fiir einen Fall schwacher
Reibung (o = 0,4) in dimensionsloser Form auf-
0 sin$2t
- -
206 Z—F8a —3
’ ik T~ ]
————————— 7 - 3 5 -
o e g 4
-70L .
. < sin$2¢
AN o b
I/ 9537 % 7 95t 5 z Ty~
1 ;ﬂ-» P s /—é,‘l=¢~;; j%g v | }74176'1\ 12’/
p eine
7+—o/7/7e/’aasen——-—/m/Pa(/sm——-&W””y 7 }/ ) :;g N N
-05] — /79241 14 b
Kreisbogern ™\ _pl 4
‘ A sin Oz
10 3
0y - .
\ w : >
\ o RN
1 / _ | £
g BT % 7 - Pl e <
G " q—P—“
-1
Abb.60/7. a Beginn und Ende der Bewegung, Abb. 60/8. Verlauf von Zwangskraft, Reibungskraft,
b Amplitude; jeweils abhéingig von b,/ P und Geschwindigkeit und Ausschlag fiir drei Verhéltnisse b/ P.

in dimensionsloser Auftragung.

gezeichnet der Verlauf 1. der Storkraft p(f)/P = sin 214, 2. der Reibungskraft 4-b,/P, 3. der
Geschwindigkeit Q a g/P, 4. des Ausschlages 2%a g/P.

Bei der Untersuchung der Schwingungsdampfer im zweiten Band werden wir uns mit
Uberlegungen von der Art der oben wiedergegebenen noch ausfiihrlich befassen.

61. Dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionale Dimpfungskraft. Ist
n =2, so lautet die Bewegungsgleichung

aq+ (sgnq)byq® +cq= PcosQt. (61.1)
Unter der Voraussetzung, daf die Bewegung trotz der Dampfung ihre harmo-
nische Form beibehilt, verlduft die Dampfungskraft so, wie die Kurve n =2
der Abb. 59/2 angibt. Ersetzt man sie durch ihre erste Harmonische oder, was
dasselbe besagt, durch eine geschwindigkeitsproportionale Kraft gleicher Energie-
zerstreuung, so kommt (59.8) mit 81 ={b, QQ2; der Faktor { hat hier nach

(69.7) den Wert £ (2) = 8/3x%. Die Amplitude ¢ der Bewegung folgt nach (59.11)
aus

QP+ @ A—pr—d2=0 (612)
mit
fzcﬁcﬁzg%nz, (61.2a)
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Die Gl. (61.2) ist eine quadratische Gleichung fiir @?; sie kann allgemein auf-
gelost werden. So kommt mit Benutzung von (61.2a) und des Parameters

— b2£=bip_ (61.2b)
a ac
in dimensionsloser Schreibweise
2 — (1 — 22+ 1— 24+4C2024
Vi (O _=U=D ;/5202:4) T, (61.32)
Der Phasenverschiebungswinkel ergibt sich aus
@ _Lo@d)y’
tg &€ = ’]’-‘:1? = 7"@‘ B (61.3 b)
Die Kurven V(5?) und ¢(n?) sind in der Abb. 61/1 gezeichnet. Wir erwéhnen
noch folgende Eigenschaften der Kurven: V(0) = 1; [WV pa0 1.

Erfolgt die Erregung iiber eine Massenkraft mit der Amplitude a, U %, so tritt an die
Stelle von (61.3a)

2 2 2
L e L L N
wiahrend der Ausdruck (61.3b)
fiir den Nacheilwinkel derselbe
bleibt. Auf die Aufzeichnung
der Kurven verzichten wir
wieder.

Durch eine Beriicksich-
tigung auch der héheren
Harmonischen in der nach
Abb. 59/2 verlaufenden
Diampfungskraft erhalten
wir hier keine strenge Lo-
sung, da der verzerrende
EinfluBl der Dampfungskraft

auf die Form der Ausschlag- 7i—

kurve ja nicht beriicksich- b 4 T
tigt ist, und sowohl Aus- 2
schlag wie Geschwindigkeit t ——————————
weiterhin als harmonisch €7
angenommen wurden. Ver- I
liuft die Geschwindigkeit ¢ H g 4
a]?er nicht - mehr . harmo- Abb. 61/1. a VergroBerungsfunktion V= @/d, b Nacheilwinkel & fiir
nisch, so hat auch die Kurve den erzwungenen Ausschlag bei n= 2.

der Dampfungskraft nicht

mehr die gezeichnete Form. Immerhin erhalten wir durch Beriicksichtigung
der hoheren Harmonischen eine weitergehende Anniherung.

Wir schreiben die Differentialgleichung fiir eine Halbschwingung mit positiver Ge-
schwindigkeit wieder in der Form (60.9b); hier lautet die Summe

8
2=3—£[sin9t—%sin39t——%sin59t+'--J. (61.5)

Das Partikularintegral wird (60.10) mit den neuen, aus (61.5) folgenden Werten von a,.
Auch hier ist also zu erwarten, daB die Anniherung durch die erste Harmonische allein
bei den Frequenzen £ = w/v nicht sehr gut sein wird.
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Versuchsergebnisse haben die Annédherung im Fall n = 0 als brauchbar bestitigt. Im
hier vorliegenden Fall » = 2 haben die Koeffizienten der vernachléssigten héheren Harmo-
nischen geringere Betrige. Man darf daher erwarten, dafl die Annéherung hier noch besser
ist als dort.

62. Zusammengesetzte Dimpfungskriifte; Beispiel fiir nicht ganzzahlige
Potenz. Auch zusammengesetzte Dampfungskriifte kénnen auf die besprochene
Weise behandelt werden. Wenn die Differentialgleichung (fiir ¢>0) lautet

a 4r aqg —+b,q"™ +b,q"+ - +cq=Pcost, (62.1)
so wird der gleichwertige Dampfungsfaktor I;l

by = by, & (mg) @QUo—10Qm—1 4
+ b, L(my) Qu=tQm1 4 ...

Mit diesem Wert kann die algebraische Glei-
chung fir @, die (59.11)
entspricht, aufgestellt wer-
den. Der praktischen Wich-
tigkeit wegen behandeln
________________________________ wir als Beispiel eine Damp-
fung, die sich aus einer
CouLoMBschen, ny =0, und
einer geschwindigkeitspro-
portionalen Reibungskraft,
] 4 " =1, zusammensetzt.
Wegen ((0) = 4/r und

Abb. 62/1. a VergroBerungsfunktion V= @/d, b Nacheilwinkel & fiir C(l) =1 wird dann

den erzwungenen Ausschlag bei Anwesenheit einer Reibungskraft
konstanten Betrages und einer geschwindigkeitsproportionalen

Reibungskraft. IA):l = bos Q114 b, (62.3)

0=42 (62.2)

—_—
)
T

Aus (59.9) folgt nach einigen Umformungen die Amplitude @ in der dimen-
sionslosen Form

— v4_25,,7 o 1/(1 — )R -1_ 62<i>2] + 482
T T
e . (624a)
wenn nach (35.5) 6 =5,/2 /ac und wie in Ziff. 60 o = s/d = by/P bedeutet.
Der Phasenverschiebungswinkel ¢ folgt aus

% 0'4\17 + 209
tge = TA—F (62.4b)
dabei ist V nach (62.4a) einzusetzen. Einige der Kurven V(n2) und &(n?) sind
in Abb. 62/1a und b gezeichnet.

Fiir Massenkrafterregung lauten die entsprechenden Gleichungen

~aeong e Yamm|(5) - (5] (5)] e ern (o)
(1—7fF + 4002

&l

V=

% = (62.5a)

und
_ 4m) (8/Q) +20n _ (4/n) (/U)(U/Q)+ 267
1—p2 - 1—q2

tge . (62.5b)
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Hier lassen wir noch ein Beispiel folgen, das zeigen soll, wie man vorzugehen
hat, wenn » eine gebrochene Zahl ist.

Ein Schwinger mit der Masse ¢ = 3kgem-1s? und der Federzahl ¢ = 300kg cm-!
erfahrt eine Dampfung, deren Charakteristik durch die Gleichung

k
W= (sgnd) 1 pgois a2 (62.6)

dargestellt werden kann (Abb. 62/2). Wie groB ist die Amplitude @ und der Nacheilwinkel ¢
des Ausschlags, den eine harmonische Erregerkraft von der Amplitude 1200 kg erzwingt
a) im Resonanzfall Q = o,
b) wenn die Kreisfrequenz der Erregung (2 = 9/s betragt ?

|
50

q’——»

kg

Abb. 62/2. Widerstandskraft mit nicht ganzzahligem Exponenten. W= 1 {omjs) 1 | g [ve,

Fiir den Resonanzfall Q = @ = 10s-! folgt die Antwort aus (59.11a), im iibrigen aus
(59.10) und (59.11). Die Resonanzamplitude wird, da £(1,2) = 0,96 ist,

1.2 S im0
2 /741008 .
Q= “/W_OIch = 1]2/78,8 cm = 38 cm.
Mit 2 = 9/s wird 5 =0,9, und die Amplitude folgt aus

Q24-0,92 - (1/3)2- 916 - (0,9)4 + @2-0,0361 — 16 = 0

Q2+-19,75 + Q2361 = 160000.

Durch Bestimmung der Wurzel (nach dem NEwrtoNschen Verfahren), findet man @ =
19,38 cm. Die Phasenverschiebung betrigt im Resonanzfall stets 90°, fiir y = 0,9 wird

19,3802 . 91,2
09500
019

ers 23°2.
63. Die Ddmpfungsarbeit ist einer Potenz der Aussehlagamplitude proportional;
Werkstoffdimpfung. Die Dampfungskrifte wirken der Geschwindigkeit entgegen.
Nicht immer allerdings 1aBt sich ihr zeitlicher Ablauf durch ein Potenzgesetz
von der Art des in Gl. (59.1) angeschriebenen ausdriicken. In jiingerer Zeit
hat man festgestellt, dal die sog. Werkstoffdimpfung (die bei Schwingungs-
beanspruchungen durch Energieverzehr im Innern der Werkstoffe verursacht
wird) von der Frequenz, also auch von der Geschwindigkeit unabhingig ist,

oder

(’,g & = = 0,425,

also
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daB sie vielmehr nur von der GréBe der Ausschlagamplituden abhingt. Die
Dampfungsarbeit, die je Schwingung verzehrt wird, kann man fiir die ver-
schiedenen Werkstoffe experimentell feststellen. Und zwar pflegt man [I]
die relative Ddimpfungsarbeit p eines Schwingers, d.i. den Quotienten aus
Dimpfungsarbeit § und Energieinhalt £ der Schwingung, in Schaubildern als
Funktion der Ausschlagamplitude ¢ anzugeben

SIE =y =y(Q). (63.1a)
In der Regel rechnet man dabei, um von den Abmessungen des Schwingers
unabhéngig zu sein, erstens den Ausschlag @ auf eine Verzerrungsgrofe um,
und zwar, da es sich meist um Torsionsbeanspruchungen handelt, auf die Gleitung

(Schubverzerrung) 9, und zweitens die relative Dampfungsarbeit v des
# Schwingers auf die in einem Element verzehrte rela-

- tive Didmpfungsarbeit g, gibt also

2

—— - —] YElement = ¥ =Y () (63.1b)
2ry an. Die meisten experimentell gefundenen Diagramme

erlauben eine Darstellung des Kurvenverlaufs in der
Abb. 63/1, Torsionsschwinger
mit kreisringzylindrischer Form
* Feder.

Y=o yﬂ; (63.2)
darin bedeutet ¢ die Gleitung, wihrend « und f Festwerte sind, die den Werk-
stoff kennzeichnen. Den Zusammenhang, der zwischen den Darstellungen (63.1a)
und (63.2) besteht, zeigen wir an einem Beispiel. Das Gesetz (63.2) sei gegeben;
wir suchen die Funktion (63.1a), wenn es sich um einen Schwinger nach Abb. 63/1
handelt, bei dem die Torsionsfeder ein Zylinder von Kreisringquerschnitt (Radien
7y und 1y, nfr,=p<1) ist.
Nach Definition gilt g [pEdV
Y=FE= JFdv
wenn E’ die je Volumeinheit aufgespeicherte Energie bedeutet, die fiir unser

Beispiel durch £’ = g),z gegeben ist. wE’' ist die je Volumeinheit und je
Schwingung verzehrte Energie. Fir unser Beispiel ist ferner dV =2xrldr
und, wenn y, die Gleitung der Randfasern mit dem Radius r = r, bedeutet,
y =vgrtfry. Daher wird aus dem Zihler
T3
B +2 B+2 pid B4
’ _ ‘a YR ﬁ B+48 Jo *“Yr Tg !
/wE dV—2nl——“r§+2 2/7 dr=nQl mES =

T

und aus dem Nenner
Ts

02 2 .
/E’dV:nGl%~/r3dr:nGlyR i

73 4

1
der Quotient lautet . ) 4t p
- —e
PKreisring = g Tp o ﬁ——ylﬂi . (63.3)

Als Sonderfille erhilt man daraus
fiir den Vollkreis mit g == 0: Wgreis = T:—F“yft , (63.3a)
tir das Ringelement mit ¢ — 1: Pgiement = & V5, - (63.3b)
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Ersetzt man noch yz durch den Winkelausschlag @ der Drehmasse ® mit Hilfe
von yp == @r,/l, so kommt

_ 4 1—g* P p\B
YRreisring == g T8 1 — gt (72) x QF. (63.4)
Fassen wir die Faktoren von @ in einem Koeffizienten zusammen,
B 4 1— 94 + B Ty B
27coc=4+ﬂ ‘1—__‘64-“ 1 3 (63.5)

so erhilt (63.1a) die einfache Fassung
2ma) QF. (63.6)

Der Exponent ist der gleiche wie in (63.2); den Zusammenhang der Koeffizienten
zeigt (63.5). Es verdient angemerkt zu werden, dafl, wenn § = 0, die zerstreute
Energie also unabhingig ist vom Schwingungsausschlag, 27z o = o wird, so
dafBl y dieselbe Funktion von yp ist wie y von y. Wihrend ¢ und o sich nur
auf den Werkstoff beziehen, stellen die Grofen y und « ,Mittelwerte® fiir
bestimmte geometrische Gebilde (Kreiszylinder, Kreisringzylinder usw.) dar.
SchlieBlich geben wir noch die wirkliche Démpfungsarbeit S je Schwingung an:

S=Ep=-5Qyp=nca @2 (63.7)

YKreisting =

Auch fir die Werkstoffdimpfung fithrt man zur Berechnung der Aus-
schlige bei erzwungenen Schwingungen eine gleichwertige geschwindigkeits-

proportionale Ersatzdémpfung glq ein, deren Faktor l;l 80 bestimmt wird,
daf die Energiezerstreuung von Werkstoffdimpfung und Ersatzddmpfung

dieselbe ist. Da eine geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft 81q je
Schwingung den Energiebetrag 8, =b, Q2Qn verzehrt, so folgt aus 8, =8
mit (63.7) die dimensionslose Kombination 2 b,/c zu

%bi = QF. (63.8)
Diesen Ausdruck setzen wir in (50.4) ein und erhalten fiir die Amplitude ¢ der
erzwungenen Schwingung
, P
C =y

(1 _ ")2)2 4 &2 sz
oder mit der schon mehrfach benutzten Abkiirzung P/c = d fiir den statischen
Ausschlag

w2 Q¥+ 4 (1—n22 @Q2—d2 =0, (63.9a)
wihrend der Nacheilwinkel ¢ aus
. Qﬁ
tge = 1“_ 2 (63.9b)

folgt. Im Resonanzfall wird

1

B+ 1 Abb. 63/2. Komplexe
Q= ( _—> (63.10) Amplituden der Krifte.
&

d

und & =90°. Zeichnet man die komplexen Amplituden von Erregerkraft,
Federkraft, Trigheitskraft und Dampfungskraft auf, so erhélt man die Abb. 63/2,
aus der die Beziehungen (63.9) unmittelbar abgelesen werden kénnen. Im
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Sonderfall g =0 wird aus (63.9a)
d

T ya e
die zugehorigen Vergroferungsfunktionen [Z] V = ¢/d haben ihre Maxima
alle an der Stelle 9 = 1; der Betrag, den V dort annimmt, ist Vy,, = 1/«.

Beispiel. Die Welle eines Schwingers nach Abb. 63/1 habe Kreisringguerschnitt; der
AuBenradius betrage r, = 10 cm, der Innenradius r; =8 cm. Die Welle sei aus einem
Stahl hergestellt, dessen innere Démpfung an Zylindern von Vollkreisquerschnitt gemessen
wurde und

(63.11)

- - 1,9
YEreis = 14000 y5 (63.12)
lieferte; die Gleitzahl des Stahles betrage 830000 kg cm-2. Wie groB ist die Resonanz-
amplitude des Ausschlags @ und der Beanspruchung = im Schwinger, wenn [ = 100 cm,
6 = 1000 kg cms? betrigt und das harmonische, bei ® angreifende Erregermoment eine
Amplitude von P = 500kg cm aufweist ?
Die Torsionsfederzahl des Systems betrigt
_ GJp 830000 10000 — 4096
=77 77100 2
mit @ = 108 kg cms? wird daher w? = 76900/s? und f = 44,1 Hz. Der statische Winkel-
ausschlag unter Wirkung der Erregerkraft ist
P 500
¢ 769
Der Resonanzausschlag folgt aus (63.10). § ergibt sich aus (63.12) zu § = 1,9; « mu8 errechnet
werden, da (63.12) sich nicht auf den Kreisringquerschnitt, sondern den Vollkreisquer-
schnitt bezieht. Mit (63.3), (63.3a) und (63.5) findet man 4 «/(4 + 8) = 74000, also
1 1— 0,859 ( 1

(63.10) liefert dann den Resonanzausschlag
BrY/d ®/65-10-°
Q= == ‘/—'—134 = 0,00268.

Diesem Ausschlag entspricht eine Randgleitung yp = @r,/l =0,000268 und somit eine
Spannungsamplitude von 7 =G -y = 222 kg cm-2.

= 76,9 - 10° cm kg;

10-% = 6,5 - 105,

19
) = 184.

E. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers
mit nicht gerader Kennlinie.

64. Bewegungsgleichung; Verfahren zur Integration. Wenn sowohl die Riick-
stellkrifte eines Schwingers linear vom Ausschlag wie auch die Dampfungs-
krifte linear von der Geschwindigkeit abhingen, ist die Bewegungsgleichung
[s. (80.1)] eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten; ihr allgemeines Integral kann dann angegeben werden, so daBl die
Bewegungen vollstindig bekannt sind. Die Untersuchungen fiir diesen Fall
sind in den Ziff. 43—58 durchgefiithrt. Erzwungene Schwingungen von Systemen
mit nicht mehr linearen Dampfungscharakteristiken haben wir in den voran-
gehenden Ziff. 59—63 behandelt. Jetzt wenden wir uns den erzwungenen
Schwingungen der Systeme mit nicht linearen Federcharakteristiken zu.

Die freien Schwingungen solcher Systeme waren (allerdings ohne Beriick-
sichtigung von Démpfungskriften) in den Ziff. 30—42 untersucht worden.
Dort gab es Fille, wo die nicht mehr linearen Differentialgleichungen dennoch
vollstindig integriert werden konnten. Zu ihnen gehorten die Schwinger, deren
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Charakteristiken Sinuslinien oder Parabeln bis zur 3. Ordnung waren. Die
Losungen fithrten dann auf elliptische Funktionen. Die allgemeinen Integrale
der entsprechenden Differentialgleichungen fiir die erzwungenen Schwingungen

g+ x2f(q) = PsinQ¢, (64.1)
B
o
nicht mehr explizit angegeben werden. Immerhin ist es méglich, Annéherungs-
verfahren zu entwickeln, deren Genauigkeit beliebig gesteigert werden kann.
Auf dieser Linie hat G. DurrFiNe Untersuchungen durchgefiihrt [1]. Eine andere
Klasse von Systemen mit analytisch beherrschbaren Differentialgleichungen
bilden die Schwinger, deren Kennlinien aus Geradenstiicken zusammengesetzt
sind. Man kennt hier — ebenso wie das fiir die freien Schwingungen in Ziff. 41
und 42 gezeigt wurde — abschnittweise giiltige Losungen der Differential-
gleichungen, die man geeignet zusammenfiigen mufl. Solche Systeme unter-
suchten W. Bucamorn [2], J.P. pEN Harroc und S.J. MikiNa [3] sowie
schlieflich zusammenfassend J. P. DEN Harroc und R. M. HEmEs [4]. In der
zuletzt erwihnten Arbeit finden sich fiir Schwinger mit Federkennlinien vom
Typ der Abb. 42/4b (mit verschiedenen Neigungsverhiltnissen der Geraden-
stiicke) Diagramme, die die erzwungenen Ausschlige als Funktion der Erreger-
frequenz angeben.

Wir schlagen hier schlieflich einen dritten Weg ein [6]. Und zwar kniipfen
wir an die in Ziff. 40 ¢ erwidhnte und durch die Abb. 40/2 belegte Tatsache an,
daB nimlich die freien Schwingungen, wenn die Kennlinie des Systems ge-
kriimmt ist, zwar eine gegeniiber den kleinen Schwingungen verinderte Periode
aufweisen, daB der Verlauf des Ausschlags iiber der Zeit jedoch sehr nahe
harmonisch bleibt. Die Kreisfrequenz der Sinusbewegung, die die gleiche Periode
hat wie die wirkliche Bewegung, nannten wir die ,,zugeordnete’ Kreisfrequenz
und bezeichneten sie mit . Sie ist von der Schwingungsweite abhingig, fiir
Schwingungen bestimmter Weite ist sie eine Konstante. In der Differential-
gleichung fir die erzwungenen Schwingungen,

ag+bg+ax*fg) =p) (64.2)
ersetzen wir nun die Riickstellkraft @ x2f(g) durch den Wert a w?q, schreiben
also

wo f(q) entweder gleich sin ¢ oder gleich ¢ oder ¢° oder g + —-¢® ist, kénnen

ag+bi+awntq=p(). (64.3)
Wenn @2 konstant ist — und fiir Schwingungen fester Schwingungsweite ist
2 konstant —, so haben wir jetzt eine lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten (und Stérungsfunktion) vor uns analog der GI. (50.1).
Natiirlich beschiiftigen wir uns wieder nur mit harmonischen Erregerkriften,
so daB wir unter Verwendung der komplexen Schreibweise und der in Ziff. 35
eingefithrten Abkiirzung A erhalten

a (42204t q) = B, (64.4)
eine Gleichung, die nach den Methoden der Ziff. 50 weiter behandelt werden
kann. Mit dem Ansatz (50.2) kommt

aQ(@?—02 4 22Q214) =R (64.5)
und analog (50.4a und b)
a® @ [(w*— 022 +420% = P? (64.6a)
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2.0
sowie tge = ;5o - (64.6b)

Wihrend frither in (44.6) und (35.5) die Buchstaben # und § die Verhaltnisse
n=82w und J§=J>o

bezeichneten, sollen sie jetzt die ihnen entsprechenden Verhiltnisse

n=20Qx und J6=Ax (64.7a)
angeben. AuBerdem fithren wir neu ein die dimensionslosen Gréfien
] P
V= % und 0 == ;;2’6 . (647 b)~

v ist eine Grofle, die fiir kleine (also harmonische) Schwingungen identisch
gleich Eins ist, fiir Schwingungen mit endlichen Weiten aber von @ abhéngt.
Beispiele fiir diese Abhingigkeit bieten die Gln. (40.29), (40.30) und (40.31).
Mit Benutzung von (64.7) schreiben sich die GIn. (64.6)

(2 —n2)? + 4 8292 = o* (64.8a)
und
26
tgg—_ﬁf. (64.8D)

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit zunichst der Ausschlagamplitude @
zu, die aus der ersten der beiden Gleichungen folgt. Sowohl » wie ¢ sind Funk-
tionen von ¢; die Abhingigkeit ist in der Regel transzendent, so dal man nicht-
wie frither nach @ auflésen kann, um () zu erhalten. Wir suchen deshalb-
die Umkehrfunktion #(Q) zu ermitteln, 16sen also nach # auf. Aus

M—2n2(»2—268% + (vt—o?) =0

folgt

= (12 —20%) F /02— 4 0% (12— 6%). (64.9)
Rechts kommen auBler der konstanten und bekannten GréBe § nur bekannte:
Funktionen von @ in 6% und %2 vor. ¢ wird durch (64.7b) angegeben, » je nach
der Art des Schwingers durch eine Gleichung vom Typ (40.29), (40.30) oder
(40.31). Die Gl (64.9) gibt die gesuchte Umkehrfunktion %(Q) zur friiher
(Ziff. 44 u.f.) verwendeten Funktion ¢ (z), die dann durch die VergréBerungs-
funktion V,(#) ersetzt wurde. Fiir harmonische Schwingungen, wo »2 =1 und.
»®% = @? ist, wird ¢ = 1/V,; damit geht (64.9) iiber in

= (1—208%F Y1/V;—4 6% (1—?); (64.9a)

das ist in der Tat die Umkehrfunktion zu (53.2a). Bei verschwindender Diamp-
fung (6 = 0) nimmt (64.9) die einfache Form an

n=»"Fo. (64.9b)

Der Phasenverschiebungswinkel ¢ zwischen harmonischer Erregerkraft P
und harmonischem erzwungenem Ausschlag £ folgt aus (64.8b) zu

26
e =arctg —1;27:%—2 . (64.10).
Hierin ist v wie zuvor eine Funktion der Ausschlagamplitude @.

In den Gin. (64.9) und (64.10) haben wir die Grundlage fiir alle Einzelaus-
fiihrungen gewonnen, die in der nichsten Ziffer gegeben werden. Méglich wurde:
diese analytische Durchfithrung dadurch, daB die Riickstellkraft ax?f(g) in
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(64.2) durch aw?q in (64.3) ersetzt wurde. Die Berechtigung zu diesem Vor-
gehen erhalten wir nachtriaglich dadurch, daBl die auf diese Weise gefundenen
Ergebnisse durch die Versuche bestitigt werden.

65. Amplituden (,,Resonanzkurven“) und Phasenverschiebungen der Aus-
schliige. Der Zusammenhang zwischen der Ausschlagamplitude ¢ der erzwungenen
Schwingung und der Frequenz (2 der Erregung wird fir jeden einfachen
Schwinger durch (64.9) hergestellt. Fiir die Pendel ist f(g) = sing, so daf} der
Zusammenhang zwischen #2 und @ durch Gl. (40.29) und die Abb. 40/3a ange-
geben wird. Denken wir im besonderen an das Punktpendel mit kreisformiger
Bahn (mathematisches Pendel) (Ziff. 16a) und wihlen wir den Winkelausschlag ¢
als Koordinate (ihre Amplitude sei dann @), so bedeutet P in allen Gleichungen
der Ziff. 64 und deshalb auch in der Definitionsgleichung (64.7b) fir ¢ die
Amplitude des Erregermomentes; es ist also P = Pl, wenn P, eine lings der
Bahn wirkende Kraft bedeutet. Ferner ist

ax®=mB-gll=mgl=_GI,
also
P 1
= E =0 (65.1)

Dasselbe Ergebnis erhilt man natiirlich auch, wenn man z. B. die Bogenlinge s = ¢
(mit der Amplitude 8) als Koordinate wihlt, dann wird mit a»® =mg/l

Rechnet man nicht im BogenmalB, sondern im Winkelmaf, so muBl man
statt 1/@ schreiben 57;3/®°, wenn unter @° der in Graden ausgedriickte Winkel
verstanden wird.

Nach Wahl eines Parameters P,/G kann man sich nun unter Benutzung der
Kurve Abb. 40/3a zu einem vorgegebenen Wert @° der Ausschlagamplitude den
Wert 1 = Q/x des Frequenzverhéltnisses ausrechnen, bei dem der vorgegebene
Ausschlag sich einstellt. Fiir Schwinger mit Dimpfung benutzt man Gl. (64.9),
fiir Schwinger ohne Dampfung die vereinfachte GI (64.9b). Wir schreiben
beide Gleichungen in ihrer besonderen, fiir die Pendel giiltigen Fassung aus-
fithrlich an; es ist ohne Dampfung

=+ (Zi) (5(71;3 ) (65.2a)

und mit Démpfung

P R —28) F V (B (L) s pr—s), (65.21)

nach Abb. 40/3a ist. Das Ergebnis zeigen die Abb. 65/1 und 65/2.

Die Kurven fiirr die verschiedenen Werte der Erregeramplitude P, sind nicht
mehr dhnlich; sie konnen also nicht mehr wie die VergrofBerungsfunktionen
der Schwinger mit gerader Kennlinie in Ziff. 53 in dimensionsloser Auftragung
durch eine einzige Kurve ersetzt werden. Die Darstellung gibt nicht eine ,, bezogene*

wobei

Ausschlagamplitude [Wie friher V = -P%E] , sondern die Ausschlagamplitude €,

hier also @°, selbst an. Wollte man fiir die Schwinger mit gerader Kennlinie
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Abb. 65/2. Erzwungene Ausschlige eines gedimpften Pendels nach (65.2b); a mit = 0,05, b mit &= 0,1.
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ein entsprechendes Bild zeichnen, so erhielte man z. B, fir 6 = 0,05 statt der
einzigen Kurve 6 = 0,05 aus der Schar der Abb. 53/1, die in Abb. 65/3a heraus-
gezeichnet ist, die Kurvenschar der Abb. 65/3b mit den Werten P der Erreger-
amplitude als Parameter (fiir Abb. 65/3b ist ¢ = 5kg em™ gewihlt).

mf_'
a
v
7|
1 { I | |
a 95 10 15 20 32
7°—

! ! 1
14 495 170 15 50 42

Abb.65/3. a Bezogene Ausschlagamplitude V,=P£/c und b Ausschlagamplitude Q selbst fiir einen Schwinger mit

gerader Kennlinie und 6= 0,05.

Nach den Resonanzkurven der Pendel zeigen wir noch die eines Schwingers
mit einer Kennlinie nach Ziff. 405. Die zugehérige Kurve »?(Q), deren Gleichung
aus (40.30) folgt, zeigt Abb. 40/3b. Der Parameter ¢, der die Stirke der Er-
regung angzeigt, wird hier mit @ »? = o zunéchst zu

_ P P
I=%2Q = 2Q"
Driickt man @ durch die dimensionslose GroBe /& = |/fjax @ aus, so kommt
PyBla®

v (65.3)
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Insgesamt findet man mit & als unabhingiger Veranderlichen ohne Dampfung

.
"= F %; (65.4a)

und mit Démpfung

(65.4b)

| |
g 95 10 15 30 3:5

2, .

Abb. 65/4. Erzwungene Ausschlige eines Schwingers mit der Kennlinie o f (¢)= « ¢ + f ¢* ohne Dimpfung.

12

wobei gilt

2
(49| — | (65.4¢)
O (Varta)| “

Die zugehorigen Kurven zeigen die Abb. 65/4 und 65/5.

Der Nacheilwinkel ¢ folgt aus (64.10). Um ¢ als Funktion von # zu finden,
geht man so vor, da man (bei festem 6 und P) zu einem vorgegebenen Wert 7
den Ausschlag @ und zu diesem den Wert »? und damit die Differenz »%—n?
aus der Ausschlagkurve ermittelt und in (64.10) einsetzt. Zu jedem Wert o
erhilt man (ganz ebenso wie bei den Ausschlagkurven auch) statt der einen
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aus Abb. 53/2 zu entnehmenden Kurve eine Kurvenschar mit der Erreger-
amplitude P als Parameter. Und ganz ebenso wie die Ausschlagkurven gegen-
iiber der fiir lineare Riickstellkrifte geltenden ,,verzerrt sind, sind es auch
die Phasenverschiebungskurven. In Abb. 65/6 sind fir den Schwinger, dessen
Ausschlagkurven in Abb. 65/5 angegeben sind, als Beispiel die Phasenver-
schiebungskurven zu den Parameterwerten P 1/,375: 0,05 und 0,1 aufge-

—

780°—

35

Lol f
&
VS
| | | J ]
4 95 10 75 20 25

7]2
Abb. 65/6, Phasenverschiebungswinkel fiir den Schwinger von Abb. 65/5.

zeichnet. Zum Vergleich ist auch die fiir lineare Riickstellkrifte (und alle
Erregeramplituden) geltende, der Abb. 53/2 entsprechende ,,undeformierte
Kurve (x) mit eingezeichnet.

66. Ercrterung der Ergebnisse; das ,,Kippen® einer Schwingung. Ebenso wie
bei den Schwingern mit gerader Kennlinie ist auch bei jenen mit gekriimmter
Kennlinie bei Abwesenheit von Dédmpfung die Phasenverschiebung, wenn 7? < »*
ist, gleich Null, fiir ? > gleich 180°. Ist Dampfung vorhanden, so ist auch
hier im ersten Fall der Winkel spitz, im zweiten stumpf. Die Phasenverschiebung
von 90° tritt nicht mehr fiir 7 =1 ein, sondern fiir # = », so wie ja auch der
groBte Ausschlag (bei kleinen Dampfungen) nicht mehr kurz vor = 1, sondern
kurz vor n = auftritt.

Beim Vergleich der Ausschlag- und der Phasenverschiebungskurven der
Schwinger mit gerader und gekriimmter Kennlinie fallt als hervorstechender
Unterschied auf, daf sowohl @ (%) wie £(x) nicht mehr in allen Féllen einwertige
Funktionen sind. Zu manchen Abszissenwerten 7 gehoren vielmehr dre:
Ordinatenwerte @ oder e. Es erhebt sich also die Frage, welcher der drei, nach
der Zeichnung moglich erscheinenden, Werte sich in Wirklichkeit einstellt.

Die folgenden Erorterungen schlieBen wir an ein Beispiel an und wihlen
hierzu die Kurve P ]/W = 0,1 der Abb. 65/5, die sich auf den Schwinger mit

Klotter, Schwingungslehre T. 13
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der Kennlinie f(q) = ¢ + % ¢® und die Dampfungszahl = 0,05 bezieht. Lassen

wir die Erregerfrequenz von kleinen Werten an langsam steigen, so bewegen
wir uns auf dem linken Ast (a) aufwarts. (Bei der ersten Aufzeichnung von
Resonanzkurven in Ziff. 45 haben wir zwar ausdriicklich bemerkt, da Reso-
nanzkurven ,,punktweise’“ zu verstehen sind und nicht durchlaufen werden
diirfen, da die Erregerfrequenz ja als unverénderlich vorausgesetzt wird. Tmmer-
hin geben die Kurven ein Bild von den Erscheinungen, die sich bei ,,sehr lang-
samer“ Anderung der Frequenz abspielen.) Wir iiberschreiten schlieBlich das
Amplitudenmaximum und bemerken eine kleine Abnahme des Ausschlags bis
zum Punkt 4 hin, der beim Frequenzverhiltnis (im Beispiel) 2 = 1,515 erreicht
wird. Steigert man die Erregerfrequenz £2 iiber diesen Wert hinaus, so nimmt
die Ausschlagamplitude nicht so ab, wie der Ast AC der Kurve angibt, sondern
sie springt plotzlich auf den Wert B. Bei weiterer Steigerung von # wird dann
der Kurvenast (b) rechts von B durchlaufen. Lafit man dagegen die Erreger-
frequenz von hohen Werten # langsam abnehmen, so stellt man eine Zunahme
des Ausschlags fest, der einem Wandern auf dem Kurvenast (b) nach links
entspricht. Wird der Punkt B iiberschritten, so geschieht gar nichts Besonderes,
man bleibt auf dem Kurvenast BC, bis beim Frequenzverhiltnis (im Beispiel)
72 = 1,35 der Punkt C' erreicht wird. Bei weiterer Verkleinerung von 2 und
damit von % springt die Amplitude dann plotzlich auf den Wert D und nimmt
von da an auf dem Ast (a) wieder stetig ab. Beim langsamen Durchlaufen des
Frequenzbereiches {2 erhalten wir also zwei verschiedene Ausschlagkurven,
je nachdem, ob wir die Frequenz zunehmen oder abnehmen lassen. Im ersten
Falle ergibt sich der Kurvenzug (a)D A B(b), im zweiten (b) BC D (a).

Die hier beschriebene Erscheinung ist — wenn ¢ und P geeignete Werte
haben — charakteristisch fiir die Schwinger mit gekrimmter Kennlinie. Die
Versuche erweisen dieses Verhalten der Schwinger deutlich. Man spricht auch
davon, die Schwingung ,kippe’* plotzlich auf einen anderen Wert der Aus-
schlagamplitude.

Der Ast AC der Kurve wird in keiner Richtung durchlaufen. Seine Punkte
entsprechen keinen stabilen Bewegungszustinden. Diese Tatsache liBt sich
streng nachweisen. Wir machen sie uns plausibel durch die Uberlegung, daB
im Gebiet AC die iibliche ,,Schichtung® der Kurven (wir denken uns nahe
benachbarte Kurven mit eingezeichnet) umgekehrt ist und derart, daB bei
konstantem # gréfleren Parameterwerten P 1//%, also groBeren Erregerkriften
P, kleinere Ausschlige entsprechen wiirden.

So wie die Ausschlagamplitude @ zeigt auch der Nacheilwinkel & ein un-
stetiges Verhalten. In Abb. 65/6 ist unter anderem der Verlauf der Phasen-
verschiebung fir P ]/W-—: 0,1 eingetragen; diese Kurve gehért zu der soeben
besprochenen Ausschlagkurve. Bei wachsender Frequenz springt der Nacheil-
winkel bei 72 = 1,515 vom Wert 4 auf B, bei fallender Frequenz bei #? = 1,35
von C auf D. Auch hier ergeben sich unterschiedliche Kurvenziige fiir Steigen
und fiir Fallen. Die Punkte A BCD und die Aste (a) und (b) der Amplituden-
und Phasenverschiebungskurve entsprechen einander jeweils. Der Ast AC
gehort zu den instabilen Bewegungszustdnden.

Wir behalten in Erinnerung, da8 die analytische Behandlung der erzwungenen
Schwingungen von Schwingern mit nicht gerader Kennlinie dadurch erméglicht
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wurde, daB wir die Bewegungsgleichung zu einer linearen machten, indem
wir an die Stelle der Riickstellkraft a #2 f (¢) den Ausdruck a @? ¢ setzten. Solange
dieser Frsatz gerechtfertigt ist, werden auch die Ergebnisse der Rechnung
von den Versuchen bestitigt. Bis zu welchen Ausschlagweiten unser Vorgehen
brauchbar bleibt, ist eine besondere Frage, die im Einzelfall gekldrt werden muf.

F. Das Anlaufen eines Schwingers.

67. Die Bewegungsgleichung und ihre Integration. Schon mehrfach haben
wir — meist bei der Erérterung von ,,Resonanzfunktionen® oder Vergrée-
rungsfunktionen — die Frequenz £ der erregenden Kraft variiert gedacht. Wir
mullten uns dabei aber stets vor Augen halten, daBl unsere Resonanzkurven
eigentlich nur punktweise gelten und héchstens Grenzwerte fiir sehr langsame
Verinderung der Frregerfrequenz darstellen. Bei endlicher Anderungsge-
schwindigkeit der Erregerfrequenz sind die bisherigen Ansitze, in denen die
Erregerkraft in der Form p = P sin £2 ¢ mit konstantem £ auftrat, unzureichend.

Die Frequenz eines harmonischen Vorgangs ist zufolge der in Ziff. 4 gegebenen Defini-
tion ihrem Wesen nach eine konstante GréBe. Wenn hier nun von nicht konstanten Werten
der Frequenz oder Kreisfrequenz die Rede sein wird, so bediirfen diese Bezeichnungen der
Erlauterung. Unter einer zeitlich verdnderlichen Kreisfrequenz w(¢) einer Schwingung
verstehen wir den Augenblickswert der Winkelgeschwindigkeit ihres erzeugenden Vektors.
Im iibrigen moégen die Beziehungen der Ziff. 4 weiter bestehen.

Das einfachste Gesetz, nach dem sich £2 mit ¢ dndern kann, ist das lineare.
Wir setzen also 2 =, + ft mit konstantem f; dann wird das Argument

@ =@+ L2yt + %ﬂ ? oder nach Verfiigung iiber den Anfangspunkt der Zeit-
zihlung ¢ = (f;—/l 2+ oc).
Die Bewegungsgleichung eines Schwingers mit linearer Feder- und Damp-

fungscharakteristik, der durch eine Kraft mit linear verinderlicher Frequenz
erregt wird, lautet somit

a§+bq'+cq=Psin(%At2+a> (67.1)
oder mit den Abkirzungen w? = ¢/a, 21 = bja und k = Pla
§j+21q'—i—w2q=ksin<%/lt2+oc>. (67.1a)

Diese Gleichung ist [wie z. B. (50.1)] eine lineare Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten und Stérungsfunktion. Ihr allgemeines
Integral setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung der um das Stérungs-
glied verkiirzten Gleichung und einem partikularen Integral der unverkiirzten.
Die Losung der verkiirzten Gleichung ist (fiir kleine Werte der Dampfung)
(35.7). Sie beeinfluBt (wie in Ziff. 50) nur den Einschwingvorgang; wir lassen
sie deshalb zunichst auBer acht.

Das Partikularintegral von (67.1a) kann nach den Anweisungen in Ziff. 47
hergestellt werden. Aus (35.7) folgt die Funktion ¢ (¢) zu

G(t) = e Hsinvt, (67.2)
so dafl nach (47.17) kommt

4
0

4
q(t) = —Jife— Ht—"giny(t— 7) sin <—;—A % + oc) dr. (67.3)

13*
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In dem Sonderfall des dimpfungsfreien Schwingers lautet (67.2) [wie man auch
aus (47.3) ablesen kann]

qt) = %sinw £, (67.2a)
so dafl aus (67.3) wird

q(t) = —/smw(t——r) sin (1 A7? 4 oc) dr. (67.34a)

Die Gln. (67.3) und (67.3a) smd die gesuchten Dauergleichungen der Bewegung.

Mit der formalen Angabe der Quadraturen ist fiir die Ubersicht iiber den
Verlauf der Bewegungen allerdings noch wenig geleistet. Das Integral (67.3a),
das in der Gleichung des ungeddmpften Schwingers auftritt, 1aBt sich auf
tabellierte Funktionen, die sog. FRESNELschen Integrale zuriickfithren [I], das
in der Gleichung fiir den geddmpften Schwinger dagegen nicht. Die Auswertung
erfolgt dann zweckmifig durch Integration im Komplexen [2]. In beiden Fillen
ist der Rechenaufwand zur Diskussion des Bewegungsablaufs allerdings be-
trachtlich. Wir verzichten hier deshalb auf die Durchfiihrung der Rechnung.
Wegen der praktischen Bedeutung, die die Ergebnisse jedoch haben, geben
wir in der folgenden Ziffer die wesentlichen Tatsachen ohne Beweis an.

68. Resonanzhiillkurven [2] (VergréBerungshiillkurven). In Abb. 68/1 ist
ein typischer Fall des Anlaufens eines ungeddmpften Schwingers wiedergegeben.
a) zeigt iber 1 = A tfw auf-

d * getragen den Verlauf der
— AAAAAAAAA~ Frregerkraft p (fiir einen
T Wert Ajw*=16-10-% und

T b A einen Phasenanfangswinkel
201 o o =0), b) den Verlauf des
2 erzwungenen Ausschlags ¢
im Verhiltnis zum stati-

13” B schen Ausschlag d, also den
Tt Wert ¢/d=V. Wire der
4 _ Phasenwinkel « nicht gleich

0 ¢ Null, so ergibe sich eine
5 etwas verschobene Linie.
7 Die ganze Schar der Aus-

meter « ist, wird eingehiillt

von der in Abb. 68/1b eben-

Abb. 68/1. 5 Erregerkratt » () = p (—;Aﬁ + oc) tiir AJw?=16.10- falls eingezeichneten Kurve
und «= 0. b Erzwungene Ausschlige ¢(f) zur Erregerkraft der H , die wir ,,Resonanzhiill-

Abb. a, zugehoérige Hilllkurve H, und Hiillkurven fiir e .

Erregerbeschleunigungen 10 4/w?= 8; 4; 2; 0. kurve* oder VergroBerungs-
hiillkurve nennen wollen.

Aus ihr kann das Maximum des erreichbaren Ausschlags abgelesen werden.
Dieses Maximum ist (trotz der Dampfungsfreiheit) endlich, liegt iiberdies
nicht beim Wert 7 =1, sondern héher. In Abb.68/1b sind VergréBerungs-
hiilllkurven noch fiir andere Werte der Anlaufbeschleunigung-eingetragen, und
zwar fiir A/w?=8-10"3; =4-10"3; =2:10-3 und 0. Je geringer die Anlauf-
beschleunigung A ist, um so grofere Amplituden erreicht der Ausschlag, und

& 2\ 1
;48 w W o s \fw\/” \flﬂ V UZ 3\["1 g schlaglinien, deren Para-
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um so niher liegt das Maximum der Amplituden bei = 1. Fir A -0 geht
die VergréBerungshiillkurve in die iibliche VergréBerungskurve V,(n) fiir kon-
stante Erregerfrequenz iiber.

Fiir groBe Werte der Zeit (praktisch schon fiir kleine Vielfache von  =1) wird
die Frequenz des erzwungenen Ausschlags konstant, und zwar gleich der Eigen-
frequenz w des Schwingers. Die Amplitude des erzwungenen Ausschlags erreicht
ebenfalls einen Grenzwert,

vm:hm[V]=]/” @

n>o0 Z2ya’
er ist nur wenig kleiner als das Mazimum der Hiillkurven, das den Wert
1 o . 367
Vmax =4 ]/2 + P VOO
hat.

In den folgenden Abb. 68/2a, b, ¢, d sind noch fir gedimpfte Schwinger
(mit Dédmpfungszahlen § = 0,025; 0,05; 0,1 und 0,2) die VergréBerungshiill-

- a |, d=0025
0378

0 1 | ol oL 1111 T
08 09 10 17 12 13 1% 15 96 47 48 49 10 17 12 13 14 15 16 17

<
NN W Ry YN O

| 1 1 [ !

i | ! | I ! | |
06 09 W 17 15 13 17 16 5 97 48 99 10 17 12 15 1% 15 % 17
7— 7

Abb. 68/2. VergroBerungshiillkurven in der Nihe des Maximums (ausgezogen fiir positive Beschleunigung, ge-
strichelt fitr negative Beschleunigung) mit 10 A/ w? als Parameter. a Dimpfungszahl é = 0,025, b Dimpfungs-
zahl 6= 0,05, ¢ Dimpfungszahl d= 0,1, d Diampfungszahl d= 0,2.

kurven in der Néhe ihres Maximums eingetragen. Bei jeder Kurve ist durch
Angabe von 1034/w? vermerkt, fiir welche Anlaufbeschleunigung A sie gilt.

Ubereinstimmend entnimmt man allen Diagrammen, daf fir nicht sehr
groBe Anlaufbeschleunigung die Hohe des Maximums der Kurven nur wenig
kleiner ist als das der VergroBerungsfunktion V;(») fiir konstante Frequenz
(4 —0). Dagegen ist die Verschiebung des Maximums betrichtlich und die
Kenntnis dieser Verschiebung insbesondere dann von Bedeutung, wenn man
die Eigenfrequenz eines Schwingers aus einem Versuch mit Hilfe von erzwungenen
Schwingungen feststellen will, da man dann eine durchaus endliche Anlauf-
beschleunigung zu benutzen pflegt.



198 II G. Angefachte Schwingungen. Ziff. 69.

SchlieBlich mége noch erwihnt werden, daf bei negativem A die Verhilt-
nisse sich nur unwesentlich dndern. Das Maximum der VergréBerungshiill-
kurven liegt auch dann iber =1, bei verschwindender Dimpfung (6 =0)
iiberdies an genau derselben Stelle wie fiir positives 4; dagegen ist bei § > 0
der Wert des Maximums der Vergréferungshiillkurven fiir negatives /A etwas
grofer als fiir positives. In einigen der Diagramme ist gestrichelt die Gestalt
der VergroBerungshiillkurve eingetragen, die fiir negative Werte A gilt.

Wegen aller weiterer Einzelheiten miissen wir auf die angefiihrte Quelle [2]
verweisen.

G. Angefachte Schwingungen.

69. Erzwungene und angefachte Schwingungen; Selbststeuerung. Beispiele.
Periodische Schwingungen konnen in materiellen Systemen wegen der un-
vermeidlichen, energieverzehrenden Dampfungskrifte als freie Schwingungen
(d. i. ohne Energiezufuhr) nicht ausgefiihrt werden; wohl aber kénnen sie unter
der Wirkung erregender periodischer Krifte auch in gedimpften Systemen
auftreten. Wihrend einer Periode wird dann im stationiren Zustand dem
System durch die Erregerkrifte ebensoviel Energie zuge-
fithrt, wie ihm durch die Dampfungskrifte entzogen wird.
Die Bewegung setzt sich dabei aus den von den einzelnen
harmonischen Komponenten der Erregerkraft erzwungenen
Anteilen zusammen (vgl. das Beispiel von Ziff. 54). Jede
harmonische Kraft erzwingt einen harmonischen Ausschlag,
der die Frequenz der Erregerkraft hat. Die Erregerkraft
ist eine eingeprigte Kraft mit periodischem Verlauf; sie
ist ganz unabhdngig davon vorhanden, ob das System
einen Ausschlag macht oder nicht.

Aber noch auf eine zweite Art kénnen periodische Be-
Abb. 69/1. Amker wna VOSUDSED aufrechterhalten werden. Man kann z. B. dem
Steigrad einer Uhr. System regelmaBig (nach einer oder mehreren Perioden)
durch einen Anstofl oder Antrieb jene Energie wieder
zuriickgeben, die es durch die Dimpfung inzwischen verloren hatte. Dabei
148t es sich einrichten, daB der Anstol nicht durch einen fremden Beobachter,
sondern vom System selbst ausgeldst (,,gesteuert) wird. Das bekannteste
Beispiel dieser Art ist der Antrieb der Uhrpendel mittels Anker und Steigrad [1]
(Abb. 69/1). Auf das Steigrad, das unsymmetrisch geschnittene Zihne aufweist,
wirkt ein konstantes Drehmoment (herrithrend von einer Feder oder einem
Gewicht); die Zéhne des Rades driicken bei jeder Halbschwingung abwechselnd
gegen eine der beiden Nasen ¢ oder b des Ankers und treiben so das Pendel
in seiner Bewegungsrichtung weiter. Die antreibende Kraft riihrt von der
Feder- oder Gewichtskraft her; sie wird aber gesteuert von der Bewegung
des Pendels selbst. Sobald das Pendel angehalten wird, erlischt auch der peri-
odische Charakter des Antriebs. Das Pendel fithrt auf dem gréBeren Teil seines
Weges eine freie (schwach geddmpfte) Schwingung aus, auf einem kleineren
Teil des Weges wird es beschleunigt. Seine Schwingungsdauer ist nur unwesent-
lich von der des freien Pendels verschieden; die Ausschlag-Zeit-Linie ist dabei
keine genaue Sinuslinie, sondern etwas deformiert.
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Wir haben ein Musterbeispiel der Anfachung einer Schwingung in einem
selbststeuernden System beschrieben. Thre Merkmale werden wir bei allen
spiteren Beispielen wiederfinden. Es ist wichtig, sich diese Merkmale einzu-
prigen und insbesondere, die angefachten von den erzwungenen Schwingungen
zu unterscheiden. Wir stellen deshalb die Eigenschaften dieser beiden Arten
des Antriebs einander gegeniiber:

erzwungene Schwingung

. Es ist unabhiingig von der Bewe-
gung eine periodisch (insbesondere
harmonisch) verdnderliche, erre-
gende Kraft vorhanden.

. Die eintretende Bewegung ist har-
monisch und hat die Frequenz der

angefachte Schwingung

1. Es ist eine konstante Energie-

quelle vorhanden; durch die Be-
wegung selber wird eine Antriebs-
kraft hergestellt.

. Die eintretende Bewegung hat (an-

genihert) die Frequenz der Eigen-

schwingung; ihr Verlauf weicht
(auch in Systemen mit gerader
Kennlinie) von der Sinusform etwas
ab.

erregenden harmonischen Kraft.

Wir begniigen uns mit einer qualitativen Erérterung der Erscheinungen
und geben noch eine Reihe von Beispielen angefachter Schwingungsbewegungen.

Ahnlich wie der selbststeuernde Antrieb eines Pendels durch
das Steigrad und den Anker wirkt der elektromagnetische An-
trieb [1] Abb. 69/2 (wie er z. B. auch zum Antrieb des Kl6ppels
in elektrischen Klingeln verwendet wird): Wahrend des Aus-
schlags des Pendels nach rechts wird ein Kontakt K geschlossen,
worauf Strom durch einen links stehenden Elektromagneten M
flieBt. Im Stromkreis liegt eine Spule L geniigend hoher Selbst-
induktion, die dafiir sorgt, daB die Stromstirke und damit die
Anziehungskraft des Magneten nicht augenblicklich auf ihren
Hochstwert ansteigt, sondern daB der Anstieg etwa die Dauer §
einer halben Pendelschwingung hat. Dadurch wird erreicht, daB Abb. 69/2.
die Anziehung beim Hingang des Pendels zum Magneten stirker — Afgjich dines
ist als beim Weggang und somit Energie an die Schwingung
abgegeben wird. Da in diesem Fall die fremde Kraft auf einem lingeren Weg
des Pendels wirkt, ist auch die Abweichung der Ausschlag-Zeit-Linie von der
Sinusform betrichtlicher als beim ersten Beispiel. P

Eine ganze Reihe von Anfachungserscheinungen
kommt durch Wirkung der Reibung zustande. Und Qg
zwar ist dabei wesentlich, daBl die sog. trockene Reibung '
zwischen festen Korpern, die oft als von konstantem
Betrag angenommen wird, in den meisten Fillen eine
Abhingigkeit von der Geschwindigkeit in dem Sinne
zeigt, daB sie um so kleiner ist, je gréBer die Geschwindigkeit wird (Abb. 69/3)
(fallende Dampfungscharakteristik). Am iibersichtlichsten kann die Erschei-
nung am Beispiel der Abb. 69/4 verfolgt werden [I]. Auf einer sich drehenden
Welle W sitzen zwei Klemmbacken (unter Umstinden mit einem geeigneten
Futter), an ihnen hingt ein Pendel. Wenn die Welle sich langsam zu drehen

7
Abb. 69/3. Fallende
Démpfungscharakteristik.
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beginnt, wird infolge der Haftreibung das Pendel von der Welle mitgenommen
bis zu einer Abreifistellung, wo das riicktreibende Moment dem Moment der
Reibungskrifte gleich geworden ist; das Pendel schwingt (geddmpft) zuriick.
Bei der darauffolgenden Vorwirtsschwingung wird die Relativgeschwindigkeit
einmal Null, es tritt wieder Haften ein, das Pendel wird wieder bis zur Abreil3-
stellung mitgenommen, und das Spiel beginnt von neuem. Aber auch dann,
wenn die Drehgeschwindigkeit der Welle so groB ist, daB ein
Haften nicht mehr eintritt, wird die Schwingung angefacht,
wenn die Dampfungscharakteristik fallt. Denn beim Hingang (in
Richtung der sich drehenden Welle) ist die Relativgeschwindig-
keit kleiner, die Reibungskraft also grofer als beim Riickgang,
so daB dem Schwinger Energie zugefiihrt wird.

Auf genau demselben Verhalten beruht auch die Anfachung
der Schwingungen einer gestrichenen Violinsaite. Schwingt die
Saite in der Bewegungsrichtung des Bogens, so ist die Reibungs-
kraft infolge der kleineren Relativgeschwindigkeit groBer als

W

Abb. 69/4. in der umgekehrten Bewegungsrichtung. Es wird also durch
Rﬂ‘f&'}?s die Schwingungen der Saite eine periodisch verdnderliche An-

triebskraft erzeugt, die insgesamt Energie an die Saite abgibt.
Die Saite schwingt dabei nahezu mit ihrer Eigenfrequenz, die Ausschlag-Zeit-
Kurve weicht von der Sinusform etwas ab, d.h. sie enthilt Oberschwingungen;
diese machen die Klangfarbe aus.

Uberall, wo Gleitbewegungen unter Reibung fester Kérper vor sich gehen,
kénnen Schwingungen auf die beschriebene Weise angefacht werden. So kann
z. B. der Schneidstahl einer Drehbank durch die Reibung zu Schwingungen
angefacht werden und dann ,Rattermarken am Werkstiick hinterlassen.
Durchfihrt ein Schienenfahrzeug eine Kurve kleinen Halbmessers (z. B.
StraBenbahn), so sind die vom inneren und vom duleren Rad zuriickzulegenden
Wege merklich verschieden; da die beiden Réder aber fest auf einer Achse
sitzen, muB eines von ihnen auf der Schiene gleiten. Durch die Reibung werden
oft Drillungsschwingungen des aus den beiden Réidern (als Drehmassen) und
der Achse (als Drillungsfeder) bestehenden Zweimassensystems angeregt. Die
Schwingungsfrequenz liegt in der Regel im Horbereich. Dieselben Schwingungen
mit demselben Vorgang der Anfachung koénnen auch auftreten, wenn beim
Anfahren einer Lokomotive die Treibrider (unbeabsichtigt) zu gleiten beginnen.

3 a  Gelegentlich werden die Drillungsschwingungen eines

Radsatzes auch beim Bremsen durch die Reibung der

______________ ﬁr Bremsbacken oder des Hemmschuhs am Radkranz an-
ﬁ* ————— gefacht.

___________ \ Hydrodynamische Vorginge konnen auf mannigfache

Weise zur Anfachung von Schwingungen fiihren {1, 2]. Wir

A""'”’i,ﬁiﬂf,ﬁiﬁ?"m‘”“e erortern den Mechanismus einer Selbststeuerung an einem

einfachen Beispiel (Abb. 69/5). Das Rohr einer Druck-
Iuftleitung endet in einer Platte b; vor ihr befindet sich eine durch zwei Stifte
leicht gefithrte Platte a. Wird die Platte a angeblasen, so entsteht (in der Stellung
der Abb. 69/5) zwischen den beiden Platten ein Unterdruck, ¢ wird nach b hin-
gezogen, dann unter Wirkung des Druckes wieder weggeschleudert, danach
wieder angezogen usw. Denselben Mechanismus der Selbststeuerung kann man
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verwenden, um eine Stimmgabel zum To6nen zu bringen. Die beiden Fille
unterscheiden sich dadurch, daf die Platte freie Schwingungen nicht ausfiihren
kann, wihrend die Stimmgabel eine bestimmte Eigenfrequenz aufweist. Mit
dieser Frequenz verlaufen die angefachten Schwingungen. Die Frequenz, mit
der die Platte sich bewegt, hingt dagegen nur vom hydrodynamischen Vor-
gang ab.

Auf einer anderen Art von hydrodynamischer Selbststeuerung beruht das
Anblasen von Lippen- und von Zungenpfeifen. Die Zusammenhénge sind recht
verwickelt; im wesentlichen handelt es sich um einen periodischen Zerfall des
gegen die Schneide geblasenen Luftstroms in einzelne Wirbel. Eine periodische
Ablésung der hinter einem angeblasenen Draht sich bildenden Wirbel facht
z. B. Telegraphendrihte zu Schwingungen kleiner Amplituden an und erzeugt
das bekannte Summen der Drihte. Ein davon etwas verschiedener Mechanis.
mus kann die Drihte, wenn sie von vornherein oder zufillig (Eisiiberzug) ein
vom Kreis verschiedenes Profil haben, zu sehr erheblichen Ausschligen (GréBen-
ordnung von 1m) anfachen {2]. Schlieflich werden auch die gefdhrlichen
Schwingungen der Fliigel von Flugzeugen durch eine hydrodynamische Selbst-
steuerung angefacht [2].

Literaturhinweise.

Diese Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, ja sie hat nicht
einmal dieses Ziel. Sie verfolgt lediglich den Zweck, noch einige, iiber den Text hinaus-
gehende Hinweise zu geben und unmittelbar benutzte Quellen zu nennen.

Erster Teil.

Die komplexe Schreib- und Rechnungsweise ist in der Elektrotechnik langst heimisch.
Man vergleiche die Darstellungen in den Lehrbiichern der Wechselstromtechnik (s. auch
Ziff. 51).

Ziff. 7. Uber Schwebungen und ,,modulierte Schwingungen‘* siche z. B. Handbuch der
Experimentalphysik, Bd. 17, 1. Teil, S. 30. Leipzig 1934.

Ziff. 9. 1. E. LeHr bezeichnet den schwingenden Anteil als Blindleistung, an vielen
Stellen, unter anderem Schwingungstechnik, Bd. 2, S.103. Berlin 1934, Hierzu vergleiche
J. FiscEER: Ing.-Arch. Bd. 6 (1935) S. 440.

Ziff. 10. Uber Fouriersche Reihen im allgemeinen: 1. W. RocosiNski: FOURIERsche
Reihen. Sammlung GéscaeN Nr. 1022; mit praktischen Hinweisen: 2. A. EAGLE: A practical
treatise on FouriERr’s Theorem and harmonic analysis. London 1925; hierzu siehe auch:
3. G.KoErLErR u. A. WarTeER: FourIERsche Analyse von Funktionen mit Spriingen,
Ecken und &hnlichen Besonderheiten. Arch. Elektrotechn. Bd. 25 (1931) S.747. Uber
numerische Verfahren siche 4, RuNGE-K6x16¢: Numerisches Rechnen. Berlin 1924. (Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften Band 11.) Zu den Schemaverfahren siehe
5. L. ZippERER: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. Berlin 1922 und
6. P. TerEsEst: Rechenschablonen fiir harmonische Analyse und Synthese. Berlin 1930.

Zweiter Teil.

Ziff, 22, 1. Uber Verschiebungspline nach dem Verfahren von WiLLror siehe z. B.
H. MULLER-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd. 2, 1. Abt., S. 59.
Stuttgart 1907. 2. Siehe etwa A. KLEINLOGEL: Rahmenformeln, 5. Aufl., S. 94. Berlin 1925.
Zift. 29. 1. Das graphische Verfahren zur Integration iiber dem Kehrwert ist z. B.
beschrieben bei TH. PoscHr: Einfilhrung in die ebene Getriebelehre, S.13. Berlin 1932.
Zitt. 32. Uber MeBgerite siche insbesondere H. Struping: Messung mechanischer
Schwingungen. Berlin 1928. 1. Uber die Kurbelschwinge siehe z. B. TH. PéscHL: Ein-
fithrung in die ebene Getriebelehre, S. 50. Berlin 1932. Erérterungen iiber den Pallographen
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bei 2. W. HorT: Technische Schwingungslehre, 2. Aufl., S. 82f. Berlin 1922 und 3. H. STEU-
DING : Messung mechanischer Schwingungen, S. 38. Berlin 1928. 4. Verfahren von W. Hagr-
MANN zur Ermittlung des Kriimmungsmittelpunktes von Punktbahnen siehe z. B. bei
TH. PoscHL: a.a. 0. 8. 70.

Zift. 36. Das Diagramm 36/1 stammt von R.v. Mises: Elemente der Technischen
Hydromechanik, 1. Teil, S. 188. Leipzig und Berlin 1914.

Ziff. 40. 1. Darstellung dhnlich der im Handbuch der Physik, Bd. 5, S. 327. Berlin 1927.

Zifi. 41. 1. Siehe auch K. Krorrer: Ing.-Arch. Bd. 7 S. 87. 2. Simpsonsche Regel siehe
z. B. Hiitte I, 25. Aufl., S. 83.

Ziff. 48. 1. H. SteupING: Messung mechanischer Schwingungen, S.231. Berlin 1928.

Zifi. 51. Uber Ortskurven der Elektrotechnik siche die Lehrbiicher iiber Theorie der
Wechselstrome und folgende Einzelschriften: O. BLocH: Die Ortskurven der graphischen
Wechselstromtechnik. Zirich 1917; G. HAUFFE: Die symbolische Behandlung der Wechsel-
stréme, GOSCHEN 991; G. OBERDORFER: Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik.
Miinchen u. Berlin 1934. Fiir mechanische Schwingungen stammen dhnliche Uberlegungen,
auch Ziff. 54, von W. SpATH: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931) 8. 651. 1. Fiir mechanische Schwin-
gungen von C. RUNGE benutzt; erneute Darstellung stammt von H.v. SANDEN: Ing.-
Arch. Bd. 1 (1930) S.645. 2. W. SpirH: Arch. Elektrotechn. Bd. 28 (1934) S. 257 oder
Theorie und Praxis der Schwingungspriifmaschinen, S.29. Berlin 1934.

Zitf. 53. Die elektrischen Analoga sind ausfithrlich behandelt worden von B. D. H.
TeELLEGEN: Arch. Elektrotechn. Bd. 22 (1929) S. 62.

Ziff. 58. 1. W. SpirH: Theorie und Praxis der Schwingungspriifmaschinen, S.53. Berlin
1934. 2. Veréffentlichungen des Instituts der Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Boden-
mechanik, Heft 1. Berlin 1933. 3. W. Spira: Elektrotechn. Z. Bd. 54 (1933) S. 10 und
Theorie und Praxis der Schwingungsprifmaschinen, S. 55. Berlin 1934. 4. Z. B. E. LERR:
Schwingungstechnik, Bd. 2, S.147. Berlin 1934. 5. Vgl. z. B. H. Lorerz: Ing.-Arch.
Bd. 5 (1934) S. 376.

Ziff. 59. Darstellung &hnlich der von L. S. JacoBsEN: Trans. Amer. Soc. mech.Engr.
Bd. 52 (1930) S.169 (APM—52—15).

Zift. 60. 1. Siehe J. P. pEN Harroa: Verh. IIL. int. Kongr. techn, Mech. Stockholm
1930, S. 181; sowie Phil. Mag. 1930 S. 801.

Ziit. 63. 1. Z. B. ForpL-BECKER-HEYDERAMPF: Die Dauerpriifung der Werkstoffe.
Berlin 1929. 2. Diese Funktionen untersucht B. v. ScHrIpPE: Ing.-Arch. Bd. 6 (1936) S. 132.

Ziff. 64. 1. G. DurriNGg: Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz
und ihre technische Bedeutung. Sammlung Vieweg Heft 41/42. Braunschweig 1918.
2. W. BucrHoLD: Erzwungene Schwingungen bei vorhandenem Spiel zwischen Masse und
Federung. Diss. Darmstadt 1933. 3. J. P. pEN Harroa and S. J. Mikina: Trans. Amer.
Soc. mech. Engr. :Bd. 54 (1932) (APM-54-15). 4. J. P. pEN Harroc und R. M. Hemwes:
J. of Appl. Mech. Bd. 3 (1936) S. 127. 5. Ahnlich geht H. Fromum vor in BECKER-FrOMM-
MArUHN: Schwingungen in Automobillenkungen. Berlin 1931.

Ziff. 67 u. 68. 1. TH. PéscHL: Ing.-Arch. Bd. 4 (1933) S. 98 untersucht den ungeddmpften
Schwinger; die Integrale der Bewegungsgleichung werden auf FrESNELsche Integrale zuriick-
gefithrt. Mit Berticksichtigung der Dampfung untersucht das Problem 2. F. M. LEwis:
Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. Bd. 54 (1932) (APM-54-24). Dieser Arbeit sind auch
die Abbildungen der Ziff. 68 entnommen.

Ziff. 69. Beschreibungen von Anordnungen, mit denen sich angefachte Schwingungen
herstellen lassen, findet man bei 1. R. W. Posv: Einfiihrung in die Mechanik und Akustik.
Berlin 1930; diesem Buch sind auch einige unserer Beispiele entnommen. Eine groBe Zahl
von angefachten Schwingungserscheinungen, die technische Bedeutung haben, beschreibt
2. J. P. pEN HARTOG : Mechanical vibrations. New York u. London 1934 ; das Buch ist deutsch
bearbeitet von G. MESMER: DEN HarRTOG-MESMER: Mechanische Schwingungen. Berlin 1936.
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