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UNSEREM LIEBEN UND VEREHRTEN

DAVID HILBERT

bringen wir Schiiler und Freunde unsere innigsten Gliickwiinsche zum
sechzigsten Geburtstag. In allen Teilen der Welt erkennen die Jiinger der
exakten Wissenschaften in Ihnen einen der Meister, auf die die Mathe-
matik, auf die die Wissenschaft stolz ist. Wir, die als Studenten uns an
Ihren Vorlesungen begeistert, die als Dozenten der gleichen Universitit
Ihren belebenden EinfluB gespiirt, die als Mitstrebende auf gleichen Straflen
der Wissenschaft Thren sicheren und unermiideten Schritt bewundert haben,
wir vereinigen uns heute, um Ihnen unsere Achtung, unsere Liebe und unsere
Dankbarkeit zu bezeugen. Wir kommen aus allen Teilen der Welt und
sprechen die gleiche Sprache. Im Gefiihl der Verehrung vor der wissenschaft-
lichen Gréfe einen sich die Nationalititen. Es ist kein Ehrentribut, den wir
dem Alter zollen. Sie sind jung gleich den jiingsten von uns, und die Wissen-
gchaft fordert noch viel von Ihnen. Wir wollen an Ihrem Lebensweg eine
Aussichtébank aufstellen, von der umschauend Sie erkennen mogen, wie die
Fluren sich regen, die Sie urbar gemacht, und wie die Bebauer Ihr Werk loben.
Nehmen Sie als Zeichen unserer Anhinglichkeit die Andenken, die wir IThnen
zum heutigen Tage iiberreichen, nehmen Sie sie als sinnliches Bild all des

(tuten, das wir Ihnen in Leben und Arbeit fiir die Zukunft wiinschen.

IM NAMEN DER SCHULER UND FREUNDE

0. BLUMENTHAL R.COURANT G. HAMEL
E.HECKE A SCHOENFLIES
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Uber die Normenreste und Nichtreste in den allgemeinsten
relativ-Abelschen Zahlkorpern.

Von
Kurt Hensel in Marburg.

Eine wichtige Frage der hoheren Zahlentheorie ist die nach den
Normenresten und Nichtresten eines Relativkorpers K (x) zu einem be-
liebig gegebenen algebraischen Korper K.

In seinem Zahlberichte hat Hilbert diesen Begriff nur in den beiden
einfachsten Fillen aufgestellt, daB der Relativkorper entweder ein qua-
dratischer oder der sogenannte Kummersche Zahlkdrper ist. Im ersten
Falle hat er dort die Frage nach den Normenresten und Nichtresten voll-
stindig, im zweiten nach ihrem wesentlichen Teile entschieden, aber auch diese
ganz speziellen Aufgaben erforderten dort zu ihrer Losung mit den Hilfs-
mitteln der Dedekindschen Idealtheorie recht schwierige und tiefliegende
Untersuchungen.

In dieser und einer spateren sich an diese anschlieBenden Arbeit
will ich den Begriff der Normenreste und Nichtreste in dem ganz allge-
meinen Falle definieren, daf der Relativkorper K () irgendein Abelscher
Korper iiber einem ganz beliebigen algebraischen Korper K ist, und die
Frage nach diesen Resten und Nichtresten in vollem Umfange losen.

§ 1.

Das Normenrestproblem.

Gegeben sei ein beliebiger algebraischer Korper K und in ihm irgend-
eine reine Gleichung vom Primzahlgrade I:

(1) xl=A,

deren rechte Seite nur keine I-te Potenz ist. Ist z eine Wurzel derselben,
so wird durch sie ein auflésbarer Kérper K (z) iiber K definiert. Der-
selbe ist dann und nur dann relativ-Abelsch in bezug auf K, wenn K

die I-ten Einheitswurzeln enthalt. Diese Voraussetzung werde im folgenden
1



2 K. Hensel.

als erfiilllt angenommen. Alle relativ-Abelschen Korper iiber K konnen
auf eine Kette solcher einfachen Erweiterungskorper zuriickgefithrt werden.
Deshalb konnen und sollen nur diese im folgenden untersucht werden.

Es sei nun p ein Primteiler des gegebenen Korpers K, welcher zu
der reellen Primzahl p gehére, e und f seien Ordnung und Grad von p,
und =z sei irgendeine Primzahl fiir den Bereich von p, d. h. eine genau
durch p teilbare Zahl von K. K ist ein Teilkorper des algebraischen
Korpers K (p) aller n-adischen Zahlen, dessen Elemente nach ganzen
Potenzen von s fortschreiten. Jede Zahl von K gehért auch zu K (p),
und umgekehrt ist jede Zahl von K (p) der Grenzwert einer Reihe von
Zahlen aus K.

Ferner sei 3 einer der Primteiler von p im Relativkorper K (2); e,
und f, mégen Relativordnung und Relativgrad von P in bezug auf K
bedeuten, und n, sei irgendeine Primzahl fiir den Bereich von . End-
lich sei K (B, «) der algebraische Kérper aller z,-adischen Zahlen, zu dem
K (z) in derselben Beziehung steht, wie K zu K (p).

Eine Zahl B von K oder K (p) soll dann eine Normzahl oder
ein Normenrest nach p des Korpers K () heilen, wenn

(2) B=n(B,) (»)

gleich der Relativnorm einer Zahl B, des Korpers K (B, «) ist. Ist
diese Gleichung nicht erfiillt, so ist B keine Normzahl oder ein
Normennichtrest nach p jenes Relativkérpers.

Diese von mir neu eingefithrte Definition der Normenreste und Nicht-
reste stimmt im Falle des quadratischen und des Kummerschen Zahl-
kérpers vollstandig mit der von Hilbert gegebenen iiberein.

Es soll nun entschieden werden, welche Zahlen des Grundkorpers
K (p) Normenreste, welche Nichtreste sind. Zunéchst ist klar, da jede
I-te Potenz «’= n (&) einer beliebigen z-adischen Zahl des Bereiches K (p)
eine Normzahl ist. Ferner ist das- Produkt und der Quotient zweier
Normzahlen wieder eine solche, da ja aus B =n(B,), C=mn(C,) sofort

BC =n(B,C,), gzn <%’> folgt. Ebenso leicht ergibt sich, daB das
Produkt oder der Quotiegt einer Normzahl und einer Nichtnormzahl
stets eine Nichtnormzahl ist.

Fiir die Zerlegung eines beliebigen Primteilers p von X im Relativ-

kérper K (x) bestehen nun allein folgende drei Moglichkeiten®):

1) Vgl. meine Abhandlung ,,Die Zerlegung der Primteiler eines beliebigen Zahl-
korpers in einem auflosbaren Oberkorper<, Crelles Journal 151, S. 200—209. Ich werde
diese Arbeit durch Cr. 151 zitieren.



Normenreste im relativ-Abelschen Kérper. 3

1. Tst A — Al (p) I-ter Potenzrest in K, so zerfillt p = R, B,... ¥,
in ! voneinander verschiedene Primfaktoren in K (z), deren Relativ-
ordnungen ¢, und Relativgrade f; alle gleich 1 sind. Die Relativdiskriminante
D von K(z) in bezug auf K ist nicht durch p teilbar.

2. Ist die Relativdiskriminante D durch p teilbar, so ist p — B° die
I-te Potenz eines Primteilers, fiir welchen e, =1, f,=1 ist. ’

3. Ist weder A I-ter Potenzrest noch p ein Teiler der Relativdiskri-
minante, so bleibt p == B in K (z) unzerlegbar, und hier ist e, =1, fy=1.

Man kann nun im ersten Falle p =R B,...%B, sofort zeigen, daB

jede Zahl B von K Normzahl ist. Ist nimlich § irgendeiner jener
! Primfaktoren von p, so lehrt die allgemeine Theorie, dafi man fiir den
Bereich von ‘P stets eine Zahl B, so bestimmen kann, daB ihre I Kon-
jugierten vollig beliebige Werte annehmen. Wahlt man also B, so, daf
ihre I Konjugierten der Reihe nach B, 1,...,1 sind, so ist in der Tat
B =mn(B,), und unsere Behauptung ist bewiesen.
" Im zweiten und dritten Falle, welche hiernach nur noch allein zu
betrachten sind, 148t sich das jetzt abzuleitende einfache und schone Re-
sultat auf die multiplikative eindeutige Darstellung griinden, welche, wie
ich bewiesen habe?), fiir alle Zahlen eines beliebigen algebraischen Zahl-
korpers gilt. Fiir die Korper K (p) und K (f, ) kann jene eindeutige
Darstellbarkeit in dem folgenden Satze ausgesprochen werden:

Jede Zahl B des n-adischen Korpers K (p) lafit sich eindeutig
in der folgenden Form darstellen:

(3) Bogler. & ().

Hier bedeutet (&,,&,,...,&,) ein sogenanntes Fundamental-

system von endlich vielen Elementen von K (p), welches auf mannig-

A) fache Art ausgewihit werden kann, und die Exponenten e, e,, ..., €,
sind gewisse ganze rationale oder ganze p-adische Zahlen, welche
jedesmal durch die darzustellende Zahl B eindeutig bestimmt sind.

Ganz ebenso gilt fiir jede Zahl B, des ,-adischen Korpers
K (%3, z) eine eindeutige multiplikative Darstellung

L0 O RO

i 2 To ;
(3a) B,=&" & L&) (W),

wo die Elemente 5;‘” und die Exponenten eL(-O) genau die entsprechende

Bedeutung haben.

%) K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den
Bereich eines beliebigen Primteilers, Cre’les Journal 146, S. 189—-215. Ich werde
diese Abhandlung durch ,,Cr. 146% zitieren.

‘l*



4 K. Hensel.

Man kann nun, wie ich im folgenden zeigen werde, das System
(&, ..., &1, &) von vornherein so ausgewahlt voraussetzen, daB alle und
nur die Normzahlen B = n(B,) von K (p) in der Form:

B=n(B))=&" &7 .. &7 T !

enthalten sind, wenn die ¢, dieselbe Bedeutung haben, wie die e;, und «
eine beliebige /-te Potenz in K (p) bedeutet. Ist dieser Satz einmal be-
wiesen, so folgt aus ihm unmittelbar das Fundamentaltheorem:

Eine Zahl B =¢&*. .. &7 & ist dann und nur dann eine Norm-
zahl, wenn ihr letzter Exponent e =1[1¢, ein Multiplum von [ ist.

Ist dies ndmlich der Fall, so ist ja
B (& ET(&)
nach dem obigen Satze eine Normzahl.

Soll umgekehrt B = n (B,) sein, so mufl nach demselben Satz:

1 B: 151 . 81—1 Erer ue 56r 1(61
also
EpTRERTR T o

eine I-te Potenz sein, und dies ist wegen der eindeutigen Darstellbarkeit
von ¢! durch das Fundamentalsystem (&,, ..., &, ,, &,) nur dann der Fall,
wenn jeder der » Exponenten links, wenn also speziell der letzte Expo-
nent e, —le, ein Vielfaches von [ ist.

‘Hiernach ist also nur der obige Satz allgemein zu beweisen. Ich
kann und werde ihn durch das folgende Theorem ersetzen, welches nur
ein anderer Ausdruck desselben ist:

Die beiden Fundamentalsysteme (£, , ..., &, ,, &) und (6", .., &%)
fiir die Korper K (p) und K (R, z) konnen stets so gewahlt werden,
daBl:

(B) . die r — 1 ersten Elemente &, ... &, siamtlich Normzahlen sind,

1
2. daB die Norm eines jeden Elementes &” des zweiten Systems in
der Form & ...&" 7' «' enthalten ist.

In der Tat folgt ja aus der ersten Tatsache, daB alle Produkte

e «€r—1q

1 --. 527" « Normzahlen sind, und aus der zweiten, dall umgekehrt die
Norm eines jeden Elementes von K (P, ) in dieser Form enthalten ist.

Im folgenden ist also nur noch der Satz (B) iiber die Beziehung

von zwei geeignet ausgewahiten Fundamentalsystemen (&,,...,&)) und

)
( o, Y zu beweisen.
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Wie ich in der Abhandlung Cr. 146 gezeigt habe, ist nun ein Funda-
mentalsystem fiir den Korper K (p) das folgende:

(4) (, 0, 0 nyy oy )

Hier bedeutet o eine primitive [™-te Einheitswurzel hochsten Grades aus
K (p); da nach unserer Voraussetzung K wenigstens die [-ten Einheits-
wurzeln enthalten muB, so ist #» mindestens gleich Eins. Ferner ist o’
eine primitive Einheitswurzel hochsten Grades aus K (p), deren Wurzel-
exponent @ durch I nicht teilbar ist. Endlich ist #,, ..., #, ein bestimmt
ausgewihltes System von u = e f Einseinheiten

ne=1—wakbt ...,

deren Ordnungszahl k eine bestimmte Reihe von positiven, ganzen Zahlen
durchlduft. Jedes Element B von K (p) ist dann nach dem Satze (A)
eindeutig in der Form

(5) B=acwlaw® . .. pl

"

darstellbar; hier kann ¢, die Ordnungszahl von B, alle ganzzahligen Werte
annehmen, wihrend d alle Werte (0, 1,...,7"— 1), d’ alle Werte
(0,1,..., @-—1) haben kann; die Exponenten g,, ..., g, endlich sind ein-
deutig bestimmte ganze p-adische Zahlen.

Ebenso ist fiir den Relativkorper K (B, x)

(7, g, g, 171(0), e, 17‘1‘[‘;))

ein Fundamentalsystem, wo genau wie vorher w, eine primitive I™-te
Einheitswurzel héchster Ordnung aus K (B, ), w{ eine primitive @,-te
Einheitswurzel hochsten Grades aus demselben Kérper bedeutet, deren
Grad @, ! nicht enthilt, und wo nfm, ce 17‘,52) bestimmte Einseinheiten aus

K (B, z) sind. Jedes Element B, von K (f,x) ist eindeutig in der
Form

4 a0 09
— 7% 0 ) Ho
(5a) By= 75* wg® g 1" T oo,

darstellbar, wo die Exponenten die entsprechenden Werte annehmen
konnen, wie oben.

Im folgenden werde ich nun zeigen, daB und wie diese beiden Fun-
damentalsysteme

’ ’ 0
(0, 0" 9y, o0y ) und (7, @4, @5, 90 ..., @),

in dquivalente umgeformt werden konnen, welche die beiden in (1) und
(2) des Satzes (B) angegebenen Eigenschaften besitzen.

Zunichst konnen aus diesen Systemen offenbar diejenigen Elemente
fortgelassen werden, welche jene beiden Higenschaften bereits haben.
Deshalb konnen bereits die beiden Einheitswurzeln «’ und w] sicher aus-
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scheiden; da namlich @ und @, ! nicht enthalten, so kann man I’ und [,
so wiahlen, daB 77'=1 (mod @), 11, 1 (mod @,) sind. Dann ist aber

‘1 .
w' = ((n'l ), m{mg)=(n (a)(jl"))l,

d. h. o’ ist eine Normzahl und n(wg) ist in der in (B) 2. angegebenen
Form enthalten.
§ 2.
Die Losung des Normenrestproblems im Falle p 1.

Den vollstandigen Beweis des Satzes (B) gebe ich in dieser Arbeit
fiir alle diejenigen Primteiler p, deren zugehorige reelle Primzahlen p
von [ verschieden sind, also fiir alle unendlich vielen Primteiler p mit
einziger Ausnahme der Primteiler | des Wurzelexponenten [.

In diesem. Falle konnen in den beiden jetzt noch zu betrachtenden
Systemen :

(W @, y5 ooy mu) und (7, 0, 71, ..., 1;;2))

auch alle Einseinheiten #; und 5 fortgelassen werden, weil jedes 7, eine
Normzahl und jede n (%)= «! eine I-te Potenz ist. Ist néimlich I’ die
ganze p-adische Zahl, fiir welche [1”-= 1 (p) wird, so ist ja:

(6) w=(nf' ) wnd () = (n (")) (B).

Hier ist also nur zu beweisen, daf} die beiden Systeme (7, ) und (7,, ®,)
durch zwei dquivalente (7, ) und (7, w,) ersetzt werden konnen, welche
den Forderungen 1. und 2. des Satzes (B) entsprechen.

Die Durchfiihrung dieser Untersuchung fithrt nun zu dem folgenden
einfachen Satze, welcher die wichtigsten Eigenschaften aller Normenreste
und Nichtreste unmittelbar erkennen laBt:

Sind

S Y1 AT ¢ g @ pyrd’ )9t g
A=n'wlet ... q", B=a‘otw® . .. 9

u

(/‘u
I
zwel beliebige Zahlen aus K, welche fiir den Bereich von p durch
ein beliebiges Fundamentalsystem multiplikativ dargestellt sind,
so ist B dann und nur dann Normenrest nach p des Korpers

K (‘,B,\l/;{ ), wenn die Determinante
(C) . (a, 7)1
(7) ic. ’”———ad-bc

der beiden ersten Exponenten von 4 und B durch I teilbar ist.
Im Falle I = 2 tritt an die Stelle der Determinante die Zahl

(7a) ‘{Z](I;}:"“d—bc'#f"“lac,

welche also fiir n» > 1 auch durch die Determinante ersetzt werden kann.
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Dieser Satz ist richtig, wenn A [-ter Potenzrest ist, wenn also a
und b beide durch [ teilbar sind, denn in diesem Falle ist ja die Zahl
{j’z} fir jedes B ein Multiplum von I, und andererseits ist nach dem
oben gefilhrten Beweise in diesem ersten Falle jedes B Normenrest.

Sind nun @ und & nicht beide Vielfache von [, und ist zuerst @ =0¢
also b==0 (modl), so bleibt nach den Ausfithrungen in Cr. 151 = Prim-
zahl auch in K (R, ), wihrend an die Stelle der ["-ten Einheitswurzel o
im Relativkorper eine ["°-te Einheitswurzel w, von héherem Grade tritt.
Hier sind also (7, w) und (z, w,) je ein Basissystem fiir K (p) und
K (B, x), und man zeigt leicht, daB das zweite bereits der Bedingung (2)
des Satzes B geniigt. In der Tat ist n(x) = x' eine I-te Potenz und
n (w,) ist als Einheit in K (p) sicher von der Form w?«!. Andererseits
werde ich gleich nachweisen, daB das zweite Element o des ersten
Systems (7, w) stets eine Normzahl ist, daB somit dieses erste System
die erste Bedingung des Satzes B erfiillt. Damit ist dann bewiesen, daB
eine Zahl B = 7°w?f#' dann und nur dann eine Normazahl ist, wenn ¢,

oder, was hier dasselbe ist, wenn {32} —ad — be bzw. ad — be + 2" ' ac
durch 7 bzw. durch 2 teilbar ist.

Es ist hiernach nur noch zu zeigen, daB in diesem Falle = n(w,)
stets eine Normzahl ist. Da hier @ durch [ teilbar, also n¢ eine [-te
Potenz ist, so laBt sich die Grundgleichung in der Form

2= wdal
schreiben. Ist also 5. 1 (modl), so folgt aus ihr
()= wel,
und hieraus ergibt sich
(8) Z)(i =,
wenn w,= @ai gesetzt wird. Fiir irgendein ungerades [ ist also m = n (w,)
eine Normzahl.
Ist dagegen =2, so wird die obige Gleichung (8)

(8a) Wi = w,

d.h. es wird n(w,)= — w. Ist aber hier 2" > 2, enthdlt also K (p)
wenigstens die vierte Einheitswurzel ¢, so kann diese letzte Gleichung, da
@™ = —1 ist, in der Form

o —2\2
n{w,) =(w* )
. . . . — @,
geschrieben werden, und aus ihr ergibt sich fir wj= —>";
w

21:—2
(8b) n(wg) =,
d. h. @ ist auch in diesem Falle Normzahl,
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Dieser SchluB ist allein in dem Falle » =1 nicht anwendbar, dem
Falle also, wo K (p) allein die primitive zweite Einheitswurzel —1,
nicht aber die vierte Einheitswurzel 2 enthidlt. Hier bestimmt sich also
das primitive Element w, aus der Gleichung

=—1

S

(8¢c) )
als 7. Jede Einheit von K (B, ) ist also in der Form « +- ¢ enthalten,

wo « und B ganze Zahlen des Korpers K(p) sind. Auch in diesem
Falle kann @, = « -+ 4 stets so bestimmt werden, dal3

—l=mn () =n(a+pi) - e+ p°

wird, d. h. auch hier ist —1 eine Normzahl. Denn diese Gleichung hat,
wie bekannt und leicht zu beweisen ist?), sogar schon im Korper K (p)
der rationalen p-adischen Zahlen, also sicher auch im Oberkérper K (p)
der n-adischen Zahlen eine Losung. Hiermit ist also der Beweis unseres
Satzes (C) im Falle eines durch [ teilbaren a vollsténdig gefiihrt.

Es sei endlich a==0 (mod?l), b beliebig, so ist @ auch in dem
héheren Korper K (B, ) die I"-te Einheitswurzel hochsten Grades, dagegen
bleibt = in diesem Erweiterungskorper nicht Primzahl. In diesem Falle
kann man nimlich 4 in der Form schreiben

A =ntwbel=(nw®el) =7 (p),

wo jetzt aa’=1 (modl) ist, und «! wieder eine [-te Potenz in K(p)
bedeutet. Hier ist
(9) 7= nwb «l

eine neue Primzahl in K (p), welche nun fiir jedes ungerade [ stets eine
Normzahl ist. Schreibt man némlich die (rundgleichung x!= z¢ in

der Form
"1 - -
(xa) = 70 — 74!
und setzt dann ~-—- = 7, so geht sie iiber in
(9a) Al=7;

fiir ein ungerades I ist also 7 =n(w,) Normzahl und 7z, ist Primzahl
im Erweiterungskérper K (B, x).

Fiir [ = 2 konnen wir, da ja w2t = 1 ist, die Gleichung (9) in
der Form schreiben:

9b = — 0 = — 7,
0

% Vgl. z. B. K. Hensel, Zahlentheorie, S. 306307 fiir D =~—1.
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wenn wir die neue Primzahl in K (p)
(9¢) aw?™ g
setzen; fiir diese Primzahl 7, innerhalb K (B, z) ist also ebenfalls n (7,) = 7.
In beiden Fillen geniigen nun die beiden Systeme (7, w), (7,, )
bzw. fiir =2 (7, w), (7,, w) den beiden Forderungen (1) und (2) des
Satzes (B). In der Tat ist ja erstens # bzw. 7 eine Normzahl, und
zweitens gilt fiir die Elemente (7,, w) bzw. (7,, ®) der beiden zweiten
Systeme der Normdarstellung
n(my)=a, n(w)=w!, baw. n(z)=a, n(n)=w?
Hieraus ergibt sich also, daB ein in der Form
B=a’wd oder B=atwd
dargestelltes Element B dann und nur dann Normzahl ist, wenn d
durch I, bzw. d durch 2 teilbar ist. Nun ist in den beiden unterschie-
denen Fillen, daB I ungerade oder daB I = 2 ist nach (9) und (9¢)
B = ncmdﬂl: (ﬁm"b“'ao—’)cwdﬂlz chwd‘“'bcﬁl bzw.

B = nc(z)dﬂ2= (iza)‘b“"2”_1w0“2)cwdﬂ2= fzc(ud‘“'b”"c'zn_‘lﬁz.

(10)

Also ist B dann und nur dann Normzahl, wenn

’ . _ s fa,b) _
(10a) d—a'bc=a'(ad —bc)=a ledj = (modl){ b
d—a'bec—c2" ' =a'((ad—be) +ac2" HNza’3 Y }EE 0 (mod 2)

le, d
ist, und damit ist der obige Satz in seinem vollen Umfange bewiesen.

Fir jeden nicht in ! enthaltenen Primteiler p in K will ich nun den
Normenrestcharakter {Epii} von B in bezug auf A durch die Gleichung
{a,b
(B, A\ 6 d
=y — é'
»)
definieren, wo ( eine primitive [-te Einheitswurzel bedeutet, und der

Exponent die in (7) und (7a) angegebene Bedeutung

(11)

ad — be oder ad —be+2"ac

hat, je nachdem p zu einer ungeraden Primzahl p oder zu 2 gehért.
Ich rechne dann alle diejenigen Zahlen B, B’, ... in dieselbe Normen-
restklasse in bezug auf 4, fiir welche jener Charakter denselben Wert
hat. So ordnen sich alle Zahlen B von K (p) in ! Klassen; alle und nur
die Normenreste in bezug auf A gehoren der Hauptklasse an, fiir welche
jenes Symbol gleich 1 .ist.
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Aus den beiden elementaren Eigenschaften

{cd}+{6d}=0 bzw. —— 0 (mod 2)

ab a b)) { a, b
{c1d1}+{cedj Ic1+czy d +d}

welehe unser Symbol offenbar besitzt, da 2" immer gerade ist, ergeben
sich unmittelbar die beiden Fundamentalsitze fiir das Normenrestsymbol,
der Vertauschungssatz und, der Zerlegungssatz

(B, 4 {A,B
el e e R
AN
(12) {lj'l,’A} ‘Eegfi} {BI_E._,,A}
p bl

sowie der entsprechende fiir die Zerlegung A = 4, A, des zweiten Ele-
mentes. Aus dem ersten Satze folgt, dal B dann und nur dann Norm-
zahl im Korper K (VA) ist, wenn A Normzahl in K (VB) ist.

Wortlich dieselben Ergebnisse erhilt man in dem Falle, dal p =1
einer der Primteiler von dem Grade ! der Grundgleichung ist. Hierauf
werde ich in der oben erwidhnten zweiten Arbeit eingehen.

Marburg, den 5. Dezember 1921.

(Eingegangen am 16. 12. 1921.)



Kummers Kriterium zum letzten Theorem von Fermat.

Von
Rudolf Fueter in Ziirich.

In seinem ,Zahlbericht“*!) hat Hilbert die Kummerschen Gedanken
und Ansitze in allen Punkten herausgearbeitet, vervollstandigt und weiter
entwickelt. Nur das Kummersche Kriteriam der Losung des Fermatschen
Problems fiir den Fall, daf} die rationalen Zahlen zugrunde gelegt werden,
ist von ihm nicht wiedergegeben worden?). Ich mochte im folgenden
zeigen, wie alle notwendigen Sitze zur Herleitung des Kummerschen Re-
sultates sich im Zahlbericht finden, und wie mit wenigen Strichen aus
denselben das Kriterium von Kummer entspringt. Ja, noch mehr! Auch
die Mirimanoffsche Form und das Wieferich-Furtwénglersche Kriterium
ergeben sich sofort, wobei fiir letzteres viel weniger als das Eisensteinsche
Reziprozititsgesetz notwendig ist. Ich fiige noch neue Formen des Kri-
teriums an, die mir interessant erscheinen.

1.

Angenommen, es gibe drei ganze rationale, teilerfremde von 0 ver-
schiedene Zahlen a, b, ¢, so daB fiir eine ungerade Primzahl I:

al +b 4 cl=0
erfiillt ist, so ist
(@+bt")=af oder =T1af (i=1,2,...,0—1),
PEX)
je nachdem ¢ zu ! prim oder durch [ teilbar ist®). Dabei ist { =e¢ ! die
I-te Einheitswurzel, { das Ideal (1 — {) und g, ein Ideal von k({). Ich setze
+b
nw=a-+b{ oder %L_j-q;

1y  Die Theorie der algebraischen Zahlkorper.“ Bericht erstattet der D. Math.
Ver. 4 (Berlin, Reimer, 1897), 8. 175 u. ff.

) Zahlbericht, S. 523.

3) Zahlbericht, S. 518 und 521.
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je nachdem ¢ zu ! prim ist oder nicht. Dann ist
(u)=at.

Es sei r eine Primitivzahl (mod 1), s = (£:{") die Grundsubstitution
des zyklischen Korpers k({), r, der kleinste positive Rest von 7" (mod [).*)
Bei Benutzung symbolischer Potenzen®) wird:

. sl—2
11/:_ lLran'fl'H"" +r_,+e
4

_ . ) J—-2 _ . -2
s r:lu(.s Nrg+r_ 8+ +r_, 4,8 ) " gy tg _ s+...+a_, ¢ )

. rr_i—7r_; .. .
wo die g_, = _,,‘,,l "t ganze positive Zahlen sind®).

2.
Da W' I-te Potenz einer Zahl von k(() ist, so ergibt

w =Wy Wby s

bei richtiger Definition der Wurzeln, einen absolut Abelschen Korper l-ten
Grades K (x), oder eine rationale Zahl (falls ¥ selbst I-te Potenz in k(() ist).

Die Diskriminante von K (z) ist nur durch [ teilbar oder Null.
Denn wegen (u)= al ist:

()= ¢,

wo b ein Ideal in %({) ist. Jedes Primideal ist in ¥ daher zu einer durch
I teilbaren Potenz enthalten®).

Nun gibt es aber nur einen Abelschen Korper mit dem Grad ! und

einer nur durch [ teilbaren Diskriminante®), namlich den Unterkorper
der I*-ten Einheitswurzeln: ’

2 U U -z
y=VE+H VI + Ve
Also mufB:
I

. R -2 ,
(L) e

wo « eine Zahl von k() ist. Ist g=0, so ist x eine rationale Zahl.

3.
Kriterium von Weeferich-Furtwdngler. Dies folgt sofort aus (I). Nimmt
man ¢ zu [ prim an, was man immer kann, so ist auch (@ + &) zu ! prim und

4} Zahlbericht, S. 358.

3) Zahlbericht, 8. 271.

%) Zahlbericht, S. 360.

") Furtwingler, Uber das Reziprozitits-Ges. der l-ten Potenzreste. Abhdl. Gott.
Ges. Wiss. 2,3 (1902), S. 7.

%) Zahlbericht, S. 346 Hilfssatz 18.
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-1
(a + b)ro—#rAl+...+’l‘_1+-3 — (a + b)l'f_f

yr 7 - (aﬂ_*_bc>r0+r_ls+...+r__l+281—2 B Cgal
(a+b)l'l‘;‘1 “th o
WO & == “ ,_, Wieder eine Zahl von k() ist. Nun ist:
(a+b) 2
a+bs b

zq’:b’ =1 *!’— (T;b (C -— 1) | (mod I), Cgff l(mod [),
also:
@ =&:~1(modI)
und @ =1 (mod1").
Somit folgt aus obiger Gleichung die Kongruenz:
b ; r('+r>vls+...+r_,+esl"
(g e—1)
Entwickelt man links nach Potenzen von (¢ — 1), so ist der Koeffizient
von (¢ — 1) kongruent (I — 1)&"-?-71) (mod 7); also:
b
Ist auch b==0 (mod ), was man immer annehmen darf, so ist
g==0 (mod I).
Ist p irgendeine in b enthaltene Primzahl, so ist fiir jedes in (p) enthaltene
Primideal p:

-1
}l/f‘aro+771+"'+r—1+2"a, 2 E Z"al(modp),

oder nach dem Fermatschen Satze:

n(p) -1 -1

—(n(p)-1)
/78 —a ? : “l(modp).
Andererseits:
n(p)—1 n(p)—1 n(p)—1
, 0BT a-r g™
(2% at) R ~¢ ¢ (mod p).
Also:

n®)-1

¢ 1 (mod p).
Nun enthélt " — 1, fir n==0 (mod /) nur das Primideal {4 p. Also mufl

"= 0(modl) oder "®)=1= 0 (mod1)

sein. Dies gilt fiir jede in einer der drei zu ! primen Zahlen a, b, ¢ auf-
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gehenden Primzahl p, ist also das gesuchte Kriterium in der Furtwéngler-
schen Form").

Wird u in Primideale zerlegt:
() = pipg.. pp,
wo einzelne der p auch einander gleich sein konnen, so sind alle p vom
1. Grade. Ist p, die durch p, teilbare rationale Primzahl, so ist
p; — 1 (mod 7).
Denn alle u, su, ..., s 2u sind teilerfremd*®), und wire s p==1p,
O0-<h<l—1, so wire s"u und u durch p teilbar.

Es sei A, die zu ! und p, gehorende Lagrangesche Wurzelzahl''),
i} = w; eine Zahl von k(). Dann ist, wegen'?):

. " -2
(0%):::p?ﬁ”—1s*'“+7—1+28 .
P
1l =0l
W W, . .. O

n

wo ¢ eine Einheit von k() ist. Jedes & ist Produkt aus {* und einer
reellen Einheit'®); man darf daher e als reell auffassen. Nun ist:

. l !
14s+ ... 482 e ¢
W)= = oder —
m(m)= | a+b lia+b)’
1 . .
also stets = ¢;. Somit wird:
-3 1;_1+1.‘ -3
. o 2 D} . i
2 } . r!zl_ia 2 (rﬂ.fr!_l 8
Y= ]Z yr*fs~‘(t 2 = Zz ) 2 Tt
i=0 i=0
=3
2 ‘ ) [
—J] =it
= TR0
i=0
te 3 v/ it
Andererseits ist, da |w,| ="' Vp, ": 1)
l?
7 : e — e O
W oy, = VP Py P, =0 "

%) Furtwingler, Letzter Fermatscher Satz usw. Sitz.-Ber. d. Akad. Wiss. Wien
121 (1912).

10) Siehe Abschnitt 1, S. 1.

11y Zahlbericht, S. 362.

12) Zahlbericht, S. 358.

13) Zahlbericht, S. 336 Satz 127.

14y Zahlbericht, S. 362.
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Also ist
'([f | ’ 1
Lo LT
5.0y ‘
oder, da ¢ eine reelle Einheit ist?®):

e=-4 1.
Somit 1ist

. !
V=" (w,0,...m,)" .

In dieser Gleichung nimmt man die (s — r)-te symbolische Potenz. Dann
wird nach fritherem und wegen wi™" == g%:19)

bl et g g
oder

-2
(II) luq0+qwls+...+q7,+zs _ Cg,y ,

wo y eine Zahl von k(¢) ist.

5.
Die Formel (II) enthalt das Kummersche Kriterium. Es seien a, b, ¢
zu I prim. Dann ist (a - b) eine l-tePotenz, und man kann durch
(d e b)q0+qéls+...+q_,+2sl*“

beide Seiten dividieren:

-2 gt

(1_{_0(4-___1))'1“+'1,1>s+.-.+117,+2s = (SZ, -

a+b’
woraus wieder :

(Sl: 1(m0dIl)’ (1 + O’(C . 1))qo+071,ﬁ'+...+Q_,+Qsl“2; C”‘(modIl),
Entwickelt man links und rechts nach Potenzen von { — 1, so miissen

die Koeffizienten links und rechts der ersten (/—1) Potenzen von
(¢ —1) (modl) kongruent sein. Die Koeffizienten von { — 1 ergeben

g, = arll“’: (mod 7).
Also ist
-2 .,
Zoq_gst (,(’_,,_l

(14+0(—1)""° = ) (mod 1*).

Am einfachsten wird die Rechnung, wenn man in diesen Kongruenzen
links und rechts die Logarithmen nimmt und entwickelt. Auch fiir diese

15) Zahlbericht, S. 221 Satz 48.
18) Zahlbericht, S. 354 Satz 133.
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Entwicklungen nach ({—1) miissen die (I —1) ersten Koeffizienten
(mod!) kongruent sein. Man findet:
-2

k
D (=" (v —Dlayuor - 0(modl), h=2,3,..., I—2.
r=1

i=0
Fiir die ganzen rationalen Zahlen a, ; gelten die Rekursionsformeln:

3
y":/_Y/’y(y—1)..‘(y~r+1)a,,h, h=1,2,..., 1 —2.

y=1
Die obige Kongruenz ist fiir jedes h =2t erfiillt, da dann:

-2

Zq;irf‘z 0 (mod?)*).

=0
-2

Ist A=2¢-+1, so folgt, daB BL—J_, undZZq_iri“1L1 nur gleichzeitig
2 i=0

durch [ teilbar sind'*). Also muf:

2¢+1
v » - . -3
Bl:‘——-t%(—-l) (v—l)!a,.,gtﬂo"; -0 (modl) t-- 1,.’, s TH
sein, was das Kummersche Kriterjum ist'?).
6.
Sind wieder a, b, ¢ zu ! prim, so ist:
1-2 o -
Tft—l'sh Zq_is": 9th rloy b {[h O, l, e ll 12
=0 T = . = -
u ={ P a,,,,.a+b(1n0dl), lt L2,..., =

multipliziert man alle diese (I —1) Gleichungen miteinander, so wird:

-2 -2 -

I X p-tggith ’2‘(: 1)—1,,Lll—_f .
= s - t_ . -
Iuh_o i=0 = 7 1 ol = o!, fiir t< LQ,,,
irl—r .

T . —1
={ Lo, fiir t= 9 -

: o
Nun ist aber, wenn A, =14 4 h, wegen r, _,. 7,7

PN

17) Zahlbericht, S. 431. Dies ergibt sich sofort durch die dort angegebene Be-
rechnungsart.

18) Zahlbericht, S. 431.

19) Kummer, Einige Sitze iiber die aus den Wurzeln der Gleichung «’=1 ge-
bildeten komplexen Zahlen usw. Abhdl. d. Berlin. Akad. d. Wiss. 1857, 8. 63 u. ff
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-2 -2 -2 1-2
. T\
2¢t—1 i+h — 2¢—1 .t 1oh
rit=lq . sith= r¥-tg rt='sh (modl),
h=0 § =0 1=0hy=0
1—2
2¢—-1 2t—1 oh
24"—1 q_z 2 rit=tst (modl),
-2

= CB, D) rt-1s? (modl),
h=0

wo C zu ! prim und B, die ¢-te Bernoullische Zahl ist2°). Somit ist:

-2
B, X r2t-1sh ‘
= _ ol (t=1,2,.-.,l‘_73)
(I1I) S
r_p8
= i _1
=0 — (t:lz“>’

(was die frithere Formel (I) ist). Aus (III) folgen genau wie frither die
Mirimanofischen !) Bedingungsgleichungen :

-1
BZr—mak BZn—‘”a =0 (modl), t=1,2, ..., 3%
7.
Die Kummersche Gleichung®®) ergibt sich ebenfalls aus I1I:
1—2
3 g, sitk
luz':O — é‘rkg‘ Vl
oder
-2
;E)qi+ks*l

falls man fiir ¢, ,:

rr.r r.r
e[ 5

setzt, wo [«] die GauBsche Funktion ist. Schreibt man fir r:a, wo
a=1,2,..., 1 —1 wird (nicht zu verwechseln mit dem a von 1.), so ist:

2t 2 [

ag
Iz =yt

20) Zahlbericht, S. 431.

21y Mirimanoff, L’équation indéterminée x!+yl42!=0 et le critérium de
Kummer. Journal f. Math. 128 (1905), S. 64.

2%) Kummer, a. a. O, S. 62.
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. r1 o,
woraus sukzessive wegen [—;}S — (-
0

;[f;ﬂg-z
(IV) A L) (a=1,2,..., 1—1).
Hierzu tritt noch Formel (I)
-2
r; 87
[u"b:O . :gal

] —1)r,
Setzt man d(a, r;) = [GTT'J - [(Ll )r‘], so wird d(a, r;) =0 oder 1,
und es ist nach Division zweier Formeln (IV):

1—2 .
P dlar)s ™"
=0

(V) = — ke

die Kummersche Formel?®?).

8.
Sind @, b, ¢ wieder zu ! teilerfremd, so ist (@ + b) eine I-te Potenz-
zahl und (IV) kann wieder so geschrieben werden:

i-2 re| .
ig[T}gl
(1+0(Z—1)

Daraus folgt y==1 {modl), y’=1 (modl); also:

— 5"2;1,

-2
(14+6(L—1)"° ,C * (mod?)
iI—2r,4
Z.Zf —:-:'.9_1' R
(1+o(C—1)=%" == 1 (mod1l®).

Nun ist:
a'4-b 4 et=0, a+b+e=0 (modl), . %=1 (modl),

—c a+b
— = d
(a+b)l (a+b)’ =1 (mo I )

oder
(aft"z;)lJr (;%)L (1—o)+ ot =1 (modl®).

Somit ist
-2

(lto(l—1f=1—o+0otf =141 r o (c—1)"" " (modl?),
k=0

und die obige Kongruenz geht in die folgende iiber:
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o

1—

1 .
-2 z:o{ Js '
<1—f—l27’_k(0—1)l—’korkcr> =1 (modl®),
k=0
d. h. nach Entwicklung:
1-2 72 .
22”7‘_,‘(0 — 1'% or"CrkﬂF;’} =0 (modl).
i=0 k=0

Statt iiber k, summiere man iiber &k — ¢:

-2 1-2

=113 Sr ()™ [F]e =0 (moa

1=0 k=0

Dac¢, ¢, ...,¢ '™ oine Basis der ganzen Zahlen ist, muB jeder Koeffizient
von £ =0 (mod1) sein:
7-2
ari ¢ Ty N
éo’r‘i [T} (21)'=0 (modh) (a=1,2,..., 1-1),
1= — é— =5 - kann man wieder ¢ schreiben ;
also erhilt man die neue Form der Kummerschen Bedingung (7,= n):

(da r;r,=17,,,)-

(VI) j‘[ﬁl]-;"izo (mod?)  (a=1,2,..., [—1).

n=
Dazu tritt noch:

-1
"
n=1
was immer erfiillt sein muB ??).

Kiirzt man mit ¢(n) den Fermatschen Quotienten 4)

g(n)="—=1

ab, so folgt aus 7,7, = r,+k—}—l[r;]

(rirk) Y 1=qli— 1—-ll:r }nﬁri (modlg)

oder

1 r’irc
e =t — a(nn) (moan.

23) Dies ist nichts anderes als die schon erhaltene Kongruenz :
(1-0)+6'=1 (mod1®).
24) Siehe zum folgenden Lerch, Zur Theorie des Fermatschen Quotienten. Math.
Ann, 60 (1905), S. 471.

2%
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Somit 148t sich (VI) auch so schreiben:

-2 -2
Zq(er) o' ~—2q(rirk)a’i =0 (modl).
=0 i=0

Nun ist aber

q(rir) =q(r;)+q(r,) (modl),

12
Za’f' 20 (modl).
i=0

Also:
Da(ri)on Zq o (modl) (k=0,1,..., I—2).

L o]
ar, l

erhilt man durch Summation der Kongruenzen (VI) vona =1bisa =1—1

Wegen :

1-2
Zq(ri)o’i;—go (mod?).
Also ist =
-2
(VII) Dla(ri)en=0 (modl) (k=0,1,..., I—1)

=0

eine weitere Form des Kriteriums.

Ziirich, den 27. Juli 1921.

(Eingegangen am 31. 7. 1921.)



Zahlengeometrische Untersuchung iiber die extremen
Formen fiir die indefiniten quadratischen Formen.

Von

M. Fujiwara in Sendai (Japan).

Die Theorie der extremen Formen fiir die positiven quadratischen Formen
wurde zuerst von Korkine und Zolotareff!) untersucht und dann von
Minkowski?) zum Abschluf gebracht, wihrend diejenige der indefiniten
quadratischen Formen blo8 in dem Falle der bindren und ternéren Formen
von Markoff?) behandelt wurde. Der Minkowskische Standpunkt ist zahlen-
geometrisch; er hat gezeigt, dal das Problem der extremen Formen fiir die
positiven quadratischen Formen mit demjenigen der dichtesten gitterformigen
Lagerung von Kreisen und Kugeln dquivalent ist. Dies ist eines der schénsten
Kapitel in der von ithm geschaffenen Geometrie der Zahlen. Ich mdchte hier
darauf aufmerksam machen, daB der Minkowskische Gedankengang viel
weitergehend, namlich auch auf indefinite quadratische Formen mit Erfolg
anwendbar ist, wenn auch er selbst nicht darauf eingegangen ist. Hier treten
Hyperbel und Hyperboloid an die Stelle von Kreis und Kugel, und verliert da-
bei natiirlich das Wort ,,dichteste gitterférmige Lagerung® seinen Sinn.
Von diesem Standpunkt kann man fast alle Resultate von Markoff sehr an-
schaulich ableiten. Ich méchte in den folgenden Zeilen nur den Fall der bindren
Formen kurz behandeln, und den Fall der terniren Formen fiir eine spitere
Arbeit vorbehalten.

Yy Korkine und Zolotareff, Sur les formes quadratiques positives, Math. Ann. 5
(1872), 6 (1873), 11 (1877).

2) Minkowski, Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Korper, Gottinger
Nachr. 1904; Diskontinuitétsbereich fiir arithmetische Aquivalenz, Journ. f. Math. 129
(1905).

3) Markoff, Sur les formes quadratiques indéfinies, Math. Ann. 15 (1879), 17
(1880), 56 (1903).
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Es sei

f=ax?>+bxy-+cy®

eine indefinite quadratische Form mit beliebigen reellen Koeffizienten, deren
Diskriminante D= b*—4a¢ >0 ist, und ferner sei M (f) das Minimum des ab-
soluten Betrags der durch f darstellbaren Zahlen. Man nennt diese Form
extrem, wenn bei allen denjenigen infinitesimalen Variationen der Koeffi-
zienten, wobei D unverindert bleibt, M (f) niemals zunimmt. Man kann aber
diese Definition folgendermaBlen umformen: Die Form ist extrem, wenn
bei allen denjenigen infinitesimalen Variationen der Koeffizienten, wobei
M (f) ungedndert bleibt, die Diskriminante D niemals abnimmt. Die letztere
Definition pafit sich am besten der folgenden geometrischen Auffassung an.

Es sei
f=é&y, §=0u,x + ey, N =px+p,y,

und seien (&, %) die rechtwinkligen Punktkoordinaten in der Ebene. Man denke
ein Parallelgitter, dessen fundamentales Parallelogramm die Seiten O A4, OB
besitzt, wo O = (0,0), 4 = (¢, f;), B= (¢, f;) sind. Dann entspricht einem
ganzzahligen Paar (x,y) ein Gitterpunkt, den wir mit [x,y] bezeichnen.
Z.B. A={1,0], B=[0, 1].

Man kann durch Multiplikation mit einer geeigneten Zahl M (f)=1
setzen ; dann ist fiir jedes ganzzahlige Paar (x,y), |£%| =1, und fiir mindestens
ein Paar (2,y), |én|=1. Dies bedeutet geometrisch, da, wenn man zwei
konjugierte Hyperbeln H, :&én=1 und H, :&p=—1 zeichnet, und das
zwischen H; und H, liegende, den Anfangspunkt enthaltende Gebiet mit
£ bezeichnet, dann kein Gitterpunkt innerhalb £2liegt, wahrend mindestens ein
Gitterpunkt auf H, oder H, liegt. Hier ist der Inhalt 4 des fundamentalen
Die Form ist extrem, wenn bei allen denjenigen infinitesimalen Deformationen
des zu dieser Form zugehdrigen Gittersystems, bei denen kein Gitterpunkt
auler O innerhalb Q liegt, der Inhalt des Gitterparallelogramms niemals ab-
nimmt. Dieses Gitter mogen wir das extreme Gitter nennen.

Es sei ein Parallelgitter G vorgelegt, fiir welches kein Gitterpunkt inner-
halb © liegt, und mindestens ein Gitterpunkt 4 auf H, oder H, liegt. Man
kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dall 4 auf H, in dem
ersten Quadranten liegt. Durch Anpassung kann man das Gitter so transfor-
mieren, da 4 der Punkt [1,0] in dem transformierten Gittersystem wird.
Weiter kann man das Gittersystem ohne Anderung des zugehérigen Punkt-
gitters so umformen, dafl der Punkt 8=1[0,1] in dem zweiten Quadranten
liegt.

Wenn auBler 4 =[1,0] und 4'=[—1,0] kein Gitterpunkt auf H,; und
H, liegt, so kann man durch Verschiebung von B gegen O den Inhalt 4 ver-
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kleinern, bis ein neues Paar von Gitterpunkten, M, M’, auf H, oder H, ein-
tritt. Ferner, wenn auBer 4,4, M, M’ kein Gitterpunkt auf H,, H, liegt,
dann kann man durch Verschiebung von B gegen O 4, derart, dafl M und M’
auf H, oder H, liegen bleiben, den Inhalt A4 verkleinern, bis ein drittes Paar
von Gitterpunkten auf H, oder H, eintritt. Dies ist nur in dem Falle unzu-
lassig, wenn B schon mit dem Punkt B, zusammenfillt, wo B, den Berithrungs-
punkt der zu 04 parallelen Tangente von H, bedeutet. Dafl dieser Fall nicht
eintreten kann, ersieht man gleich, weil der Punkt [1, 1] dabei sicherlich inner-
halb Q liegt. Also fiir das extreme Gitter ist es notwendig, daf} mindestens
drei Paare von Gitterpunkten auf der Begrenzung H,, H, von Q2 liegen.

Nun bezeichnen wir mit H, H; denjenigen Teil von H, in dem ersten
bzw. dritten Quadranten, welcher in bezug auf A4, A’ mit dem Punkt
(£=0, =+ o) auf derselben Seiteliegt. Es sei ferner H, der Teil von H,in
dem zweiten Quadranten, welcher zwischen B,und dem Punkt (=0, =+ co)
liegt, und sei Hy der iibrige Teil von H, in dem zweiten Quadranten.

Durch Uberlegungen wie oben kann man schlieBen, dal fiir das extreme
Gitter notwendig ist, daff aufer A und A’ entweder ein Gitterpunkt B auf
H, wnd ein zweiter Qitterpunkt F auf H, liegt, oder E auf Hy und F
auf H, oder B auf Hy und F auf H; liegt. Wenn auferdem kein Gitter-
punkt mit Ausnahme von O innerhalb Q liegt, so ist sicherlich das vor-
gelegte Gitter extrem, denn man kann nicht mehr durch infinitesimale Defor-
mation des Gitters den Inhalt A verkleinern. Dieses Gitter ist durch & und F
eindeutig bestimmt. Wenn man E=[p, ¢], F = [p’, ¢'] setzt, dann mdogen
wir dieses Gitter mit G ([p, ¢], [p’, ¢']) bezeichnen. Die dazu gehdrige Form
hat die Gestalt f= x2— hxy— ky?, wo h, k rationale Funktionen von p, g,
p’, ¢’ sind.

Man kann daraus beildufig schlieBen, dal fir die extremen Formen die
Verhilinisse der Koeffizienten tmmer rational sein miissen.

Nun sei [ die durch den Gitterpunkt B = [0,1] hindurchgehende und zu
O A4 parallele Gerade, und U, V seien die Schnittpunkte von I mit H, H,.

Ist UV < OA, und liegt B auf UV, so liegt der Gitterpunkt [1, 1] oder
{—1, 1] sicherlich in Q. Ist UV = 04, und B+ U, = V, so liegt auch [1,1]
oder [ — 1, 1] sicherlich in £2. Wenn dagegen U V= 0A und B= U, so ergibt
sich das Gitter G'([0,1], [1,1]) = G,, fiir welches

fo=x?—zy —y?, A,=V5.

Da | f,| = 1 fiir jedes ganzzahlige Paar (2, y) <= (0, 0), liegt kein Gitter-
punkt aufler O in 2. Also ist f; die extreme Form, fiir welche 4, unter allen
extremen Formen ein Minimum ist.

Wenn 04<UV<2.-04, und B auf UV liegt, so liegt sicherlich
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[2,170der [—2,1]in 2. Wenn dagegen UV =2-04 und B=U, so0 be-
kommt man das Gitter G ([0,1], [2,1]) = G,, fiir welches
fi=x*—2zy—y? d,=V8.

Da fiir jedes ganzzahlige Paar (z,y) == (0,0), |f,| = 1ist, ist diese Form
die zweite extreme Form.

Es ist sehr leicht ersichtlich, daB die zu G ([0, 1], [m, 1]) gehorigen
Formen

f=a—mury —x2, A°=m2+4
auch extrem sind. Aber es gibt unendlich viele extreme Formen, deren 4
zwischen V8 und V13 liegen, was ich im folgenden zeigen méchte.

In dem Gittersystem @, liegen unendlich viele Gitterpunkte auf H, und
H,, die man durch die Auflosung der sogenannten Pellschen Gleichung sehr
leicht bestimmen kann. Wir mégen mit P, P;, (n=1, 2,...) die auf
H ; HY liegenden, aufeinander folgenden Gitterpunkte, und mit @,, Q; die
auf H, und H, liegenden, aufeinanderfolgenden Gitterpunkte bezeichnen.
Z.B. P,=[52], P,=[—12], Q=B=[0,1], @,=[—2,5],

Q,=[—12,29], Q,=(2,1], @Q.~--[12,5], usw.

Wenn der Gitterpunkt B=[0,1] sich um eine Strecke d verschiebt, so
verschieben sich P; und P, parallel mit B um die Strecke 2d. Also durch Ver-
schiebung von B gelangen wir zu dem néchsten extremen Gitter, wenn und
nur wenn P, auf H, oder P, auf H, in © eintritt. In diesem Fall ist
der Abstand des Punktes [0, 1]von O4 nach der Verschiebung mdéglichst klein,
wenn B wieder auf H,, P, auf H, eintritt, oder [2,1]auf H, und P, auf
H ;’ eintritt. Damit bekommen wir zwei Gittersysteme

2 221 4
GQZG([S’z]»[O’l])> A‘a’:“QE:‘ T

Go—G([—1,2],[2,1]), Ads=d,,

und die zugehdrigen "
fi=a—Fxy —y*,

fo==a?— %xy —%y?
Diese zwei Formen sind einander dquivalent. DaB fiir jedes ganzzahlige
Paar (z,y)=+(0,0), |f,| =1 ist, ist leicht beweisbar. Also ist f, die
dritte extreme Form.
Setzt man P, =[p,,q,], @,=[—7,,s,], sosind G ([5,2], [—r,,s,]).

n>-n

G([0,1],[p,q,]) auch extreme Formen, fiir welche

,4 , bzw. ;12:-:9——,,4

s17.+ 1 qn +1

A%=—=9 —

sind.
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Die Formen, welche den ersten 7 Gittern in G ([0,1], [p,,q,]) ent-
sprechen, sind schon die extremen Formen f,, f,, fy, f;, fi» fy» f, in der von
Markoff angegebenen Tabelle der extremen Formen.

Den Grenzgittern von & ([5,2], [—,, s,]) und G([0,1], [p,,q,]) fiir
7 — oo entsprechen die Formen

f==x—(2V2 — Doy —V2y?, 4=23;
bzw.

f=a—V5xy —y°, A=3.
Diese sind natiirlich keine extremen Formen.

Die Einschaltung der richtigen extremen Formen f,, f;, f,, zwischen fy
und £, und zwischen f, und f, und der Nachweis, daB} fy, f1, f2, ... wirklich
nach der Grofenordnung von 4 geordnet sind, bediirfen lingerer Auseinander-
setzungen und sind etwas kompliziert. Ich verzichte jetzt auf die eingehen-
den Betrachtungen und mochte spiater im Téhoku Mathematical Journal
ausfithrlich davon sprechen.

Gottingen, August 1921.

(Kingegangen am 10. 8. 1921.)



Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitiit.

Von
Emmy Noether in Gattingen.

Ein Polynom — mit Koeffizienten aus einem beliebigen, abstrakt defi-
nierten Koérper — heilit absolut irreduzibel, wenn es irreduzibel bleibt in dem
algebraisch-abgeschlossenen Korper, zu dem der Koeffizientenbereich sich er-
weitern 1af3t1). Ich zeige im folgenden, daf} die absolute Irreduzibilitit, im
Gegensatz zu der Irreduzibilitdt in bezug auf einen vorgegebenen Korper, sich
algebraisch fassen 1a8t; genauer gilt der Satz:

Jedem Polynom von n > 2 Verdnderlichen mit unbestimmten Koeffi-
ztenten laft sich eine ganze rationale, ganzzahlige Funktion dieser Koeffi-
ztenten und weiterer Unbestimmien zuordnen, die Reduzibilitdtsform;
derart, daf fiir jedes spezielle Polynom gleichen Grades die notwendige und
hinreichende Bedingung fir absolute Irreduzibilitat em Nichtverschwinden
der Reduzibilitdtsform gegeben ist. Mit anderen Worten: Fiir jedes spe-
ztelle Wertsystem der Koeffizienten, fir das die Reduzibilitdtsform iden-
tisch in den Unbestimmien verschwindet und das keine Graderniedrigung
bedingt, wird das spezielle Polynom reduzibel, und umgekehrt.

Betrachtet man statt der Polynome homogene Formen in einer Verander-
lichen mehr, so tritt an Stelle der Gradbedingung die einfachere, dafl das Koef-
fizientensystem nicht identisch verschwindet.

Als direkte Folgerung des Satzes ergibt sich noch der zuerst von
A. Ostrowski aufgestellte?):

1) Daf} sich jeder Kiérper, und zwar im wesentlichen eindeutig, zu einem alge-
braisch-abgeschlossenen erweitern 1a8t, d. h. zu einem solchen, in dem jedes Polynom
einer Veranderlichen in Linearfaktoren zerfillt, hat E. Steinitz in seiner ,Algebraischen
Theorie der Kérper* (J.f. M. 137 (1910), S. 167) gezeigt; und hat damit das ra-
tionale Aquivalent fiir den Fundamentalsatz der Algebra gegeben.

?) Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Grofen. Gott. Nachr. 1919,
S. 279 (Hilfssatz S. 296). — Fiir den Fall der aus gewGhnlichen Zahlen bestehenden
Korper ist Ostrowski, wie mir bekannt ist, auch auf den obigen Hauptsatz ge-
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Jedes absolut irreduzible Polynom mit algebraischen Zahlen als
Koeffizienten bleibt irreduzibel modulo jedes Primideals eines endlichen
algebraischen Korpers &, der den Koeffizientenbereich enthdlt, mit Aus-
nahme hochstens einer endlichen Anzahl von Primidealen aus {. Ins-
besondere kann & auch der Korper der rationalen Zahlen sein.

Auf weitere Anwendungen zur Theorie der relativ ganzen Funktionen?3)
gedenke ich an anderer Stelle einzugehen.

1. Es sei vorerst gezeigt, dall jedes Polynom von n =2 Verdnderlichen
met unbestimmien Koeffizienten absolut irreduzibel ist. Seindmlich gesetzt:

F(z)=2 4. 0. 2 (G 4.+ 0, <),
(1) G(x)-=3B,, ja. . . aF (ji4 o 44, < m),

H(z) = F()Q(2)=3C,. 1(A,B)zl... 2" (ky4...+k, <14+m),
wo die 4 und B Unbestimmte bedeuten, und die C (4, B) ganzzahlige, bi-
lineare Verbindungen der A und B werden. Es werden daher die Quotienten
D=C (A4, B)/Cy...o(A, B) rationale Funktionen der Quotienten 4 /A4, ,
und B/Bj. . o; die Anzahl dieser Funktionen wird aber groBer als die ihrer

. . . l4+m+n l4+n m-+n
Argumente; denn sie betrigt bzw. ( " ) —1, < " > —1, < " >- 1,
und es gilt

<l+m “"> N (l{#n> - <m+"> fir n>2, 10, m>0.

n n n

Somit besteht mindestens eine algebraische Relation zwischen den

D (4, B) und folglich auch zwischen den C' (4, B):
(2) @D(Z)=+0 [identisch in Z;, .. 4,], P(C(4,B)) -0 [identisch in 4, B],

wo D ein ganzzahliges Polynom bedeutet.

Ein Polynom mit Unbestimmten Z als Koeffizienten:
(3) E(z): N Zi el (k.. ke, <14m)
st also fiir » > 2 notwendig absolut rreduzibel?).

2. Die Gesamtheit dieser Polynome @ (Z), die bei der Substitution
Z=C (A4, B) identisch in 4, B verschwinden, bildet ein Ideal aus Poly-
nomen®) , genauer ein Primideal 3; denn verschwindet vermoge der Substitu-

kommen; er wird seine diesbeziiglichen Untersuchungen demnichst verdffentlichen.
DafBl bei meiner Beweisanordnung der Hauptsatz fiir beliebige, abstrakt definierte
Korper gilt, beruht darauf, da8 die fiir Unbestimmte gebildete Reduzibilitdtsform
von dem speziell zugrunde gelegten Korper unabhingige Zahlkoeffizienten besitzt.

3) D. Hilbert, Mathematische Probleme. Gott. Nachr. 1900, S. 253, Problem 14.

%) Denn die Unbestimmten Z sind nach der Ausdrucksweise von 2. nicht Null-
stellen von .

%) Diese Gesamtheiten werden gewohnlich als Moduln bezeichnet; tatsichlich ist
aber die sie charakterisierende Eigenschaft — sie enthalten neben ¢, und @, auch
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tion ein Produkt @, @,, so verschwindet mindestens ein Faktor. Da (2) iden-
tisch in 4, B erfiillt ist, bleibt es bestehen fiir jedes spezielle Wertsystem A, B;
wo A,B und folglich auch I'= C (A, B) Grofen irgendeines Korpers be-
deuten. Die Koeffizienten I jedes in einem Erweiterungskorper reduziblen
Polynoms geniigen also den Bedingungen @ (I')=0, sind Nullstellen
von 3, oder auch der endlich vielen Basispolynome von B; es handelt sich
jetzt um den Nachweis der Umkehrung.

Dazu ist zu bemerken, daBl alle Beziehungen zwischen 4, B, C' erhalten
bleiben, wenn man die Polynome (1) durch Einfithrung einer neuen Verinder-
lichen % in homogene Formen F (x,y), G (x,y), H (x, y) der Dimensionen
l, m, l4+ m verwandelt. Es werden also auch solche Koeffizienten I Null-
stellen von B, bei denen etwa F (x, y)¢) eine Potenz von y wird, denen also
durch den Ubergang zu inhomogenen Polynomen eine Graderniedrigung von
H (z) und kein Zerfallen entspricht. Es wird sich zeigen, dal mit Ausnahme
dieser Graderniedrigung die Umkehrung immer gilt; daf also insbesondere fiir
homogene Formen die Umkehrung ausnahmslos gilt, sobald nicht alle T
verschwinden; mit anderen Worten, daf} jede Nullstelle von B durch die Pa-
rameterdarstellung = C (A,B) mit Gréflen A,B eines Erweiterungs-
korpers geliefert wird”).

Diesen Nachweis fithre ich durch direkte Bildung von endlich vielen Funk-
tionen @ (Z); ich ordne ndmlich vermége der Kroneckerschen Substitution

den Polynomen (1) solche von einer Veranderlichen zu; zeige, dall hier
Liicken in den Exponenten auftreten, und komme durch Bildung der Norm
der entsprechenden Koeffizienten zu den Funktionen @ (Z) und zu dem ge-
suchten Kriterium.

3. Es sei gesetzt:

d=101+m-+1;

1/;71;1(111—17% igdn72+..' _%_1/ .
=g d" s ko kd™ Lk

n?

(+)

n'

&, — &,, neben @ auch ¥-P, wo ¥ ein beliebiges ganzzahliges Polynom in Z be-
deutet — die Idealeigenschaft.

% Polynome und Formen, die dadurch entstehen, daB die Unbestimmten in
F,G,....,f,g,... durch spezielle Wertsysteme ersetzt werden, bezeichne ich durch-
weg durch Uberstreichen: F, G, ..., f, ¢, ...

") DaB ,im allgemeinen“ die Nullstellen von § durch die Parameterdarstellung
geliefert werden, folgt aus der Eigenschaft des Primideals 3, ein irreduzibles algebra-
isches Gebilde zu definieren. Daraus folgt aber bekanntlich nicht — was ich ur-
spriinglich iibersehen hatte und worauf mich A. Ostrowski vor lingerer Zeit aufmerk-
sam machte —, daB die Parameterdarstellung fiir kein spezielles Wertsystem ver-
sagt. — Der hier gegebene Beweis stiitzt sich auf elementarere Begriffe.

*) Festschrift, S. 11.
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Dann entsprechen vermége der Kroneckerschen Substitution den Polynomen
F,G,Hin (1) bzw. die Polynome

f(&) =24, .0, & (i + .. +1,Z0),
(5) g(§) =2 By, .t (i -+ 5. S m),

h(&)=3Ch..1a(4, B)E* (ky+ ...+ b, <1+m).
Dies Entsprechen ist bekanntlich ein-eindeutig, da fiir alle in (5) auftretenden
(enduzierten) Exponenten aus k=0 auch %,,=0, ..., k, = 0 folgt; und
somit aus i+ j= i’ + 5" auch: &+ jy =4, +ji;...; 6,4 j,=in+jn. Bs
konnen also nur dann verschiedene Produkte éiEj den gleichen Exponenten

& liefern, wenn auch die entsprechenden zy'...w," zi'...z)" zum gleichen
Exponenten fithren. Somit kommt:

(6) h(§)=1(&)g(¢),
und aus dem Erfiilltsein einer Relation (6), derart dafin f (&) und ¢ (&) keine
von den induzierten Exponenten verschiedene auftreten, folgt riickwirts

(7) H(z)=1F (z) G (x).

Dabei treten bei den induzierten Exponenten in f (&) und g (&) tat-
sdchlich Liicken auf. Denn es wird der hochste Exponent von (&) gleich
1.d"", der zweithochste gleich (I— 1)d" '+ d™ %, die Differenz
d"?. (d—1)>1 wegen d=1+m+1>38; n>2; und dasselbe gilt
fir g (&) .

Die fiir die Unbestimmten 4, B geltenden Relationen (6) und (7) bleiben
erhalten fiir jedes spezielle Wertsystem A, B. Damit dabei die Gradzahlen
erhalten bleiben, homogenisiere ich (6) und (7) vermoge der Verinderlichen
nund y. Eine homogene Form H (x,y) zerfdllt also dann und nur dann
in einem algebraischen Erweiterungskorper, wenn in diesem die ent-
sprechende bindre Form h (£, ) sich so in zwei Faktoren spalten lift,
dap keine von den induzierten Exponenten verschiedene in den Faktoren
auftreten.

4. Um die am Schlul von 2. erwihnte Bildung der Norm durchzufiihren,
mogen

a,b;...;a,b b

p Opr @

pt+12 p+1; ce ap+q’ bp+q

neue Unbestimmte bedeuten. Es sei gesetzt
@& m=(a,&+byn) ... (@& +b,n) =1, + 1, 1 E Ty ren?,
(8) w(& n)=@pr1&+bpsin)...(@pio&+bpig ’7)234 E'84-1 £y Feeo T 8o 1Y
1E =& n)y (&)= tpig 7 A tprga E Ty by nPr,

wo also r, s, ¢ jeweils die homogen gemachten symmetrischen Elementar-



30 E. Noether.

funktionen bedeuten; d. h. diejenigen in jeder einzelnen Reihe linearen sym-
metrischen Funktionen der Reihen @, b, aus denen sich jeweils alle ganzzah-
ligen symmetrischen Funktionen, die in jeder einzelnen Reihe homogen und
gleicher Dimension sind, ganz und ganzzahlig — und zwar nur auf eine Art —
zusammensetzen lassen.

Ich bilde nun mit weiteren Unbestimmten #,, die Linearform

(9) (u,@,0) = > Upn TS,

die Summation iiber vorgegebene Indizes x und » erstreckt. Das Produkt von
{(w) mit allen, durch die Permutation der Reihe @, b entstehenden, von
¢ (w) und unter sich verschiedenen Konjugierten — die Norm N (£ (u)) von
£ (u) in bezug auf den Korper der ¢ (a, b), wenn £ (%) als Funktion des Kor-
pers der 7, (a, b) und s, (@, b) aufgefaBt wird — wird dann eine ganzzahlige
symmetrische Funktion aller Reihen a, b, in jeder Reihe homogen und gleicher
Dimension, also nach dem obigen eine eindeutig bestimmte, ganze ganzzahlige
Funktion der ¢ (@, b) und «,,:

(10) N(¢(w,a,b))==T(t(a,b),u) [identisch in a, b, u].
Dieselbe Uberlegung zeigt, daB auch
N(z—C(u) =2+ Ts_1(t,u)2°"'+... -+ T(¢,u) [identisch in a, b, u, z]

wird, wo alle 7' ganze, ganzzahlige Funktionen der ¢ und « bedeuten. Beide
Seiten dieser Identitit verschwinden fiir z={(%); und zwar wegen der alge-
braischen Unabhéngigkeit der symmetrischen Elementarfunktionen r(a,b),
s(a,b) identisch in r, s, wenn man ¢ (@, b) nach (8) gleich einer ganz-
zahligen bilinearen Verbindung w (7, s) der r und s setzt, und ¢ (u) als
Funktion von 7 und s auffaB8t. Somit kommt

C(w)’ 4+ Ty (w(r,s),w)C(w)’ ...+ T(w(r,s),u)=0

(11) AN
[identisch n 7, s, u] ")

Die Identitaten (10) und (11) bleiben erhalten fiir alle speziellen Wert-
systeme ¢, f von a, b; bzw. 9, o von r, 8. Sind o, o insbesondere so gewihlt,
daB alle Produkte o, 6, verschwinden — wo u,» die in (9) auftretenden
Indizes bedeuten — so dafl also {(u) durch die Substitution verschwindet,
so kommt, wenn w (o, 6) = 7 gesetzt wird, nach (11):

(12) T(v,u)=0 [identisch in u].

A“) (11) stellt, wenn die Summation in (9) iiber alle Indizes erstreckt wird, die
Kroneckersche Erweiterung des GauBschen Satzes dar, und zwar im wesentlichen
in der Kroneckerschen Beweisanordnung (Zur Theorie der Formen hoherer Stufen,
Berliner Ber. 1883, Werke, 2, S. 417).
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Seien umgekehrt 7,,...,7,, solche nicht simtlich verschwindende Weri-
systeme, daf3 (12) erfillt ist. Da in einem algebraischen Erweiterungskorper
eine Zerlegung existiert

(12) 7(&, ’7) = Tp+q§p+q+---+ '5077”+q: (¢, &+ By 77)'~'(“p+q§+ﬁp+q77),

wo in keinem Faktor « und g gleichzeitig verschwinden®), wohl aber einige
« oder § verschwinden konnen, wird v=1(«, f). Das Einsetzen dieser Werte
in (10) zeigt vermoge (12), daB ¢ (u, «, B) oder ein konjugierter Faktor iden-
tisch in % verschwindet. Setzt man also, nach geeigneter Numerierung von
«, B, jetzt r (o, 8)= 0, s («, B)= o0, so heillt das, daB 7 (£, ) mindestens
eine Zerlegung zuldft.

(13) 1) =g En)eE )= o & gr== D 0 & y1-,

derart daff alle in {(u) auftretenden Produkte o, o, verschwinden, nicht
aber samtliche o oder o.

5. Die Gradzahlen p, ¢ in (8) seien jetzt gleich Id™ ' und md™™';
d. h. gleich den Graden von f(£) und g (£)in (5). Die Indizes u, » seien zer-
legt in u®,»® 4@ »@: dabei durchlaufe u® alle in f(£) fehlenden Expo-
nenten, »V alle Exponenten von & in g (&, 7); und entsprechend »® alle in
g (£) fehlenden Exponenten, u® alle Exponenten von & in ¢ (£, %). Es be-
deute ferner

e(&) = Zn.. 1 & (ky ... Tk, <1+ m)

das dem Polynom (3) entsprechende Polynom in einer Verdnderlichen;
8(Z, )

das ganzzahlige Polynom in Z und u, das aus 7' (¢, ) — der eindeutig be-
stimmten rechten Seite von (10), wo die Summation in (9) tiber die angegeben-
nen Indizes pu®W, M, u® »@ erstreckt wird — dadurch entsteht, da8 die
t durch die Koeffizienten Z und die entsprechenden Nullen von e (£) ersetzt
werden.

Ersetzt man jetzt die 7, s durch die Koeffizienten 4, B und die ent-
sprechenden Nullen von £ (&) und ¢ (£), so verschwindet durch diese Sub-
stitution £ (u) bei der angegebenen Summation. Es geht ferner t= w (7, s)
iiber in die Koeffizienten C (4, B) und die entsprechenden Nullen von % (£);
also geht 7' (#,u) iber in 8(C(A4,B),u). Nach der Identitit (11)

kommt somit
(14) 8(C(4,B),u)=0 [identisch in 4, B, u].
10) Dieser (rationale) ,Fundamentalsatz der Algebra“ ist der Existenzsatz, auf

dem die am Schlusse von 2. ausgesprochene ausnahmslose Giiltigkeit der Umkehrung
beruht.
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Da (14) erhalten bleibt fiir jedes spezielle Wertsystem, geniigen also die Koeffi-
zienten = C (A, B) solcher spezieller H () oder allgemeiner H (z, y), die in
einem Erweiterungskorper in zwei Faktoren zerfallen, der Bedingung

(15) S(F,u)=0 [identisch in w].

Ist umgekehrt fiir die, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten
[ eines Polynoms H (x), bzw. Form H (z, y), die Bedingung (15) erfiillt,
so ist das nach dem obigen gleichbedeutend mut 7' (7, )= 0, unter 7 alle
Koeffizienten von h (&, 5) verstanden. Nach (13) existiert somit in einem
Erweiterungskorper der [ eine Zerlegung:

T(&, n)=F(& n)-g(& n),

wo in f und g wegen der angegebenen Summation keine von den induzierten
Exponenten verschiedene auftreten; und folglich besteht eine Relation

H(z,y)="F (2,y)-G(2,y).
Hieraus folgt, sobald fiir y = 1 kein Faktor nullten Grades wird, also insbe-
sondere, wenn die I' keine Graderniedrigung von H (x) bedingen, die weitere
Relation

H(z)=TF (z) -G (x).

Die Bedingung (15) ist also notwendig und hinreichend dafiir, daf
H (z,y), und bei Ausschluf von Graderniedrigung auch H (z), in einem
Erweiterungskorper in zwei Faktoren zerfdllt.

Daraus folgt noch, daB S (Z, ) nicht identisch in Z und % verschwinden
kann, da in 1. gezeigt ist, da8 fiir n > 2 die Polynome mit Unbestimmten als
Koeffizienten, also auch die entsprechenden homogenen Formen in einer Ver-
anderlichen mehr, absolut irreduzibel sind. Es kommt also, unter U Potenz-
produkte der % verstanden:

S(Z, u)=2 D,(Z)U;,

wo die @, (Z) nach (14) Polynome aus P werden. Damit ist gezeigt, daf 3
keine weiteren Nullstellen besitzt als die durch die Parameterdarstellung
= C (A, B) gegebenen, wo A und B einen algebraischen Erweiterungs-
korper der T angehdren. Die am SchluB von 2. ausgesprochene Umkehrung
ist somit bewiesen.

6. Die Bedingung der absoluten Irreduzibilitat 1laBt sich nun direkt
formulieren. Dazu ist die Gradzahl von E (z) in (3) nur auf alle méglichen
Arten in zwel positive Summanden !+ m zu zerlegen, und zu jeder Zerlegung
die Form 8 (Z, ) zu bilden. Das Produkt iiber diese Formen

(16) R(Z,u)=II8(Z,u)
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bildet dann die Reduzibilitdtsform von E (x); denn nach dem obigen entspricht
jedem Zerfallen von E (z) bzw. E (x, y) das Verschwinden eines Faktors
von (16), und umgekehrt: Damit ist der in der HEinlettung aufgestellte
Hauptsatz bewiesen und zugleich gezeigt, wie die Reduzibilititsform sich
in endlich vielan Schritten wirklich aufstellen 1a83t.

7. Aus der Existenz der Reduzibilititsform (16) ergibt sich unmittel-
bar der in der Einleitung erwihnte Satz von Ostrowsk:. Es sei

E@) = T ah.ab (k4.4 k <o)

ein absolut irreduzibles Polynom mit ganzen algebraischen Zahlen I als Koeffi-
zienten; & bezeichne einen endlichen algebraischen Zahlkorper, der alle I
enthilt, p ein Primideal aus §.

Dann bleibt die fiir den genauen Grad von F (z) gebildete Reduzibilitéits-
form R (Z,w) von E (x) bei der Substitution Z = I von Null verschieden ;
es wird

R(Tu)= D PU,+0 [identisch in u].

Das Ideal t = (P, P,, ...) wird also nur durch eine endliche Anzahl von Prim-
idealen aus & teilbar. Ist somit p von diesen endlich vielen verschieden, so
verschwindet R (I, ) modulo p nicht identisch; und da die Restklassen
modulo p wieder einen Korper bilden, so folgt, daB E (x) modulo p irredu-
zibel, genauer absolut irreduzibel ist. Dasselbe gilt von E (x, y), so daB auch
keine Graderniedrigung modulo p eintritt.

Sind die Koeffizienten von FE (x) algebraisch gebrochene Zahlen, so ist
p auch von den endlich vielen, im gemeinsamen Nenner 4 aufgehenden Prim-
1dealen verschieden anzunehmen; modulo aller iibrigen Primideale kann
E (x) durch A4-FE (x) ersetat  werden, so daB die obigen Voraussetzungen
erfiillt sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Erlangen, August 1921.

(Eingegangen am 28. 8. 1921))



Uber Kriterien fiir irreduzible und fiir primitive
Gleichungen und iiber die Aufstellung affektfreier
Gleichungen.

Von

Ph. Furtwéngler in Wien.

Eines der brauchbarsten Kriterien fiir die Irreduzibilitit algebraischer
Gleichungen ist das Eisensteinsche. Die folgenden Entwicklungen enthalten
implizite einen neuen Beweis dieses Kriteriums, der mir deshalb bemerkens-
wert zu sein scheint, weil er sehr leicht zu Verallgemeinerungen fithrt (§1 und 2).
Es 1aBt sich insbesondere auch auf diesem Wege ein Kriterium fiir primitive
Gleichungen herleiten (§3). Ich verwende schliellich die gefundenen Kriterien,
um in einfachster Weise affektfreie Gleichungen beliebigen Grades *)aufzustellen,
indem ich die Tatsache benutze, dafl irreduzible primitive Gleichungen belie-
bigen Grades mit genau zwei komplexen Wurzeln affektfrei sind (§ 4).

§ 1.

Satz 1. Es sei p eine natiirliche Primzahl und a,, a,, ..., a, ganze
rationale Zahlen, von denen die erste und letzte nicht durch p teilbar sind.
Das Polynom

(1) f(z)=ayx"+ para,z" '+ ... +p™a,
18t dann, wenn von den positiven Zahlen —z’ (t=1,2,...,n) keine kleiner

als % i1st, vm natirlichen Rationalitdtsbereich R (1) nur in Faktoren zer-

legbar, deren Grad ein Multiplum von ; 18t, wo t den grofiten gemeinsamen

Teiler von e, und n bedeutet. Ist also e, zu n relativ prim, so ist f(x)
vrreduzibel.

1) DaB affektfreie Gleichungen jeden Grades in beliebiger Zahl existieren, hat
zuerst Herr D. Hilbert auf Grund seines Irreduzibilititssatzes bewiesen. Journ. f.
Math. 110 (1892), S. 104.
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Beweis. Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit @ ,= 1 anneh-
men. Macht man in der Gleichung f(z)= 0 die Substitution
x=yp",
so erhilt man nach Division mit p* eine Gleichung fiir ¥ mit dem hichsten
Koeffizienten 1, deren samtliche andere Koeffizienten ganze algebraische
Zahlen sind. Es sind daher alle Wurzeln der Gleichung f(x)= 0 durch die

ganze algebraische Zahl p» teilbar. Zerfillt nun f (z) in die Faktoren:
(2)  f(x)=(x"+phbar—t-4 ...+ phb)(as+ pre a1+ ...+ ple,),
wo die Koeffizienten b,, ¢, zu p prime ganze Zahlen seien, so folgt:

. ell'
(3) f> [r. ™

r =

P I e]
2 " —
)’ gsgts',hﬂ ﬂ-+gs_en'

Die ersten beiden Ungleichungen ergeben sich daraus, daB p’~b, und p% c,
das Produkt von r resp. s Wurzeln der Gleichung f(x)= 0 sind (abgesehen

vom Vorzeichen). Es mul} also f, > r-Z‘- gelten, und da f, eine ganze Zahl
Cn]

ist, auch f, > Tl
Da

. . . . e
ist, konnen die Relationen (3) offenbar nur zusammen bestehen, wenn r-—n'l

und s-%;i ganze Zahlen sind. Ist dann ¢ der gr. g. T. von ¢, und », o mufl
n
t
Das Eisensteinsche Kriterium ist ein spezieller Fall des Satzes 1. Der Be-

weis verlduft in diesem Falle einfach so: Alle Wurzeln der Gleichung f(z)= 0
1

sind durch p* teilbar. Soll f () in zwei Faktoren zerfallen, so sind die kon-
stanten Glieder dieser Faktoren, da sie mindestens durch eine Wurzel von
1

offenbar 7 und s ein Multiplum von — sein, w. z. b. w.

f(z)=0 teilbar sind, durch p» teilbar. Da sie aber ganze ratiopale Zahlen
sind, miifiten sie durch p teilbar sein, was zu einem Widerspruch fiihrt..

§ 2.
Der Satz 1 148t sich in folgender Weise verallgemeinern.

Satz 2. Es sei p eine natirliche Primzahl und a,, a,, . . ., a, ganze
rationale Zahlen, die nicht durch p teilbar sind. Das Polynom

f(z)=ajzm -+ paa,an-t+ ... +p™la, x4+ pa,

?) [«] bedeutet die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als x ist.
3*
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18t dann, wenn von den positiven Zahlen :‘ (i =1,2,..., n) keine kleiner

Cn—k . . . .
als ;l'f:— ist, in R (1) entweder trreduzibel oder es existiert, wenn es

reduzibel ist, stets ein Faktor, dessen Grad die Gestalt
—k
it

hat, wo t der gr.g.T. von e,_; und n— k ist und i, i« ganze Zahlen be-
deuten, welche die Ungleichungen

A>0, 0Zu<lk
befriedigen. Ist e,_i zu n— k teilerfremd, so hatalso f (x), wenn es redu-

zthel ist, stets einen Faktcr, dessen Grad nicht kleiner als n— k ist.

Beweis: Zerfillt f(«) in der in (2) angegebenen Art, so setzt sich der
Koeffizient von z* als Summe von Termen zusammen, die resp. durch
p'r=¥ F9-k" teilbar sind, wo k' und &7 zwei ganze Zahlen sind, welche
die Bedingungen:

0<k <r, 0<k'<s, Kk -+k'=

befriedigen. Da der Koeffizient von z* genau durch p®—* teilbar ist, muf
wenigstens eine Kombination k', k" existieren, so daB

frek + g1 < en—i
ist.
fn—k
Bei unseren Annahmen sind alle Wurzeln von f(2)=0 durch p »~* teilbar.
Es ist daher:

frok = [7’— kK ”—"‘Ilﬂ Js-r >[(3“‘k)en kJ
also

ot g 2{(r—F) + (s — B} h = ey
In der letzten Ungleichung kann das Gleichheitszeichen nur eintreten, wenn
(r—kYepr=(s—k")earr =0(n —k)
ist. Ist der gr. g. T. von e, und 5. — k gleich ¢, so folgt

r—k —s—k' =0 (i"’)
d. h.

r n—k //n—

L N = 1

’ ” . . oy . .
Da wegen k -+ & = &< m nicht gleichzeitig 2" = 2" = 0 sein kann, ist unser
Satz bewiesen.
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Die vorstehenden Satze enthalten neben dem Eisensteinschen Kriterium
die im Anschluf} daran von Kénigsherger3) und Netto*) entwickelten Resul-
tate. Insbesondere ist der spezielle Fall des Satzes 1, daBl e, und » relativ prim
sind, bereits von Konigsberger angegeben und der Beweis fiir =5 in etwas
umsténdlicher Weise durch Diskussion aller moglichen Arten der Zerlegung von
f (x) ausgefiihrt.

Man kann auf dem hier durchgefithrten Wege auch Satze iiber die Zer-
legungsmoglichkeiten von Polynomen

ayx® +a, 2"t aypxk
+ Py L Sl 2 pha,

gewinnen, wenn man die Substitution x = Pffﬁ ausfithrt und e < e, so wihlt,

daB in dem Polynom in y, das man durch Multiplikation mit —Z‘: - erhilt, alle
P Ran
Koeffizienten mit Ausnahme des ersten durch p teilbar werden. Doch soll hier

darauf nicht niher eingegangen werden.

§ 3.

In analoger Weise wie der Eisensteinsche Satz die Irreduzibilitdt einer
Gleichung sichert, kann man auch ihre Primitivitit erzwingen. Dies kann z. B.
auf folgende Art geschehen.

Satz3. Sind in der ganzzahligen irreduziblen Gleichung x* + a, zn~1
+ ... +ay_12+ a, =0 alle Koeffizienten a, durch die Primzahl p teil-
bar und zwar a,_, genaw durch p, a, aber mindesiens durch p?, so isi
die GQleichung primaitiv.

Beweis. Soll die Gleichung imprimitiv sein, mufl »= rs sein und eine
Zerlegung existieren:

x*+a, et a1 a,
S a8 (@ b e 5T
o (arE T a L),

wo die Zahlen &Y, &, ..., & konjugierte ganze Zahlen in s konjugierten
algebraischen Zahlkorpern sind. Ist ¢, eine Wurzel der gegebenen Gleichung,
1

s0 ist ¢, durch pn—1 teilbar. Es mogen nun die Zahlen &l (t=1,2,...,8)
der Gleichung:
- B wsbywsmt-- o b yu b, =0

3) L. Konigsberger, Journ. f. Math. 115 (1895), 8. 53.

%) E. Netto, Vorlesungen iiber Algebra 1, S. 56—64.
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geniigen. Es sind dann alle Koeffizienten &, durch p und 4 =- + @, min-

1
destens durch p? teilbar. Daher sind alle Eﬁi’ (¢=-1,2,...,s) durch psT‘
teilbar.

Die Zahlen &% (i= 1, 2, ..., s) mogen der Gleichung
vEfc, vt o1 0

geniigen, in der alle Koeffizienten ¢ durch p teilbar sein miissen; daher sind
1

alle &%, durch p* teilbar. Es ist nun

anos =D EVEY L ETVEY
-1t 2 141
Es miiBite daher a,_, durch p s~1 " & — p ¢ also auch durch p? teilbar
sein, was gegen die Voraussetzung ist. Die vorgelegte Gleichung ist also
primitiv.
Der vorstehende Satz 148t sich verallgemeinern, was jedoch nicht niaher
ausgefithrt werden soll.

§ 4.

Wir wollen jetzt die bisherigen Ausfilhrungen anwenden, um affektfreie
Gleichungen beliebigen Grades aufzustellen. Wir beweisen zu diesem Zweck
zunéchst

Satz4. Eine irreduzible Qleichung, die genau zwes komplexe Wurzeln
besitzt, ist, wenn sie primitiv ist, affekifrev ).

Beweis. Der Grad der Gleichung sei ». Sind die beiden komplexen
Wurzeln #,, z,, so enthilt die Gruppe der Gleichung die Transposition (12).
Ich bezeichne mit &, generell die symmetrische Permutationsgruppe von
r Ziffern. Sollen die zu permutierenden Ziffern 4,, ¢, ..., 7, besonders bezeich-
net werden, schreibeich &, (¢y, 4y, ..., %,). Esistnachzuweisen,daBdie Gruppe
unserer Gleichung &, ist. Die Gruppe besitzt sicher eine &, als Untergruppe.
Es sei nun @ X(4,, ¢,, ..., ¢,) eine Gruppe mit maximalem r, die in der Gruppe
der Gleichung enthalten ist. Wenn r << n ist, so gibt es eine von den 7, ver-
schiedene Ziffer §;, und wegen der Transitivitit enthdlt die Gruppe der
Gleichung eine Permutation P, die %; in j; iiberfilhrt. Bildet man nun

P—] @1'(1;1’ i27 M i,)P - 6', (jl) j2: .. 'er):
so sind alle j von allen ¢ verschieden. Denn wire etwa j,= 14, so

enthielte die Gleichungsgruppe' die Transpositionen (i, ¢3), (%1,3), ...,
(4:,3,.), (§,»71)=(414,) und daher eine &,,;, was gegen die Annahme

5) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra 1, 2. Aufl., § 160.
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ist. Man kann das Verfahren fortsetzen und die Ziffern 1,2,..., %
in Systeme von je r Ziffern einteilen, von denen keine zwei eine Ziffer
gemeinsam haben. Daraus folgt zunichst, dal  ein Teiler von % sein muf,
weil man anderenfalls sicher zu einem System von r Ziffern gelangen wiirde,
das mit einem fritheren eine Ziffer gemeinsam hat.

Ist r= n, so ist die Gleichung affektfrei; ist 7 << n, so ist sie imprimitiv.
Denn es lassen sich die Wurzeln in s Systeme voun je » Wurzeln mit den Indizes

1, %, « oy T,
115 Dus « v s 7;-
815835+« s 8)_

einteilen und bei irgendeiner Permutation der Gleichungsgruppe miissen die
Zeilen wieder in Zeilen iibergehen, weil andernfalls eine &, in der Gruppe
enthalten wire. Damit ist unser Satz bewiesen.

Satz 5. Sind b, b,, ..., by_4 verschiedene ganze Zahlen grofer als 1,
so ist die Qleichung n-ten Grades:
ot (x—2b,) (v — 2b,) ... (& —2b,s) — (— 1) 2z +4)=0 (n>4)
affektfres.

Beweis. 1.8ie ist irreduzibel. Zunichst kann sie keinen linearen Faktor

enthalten, denn + 1, + 2, + 4 sind keine Wurzeln der Gleichung. Zerfiele sie
in zwei nichtlineare Faktoren

(xm 4 e am=t 4 ... dc,)) (el +dyxt"t ... - d)),

so wiirde

1=1,2,...,m
¢ =d,=0(2) E—1.2,... l)

1
folgen, da alle Wurzeln der vorgelegten Gleichung durch 271 teilbar sind.
Es miiBte dann der Koeffizient von x durch 4 teilbar sein, was nicht der
Fall ist.

2. Sie ist primitiv nach Satz 3 (p= 2).

3. Sie besitzt genau zwei komplexe Wurzeln®). Denn setzt man ihre
linke Seite gleich F (x) und nimmt an, da@

by>b,> ... >by_, =1

%) Vgl. 1. Schur, Jahresber. d. Deutschen Mathematiker-Vereinigung 29 (1920),
S. 149.
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sel, so gilt fiiv gerades n:

F(+4+o)>0, F(2b,—1)<0, F(2b,—1)>0,..., F(2by—y, —1)> 0,

F(0)<0, F(—o0)>0,

fiir ungerades n: :

F(+4o00)>0, F(2b, —1)< 0, F(2b,—1)>0, ..., F(2b,—-, — 1)< 0,
F(0)>0, F(—o00)<0.

Damit ist die Existenz von n— 2 reellen Wurzeln dargetan. Da wegen des

Fehlens zweier aufeinanderfolgender Glieder nicht alle Wurzeln reell sein kénnen,

muf} die Gleichung F ()= 0 n— 2 reelle und zwei komplexe Wurzeln be-
sttzen. Sie ist daher nach Satz 4 affektfrei.

(Eingegangen am 2. 8. 1921.)



Uber die Lage der Nullstellen von Polynomen, die aus
Minimumforderungen gewisser Art entspringen.

Von
Leopold Fejér in Budapest.

Einleitung.

1. Es bezeichne P eine beliebige Punktmenge in der Ebene, die im End-
lichen gelegen ist: Sie besteht entweder aus einer endlichen Anzahl von Punk-
ten oder aus unendlich vielen Punkten. Im letzteren Falle will ich voraus-
setzen, daB sie abgeschlossen ist. AuBer der Punktmenge P sei nun in der
Ebene irgendein Punkt 4 angenommen. Ich frage: Gibt es in der Ebene einen
zweiten Punkt B, der zu jedem einzelnen Punkte der Menge P niher gelegen
ist als der Punkt 4 zu demselben Punkte der Menge? D. h. gibt es einen solchen
Punkt B, daB pB< pA, wenn p simtliche Punkte der Menge P durch-
lauft?

Die Antwort ist bejahend, falls 4 im AuBern des kleinsten konvexen
Bereiches K liegt, der die Punktmenge P enthélt. In diesem Falle 148t sich
némlich in der Ebene eine gerade Linie L ziehen, welche die Ebene so in zwel
Halbebenen H,, H, teilt, daB die Punktmenge P in das Innere von H,, der
Punkt 4 in das Innere von H, fallt. Ziehe ich nun durch 4 die Senkrechte zu
L, und schneidet diese die Gerade L im Punkte C, so besteht die geradlinige
Strecke AC (den Punkt A4 natiirlich ausgenommen) offensichtlich aus lauter
solchen gesuchten Punkten B, die also zu jedem einzelnen Punkte der Menge
P naher gelegen sind als 4 selbst.

2. In den folgenden Zeilen soll nun gezeigt werden, dal aus der eben er-
wahnten, fast evidenten geometrischen Tatsache (laut welcher sich immer
ein Punkt B finden 148t, der zu jedem einzelnen Punkte einer Menge P néher
gelegen ist als der Punkt 4 zu demselben Punkte der Menge, falls 4 im AuBern
der konvexen Hiille von P liegt) unmittelbar ein allgemeiner Satz (§ 3)
folgt, der sich auf die Lage der Nullstellen von ganzen rationalen Funktionen
der komplexen Variablen bezieht, die aus einer Minimumforderung gewisser
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Art entspringen. Namentlich ergibt sich, daB die Nullstellen solcher Poly-
nome in der konvexen Hiille der Menge P gelegen sind. Die Satze iiber die
Realitdt der Nullstellen der Tschebyscheffschen (§ 1) und Legendreschen
(§ 2) Polynome und ihrer Verallgemeinerungen werden dann aus diesem all-
gemeinen Satze durch duBerste Spezialisierung gewonnen. Gewisse hier auf-
tretende Polynomfolgen P, (z) sind orthogonal in bezug auf ein reelles Inter-
vall. In diesem Falle — wo die allgemeine Theorie Herrn Hilbert so viel zu
verdanken hat — kann man die Realitdt der Nullstellen und noch mehr aus
der Orthogonalitit erschlieBen. Mein Ziel war, das fiir die Nullstellen der in
§ 3 charakterisierten Polynomfolgen Gemeinsamgiiltige zu bestimmen, und von
der urspriinglichen Minimumseigenschaft aus (unter Vermeidung der eventuell
bestehenden Orthogonalitatseigenschaft) geometrisch in Evidenz zu setzen.

3. In Nr. 1 wurde gezeigt, dal, wenn der Punkt 4 auBlerhalb der konvexen
Hiille K von P liegt, man immer einen Punkt B in der Ebene finden kann, der
zu jedem einzelnen Punkte von P naher liegt als der Punkt 4. Ich erwihne
nun, obgleich ich von dieser Tatsache in dieser Note keinen Gebrauch machen
werde, daf} diese Eigenschaft der AuBlenpunkte von K fiir diese geradezu
charakteristisch ist. Es sei ndmlich jetzt 4 ein Punkt der konvexen Hiille K
selbst. Nehme ich an, daB jeder einzelne Punkt von P zu einem Punkte B
der Ebene niher wire als zum Punkte 4 (also stets pB< pA wire, wenn p
die Menge P durchlduft), so folgt daraus zunéchst, dal die ganze Punktmenge
P in jener Halbebene H liegt, die durch die Halbierungssenkrechte der Strecke
B4 begrenzt wird, unid den Punkt B in ihrem Innern enthilt. Daraus folgt
dann weiter, dal auch die konvexe Hiille K von P ganz in H fillt, was aber der
Annahme, daBl 4 ein Punkt von K ist, widerspricht, da doch A auBerhalb von
H (nédmlich im Innern der andern Halbebene) liegt. .

Zusammenfassend kann ich also kurz sagen: Ist 4 auBlerhalb der kon-
vexen Hiille von P, so kann ich mich von 4 aus der Menge P ,,ndhern® (d. h.
gleichzeitig jedem Punkte von P), gehort aber 4 zur Hiille K, so ist dies un-
moglich.

Diese Charakterisierung des kleinsten konvexen Korpers, der eine ge-
gebene Punktmenge P enthilt, kann natiirlich auf einen Raum von beliebig
vielen Dimensionen iibertragen werden?).

1) Der Inhalt dieser Note ist im Auszuge im Rahmen der Arbeit des Herrn
G. Szegd: Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve der komplexen
Ebene gehoren [Mathematische Zeitschrift 9 (1921), S. 218—270, ver6ffentlicht (siehe
insbesondere § 3, S. 236—241), und auch die nichstens in den Proceedings of the
London Mathematical Society von Herrn Karl Jordan erscheinende Arbeit: ,Sur une
série de polynomes dont chaque somme partielle représente la meilleure approxima-
tion d’un degré donné suivant la méthode des moindres carrés“ gibt ganz kurz den
Inhalt dieser Note wieder. — SchlieBlich bemerke ich, daB diese Note im Friihjahr
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§ 1.

Uber die Lage der Nullstellen von Polynomen, welche die Tschebyscheft-
sche Abweichung von der Null minimalisieren.

4. Es sei P eine beschrénkte, endliche oder unendliche (im letzterem Falle
aber abgeschlossene) Punktmenge in der Ebene der komplexen Variablen x.
Es bezeichne g, (%) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades von der Form

(1) g, () =am4-c¢c x4 c,x" 2+ ...+ ¢,
WO ¢, Cy, . . ., C, beliebige komplexe Zahlen bedeuten. Weiter bezeichne p
die den Punkten von P entsprechenden komplexen Zahlen. Dann hat |g, (p)]
»in P (d. h. fiir die Punkte von P) gewil ein Maximum, das auch die
.»Ischebyscheffsche Abweichung‘ (écart) von der Null in P genannt werden
kann. Unter einem Tschebyscheffschen Polynom »-ten Grades 7', (x)in bezug
auf P verstehe ich nun ein Polynom 7', () von der Form (1), fiir welches
in P
(2) Max | T, (p)| < Max [g,(p)|
giiltig ist, wobei g, (z) irgendein Polynom der Form (1) bedeutet?).

Satz 1. Ein zur Punkimenge P gehoriges T'schebyscheffsches Poly-
nom n-ten Grades T (x)(n=1,2,3, ...) hat Nullstellen, die alle in
den kleinsten konvexen Bereich fallen, der die Punkimenge P enthdlt,

(vorausgesetzt, dafS die Anzahl der Punkte der Menge mindestens
gleich n ist.)

Beweis. Es seien 2,,,,...,, die Nullstellen von 7' (x). Wiirde
nun eine dieser Stellen, etwa ,, in das AuBere der konvexen Hiille von P
fallen, so konnte ich, auf Grund von Nr. 1, einen komplexen Wert & finden,
sodal ' p—&|< |p—a,| fiir jedes pin P. Bezeichnet also & (x) das Poly-

nom (x— &) (x— ) (®—23) ... (x—x,)=2a"+ ..., so wire, in P,
hy(P) =i —Ellp—wy p | g,
éiprlilp"xi}‘\‘%p_xn|:¥Tn(p)i

1919 entstanden ist, als Herr G. Szegé mir seinen schonen Satz VII auf S. 237 seiner
soeben zitierten Arbeit miindlich mitgeteilt hatte. (Auf die Szegdsche Arbeit sei
auch in bezug auf die neueste einschligige Literatur hingewiesen.)

2) Die Frage der Existenz, Unitdt (die nicht immer stattfindet) und Bestimmung
der durch die Minimumseigenschaft charakterisierten Polynome wird in dieser Note nicht
beriihrt; zu den hierhergehérigen, bei Herrn Szegt auf S. 239, FuBnote 2!) angefiihrten
und besonders auf Herrn L. Tonelli hinweisenden literarischen Angaben sei noch hin-
zugefiigt: Ch.-J. de la Vallée Poussin: Sur les polynomes d’approximation & une
variable complexe [Bull. de ’Acad. royale de Belgique (Classe des sciences) 3 (1911),
S. 199-2111].
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Hier kann die Gleichheit offenbar nur dann stattfinden, wenn das
Polynom (n — 1)-ten Grades (x — z,)(x —x;)...(x —x, ) fir den
Wert p verschwindet; dann ist | A, (p)|=|T,(p) == 0. Fir die iibrigen
Werte p von P ist tatsichlich |A,(p)| < |T,(p)|, und es ist zu be-
tonen, daB mindestens ein solcher Wert von p existiert, da doch, nach
Voraussetzung, die Anzahl der Punkte von P mindestens gleich n ist
und (x — x,)(x — ;) ... (z — z,) nicht fiir mehr als (n — 1) Punkte
verschwinden kann.

Also ist (da die Punktmenge P entweder endlich oder abgeschlossen ist)
Max |, (p)| < Max | T, (p)| in P.

Dies widerspricht aber der fir 7', (x) festgesetzten Definitionsunglei-
chung (2).

Ist die Anzahl der Punkte von P kleiner als % (ein leicht beherrsch-
barer trivialer Fall), so kann eine Wurzel von 7', (x) auch auBerhalb der
konvexen Hiille von P liegen.

5. Spezielle Falle. a) n=1, P belsebtg. Schreibe ich T, ()= z—¢c,
so entspricht der Zahl ¢ in der Ebene der Mittelpunkt der kleinsten Kreis-
scheibe, durch welche die Punktmenge P iiberdeckt werden kann. Satz I be-
sagt nun, dafl der Mittelpunkt des kleinsten Deckungskreises von P in die
konvexe Hiille von P fillt (ein Satz der sich natiirlich auch anders, und ganz
elementar beweisen 148t). Ich bemerke, dafl dieser Kreismittelpunkt auch auf
den Rand der konvexen Hiille von P fallen kann, und zwar auch dann, wenn
P zweidimensional ist. (Z. B. im Falle, wo P eine Halbkreisflidche ist.)

b) n beliebig, P spezialisiert. Besteht P aus den Punkten eines konvexen
Gebietes G, so besagt Satz I, daB die Nullstellen eines zugehérigen T' (x)
alle in @ fallen. Ist speziell G die geradlinige Strecke — 1 < 2 < + 1, so be-
sagt der Satz I, dal die Wurzeln von T, ()= O alle reell sind, und in das
Intervall —1 <2 <+ 1 fallen, eine wohlbekannte Tatsache. (Hier sei
aber bemerkt, daf der Satz I auch dann ganz allgemein giiltig ist, wenn
in der Definition von 7', (x) nur Polynome von der Form (1) mit reellen
Koeffizienten zugelassen werden, vorausgesetzt, dafl die Punktmenge P in
bezug auf die reelle Axe symmetrisch ist. Der obige Beweis erleidet hier nur
die unerhebliche Modifikation, daf im allgemeinen nicht ein Punkt z,, son-
dern ein zur reellen Achse symmetrisches Punktpaar x,, xz, der Menge P
,,nahergeriickt” wird.)



Nullstellen gewisser Minimalpolynome. 45

§ 2.

Uber die Lage der Nullstellen von Polynomen, welche die Besselsche
Abweichung von der Null minimalisieren.

6. Der Satz I sagt aus, daBl ein Polynom 7', (z) aus der Menge der Poly-
nome

(1) g.(x)=2"+c a1+ ... +oc,
‘ (€45 €55 -- -, C, Dbeliebige komplexe Zahlen),

fiir welches die ,,Tschebyscheffsche Abweichung® (kurz: 7 - Abweichung)
von der Null in P minimal ist, lauter in die konvexe Hiille von P fallende
Nullstellen besitzt.

Hier sei nun gezeigt, daB derselbe Satz auch fiir die Polynome B, (x)
minimaler ,,Besselscher Abweichung® (kurz: B-Abweichung) giiltig ist.

Die T'- Abweichung eines g, (#) von der Null wurde fiir eine beliebige
abgeschlossene Punktmenge P definiert; sie bedeutet Max|g, (z)| in P.

Die B-Abweichung kann ich nicht fiir eine beliebige (abgeschlossene)
Punktmenge P definieren. Ich betrachte nur die folgenden, wichtigsten, spe-
ziellen Félle:

«) Die Punktmenge P besteht aus einer endlichen Anzahl von Punkten
Py, Pg> - - -, P, Unter B-Abweichung von der Null in P eines g (z) verstehe
ich dann

, lg (@) 1P +19(@) P+ +1g(p )"

(3) e

B) P besteht aus den Punkten p eines rektifizierbaren (geschlossenen oder
ungeschlossenen) Kurvenbogens. Unter B-Abweichung von der Null in P
eines g (x) verstehe ich dann

(4) TJla(e)"ds,

wo ds das Bogenelement am Punkte p bedeutet, die Integration iiber den
Kurvenbogen P zu erstrecken ist, und ! die Lange von P bezeichnet.
%) P besteht aus den Punkten eines durch eine geschlossene Kurve um-

grenzten Gebietes vom Fliacheninhalte f. Dann sei unter B- Abweichung von
der Null in P der Wert

(5) =Jf1a(w)*ar

verstanden, wo df das Flichenelement zum Punkte p bedeutet, und die dop-
pelte Integration iiber die Fliche P zu erstrecken ist?).

%) Zieht man aus den Werten (3), (4) und (5) die nichtnegative Quadratwurzel,
dann bekommen sie den Charakter eines Mittelwertes.
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7. Wie eben erwéhnt, gilt dann folgender

Satz II. Ist die Besselsche Abweichung von der Nuli fiir ewn Poly-
nom B, (x) der Polynommenge (1) in der Punktmenge P minimal, so
liegen die Nullstellen von B, (x) alle in dem kleinsten konvexen Bereiche,
der die Punktmenge P enthdlt (vorausgesetzt, daf3 die Anzahl der Punkte
der Menge P mindestens -gleich n ist).

Der Beweis ist mit dem des Satzes I fast identisch. Wiirde die Nullstelle
x, von B, (x) auBerhalb der Hiille von P liegen, so wire, wenn x,, 2, ..., ,
die iibrigen Nullstellen von B, () und & einen durch , Néaherriickung® von
x, zu P entstandenen Punkt bedeutet, (x— &) (x—=,)...(z—x,) ein Poly-
nom von der Form (1), dessen absoluter Betrag in jedem Punkte p des ab-
geschlossenen P, (wo indessen (p —x,)...(p —«,) 5 0), kleiner wire
als | B, (p)|, dessen Besselsche Abweichung von der Null in P also ent-
schieden kleiner wire als die von B, (). Dies widerspricht aber der Defi-
nition von B, (z).

8. Der Satz II wurde im Falle, wo P aus einer endlichen Anzahl von
reellen Zahlen besteht (ein Fall, der zum Falle «) in Nr. 6 gehort), durch Herrn
KarlJordan, im Falle wo P aus einer Kurve besteht (Fall 8) in Nr. 6), durch
Herrn G. Szegé ausgesprochen und bewiesen?). Der Satz, laut welchem die
Nullstellen des %-ten Legendreschen Polynoms alle reell sind und in das Inter-
vall — 1 < & <+ 1 fallen, ist ein spezieller Fall dieses Szegoschen Satzes,
den man erhilt, wenn man fiir P die geradlinige Strecke — 1 <z <+ 1 wihlt
(da das, mit einem gehérigen konstanten Faktor versehene Legendresche Poly-
nom das Integral

*da

+1

1, _
Q—f\x"—}—clx" 1+ ... +ec,
-1

minimalisiert). Der (iibrigens duBerst einfache) Beweis der genannten Autoren
stiitzt sich aber (wie ein klassischer Beweis fiir den Legendreschen Spezialfall )
auf die, in diesem Besselschen Falle der Abweichung geltenden ,,Orthogonali-
tatseigenschaft* der Polynomfolge B, (x)= 1, B, (x),.., B, (z), ..., wih-
rend der hier mitgeteilte Beweis den Satz unmittelbar aus der Definitionsmini-
maleigenschaft deduziert. Es ist viellticht nicht uninteressant, besonders her-
vorzuheben, daf speziell der Satz von der Realitdt der Nullstellen des Legendre-
schen Polynoms einfach aus dem Umstande gefolgert wird, daBl man sich von
jedem auBerhalb der Strecke —1 <z < + 1 befindlichen Punkte der Ebene
aus der Strecke selbst in dem Sinne ,,ndhern* kann, da man sich jedem Punkte
dieser Strecke gleichzeitig néhert.

SchlieBlich sei bemerkt, daf der Satz II auch dann giiltig ist, wenn in die

4} 8. FuBnote !} vorliegender Arbeit.
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Definition der B- Abweichung eine nichtnegative ,,Gewichtfunktion® eintritt,
wenn also, z. B. im Falle ) in Nr. 6, fiir die B- Abweichung das Integral

z.[‘p “ds

mafgebend ist, wo ¢ (p) eine gegebene nichtnegative Funktion des Ortes p
auf der Kurve P bedeutet. (Entsprechende Bemerkung fiir die Fille ¢), )
in Nr. 6.)

§ 3.
Verallgemeinerung. Abweichung allgemeiner Art.

9. Im Satze I und IT wurden jene Polynome P, (z) betrachtet, welche
die Tschebyscheffsche bzw. Besselsche Abweichung von der Null in P minima-
lisieren.

Es sei nun irgendeine Definition der ,,Abweichung*’ von der Null in P
festgelegt; ihr Wert sei fiir das Polynom g (x) durch 4 bezeichnet, und die
einzige Beschrinkung, der der Zusammenhang zw1schen g und dem nicht-
negativen A unterworfen sei, bestehe in der Ungleichung:

Ag < Ah’
falls in der Punktmenge P iiberall die Ungleichung

lg(p)| < h(p)]
besteht, wo |A(p)|# 0, und |g(p)! ==k (p)|, wo [A(p) = 0.

10. Auf Grund des Vorhergehenden kann ich unmittelbar folgenden
Satz aussprechen:

Satz III. Wenn ein Polynom P, (x) der Menge (1) die Abweichung
von der Null A, in P minimalisiert, so liegen seine Nullstellen alle in
der konvexen Hulle von P, wenn jedesmal A,< A, stattfindet, falls

g(z), h(x) Polynome der Menge (1) bedeuten, fiir welche in P diberall
dort, wo h(p)# 0, die Ungleichung | g(p)|<|h(p)|, und dberall dort,
h(p) =0, die Gleichheit |g(p)| = h(p)| =0 stattfindet. (Hier ist der
triviale Fall, in welchem die Anzahl der Punkte von P kleiner als n
ist, aufer Acht gelassen.)

Dieser Satz III umfafit die Satze I und II und verallgemeinert sie in be-

trachtlichem MafBle. Aus ihkm erhellt z. B., dall ein Polynom (1), fiir
welches in P

1 .
+ ] 19.(p) ds,

erstreckt iiber einen rektifizierbaren Kurvenbogen P, Minimum ist, lauter
Nullstellen besitzt, die in der konvexen Hiille des Bogens P liegen. Durch
weitere Spezialisierung : nicht nur das Legendre-Polynom, welches den Wert
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+1.
%f | &" 4 ¢zt ... +ec, |"dx  (c,,:..,c, beliebig komplex)
-1
minimalisiert, sondern auch das Polynom, welches den Wert
+1
%f " +c an 14 ...+ c,|da
-1

minimalisiert, hat lauter reelle Nullstellen, die in das Intervall —1 < x < + 1
fallen. Aber auch dasjenige Polynom, fiir welches z. B.

+1

f e\ PLONAPRPE (b ISP dx
. . - _1
minimal wird; usw.

Budapest, den 21. Juni 1921.

(Eingegangen am 25. 6. 1921.)



Uber die Separation komplexer Wurzeln algebraischer
Gleichungen.

Von
Aubrey J. Kempner in Urbana (U. 8. A.).

I. Allgemeines.

§ 1.

Zur Trennung der komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleichung
kann man, wie wir zeigen wollen, in einfacher Weise die Argumente der
Koeffizienten systematisch heranziehen. Als praktisch wichtigen Fall schlieBt
dies ein, daf fiir Gleichungen mit reellen Koeffizienten bereits die Vor-
zeichen in gewissem Umfange Aussagen iiber die Verteilung der komplexen
‘Wurzeln zu machen gestatten.

Sei die vorgelegte Gleichung mit ganzzahligen positiven Exponenten

) f(2)=an2Mm+ap2z™+... +ay=0; n >n,>...;
an zrn’,ei@";', Og@nj<2n, e, >0; 2z2=pe'?, 0Z@p<2a, 0>0.

In der Ebene der komplexen Zahlen denken wir uns vom Nullpunkte
aus die Halbstrahlen oder Vektoren O, markiert. Der Vektor 6, soll
seine Richtung beibehalten; der Vektor ©, soll mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit sich im positiven Sinne drehen, wihrend gleichzeitig der
Vektor ©,, j > 1, sich mit konstanter, j-facher, Winkelgeschwindigkeit
im positiven Sinne dreht. In jedem Augenblick représentieren dann
die Vektoren die Richtungen der die Terme n, 2% = Tn, Q'f;ei(@”s+’fi‘p) ,
j=1,2,..., und g,=r,e*® darstellenden Vektoren. Diese Richtungen
hingen allein ab von ¢ und den vorgegebenen @, . Bis auf einige
Spezialfille sind die abzuleitenden Sitze direkte Folgerungen des Satzes,
daB die Summe der von einem Punkte ausgehenden Vektoren bestimmt
nicht verschwinden kann, wenn sich durch den Punkt eine Gerade legen

4
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laBt, derart, dall alle Vektoren auf einer Seite der Geraden liegen?).
Dabei diirfen Vektoren in die Gerade selbst fallen, jedoch mufl mindestens
ein Vektor nicht in der Geraden liegen. Wenn wir daher ¢ das Inter-
vall (0,2 x) durchlaufen lassen, werden in allen Teilintervallen, innerhalb
deren alle Vektoren auf einer Seite einer Geraden liegen (falls derartige
Intervalle existieren), sicher keine Wurzeln von f(z)= 0 vorhanden sein,
welches auch die zwischen 0, +-oo liegenden Werte der r, sein mdgen.
Wir werden zeigen, daB auf diese Weise fiir alle trinomischen Gleichungen
eine (im wesentlichen vollstindige) Separation aller Wurzeln hergestellt
wird (vgl. § 5), und daB wir fiir £-nomische Gleichungen, k> 3, oft
wertvolle Auskunft erhalten, obwohl diese Auskunft mit wachsendem k&
weniger prizis zu werden strebt. Von zwei Gleichungen gleicher Glieder-
anzahl erhidlt man oft wertvollere Auskunft fiir die Gleichung héheren
Grades als fiir die Gleichung niedrigeren Grades. — Die Betrachtungen
lassen sich unmittelbar ausdehnen auf Gleichungen mit negativen ganz-
zahligen Exponenten und, in sinngeméfBer Weise, auf Gleichungen mit ge-
brochenen positiven und negativen Exponenten.

§ 2.

Wir sagen von einer Gleichung (1), daB sie vom Typus
(Onys Onys - -, Oy) sei. So ist beispielsweise ¢,z* — ¢, 2+ ¢, 2+ ¢, =0,
¢,> 0, vom Typus (0,=0,60,==z, O, =0, 0,=0). Das Absolutglied
soll tmmer wvon Null wverschieden setn, aufler wenn das Gegenteil aus-
driicklich erwdhnt wird. Daher sind alle Wurzeln unserer Gleichungen
von Null verschieden. Unsere Aussagen werden sich auf alle Gleichungen
beziehen, die zu demselben Typus geh6ren. — Wir nennen ein Intervall
von ¢ (mit Ausschluf der Grenzwerte), sowie auch das Innere des ent-
sprechenden Sektors in der Ebene der komplexen Zahlen, ein §_, falls es
fiir jedes ¢ des Intervalls eine durch den Nullpunkt gehende Gerade gibt,
derart, daf} alle Vektoren O, +n, ¢, O, + n, @, ..., O, auf einer Seite
der Geraden liegen. Dann kann S_ keinen Wurzelpunkt von f(z) ent-
halten. Die anderen Sektoren, fiir die es solche Geraden nicht gibt, seien
mit S, bezeichnet. Alle Wurzelpunkte von (1) liegen in den S, (mit
Einschluf3 der begrenzenden Strahlen). Des bequemeren Ausdruckes halber
sagen wir, dafl fir alle ¢ eines S_ die Vektoren 0, -+ n, ¢, 6,,+ n, ¢,
..., O, eine ,,Gesamtofinung < 7 haben, wihrend fiir alle ¢ eines S,
die Vektoren eine Gesamtoffnung >z haben. Wir treffen alsbald be-
sondere Vereinbarungen fiir den Ubergangsfall einer Gesamtéfinung = 7.

1) Bekanntlich wird dieses Prinzip in der Algebra und Funktionentheorie viel-
fach angewendet bei der Untersuchung der relativen Lage der Nullstellen einer
Funktion f(z) und der abgeleiteten Funktion f (z).
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Die ¢ - Werte, die dem Anfang oder Ende eines S_ oder eines §, ent-
sprechen, miissen unter denen enthalten sein, fiir welche zwei oder mehr
der Vektoren gerade einen Winkel # miteinander bilden. Diese letateren
@-Werte seien kritische Werte von ¢ genannt. Sie sind fiir einen ge-
gebenen Typus in endlicher Anzahl vorhanden und sofort angebbar: sie
sind offenbar diejenigen ¢-Werte, fiir die wenigstens ein Paar von Werten
0;, 0, (j, k =n,, n,,...,0) die Gleichung erfiillen

(2> (7—]0)(]7—}—@)——8}‘:(21—}—1)71, l=0,j:1,i2,.

Es ist aber im allgemeinen nicht wahr, da umgekehrt jedem kritischen
Wert von ¢ der Anfang oder das Ende eines Sektors §, oder S_ ent-
spricht. Insbesondere ist ein kritischer p-Wert, fiir den die Gesamt-
offnung > 7 ist, niemals der Anfang oder das Ende eines S, oder eines
S_. Eine einfache Uberlegung erweist folgende Sachlage:

I. Wenn bei wachsendem ¢ beim Passieren eines kritischen Wertes
die Gesamtofinung von > s zu < m iibergeht, so reprisentiert dieser
@-Wert den Anfang eines S_ und das Ende eines S,. Solche Vektoren
moégen durch ¥V, _ bezeichnet werden.

Beispiel : 22 —c,z+c, =0, ¢5,c, >0,
d.i. Typus (O, =0, O, ==, 6,=0), ¢;:%’,

II. Wenn die Gesamtdfinung von < & zu > n iibergeht, so re-
priasentiert der ¢-Wert das Ende eines S_ und den Anfang eines §,.
Solche Vektoren mégen V_ , genannt werden.

Beispiel: Typus (0, =0, 6,=0, 6,=nx), (p:;f,

ITI. Es kann geschehen, daB beim Passieren eines kritischen ¢-Wertes
die Gesamtdéfinung sowohl vorher als nachher > s ist. Solche Vektoren
nennen wir V, .. Es sind drei Fille zu unterscheiden:

a) Fir den kritischen ¢-Wert selbst sei die Gesamtdfinung > .
Dieses kann nur eintreten fiir k- nomische Gleichungen, 4 > 4. Der
Vektor ergibt in diesem Falle keinerlei Auskunft iiber die Verteilung der
Wurzeln.

Beispiel: Typus (0, =0, O,=0, 0,=0, 6, =0, 6,=0), ¢ = %

b) Fiir einen kritischen ¢p-Wert sei die Gesamtofinung?) =, aber nicht
alle Vektoren in einer Geraden. Solche Vektoren seien durch V., be-
zeichnet. Dann kann kein Nullpunkt von f(z) auf einem V., liegen,
30 daB ein solcher Vektor als ein Sektor S_ angesehen werden kann, der
sich auf den Vektor reduziert hat; folgerichtig muB man den Sektor S,

2)71—)1;; es sind mindestens zwei Vektoren vorhanden, die einen Winkel = mit-
einander bilden und von denen einer durch Rotation in den anderen iibergefiihrt
werden kann, ohne anderen Vektoren des Systems zu begegnen.

4*
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innerhalb dessen er liegt, als durch ihn in zwei Sektoren S, zerlegt an-
sehen. Auch dieser Fall tritt erst bei k=>4 auf.
24

Beispiel: Typus (0,=0, 6,==0, 6,=0, 6,=0), =5.

¢) Fiir einen kritischen ¢ -Wert liegen alle Vektoren in einer Geraden.
In diesem Falle geben zwar die V., (sie seien V), genannt) keine
direkte Auskunft iiber die Separation der Wurzeln, jedoch erhalten wir
Auskunft iiber Symmetrieverhéltnisse der Wurzelverteilung in der Ebene
der komplexen Zahlen (vgl. § 3).

Beispiel: Typus (0,=0, O, =a, 0,=0), ¢=0.

IV. Es bleibt als letzter Fall die Moglichkeit iibrig, daf beim
Passieren eines kritischen @-Wertes die Gesamtdfinung sowohl vorher als
nachher <z ist. FEin solcher Vektor werde ein ¥V_ _ genannt. Man sieht,
daB, wenn dies eintritt, alle Vektoren fiir den kritischen Wert in dieselbe
Gerade fallen miissen. Daher wird man das ¥_ _ passend als einen auf
den Vektor reduzierten Sektor S, ansehen, welcher dann den Sektor S_,
innerhalb dessen er liegt, in zwei S_ teilt.

Beispiel: (0,=0, O, ==z, 6,—=0), ¢=a.
§ 3.

Durch die beschriebenen Operationen wird die Ebene der komplexen
Zahlen abwechselnd in Sektoren S, und S_ eingeteilt, wobei jedoch
manche der S, und S_ sich auf einen Vektor reduzieren konnen. Wir
bedenken ferner, daB, da zwei S, nur im Nullpunkt zusammenhingen,
eine kontinuierliche Anderung der Wurzeln, entsprechend einer konti-
nuierlichen Anderung der absoluten Betrige der Koeffizienten zwischen
beliebigen positiven Grenzen, bei festgehaltenen Argumenten der Koeffi-
zienten, die Gesamtzahl der in jedem Sektor S. befindlichen Wurzeln un-
geandert 148t, da die Auswanderung aus einem Sektor S, in einen anderen
bedeuten wiirde, dall die Wurzel durch den Wert Null hindurchgehen
miilte, was nach Voraussetzung ausgeschlossen wurde. Wenn wir daher
fiir einen gegebenen Typus fir irgendeine Gleichung die Anzahl der in
jedem Sektor S, gelegenen Wurzelpunkte kennen so hat jede Qleichung
des Typus dieselbe Verteilung der Wurzelpunkte.

Wir zeigen ferner, dafl in jedem Sektor S, mindestens eine Wurzel
der Gleichung liegen muf. Die verwendete SchluBweise gilt unverindert fiir
aneinanderstoBende Sektoren 8, (d. h. Sektoren S, die durch einen ver-
schwindenden S_-Sektor voneinander getrennt sind) und fiir verschwin-
dende 8. Wir nehmen zunéchst an, daf die Gleichung trinomisch sei und
@ ein in einem S, liegender Wert des Argumentes; dann haben die den
drei Termen entsprechenden Strahlen die Eigenschait, daB, wenn man
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auf einem von ihnen eine beliebige Linge vom Anfangspunkt auftrigt,
dadurch auf den beiden anderen Strahlen Léngen bestimmt werden, der-
art, daB die geometrische Summe der drei Vektoren verschwindet. Dieses
besagt, dafl, falls fiir trinomische Gleichungen ein Typus vorgegeben ist,
und man in irgendeinem der zugehédrigen S, einen Punkt beliebig wihlt,
es sicher eine trinomische Gleichung des gegebenen Typus gibt, fiir welche
der Punkt ein Wurzelpunkt ist. Da aber, wie bemerkt, ein Auswandern
eines Wurzelpunktes aus einem Sektor S, in einen andern bei Verénde-
rung der Koeffizienten nicht stattfinden kann, solange der Typus unver-
dndert bleibt, ist der Satz fiir trinomische Gleichungen bewiesen, (Vgl.
auch § 5, b)). Fiir k-nomische Gleichungen, £ > 3, wahlen wir von den
k-Strahlen (deren Gesamtofinung >z ist) drei aus, derart, dal die Ge-
samtoffnung dieser drei Strahlen ebenfalls > n ist. Diese drei Strahlen
entsprechen gewissen drei Termen der vorgelegten Gleichung. Wenn wir
auf einem dieser Strahlen einen Punkt beliebig wahlen, so konnen wir,
falls wir auf den k& — 3 nicht ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt
in hinreichender Ndhe des Anfangspunktes wihlen, immer noch auf den
zwei anderen ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt wihlen, so dafl die
geometrische Summe der k Punkte verschwindet. Dadurch ist bewiesen,
daB es fiir jeden vorgegebenen Typus Gleichungen gibt, fiir die ein be-
liebiger in einem S, gelegener Punkt ein Wurzelpunkt ist, und wir
schlieBen wie oben, dal jede k-nomische Gleichung von vorgegebenem
Typus in jedem zugehdrigen S, -Sektor wenigstens einen Wurzelpunkt
hat. Q.e.d.

Die beiden Fille IIT ¢), VJ/: + und IV, V__, kénnen nur vorkommen,
wenn die Wurzelpunkte von f(z) symmetrisch zu der Geraden ¢ in der
komplexen z-Ebene liegen. Es wird namlich, wenn ¢, der Neigungs-
winkel des betr. V. oder V_ _ ist, die Gleichung durch die Substitution
2’ =2z-e~%7 in eine andere iibergefiihrt, in der alle Koeffizienten denselben
Wert des Argumentes haben. — Dasselbe findet auch statt fiir einen
Winkel ¢, fiir den alle Vektoren nicht nur in einer Geraden, sondern so-
gar in derselben Richtung liegen (Gesamtofinung = 0). Umgekehrt muB
einer dieser Fille vorliegen, wenn es eine durch den Nullpunkt gehende
(terade gibt, in bezug auf welche die Wurzeln der Gleichung in der Zahlen-
ebene symmetrisch verteilt sind.

Es verdient, bemerkt zu werden, daf man in Gleichungen mit reellen
Koeffizienten zwischen zwei Arten von reellen Wurzeln unterscheiden kann.
Eine Wurzel kann reell sein, weil ein Sektor 8, in einen Vektor V__ fiir

=0 oder ¢ = n degeneriert (§2,1IV), wihrend zu beiden Seiten ein
Sektor S_ liegt. In diesem Fall muB8 die Wurzel reell bleiben, wie auch
die (reell vorausgesetzten) Koeffizienten sich stetig indern mégen, voraus-
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gesetzt, dafl sie nicht zu Null werden. Oder, eine Wurzel kann reell sein,
weil ein Sektor S8 sich iiber den Winkel O oder sz hiniiberstreckt. In
diesem Falle kénnen die in dem betreffenden S, enthaltenen Wurzelpunkte
(oder einige von ihnen) zugleich auf der Achse der reelien Zahlen liegen,
und es ist nun nicht méglich, ohne die absoluten Betrige der Koeffizienten
heranzuziehen — z. B. durch Verwendung der Diskriminante —, eine de-
finitive Aussage dariiber zu machen, ob die betreffenden Wurzeln reell
oder komplex sind (vgl. §§ 5, a); 6, a)).

Ein Apparat nach Art eines , Planetariums‘, welcher die Vektoren
von willkiirlich gewihlten Anfangslagen und mit Winkelgeschwindigkeiten,
die zueinander in den Verhidltnissen 1:2:3:...:7n stehen, rotieren laft,
wiirde zur mechanischen Bestimmung der Sektoren S, §_ fiir vorgegebene
Gleichungstypen geeignet sein. Die Herstellung eines solchen Apparates
wiirde keine Schwierigkeiten bieten. Eine gewéhnliche Taschenuhr ist
z. B. geeignet, die Sektoreneinteilung fiir alle Gleichungen einer der Formen
22+ a2+ b=0, a >0, b >0, 2=1,11 durchzufiihren.

Wir bemerken noch, dafl iiber die Verteilung der Nullstellen von
df(z)/dz das Folgende gilt: Falls fir eine Gleichung wvon gegebenem
Typus die S,-Sektoren hergestellt werden, so liegen auch alle Wurzel-
punkte von f'(z) in diesen S, und zwar enthdlt jeder Sektor S, dieselbe
Anzahl von Wurzelpunkten von f(z) wie von f'(z), mit Ausnahme eines
8., das einen Wurzelpunkt weniger von f'(z) enthdlt als von f(z).

Zum Beweis geniigt es, unter Beriicksichtigung des am Anfang dieses
Paragraphen aufgestellten Satzes, darauf hinzuweisen, daB 1. f'(2)=0
und f'(z)-2 =0 mit Ausnahme der Wurzel z = 0 dieselben Wurzeln haben:
2. falls f(z) vom Typus (Oy,, O, ..., O, Op) ist, dann z-f'(2) vom
Typus (O,,, On,, ..., @”k) ist; 3. jeder Sektor S, von (6y,, Oy, ..., On)
innerhalb, oder wenigstens nicht auBerhalb, eines S, von (6,,, O,,,.
6, , O,) liegt.

II. Anwendung auf spezielle Gleichungstypen.

§ 4.
Binomische Gleichungen (6, = 0, 6, = beliebig).
Die kritischen ¢-Werte sind die n Werte ¢ = (0, + (24 +1)z)/n,
A=0,1,...,o —1. Den n Vektoren (vgl. § 2, IV) entsprechen n ver-
schwindende Sektoren S, .

“ey

§ 5.
Trinomische Gleichungen.
a) Reelle Koeffizienten. Wir iibergehen den einfachen Fall quadra-
tischer Gleichungen und betrachten nur reduzierte kubische Gleichungen
6, =0, 0, =0 oder n, O, =0 oder x):
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Fiir Gleichungen mit reellen Koeffizienten, 2® 4+ az 4 b = 0 und mit
Wurzeln 2, = @jei"”f, 0;>0, j=1,2,3, erhalten wir folgende vollstéin-
dige Klassifikation?):

a>0,b>0: ¢, =m; 73 <@, <nl2; 3|2 <@y <ba[3.%)
a>0,b<0: ¢ =0; a2 <@, <2n3; 4n[3 <@, <3m]2.
a<0,b>0: ¢ =a; 0L g, <nf8; 57/8 < gy < 2.
a<0,b<0: ¢,=0; 2a/3<p,<a; nl @, <4n/3.

Fir a <0, b5>0 und a <0, b <0 haben wir einen in §3 er-
wihnten Fall. Wenn z. B. fira <0, 6>0in 0 < ¢, <n/3, 573 <@, <2a
die Gleichheitszeichen gelten, haben wir drei reelle Wurzeln, zwei positive,
eine negative. Falls das Gleichheitszeichen nicht gilt, haben wir zwei
nicht-reelle Wurzeln mit Argumenten in den angegebenen Intervallen..
Um zu entscheiden, welcher Fall vorliegt, muf die Diskriminante heran-
gezogen werden.

b) Komplexe Koeffizienten (O, = beliebig, 0, = beliebig, 6, = be-
liebig). Fiir trinomische Gleichungen erhalten wir, wie die obigen Bei-
spiele bereits vermuten lassen, im wesentlichen erschépfende Auskunft
iiber die Separation der Wurzeln. Wir stellen, ohne in jedem Fall auf
die einfachen Beweise einzugehen, die Hauptresultate zusammen.

Die Bestimmung der kritischen - Werte durch Auflésung der Glei-
chungen (2), § 2, ergibt 2n Werte, die aber nicht notwendig alle ver-
schieden sind. Wenn alle verschieden sind, erhalten wir n nicht-ver-
schwindende Sektoren S, voneinander getrennt durch n nicht-verschwin-
dende Sektoren S_. Falls dieses stattfindet, sind die Wurzeln getrennt,
denn wir haben in § 8 gezeigt, daf jede Gleichung des betreffenden Typus
in jedem S, mindestens einen Wurzelpunkt hat, und, da wir n Sektoren
haben, so hat die Gleichung genau einen Wurzelpunkt in jedem S, .

Die Spezialfalle, in denen mehrere der kritischen ¢- Werte zusammen-
fallen konnen, sind die folgenden:

Die Koeffizienten seien reell.

Fiir m, n teilerfremd: Von den 2n kritischen ¢-Werten kénnen dann
enlweder zwei Werte (0 zusammenfallen, oder zwei Werte n, oder aber
zwei Werte 0 konnen zusammenfallen und auch zwei Werte #. Im ersten
und im zweiten Fall kann der entsprechende, auf einen Vektor sich redu-
zierende Sektor entweder ein V__ oder ein V.. sein; im dritten Fall
erhalten wir je ein ¥__ und ein V;,. Um ohne Ausnahme von genau

%) Hierbei wiirden a = 0 oder b =0 Ubergangsformen entsprechen, welche nicht
augdriicklich hervorgehoben sind.

%) D. i, eine reelle negative Wurzel, zwei nicht reelle Wurzeln, von denen je
eine in jedom der beiden angegebenen 30°-Sektoren liegt.
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n Sektoren S, reden zu konnen, miissen wir fiir trinomische Gleichungen
nicht nur, wie in § 2, ¥__ als ein S, zéhlen, sondern wir miissen auch
festsetzen, daB ein in einen Sektor S, fallendes VY, den Sektor in
zwei S, zerlegt.

Fiir m, n nicht teilerfremd, (m,n)==%k>1: Wir erhalten wieder
genau n Sektoren S, indem wir vom Typus (Oni, Opi. ©,) ausgehen
und dann alle Winkel im Verhaltnis £:1 gegen O, hin kontrahieren, so
daf durch diese Operationen der Sektor (O, 2k 4 6,) ausgefiillt wird,
und schlieBlich die’ Ebene durch k aneinandergefiigte solche Sektoren
iiberdecken.

Die Koeffizienten seien komplex (micht alle reell). Im allgemeinen
Fall haben wir nun n nicht-verschwindende 8, und n nicht-verschwin-
dende 8_. Wenn (m,n) =1, existiert hochstens eine, leicht auffindbare
Symmetrieachse durch den Nullpunkt fiir die Wurzelpunkte, und diese
spielt genau die Rolle des 0-Vektors und des x-Vektors in dem eben
besprochenen Fall reeller Koeffizienten. Wenn (m,n)=%k > 1, haben
wir entweder (allgemeiner Fall) keinen verschwindenden Sektor (némlich
wenn die Gleichung r e®nz/k | r e?Onzmk | r et® =0, r -7, -1,> 0,
keine durch den Nullpunkt gehende Symmetrieachse fiir die Wurzelpunkte
hat) oder wir erhalten eine Figur, die sich nur durch eine gewisse Rota-
tion um den Nullpunkt von der entsprechenden Figur fiir reelle Koeffi-
zienten unterscheidet. Wir machen daher wieder dieselben Annahmen wie
oben behufs Zihlung der §,. Dann gilt:

Im Innern eines jeden Sektors S, liegt immer genau ein Wurzel-
punkt jeder trinomischen Gleichung des betreffenden Typus. Dabei be-
deutet das Innere eines etwa vorhandenen verschwindenden S, (d.1. eines
V__) die Punkte des Vektors selbst; und es gilt weiter die Beschrinkung,
daf fir ein etwa vorhandenes V., lings dessen zwei S, aneinander-
stoflen, entweder je ein Wurzelpunkt im Innern jedes der beiden Sek-
toren S, liegt, oder aber, daf3 beide Wurzelpunkte auf der gemeinsamen
Begrenzung liegen. Zwischen diesen beiden Moglichkeiten kann ohne Hin-
zunahme der absoluten Betrige der Koeffizienten nicht entschieden werden?).

®) Eine andere Separation der Wurzeln trinomischer Gleichungen verdankt man
P. Nekrassoff, Uber trinomische Gleichungen, Math. Ann. 29 (1887), S. 413—430. Soweit
ein Vergleich mit der gegenwirtigen Arbeit in Betracht kommt, zeigt Nekrassoff,
daB die Wurzeln genau separiert sind durch die Zerlegung der Ebene in n (Grad
der Gleichung) vom Nullpunkt ausgehende Sektoren je von der Offnung 2 x/n, wobei
der Anfang eines Sektors von 6,, ©,, @, allein abhingt. Dem Nachteil, daB in
dieser Einteilung die Sektoren S, bereits fiir sich allein die ganze Ebene iiberdecken,
steht gegeniiber, daf in Nekrassoffs Einteilung bei festgehaltenen ®, und &, an-
scheinend der Koeffizient des mittleren Gliedes beliebige komplexe Werte annehmen
darf, ohne dafl die Wurzelpunkte aus den Sektoren heraustreten. — Durch eine
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¢) Um auch ein Beispiel fiir komplexe Koeffizienten zu geben, be-
trachten wir den Typus (6, =0, 6, =2=/5, 6, =5z/6). Die kritischen
@-Werte sind gegeben durch 5¢ —5n/6=21,x, 4,=1,38,5,7,9; resp.
5 —2@p+2a|b5)=14n, 1,=1,385; 2¢0-+2a/b—-5r/6=1An,
Ay =1, 3. Man findet: ¢ =66° 84°, 129° 138°, 204° 210°, 282°,
309°, 324° 354° und erhdlt die fiinf Sektoren S, : 66° < ¢, < 849,
129° << @, < 138°, 204° < ¢, < 210°, 282° < ¢, < 3099, 324° < @, < 354°.
Jeder dieser Sektoren enthiilt genau einen Wurzelpunkt.

$ 6.

Quadrinomische Gleichungen und k-nomische Gleichungen, & > 4.

Wir betonten bereits, dall bei wachsendem k unser Verfahren rasch
an Ergiebigkeit einbiift. Jedoch erhdlt man fiir £ = 4 gewdhnlich, und
fir £ > 4 haufig, wertvolle Auskunft, die in den meisten Fillen durch
Beriicksichtigung der absoluten Betrige der Koeffizienten leicht wesentlich
vervollstindigt werden kann.

a) Indem wir den ohne Schwierigkeit vollstindig zu behandelnden
Fall der reduzierten biquadratischen Gleichung iibergehen, behandeln wir
nun als Beispiel einer quadrinomischen Gleichung héheren Grades den
Typus (@, =0, ©,=0, 6, =0, 6,=0).

Der, verglichen mit der Anzahl der Terme hohe, Grad and die Ver-
teilung der Exponenten lassen erwarten, dall man verhdltnismaBig gute
Auskunft iiber die Separation der Wurzeln dieser Gleichung erhalten wird.
Die Sektoren S, sind 18° << ¢, < 36°, 36° < ¢, < 60°, 90° < @, < 1089,
108° < @, << 140°, 162° < ¢, < 180°, 180° <, < 1989, 2200 < @, < 2529,
2520 < @, < 2709, 300° < @, < 3249, 324° < @,, < 342° Die kritischen
Werte @ = 36°, 108°, 252° 324° ergeben je ein Vi, so daB kein
Wurzelpunkt auf einem dieser Vektoren liegen kann, und kein Wurzel-
punkt bei verinderlichen, positiven Koeffizienten aus einem Sektor S,
iiber diese Vektoren hiniiber in ein benachbartes S, wandern kann®).
Dagegen ist es mdglich, daf auf dem Vektor ¢ = n zwei reelle negative
Wurzelpunkte liegen, da ¢ — 7 ein V), ergibt. Da es tatsichlich Glei-

leichte Ubertragung kénnen wir aus Nekrassoffs Satz III fiir unsere S, das Folgende
herauslesen: Falls 2" +az™+b=0, a+0, b+ 0, (m, n)=1, die vorgelegte Glei-
chung ist, so haben wir zwei zusammenstoBende S, dann und nur dann, wenn
a™[b™™ reell ist. Je nachdem dann m™ (m—n)"""(—a)® < n®(—b)""™ oder
>n™(—=b)® ™ ist, liegt je ein Wurzelpunkt im Innern jedes der beiden Sektoren S,
oder es liegen zwei Wurzelpunkte auf der gemeinsamen Begrenzung, und keine im
Innern der beiden Sektoren. Der Fall (m, n) > 1 wird unmittelbar auf diesen zu-
riickgefiihrt. — Wir fiithren diesen Satz an, obgleich er von den absoluten Betrigen
der Koeffizienten Gebrauch macht.
% Vgl. § 38
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chungen des gegebenen Typus gibt, welche einen Wurzelpunkt in dem
Sektor 18° < ¢, < 36° haben (z. B. 2% + ¢ 2% 4 ¢,2°+1 =0, ¢ >0,
& > 0, &, & hinreichend klein), und da es in &hnlicher Weise Gleichungen
unseres Typus gibt, die einen Wurzelpunkt in irgendeinem anderen der
Sektoren S, haben, konnen wir sagen, da wir gerade n = 10 Sektoren S,
haben: In jedem Sektor S. liegt genaw ein Wurzelpunkt jeder Gleichung
(0,p=0, 6,=0, 6, =0, O,=0), aufer daf die beiden Wurzelpunkte
in den betden Sektoren 162° < ¢ < 180° 180° < ¢ < 1980 beide in den
Vektor ¢ = n hineinriicken kénnen. Eine Angabe, wann dieses geschieht,
ist ohne Beriicksichtigung der absoluten Betrdge der Koeffizienten nicht
moglich.

b) Falls nicht nur die Argumente der Koeffizienten gegeben sind,
sondern die Koeffizienten selbst, kann man oft durch einfache Kunstgriffe
viel genauere Auskunft erhalten, als die direkte Anwendung unserer Me-
thode auf den betreffenden Gleichungstypus ergibt. Wir erliutern dieses
durch ein Beispiel.

f(z)=2%*4-82% +22>+ 52-+4=0. Zundchst erhalten wir nur
(0,=0, O;=0, 0,==0, O, =0, O,=0) hat keine Wurzelpunkte in
dem Sektor S_, 315° < ¢ < 405°(=45°). — Wir verwenden nun auf
folgende Weise die Tatsache, daB die Koeffizienten bekannt sind. Wir
bilden f,(z)=(z—«)f(z)=2"4+ (3 —a)2* + (2 — 3a)2® -+ (5 — 2«) 2>
+ (4 —5¢jz—4a=0, wihlen fiir « der Reihe nach Werte, die den
Koeffizienten von z*, von 23, von 2%, von z zum Verschwinden bringen,
und wenden jedesmal auf die so erhaltene Gleichung unser Verfahren an.

a=3: f,(2) =2%—T72%—22 — 112 — 12 = 0; wir finden, da} diese
Gleichung keine Wurzelpunkte hat in den Sektoren S_, 0°< ¢ << 60°,
300° < ¢ < 360° so daBl unser oben erhaltener Sektor, in dem kein
Wurzelpunkt von f(z)= 0 liegen kann, nach jeder Seite um 15° ver-
groBert worden ist.

«=2[8: fi(2)=2"4+T7)82*4+11/322+2/32—8/3=0; diese
Gleichung hat keine Wurzelpunkte in den Sektoren 00 < ¢ < 459,
90° < @ < 135° 225° < @ < 270°, 315° < @ < 360°.

e=5/2: fi(2)=2%+1/22*—11/22°—17/22 —10=0; es sind
keine Wurzelpunkte in den Sektoren 0° << @ << 60°, 120° < ¢ < 144°,
216° < @ < 240°, 300° << ¢ < 360°.

a=4[5: f(2)=2°4+11/52*—2[52% 4 17/52® — 16/5 =0 hat
keine Wurzelpunkte in den Sektoren 90° < ¢ < 1449 216° < ¢ < 270°.

Vereinigt erhalten wir: die gegebene Gleichung hat alle Wurzelpunkte
in den Sektoren S,, 60° < ¢ < 90°, 144° < ¢ < 180°, 180° < ¢ < 2169,
270° < ¢ < 300°% In jedem dieser Sektoren liegt je ein Wurzelpunkt,
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wobei jedoch zweifelhaft bleibt, ob zwei negative reelle Wurzeln auftreten,
oder anstatt ihrer zwei nicht-reelle Wurzeln mit negativem reellem Teil.
Tatsdchlich hat die Gleichung zwei negative Wurzeln, eine im Intervall
(— 8, — 2), eine im Intervall (— 1, 0).

In &hnlicher Weise kann man die gegebene Gleichung mit einem
Faktor 2% 4 « 2 4+ B multiplizieren, und iiber die zwei Grofen «, § derart
verfiigen, dafl in (22 + «z+ B)-f(2) zwer Koeffizienten verschwinden, usw.
Auf die oben behandelte Gleichung angewendet, wiirde dies uns gestatten,
die Intervalle (144° 180°) resp. (180°-216°) auf (150° 180°?) resp.
(180°,210°) zu verkleinern.

Auch Transformationen z =2’ — y, in denen y so gewihlt wird, daB
in @(2')=/f(2"—y)=0 einer der Koeffizienten von 2’ verschwindet,
konnen mit gutem Erfolg verwendet werden, jedoch werden die erhal-
tenen Gebiete nun von komplizierterer Art sein, da die Sektoren S, fiir
die verschiedenen Werte von y von verschiedenen Punkten ausgehen.

(Eingegangen am 12. 10. 1921.)



Bemerkung zur Axiomatik der Grofilen und Mengen.

Von

A. Schoenflies in Frankfurt a. M.

In dem Artikel ,,Zur Axiomatik der Mengenlehre™?) habe ich die Axiome,
die sich mit den Gebieten der Aquivalenz, der Mengenteilung und Mengenver-
gleichung beschéftigen, einer Erorterung unterzogen. An zwei Resultate dieses
Artikels kniipfe ich hier an. Erstens einmal, da die in ihm durchgefiihrten
Untersuchungen auf die Elemente der Mengen gar nicht eingehen, so stellen sie,
allgemein gesprochen, axiomatische Betrachtungen iiber Grofen und Gréfen-
beziehungen dar, an denen die Mengen ja Teil haben; und zweitens hatte eine
der dort analysierten Beziehungen den Gedanken nahegelegt, auch GroBen ent-
gegengesetzter Art (resp. Mengen von zweierlei Art von Elementen ) in Betracht
zu ziehen, und auf sie die oben genannten Operationen auszudehnen. Hierzu
gebe ich im folgenden einige Ergénzungen.

Bereits a. a. O. war bemerkt worden, daB es naturgema der Untersuchung
bedarf, ob fiir die so charakterisierten Mengen die weiteren allgemeinen Sétze
der Cantorschen Theorie in Kraft bleiben. Inzwischen hat mir Herr A. Frénkel
mitgeteilt, daB fiir das von mir konstruierte Beispiel schon ein Teil der in meinem
Artikel zugrunde gelegten Axiome versagt; und zwar ein Teil der Axiome
iiber Teilmengen. Uber Teilmengen habe ich zwei Axiome an die Spitze ge-
stellt. Wird die Beziehung, daB M Teilmenge von M ist, durch

M'tM
bezeichnet, so lauten diese Axiome:
I. Aus M't M und M"t M’ folgt M"t M (der assoziative Charakter des
Teilmengenbegriffs ).

I1. Jede Teilmenge M’ von M bestimmt eindeutig eine zweite Teilmenge
M, von M, die ihre Komplementirmenge beziiglich M heif3t.

1) Amsterdam Ac. Proc. 22 (1920); abgedruckt in den Math. Ann. 83 (1921), S.173.
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Von diesen grundlegenden Axiomen versagt fiir das a. a. O. behandelte
Beispiel das zweite; das erste bleibt bestehen. Das Beispiel war so erdacht,
daB man als GroBen einseitig begrenzte Geraden von unendlicher Linge, aber
von zwei entgegengesetzten Richtungen wiahlte, als Teilmenge jeden ebenfalls
unendlichen Bestandteil zuliBt und die Aquivalenz z. B.durch eindeutige
Ahnlichkeitsabbildung definiert. In der Tat bleibt dann das erste Axiom er-
halten, das zweite aber nicht. Wenn man ndmlich von einer solchen Geraden
eine Teilmenge M’ im obigen Sinne abspaltet, so bleibt auBerdem noch ein
endlicher Abschnitt iibrig, und der entspricht unserm Begriff der Teilmenge
nicht mehr. Das némliche gilt fiir das zweite a. a. O. behandelte Beispiel.

Diese von Herrn Friankel bemerkte Tatsache ist auch deshalb von Interesse,
weil sie den Teilmengenbegriff und seine Eigenart in neuer Weise beleuchtet.
Sie zeigt ndmlich in erster Linie die Unabhéngigkeit der Axiome I und II, sie
zeigt aullerdem, daB der Teilmengenbegriff gewisse mathematische Operationen
auch dann noch zula3t, wenn das Komplementdrmengenaxiom nicht erfiillt ist.

Ich erinnere weiter daran, dafl das vorstehende Beispiel zu folgendem
Zwecke erdacht war. Ich hatte a.a. O.das Axiom aufgestellt,

(D) aus MdN und NdP folge MdP,?2)

und es sollte durch das Beispiel belegt werden, daBl man GroBen oder Mengen
einfithren konne, die den Aquivalenzaxiomen usw. folgen, fiir die aber das
eben genannte Axiom nicht erfiillt ist. Diesen Zweck kann man durch eine
einfache Abdnderung des Beispiels erreichen. Es geniigt dazu, auch den
endlichen Bestandteil M,, der durch Abtrennung der Teilmenge M  von M
iibrigbleibt, als Teilmenge von M zuzulassen und die Aquivalenz wieder auf
eine Ahnlichkeitstransformation und die Ubereinstimmung der Richtung zu
griinden.

Um die GroBenklasse, die sich so ergibt, noch genauer zu umschreiben,
wollen wir festsetzen, daBl

1. alle betrachteten Strecken auf Geraden liegen, die parallel einer
x-Achse verlaufen;

2. die Endpunkte der Strecken rationale Abszissen haben sollen3);

3. nur alle diejenigen parallelen Geraden als Trager von Strecken in Be-
tracht kommen, die eine y- Achse in rationalen Punkten schneiden, so daB, bei-
laufig bemerkt, unsere GroBenklasse abzéhlbar ist. Auf die Gesamtheit der so
eingefithrten Strecken wollen wir nun die Teilmengenaxiome iibertragen.
Zunichst ist klar, daB hier die Axiome I und IT beide erfiillt sind. Das gleiche

2) MdN bedeutet: Es gibt weder eine Teilmenge von M, die dquivalent N ist,
noch eine Teilmenge von N, die dquivalent M ist.

3) Man hat die Aquivalenz alsdann auf shnliche Abbildung mit rationalen Ko-
effizienten zu griinden.
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gilt aber auch noch von den folgenden a. a. O. iiber Teilmengen aufgestellten
Axiomen:

III. Die Komplementirmenge von M, ist wiederum M.

IV. Die beiden Komplementirmengen M’ und M, einer Menge M sind
fremde Mengen (d. h. ohne gemeinsame Teilmenge).

Bestehen bleibt aulerdem auch das Axiom I von § 3, ndmlich

V. Ist Mt M und M ~ N, so folgt daraus notwendig die Existenz einer
Menge N, fiir die zugleich gilt

N'tN und M’'~N’,

und dies ist dasjenige Axiom, das fiir die gesamten Beweisfithrungen an vor-
derster Stelle steht.

Nicht bestehen dagegen bleibt das Axiom V von § 2, daB namlich zwei
fremde Mengen P urd @ stets eine und nur eine Menge M bestimmen, deren
Komplementidrmengen sie sind. (Es versagt z. B., wenn die beiden Mengen
P und @ auf verschiedenen Geraden liegen.) Es ist auch klar, dafl diesem
Axiom, das in der Mengenlehre die Erzeugung einer neuen Menge aus zwei ge-
gebenen fordert, also ein Existenzaxiom ist, eine wesentlich andere Stellung
zukommt wie den vorstehenden?).

Fiir die Beziehungen zweier Strecken der so umschriebenen GréBenklassen
liegen folgende Moglichkeiten vor: Man kann zwei unendliche Strecken, zwei
endliche, sowie eine endliche und eine unendliche, miteinander vergleichen.
Wir fassen zuerst den Fall ins Auge, daB beide Strecken gleichgerichtet sind.
Man hat dann die vier Méglichkeiten

M N
1. > S S
M N
2. - - - > —
M N
3. >
M v
4, — 5 A

und hat im ersten und vierten Fall offenbar die Beziehung

MaN,

im zweiten und dritten dagegen
MbON oder McN.

Fiir Strecken einer und derselben Richtung ist also der Fall M dN iberhaupt
ausgeschlossen, genau wie fiir die Klasse der unendlichen Mengen.

%) Von meinem hiesigen Kollegen Hellinger wurde ich darauf aufmerksam ge-
macht, daB man gewisse Mengen von Strecken als Objekte so einfiihren kann, daB
fiir sie das obige Existenzaxiom ebenfalls in Kraft bleibt.
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Geht man zu zwei Strecken M und N entgegengesetzter Richtung iiber,
so ist klar, daB fiir sie offenbar in jedem Fall die Beziehung

MdN

erfiillt ist, da ja die Aquivalenz auch die Ubereinstimmung der Richtungen
einschlieBen soll.
Wir priifen nunmehr, welche Folgerungen sich aus

MdN und NdP

in den einzelnen Fillen ergeben. Gemaf dem Vorstehenden kann die Beziehung
MdN auf folgende vier Arten realisiert sein

M N
1 - - > D —
M N
2. —— e > —_——
M N
5. 5 .
M N
4. > | -
und analog haben wir fiir Nd P die Moglichkeiten
N P
1. “ e ————
N P
2 - >
N , P
3. < ——
N P
4. — >

Wir konnen dann zunichst kombinieren 1 mit 1, 2 mit 2, 3 mit 3 und 4 mit 4,
und erhalten in allen Fillen die Beziehung

MaP ;

ebenso kénnen wir kombinieren 1 mit 3, 2 mit 4, 3 mit 1, 4 mit 2, und finden
hierfiir die Beziehungen

MbP und McP,
namlich M b P fiir (13) und (24) und M ¢ P fiir (31) und (42). In keinem Falle
aber erhalten wir

MaprP,

oder kiirzer ausgedriickt:

Aus (dd) folgt @ oder b oder ¢ , aber niemals d

Damit ist der obengenannte Zweck erreicht. Unser Beispiel geniigt den
samtlichen oben iiber Teilmengen aufgestellten Axiomen und zeigt durch seine
Eigenart wiederum den axiomatischen Charakter der a.a.O. aufgestellten
und oben wiederholten Forderung D °).

%) Die Frage, welche anderen Folgerungen aus den in § 2 (a.8.0.) betrachteten
Verkniipfungen sich ziehen lassen, mag hier auBer Betracht bleiben.
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Unser Resultat ist noch aus einem andern Grunde bemerkenswert. Es
nimmt einer von mir a. a. O. benutzten SchluBwendung die Beweiskraft. Ich
habe niamlich dort (8. 181) behauptet, dal aus den Primissen

MdIN und NdAP

weder M bP noch McP folgen konne, und zwar auf Grund folgender Er-
wagung. Die Beziehungen M dN und NdP konnen auch in die Form

NdM und PdN

geschrieben werden. Wiirde nun aus M dN und NdP der Schlul M bP mog-
lich sein, so miillte wegen der vorstehenden umgekehrten Schreibweise auch
der Schlul Pb.M maoglich sein; aber MbP und Pb.M widersprechen einander.

Dieser eben wieder benutzte, aber offenbar unzuldssige SchluB galt mir
damals als evident. Worin liegt die Erklarung? In dem Tatbestand, auf den
ich a. a. O. gerade mit allem Nachdruck hingewiesen habe, dafl man némlich
aus rein negativen Behauptungen ohne weiteres iiberhaupt keinen Schlufl
ziehen diirfe — was aber eben doch wieder geschehen ist. Die obige Umkehr.
der SchluBweise hat ndmlich nur eine formale, also inhaltlose Bedeutung.
Die Beziehungen M dN und NdP sagen zwar in rein negativer Hinsicht das-
selbe aus: aber die Objekte M und N brauchen in die negative Beziehung
M dN keineswegs inhaltlich gleichwertig oder symmetrisch einzugehen. Wenn
sie also benutzt werden konnen oder sollen, um aus ihnen und einer gleichfalls
negativen Beziehung NdP eine Beziehung zwischen M und P abzuleiten, so
kann sehr wohl die Sonderart der Objekte M und N sowie N und P fiir die
resultierende Beziehung bestimmend in Frage kommen. Oder anders aus-
gedriickt: Ein rein negatives Verhaltnis zwischen zwei Objekten M und N
kann durch die Eigenart von M und N sehr mannigfach begriindet sein, und
gerade deshalb versagt bei der Kombination zweier solcher Beziehungen
die Méglichkeit logischer Folgen, und macht also, falls eindeutige Folgen
gezogen werden sollen, deren axiomatische Aufstellung nétig.

(Eingegangen am 15. 8. 1921.)



Uber die Bezeichnung ,Grad einer Differentialgleichung+
und Bemerkungen zu der Randwertaufgabe einer
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Von
J. Sommer in Danzig-Langfuhr.

Die Liesche Auffassung des Integrationsproblems der Differentialgleichun-
gen erweist sich als eine natiirliche Grundlage, sobald man auf die numerische
und graphische Integration das Hauptgewicht legt, wie es fiir technische und
physikalische Anwendungen geboten ist.

So stellt z. B. eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

F(x,y, 9 y")=0,
wenn man imaginire Zahlen zundchst von der Betrachtung ausschliefit,
eine Beziehung dar zwischen den Koordinaten eines ,,Kriimmungselementes®,
nimlich zwischen den Punktkoordinaten x,y, dem Richtungskoeffizienten
der Tangente y' und y ", welche zusammen den Kriimmungskreis einer Integral-
kurve durch (z, y) bestimmen. Die Zusammenfassung der stetig aufeinander-
folgenden Kriimmungselemente zu Kurven (Elementvereinen) gibt die reelle
Losung der Differentialgleichung, oder die Stammgleichung 7 (2, ¥, ¢, ¢;) = 0.
Jede eigentliche Differentialgleichung zweiter (n-ter) Ordnung hat zur Losung
eine oo?-Kurvenschar — bzw. co” — und man gelangt im allgemeinen zu
einer bestimmten Kurve der Schar, wenn man von einem Kriimmungselement
ausgeht, welches durch z,y,y’ und einem aus F(z,y,y’,y”)= 0 sich
ergebenden y’’ definiert ist. Die Anzahl der hiernach noch méglichen Werte ¢

{die imaginéren Werte mitgerechnet) bezeichnet man zuweilen als den ,,Grad*
der Differentialgleichung ).

1) Ohne daB es noétig wire auf eine scharfe Begriffsbestimmung einzugehen,
moge zum Beleg eine Stelle angefiihrt werden aus dem ,Lehrbuch der Differential-
gleichungen von A. R. Forsyth“, welches meist noch den &lteren Standpunkt der
Theorie vertritt. Nachdem der Verfasser zundchst eine Beschréinkung auf algebraische
Gleichungen fiir die Differentialquotienten ausgesprochen hat, sagt er:

5
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Indem man umgekehrt von der Integralkurvenschar ausgeht, hat man
im Fall eines endlichen Grades verschiedene Méoglichkeiten, um eine Kurve,
bzw. die zugehorigen Werte der Integrationskonstanten zu bestimmen. Durch
zwei gewohnliche, fiir die Kurvenschar und fiir die Differentialgleichung nicht
singuldre Punkte, gehen nur noch endlich viele Kurven, ebenso wie durch
einen Punkt mit vorgeschriebener Tangente. Wire die letatere Bestimmung
nur ein Spezialfall der ersten und die Anzahl der Kurven durch zwei getrennte
Punkte identisch mit der Anzahl der Kurven durch einen gegebenen Punkt
mit vorgeschriebener Tangente, also gleich dem Grad der Differential-
gleichung, so hitte diese Bezeichnung eine tiefere Bedeutung fiir die Art,
in welcher die Integrationskonstanten in das Integral eingehen, wihrend
sonst die Bezeichnung nur etwas Zufalliges trifft.

Es ist wohl nicht ohne Interesse, an einigen typischen Beispielen den
Zusammenhang zu verfolgen zwischen den beiden angedeuteten Bestim-
mungen einer Kurve aus einer co?-Schar, zumal damit ein Ansatz zu gewinnen
ist fiir die Losung der sogenannten Randwertaufgabe?): Diejenige Losung der
Differentialgleichung F (z, y, ¥’, y’')= 0 zu bestimmen, welche durch zwei
gegebene Punkte hindurchgeht. — Die Anzahl dieser Lésungen, auch fiir zwei
beliebig nahe gelegene Punkte, ist i. A. grofer, unter Umstdnden auch
kleiner als der Grad der Gleichung, und nicht gleich dem Grad, wenn man
den Bereich fiir %, ¥’ nicht beschriankt.

Als erstes Beispiel moge die Gleichung betrachtet werden:

(1) f(x:f% 1:01) (x—c)(?/"‘ca)—l_‘o

mit den Parametern ¢, und ¢,, also eine co2-Schar von kongruenten recht-
winkligen Hyperbeln, welche die ganze x-y-Ebene doppelt iiberdecken.
Durch zwei verschiedene Punkte (2, ;) und (z;, ¥,) gehen dann noch zwei
Hyperbeln mit den Parametern:

x1+xz ——x2 czl y1+y. — Ell“?/z z Y1~ Y%
(@) gj—25 B, - F) ) -
Wobel der Fall zweier Punkte, d1e auf einer Parallelen zur y- oder z-Achse
liegen, einer hier entbehrlichen leichten Sonderbetrachtung bedarf. Die Glei-

s,Der Grad einer Differentialgleichung ist dann der Exponent der Potenz, zu
welcher der hochste Differentialquotient erhoben ist, sobald die Gleichung auf ratio-
nale Form gebracht und frei von Briichen ist.“

Man vergleiche hieriiber die zweite Auflage der Ubersetzung von Walther
Jacobsthal, Braunschweig 1912, S. 9 und den erliuternden und prizisierenden Zu-
satz von Jacobsthal S. 543. Freilich war der Gebrauch der Bezeichnung iiberhaupt
nie einheitlich. Zuweilen ist als Grad die hochste Gesamtdimension in y, y’, ... y™
genommen worden.

?) 8. die Einleitung des Artikels IT A. 7a: Randwertaufgaben bei gew. D. von
M. Bécher, Enzykl. der Math. Wissensch. Bd. II. 1, S. 437.
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chungen (2) ergeben zwei reelle Parameterwerte, wenn (y,— ¥,) (2,— @) >4
oder < 0 ist, zwei imagindre Werte, wenn O0<< (y, — ¥,) (#,— 2,)<< 4 und
endlich nur einen Wert (eine Kurve), wenn (y,— y,) (#;— x,)=4 oder
=0 ist.

Auch wn dem Fall, wo durch 2 Punkte . A. zwet Kurven der Schar
hindurchgehen, kann es Punktepaare geben, durch welche nur eine Kurve
geht. Zu jedem Punkt P, existieren unendlich viele derartige Punkte P,,
welcke der Gleichung geniigen:

(3) (B— %) (11— 1) = 4.
In dem Beispiel sind zwei solche ausgezeichnete Punkte die Endpunkte eines
Hyperbeldurchmessers und die Tangenten an die Hyperbel (1) sind parallel.
Die Hyperbeln (3) selbst, bei festem x,, y; und verdnderlichen z,.y,,
sind natiirlich keine Lésungen der Differentialgleichung der Hyperbelschar.

Noch weiter gilt natiirlich die Bemerkung, daBl wenn i. A. durch zwei
Punkte noch m Kurven der Schar gehen, es Punktepaare geben kann, durch
welche weniger als m Kurven hindurchgehen. &

Durch Beschrinkung des Bereichs fiir P,, bezogen auf P, , kénnte das Auf-
treten von ausgezeichneten Punktepaaren ausgeschlossen werden.

Man kann sich leicht ein Bild machen von den Hyperbeln durch zwei ge-
gebene Punkte und dasselbe verfolgen, wenn der zweite Punkt mit dem ersten
auf einer der Hyperbeln zusammenrtickt. L&8t man x, — 2, und y, — ¥, zu-

sammenfallen, so da lim %—:Z = tg» einen endlichen Wert ‘darstellt, so

2

ergeben sich aus (2) die Werte

(23) ci}le—_t\/::}otgv, C“:l:?hiv""tg”:
4t C:)
und das sind dieselben Werte, die man aus den Gleichungen:
d
(4) f(xv yl,cl,o._,):O, 'J;lf(xvyvcvca):oa
d. h. aus

(x.l - cL)(?/l"‘ 02) —1=0,
Y — 62"}“(:”1_' 61)?/{’: 0
erhilt. Dem entspricht es vollkommen, dafl bei der Elimination von ¢,, ¢g aus

df(z, y, ¢, c) a3 x,Y, 0, Co
f(x’y’cl’cg):o’ _i?—‘?i/T——L:O’ L}T—lzo

sich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und zweiten Grades:
5) Yyt +4y”t=0

ergibt. Von den beiden Hyperbeln, welche im Punkt P, die gleiche Tangente

haben, ist also die eine konvex, die andere konkav gegen die a-Achse. Der
5*
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Grad der Differentialgleichung ist ebenso grof3 wie die Zahl der Lisungen
durch zwet Punkte und die Auflésung der Gleichung nach y’’ ergibt die
Einzellosungen. Liegen die beiden Punkte hinreichend nahe zu einander, so
gehen die Tangenten an die zwei Kurven in P; bzw. P, durch kleine Drehun-
gen aus der Sehne P; P, hervor. Ist die Lésung der Differentialgleichung durch
zwei gegebene Punkte durch eine Reihenentwicklung zu bestimmen und denkt
man sich y— y, nach Potenzen von x— x, entwickelt, so kann diese Ent-
wicklung fiir # = , noch giiltig sein, oder auch nicht, so da man im letzten
Fall nur durch analytische Fortsetzung zu dem Wert y, fiir x = x, gelangt.
Dies trifft zu, wenn beide Punkte P,, P, auf einem Zweig einer Hyperbel
liegen, aber |z,— #, ' > x;— ¢,| ist. Dann konnte man allerdings die Ent-
wicklung an der Stelle (z,, y,) nehmen, welche fiir # = x, noch gilt. Bei einem
groferen Bereich fiir P,, in bezug auf P,, kann es jedoch vorkommen, dafl
die beiden Punkte auf verschiedenen Zweigen der durch sie hindurchgehenden
Hyperbel liegen, dann kann man von einem Wert g, zu dem andern nur auf dem
Wege der analytischen Fortsetzung gelangen.

Ganz dhnlich wie in dem behandelten Beispiel liegen die Verhiltnisse bei
der co?-Kreisschar:

(£ —¢,) +y?—2¢y =0,
als deren Differentialgleichung sich ergibt:
¥yt +2y(1+y"")y" —y" (1 4y =0,
und in vielen andern Féllen.

Dagegen lehrt ein ganz anderes ein zweites Beispiel: die Kurven-
schar, welche durch die Gleichung gegeben ist:

(6) flz, y,ol,oz)z(clx—{—cg)2~—cly——1:0.

Diese Gleichung stellt fiir reelle ¢, und ¢, Parabeln vor, welche in der posi-
tiven oder negativen Richtung der y- Achse ins Unendliche gehen, je nachdem
¢, >0 oder ¢, <O ist.

Durch zwei getrennte Punkte P,= (x,, y,) und P,= (z,, ¥,) gehen
zwel Parabeln mit den Parametern:

¢y __y1+y~zi2v?/1yﬂ+(1'1j_a?2)2 ) ly—yp =zt 21
(M %)= -1 -

’ 2 H ’ [
¢y (2, — ;) 02} 2 x,—w, 2 ¢

Diese Werte sind reell, wenn y, g, + (2;— ;)% > 0 ist und jedenfalls
immer dann, wenn ¥, und y, gleiches Vorzeichen besitzen, Beschrinkt man sich
der Einfachheit halber auf den Fall 4, und y, >0, so gibt es durch zwei derart
beschréinkte Punkte stets zwei Parabeln, von denen wenigstens eine in der
-+ y-Richtung ins Unendliche geht, wihrend ihr Scheitel unterhalb der
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x-Achse liegt, denn jede der Parabeln schneidet die - Achse in zwei reellen
Punkten: g — — 2 & L,
T ¢

LaBt man nun P, mit P, zusammenriicken, so daB lim Z‘LZZ
Py=P, 1T Y2

R

einen endlichen Wert darstellt, so ist auch lim Y¥*=V¥% __ ®8” o qtich und
Py=pP; Y1 % 2V,

bestimmt und aus Gleichung (7) folgt dann:

=tg»

p_ gty L, B8R
(8) o=y ci=5tgy —a, iy,
d. s. endliche bestimmte Werte, wiahrend ¢, und ¢, unendlich werden, und
e __
6= " %

Nun konnte der Gleichung (6) fiir unendliche Werte von ¢; und ¢, nur
Geniige geleistet werden, indem man
<x —+ %Y: (x — x1)2:: 0

¢

setzt und diese Doppelgeraden miissen den Kurven der Schar zugerechnet
werden, deshalb kann man sagen, da von den zwei Parabeln, welché durch
zwet gegebene Punkte hindurchgehen, eine in eine Doppelgerade ausartet,
wenn die zwei Punkte zusammenriicken. Durch einen Punkt und eine durch
ihn gehende Tangente, welche nicht zur Ordinatenachse parallel lauft, ist also
nur eine Parabel bestimmt, wihrend die Doppelgerade zwar zwei Schnittpunkte
mit der Tangente gemeinsam hat aber eine andere Richtung besitzt.

Fiir ¢;,=0 wiirde die Gleichung (6) jeden Sinn verlieren, daher ist
¢, == 0 vorauszusetzen.

Bildet man nun die Differentialgleichung der Kurvenschar (6), indem
man ¢, ¢, aus den Gleichungen:

(61{&—}—6,_,)2»“ ¥ ~1==
2((:1.’17—}—6.3) - y’ =0
2¢, oy =0

eliminiert, so erhalt man
(9) 2yy" —y*+4=0,

ohne daB hier bei der Elimination irgendwelche Faktoren (abgesehen von ¢,)
herausgehoben worden wéren.

Diese Differentialgleichung (9) ist also nur vom ersten Grad und
liefert fiir gegebene Anfangswerte x=x,, y=y,, y' = y; nur eine einzige
Losung, wihrend die Doppelgeraden (z— c)?= O iiberhaupt nicht als Losun-
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gen der Differentialgleichung, im eigentlichen Sinn, gelten kénnen. Dagegen
gibt es durch zwei getrennte, wenn auch noch so nahe gelegene Punkte stets
zwei Losungen®), und zwar ergeben
sich die Tangenten im Punkt z,, ¥; an
die beiden Kurven durch eine kleine
Drehung aus der Sehne P, P, und aus
der Geraden z—x,=0, welche ev. als
Ausartung der von (z,, %,) ausgehenden
Integralkurven festzustellen wire. Die
Figur 1 soll ein Bild geben von den
zwei Losungen; es ist klar, daf fiir beide
\/ \,/ Losungen je eine nach Potenzen von
x— x, fortschreitende endliche Reihen-
entwicklung gilt, welche fiir = x, den
Wert y, annimmt.
Zundchst ganz ahnlich wie in dem soeben behandelten Beispiel liegen die
Verhéltnisse bei der aus Ellipsen und Hyperbeln bestehenden Kurvenschar:

(10) . f(x,y,cl,cz)z(clx+c__,)2—cly2—~1:: )

welcher wieder die Doppelgeraden (z— ¢)”= 0 zugerechnet werden miissen.
Durch irgend zwei Punkte gehen zwei Kurven der Schar, und zwar ist, wie man
aus dem untenstehnden Wert von ¢, sieht, mindestens eine dieser Kurven eine
Hyperbel, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Zu einem
Punkt mit gegebener Tangente gibt es wieder nur eime Kurve und ent-
sprechend ist die Differentialgleichung der Kurvenschar nur vom ersten Grad,
némlich

(11) y*y"+1=0.

Der Unterschied gegen das vorhergehende Beispiel besteht nur darin, daB
die Punkte P, und P, jedenfalls bei einer dieser Kurven auf zwei getrennten
Zweigen einer Hyperbel liegen. Die Entwicklung dieser Losung an der Stelle
(%1, ¥1) nach Potenzen von x— x; kann niemals fiir z = x, giiltig sein. Man
kann von der Stelle (2, y;) zu (z,, y¥,) immer nur auf dem Wege der ana-
lytischen Fortsetzung gelangen. Es ist aber doch wohl berechtigt, auch in
solchen Fillen von zwes Losungen durch zwei Punkte zu reden, denn der Fall,

NO

Fig. 1.

%) Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB y’ nicht beschrinkt ist. Deshalb ist das Vor-
stehende nicht im Widerspruch mit einem bekannten Satz von E. Picard aus dessen
Ubertragung der sukzessiven Approximation auf gewohnliche Differentialgleichungen.
Vgl. E. Picard, Traité d’Analyse, Bd. 3, 1896, S. 99 und M. Bécher, Enzykl. d. M. W.
IL. 1, S. 457. Bei groBeren Entfernungen P, P, koénnten allerdings die beiden Lo-
sungen ganz dhnliches Aussehen bekommen und eine Bevorzugung der einen Lésung
zufillig werden.
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daB eine Entwicklung nach Potenzen von x— x; an der zweiten Stelle x =,
nicht mehr gilt, kann auch eintreten, wenn die Kurve zwischen beiden Punkten
zusammenhéngend ist, aber eine vertikale Tangente besitzt.

Stellt man die Parameterwerte auf fiir die Kurven, welche durch zwei
gegebene Punkte gehen:

el R )

' (7~ 2,)" ’
so erkennt man, da} die Punkte P,, welche mit einem gegebenen Punkt P,
zusammen nur eine einzige Kurve der Schar bestimmen, keine Kurve erfiillen,
denn y? y2+ (2, — @) ist definit und nur gleich Null, wenn z,= x,, g,= 0
ist, was auf die doppeltzihlenden Parallelen zur y-Achse fithrt, die nicht
eigentliche Losungen der Differentialgleichung sind.

Ist ganz allgemein eine oco?-Kurvenschar gegeben mit der Gleichung
f(x,y, ¢y, cg)=0 und gehen durch zwei ev. beliebig nahe Punkte P;, P,
noch m Kurven (eine endliche Anzahl) der Schar mit den Parameterwerten
€, ¢{,...,80 haben die vorausgegangenen Beispiele die Tatsache erliutert, da
von diesen Parameterwerten, aufgefallt als Funktionen' von x, y,, Z,, ¥,
einer oder mehrere unabhingig voneinander einem Grenzwert zustreben
konnen, wenn Py, P, auf einer gegebenen Geraden zusammenriicken, wihrend
die iibrigen unbegrenzt wachsen oder unbestimmt werden kénnen. Von den
Kurven kénnen die zu den letzteren Parametern gehérigen in mehrfacher
Weise ausarten: sie kénnen z. B. in reelle Doppelkurven iibergehen oder in ima-
gindre mit reellem Doppelpunkt.

Das naheliegendste Beispiel fiir den letzten Fall mag die Gleichung
f(x, ¥, ¢, €,) = (#—¢4)* + (y— ¢;)*=0 bieten, wo die Doppelpunkte
die ganze Ebene erfiillen. Bei co”-Kurvenscharen, in denen n >2 ist, ist
wohl noch der Fall denkbar, dall die Ausartung entsteht, indem ein Oval
sich zusammenzieht, d. h. in ein imaginéres Geradenpaar mit reellem Doppel-
punkt ibergeht.

Eliminiert man andererseits ¢;, ¢, aus den drei Gleichungen:

(lf(x:iyyﬁ)_fel;_o ﬁf(xr ylcch):()
dz ’ da?

f<x> Y, ¢, 0.3) = O>

(falls dies moglich ist), so resultiert eine Gleichung, deren Grad in y” kleiner
als m ist, und ebenso grof} ist wie die Zahl der Konstanten ¢, ¢/, ..., welche

fir zusammenfallende Werte #,=2,, y,=y, und lm 27% — gy
1 2

einen bestimmten endlichen Grenzwert annehmen.

Der Grad der Differentialgleichung wird um 1-vermindert, wenn zu
der Kurvenschar Ausartungen gehdren, wie eine oot Schar von Doppel-
kurven (Doppelgeraden) oder Kurven mit isolierten Doppelpunkten.
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Hiernach verliert aber der Begriff des ,,Grades” fiir die Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung ganz die Bedeutung, die er noch fiir Differential-
gleichungen erster Ordnung besitzt und es besteht keine Analogie zu dem
Grad einer algebraischen Gleichung. Es ist versténdlich, wenn die Bezeichnung
Grad in der neueren Literatur kaum mehr zur Anwendung kommt*). Anderer-
seits steht man vor besonderen Schwierigkeiten bei der Aufgabe, diejenigen
Losungen einer Differentialgleichung 2. Ordnung zu bestimmen, welche durch
zwei gegebene Punkte hindurchgehen. Man erhdlt nur eine reelle Kurve fiir
eine lineare Differentialgleichung und auch umgekehrt, wahrend sonst meh-~
rere Losungen zu erwarten sind. Die Typen dieser Losungen stellt die
Figur 2 dar.

/6 5
4

Fig. 2.

<0

N

Q)

Fiir die erste Kurve ergibt sich ein Ansatz zur ndherungsweisen Bestim-
mung, indem man von der Sehne ausgeht. Fiir die iibrigen Falle ist es vorteil-
haft, wenn man die Ausartungen der Integralkurven durch einen Punkt P,
kennt, indem man dann von diesen ausgehend die Kurven durch zwei benach-
barte Punkte zeichnet. Im dritten Fall, wo zwei Zweige einer Integralkurve
durch P, und P, hindurchgehen, bedarf man auch der Kenntnis der aus-
gearteten (Doppel-) Losungen, jedoch ist es meist schwer, zusammengehorige
Zweige als solche zu erkennen. Im allgemeinen bedarf es hier einer analytischen
Fortsetzung durch das komplexe Gebiet. Zuweilen hilft aber schon die Ein-
fithrung neuer Verénderlicher. So erkennt man z. B. leicht, daB die Gleichung

(11) Yy 1=0

sich nicht &ndert, wenn man y durch =+ ¢z ersetzt, und das fithrt zu der Sub-

stitution
°= y?

4) In den Artikeln von Painlevé, Vessiot, Hilb, Liebmann iiber nichtlineare Dif-
ferentialgleichungen in der Enzyklopiédie der Math. Wissensch. wird der Ausdruck
Grad nicht gebraucht, wenigstens nicht im Sinne unserer ersten Anmerkung.
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wodurch die Gleichung (9) sich ergibt:
2uu”’—u'?+ 4= 0,

an Stelle der Hyperbeliste erhdlt man Parabeln, deren Darstellung keine
Schwierigkeit macht und von denen man leicht zu den Hyperbeln iibergehen
kann.

Es mag schlieBlich noch erwidhnt werden, daB sich alle bisherigen Be-
trachtungen auf Differentialgleichungen héherer Ordnung ausdehnen lassen,
wobei man zu #hnlichen Ergebnissen gelangt.

(Eingegangen am 20. 8. 1921.)



The Existence Domain of Implicit Functions.

Von
E. R. Hedrick und W.D. A. Westfall in Columbia, Mo. (U. S. A.).

1. Introduction.

In a paper published in the Bulletin de la Société Mathématique de
France!) the authors have proven the following existence theorem for implicit
functions.

Theorem 1. Let
fl (x’ yl’ y‘l’ ] yn)
f-.’. (x, yla ?/2’ R yn)

[ (s Yy Yoo -5 U,)

be n functions of the n + 1 real variables 2, y,,¥,,...,¥,,?) which are
continuous in a region R[|x —z,| <h, |y,—¥y; o| <h,1=1,2,...,n]
about the fixed point P (&g, ¥, o> Y5 0> -+ > Yne)- 1f the functions

fisfas -+ f, and the variables y,, y,,...,y, can be so numbered that
the difference jacobian

[ @y 1 Gy oon O

n, 2 n,n

— fi (‘t’ Y1> yer"':yk‘—}Lylzrgk+1:-~-s yn)_fi (x: Y, Y25 - Yp—1> ylc_szki»lr 17-/7">
Tk = Yi—Yx ’

as well as the elements of the principal diagonal and the minors obtained
by deleting the first ¢ rows and the first ¢ columns (¢=1,2,...,n—1)

1) 44, p. 1-14.
?) x may be an m-dimensional variable.
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are definite for all choices of the points in R, then there exists a posi-
tive n and a set of n functions of z, y,= ¢,(x), uniquely determined for
|z — z,| <7, and such that

Yio= ®; (%)
filz, ¢ (:L'), Pa (x>: cee ‘pn(x)] = f; (%, Yi,00 -+ yn,O)’ (1= 1?23 s ).
and each of these functions is continuous for |x — x| < #.

The conditions imposed on the functions f at the point P are satis-
fied if the ordinary jacobian, based on the derivatives with respect to the
y’s of the functions f;, is unequal to zero. The above conditions are
then satisfied if the usual conditions for the existence of implicit functions
are fulfilled. They are moreover less restrictive, since the derivatives
need not exist, or, if they do exist, the conditions may be satisfied when
the jacobian vanishes. It is the purpose of this paper to show that these
solutions, proven to exist in the neighborhood of a point, exist throughout
a domain.

2. General Properties of the Solutions.

Theorem?2. If f,, f,, ..., f, are continuous functions of x, y,, ¥,,..., 9,
over a closed domain D, , then the systems of values (x,y,, ¥, -, ¥,)
in D, , for which

fi (x’ Yoo -0 Yp) = 11 (25 Yy 00 o> yn,ﬁ)
(1) .fe(x’ ?/15"':?/1;)=ﬁ:<x05 y1,0.’"'5 yn,O.)
I (x’ Yis oo os yn) = £, (%, Yi,00 > yn,O)
constitute a closed set.
For a limit point (Z, ¥,, ¥,, ..., §,) of any sequence of such values

must be a point of D since D, is closed. Moreover

f1 (f’ Yis - oo gn) = f;(xm Y1,00 - > yn,O)

since the f; are continuous in D_ .

Theorem 3. If the conditions of Theorem 2 are satisfied for a
closed domain D, and if the difference jacobian j of Theorem 1 is
definite in some vicinity of each point of D, , then there are at most
a finite number of distinct solutions (y,, y,, ..., y,) of the equations (1)
for a fixed value of z.

For an infinite sequence of such points

(Z, y®, yd, ..., y®) (k=1,2,...)
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would have a limit (2, 7,, %,, ..., ¥,) in D, , which also satisfies equa-
tions (1). There exists a positive number & such that =40 for
|y;— #;| < 6. Consider now a value of £ such that (Z, y®,..., y®)
lies in this neighborhood of the limit point. Then

i (2, y®, o y®) — (% o Yor - J) =0 (¢=1,2,...,n

fi (@ y®, .. y0) — (% T s )
2) l+ﬂ(x,y1,y;"’,---,y£,"’) — £, Fis Pos 9305 -5 4P)
+f1(x’ ?71:?723"'3 yn—l’ y,(,k))_fi(x’ ?71""’yn)=0'

or

The equations (2) constitute a linear relation between the corres-
ponding elements of the columns of the difference jacobian j. Hence
7 =0, contrary to hypothesis. Hence the supposition that an infinite
number of solutions exists for some fixed z is false.

3. Properties of the Jacobian j.

Theorem 4. If at each point of a closed domain D,  there exists
a corresponding positive number ¢ such that jis definite in the 4 vicinity
of the point, then there exists a positive number &, uniform for all

points, such that j is definite in the § vicinity of each point.

This follows immediately from the Heine - Borel theorem. As a
consequence we have the following theorem:

Theorem 5. Ifj is definite in a vicinity of each point of a closed
connected domain D, then j is one-signed throughout D, .

4. Extension of the Solutions over a Domain.

Theorem 6. If the conditions of Theorem 1 are satisfied in a
vicinity of every interior point of a closed domain D, , and if the
functions f; are continuous on the frontier of D, ,, then the solutions

Y=g () (i=1,2,...,n)

which exist in the vicinity of an interior point [z,], may be extended
as continuous functions along any continuous Jordan curve to the frontier
of D, .
Denote by D, the x-projections of D, .. Let the curve in D, be
denoted by
v, =x,(t), x,(8)=0 (t=1,2,...,n).
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Then in a vicinity of [x,] there exist continuous solutions. Let t=1¢
be the upper limit of the values of # such that the (z,y,, ¥,,...,%,)
lie in D, , and the solutions are continuous. Let a limit of the y; for
t==7 be 7, Then (%, ¥, Y, -- - ¥,) are solutions of equations (1) from
the continuity of the f;. Hence, if this is not a frontier point of D,
there exist continuous solutions in the neighborhood of the point, con-
trary to the supposition that ¢=¢ gives the upper limit of such continuous
solutions.

(Eingegangen am 12. 10. 1921.)



Uber die kanonischen Veriinderlichen in der
Variationsrechnung der mehrfachen Integrale.

Von
C. Carathéodory in Smyrna*).

Einleitung.

1. Man ist bisher der Meinung gewesen, daf die gewShnliche Legendresche
Transformation auch in der Variationsrechnung der mehrfachen Integrale
Koordinaten liefert, die den von Hamilton entdeckten kanonischen Ver-
anderlichen der Variationsrechnung der Linienintegrale entsprechen'). Dies
ist aber, wie aus den folgenden Uberlegungen ersichtlich, nicht der Fall:
statt der Legendreschen Transformation kommt hier eine Verallgemeinerung
derselben in Betracht, welche von der Mehrfachheit © des betrachteten
Integrals abhéngt, und nur fiir 4 =1 mit der ersten zusammanfillt.

Ableitung einiger Hilfssitze.
2. Wir betrachten x Funktionen

(1) 8. (x;; tg) (t=1,2,...,m; &, =1,2,..., 1),

die von den (n -+ u) Veranderlichen x; und #; abhéingen, und werden auch
stets im folgenden lateinische Buchstaben fiir diejenigen Indizes benutzen,
die von 1 bis n, griechische dagegen fiir diejenigen Indizes, die von
1 bis u laufen.

Wir setzen zur Abkiirzung

o8, 28
(2) Sai = ’a?' und Saﬂ =

an
>
(7tﬂ

*) Das Problem fiir n =2 habe ich in griechischer Sprache vor kurzem behandelt:
,Uber eine der Legendreschen analoge Transformation,“ Bulletin der Griechischen
Math. Gesellschaft 7 (1921).

1) Vito Volterra, Sulle equazioni differenziali che provengono da questioni di
calcolo delle variazioni. Roma, Ace. Lincei Rend. (4) 6* (1890), S. 43. — Georg Prange,
Die Hamilton-Jacobische Theorie fiir Doppelintegrale. Diss. Gottingen 1915.
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mit dieser Bezeichnung ist, falls man in den Funktionen (1) die z; durch

Funktionen der #; ersetzt, und auBerdem noch die Symbole
0

(3) p,;a_"aTa

einfiihrt, die Funktionaldeterminante 4 dieser neuen Funktionen nach den
t; durch die Gleichung gegeben:

(4) 4= ;caﬁ' B
wobei
(5) Cap == Saﬂ + Zsaipiﬂ
ist. '
Falls man die Determinante (4) als Polynom
(6) A=F+ P, p, +...
ia

in den p, entwickelt, so werden die Koeffizienten F' und P;, der Glieder
niedrigster Ordnung folgendermaBen mit Hilfe der ersten Ableitungen der
S, dargestellt: man hat

(7) F =8l

und, wenn man mit S,s das algebraische Komplement von S,; in dieser
Determinante bezeichnet,

(8) PiaZZSgiSoa-
o

Wir werden bald sehen, daB sich simtliche iibrigen Koeffizienten des
Polynoms (6) rational in F und den P;, darstellen lassen.

3. Wir fithren die Bezeichnung ein

(9) i

- apia;
dann ist nach (4) und (5), falls man mit ¢,z das algebraische Komple-
ment von ¢,z in der Determinante (4) bezeichnet,

(10) ta— Y 8,470

Wir wollen zunichst zeigen, daB man die GroBlen F und P;, als ratio-
nale Funktionen von 4, D;.> T;, darstellen kann.

Dazu betrachten wir den Ausdruck

(11) “aﬂzzseaaeﬂ
)
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und bemerken, daB diese GroBe rational in A4, P;o> 7, ausgedriickt
werden kann: in der Tat ist nach (4) und (5), falls man mit d,4 eine
GroBe bezeichnet, die fiir « = f gleich Eins und fiir ¢ <= g gleich Null ist,

o8 = 3 utin = S (Suut-5uet, Vo
e

0,1

und daher, wenn man diesen letzten Ausdruck mit (10) und (11) vergleicht,
(12) Gup=0upd — X0y
Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten folgt nun aus (11)

laap| = |8ap| - | Capls

es ist aber, nach einem bekannten Satz der Determinantentheorie, falls
man auf die Ordnung u der Determinante |c.s| achtet,

g = feup ™ = 4
und daher, wenn man (7) beriicksichtigt,
(138) ATV F = | aup].

Durch die Relationen (12) und (13) ist nnnmehr F rational in 4, p;,,
7;, ausgedriickt.

4. Nach (8) und (11) ist andererseits

ZPU.a).a = ngigglsa}. Cous
7

A0,0

nun haben wir aber wegen (7)

Zsulggl = 5@(11?’,
)

und man hat daher
ZP“"’“ = ZéguF' SoiCoa =FZSM5M
A 0,0 e
oder, wenn man (10) beriicksichtigt,
(14) F”ia=2Pila).a-
2

Wir bezeichnén mit a@,; das algebraische Komplement von @,z in
der Determinante |a,z|; dann folgt aus (14)

FZ nigaag = ZPMalgdag:
e 2e
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und da infolge. von (13)
Za;_g Ogy = (sa;,A'u_lF
4
ist, hat man schlieBlich, wenn man noch rechts und links durch F dividiert
(15) A‘U—IP,;GZZHQ;Q@O,Q.‘
4
Hiermit sind auch die P;, rational in 4, p, , #,, dargestellt.

Relationen zwischen den Determinanten, die als Koeffizienten der
»,, in A erscheinen.

6. Aus (15) entnehmen wir die Relation
4471 Z-Pia Pip = Enigdagpiﬂ;
nun ist nach (12) 2 b
%’piﬂ g = 0po 4 — ag,,
und man hat daher, falls man noch (13) beriicksichtigt,
a4t ;Piapiﬂ = ;’% (804 — ag,)

| = A-byp— Op A ' F.
‘Wir haben also schlieBlich die Relation

(16) Gup = 4" <5“ﬂF+ZPiapiﬂ>;
B
hieraus folgt nun
gl = 4“0, F + S P,
(2

wihrend andererseits wegen (13) die Relation gilt

b

| (ap | = ’aaﬁ I'“_l = A" Frt,
Die beiden letzten Gleichungen liefern uns endlich die Beziehung

F''a=|04F+ )P, p,
%

3

oder ausfiihrlicher geschrieben:

(17) Saﬂ+28aipiﬂi___pl—;t

2

Diese letzte Gleichung ist eine Identitit, sobald F und die P;, durch
6
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die Gleichungen (7) und (8) definiert werden. Sie lehrt. uns zweierlei:
erstens, daB alle Koeffizienten des Polynoms (6) — wie wir es ange-
kiindigt hatten — rational in F und den P;, darstellbar sind, und
zweitens, daBl es geniigt die Gleichungen (7) und (8) zu erfiillen, damit
die rechte Seite' von (17) eine Funktionaldeterminante darstelle?).

Definition der kanonischon Koordinaten des YVariationsproblems.

6. Wir betrachten das Variationsproblem
(18) J=[ ... [ (@ ta; pia)di, ...dt,

und bemerken, daB, nach einem bekannten SchluB3®), eine n-parametrige
Schar von u-dimensionalen Fldchen

(19) z; =2, (ta; 4;)

dann und nur dann ein Feld von Extremalenflichen unseres Integrals (18)
bildet, wenn auBer den Funktionen (19) noch Funktionen (1) existieren,
so daBl mit unseren fritheren Bezeichnungen die Gleichungen

(20) f:Aa fpia=Ap1,'a = Tu

gleichzeitig erfiillt werden.

Es entspricht nun dem Verfahren, das man in der Variationsrechnung
der Linienintegrale befolgt, wenn wir unsere GroBen P, als kanonische
Veranderliche einfithren, wobei dann — wie wir sofort sehen werden —
die Gr68e F eine Funktion der P.'; wird, die der Hamiltonschen Funktion
entspricht. Hierzu geniigt es, in den Formeln (12), (13) und (15) die
GroBe 4 durch f zu ersetzen, d. h. von den Gleichungen auszugehen:

(21) QAop = 6aﬂf'— Zpia”iﬂ:
(22) [ F =] au],
(23) [e1P, = D g Gy

e

Setzt man in alle diese Gleichungen
(24) i ==

BT

nach (20) ein, so erscheinen F' und die P, als Funktionen der p, . Falls

?) Aus der Gleichung (17) folgen auch nebenbei, wie man sich leicht iiberzeugt,
simtliche Relationen, die zwischen den Determinanten einer Matrix von n Zeilen
und (n+ p) Kolonnen stattfinden.

3) C. Carathéodory, Sur le traitement géométrique des extréma des intégrales
doubles. L’Enseignement Mathématique 19 (1917), S. 329.
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nun die Funktionaldeterminante der P, nach den p, nicht identisch
verschwindet, so konnen wir die p, als Funktionen der P, und daher
auch F als Funktion dieser GrBen berechnen.

Statt der Jacobi-Hamiltonschen Differentialgleichung hat man wieder
eine einzige partielle Differentialgleichung, aber hier zwischen u Funktionen,
nédmlich den S,; diese erhilt man, indem man F und die P, durch ihre
Werte (7) und (8) ersetzt und die Beziehung zwischen F und P, be-
riicksichtigt. Es kommen allerdings hier gewisse Integrabilitidtsbedingungen
hinzu, die man.am kiirzesten mit Hilfe der Gleichungen

(25) do; = D p, dt.

schreiben kann; aus dem folgenden schlieBt man aber leicht, daB auch

diese Gleichungen mit Hilfe unserer neuen kanonischen Verénderlichen aus-
driickbar sind.

In der Tat wird sich zeigen, daB man unsere kanonischen Verénder-
lichen durch eine Transformation erhdlt, die mit der Legendreschen die
groBte Ahnlichkeit hat.

Relation zwischen den Differentialen.

7. Bekanntlich erhilt man durch Differentiation der Determinante | @, 4|
(26) d|aap| = D Gupdaas.
Nun hat man aber andererseits "
| Gap| = Zﬂ‘—‘aﬂ“aﬁ’

und wenn man diese Gleichung differentiiert,

(27) nd|aup|= Z(daﬂd“aﬂ +aaﬂddaﬂ)-
a,f
Zieht man also (26) von (27) ab, so kommt schlieflich:
(28) (n—1)2|aap] = D) aupda.
a,f

Wenn man in unseren fritheren Rechnungen iiberall 4 durch f ersetzt,
erhilt man statt (16) die Gleichung

(29) Gop =1 (0usF + P, p,,)-

Aus dieser letzten Relation und aus (22) entnehmen wir nun, daB wir
statt (28) schreiben konnen:

(30) (u—1)d(f*“'F) ——Zﬂaa,‘ed [f‘“_2 <5aﬂF +2 P;, Zh‘ﬂ)] =0.
: o
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Der Koeffizient von df in d [f‘”_z <6aﬂF -+ Z P;, fpiﬂﬂ ist, wenn
man (29) beriicksichtigt, '

1t — 3 aaﬂ w—2 _
(n—2)f* 3;:;_*2=—f—aaﬁ-

Der Koeffizient von df im Ausdrucke (30) ist also:
- -2 _ —
(p= 1) F = Y a0 = [(p— 1) — u(u—2)] " F
o, p

oder schlieBlich
f‘u—2 F-

Der Koeffizient von dp;s im Ausdrucke (30) ist
- f‘u_zzaaﬁpia
oder, wenn man (14) beriicksichtigt,
—_ fy—2 Fﬂiﬁ.
Wir konnen also statt (30) schreiben, falls wir die Koeffizienten von

dF und dP;, in diesem Ausdrucke mit f“_ztp bzw. —f#—2¢Hia be-

zeichnen und alles durch £“~? dividieren:
81) P madpia) + o (@F — 3 HdPis) = 0.
i,a t,a

Wir miissen noch ¢ und II;, berechnen. Fiir IT;, kommt zunichst,
falls wir in (30) den Summationsbuchstaben g durch ¢ ersetzen:

(32) ¢Hia:=2 pia Quoy
g
und fiir ¢ erhalten wir die Gleichung:
F = (= )T — 7" Y dea.
Nun ist nach (21) ’

Zaaazﬂf_zpia”ia’
[ i,

so daB wir ¢ auch durch die Gleichung definieren konnen:
(33) f4 =2 Piamia.

8. Die Funktion f hingt nach (18) von den Grofen z;, £, und p;, ab;
ihre erste Ableitung nach p;, ist nach (24) gleich n;,. Man hat also:

(34) df = niwdpic = (fr,d;+ £, dta).

i, a
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Hieraus und aus (33) folgt, wenn man mit Hilfe der Gleichungen
(24) die p;, als Funktionen von z;, t,, 7;, berechnet und ¢ als Funktion
dieser letzten GroBen betrachtet, daB ¢ die Legrendresche Transformierte
von f ist und daB daher die Gleichungen

(85) e, == frpp  Pta=—lty»  Prye= Pia
gelten.

Zweitens folgen aber aus (31) und (34), wenn man — wie wir oben
erklirten — die GroBe F als Funktion von x;, t., P;, betrachtet, die
Relationen

(36) ngx,-:'_—Ffz‘.a (PFta:‘—nga, Fp. ZIT,;G.

7

Wir konnen also, genau wie es bei der Legendreschen Transformation
der Fall ist, nicht nur #, sondern auch die ersten Ableitungen dieser
Funktion rational in p;,, fp;, und f, oder auch, wenn man will, in 7;4, @x;,
und ¢ ausdriicken. Zur gréBeren Symmetrie fithren wir endlich durch
die Gleichung

(37) F+¢=ZH5aPia

die Legendresche Transformierte & von F ein. Betrachtet man ¢ als
Funktion von =z, t,, II;,, so gelten die Gleichungen

(38) O=—F., @,=—F,, &, =P

Birationalitit der Transformatian.

9. Die Ahnlichkeit unserer neuen Transformation mit der Legendreschen
ist groBer als auf den ersten Blick erscheint: wir wollen nidmlich noch
zeigen, dall man die Gleichungen (22), (23), (32) und (33) nach f, @, Pia; 7ia
auflosen kann und dal diese GréBen rationale Funktionen von P;,, IT;,
und @, oder, was im Hinblick auf (37) dasselbe ist, rationale Funktionen
von P;o, Il;o, F sind. Wir konnen daher f, p;., 7;, und ¢ als rationale
Funktionen von P;,, F und Fpia darstellen,

Um dieses Resultat festzustellen, berechnen wir mit Hilfe von (23)
und (32) den Ausdruck

f‘u_l (DDZ 15, -Piﬂ :2 Pio Voo Tig Qg
i oo
Nun ist nach (21)

27 Pio o= 609 f— Qg o
und daher ‘

fy—l(pZIIia Piﬂzzyaao' dﬂg(aag f_‘ aag) :Z<faaa dﬂo’— 6aﬂf‘u—1Faaa),

ou
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oder, wenn man die Summe tiber ¢ ausfithrt und rechts und links durch (£*~*

dividiert,

(39) (pZII@a P'L'/)’:F<6uﬂf—a/aﬁ):

also schlieBlich mit Hilfe von (21):

(40) ¢ D I Py = F ) piu s
i i

Aus (40) folgt nun
9 > i Pru=F 3] picc
und, wenn man die Gleit(’:(lllungen (33) unz(’ia (37) benutzt,
¢ (F+ @)=F(f+¢)

oder
(41) f-F=¢ 0.

Aus (39) und (41) entnehmen wir nun:

Faep= ¢ (dap @ — 2 Il Piy)
oder, wenn wir die Bezeichnung @
(42) Aup= 0 @ — D 1L, Py
einfiihren, ’
Fa =@ Adup.
Diese letate Gleichung 1aB8t sich wegen (41) auch schreiben:
1 1

(48) —f—.aa/j:b‘Aaﬁ.
10. Aus der Relation (43) folgt zunichst
1, ; 1
(44) ﬁ\aa/h:gﬂ wpl-

Setzt man in (44) den Wert (22) von |a@.s| ein und beriicksichtigt
(87), so erhdlt man f als rationale Funktion von P;,, II;, und P; es
gilt ndmlich die Gleichung

F ot
Aus dieser. letzten Gleichung und aus (41) folgt ferner
F2 Q,u——l

wodurch ¢ ebenfalls rational in unseren neuen Verinderlichen erscheint.
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Ferner folgt aus der Gleichung (14) mit Hilfe von (43)
*?ﬂzaz-%gl’uz‘lm,

oder, wenn man (45) beriicksichtigt,

(6) - S P4

Es bleibt also nur noch p, in den neuen Verinderlichen zu berech-
nen. Aus (32) und (43) folgt zunéchst:

(pH/"".:(I)Z/pLGA 9
oder mit Riicksicht auf (41):
Fﬂi“:zpiaAaa

Wir entnehmen hieraus, wenn wir mit A4,; das algebraische Komplement
von A, in der Determinante | A,;z| bezeichnen,

T - R
FZ 1L, 4,. :Z pz,,AeaAea =24 ao| Aapl P.s
4 o,0 [
und schlieBlich
ya -
4 . = T T II',, o
( 7) p@u [.Aaﬁ‘ %’ "'~.AQ

Hiermit ist die Birationalitit unserer Transformation in allen Einzel-
heiten erwiesen.

11. Es bleibt nur noch zu zeigen, dal unter der Voraussetzung,
da die in Betracht kommenden Eliminationen mdglich sind, die
Funktion F(w;, t., P;.) — genau wie die Hamiltonsche Funktion — will-
kiirlich gewéhlt werden kann. Dazu muf man sich davon iiberzeugen, daf
unsere Transformation, genau so gut wie aus den Gleichungen (22), (23),
(32), (33) und (37), auch mit Hilfe der Gleichung (37), verbunden mit den
Gleichungen (44)— (47) definiert werden kann. Dieses fiihrt zu Rechnungen,
die den fritheren Punkt fiir Punkt entsprechen: bildet man zundchst, von
(46) und (47) ausgehend, den Ausdruck 3 p;, ., und beriicksichtigt die
Relationen (42) und (45), so findet man erstens
(4—8) fA,,,gzﬁDaa,g

und zweitens, wenn man bemerkt, dal (41) auch aus (45)und (46) folgt,
und wenn man die Definition von . und A,z beriicksichtigt,

F 2 M Py = @ 2y,
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Hieraus zeigt man aber wie oben, daB (33) aus (37) folgt. Aus
(48) entnimmt man _
1 dap| = P*|aapl;
nun folgt aus (45)

F o+
| dapl = Z25,

und aus den beiden letzten Gleichungen folgt dann (22). Die Gleichungen
(28) und (82) konnen ebenso leicht verifiziert werden.

12. Unser Resultat 1aBt sich in symmetrischer Weise folgendermaf@en
aussprechen:

Bestehen zwischen den wvier Systemen von Verdnderlichen
P @i Fy Py P, ILa (6=1,2,...,n50=1,2,..., 1)
nach Einfihrung der Symbole
Qap= (Saﬂf_Z Dy i
die Beziehungen 1
7 F =g,

Friw=_ Pigtyu,
e
f+(p:2pianiu’
t,a
(PIL:a:Z piaaaa,

F + b= Z P, to IL’IM
durch welche F, @, P;,, II;, rational in f, p, ,n,, ausgedrickt werden,
so sind erstens die Grofen f, ¢, p,., n,, auch umgekehrt rationale Funk-

tionen von F, P;,, II;, und zweitens folgt aus dem Bestehen des einen
unter den vier Qleichungssystemen

foie= "0 Pra=0i  Fr,=1;  Puy, = Pia

%

die Richtigkeit der dres dibrigen.

(Eingegangen am 4. 8. 1921.)



Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen.

Von
Emil Hilb in Wiirzburg.

Im folgenden soll an den beiden Beispielen
(1) fla+1)+f(z) =g(=),
(2) fl@+1) —af(z)=g(=),
eine Theorie der linearen Differenzengleichungen mit Methoden entwickelt
werden, die sich auf Differenzengleichungen endlicher oder unendlicher
Ordnung mit ganzen rationalen Koeffizientén ibertragen lassen, was ich
aber wegen der Beschrinkung in Raum und Zeit auf spéter verschieben
mufB. In gewisser Hinsicht stehen die folgenden Untersuchungen in Zu-
sammenhang mit den schonen Ausfithrungen Norlunds?'), der formal eine
Hauptlégung der Differenzengleichung durch eine unendliche Reihe (vgl.
den Schluf von § 1) definiert und diese im Falle ihrer Divergenz summiert.
Wir wollen dagegen im folgenden die Losungen durch verschiedene Grenz-
bedingungen fixieren, wenn g¢(x) entsprechende Bedingungen erfiillt. Ver-
liert g () aber diese Eigenschaft, so wird dieses auch im allgemeinen f(z)
tun, und die f(x) definierende Reihe kann divergieren, so dal man sie
summieren muf.

Als wesentliche Hilfsmittel stehen die von Schiirer?) bez. mir®) ge-

1) N. E. Norlund, Sur I’état actuel de la théorie des équations aux differénces
finies. Bull. Sc. math. 1921. Herr Nérlund hatte die Liebenswiirdigkeit, mir Abziige
seiner in den Acta math. erscheinenden umfangreichen Arbeit zur Verfiigung zu stellen.

2) F. Schiirer, Eine gemeinsame Methode zur Behandlung gewisser Funktional-
gleichungsprobleme. Leipz. Ber. 70 (1918), S. 185—246; vgl. auch H. v. Koch, On a
class of equations connected with Euler-Maclaurin’s sum formula. Ark. for Mat., Astr.
och Fys. 156 Nr. 26 (1921); O. Perron, Uber Summengleichungen und Poincarésche
Differenzengleichungen. Math. Annalen 84 (1921), 8. 1-18. E. Hilb, Lineare Diffe-
rentialgleichungen unendlich hoher Ordnung mit ganzen rationalen Koeffizienten,
3. Mitteilung, Math. Annalen 84 (1921), S. 43—52.

%) E. Hilb, Lineare Differentialgleichungen usf. 1. Mitteilung, Math. Annalen 82
(1920), 8. 1-39; 2. Mitteilung, Math. Annalen 84 (1921), S. 16—30.
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wonnenen Resultate und Methoden fiir lineare Differentialgleichungen un-
endlich hoher Ordnung mit konstanten, bzw. ganzen rationalen Koeffizienten
zur Verfiigung, ferner die von Pincherle?) skizzierte Methode zur Behand-
lung linearer Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Diese Methode 148t sich unmittelbar auf den Fall
ganzer rationaler Koeffizienten iibertragen und liefert neben dem Cauchyschen
Integralsatz die Verbindung zwischen den verschiedenen Darstellungen.

Die Weiterbildung der Theorie zeigt, da man durch Einfiihrung
neuer unabhéngiger Verdnderlicher in (4) bzw. (31) zu den Darstellungen
der verschiedenen eindeutig bestimmten Losungen kommt. An Stelle
von (4) bzw. (31) tritt nach Einfilhrung der neuen Variabeln u statt e,
wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung Polynome n-ten Grades
sind, eine Differentialgleichung n-ter Ordnung, die ,,NuBgleichung* des
Problems, die in nuce die ganze Theorie enthalt.

Bezeichnungen. 1. Die Gesamtheit der Funktionen y, fiir welche

- n
Tim V
n—rw

wo ¢ eine reelle Grofle ist, bezeichnen wir mit .

d"y‘_
m\‘<q,

2. R(x) bedeute reellen Teil von x, ¢ sei eine reelle GréBe. Die
Gesamtheit der Funktionen.y, welche in einer Halbebene R (z) > ¢ bzw.
M (z) < ¢ regulér sind und deren ‘n-te Ableitungen sich in der Form

(3) E__*_M

x x?

in dieser Halbebene darstellen lassen, wo @ eine Konstante ist, [b(x)| in
der Halbebene unterhalb einer festen Grenze bleibt, bezeichnen wir mit

D% baw. DL
§1.
Behandlung der Differenzengleichung (1).

Satz 1°). Es gehore g(x) zu §,, wo q < 2z, so hat (1) eine und
nur eine Losung aus §,. Setzt man

11 1\ ot Ty (22T wicvzv
(4) 1ref 2 24 (—=1) v+ 1) (?) S
8o st diese Lisung
6,
(5) f(z) = o) 9% ().

4) 8. Pincherle, Sull’ inversione degl’ integrali definiti. Mem. Soc. ital. (3) 15 (1907).
5 Vgl. hierzu auch H. v. Koch, 1. c.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus mde Satze von Schiirer. (1) ist aqui-
valent der Differentialgleichung

(6) +2f @) g (@)

Hat man allgemein eine Differentialgleichung

(@) Sz =g()

und setzt man
(8) daz—az), 5=,
v=0 =0

sel ferner ¢ kleiner als die absolut kleinste Wurzel von a(z) =0, so ist,
wenn g (z) zu F, gehort,

®) 1) = .4 (2)

die einzige Losung von (7) aus .
Fiir die Differenzengleichung
(10) f#+1) —f(x) =g ()
ist z =0 diese absolut kleinste Wurzel, weswegen die (9) entsprechende
Losung in diesem Falle nur bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmt ist.

Satz 2. Qehort g(x) zu DY, so ist fir R(x) >k>c

k+too ( ) k+ix
—uz z 1
(11) (z) medzg z)f u=2—;§fﬂ(x—z)g(z)dz
k-t k—t

die einzige Lisung von (1) dze zu DY gehort Dabei st

5

(12) B (z) — f e 2 e

T
(13) Bla—2+1)+pa—2) =, .

r—z
Wir filhren den Beweis des hier unmittelbar verizierbaren Resultates nach
der verallgemeinerungsfihigen Methode von Pincherle. Gehéren f(x) und g ()
zu DY, so ist (1) dquivalent der Integralgleichung

k+ie
1
(14) anIf x+1 +1- +:?:—z>dz:g(x)'
Nun ist i
(15) x —}-7]1.——2 —l— ‘x—_}_’z =fe'“("‘z)(e‘“ —l" l)d’ll/ fiir m(w) > m(Z),
0
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k+tw
(16) (z) = z,mfdue—wfewaz)dz,
. k—1>
also hat man
k+1oo k+1%
fdue uz(e~v4-1) ff(z evrdz =, fdue 2”cfe“g(z)dz.
k-1 k—to
Daher muf}®)
k+too 1 k+ix
(18) ff(z)e’”dz=;:d+1fe“g(z)dz
k-1 k—go
oder
k+ioo
—u(z 2)
(19) 2mfd g(z f du
k—i»
sein.

Satz 3. Qehort g(x) zu DY, so gilt fir (11) die Entwicklung (5)
asymptotisch, wenn x parallel der Achse des Reellen in der Halbebene R (x) > ¢
nach Unendlich geht.

Satz 4. Gehort g(x) 2u DY wo n eine positive Zahl ist, so gibt
es eine und nur eine Losung aus DY von (1), ndmlich

k+i® n-1
1 4
(») o u(x—2) I E —1y-2 ")d .
ng x)+ k ;Lng fe (e_“—;—l v=0( ) v u' w

Es gilt daher wie oben (5) asymptotisch.

Satz 5. Fiir Funktionen g(x) aus DL gelten analoge Sitze und
Darstellungen, nur tritt — p(1 — x) an die Stlle von f(x).

Sei wieder R (x) > 0. Aus der Gleichung
(21) ﬂ(w—z)=s—i;i:—_5—ﬂ(l—x+z)
folgt vermittelst des Cauchyschen Integralsatzes zundchst unter den Vor-
aussetzungen des Satzes 2, dann aber allgemein?)

Satz 6. Ist g(x) in der Halbebene R (x) > 0 reguldr und ist daselbst
lg(x)| <exlzl, wo x < n ist, so ist fiir R{x)>0

k1+1io

(22) =3 [ole 0505

sinzz
k;

%) Vgl. etwa S. Pincherle, Sur les fonctions déterminantes. Ann. Ec. norm. 125
(1905), 8. 28.
) Nérlund, L c. S. 13f.
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wo — 1 <k, < 0. Diese Losung ist die einzige von (1), welche in einem
zur imagindren Achse parallelen Streifen von der Breite 1 schwdcher un-

endlich wird wie =72,

Ebenso erhilt man unmittelbar:

Satz 7. Ist g(x) innerhalb eines kleinen Winkels 9, der die positive
reelle Achse einschlieft, requldr und ist gleichmifiig in dem Winkel fiir
alle positiven &

(23) lim ¢ (z)e~*121=0,
Trxo
80 18t
i get2)d2
(24) fla) = [ L2t
¢

eine Losung von (1), wenn C aus zwei Radienvektoren innerhalb des
Winkels 9 und einem im Sinne des Uhreeigers durchlaufenen kleinen Kreis
um den Nullpunkt besteht.

Satz 8. Ist innerhalb des Winkels & entsprechend (3)

(25) gla)="2+22,
so folgt aus (24)
(26) f(@) =2 (=1 g (= +»)

v=0
als einzige Losung wvon (1), welche, wenn x lings der reellen Achse
nach + oo geht, verschwindet.

Geht man schlieflich von den unendlich vielen linearen Gleichungen

(27) flad+r+1)+fl@tr)=g(z+») (»=0,1,2,...)
aus, so erhédlt man:

Satz 9. Ist fiir alle reelle x

(28) fm V]g(z+n)| <g<1,

n>w

so gibt es nur die eine Losung (26), fiir welche
(29) fim V(@ +n) < g
n->»>w

ist.
Entsprechende Darstellungen wie in den obigen Sétzen erhilt man,
wenn man die negative Achse der reellen x statt der positiven auszeichnet.
Norlund geht seinerseits von (26) aus, indem er g(z) durch g(z)e—*®
ersetzt und ¢ nach 0 gehen laft.
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Da unter sehr weitgehenden Voraussetzungen iiber g () fiir g () e=% die
Bedingungen fiir die meisten hier gegebenen Darstellungen erfiillt sind, so
glaube ich, daf die oben zusammengestellten Satze geeignet sind, zur Auf-
hellung der Tatsache beizutragen, daf man durch geeignete Summierung
von (26) bzw. der entsprechenden Darstellung fiir R (2) < 0 gerade die
wichtigsten Losungen von (1) erhalt.

§ 2.
Behandlung der Differenzengleichung (2).
Geht man von (2) zu der Differentialgleichung

(")cr
(30) (1—=) () + Z’" )~ g(a)

iiber, so erhélt man entsprechend meinem Ansatz fiir solche Differential-
gleichungen die Hilfsdifferentialgleichung®)

d
(31) ) | (e z)p(n) = 1.

z

Im allgemeinen Fall hat man, wie dort gezeigt wurde, eine Losung
der Hilfsdifferentialgleichung anzugeben, welche an der singuldren Stelle
vom absolut kleinsten Betrag reguldr ist. Leider fallt in dem vorliegen-
den Fall diese singuldre Stelle nach oo, so dal man es mit einer Aus-

artung zu tun hat. Immerhin erhdlt man ohne weiteres durch Integration
von (31)

Satz 10. Gehort g(xz) zu F,, wo g irgendeine positive Zahl ist, so
hat (2) eine ganze transzendente Losung

(32) flz) =2 cyy(——,w)g"’( ),
rv=0
wenn

(33) p(e,2)= 3 = et | emercon s,
v=0 ¢

gesetzt wird. Speziell st

@®

(34) ¢ (%) = efe"‘z‘e”’lalz1 —efenz1dz, — eQ(x),
0 0

wobes®) Q(x) eine ganze transzendente Funktion ist, fiir welche

(35) Qx+1)— 2@ (z) =e 1.

8) Vgl. Hilb, 1. ¢. 3, 8. 8.
% F. Prym, Zur Theorie der Gammafunktion. Journ. fiir Math. 82, 8. 165—172,
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Man darf iibrigens von g(z) noch etwas weniger verlangen. Darauf
und auf die f(z) definierende Eigenschaft, welche an die Stelle dessen tritt,
daB auch die bestimmte Funktion zu @, gehort, wie es bei im Endlichen
gelegenen singuléren Stellen der Hilfsdifferentialgleichung bei geeignetem ¢
der Fall ist, muf} ich in einer spiteren Arbeit zuriickkommen. DaB f(z)
(2) befriedigt, kann man durch Einsetzen unschwer verifizieren.

Nimmt man in (33) statt -+ co als Integrationsgrenze — co, so er-
hilt man

Satz 11. Gehort g(x) zu F,, so hat (2) fir R(x) > 0 die Losung

(36) ) =3 7 goia),

wobet jetzt

z
x
(37) (p(z,x) = 7%_)zv: . eeze_zzfe_ezxezzldzl
=0 Yo

gesetzt ist. Die Losung (36) ist die einzige, fiir welche bei reellem posi-
tiven n

o fet+n)
(38) I P O
ist. Speziell ist?)
0 1
yo(2) = — efeerrdz— — e[ e~*xt-1dze — — eP(x),
—® 0
wobet
Plz+1)—2P(x)=—e!
188,

Man verifiziert wieder leicht, daB (36) der Differenzengleichung (2)
geniigt, (38) folgt aus der Tatsache!?), daB fiir alle =

(39) g™ ()] < (g + &) el®le,

wenn ¢ eine beliebig kleine positive GréBe und m unabhingig von 2 gro83
genug gewihlt ist.

Die Methode von Pincherle, die uns Satz 2 lieferte, fithrt hier in
naheliegender Verallgemeinerung vermittelst partieller Integration auf die
Hilfsdifferentialgleichung

k+io.

(40) p'(2) —e2p(z)= ——kf_e”g(t)dt,

—p®

die, wie auch entsprechend im allgemeinen Falle, in engster Beziehung

1) Vgl. Hilb, 1. c. 3, S. 2.
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zu (31) steht, aber jetzt mit der Nebenbedingung ¢(0) = 0 zu integrieren
ist. Es folgt

Satz 12. Gehort g(x) zu D, so ist

k+too
fg Z)dzjdue uzg=e “fdu et Memz

k+zm

(41) = [g z)dzfdue ul@—2ge g fdu e~z g—e

k Tt

fe) =

~—

k+io

= Qimfg(z)ﬂ(z,z)dz, (R(z) > k),

k—i>

die einzige Losung von (2) aus SD?, speziell also die einzige Losung,
fiir welche bei reellem positiven n

. f(etn)
,}TL Fatny =0

Gehort g(x) also auch zu ,, so sind die Losungen (36) und (41)
sdentisch.

Es ist dabei

(43) H(z,2) = —Jdue‘"‘”"”e““e“fdule—“we“e'"‘ fiir (R(x)>R(2)),
und nach (37)

—-u —Ur T vyv( ) v
(44) — et e“’fdu e~ e 2 —1) =
ferner
1

Satz 13. Gehort g(x) zu DT, so ist fir R(x) >k >c

n—
(46) f(z) =) y(  go(a)
=0
kt+ioo @® n-1 ( )
z
"—’lfg dz due= “w"”[ e “euz[du e"Te=e u:__A§7(__1)”hiT_u”}
k-t =0

die einzige Ldsung von (2), fir welche (42) gilt. Gehort g(z) auch zu
Jy» 80 sind (36) und (46) identisch.
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Satz 14. Gehort g(z) zu DY, so ist fiir R(z) <k

n—1 ¢ (x)
(47) ) =2 =7 g%(x)
»=0
k+io a1 ( )
¢ (x
t o f.‘l dZIdue“ 2=2) [ee“e—“fdu oo ”v,—u”]
k—io =0 :

die einzige fiir R(z) < k < 0 reguldre Losung von (2), die nach Division

durch eine geeignete Potenz von |z! in einem Streifen von der Breite 1

parallel der imagindren Achse unterhalb einer endlichen Schranke bleibt.
Es ist dabei nach (33)

(48) ee"e—“fdule"lxe—e"?=Z—fvi,x) u;
u »=0 :
ferner, wenn
(49) [duere-2ec¥e~uz [ du, emze~e" — H, (x,2),
0 u
{50) H(z+1,2)—aH (x,2)=_—.
Satz 15. Hs ist
1) o=t oyt
2) = “atv—z x(z+1)--- (2 +v)
Satz 16. Fir die durch (41) definierte Losung von (2) gilt
(52) fla) = _Z g(z+7)

z(x+1)---(z+»)"

Satz 17. Selbst wenn g(x) nur fiir positive reelle x definiert ist,
sofern nur

_g(ztn)
(58) T |y se <
ist, hat (2) die Losung (52) und zwar als einzige, fiir welche
(54) Jm ey =0
ist.

Satz 18. Selbst wenn g(x) nur fir negative reelle x definiert ist,
sofern nur

(55) mV|g(z —n)I(n—2)| < g <1

n-—>»wx
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tst, hat (2) die Losung

(56)  f(2)= ‘mltx)%:(“ 1Y 'g(z —»)T(»—x) (z<0)

und zwar als einzige Lésung, fir welche
(57) limf(x —n)'(14+n—2)=0.
n->x

Die Sitze (17) und (18) ergeben sich aus der Diskussion der Gleichungs-
systeme

(58) f(z+v+1)—(z+»)flz+»)=g(z+») (»=0,1,2,...)
bzw.

(59) flx —»)—(x—v—1)f(x—r —1)=g(x—r—1) (»=0,1,2,...).

(Eingegangen am 23. 7. 1921.)



Uber Singularititen von Potenzreihen und Dirichletschen
Reihen am Rande des Konvergenzbereiches®).

Von
Otto Szész in Frankfurt a. M.

0
Die Potenzreihe ) ¢, 2” besitze einen endlichen Konvergenzradius, der hier

=0
ohne Einschrankung der Allgemeinheit gleich Eins angenommen werden kann.
Die durch diese Reihe dargestellte Funktion

(1) f<z>=§cm

hat bekanntlich mindestens eine singulire Stelle auf dem Einheitskreise; doch
ist es i. A. schwierig, aus bestimmten Eigenschaften der Koeffizienten ¢, auf
den analytischen Charakter der Funktion in einem gegebenen Punkte des
Einheitskreises zu schliefen. Wohl der einfachste hierhergehorige Satz lautet:

Sind die ¢, von irgendeiner Stelle » = n ab sdmtlich reell und > 0, so ist
z=1 eine singuldre Stelle der Funktion f(2).2)

1) Diese Arbeit bildete den Gegenstand eines Vortrages, den ich anléBlich der
86. Naturforscherversammlung im September 1920 in Bad Nauheim hielt. Satz III ist
inzwischen, noch in verallgemeinerter Form, von F. Carlson und E. Landau (Neuer
Beweis und Verallgemeinerungen des Fabryschen Liickensatzes, Gottinger Nachrichten,
vorgelegt am 8. Juli 1921) verdffentlicht worden. Die beiden Herren hatten von meinem
Nauheimer Vortrag keine Kenntnis und ihr Beweis ist von dem meinen verschieden.

?) Der Satz wurde fast gleichzeitig von Vivanti und Pringsheim gegeben und ein
Beweis zuerst von Pringsheim vertffentlicht. Vgl. G. Vivanti, Sulle serie di potenze,
Rivista di Matematica 8 (1893), S.111—114 (dat. vom 29. Mai 1893); insb. S.112. —
A. Pringsheim, Uber Funktionen, welche in gewissen Punkten endliche Differential-
quotienten jeder endlichen Ordnung, aber keine Taylorsche Reihenentwicklung besitzen,
Mathematische Annalen 44 (1894), S. 4156 (datiert vom Juli 1893); insbes. S. 42.
Vgl. auch G. Vivanti, Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. Umarbeitung
unter Mitwirkung des Verfassers deutsch herausgegeben von A. Gutzmer, Leipzig, 1906,
S. 399.

7*



100 0. Szasz.

Fiir diesen Satz hat Herr Landau?®) einen neuen Beweis gegeben und mit
dessen Hilfe den Satz auf Dirichletsche Reihen folgendermaflen iibertragen:
Es habe die Dirichletsche Reihe

Dae e, s=o0+4 15, 0 <A < Ay <Zon <Ay < hypy < one, 4, —>00,
=1
wo stets?)
a, >0

ist, die im Endlichen gelegene Grenzgerade o = . Dann ist s = « ein singulédrer
Punkt der fiir ¢ > « durch die Reihe definierten analytischen Funktion F (s).

Verallgemeinerungen dieser Satze iiber Potenzreihen und, teilweise,
Dirichletsche Reihen haben die Herren Dienes, Fekete, Beke gegeben. Bekannt
sind ferner die tiefgehenden Untersuchungen von Herrn Fabry, insbesondere
sein Liickensatz. Im folgenden gewinne ich Ergebnisse, die diese noch genauer
anzugebenden Resultate als Spezialfille enthalten, mit Hilfe ziemlich elementa-
rer Uberlegungen unter alleiniger Benutzung des Vivanti-Pringsheimschen
bzw. Landauschen Satzes, und zwar sogleich fiir allgemeine Dirichletsche
Reihen.

§ 1.
Hilfssitze.
Hilfssatz 1. Die Dirichletsche Rethe

(2) D(s)= D cre ", ¢, =a,+b,5, 0 <Ay <y <ly<..., by—>c0,
v=1
besitze die Konvergenzgerade o= 0; offenbar sind die Dirichletschen
Rethen . .
Fy(s)=Dave s, Fy(s)=b e
py=1 v=1

mindestens fir o >0 konvergent. Die Funktionen D (s), F,(s), Fy(8)
sind bekanntlich fir o >0 reguldr; isi mindestens eine der Funktionen
F,, F, singuldr an der Stelle s= 0, so gilt das gleiche fiir D (s).

Ich brauche nur zu zeigen: aus der Regularitdt von D () fiir s = 0 folgt
die Regularitdt von F,, F'; an derselben Stelle. Besitzt namlich D (s) eine
konvergente Potenzreihenentwicklung

D(s)=2pvs’ fir |s <7, p,=p +ip/,
v=0

3) E. Landau, Uber einen Satz von Tschebyschef, Math. Annalen 61 (1905),
S. 527—550; insbes. S. 534—537. Vgl. auch E. Landau, Handbuch der Lehre von der
Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909, Bd. 2, § 243.

%) Es ist klar, dal man endlich viele a, von der Bedingung ausnehmen darf.
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& . .. ..
so ist auch ' p! s” fiir | s | << r konvergent; ferner ist, zunichst fiir reelle s=o,
v=0

O<o<r:
F,(s)=RD(s)= D ps;
=0

daher gilt fiir alle s im Regularitatsbereich: ', (s)= 3 p!s”,woraus die Re-
=0

gularitdt von ¥, fiir s = 0 folgt. Da nach Voraussetzung auch .D (s) regulér

ist, so gilt das gleiche fiir F, (s) an der Stelle s= 0. Q. e. d.?).

Hilfssatz 2. Die Dirichletsche Reihe (2) besitze die Konvergenz-
gerade 6= 0;

G(2) :j g,2”
»=0

sel eine ganze Funktion vom Minimaltypus der Ordnung eins, d. h. zu jedem
& >0 existiere ein R,, so daf}
'G(z)| < el#l fur |z'>R,,
wihrend andererseits '
G(2)] = e+l
fiir gewisse beliebig groBe |z  ist.
Dann ist die Dirichletsche Reihe

(3) H(s):jc,,G(l,,)e—%ﬂ

r=1
mindestens fiir 0 >0 konvergent und H (s) hat keine andere Singularititen
im Endlichen als D (s).
Der Beweis ist sehr einfach®), und folgt aus der Darstellung

His)= N (~ 1)°g,D"(s).

=0

") Hierin ist offenbar der Salz enthalten: Liegen die ¢, von einer Stelle » =n
ab simtlich in einem Winkel von der Offnung « <« der komplexen Ebene, mit dem
Nullpunkt als Eckpunkt, so ist s =0 eine singulire Stelle der Funktion D (s). Fir
Potenzreihen gab diesen Satz Herr P. Dienes (Essai sur les singularités des fonctions
analytiques, Journal de Math. pures et appl. (6) & (1909), S.327—413; insb. S. 328 u.

S. 338—340), fiir Dirichletsche Reihen der Gestalt >} E; Herr M. Fekete (Sur les sé-
r=1

ries de Dirichlet, Comptes rendus Paris 150 (1910), S. 1033—1036; insb. S. 1034—-1085);
der daselbst angedeutete Beweis gilt auch fiir allgemeine Dirichletsche Reihen.

% H. Cramér, Un théoréme sur les séries de Dirichlet et son application, Arkiv
fér matematik, astronomi och fysik, Stockholm, 13 (1918—19), Nr. 22; insb. S. 7.
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Hilfssatz 3. Es seien 7y, 7,, 75, . . . reelle Zahlen, die den Bedingungen
geniigen
(A) 0<r <rp<r<.., " —oo;
dann ist bekanntlich?) die ganze Funktion

G(z)= (1 — i)
héchstens vom Minimaltypus der Ordnung eins. Ferner sei

. . Ay
<4) O§-11<}'2<A’3<’ igg41;A_’®r

und es existiere eine positive Zahl /& derart, dal
(5) ry—t_1>h, |r,—Al|>h (%,v=1,2,3,...)

ist; dann haben die Dirichletschen Reihen (2) und (3) dieselbe Konvergenz-
abzisse.

Ich zeige zunichst, daB bei beliebig vorgegebenem ¢ >0 fiir alle hin-
reichend groBen Werte von x

|G ()17 < eoh

ist. Zu diesem Zwecke setze ich®)

e
G ()= =7, (A) 7 (A,
r=1 4
wobel
1"")-;4 ki ;'” 'r.‘——-}h
V(4 H(r )(H')a (4e) = H

. r=n+1 "
ist. Nun ist?)

|70 () x>]]‘““‘” > 1]]1%-11

nvl

Bedeutet nun x eine hinreichend groBe natiirliche Zahl, so existiert dazu
stets eine und nur eine natiirliche Zahl 7, fiir welche die Beziehung besteht:

(6) 7, < 4ln§7‘n+1,

7) 'Vgl. z. B. A. Pringsheim, Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der
Eulerschen Reihentransformation, Sitzungsberichte der Akademie Miinchen, mathem.-
'phys. Klasse 1912, S.11—92; insb. S.85 u. S.87—88.

8) Eine dhnliche Uberlegung bei G. Faber, Uber die Nichtfortsetzbarkeit gewisser
Potenzreihen, ebenda 1904, S. 63—74; insb. § 8. — Pringsheim, a. a. 0.7), S. 88—91.

?) Eine leichte Verschirfung dieser Abschitzungen zeigt, da die Bedingungen (5)
durch die allgemeineren ersetzt werden konnen:

rv—"h'—l>h, ‘\'rv—;-x3>h" (H,V=1, 2, 3,)
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und es ist offenbar
lim n (%) = oco.
X —» 00

Wegen :—' — 00 ist daher fiir alle hinreichend groBen x
(7) - log 2-% <%

Ferner sei 9 = ¢(x) so bestimmt, daf

) To << A << Toy1-
Dann wird

ﬂ|n~ll~f[(l—h)ﬂ(%—1 1)

r=1 r=0+1

und mit Riicksicht auf (5) folgt hieraus

HT——ll>hn (n—o)!;

n

I r — . >(};—Z>n,

woraus sich leicht

r=1
also , n log 7
n - 2er,
7 (Ae) | > <2er ) —¢
ergibt. Es ist daher
. 2er, <n 2”1;)

i) e g R
n\"%/ | ’

schlieBlich wegen (6) und (7)

. 42
7, (Ae) |7 < e
Andererseits hat man

®

oo Bt o )L )

r=n+1 ’ r=n+1

und da wegen (6)

(B <(x) <
+1

)t < JT (1418 5,

r=n+1

1st, so erhilt man

Nun ist fiir geniigend grofes n (also auch x):
1 &

7;<—2-; fir »>n,

10) Offenbar ist ¢ <7; im Falle o =7 ist das zweite Produkt =1 zu setzen.



104 0. Szész.

und sodann

ly (L) < H(1+15 4:1:) [[( - A"> —]smwl | < e,

r=n+1 r=n+1

Somit ist schlieBlich
(8) |G (L) < e®* fiir alle hinreichend groBen .

Nun folgt aus |G (2)| < e, da die Reihe (3) mindestens innerhalb der
Konvergenzhalbebene der Reihe (2) konvergiert 11); ferner erhdlt man aus
(8) und (4), daBl auch umgekehrt die Reihe (2) mindestens innerhalb der
Konvergenzhalbebene der Reihe (3) konvergiert. Es ist ndmlich, wenn die
Reihe (3) fiir 0 > 1 konvergiert und é >0 ist,

- ,@+28) S ~2,@+0) 1 —1,8
(9) ; u% eG(1,)e Gy
und es existiert eine Zahl M = M (6§) derart, daB
e, Q1) e P < M (r=1,2,8,...)
ist. Ferner ist wegen (8) und (4)
[ T A A —’wg 1
‘G'Mv)"e < e <;§

fiir alle hinreichend groen Werte von », woraus die Konvergenz der Reihe (9)
unmittelbar folgt.

§ 2.

Dirichletsche Reihen mit angebbaren Singularititen.

Ich beweise nun zunachst den

Satz I. Die Dirichletsche Reihe mit reellen Koeffizienten

)= ae™™, 4,20, 0<A <hy<ly<. ..,

logr
r=1

besitze eine endliche Konvergenzabszisse «. Die Koeffizientenfolge
@y, Ay, Ay, . .. besitze unendlich wviele Vorzeichenwechsel und zwar fiir
die Indizes ¢,, 9,95, ..., sodaf also
a,=20,..., 4,20, G144 <0,..., @150, a, <0, G144,>0,...
18t. Ferner sei

’ /qv .
(A7 Jim == e

11y Vgl. Cramér, a.a. 0. %), S. 3—4.
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und es existiere eine positive Zahl h derart, daf
(5") Aivg, — A, > h (r=1,2,38,...)

18t. Dann ist s= o eine singuldre Stelle der Funktion F (s).19)

Beim Beweise kann offenbar ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
=0 gesetzt werden. Ich bilde nun

@®

O =L [\~ )

ry=1

und kann hier den Hilfssatz 3 fiir
1
'r,,:g(j.qy+2.1+qv) (V:1, 2, 3,)

anwenden, denn die Bedingungen (A), (4) und (5) sind jetzt wegen (A'),
(10) und (5’) erfiillt. Somit besitzt die Dirichletsche Reihe

(11) : R(s):fava(z,,)e-“

gleichfalls die Konvergenzgerade o= 0. Ferner hat nach Hilfssatz 2 die
Funktion R (%) auf der Geraden o==0 keine anderen singuldren Stellen als
F (s). Da nun aber

A, < Ty < Aiyq, (r=1,2,3,...)
ist, so ist

G(4)=>0,..., G(ig)>0, G(isg)<0,..., G(lg) <0, G(lysg)>0,...,

daher hat die Dirichletsche Reihe (11) lauter positive (> 0) Koeffizienten.
Nach dem in der Einleitung zitierten Landauschen Satz ist somit s= O eine
singulédre Stelle fiir die Funktion R (s) und nach dem oben Gesagten auch fiir

F(s). Q.e.d.

Die Bedingung (5’) kann nicht fortgelassen werden, wie das Beispiel zeigt:

@

Fs) =) (e — om0y
r=1
F (s) ist nach Cramér (a.a.0.%), S.12) eine ganze transzendente Funktion,
wovon man sich leicht iiberzeugt. Doch kann an Stelle von (5') eine allgemei-
nere Bedingung eingefithrt werden. (Vgl. die Fulinote ?)).

@
%) Fiir Potenzreihen (also 4, =») und die engere Bedingung: 251— konver-

k4
giere, gab den entsprechenden Satz Herr Em. Beke (Vizsgilatok az aj;laiytikai fiigg-
vények elmélete korébol, Math. és Természettud. Ertesitd 34 (1916), S. 1—61; insbes.
S. 27—30). In der obigen Bezeichnung ist a;+q, der erste negative Koeffizient
ai+g4, der darauffolgende erste positive Koeffizient usw.
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Aus T folgt leicht der
Satz II. Die Dirichletsche Reihe

D (s) :Zm’cye_'l”’=§7(a, +b,4)e M’
r=1 r=1

besitze die Konvergenzabszisse «; dann hat mindestens eine der beiden
Dirichletschen Rethen

F,(s) = ae ™", F,(s)=be ™"

gleichfalls die Konvergenzabszisse o.. Geniigt diese Rethe den Bedingungen
des Satzes 1, so ist s= « eine singuldre Stelle der Funktion D (s).

Dies ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Hilfssatzes 1.
Aus IT ergibt sich nun leicht der

Satz III. Die Dirichletsche Rethe mit komplexen Koeffizienten

D(s)=Dlc,e™", A<l <lg<...,
wobes ; =
%-»oo, lim inf. (4, — 2,—,) >0

Y>>0

set, bestize die endliche Konvergenzabszisse «. Dann ist die Funktion
D (s8) tiber die Gerade o = « hinaus nicht fortsetzbar.

Ich brauche nur zu zeigen, daBl s= ¢+ t¢ (¢ reell) eine singulére Stelle der
Funktion D (s), d. h. s = « eine singulire Stelle der Funktion

D(s+t2) 2/ e M —ch ‘=2(a,f—}—b:i) et

ist. Diese Reihe hat gleichfalls die Konvergenzabszisse e, also auch mindestens

eine der Reihen
—2 r —i
2 ale” 2, 2 b,e ",

aber diese Reihen geniigen den Bedingungen des Satzes I; hieraus in Ver-
bindung mit IT folgt sofort der Satz III.

Fiir ganzzahlige 1, reduziert sich III auf einen bekannten Satz von Fabry
itber Potenzreihen3),

13) E. Fabry, a) Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son déve-
loppement en série et 'impossibilité du prolongement analytique dans des cas trés
généraux, Ann. de 'Ec. Normale (3) 18 (1896), S.367—399; insbes. S. 381—382; b) Sur
les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers, Acta mathematica 22
(1899), S.65—87; insbes. S. 86. — Vgl. ferner Faber, a.a. 0. %), Pringsheim, a.a. 0. 7,
insbes. § 5. — Fiir den Spezialfall 2,43 — 4, > 00 verweisen Carlson und Landau auf
die Diss. von Wennberg (Uppsala 1920), die mir nicht zugéinglich war.

Die aus I und II fiir iy =» resultierenden Sitze lassen sich auch aus den
Fabryschen Resultaten herleiten.
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§ 3.
Verallgemeinerung eines Fatouschen Satzes.

Der Satz III gibt Bedingungen, die sich nur auf die Exponentenfolge (4,)
beziehen, und die Nichtfortsetzbarkeit der Reihe Z¢,e” ** zur Folge haben.
Es ist von Interesse, diesem Satze einen andern an die Seite zu stellen, der kurz
besagt, daB unter allgemeinen Bedingungen die Reihe 3 ¢,e™** nur durch
geeignete Anderung der Vorzeichen der Koeffizienten in eine Dirichletsche Reihe
iibergeht, die ihre Konvergenzabszisse zur natiirlichen Grenze hat. Fiir Po-
tenzreihen lautet der Satz:

Die Potenzreihe j ¢, 2" besitze den Konvergenzradius eins; dann 148t

=0
sich eine unendliche Folge ¢, ¢,, ¢,, ..., wo die ¢, nur der beiden Werte 4 1
und — 1 fahig sind, derart bestimmen, daf die Reihe S & ¢,2* den Einheits-
kreis zur natiirlichen Grenze hat. =0

Diesen Satz hat schon Herr Fatou4) vermutet, aber nur unter der Be-
dingung:

¢, —0, Z lc,| divergiert,

mit Hilfe eines wichtigen, von ihm herriithrenden Satzes bewiesen. Ohne diese
Bedingung gelang der Beweis zuerst Herrn Pélya und dann noch einfacher
Hurwitz *%), durch Anwendung der vorhin berithrten Fabryschen Resultate.
Ich benutze den Hurwitzschen Gedankengang, um den allgemeineren Satz
zu beweisen:

Satz IV. Es ser

Ay .
(12) Ay <Ay <Ay<..., Togs — 0% s=o0-F+11
die Dirichletsche Rethe
(13) D(s)=c,e” ™
=1

besitze eine endliche Konvergenzabszisse «. Set ferner
(14) €15 Eqy &3, ..o (& =711),

etne unendliche Zahlenfolge, in der jedes Glied den Wert 1 oder — 1 hat;
dann hat auch die Dirichletsche Reihe

@®

(18") D.(s) = e,c,e” M’

r=1

14) P, Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta math. 30 (1906),
S. 335—400; insbes. S. 400.

1) A. Hurwitz und G. Pélya, Zwei Beweise eines von Herrn Fatou vermuteten
Satzes, Acta math. 40 (1915), S. 179183,
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die Konvergenzabszisse ¢, und die Funktion D, (s) ist bet geeigneter Wahl
der e, iiber die Gerade o= o hinaus nicht fortsetzbar.

Unter der Bedingung (12) hat bekanntlich6) die Reihe (13) keinen
Streifen bedingter Konvergenz, also besitzen die Reihen (13) und (13") die-
selbe Konvergenzabszisse (die zugleich Abszisse absoluter Konvergenz ist).
Ich gebe hier dafiir einen direkten Beweis, der zugleich eine einfache Be-
stimmung der Zahl « liefert; es gilt ndmlich der

Satz V. Die Konvergenzabszisse o der Dirichletschen Rethe

” — G s }i‘[
(13 ) .D(S)—TV:l G,,e Py 11<12<..., iog:‘}—"w
28t durch
« — Tim g ler!
y-> 0 i
bestimmd.

Sei némlich zunéchst ¢ endlich; dann ist fiir irgendein 6 >0 von einer
gewissen Stelle an
( 3
log |ev] d Iy let+s 4
S <o+ 5 oder |e¢,|<e k 2) und 1, > ~5—Iogv,
also

4)
Dlofeer < M2 35,
woraus die (absolute) Konvergenz der Reihe (13) fiir 6 >« folgt. Ferner ist
unendlich oft

log | ¢! P i, (=2
_99:1@” >a— 5 oder le,| > e ( z);
also
22
P
daher divergiert die Reihe (13) fiir o< «.
Ist aber «=— o0, so ist fiir irgendeine reelle Zahl 7 von einer gewissen

Stelle an
A r—0 7 ~2, T 28
le,| < e »=9 " also 2 le,le” ™" < 2 e "’

daher konvergiert die Reihe (13) (sogar absolut) fiir jedes s.

Ist schlieBlich ¢ =4 oo, so ist fiir irgendeine positive Zahl p unend-
lich oft

; (p 8) 2 5
(= 5 . — i (p—b =
le,| > eV 2/, also e, |e” PV > o2

>1,

und die Reihe (13) fiir jedes s divergent.

18) Vgl. z. B. E. Landau, a.a.0. ?), Handbuch usw., S. 759.
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Der Satz V ist offenbar eine unmittelbare Verallgemeinerung des Cauchy-
Hadamardschen Satzes zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenz-
reihe.

Zum Beweise des Satzes IV bilde ich zunichst die Reihe

(15) D, (s) :ﬁ C, €

-8 ]"‘»
in der Weise, daf3 die Koeffizienten ¢, simtlich von Null verschieden sind und
der Bedingung

log |¢c, |

lim — -

¥ > 0 Xy

-=a
geniigen, so dafl nach V die Reihe (155 die Konvergenzabszisse « hat; zugleich
kann ich die Folge »,, x,, ... so bestimmen, daf

A
(16) lim —" =00, lm (4, —4,_,)>0

?—»®© 4 ¥ ->» o

ist; nach Satz III ist dann 6 = « natiirliche Grenze der Funktion D, (s). Nun

fasse ich die in (15) nicht vorkommenden Glieder der Reihe (13) zu einer
Dirichletschen Reihe P (s) zusammen, so daf fiir ¢ >«

D(s) = P(s)+ Du(s)
ist. Nun zerlege ich D, (s) in eine Summe unendlicher Reihen D, (s) :_X? Q.(s),
ry=1

so daB jedes Glied c,, ¢ in einer und nur einer der Reihen @ (s) auftritt.
Offenbar hat jedes @ (s) die Konvergenzabszisse «, und die Gerade 6 = « zur
natiirlichen Grenze. Endlich bilde ich die Reihen

D, . (s)= P<s>+§& Q. (s),

wobei jedes ¢, einen der Werte 41 oder — 1 erhalten darf. Offenbar unter-
scheidet sich diese Reihe von D (s) nur darin, da hier gewisse Glieder mit — 1
multipliziert sind.

Nun beweise ich, dall unter den Reihen D, . (8) nur abzihlbar viele iiber
die Gterade o= « hinaus fortsetzbar sind, woraus dann folgt, dafl die iibrigen
nicht abzéhlbar vielen Reihen D, .(s) die Gerade o= « zur natiirlichen
Grenze haben. Hat ndmlich die Reihe D, , (s) regulidre Punkte auf der Geraden
o=«, so sel I, das System der regulidren Intervalle auf dieser Geraden; das
entsprechende System fiir eine zweite Reihe D, . (s) sei I,,. Diese beiden
Systeme konnen nicht iibereinandergreifen, denn dann hitte auch die Reihe

o

Dy, (8) — Dy wr(8) =D (e — &) Q. (5)

y=1
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regulidre Punkte auf der Geraden o = «, was zu Satz II1 in Widerspruch steht.
Es gibt aber nur abzéhlbar viele Systeme von Intervallen ohne gemeinsame
Stiicke auf einer Geraden, womit unser Satz bewesen ist.

Es ist fraglich, ob der Satz allgemein auch fiir Exponentenfolgen gilt, die
der Bedingung

. Ay
Im —— < o0
foyrgs log v

geniigen. Die obige Uberlegung ist z. B. auf die Reihe
1

»=2 ”—(108")8 ’

also 1, =1log (logv),

nicht ohne weiteres anwendbar, denn fiir eine Teilfolge 4. , die der Bedingung

(16) geniigt, wird die zugehorige Teilreihe 1l i der ganzen

. #v (logay)®
Ebene konvergieren.

(Eingegangen am 13.9. 1921.)



Uber einen Liickensatz fiir Dirichletsche Reihen.

Von
Ludwig Neder in Géttingen.

Es sei im folgenden: 1, stets wachsend und 17: — o0, ferner 0 die

Konvergenzabszisse der Dirichletschen Reihe

(1) Dla, e (s=0+1t)
n=1

und f(8) ihre Summe fiir o > 0.
Dann hat bekanntlich Herr Fabry') den Satz bewiesen:

Ist 2, ganz und =0, die Reihe (1) also eine gewdhnliche Potenz-
rethe, so st f(s) micht fortsetzbar tiber die Konvergenzgerade o = 0.

Es erhebt sich die Frage, unter welcher Voraussetzung iiber die 1,
man bei Verzicht auf deren Ganzzahligkeit jene Behauptung aufrechthalten
oder wenigstens die Existenz einer anderen Geraden ¢ = ¢,(< 0) garan-
tieren koénne, iiber welche f(s) nicht fortsetzbar ist. In dieser Richtung
haben die Herren Carlson und Landau?) kiirzlich nachstehendes Ergebnis
erhalten :

2
Es werde w, = Min— gesetzt; wenn es dann ein k> 0 gibt, sodaf

v gn 4
fiir jedes 6 > 0 die Beziehung besteht
(2) Tnir — I > e~ fir 0 > my(0),
so kann f(s) auf keinem Wege tiber die Gerade o= —k fortgesetzt

werden.

1} Wegen Literaturangaben sei auf die nachstehend zitierte Arbeit verwiesen.

2) Neuer Beweis und Verallgemeinerungen des Fabryschen Liickensatzes [Nach-
richten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, math.-phys. Klasse,
1921, S. 184].
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Zu diesem Resultat wird nachfolgend eine Erginzung gegeben, welche
besagt, daf der vorstehende Satz in seiner Art der bestmogliche ist; und
zwar zeigen wir zweierlei:

A. Unter der Voraussetzung (2) ldft sich bei k> 0 mnicht mehr
schiieflen, als genannter Satz behauptet; vielmehr kann f(s) dber die
ganze Halbebene o > — k als eindeutige Funktion fortsetzbar sein.

B. Wird (2) ersetzt durch die Voraussetzung
(3) Inpr — dy > €70 o 0 < ky— oo,
so lafst sich diber die Extistenz singuldrer Punkte nichts mehr behaupten;
vielmehr kann f(s) eine ganze Funktion sein.

Wir wollen also zeigen: Es gibt einen 1-Typus der Art, da (2)

(mit &> 0) bzw. (3) gilt, und von diesem Typus eine Dirichletsche
Reihe (1), deren Summe f(s) in dem bzw. angegebenen Gebiete regular ist.

Wir beginnen mit einer Hilfsbetrachtung, der oberen Abschitzung von

Q(S)zil’(__ 1)# <J:f> e—,use“QM,

. wu=0
wobel

M=2"(m=1,2,3,...) und ¢>0.
Nach bekannten Formeln ist,
F (z) — el—se7¥)x

gesetzt,

1 1 1

Q(s)=dYF(0)=[da, [dw,... [doy F™ (2, + 2+ ...+ 2y).

0 0 0

Da nun

F(M)(x) — (__ Se—qM)M e(._,ge_QM) .

und 0 <, + &, + ... +ay < M ist, so ergibt sich fiir » > 0 im Kreise

[s|<r

@ 1@ IS0 Y Oaxer fix [2 <remt¥ L < rlg)
g(,-e—qM)M.er/q,

was die gewiinschte Abschétzung vorstellt.

Unsere Beispiele lauten nunmehr bzw.

2 S{erame Sty (e,

m=1 u=0
® . M =
©) S et S ay () e,
m=1 1=0
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‘wobei M die bisherige Bedeutung hat, und & > 0, sowie

qmz}—-MinkM, also 0<g,—o0
,uZm
ist.
Jede dieser Reihen ist nach Auflésung der Klammern formal eine
Dirichletsche Reihe (1). Denn es ist der letzte Exponent der m-ten
Klammer

(7) < 4™ L M —4™ 1 2™ also kleiner als 4™

d. h. als der erste Exponent der nichsten Klammer.

In der m-ten Klammer ist bei jedem &> 0 fiir alle groBen m der
Gliedindex

n<(2 L) (2 )b (2" ) < M1+,
in beiden Reihen also

. 4’”2* _ M oo
W T M1t 14e

und daher auch
Ferner sind beide Reihen divergent fiir o < 0, konvergent fiir 6 > 0.
Denn im ersten Falle ist jedes Glied absolut genommen > 1, wéahrend
im zweiten Falle die Summe der Betrige aller Glieder in der m-ten

Klammer

< e"4mz"2M§ e~ 4m2°+2mz, also zuletzt < e~ ™
ist.
Weiter geniigt Reihe (5) der Bedingung (2) und Reihe (6) der Be-
dingung (3). Denn es ist fiir jedes 1, aus der m-ten Klammer (auch
das letzte wegen (7))

- —ap M
Init — A= bzw, > e M|

also nach (8) bei passendem ¢ fiir alle groBen n: Bei der Reihe (5)

;»n+1 _ ;»n - e-—k(l+s)cun — e—(k+5)wn

gemiB (2), und bei der Reihe (6)

-2 -2 —k
ln+1_ln>e qmwn—z_e qnwnge 2 %n

gemilB (3).
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Endlich sind die Summen unserer Reihen regulir fiir 6 > — k& bzw.
fiir alle s. Denn es ist fiir # > 0 und |s| <r nach (4) der Betrag der
m-ten Klammer

<ot op2™ k4™ ik _ 0 (e"4m2(0+70—}'))
bei jedem y > 0, bzw.
é e4m2 ¥ 7-2”"2 e__qm4m2 e,r/ql —0 (6_4m2 (q,,.—r~— 1)) .

Es ist also Reihe (5) gleichméBig konvergent in jedem endlichen Teil
jeder Halbebene 6 > — k4 2y (y > 0), und Reihe (6) in jedem Kreise
lsl<r. W.z b w

Gottingen, den 21. 8. 1921.

(Eingegangen am 26. 8. 1921.)



Uber eine quasi-periodische Eigenschaft Dirichletscher
Reihen mit Anwendung auf die Dirichletschen
L-Funktionen.

Von
Harald Bohr in Kopenhagen.

Einleitung.
Es sei
a

(1) f(s)=f(o+it)=§’n’:

eine Dirichletsche Reihe mit der Konvergenzabszisse 1, die also fiir ¢ > 4
konvergiert, fiir o << A divergiert. Ferner bezeichne A (> 1) die ,gleich-
miBige Konvergenzabszisse der Reihe (1), d. h. die untere Grenze aller
derjenigen Zahlen o,, fiir welche (1) in der ganzen Halbebene ¢ > o,
(und nicht nur in jedem beschrinkten Teil dieser Halbebene) gleichméBig
konvergiert. Die Lage dieser letzteren Abszisse A 148t sich bekanntlich?),
im Gegensatz zu der Lage der Konvergenzabszisse 1, in der einfachsten
Weise aus den analytischen Eigenschaften' der durch die Reihe dargestellten
Funktion f(s) bestimmen, némlich durch die Gleichung 4 = I', wo I" die
untere Grenze aller Abszissen o, bedeutet, fiir welche f(s) in der Halb-
ebene ¢ > ¢, regulir und beschrinkt bleibt.

In einigen fritheren Arbeiten hat der Verfasser auf die wesentliche
Rolle hingewiesen, die die Theorie der Diophantischen Approximationen —
und vor allem ein beriihmter Kroneckerscher Approximationssatz in einer
von Weyl?) gegebenen Verschirfung — beim Studium der Dirichletschen
Reihen spielt. In der vorliegenden kleinen Abhandlung soll ein neuer
Beitrag zu diesen Untersuchungen gegeben werden. Mit Hilfe der er-

1) H. Bohr, Uber die gleichméBige Konvergenz Dirichletscher Reihen, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 143, S. 203 —211.
2) H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Mathematische
Annalen 77, 8.313—352.
8%
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wihnten Approximationstheorie werde ich némlich zunéchst in § 1 zeigen,
daB eine beliebige Dirichletsche Reihe (1) einen quasi-periodischen Charakter
in ihrer gleichméfBigen Konvergenzhalbebene o > A besitzt, worauf ich in
§ 2 den wesentlich tieferliegenden Satz beweisen werde, daB diese quasi-
periodische Eigenschaft fiir eine ausgedehnte spezielle Klasse von Dirichlet-
schen Reihen auch noch in einem iiber die gleichmiBige Konvergenz-
halbebene hinausreichenden Teil der Konvergenzhalbebene o > 4 bestehen
bleibt. SchlieBlich werde ich dann in § 3 eine Anwendung auf die (Nicht-
Hauptcharakteren entsprechenden) Dirichletschen L-Funktionen angeben.

§ 1.

Wir betrachten zunédchst das Verhalten der Reihe (1) in der gleich-
mafigen Konvergenzhalbebene o > A. Hier kann man sehr leicht be-
weisen, daB die durch die Reihe dargestellte Funktion f(s) eine quasi-
periodische ist, d.s. h. daB sie die durch den folgenden Satz ausgedriickte
Eigenschaft besitzt:

Satz 1. Es sei w ein beliebiges endliches Gebiet, das nebst seiner
Begrenzung tm Innern der Halbebene o> A gelegen ist, und es sei
e >0 beliebig gegeben. Dann gibt es eine (von w und ¢ abhdngige)
Folge von Werten

(2) N A S AR G A A

mit

(3) liminf(z, ,—7,)>0 wund limsupi—'?<oo,
m->+ o m>+o ™

derart, daf} bei jedem m = *1, £2, £3,... die Ungleichung
[f(s+17,) —f(s)]| <&
fir alle s tm Gebiele w besteht.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur die Reihe (1) in zwei
Teile zu zerlegen:

2 2 +2 8) -+ Ry (s)

N+1 7

und den Anfang Ay (s) und den Rest Ry (s) fiir sich zu betrachten. Da
das Gebiet w im Innern der gleichméBigen Konvergenzhalbebene ¢ > A
gelegen ist, konnen wir ein festes N so gro wiahlen, daB bei jedem
reellen 7 die Ungleichung

|By(s+417)| <
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im Gebiete w besteht; es gilt dann (bei jedem 7) im Gebiete w die Un-
gleichung

(4) s+ i7) — £(s)] <! Aw(s+i7) — Ay (s)| + 5.

Nachdem N festgelegt ist, betrachten wir den Anfang Ay(s) und be-

merken, daBl, damit die Ungleichung
N

(5) |Ay(s+1i7)— Ay (s :;Z (e~ ”‘03"—1)\

w}m

(fiir ein festes 7) im Gebiete w bestehen soll, es aus Stetigkeitsgriinden
offenbar geniigt, dal die N Amplituden

—7logn (n=1,2,...,N)

auf der Kreisperipherie, d. h. modulo 2 7z betrachtet, alle nur ,,sehr* wenig
von 0 abweichen. Nach der Lehre von den Diophantischen Approximationen
1aBt sich aber bekanntlich eine Folge (2) von z-Werten mit den Eigen-
schaften (3) so wahlen, daB fiir jedes Element 7, dieser Folge der durch
die Koordinaten

2'1#{‘— 7, logl, — 7, log2,..., —7,logN}

bestimmte Punkt im N -dimensionalen Raume ,beliebig® wenig von einem
Punkt (g,, g,,..., gy) dieses Raumes mit lauter ganzzahligen Koordinaten
abweicht. Hiermit ist der Satz 1 bewiesen, denn aus den Ungleichungen
(4) und (5) folgt ja die Ungleichung

If(S—iHir)-—f(s)‘/\%_f_z;:a.

§ 2.

Von der Betrachtung der gleichmiBigen Konvergenzhalbebene o > A
wenden wir uns nun zur Betrachtung der Konvergenzhalbebene o > 1 und
fragen, ob die durch die Reihe dargestellte Funktion f(s) auch in dieser
Halbebene, oder wenigstens in irgendeiner Halbebene ¢ > o, mit o, < 4,
quasi- periodisch ist. Es ist hier zundchst klar, dafl die in § 1 benutzte
einfache Beweismethode versagt, weil ja die Reihe bei keinem ¢, << A in
der ganzen Halbebene ¢ > o, gleichmiBig konvergiert, und wir daher nicht,
wie in § 1, einen belanglosen Rest Ry (s) abschneiden konnen. Es ist aber
nicht nur die Beweismethode, sondern auch der Satz selbst, welcher seine
allgemeine Giiltigkeit verliert, wenn wir die gleichméaBige Konvergenzgerade
o= A {iberschreiten. Um dieses einzusehen, brauchen wir nar die Zeta-
reihe mit abwechselndem Vorzeichen

j (_1 )n+1
n=1 n’
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zu betrachten, die die Konvergenzabszisse 1= 0 und die gleichmiBige
Konvergenzabszisse A4 —1 besitzt. Es laBt sich nidmlich leicht zeigen,
daBl die durch diese Reihe dargestellte (ganze transzendente) Funktion
F(s)=((s)(1—2"") fiir kein o,<1 in der Halbebene o > g, quasi-
periodisch ist. Wir betrachten hierzu die auf der Geraden o — 1 gelegenen
Nullstellen der Funktion F (s), welche eine dquidistante Punktfolge
2xmiq

8421—{—@ (q=:t1,i2,...)
bilden, wo aber ein Punkt der Folge (namlich der ¢ = ) entsprechende
Punkt s =1, wo {(s) einen Pol besitzt) ausgefallen ist. Aus dieser Lage

der Nullstellen folgt némlich sofort, daB zu einem beliebigen Gebiete w,
das die Strecke

S: {a:l, _Eﬁiétéﬁf’i}

im Innern enthdlt, sogar keine einzige Zahl z >2T” existiert, fiir die

0g 2
die Funktion G(8)==F(s-+4v) im Gebiete w, also speziell auf der
Strecke §, von der Funktion F(s) selbst um weniger als & abweicht,

wenn nur ¢ kleiner als das Minimum ¢, von | F (8)| auf der (nullpunkt-
freien) Strecke § gewahlt wird; in der Tat, es hat ja bei jedem 7 > QAFJ:'g"é
die Funktion F (s ¢7) mindestens eine Nullstelle auf der Strecke S.

Es 148t sich aber zeigen, daf} die besprochene quasi- periodische Eigen-
schaft doch fiir gewisse allgemeine Klassen Dirichletscher Reihen in einer
iiber die gleichméBige Konvergenzhalbebene hinausreichenden Halbebene
6> g, besteht. Wir wollen uns hier auf eine besonders einfache solche
Klagse Dirichletscher Reihen beschrianken, nimlich auf die Reihen der Form

(8) )= 2" = Yaye-oer,

wo p nur die Primzahlen 2,3, 5, 7, ... durchlauft. Wie frither vom Ver-
fasser gezeigt?®), zeichnen die Reihen (6) sich iiberhaupt in mehreren Be-
ziehungen — z. B. dadurch, daBl sie in ihren gleichm#Bigen Konvergenz-
halbebenen iiberall absolut konvergieren — unter den allgemeinen Dirichlet-
schen Reihen (1) aus, was damit zusammenhingt, daB die Logarithmen
der Primzahlen 2, 3,5, ..., im Gegensatz zu den Logarithmen der natiir-
lichen Zahlen 1,2, 3,..., im rationalen Korper linear unabhdngig sind.
Fiir eine solche Reihe (6) werden wir den folgenden Satz beweisen:

3) H. Bohr, Lésung des absoluten Konvergenzproblems einer allgemeinen Klasse
Dirichletscher Reihen, Acta mathematica 36, S.197—240.
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Satz 2. Es st die durch die Reihe dargestellte Funktion f(s) in
der Halbebene o > 3 (A + 1) quasi-periodisch.

Beweis. Wenn eine auf der Ordinatenachse — oo <t < oo liegende
Punktmenge E die Eigenschaft besitzt, daf bei hinreichend groBem 7' > 0
jede der beiden auf den Strecken 0 < ¢ <7 und — T < ¢ <0 liegenden
Teilmengen der Punktmenge E eine Anzahl von Intervallen enthélt, deren
Gesamtlinge groBer als W-T ist, wo W eine positive Konstante bedeutet,
wollen wir der Kiirze halber den Ausdruck brauchen, daf} die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB eine sich auf der Ordinatenachse — co <t <
bewegende Variable v der Punktmenge K angehort, groBer als W ist.
Man sieht sofort, daf man aus einer Punktmenge E, fiir die eine solche
positive Zahl (Wahrscheinlichkeit) W existiert, gewi eine Folge (2) von
Werten ¢, mit den Eigenschaften (3) herausgreifen kann, und es ist daher
der Satz 2 bewiesen, wenn es gelingt zu zeigen, daBl es zu einem beliebig
gegebenen Gebiet w der Halbebene 6 > (A -+ 1) und einem beliebig ge-
gebenen ¢ > 0 eine positive Zahl W derart existiert, dall die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die reelle Variable z der Ungleichung

(7) [f(s +iz) —1(s)| <e
geniigt, grofer als W ist. Hierbei ist die Ungleichung (7), wie alle folgen-
den, so zu verstehen, daB sie fiir alle s im Gebiete w gelten soll.
Wir teilen hier die Reihe Zﬁ”— in drei Teile, einen Anfang, eine
ps

Mitte und einen Rest, also

Py Pq I

f(8) =2+ + = Ax(s)+ My o(s) + Ro(s).

1 Pyi1 Pota

Bei einer ndheren Untersuchung jedes dieser drei Teile findet man nun
durch Uberlegungen, die so groe Ahnlichkeit mit einigen in einer fritheren
Abhandlung*) angestellten aufweisen, dal es nicht nétig sein wird, hier in
Einzelheiten einzugehen, die folgende Resultate:

1. Was zuniichst den Rest Ry anbelangt, 1iBt sich (fiir jedes hin-

reichend groBle @) eine positive Zahl wg so bestimmen, daf die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dal die reelle Variable ¢ die Ungleichung

(8) |Ro(s +i7)| < ¢
befriedrigt, groBer als wgq ist, und fiir Q —oco wird wg—1. Dies Resultat
iiber den Rest Ry wird — im Gegensatze zu den beiden folgenden iiber

4) H. Bohr, Zur Theorie der Riemann’schen Zetafunktion im kritischen Streifen,
Acta mathematica 40, S. 67—100.
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den Anfang Ay und die Mitte My o — durch rein funktionentheoretische
Uberlegungen, d. h. ohne Gebrauch der Theorie der Diophantischen Approxi-
mationen, abgeleitet, und es wird dabei in wesentlicher Weise die Voraus-
setzung benutzt, daB das betrachtete Gebiet « ganz der Halbebene
6 > 1(A+ 1) angehért, also nicht iiber die Gerade o = (A + 1) hinaus-
reicht.

2. Fiir den Anfang Ay gibt es eine positive Zahl uy, so dafl die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB ¢ der Bedingung

(9) | Ay (s+i7)— Ay(s)| <5

geniigt, grofer als uy ist. Diese Zahl uy kann aber bei kleinem ¢ und
groem N sehr klein ausfallen.

3. Fiir die Mitte My o gibt es eine positive Zahl vy o, so dal die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl = der Ungleichung

(10) My,q(s+iv)| < 3

geniigt, groBer als vy g ist. Hier strebt vy ¢ gegen 1 fiir N —o0, d. h. es
ist vy g >1—40, wenn nur @ > N > N,= N, (6) ist. Ferner 1iBt sich
zeigen — und dies ist gewissermafen der springende Punkt der Unter-
suchung, wo der spezielle Charakter der betrachteten Dirichletschen Reihe (6}
sich geltend macht —, da die in 2. und 3. besprochenen Wahrscheinlich-
keiten wuy und vy o voneinander unabhdngig sind in dem Sinne, daB
die Wahrscheinlichkeit™ fiir das gleichzestige Erfiilltsein der beiden Un-
gleichungen (9) und (10) groBer ist als das Produkt uy - vy, q.

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich nunmehr der Beweis des Satzes 2
in wenigen Worten fithren. Wir gehen von der Ungleichung

(11) [f(s+i7) —f(s)]
S|Ay(s+idv) — Ay(s)|+ | By (8)| + My,q(s+ i7)| + [Bq (s+ 47)]
aus. Da die Reihe (6) in dem beschrinkten Gebiete o gleichmiBig kon-

vergiert, und da die Zahl vy ¢— 1 fiir N -—oc, kénnen wir zunéchst ein
festes N so groB wéhlen, daB

(12) Ry(s)| <4
und
owe> g (fiir alle @ > N)

ist. Nachdem N festgelegt ist, kénnen wir danach, wegen wg— 1 fiir
@ — oo, die Zahl @ > N so groB wihlen, daB die Ungleichung

- 1
szl—'-g—uN
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erfilllt ist. Fiir diese beiden Zahlen N und @ gibt es dann eine positive
Zahl W, so daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Variable v gleich-
zeitig den dres Ungleichungen (8), (9), (10) geniigt, groBer als W ist;
in der Tat, es hat ja offenbar die Zahl

1 1
W:{MNUN,Q-i—WQ} —1 >§’U/N+ <1 _§uN> —1>0

diese Eigenschaft. Hiermit ist der Satz 2 bewiesen, denn aus (11) folgt
ja sofort, unter Beriicksichtigung von (12), daB jede Zahl z, die die drei
Ungleichungen (8), (9), (10) befriedigt, auch die Ungleichung

F(s+iv)— f(s)] <o
erfiillt.

§ 3.
Wie in § 2 erwihnt, gibt es auch andere Dirichletsche Reihen als die
dort betrachteten vom Typus Z%‘;, fur welche die durch die Reihe

dargestellte Funktion iiber die gleichmafiige Konvergenzgerade hinaus
quasi-periodisch bleibt. So 148t sich z. B., durch ganze &hnliche Uber-
legungen wie die in § 2 angestellten, beweisen, daf3 eine Dirichletsche Reikhe,
die eine Produkidarstellung der Form

®©

f(s):Z‘aﬁ‘:]]-_ lb

8
n=1 " P 1——%

4
besitzt, wo p die Primzahlen dwrchlduft, in der Halbebene o > % (A + 1)
quast-periodisch ist, wenn nur die Produkidarstellung in dieser Halbebene
0> 1(A + 1) konvergiert. Zu diesem Typus Dirichletscher Reihen gehort
jede der in der Einleitung erwdhnten Dirichletschen L-Funktionen,

L(s)= 153;{:]] !

1 (@)’
p‘
wenn angenommen wird, dafS die — der Riemannschen Vermutung
iiber die Nullstellen der Zetafunktion ganz entsprechende — Vermutung

richtig ist, daff L(s)==0 ist fir o>3; es ist namlich unter dieser
Annahme die fiir L(s) angegebene Produktdarstellung konvergent fiir
0> (A4 1) —3(1F0) ~ .

Der somit bewiesene Satz, daf} die Funktion L(s) fir ¢ > % quasi-
periodisch ist, wenn L(s)==0 fiir o >3, 1aBt sich aber wmkehren, d. h.
wenn L(s) nicht in der ganzen Halbebene ¢ > 1 von 0 verschieden ist,
dann ist L(s) gewil auch micht quasi-periodisch fiir 0 > 1. Denn nach
einem Satz von Landau und mir ist bei jedem & > 0 die Anzahl N (T')
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der Nullstellen von L(s) im Gebiete 6 > 5 + 6, —T' <<t << T, gleich o (T)?),
d. h. es strebt N(T'): T fiir T — oo gegen 0, und dies vertrégt sich offenbar
nur dann mit einem quasi-periodischen Charakter der Funktion L (s) fiir
6 >3, wenn es iiberhaupt gar keine Nullstellen von L(s) in der Halb-
ebene ¢ >1 gibt, also wenn N(7T')=0 ist fiir alle 7 (und jedes J),
denn schon eine einzige Nullstelle in der Halbebene o > 1 wiirde ja,
wenn L(s) quasi-periodisch wire, zu ,,mehr als o(7') Nullstellen Anla8
geben.

Hiermit ist also bewiesen: Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafir, dafl eine (eitnem Nicht-Hauptcharakter entsprechende)
Dirichletsche L-Funktion fiir 6 > % von 0 verschieden ist, besteht darin,
daf L(s) fir o> % quasi-periodisch ist.

5% H. Bohr und E. Landau, Sur les zéros de la fonction {(s) de Riemann. Comp-
tes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences, Paris 22 déc. 1913.

(Eingegangen am 1. 7. 1921.)



Neuer Beweis fiir die Funktionalgleichung der
Dedekindschen Zetafunktion.

Von
Carl Siegel in Gottingen.

Fiir die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung seiner Zetafunktion
hat Riemann zwei Beweise gegeben. Der eine benutzt den Integralsatz von
Cauchy, der andere eine Formel aus der Theorie der Thetafunktionen. In seiner
Arbeit ,,Uber die Zetafunktion beliebiger algebraischer Zahlkérper” (Nach-
richten von der Koéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1917, 8. 77—89) ist es Hecke
gelungen, den zweiten Riemannschen Ansatz auf den Beweis der Fortsetzbar-
keit und der Funktionalgleichung der Dedekindschen Zetafunktion zu iiber-
tragen. Ich werde im folgenden zeigen, daB auch die Idee des ersten Beweises
von Riemann sich sinngemiB bei der Untersuchung der {-Funktion eines
Zahlkorpers verwenden laft. Dies gilt fiir die allgemeinsten Heckeschen ¢-
Funktionen mit Charakteren; ich beschranke mich aber der Einfachheit halber
auf die gewohnliche Dedekindsche £ - Funktion eines fotal reellen algebraischen
Zahlkorpers K .

In § 1 stelle ich eine Funktion von 2n+ 1 Verdnderlichen?) auf, welche
fiir die Theorie des Korpers K noch groBere Bedeutung zu haben scheint als
die gewohnlichen Zetafunktionen; insbesondere spielt sie bei Problemen der
additiven Theorie der Zahlkérper eine fundamentale Rolle2). Zur Untersuchung
dieser Funktion wurde ich angeregt durch eine Mitteilung von Herrn
F. Bernstein aus dem Sommer 1920; Herr Bernstein zeigte mir damals eine
Formel, aus der sich ihre wichtigste Eigenschaft fiir spezielle Werte der
Variablen ableiten 1a8t.

§ 2 enthilt den Beweis der Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der
Dedekindschen ¢-Funktion.

1) n bedeutet wie iiblich den Grad des Korpers.
2) Vgl. meine demniéchst in den Mathematischen Annalen erscheinende Arbeit
,,Additive Theorie der Zahlkérper I“. Dort wird nur der Fall » =2 behandelt.
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§ 1.
Es sei d > 0 die Grundzahl von K; a sei ein Ideal aus K; oy, ..., «,
dessen Basis; w, ..., w™ seien n positive Variable; x,,..., x, seien n

reelle Variable; s sei eine reelle Zahl >1. Ich setze

o 4. e, =&
Ist B irgendeine Zahl aus K, so heilt 4 & total positiv (in Zeichen > 0),
wenn die 7 Zahlen g™ 4- £™ — g™ | g, am4- .. Fx e (m=1,...,n)

positiv sind. Ich untersuche die Funktlon

(1> F(x’l, .'.’x‘n) :ZN(IU'+§)a_1e—2ns“ﬂ+5)W);

a [,uv> —&
hierin bedeutet das Zeichen a|u> — &, dal u alle diejenigen Zahlen des
Ideals a durchlduft, fiir welche (bei festen Xy,..., x,) die Zahl u+ £>0

ist; N (u+ &) ist eine Abkiirzung fiir H (e 4 ™Y 8 (14 &) w) be-

m=1

deutet die Summe Z(/A‘"‘ + ™), Die Funktion F hat in z,, ..., z

m=1

je die Periode 1. Das allgemeine Glied der Summe besitzt fiir s >n+ 1
stetige partielle Ableitungen nach z,, ..., , bis zur n-ten Ordnung; ferner
ist diese Summe sowie die Summe der Ableitungen gleichmaBig konvergent?).
Die Funktion F ist also fiir s >n+ 1 in eine Fouriersche Reihe

n

) z et + 1 2,)
(2) F(xl,__.’xn): Z Bll il 2y 72 %n
Iy
entwickelbar, und es ist

1 1
By .= Z f...fN(,u—FE)S:Tle" (S((LH'E)W}HZ lm’"‘)dxl...dxn.
afu>=E¢ 0

Es sei (AY) die zu (e®)(k=1,...,n; I=1, ..., n) reziproke Matrix;
dann ist

@, —25”" AP — S (EA,).

Bedeutet d das Grundideal vom K, so ist nach Dedekind (A,,..., A,) eine
Basis des Ideals al—b Jede Zahl des Ideals —;— hat eine ganze rationale Spur,
also ist

m=1

. n ol i R
o2 s Inm_ e—-anS(EmzzllmAm): T ETES (D 3 A, }

3) Vgl. den Beweis in § 2 meiner unter ?) zitierten Arbeit.
g §
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Setzt man noch

2 m 'Bll-"l,,: 'B}.’

e,=1 fir &>0, = 0 sonst,

) £
80 18t
+ o +®
B,— f i, feENf'_1 e TETSBWTI) o L du,.
Als neue Integrationsveranderliche fithre ich die Grofen & (1), ey g™
ein. Es ist
d(E(l) . 5(”)) S —
d‘(xl,.._,xn) =% | = + NaVd,

und daher
B, =+~ ‘/d Hf5 m) 871 g = 20 (451 O ) g g om
a

l‘ln
) S L B—
Nayd(2a)" J] (w™ a0y

m=1

Aus (1), (2), (3) folgt die Gleichung

" 278 8(EA)
4 N & 5—1 e—2ns((/t+§)w)= F_ (s)
( ) alﬂg—‘é et ) Nayd(27)"* 21\7('&0—1—@1)’

A
ab |

wo Z alle Zahlen des Ideals B% durchlauft. Unter (w-- %4)° ist der Haupt-
wert zu verstehen.

Bei der Ableitung dieser Formel wurde s >+ 1 vorausgesetzt. Ihre
beiden Seiten sind aber bei festen z;,...,z,, w®,..., w®™ gleichmaBig
konvergent fiir alle s aus irgendeinem abgeschlossenen endlichen Gebiet der
Halbebene Rs >1, also dort analytische Funktionen von s.  Die Formel
(4) gilt also fiir jedes s >1. Sie wird im folgenden benutzt fiir s= 2,
rH=...=z,=0:

5 N e—2nS(,uw):_f _1 1 .
®) amZ'>o g Nﬂ\/d(%)2"12/7N(w+il)‘
Es\l
§ 2.

Der bequemeren Darstellung halber nehme ich an, daBl der engere und
weitere Aquivalenzbegriff sich in K decken, daB es also zu jeder Kombination
¥4, ..., v, von n Zahlen * 1 eine Einheit¢ mit signe™ =w, (m=1,...,n)
gibt. Es sei ® eine Idealklasse, a ein festes Ideal aus der zu & inversen Klasse.
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Dann ist fiir s >1
1
NQ“SC(S; @) ::12(:‘1\’{“;,
aj(a
wo o ein vollstindiges System nicht assoziierter total positiver Zahlen des
Ideals a durchliuft. Benutze ich die Formel

®©

E%Q:fx“e‘“dx (t>0, a>0)
a
0
firt=s+1,a=2na% (I=1,...,n), so wird
Na~*P"(s+1)

@(8):—(2—)7‘(8_‘_1 5(8,@)

-2 al)
(6) “—ZJ‘ fxs ngue ? lll xdx1“‘dxn'

al@g
Es sei ¢,...,¢,_, ein System total positiver Grundeinheiten und R deren
Regulator. Ich mache die Substitution
Y1 Yn—1
7) =l .0 " (I=1,...,n)

mit der Jacobischen Determinante - nRJr'—'—'—?—"' das ergibt

+% +’§m 5
D(s) = an f g+ -1N ¢ '2”3( /) )d.% dy,_,dz,
“'“>° -3 40

wo « alle total positiven Zahlen des Ideals a durchlauft.
Ich setze nun
D (8)=D:(8)+ P, (3);
hierbei sollen @, und @, aus @ hervorgehen, indem das Intervall O bis co der
Integrationsvariablen z in die Teile O bis 1 und 1 bis co zerlegt wird. Bei @,
darf Summation iiber & mit Integration vertauscht werden, da der Integrand
> 0ist. Auf die unter dem Integralzeichen stehende unendliche Reihe wende

n—1
ich dann die Formel (5) an mit w® = zﬂel“”y" (I=1,...,n); es folgt
k=1
+3  +41

dy,...d d
(S)Z’an ffz"(wn -1 1 MZ yln—1 Yp—102 ,
Nayd (2x) __s N(z ﬂs”k+zl)

wo 4 alle Zahlen des Ideals durchlauft oder

dy,...dy,_, dz

(8) D, (8) = ,A,_.:I,,E,,‘_,,,”A - +n r gn(e+1) — ____n_
Navyd (2x)? 8- 1 If abl"*o N(z]Ils”k+M)
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Hierin ist das Integral iiber die Reihe mit absolut genommenen Gliedern
konvergent, wie leicht zu sehen ist; man darf also Integration mit Summation
vertauschen. Ferner ist die Reihe der Integrale gleichméBig in s konvergent.
fiir Rs >—1+4 6 (6 >0) und jedes Integral stellt eine in dieser Halbebene
regulire Funktion von s dar. Also wird durch (8) die Funktion®; (s) in die
Halbebene %t ¢ >— 1 analytisch fortgesetzt; und nach (8) ist @, (s) dort
regulir bis auf einen Pol erster Ordnung bei s=1 mit dem Residuum

— ® ___ Die Funktion D, (8) ist aber, wie ein Blick auf ihre Defini-
Nayd@a)i®

tion lehrt, ganz transzendent. Nach (6) ist daher  (s; &) in die Halbebene
R s >—1 fortsetzbar und hat dort nur einen Pol erster Ordnung mit dem

. R,
Residuum 7 )-

Fortan sei f# s < 0. Dann darf auf @, (s) dieselbe Umformung angewen-
det werden wie oben auf @, (s) ; und ich bekomme durch Ausfithrung der zu
(7) inversen Substitution fir —1< Rs< O

1 , ° 4 o] . _1
(9 PE@=_ "t f...fxl...x;*r—/udwl...dx,,,
Na\/d (27;)2”1_]1 ; p llz‘Il(ml—*-i;"(l))?
ab =

wobei 4 in 3’ ein vollstindiges System solcher von O verschiedener Zahlen
des Ideals a_lb durchliuft, deren Quotienten keine total positiven Einheiten

sind (,,ein vollstdndiges System im engeren Sinne nicht assoziierter Zahlen*),

Die Ebenen der » komplexen Variablen z, , ..., , schneide ich lings
der Halbachsen des positiv Reellen auf und verstehe unter 7 (I=1,..., n)
den in der aufgeschnittenen z,- Ebene eindeutigen Zweig e#0081%,i+iarcz) it
0 <arcz, < 2x. Dann folgt aus (9)

T8 — . 1
(10) P(a)(t —errin)— L F - )7j ST s,
A
abd

wo jede Integrationsvariable auf dem unteren Ufer des Schnitts von 4- co
nach O und auf dem oberen Ufer nach + co zuriicklauft. Wegen R s < O darf

8

ich dann das Schleifenintegral iiber -- -

(2, l(“)

Integralsatz von Cauchy ersetzen durch das 2 m¢-fache des Residuums dieser
Funktion im Punkte — 71%. Das Residuum ist nun

- (= ..,m) nach dem

e et a2 (@)
st i8e 2 |17 fir 27 >0,
8(_32' ) L3

—ise® A% fir 49 <.

‘) R bedeutet den Regulator der total positiven Einheiten.
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Sind also von den # zu 4 konjugierten Zahlen n, positiv, n, negativ (n, + ng=n),
80 hat das n-fache Schleifenintegral in (10) den Wert

iy
(— 2n)"smenis|[ N 2| e ™7™ )m,
In der Summe auf der rechten Seite von (10) treten genau 2" zu 1 ,,im
weiteren Sinne‘ assoziierte Zahlen auf, die sich voneinander durch die Vor-
zeichenanordnung bei ihren Konjugierten unterscheiden. Diese 2" Zahlen
liefern daher zu dem n-fachen Integral den Beitrag

E2 — 7t
— 8

LI
(—2@)"smer s [ NA|* '(e? —e 2 ).
Folglich ist
K TS n _ 53 n 1 7 1
D(s) (2 cos?> s*Vd (2a)"= Va 12/ T (Rs<0),
5|

wo A ein vollstindiges System nicht assoziierter Zahlen des Ideals % durch-
lauft. Mit (6) ergibt sich, daB ¢ (s; &) in die ganze Halbebene 3 s << O fort-

setzbar ist und der Funktionalgleichung geniigt
2 " TS 1 1 1.3 A
——— ez " M = o T ::d2 -— 8. M
< )8> cos" 5 I""(s) L (8: &) 7 E (Na@)is {(1—s; 8);

1
— @
ab‘(’)

dabei ist die Klasse ® so bestimmt, daB ihr Produkt mit der Klasse ® die
Klasse des Grundideals ergibt.

Gottingen, 5. August 1921.

(Eingegangen am 10. 8. 1921))



Uber einige Beziehungen, die mit der Funktionalgleichung
der Riemannschen ;-Funktion dquivalent sind.

Von
Hans Hamburger in Berlin.?)

Wie an anderer Stelle gezeigt wurde?), gilt der Satz:

Ist f(s) gleich einer ganzen Funktion von endlichem Geschlecht
dividiert durch ein Polynom, so st f(s)= konst.(s), wenn auferdem

1. f(8) fir R(s) >1 durch eine absolut konvergente Dirichletsche
Reihe vom Typus 2 % dargestellt wird,
n=1

2. f(s) der Funktionalgleichung

8 1~s
(A) a2 (3 fs) == * D10 ra—s)
geniigs.
Dieser Satz bleibt offenbar nicht mehr richtig, wenn man statt 1.
nur verlangt, daBl f(s) fiir R (s) > 1 sich durch eine absolut konvergente

Dirichletsche Reihe des allgemeineren Typusz% darstellen lasse; denn
n=1 "n
dann kann man, wie man leicht einsieht, aus der Theorie der L-Reihen

1) Diese Note gibt unverindert den Inhalt eines Vortrages wieder, den ich im
Hamburger Mathemat. Krinzchen am 5. Okt. 1921 gehalten habe; ihre Resultate habe
ich bereits Ostern 1921 einigen befreundeten Mathematikern mitgeteilt. Bei meiner
Riickkehr aus Hamburg am 10. Okt. fand ich einen Brief von Herrn C. Siegel (G6ttinge n
vor, der einen neuen Beweis des am Anfang dieser Note zitierten Satzes iiber die
{-Funktion enthdlt. Der Siegelsche Beweis stimmt in wesentlichen Punkten mit dem
hier veréffentlichten iiberein (§§ 1—2), ist aber in einer Hinsicht einfacher (vgl. FuB-
note %)), Ich betone, daB Herr Siegel, dessen Note auch in den Math. Ann. er-
scheinen wird, von meinen Untersuchungen keine Kenntnis hatte.

?) Hans Hamburger, Uber die Riemannsche Funktionalgleichung der {-Funktion.
1. Mitteilung. Math, Zeitschr. 10 (1921), S. 240—254, im folgenden kurz mit 1. Mtlg.
zitiert. Vgl. insbesondere Satz 1, S. 240—241.

9
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unendlich viele Funktionen herleiten, die allen gestellten Bedingungen

geniigen. Andererseits sind die beiden Typen der Reihen 2%, fsﬁ

A

n=1 n=1 "n

beziiglich ihres funktionentheoretischen Verhaltens in nichts voneinander

verschieden, so dafl man die Spezialisierung A = n, die mithin fiir den

zitierten Satz iiber die (-Funktion wesentlich ist, als eine Voraussetzung

von anderem, etwa mehr arithmetischem Charakter anzusehen hat.

In der vorliegenden Note habe ich mir nun die Aufgabe gestellt,

allein aus den allgemeineren funktionentheoretischen Voraussetzungen:
Q

1. f(s)= TZ, 2. f(s) geniigt der Funktionalgleichung (A),

n=1 "n
einige Folgerungen zu ziehen. Die hier angestellten Untersuchungen fiihren
zu dem Ergebnis, daBl sich (A) durch andere mit ihr &quivalente be-
merkenswerte Relationen (B), (C), (D), (E) ersetzen lafit; hierbei werden
die Relationen (A) bis (E) in dem Sinne miteinander &quivalent genannt,
daB8 gleichzeitig mit der einen von ihnen die vier iibrigen gelten. Als
Nebenresultat ergibt sich ein neuer Beweis des oben zitierten Satzes iiber
die ¢-Funktion (§ 3).

Um das Ziel der folgenden Betrachtungen deutlich zu machen, seien
hier die mit (A) dquivalenten Relationen angefiihrt, die man erhalt, wenn
man in (A) fiir f(s) speziell die Funktion (s) einsetzt; in diesem Falle
lauten die abgeleiteten Relationen :

(B) die J-Relation :

® 1 ® n?
R
E e—nﬁzz:;F z e L
T

n=-—wo n=—w

(C) die Partialbruchzerlequng der Funktion tcotinz:
Tgopune_ 1 22 %1 1
1+ Z%e 712_”z+ngzg+ngﬂ
(D) die Fourierentwicklung :
m @
2 _ 1
Z(y —n)="Y 2-»—‘7/ — »2—172?(008271%,?/—— ), m<y<m+l,

n=1 n=1

(E) die Poissonsche Summationsformel?):

o

anqo(Znn) :Z f(p(u)e‘”“du;

n=-—x n=—x —®

%) Vgl. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903, S. 96; dort finden
sich auch genauere Literaturangaben.
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(E) gilt fiir alle Funktionen ¢ (%), die in jedem endlichen Intervall von
beschrankter Variation sind und im Unendlichen gewissen Konvergenz-
bedingungen geniigen.

Die Aquivalenz der fiinf Beziehungen ist wohl bereits fiir die speziellen
hier in der Einleitung angegebenen Formeln nicht allgemein bekannt.
Beispielsweise ist oft die ¢-Relation (B) aus Formel (E) abgeleitet worden*),
es ist aber wohl noch nicht bemerkt, daB auch umgekehrt (E) aus (B)
folgt.

Den folgenden Betrachtungen, die zu sinngeméafen Verallgemeinerungen
der Formeln (B) bis (E) fithren, ist statt (A) eine etwas allgemeinere
Funktionalgleichung zugrunde gelegt (vgl. die Beziehung (I)), die fiir
manche Untersuchungen von Bedeutung ist. Ferner sind die Beziehungen,
deren Aquivalenz im folgenden nachgewiesen wird, mit rémischen Ziffern
numeriert und durch den Druck besonders kenntlich gemacht. Im § 5
endlich sind die Voraussetzungen, unter denen diese Beziehungen mitein-
ander dquivalent sind, in den Sitzen 1 bis 3 noch einmal zusammen-
fassend formuliert.

Im iibrigen sei bemerkt, daB in der vorliegenden Note — im Inter-
esse einef kurzen und iibersichtlichen Darstellung — weniger auf Heraus-
arbeitung einfacher Konvergenzbedingungen Wert gelegt wurde (insbe-
sondere bei den Verallgemeinerungen der Poissonschen Formel), als darauf,
mehrere scheinbar verschiedenartige Beziehungen als aus einer gemein-
samen Quelle entspringend aufzuweisen.

§ 1.

a) f(s) ser eine in der ganzen komplexen Zahlenebene. definierte
eindeutige analytische Funktion der Verdnderlichen s==o - it, sie sei
ferner im Endlichen tberall reguldr bis auf die Stelle s =1, wo f(s)
einen Pol erster Ordnung haben moge; mithin sei (s —1) f(s) eine
ganze Funktion, und zwar, wie weiter vorausgesetzt werde, von endlichem
Geschlechte®).

b) f(s) lasse sich in der Halbebene o >1 durch die absolut kon-
vergente Dirichletsche Reihe

(1) flo) =2 3
darstellen.

4 Vgl. Krazer, 1. c. Fuinote 2), S. 96—98.
5) Auf die etwas weitergehende Voraussetzung a) des Satzes 1 der 1. Mtlg,
S. 240 — f(8) durfte dort endlich viele Pole haben — wird hier im Interesse der
einfacheren Formeln verzichtet.
9*
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¢) Es ses
=z b
(2) g(s)=2,
n=1

eine zweite fiir 6 >1 absolut konvergente Dirichletsche Reihe und es
bestehe zwischen [(8) und ¢(8) die Funktionalgleichung

3

3’2]

(I w0 (3) o) =" 7 0(5%) g 9)

Um von dieser Beziehung zu einer neuen mit ihr dquivalenten Be-
ziehung iiberzugehen, die der ¥ -Relation (B) entspricht, bilde man das
Integral®) . .

—_ S —_—

J=§-ﬂ 44 2F<'2—>f<8)'[ 2d8;
hierbei bedeute R einen im positiven Sinne zu durchlaufenden rechteckigen
Integrationsweg mit den vier Ecken y &= ¢T', 1 —y £4T, (y >1, T >0).

Setzt man 2f(0)= — a, und bezeichnet man mit b, das Residuum
von f(s) fiir s =1, so wird nach dem Cauchyschen Integralsatz, da die
zu integrierende Funktion nur fiir s = 0 und s =1 Pole 1. Ordnung hat,

b
(3) J=—a,+ 7%

In den Punkten y + ¢7" ist nun aber nach einer bekannten Abschitzung

der I'-Funktion?)

® r(3) )= 0@ Ty

und ebenso wegen (I) in den Punkten 1— y 4+ ¢7. Mithin gilt mit
Riicksicht auf das nach Voraussetzung endliche Geschlecht der ganzen
Funktion (s —1)f(s) nach einem oft angewandten funktionentheoretischen
Satz von Phragmén-Lindel6f®) die Beziehung (4) gleichmiBig auf den
beiden Seiten des Rechtecks R, die der Achse der reellen Zahlen
parallel sind.

Geht man zur Grenze 7' = oo iiber, so ergibt sich demnach in Ver-
bindung mit (3)

%) Vgl. Hj. Mellin, Uber eine Verallgemeinerung der Riemannschen Funktion { (s).
Acta soc. sc. fenn. 24 (1899), S. 39—40.

’ A I'(o+1it) — . ,

) Es ist tllm ———;ﬁ= V2m. T. J. Stieltjes, Sur le développement de

- e 2 77"

log I'(a), Journ. de math. pures et appl. (4) 5 (1889), S. 425—445. Vgl. auch Lip-
schitz, Uber die Darstellung gewisser Funktionen durch die Eulersche Summenformel,
Journ. fiir die r. u. angew. Math. 56 (1859), S. 11—26, siehe insbes. S. 20.

%) E. Phragmén u. E. Lindelof, Sur une extension d’un principe classique d’ana-
lyse, Acta Math. 81 (1908), S. 381—406, insbes. S. 385.
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y+iw 1—y+i»
_ s s) S 1 _ _bo_
"nzf s I(5) f(s) e 8—§?ﬁf =%t
y—tx 1—y—tw
oder wegen (I)
y+io 1+;:+1§:n
4t _:TF<5> )t“;'ds—ﬁ L _?FC—_—) (1—8)t” id
%o ) " 2) (8 SN I 7)9 §
y—t® l—y—i®
y+io
L NI F<> 8)t 5 ds
Ve T 2mi ) ’
y—t®

nachdem man noch auf der rechten Seite von (5) die Integrationsverinder-
liche 1 — ¢ durch s ersetzt hat. Substituiert man fiir f(s) bzw. g(s) die
fir 0 =y absolut konvergenten Dirichletschen Reihen (1) bzw. (2), so
kann man wegen der absoluten Konvergenz Summation und Integration
vertauschen und erhalt aus (5)

y+i® ® y+iw 2 3
7 _ by 1 b, ,<£> l,m\ 2
4y - zﬂ% ff ) (22ar) 1 ds \/r+2’”ZV? fz : (T ds.
IR=L y—fw = y—t®
.

SchlieBlich ergibt sich, wenn man unter Benutzung einer Formel von
Mellin ?) die Integration ausfiihrt,

®
>y Y-
a, -+ 2 2, a,e” "= b —l— 2
n=1

oder bequemer geschrieben, indem man auBerdem fiir die Reihen die Be-
zeichnung ¢ () einfiihrt,

11”

ket .2 _Zﬁ
(1) P =Y aye = b,
n=-—ow n=—o
wobei
(6) a’—n:an’ b—n: bn’ /'0: l0: 0’ l—n: - ln’ l—n= - ln

gesetzt ist.

Andererseits folgt auch umgekehrt (I) ebenso aus (II), wie Riemann
die Funktionalgleichung der ¢-Funktion aus der Jacobischen -Formel
abgeleitet hat'®), wofern nur die Dirichletschen Reihen (1) und (2) fiir
f(s) und g( 8) beide eine absolute Konvergenzhalbebene besitzen.

9) H] Mellm AbriB einer einheitlichen Theorie der Gamma- und hypergeome-
trischen Funktionen. Math. Ann. 68 (1910), S. 305—337, vgl. insbes. S. 315—316 und
S. 318-319.

1) B. Riemann, Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GrdBe.
Gesammelte Werke, herausgegeben von H. Weber, 2. Aufl. Leipzig 1892, S. 145—153,
siehe insbes. S. 146—147.
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§ 2.

Man bilde nunmehr den Ausdruck

1 1 2
(7) F(z):z(;fw'l?(r)e—” “dr.

Man iiberzeugt sich leicht, daB, wenn man fiir 4 (-}) erst die eine,
dann die andere der beiden Reihen (II) in das Integral (7) einsetat, sich
beide Male fiir f (22) > 0 Integration und Summation vertauschen lassen?),
und man erhélt, indem man bei der gliedweisen Integration der linken
Seite von (II) die Integralformel

2 ® a?d

yr b b
§ 0
benutzt 1?),

3 b, , 22\ b,
(I1I1) F(z):aoJrzé’ane—uznz:%Jr_ﬂ_{ b

o 2
n=1 z‘+l"

wo, die Dirichletschen Reihen linker Hand fiir jeden Wert von z mit po-
sitivem reellem Teil absolut konvergieren.
Setzt man

G(z)=z[9(r)e-""1dr,
0

8o erhdlt man die entsprechende Relation

@®

' o 2 5 n
(1r’) G(2) =by+2 )b, e 27tz = B0 ZZ 3T

n=1 n=1 2%+ In

Umgekehrt kann man aus (IIT) die Funktionalgleichung (I) ableiten,

1) Der genaue Wortlaut des Satzes, aus dem sich hier die Vertauschbarkeit
-]

von Summation und Integration folgern liBt, lautet: Ist u, () eine fiir jeden
r=1
positiven Wert von x absolut und gleichmiBig konvergente Reihe stetiger Funktionen

und konvergiert die Reihe 3’ f[ u, (2)] | @(x)| dx, so ist
rv=10

(Zﬂwuﬂ () p(z)dex =S’fur(w)m () dex.

0 v=1 »=10
Wegen des Beweises dieses Satzes vgl. beispielsweise H. Hamburger, Beitrige zur
Konvergenztheorie der Stieltjesschen Kettenbriiche, Math. Zeitschr. 4 (1919), Hilfs-
satz 2, S. 195—196.

2) Vgl. z. B. C. Jordan, Cours d’analyse (2. Aufl. 1894) II, S. 165—167.
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indem man ebenso wie Riemann bei seinem ersten Beweis der Funktional-
gleichung *®) das Schleifenintegral

@
f(—- 2)'7! _S_ a,e 2hidz
L n=1

untersucht, unter L einen schleifenformigen Integrationsweg verstanden,
der sich langs der Achse der positiven reellen Zahlen vom unendlich fernen
Punkte her dem Nullpunkte nihert, diesen im positiven Sinne umkreist
und endlich léngs der Achse der positiven reellen Zahlen zum unendlich
fernen Punkt zuriickkehrt.

Endlich ergibt sich auch (II) aus (III), wie man erkennt, wenn man
den Landsbergschen Beweis !*) der Jacobischen ©-Relation nachbildet.

§ 3.
Aus (IIT) folgt durch einfache Integration

b V7 b IR
(8) ;ﬂogz—}—zlv—”—log(zQ—}—l:):C—}-aoz——ZZl'éZ&e Bt
n= n=

hierbei muB die Integrationskonstante C reell sein, wenn, wie iibrigens
nur in diesem Paragraphen vorausgesetzt werde, alle iibrigen Grofien auf
beiden Seiten reell sind.

Néhert man sich mit z der Achse der imagindren Zahlen, d. h. geht
man zur Grenze x = 0 (z = x + ¢y gesetzt) iiber, so ist der imaginire Teil

m
des Ausdrucks links ¢ (% —|—2 bn>, wo der Index m durch die Relation
n=1

l,<y<l_ ., bestimmt ist. Integriert man diesen Ausdruck noch einmal
von 0O bis y, so erhilt man nach Division durch 2

b, -
(9) Vgﬁy_*—zbn(y_ln)’ lm<y<lm+1'
n=1

Integriert man andererseits den imagindren Teil des Ausdrucks rechter
Hand von (8) von 0 bis y und geht zur Grenze x =0 iiber, so ergibt
sich, indem man endlich diesen Ausdruck dem Ausdruck (9) gleichsetzt,

m ®
(IV) | b,y —1,) =250 — o5 % (os 2, y—1), by <y <y
n=1 n=1""

13) 1. ¢. FuBnote 1), S. 146.

14) G. Landsberg, Zur Theorie der GauBschen Summen und der linearen Trans-
formationen der ¢-Funktionen. Journ. f. reine u. angew. Math. 111 (1893), S. 234—253,
vgl. insbes. S. 235—238.
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Spezialisiert man die Dirichletschen Reihen (1) und (2), indem man
A,=1 =m setzt, so laBt sich in wenigen Zeilen zeigen, daf (IV) nur
moglich ist, wenn alle b, und @, gleich derselben Konstanten b sind ).
Damit ist dann Satz 1 der 1. Mtlg., der am Anfang dieser Note zitiert ist,
von neuem bewiesen?®).

Umgekehrt 148t sich, wie auch in der 1. Mtlg. gezeigt wird '?), aus
(IV) die Funktionalgleichung (I) herleiten.

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen von (IV),
wenn nur die A = n, aber die [, beliebige positive Zahlen sind, sind in
einer zweiten Mitteilung angegeben, die in der Mathematischen Zeitschrift
erscheinen wird.

§ 4.
Es sei @(z) eine in einem Streifen —« <ax<p («, > 0) regu-
lire analytische Funktion mit den beiden Eigenschaften :
1. es existiere eine positive Zahl y (y < o,y < p), derart, daf3 die
beiden Integrale

-+ a0 -+

(10) [ o(r+iyldy, [ 1@(—y+iy)ldy

konvergent sind;

2. es migen sich zwei Folgen positiver Zahlen y,, y,, ... — o0 und
Yty Yas ... — o0 bestimmen lassen, derart, daf, unter F (z) und G (z) die
Funktionen aus (1II) und (II1") verstanden,
(11) lim @ (x+1iy,)=0, lim @ (z—iy)) =0,

lim @ (zx+1y,)F(x+iy,) =0, lim®P(z—iy)F(z—iy)=0,

Y=o

lim @ (x+1y,) G(x+iy,)=0, lim®(x—iy)G(x—1iy)=0,

Y=

(12)

und zwar gleichmdfig in x, wenn x dem Intervall — y < x < y angehort*®).

1% Vgl. FuBnote %), 1. Mtlg., S. 252-253.

16) Der in FuBnote ) zitierte Siegelsche Beweis folgert a, ::b, =05 schon aus
(II1), ohne erst (IV) zu bilden.

17) 1. Mtlg., § 4, S. 258—254. — Ich mdchte nicht unterlassen, an dieser Stelle
darauf hinzuweisen, daB Herr Tschakaloff in Sofia, wie er mir giitigst brieflich mit-
geteilt hat, in einer Abhandlung: Analytische Eigenschaften der Riemannschen Funk-
tion {(z), die in bulgarischer Sprache (1914) in Sofia als selbstindige Druckschrift
erschienen ist, einen Beweis der Riemannschen Funktionalgleichung versffentlicht hat,
der in wesentlichen Punkten mit dem zitierten Beweise des § 4 der 1. Mtlg. iiberein-
stimmt.

1%) Die scheinbar so unhandliche Bedingung (12) 1dBt sich in speziellen Fillen
wesentlich vereinfachen, da sich dann oft eine Folge von Zahlen y, konstruieren
laBt, wo F (x +1iy,) beschrinkt bleibt oder nur wie log®y, unendlich wird. Vgl. die
Fufinote 2%) am SchluB.
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Nunmehr bilde man die Integrale

(13) 5. QLZ (_r;(') D (2)dz j:fg(z) @(z)dz)

Da sich wegen der Voraussetzung (12) das Integral § als Integral iiber
den Rand des Streifens — y <z <y auffassen 1d8t, so ist nach dem
Cauchyschen Integralsatz J gleich der Summe der in diesem Streifen ent-
haltenen Residuen, mithin wegen (III")

+ o
(14) S=1 > a,®(i1,),

n=—w
wobei die @, und 4, fiir negative n durch die Formeln (6) bestimmt sind.
Wegen (III') ist G'(z) — G(— 2), es 1aBt sich mithin (13) auch in
der Form
y+1o

3= an | 6@ @@+ o )i

y—ie

schreiben. Setzt man fiir G(z) die fir y 4 ¢y absolut konvergente
Dirichletsche Reihe linker Hand von (III’) ein, so 18t sich wegen ihrer
absoluten Konvergenz und der der Integrale (10) die Reihenfolge von
Summation und Integration miteinander vertauschen, mithin wird

y+io y+io

(15) §= 555 (b0 [(@@+ 0= 2z t2 Yb, [ (@) 4 0~ 2)d).
n=1

y—tw 7—1®

Da aber wegen (11) jedes einzelne der Integrale von (15) lings der
Geraden R (z)=y gleich dem Integral lings der Achse der imaginéren

Zahlen ist, so ergibt sich, indem man schlieBlich noch den Wert der
Reihe (14) dem Ausdruck (15) fiir § gleichsetzt,

+ o

,1, 2/ a,d(ik,) = f’ (DP(iy)+ DP(—iydy

+
S Db, [T @) 1 b iy)ay,

+
v) Ya,a(in)= X, [ b (iy)dy.
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Entsprechend erhdlt man, wenn man in das Integral (13) F (z) statt
@G (2) einsetazt,

+
e

) b, @)= Ya, [ bliy)dy.

n=—w n=-o _‘y

Umgekehrt 148t sich aus (V) die &-Relation (II) folgern, indem man
D (z)=e"? setzt?®)

Ist eine im Intervall — oo << 4 <C 0o reelle, nicht analytische Funk-
tion ¢ (u) gegeben, die in jedem endlichen Intervall von beschrinkter

4o
Schwankung ist und fiir die das Integral [ | (u)|du konvergiert, so 18t

sich fiir @ (u) eine (V) analoge Summationsformel beweisen, wenn auBer-

dem die Funktion
+ o

(16) O (2)= [ ¢(u)e**du

in einem Streifen — o <z < g («, § > 0) reguldr analytisch ist und den
Voraussetzungen 1. und 2. geniigt ?°).
Denn setzt man in (V') fiir @ (z) die Funktion (16) ein, so erhilt man

© +*
(*V) 27 D a,p(27,) = Zb“fe”"“(p(u)du,

n=—m n=—w _Y

da nach dem Fourierschen Integraltheorem

4o +o
o | (e g (wyau)ay = g (274,

ist 21),

19) 1. c. FuBnote ¢).
20) Tst @ (u) zweimal stetig differentiierbar und ist lim ¢ (u)=0, lim ¢’ () =0,
U=+ x U=+ ®
so ergibt die partielle Integration von (16)
+ @

@ (2) = ;12- fw (W) e** du.

@

+
Konvergiert auBerdem noch f|<p” ul e’ 1%l du, so sind die Voraussetzungen (10) und
-

(11) gewiB erfiillt, Vgl. auch FuBnote '8).
21y Vgl. Jordan, 1. c. FuBnote 1?), II. S. 233—235. Die Jordansche Bedingung:
+o ‘
fl(p (u)| du konvergent, ist hier nach Voraussetzung erfiillt.

-
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Entsprechend leitet man aus (V) die Beziehung her:

(*V') 27 b p(221,)— a f ) et

nN=—a0 n=—w

§ 5.
Unsere bisher gefundenen Ergebnisse kénnen wir in den folgenden
Sétzen zusammenfassen:
Satz 1. Unter den in a), b), ¢) gemachten Voraussetzungen fuir
die Funktionen f(s) und g(s) bestehen auch die Beziehungen (1I), (III),
(IT'), (IV), (V), (V'), (*V), (*V').
Die Aquivalenz aller Beziehungen besagt:
Satz 2. Sind vier Folgen von Zahlen
Aoy Qys ooy O< < y< .. —00,
by, by, ..., O<li<l,<...—>
vorgelegt, derart, daf3 eine einzige der acht Beziehungen (I11) bis (*V')

erfillt ist und die Reihen Z i;—'i“ Z | -bi';‘ beide konvergent sind, so
n=1 n n=1 "

gelten alle iibrigen der acht Beziehungen, auferdem sind die durch die
Reihen (1) und (2) in der Halbebene o > 2 definierten Funktionen diber
die ganze Ebene fortsetzbar und endlich besteht zwischen thnen die Funk-
tionalgleichung (1).

Durch genaue Priifung der bei den einzelnen Ubergingen von einer
Relation zur andern benutzten Voraussetzungen ergibt sich auch noch

Satz 3. Sind die Reihen

®

7 | 0, " Zla“‘e——f}nl"m (xga>0)
n=1

n=1 bu |

w

o

konvergent, wdhrend die Reihe I

— keine Konvergenzhalbebene besitzt,
n=1 "n

80 sind immer moch die Beziehungen (II), (III), (V'), (*V) miteinander

dguivalent (d. h. wenn eine Relation gilt, gelten auch die dres andern), und

2war auch dann mnoch, wenn die 1, keine positiven, sondern beliebige

komplexe Zahlen sind, wofern nur die Reihe 2
n=1
die Gerade x =y der Voraussetzungen 1. und 2. des § 4 im Innern der ab-

b, ! .
"l konvergiert und

n |

7l

ac
T el .
soluten Konvergenzhalbebene von Z a,e »“ gelegen ist.
n=1
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§ 6.

Stellt man &hnliche Uberlegungen an der allgemeinen Epsteinschen
{-Funktion ??) an, so erhdlt man fiir (IT) die bekannte Relation zwischen
©#-Funktionen mehrerer Verinderlichen. Weiter ergibt sich, wenn man die
©-Formel der Transformation (7) unterwirft, an Stelle von (III) die be-
merkenswerte Relation

2at 3 m PR
E E E e W=1 e—zﬂzvrp(unﬂ))
m=—® My=—0 Mm=—w
D
p+1> 3 © —27 X‘m’ugu
Y —2x3 Y g,k had had =1 ‘
2 < Yuu QJ
= " e u=1 i E E
a4 <~ “ 2z +lI>((h+m))
M=—® Mg=— =

Hierbei bedeutet ¢ ((m +¢)) = (m, +g,, my+g,, ..., m,+g,) eine
positiv definite quadratische Form von p Verinderlichen, 4 ihre Deter-
minante und @ die zu @ reziproke Form. Diese Formel tritt in einigen
neueren zahlentheoretischen Untersuchungen von Hardy und Hecke auf.

Setzt man
1 'y 1 r 1
F(z)=glogh—(s+4)+ 7 (= +5),

so laBt sich auf diese Funktion der Satz 3 anwenden, wobei L (z) eine
L-Reihe bezeichnet, deren Koeffizienten -eigentliche reelle Charaktere
modulo ¥ mit der Nebenbedingung y(k—1)==1 sind. Denn wegen
F(z)= — F(—2) besitzt F(z) auBer der Darstellung durch eine
Dirichletsche Reihe eine Partialbruchzerlegung, derart, dal die Relation
(IIT) erfiillt ist. In diesem Falle erscheinen die Beziehungen (V') und
(*V) als gemeinsame Quelle von Formeln, die Primzahlsummen durch
solche Reihen darstellen, welche die nichtreellen Nullstellen der ¢- Funktion
enthalten ?3),

19. Oktober 1921.

22) P. Epstein, Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen. Math. Ann. 56 (1903),
8. 615—644; vgl. insbes. S. 623—627.

23) Die Voraussetzung 2. fiir & (z) vereinfacht sich hier dadurch, da.B sich eine

Folge von positiven Zahlen y  konstruieren liBt, fiir die '--— xti < Clog?y,,
g Y, Yy f g Y,

i—— (x+1iy,) <C’ log?y, ist. Vgl. etwa E. Landau, Handbuch der Lehre von der

Vertellung der Primzahlen, Leipzig 1909, I. 8. 341—342 und S. 521.

(Eingegangen am 21, 10. 1921.



Uber die Verteilung der Null- und Einsstellen
analytischer Funktionen.

Von
Ludwig Bieberbach in Berlin.

1. Ich werde in dieser Arbeit die folgenden drei Sitze beweisen:

Satz I. f(2)=a,+a,z2+a,2"+...+a, 2"+ ... sei im
Kreise |z| < R reguldr und besitze in demselben nichi mehr als n Null-
stellen und nicht mehr als m Einsstellen. Es sei n <m. Es seien k;
trgendwelche m reelle positive Zahlen, und es seien die n - 1 ersten
Koeffizienten a, den Bedingungen

o <k (¢=0,1,2,...,n)

unterworfen. Endlich set ¥ irgendeine der Bedingung 0 <9 <1 ge-
niigende Zahl. Dann gibt es eine nur von den k, sowie von & und R
abhingende Schranke 8, ,, (k. k,,....k,, ¢, R), so daf fir |2| <O R
die Abschdtzung

F(2)| <8, (kg bus- .o By 9, R)
gilt.

Man erkennt in diesem Satze eine Verallgemeinerung eines beriithmten
von Schottky entdeckten Satzes in einer von Landau angegebenen schir-
feren Fassung. Dieser verschirfte Satz lautet: Wenn f(2) =a,+a,2+...
in |2| < R regular ist und dort weder Null- noch Einsstellen besitzt,
wenn ¢ der Bedingung 0 < & < 1 unterworfen ist und wenn |a,| <k,
ist, so gilt in |2| < 9 R die Abschitzung

[f(2)] <8, o(kes 9, R).

Fiir n =0 und m = 0 liefert also Satz I den Schottkyschen Satz.
Ich bezeichne daher Satz I auch als verallgemeinerten Schottkyschen Satz
und werde ihn hernach durch vollsténdige Induktion aus dem speziellen
Schottkyschen gewinnen. Aus dem verallgemeinerten Schottkyschen Satz
folgt dann in bekannter Weise die Verallgemeinerung eines Satzes, mit
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dem Landau die Untersuchungen auf dem Gebiete eréfinet hat, dem auch
unsere Sitze angehoren. Ich will also jetzt den zweiten Satz nennen:

Satz II. Es sei wieder f(2) = ay + a2+ ... + a,2" + @y 2"t ...
i |z| < R reguldr, besitze dort nicht mehr als n Nullstellen und m Eins-
stellen. Es sei n < m. Wieder seien k,, . .., k, positive Zahlen, und es gelte
la;| <k (1=0,1,...,n). Fernerseia, 1= 0. Dann gibt es eine nur von
ko, by, ..., k, und @,y abhingende Schranke L, . (k) k,....k,, ¢piq),
filr die

RLZL, (ko by .k, apiq)

gtlt.

n=0 und m =0 liefert wieder den Landauschen Satz. Diesen
werde ich als speziellen und meinen Satz IT als verallgemeinerten Landau-
schen Satz bezeichnen.

Beim Beweis von Satz I mache ich von einem auch an sich wich-
tigen Htlfssatz Gebrauch, den ich jetzt als Satz III auffithren will.

Satz III. Wieder set f(z)=a,2+...4+a,2"+... in |2|<R
requldr. Wieder seien k, ..., k, positive Zahlen. Es gelte

la;, <k, (t=1,2,...,n).

| =™

Der durch w = f(z) aus dem Kreis |z| < R entstehende Bildbereich ent-
halte eime n-bldtirig bedeckte Kreisscheibe |w| < P. (Es sollen also
n Kreisscheiben |w| < P in Verzweigungspunkten miteinander zusammen-
hingen, aber durch keinen Verzweigungspunkt mit anderen Blittern des
Bildbereiches verbunden sein. Der Eingang in ein weiteres Blatt kann
also nur nach Passieren der Kreisperipherie | = P gewonnen werden.)
Dann gibt es eine nur von k,, k,, ..., k, und R abhdngende Schranke
H(ky,....,k,, R) fir P, so dafp also P < H(k,,...,k,, R) gilt.

Fir n =1 ergibt sich als Spezialfall der folgende bekannte Satz:
Das durch w =a,+4 a,z -+ ... erhaltene Bild von |z| < R kann fiir eine
in |2| < R reguldre Funktion keine schlichte Kreisscheibe |w — a,| < P
enthalten, deren Radius P die Schranke |a, | R iibertrifft.

Mit der Bestimmung oder Abschitzung der erwihnten Schranken be-
fasse ich mich in dieser Arbeit nicht, wenngleich meine Methode bei ge-
ringer Umgestaltung leicht solche Schatzungen liefern wiirde. Ich beweise
hier nur ihre Existenz. Uber die prinzipielle Bedeutung meiner drei Sitze
brauche ich vor einem kundigen Forum keine Worte zu verlieren.

2. Ich beginne mit einer allgemeinen Bemerkung iiber den Beweis
des Satzes I. Ich brauche ndmlich statt dessen nur zu zeigen, dal sich
aus jeder den in Satz I genannten Bedingungen geniigenden Funktionen-
folge eine in (2| < 9 R gleichmiaBig konvergente Teilfolge auswiahlen 1aBt.
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Ich behaupte also, daB aus dem nun zu nennenden Satz I’ Satz I sofort
gefolgert werden kann.

Satz I'. Es sei eine unendliche Folge f,(z) von Funktionen ge-
geben. Keine derselben habe in |z| < R mehr als n Nullstellen oder
mehr als m Einsstellen. Es ses n <m. Es gelte in z| <R

folz)=a® +alz+4....

Es gebe n -} 1 positive von der Funktronsnummer k unabhdngige Zahlen
ky, ..., k, derart, daf fir alle k

a0 | <k (¢=0,1,...,n)

gilt. Es set 0 <& < 1. Dann ldft sich aus der Funktionenfolge eine
andere in |z| < 9 R gleichmdfig konvergente Teilfolge auswdihlen.

Aus diesem Satz I’ ergibt sich leicht Satz I durch folgende Uber-
legung. Satz I werde als falsch angenommen. M, sei das Maximum von
fi(z) in |2|<9, R ($<¥, <1). Dann wiren die M, bei passender
Wabhl der f, (z) nicht beschrinkt. Dann. aber gibe es Folgen, aus welchen
man keine in |z| <3 R gleichmaBig konvergente auswihlen konnte. Ich
habe also tatsichlich nur Satz I’ zu beweisen.

3. Ich bediene mich dazu der vollstindigen Induktion. Das Wesen
der SchluBweise will ich zunédchst fiir n = 0 auseinandersetzen. In diesem
Falle erhalte ich fiir m = O den speziellen Schottkyschen Satz. Ich darf
daher annehmen, daf alle f;(z) Einsstellen besitzen. Ich nehme nun an,
er sei fiir m = pu schon als richtig erkannt und will daraus seine
Richtigkeit fiir m = pu+~}-1 erschlieen. Zu dem Behufe betrachte ich
eine derjenigen Einsstellen ¢, von f,(z), welche einen moglichst groBen

absoluten Betrag besitzt. Ich darf annehmen, daBl lim &, =& existiert.
k> o
Denn durch Herausgreifen einer Teilfolge kann ich das stets erreichen.

Ich habe nun zwe: Fdlle zu unterscheiden. Der eine ist || > ¢ R, der
andere [e| <O R.

Wenn also erstens |¢| > 9 R gilt, so haben die Funktionen meiner
Folge von einer gewissen Nummer an in einem |z| < ¢ R umfassenden
etwas groBeren Kreis hochstens u Einsstellen. Daher lehrt der Schottky-
sche Satz (0, u) in Verbindung mit dem Vitalischen, daB man eine gleich-
méfig konvergente Teilfolge herausgreifen kann.

Im zwesten Fall aber schlieBe ich so. Es sei |¢| < ¢ R. Dann

greife ich einen beliebigen Punkt A heraus, fiir den |4 | = R%& gelten
moge. Um ihn lege ich einen Kreis vom Radius R 1:— In diesem
sind die Funktionen der Folge von einer gewissen an — man darf an-

nehmen von der ersten an, also alle — von Null und Eins verschieden.
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Wieder muB ich zwei Fille unterscheiden. Um diese Fallunterscheidung
zu gewinnen, betrachte ich die Werte f,(4) und darf annehmen, daB
dieselben einen endlichen oder unendlichen Grénzwert besitzen. Im ersten
Falle kann ich mich des speziellen Schottkyschen Satzes bedienen, um zu
schlieBen, daB die Funktionen in einem mit dem eben betrachteten kon-
zentrischen Kreis vom halben Radius beschrinkt sind. Nun verschiebe
ich den erst gewihlten Kreis um ein Viertel seines Radius so, daB sein
Mittelpunkt den Abstand von z = 0 bewahrt, und erhalte wieder in einem
Teilkreis vom halben Radius Beschrénktheit der Funktionenfolge. Nach
endlich vielen Schritten erhdlt man so offenbar einen |z| <$R um-
schlieBenden Kreisring, in dem die Funktionen der Folge gleichmifBig be-
schrinkt sind. Daher kann man eine im Ringe gleichm#Big konvergente
Teilfolge auswahlen. Eine Teilfolge konvergiert dann aber bekanntlich auch
in |z] <9 R gleichmiBig, womit unser Satz wieder bewiesen ist.

Es bleibt also nur noch der Fall f,(A4)— oo iibrig. Dieser aber
kommt in Wahrheit gar nicht vor. Das erkenne ich so. Ich betrachte

sz-z—) und operiere mit diesen genau ebenso, wie zuletzt
mit den f,(z). Es gilt ja jetat Eg—A—)——»-O. In dem um A4 gelegten
Kreise aber mufl gleichméBig ﬁz}—)eo gelten. Denn sonst miilten nach
dem Satz von Rouché!) die Naherungsfunktionen ’,‘1(7) geniigend hoher
Nummer in der Nihe von z==A gleichfalls Nullstel’fen besitzen. Daher
konvergiert eine Teilfolge in |2| < & R gleichméBig gegen Null?). Die f,(z)
also miiBten in |z2| <9 R gleichmidlBig gegen unendlich konvergieren.
Daher wiirden die Funktionen geniigend hoher Nummer den Kreis |z| < 9 R
auf einen endlichen Bereich abbilden, der eine Stelle @, von einem Be-
trage < k, bedecken muB, und dessen voller Rand beliebig weit von a,
entfernt ist, und der trotzdem w = 0 nicht iiberdecken darf. Das sind
aber unmogliche Zusténde.

* Satz I ist somit fiir » =0 und beliebiges m bewiesen.

4. Ich komme zum Falle eines beliebigen n. Wieder bediene ich
mich - der vollstandigen Induktion. Fiir » = 0 und ein beliebig gegebenes
m ist der Satz eben bewiesen worden. Ich nehme ihn fiir dieses m und fiir
n = v als richtig an, um ihn daraus fiir das gleiche m und n=v»-4-1 zu
erschlieBen. Die Anlage des Beweises ist die gleiche wie eben. Ich be-
trachte nur jetzt die Nullstellen vom gréBten absoluten Betrag. Alle

1) Vgl. z. B. mein Lebrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 185.

2) Dies ist aber ausgeschlossen, weil doch nach Voraussetzung alle Absolut-
glieder in den Potenzreihen der f, () Betrige kleiner oder gleich k, besitzen. Ich schlieie

im Texte lieber etwas weitliufiger, weil dabei das allgemeine, auf die weiteren Fille
meines Satzes I iibertragbare SchluBSprinzip zum Vorschein kommt.

die Funktionen
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Schliisse verlaufen genau wie eben unter Verwendung schon vorher be-
wiesener Fille des allgemeinen Schottkyschen Satzes. Lediglich der letzte
Teil, in dem es sich darum handelt, die Annahme f,(A4)— oo als un-
moglick zu erkennen, muf genauer betrachtet werden. Wieder folgt genau
wie eben, da eine Teilfolge der f,(z) in einem |z| < ¥R umschlieBenden
Kreisring gleichmiBig gegen unendlich konvergieren muf. Da aber jetzt

die reziproken Funktionen ﬁ:? in |2| < ¢ R nicht regulir sein werden,

kann man nicht schliefen, daB die £, (2) auch in |z2| <9 R gleichmiBig
gegen unendlich konvergieren miissen. Wohl aber kann man schlieBen,
dafl Funktionen hinreichend groBer Nummer eine |z| < ¢ R enthaltende
Kreisscheibe auf einen Bereich abbilden miissen, dessen Rand beliebig
weit vom Ursprung der Koordinaten entfernt liegt. Da aber w = 0 nur
n-mal von diesem Bereiche bedeckt werden kann, so miite der Bild-
bereich bei hinreichend groBer Nummer der Abbildungsfunktion eine be-
liebig groBe, genau n-mal voll bedeckte Kreisscheibe enthalten kénnen,
deren bei a)’ gelegener Mittelpunkt einen Betrag <k, besitat. Das
widerspricht aber dem Satz ITI, der aussagt, daB eine derartige Kreis-
scheibe nicht beliebig groB werden kann. Es bleibt uns somit noch
Satz III zu beweisen. :

5. Daher wende ich mich jetzt diesem Satz III zu. Ich ent-
wickle zunichst den Beweisgedanken. Der Bildbereich, welcher durch
w=f(2)=a,2+a,2*+ ... +a,2"+... aus |2] < R entsteht, soll den
n-blittrig bedeckten Kreis |w | < P enthalten. Derselbe muB daher bei der
Abbildung aus einem z = 0 enthaltenden Teilbereich des |2| < R entstanden
sein. Die Abbildung dieses Teilbereiches B auf den n-blittrigen Kreis
denke ich mir in zwei Schritten ausgefithrt. Der. erste benutzt eine Funktion

(1) =2+ o2+ .. Fap_ 2" ...,

die diesen Teilbereich auf einen Kreis |3| < r abbildet. Der zweite be-
nutzt eine Funktion

®(3),
welche |3| < » auf den n-blattrigen Kreis abbildet. Ich sehe mir zunédchst
die erste Funktion néher an.

6. Wenn der Teilbereich B von |z| < R durch (1) auf | 3| < 7 schlicht
abgebildet wird, so mul nach einem bekannten Satz aus der Theorie der
konformen Abbildung der Bereich B die Kreisscheibe |z| <£ enthalten.
In dieser Kreisscheibe konvergiert also (1) und besitzt dort einen ab-
soluten Betrag kleiner als r. Daher lehrt der Cauchysche Koeffizienten-
satz die Abschitzung

,

log—y| < —— oder rE-1le | < 4%,

t

10
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Da fiir meine Zwecke nur die n —1 ersten Koeffizienten «, in Be-
tracht kommen, so kann ich hieraus den Schlufl ziehen: Es gibt eine feste
Zahl h, so daB
(2) e, < h (k=1,2,...,n—1).

7. Die Abbildung von |3| < r auf den n-blattrigen Kreis |w| <P
wird durch eine rationale Funktion vermittelt. Denn die Abbildungs-
funktion muB auf |3|=r noch regulér sein, und nach bekannten S&tzen
muB der Spiegelung an |3|=1r die Spiegelung an |w|=P entsprechen.
Daher ist die Abbildung in der ganzen Ebene regulir, und man erkennt
auBerdem, daB sie sich wie folgt mufl schreiben lassen:

P —er F—Ep—1 7
w==2C - 8T AT SR e S
r Or—%&3 r—Ep_1%

Hier ist || <1 (¢=1,2,...,m—1) und |¢|=1.
Setze ich noch
(3—&1)(3— &T) e (53— n1T) =€qa™ 1 euor® 254 ... 4 371,

so kann ich auch »
P ey qT n_zr“”23+...+5"_1

w=c—% " : -
rd r”_1+élr”'25+...+é”_13"_1

schreiben. Ich entwickle nach Potenzen von 3 und finde

(3) ©=cPp,(2) 4 cPg, (%)z+ ...+cp¢k+1<g)k+l+.,..

Dabei ist
€, € ... €y 1

s e 1 e lro €
Pr=en1, P—— |/ e::I s @u= (=" 0 1 Oy €
|0 0 1 ey

8. Trage ich nun (1) in die Reihe (3) ein und ordne nach Potenzen
von z, so muBl die Funktion

a, 2+ a2+ ...
entstehen. Ich fithre diese Einsetzung durch und bekomme dadurch Be-
ziehungen zwischen R, %k, k,, ..., k,, P. Diese Beziehungen werden mir
den Beweis des Satzes ITI ermoglichen. Man findet nidmlich so zunéchst

die Gleichungen: 1
cP (/2N v =a,,

al_

1
0P992;§+CP‘P1 5 Qe
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Daraus folgt wegen l¢| =1
;P(pll —gr'ngR'kl’
Py <r?ky+ P |r || <Rk, + RB-ky-k (nach (2)).

Man erkennt hieraus, dal Pg, und P, absolute Betrige besitzen,
welche unter gewissen, nur von den k; und R abhingigen Schranken
bleiben. Ich will nun beweisen, daB derartige Abschitzungen fiir Pg,
allgemein gelten, solange k die Zahl n nicht libertrifit. Zu dem Zwecke
bediene ich mich wieder der vollstindigen Induktion. Ich nehme also an,
es sei bereits die Existenz von Schranken s,,s,,..., s, (¥ < %) bewiesen,
welche alle nur von den k; und von R abhingen, und die zu den Ab-
schétzungen

Po <8, Pop[Zs, ..., Py, |<Zs,
fithren. Daraus will ich schliefen, dafl es eine weitere, auch nur von den
k, und von R abhingende Schranke s, gibt, so daB auch |P¢, | s, ,, gilt.

Man findet nun aber beim Einsetzen von (1) in (3) eine Gleichung
von dieser Form:

1 A A oy
av-f—l:CP(Pr-f-l r,q:i —}“CP(P,, ,’_i + cp(pv—l;y—_g;l + se +CP¢17‘

Dabei sind die 4,, 4,, ..., 4, ganze rationale Funktionen der «; mit
Zahlenkoeffizienten. In keinem Glied von 4, kann das Gewicht, d. h. die
Nummernsumme der «;, die Zahl k iibertreflen. Daher liegen alle r¥A4,

unter festen, sogar von R unabhingigen Schranken o,. Aus der gefundenen
Gleichung folgt nun aber

}P¢y+li§5av+1\r”+1+svgl +Sw~102+--~+31h
<k R 4s0,+...+8h.

Hier liegt somit die rechte Seite unter einer gewissen, nur von den k;
und R abhéngigen Schranke.

9. Gehen wir nun mit dieser Kenntnis iiber die Produkte P¢, an
die oben gegebene Determinantendarstellung der ¢, heran. Dabei ist noch
zu beachten, daB die e; als elementarsymmetrische Funktionen der e,
(deren Betréage unter Eins liegen) beschrénkt sind. Dann folgt aus ¢, = e,_,,
daB auch Pe,_, unter einer solchen Schranke liegt. Daher lehrt die Dar-
stellung von ¢,, daB auch Pe,_, unter einer solchen Schranke sich be-
findet. So kann man von Determinante zu Determinante weiterschlieSen,
bis man schlieBlich der letzten (¢,) entnimmt, daB P selbst unter einer
nur von den k; und von R abhdngigen Schranke liegen muB. Damit ist
aber der Satz IIT bewiesen. Und damit ist auch der Beweis von Satz I
endgiiltig beschlossen.

10*
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10. Ich wende mich daher zu dem noch iibrigbleibenden verallge-
meinerten Landauschen Satz II, der sich unter Verwendung von Vitali-
schem und Picardschem Satz aus dem verallgemeinerten Schottkyschen
schlieBen 148t

Wegen Satz I liefert der Cauchysche Koeffizientensatz die Abschitzung

Sn,m (ko, k1, . .., kn:I:R)
< P Al
- GR)"H?

Es gibt somit Schranken fiir die Koeffizienten einer den Voraus-
setzungen von Satz I oder II geniigenden Funktion. Insbesondere sei
8. m(kos - k,, B) die kleinstmdgliche Schranke fiir a,,,. Ks gilt also

ia/n+1| één,m<k01 RS kn; -R)

Wenn R wichst, kann diese Schranke nicht zunehmen, denn die
Funktionen, die fiir ein gréBeres R die Bedingungen des Satzes II er-
fiillen, sind unter denjenigen mit enthalten, welche fiir ein kleineres R

diese Eigenschaft besitzen. Daher existiert der lims, ,. Ich werde be-
Ry>x '

weisen, daB er Null ist. Dazu setze ich ihn gleich s und nehme an, es sei
s> 0. Dann betrachte ich eine Folge von Funktionen f,(z). f,(z) moge
in {2| < k den Bedingungen von Satz IT geniigen. Die Koeffizienten a,,,

| |
| @n+n|

der f,(z) mégen alle einen % iibertreflenden Betrag haben. Der Satz I

oder I’ gibt dann die Méglichkeit, aus dieser Folge eine andere aus-
zuwéhlen, die in jedem endlichen Bezirk der Ebene gleichméBig kon-
vergiert. Die Grenzfunktion ist also eine ganze Funktion, welche nicht
mehr als » Nullstellen und m Einsstellen besitzt. Nach dem Picardschen
Satze ist sie also eine ganze rationale Funktion. Der Grad derselben ist
aber mindestens n + 1, weil doch nach unserer Annahme iiber die a,.y
der Koeffizient von 2z#+! in der Grenzfunktion nicht verschwinden kann.
Dann haben wir aber einen Widerspruch mit dem Fundamentalsatz der
Algebra. Daraus folgt, dal s = 0 sein mu8.

Besitzt also in einer den Bedingungen von Satz II geniigenden Funktion
der Koeffizient @,,; einen von Null verschiedenen Wert, so kann der
Radius R eines Kreises |2| < R, in dem die Funktion nicht mehr als
n Nullstellen und m Einsstellen besitzt, eine gewisse, von den k; und
von @,y; abhingende Schranke nicht iibersteigen. Damit ist auch der
Satz II bewiesen.

(Eingegangen am 19. 6. 1921.)



Uber die geometrische Veranschaulichung einer Riemann-
schen Formel aus dem Gebiete der elliptischen Funktionen.

Von

Ernst Richard Neumann in Marburg.

Unter den Anwendungen der elliptischen Transzendenten nimmt von
alters her die Theorie der Ponceletschen Polygone eine wichtige Stelle ein, und
fast alle einschlagigen Lehrbiicher widmen ihr eine eingehende Behandlung —
und doch besteht zwischen der bekannten Figur mit dem einem Kreise ein-
beschriebenen und gleichzeitig einem anderen umbeschriebenen Polygonzuge
und den elliptischen Funktionen in einem Grenzfalle noch ein Zusammen-
hang, der bisher nicht bemerkt zu sein scheint. — Ich will ihn im folgenden
kurz auseinandersetzen; er fithrt zu einer duBlerst einfachen graphischen Dar-
stellung fiir gewisse Werte der Funktion snu , die sich sogar zu einer nu-
merischen Auswertung eignen diirfte, und zu einer interessanten geometrischen
Veranschaulichung einer bekannten von Riemann herrithrenden Formel.

In der klassischen Theorie der Ponceletschen Polygone handelt es sich
vor allem um die Beantwortung der Frage, wann sich ein solcher Polygonzug
schlieBt, und die Losung dieses Problems, welche Jacobi mit Hilfe der ellipti-
schen Funktionen gab?'), beruht wesentlich auf folgendem Grundgedanken:
Es wird auf der Peripherie des umbeschriebenen Kreises an Stelle des Zentri-
winkels ¢ (den wir stets vom Radius nach dem Punkte weitester Entfernung
vom kleinen Kreise aus rechnen) ein neuer Parameter o derart eingefiihrt, dag
die den sukzessiven Ecken des Polygonzuges entsprechenden Werte desselben
eine arithmetrische Reihe bilden,

6=o0,, 0,X0, o0,%+24, 0,139,
Einen solchen Parameter stellt das elliptische Integral

sin — »
P 2

Y

2
(1) a’::f— - dﬁZr — A*
J V(1 =2%) (1 —x%222) J V1= x%sin’g

1) Vgl. C. G. J. Jacobi, Ges. Werke, 1, S.277—293.
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dar, so daB man also die zwischen dem Zentriwinkel  und diesem neuen
Parameter ¢ bestehende Beziehung auch folgendermaBen schreiben kann:

Y __
(2) 5 =amo.
Dabei gilt fiir den Modul die Formel:
(3) %2x%3%q)2<1 (da r <R —c¢),

wo R und r die Radien des um- bzw. einbeschriebenen Kreises und ¢ ihren
Zentralabstand bedeuten, und die Differenz & der arithmetischen Reihe be-
stimmt sich aus der Formel:

(4) cnd = R%'{»—c oder auch: dnd= g{%

Die Bedingung dafiir, daB der Polygonzug sich schlieft, besteht dann
darin, daf diese Differenz ¢ in einem rationalen Verhaltnis zum ,,vollstindigen
Integrale K steht, und zwar muB, wenn die SchlieBung mit p Seiten nach
g-maliger Umlaufung des kleinen Kreises erfolgen sollte,

:%-2K und daher snpd=10

sein, und diese letztere Bedingung pflegt man dann noch vermittelst der be-
kannten Additionstheoreme der Jacobischen Funktionen in die Groflen
R, r und ¢ umzurechnen.
Geht man nun in unserer
Figur zu dem Grenzfalle iiber,
wo sich die beiden Kreise be-
rithren, so verliert die Frage,
wann sich der Polygonzug
zwischen ihnen schlieit, jede
Bedeutung. Wenn man aber
in diesem Falle nach der Ldnge
des Linienzuges fragte, kommt
man, wie ich jetzt zeigen will,
wieder auf elliptische Funk-
tionen.
Als Parameter auf dem
gréfBeren Kreise behalten wir o
Fig. 1. bei, oder wenigstens die Werte
1, in welche die ¢ in diesem
Grenzfalle iibergehen. Da jetzt r= R— ¢ und daher nach Formel (3) der
Modul = 1 ist, folgt fiir den Zusammenhang zwischen dem Parameter 4 und
dem Zentriwinkel y:
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Yy

sin v 1+ .Y
, . dz 1 iy i Tty
(1) l_fir;?_glog — oder e*=tg— ~
Y 1—sm§
oder auch
Y e’-—e—’l
(2/) sSin TZ == I}—ge:—f == ig A.

Die Verteilung dieser Parameterwerte 1 auf der Peripherie des dufBeren
Kreises ist danach also in dem betrachteten Grenzfalle (im Gegensatz zu den
o im allgemeinen Falle) vollig unabhiingig von der Wahl des zweiten, kleine-
ren Kreises — nach wie vor aber bilden die Parameterwerte, die den Ecken
des Polygonzuges entsprechen, eine arithmetische Reihe

A=y, AyEte, i*t2e, I,*3«,

und die Gleichung (4) zur Bestimmung der Differenz dieser Reihe nimmt jetzt
die Gestalt an:

’ 2 r . R-—
) dii o=« R¥e R+c’

“ e ey

]

und dafiir konnen wir auch schreiben:

(5) e‘“=i§_‘/§ )

Wir berechnen nun das Stiick einer Polygonseite, das zwischen den beiden
Kreisen liegt, also die Lénge ¢, der von einer Ecke P, des Polygons mit dem
Parameter 4, = 1,+ ne an den kleinen Kreis gelegten Tangente. Es ist

2
t,,:gi~—'rg

(WO Qn = mP’“)

oder
tn =(R®+c*+ 2Rccosy,)— (R —c)*=2Rc (14 cosy,),

also ¢, selber:

2

tn:2VIchos%":2\/RE.;;_,, o
e e
d. 1.
4\Re
6 b= etma g ha—na

und daher ergibt sich fiir die Lange L des ganzen Polygonzuges in ihrer Ab-
hingigkeit von dem Parameter 1, der Ausgangsecke:

+® +®
. 1
(7) L(%)=2 > t,=8VRe >/ Tdetma —ho—ma’
n=—® fn=—ow e +e "

Um die Bedeutung dieses Resultates zu erkennen, erweitern wir die

1 4
o . 5 -1 .
Summe rechterhand mit =¢ 2= —-e 2 und schreiben:
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L(2 );8@\/Rc -,

n=-—x e-o+"2——*;2‘7.;(ﬂ+‘;‘)a e—;~o—i%+%:6—<n+;—)u

und nun setzen wir den echten Bruch e~ gleich der seit Jacobi in der Theorie

K’
der elliptischen Funktionen mit ¢ bezeichneten GréBe e K, also nach (5):
/R—yc K’

8 YAZNVE und = ,
( ) VB v ¢ K
und ferner
(9) 210—}—@'7[—66:@.%-%,

wo K und K’ die beiden zu g gehérigen vollstindigen elliptischen Integrale be-
deuten, deren ersteres z. B. durch die Gleichung

VK= (1+2g+2¢" +2¢"+...)

definiert gedacht werden kann. — Dann ist
+o . x
e iU
L(20)=8Z‘/RC Z ’__ (D) -3 nil <S:Ae K >~,
n=—x 8% q —8 q °

und diese Summe stellt, von konstanten Faktoren abgesehen, gerade die
Riemannsche Partialbruchzerlegung der Funktion sn u dar:

3
(F) snu—a—4 2/ ) _(n+) 1 ,,+,L’2)

s?q 2

in der & wie iiblich den ,,Modul“ der elhptlschen Funktion bedeutet.
Wir erhalten so das Resultat:

8K
L(%y) ==~

VRc-snu

oder, wenn wir noch fiir seine Bedeutung aus (9) einsetzen:
10) L(h) =22 yRosm (K +ik'—i252,).

Es wird also von konstanten Faktoren abgesehen, die Gesamtlénge L
jenes Polygonzuges in ihrer Abhéngigkeit von der Wahl des Punktes P, (4,)
auf dem grofBeren Kreise dargestellt durch die Werte der Funktion sn % auf
einer (eraden in der w-Ebene, die im Abstande K parallel zur imaginiren
Achse verlduft — was aber interessanter als dieses Resultat selbst sein diirfte, ist

2) Vgl. Riemanns Vorlesungen iiber elliptische Funktionen, herausgegeben von
H. Stahl ( Leipzig 1899 bei Teubner), S. 831. — Wenn diese Formel auch aufs engste mit
bekannten Formeln von Jacobi zusammenhéngt, habe ich doch nicht feststellen kénnen,
daB sie sich in obiger Form schon vor Riemann in der Literatur findet, weshalb ich
sie eben als , Riemannsche Formel“ bezeichne.
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die aus der Ableitung hervorgehende Tatsache, daB die Teile, in welche die
etnzelnen Seiten des Polygonzuges durch die Beriihrungspunkte mit dem
kleineren Kreise zerfallen, gerade den einzelnen Gliedern der Riemann-
schen Partialbruchentwicklung jener Werte von sn u entsprechen, so daf
wir sagen kénnen: der Polygonzug gibt ein anschauliches Bild von der Ge-
schwindigkeit, mit der jene Riemannsche Partialbruchreihe (F') fiir Ar-
gumente von der Form w= K+ v konvergiert.

Diese Werte von sn u fiir Argumente mit dem reellen Teile K sind (einfach)
periodisch, und auf eine periodische Funktion muBte auch die Behandlung
unserer geometrischen Aufgabe naturgemaf fithren, da es ja klar ist, daB die
Vertauschung von 14 und 14+ « (d.i. von Py und P,) keinen EinfluBl auf die
Lénge L unseres Polygonzuges hat. — Die Grenzen, zwischen denen jene Werte
von sn % schwanken, sind 1 und %>1 , und zwar werden diese beiden ex-
tremen Werte erreicht z. B. wenn der Imaginirteil gleich O bzw. gleich ¢ K’ ist,

also in unserem Falle, wenn
A=Z
2z

iK' — 2, = 0 baw.— iK'

ist, d. h. fiir
to= 5 =% baw. 7= 0

oder: wenn der Polygonzug sym-
metrisch zur Zentralen der beiden
Kreige verlauft, indem diese ent-
weder durch den Berithrungs-
punkt einer Seite mit dem klei-
neren Kreise oder durch eine Ecke
auf dem gréBeren Kreise hin-
durchgeht (Fig. 2), und fiir die
Léangen dieser beiden ausgezeich-
neten Linienziige ergeben sich
die Werte: '

(11)

Wir nehmen nun im folgenden immer an, wie das bei Anwendungen
haufig der Fall ist, es sei die Grofle g gegeben. Dann gestattet uns Formel
(8) sofort das Verhéltnis

4 1—g\2
#=(i70)
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zu bestimmen, so dafl wir imstande sind, in beliebigem MafBstabe die diesem
q- Werte entsprechende Grundfigur, bestehend aus den beiden einander be-
rithrenden Kreisen, zu zeichnen, und dann liefert uns nach den Formeln (11)
die einfache, mit grofer Anndherung mogliche Ausmessung des gréferen der
beiden symmetrischen Polygonziige sofort den zugehérigen Wert von K, und
in dem Verhdlinis der Langen beider Linienziige erhalten wir dann weiter den
zugehorigen Modul 2. — Denken wir uns nun noch auf dem gréBeren Kreise
eine Skala der 1- Werte angebracht®), d. h. in einer groBeren Anzahl von Punk-
ten die zugehorigen Werte des Parameters 1 herangeschrieben, so kénnen wir

’
der Figur sofort den zu ¢ gehérigen Wert von % = % !i(( entnehmen und damit

auch K’ ermitteln, und endlich kénnen wir dann nach Formel (10) auch noch
durch Ausmessen weiterer Polygonziige die Werte von snu fiir beliebige Ar-
gumente % mit dem reellen Teile K bestimmen. — So haben wir also in
unserer Figur ein bequemes Mittel, falls die Jacobische Grifle q gegeben
18t, mit grofer Anndherung die zugehorigen Werte des Moduls k sowie
der wollstindigen Integrale K und K' und endlich auch gewisse Wert-
rethen der Funktion sn u zu bestimmen.

Erwahnt sei zum Schluf noch, daB wir aus unserem Hauptresultate (10)
leicht noch alle imagindren Elemente beseitigen konnen. Wir machen Ge-
brauch von der leicht zu beweisenden Formel

sn(K4- 3K +iu) = —}c dnu,

wo die Uberstreichung andeuten soll, dafl es sich hier um diejenige Funktion

dn u handelt, welche zu dem Komplementéirmodul " = V1 — k* gehort. —
So folgt denn:

(10) L(k) = X VRe-an (2X4,).

3) Es kann dies sogleich ein fiir allemal geschehen, da ja, wie oben hervorgehoben
wurde, die Verteilung der Parameterwerte auf dem &uBeren Kreise génzlich unab-
héingig von der GroBe des inneren Kreises und also auch von ¢ ist. — Die Herstellung
dieser Skala la8t sich unter Benutzung einer Kurve fiir die Exponentialfunktion e”
nach der zweiten Formel (1’) leicht graphisch ausfiihren, oder aber man kann, wenn
der zu einem A-Werte y (z.B. zu-.A=1) gehorige Peripheriepunkt etwa rechnerisch
bestimmt ist, nach einem aus Fig. 2 ohne weiteres ersichtlichen Verfahren die zu
% s %:—, _il’ %, usw. gehorigen Punkte durch geometrische Konstruktion gewinnen. —
Um die Vorstellung zu fixieren, sei noch bemerkt, daB zu 2 =1 der Punkt mit einem
Zentriwinkel von 99° 127,6 gehort.

(Eingegangen am 3. 9. 1921.)



Ein Kriterium fiir den positiv definiten Charakter von
Fourierintegralen und die Darstellung solcher als Summe
von Quadraten.

Von

F. Bernstein in Géttingen.

Gestattet eine -fiir alle reellen Argumente regulire Funktion & (z)
eine bestindig konvergente Entwicklung der Form

B(x+y) 2 B"(mf"(y

n=yu
wo die gleichfalls fiir alle reellen x reguliren Funktionen B, (x) durch
konvergente Reihen der Form
Bu(z) =2 (1+ ez + aeex?+...) (u=0,1,2,...)
in der Umgebung der Stelle « = 0 definiert sind, so laBt sich leicht zeigen,
dal die Entwicklung nur emdeung moglich ist. Es ist ndmlich, wenn

fiir n = 0 der Ausdruck 2 Null bedeutet:

1=0

Blaty) - 3 PO B gy

=0

_|_xn+1yn+1<i+ >,

An+1

n [ 3 1
o =P gy ) ey (5 at )

n—1
Bla+y)— D) "13’4_(’”3:3 (y)

o _ne
y=0 y" A
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Durch diese Gleichungen sind die %, (2) und damit die 4, sukzessive ein-

deutig definiert.
AuBlerdem lassen sich die B, (x) linear durch P(x) und seine Ab-
leitungen ausdriicken. Es ist

n—1
Blaty) - OB _BW g (4) 4 yrri0(a,y).
u=0

Differenzieren wir n-mal nach g, so erhalten wir wegen

" B(z+y) _ d"B(x+y) _ qom .
ayn — d(x+y)n s'E (x—l_y)

(n) (n)
TR k. D @)= Y )+ (04 1)1y (a,)

nu=0

+(;&> ('n—;l)!y a@(x y)+ +yn+16 szz(/x Y) .

Setzen wir y = 0, so ergibt sich, da

P(y)=n!+tp(n+1)n...2y4...

ist:

) ;B(")( ) '
B(a) - ) T Bu(@) =7, Bu(®).
u=0

Wendet man diese Formel statt auf » auf » — 1, dann auf n — 2 usw.
an, so kann man schlieBlich rekursiv §B,(z) linear durch P (z), B'(x),
.., B™(z) ausdriicken.

Ist B(x) speziell eine gerade Funktion, so sind alle ,, gerade, alle
Bz,+1 ungerade Funktionen. Denn setzt man

B (2) = 2Dy (),

80 ist einerseits:

@

w @t Qu (=) y" D (—y)
P(—z—y)= (-1 T B EBE R,

"
©=0

andererseits:
T 2t D (2) Y D,
B(—z—y)=B(aty) =D TN 0W),
=0
Aus der eingangs bewiesenen Eindeutigkeit der Darstellung folgt:
Qu (— 2) = Ly (x).
Folglich ist

Bu(—2) = (= 2)"Qu(— =) = (— D)"a" Dy (x) = (— 1)" Bu(2).
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Es besteht der
Satz: Hs sei B(x) eine gerade, fiir alle reellen x reguldre Funktion und

f;B(n) e h2u? Jq

fiir ein h > 0 und fiir alle n=0,1,2,... absolut konvergent. Besitzt
die Funktion B () eine fir alle reellen x und y gleichmdifig konvergente
Entwicklung der Form

Bloty)= D (—1) BBl
wo =0
B (%) = (1 + 1@ + a2+ ...

wst, so st
+o
J(8)= [P (u)e-r* v cos utdu

unter der Bedingung

Ay >0

fiir jedes reelle ¢ positiv und als Summe von Quadraten in der Form

t) =2 ;/h——; {é:lélf [_f Po () e~2422° cos mtda:}2

+ o

+§ 7~2v1+1 [_leg“H(x)e—“z”a sin wtdxr}

darstellbar.
Beweis. Da P (u) gerade ist, so folgt:

J‘ﬂs o e —h?u? giut Jo .

Fiir > 0 ist
+ o
_h_ —h29p2 =1
‘/;_ie dv R
also
+® +®
h h h .
- J =f . e—htu? J. —h2v?2 Tut
7 (1) B(u )‘/ne ‘/“_we dvetvtdy

—ff%B —h: e-mrur M onaon giue gy dv,
e Vo
erstreckt iiber die ganze wwv-Ebene. Durch die Transformation

u=x-4+1y, V=0 —1Y
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erhalten wir:

Ly =Btk erern b orien etz ay
\/n \/7‘
_ ) B @)Bu(Y) b _spege B _speyeiziy)e
o[ BB L sz,

erstreckt iiber die xy-Ebene. Da die Reihe fiir alle 2 und y gleichmiBig
konvergiert, so folgt:

__.J(t — zzgﬁ_l),,ff%# ) R emnrar izt @ (y ) et give g dy
= Vw V=

wo N, so gewahlt werden kann, da bei N > N, fiir alle z, y gleich-
miBig | Ry (x, y)| < 4, also

[y (o) oot B g rtesn g

T

h2
S ffe»2h’(zz+u"‘) dedy =0
14

ist. Das Restintegral strebt also fiir NV -— co gegen 0, so dall man erhilt

L= 35 [ )H‘B(y)~ddy

= QZL%L)_.{ [‘qu —M’z”e””dx }0

denn das Integral in { } existiert und konvergiert absolut, da B, (x)
linear durch B (x) und seine Ableitungen darstellbar ist und fiir alle
R™ () nach Voraussetzung

(e s,

also a fortiori

T8 (@) e da

konvergiert, — Nun ist aber iBg,, gerade, e, ;1 ungerade, also
2
Vs J(t) = 2212 {fiﬁg, ) ——= e~2h*2% cog xtdx}
71
+oo

+ Z Tovii { f%zvﬂ(x) :/hi e—2h*2* gin xtdx}2
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Eine spezielle Funktion, auf die sich unser Theorem anwenden 1a8t, ist.
B (x) =cnz (cosinus amplitude z).
Sie besitzt das Additionstheorem

_onx eny—dnxdnysnxsny
GH(x—{—y) 1—kesn‘~’msn‘~’y (lkl<1),
also ist
en(x4y)=cnz-cny —dnrsnz-dnysny
+k*cnzsnz-cnysny — k dnasndz-dnysndy -+ ...

Dies ist eine Entwicklung der verlangten Form mit

1 1
l2v=k2,,, '};E;

PBor () =cnzsn?z =x2" (14 ...),
Borr1(x) =dnzsn2+leg =g+ (14 ...),

die gleichm&Big konvergent fiir alle reellen z,y ist. Denn der Rest der
Reihe hinter dem 2v-ten Gliede ist absolut genommen kleiner als

22v+1 -

Y ” k2(v+1)
2 k20 4 2| k| +2’+...=2i1~_']k)2 ,

liegt also unabhingig von z,y unter einer fiir » — co gegen 0 streben-
den Schranke. — Da

[+
[enm gy e=rut gy

fiir jedes >0 und n =0, 1, 2, ... absolut konvergiert, so ist also

~+ o
Senue vt cos utdu

bei jedem A > 0 fiir alle reellen ¢ positiv und gleich
+ o
2
[k"f cna sn2*xe2*%* cos ¢ dw}

—®

+o

—l“j [k”fdnx sn2v+ly g—2h%2% gjn xtdxr} .

»=0

g 8

3

=0

—®

(Eingegangen am 21.11.1921.5



Uber rationale Polynome mit einer Minimumseigenschaft.

Von
Otto Blumenthal in Aachen.

Eine Fragestellung aus dem Gebiete der ganzen transzendenten Funk-
tionen hatte mich zu der Aufgabe gefiihrt, trigonometrische Polynome mit
einer gegebenen Zahl reeller Nullstellen und einer gewissen Minimums-
eigenschaft zu untersuchen, die darin besteht, dal die Summe der Quadrate
der Koeffizienten einer bestimmten Anzahl héchster Glieder moglichst klein
werden soll*). Es lag nahe, die gleiche Aufgabe fiir rationale Polynome
zu stellen, sie erwies sich aber hier als auBerordentlich viel schwieriger.
Obwohl ich die Schwierigkeiten noch nicht vollstéindig iiberwunden habe,
glaube ich doch den Weg zur Losung geniigend deutlich zu sehen, daB
ich die bisherigen Ergebnisse veroffentlichen kann, in der Hoffnung, sie
demnéchst zu vervollstédndigen.

Wir betrachten die Gesamtheit der Polynome M (2) n-ten Grades,
die in einem Kreis vom Radius 7 um den Nullpunkt mindestens m (< n)
Nullstellen haben. Die Minimumseigenschaft ist in § 1 angegeben. Die
Nebenbedingung der Nullstellenzahl kann auch im AnschluB8 an das isoperi-
metrische Problem der Variationsrechnung in der Form

1 M (x
2ai ) M((?)2 dz = m
gegeben werden, wo das Integral iiber eine die Peripherie des Kreises be-
liebig eng umschlieBende Kontur zu erstrecken ist. Kbenso lieBe sich die
Minimumbedingung als Minimum eines Integralquotienten ausdriicken,
namlich

JIM—M,_,\"d=z

1M dx = Min.,

1) Math. Zeitschr. 1 (1918); siehe auch Math. Ann. 77 (1916).
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wo M,,_, den m-ten ,,Abschnitt* des Polynoms M bedeutet, und die Integra-
tinen iiber die Peripherie des Einheitskreises zu erstrecken sind. Die iiblichen
Methoden der Variationsrechnung versagen jedoch und miissen durch be-
sondere ersetzt werden. Die grofie Schwierigkeit wird durch die Begrenzung
des Kreisgebiets hineingetragen. Das Fehlen einer Begrenzung ermdéglichte
die vollstdndige Losung bei trigonometrischen Polynomen.

1. Die einfachsten Eigenschaften der Minimumpolynome.
Wir betrachten die Gesamtheit der Polynome

{1) M(x)=py+p x4+ ...+ p,2"

mit beliebigen, reellen oder komplexen Koeffizienten, welche mindestens
m (< n) Nullstellen im Innern oder auf dem Rande eines Kreises ¥ vom
Radius » um den Nullpunkt besitzen. Es ist leicht zu sehen, da im
Bereiche dieser Polynome, d. h. ihrer Koeffizienten u;, der Ausdruck

1 2 2 2
{2) S::S(M):‘ﬂ'”l‘_,_*_}‘u'"';l’ +-~-+i#n|2

Lo | [ | oo A L~y |
ein von Null verschiedenes Minimum haben muf}?®).

Welche Polynome liefern das Minimum?

Um die Behandlung der Aufgabe formal zu vereinfachen, fithren wir
an Stelle der Koeffizienten p neue GréBen M durch folgende Erklarung ein:

Hi

Mk= gy (k:O, 1,...,m—1),
(3) [ #0411y | +oot |
—— e PE i & =m, ..., n).
l/‘mi‘_“"lﬂm—f—ll +‘~-+\Aun\ )
Es 1st dann
a9 s 2 1
[V LINTURURNIRY Y S PR ——
a 0| + +1 mll k/‘o'u+--~+lﬂ7n—-1]u
. 1
Ml M=

|fum‘2+---+|/4n
und daher gelten auch die Umkehrformeln:

My
=— et (k=0,1,...,m—1),
. e T M M )
Mk’ ’
§ = 5 5 k' =m, ,m),
M iMm1“+-~-+iMn|z ( )
") S:JVMO|2+...+|M,,,_,19‘.

IMp P4 M, |

%) Siehe Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 286.
11
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Ist
L(x)=24+4z-+...+2,2"

ein weiteres Polynom hochstens n-ten Grades, so werde die lineare Ver-
bindung M (z) + ¢ L (%) mit von x unabhingigem Parameter ¢ als Kom-
bination von M mit L bezeichnet. Dem Parameter ¢ konnen dabei be-
liebige reelle oder komplexe Werte beigelegt werden.

Wir bilden den Ausdruck s(M - oL) fiir das kombinierte Polynom.
Es berechnet sich:

(4) s(M+oL)—s(M)=1[(ed+0o4)+|e|’D],

WO
2 2
I VS B TR 1Y
’ 1‘:"0'1"9'1'0f2+'~-‘*‘I:"m~1‘*‘9;~m—1!~

A(M’L):}'OMO_}_ +1m-1 Mm—l ~"_)—'mMm_i_71_)_'%,\/'1:’

’

(4") D L):u,,,|*‘+...+u,,y2‘_uo|2+...+|z,,,_1|2.
’ R e e L N e e [ TN

Wird noch

(4") o=leole’, A=d]|er

gesetzt, so ist also

(4")  s(M +oL)—s(M)=1[2]e||4]|cos (§ —7)+]|e|"D].
Wenn M Minimumpolynom ist und M -+ oL mindestens m Null-

stellen in dem Kreise & besitzt3), mull die linke Seite positiv sein. Daher

das Ergebnis:

Wenn fiir alle o0 von geniigend kleinem Betrag die Kombination
M 4+ oL in k mindestens m Nullstellen hat, dann gilt:

(5) A(M,L)=0, D(M,L)>0.

Denn wire 4 von Null verschieden, so hitte fiir geniigend kleines |o| die
rechte Seite von (4”) das Vorzeichen von cos (8 — ), das durch Wahl
von f negativ gemacht werden kann. D > 0 ist aber nichts anderes als
der formelméBige Ausdruck der Minimumseigenschaft selbst.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses beweise ich zuerst:

Die sdmtlichen Nullstellen eines Minimumpolynoms liegen auf der
Peripherie des Kreises k.

Seien némlich ¢, ,, ..., &, m Nullstellen von M (z) in k, von denen
beim Vorhandensein mehrfacher Verschwindungspunkte auch einige zu-
sammenfallen konnen, und sei «, 9m Innern des Kreises gelegen. Wir

3) ,In dem Kreise“ bedeutet stindig ,im Innern oder auf dem Rande“.
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bilden das Polynom (m — 1)-ten Grades L (x), das die Nullstellen «, . . ., «,,
besitzt. Dann hat fiir alle geniigend kleinen ¢ die Kombination M - o L
mindestens m Nullstellen in %, ndmlich die Nullstellen «,, ..., «, und
eine Nullstelle «’, die bei geniigend kleinem ¢ in beliebiger Nahe von «,
gelegen ist. Daher miiite nach (5) sicher D(M,L)> 0 sein. - Dies ist
aber nicht der Fall, denn 1, =...=4,=0, wihrend u,, ..., u, einer-

seits, 4,, ..., 4,,_, andererseits sicher nicht samtlich verschwinden.
Ich beweise weiter:

Ein Minimumpolynom hat genaw m Nullstellen in k.

Es sei ndmlich jetzt «,,...,«, eine Gruppe von m Nullstellen
von M (z) in k, von denen auch wieder beim Vorhandensein héherer Mul-
tiplizitidten einige oder alle in einen Punkt zusammenfallen konnen. Es
sei L(x) das Polynom m-ten Grades, das diese Nullstellen besitzt. Wir
kombinieren M () der Reihe nach mit den Polynomen

L(z), L (), ..., z» ™ L(z)
und benutzen die aus (5) flieBenden n — m + 1 Gleichungen
(5") AM,L)=0, A(M,zL)=0, ..., A(M,z*mL)=0.

Sie lauten:

(6) IIMA4A M+ 2, ML =0 (I=0,1,...,n—m).
Es berechnen sich also siamtliche Ausdriicke M aus den m ersten
My, ..., M, _, mittels einer Rekursionsformel m-ter Ordnung mit kon

stanten Koeffizienten. Das allgemeine Integral dieser Rekursionsformel
ist bekanntlich:

(7) M= 4@+ d,a;+ ...+ Anan  (i=0,1,..,,n).
Denn die Gleichung
L(z)=i,+lx+...4+1,am=0

hat die Wurzeln @,, @,, ..., @,. Falls mehrere dieser Wurzeln zusammen-
fallen, ist die Darstellung (7) in bekannter Weise abzuindern. Die A4,
sind von ¢ unabhingig.

Wenn M (x) mehr als m Wurzeln in k£ hat und diese nicht alle in
einem Punkte zusammenfallen, so gibt es eine von (e, ..., &y—y, ¢y) ver-

schiedene Wurzelgruppe (e, ..., ¢n—q, #), auf die wir die obigen Schliisse
anwenden kénnen. Wir erhalten dann eine zweite Darstellung:

(7a) M; = B @ + ... + Bu_y @y -+ Bu B*.

Es werde
A,—B,=0C, (k=1,...,m—1),
Am = Cm’ - Bm = 0m+1
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gesetzt. Dann ergeben sich durch Vergleich von (7) und (7a) fiir die C,
die n -1 linear-homogenen Gleichungen

(7Db) Crwt+ Coait ... Cporty g+ Crhy +Cpi =0
(¢=0,...,7n).

Wir greifen die m -+ 1 ersten dieser Gleichungen heraus. Ihre Deter-
minante verschwindet nicht. Denn, falls alle ¢, voneinander und von g
verschieden sind, ist sie das Differenzenprodukt der @, B; falls aber zu-
sammenfallende Wurzeln vorkommen, berechnet sie sich aus dem Diffe-
renzenprodukt durch Differentiation und ist wieder gleich einem Produkt
von Null verschiedener Wurzeldifferenzen, multipliziert mit einem Zahlen-
faktor. Also liefern die Gleichungen (7b)

C,=...=0C, ., =0,
d. h. insbesondere

4,=0, B,=0.
Die M; gestatten also eine Darstellung durch nur m — 1 Punkte @, ..., @n—,.
Ist

L' () =ig+ A+ ...+ dpy_qam1

die Gleichung, deren Wurzeln die ¢, ..., «,_, sind, so bestehen auch die
Rekursionen

I‘;Ml+I;Ml+l+--"I‘Im—lMHm_l:O.

Es ist also insbesondere
A(M,L")=0,
und daher fiir alle Werte von o
s(M+oL')—s(M)— o D(M.L').
Hierin ist D negativ, weil L’ vom Grade m — 1 ist. Nun laBt sich aber
o unter allen Umsténden so bestimmen, daB M -+ o L’ auler den ¢y, ..., ¢,
noch eine Nullstelle in & hat. Demnach kann M nicht Minimumpolynom sein.
Es ist also bewiesen, dal ein Minimumpolynom jedenfalls nicht mehr
als m Nullstellen haben kann, die sich auf mehrere Punkte verteilen.
Zur Vervollstindigung des Beweises ist zu zeigen, da auch keine
einzelne Nullstelle von hoherer Multiplizitdt als m auftreten kann.
Hierzu kombinieren wir M (z) mit « M'(x), wo M'(z) die Ableitung
von M ist. Wenn « eine mindestens (m - 1)-fache Nullstelle von M ist,

dann hat M'(z) und daher auch M - gz M’ in « eine mindestens m-fache
Nullstelle. Daher miifite nach (5)

AM,z2M')=0

sein. In Wahrheit ist, wie sofort gezeigt werden wird, 4 (M, xM’) po-
sitiv und von Null verschieden. Dadurch ist die Annahme einer Null-
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stelle von hoherer Multiplizitdt als m widerlegt. Unsere Behauptung
iiber 4(M,zM’') wird aber einfach durch Rechnung bewiesen. Es ist
némlich

A(M, s M') = 0-1gMy+ 1- %, M, + 2.5, My+ ... + 77, M,

. 0-%, ‘I,I'L':— ],IELHL“F [ T (7”7" - l) /T‘m;ﬂi.’r"m— v m Pon Mo <o« T Py P
Moo= typ—y Min—y ‘ Hm Bm . T Py g
n m-=1 ,
N K=k gy
E'=mk=0 -
E > 1.
n m—1
NN it iy
k'=m k=0

2. Die charakteristische Gleichung.

Es fragt sich nun, welche Verteilung der Nullstellen auf der Kreis-
peripherie ein Minimumpolynom liefert, und wie sich dieses Polynom und
das Minimum berechnen. Leider kann ich diese Frage noch nicht voll-
standig beantworten, doch will ich zwei Gedankenginge angeben, durch
deren Kombination die Losung sich wenigstens in aussichtsvollen Sonder-
fillen finden lieB.

Die erste Entwicklung bezieht sich auf die Aufstellung des Minimum-
polynoms bei gegebenen Nullstellen e, ..., «,, sie kommt auf die
Losung einer ,,charakteristischen Gleichung® hinaus und verlduft voéllig
analog der bei trigonometrischen Polynomen verwandten*). Ich kiirze
daher die Darstellung erheblich ab.

Bei gegebenen «,, ..., «, sind die M, zu rechnen nach den Formeln

(7) M= A, @+... A4, a, (t=0,1,...,m).
Zur Bestimmung der A4,,..., A, dienen die m Gleichungen
M(e;) =0,

die sich unter Benutzung der Formeln (3') und des Wertes (3”) nun so
schreiben lassen:

(8) ——(Myed +Myeg ... =M __ " )t s(M, "4 ... +M, )= 0%
(I=1,...,m).
Multiplizieren wir die I-te Gleichung mit 4, und addieren alle Glei-
chungen, so kommt wegen (7)

(9)—(MgMy+ MM, + .. 4+M, _ M, )+ s(M,M, ... +MM,)=0,

4) Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 292—296.

%) Diese ganze Rechnung wird der einfachen Schreibweise halber so angestellt,
als ob die Wurzeln ¢, ..., o, alle voneinander verschieden seien. Bei zusammen
fallenden Wurzeln treten an Stelle einiger Gleichungen (8) ihre Ableitungen. Die
Rechnung und ihre Ergebnisse aber bleiben ungeiindert,
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d.h. der Wert (3”) von s. Unsere Aufgabe, das Gleichungssystem (3”),
(7), (8) fur M;, 4,, s zu l6sen, reduziert sich also darauf, daB nur die
7 -~ m Gleichungen (7), (8) fiir die » + m Unbekannten M,, 4, mit s als
Parameter zu l6sen sind; dann ist (3”) von selbst erfiills.

Man hat daher folgende Losungsmethode fiir das Gleichungssystem:
Man setze in die Gleichungen (8) aus (7) ein und erhalte dadurch m
linear-homogene GQleichungen fiir die m Unbekannten A,. Die Bedin-
gung dafiir, daf diese Gleichungen durch mnicht verschwindende Werte
der A, befriedigt werden, ist eine Determinantengleichung tn s

W(s)=0,
die ,,charakteristische Qleichung‘.
Die charakteristische Gleichung hat nur positiv reelle Wurzeln. Der

2u dem gegebenen Nullstellensystem «,, ..., «, gehorige Minimalwert s
ist die kleinste Wurzel dieser Gleichung.
Das Polynom M (x) mit den Nullstellen ¢, ..., «,,, das den Minimal-

wert s liefert, ist bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig bestimmd.

Die Beweise dieser Sitze sind in meiner Arbeit iiber trigonometrische
Polynome in der Mathematischen Zeitschrift vollstindig gegeben.

Die charakteristische Gleichung soll explizit aufgestellt werden. Dazu
setzen wir, fir (I=1,..., m),

) . —e?=b" (p=0,...,m —1
(10)  &=a”G@=0,...,n), F=b @ )

sef =b2 (g=m,...,n).
Die Gleichungen (7) und (8) schreiben sich dann
(7") M,— a4, +...4-a 4, (=0,1,...,n)
(8") OM, "M, 4. B"M, -0 I=1,...,m).

Eliminiert man die M;, so ergeben sich die m linear-homogenen Glei-
chungen in den 4,:

e 4, +...+¢,,4,=0,
60— b0+ a6 4 .. B (B, I=1,...,m).

Die charakteristische Gleichung ist

(107)

| Gy | = 0.
Vermége der Form (10°) der ¢,, it sich die Determinante nach dem
verallgemeinerten Multiplikationssatz der Determinanten entwickeln :
(107) o =2 (e al® . ag BB LB,

wo die Summe iiber alle moglichen in der natiirlichen Zahlenfolge geord-
neten m-gliedrigen Gruppen der n -1 Indizes 0, 1, ..., n zu erstrecken ist.
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Wir bezeichnen in der Folge immer mit p einen Index der Reihe
0,1,...,m —1, mit ¢ einen Index der Reihe m,...,n. Gemal (10)
enthilt [b{i’) by . .. b,(,fm)\ so viele Faktoren s als Indizes ¢ unter den
%, %, ..., 5, vorkommen. Hierdurch laBt sich die rechte Seite von
(10") nach Potenzen von s ordnen. Es kommt, wenn fiir die a, b ihre
Werte (10) eingetragen werden:

el =(— D™ el es .c.am Yladay ... an ]
1 _ Dy 1 0y
(=1 s D 2 G A ol X A R 2 G A con Y 4
(= D el et el e (e et ek

+...

Diese Entwicklung ist ganz analog der bei trigonometrischen Poly-
nomen angegebenen.

Da die Punkte o alle auf dem Kreise & vom Radius r liegen,
schreiben wir
(11) w, =718, |&|=1,
aullerdem gebrauchen wir die Abkiirzungen

» '511’15:'3...£:ks:i_1...£qli

(12) {Prs s P15 Q- os @)= - 0.1 m—1] (k+1=m).

Ey €y vl &y |

Damit kann der charakteristischen Gleichung folgende Form gegeben
werden:

(13) W(s)==1—s [{py -+, Doy @4} 720

82 NP1 oo Bai @1, @} Proa 0 0,
wo die mit oberen Strichen versehenen Indizes p’, p”,... die in der
Reihe der Indizes p,, ..., p, fehlenden Zahlen 0, 1, ..., m — 1 bezeichnen

sollen, und die Summen immer iiber alle moglichen Indizes-Kombinationen
zu erstrecken sind. Das Polynom W (s) ist vom Grade n — m + 1, wenn
diese Zahl kleiner ist als m, sonst vom Grade m.

Von den Klammerausdriicken {p,,...,p,; ¢,,...,¢,} zeigt man
ohne groBle Schwierigkeit, dal sie ganze symmetrische Funktionen der e,,
und zwar Summen von Potenzprodukten mit nur positiven Koeffizienten
sind ). Sie haben demnach ihre absolut groten Werte, wenn alle ¢, ein-
ander gleich sind, d.h. wenn simtliche Wurzelpunkte zusammenfallen:
Diese groiten Werte sind, wenn ¢ =g, =...=¢, =1 gesetzt wird,

%) Fiir die formale Berechnung der KlammergroBen aus den elementar-symmetri-
schen Funktionen siche E. Pascal, Die Determinanten (Leipzig, Teubner, 1900), § 33.
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Alw,—rp) 1l(2,~p,) Il(2,~4,)

(14) (Do Pis Qs vos @) = 7 e (m=1y
Uy dyv=0,1,...,m—1; 1< pu,
0,06, T=M,...,Nn; 6 T.

Daraus ergibt sich eine untere Grenze fiir die kleinste Wurzel s der
charakteristischen Gleichung, d. h. fiir das gesuchte Minimum. Da nim-
lich fiir jede Gleichung der Form

1—c¢s+c8*——4...=0
mit lauter reellen positiven Wurzeln die Wurzeln gcl sind, so ist
1

(15) 8§28, =

1 -
S‘\ {P1s v Pn—13 1) “27,2(q1—p’)’
wo fiir die KlammergroBen die Werte (14) zu wéhlen sind. Das Gleichheits-
zeichen gilt in den beiden trivialen Féllen m =1 und % =m, in denen

die Gleichung vom ersten Grade wird.

Die vollstindige Losung des Minimumproblems erfordert jetzt die Be-
stimmung derjenigen GroBen &, — e'”# bzw. derjenigen Verhiltnisse :—"’
1
(denn ¢, ist wegen der Rotationssymmetrie willkiirlich), fiir die die
charakteristische Gleichung eine méglichst kleine Wurzel hat. Fiir diese
Verhéltnisse bestehen natiirlich m — 1 durch Differentiation von (13) nach
den m — 1 Winkeldifferenzen ¢, — ¢, gewonnene Gleichungen. Doch scheint
es nicht, als ob ihre Diskussion férderlich wire. Vielmehr werden wir uns
bessere Bedingungen fiir die Lage der Punkte ¢, auf einem direkten Wege
verschaffen.

3. Eine weitere Eigenschaft der Minimumpolynome.

Sei o, eine genau k-fache Nullstelle des Minimumpolynoms auf dem
Rande, so daf

(16) M(z)=(x —e,)"R(z)P(2) = u(x — ,)* 4 Glieder hoh. Ordnung,
wo R (x) die von e, verschiedenen Nullstellen des M (x) auf dem Rande,
P(z) die Nullstellen auBerhalb des Kreises umfaBt, und u = R(e,)P(«,)
von Null verschieden ist. Es gibt Polynome L,, (x) hochstens n-ten Grades,
die in «, von genau (k — 1)-ter Ordnung verschwinden, alle iibrigen Null-
stellen in dem Kreise mit M gemein haben und auBerdem die Eigenschaft
besitzen, daB D (M, L,)< 0. Ein solches Polynom ist beispielsweise
(# —a,)* "R (2). Wir setzen allgemein L, in der Form an:

(17) Lo (%)= (2 — )" " R(x) Q(z) = (% — «,)*~* 4- Glieder hoh. Ordn.,
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wo @ (z) ein geeignetes, bei «, nicht verschwindendes Polynom vom Maximal-
grad n —m + 1, also 1= R(«,)Q(«,) von Null verschieden ist.

Wir bilden die Kombination M (x)+ oL, (z). Der Ausdruck (4')
A(M, L,,) ist von Null verschieden, weil sonst wegen D (M, L,) < 0
nach (4”) M nicht Minimumpolynom wire. Denn p laBt sich sicher so
bestimmen, dal die Kombination m Nullstellen in dem Kreise hat.

4(M, L, ) hat also ein bestimmtes Argument y, und wir wihlen o

so, daf sein Argument sich von » um einen Rechten unterscheidet:

(18) p=y LT (v ganz).
Dann liefert (4"):
(18") $(M + oLy, )—s(M)=1|o|°D < 0,

und demgemdfl darf die Kombination fir die gewdhlten Werte von o
hochstens m — 1 Nullstellen in dem Kreise haben, d.h. die einzige durch

die Kombination verschobene Nullstelle bei «, muf aus dem Kreis heraus-
riicken.

Nun gilt fiir die Verschiebung der Nullstelle bei geniigend kleinem ! |
in erster Naherung
i(y+ L(2v+1)7

2 i < ST o)
(19) 05—'““1:—;;9:—:”;"'1@ (2 ? = — € # 1§|Eggal)d(lM’Lal),

nach (18), (16), (17). Wenn die durch (19) bei variablem |g| dar-
gestellte Gerade den Kreis schnitte, wiirde entweder fiir » = 0 oder » =1
der m-te Wurzelpunkt ¢ der Kombination in dem Kreise liegen. Dies
darf nicht stattfinden, daher: Die Gerade (19) ist Tangente an den Kreis.
D. h. in Formeln:

(20) A(M, L) ;‘%"g = veell.

Diese Beziehung, die bisher nur fiir solche @ (z) bewiesen ist, die
D(M, L) < 0 machen, gilt nun fir alle Polynome @ (z) von dem Maxi-
malgrad m — m -+~ 1. Dies ist eine wichtige neue Eigenschaft der Minimum-
polynome.

Beim Beweise betrachten wir zur Vereinfachung der Schreibweise
zuerst Polynome @(z), die am Nullpunkt nicht verschwinden. Seien

B,, ..., By—m+y beliebige Konstante, o ein reeller positiver Parameter, so
setzen wir

(2v+1)7:;r)

Qs () =140 (Bix 4 ... + Bp_ppranm+1),
Werden auflerdem die Bezeichnungen gebraucht:
(x— o) 'R(z)=w -+ @+ ...+ vpogzmt,
Lo () =1ho+ha +...+lz",
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s0 ist
Ay, =, + o, (h<m—1),
Ay = oy (m <k <n),
wo die Glieder o,, o, den Parameter o als Faktor enthalten und im
iibrigen linear in den » und den B sind. Demnach ist die Funktion
D(M, L, ,) oder, was auf dasselbe herauskommt, die Funktion
]lm]2+...+}l,,\2 . J”"‘|2+“'+!M’Lf_
T N L V7 L R DT

| 2

fiir gentigend kleine ¢ sicher negativ, denn der zweite Quotient ist nach
(15) groBer als s,, in dem ersten Quotienten aber geht der Zihler mit ¢
gegen Null, wihrend der Nenner sich der 3|»,| nihert.

Die Beziehung (20) gilt also fiir alle geniigend kleinen o. Es ist
aber der imagindre Teil der linken Seite dieser Beziehung eine quadratische
Funktion von ¢ und muB also fiir alle Werte von o verschwinden, da er
fiir gentigend kleine ¢ verschwindet. Die Beziehung (20) gilt also auch
fir 6 =1, d.h. fiir das beliebige, am Nullpunkt nicht verschwindende
Polynom

Q(x)=1+Bx+...+By_pprar—m+1,
Die Beschrinkung, daB @ (z) am Nullpunkt nicht verschwinden soll, 148t
sich auch leicht beseitigen. Damit ist die Beziehung (20) allgemein be-
wiesen.

Wir wenden sie nun an auf @(z)= P(z), d.h. auf L, (z)= gl—_(—xal
Es ist dann: !
1 1 o
(21) La1(x)t_7a;[lu’0+(%_}‘#1>x+<5_§+%1+1u2>x~
b (A A ) B
% 1
und also

AML L) == o oMo+ (51 )M,

ot (B B ) Masy
1

Pk ()
%

Ordnet man nach den y;, und beriicksichtigt (3’) und (8”), so wird die
Gleichung (20) zu

— [Mo(My o+ 22 M (M, - 22
22 *}_,,,+va_1<Mm—1+---+%tfﬁlﬂ

8 My (Mt B ) g M My | = reell.

1/
“1
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Hierin werden schlieBlich die Ausdriicke (7) der M, durch die A4, ein-
getragen, dann ist (22) eine quadratische Qleichung fiir die Real- und
Imagindrteile der A,, in deren Koeffizienten die Wurzelverhilinisse
Zf (v=2,...,n) und shre Konjugierten eingehen ).

Fiir jede der voneinander verschiedenen Nullstellen besteht eine Glei-
chung (22). Eine von diesen ist von den iibrigen abhingig. Fiigt man
diese Gleichungen zu den Gleichungen (10) hinzu, so liegt ein System von
Gleichungen in richtiger Anzahl vor, aus dem die Unbekannten 4,, s, %
berechnet werden miissen. '

Es ist mir zwar noch nicht gelungen, diese Elimination so weit zu
fithren, dafl ich daraus allgemeine Schliisse iiber die Lage der Nullstellen
ziehen koénnte. Jedoch habe ich folgendes Ergebnis sichergestellt: Im
Falle zweier Nullstellen (m = 2) sind die Nullstellen des Minimum-
polynoms sowohl bes geniigend groffen wie bes geniigend kleinen Werten

des Kreisradius r in einem Punkte konzentriert.

Es ist mir aullerordentlich wahrscheinlich, dall das gleiche Resultat auch
bei beliebigem m gilt. Dagegen weill ich nicht, ob es auch fiir allgemeine
Werte des Kreisradius richtig ist. Soweit seine Richtigkeit reicht, besteht
iiber die Minimumpolynome eine vollstindige und einfache Aussage: Es
gibt - abgesehen von offensichtlichen und belanglosen Abinderungsmog-
lichkeiten — nur ein einziges Minimumpolynom, seine in k gelegenen
Nullstellen fallen im Punkte x-=1r zusammen, und der Minimalwert
von s gentigt der charakteristischen Gleichung (13), in der die Klammer-
ausdriicke die Werte (14) haben.

Dezember 1921.

") Wenn man fiir @ (¢) der Reihe nach die Potenzen 1, x, 22, ..., " ™!
einsetzt, erhilt man an Stelle der einen Gleichung (22) ein System von n—m -+ 2
Gleichungen. Diese sagen aber nicht mehr aus als die eine Gleichung (22), denn aus
einer von ihnen und den Gleichungen (8) folgen alle iibrigen.

(Eingegangen am 29.12. 1921.)



Die Bewegungen der hyperbolischen Ebene.

Von

Heinrich Liebmann in Heidelberg.

Wihlt man mit Klein die projektiven Axiome und die ihnen anzu-
gliedernde MaBbestimmung zum Eingangstor der hyperbolischen Geometrie,
so ist fiir diese Geometrie der folgende Satz leicht zu beweisen:

Aufler den Bewegungen gibt es keine eigentlichen projektiven Trans-
formationen der hyperbolischen Ebene.

Zur Erliuterung geniigt folgendes: Unter ,,projektiver Transformation*
(p. T.) ist eineindeutige Punkttransformation, die Gerade in Gerade iiber-
fiihrt, zu verstehen. Wir verlangen ferner, dall jeder ,eigentliche®, d. h.
jeder im Innern des Fundamentalkegelschnittes K, gelegene Punkt P
wieder in einen solchen Punkt iibergeht; nun, so miissen die Punkte des
K, wieder in Punkte des K, iibergehen. Die achtgliedrige projektive
Gruppe wird also durch die zweite Forderung auf die p. G. des K, ein-
geschrinkt, und diese Gruppe ist eben der Inbegriff der ,,Bewegungen
der Ebene bei hyperbolischer MaBbestimmung. —

Hilbert?!), auf diesem Gebiete einmal als ,,Reaktionir auftretend,
hat die Metrik zum Ausgangspunkt gewdhlt und dabei gleich am Anfang
durch Konstruktion gezeigt, dall zwei Gerade, die einander nicht schneiden
(das Beiwort ,,eigentlich* ist hier zu unterdriicken) und nicht parallel sind
(kein gemeinsames Ende P, haben), notwendig ein gemeinsames Lot
besitzen miissen.

Es soll jetzt der vorangestellte Satz durch elementargeometrische
Uberlegungen, also unter ausschlieflicher Verwendung von Kongruenz-
sitzen, so abgeleitet werden, wie etwa GauB, J. Bolyai oder Lobatschefskij
dies ausgefiithrt haben konnten?).

1) Grundlagen der Geometrie, Anhang III.
2) Man gelangt bis zu den in Nr. 6, Folgerung 3 und 4, ausgesprochenen Sitzen.
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1. Eineindeutige Punkttransformationen (P.7T.), die Gerade in Ge-
rade tiberfiihren, miissen Parallele in Parallele wberfiihren.

Beweis. In der Tat kann ein Paar paralleler Halbstrahlen ¢, (P, P,,),
g, (P, P.) nicht in ein Paar einander schneidender Halbstrahlen iibergehen;
das schlieBt die Definition der P. T. aus. Aber auch ein Paar mit gemein-
samem Lot L, L, kann daraus nicht hervorgehen; denn sonst entspriche
riickwiirts (bei Umkehr der P.T.) der eine der beiden von P, ausgehenden
zu g, parallelen Halbstrahlen einem in das Gebiet P, P, P, bei P, ein-
tretenden Halbstrahl, der g, nicht trifft, und das ist unméglich.

2. Der Mittelpunkt M,, eines l-Paares geht in den Mittelpunkt
M., diber.

Beweis. Aus (1) folgt, daB bei der betrachteten P.T. jedes I-Paar
von Geraden, d.h. jedes Paar von einander nicht schneidenden Geraden
gi» g, In ein ebensolches Paar iibergeht, nicht in ein Parallelenpaar. Unter
dem Mittelpunkt M,, eines solchen Paares wollen wir den Halbierungs-
punkt des nach Hilbert konstruierbarén gemeinsamen Lotes verstehen. Er
ist aus Griinden der Symmetrie der Schnittpunkt der beiden Geraden
(Parallelen), welche die ,,Enden“ von g, und g, kreuzweise verbinden
und als solcher auch durch Parallelenkonstruktion definiert. Da es unter
den vier Geraden, die mit g, und g, je ein Ende gemein haben, nur ein
Paar, eben das durch M,, gehende gibt, das einen Punkt gemein hat, so
muBl dieses Paar in das entsprechende, also M,, in M., iibergehen.

Hiermit ist noch nicht bewiesen, dall das gemeinsame Lot [ , von g,
und g, in das gemeinsame Lot [,, von g und g, iibergeht!

3. Sind AB = BC aneinanderschlieflende gleiche Strecken einer
Geraden g, so ist auf g’ entsprechend A'B' = B'C’.

Beweis. Es seien g, g,, g5, 9, vier Gerade, die alle auf derselben
Geraden ! senkrecht stehen und deren Spuren auf ihr die Strecken
l,, = l,y =1, abschneiden. Es sei ferner die Mitte eines aus diesen vier
Geraden ausgewahlten Paares g¢;¢, mit M;, bezeichnet. Hiernach fillt
M,, mit M,, zusammen und auBerdem ist M,, My, — M,, M,,.

Dann muB nach (2) M, mit M,, zusammenfallen, und es folgt
weiter, daB M,,, M,,, M,, auf einer Geraden liegen weil dies fiir M,,,
M,,, M,, gilt. Diese Gerade braucht kemeswegs mit ll‘, zusammenzufallen,
wohl aber ist die aus dem Dreieck L M, L, und den Geraden gl, ga
gebildete Figur (L, L bedeuten die Fuﬁpunkte der von JII14 Jll‘,3 auf
g, und g, gefiillten Lot;e) ihrer Scheitelfigur L,, M,,, L,; g., g} kongruent.
Demnach ist M, M;a = M;s M;4

Bei dieser Uberlegung sind aber M,,, M,,, M,, gar keine irgendwie
ausgezeichneten Punkte; man kann drei Punkte A B C auf einer Geraden,
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wenn nur A B = BC ist, immer als Lotmittelpunkte deuten, indem man
die richtigen Geraden g,, g,, g;,9, einzeichnet:

Wenn also ,4B = BC, dann ist A'B"— B'C’.

4. Jedes Viereck ABC D mit gleichen Gegenseiten (G.-S.-Viereck)
AB=CD, BC=DA, geht in ein gleichartiges Viereck (mit A'B'= C'D’,
B'C'=D'A4") dber.

Beweis. Aus Kongruenzsitzen folgt, daf3 die Diagonalen eines solchen
Vierecks einander halbieren und die Umkehrung. Anwendung von (3) er-
gibt dann die Richtigkeit von (4).

5. Jedes gleichschenklige Dreieck ABC (AB = AC) geht in ein
gleichschenkliges Dreieck iiber.

Beweis. Hier mull, wie es scheint, etwas weiter ausgeholt werden,
um (4) verwenden zu konnen. Dabei wird ein besonderes aus 4 B (' ab-
geleitetes G.-S.-Viereck (Viereck mit gleichen Gegenseiten) A BB, A, ver-
wendet, das bei B und 4, rechte Winkel besitzt; iiberdies soll A, auf der
Halbierungslinie des Winkels A liegen. Es ist zundichst zu zeigen, wie
man dieses Viereck zu konstruieren hat. Man konstruiert zunichst aus
dem Winkel bei 4 (=329 BAC) und AB das Viereck 4B B, 4, mit
rechten Winkeln bei B, 4, und B,,*) halbiert dann B, A, und dreht die
Figur um den Mittelpunkt durch den Winkel =, dann entsteht ein G.-S.-
Viereck mit rechten Winkeln bei B und A4,.

Zu diesem G.-S.-Viereck ist noch das Spiegelbild ACC, 4, an A4,
hinzuzufiigen. In dieser Zwillingsfigur BAC C, A, B, ist dann

BA=AC=A,C,=A,B, =AB
und
BB, =A44,=0CC,.
Thr muBl notwendig eine Zwillingsfigur entsprechen, in der gewif3
nach (3)
B A, = 4,0,
und dann nach (4)
B'A'=B,A,=4,C,=4'C".

Es ist also, wie behauptet wurde 4'B’— 4'C’.

Die Gleichheit der Winkel 3~ BAC und 9 B’'A’C’ ist damit noch
nicht erwiesen, geschweige denn die Kongruenz der Dreiecke 4B C und
A'B'C’

6. Folgerungen. Hieraus ergeben sich eine Reihe von Folgerungen,
die die P.T. der Kongruenz immer ndher riicken.

%) Vgl. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 2. Aufl. (im folgenden angefiihrt
mit N. E. G.), Leipzig 1912, § 10.
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F.1: Jeder Kreis geht in einen Kreis iiber, der Mittelpunkt in den
Mittelpunkt. Jeder einem Kreis einbeschriebene regulire Sehnenzug geht
in einen regulidren Sehnenzug iiber (beides folgt aus Nr. 5).

F.2: Rechte Winkel bleiben unverdndert. — Dies ergibt sich durch
Betrachtung eines Viereckes ABCD, in dem AB=BC=CD=DA
ist. In einem solchen Viereck schneiden die Diagonalen einander senk-
recht, und da auch A'B'==B'C'—=0C'D'=D’'A’, bleibt der Winkel
ein rechter.

F.3: Die Halbierungslinie eines Winkels geht in die Halbierungs-
linje iiber. — Trégt man nédmlich auf den Schenkeln des Winkels « die
Strecken AB = AC ab und fillt das Lot AD auf BC, so ist 4D die
Halbierungslinie. © Aus den invarianten Eigenschaften der Figur ergibt sich
dann die Folgerung.

Aus F. 2 und F. 3 zusammen folgt, daf jeder Winkel
2mt1
271

«=n
ungedndert bleibt.

F. 4: Die Seite @ des gleichseitigen Dreiecks mit den Winkeln%;r
bleibt ungeéndert. Dies folgt aus F.3 in Verbindung mit der Tatsache,
daB jedes Dreieck durch die Winkel bestimmt ist*).

Man kann dann aus F. 3 die Invarianz einer abzihlbaren Menge

anderer Strecken folgern oder direkt die Invarianz aller Strecken (wegen
Nr. 3)

0 2mEL
2
Um allgemein
AB—A'F

zu beweisen, auch dann, wenn die Entfernung sich nicht in dieser Form
ausdriicken 148t, braucht man entweder den Hilfssatz®): Sind 4 B zwei
gegebene Punkte, so da AB < a (AC =a, B zwischen 4 und C), so
ist fiir hinreichend groBes n

AB>2%, d.h. B zwischen 4 und D, AD=$,,
oder man weist nach, daB die P.T. eine Kreisverwandtschaft ist, was in
F. 5 geschehen soll. Da aber Kreisverwandtschaften winkeltreu sind®), so

4 N.E.G., 8. 42.

%) Wie ordnet sich dieser Hilfssatz in das Axiomensystem ein? Der mit An-
wendung dieses Hilfssatzes zu fithrende Beweis ist nicht kurz zusammenzufassen.

% N. E. G, S. 48.
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bleiben alle Winkel, nicht nur die in F. 3 angegebenen, erhalten und damit
ist dann allgemein

AB=A'B
erwiesen.

F.5: Die anderen Kreisformen {vgl. F. 1). Die hyperbolische Geo-
metrie kennt neben dem eigentlichen Kreis noch zwei andere Kurven mit
einem Kontinuum von Symmetrieachsen, niamlich die Abstandslinien,
Orter dér Endpunkte von Strecken konstanter Linge I, die alle auf einer
bestimmten Geraden der ,Nullinie“ senkrecht stehen. DaB bel unserer
P.T. Absiandslinien wieder in Abstandslinien iibergehen, folgt aus F. 2
in Verbindung mit dem Satz, daf gleiche Strecken in gleiche Strecken
iibergehen, was hier noch zu zeigen ist. Inder Tat kann man, wenn 4 B = CD
ist, ein G.-8.-Viereck (NT. 4) einschalten ABCD,(AB=CD;,AC=BD,)
und erkennt durch Abbildung der aus diesem Viereck und dem gleich-
schenkligen Dreieck CD D, (CD=CD,) bestehenden Figur, daB
AB =¢'D,=C'D" wird.

Es bleiben noch die Grenzkreise zu betrachten; sie sind dadurch
charakterisiert, daf samtliche Sehnen 4 B mit den durch die Endpunkte
der Sehnen gelegten Strahlen eines bestimmten Parallelbiischels paarweise
gleiche Winkel einschliefen. Ist P, das ,,Ende® dieses Biischels, so ist
also fiir zwei Punkte P, P, des Grenzkreises

X P,P,P,=9 P, P, P,.
Da die Mittelsenkrechte jedef Sehne ebenfalls P, enthilt, so folgt

aus Nr. 3 in Verbindung mit F. 2, dal auch Grenzkreise in Grenzkreise
iibergehen.

Jeder Kreis geht in einen Kreis ber, dabei bleibi die Art des
Kreises (Kreis mit Mittelpunkt, Abstandslinie, Grenzkreis) ungedndert.

(Fingegangen am 29. 4. 1921.)



Hilbertsche und Beltramische Liniensysteme.
Ein Beitrag zur Nicht-Desarguesschen Geometrie,
Von

Hans Mohrmann in Basel.

I

In seinen ,,Grundlagen der Geometrie* hat Hilbert ein elementares Linien-
System in der Euklidischen Ebene angegeben, fiir das alle ebenen Axiome
seines Axiomen-Systems erfiillt sind, auBer dem Kongruenzaxiom fiir Drei-
ecke, der Satz des Desargues jedoch nicht gilt. Das Hilbertsche Liniensystem
besteht aus allen Geraden der Ebene, soweit sie nicht in das Innere einer ge-
wissen Ellipse eindringen, erginzt — im Innern der Ellipse — durch die Bo-
gen von Kreisen eines passend gewahlten Netzes (co?-Systems mit einem
{reellen) festen gemeinsamen Punkt).

Schlieft man das Punkt-Kontinuum der Euklidischen (Cartesischen)
Ebene in bekannter Weise durch Hinzufiigung von co? uneigentlichen (unend-
lich-fernen) Punkten zu einem projektiven Kontinuum (T'rdgergebilde eines
terndren Gebietes) ab, so hat das Hilbertsche Liniensystem mit dem System

der Geraden der projektiven Ebene insbesondere die beiden folgenden Eigen-
schaften gemein:

1. irgend zwei (verschiedene) Punkte sind durch eine (und nur eine)
Linie des Systems verbunden;

2. irgend zwei (verschiedene) Linien des Systems haben einen (und nur
einen) Schnittpunkt.

Da gleichwohl Konstruktionen mittels vollstindiger 4-Ecke zu drei (sam$
ihrer Reihenfolge) gegebenen Punkten nicht einen und denselben 4. harmo-
nischen Punkt liefern (Nicht-Desarguessche Geometrie), so setzt das Hilbert-
sche Liniensystem mit elementaren Mitteln in Evidenz, dal zur Begriindung
der projektiven Geometrie der Ebene projektive Axiome (der Verkniipfung,
Anordnung und Stetigkeit), analog denen, die zur Begriindung der rdum-
lichen projektiven Geometrie ausreichen, nicht geniigen, daB mithin von

12
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Staudts Benutzung des Raumes zur Begriindung der Geometrie der Lage in
der Ebene kein kiinstliches, sondern ein notwendiges Hilfsmittel ist.

Ein dem Hilbertschen nachgebildetes, freilich weniger elementares Bei-
spiel dieser Art erhdlt man dadurch, dal man auf (einer Fliche variablen
Kriimmungsmafes, z. B. auf) einem dreiachsigen Ellipsoid, etwa durch eine
Ellipse ein Gebiet so abgrenzt, dafl irgend zwei (verschiedene) Punkte dieses
Gebietes durch eine (und nur eine) kiirzeste (geodéatische) Linie verbunden
sind, und alsdann das so abgegrenzte Gebiet auf die Ebene der Ellipse (etwa
orthogonal) projiziert. Die Geraden der Ebene, soweit sie aulerhalb der ge-
nannten Ellipse verlaufen, erginzt, wo dies in Frage kommt, durch die ihre
Schnittpunkte mit jener Ellipse verbindenden Bogen der projizierten kiir-
zesten Linien, bilden ein Linien-System, das demselben Zweck dient (Nicht-
Desarguessche Geometrie) wie das Hilbertsche.

Wihrend aber bei dem Hilbertschen Linien-System kein endliches Gebiet
abgegrenzt werden kann, in dem sich nicht ein Teilgebiet angeben lieBe, inner-
halb dessen die Sitze der projektiven Geometrie Geltung haben (da das von
Hilbert benutzte System von co? Kreisen durch einen festen Punkt durch Trans-
formation mittels reziproker Radien mit jenem festen Punkt als Zentrum in ein
System von oo? Geraden der Ebene iibergefithrt werden kann), so ist dies fiir
das zweite Liniensystem nicht der Fall. Vielmehr kann, wie aus klassischen
Untersuchungen Beltramis?) hervorgeht, im 2. Falle, in dem wir zum Unter-
schiede von Systemen der Hilbertschen Art (die Hilbertsche Liniensysteme
heilen mogen) von einem Beliramischen Liniensystem sprechen wollen, im
Innern der Ellipse kein Gebiet abgegrenzt werden, in dem die projektive
Geometrie gilt.

Im folgenden habe ich mir nun die doppelte Aufgabe gestellt: erstens
ein dem Hilbertschen Liniensystem analoges anzugeben, bei dem die in Frage
stehenden Eigenschaften (Nicht-Desarguessche Geometrie) noch leichter
zu durchschauen sind; zweitens — und das ist die Hauptaufgabe — ein
ebenso elementares (ebenes) Analogon des beschriebenen Beltramischen
Liniensystems zu bilden. Bei beiden Aufgaben sollen nur Linien der Elemen-
targeometrie benutzt werden und die notwendigen Konstruktionen mit Hilfe
von Lineal und Zirkel ausfiihrbar sein, so dal man aus dem Bereich rationaler
und quadratisch-irrationaler Operationen nicht herausgefiithrt wird.

Es bereitet keine Schwierigkeiten, andere Nicht-Desarguessche Linien-
gysteme hinzuzufiigen, bei denen auBer Linien der Elementar-Mathematik
auch hohere algebraische oder transzendente Kurven, z. B. Exponentiallinien
verwandt werden, wie wir beildufig zeigen wollen.

1) Annali di matematica, 7 (1865), S. 187.
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II.

Ordnet man in einer Euklidischen Ebene jedem (reellen) Punkt P mit den
rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten , 4 den Punkt P* mit den Koordi-
naten z* =z, y* = eV zu, so wird die Ebene auf die obere Halbebene (y >0)
abgebildet.

Ordnet man jedem (reellen) Punkte der oberen Halbebene mit den Koordi-
naten z,y (y >0) den Punkt P* mit den Koordinaten z*= =z, y*=|Vy
zu, so wird die obere Halbebene (y >0) auf sich selbst abgebildet.

Beide Abbildungen sind (bei Beschrankung auf eigentliche Punkte der
Ebene) ausnahmslos umkehrbar eindeutig und iiberall stetig.

Den geraden Linien ¥y = ax -+ b entsprechen bei der ersten Abbildung die
Exponentiallinien y == ¢2#+?, bei der zweiten die Aste der Parabeln

Yy =ax+ b

inder oberen Halbebene. In beiden Fillen liegen die Schnittpunkte entsprechen-
der Kurvenpaare auf Parallelen zur Y -Achse. Und sowohl die Parabeléste,
als auch die Exponentiallinien haben in keinem (eigentlichen) Punkte eine
horizontale oder vertikale Tangente, wihrend im {iibrigen alle dazwischen
liegenden durchweg spitzen oder durchweg stumpfen Steigungswinkel genau
einmal angenommen werden. Beide Liniensysteme gehen iiberdies durch
jede Translation in Richtung der X - Achse und durch Spiegelung an jeder Par-
allelen zur Y -Achse in sich iiber.

Dies vorausgeschickt 148t sich unsre Aufgabe miihelos und in durchsich-
tigster Weise losen, wobei wir wohl nicht ausdriicklich darauf hinzuweisen
brauchen, daf sich die Schnittpunkte koaxialer Parabeln mittels Zirkels und
Lineals konstruieren lassen.

I11.
a) Hilbertsche Systeme.

Wir schneiden in die obere Halbebene (y >0) ein rechteckiges Fenster
A BEF beliebiger GroBe, dessen Kanten zu den Koordinaten-Achsen parallel

sind. Unser Liniensystem soll be-
stehen aus: /
1. sdmtlichen horizontalen und N E

vertikalen Geraden (Parallelen zur
X- und Y-Achse);

2. allen Geraden y=ax+ b (a +0), /
die nicht in das Innere des Fensters

eindringen; A F
3. allen Geraden y=ax+b (a +0),
die das Rechteck in zwei getrennten Fig. 1.

12*
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Punkten schneiden, soweit sie auBerhalb des Rechteckes verlaufen, ergéinzt —
im Innern des rechteckigen Fensters — durch die ihre Schnittpunkte mit dem
Rechteck verbindenden Bogen der Parabeln

Y=ot

Y= ev a:+/f] .

SchlieBt man das Kontinuum der Punkte x, ¥ durch Hinzufiigen von oot
uneigentlichen Punkten (,,der unendlich-fernen Geraden‘‘) zu einem projek-
tiven Kontinuum (Tréger eines terniiren Gebietes) ab, so folgt aus den Be-
trachtungen des II. Abschnitts unmittelbar, daf:

1.irgend zwei (verschiedene) Linien des Systems eimen Schnittpunkt

haben;

2. irgend zwei (verschiedene) Punkte der (projektiven) Ebene durch eine

Linie des Systems verbunden sind.

[oder der Exponentiallinien

Gleichwohl gilt fiir dieses Liniensystem die projektive Geometrie (und
damit auch der Satz des Desargues) nicht, wie man unmittelbar erkennt,
wenn man etwa zu den Eckpunkten 4 und B des Fenster-Rechtecks, sowie
dem unendlich-fernen Punkte ¢ ihrer (vertikalen) Verbindungsgeraden

c* = ce ,»den” 4. harmonischen Punkt D
S A mittels 4-Seits- Konstruktionen auf-
sucht, und dabei einmal nur Linien
des Systems benutzt, die nicht in
das Innere des Fensters eindringen,
D das zweite Mal etwa das Fenster-
D* Rechteck 4 BE F (mit seinen ,,Dia-
gonalen“ 4 F und B F) selbst. Im-
A % 7  ersten Falle erhdlt man als 4. har-
Fig. 2. monischen Punkt D immer den Mit-
telpunkt der Strecke 4 B; im zwei-
ten Falle jedoch ersichtlich nicht: Denn die ,,Diagonalen 4 E und BF sind
hier krumme Linien (Bogen von Parabeln [oder Exponentiallinien]), die
zur vertikalen Mittellinie GC~ des Rechtecks symmetrisch liegen.

Beschrinkt man sich auf Figuren und Konstruktionen, die ganz im
Innern (oder ganz im AuBern) des Fensters verlaufen, so gelten (wie aus den
Betrachtungen des II. Abschnitts ohne weiteres folgt) die Sitze der projek-
tiven Geometrie (z. B. der Satz des Desargues). Es handelt sich somit hier um
Hilbertsche Liniensysteme.

b) Beltramische Systeme.

Eine leichte Modifikation unsrer Linien-Systeme fithrt uns auch auf die
gesuchten Beltramischen Systeme. Dabei konnen wir zunéchst das rechteckige
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Fenster (in der oberen Halbebene) durch einen horizontalen Streifen ersetzen,
der durch die Geraden

y=k und y=K 0< k< K <o)
begrenzt ist:
Ay /
K \
k
L AN >
/ N
Fig. 3.

Linien des Systems sind:

1. alle horizontalen und vertikalen geraden Linien;
2. alle geraden Linien

y=azxz+b (a< 0);
3. alle geraden Linien

y—az+b (a>0),

soweit sie auBerhalb des Streifens verlaufen, ergénzt durch die ihre Schnitt-
punkte mit den Grenzgeraden des Streifens — in seinem Innern — verbinden-
den Bogen der Parabeln

y=cz+f

y= e**th].

[oder der Exponentiallinien

Schliet man wieder das Kontinuum der Punkte #, ¥ zu einem projek-
tiven Kontinuum ab (und definiert das ,,Innere” des ,,Streifens” passend),
so sind auch hier die beiden Fundamentalbedingungen der projektiven Geome-
trie erfiillt:

1. zwei Linien des Systems haben einen Schnittpunkt;
2. zwei Punkte der (projektiven) Ebene sind durch esne Linie des Systems
verbunden.

DaB gleichwohl in diesem Liniensystem der Satz des Desargues nicht gilt,
daBl man jetzt insbesondere im Innern des Streifens auf keine Weise ein (end-
liches) Gebiet abgrenzen kann, innerhalb dessen die projektive Geometrie
Giiltigkeit hat, erkennt man leicht durch folgende Uberlegung.

Angenommen es gibe ein derartiges Gebiet (im Innern des Streifens),
so lieBe sich in ihm sicher auch ein von Linien des Systems gebildetes gerad-
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liniges stumpiwinkliges Dreieck S AC angeben, dessen stumpfer Winkel bei
4 liegt und dessen Seite AC horizontal ist.

Wir fragen nach ,,dem‘ Punkt D, der zusammen mit C' den Punkt 4 und
den Halbierungspunkt B der Strecke 4 C harmonisch trennt.

Um ihn mittels vollstindiger 4-Seite zu konstruieren (wobei wir das
Gebiet des Dreiecks 8.4 C nicht verlassen wollen), kénnen wir einmal aus-
schlieBlich ,,gewshnliche’ gerade Linien des Systems verwenden, indem wir
z. B. die durch den Punkt A4 gehende Diagonale A F des zu benutzenden 4-Ecks
ABEF (Rig.4) auf der Vertikalen durch 4 wahlen.. Bei allen Konstruktionen
dieser Art gelangen wir zu demselben 4. harmonischen Punkte D.

S S

F 7.

A 0 8 c A o¥0 B
Fig. 4. Fig. 5.

Andrerseits konnen wir die Konstruktionshinien so wihlen, da3 eine oder
mehrere krumme Linien des Systems benutzt werden, z. B.indem wir den
Punkt F des Vierecks A BEF auf der Vertikalen durch 4 wihlen. Da bei
dieser Konstruktion eine und nur eine krumme Linie des Systems. benutzt
wird — die geradlinige Diagonale A E, die wieder auf den fritheren Punkt D
fithren wiirde, ist durch einen Parabelbogen [oder ein Stiick einer Exponen-
tiallinie] zu ersetzen —, so ist ganz unmittelbar und ohne irgendwelche Rech-
nung ersichtlich, daB wir zu einem anderen 4. harmonischen Punkt D* gefiihrt
werden. Die beschriebenen Liniensysteme sind daher Beltramische Systeme.

IV.

Wir schliefen mit der Bemerkung, da man zur Bildung Hilbertscher
und Beltramischer Liniensysteme unsrer Art natiirlich auch beliebig viele an-
dere nach dem im II. Abschnitt unsrer Betrachtung gewiesenen Gesichts-
punkte passend gewihlte Linien-Systeme benutzen kann?), dall man insbe-

2) Man braucht nur auBler den horizontalen und vertikalen Geraden die Linien
der 002-Schar y =f(z) zu wihlen, wo z=ax-+b gesetzt ist und y=7f(z) eine in
einem passend gewihlten Rechteck (umkehrbar) eindeutige und stetige Funktion von
z ist, derart dafl auch die Umkehrung z = ¢ (y) in jenem Rechteck (und auf seinem
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sondere auch die verwandten Parabeln und Exponentiallinien miteinander
kombinieren kann, indem man etwa zugleich Parabeln
y=ax (¢ >0)
und Exponentiallinien
y=e s+l (< 0)
heranzieht.
Bei dem zuletzt gekennzeichneten System bilden die co? horizonzalen und
ol vertikalen geraden Linien die Ubergangsscharen zwischen den beiden
kontinuierlichen co2-Scharen von Parabelbogen und Exponentiallinien des
Systems. Wahlt man die Konstruktionsanordnung wie in den Figuren 4 und 5,
s tritt hier die Verschiedenheit der Punkte D und D* (in Fig. 5) noch krasser
zutage, da jetzt die entscheidenden beiden Diagonalen 4 & sich nicht mehr
wie Bogen und Sehne zu einander verhalten, sondern wie die UmriBlinien eines
axialen Schnitts durch eine bikonvexe Linse. Man erkennt daher auch hier
ohne irgendwelche Rechnung, daB es sich um ein Beltramisches (Nicht-
Desarguessches) Liniensystem handelt.

Hannover, den 11. August 1921.

Rande) eindeutig und stetig ist. Denn alsdann bestimmen zwei verschiedene Punkte
P, und P, auf oder im Innern des Rechtecks wegen
a:b:l= !wl 1 —o(y) |‘
loe 1 —@(ys) i
immer eine und nur eine Linie des Systems.

(Eingegangen am 12. 8. 1921.)



Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und
allgemeine Zahlsysteme.

Von
M. Dehn in Frankfurt a. M.

1.

Eine Frage aus den Grundlagen der Geometrie ist der Ausgangspunkt:
Uber die Begriindung des Dualitéts-Prinzips ist zwischen Poncelet und
Gergonne gestritten worden?). Poncelet konstruiert durch ein Polarsystem
(etwa am Kreis) zu jeder Figur eine duale, Gergonne leitet das Prinzip
aus dem dualen Charakter der projektiven Axiome unmittelbar ab. Der
Streit ist nicht leicht zu entscheiden: Zundchst mufl man zu den sogenannten
projektiven Axiomen (der Verkniipfung und Anordnung) zur Begriindung
der projektiven Geometrie noch das Archimedische Postulat hinzufiigen,
das aber in geeigneter Formulierung ebenfalls dualen Charakter hat.
Der entscheidende Einwand gegen die Gergonnesche Auffassung ist der
folgende: Poncelet zeigt direkt durch das Polarsystem, daB zu jeder
Figur eine duale existiert; Gergonne dagegen kann nur nachweisen,
daB jede auf Grund seiner Axiome als existierend nachgewiesene Figur
dualisierbar ist. Nun kann es aber in einer Archimedischen Geometrie
Figuren geben, die in einer anderen nicht existieren: z. B. in der allgemeinsten
Archimedischen Geometrie gibt es hyperbolische Involutionen ohne Doppel-
punkte, in der gewdhnlichen Geometrie nicht. Um mit der Gergonneschen
SchluBweise das Ponceletsche Ziel zu erreichen, miiite man demnach statt
des Archimedischen sogar ein die ,,Vollstindigkeit‘‘ involvierendes, etwa
das Dedekindsche Postulat zu den projektiven Axiomen hinzufiigen. — So
hat Poncelets Beweis zweifellos den Vorzug der Einfachheit, wenn auch Ger-
gonne vielleicht den ,,wahren Grund des Dualitdtsphdnomens aufgedeckt hat.

1) Vgl. Poncelet, Traité, 2. Auflage, Anhang. Unsere Darstellung des Streites
ist stark stilisiert. Sie soll nur unser Problem klarmachen.
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Im folgenden wird die Frage untersucht, inwieweit die Gergonnesche
SchluBweise in der Nicht-Archimedischen Geometrie anzuwenden ist. Dies
lduft hinaus auf die Frage nach projektiven Figuren und Schnittpunktsitzen,
die in einzelnen Nicht-Archimedischen Geometrien giiltig sind, ohne fiir alle
giiltig zu sein. Denn wenn ein Schnittpunktsatz in allen Nicht-Archimedischen
Geometrien giiltig ist, oder eine projektive Figur in ihnen allen existiert,
dann folgt eben die Giiltigkeit resp. Existenz aus den Axiomen der Ver-
kniipfung und Anordnung, die dualen Charakter haben. Also muB} zu jedem
solchen Satz der duale giiltig sein, zu jeder solchen Figur auch die duale
existieren.

Wir wollen das Problem arithmetisch formulieren: Unter Zugrunde-
legung der Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome kann man nach Hilbert?)
durch ein ,,Desargues‘‘sches Zahlensystem die geometrischen Beziehungen
beschreiben. In einem solchen Zahlensystem gelten die gewdhnlichen
Rechenregeln, nur die Vertauschbarkeit der Faktorenreihenfolge wird nicht
vorausgesetzt, dagegen sind auch die Anordnungspostulate erfiillt. Eine
aus Geraden und Punkten bestehende Figur wird beschrieben durch ein
gleichzeitig bestehendes System von Gleichungen zwischen den Zahlen
a,, &,... von der Form

Qn, Op! -+ A, U] + a, = 0.

Eine solche Figur ist sicher dann dualisierbar, wenn es ein System von
Zahlen b, b,, ... gibt, das die Gleichungen befriedigt, die aus den obigen
durch Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren entstehen, also:

bn! bn, + b bm, + b, = 0.

Z. B. ist eine spezielle Figur der Hilbertschen Nicht-Pascalschen Geometrie
durch die Beziehung gegeben:

ST —2T8=0.

Eine duale Figur wird durch eine Beziehung von genau derselben Form
gegeben. Da alle nichtidentischen Beziehungen in der Hilbertschen Geometrie
sich auf Grund dieser Relation ergeben, ist in dieser Geometrie (nach
Adjunktion der unendlich fernen Geraden) sicher das Dualitatsprinzip in
seinem vollen Umfang erfilllt. Es ist wohl nicht schwer, Nicht-Pascalsche
Geometrien aufzustellen, bei denen der definierenden Relation nicht duali-
sierbare Figuren entsprechen. (Z.B. ST — 7°8 =0 mit der dual ent-
sprechenden v —vu®=0.)

2) Grundlagen, Kap. V, vgl. auch die tief eindringende Darstellung von Schwan
Math. Zeitschr. 3 (1919), S. 11.
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Ein Schnittpunktsatz ist folgendermaflen arithmetisch zu formulieren:
aus den Gleichungen

A: {xn‘xni"’*‘xm‘xmi"‘l‘l‘:o}
zwischen den Zahlen z, z, ... folgen die Gleichungen

B:  {an %77 + %p, ¥ + 25, =0}
zwischen den Zahlen z,, z,, ..., d. i jedes System von Zahlen, das die
Gleichungen A befriedigt, befriedigt auch die Gleichungen B.

In einer Nicht-Archimedischen Geometrie kann es projektive Figuren
geben, die es in der gewdhnlichen Geometrie nicht gibt (s. oben). Da-
gegen sind alle iiberhaupt moglichen Schnitipunkisitze in der gewShn-
lichen Geometrie erfiillt. So zerfallen die Schnittpunktsitze in folgende
Gruppen:

1. solche, die in jeder Desarguesschen Geometrie (fiir jedes Desarguessche
Zahlensystem) erfiillt sind; z. B.

aus x +y=2 folgt 2*—a*—y?®—2y—yx=0;

2. solche, die speziellen Nicht-Archimedischen Geometrien eigentiimlich
sind; diese Satze sind moglicherweise in der betreffenden Geometrie nicht
dualisierbar.

3. solche, aus denen der Pascalsche Satz, also jeder iiberhaupt
mogliche Schnittpunktsatz (arithmetisch: die Kommutativitdt der Multi-
plikationen) folgt.

Wir werden im folgenden eine Reihe aligemeiner Beispiele fiir die
dritte Gruppe aufstellen, und zwar zerfallen diese noch in zwei Teile:

a) Relationen, aus denen ohne Benutzung der Anordnungspostulate,
jedoch unter Benutzung des Satzes, dal aus a=0 a0 folgt, die
Kommutativitdt der Multiplikation sich ergibt. Dies sind also Resultate
fiir allgemeine Zahlsysteme (ohne Basis).

b) Relationen, aus denen erst mit Benutzung der Anordnungspostulate
die Kommutativitdt der Multiplikation sich ergibt.

Ganz besonderes Interesse haben die unter 2 und 3b) fallenden
Relationen: bestimmte Typen von Zahlsystemen werden charakterisiert
durch Relationen, die zwischen einer Anzahl von ihren Elementen allgemein
erfiillt sind, Relationen, die man etwa als spezielle Rechnungsregeln
bezeichnen kann.

Firr die Schnittpunktsitze der Gruppen 1 und 3 gilt in jeder
Geometrie, in der sie giiltig sind, auch die duale Ubertragung.
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2.
Wir beschiftigen uns zundchst mit Beziehungen von der Form
Gz, ...x,)=0,

wo G eine ganze  rationale Funktion der Argumente mit ganzzahligen
Koeffizienten ist.
Wir konnen diese Allgemeinheit leicht beschranken: @ ist die Summe

von Gliedern der Form « z;, T, %, ..., wobeil wir voraussetzen diirfen, da die

Glieder gleicher Zusammensetzung nur einmal vorkommen und da8, da ja
@ nicht identisch in unserem Zahlensystem verschwinden soll, die Koeffi-
zienten o von Null verschieden sind. G =0 ist dquivalent mit einer
Anzahl von in den Parametern x; homogenen Relationen: Wir schreiben
@ in der Form:

G=G+G +...4+G+ ...,
wo G, alle Glieder k-ten Grades in z, enthdlt. Dann ersetzen wir z,
nacheinander durch 2z, 32 ... und erhalten so die Gleichungen:

2 n* G, =0,
£=0...
aus denen durch Kombination.
G.=0

folgt. Dann zerlegen wir jede der @, in bezug auf z, in homogene
Bestandteile usw., womit unsere Behauptung erwiesen ist. Wir beschrénken
uns im folgenden auf homogene Relationen in 2 Parametern @ und b.

3.

Beispiel. Aus irgendeiner in @ quadratischen, in b linearen Relation
folgt ab = ba.

Beweis. Die Relation hat die Form:
(1) I'(a,b)=«a?b+ paba + yba*=0.
Wir ersetzen b durch b 4 1 und erhalten die Beziehung:
¢a?(b+1)+pa(b+ Va+ y(b+1)a* =0,
durch Kombination mit (1)

ca®+ fa*d-ya®>=0
fiir jedes a, also

(1) @+ f+y=0.

Wir bezeichnen ab — ba mit J,, dann ist

O=I=(¢+p+y)ba*+«(ad, +d6,a)+ pd,a
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also wegen (1'):
(2) cad, + (a+ B)d,0 =0.
Wir ersetzen @ durch @+ 1, dadurch &ndert sich 6, nicht, und erhalten:
e(a+1)0,+(e+p)d,(a+1)=0
durch Kombination mit (2)
(2e¢+$)d, =0,
also, wenn d, nicht null sein soll, womit unsere Behauptung erwiesen
wére, mufl

2¢-+ =0

sein, dadurch wird aus (2)
(2") ad, — d,a =0.
Wir ersetzen b durch b°, dadurch geht 6, in b6, - 6,b iiber, und wir
erhalten aus (2'):
(@d, — 8,a)b+ 267 +b(ad, — d,a) =0

also wegen (2'):
(3) 267 = 0.

Aus (3) folgt auf Grund unserer Voraussetzung iiber die in unserem

Zahlensystem geltenden Rechnungsregeln.

0, =0,
wie behauptet war.

4.

Wir setzen ad, — 6,0 =9,,,, J,=0b. 0, ist vom n-ten Grad in a
und vom ersten in b. Zwischen den ¢, bestehen keine identischen
Beziehungen. Wir geben im folgenden eine Zusammenstellung der zu
gebrauchenden Substitutionen von @ und & und schreiben daneben die ent-
sprechenden Substitutionen der 6,. Die Formeln sind durch Rechnung
leicht zu bestétigen:

d fabd

G () (e d)elara, £ mamin,at (mantaar ) (0 i) (30);
(: £2>‘<ban+(q)alan_1 ﬁ"(g)ag Oz + ... +A(snb>; (Z Za)‘ <Za) (Z ZJ: (ga>
Die Substitution <Z ik 2) gibt die Moglichkeit, aus einer Relation
I'=0 in a homogene Relationen vom nuliten, ersten, zweiten, ... Grade

abzuleiten. Diese Relationen entstehen durch Differentiation nach @. Das

analoge gilt fiir die Substitution (Z z N k>'
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a) Eine in b lineare Relation I' = 0 st dguivalent mit esner Relation

von der Form J, = 0.
Beweis. I'" hat die Form:

m=8
1’5;: M tpambat—m = 0;
daraus folgt, wenn @ = b =1 gesetzt wird:
m=8§
Z o, =0.
m=0
Folglich:
m=s m=8
FEZ tn(am18, +am 28, a+...)a*"m+b (Z zxm) a®
m=1 m=0

-:—-2 em(a™=19, +am28,a+...)atm=0.

Durch s—1-malige Differentiation nach a folgt hieraus:

(S‘am- m) 0, =0.

Also entweder 6, = 0, woraus riickwérts I"'= 0 folgt, oder Z’am
Wir haben ]edenfalls

r= Z (@m=28, +2am38,a+ ... (m—1)8,am2)as—m — 0,

woraus durch Differentiation:

m=8

(2 (5)em) &= 0.

So fahren wir fort, bis wir schlieBlich zur Relation:
e,d,=0
kommen, Alle Gleichungen:

m=8

> (7)dn=0

m==k

=0.

konnen nicht gleichzeitig erfiillt sein, weil daraus das Verschwinden simt-

licher «; folgen wiirde. Sei r die erste Zahl, fiir die

m=g

' (7)ent0

m=r

ist, dann folgt aus I'==0 4, = 0 und umgekehrt, wie behauptet.
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b) Eine Relation I'= 0 ist dquivalent mit einer Anzahl von Rela-
tionen von der Form:
2 endi, by,

(die Anzahl der ¢ in jedem Glied ist gleich dem Grad von I' in b, die
Summe ¢, + k, + ... ist gleich dem Grad von I' in a).
Es geniigt, den Fall, daf I" quadratisch in & ist, durchzufiihren:

F?: E am.lambalbaS—m—l,

o< m+1<s

2 “m, 1= 0 *
Also

I'= 2 @, [(a™10,+am26,a+...)atd,as~m"!

1§m+l§s

daraus durch a=56=1:

+ 3, (amti=15, 4 amti-25. a4 ... )as~m1] = 0.
Durch Differentiation:
I'N=9, 602mo‘m,z+ 60‘?12(7’"‘*‘ l)“m,z: 0.
1<m+1<s 1<m+1<s
Durch Fortsetzung allgemein:
Fr;aréoz <7:> am.l+ 67_1 61 Z (r,,ﬁl) <m+l_l<r_ 1)> “m,l+ coo=0
r<m+1<s r<m+1<s

bis zur letzten Relation

Ty=a, o (8,804 (}) 801814 ) +&1,1 (8, 10+ (°T) 80 ads+ )
+ .ot 050,=0.

Die Relationen I, =0, I, =0, ..., I, =0 folgen aus I'=0 und

umgekehrt folgt I'= (0 aus dem gleichzeitigen Bestehen der obigen s Re-

lationen, entsprechend unserer Behauptung. Ist I"von héherem als zweiten
Grad in b, so kann man genau dasselbe Verfahren anwenden.

5.
Ist I" linear in b, so folgt aus I' =10 d,=0.
Nach 4. a) folgt aus. I'==0 6,=0. Aus 6,=0 folgt weiter d,,,= 0,
wenn n irgendeine positive Zahl ist, wie unmittelbar aus der Definition
von ¢; sich ergibt. Ist also r > 2, dann folgt aus §, = 0 auch 6, s=0.

Nach (4) geht bei der Substitution (Z Zg) Oa,—2 IN 62',_2 iiber, wo

Sara=b80,c0+ (07T ) 0100t (37T 0P . A Sapmab
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Es ist auch 62',_2 gleich null; also da 6s,_g==0,_3...=J,= 0 sind,
nach der obigen Formel auch
6-1=0.

Es folgt also aus der Beziehung 6,=0 die Beziehung 4,_,=0.
Durch Fortsetzung erhalten wir die gewiinschte Folge
6, =0.
Wenden wir dies Resultat auf in a lineare Relationen an, so folgt
in Verbindung mit 4. b: Wenn die Koeffizienten von I" nicht besonderen

Bedingungen gentigen (es miissen simtliche Koeffizienten von I', ver-
schwinden), so folgt aus I'=0 6,=0.

6.

a) Aus jeder in a und b quadratischen Relation folgt 6,= 0.

Nach 4.b folgt aus einer solchen Relation eine Relation von der
Form :

(1) &0y Oy B8, -+ 7 8,0,
Wir nehmen zunécht an, daB8 nicht «, g und y gleich Null sind.
Durch Differentiation nach d,(=b):
(¢ +7)0,=0,

also entweder d,=0, woraus nach 5. ,=0 folgt, oder o« 4 y=0.
Wir untersuchen

(1) @800, B 03— wdy Oy
. . a b
durch die Substitution ( b a b> :

wdyad;+ fo,ad, —ad,ad,;
durch identische Umformung unter Benutzung von (1):
@d, 0, + B 06,0, — «dy dy;
durch Differentiation nach d,:
—wd; =0,

also entweder d, = 0, woraus nach 8. 8, = 0, oder ¢ = 0, woraus nach (1')
d; =0, also auch 8, = 0 folgt.

Ist aber ¢ =pf =9 =0, dann ist I'=0 nach 4.b dquivalent mit
einer in b linearen Relation, aus der nach 5. wieder 6, = 0 folgt.

b) Aus jeder in b quadratischen Relation folgen von den Koeffizienten
unabhdngige Relationen.
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Nach 4. b) folgt aus einer solchen Relation eine von der Form:
(3) Z“m m .9 mT ’

wo s der Grad der Relation in @ ist und nicht alle ¢, =0 sind. Sei
t + 1 nicht kleiner als die Anzahl der von null verschiedenen Koeffizien-
ten «,, dann folgt aus (3):

(4> 6””‘”68-1(1 + (i) 6m+t—163—m+1+ (;) 6m+g_2 63—m+2 +.. =0.

Beweis. Durch die Substitution (ZJ:) folgt aus (3):

e, (ams, + (")am-16,a+...) (ar=m s, t-(*]") @t 0y pa-t)=0;
(s — 1)mal nach a differenziert (nach Division darch 2°7"):

D e, [m(as,+4,a)d, ,+ (s —m)b, (a8 _nt+ 6i-ma)] = 0;

durch identische Umformung unter Benutzung von (3):

(5) Zamm(ém+163—m+6més~m+l):O'

Andererseits aus (3) durch Substitution <Z :b> und identische Um-
formung:

2“m6m+1 9 m Z“m m s m+1 ‘O’

durch Kombination mit (5):.
(8’) Zam(mﬁnl)(6m+lés—m+6m654m+1)=0’

wodurch das Glied mit dem Koeffizienten «, aus der Relation (3) heraus
geschaflt ist.

Wir machen wieder die Substitution <222> und erhalten durch den-
selben Prozefl wie oben:

2 “m (m - nl) [m(6m+2 6s—m + 2 6m+1 6s—m+1 + am 63—m+‘1)
+ 6m+2 6s—m + 6m+1 6s—m+1] = O’
hieraus wird durch Kombination mit den aus (3') durch die Substitution

<a b) gewonnenen Relationen:

aab
Z “m(m - n1)6m+‘3 6s-~m + a_m+163- m+1>

ilem(m - nl)(6m+1és fm+1+ 6m63 <m+‘2) = 0
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gefolgert:

(3") 2 am (m—nl) (m - nz) (6m+2 6s—m+2 6m+1 63—-m+1+6m 6a—m+‘.’.)= 0

Durch Fortsetzung des Verfahrens ' erhalten wir die gewiinschte Re-
lation (4), womit unsere Behauptung erwiesen ist.

7.

a) Aus jeder in a kubischen, in b quadratischen Relation folgt mit
Benutzung der Anordnungspostulate 6, = 0.

Wir konnen die Relation in der Form:
@0, 0,+ 0,0, 4 yd,0,+¢€6,8,=0
ansetzen. Durch Differentiation nach 4, folgt, wenn nicht d, (und also
auch 4, ) null sein soll, y 4 ¢ = 0; durch die Substitution (Z :b> , identische
Umformung und Differentiation nach J, folgt (s.6.2)) y =e=0. Aus

(1) b, 8,4 6,0, =0

. o a by,

folgt durch Substitution <a ab)'

(2) @d, 8+ p8, =0.
Aus (1) andererseits 6. b):

(2') 0 + 8,8, =0,

durch Vergleich mit (2) also, wenn nicht §; =0, also §,= 0, also 8, = 0,
folgen soll:
o=24.
Es bleibt also als einzige Relation vom dritten Grad in o und
2weiten Grad in b, aus der nicht 3, = 0 folgt:

(a) 8,8, 6,06,=0.

Aber nach den Anordnungspostulationen haben 4,6, und 4,9, dasselbe
Vorzeichen und ihre Summg kann also nicht null sein, ohne daB 4, d,
und 4, 8, selbst null sind; hieraus folgt dann, daB &, oder &, null sein
muB, also jedenfalls auch 4,, womit unsere Behauptung erwiesen ist.

Es bleibt aber die Moglichkeit nicht kommutativer Zahlsysteme (ohne
Anordnungsregeln), in der die Regel (a) allgemein giiltig ist.

b) Aus jeder Relation von der Form:
(3) “6m63—m+ﬂ6‘n68—ﬂ'=0

folgt mit Hilfe der Anordnungspostulate 6, = 0.
13
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Wir setzen etwa m =>s — m voraus. Dann kann durch geniigend

oftmalige Anwendung der Substitution (Z :b) und identischen Umformungen

(8) geschlossen werden:
aa':_‘—ﬂ(snaﬂm no 0’

6m+16m+ 6m6m+1= 1’

woraus, wie unter a), das Verschwinden von ¢, folgt.

oder nach 6. b):

8.

Eine gleichzeitig aus dem Desargues micht folgende und den Pascal
nicht zur Folge habende Relation I' (a,b) =0 ist in a und b mindestens
vom dritten Grade, oder in einem von den beiden mindestens vom vierten,
im andern mindestens vom zweiten Grade.

(Eingegangen am 3. 10. 1921.)



I1 principio di degenerazione e la geometria sopra
le curve algebriche.

Von

Federigo Enriques in Bologna.

1. Il principio di continuita di Poncelet ha, nella teoria delle funzioni
algebriche, un’ importanza che non deve essere ridotta — come spesso
accade — alle sole questioni numerative. A questo criterio fondamentale
sono ispirate le ,Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle
funzioni algebriche* di cui gia ho pubblicato due volumi colla collabora-
zione del Dr. Oscar Chisini'), e di cui stiamo preparando il terzo, che si
riferisce ad argomenti nuovamente svolti nei miei corsi universitari degli
anni 1918—19 e 1919—20. Da questo volume traggo la presente Nota.

Gia Nother e Lindemann ebbero ad osservare che cosa diventino per
(continuita le proposizioni fondamentali della geometria sopra una curv
piana) f di genere p, quando questa, variando in dipendenza d’ una
parametro, acquisti nuovi punti multipli: si tratta qui di un’ estensione
alle curve non-aggiunte o virtualmente aggiunte dei teoremi relativi alle
serie segate dalle ordinarie aggiunte?). Ma lo scopo di questa Nota &

— in qualche modo — inverso. Si faccia variare la f, con moduli generali,
in guisa che acquisti p punti doppi, e diventi quindi razionale. Allora
la geometria sopra la curva di genere p — con moduli generali — si

rispecchierd nella teoria delle serie lineari sopra la retta; vogliamo mo-
strare come si trovino cosi i teoremi fondamentali di quella geometria,
per p qualunque. Questa via di dimostrazione ha, in principio, soltanto
un valore euristico, e non vale la pena d’ indugiarsi a trasformarla in
un metodo rigoroso di prova. Per contro é interessante vedere come la
degenerazione della curva di genere p in una retta, o in una curva di
genere << p, offra il modo di stabilire rigorosamente alcuni punti delicati

della dottrina generale, che non hanno ricevuto — mi sembra — un tratta-

1) Bologna, Zanichelli.

2) Cfr. I’ Anhang F alle ,Vorlesungen iiber algebraische Geometrie“ di F. Severi
(Leipzig, Teubner, 1921, pg. 247).
13*
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mento soddisfacente, ovvero lo hanno ricevuto soltanto per mezzo degli
integrali abeliani.

2. Osserviamo anzitutto che, per mezzo della degenerazione anzidetta
(acquisto di p nuovi punti doppi), le g! sopra una curva di genere p si
riducono alle g7 sopra una refta dotate di p coppie meutre, cioé presen-
tanti una sola condizione ai gruppi di queste serie che debbano contenerla;
le quali coppie — giova notarlo — possono assumersi ad arbitrio. In
questo senso possiamo parlare di una refia con p coppie come di una
curva di genere virtuale p.

Cio posto vediamo come i teoremi fondamentali della geometria sopra
una curva si rispecchino semplicemente sopra una retta con p coppie.

1. Sopra la curva di genere p, ogni gruppo di » punti appartiene
ad una determinata serie lineare completa g7 con r >n — p.

Si tratta di mostrare che sopra la retta «esiste una determinata
serie lineare g7 con r =mn — p, contenente un dato gruppo G, e posse-
dente p coppie neutre 4; A4,, (¢==1,2, ... p)>».

A tale scopo si osservi che la serie g"~! completa, contenente un G,
e rispetto a cul & data una coppia neutra A4, 4,, si costruisce combinando
linearmente il @, con la gr—? che possiede — sulla retta — i punti fissi
A, e A,: quindi la nostra g7 completa con p coppie neutre, resta definita
come intersezione di p g"~!, per cui sard in generale r—n — p ed in
ogni caso r =>n — p.

Corollario del teorema 1 sono le proposizioni relative alla somma e
sottrazione delle serie, in particolare il teorema del resto, per cui la serie
residua di un @, rispetto ad una g7 ¢ la medesima quando si sostituisce
al @, un gruppo equivalente.

2. Ogni g7 completa per cui n > 2p — 2 ha la dimensione r = n — p.

Riportandoci alla retta, si stacchino dalla g7 p — 1 coppie neutre
A; A,,, peres. quelle percuit=2,3,..., p: con cio la dimensione della
serie residua sard ' >r — (p — 1). Ma questa serie residua, d’ ordine
n — (2p — 2), possiede la coppia neutra 4,, 4,, e quindi é di dimensione
¥ <n—(2p— 2)— 1: combinando le due diseguaglianze si deduce

r<n—p
e quindi, per il teorema 1,

r=mn—p.
(Si noti che il caso m=2p— 1 non fa eccezione nel ragionamento
precedente, giacché la serie residua cui si é condotti non pud essere la
g, essendo 4,, ed 4,, due punti distinti, ma deve ridursi ad una g¢?, cioé
ad un punto fisso.)

3. Esiste una determinata serie completa g;’p“_lz. Questa serie cano-
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nica si ottiene — sopra la retta — combinando linearmente i p gruppi di
p — 1 coppie neutre.

Anzitutto si vede che i p gruppi definiti dalle coppie: 2,3, ..., p;
3,4,...,p, 1; 1,2,...,p— 1, sono linearmente indipendenti; infatti i
primi p» —1 hanno commune la coppia p-ma; A4, 4 ,, che non
appartiene all’ ultimo gruppo. Resta cosi dimostrato che i nostri p gruppi
definiscono effettivamente una serie g;’p‘_lﬂ ed & evidente che questa possiede
le coppie A, A, come coppie neutre, giacché ciascuna di queste coppie
¢ fissa per una 9:,,__22 contenuta nella g;’;_“z.

D’ altra parte & chiaro che una serie lineare gg’;_lz’ possedente le p
coppie neutre 4, A,,, contiene i gruppi formati da p — 1 di queste coppie
(importanti nel loro insieme p — 1 condizioni) e quindi coincide con la
serie lineare definita da questi gruppi: cid significa 1’ unicitd della serie
gz”p‘_lz, sopra la retta di genere virtuale p.

4. Ogni g7 completa con r > n — p & contenuta nella g;’;_lg canonica,
e precisamente ogni gruppo della g7 impone n — r condizioni ai gruppi
canonici che debbano contenerlo (7T'eorema di Riemann-Roch).

Riportandoci alla retta togliamo dalla nostra g’ r coppie neutre; otte-
niamo cosi un gruppo di » — 2r punti che impone ai gruppi canonici
n — 2r condizioni; ma le r coppie neutre impongono a questi stessi
gruppi r condizioni e percio un gruppo particolare della g7 e quindi —
per il teorema del resto — anche un gruppo qualunque di questa serie,
impone n — 2 condizioni ai gruppi canonici che debbano contenerlo. Per
cid la g’ & certo contenuta nella g;’p‘_12, sen—7r<p—1.

3. La proposizione ,,una curva di genere p > 2, a moduli generali, non
possiede trasformazioni birazionali in sé stessa‘‘, si considera di solito
come evidente. Ma forse la cosa ¢ evidente solo per p = 3 e per le curve
piane generali del proprio ordine. Ad ogni modo il teorema.si dimostta
colla degenerazione di una curva di genere p in una retta, poiché sulla
retta non esiste alcuna proiettivitd (non degenere o degenere) la quale
lasci invariate tre o piu coppie di punti, date ad arbitrio.

Lo stesso teorema si pudé anche stabilire per un’ altra via che conduce
ad un resultato piu significativo.

Se una curva [ possiede trasformazioni in sé, ad ogni g’ di f (che
non sia invariante) viene associata una g, (almeno), entro cui i gruppi
dotati di punto doppio formano gli stessi birapporti. Ora si pud chiedere
Se, sopra una f di genere p con moduli generali, avvenga di trovare g’
associate ad una g’ data, soddisfacenti alle condizioni dette innanai.

Assumasi, per semplicitd di discorso, una g’ non speciale: la f contiene
un’ infinith di g/ analoghe, dipendente da 27 — p— 2 parametri; mentre
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1 birapporti indipendenti formati dai 2n +-2p — 2 gruppi d’una g, con
punto doppio sono 2n -+ 2p — 5; percid non esiste, in generale, su f
una g, per cui codesti birapporti prendano valori assegnati: anzi la de-
terminazione di una tale g/ dipende da un sistema d’equazioni (superiore
al numero delle incognite) che importa 3p — 3 condizioni di compati-
bilita, cioé precisamente tante quanti sono i moduli, per p > 1. Ma se
queste condizioni sono una volta soddisfatte, cioé se viene data una g,
su f, non sipud escludere ‘a priori che ve ne sieno — di conseguenza —
altre, associate, per cui i detti birapporti assumano gli stessi valori:
tant’ & vero che, per p—2, le g vengono appunto associate a coppie.
I1 conto di costanti dice solo che, gia per p =2, non si pud avere che
un numero finito di g/ associate (cogli stessi birapporti).

Ora, se la fdi moduli generali, ad es. per p= 3, contenesse — sem-
pre — piu g, associate, che cosa accadrebbe quando la f stessa si fa
degenerare in una f di genere 2, con una coppia neutra (o piu)? E chiaro
che ad una g/ data, che possegga la detta coppia neutra A4, 4,, dovrebbe
essere associata (almeno) un’altra g’ colla medesima coppia neutra: ma
cio & assurdo perché la coppia A4, 4, si pud far variare per continuita
su f, restando sempre neutra per la data g !

Risulta dunque che per p > 2, sopra una curva di genere p, non
esisle in gemerale wna seconda serie g, 1 cui gruppi dotati di punto
doppio formino eguali birapporti a quelli analoghi di una serie data.

Cosi viene rimosso un dubbio critico, che si affaccia nell’ enumerazione
delle classi di superficie di Riemann ad n fogli, definite da dati punti
di diramazione: dove si pud chiedere se due funzioni algebriche x (%),
y (v), diramate per gli stessi valori di « e », non possano trasformarsi
birazionalmente I’ una nell’ altra per una sostituzione su x e u, senza che
si abbia necessariamente % == v, e x funzione razionale di u, y(u).

4. Insieme alla degenerazione di una curva di genere p in una di
genere p — 1, conseguente all’ acquisto di un nuovo punto doppio, con-
viene seguire la degenerazione det cicli della sua superficie di Riemann.
Da cio si trae una dimostrazione geometrica del teorema di Hurwitz
sulle corrispondenze [m, n], cioé che ,le corrispondenze appartenenti
a curve di moduli generali sono sempre a valenza‘.

La dimostrazione (che non riferird qui distesamente) si basa sopra
il riconoscimento della ,condizione topologica affinché una serie co?, sy,
di gruppi di » punti, appartenente ad una curva f, sia contenuta in una
serie lineare g  dello stesso ordine“; la qual condizione costituisce il
teorema d’Abel riguardato nel suo szgmfzcato topologico.

Si faccia muovere un gruppo Gy di s,, sopra la superficie riemanniana f,
in modo che esso ritorni in se stesso: una tale circolazione del G, da
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luogo ad un ciclo o ad una somma di cicli descritta dai punti del gruppo.
Se la s, ¢ contenuta in una gn lineare, codesta somma & sempre omologa
ad un ciclo nullo (nel senso di Poincaré): quest’ asserzione, di cui é facile
la prova, costituisce il ,teorema d’ Abel topologico“.

11 teorema d’Abel topologico inverso, ,ogni s, a circolazione nulla
¢ contenuta in una g lineare“, si puo stabilire, come qui accenno, per
le curve a moduli generali; il Dr. Chisini ne offrira poi una dimostrazione
valida per curve qualsiansi.

To osservo anzitutto che il teorema di cui si discorre si verifica tosto
sulle curve di genere p =1, giacché il punto residuo dei gruppi di s,
rispetto ad una fissata gn . resulta necessariamente fisso, potendo altri-
mente descrivere un ciclo non nullo. Dopo cid estendo induttivamente
il teorema da p a p- 1, col metodo di degenerazione. Se, sopra una f
di genere p =2, si suppone esistere una s, a circolazione nulla non con-
tenuta in una g lineare, si deduce anzitutto (per sottrazione da una g» ,
fissa) una serie co?, s,, a circolazione nulla, diversa dalla g; di /' e conte-
nente una coppia arbitraria. Ora (essendo la f a moduli generali) si faccia
degenerare la curva in una f di genere 1: la detta s, (o una parte di essa)
dovra divenire su f una g,, di cui potra segnarsi ad arbitrio una coppia,
e che — d’altra parte — dovra ammettere come coppia neutra quella
costituita dai due punti sovrapposti nel nuovo punto doppio di f: di qui
I’assurdo. E analogamente si procederd da p =2 a p=3 ecc.

Il teorema stabilito permette di definire topologicamente, sopra una
riemanniana f, le corrispondenze dotate di valenza y, positiva o negativa:
p. es., per y positivo, occorre che, mentre un punto P descrive un ciclo C,
i punti corrispondenti P{, P,, ..., P| descrivano uno o piu cicli la cui somma
sia omologa a — y C, diguisaché la somma dei cicli descritti dal gruppo

Gusy—yP+P,+P,+...+ P,

risulti omologa a zero. Quindi il metodo di degenerazione (da p a p — 1),
mercé un’ analisi accurata, permette di dimostrare completamente il citato
teorema d’Hurwitz: ,Le corrispondenze singolari (non dotate di valenza)
appartengono soltanto a curve con moduli particolari.“ Per studiare tali
corrispondenze singolari, il metodo di degenerazione non soccorre piu;
ma, quando sia dimostrato senza eccezione il teorema d’Abel topologico,
si dedurra ancora topologicamente il resultato — a cui Hurwitz e Severi
arrivano cogli integrali abeliani — che vi & sempre un numero finito di
corrispondenze indipendents.

Bologna, Luglio 1921.

(Eingegangen am 2.8.1921.)



Eine neue kinematische Ebenenfithrung.

Von

Friedrich Schilling in Danzig-Langfuhr,

Bekannt ist die genaue Ebenenfiihrung durch das Gelenksystem des
Planigraphen von Darboux-Koenigs?). Bei diesem Apparat liegen jedoch
zweimal drei Punkte in einer durch einen Stab ausgebildeten Geraden.
Ich habe mir die Aufgabe gestellt, eine andere genaue Ebenenfithrung
durch ein solches Gelenksystem zu kon-
struieren, bei dem nur durch zwei End-
punkte begrenzte Stéibe gelenkig ver-
bunden sind. Die Lésung fand sich
25 in  einer geeigneten Ubertragung der
bekannten Peaucellierschen Geradfithrung
auf den Raum. Das Gelenksystem des
Peaucellierschen Inversors?) in der ein-

Fig. 1. fachsten Form besteht ja aus einem Rhom-

bus ACBD mit den beiden an den Gegen-

ecken C, D angreifenden gleichen Stiben OC und OD, dessen Vereini-

gungspunkt O als fester Punkt gilt (Fig. 1). Es ist dann bei jeder Defor-
mation 04-0B = 0C® — AC" = konst,

Wird der Punkt 4 durch einen siebenten Stab M A mit dem festen
Endpunkt M auf dem Bogen eines Kreises durch O gefiihrt, so beschreibt
B ein Stiick einer Geraden ?).

Diesen Inversor kann man nun, wie bereits L. Lipkin*) angegeben

|
]
1
'
i
|
i
1
'

\\\\\

1) Man sehe das Néhere dariiber bei A. Schoenflies, Kinematik in der Enzyklo-
pidie der Math. Wiss. 4, S. 243 u. 256, sowie bei G. Koenigs, Legons de Cinématique,
Paris 1897, S.295. Dieser Planigraph isv im Verlage von Martin Schilling in Leipzig
als Serie 32, Nr. 6 erschienen.

?) Nouv. Ann. (2) 8 (1864), S. 344, u. (2) 12 (1873), 8. 71.

3) Ein Modell dieses Apparates ist von mir ebenfalls in dem Verlage von Martin
Schilling in Leipzig als Serie 24, Nr. 10 herausgegeben.

4) Petersburger Bull. 16 (1871), 8.'57.
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hat, so abandern, dal an Stelle des Rhombus ein Deltoid ACBD in
Drachen- oder Pfeilspitzenform gewdhlt wird.

Wir bilden nun hier anschliefend folgendermaBen den rdumlichen
Inversor: Wir gehen aus von drei Hilften solcher Peaucellierscher
Inversoren mit denselben Punkten O, A, B (Fig. 2). Es ist dann
bei den Bezeichnungen der Figur ¢} — c?=d} —d?=e}—e?. Es sei
noch ¢, > ¢ vorausgesetzt. (Der Fall ¢, < ¢ ist an sich auch wohl még-
lich; doch fithrt er nicht zu einer In- ‘
version mit reeller Inversionskugel.)
Dann drehen wir zundchst zwei der
Hilften, etwa die zu D und E ge-
hérenden, um die Gerade OA B in ver-
schiedener Weise in den Raum hinein,
vielleicht die eine nach oben, die andere
nach unten aus der Zeichenebene heraus,
so daB die Punkte C, D, E nicht mehr
in einer Geraden liegen. Dann seien Fig. 2.
noch die gedrehten Punkte D und E durch je einen Stab u bzw. v mit O
verbunden, und endlich sei noch ¢ durch einen Stab w mit einem beliebigen
Raumpunkt O, verbunden, der
ebenso wie O als fester Punkt
gilt. So erhalten wir das in
Fig. 3 dargestellte raumliche
Gelenksystem, in dem die
Punkte 4, B zur Ebene CD E,
die wir weiterhin die Symme-
trieebene & nennen wollen
symmetrisch liegen, und das
aus 12 Stiben mit 7 Gelenk-
punkten besteht, Es gilt jetzt
der Satz:

Bei jeder der moglichen
Deformationen des Gelenk-
systems bleiben die Punkte O, A, B in einer Geraden, und es ist stets

OA-OB=1r*=¢c?— c?,

d. h. das Gelenksystem stellt einen rdumlichen Inversor dar.

Man iiberzeugt sich zundchst leicht, daB in der Tat das Gelenk-
system oo® verschiedene Lagen annehmen kann, d.h. drei Freiheitsgrade
besitzt. Denn man kann z. B. den Punkt A im allgemeinen in eine be-
liebige hinreichend nahe Nachbarlage bringen. Die neuen Lagen von C, D,
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E und B wiirden dann durch die Stabtripel ¢, ¢,, w, bzw. d, d,, u, bzw.
e, e, v, bzw. ¢, d, e bestimmt sein, und zwar im allgemeinen eindeutig.
Die Punkte 4, B bleiben auch stets symmetrisch zu der (veranderlichen)
Symmetrieebene C DE. Dal} aber die drei Punkte O, A, B stets in einer
Geraden bleiben, folgt sofort aus dem folgenden leicht zu beweisenden
stereometrischen Satze:

Der geometrische Ort aller Punkte, welche von drei (micht in einer
Geraden liegenden) Punkten C, D, E einer festen Ebene solche Abstinde
¢c,,d,, e haben, daf3 die Gleichungen ¢} —c*>=d? — d* = e? — e? erfiillt
sind, wo ¢, d, e die analogen Abstinde eines auferhalb der Ebene ge-
legenen wvierten Punktes A sind, ist das Lot von A auf die Ebene, d. h.
die Verbindungslinie von A mit dem symmetrischew Punkie B.

Wir wollen uns nun noch einen anschaulichen Uberblick iiber alle
geometrisch moglichen Deformationen dieses eigenartigen Gelenksystems
zu schaffen suchen; es sei also abgesehen von den Selbstsperrungen, die
bei der technischen Ausfithrung eines solchen Apparates bei der Defor-
mation eintreten mogen. Zundchst wollen wir hier von dem AnschluB-
stabe O,C ganz absehen und nur die Deformationen des iibrigen Teiles
betrachten, den wir als Kern bezeichnen wollen, und zwar auch nur die
relativen Deformationen dieses Kernes beziiglich der Lage der Einzelstibe
gegeneinander, so daB wir auch von dem Festhalten des Punktes O im
Raume absehen. Um sie zu iiberblicken, geniigt es, unser Augenmerk auf
die symmetrische vierseitige Ecke, die aus den in C zusammenstoBenden
Dreiecken CAD, CAE und C BD, C B E besteht, zu richten, oder auf
ihre eine Hilfte, etwa die aus den Dreiecken C A D und C A E bestehende.
Denn fiir jede Lage dieser beiden Dreiecke gegeneinander, wobei wir
fernerhin die Symmetrieebene C D E horizontal gelegen annehmen wollen,
ist ja ihre symmetrische Erginzung bz. der Ebene C DE eindeutig be-
stimmt und dazu die Lage von O auf 4 B durch ¢, ersichtlich ebenfalls
eindeutig, da O, wenn einmal, auch stets oberhalb der Ebene C DE ge-
legen ist. Wir konnen nun noch annehmen, daB sin 9 ¢/u < sin 37 ¢fv
ist und wollen die beiden Félle

L sin 97 ¢/u < sin 3 ¢/v,
II. sin 97 ¢/u = sin I ¢/v
als den allgemeinen und den speziellen Fall unterscheiden und sie nach-
einander betrachten. Wir werden sehen, daB diese beiden Fille auch
wesentlich voneinander verschieden sind.
Wir betrachten zunichst den allgemeinen Fall.
Hier kann dann 3 ¢/u spitz oder stumpf und g cf/v spitz, stumpf
oder 90° sein (daB 97 ¢/u = 90° ist, 1st ausgeschlossen wegen der Be-
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dingung sin 97 ¢/w < sin 9 ¢fv). Wir konnen auch, um die Vorstellung
zu fixieren, annehmen, daB in der Ausgangslage die Richtung C'D von
oben gesehen nach Drehung im Sinne des Uhrzeigers durch einen kon-
kaven Winkel in die Richtung C E iibergeht. (Im anderen Falle wiirden
wir die Ausgangslage einfach durch ihr Spiegelbild ersetzen.)

Es ist nun offenbar die absolut kleinstmégliche Entfernung |4 B|,;, = 0;
sie ergibt sich dann, wenn die Dreiecke CAD und CAE in die Ebene &
fallen, und zwar entweder so, daB sie auf verschiedener oder auf der-
selben Seite von A C liegen. Diese Lagen wollen wir als erste und dritte
Grenzlage bezeichnen.

Wir fragen ferner nach der absolut gréBtmoglichen Entfernung der
Punkte 4, B. Die halbe Entfernung ‘% ist durch das Lot von 4 auf

die Ebene & gegeben; das Lot kann aber nicht gréfer sein als jedes der
Lote von 4 auf CD oder CE, die gleich ¢-sin 9Z ¢/u bzw. ¢-sin I ¢/v
sind. Dann ist leicht zu sehen, daB wirklich stets |4 B|,,,, = 2¢-sin g cfu
ist, d. h. die Entfernung |4 B|,,. wird also dann erreicht, wenn das Drei-
eck CAD auf der Ebene & senkrecht zu stehen kommt. Zum Beweise
wird man von dem einfachen stereometrischen Satze Gebrauch machen:

Es sei eine horizontale Ebene © und eine sie in C schneidende nicht
senkrechte Gerade ¢ mit positiver Richtung CA und ihrer senkrechten
Projektion % mit positiver Richtung C.D gegeben und der konkave Winkel
der beiden Richtungen mit 397 ¢/u bezeichnet. Dann gibt es stets in der
Ebene © einen Strahl » durch ¢ mit der positiven Richtung CE so,
daBl der konkave Winkel JC ¢/v einen vorgegebenen Wert besitzt, welcher
der Gleichung sin 97 ¢/u < sin ¥~ ¢/v geniigt, wobei iiberdies die Rich-
tung % nach Drehung im Sinne des Uhrzeigers durch einen konkaven
Winkel in die Richtung o iibergeht.

Die Entfernung |4 B|,, . 188t sich zweimal erreichen, und zwar je
nachdem der Punkt 4 oder der Punkt B oberhalb der Ebene & gelegen
ist. Diese beiden Lagen wollen wir als zweite und wierte Grenzlage be-
zeichnen.

Nach diesen Vorbemerkungen ergibt sich folgendes Resultat:

Man gewinnt einen Uberblick diber alle moglichen Deformationen
des Kernes am einfachsten, indem man, von der ersten Grenzlage der
beiden Dretecke CAD und CAE ausgehend, einmai sie so sukzessive
gegeneinander biegt, bis die zweite und dann weiterhin die drilte Grenz-
lage erreicht ist, wobei dann also A stets oberhalb der Ebene CDE ge-
legen ist, und darauf wieder von der ersten Grenzlage ausgehend so, bis
die wvierte und weiterhin wieder die dritte Grenmzlage erreicht ist, wobet
dann also A stets unterhalb der Ebene CDE gelegen ist. Die Ent-
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fernung AB geht fir die positive Richtung OA hierbei won 0 diber
-+ 2¢-sin g c/u bis 0 zuriick, bzw. von 0 wuber — 2¢-sin 4 cju bis 0.

Es ist leicht, diese Verhéltnisse (ebenfalls spater im speziellen Falle)
durch ein einfach zu gewinnendes Modell sich vollends zu veranschaulichen.
Man braucht nur die beiden lings A C gegeneinander geknickten Dreiecke
CAD und CAE aus einem Blatt Papier auszuschneiden und die Ecken
C, D, E in ein horizontales Blatt Papier, die Ebene &, so zu legen, daB
die Ecke A bzw. oberhalb oder unterhalb dieses Blattes gelegen ist, und
dann die Dreiecke gegeneinander zu biegen, wobei natiirlich die Punkte
C, D, E in der Ebene © bleiben sollen. Dieser interessante kleine Versuch
gibt iiberraschend anschaulich die sonst nicht leicht zu iiberblickenden
g

N
X
7

Q\ -

N

5]
Fig. 4. Fig. 5.

Verhaltnisse wieder. Man iiberzeugt sich auch leicht: Das Dreieck ACE
hat bei der kontinuierlichen Durchlaufung aller Deformationen des Kernes
sich gegen das Dreieck ACD um die Kante AC einmal ganz herum ge-
dreht und die Ecken des gedachten Dreiecks C DE folgen stets in der-
selben Reihenfolge aufeinander, wenn man dieses Dreieck im Sinne des
Uhrzeigers von O aus gesehen umlauft.

Im speziellen Falle sin 9 c/u = sin 9 ¢/v ist die Moglichkeit
I ¢/u == c/v=90° auszuschlieBen. Es wiirde auch hier die Formel
'AB|,..=2c-sin 3 c¢/u=2c gelten. In der einen oder anderen der
zugehorigen Grenzlagen wiirden dann die Punkte O, 4, C, B in einer Ge-
raden liegen. Eine solche Grenzlage (Fig. 4) wiirde dann jedoch insofern
unbestimmt sein, als die von E bzw. D auslaufenden Stibe gegen den
ibrigen Teil um die Gerade OACB gedreht werden konnten. Bei der
anderen Deformation des Kernes ferner, bei der die Punkte 4, C', B nicht
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mehr in einer Geraden liegen (Fig. 5), miiiten die Punkte D und E stets
in dem Lote auf der Ebene 4 BC im Punkte C (entweder auf derselben
oder auf verschiedenen Seiten von C) liegen. Dann aber wiren wieder
nur noch die Punkte A, B und O mit den von ihnen auslaufenden Stiben
unabhéngig voneinander um die Gerade DCE drehbar, d. h. es wire gar
nicht zwangldufig gewihrleistet, daB die Punkte O, 4, B in derselben
Geraden liegen.
Es ist also jetzt im speziellen Falle

sin 97 ¢/u =sin 3T ¢fv < 1,
Y elu= I ¢/v =90° °

9 e/u + 97 ¢jv=1800,
d. h. fiir die Winkel haben wir also die drei Méglichkeiten, da8 entweder
beide spitz oder stumpf oder der eine spitz und der andere stumpf ist.

Die absolut kleinstmogliche Entfernung der Punkte 4, B wird wieder
durch |AB/|, =0 gegeben. Die zugehorigen Grenzlagen des Kernes,
die erste und dritte Grenzlage, haben jedoch jetzt (im Gegensatz zu dem
Hauptfalle) die Eigenart, daB bei beiden Grenzlagen die Dreiecke C 4D
und CAE auf verschiedenen Seiten von AC liegen, wenn 97 ¢/u = I ¢/v
ist, dagegen auf derselben Seite von AC, wenn < ¢/u + << ¢jv = 180°
ist. Die erste und dritte Grenzlage sind jedoch dadurch unterschieden,
da die Ecken des gedachten Dreiecks CDE in der Reihenfolge C, D, E
bzw. E, D, C aufeinander folgeri, wenn man von O aus gesehen das Drei-
eck CDE im Sinne des Uhrzeigers durchléuft. Die zu den beiden Grenz-
lagen gehérenden Kerne sind also zueinander symmetrisch.

Die absolut gréBtmogliche Entfernung der Punkte A, B ist wieder
durch |4 B]|,,,. = 2c¢-sin 37 ¢/u gegeben. In der zugehorigen zweiten und
vierten Grenzlage des Kernes, in denen entweder A oder B oberhalb &
liegt, sind die Dreiecke C 4D und CAE in eine Ebene zusammengefallen,
die auf der Symmetrieebene senkrecht steht, und zwar liegen die Stébe
u, v entweder auf- oder aneinander, je nachdem <7 c¢/u = 9 c¢/v oder
I ¢ju + 9 ¢/v = 180° ist. Man sieht weiter, daB in diesen Grenzlagen
dann alle Stibe des Kernes in derselben Ebene liegen. Es wire von einer
dieser Grenzlagen ausgehend auch moglich, den Kern so zu deformieren,
daB jeder einzelne der Punkte 4, B, O mit den von ihnen auslaufenden
Stiben um die Gerade C DE gedreht wiirde. Diese Deformationen, die
nicht zwangliufig gewihrleisten, daBl die Punkte O, 4, B in derselben
Geraden liegen, sollen dann.ebenfalls ausgeschlossen sein.

Es ist wieder leicht, den Uberblick iiber alle moglichen Deformationen
in einem Satze, analog wie im Hauptfalle auf Seite 203, zusammenzufassen.

d. h. entweder

oder
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Das Dreieck A C E hat jetzt jedoch bei der kontinuierlichen Durchlaufung
aller Deformationen des Kernes sich gegen das Dreieck ACD um die
Kante AC zweimal ganz herumgedreht. Auch sei noch hervorgehoben,
daf beim Ubergang von der ersten zur zweiten und von der vierten zur
ersten Grenzlage die Ecken des gedachten Dreiecks C DE in der Reihen-
folge C, D, E bei Umlaufung im Sinne des Uhrzeigers von O aus gesehen
aufeinander folgen, sonst umgekehrt.

Wir wollen nun bei einem gegebenen rdumlichen Inversor (sei es,
da der Kern dem Hauptfalle oder dem speziellen Falle angehort)
noch untersuchen, welchen Bereich der Punkt A (und analog der
Punkt B) bei allen mdoglichen Deformationen des Inversors beherrschi.
Wir denken zundchst (auBer den iiberhaupt festen Punkten O, O,)

auch den Punkt C festgehalten und den Kern um OC so gedreht,
daB stets der Stab CA4 in der Ebene des Dreiecks OO,C, jedoch
auBerhalb der Dreiecksfliche liegt. (Dall CA mit OC zusammenfillt,
ist ja nach unseren Festsetzungen nicht moglich.) Dann kann der In-
versor nur noch solche Deformationen ausfiihren, dall 4 auf dem Kreise
um C in der Ebene des Dreiecks OO, C bleibt, und zwar kann A nur

einen Kreisbogen 4, 4, dieses Kreises beherrschen, dessen Sehne 4, A4,
durch O geht und gleich |AB|, = 2c-sin 9 ¢/u ist. Fiir irgendeine
Lage des Punktes A auf diesem Kreisbogen gibt es offenbar zwes oder
eine zugehorige Deformation des Kernes und des Inversors iiberhaupt,
je nachdem A innerhalb des Kreisbogens liegt oder mit einem der End-
punkte 4,, A, zusammenfillt. Das durch Rotation dieses Kreisbogens um
OC entstehende Kreisringstiick ist dann der geometrische Ort aller még-
lichen Lagen von 4, wenn noch Punkt C' (auler O, O,) festgehalten wird,
und der durch Rotation dieses Kreisringstiickes um OO, durchstrichene
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Raumteil ist der geometrische Ort aller moglichen Lagen von A, wenn
nur O, O, fest sind. (Fiir eine beliebige Lage des Punktes 4 in diesem
Raumteil gibt es dann wier zugehorige Deformationen des Kernes.)

Es sei nun bei dem rdumlichen Inversor noch ein 13. Stab mit dem
einen Endpunkt in A angebracht, wiahrend der andere Endpunkt an einer
solchen Stelle M festgehalten wird, daB M A = MO ist (Fig. 6). Dann
ist also der Punkt 4 gezwungen, auf einer durch das Inversionszentrum O
gehenden Kugel sich zu bewegen. Folglich bleibt der Punkt B bei allen
Deformationen des Inversors in einer bestimmten zu OM senkrechten
Ebene, mit anderen Worten:

Wir haben so in diesem erweiterten Qelenksystem eine ,,genaue
Ebenenfihrung* erhalten, ein gewi sehr interessantes Resultat.

Auf die analytische Behandlung der Deformationen des Gelenksystems.
durch Formeln der ebenen und sphérischen Trigonometrie, sowie auf die
Verinderungen der Verhéltnisse bei dem Gelenksystem, welche sich bei
etwaigem Fortlassen des Stabes w = O, C ergeben, will ich nicht weiter
eingehen.

(Eingegangen am 11. 10. 1921.)



Charakteristische Eigenschaften
der isotherm-konjugierten Kurvennetze.

Von
E. J. Wilezynski in Chicago.

Es sei
(1) Ddu?+2D"dudv + D" dv?
die sogenannte zweite fundamentale Differentialform der klassischen Flichen-

theorie. Wir betrachten einen Bereich R der zugehorigen Fliche S, welcher
keine parabolischen Punkte enthilt, so daf innerhalb R die Ungleichung gilt

(2) D" —DD"+0.
Wenn, innerhalb R, D’ iiberall gleich Null ist, bilden die Kurven % = konst.
und v = konst. ein konjugiertes Netz. Wenn iiberdies das Verhiltnis D : D"
sich darstellen liBt als Produkt einer Funktion von % allein und einer
Funktion von o allein, so heit das Netz nach Bianchi?) isotherm-konjugiert.
Dieser Name soll andeuten, daB man in diesem Falle durch Einfiihrung
neuer Veranderlichen

@ = p(u) 7 =1(v)
die Form (1) in der isothermen Form

Mu,v) (du?+ dv?)

schreiben kann, ohne dabei das betrachtete Kurvennetz zu verindern. Es
sind demnach

(3) D=0 182D _

die analytischen Kennzeichen eines isotherm-konjugierten Netzes.

Man verdankt Bianchi ferner die Bemerkung, daf diese Eigenschaft
projektiver Natur ist?); d.h. die Kurvennetze, welche aus einem isotherm-
konjugiertem Netz durch projektive Transformation hervorgehen, sind

1) L. Bianchi. Lezioni di geometria differenziale (Seconda Edizione), Bd.I, S.168,
?) ibid. §.169.
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wieder isotherm-konjugiert. Worin aber die geometrischen Kennzeichen
eines solchen Netzes eigentlich bestehen, in welcher Weise es sich von
anderen konjugierten Netzen unterscheidet, mit dieser Frage scheint man
sich vor 1915 nicht ernstlich beschaftigt zu haben, obgleich dieselbe immer
dringender wurde wegen der bestindig wachsenden Kette von Theoremen,
in denen der Begriff des isotherm-konjugierten Netzes auftrat. Ich werde
mir erlauben, in kurzer Darstellung die neuerdings entdeckten, diese Frage
betreffenden Resultate hier zu beschreiben. Die Beweise kann man dann
an anderer Stelle nachlesen.

Im Jahre 1915 entdeckte der Verfasser eine merkwiirdige algebraische
Relation zwischen gewissen vollstindig interpretierten projektiven Diffe-
rentialinvarianten, welche fiir die isotherm-konjugierten Systeme charakte-
ristisch ist®). In gewissem Sinne war hiermit das Problem schon geldst,
nicht aber in befriedigender Weise. Denn es schien nicht wahrscheinlich,
daB ein so wichtiger Begriff nur in solch indirekter Weise definierbar sei.
So war es als ein sehr erheblicher Fortschritt zu begriiBen, als der, leider
als Jiingling verstorbene, hochbegabte Gabriel M. Green 1916 eine ganz
anders geartete Interpretation formulierte, welche durchaus mit einfachen
Begriffen, und in beschreibender Weise, operiert*). Green hat aber die
Frage nicht vollstéindig erledigt. Es gibt ndmlich einen, von ihm iiber-
sehenen, Ausnahmefall, in welchem sein Kriterium es nicht erlaubt, zwischen
isotherm-konjugierten Netzen und gewissen Netzen ganz anderer Art zu
unterscheiden. Es gelang dann schlieBlich dem Verfasser, auch diesen Aus-
nahmefall zu erledigen, und iiberdies zwei neue, weit einfachere Losungen
des Problems aufzufinden®).

Es sei N ein, innerhalb eines gewissen Bereiches R einer Fliche S
definiertes, konjugiertes Kurvennetz, und es sei P ein Punkt des Bereiches R
und ¢, und ¢, die zu P gehorigen Tangenten des Netzes N, d. h. die Tan-
genten der beiden Netzkurven, C,; und C,, welche durch P hindurchgehen.
Die oskulierenden Ebenen von O, und C, schneiden sich in einer durch P
hindurchgehenden Geraden I’, welche die Achse von P in bezug auf N
heiBBen soll. Die Achsen aller Punkte des Bereiches R bilden ein Strahlen-
system, welches wir die Achsenkongruenz nennen wollen, und den abwickel-
baren Flichen dieser Kongruenz entsprechen auf der Fliche S die Kurven

%) E. J. Wilezynski, The general theory of congruences. Transactions of the
American Mathematical Society 16 (1915), S. 323.

%) G. M. Green. Projective Differential Geometry of one-parameter families of
‘space curves and conjugate nets on a curved surface (Second Memoir), American
Journal of Mathematics 38 (1916), S.323.

?) E. J. Wilczynski, Geometrical Significance of isothermal conjugacy of a net
of curves. American Journal of Mathematics 42 (1920), S.211.
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eines neuen Netzes. Diese Kurven, Achsenkurven genannt, bilden im all-
gemeinen kein konjugiertes System, sondern nur dann, wenn die tangen-
tiellen Laplace-Darbouxschen Invarianten des urspriinglichen Netzes N
einander gleich sind. Wir bezeichnen mit a, und a, die zu P gehorigen
Achsenkurventangenten.

Alle diese Begriffe lassen sich auch dualistisch durchfithren. Der osku-
lierenden Ebene von O, entspricht der Schnittpunkt P, der Tangenten-
ebenen von § in drei konsekutiven Punkten von C,. Dieser Punkt P,
entsteht analytisch aus P durch Laplacesche Transformation. Ebenso
erhilt man aus P einen zweiten Punkt P_,, entsprechend der Kurve C,,
durch die inverse Laplacesche Transformation. Die Punkte P, und P_,
definieren eine Gerade ! in der Tangentenebene des Punktes P. Diese
Gerade, welche I’ dualistisch gegeniibersteht, soll der Strahl von P in bezug
auf N heiBlen. Die Strahlen aller Punkte von S bilden die Strahlenkon-
gruenz, und den abwickelbaren Flichen dieser Kongruenz entsprechen auf S
die Strahlenkurven. Dieselben bilden nur dann ein konjugiertes Netz, wenn
die Laplace-Darbouxschen Punktinvarianten von N einander gleich sind.
Wir bezeichnen mit s, und s, die zu P gehérigen Strahlentangenten®).
Neben a,, @, und s,, 8,, den Achsen- und Strahlentangenten, fithren wir
noch die Gegenachsen- und Gegenstrahlentangenten®), a;, a; und s;, 8] ein,
Dabei bedeutet a; die zu @, in bezug auf #, und ¢, harmonische Flichen-
tangente, usw.

Es seien h,, h, die zu P gehorigen Haupttangenten der Fliche S.
Natiirlich werden A,, h, von #, und #, harmonisch getrennt. Es gibt ein
eindeutig bestimmtes konjugiertes System, dessen Tangenten in P, #], %,
nicht nur von h,, k,, sondern auch von ¢, ¢, harmonisch geteilt werden.
Dieses neue konjugierte Netz N’ soll das begleitende konjugierte Netz®) heiBen.

Green hat nun den folgenden Satz bewiesen: Wenn das Netz N iso-
therm-konjugiert ist, bilden tn jedem Flichenpunkt P die Achsentangenten

(ay, ay), die Gegenstrahltangenten (si, si) und die Tangenten (t},1}) des

begleitenden konjugierten Netzes drei Paare einer Involution?).

Green hat aber auch die Umkehrung dieses Satzes ausgesprochen; dabei
ist thm aber entgangen, daB es auch noch andere konjugierte Netze (nicht.

%) Alle diese Begriffe und Sitze treten zuerst auf in der oben zitierten Arbeit
des Verfassers. Transactions 16 (1915).

") Dieser Begriff ist von Green eingefiibrt worden.

%) Dieser Begriff zuerst in E. J. Wilezynski, Sur la théorie générale des Con-
gruences. Mémoires de 1’Académie Royale de Belgique (2) 3 (1911), S.59. Der Name
riithrt von Green her.

%) In diesem Satze darf man die drei Paare a,, a,), (8!, s}), (t{, t}) auch durch
(af, ad), (8, 8;), (t{, t}) ersetzen.
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isotherm-konjugierte) gibt, welche die gleichen Eigenschaften besitzen. Es
sind das solche konjugierte Netze, in welchen die Tangentenpaare (a,, a,)
und (¢,,1t,) sowohl wie (s,, s,) und (¢, ¢,) einander harmonisch teilen. Ich
habe solche Netze als harmonisch-konjugierte Netze bezeichnet, und es
kommt also jetzt darauf an, zwischen isotherm-konjugierten und harmonisch-
konjugierten Netzes geometrisch zu unterscheiden.

In den einfachsten Fiéllen geniigt es, hierzu ein weiteres Theorem von
Green anzuwenden. Green hat ndmlich gezeigt, daB das begleitende kon-
jugrerte Netz eines isotherm-konjugierten Netzes gleichfalls isotherm-kon-
jugiert ist, und wmgekehrt. Man erhilt deshalb eine zweite Involution,
welche mit dem begleitenden Netze zusammenhéngt. Dabei treten aber
weitere Ausnahmefélle auf.

Um alle diese Ausnahmefdlle zu erledigen, fitlhren wir einen neuen
Begrift ein, den Begriff eines Biischels von konjugierten Netzen. Darunter
verstehen wir eine eingliedrige Schar von konjugierten Netzen N,, der Art,
daB die zum Punkte P und zum Netze N, gehorigen Tangenten (¢, ,, ¢,,)
mit (¢, #,) ein konstantes, d. h. von der Lage von P unabhéngiges, Doppel-
verhéltnis % bestimmen.

Man kann dann beweisen, da8 alle eigentlichen Netze eines Biischels
isotherm-konjugiert sind, wenn eines derselben, z. B. N, isotherm-kon-
jugiert 1st'’). Ferner 1aBt sich zeigen, dafi alle Netze eines Biischels nur
dann harmonisch sein konnen, wenn ste gleichzeitig auch isotherm-kon-
jugiert sind''). Aus diesen Sitzen folgt das folgende Theorem: Nicht nur
das Netz N selber, sondern alle Netze des von thm bestimmien Biischels,
besitzen die Greensche Eigenschaft, daf3 die entsprechenden Tangenten
(ay, ay), (81, 83), und (t;,,) drei Paare einer Involution bilden. Um-
gekehrt, besitzen alle Netze des von N bestimmten Biischels die Greensche
Eigenschaft, so ist N isotherm-konjugiert.

Damit ist die Sache im Sinne Greens erledigt. Wir erhalten aber zwei
weitere, sehr elegante Losungen unseres Problems, wenn wir den Begriff
des Biischels konjugierter Systeme noch etwas weiter studieren. Die osku-
lierenden Ebenen der Kurven eines solchen Biischels, welche durch den
Punkt P hindurchgehen, bilden ein eingliedriges System von Ebenen und
umbhiillen eine Kegelfliche dritter Klasse und vierter Ordnung mit P als

10) Am. Jour. of Mathematics 42 (1920), S.218, Theorem 5.

1) Ebendaselbst 8. 221, Theorem 10. Dieser Satz wird dort ohne Beweis an-
gefilhrt. Der Beweis wird geliefert werden in einer Arbeit des Herrn E. P. Lane,
A general theory of conjugate nets, welche bald in den Transactions of the American
Mathematical Society erscheinen soll. Daselbst erscheinen auch die Beweise der fol-
genden hier zitierten Sitze. Ich habe meine eigenen Beweise dreier Sitze zuriick-
gezogen, weil Lanes Darstellung viel einfacher ist als die meinige.

14*
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Spitze. Diese Kegelflache beriihrt die Tangentenebene des Punktes P doppelt,
und zwar bilden die beiden Haupttangenten von P die Berithrungselemente.
Ein solcher Kegel besitzt drei singulidre Erzeugende; die drei entsprechenden
Kuspidaltangentenebenen des Kegels schneiden sich in einer geraden Linie
durch P, welche wir die Spitzenachse des Punktes P nennen wollen. In-
dem man jedem Punkte der Flidche seine Spitzenachse zuordnet, erhilt
man eine neue Kongruenz, die Spitzenachsenkongruenz. Den abwickelbaren
Fliachen dieser Kongruenz entsprechen auf S die Kurven, welche Spitzen-
achsenkurven genannt werden sollen. Fiihrt man dies alles analytisch aus,
so ergibt sich das folgende Theorem:

Die mit einem konjugierten Netze N zusammenhdngenden Spitzen-
achsenkurven bilden im allgemeinen kein konjugiertes Netz. Sie tun das
dann und nur dann, wenn das Netz N isotherm-konjugiert ist.

Die zweite, oben angedeutete und noch nicht diskutierte Losung
unseres Problems ergibt sich hieraus durch dualistische Begriffsbildung.
Wir haben schon bemerkt, daB dualistisch der oskulierenden Ebene einer
Flichenkurve ein Punkt P, in der Tangentenebene von P entspricht.
Bestimmt man diesen Punkt fiir jede, durch P hindurchgehende Kurve
aller konjugierten Netze des durch N bestimmten Biischels, so ergibt sich
als ihr Ort eine Kurve dritter Ordnung und vierter Klasse in der Tan-
gentenebene des Punktes P. Dieselbe besitzt P als Doppelpunkt, und die
entsprechenden Haupttangenten als Doppelpunkttangenten. Sie besitat
auBerdem drei Wendepunkte, welche auf einer Geraden liegen. Diese Ge-
rade wollen wir den Wendepunkistrahl von P nennen. L&Bt man jedem
Punkte von § seinen Wendepunktstrahl entsprechen, so erhdlt man die
Wendepunktstrahlenkongruenz. Man findet auf diese Weise das folgende
Theorem:

Den abwickelbaren Flichen der durch das konjugierte Netz N be-
stimmten Wendepunktstrahlenkongruenz entspricht auf der Fldche S ein
konjugiertes Netz dann und nur dann, wenn das Netz N isotherm-kon-
jugeert ist.

(Eingegangen am 2. 7. 1921.)



Geometria proiettivo-differenziale di una superficie V,
nello spazio S, a quattro dimensioni.

Von

Guido Fubini in Turin.

1. In recenti lavori io ho dato') alcuni metodi per lo studio delle
superficie dello spazio ordinario, delle ipersuperficie di uno spazio S, ad
n > 8 dimensioni, dei sistemi di rette. Tali metodi assumono, come de-
finizione dell’ ente che si studia, un sistema di forme differenziali (invari-
anti per collineazioni), per mezzo delle quali si pud costruire tutta la
geometria proiettivo-differenziale dell’ ente studiato. Tra l’altro si fissano
quelle che io chiamo coordinate mormali di un suo punto e si deducono
delle equazioni differenziali, a cui soddisfano le coordinate di un punto
generico dell’ ente che si studia; l’assumere invece queste equazioni per
punto di partenza sembra a me portare una complicazione alla teoria, cosi
come avverrebbe nella geometria metrica, se invece dei coefficienti B, F, G
dell’ elemento lineare di Gauss di una superficie si assumessero a punto di
partenza i valori dei simboli {?¥} di Christoffel. I miei metodi non sol-
tanto sono di facile applicazione alle superficie ed ipersuperficie, ma anche,
come & detto nei lavori citati, in molti altri casi. Qui ne fard un’ appli-
cazioni alle superficie V, di uno spazio S, a guattro dimensioni.

2. 8e g=Ya,,du,du,(r,s =1,2) é una forma differenziale quadra-

7,8
tica con a,, @, — aZ, & 0, io, come nei lavori citati, indicherd con {"f}
i simboli di Christoffel, e chiamero differenziali controvariants i

du, = du;, 87w, = d u+ D) {77} du,du,, ecc.
7,8

1) Cfr. le mie Note dei Rend. della R. Accad. dei Lincei del 1920 e 1921 e la
Memoria: ,Fondamenti di geometria proiettivo-differenziale” nei Rend. del Circolo Matem.
di Palermo 43, ove si trovano citati i miei precedenti lavori.
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perché essi formano sistemi controvarianti. Se b, e ¢,, sono sistemi co-
varianti, allora

rs 6us—2{”}b” Crst = aac;;: _Z {”} v+{sﬁt}cﬂr}’

sono pure covarianti, e si dicono ottenuti derlvando covariantemente.
Si noti che

dZb.du, = 3b, 8 u, + Zb, du,du,, e analoghe:

che cioé valgono le solite regole di differenziazione, quando si sostituis-
cano alle derivate e ai differenziali le derivate covarianti e i differenziali
controvarianti. Con a(7#) indico il complemento algebrico di a,, nel deter-
minante |a@,,| diviso per questo determinante; se b, é covariante, con

b — 34" b, indico il sistema controvariante duale.

Supposto @,, = a,, = 0, valgono le identita:

Zb du du ——blldul +b22du§+'gs

2b,, du, du, du, = b, duf + byyy duy + % (brse du + by, dv) g

2b, onr du, du, duyduy, du, = by, dug + boggyy d
5 10 .
_'I— 2Tm(b111]2 du ‘}“ bﬂ%‘zﬂl d'U)g + Hf:(blll‘.!‘.’ d’u —f— b22211 d/v)g-.

Nel caso generale di a,,, @,, qualsiasi si hanno le formole analoghe:

@, = 3b,,du, du, = 2b,, du,du, + + I,g,

ove
I,=3a™b,, §,=b,—yla,,
e quindi: ~
2a'"9b,, =0,
@3 = Zbl-stdur dusdut =2‘6rﬁrt du:'dusdut + 43f Jl g ’
ove

Jl =Za(”)br” dut’
e le b soddisfano alle Yar®)p_ , —

7,8

b, =23b,,,.u.du,du,du,du,=20,,,, . du . du,du,du, du,
5 5 4
+ZgK3+§g~K1’

ove

K, =Zatoahp . du; K,=Zar9b . du,du,du,—>gK,
e le b soddisfano alle Z’a‘“)limthk = ().

7,8
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Queste formole hanno significato snmérinseco, cioé indipendente dalle
variabili scelte come coordinate; le forme coi coefficienti b sono coniugate,
od apolar: alla g; esse si diranno i resti ottenuti dividendo covarianiemente
le forme @ per g.

3. Siano x, y, 2, ¢, w coordinate omogenee in S,. Se esse sono fun-
zioni indipendenti di due parametri u = u, e v = u,, il punto (x, ¥, ...)
generera, al variare di u;, una superficie ¥, in S,. Con z,, x,,, ecc. indi-
cheremo le derivate solite, con x,, x,, ecc. le derivate covarianti secondo
una forma g, che sceglieremo ad arbitrio tra le forme proporzionali al
determinante (z, z,, «,, dz,, dz,). Con questa notazione indico il deter-
minante, di cui i termini qui scritti formano la prima riga, e le altre righe
se ne deducono sostituendo successivamente alla = le y, 2, ¢, w. Con no-
tazioni analoghe indicherdé matrici o determinanti analoghi. Se + 4 & il
discriminante di ¢, porrd, supposto 4= 0:

1 1
(1) Fy=4(z, z,, %, dz,, dz,) = 7 (@, &, 5, 22, du,, 2 z,,du,).
Questa forma & smirinseca, cioé ha un significato indipendente dalla
scelta delle coordinate u;,. Se mutiamo g in una forma g’ = og proporzio-
. . 1 . . . .
nale, la F, si muta in Fy= — F,; se esequiamo una collineazione di

determinante o, la F, si muta in F, =oF,.

Se alla matrice a 5 righe 6 colonne (z, z,, 2,, ,,, %4, Z,,) aggiun-
giamo una delle sue righe, otteniamo un determinante con due righe uguali,
e quindi nullo. Sviluppandolo secondo la riga aggiunta, si ha:

(2) Ig=Zalr)g, =230y +px=231 a"g, + uz,

(ove & inutile precisare i valori delle 1, u), insieme alle equazioni che se
ne deducono sostituendo alla = la y, o la 2, o la £, o la w.

Ne segue, derivando covariantemente:
(8> Za(r“ Tyt = 221”) Ty + 221710/(78) Ty + M + n,.
7,8 r 7,8

Sara pure intrinseca la forma

(4) Aszlj(x,xl,xs,dﬂx, a’x),

che si muta nella A =%A5 (se g si muta in og) oppure in Ay = o A,

se si esegue una collineazione di determinante g.
Osservando che
de=3x06"u +Zx, du du, dr=3206"u +33x dudu,
+ 2w, du.du,du,,
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si trova:
(5) A, =3F,H-+ &,
ove .
H=Ji(dud v — dvd?u),
D, = i‘:(x, x,, %, 2, du, du, 2z, du.du du,).

Poiché H ha, come A, significato inirinseco, altrettanto avverrd di
D,, il quale, su A, ha il vantaggio di dipendere dai soli differenziali
primi. Eseguendo una collineazione di determinante ¢, la H non cambia;
e percio @, si muta in D, = d,, analogamente ad F, e A,. Se alla ¢
sostituiamo la ¢’ = og, allora H si muta in

H =o¢H — %g(o“‘du —o*dv)yA,

ove o2, ¢! sono il sistema controvariante duale del sistema delle derivate dio.

Percio il valore corrispondente di &, sara:

(6) ¢;=A;—3H’F'———%A5—§HF2 3V g B, (0*du — otdv)

L 43V (rdu— o1 du)gF,.
.. ’ 1 N . ’ 1 T
Cioé &; — — P; non ¢ nullo (come Ay — A5>, ma ¢ divisibile per
gF, ossia per g* oppure F; , perché g é proporzionale ad F,. Cerchiamo di
sostituire a @, una forma, ancora intrinseca e del primo ordine, di com-
portamento pitt semplice. Con notazioni analoghe a quelle del § 3, posto
I§=Z3ay, ,Jf=2alr9)x, ,du,, ecc., indicato con XZ, du,du, il resto
ottenuto d1v1dend0 2z, du,.du, covariantemente per g, ecc., si ha:

D, — J%(x, x,, %, 2, du du, %ng—}—ZE”,du,_dusdut).

Essendo, per la (3), Jf — 21" dx, combinazione lineare delle z, ,,

4VA (z, ,, x,, da, du, + da,du,, A de, +- 1 da,)
du,du,du,).

rat

+- /IA (z,2,, % Iog-} 2z, du,.du,,
\

Poicheé, per (2), Iy ¢& combinazione lineare delle z, z,, si trova ri-
cordando (1):
&, =2 gFy (1P du, — 1V duy)

5

du,du,du,).

rst

1 - ~
—]—V/—Z(x,xl,m.p 2z, du du,2T
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% = S P ] __ A
Il secondo addendo, per le Ya"8 %, = Ya'"® %, ,== 0, & una forma
7.8 7.8

del tipo F, +2¢4*K, (cioé la K, del §3 & in questo caso nulla) ove F,
¢ coniugata alle g, F,. Se ne deduce che anche @, & una forma dello
stesso tipo; la (6) dimostra, che al variare di g, puo variare K, in modo
complicato, mentre il resto F, (ottenuto dividendo covariantemente @, per g)
resta semplicemente diviso per o. Dunque il rapporto tra il discriminante
di F e il quadrato del discriminante di F, non dipende dalla scelta di g,
mentre evidentemente, eseguendo una collineazione di determinante g, che
moltiplica F, ed F, per g, tale rapporto resta moltiplicato per o*. Po-
tremo scegliere tale collineazione in modo da rendere tale rapporto uguale
ad 1 (oppure a — 1); le @, y, ..., w resteranno definite a meno di una
collineazione a coefficienti costanti, senza alcun fattore comune, che po-
trebbe esser fumzione delle w,. Tali coordinate si possono chiamare coor-
dinate protettive normali (’analogo delle cartesiane in geometria metrica).
Fanno eccezione i casi che F, od F, abbiano discriminante nullo (caso
analogo a quello delle rigate di S;). Scelte cosi le coordinate normals

x, ..., w, potremo poi alla g sostituire una forma ¢’= og in guisa che la
forma Fj; — ﬁ, F, corrispondente sia uguale a g’ (ponendo 6® = F :g). Cosi

supporremo di aver fatto; e siano f,, ¢, f, i valori corrispondenti di F,,
D, F,; sia + 4 il discriminante di f,=g. Sary

1 . 2
f‘.’:Z(x’xuxe’dxl’dxa); ¢5:f5+f1f‘37

ove f, & una forma di primo grado. Si sono cosi determinate tre forme
f1s fas f; (di cul f, contugata ad f,) intrinseche, cioé di significato indi-
pendente dalla scelta delle u;, ed tnvarianti (per collineazioni). Noi di-
mostreremo che, almeno in generale, queste forme determinano la V,.

Assumiamo a variabili w; quelle che annullano £, (le linee u; sono
ctoé un sistema conitugato su tutte le superficie ottenute provettando V, su
un S;). Supponiamo a,, = @,, = 0, e poniamo a,=a, u=2va. La (2)
diventa:

(7> 2:uv:—'}"lxu_q_}“lxu_}_vx‘

Noi possiamo determinare delle quantita «, §, y ... in guisa che
xuuu:“xuu+ﬂxvv+lx1t+mxv+nx
wUUU:yx1L1L+exUU+qu+LxU+Nx

insieme alle analoghe in y, z, ... Se noi riusciamo a calcolare le «, 5, .. .,
la V, sara completamente determinata (a meno di una collineazione). Ora:

(8)

(9) (z, z,, ®,, &,,, T,,) = 2a®.
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E, se f, = Adu® 4 Bdv®, f,=Cdu+ Ddv, é:
Aa= (2, 2, @y, Zyus Tuua);  Bb= (2, 2, 3, 5 T,,)
(10)  40a® =3(2, By, B, By Tuyy) T (%, Ty By Ty Ty
4Da’ =3(, 3, B,s Byys Tyyu) + (T Bys Ty Ty Ty )
Dalle prime due delle (10), in virta di (8), (9) si trae:
(11) B=A:2a* y= — B:2a®.
Tenendo conto delle equazioni ottenute derivando (7 ), le ultime delle (8) danno:

(11bis) 2C0a =31, —«  2Da=—3J,+e.

Derivando (9), e ricordando le altre equazioni si avra:

(11ter) dloga_ 9y 14 dloga _ 97, +e.

ow v

Le (11) dimostrano che, note le f, restano completamente determinate le
o, B, 7, ¢ A, A,. Scriviamo ora le condizioni di integrabilita delle (7), (8):
che cioé valgono le identitd (z,,),, = (Zyuu)y © (Z4,)po = (%,,,),- FPara-
gonando nella prima i coefficienti di ,,, o nella seconda quelli di z,,,
si trova ». Paragonando i coefficienti di x, nella prima e quelli di ,
nella seconda, si trova che I, =P, L, = @ ove P, @ sono quantitd note.
Paragonando gli altri coefficienti, si trova che:

BL+1 +n=R; yl4+LL,+N=8; lyn—n —pN—Ilr=T,
MZWN—N,—yn—Lv=H,

ove R, 8, T, H sono quantity note. Sostituendo nelle ultime due equa-
zioni i valori delle n, N tratti dalle prime, si trova che, oltre alle

(12) =P, L,=Q

risultano determinate le

(BL), +1(— &y + 52 + By —») =V,
0k \

PDu+L(—ddy+ 524 By —») = W.

Si trovano cosi le equazioni nelle sole due incognite 7, L. Le (13) deri-
vate 1’ una rispetto a v, 1’ altra rispetto ad u, tenendo conto delle (12),
danno due nuove equazioni, che insieme alle stesse (13), costituiscono
un sistema di quattro equazioni linears nelle I, L;1,, L ; che in generale
le determineranno. Bisognerebbe studiare i casi di indeterminazione, e
scrivere le condizioni di sntegrabilita, che sarebbero nel caso nostro
U analogo delle equaziont di Gauss e di Codazzi della solita geometria
differenziale.

(13)
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4. Diamo ora un cenno delle particolari V,, cui non & applicabile
la nodtra teoria. Il caso che il discriminante di F, sia nullo, da noi gia
escluso, corrisponde al caso che sia 4 = 0 (oppure B=10). 8Se 4 =0,
la (10) prova che le x, y,.... soddisfano a un’ equazione:

(14) €.+ Ex,,+Fx,+Ge,+Hx=0.

Se fosse G'==0, si risolva rispetto ad z,, si derivi rispetto ad u;
si otterra z,,, cioé i,x, + 4, x, 4 v« come combinazione lineare di z, z,,
Zyur Ty> Tyyyy- Or8, 8¢ G0, Lz, + 4,2, vz & per (14) com-
binazione lineare di z, z,, z,,, %,,,. Quindi, se @0, le z, y, ...
soddisfano a un’ eqnazione

ot A 0% ox
8u“+E1 5ua+E2m+E3m+E4w:= 0,

ossia esistono delle funzioni r; della sola v tali che:

(15) 1T+ 1Y+ r2t+rgtrow=0.
Alla (15) soddisferebbero anche le a—z%, Z—z% ecc. per 1=1,2,3, e
w u
quindi anche, per (14), le z,, y, ecc.; e quindi, derivando (15), si avrebbe:
F ary F
(16) Do+ Dy w—

Se le (15), (16) differissero solo per un fattore, la ¥V, apparterrebbe
ad un S;. Cosi non essendo, le (15), (16) sono distinte; e quindi le linee
v = cost. appartengono a un piano S, (a due dimensions); conclusione
identica a quella che si otterebbe dalla (14) nel caso G =0, e quindi
vera generalmente. Se fosse 4 — B =0, analoga conclusione varrebbe
per le w=cost. Il caso di F, a discriminante nullo, che qui abbiamo
escluso, ¢ quello in cui le , y,..., soddisfano a un’ equazione (2) di
tipo parabolico; ed ¢é pur facile caratterizzare le V, per cui F, ¢ nullo
identicamente.

5. Sia O un punto di ¥, e ne siano O’, 0" i punti consecutivi sulla
4 = cost. e sulla v = cost. uscenti da 0. Indicando un punto con la sua
prima coordinata, i punti O, o, 0" sono i punti z, 2 + x, dv, x4 z,du.
Le tangenti in O, O alle v = cost. uscenti da O, O’ si incontrano (ecfr. la 7)
nel punto x’' =, — 4, #; cosi le tangenti in O, 0" alle u = const. si
incontrano nel punto z” =, — d,z. Tali punti 2’, 2” generano due
superficie, a cui corrispondono le due equazioni che si deducono da (7)
con una trasformazione di Laplace. La trasformazione di Laplace puo
Ticevere qui un’ altra interpretazione. Da (7) si deduce che i piani S,
tangenti a V, in 0, 0" e i piani osculatori alle » = cost. uscenti da O, O’

glacciono tutti nell’ ¢perpiano m passante per i punti z, z,, z,, z,,; e le
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coordinate &, 5, ... del quale sono percid proporzionali ai minori della
matrice (z, z,, 2,, Z,, )-

In modo simile si definisce un’ iperpiano ', le cui coordinate &', 7, ...
sono proporzionali ai minori di (z, x,, «,, «,,). L’ iperpiano di coordi-

nate & e quello di coordinate 5,:, 17;, ... sono evidentemente per

w N> - o e
la (7) iperpiani del fascio determinato da n, #’. Percio valgono equazioni

del tipo:
&, =1+ mé& &=L+ ME (e analoghe in 7, ...).

Percio le coordinate div n e n' soddisfano a due equazioni di Laplace
del tipo (2) trasformate di Laplace I’ una dell’ altra.

Si dovrebbe completare il nostro studio, considerando la V, come
ipersuperficie inviluppo degli w? iperpiani formati dagli w? fasci deter-
minati per ogni punto O di V, dai corrispondenti iperpiani =, #’ ed ap-
plicando i metodi delle mie Mem. cit. validi per le ipersuperficie.

6. Sia O un punto di V,; si scelgano a iperpiani z =20, t=0 gl
iperpiani 7z, 7', ad assi delle z, y le tangenti alle linee u = cost. e
v == cost. uscenti da O. Supposto w==1 (ci0 che equivale a usare coor-
dinate non omogenee), varranno degli sviluppi in serie del tipo:

z=x*+ Ay* +ba’y +cxy? +ex®+ .-
=y*+ B’ +gaty-tyay eyt
ove 1 termini trascurati sono almeno del quart’ ordine. Con una con-

veniente collineazione (che non muti i piani z2=0, t=0 e gli assi
delle z, y)

= (a' + A2’ - ut'):w'; y=(y +1z' +mt):w; z=2z2":w;
t=t":w'; w=w-thrxtky-+rztst

si possono annullare b, ¢, e, g, 7, ¢ (restando ancora arbitrarie le sole 7, s).
Gli sviluppi si riducono, trascurando i termini del quart’ ordine, alle:
z=a4+ Ay*+ .-, t=y?+Bzx*+ ...

L’ iperpiano w = 0 puo variare nella stella w + rz 4 st = 0 (, s = cost. ),
cioé resta fissata una retta z =t =w =0 del piano tangente in O in
modo snwvariante per collineazioni. Posto poi g = — (z, x,, 2,, dx,, dz,)
con u=uwx, v=y sara g=4daxdy 4 ---, ove 1 termini trascurati si
annullano in O almeno del second’ ordine, cosicché in O sarl 6%z =d3x,
6%y =d?y. Paragonando i valori di d%z,d®z, ... scritti o coi differen-
ziali ordinarii o con quelli controvarianti, si trova (essendo nulle in O le
2,,%,,...) che le derivate seconde e terze delle z,¢ in O rispetto z, y

2> Py
coincidono con le derivate covarianti. Un facile calcolo prova cosi che
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F, = Ady® — Bdx®; e cio permette di caratterizzare nel modo pill sem-
plice le direzioni che annullano F, (e che, insieme a quelle che annullano
F,, sono I’ elemento essenziale della geometria proiettiva delle ¥V, in §,).
Esse godono della seguente proprietd geometrica, che le caratterizza. Se
x4+ uy =0 passa per una tale direzione (se ciod A 4 Bu®=0), esiste
un iperpiano tangente a V, (precisamente I’ iperpiano z — u*t = 0) che
ha un contatto quadripunto con U intersezione di V, e dell’ iperpiano
x4+ uy=0.

Le linee invece, che annullano F,, sono, come & noto, quelle che
formano un sistema contugato su tutte le proiezioni di V, su un S;.

Lo studio delle V, in S, é cost ridotto ad un sistema di forme
differenziali del primo ordine, che sono susceltibili di una semplicissima
definizione geometrica.

(Eingegangen am 14. 6. 1921.)



Uber die Gravitation ruhender Massen.

Von
C. Runge in Géttingen.

Einstein hat gezeigt!), wie man aus einem vorgegebenen Energietensor
die Gravitationspotentiale g,, in erster Anndherung finden kann. Besteht
die Energie nur aus ruhender Materie, so hat man, wie in der klassischen
Mechanik, das Gravitationspotential

uz—del"f
po

zu berechnen (K = SL” 1,87-10"% cmg-1, wobei die Zeiteinheit so gewihlt
ist, daB die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 wird) und erhalt dann fiir das
Quadrat des vierdimensionalen Bogenelements

(1+2u)dt”— (1 —2u)(dz®+ dy? -+ d2?),
wo x, y,2 rechtwinklige Raumkoordinaten und ¢ die MaBzahl der Zeit
bedeuten.

Dieses Bogenelement ist fiir die Gravitation eines Massenpunktes zuerst
von de Sitter angegeben worden.

Die Annéherung gilt nur fiir hinreichend kleine Werte von %, d. h.
wenn das von den ruhenden Massen angezogene hinreichend klein anzu-
nehmende Massenteilchen den anziehenden Massen nicht zu nahe kommt.
Fiir den Merkur z. B. ist % schon zu groB8, um die Perihelbewegung noch
so genau zu liefern, wie sie beobachtet ist.

Gibt man indessen dem Quadrat des Bogenelements die Form

e2udt® — e~ (dx’ +dy® 4 dz?),

die sich von der oben angegebenen nur in Gliedern zweiter Ordnung in %
unterscheidet, so 1aB8t sich zeigen, dalB der Fehler des Gravitationsfeldes

1) Sitzungsberichte der preuB. Akad. 1918, S.156.
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von dritter Ordnung in % wird, so dafB sich dann auch die Perihelbewegung
des Merkur mit ausreichender Genauigkeit ergibt.

Um das zu zeigen, bilden wir zunschst den Tensor, dessen Komponenten
Einstein?) mit B,, bezeichnet, wie er der Form

etvdt’ — e-24(do? 4 dy® + dz?)

entspricht. Werden die Variablen z,y,2,¢ mit 2'2?2®2* und die partiellen
Differentialquotienten von u nach «,y,2z mit u,, u,, u, bezeichnet, so
ergibt sich

B, ,=—e*du, Bia=0, Bup=—0bupdu—2usus (o, f=1,2,3),
wobei 8,4 gleich 1 oder 0 zu setzen ist, je nachdem « gleich oder ungleich
g ist. Wir fiigen nun zu dem Quadrat des Bogenelements eine quadra-

tische Form
dupdxcda? (e, 6=1,2, 8)

hinzu. Die hinzutretenden Glieder werden nur die Komponenten B,;

(e, B =1, 2, 3) beeinflussen. Setzen wir nun a,z; = 51; 2u:uﬂ dedydz, ®)
so werden sich die Komponenten B,; bis auf Glieder hoherer Ordnung
um 2wu,ug éndern.

Fiir das Quadrat des Bogenelements

e2udt’ — e=24(da? + dy? + d2?) + anpdadat

wird demnach bis auf Glieder dritter Ordnung
B,=—ce*vdu, By,=0, B,p=—0updu

oder, wie man auch sagen kann, die a.s brauchten nur noch um Glieder
dritter Ordnung verdndert zu werden, um diese Werte der B,; zu ergeben.
Aus den B,, erhalten wir die Komponenten des Energietensors durch die
Gleichungen

8aKT;, = — <B,1,L — ;gl;¢B>5

wo
B=g¢**B,,=2e*%Au,

d. h. alle Komponenten des Energietensors verschwinden mit Ausnahme
von T,,, wofiir sich ergibt:

4nKT,, —et*Adu oder 4aKT" = Au.

2) Annalen der Physik 49 (1916), 8. 108.

%) ¢ ist hier die Entfernung des Punktes, in dem die a, , bestimmt werden sollen,
von dem Element dx dy dz, wie bei der Einsteinschen Bestimmung der Gravitations-
potentiale. Integriert wird iiber den ganzen Raum mit Ausschluf der Teile, wo % zu
groB wird.
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u wird also aus 7** durch das Integral

44
u = — Kfz— dedydz

p
berechnet.

Es zeigt sich nun, dafl der zu dem Quadrat des Bogenelements hinzu-
gefiigte Teil a,sdx*daf die Beschleunigung des Massenteilchens um Be-
trige #ndert, die in % zwar nur von der zweiten Ordnung sind, aber
auferdem noch das Quadrat der Geschwindigkeit des Massenteilchens als
Faktor enthalten. Denn es ist

Fat 1) et
2 L 19 ar I

Durch das Hinzutreten von a,sdxz*dxzf sind die g;, um GroBen zweiter

Ordnung geéndert, aber nur diejenigen unter ihnen, deren Indizes beide

nicht grofer als 8 sind. Dasselbe gilt von den g¢*. Da Differentiationen
nach z* nicht vorkommen, so sind daher nur diejenigen GréBen [’ﬂ ge-

dndert, bei denen alle drei Indizes nicht grofer als 3 sind. o ist nicht
groBer als 3, da es sich um die Komponenten der Beschleunigung handelt.
g** kann nur fiir r <3 von Null verschieden sein. ¢¢* wird daher um
eine GroBe zweiter Ordnung gedndert sein. Die Anderung ist mit
Pt r} daxt ilic_"

dt dt
U, 1st, so resultiert eine Anderung dritter Ordnung. Betrachtet man

i zu multiplizieren. Da aber [" ﬂ von erster Ordnung in den

andererseits die Anderung von /”1. Sie ist von zweiter Ordnung in den
g : | g

%, und mit g“’—(%‘— % zu multiplizieren. Hier aber sind x und » beide

nicht grofer als 3. Denn sonst bleibt [ur q ungeéndert. Es resultiert

daher eine Anderung, die in den w, von zweiter Ordnung und dem Quadrat
der Geschwindigkeit proportional ist. Dies ist also eine Gréfe dritter
Ordnung, wenn das Quadrat der Geschwindigkeit von erster Ordnung an-
genommen wird, wie es bei der Bewegung eines Planeten der Fall ist.

Die Perihelbewegung eines Planeten 1aft sich in folgender Weise aus
dem Bogenelement ableiten:

dr® = e2udt® — o=t (da? + dy® + d2?).

Man fithre Polarkoordinaten 7, ¢, & ein und beschriinke sich auf die
Meridianebene. Dann wird

(I) dv? = e dt” — e~ 2%(dr? 4 r2de?).
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Das Verschwinden der Variation des Integrals

[dx

liefert die beiden Gleichungen:

uwdt —aunale
etv=a, eMrizt=c
oder
et dt _a dr 1 o 4y
wdp e dp el °
Setzt man diese Werte von ‘-;% und gé in die Gleichung (I) ein, nachdem

man sie durch d@? dividiert hat, so ergibt sich
2 2
e

12

1 —a, Q% 1 (dr\’ 1
e et ({3 )

c? c? do

oder

oder, wenn man fiir % seinen Wert — —IS;AI einfiihrt und daraus dw __EM dr

de r? de
ableitet:

(g:) oy I(_lll_ [a®e—4% — e=24] — f(u).
Soll die Entfernung des Planeten sich zwischen zwei Grenzen bewegen,
so muB f(w) fir zwei Werte u, und u, verschwinden. Man kann dann

nach der bekannten Interpolationsformel

f(u) f ( )( u1)(u_u2)

setzen, wo # zwischen », und %, liegt, wenn auch % demselben Intervall
angehort. Da f(u) fiir diese Werte von u positiv sein muB, so folgt, daB
f ”(17) negativ ist. Es sei u, < u, und u bewege sich von , nach u, und
wieder zuriick nach #,. Dann ist:

i :,iu —— 2‘/_#~¥ u)d
W — ;) (uy — )

Auf der rechten Seite konnen wir, da », und u, beide sehr kleine Zahlen
sind, das zwischenliegende # gleich Null setzen, und da a? sehr nahe
gleich 1 sein muB, so erhalten wir durch Integration iiber den Hin- und
Hergang von w genéhert:

2 2
3 [ag (1= E2 ),

D. h. die Perihelbewegung ist bei einem Umlauf gleich

2 2
fd(p — 2n=Kc];[ 6.

8a2e"4“ —2e 2% d .

15
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Statt der Konstanten ¢ kénnen wir den Mittelwert von %, und w, ein-
fiithren. Entwickeln wir f(u) nach Potenzen von w und vernachlissigen
die Glieder dritter Ordnung, so ergibt sich fiir », und u, die quadratische
Gleichung

K'M KM’
u“—|———c-§~(4a2—2)u+ Cz_(l_ag):()
K'M*
und somit gendhert u, 4+ u, = — —3— 2 oder wenn r,, eine mittlere Ent-
= 4
fernung des Planeten bezeichnet
KM_ KW
T T, c?
oder
quo — 2= €M 6
. . et*dt  a rdp et* ¢ . ..
Aus der obigen Gleichung L T i folgt —-- = =~ . Fiir eine einiger-

mafen kreisformige Bahn wird daher die mittlere Geschwindigkeit v ge-
néhert gleich

V= —
T’

und da lzg, so wird v"——*KM
7, c?

Jdo — 22 =v%6a

eine Form fiir die Perihelbewegung, auf die schon Schwarzschild hin-
gewiesen hat.

und somit

(Eingegangen am 10. 8. 1921.)



The solar gravitational field completely determined by
its light rays.

Von
Edward Kasner in New York.

Introduection.

In a previous paper published in the American Journal of Mathe-
matics'), I have taken up the question whether two fields both obeying
Einstein’s equations of gravitation can ever have the same light rays.
I have answered this question in the negative; first, under the assumption
that one of the fields is euclidean, and second, under the assumption that
both fields are approximately euclidean. The simplification of the latter
case is due to the fact that only the linear terms in the gravitational
equations have to be taken into account in the calculation.

The solar field, that is, the field due to a single mass, taken say in
the Schwarzschild form, is of course approximately euclidean and there-
fore, it follows that no essentially different form which is both approxi-
mately euclidean and obeys Einstein’s equations can have the same light
rays. In the present paper, I wish to settle this question completely
for the solar field without assuming approximately euclidean character,
that is, by taking into account the exact equations of gravitation R,, = 0.

A field is represented by a quadratic differential form in four variables
(z,, %y, %3, x,), the ten coefficients g,, of which define the potential as
a tensor. If we put this form equal to zero, we have the light equation
of the field. The light rays, as Weyl?) has shown, are determined by
this equation, that is, they depend only on the ratios of the ten co-
efficients. If then we take a form obeying Einstein’s equations and
multiply it by an arbitrary function, say »(z, x,2,x,), the new form

1) Einstein’s theory of gravitation: determination of the field by light signals,
Am. J. of Math. 43 (1921), pp. 20 —28.
2) Raum, Zeit, Materie, 4. Auflage (1921), p. 115, and footnote p. 257.
15*
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will define a field having the same light rays, but the question is whether
the new field can ever obey the gravitational equations. In the present
paper we show that for the Schwarzschild form, no such factor exists
(disregarding of course the trivial case where the multiplier is merely a
constant).

It follows that if all the light properties in the solar field were
obtained by observation, then the field itself (that is, the ten potentials) could
be completely determined theoretically, assuming that Einstein’s gravi-
tational equations R; = O were obeyed. Therefore, the planetary orbits
could be computed theoretically from the light rays?).

(This result is comparable with Bertrand’s deduction of the second
and third laws of Kepler from the first law, in which of course the ordi-
nary laws of dynamics are assumed to be valid and the field of force is
assumed to be purely positional.)

In the Schwarzschild form, only the squares of the four differentials
are present and this remains true when an arbitrary multiplier is intro-
duced. We, therefore, begin by writing out the ten gravitational equations
for the general orthogonal case, that is, the case where only the four
squares are present. When the corresponding equations are written out
for the new form involving the unknown multiplier », the results are fairly
simple and we obtain ten partial differential equations of the second order

in N=»"% Our main object is to show that this system of ten
equations, for the particular case of the solar field, is inconsistent, that is
to say, that there are no solutions other than constants.

The plan employed is to actually integrate the first six of the ten
equations, namely, those corresponding to unlike subscripts ¢ <= k. The
result contains four arbitrary functions each involving only one of the
four independent variables. When this is substituted into the last four
equations, namely, those corresponding to the case of like subscripts ¢ = k,
or rather into certain convenient combinations of these four equations,
we obtain finally a sufficient number of relations between the derivatives
of the four unknown functions, from which it follows that three of them
must vanish and the other is merely a constant, and therefore, the
unknown multiplier is itself merely .a constant.

The general orthogonal formulas are next applied to the euclidean
form. Here the unknown factor » or the related function IV is not simply

3 The converse question, determination of the field (and hence of the light
rays) from the orbits (geodesics) alone, has been discussed by the author in Science
52 (1920), pp. 4183—14. See also Science 53 (1921), p. 238, and American Journal
of Mathematics 43 (1921), pp. 126 — 133, where it is proved that the solar field can
be represented in a six-flat, but not in a five-flat.
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a constant, since, in this case, the ten differential equations are found to
actually admit a class of co® solutions. However, the forms obtained
by introducing this factor are easily seen to have zero riemannian cur-
vature and are therefore euclidean. This verifies the theorem proved
in the earlier paper that the euclidean or the equivalent Minkowski form
is completely determined by its light properties.

In the last section we state some new theorems relating to solutions
of Einstein’s general cosmological equations R;, — %g¢;, R =0 (light rays,
five dimensions).

§ L.

General formulas for the orthogonal form.
For the general quadratic form
(1) ds® =g, dx,dx, (i, 6=1,2,3,4)

the gravitational equations are (for empty space)

O TR N (4 B B U KR

Applying this to the case where only the square terms are present, which
we describe as the orthogonal form, that is

(I) ds® = A, dx} + A, dxl 4 A, dxl + A, dx;]

where the four functions 1, are arbitrary functions of the world coordinates
x, ¥y x, x,, we find six equations of the form

(3/) 'Rl‘l = 81‘] + Lil‘j + L81 L3‘.! + L41 Li‘l
( 31+L41) 8‘2+ L42)—0
and four equations of the form

1
]_ 11 1 {Lﬂll + L811 + L411 + L‘jl + le + L41 11 (L‘Jl + L31+L41)}

+ ;Tg {Lme. + Ln (Lm - 22 + Lse + Lm)}
1
+ ;_3 {LJSS + L13 (L1s + Lea - Las + L4a)}
1
+ Z{Iﬁu + Lu (Lu -+ L24 -+ L34 - L44)} = 0.

Here we have introduced for abbreviation

(3")

(4) Li:%IOgli

and, for the partial derivatives,
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Ly = Lz',k = b_oxz L,
(+) -
Likj: Li.,kj - Li,jk = by 0w i
The first subscript applied to L thus denotes the name of the function,
while the second and third subscripts indicate partial differentiation. We
may, therefore, interchange the second and third subscripts, but not the

first and second.

Suppose now an arbitrary factor »(x, ,,x,) is introduced into (I),
giving a new orthogonal form

(I*) ds*? =1} da? + 1Fda2 + 1 da? + i) da?
where

1: = 4
then the tensor Ry, is found by replacing L, in (3"), (3”) by
(5) Lf=1L;— logN
where, for convenience, we introduce
(") N—»

Subtracting R,, from R:,, we find that many of the terms cancel; and
the final equations for the function N (which determines the multiplier »)
may be written as six equations of the form*)

(6') D,=LyN,+Ly,N,—N,, =0

and four equations of the form
1 2 ) ‘
D11£;_—1{_3NN11+3N1 —‘NN1(—3L11‘T“L21+L31+L41)}

1 2
(6") +;__2{_NN22’{‘3N‘3—NN2(3L12—L22+L32+L4-2)}
1 - e
"l"fs{“NNss_}‘ SN:_NJ\'a(dLm"*‘Les —L33+L43)}

1
+;:{_NN44 '+‘3N42_NN4(3L14+L24+L34—L44)}:0'

We shall find it convenient to employ the differences between the
latter equations, which simplify considerably, in fact become linear in N,
for example,

4) These may be regarded as special cases of Levi-Civita’s general formulas for
the conformal transformation of arbitrary riemannian manifolds of n dimensions.
See Nota III of his elegant series on ,ds? einsteiniani in campi newtoniani“, Rend.
Acc. d. Lincei (1918), p. 187. The same remark applies to the formulas for the
Euclidean case in § 2 of the writer’s article in Amer. Journ. of Math. 43, p. 23.
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‘D11 _ De" = —N11+N1 (L11+L21> + -sz — N (L12+Lz’)
(61//) " 11 12
N (L‘zs“an) N (LM 14) = 0
+ Ay + Ay

In all these equations we note that there is only onme function N so that
all subscripts attached to N denote partial differentiation and are there-
fore permutable; while there are four distinct functions L, so that only
the subscripts after the first are permutable. Our partial differential
equations are of the second order in N and of the first order in the L.

The 1, are merely the related functions

(7) i, =t

1

The analytical problem is: given four functions L, obeying the ten
equations (3'), (8”), does there exist a non-constant function N obeying
the ten equations (6”), (6”), and therefore also the equations (6")?
We shall now settle the question (in the negative) for the solar field.

§ 2.
The solar field.

The Schwarzschild®) form for the central-symmetric field is
(8) de*=(1—2)dt"—r*dO —r*sin* Odp® — T-dr*

where » = 2m, m being the central mass, Comparing this with our
orthogonal form (I), taking
z, =1, T,=0, r,=¢, z,—=t

and changing the sign of ds® for convenience, we have

% 2 — 2»24in? _ T
9) h=_"—, =gz}, Ml=aisin’z,, I=-—7"
1 1

Therefore, taking half of the logarithms,

L= —5 log ——-—! L,=logz,,
(10)

L3:10gx1+10g81nm2’ L4=%10gx;x1.

All the partial derivatives of first order of these functions vanish except
the followmg five:
5) Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes, Sitzungsber. Akad. Berlin

(1916), p. 189; or the simpler derivation in Hilbert, Grundlagen der Physik II,
Gottinger Nachrichten (1917), p. 70.
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1
Ly, =1L; = o Ly, = cot z,,

(11) o
L41:_L11='e' o

Tl —xw,
The ten equations (3’), (3”) are of course obeyed by these functions L,
as is readily verified.

The first six of the ten equations for N, namely type (6’), now
become on introducing the values (11)

1

N21=;:N2, N,; = cot z,-N,,
1
(12) N18=EN3’ N, =0,
NuZQ@j‘mNu Ny = 0.

Here we have six linear partial differential equations of the second order
for our one unknown function N. There is no difficulty in integrating
them successively, so we shall omit the details and merely state the
result that the most general integral of the system is®)

L
(13) N =X, + X,2,+X,2,snz,+ X, (2%)

where X, denotes an arbitrary function of - the single variable ;. The
result thus involves four arbitrary functions, each of one argument.

It remains now to substitute (13)-into the four equations of type
(6”); but as remarked above it will suffice to use the three independent
equations of type (6”'). These have the advantage of being linear in N.

We begin with D,, — D,,= 0. Using the formulas (9), (10), (11),
we find that this reduces to

N
A

Ny,
7, — 0

4
This, by introducing (13), becomes

(14) x4 x4 262 =0

where accents denote ordinary derivatives with respect to the one variable
involved. Differentiating with respect to 2, we find that the unknown

) It is rather remarkable that this may be rewritten in the equivalent form

(18") SXNE

where the 4; are the coefficients (9) of the solar field. This symmetric form turns
out to be valid also for the fields discussed later in § 3 and for those Einstein fields
which depend on one variable, but it is, in all probability. not valid for all possible
Einstein fields.
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function X, must be a constant. The last term of (13) is thus a func-
tion of x, alone and therefore may be absorbed in the first term X,.
We may, therefore, assume X, = 0. Then, from (14), X, = 0; that is,
X,=bx, +c. The part bz, may however be absorbed in the second
term of (13). That is, we may take X, =c. Hence (14) shows that
(13) must be of the form

(15) N=c+ X,2, + X, z,sinz,.

Here X, —¢, X,=0, and X, and X, are functions still to be deter-

mined.
n

We next use the condition Dy — D,, =0, found from (6 ) by
interchanging the subcripts 1 and 3. This becomes

N, — Ny + Nycotx,
T =0.

Substituting (15), we find
Xy + X3 — X;’ sinx, + X; cos x,= 0.

Since the first two terms involve z, alone, and the last two involve z,
alone, we must have

X:;, + X3 =a,

X; sinw,— Xyco82, — a
where a is a constant. Integrating and substituting into (15), we find
the following necessary form
(16) N =c+ z,[a,+ a;cos x, -+ sinz, (a, sinz, + a, cos z,)]
involving five constants ¢, a,, a,, a;, a,. Here

(16") X,=c¢, X,=azcosz,+ a,,
X,=a,sinz,} a,cosz;,, X,=0.

To determine these constants we use the final condition D,,— D,,=0,

thatis (6”'). This by (10) and (11) becomes

#H—2x
RO ErT R A
PR T .

Substituting the form (15), this gives
BEZE(X,+ Xysing,) — Xy + Xysina, =0

Since the first factor is a non-constant function of x, alone, this de-
composes into two equations

X, + X;sinz,=0,

X, — X sinz,=0.
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Substituting the previously found forms (16’), we find
a, sin &, -+ a, cos ¥, + a, cot , - @, cos z, = 0.

Since this to be an identity in x, and x,, it follows that the four con-
stants a,, a,, @;, @, must all vanish. Hence from (16) we have

(17) N =c¢,

that is, the multiplier » is merely a constant, which was to be proved.

§ 3.
The Euclidean or Minkowski field.

We now apply the general formulas to the Minkowski form 7)

(18) ds*=dt’— da®— dy® — dz?

or the equivalent euclidean form

(19) ds®*=dx} +dal +dxi 4 da?.

Here A,=1, so that L,;=0. The set of equations (6') gives

(20") N,,=0 (1 + k).
Equations (6”) give

(20" N,=Ny,=N,=N,,.

Finally from any one of the four equations (6”) we find
(207)  N(Nyy+ Nyt Nyg+ Nyy) = 2(N7+ N5 4 N+ NJ).
From (20’) we see that N must be the sum of four functions, each in-
volving only one of the variables, say
N=X+X,+ X,+ X,.
Then from (20") we find
X, =ax?- a;x; + constant,
that is,

(21) N:afo —%—Z a,r,+ a,

containing six constants @, a,, @,, @y, ,, @

This is found to satisfy (20”) if we impose the one condition
(21" ai+ai+al+al—4aa;=0.

7y This form is termed pseudo-euclidean by Hilbert (,Grundlagen der Physik*,
Gottinger Nachrichten 1915, 1917). Eddington uses both semi-euclidean and hyper-
bolic, — the latter term, however, should not be used since there is no connection with
Lobatchevsky space. The form is flat (zero riemann curvature) and is included under
euclidean manifolds by Einstein.
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The general solution of. our system thus involves five independent con-
stants.

Since » = N™°, the forms having the same light rays as the given
euclidean form (19) are
(22> dxf+dx§;—2dx§’+ dz?

where N is defined by (21) and (21'). These are easily seen to be
euclidean being merely the result of applying a transformation of coordi-

nates (selected from the conformal or inversion group in four-space)
to (19) ®).

§ 4.

The cosmological equations.

In Einstein’s more recent cosmological discussions, the gravitational
equations R;, =0 (or the equivalent system R, — lg,, R=0, where R

1
is the scalar curvature g“# R, ;) are replaced by the more general equations

1
1) By Lo B=0.
The advantage of this form, with the peculiar factor %, is due to the fact
that the scalar of the left member vanishes identically. Set (27) is
satisfied not only by flat manifolds but also by all spherical manifolds
{constant riemannian curvature).

For this general form we state the following results for comparison
with our previous results for the special case R, = 0.

I. If the manifold is to admit conformal representation on euclidean
space (that is, has the same light rays) it must be of constant riemannian
curvature.

II. If the manifold is to be imbedded in a five-flat then either it is
a hypersphere (the four principal curvatures x,, x,, #,, », at any point
being equal so that all points are umbilical); or else at every point

Hy == Ky = — Ky = — 3,

8) See American Journal of Mathematics 43, pp. 23, 24 where it is shown directly
that the curvature tensor R,; i, vanishes, (This may also be proved from Levi-
Civita’s general formulas.) The letter N of the present paper is there taken as M,
and the equation corresponding to (20”) is not printed, but is used in the integration,
giving condition (21'). The equation N = 0 thus represents a null-hypersphere in the
four-flat (x, «, x; z,). [Added in proof: A simple derivation of this theorem for n
dimensions is given in a note by J. A. Schouten and D. J. Struik to be published
in Amer. Journ. of Math. The result is stated by Ogura, Comptes Rendus, Nov. 17,
1921, apparently without knowledge of my earlier papers.]
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so that we have a certain possible type of what may be termed hyper-
minimal solutions.

[Added in proof: See my papers on ”Einstein’s cosmological equations
in Science 54 (Sepl 30, 1921), p. 304 and Amer. Journ. of Math. 44
(Oct. 1921), where also all solutions depending on one variable, and a
simple algebraic solution (namely a quartic variety constructed in a linear
space of six dimensions) are given. In Nature 108 (Dec. 1, 1921), p. 434,
I have called attention to a curious property of the motion of a partiale
starting with the velocity of light.]

Columbia University, New York, July, 1921.

(Eingegangen am 9. 9. 1921.)



Sur le théoréme limite du calcul des probabilités.
Von
Serge Bernstein in Charkow.

Je résume dans ces quelques pages, en omettant des démonstrations,
mon étude (qui date de ’année 1917—1918) sur le théoréme limite du
calcul des probabilités ou sur les conditions de lapplicabilité de la loi
de Gauss. Le probléme consiste dans la recherche des conditions pour
que, 8, désignant une quantité dépendant de m dont lespérance mathé-
matique est nulle, la probabilité de I'inégalité

t, V2B, < 8, <t V2B,

ou B, = Esp. Math. (S,,2 ), ait pour limite, lorsque » croit indéfiniment,
1P
—~ t2
—-— | e dt.
v ﬂj .
to

Sans restreindre la généralité on peut poser S, = u® -+ us” + ...+ u,(,").

Dans la suite pour abréger l’écriture jomettrai Iindice supérieur dans le

terme 7", en écrivant simplement n;; mais pour que les énoncés des pro-

positions qui suivent ne soulévent pas de malentendus et soient compris
dans toute leur généralité il faut bien se rappeler que nous n’admettons
pas, en général, ’existence de la relation S, — 8, _1= u,.

Il est facile d’abord de démontrer la condition nécessaire suivante
pour lapplicabilité du théoréme limite du calcul des probabilités que je
présenterai sous une forme particuliére pour faciliter sa comparaison avec
la condition suffisante que je donnerai plus loin.

Le théoréme limite n’est certaimement pas applicable, si B, étant de
Pordre n*, il existe parmi les nombres u;, aw moins un, tel que il regoit
une certaine valeur u; (dont la probabilité est finie), les espérances mathé-
matiques des produits w,u,, ou k— i et | — 1 sont tous les deux inférieurs
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1
a m?, regoivent des accroissements supérieurs a un nombre positif fini «,
les accroissements des espérances mathématiques des autres produits étant
non mégatifs.

Pour arriver aux conditions suffisantes je fais usage d'un lemme pré-
liminaire qui joue un réle fondamental dans ma méthode de démonstration.

Lemme fondamental. 87 quel que soit I’ensemble de valeurs connues
de uy, Uz, ..., Ui—1, & Pexception d’un ensemble dont la probabilité est

&, les écarts que regoivent les espérances mathématiques de u; et Uy,
respectivement, ne dépassent pas o, et f;, si de plus U'espérance mathé-

\

matique de |w;|’ reste inférieure & c;, le théoréme limite est applicable

n n n
S Zp Za n
pourvu que 1—_, r 3——3, Ne, tendent vers 0 avec l.
VB, VB, VB: 71 m
Si les quantités w,; satisfont aux conditions du lemme, nous dirons,
pour abréger, que les quantités u; sont presque indépendantes. Ceci posé,
si 'on a une somme quelconque §, =u, + 4, + ...+ u,, on pourra
toujours affirmer Papplicabilité & cette somme du théoréme limite, si 1’'on
parvient & rassembler les termes de cette somme en 21 groupes:
Y, + % + Y+ x...+y,+x de telle sorte que y,, ¥,,..., y, soient
presque indépendantes, tandis qu’en méme temps l’ordre de croissance

de Esp. Math. (x, +,+ ...+ )" soit inférieur & celui de B, —

n

Esp. Math. (u, + 4, + ...+ u,)’. En effet, il est facile de montrer alors que

a la somme S

n?

EM (ys+¢+..-+y)°
E. M.(u1—+-u2+...+un)2

1

et d’en conclure que le théoréme limite étant applicable & la somme
Yy + Y+ ...+ y,, doit s’appliquer également & la somme S,. On obtient
ainsi des théorémes généraux plus ou moins semblables dont les énoncés
peuvent &tre variés selon les besoins pratiques. Je me bornerai au suivant:

Théoréme. 8% B, irn= B M. (usp1— Ui+ ...+ u4n)" est de
Vordre h* (A >1), si E.M.|u,|" reste bornée quelles que soient les valeurs
connues des autres w,, et si, en outre, un certain nombre des w; étant

. p o o 1
connues, E. M. (u,) et E. M. (u, u,) regotvent des écarts inférieurs a — tant

. o s 4 Loy ., . .
que [k —i|>n° ou o <7, lethéoréme limite est applicable a la somme

S, =u,+u+...+u,.
En comparant ce théoréme & la condition nécessaire indiquée plus
i

haut, on voit qu’il tomberait en défaut, si I'on y faisait ¢ = .
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Je résumerai briévement la démonstration. On pose

y1:u1+u2—}—...—}—uh
Yz =Up a1+ ...+ Uapiz

s o e s e o e e

Y= %y hrmy+1 + Uy s by—k2

ou k est le plus grand nombre entier satisfaisant & la condition k < n¢,
de plus I =mn’, ou & satisfait & Pinégalité & < A — 20, et, enfin, & est le
plus petit entier satisfaisant & Ja condition A > n'"" — k. Dans ces con-
ditions
EM (g 4y+...+u)

By, n ’
et par conséquent il suffit de prouver que les quantités y, sont presque
indépendantes. A cet effet, il suffit d’observer d’abord, que 1’écart maxi-
mum de E.M.(y,) et celui de E.M.(y;) sont respectivement inférieurs

) h? . . e
& —- et —, lorsque les y; précédentes sont connus; mais la condition rela-

\

tive & E.M.|y,|* est un peu plus difficile & mettre en évidence. On y
arrive par le raisonnement suivant ol, pour fixer les idées, je supposerai
A=1: admettons que pour une certaine valeur n, on ait, quel que soit g,
une inégalité de la forme

[
3 1+ - 5
EMupr+ ..o+ Uysn, | <dAn, 2n°;

dans ces conditions, on aura certainement, en désignant par ¢ un nombre

fixe indépendant de n,,
s 1 s

B M ugys+ooe FUpian|’ < 2An01+?n"+tn0?n" <4 (2n0)1+?n9;

. . \ ¢
pourvu que A soit un nombre fixe supérieur & — '~ -. Il en résulte

2(22-1)
immédiatement que
s 3
‘ 1+ 0 Y : . .
Bty < Aeny o, awa SBEI g,
et le théoréme est ainsi démontré.

Comme premiére illustration de ce théoréme, j’indiquerai I’exemple
suivant. Soient x,, z,,...,%y un grand nombre de quantités indépendantes,
dont les espérances mathématiques sont nulles et dont les carrés admettent
les mémes espérances mathématiques. On définit ensuite n =N — ¢4 1
quantités w,, u,,...,u, par la condition que w, regoit la valeur + 1 ou
— 1, suivant que la somme x; 4+ z;41 + ... 4 2;5,—1 est positive ol nega-
tive, et la valeur 0, lorsque cette somme est nulle. On trouve alors
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comme conséquence du théoréme démontré et par un calcul qu’il est inutile
de reproduire que la probabilité de I'inégalité

zo\/nt(2—9<ul—}—...—}—un<z1\/n—t(2—%)

a pour limite —l:fe—"dt, pourvu que ¢=mn’ avec o < 1.
14
2o

Comme seconde application, je me propose de généraliser les résul-
tats de M. A. Markoff relatifs aux séries d’événements formant une chaine
simple.

Supposons que I’on ait une série. d’événements dont les probabilités
a priori sont égales & p,, p,,...,p,, on admet qu’aprés I'apparition ou la
non apparition de I’événement d’ordre k, la probabilité de I’événement
d’ordre k + 1 devienne égale respectivement & Piy1s Pryqs quels que soient
les événements antérieurs réalisés. M. A. Markoff!) a montré que le théo-
réme limite des probabilités est applicable & la somme (m—p,—p,—...—p,),
ol m désigne le nombre d’événements apparus, dans le cas ou il existe
un nombre fixe positif «, tel que p g, >«, pq/ >, ol ¢, =1—p,,
g =1—p/. Le théoréme indiqué plus haut permet d’étendre la con-
dition suffisante de I’éminent géomeétre russe: Il suffit que l'on ait

’ 1” 1 1
| P, — D, I<1“;& avee o < 4,

st en méme temps sur trois expressions successives, P, q;.s — Oz, P: %,
N ’ ” . . .

o 6, =p, —p, et ¢,=1—p,, deux au moins ne tendent pas simul-

tanément vers 0. Ainsi, par exemple, le théoréme limite ne cesse pas

d’étre vrai si, pour toute valeur de k, p, = 0, pourvu que p,’q; ne tende
pas vers 0. Signalons aussi que ’hypothése que &, > 0 permettrait de
remplacer la condition restrictive relative & I’expression p, . ¢,., — 92  p,q,
par la condition suivante plus générale: sur les produits successifs p, g,
Pun au moins doit rester supérieur 4 un nombre fixe a. En modifiant un peu
I’énoncé de notre théoréme, on peut donner une autre forme & la condition

suffisante. Il suffit que p,q, >

Te—1
'(x1>'966—-

méme dans le cas ou « < }. Mais il est interessant de noter que notre
condition suffisante contient également des cas ol « est aussi voisin de 1
quon le veut. (J’ai démontré ailleurs que pour ¢ > 1 non seulement le

1 " 14 1 1 N
ek M >;& et que 6k>1_ﬁ ou

Il est clair que la condition relative a d, est remplie d’elle-

1) Mémoires de I'Académie des Sciences de St. Pétersbourg 25 (1910), Nr. 3.
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théoréme limite, mais la loi des grands nombres?) elle-méme tombe en
défaut.) Remarquons que nos conditions suffisantes se distinguent de celles
de M. A. Markoff par le fait qu’elles comprennent des cas ou la dispersion
est soit ¢nfiniment grande, soit infiniment petite. Je terminerai cet article
par I’énoncé d’un théoréme qui doit servir de base mathématique & la
théorie de la corrélation normale et dont la démonstration est fondée sur
la méthode exposée plus haut:

Théoréme. Sosent
Sp=1tw+us+ ...+ Sp=ultust...+u,

deux sommes d’éléments dépendants tels que

’

EM.(wis1 + %ire + ...+ wisn)’ = Bi,n, BEM. (ult1+ ...+ uls) =B,

sont de Pordre h; si B.M.|u,|" ainsi que B.M.|u/|® restent bornés
quelles que sotent les valeurs regues par les autres w et uf, st, de plus,
les écarts de B. M. (ug), E.M. (uz), BE.M. (upw;), BE.M. (wpuf), E. M. (uzu;)

. s L s 1 ) 2 ’
restent inférieurs a ot tant qu’on me connait aucun des u; ou ui pour

1

lesquels |k — 4| < me, |[Il—1i|<m?, od o< 5> la probabilité de Dewi-

stence simultanée des inégalités

toV2Bon < 8u <t.V2Byn, #V2Bsa<Sy<tV2Bi,

a pour limite, lorsque n croit indéfiniment,

tf 2 e ’
, B i 1114 ,
2
M—_-T”e = dydg
aVi—ktJ. A

k_E.M.(sns;,)

) Dans des cas exceptionels la loi des grands nombres peut ’appliquer au cas
ou ax=1.

(Eingegangen am 2.8.1921.)
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Zur mathematischen Grundlegung der Kinetischen
Gastheorie.

Von

Paul Bernays in Géttingen.

Einleitung.

Unter den verschiedenerlei Annahmen, auf welche die Uberlegungen der
kinetischen Gastheorie sich stiitzen, befinden sich insbesondere auch solche,
die nicht den Charakter physikalischer Hypothesen besitzen, sondern den von
Vermutungen, welche die Giiltigkeit gewisser rein mathematischer Wahr-
scheinlichkeits-Theoreme betreffen, auf deren Beweis man nur der Schwierig-
keit halber vorldufig verzichtet.

Dieses Auftreten mathematischer Vermutungen in den Grundlagen der
kinetischen Gastheorie hat Hilbert in seiner (im Herbst 1919 gehaltenen)
Vorlesung iiber ,,Natur und mathematisches Erkennen® besonders nachdriick-
lich hervorgehoben. Zur Erliuterung fiihrte er folgendes Beispiel an:

Es sei ein Kasten durch eine innere Wand in zwei gleich grofe Facher 4
und B geteilt. In dem Fach 4 befinde sich ein Gas, das Fach B sei evakuiert.
Wird nun die trennende Wand weggenommen, so verteilt sich das Gas tiber
das ganze Innere des Kastens, d. h. nach Ablauf einer gewissen Zeit sind beide
Ficher mit gleicher Dichte von dem Gase erfiillt. Um diese Erfahrungstatsache
vom Standpunkt der kinetischen ‘Gastheorie zu erkliren, denl‘(t man sich zu-
néchst das Gas als bestehend aus einer groen Zahl (%) von gleichbeschaffenen
Molekiilen, elastischen Kugeln, deren Bewegung sich nach den Gesetzen der
Mechanik vollzieht, und zwar so, daB auf freier Bahn die Bewegung geradlinig
gleichférmig ist, beim Zusammentreffen zweier Molekiile die Gesetze des elasti-
schen Stofles zur Geltung kommen und an den Wénden Reflektion stattfindet.
Und nun kéme es darauf an, zu beweisen, dal zu einem beliebig gewihlten
Zeitpunkt der Beobachtung, sofern dieser nur von der Anfangszeit (dem Zeit-
punkt der Beseitigung der trennenden Wand ) einen gewissen Mindest-Abstand
besitzt, fast tmmer, d. h. bei der ganz iiberwiegenden Mehrheit der Anfangs-
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bedingungen, nahezu gleich viele Molekiile in 4 wie in B vorhanden sind,
wobei das MaB der ,,iiberwiegenden Mehrheit* sowie die Bedeutung von ,,nahe-
zu gleich viele* genauer durch Ungleichungen zu prézisieren ist.

Dieser Nachweis wire eine rein mathematische Angelegenheit. Esist aber
keine Rede davon, daB er gefiihrt ist; vielmehr nimmt man die Richtigkeit der
Behauptung blo8 auf ihre Plausibilitét hin an.

Die hier vorliegende Vermutung bildet einen Sonderfall einer viel all-
gemeineren Annahme, nimlich derjenigen auf welcher die Gleichsetzung der
,,Zeitgesamtheit” mit der ,,natiirlichen virtuellen Gesamtheit” beruht?). Ein
anderes Beispiel fiir einen mathematischen Satz, den man unbewiesen der
Gastheorie zugrunde legt, bildet die sogenannte Ergodenhypothese?), deren
Beweis bisher auch nicht gelungen ist.

Fiir das zuerst genannte Theorem (betreffend den zweigeteilten Kasten)
hat Hilbert auf eine Art der schematischen Vereinfachung hingewiesen, welche
die Ausfiihrung des mathematischen Beweises ermoglicht®). Diese besteht
darin, daBl man die Molekiile als punktférmig annimmt und sich auf eine
Raum-Dimension beschrinkt.

Im Eindimensionalen erhalten die StoBgesetze eine besonders einfache
Form; sie besagen dann némlich, daB beim ZusammenstoB zweier Molekiile
diese ihre Geschwindigkeiten vertauschen. Hieraus folgt unter der Annahme
punktférmiger Molekiile, da8 die ZusammenstdBe fiir die statistischen Uber-
legungen iiberhaupt nicht beriicksichtigt zu werden brauchen, daf also der
Vorgang so betrachtet werden kann, als ob die Massenpunkte ungehindert an-
einander vorbeigehen.

Wir gelangen somit zu folgendem Schema: Auf einer Strecke, welche in die
zwei Hilften (,,linke’ und ,,rechte’ Hilfte) geteilt ist, bewegen sich » Massen-
punkte von gleicher Masse unabhéngig voneinander, geradlinig gleichformig
im Innern, und an den Enden kehren sie die Richtung ihrer Bewegung um.
Zur Anfangszeit befinden sich alle Massenpunkte in der linken Hilfte der
Strecke.

Behauptet wird, daB nach Ablauf einer gewissen Mindestzeit ungefihr
ebenso viele Massenpunkte sich in der linken wie in der rechten Streckenhilfte
befinden, daf also das Verhiltnis der Anzahl der Massenpunkte in der linken

1) Vgl. z.B. in dem Artikel von P. Hertz iiber statistische Mechanik (Weber und
Gans, Repetitorium der Physik) Nr. 242, S.455; Nr. 247, S.470 und Nr. 304, S. 599.

2) Da die urspriingliche Formulierung der Ergodenhypothese mit einer Ungenauig-
keit behaftet war, so wird die Annahme in ibrer genaueren Fassung zuweilen als
»Quasi-Ergodenhypothese“ bezeichnet.

%) Im gleichen Sinne hat Weyl die Ergodenhypothese gestiitzt, indem er fiir
einen schematisch vereinfachten Spezialfall ihren Beweis erbrachte (,Sur une applica-
tion de la théorie des nombres & la mécanique statistique et & la théorie des pertur-
bations“, L’Enseignement mathématique, November 1914 ).

16*
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Hilfte zur Gesamtzahl nahezu gleich —;— ist, sofern nur gewisse Anfangszustinde

ausgeschlossen werden, welche in der Gesamtheit aller moglichen Anfangs-
zustdnde nur einen verschwindend kleinen Bruchteil ausmachen.

Zur Prazisierung der Aussage bedarf es noch einer Voraussetzung iiber die
Gleichmoglichkeit von Anfangszusténden. |

Entsprechend der Annahme, dal die Massenpunkte sich geradlinig gleich-
f6rmig bewegen, haben wir uns zu denken, daB die Gesamt-Energie kinetische
Energie ist, also, abgesehen von dem Massenfaktor, bestimmt wird durch die
Summe der Quadrate der Anfangsgeschwindigkeiten:

vi4 ol .l
Diese Grofle denken wir uns als fest gegeben = n - C2, desgleichen auch
die Anfangslagen der Massenpunkte.

Die einfachste Annahme betreffs der Gleichwertigkeit von Anfangs-
zustidnden ist dann, dal alle Punkte der ,,Geschwindigkeits-Kugel

vt ...+ vl=nC?
gleichberechtigt sind.

Unter diesen Voraussetzungen soll nunmehr der Beweis der aufgestellten
Behauptung durchgefithrt werden; und zwar wird das zahlenméBige Ergebnis
folgendermafen lauten:

Es bedeute [ die Lange der Strecke, ¢ die ,,Wartezeit vom Anfangs-

zustand bis zur Beobachtung, und zugleich auch den Zeitpunkt der Beobach-
tung; n, sei die Anzahl der Massenpunkte, welche zur Zeit ¢ in der linken Halfte

der Strecke liegen. Die dimensionslose GrofSle -Ol—t werde zur Abkiirzung

mit a bezeichnet.

g bedeute einen echten Bruch und W (¢) die Wahrscheinlichkeit, dal zur
Zeit t die Abweichung von der Gleichverteilung der Massenpunkte auf die

Streckenhilften, welche durch den Ausdruck 1% — %

dargestellt wird, min-

destens ¢ betragt.

Dann ist fiir ¢ < %

12
q-Vn
1 2 . 1

~ - <gq? d.h firt> .7 -
aylax V2r-C-q®
12

2. e—na?
W, (1) < i e

(1) W, (t) < .e~n<2qﬂ—av,12;>'

q

Hieraus folgt, daB fiir

ist.
Nehmen wir = 20 cm an und setzen fiir C den Wert der mittleren Ge-
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schwindigkeitder Molekiile in Luft von gewthnlicher Temperatur: 5-10* em/sek,

so ist die Bedingung .

t _>__ —_——
~V2a- 0
fiir q=%6 erfillt bei einer Wartezeit von mindestens 2 Sekunden
%-————1 .
» 9 1500 » o ”» » » 3 Minuten
1
» 9% 15000 »  » 7 . " N 41 Stunden.

Wahlen wir ferner als GroBenordnung fiir # die ungefahre Zahl der Mole-
kiile in 20 cem Luft (bei 0° Celsius und Atmosphérendruck), also 20-27-10"%,
so erhalten wir unter der fiir die Wartezeit ¢ angegebenen Bedingung die Ab-
schitzungen:

a.1016
W (8)<107®%00
100

W (t)<107®10"

1000

W oo (8)<107®°",

10000
Von den hier zur Vereinfachung benutzten Annahmen ist fiir die Durch-
fiihrbarkeit des Beweises nur die Annahme punktformiger Molekiile wesent-
lich, nicht aber die Beschrankung auf das Eindimensionale. Eine geringe Modi-
fikation der Beweismethode fiir die Formel (1) gestattet nédmlich, ein ent-
sprechendes Resultat auch im Falle von mehreren Dimensionen zu gewinnen.
Betrachten wir insbesondere das Problem im
Dreidimensionalen. An Stelle der Strecke tritt ¢
dann ein rechteckiger Kasten, der halbiert ist durch
eine zu zwei Grenzflichen parallele und 4 Seitenkan-

i |

t 1

| '

1 t

R R
-

ten von der Linge [ halbierende Wand. Die Massen- |_- -
punkte bewegen sich auf freier Bahn geradlinig Fig. 1.

gleichformig und werden an den Winden reflektiert.

Die Zusammensto8e zwischen den Massenpunkten brauchen hier wiederum
nicht beriicksichtigt werden. Damit nédmlich bei punktférmigen Massen ein
Zusammenstofl innerhalb der Wartezeit ¢ erfolgen kann, miissen die Kompo-
nenten der Anfangsgeschwindigkeiten u,, v;, wy, . . ., %,, v,, w,, deren Werte
durch die Bedingung

Sup 42+ wp) = n0*
r=1

beschrankt sind, mindestens einem von endlich vielen Paaren linearer Glei-
chungen geniigen, und esbilden alsodiese Wertsysteme von Anfangsgeschwindig-
keiten bei der Darstellung auf der (37— 1)-dimensionalen Geschwindigkeits-
Kugel eine Mannigfaltigkeit von nur (3n— 3) Dimensionen, so dalBl die
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Wahrscheinlichkeit eines Zusammenstoes (innerhalb der Zeit t) gleich O
zu setzen ist.

Unter Beibehaltung der vorherigen Bezeichnungen ergibt sich, fiir ¢ < D
6 n(aga-t /2
(2) Wq(t)< 'q—‘/ie " (24 a \'2.1)7

l

) 3 _
und es folgt demnach fiir ¢ > Vﬂ T

6
_% . -ne
Wq(t)< q‘/; e ,

und fiir > L. L
=2z C.¢*
W 6 _1 nq?
a (t) < ——‘/: e 4 .
q-vn
Dabei ist die Anzahl n der Massenpunkte dem Volumen des Kastens, die Min-
dest-Wartezeit der Lénge I proportional.

Da den genannten Resultaten nur eine methodische Bedeutung zukommt,
so mochte ich mich darauf beschrinken, die Beweisfithrung in dem einfacheren
Fall, also fiir die Formel (1) anzugeben.

Um unnétige Wiederholungen zu vermeiden, kniipfe ich im folgenden an
die Bezeichnungen der Einleitung an.

§ L
Ansatz.

Soll zur Zeit ¢ die Abweichung von der Gleichverteilung mindestens ¢ be-
tragen, so mull entweder die Anzahl der Massenpunkte in der linken oder die

Anzahl in der rechten Streckenhilfte < g — gn sein.

Die Anzahl der verschiedenen Verteilungen der » Massenpunkte auf die
beiden Streckenhilften, bei welchen » Punkte der linken und (n— ») Punkte
der rechten Halfte angehdoren, ist (:') . Wird also mit s die groBte, <§ — qn)

nicht iibertreffende ganze Zahl bezeichnet, so ist die Gesamtzahl aller Ver-
teilungen, welche von der Gleichverteilung um mindestens g abweichen, gleich

2 () + () + -+ ()

Und wenn demnach die Wahrscheinlichkeit einer jeden bestimmten Verteilung
der n Punkte auf die Streckenhilften unterhalb einer GroBe w liegt, so ist

(3) W, (1) < 2w2(")

Nun kommt es darauf an, eine solche Abschétzung w fiir die Wahrschein-
lichkeit einer bestimmten Verteilung zu finden.
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@, @,,...,a, seien die Abstinde der Massenpunkte von dem linken
Endpunkt der Strecke zur Anfangszeit. Dann gehort der A-te Massenpunkt
zur Zeit ¢ der linken oder der rechten Streckenhilfte an, je nachdem

—l<u tta, o<+
oder . l

({fiir einen ganzzahligen Wert von k) ist. (Die Geschwindigkeit v, kann natiir-
lich eventuell negativ sein.)
Um die Intervalle auf die Lénge 1 zu bringen, setzen wir v, - f=x,- [.
Dann tritt an Stelle der Geschwindigkeits-Kugel
v ... + 02 =nC"
die Kugel
t

2
2
22+ ... +ai=nC -?—=n~a",

und die Flichenstiicke auf dieser Kugel sind den entsprechenden auf der Ge-
schwindigkeits-Kugel proportional.

Die Bedingung fiir eine bestimmte Verteilung der Massenpunkte auf die
beiden Hilften der Strecke stellt sich nun so dar, daf fiir jede Variable z,
Intervalle der Linge 1 von zulissigen Werten (,,zuldssige Intervalle”) und
solche von auszuschlieBenden Werten einander abldsen.

In dem n-dimensionalen Raum der Variablen ,, ..., =, besteht das
Gebiet & der zuldssigen Wertsysteme aus Wiirfeln von der Kantenlinge 1,
deren Mittelpunkte ein Wiirfelgitter von der Kantenlénge 2 bilden; und die
Wahrscheinlichkeit der betreffenden Verteilung der Massenpunkte wird
also gemessen durch den Quotienten aus dem zu & gehérigen Teil der
(n—1)- dimensionalen Kugelflache

w4+ ...+ xl=na®
und der Gesamtfliche dieser Kugel ®.

Der Nenner dieses Quotienten ist leicht zu berechnen. Bedeutet V, das
Volumen der Einheitskugel im k-dimensionalen Raum [ ... [du, ...du,,

RERTAES
8o ist die Oberfliche der Kugel & gleich RN
n-V,-(a-Va)y.

Um den Zahler in einfacher Weise abzuschatzen, beriicksichtigen wir zu-
nichst, daB die GroBe eines Flachenelements der Kugel gleich ist der Projek-
tion auf eine Koordinatenebene, dividiert durch den zugehorigen Richtungs-
kosinus des Flichenelements. Dieser Richtungskosinus ist bei der Projektion

in Richtung der z,- Achse gleich dem Quotienten von x, und dem Kugelradius
a -Vn ; indem wir verschiedene Teile der Kugel auf verschiedene Koordinaten-
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ebenen projizieren, kénnen wir erreichen, daf jeweils der reziproke Wert des
Richtungskosinus hochstens gleich V7 ist.

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich nun, wenn wir bei der Projek-
tion in der z,-Richtung die fiir die Koordinate x, bestehende Bedingung
auBer Acht lassen, indem so an Stelle der komplizierten Einteilung, welche die
(n— 1)-dimensionale Kugelfldche & durch die Wiirfel des Gebietes ® erfihrt,
die viel iibersichtlichere Einteilung eines (#— 1)-dimensionalen Kugelinneren
tritt. DaB hierdurch in das Resultat der Abschidtzung ein Faktor 2 hinein-
kommt, fallt in Anbetracht anderer gleich starker Vernachlissigungen nicht
ins Gewicht4).

Auf Grund dieser Uberlegung verfahren wir nun folgendermaBen. Wir
zerlegen die Kugelfliche & in » Teilbereiche, entsprechend den folgenden Un-
gleichungen:

erster Bereich: |z, |>a, |z, <a, |2,/ <a, ..., |z,]<a

zweiter ,, : |z,|>a, %] <a, ..., ‘z,/]<a

(n_l)-ter 44 : ;xn~1|ga! lxn‘ <a
n-ter ,, : |z,|=a.
Der auf den %Z-ten Bereich entfallende Bestandteil des abzuschitzenden
Flachenstiickes der Kugel & ist

<2-\/1_1,-f...fdxl...dx,,_ldxhﬂ...dzn,
113

wobei das Integrationsgebiet g bestimmt ist durch die Ungleichungen
T, <a, ..., |&,|<a, «2+...+x} <na®—ax? —...—22,

zu denen noch die Bedingung hinzutritt, da8 jede der Integrationsvariablen
auf die fiir sie zuléssigen Intervalle beschrinkt ist.

(Vn ist die erwihnte Abschéitzung fiir den reziproken Wert des Richtungs-
kosinus des Flichenelements der Kugel, und der Faktor 2 ist deshalb not-
wendig, weil bei der Projektion auf eine Koordinatenebene je zwei gegeniiber-
liegende Punkte der Kugel in denselben Punkt projiziert werden.)

Fiir A=1 und A= n ist die Schreibweise sachgeméf zu modifizieren.

Das Integrationsgebiet wird vergrofert, indem wir die Ungleichung

x4 ..z, <na® — x?

I — 2
h—1 = 1 T %y,

ersetzen durch:
24 ... 2 <na’.

%) Bei der Aufgabe im Dreidimensionalen kann dieser Faktor 2 erspart werden.
Daher steht auch in der Formel (2) die Zahl 6 anstelle der Zahl 12 in der Formel (1)
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Wir kénnen dann die Integrationen nach den Variablen «, ,, , ..., z, einzeln
ausfiithren, und da die Variablen auf die zuldssigen Werte. im Intervall von
(— @) bis (4+a) beschrinkt sind, so erglbt sich, fir A= 2,

n—h
(4) f f< (2at1) fdx Ldz,

4zl <nat

wobei der Strich am Integralzeichen andeuten soll, daf die Integrations-
variablen der Beschrinkung auf die zula‘alssigen Intervalle unterworfen sind.

f f< Q_{Lﬂ

Wird firm=1,..., n, RgO
fd:zf;1 o.odx, =J (R)

2 2 2
i+ +za SR

gesetzt, so ist (wenn ¥V, den Wert 1 bedeutet) :

(5) R)< - é()

In der Tat gilt diese Ungleichung fir m=1, da Vo=1, V,=2 und
Ji(R) < 2—1—1—1 ist; und wenn sie fiir einen Wert m < n giiltig ist, so gilt

sie auch fiir m+ 1. Denn, wie man sich leicht klar macht, ist
+R +R

TurB) = [ T, (VB — a2 )i < 3 [1,0VE —ut)aut5,(m)),
“r ~R

also, gemaB der Annahme,

I s (R é% Ag fV R"’~u)du+5ﬁ.g<'g)nm

Andrerseits ist, auf Grund der Bedeutung von ¥,

e TR .
fV)_ . (V_RJ _ u‘l) du — V;.+1 . R;.+1’
folglich -F
a5 ot S )4 (v )

m+1

:;7:+'1'2 EP LA

A=0
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Durch Anwendung der bewiesenen Ungleichung (5) erhalten wir aus (4),
fiir A= 2,

f f< 2a+1 h~1(“‘V7_l)

2a+1 |
s — —\1
<) e I (A7) v
A=0
und diese letzte Formel gilt auch fiir A= 1, wenn wir (g) durch den Wert 1
definieren.

Indem wir nun iiber % (von 1 bis #) summieren und mit 2.Vn mul-
tiplizieren, finden wir fiir den Zéhler des betrachteten Wahrscheinlichkeits-
Quotienten die Abschitzung '

h—

B 2 v 3 () T S () e

A=0

,.¢
xaf»‘

Wie bereits erwihnt, hat der Nenner den Wert n«(aVn)" "' V,.
Somit konnen wir in der Formel (3) fiir w den Ausdruck einsetzen:

2 <1 1)”_1 h—1

. 4+ n h—1 - A
~2a 1 (h — 1) g

S S ()T S () e
ﬂ2'Vn h=1 A=0

8
d. h. W_(¢) ist kleiner als dieser Ausdruck, multipliziert mit 2 2 (:f) .
=0

§ 2.
Austiihrung der Abschitzung.

Um von der gewonnenen Abschitzung fiir W (¢) zu der zu beweisenden
Formel (1) zu gelangen, geniigt es, folgende zwei Ungleichungen abzuleiten:

8 —9na?
1 n—1 "
2414 — n _ h-1 ; _
@) < n2a) ‘2<2a1+1>" v (h ) y,. caten® <1g g@VET.
T'Vn h=1 A=0

Da fiir n < 72, ¢ < 1 die rechte Seite der Ungleichung (1) groer als 1,
mithin die Ungleichung trivial ist, so konnten wir uns beim Beweise auf die
groBeren Werte von 7 beschrinken. Doch wiirde dies keinen Vorteil bieten,
und es sollen darum die Formeln (6) und (7) allgemein fiir 7 > 2 bewiesen
werden.
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Beweis von (6).

Die Summen von Binomialkoeffizienten werden in der Wahrscheinlich-
keitstheorie meist nur asymptotisch abgeschitzt. Hier brauchen wir wirk-
liche Ungleichungen.

Wir gehen aus von der Stirlingschen Formel

nl=mnn.e " V2an.eo (fir n >1).
Hierin ist ,
0<o, < 20’
und aus der Darstellung®)

)
m=0

geht hervor, daB ¢, > o, ist.
Fiir 0 < » < % erhalten wir hieraus in bekannter Weise

(n) . n! - n" l/ n eon—%—n—y
v —v!-(n—v)!_(”_y)ﬂ—”.,,v 2av(n—v)

(8) (:> < (nf_,);:ﬁ '::;}. 27:-(:—-7) = (n—i)”"”. ( ,,1>" 'V27w(’:b—v)'

n n

Ist % >y > % und wird » = = — an gesetzt, so daB

2
0<egy, 4,
80 ergibt sich:
n
_n —an
= — ey (Y

(-G

V n 2 1 1
p——— e =,
2avin—») 2zn yI—4a® yn

(1’.) <i.e—2ﬂa2.
v \/n

also

Setzen wir ferner

n
8:? xn,
80 ist
%*2>q,
und fiir
v:—.%—an_gs

%) Vgl. z. B. Landau, ,,Einfiihrung in die elementare und analytische Theorie der
algebraischen Zahlen und der Ideale“ (Teubner, 1918) Satz 157, S. 77—78.
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ist _ r

=2 + ;‘ >
wobei r eine ganze Zahl > O bedeutet.

Demnach ergibt sich <fur s> e l):
® 2 ®© 2
n> on —2n ,+ > 2n —’nq*—Aqr on, —2nq
< e
"<Z<<v Ve 1;07 2 Va-(1—et9)
TS
—2ng? -2
L e 32 eona

Zur Abschitzung von 2 (:) beriicksichtigen wir zunéchst, daB fiir
v < % <%

V ' VT o
2a(n—r) =V 6a <7 B

Ferner wenden wir die fiir beliebige positive Werte % und ¢ giiltige Ungleichung

(9) ()< () e

an. Aus dieser folgt

n—r k4 n—v
( 1 ) ¢ , n <e
n—v -——n'n—v (n_,")n——l =
1 1 n 1
Y S ]
() e
1 =\n
v+?
also fiir » > 1 iy
1,77 n .
1 _ 24 3 "‘?.(”*?) 2et 47077 G
v +3 = 7 ‘/n v \/; n ’
n
n” 3.et , _,
4"-¢
v+4 Vn
Gemial der Formel (8) ist somit fiir 1 <» <
n
n 3 64 9
(") <g gt
und dies gilt auch fiir » = 0.
Wir erhalten also
r n nt3 n
n 3 et T 3 et 4t oo <e>4
2(v)<?\7;'24 ey s VP

0§v<~nz 1<£
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und die Zusammenfassung mit dem anderen Summen-Bestandteil ergibt, fiir
9<5:

< g(:)<3—1<v~2<%)4+e:;;‘ﬁ><%%q_
Denn

<%>% _ e% (1—2log2) -2
folglich

— e\* e—2nq 6. ‘/— 12 64 e_gnqz
ve(5) <6 B <)
Beweis von (7).
Es kommt zunéchst darauf an, die GroBen V, nach unten und nach oben

abzuschiatzen. Mit Hilfe der Rekursionsformel

i
2
V= m..l-fcosmcpdqa (m=1,2,..))
)
ergibt sich die Darstellung
k 22k'ﬂk—1'k!
Vz;c—j;, V2k—1:—(w'a

und auf Grund der Stirlingschen Formel erhélt man hieraus fiir £ >1:

ao\E 2T % e.a\k o7k U2k
Vo (52 08 gy (52) R
2k & ‘/27"0’ 2k—1~ I .7!‘/2

und, fir £ > 2,

. 1 1
Da 0<0'2k<0'k<i'2—k‘<*6—~

also

80 ist fiir gerades sowie fiir ungerades n > 2
s 1
v,> () e
% Van

Da andererseits fiir £ > 1

(+5) "
e\ T og

\/lk (fi’)k (k :_7!__) e ,
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2k -~
1 1 1 1 1
PIRSTY)
. < ¢® 4k I éez ¢
also
2k+1
1 k+y -1
1 ex\F  e® en T eTF (2em\ 2
gy = () e ()
V2ak MKk 72 k+—;~ 7 2k+1
und
1 _1 2k
v 12E 6 2
en e 2en)
Vo< (5) - ";';,§<‘7'(§7; ’
so ist fiir u > 2
"
—1 o
e ¢ 2en>“
V:“"_1< T ' <T ’

und dies gilt auch noch fiir u=1.
GemaB der Ungleichung (9) ist fiir 2 >0

R
() <G) e
folglich
;L % 2
oo €54 (52

Wenden wir die gefundenen Abschitzungen auf die linke Seite der Un-
gleichung (7) an, nachdem wir zuvor A= pu— 1 gesetzt, also
i

h-1 A
CORAT

in

u

g% <h> . V[-L-l . (a 'V?DH_I

umgeformt haben ®), so reduziert sich die zu beweisende Ungleichung auf
folgende:

<1+—1—>n ' 2.yn M o pe —\u—1
: - Z(‘&a+1)h_l B Z“ () <‘/2 ) (a-Va)

(10) (257:) = M

n

12 en
<Fe“V T,

%) Diese Umformung gilt auch fir A =1.
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<#/ (‘/2n> ﬂ 1

1aBt sich auswerten; sie ist gleich

oo B 05 () )

Setzen wir diesen Wert ein und beachten, dafl

Die Summe

o=

145 Vpm S1 +;“7§;
und, gemif der Formel (9),
n h
<L)hs 2 2
(V)"

ist, so finden wir als Abschétzung fiir die linke Seite der Ungleichung (10) :

(1+§%)"~1.2‘/§. ( ‘/2”+1> 1;

2a+1

=

(2m)® h=

alles iibrige hebt sich weg.

_r

Der erhaltene Ausdruck ist nun in der Tat < 2 “‘/2" Denn es ist

u (am-}—l)”
— h—1 —y-- -
ﬁ(a‘/'Zn-}-l) < 2a+1
h=1 2a+1 qv%ﬂ_
2a +1
und
1\t o
<1+2“¢Z> "2V2 _ (2a+1)" ' 4a-y2
n =—\% ’
(27)2 2 (a-V2x)
folglich
1\n-1 1+__1~__ i
(g0 ¢ (o) e
(27!)—;‘_ r=1 2" a-(V2z—2)
n
84E (L 1 \* 12 oy
<G <

(Eingegangen am 5. 9. 1921.)



Risoluzione dell’ equazione funzionale che caratterizza
le onde periodiche in un canale molto profondo.

Von
Tullio Levi-Civita in Rom.

1. Posizione del problema.

Finora si conosce una sola soluzione rigorosa del problema delle onde atte
a propagarsi in un canale senza alterazione di forma: quella trocoidale scoperta
da Gerstner nel 1802. Ma le onde trocoidali presentano il noto inconveniente di
corrispondere a movimento vorticoso delle particelle fluide, talché non potreb-
bero sorgere per via conservativa. Lo schema meccanico della propagazione
ondosa deve essere irrotazionale. Classiche soluzioni approssimate (le cosi
dette onde semplici) furono assegnate da Airy; e altri notevoli risultati di
approssimazione ulteriore, concernentile onde periodiche, si debbono a Stokes,
Rayleigh ed altril).

La trattazione matematica rigorosa, nel caso di un canale molto profondo?),
pud in definitiva farsi dipendere da una equazione integrale mon lineare.
Sarebbe agevole il rendersene conto, ma noi ci limitiamo alla affermazione,
perché il problema sard qui posto sotto un aspetto piu direttamente legato
all‘origine idrodinamica, che & il seguente:

Determinare una funzione
w=1%+11

della variabile complessa [ == g e”, regolare entro il cerchio |l| <1, con-
tinua assieme alla sua derivata prima sulla circonferenza C (|{|=0=1),
la quale st annulli con £ e verifichi su C la relazione

1) Veggansi per es. le pagine 410 e 418 del trattato del Lamb “Hydrodyna-
mics, (4* edizione), Cambridge, University Press, 1918.

%) Per un canale di profonditd finita, si arriva invece ad una equazione mista
(cioé insieme differenziale e alle differenze finite). Cfr. “Sulle onde progressive di
tipo permanente , Rend. della R. Acc. dei Lincei (5) 16 (2° semestre 1907), pp. 776—790.
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(I) 4t petsind —0,

designando p una costante positiva a priori indeterminata.
L’incognita o deve inoltre soddisfare alla limitazione
le—te — 1] <1
ossia [tenuto conto che e~i® = e* (cos ¥ — ¢sind)] alla
(D) 2cosd > e7,

1a quale implica in particolare
Hﬂ<g, 1< log2,

ed & automaticamente verificata per | w | abbastanza piccolo.
Giova fin d’ora scrivere la (I) anche sotto la forma

’ dz
(I) E;—p’ﬁ——:P(ﬂ,‘[)
<<con
(1) P(9,7)=p{e 3 sind — 9}.

Cio allo scopo evidente di raccogliere nel primo membro la parte lineare
rispetto agli argomenti ¢,7, per modo che P (#,7) risulta di secondo ordine
nell’intorno di ¥ = 0, 1 =0.

Circa il significato di p, ¢, = bastera ritenere:

1°. che

(2) gt

P=9ace

dove si designa con ¢ la velocita di propagazione delle onde periodiche di cui
s tratta, con 4 la loro lunghezza, e con g ’accelerazione della gravita;

2°. che ¢ rappresenta la inclinazione sulla orizzontale della velocita
relativa (delle particelle materiali rispetto all’onda ), talché sulla circonferenza
< (che corrisponde al pelo libero) ¢ & proprio I'inclinazione del profilo dell” onda
sull’ orizzonte;

3°. che ce? rappresenta la grandezza della detta velocita relativa.

2. Indicazione del metodo e dei risultati.

Si incomincia (§§ 3—8) coll’esame approfondito del problema ausiliario
in cui la (I') & ridotta alla sua parte lineare, figurando nel secondo membro
una funzione nota in luogo di P (¥, r). Concettualmente il problema si
potrebbe far rientrare nella teoria generale nelle equazioni integrali lineari di
seconda specie (tipo Fredholm-Hilbert), ma in vista della applicazione alle
onde si impone I'impiego di mezzi pit atti al calcolo esplicito.

17
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Se ne desume poi molto spontaneamente (§ 10) un algoritmo di approssi-
mazioni successive per gli integrali di equazioni funzionali alquanto pii generali
della (I); il teorema fondamentale di esistenza (§ 11) sotto limitazioni quali-
tative di tipo ben prevedibile (§§ 9 e 12); nonché il teorema di unicita (§ 13).

Dal punto di vista analitico non sara forse inutile osservare che il proce-
dimento testé delineato é applicabile quasi senza modificazione ad una classe
molto ampia di equazioni non lineari, che comprende quella-contemplata dal
sig. E. Schmidt nella IIT parte delle sue fondamentali ricerche “Zur Theorie
der linearen und nicht-linearen Integralgleichungen,?), e da lui risoluta me-
diante sviluppo in serie di potenze (integrali) : felice estensione del metodo dei
limiti di Cauchy. Viceversa (previa qualche trasformazione) le questioni qui
studiate si potrebbero anche subordinare alla teoria generale dello Schmidt.
Ma io ho preferito una trattazione autonoma, sia per prepararmi, come gi
accennai a proposito dei problemi ausiliari, formule risolutive praticamente
maneggevoli, sia per mostrare come sia fecondo, anche in quest’ambito fun-
zionale, 1’algoritmo cosl elementare e cosi universale delle approssimazioni
successive.*)

Tornando alle onde, mi si consenta di riferire il pensiero di Lord Rayleigh
quale risulta dalla prefazione dell’ultimo lavoro ) da lui dedicato all’argomento.
Dopo aver riassunte le critiche di scarsa convergenza numerica e di dubbia
convergenza teorica, mosse al procedimento di Stokes, egli rileva giustamente
che la questione esistenziale é distinta da quella della convergenza di uno
speciale algoritmo, e conclude: “Of course a strict mathematical proof of their
existence is a desideratum; but I think that the reader, who follows the results.
of the calculations here put forward, is likely to be.convinced that perma-
nent waves of moderate height do exist .

La nostra ricerca risponde al desiderato di Lord Rayleigh, rimanendo
tuttavia ancora da verificare (§ 15) se la radice b di una certa equazione sta
effettivamente nel limite al disotto del quale & sicura la convergenza del pro-
cedimento costruttivo. Per ragioni di spazio e di tempo rimando questa dis-

3) Math. Ann. 65 (1908), pp. 870—399.

4 Da questo stesso concctto sono dominati i notevolissimi studi del sig.
L. Lichtenstein sulle figure di equilibrio di masse fluide ruotanti. Essi fanno capo
ad una equazione funzionale, pilt precisamente integro-differenziale, di tipo molto
complesso, pervenendo a sviscerarne le proprietd e ad integrarla per approssimazioni
successive. Cfr. in particolare la seconda parte delle “Untersuchungen iiber die
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten usw. , Math. Zeitschrift 7 (1920),
Cap. I-III, pp. 126—182; nonché la prima parte dellc “ Untersuchungen iber die Ge-
stalt der Himmelgkorper  , ibidem 10 (1921), pp. 130—158.

3) “On periodic irrotational waves at the surface of deep water , Phil. Maga-
zine 33, May 1917, pp. 381—389.
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cussione ad altro lavoro, in cui sara fatto debito posto anche al lato meccanico
della questione.

Del resto ha gia interesse meccanico il risultato, dedotto a § 14 del presente
scritto, che possono esistere soluzioni rigorose della (I) soltanto a patto che p
sia un numero intero.

Riferendoci al caso tipico p=1, ci6 vuol dire, in base alla (2), che, anche
per onde di altezza finita, € esattamente verificata I'equazione di Airy
5 A
Ly
Le approssimazioni di Stokes e Rayleigh conducono invece ad una relazione
meno semplice in cui interviene anche l'altezza dell’onda, risultandone, per
qualsiasi altezza finita, alquanto accresciuto il valore di ¢ spettante ad un
4 assegnato, il che implica, in base alla (2), p<< 1.

Si sarebbe tratti ad inferirne che, almeno qualitativamente, le cose an-
dranno nello stesso modo anche al limite. Invece non € cosi; o pill esattamente
(sotto le ipotesi ammesse dai due illustri autori) non pud esistere il limite,
perché incompatibile col fatto rigorosamente accertato che deve comunque
essere intero il valore di p.

3. Questioni ausiliarie — Risoluzione per serie.

X
Siano 2 h,, :; k, due serie, a termini reali e costanti, assolutamente
n n
1 1

convergenti, con che

@

(3) x(o):Zn(hncosna—[—knsinno)

1

rappresenta una funzione di ¢ reale, uniforme, continua e a wvalor medio
nullo sulla circonferenza C.

Cerchiamo una funzione w(() la quale, comportandosi pel resto nel modo
dichiarato al § 1, verifichi sul contorno, in luogo della (I), la equazione lineare
non omogenea

(1I) d%—pﬁZX(o)-

In base alle premesse, é intanto naturale di porre

@
n
) = Z”ané o
1

¢ coefficienti @, essendo costanti, in generale complesse, di cui metteremo in
evidenza le parti reale ed immaginaria, assumendo

a’h =, + Zﬂn
17*
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Avremo, su C,

®
0= En(uncosno— B,snno),
1

®
zzzyﬂ(ﬂ”cosno—}—u”sinno),
1

con che, per p non intero, la (1I) porge senza riserve

, po= Tt (n=1,2,...).

n—p

hy,
o ==
n n— p
Ne risulta che
T ha— ik o7
4 — N a—thy
( ) @ 1 n N—p C
verifica la (II), annullandosi per {= 0 e comportandosi nel modo voluto
entro e sopra C.
Per p intero, la equazione omogenea dedotta dalla (II), cioé
dr

d—o'—p’ﬁ':‘—-—o,

comporta co? soluzioni non nulle che si compendiano in
o=afl p,

dove a = «-+ 48 designa una costante complessa arbitraria.

I valori interi del parametro p costituiscono ovviamente gli autovalors del-
I’equazione funzionale (II) che sarebbe facile, per quanto superfluo ai fini che
qui ci proponiamo, di presentare sotto la forma canonica di equazione integrale
lineare di seconda specie.®) In corrispondenza ai suddetti valori interi di p,
la (II) pud essere soddisfatta solo a patto che in y (o) si annullino %, k,;
essa ammette allora co? soluzioni. Ma nemmeno questo ci interessa.

Importa piuttosto, per p intero, assumere come ausiliaria, in luogo della
(1I), la equazione funzionale

dz 1
(III) d;——rpﬂ—}—;jﬂ(ol)cosp(o——al)dolzx(o).
Ammesso come sopra lo sviluppo w = 27" a,l ", si trova subito, per n + p,
1
hy—ik,
@, =",
n n __p

nonché
a,= hp — ik,

% Cfr. il Cap. X dei classici “Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen , [Leipzig, Teubner, 1912] dell’ Hilbert.
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e quindi

(3) 0= (b~ k)" ST,

dove l'apice nel sommatorio sta a designare che si deve escludere il valore p
di n.

4. Espressione delle incognite mediante integrali definiti, — Semplifi-
cazione delle ipotesi concernenti la funzione assegnata y.

Particolare interesse ha naturalmente la espressione della w proprio sul
contorno | |=1 cui si riferisce I’equazione funzionale caratteristica [(II) o
(IIT)]. Ed é importante fissare nettamente il comportamento qualitativo al
contorno in relazione alle ipotesi che si fanno circa 1’ analogo comporta-
mento dei dati della questione, cioé della funzione y (o). Per trarne il miglior
rendimento (il che si rivela necessario quando si vuol applicare la formula
risolutiva alla integrazione di altre equazione funzionali per approssimazioni
successive), & opportuno procurarsi le espressioni delle risolventi (4), (5)
mediante integrali definiti portanti sulla funzione x(o). Cid si potrebbe
ottenere riprendendo ab ¢nitio le equazioni funzionali (II') e (III); presentan-
dole quali equazioni integrali lineari, per es. nella sola ¢; formandone il nucleo
risolvente e ricavandone in tal guisa ¢, e poi r. Ma & pill conveniente trasfor-
mare 1 risultati gia ottenuti mediante sviluppo in serie.

All’ uopo cominciamo col porre

; A
(6) N = Dy
per p non intero;
\ ——7/ zn
<7) 9((2):‘ 2P ‘}‘ < nma

per p intero, con che le serie sono uniformemente convergenti in ogni campo
(di valori di z) interno a C'.

. . ) ¢ ‘ .
Ove in particolare si assuma z= - con |[{!| <1 e(, sulla circonferenza
51

C, cioé del tipo ei, le serie stesse risultano uniformemente convergenti ris-
petto «o,, nell’ intervallo (— n, x).

Si verifica immediatamente, integrando termine a termine, che le (4),
(5) s1 possono scrivere sotto la forma

(4") w({):%J‘N(Ce—“’l)x(al)dop

(5") a)(é'):%fsﬁ(é‘e”""l)z(al)dal.
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Per | £ | < 1 queste equivalgono dunque alle precedenti. Resta da legittimare e
da studiare 1 valori al contorno. Vedremo che ne risultera un vantaggio quanto
alle ipotesi preliminari atte ad assicurare la validita delle formule. Nell’ im-
postare i nostri calcoli (§3), abbiamo ammesso per la ¥ uno sviluppo di Fourier
assolutamente convergente (anche quando seni e coseni si sostituivano col-
Punita). Arriveremo alla conclusione che basta supporre x (o) periodica,
continua assieme alla sua derivata prima e dotata di valor medio nullo,
perché le formule (4'), (5'), postovi { = ei°, definiscano effettivamente le
incognite delle equaziont funzionali (I1) e (III).

5. Studio dei nuclei risolventi.

Occupiamoci intanto della funzione N (z). Per fissarne il comportamento,
quando 2z arriva o varia su C, basta far uso della identita, valida per qualsiasi
n, quando p non & intero,

1 1 1

1
n—p n P n

Supposto per un momento ancora | z| << 1, si immagini scisso il termine generale
della serie (6) in tre addendi, corrispondenti ai tre della superiore identita,
dopodiché, essendo

®
v 2"

1

njn :logii—z’
ove si ponga per brevita
(8) 2= A(2),
, a w7 o ?n _ %
(9) P* 2 s (upy = V()
risulta
‘a 1
(6) N(z)=logi——+ pd(z) + N*(2).

Da questa espressione segue senza difficolta il comportamento al contorno
di N e della sua derivata. Il primo addendo ha gia una forma tipica. Esami-
niamo gli altr1 due.

La serie che definisce A rimane uniformemente convergente anche su C,
cioé per z= e® (s reale); percid I’addendo A rappresenta una funzione con-
tinua anche sul contorno (o quando dall’interno si arriva al contorno) ; non cosi
la sua derivata, che ha perd appena un infinito logaritmico per s =0 (2= 1),
come appare dalla (8), la quale implica

’ da 1
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L’addendo N * definito dalla (9) rimane continuo assieme alla sua derivata
prima. In definitiva la parte asintotica di NV su C si riduce ad una singolarita
logaritmica per s = 0; con cid la N rimane integrabile su C. La sua derivata

aN 1 1 aN*

a4 1oz tels, gy
ha invece, oltre ad una singolarita logaritmica, un infinito di primo ordine,
sempre per s=0.

Dacche, per | z| < 1, si ha identicamente, in base alla (6),
AN N 2
ZW“PN*IZK =12

questa relazione differenziale seguita a valere anche sul contorno, piu precisa-

mente in ogni punto di regolarita, cioé per qualunque ¢, eccettuato soltanto

il punto singolare = 0. Sostituendo e*¢ a z e scrivendo per brevitd’N (s),

N'(s) in luogo di N (ei®), d(_ls N(e?#), rimane acquisita, per s=+0, la identitd
is

(10) N'(s)—ipN(s) =i ",

— o't ¢
Scindiamo il reale dall’immaginario in N, 4, N * ponendo

N=N, +iN,,

Notiamo subito che N, , N, sono, al pari di N, continue assieme alle rispet-

tive derivate anche sul contorno C; A, e A, sono esse stesse continue, in base
alle (8), mentre, per essere % = log ?i—z—-, le derivate sono al piu affette da
singolarita logaritmica e in particolare rimangono integrabili.

Notiamo ancora che, per z= e*?,
8=
.. .8 Y7y
1 —2z=(1—coss)—ising—2sin-, e

Di qua apparisce che, sull’arco (0, 7), essendo sin % positivo, il modulo d
8
2
di 2x); sull’arco (0,—x), si ha invece

N . .8—7 .. .  qe . .
11—z & 2sin--, el’argomento & - si intende, a meno di multipli interi
; g ) .

- .
28in; :2‘sm%—‘e”,

. . . §+m N . .. 1
I’argomento risultando in conformita S Con ci9, ove si separi in log ;—
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1l reale dall’immaginario, si ha, per z= e?¢ (e per quel ramo uniforme entro C
? >

che si annulla nel centro),
1 1 s+ m
(11) log ;— =log =5,

sins
2

in cui, al variare di 8 fra — z e 7, va preso 1l segno superiore o I’inferiore secon-
doché s & positivo o negativo. Come si vede, il coefficiente di ¢ presenta un
brusco salto di 7z per s = 0 ; rimane invece continuo nel punto diametralmente
opposto di C, annullandosi per s= + . La derivata si riduce a—1 su tutto
C, percio, mentre

(12) N,=log — 4 pd,+ N}

2 ¥ sin -

resta, al pari di N, integrabile su C, ma non si puo dire alirettanto della

. 1 N, . . .
sua derivata N{ = (_dTl ; Ny ed Ny si mantengono entrambe integrabils

su C. Infatti

(13) sz_.%ﬁ'_}‘pAz"l_N‘:

ha una semplice discontinuitd di prima specie per s= 0. La discontinuit
scompare nella derivata N, la quale ha nient’altro che un infinito logaritmico
proveniente dall’addendo p/l; , ciog, in virtd della (8'), dal coefficiente
disin

e log !
p 8 | pis’
Dacché

) i~
ie*t te ? 1 s .1
l_eix—q : ii _ii ——§cot—2-+@§,
27(“"6 :)

la (10), eguagliando i coefficienti di ¢, ci d& in particolare
’ ’ 1
(10°) N:(8)—pN,(s)= 5

Analogo comportamento qualitativo presenta il nucleo (complesso)
N= Ny + ¢ Ny (R, Nyreali) definito dalla (7). Si ha infatti, al posto
della (6”),

’ 1 z? 2P *
(7) %=Z”+<log1_z—;>+p(/1(z)—»—>+%

P
con

®©

* ! 2"
N = p2
1

nn®(n—p)’
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e cio dimostra 1’ asserto, dato che p va qui supposto intero (oltreché positivo),
e che quindi 2z” rappresenta una funzione regolare.

La (7) d& poi immediatamente, per |z |< 1,

z—— N = Z 2" ~f:——zl7

Si ha dunque, in luogo della (10),

(14) N (s)— ipR(s) = o

e —— /’/ e’l:ﬁs
1— ezs

e da questa, eguagliando i coefficienti di ¢ nei due membri,

(14" 9?'() PN, (s) = ~1——cosps

6. Considerazione diretta dei valori al contorno forniti dalle (4'), (5).
Verificazione delle (II), (III).

Se anche { viene in C e si riduce quindi a e? (con s reale), 1’argomento
dei nucleinelle (5'), (6”) assume 1’aspetto e?@==1, Dacché abbiamo convenuto
di designare N (e?#) semplicemente con N (8), possiamo intanto (con analoga
convenzione per w e per N ) scrivere le (4), (5’), riferite al contorno, sotto la
forma

(4") w(0)= 2 [N(o—0)x(e)do,
(") w(0)="1[%(s o) x(e)do.

Dal § precedente siamo assicurati della integrabilitd dei nuclei N, 9, e
della conseguente legittimita degli integrali, come valori al contorno (finiti e
continui) di una w (¢) regolare per | | << 1 e nulla per { = 0. Dall’ipotesi che
il dato della questione, cioé la funzione y, ammetta derivata continua, segue
poi subito che la stessa proprietd compete ad w (o). Infatti, attesa la periodi-
citda di N(o—o,) e di x(o,) rapporto ai rispettivi argomenti, si pud
intanto, assumendo s= o — ¢, per variabile di integrazione, attribuire alla
(4") la forma

(o) = JN(S Yy(o—s)d

Di qua, derivando, come & lecito, sotto il segno e riassumendo a deriva-
zione eseguita ;= o — s come variabile di integrazione, si ricava
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(15) W' (o) = L [N (6 —0)7 (0,)do,,

1’apice designando derivazione rispetto all’argomento indicato.

Analoga conclusione sussiste naturalmente per la (5').

Passiamo alla verificazione delle soluzioni trovate, esplicitando i passaggi
per la (IT) e mostrando che, coi valori al contorno (5”) e (15), essa rimane
effettivamente soddisfatta.

Separiamo per cid il reale dall’immaginario neide (5”) e (15), e rica-
veremo #, e loro derivate (si intende al contorno), ottenendo

(16) 9 =1 [N,(0—0)z(0)do, ~-fN (0~ 01)z(0,)do

nonché
1 - ' ’ 1 ’
Z;IZ\H(U_‘H)Z (o)doy, 7 Z?,‘.fNa(G—‘H)Z (0,)do,.

Operiamo sull’ultima formula, assumendovi per variabile di integrazione
8= 06— 0y, con che essa pud essere scritta

~—~3,~ng (s)7' (0 — 8)ds

—J‘N "(6 —s)ds + - fN Yx' (o6 —s)ds

Abbiamo visto nel precedente § che N, (8) é continua in ciascuno dei due
intervalli (— #,0), (0,7) separatamente, e vi ammette derivata, la quale
diviene infinita appena logaritmicamente per s = 0 ed & quindi integrabile in
entrambi gli intervalli. Si pud percid integrare per parti, notando che

x’(a~s)=—%z; e si avra

(0)=— L [Ny(s)z(o— 8] — L[Ny (8)z(o— &))"

+;}ng (8) 7 (0 — 8)do.

Nella parte ai limiti i due termini relativi a s=—z e a s= 7 si elidono
per la periodicita di NV, e di y; gli altri due (che si eliderebbero anch’essi se Vg
fosse continua) si riducono, con notazione evidente, a

o) L {N,(+0) — N,(—0)},
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ossia, in virtd della (13) (in cui A, e N5 designano funzioni continue), a y (o).
Rimane quindi

, 1 (
T (a):—ﬂ—ng (8)x(o—s)ds+ y (o).
Dalla prima delle (16) si ha

pﬂ(a):%prl(S)x(o—S)ds,

donde, per sottrazione,
Py 1 d ’
7' (6) — pd (o) = ;f {N:(s)— pN,(8)}x(6—s)ds+ x (o).

Siccome, per la (107), il fattore di y (6 — s) sotto il segno integrale si riduce
ad 3, cosi 1’integrale stesso si annulla (per I'ipotesi che y sia a valor medio
nullo), e rimane la (II).

La verificazione della (IIT) si fa in modo del tutto analogo, sfruttando in
fine la (14').

7. Casi particolari notevoli.

Se la y & funzione pari [ y(— o) = %(0)], ovverodispari [y(—o6) = — x(0)],
1a stessa proprieta compete a ¢, e I’ opposta a 7, cioé 7( o) & dispari nel primo caso
e pari nel secondo: sia che si tratti della equazione (I1) che della (III). La di-
mostrazione segue materialmente dalle espressioni (16) di ¢ e 7, o dalle ana-
loghe che si avrebbero per la equazione (III) (scambiando N in R): basta
tener conto che N, & pari e N, dispari, e analogamente %,, %N,. Tale com-
portamento si desume ovviamente dalle definizioni (6), (7) di N (z), N (2z)
le quali mostrano che entrambe queste funzioni sono reali sull’asse reale.
Percid, in punti simmetrici rispetto a tale asse, N, assume valori eguali, N,
valori opposti, il che implica appunto N, pari e N, dispari su C; lo stesso per
Ny, N

Fissiamo 1’attenzione sull’ipotesi (la quale si trovera verificata nella
applicazione dei §§ seguenti) che y (o) sia dispari. Risultano, come s’¢ detto,
7(0) pari e ¥ (o) dispari, il che si pud sintetizzare dicendo che la funzione di
variabile complessa 7w = 49— v prende, sul contorno C, valori coniugati in
punti simmetrici rispetto all’asse reale. Dal contorno la proprieta si tras-
porta notoriamente all’intero campo; cosi ¢ w risulta reale, e qguindi 9 =0,
sull’ asse reale. A questa conclusione — sia'detto per incidenza — si perviene
ovviamente anche partendo dallo sviluppo (3) di (o). Per la disparita, ogni

h,=0. La (4), o rispettivamente la (5), mostra allora che 7 & reale per £
reale.
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8. Disuguaglianze fondamentali.

In base alle espressioni (6') e (7°) di N, N, risultano integrabili su C
anche i valori assoluti, |N |, |%].

7

Designeremo con L il valore numerico dell’integrale %f} N|ds, ovvero,

-7
T

per p intero, dell’analogo ”lf[ Nids. Con cid questa costante positiva L viene
a dipendere esclusivamente dal parametro p; non si pud dire che abbia limite
superiore finito al variare di p, ma é ben determinata e finita in corrispondenza
a qualsiasi valore di p (intero o no).

Ferme restando per la funzione data x le ipotesi del § 4, indichiamo con
M ed M' i massimi dei valori assoluti di 4 (6)'e di y’(o). Dalle (4”), (15) [ovvero
dalle analoghe per p intero] ricaviamo immediatamente le disuguaglianze

(17) |w(o)| < LM, ()| LM,
che valgono cosi tanto per la (11) quanto per la (III).

9. Limitazioni eoncernenti P (J,7) e sue derivate.

La funzione P (&, 7) definita dalla (1) & regolare per qualsiasi valore finito
di &, 7. Percio, se 49, At designano degli incrementi arbitrari di queste
quantita, e 4 P & I'incremento corrispondente di P, si ha

3P P
AP =540 49" 4z,

il tratto sovrapposto indicando che la funzione va riferita ad argomenti del tipo
&+ t49, T+ t47 con ¢ compreso fra 0 ed 1.

Compendiamo per brevitd & + ¢z in w, 49 + ¢4z in Aw, e supponiamo
(18) o4+ do L2,

con che anche |w|, |[dw]|, |#!, |z|, '49|, |47 | sottostanno tutti alla stessa
limitazione, sono cioé < Q.

D’altra parte

{ P(9,7)=p(e-?sind — 9),

oP 0P

W:p(e,—“cosﬂ— 1), = — 3 pe-3rsind

ot
sono sviluppabili in serie di potenze di 9 e di v, convergenti per tutti i valori di
questi argomenti; e le tre serie ammettono ordinatamente le maggioranti

p{e* 89 — I}, p{e3*CP — 1}, 3ped 89,

8 e C designando seno e coseno iperbolico.
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Per valori degli argomenti ¢, 7 non superiori ad £ in modulo, si avrd
in conformita

|P| < p{e?280Q — Q},
oP oP
Iﬁ'ép{emc’ﬂ——i}, ‘ﬁjg?,pews.o,

le quali, ove si introduca la trascendente intera

(19) G(2)=p{e**8Q2 — Q},
danno luogo alle disuguaglianze

1P| <6(Q),
(20) {]%H P <o),

Notiamo che, nell’ipotesi (18), argomenti del tipo & + 4, 7+t 47 sono
certo non superiori ad £ in valore assoluto, mentre, in ogni caso, | 49| < |dw|,
|dz| < |dw|. Percié dalla precedente espressione di 4P discende subito la
importante disuguaglianza
(21) 4P| <6'(2) 4|,

Accanto a questa occorre stabilirne una analoga relativa a P’ = Z—f : siin-
tende che ci si riferisce al contorno C, pensando 9, 7, come pure 4 w = 48 -1 47,
quali funzioni di ¢ (continue assieme alle loro derivate), con che

0 oP
P G 5

e A P’ rappresenta 1'incremento dovuto al fatto che ¢, v, ©’, v’ subiscono
gli incrementi definiti da dw, 4w’

Ammesso che anche |’ | e |dw’| soddisfacciano ad una disuguaglianza
analoga alla (18), anzi alla

(18) o' +]40’ < 9,
colla stessa costante positiva nel secondo membro, si trova agevolmente
(21") 4P| < G'(Q)|d0’ |+ 6" (2) Q|4 .

Ci apparird piu innanzi essenziale la circostanza che la maggiorante @ (£2) si
annulla di secondo ordine per 2= 0, e quindi @' di prim’ordine. Questo & reso
possibile dall’essere P di secondo ordine almeno nei due argomenti ¢ e z. Ecco
perché abbiamo fin da principio attribuito alla (I) la forma (I’) apparente-
mente meno semplice.
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10. Equazione funzionale piu generale della (I') — Algoritmo di
approssimazioni suceessive — Sua illimitata applicabilita.

Introduciamo, per brevitd di scrittura, un operatore funzionale Aw,
lineare, ma mon monogeno, ponendo, sul contorno C:

7'(0) — pd (o), per p non intero

(22) Ao= 1 .
7' (6) — p¥ (o) + —;fz‘)(ol)cos(a — 0,)do,, per p intero.

Si consideri I’equazione funzionale
(IV) Aw = P(#, 1)+ (o),
in cui y (o) designa una funzione dispari, nota e soddisfacente alle altre con-
dizioni specificate a § 4. Tale equazione funzionale ¢, per p non intero, alquanto
pit generale della (I), riducendosi alla (1") per (o) = 0.

Cerchiamo di integrare la (IV) per approssimazioni successive, assumendo
come approssimazione iniziale w, =9, ¢7, la soluzione dell’ equazione lineare
(23) Awy=y(0),
che & poi la (IV) stessa in cui si trascuri il termine P (¢, 7) d’ordine superiore
al primo.

Per quanto fu esposto nei §§ 6 e 7 a proposito delle equazioni (II) e (IIT),
siamo assicurati che la (23) definisce effettivamente in modo univoco una fun-
zione w, () regolare per |{|< 1, nulla nell’origine, continua assieme alla sua
derivata prima su C, e simmetrica, volendo dire brevemente con tale qualifica
che 7w, & reale per { reale, ossia che @, & dispari e 7, pari.

Risulterd in conformita dispari, e quindi in particolare di valor medio
nullo, anche la funzione

P (3, 1,)==p(e3osindy — ),

Zl(o) = P(ﬂo’ To) + Z(o).

Passeremo ad una seconda approssimazione w,, in base alla equazione lineare

nonché

Ao, = y,(0)
da cui rimane appunto individuata una funzione w, che si comporta come wg,
compresa la proprieta di simmetria.,

A partire da w, si trae in modo analogo una ulteriore approssimazione
wy, ecc. In generale, supposto che si siano cosi conseguite w,, w,, ®,,
wy—1=1%,_1 4 ¢7,_4, sl pone

(24) %2,(0) =P (-1, 1,-1) + 2(0),

ooy
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con che y risulta sempre dispari, e si ricava w, dalla equazione lineare.
(25) Aw, =7, (0) (r=1,2,...).
L’algoritmo costruttivo delle @ &, come si vede, iterabile indefinitamente.

Resta da far vedere che esso converge realmente verso una funzione @ che
soddisfa alla (IV) e alle altre condizioni volute.

11. Correzioni successive — Convergenza uniforme delle w,, w, verso
una funzione limite v e sua derivata — Verificazione della equazione
funzionale.

Definiamo le correziont successive
(26) Wy = W, — Wy-1 ('V:1,2,...),

le quali, nei riguardi qualitativi, si comportano manifestamente come le w, e
danno luogo alle identita

(27) W, = W, +2;wj (v=1,2,...).
1

Le disuguaglianze stabilite nei §§8 e 9 ci porteranno a riconoscere che le serie

@n

d
Z’jwj, Y w] sono entrambe uniformemente convergenti su C, purché sol-
1 1/

tanto sieno abbastanza piccoli i limiti superiori M, M’ di |%(0)|,|2’(0)!.
All’uopo cominciamo col rilevare che dalle (23) e (17) scende

(28) 0| S py g S p,

indicando per brevita con u il maggiore dei due numeri LM ,LM’.
Dalle stesse (23), combinate colle (25), (26), si ha poi

(29) Aw, = P (9, v,),
(30) Aw, =P (91, 1) — P(Dyoz, 1y_s) (¥=2,3,...).
11 secondo membro della (29) é una funzione di o continua assieme alla sua deri-
vata P’ = —g;% By + %11-:« 75. Dalle (21) e (28) seguono subito le limitazioni

[P (%, 7) | <G (), |P'|<6 (u)p.

Dato che G (u) é rappresentata da una serie (senza termine costante) a
coefficienti tutti positivi, si ha necessariamente G (u) < G’ (u)p, sicché
potremo a fortiori ritenere

[P (89,7) | < @' (1) .

Con queste limitazioni per il secondo membro della (29 ) e sua derivata, possiamo.
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applicare alla funzione w,, definita dalla (29), le disuguaglianze corrispon-
denti alle (17) ottenendo

(31) w | SLE (u,  |wi| SLG (p)u.
Poniamo
{ Q= oy +w [+ [wy] + ... + [ w,],
Q=w;|+|wi|+|ws|+ ... +]w! (r=1,2,..),
e, fissando per un momento 1’attenzione sopra un valore determinato » dell’in-
dice », indichiamo con £ un numero non inferiore al massimo di
12 Q;[a Qg, L] Qn—-la_
Q;s 92’7 v ‘Q;L—l'
Cerchiamo quali limitazioni si pud trarne per le |w;|, |w/| (j=1,2,...,n)
e per £,, Q.
Abbiamo intanto, dalle (27) e dalla definizione di £,
éQ, ]wv—l[ég’

(32)

, Wy 9

nonché
loy—e| £ Q, lw)_1] < 0 (»=2,3,...,m).

Con cio al secondo membro delle (30), che é un 4P, si pud applicare la dis-
uguaglianza (21) del § 9, e si ha
!AP‘ = ‘P(’l?,,_l, ’t,,_l) — P (’19,,__2, T,,_gﬂ é G’ (.Q)|w,,_1 1

Alla derivata. 5173&5 = AP’ si puo applicare in conformita la (21’), ottenendo

|4P"| <@ ()| wi-y |+ 7 (2) 2 [w,- .

La (17) da allora

) { | SLE@)ma]
lw) | KL (Q)|wi-1 |+ @ (D)2 w1 [} (»=2,3,...,2).

Poniamo
(34) ¢g=G"(29)
e notiamo che, per essere G’ (£2) una serie di potenze a coefficienti tutti posi-
tivi (convergente per qualsiasi 2), si ha @' (22) > G’ (2), ed anche

¢'(20)z0(@)+6" @0,

come si pud verificare paragonando lo sviluppo dei due membri, cioé i valori
delle derivate di un ordine qualsiasi k per Q= 0,

Tenuto conto di cid, segue immediatamente dalle (33) che, ove sia

(35) jw, | < ug?, lw, | < ug”
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per un dato valore dell’indice », le disuguaglianze stesse rimangono verificate
per il valore di » immediatamente successivo.

Ora le (35) sono soddisfatte per »= 1, come risulta dalle (31), notando che
LG (W) LLG (Q)<LG (292)=q.

Esse seguitano dunque a sussistere fino a » = n, che &, per ora, il limite di va-
lidita delle (33). Ma tale validitd é unicamente subordinata alla circostanza
che nessuna delle Q,, 2., finoar=n—1, supera £2. Se si é in grado di con-
statare che anche 2,, €2, risultano < 2, le (35) e le disuguaglianze

(36) 0,<0, &L0

rimangono acquisite per qualunque ». In realtd dalle (32), attese le (28) e le
(35) (che sussistono. come si é rilevato, da » = 1 fino a v= n), segue

1-——q”+]
Q< p(l+g+ ... +qn):H’T;’T,
’ 1—q”+1

o<u' T
Evidentemente, se
{37) g<1,

u

(38) =4,

£02,, 2, risultano < Q, e la illimitata validitd delle (35) associata a ¢ << 1
garantisce la assoluta e uniforme convergenza delle serie

) »
E' ’ Ej ’

w0+ jwja a)0+ ,'w]"
1 1

La prima serie definisce percié una funzione w (6) = & + ¢7, continua assieme
alla sua derivata w’, che ¢ somma della seconda serie. Cio val quanto dire, in
base alle (27), che si ha, uniformemente su C,

(39) lim w,= o, lim w, = w’.
e 7>

Ne risulta, pure uniformemente,

lim Aw,= Aw,
y>r®
lim P (#,,7,) = P(9,1),

> o

con che, dalle (24) e (25), passando al limite per » — oo, si ricava

Aw=P(?,71)+ (o).

Percio la w, definita dall’algoritmo (25), é veramente integrale della (IV)
con tutti i requisiti voluti.

18
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12. Discussione delle condizioni sufficienti per 1a convergenza. —
Conseguente apprezzamento numerico.

Per quanto precede, la convergenza del nostro procedimento di approssi-
mazioni successive & assicurata, purché sussistano le due disuguaglianze

(37) g<1,
n
con
(34) g=LG'(29)

e w dipendente dai dati della questione come il maggiore dei due numeri
LM,LM' [M, M' massimi di % (o), x' (0)].

Mostriamo che a tutte queste condiziont si soddisfa purché soltanto
sia abbastanza piccolo u, il che vuol dire M ed M.

All’uopo cominciamo coll’ osservare che, per ottemperare alla (38) rim-
picciolendo 4 quantu .neno & possibile, dovremo intanto assumere la (38)
stessa sotto la forma limite

(38") p=202(1—gq).
D’altra parte ¢ = LG’ (2£) si annulla per 2= 0 e va poi sempre crescendo con

2 finché arriva al valore 1 in corrispondenza a un certo 2= U. I valoridi 2
che possono legittimamente servire nei ragionamenti del § precedente (come

presunte limitazioni delle 2,, 2,) sono a priori tutti e soli quelli compresi fra
0 ed U (che rendono 0< g< 1). Il pill conveniente tra questi, ciod quello
che imporra la minima restrizione a u, sard, in base alla (38’), quello che ne
rende massimo il secondo membro

Q(1 —q)=Q{1 — LG'(2Q)}.

Questo secondo membro si annulla per £=0, nonché per Q=U (g=1),
rimanendo positivo nel frapposto intervallo. Esso vi ammette percid un mas-
simo u (ed uno soltanto, come si verifica immediatamente ) in corrispondenza
ad un valore intermedio £ dell’argomento.

Riassumendo, si calcolera il valore numerico Q di 2, che rende mas-
stmo Q{1 — LG’ (2Q)}, e questo massimo u [1 quali dipendono esclusiva-
mente da L, e quindi (§ 38) da p]. La condizione sufficiente per la validita
del procedimento si puo allora presentare sotto la forma esplicita

pE
rimanendo altresi assicurate, per la soluzione o che esso determina, le

limitazions _ B
| L Q, lo’| < Q.

|
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Un apprezzamento numerico (un po’sbrigativo, ma comunque istruttivo) st
ottiene trascurando nella serie G (£2) le potenze superiori alla seconda. La (19),
cioé

G(Q)=p{e’*LQ — Q},

si riduce allora a
G(Q)=—3pQ°,
e di quindi
LG'(29Q)=12Lp Q.
11 massimo u di
2(1—12Lp Q)
si ha cosi per

51
Q=grp
ed &
- 15 1
H=39= gy

I1 valore limite U di £2 (quello che rende g=1) & invece

U=20.

13. Unicita della soluzione fornita dal metodo di approssimazioni
successive.

Vogliamo far vedere che ogni soluzione w* = &~ + iv* della (IV), con-
tinua assieme alla sua derivata prima su C, nulla nel centro, cioé a valor medio
nullo su C, e soddisfacente ad una limitazione

jo¥| < ©,
che valga anche per la w definita col procedimento delle approssimazioni
successive, coincide necessariamente con questa.

Vi perverremo senza difficoltd considerando le differenze

(40) w) = o* — o, (r=1,2,...)
fra la w* di cui si tratta e le approssimazioni successive w, introdotte a § 10,
e constatando che tali differenze convergono a zero per ¥ —oo.

Intanto conviene rilevare che w, verifica, per definizione, la condizione al
contorno (25)

Aw,=y5,(0)=P(Oh_y,t-y)F+x(c) (»=1,2,...),
e w*, per ipotesi, la (IV):
Aw* =P (9% %)+ 1 (0).

P (9%, v*) & naturalmente, al pari di y(o), funzione continua di o, assieme

alla sua derivata prima, ed ha inoltre valore medio nullo, tale proprietd com-

detendo a x (o), w* e quindi anche ad 4 w* — y (o). Per analoga ragione, o
18*
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anche pit specificamente (§ 10) perché funzione dispari, ha valore medio nullo
P(9,,1,).
Si ha cosi, badando alla (40),
Aw)=P(®*, t*) - P(9,,1,).

pure con valore medio nullo del secondo membro (in quanto lo si consideri come
funzione di o). Sussistono pertanto le condizioni sotto cui & legittimo dedurne
per |w3| la limitazione corrispondente alla prima delle (17).

Tenuto presente che il secondo membro in discorso € un 4 P, e che, dalle
disuguaglianze

iw*‘éQ, lwvl—__<—‘Q:
segue '
[o*|+lw, <20,

con ovvia modificazione delle considerazioni istituite al § 9, si trova
4P| <@ (20)| k],
quindi, in base alla (17),

Wi LG (22)iwk,],
ossia, per la (34),

)| < gqlwk | (r=1,2,...).

Questa ci mostra che le |w, | decrescono anche piui rapidamente dei
termini di una progressione geometrica di ragione ¢<< 1. Dunque
limw, =0, c. d.d.

V>0

14. Corollario — Sua portata idrodinamica — Validita rigorosa del-
I’equazione di Airy.
Abbiamo gia notato a § 3 che I’equazione funzionale (II)

d
E;r-—-pﬂ:x(o)

ammette tutti e soli i valori interi di p per autovalori; ossia che, per p non in-

tero, 1’equazione omogenea

dz

non ammette soluzioni diverse da zero. Siccome, per p non intero, I’ operatore
A o definito dalla (22) & proprio (% — p &, cosi

Awy=0
. . _ . N dz )
implica w,=0. La stessa conclusione & vera per 4 <non per [ —pd),

anche se p ¢ intero, in quanto appunto la corrispondente definizione (22) di 4
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introduce un termine addizionale che toglie all’intero p il carattere di auto-
valore.

A

Cio premesso, & chiaro che per y (0)=0, la soluzione della equazione
(IV) definita dalle approssimaziont successive ¢ zero. Infatti la (23) da
in primo luogo w,= 0, e allora, in virti delle (24) (fattovi y=0) e delle (25),
si annullano tutte le w, e quindi anche il limite . Questo ci consente di affer-
mare (con riferimento al precedente §) che a prescindere da w=0, non
esistono soluziont (regolari e inferiori ad un certo limite) dell’ equazione

Aw=P(9,7).

Per p non intero, questa coincide colla (1) ; dunque, sempre per p non intero,
nemmeno la (1") ha soluzioni diverse da zero.

Dacché la (1') definisce le onde periodiche (irrotazionali e permanenti)
in un canale molto profondo, e il valore assoluto di w & legato all’altezza del-
Ponda, si pud anche dare a quanto precede la forma espressiva: Onde perio-
diche di altezza moderata possono esistere solo in corrispondenza a valor:
inters di p. Infatti, per p non intero, si ha necessariamente w = 0, il che vuol
dire assenza d’ogni perturbazione ondosa.

Richiamandosi al significato cinematico di p, espresso dalla (2) del § 1,

g
P= yae®
si vede che dei valori interi di p quello che da I’onda fondamentale (di lun-
ghezza minima) é p= 1. Per queste onde, si trova quindi esattamente veri-
ficata la equazione di Airy
2 __ 9
¢t = 5.
A dire il vero, non abbiamo ancora dimostrata 1’effettiva esistenza di dette
onde, ma gia la conclusione rigorosa che il minimo valore possibile di p &
I’unita merita attenzione, perché diversa da quanto avrebbero lasciato supporre
le ricerche di Stokes e di Rayleigh. Secondo il loro procedimento di approssi-
mazioni successive, tostoché si abbandona la linearita, la equazione di Airy si
trova sostituita da una relazione piti complicata, in cui intervengono, oltre
a cea 4, anche I’altezza dell’ onda, coll’effetto generale di aumentare alquanto
la velocita coll’altezza, ossia di rendere p<C 1.

Era naturale il pensare che cosi fosse in natura per onde di ampiezza
finita. Risulta invece dalla nostra discussione che un tale comportamento &
contingente allo speciale tipo di approssimazione adottata, ma non pué comun-
que riscontrarsi in effettive soluzioni della (I).
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15. Risoluzione della (I) in corrispondenza ad un suo autovalore
(p intero) — Equazione di Schmidt.

La equazione (I) — o, cid che & lo stesso, la equivalente (I') — non
ha termine noto. Per p intero (autovalore), si pud subordinarla ad altra
con termine noto, che rientra nel tipo (22) (§ 10), ed & quindi integrabile per

approssimazioni successive. Basta ricorrere ad un artificio dovuto in sostanza
ad E. Schmidt.

Limitandoci alle eventuali soluzioni della (I) per cui 7(s) é parie ¥ (o)
dispari ( stmmetriche, secondo la denominazione introdotta al § 10), indichia-
mo con b il coefficiente (incognito) di sin po nello sviluppo di Fourier della
funzione ¥. Sara zero per la disparita il coefficiente di cos p o, e si avra

(41) ifﬁ(al)cosp(o—al)dolzbsinpo.
La (1'), aggiungendo membro a membro questa identitd, assume la forma

(1) g_ —p® (o) + %f # (0,) cos (6 — 0,)do, = P (9,7) + bsin po.

Riconosciamo in questa la (IV) del § 10, con p intero e
z(0)="bsinpo.

Trattiamovi per un momento b come un parametro indeterminato. La
proposizione esistenziale del § 11 ci assicura che, per | & | abbastanza piccolo,
la (I”) ammette una soluzione w (£, &) calcolabile col metodo delle successive
approssimazioni. Tale soluzione soddisferd a tutti i requisiti voluti; in par-
ticolare, risultera funzione dispari (e continua) su C la sua parte reale 9 (o, ).
Se il parametro b, lasciato per un momento indeterminato (salvo una limita-
zione superiore del valore assoluto), si potra a posteriori identificare col coef-
ficiente di sin po nello sviluppo di 9, cioé se

T

(41') b=%fﬂ(a,b)sinpodo,

sussistera, per la disparita di ©, anche la (41), e per conseguenza la funzione
trovata come soluzione della (I”) verifichera altresi la originaria (I).

Tutto si trova cosi ricondotto alla discussione della equazione in termini
finiti (41") ; a constatare cioé che essa ammette almeno una radice b abbastan-
za piccola in valore assoluto, cioé contenuta effettivamente nell’ambito di
validitd del procedimento costruttivo dell'integrale w (¢, b). Questo procedi-
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mento rende subito manifesto che, nello sviluppo di ¥ (o, b) per potenze di b,
il termine lineare vale b sin p o; percid la equazione (41”) si riduce alla forma

b B(b) =0,
con B serie di potenze di b ; ossia in definitiva a
B(b)=0.

Questa si puo chiamare equazione di Schmidt, perché rientra in una
categoria da lui segnalata in generale a proposito delle equazioni integrali non
lineari.

Riservo ad altro lavoro la effettiva costruzione della w((,d) e la

discussione della equazione B ()= 0, con riguardo alle conseguenze idro-
dinamiche.

(Eingegangen am 5. 9. 1921.)



Uber die Losungen der Differentialgleichungen der
Physik.
I. Mitteilung.
Von

R. Courant in Géttingen.

Einleitung.

Die Differentialgleichungen der Physik entspringen aus Variations-
problemen, und nichts erscheint hiernach natiirlicher als der Versuch, die
Existenz und die Eigenschaften ihrer Losungen von dem Ansatz des Variations-
problems her zu untersuchen: Gaul, Riemann, Dirichlet, W. Thomson,
H. Weber u. a. haben diesen Weg eingeschlagen. Aber nach der scheinbar
vernichtenden Kritik, welche Weierstral an der SchluBweise des Dirichlet-
schen Prinzipes iibte, hat man den Variationsansatz verlassen; wenn auch
seitdem durch die Arbeiten von Hilbert und anderen daran anschliefenden
Autoren iiber die Lésungen der Differentialgleichung Au — () des Poten-
tials bei dieser Differentialgleichung die urspriingliche Idee des Dirichlet-
schen Prinzipes als Ausgangspunkt fiir den Existenzbeweis wieder zur
Geltung gebracht wurde, und wenn auch Walther Ritz') den Variations-
ansatz hochst erfolgreich zur numerischen Berechnung der Losungen hand-
habte, so ist heute doch in der Hauptsache die Theéorie der Integral-
gleichungen das Mittel der strengen Behandlung; insbesondere gilt dies
fiir das zentrale Problem der Eigenwerte und Eigenfunktionen, oder physi-
kalisch gesprochen, der Eigenschwingungen, welches z. B. in dem typischen
Falle der gewohnlichen Schwingungsgleichung lautet: Es sollen fiir ein
gegebenes Gebiet G diejenigen ,,Eigenwerte* 1 und zugehorigen in G nicht
identisch verschwindenden , Eigenfunktionen“ u gefunden werden, fiir
welche in @ die Differentialgleichung

(1) du+ lu=0

) W. Ritz, Oeuvres Nr. XV, XVI, XVII, insbesondere Crelles Journal 135 (1908),
S. 1—61, Ann. der Phys. 28 (1909), S. 737 —786.
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und am Rande beispielsweise die Randbedingung
(2) u=

besteht. Dabei ist in der iiblichen Bezeichnung Awu der Differential-

ausdruck
’u  u

0t u
+ P bZW. axz +

dx? ' oy

N2 2
0" u ot

oy T oz?

+...,

je nachdem das Gebiet G in einem zwei- oder mehrdimensionalen Raume
mit den rechtwinkligen Koordinaten z, y, ... gelegen ist. Trotz der groBen
Erfolge, welche man mit der Integralgleichungsmethode bei der Behand-
lung der Existenzfragen dieses und der analogen Probleme gehabt hat,
scheint es mir doch der Natur des Gegenstandes angemessen, wenn man
konsequent zum Variationsansatz zuriickkehrt; man darf in den Schwierig-
keiten, die sich hier darzubieten scheinen, weniger einen Einwurf gegen
die GemaBheit des Ansatzes erblicken als vielmehr eine Aufforderung, die
methodischen Hilfsmittel der Analysis so zu ergénzen, daBl der Durch-
fiilhrung des so einfachen und iiberzeugenden klassischen Grundgedankens
keine Hindernisse mehr im Wege stehen. In diesem Sinne habe ich in
einer fritheren Arbeit?) die Eigenwerte bei den Eigenwertproblemen be-
handelt mit dem Ergebnis, daBl in der Tat der Variationsansatz eine weit
vollstindigere und dabei einfachere und durchsichtigere Beherrschung der
auftretenden Fragen gestattet als die Integralgleichungsmethode. In der
vorliegenden Arbeit méchte ich mich der tiefer greifenden Aufgabe zuwenden,
dasselbe auch fiir die Eigenfunktionen zu leisten. Um Weitldufigkeiten zu
vermeiden, setzen wir uns hier folgendes Ziel: Fiir einen ganz im Endlichen
gelegenen endlich wielfach zusammenhdngenden Bereich G der xy- Ebene
ohne isolierte Gremzpunkte mit rektifizierbaren Randkurven®) ist die
Existenz eines vollstdndigen orthogonalen Systems u,, u,, ... von Eigen-
funktionen wund der zugehorigen Eigenwerte ., 4,, ... der Differential-
gleichung (1) bei der Randbedingung (2) nachzuweisen. Wir werden
diesen Existenzbeweis so erbringen, daB damit auch zugleich das Ver-
fahren zur numerischen Berechnung der Eigenfunktionen im Sinne von
W. Ritz legitimiert und in einem wesentlichen Punkte erginzt wird.
Dabei sollen die Entwickelungen so gehalten sein, daB ihre direkte Uber-
tragung auf andere sich selbst adjungierte Differentialgleichungen zweiter

%) Courant, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 1-57. ,Uber die Eigenwerte bei den Difle-
rentialgleichungen der math. Physik“.

%) Die Voraussetzung der Rektifizierbarkeit ist wesentlich weiter als die Voraus-
setzungen, unter denen bisher die Frage in der Literatur explizite ihre Erledigung
gefunden hat; der Leser wird iibrigens bemerken, daB selbst diese Voraussetzung
auler in § 6 fiir alle Schliisse in dieser Arbeit bedeutungslos bleibt.
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und hoherer Ordnung sowie auf den Fall von mehr als zwei unabhingigen
Variablen keine Schwierigkeit mehr macht. In einer folgenden Abhandlung
sollen die Eigenschaften der Losungen, insbesondere ihre Abhingigkeit vom
(Gebiet, untersucht werden.

Das erste Kapitel beschiftigt sich, nach einigen Vorbemerkungen
iiber lineare Abhéngigkeit, mit der Formulierung und vorldufigen Dis-
kussion des Variationsproblems und fithrt bis zu einem gewissen Abschluf.
Im zweiten Kapitel werden eine Reihe methodischer Hilfsbetrachtungen
entwickelt, welche zum Teil wegen ihrer sonstigen Anwendbarkeit auch
ein selbstindiges Interesse verdienen diirften. Im dritten Kapitel wird
der Existenzbeweis zu Ende gefithrt, und im vierten die Frage der nume-
rischen Berechnung untersucht.

Kapitel L
Das Variationsproblem und seine Minimalfolgen.

§ 1.

Yorbemerkungen und Bezeichnungen.

Es sei I' eine Randkurve unseres Bereiches G'; wenn wir in I’ ein
geradliniges Polygon Iy von N gleichen Seiten der Lange % einbeschreiben,
so wird das Produkt N % unterhalb einer festen, d. h. von N unabhéngigen
Schranke bleiben, da es mit zunehmendem N gegen die Lange von I’
konvergiert. Wir denken uns um die Ecken von I'y mit dem Radius A
die Kreise geschlagen; alle Punkte von (f, welche in das Innere eines
dieser Kreise fallen, bilden bei hinreichend kleinem % einen Randstreifen
8,, welcher bei abnehmendem % unendlich schmal wird und der anderer-
seits bei fest gegebenem % alle diejenigen Punkte von @ in sich enthélt,
welche von einem Randpunkt des Gebietes G' einen Abstand kleiner als
eine hinreichend kleine nur von % abhingige Zahl 6 haben.

Wir fithren, falls die betreffenden Integrale fiir die Funktionen ¢, vy
einen Sinn haben, die folgenden Bezeichnungen ein:

(3) Hqlg, v =f¢>-wdxdy, Hglp] = Helg, @)

(0@ 0 op 0
(4) Dely, v fz,%g,;‘—’ +279Y dzdy,  Daly] = Delo, ¢

und kiirzen analog ab, wenn andere Integrationsbereiche zugrunde liegen.
Wo MiBverstindnisse ausgeschlossen sind, schreiben wir gelegentlich statt

Hy, Dy einfach H, D.
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Es gelten die Beziehungen

(5) (Hlp,y])* < Hg)-Hl[y]
(6) (Do, v])*< D[] D[y]
auf Grund der Schwarzschen Ungleichheit, sowie bei konstanten ¢, ¢,, ..., ¢,
die Gleichungen
TN
(7) HL£Ci¢iJ:§cich[¢ia¢j1

»

(8) D[ZQ%}ZZQ%D[%, ‘Pj]-
=1 ¥

Aus (5), (6), (7), (8) folgt unmittelbar

(9) H{p—¢*]2(VH[g]| - |VH[¢*] )’

(10) Dlg —¢*]1= (IVDIgl| - [VDI#*]])".

Aus der Kleinheit der Integrale H[p — ¢@*] bzw. D[p — ¢*] kann
man also unmittelbar auf die Kleinheit der Differenzen H [¢] — H [@*]
bzw. D|[¢] — D[¢*] schlieBen, wenn man von vornherein die Beschrénkt-
heit der Integrale H bzw. D voraussetat.

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich: Ersetzt man in einem Aus-
druck der Form (3) oder (4) eine Funktion ¢ oder beide Funktionen
@, v durch Funktionen ¢*, y*, fiir welche H [p — ¢*], H [y — y*] bzw.

D[¢ — ¢*], D[y — w*] hinreichend klein ist, so &ndern sich diese
Ausdriicke um beliebig wenig, falls H und D beschriankt sind.

§ 2.

UnabhiingigkeitsmaB8 von Funktionen.

Es selen f,,f,,-.., [, stetige Funktionen im Gebiete @, es seien
ferner ¢, ¢,, ..., ¢, Konstanten, welche der Relation

(11) cttceit ... Fci=1

geniigen. Der kleinste Wert m, welchen unter dieser Nebenbedingung
der Ausdruck

(12) ) et = Yoo, Hlf 1)
1=1 %7

bei Variation der ¢, annehmen kann, heiit das Unabhdngigkeitsmaf der
Funktionen f; fiir G. Seine Existenz folgt unmittelbar aus der Definition
als Minimum einer definiten quadratischen Form der ¢, bei der Neben-
bedingung (11). Offenbar ist die Bedingung m = 0 notwendig und hin-
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reichend fiir die lineare Abhéingigkeit der Funktionen und gleichbedeutend
mit derh Verschwinden der sogenannten .,Gramschen Determinante:

| gll’ rre gln
Aalhy oo f) =) S B,
i Jut>++s Inn
wobei
9., = HI[f; f;]

ist.  Zwischen der Determinante 4 und dem Unabhdngigkeitsmafl m be-
steht folgende wichtige Ungleichheit

(13) 4=>m"

Zum Beweise bedenken wir, dall m gemiB seiner Definition die kleinste
der — durchweg nicht negativen — Wurzeln der Gleichung

Ji1— 4 Gia sy G1g
‘14) g'.ll ’ gﬂ‘}_l""’ gﬁn- :0

| i
| g'nl ) gn‘.‘ LA gun‘—

fir 4 ist. Da das Produkt der » Wurzeln dieser Gleichung aber gleich 4
ist, so ergibt sich unmittelbar die Behauptung?).

Aus der Definition des Unabhingigkeitsmalles folgt sofort der Satz:
Ist G ein Gebiet, welches das Gebiet G’ als Teilgebiet enthdlt, so ist
das Unabhdingigkeitsmaf3 irgendwelcher Funktionen fir G nicht kleiner
als das Unabhdingigkeitsmaf derselben Funktionen fiir G'. In der Tat:

fiir jedes Wertsystem der ¢, ist Hg (Zci fi} > -HG[Z‘% ﬁ], also besteht
bi=1 i=1
dieselbe Relation auch firr die Minima der beiden Seiten.
Fiir die Gramschen Determinanten gilt iibrigens der entsprechende
Satz: Es ist unter den obigen Voraussetzungen iiber G und G’

Ae{tis oo fuy 2 Ao {fis - £}

4) Ebenso kdnnen wir aus der Kenntnis von m eine obere Schranke fiir 4 ent-
nehmen; indem wir nimlich beachten, daB simtliche Wurzeln der Gleichung (14)
Werte der quadratischen Form (12) sind, ergibt sich

(138) A<m-M"1,

wenn M eine leicht angebbare obere Schranke der Werte von (12) unter der Be-
dingung (11) bedeutet; wir erkennen also explizite, dafl die Gleichungen m =0 und
4 =0 einander bedingen.
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn man aus den Maximum-Minimum-
eigenschaften?®) der Wurzeln der Gleichung (14) und der Beziehung

n

n
Hg [th fi] > Hg [Zci fi} entnimmt, daB jede der Wurzeln von (14),
i=1 i=1

also auch ihr Produkt sich bei Ubergang von G zu G’ nicht vergréBert.

§ 3.

Das Variationsproblem.

Es seien v,,v,,...,v, gegebene, in G einschlieflich des Randes
stetige, im Inneren analytische®) Funktionen. Unter allen Funktionen g,
welche in G stelig und mit stiickweise stetigen Ableitungen®) bis zur
z2weiten Ordnung versehen sind, welche ferner den Bedingungen

(15) H[p] =1

(16) H{p,v;]=0 (1=1,...,1),
sowie der Randbedingung

(17) =0

gendigen, soll diejenige gesucht werden, fiir welche D [¢@] einen mdglichst
kleinen Wert erhdlt.

Wir wollen, was keinerlei Beschrinkung der Aufgabe bedeutet, im
folgenden voraussetzen, daB die Funktionen v, den Orthogonalitétsrelationen

(18) Hlv)=1,  H[v,v]=0 (i + )
geniigen.
Es wird das Hauptziel der vorliegenden Arbeit sein, die Existenz

der Losung dieses Variationsproblemes, welches wir als Problem I be-
zeichneh wollen, nachzuweisen. Von vornherein wissen wir nur, dafl unter

5 Die h-te der nach wachsender Groe geordneten Wurzeln von (14) ist gleich
dem grofiten Werte, welchen das Minimum von (12) annehmen kann, wenn fiir die ¢;
auBer (11) noch h— 1 lineare homogene Nebenbedingungen gestellt werden. Vgl.
E. Fischer, Monatshefte fiir Math. und Phys. 16, S. 245; Courant, loc. cit. %), S. 19.

% Die Voraussetzung der Analytizitdt ist nicht wesentlich; sie wird nur aus
Bequemlichkeitsgriinden gemacht.

) Stiickweise stetig soll eine Funktion in G' heiBen, wenn ihre Stetigkeit im
Inneren von G nur an endlich vielen analytischen Linienstiicken Unterbrechungen
erleiden darf. Es wiirde iibrigens an den Betrachtungen der Arbeit nichts @ndern,
wenn wir durchweg Stetigkeit der Ableitungen von den Funktionen ¢ ver-
langten, da man ohne Schwierigkeit Funktionen mit nur stiickweise stetigen Ablei-
tungen derart durch solche mit durchweg stetigen approximieren kann, da8 dabei
die Bedingungen des Variationsproblemes unverletzt bleiben und auch der Charakter
einer Funktionsfolge als Minimalfolge erhalten wird. Vgl. loc. cit. ?), S. 52ff.
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den gestellten Bedingungen das Integral D[g] eine untere Grenze d be-
sitzen muB; ist d diese Grenze, so gilt fiir jede konkurrenzfihige Funktion

(19) Diplzd,
wahrend es andererseits Folgen ¢, , ¢,, @,, ... solcher Funktionen gibt, fiir
welche
(20) limD[¢,]=d
h=w

ist. Eine solche Funktionsfolge heit gem&f der iiblichen Terminologie
eine Minimalfolge; wie man sich zum Zwecke der numerischen Rechnung
Minimalfolgen praktisch verschaffen kann, soll spiter im IV. Kapitel er-
ortert werden, wihrend hier nur die von vornherein feststehende Existenz
von Minimalfolgen in Betracht kommt.

Fiir die Funktionen einer Minimalfolge g¢ilt folgende grundlegende
Relation:

(21) lim (D@, ,] — 48 @, 7]} = 0.

M=o
Zum Beweise beachten wir, daB bei beliebigem m und n die Funk-
tionen
p=0ap,+be,,
unter ¢ und b willkiirliche Konstante verstanden, den sidmtlichen Kon-
kurrenzbedingungen des Variationsproblemes aufler (15) geniigen, daf daher

Dle]=dH[¢]
gilt. Dies aber bedeutet wegen der Beziehungen (7), (8), (15)

a’D[p, ] +b’D[g, ] +2abD[e,, ¢,] >d{a*+b"+2abH[g,, ¢,]}

oder

2ab{D(9,, 9,] —dH[p,, 9,1} 2 a*(d — D[g,]) +b*(d — D[p,]).

Wiahlen wir hier a = b =1 bzw. @ = — b =1, so erkennen wir unmittelbar
wegen (20) die Richtigkeit der in (21) ausgesprochenen Behauptung.

Fiir eine spitere Anwendung (in Kap. IV) merken wir eine Erweiterung
des Begriffes der Minimalfolge an: Wir wollen na@mlich eine Funktions-
folge ¢, , @,, ... eine Minimalfolge (im erweiterten Sinne) nennen, wenn
bei den obigen Stetigkeitsvoraussetzungen neben der Gleichung (20) und
den Randbedingungen (17) fiir ¢ = ¢, die Relationen

(15a) limH[gp,]=1
(16a) limH [¢,, v,] =0

n=wo
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gelten. Auch fiir eine solche Funktionsfolge bleibt die Gleichung (21)
richtig. Man kann namlich ohne Schwierigkeit die Funktion ¢, durch eine
konkurrenzfihige Funktion @, approximieren, so dafl
lim H [, — 3,] = 0
und ferner fiir ¢ = @, (15), (16), (19) sowie
lim D[7,] —

gilt®).

Aus der Relation (21) ergibt sich folgender Satz iiber Minimalfolgen:
Jede durch lineare Kombination etner festen Anzahl k von Funktionen
der gegebenen Minimalfolge gebildete Funktionenfolge

p¥= Co P, T Cppp P+ - Cn, P>

fir welche H[p*]=1 gilt, ist eine neue Minimalfolge, wenn die Koeffi-
zienten ¢, absolut beschrinkt bletben .und die Indizes m; mit n dber
‘alle Grenzen wachsen.,

In der Tat folgt aus (21) unmittelbar hmD[(p*] =d, wihrend

andererseits die Funktionen ¢* allen Konkurrenzbedmgungen des Variations-
problemes geniigen.

§ 4.
Hilfssatz.

Zur weiteren Untersuchung der Minimalfolgen bedienen wir uns der
Tatsache, daf uns fiir ein Quadrat @ der Seitenlinge ! die Eigenfunktionen
der Differentialgleichung A4 + Au = 0 durch die Ausdriicke

1 nxrn TYym
i 51n—~-l~—-51 -1 (m,n=1,2,3,...)

gegeben sind; die zugehérigen Eigenwerte sind die Zahlen

" o 4 ).
Der GroBe nach geordnet wollen wir die Eigenwerte mit 1,,1,,4,,...,

die entsprechenden Eigenfunktionen mit wu,, %,, #,, ... bezeichnen.

Ist s eine auf dem Rande des Quadrates verschwindende Funktion,
welche in dem Quadrate stetig ist, stiickweise stetige Ableitungen besitzt
und fiir welche das Dirichletsche Integral Dq[s] iiber das Quadrat existiert,

%) Die Moghchkelt einer solchen Approximation ergibt sich durch ganz analoge
Betrachtungen wie die in Anm. ?) zitierten. Vgl. auch die Betrachtungen in Kap. IV,
8. 823, wo die Uberlegung durchgefiihrt wird.
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so driickt sich dieses Integral durch die Fourierschen Entwicklungskoeffi-
zienten
s, =Js-u,dedy = Hg[s, u,]
@

der Funktion s folgendermaflen aus:
(22) Do(s] = insi.
h=1

Der Beweis dieser bekannten Tatsache folgt am einfachsten, indem
man auf die partiellen Ableitungen s, und s, die Vollstindigkeitsrelation
in bezug auf das vollstindige orthogonale Funktionensystem der u, anwendet.

Wir stellen jetzt folgendes Variationsproblem auf: Es seien 0’,0”,..., 0®
p normierte®) orthogonale Funktionen im Quadrat @, welche sdmtlich am
Rande verschwinden, in @ stetig sind und stiickweise stetige erste Ablei-
tungen besitzen; unter allen solchen Funktionensystemen ist eines gesucht,
fiir welches die Summe der Integrale

D[o'1+D[o"]+ ... + D[o®] = [)[o]
moglichst klein wird.

Es gilt nun der folgende Hilfssatz 1: Das Minimum in dem eben
gestellten Variationsprobleme wird angenommen, wenn fiir die Funktionen
o die ersten p Eigenfunktionen von @ oder ein aus thnen durch eine
beliebige orthogonale Substitution hervorgehendes Funktionensystem ge-

wdhlt wird,; der Wert des Minimums ist gleich der Summe der ersten
p Eigenwerte, d. h. gleich A, + 2, + ... + 4,

Wir bezeichnen die Fourierschen Entwicklungskoeffizienten der Funk-
tionen o® mit o,;, (j=1,2,...; i=1,2,...,p), merken die Relationen

(23) : Oijzl (1/21,2,,27)

an und bemerken ferner, dall der Wert der Grofe D[o] sich nicht dndert,

wenn wir die Funktionen o® irgend einer orthogonalen Substitution unter-
werfen; ist niamlich

»
o“’=2t'ija)("’ (t=1,2,...,p)
=1

eine solche Substitution, welche die Funktionen o® in die orthogonalen
Funktionen w® iberfithrt, so wird wegen (8) und der Orthogonalitats-

relationen zwischen den Koeffizienten #;; offenbar Diol= D).

9) Normiert soll eine Funktion vy heilen, wenn H[yp] =1 ist.
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Nun kénnen wir die Funktionen o® stets einer solchen orthogonalen
Transformation unterworfen denken, dafl in dem Koeffizientenschema

04y 0gp -+ 0y,

0,y Ogy - - - 0,
041050+ -+ 0y

alle GroBen oberhalb der Diagonale verschwinden?); es wird also dann
‘wegen (22)

Dlol =0} + 403 + 2508 +...) + (0% +A0h + ..

+ (A0 + A0+ ...)+ ... .
Auf Grund der Relation 4,,, > 4, und der Beziehungen (23) ergibt dies
unmittelbar
Diol=i++ ... +4,

Setzen wir andererseits o® = u,, so wird offenbar der Wert
19

Diol=4+i+ ..+,
gerade erreicht, womit die Behauptung des Hilfssatzes erwiesen ist.

Wir merken noch an, dal die Summe 4, 41, + ... + 4, den asympto-
tischen Wers ?l;f p? besitzt, d. h. daB

lim hdd+.. .+, _ 2m
p=w p? l9

gilt, wie aus elementaren Betrachtungen bekannt ist?!); es gibt also gewil3
eine positive Konstante A derart, daB fiir alle p

(24) Ay A= A
gilt.

1) Wir denken uns etwa zundchst o’ durch eine lineare Kombination
o'=t,0 +t,0"+ ... +t,0® ersetzt, so daB o’ auf w,, 4y, ..., u, orthogonal
steht; hiermit sind fiir die p Koeffizienten f;; p —1 homogene Gleichungen gegeben,
deren stets geniigt werden kann. Sodann wird w” =1, 0’4 ... +1,,0® so bestimmt,
daB o” auf w’ und auf wu,, ..., u, orthogonal steht, was wiederum durch die stets
mogliche Auflésung von p —1 homogenen Gleichungen fiir die p Unbekannten ¢,,
geschieht, usw. Indem wir die Funktionen w(® normiert denken, haben wir das
behauptete Ergebnis.

1y Vgl. loe. cit. %), S. 33.
19
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§5.
Die Konvergenzeigenschaften der Minimalfolgen.

Von den Minimalfolgen unseres urspriinglichen Variationsproblemes
kénnen wir keinerlei unmittelbare Konvergenzeigenschaften erwarten; hierin
liegt die hauptséchliche Schwierigkeit der gestellten Aufgabe. Fiir die
Uberwindung dieser Schwierigkeit spielt nun folgender Satz die entschei-
dende Rolle:

Hauptsatz: Es gibt zu jeder Minimalfolge @,, @a, @y, ... eine ganze
positive Zahl p, so daf3 fir q> p das UnabhingigkeitsmafS von je
g Funktionen @, @ngs ..., Pn, der Folge mit wachsendem n gegen Null
konvergiert, falls im n, = oo 1st'?).

n=w

Die kleinste positive ganze Zahl p, fiir welche dieser Satz noch be-
steht, wollen wir die zur Funktionenfolge gehorige asymptotische Di-
mensionszahl'®) nennen. Wir konnen dann unseren Satz in der
schiirferen Form aussprechen: Die asymptotische Dimensionszahl jeder
Minimalfolge liegt unterhalb einer nur von dem Variationsproblem, nicht
aber von der speziellen Wahl der Minimalfolge abhdngigen Schranke.

Diese Sitze driicken aus, daf eine hinreichend grofe Anzahl von
Funktionen der Minimalfolge mit geniigend grofem Index ,,beinahe von-
einander linear abhingig sind.

Zum Beweise dieser Behauptungen nehmen wir an, die asymptotische
Dimensionszahl unserer Minimalfolge sei mindestens gleich der ganzen
Zahl v; dann gibt es also Gruppen von je » Funktionen ¢y,, @n,, ..., @,
n=1,2,38,...), deren Indizes mit » iiber alle Grenzen wachsen und
deren Unabhiingigkeitsmall oberhalb einer festen positiven Schranke «
bleibt. Die Funktionen jeder dieser Gruppen sind voneinander linear
unabhingig, lassen sich also orthogonalisieren; d. h. es gibt ein System
von »? Konstanten b (i,7=1,2,...,7), so da die Funktionen

(25) ‘P,’;’:izt{j(}?qj ('1;21,2,...,1’)
j=1

zueinander in G orthogonal und normiert sind. Wir behaupten, dal die
Koeffizienten #;;, welche ja noch von n abhingen, bei wachsendem =
samtlich beschrankt bleiben. Wire dies namlich nicht der Fall, so sei
bei geeignet groll gewahltem n etwa der Koeffizient £,, absolut genommen

12y Die Bezeichnung n, ist in dieser Arbeit so zu verstehen, daB »; irgendeine
positive ganzzahlige Funktion von 7 ist.

13) Die Bezeichnung Dimensionszahl soll auf die Analogie zu den Verhiltnissen
bei Folgen von Vektoren in einem endlich-viel-dimensionalen Raume hinweisen.



Differentialgleichungen der Physik. I. 291

oberhalb einer beliebig groB gewihlten Schranke, und es sei #,, absolut
genommen nicht kleiner als einer der anderen Koeffizienten ¢,;.
Indem wir die Gleichung

1=Hpk]=H| Dt 0]
j=1

durch tfl dividieren, erhalten wir eine Relation der Form

- 4 _[
e —H| S eon, ],
i=1

wobei die linke Seite mit wachsendem n gegen Null konvergiert, wahrend
die Summe ¢; + ... 4+ ¢! mindestens gleich 1 ist; das aber heilt, die
v Funktionen ¢, ..., ¢, besitzen bei hinreichend groBem n ein.beliebig
kleines Unabhéngigkeitsmal, entgegen der Voraussetzung, dall dieses stets
oberhalb der festen positiven Schranke « liegen soll. Mithin bleiben die
Koeffizienten #;; in den Gleichungen (25) bei wachsendem n beschrinkt,
und somit folgt durch Anwendung des Satzes aus § 3, dall auch die Funk-
tionen qo,’,';, nach wachsenden Indizes n geordnet, eine Minimalfolge des
Variationsproblemes bilden, dal also
(26) 1imD[(p,’,';]:d.
= A

Nunmehr betrachten wir folgendes Variationsproblem, das wir der
Abkiirzung halber mit Problem II bezeichnen wollen: Es soll ein System
von ¥ zueinander orthogonalen, im iibrigen noch den Bedingungen des ur-
spriinglichen Variationsproblemes geniigenden Funktionen ¢¥,..., ¢* ge-
funden werden, fiir welches der Ausdruck

D)=l + ... +D9}]
moglichst klein wird, wobei die Integrale natiirlich iiber das Gebiet G zu
erstrecken sind. Ob ein solches Minimum existiert, muf} auch hier dahin-
gestellt bleiben; jedenfalls -aber wird der Ausdruck J)[@*] eine untere
Grenze d, besitzen, und es gilt jedenfalls fiir diese Grenze

(27) d, =v-d.

Um dies letztere einzusehen, bedenken wir, daB die untere Grenze
beim Problem IT gewil nicht kleiner sein kann, als die untere Grenze,
welche sich ergeben wiiede, wenn wir im Problem II die Forderung der
Orthogonalitit der Funktionen ¢.* aufgeben wiirden; die so definierte untere
Grenze wire aber offenbar v»-d, und es ist also d, > v-d; andererseits
geniigen die Funktionsgruppen ¢ ¥ , .. ., (p:y den Bedingungen des Problemes I,

und es ist lim ) [¢¥]=»-d; somit folgt unmittelbar die Gleichung (27).
v 19
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Um fiir die Zahl » eine obere Schranke zu erhalten, denken wir das
Gebiet @ in ein Quadrat @ der Seitenlinge I eingebettet und betrachten
fiir dieses Quadrat das Variationsproblem des § 4, indem wir die dort als
p benannte Zahl mit » identifizieren. Wir bezeichnen dieses Problem
als Problem III. Das Problem II entsteht aus III, indem wir von den
zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen iiber die Bedingungen des
Problemes III hinaus fordern, daB sie in demjenigen Teile von ¢, welcher
aullerhalb @ liegt, identisch verschwinden, und auBerdem den Bedingungen
(16) aus § 3 geniigen. Mithin ist die untere Grenze d, beim Problem II
nicht kleiner als die beim Problem III, d. h. es gilt infolge des Hilfssatzes
von § 4

dy=v.d>22 + i+ ... +4,
wobei mit 4, wie in § 4 die Eigenwerte des Quadrates ¢ bezeichnet werden.
Nun ist die Summe 4, + ... 4 4, gem&B (24) groBer als 4»?, wo 4 eine
positive Konstante ist, also gilt

ved > A -v?
oder

(28) r<d

Wir haben also fiir die positive ganze Zahl » eine obere Schranke,
welche iiberdies nicht mehr von der speziellen Wahl der Minimalfolge des
Problemes I abhiingt, wie an der Spitze dieses Paragraphen behauptet wurde.

Der hiermit vollstindig bewiesene Satz fiihrt uns nun leicht zu folgen-
dem Theorem, auf welchem die weitere Durchfiihrung des Existenzbeweises
beruhen wird:

Awus einer Minimalfolge @,, @,, ... von der Dimensionszahl p lassen
sich p Mintmalfolgen
Y10 Wa,» ¥a0 -0 -

(29) Yipo Wa,0 Vgs v e
Vi, W, Wa,o e

herstellen, derart daf3 die Funktionen wyy (v=1,2,...,p) fiir jeden
Wert von n ein orthogonales Funktionensystem bilden und die Gleichungen

(30) liEnH[tp,,‘—ipm‘J=0 (t=1,2,...,p),
m—os
(31) hin D [Wn, - U’mi] =0

m=wo

befriedigen.
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Mit anderen Worten leistet der Satz eine Zerspaltung der Minimal-
folge der ¢, in p wesentlich verschiedene Minimalfolgen, deren jede die
Dimensionszahl 1 besitzt132),

Wir erhalten die Minimalfolgen (29), indem wir von solchen Gruppen
Prrs Prgs - - s Pry (n=1,2,8,...)

der urspriinglichen Minimalfolge ausgehen, von denen wir nach dem eben
Ausgefiihrten voraussetzen diirfen, dal jede ein System von p normierten
orthogonalen Funktionen bildet, d.h. daB die Gleichungen H[g, |=1,
H@n, ¢u] =0, F7;¢75=12,...,p) gelten. Ohne den Charakter der
Minimalfolge zu veréndern, diirfen wir die Funktionen jeder Gruppe einer
beliebigen orthogonalen Substitution unterwerfen, die wir nunmehr fiir jedes
n geeignet fixieren wollen. Es seien n und m zwei hinreichend groBe Indizes,
n < m; dann ist das Unabhangigkeitsma8 der Funktionen ¢,,,..., Py P,
(h=1,...,p) beliebig klein; es gibt also Konstanten c,, c,,...,¢p, Cpt1
derart, dal H[c,qn, =+ ...+ Cp¢n, — Cp+1Pm,] beliebig klein wird und
¢+...+etc =1 ist, dabei muf L
einer positiven von m und 7 unabhingigen Schranke bleiben, weil andern-
falls das Unabhéngigkeitsmal der Funktionen gy, ..., ¢, beliebig klein

absolut genommen oberhalb

werden wiirde, wihrend es doch den Wert 1 hat. Dividieren wir also
durch ¢, so ergibt sich, daB der Ausdruck H[ ¢y, — @y ¢n, — ... — @p Pn, ]
durch bescchriankt bleibende Konstanten a; bei hinreichend groBem m und »
beliebig klein gemacht werden kann; am kleinsten iibrigens, wenn

a,=-H [‘th: ‘Pni]
genommen wird. Setzen wir

Py = Oy Py Ay Py + - A ApPays
so folgt also

(32) lim H [@}, — ¢m,] =0 (h=1,...,p).

n=oo
m=o

Aus der Bemerkung am SchluB von § 1 entnehmen wir daher, daB die

Funktionen @}, in den Ausdriicken H [¢},, (p:i] bei hinreichend grofem

138) Den Sinn dieses Satzes und seines Beweises erfat man am besten an der
folgenden analogen Tatsache: Sind im dreidimensionalen Raume v, v/, v,, vf, ... un-
endlich viele Einheitsvektoren durch den Nullpunkt, so daB b, und b/ orthogonal
stehen und daB je drei der Vektoren mit hinreichend groBen Indizes ein Parallel-
epiped von beliebig kleinem Volumen definieren, dann. lassen sich die Vektoren v, v/
durch zwei andere orthogonale Vektoren u;, u!/ in derselben Ebene ersetzen, welche
gegen zwei Grenzlagen u, u’ konvergieren.
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m und n mit beliebig groBer Genauigkeit durch die Funktionen g, P
ersetzt werden diirfen, daB mit anderen Worten wegen der Orthogonalitit
der p Funktionen @, (h=1,...,p) auch die p Funktionen ¢, wenigstens
,,angendhert* ein orthogonales Funktionensystem bilden, d. h. daB} die
Gleichungen

limH g, ]=1, limH[ep:, Pad =0 (i47;467=12..,p)
n=x n=wo

gelten. Wenn wir also dieses Funktionensystem in der iiblichen Weise
vollends orthogonalisieren, indem wir ein orthogonales Funktionensystem
Pris Prgs -+ o> Py, einfiihren, dessen erste Funktion ,, sich von ¢, nur durch
einen konstanten Faktor unterscheidet, dessen zweite @,, eine lineare Kom-
bination von ¢, und @z ist, usw., so wird die lineare Transformation der
Funktionen ¢, in die Funktionen @,, sich von der identischen Trans-
formation bei geniigend groBen m und n nur beliebig wenig unterscheiden ;
es gelten somit auch die Gleichungen
(33) nli:riloH[tTnh~ Py ) = 0 (h=1,2,...,p).
m=w

Die orthogonale Transformation, welche die p Funktionen ¢y, in die p Funk-
tionen @n, Uberfiihrt, wollen wir mit 7', , bezeichnen; die Ausiibung dieser
Transformation, d. h. den Ubergang von den ¢, zu den @,, kénnten wir
das ,,Ausrichten* der Funktionen ¢, nach den Funktionen ¢, nennen.

Aus einer unendlichen Folge von orthogonalen Transformationen in
p Variablen kann man wegen der Beschrénktheit der Koeffizienten nach
dem Weierstraschen Hiufungsstellensatze stets eine konvergente Teilfolge
herausgreifen, d. h. eine Folge, bei der jede Gr6Be des Koeffizientenschemas
gegen eine entsprechende GréBe im Koeffizientenschema einer ,,Grenztrans-
formation konvergiert.

Wir betrachten nun das System folgender orthogonaler Transforma-
tionen:

T‘.’l
T31 TS‘J
T

Twi-oo Toneoo Top-t
Durch die Transformationen der A-ten Vertikalreihe werden die Funktionen
Pha> Phas - +> Phy hintereinander nach den Funktionen ¢, , @m,;- .-, P,

(m=h+1, h+2,...) ausgerichtet. Wir konnen uns nun nach bekanntem
Muster folgendermaBen eine Folge von wachsenden Indizes s,, s,, s;,...

ausgewihlt denken, so daB mit wachsendem % die Transformationen 7’5, ; jeder



Differentialgleichungen der Physik. I. 295

Vertikalreihe bei festem [ gegen eine Grenztransformation 7', konvergieren.
Zundchst wihlen wir aus den Zahlen 2, 3, 4, ... eine Teilfolge, welche
wirmit(1,1), (2,1), (3,1),... bezeichnen wollen, so aus, daB fiir u, =(%, 1)
die Transformationen 7', ; bei wachsendem % gegen eine Grenztransforma-
tion T, konvergieren; sodann wihlen wir aus den Zahlen (1,1), (2, 1),
(3,1),... eine Teilfolge, die wir mit (1,2), (2,2), ... bezeichnen, so aus,
daf auch die Transformationen T, fir ps=(h, 2) bei wachsendem %
gegen eine Grenztransformation 7', konvergieren, und fahren so fort.
Setzen wir nun s, = (h, h), so konvergieren offenbar die Transformationen
T,,, fiir jeden Wert von [ gegen die betreffende Transformation 7',.

Indem wir nun die Funktionen ¢,,, ®u,, ..., @, unserer urspring-
lichen Minimalfolge der orthogonalen Transformation 7', unterwerfen,
gelangen wir zu Funktionen, die wir mit v, , wa,,..., ¥, bezeichnen

wollen und von denen wir behaupten, dal sie die in denp(}leichungen
(80), (31) ausgesprochenen Konvergenzeigenschaften besitzen. In der Tat
folgt dies leicht aus Gleichung (33); denn die Funktionen [ welche noch
von dem Index m abhéngen, da sie aus den ¢, durch Anwendung der
Transformation 7', entstehen, konvergieren offenbar gegen die Funktionen

Yy,, Wenn m die Werte s,, s,, ... durchlauft; also gilt auch
(34) "li:rgH[y;nh—qamh]:O (h==1,2,..., p),

wobei wieder m auf die Werte 8 beschrinkt bleibt, wihrend fiir » auller
der durchweg gemachten Bedingung n << m keinerlei Beschrankung gefordert
wird. Sind nun n und r zwei hinreichend groBe Indizes, ¢ =s; ebenfalls
ein hinreichend groBier Index, ¢ >mn, t>r, so wird H [y, — ;] und
H [y, — @, ] beliebig klein, und hieraus folgt in der iiblichen Weise nach
§ 1, daB auch H [, — vy, ] beliebig klein wird, womit die Gleichung (30)
des behaupteten Theoremes bewiesen ist.

Um die Gleichung (31) zu beweisen, beachten wir, daB die Funk-
tionen vy, eine Minimalfolge bilden, daf also nach dem Satze von § 3

lim D ["/’n,,“‘ '/’m,,] = lim{D [‘/’n,,] + D[’/’mh] - 2D[l/}mha T/’n,,]}
m—w "o
= d-lim H [y, — ¥m,] =0
mew
wird.

Die Resultate der vorangehenden Betrachtungen, welche wohl schon
an sich ein gewisses Interesse besitzen, setzen uns nun instand, den
Existenzbeweis vollstandig durchzufithren und dariiber hinaus tiefer in die
Eigenschaften der Eigenfunktionen einzudringen. Wir werden das Ziel des

Existenzbeweises erreichen, indem wir an Stelle der bisher betrachteten
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beliebigen Minimalfolgen besondere Minimalfolgen konstruieren, welche i
@ abschnittsweise Differentialgleichungen vom Typus (1) geniigen und durch
Benutzung dieses Umstandes gestatten, aus den Relationen (30), (31) die
Konvergenz der Funktionen der Minimalfolge und ihrer Ableitungen selbst
zu beweisen; von der Grenzfunktion wird sich dann herausstellen, daB sie
die gesuchte Losung unseres Variationsproblemes ist.

Um den Beweis ohne Unterbrechungen durchfithren zu kénnen, wollen
wir im nichsten Abschnitt eine Reihe von Hilfsbetrachtungen voranschicken.

Kapitel IL
Hilfsbetrachtungen.

§ 6.
Hilfssiitze iiber die Integrale D und H.
Wir formulieren zunéchst die Greensche Formel der gewdhnlichen

Potentialtheorie in folgender, die iiblichen Voraussetzungen erweiternder
Fassung:

Hilfssatz 2. Es seten @, y zwei in G stetige und im Innern stiick-
weise mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehene Funktionen,
fir welche D[ @] und D[y] existieren; es moge wm Innern von G der
Ausdruck Ap noch stetig sein, wdhrend v die Randwerte Null besitzt;
dann g¢ilt die Greensche Formel

(85) D[, w]=—H[y, d¢].
Wir beweisen die Formel zundchst unter der Voraussetzung, dafl &
ein Kreis vom Radius R ist. Fiithren wir Polarkoordinaten  und ¢ um

den Mittelpunkt ein, so wird
R2n

” )}rdrdﬂ

Wegen der Schwarzschen Ungleichung und der Randbedingung v = 0 haben
wir, wenn B — r = h gesetzt wird und R < 27 ist,

R A R R

2 ([op(r,® , Y\ ay,v(r,ﬂ') h
(w(r,9)) —(f—Tr—dr> ghf@w— gff rdr,

7 T

also bei Integration nach ¢
2

(36) fy) (r,9)'a® <2 Dy[y] = Le,

wobei das Integral D,[v] iiber den Kreisring mit den Radien B und R — A
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zu erstrecken ist und einen mit & gegen Null konvergierenden Wert ¢,
besitzt. Es gibt ferner gewifl einen Zwischenwert »’ zwischen R und R — &
derart, daB bei Integration iiber den Kreis vom Radius »’

27

dp(r, M\ 17

) [(ere ran < 3
0
(r=r")

wird, unter 1#, ebenfalls eine mit » gegen Null konvergierende Grofe,
namlich D, [p], verstanden. Ersetzen wir in (36) r durch »’, so bleibt
die Ungleichung erst recht bestehen. Wenden wir nun auf den Kreis K,
mit dem Radius #* die Greensche Formel an, was wegen der iiber den Rand
hinaus reichenden Existenz der in betracht kommenden Ableitungen ohne
weiteres legitim ist, so folgt durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung
aus (37), (36)

2n 27 2n
2 P 2 N ? 2 ’
(Dg, [, 9]+ Hg, (v, 4p]) = ( [w = le") éfw‘-fdﬁ f(d—ﬂ rd9 < 5 6, M
(rir’) (rir’) (7:01")

Hierbei ist % beliebig; es konvergiert mi; abnehmendem A der Ausdruck
Dk, [y, 9] gegen D[y, ] und die GroBe ¢,-u, gegen Null. Somit ist
der Hilfssatz fiir einen kreisformigen Bereich bewiesen.

Ganz analog wiirden wir zu schlieBen haben, wenn die Berandung
von G aus mehreren Kreisen bestiinde.

Ist G kein Kreisbereich, so verfihrt man am kiirzesten'*), indem man
sich G auf einen Kreisbereich konform abgebildet denkt, was bekanntlich
stets moglich ist. Da bei einer solchen Abbildung die Integrale D[¢, ],
H[y,dp] in genau dieselben Integrale fiir den Kreisbereich iibergehen
und fiir diesen die Gleichung (35) bewiesen ist, so gilt sie ohne weiteres
auch fir G.

Die weiteren Hilfssitze dieses Paragraphen beziehen sich auf einen
Vergleich der Integrale D und H.

Hilfssatz 3. Es set ¢ eine auf dem Rande von G verschwindende,
in G stetige Funktion, fiir welche D[] existiert und kleiner als eine
Schranke M ist; es set ferner 2. ein Teilgebiet von G, dessen sdmtliche
Punkte vom Rande einen kleineren Abstand als & besitzen; dann ist das
Integral Hx [@] kleiner als eine nur von & und M abhdingige, mit ¢
zugleich gegen Null konvergierende Grdfie.

14) Will man den Abbildungssatz aus der Theorie der konformen Abbildung
nicht benutzen, so schlieft man am besten und ohne jede Schwierigkeit mit ganz &hn-
lichen Uberlegungen, wie sie beim Beweise von Hilfssatz 3 verwendet werden. Eine
Ubertragung auf mehr unabhingige Variable macht dann keine neuen Schwierigkeiten.
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Zum Beweise betrachten wir zunichst einen Randpunkt von G und
schlagen um diesen einen Kreis K mit dem — geniigend klein zu nehmen-
den — Radius h; das dem Kreise und G gemeinsame Gebiet heifle K;
filhren wir in dem Kreise konzentrische Polarkoordinaten r, ¥ ein und
beachten, daB bei hinreichend kleinem % jeder Kreis r < A den Rand von
@G trifit und daB ¢ in diesen Punkten r, 9,(r) verschwindet, so folgt aus
der Beziehung

&

o
(p(?‘,ﬁ): 55 dﬂ
o
sofort

o (r,d)< 2»{(%) 49
und durch Integration nach rdr

fqgﬂ(r, 9)rdr < 2n”(2—§-’)“rdmﬁ < 27%2 Dy ).
(K)

(Die Integrale sind hierbei stets so zu verstehen, daB sie iiber die in K
liegenden Teile des betreffenden Weges erstreckt werden.)
Integrieren wir nun noch nach ¥, so folgt die Relation

(38) H¢[p] <2n-22h" D¢[o],
also sicher erst recht
(39) Hi[p] < 4n* B M.

Nun bedenken wir, daBl wir gemaf den Vorbemerkungen in § 1 sicher
eine mit & gegen Null konvergierende GroBe % und eine Anzahl N von
Randpunkten P, des Gebietes @ finden konnen, derart daB N-A kleiner
als eine nur vom Gebiet abhingende Zahl C ist und daB das Gebiet 2, Teil-
gebiet desjenigen Teilgebietes §, von @ wird, welches G mit einem oder
mehreren der um die Punkte P; mit dem Radius % geschlagenen Kreise

K, gemein hat. Nun ist
N

Hy, [9] < Hs,[p]< SHy, (0],

=1
wobei die Summe iiber die N eben charakterisierten Kreise K, bzw. die
zugehorigen Gebiete K, zu erstrecken ist. Aus (39) und N-h < C folgt
nun sofort

Hs [p] <NB 4n’M < h-C4dn* M,
d. h. aber, der Hilfssatz ist bewiesen?).
15) Durch bessere Ausnutzung der Beziehung (38) lieBe sich das Resultat noch

verschirfen, bzw. von der Voraussetzung der Rektifizierbarkeit der Randkurve be-
freien; jedoch braucht hierauf nicht eingegangen zu werden.
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Hilfssatz 4. Es mdgen iber ¢ die Vorausseizungen des Hilfs-

satzes 3 gelten; und es sei S ein in G gelegener rechteckiger Streifen von
der Breite h, dann ust

(40) Hs[p]<h-C,
wo C eine nur von M und dem Gebiet G abhdngige Zahl bedeutet.
Beweis, Die Punkte des Streifens S mogen etwa durch die Beziehungen
—a-Zx<a, 0<y<h
charakterisiert sein. Es sei P,(x,y) ein Punkt von S, und P ein Schnitt-

punkt der durch P, gehenden Geraden y = konst. mit dem Rande von @,
so dal PP, ganz in ¢ liegt. Dann ist

P r
9 o 2 a 2
pw vl = ([ ay) <B[(2) ay,
alSO P, Py

wo E die maximale Entfernung zweier Randpunkte von G bedeutet; somit
ergibt sich
(40) Hs<h-E-M=h-C,
q.e. d.
§7.
Hilfssitze iiber die Differentialgleichung A¢ + 2¢ + f=0.
Es seien f,, f,,... sowie ¢, @,, ... in einem Gebiete B stetige, bis

zur zwetten Ordnung stetig differenzierbare Funktionen, und es gelte in
B gleichmdfig

(42) lim f; = f.
j=»
Es seien ferner iy, i,, ..., A Konstanten, fiir welche
(48) lim 4, =
=
gilt; die Funktionen ¢, mogen der Differentialgleichung
(44) Ado;+ g+ =0
sowie den Bedingungen
(45) lim H [¢; — ¢;] =0
i
(45a) lim D[, — ¢,] =019
iz

%) Die Bedingung (45) ist iibrigens eine Folge der Bedingung (45a), wie sich
leicht aus den vorangehenden Entwicklungen ergibt.
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gentigen. Dann konvergieren die Funktionen ¢, in jedem ganz im
Inneren von B gelegenen Teilgebiet gleichmdfig nebst ihren Ableitungen
gegen eine Grenzfunktion ¢ bzw. deren Ableitungen, und es gilt

(46) Ap+ip+7—0.
Dem Beweise werde folgende Bemerkung vorausgeschickt: Bedeutet

r den Abstand V (x — £)° + (y — 17)2 und ist K (r) diejenige Losung. der
Differentialgleichung 4 K + K = 0, welche die Form hat

1
K:ﬂlogr—kS(r),

unter 8 (r) eine iiberall fiir endliches r mit ihrer ersten Ableitung stetige
und fiir r == 0 reguldre analytische Funktion von r verstanden, so geniigt
die Funktion

w(w,y)=£)fK(M)f(§,n)d§dn

der Differentialgleichung
Aw -+ Ao+ f=0.

Wir beachten ndmlich, da K (Air) der Differentialgleichung
AK(Ar)+AK(Ar)=0,

S(z,y) also, wegen Alogr =0, der Differentialgleichung

(47) 48+ (8 + 5 log A7) = 0

geniigt. Wir setzen
w=0uo+w",

w' = ;—nfflog Arf(&,n)dédy, " :?Lj!S(lr)f(E,n) dédy.

(B)
Nach der klassischen Potentialtheorie ist

Ao+ f=0.
Ferner wird

Aw"z(fB)fAS(u)f(g,n)dsdq =— 1{3)]K(zr)f(5,n)d§dn s —lw.

Also 1st wirklich
(48) Adw -+ iw -+ f=0.

Nunmehr definieren wir
w,.:‘(f;_)fK(lir)ﬁ(g“n)dédn.

Dann folgt unmittelbar die in B gleichmiBige Konvergenz der Funk-
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tionen w, sowie der ersten Ableitungen gegen eine Grenzfunktion  und
deren Ableitungen. Es ist also gewiBl
limH[w;— w;] =0, limD[w;, — ;] = 0.

§=® t=®
= j =

Setzen wir ¢, = w,+ y;, so wird daher wegen (44), (48)

(49) Agi+ 42,=0,

(50) lim H [y, — 7] =0,

(51) _limD[li—Zj]zo'
i=w

Bekanntlich 17) gilt fiir jede Losung w der Differentialgleichung
do+Alo=0
der sogenannte Mittelwertsatz

J(ir)w(z,y) zofnwdﬁ,

wobei J(t) die nullte Besselsche Funktion von ¢ bedeutet, das Integral
iiber eine Kreisperipherie vom Radius r um den Mittelpunkt (,y) zu
erstrecken ist, und mit ¢ wieder der Zentriwinkel nach dem Mittelpunkt
bei beliebiger Anfangslage bezeichnet wird. Es wird also nach Multi-
plikation mit » und Integration zwischen den Grenzen 0 und R

R
(52) w(x,y).ufJ(n)rdr :(1{1{)@(5,17)(15 dy,

wobei das Integral rechts iiber den Kreis Kg (r < R) zu erstrecken ist.
Wegen der Konvergenz der 4, kénnen wir in der hieraus folgenden Gleichung

(53) 18 n) [ (ir)rdr =[] 7w, y)dwdy

R
R von i unabhiingig so wahlen, daB [J(4,7)rdr oberhalb einer festen,
0

von ¢ unabhingigen Schranke bleibt®), und zugleich diirfen wir fiir alle
Punkte eines ganz im Inneren von B liegenden Teilgebietes B’ denselben
Wert von R wihlen. Nunmehr folgt aus (53), (50) unmittelbar

R R
lim |y, (&,9) [J(4,7)rdr — 1, (&, ) [ J(Ar)rdr|" <limR nH [y~ 2;]=0,
i=o 0 0 i=oo
j=o j=mw

17) Vgl. etwa Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen der Physik, 2. Band,
S. 282.
%) Dies ergibt sich nnmittelbar aus der Gleichung J(0)=1.
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und zwar gilt diese Relation gleichmaBig fiir alle Punkte von B’. Wegen

R
der Konvergenz der Zahlen A, und damit der Ausdriicke [J (1,7)rdr folgt
0

hieraus die gleichmifige Konvergenz der Funktionen y, in B’
Genau ebenso ergibt sich unter Benutzung der Gleichung (51) die
0x. 0y,
gleichméifBige Konvergenz der partiellen Ableitungen (a% und 5%, welche
ja ebenfalls der Differentialgleichung 4w + Aw = 0 geniigen.
Nun gilt, wenn I irgendeine mit stetiger Tangente versehene ge-
schlossene, ein im Inneren von B’ liegendes Teilgebiet B” abgrenzende

Kurve bedeutet, wenn mit s die Bogenlinge auf dieser Kurve, mit a% die

Differentiation nach der inneren Normale bezeichnet wird, fiir jeden inneren
Punkt von B”
1 9z aK ()]
(54) ' B a5 i),
bi
wobei das Integral iiber die Kurve I' zu erstrecken ist?). Da man in
dieser Darstellung fiir jedes ganz im Inneren von B” liegende Teilgebiet B"”
nach & und % beliebig oft unter dem Integralzeichen differenzieren darf,
7 oy,
so folgt aus der gleichméBigen Konvergenz von y, und 5{’ sowie ;3% auf
I' fiir B” die gleichmiBige Konvergenz samtlicher partiellen Ableitungen
von yz,; mithin gilt fiir die Grenzfunktion y = lim y; wieder die Differential-
I=%

gleichung 4y + 1y = 0 und daher fiir ¢ = w + 7 die Differentialgleichung
Ao+ Ao+ =0, womit der behauptete Satz bewiesen ist.

Ubrigens zeigt (54) unmittelbar, daB die Funktionen y; ebenso wie
% unbeschrinkt differenzierbar sind, wéhrend fiir w;, ® dies nur gilt, wenn
iiber f;, f entsprechende Voraussetzungen zutreffen, etwa wenn diese Funk-
tionen selbst unbeschrinkt differenzierbar sind. Sind die f,, f analytische
Funktionen von z und y, so gilt dasselbe von den ¢, und von ¢.

§8.

Losung eines Variationsproblems fiir Rechtecke.

Um das dieser Arbeit zugrunde liegende Variationsproblem zu lésen,
machen wir uns den Umstand zunutze, daBl wir ein analoges Problem
elementar beherrschen, wenn an Stelle des Bereiches G ein beliebiges
Rechteck??) B tritt. Wir formulieren das betreffende Variationsproblem
folgendermalien:

19) Vgl etwa loc. cit. %), S. 280.

20) Man konnte statt der Rechtecke ebensogut etwa Kreise betrachten und in
den spiteren Uberlegungen zugrunde legen.
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Es seien R ein Rechteck der xy-Ebene, v,,w,,...,, gegebene,
voneinander linear unabhingige analytische Funktionen im Rechteck, f eine
stetige Funktion des Ortes auf dem Rande von R; es mdge ferner die
Funktion f so beschaffen sein, dal es eine in R stetige und mit stiick-
weise stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion ¢,
gibt, welche die Randwerte [ besitzt und deren iiber R erstrecktes In-
tegral D [@,] einen endlichen Wert hat. Wir suchen nun eine Funktion ¢,
welche dieselben Randwerte besitat, ebenfalls in R stetig und zweimal
stiickweise stetig differenzierbar ist, den Bedingungen

(55) Hlp]l=u«
(56) Hlp,v,]=8, (h=1,...,1)

geniigt und fiir welche D[¢] moglichst klein wird; dabei bedeuten «
und B, solche gegebene Konstante, daB die Gramsche Determinante
A{@,v,, ..., v}, deren Wert nach Vorgabe dieser Konstanten festliegt,
von Null verschieden ist?!).

Um dieses Problem zu 16sen, schicken wir voraus, daf wir die Eigen-
werte und Eigenfunktionen 1,, 4,,... und %, %,, ... des Rechtecks fiir
die Differentialgleichung (1) bei der Randbedingung u = 0 explizite kennen

(vgl. § 4), und zwar sind, wenn @ und a’ die Seitenlingen des Rechtecks
m? \

bedeuten, die Eigenwerte durch die Ausdriicke =? <F -+ g,—i) , die Eigen-

funktionen durch die Ausdriicke Z&l? sin '—n;mf sin n:,y gegeben, und es gilt
iibrigens die asymptotische Gleichung

(57) Iy~ A,

wenn wieder 1,, 4y, ... die Reihe der nach ansteigender GrofBe geordneten

Eigenwerte bedeutet. Die Funktionen u,(x,y) bilden, wie aus der Theorie
der Fourierschen Reihen bekannt ist, ein vollstindiges normiertes ortho-
gonales Funktionensystem fiir das Rechteck RE.

Es sei nun p(z, y) die in R regulire Potentialfunktion, welche die
Randwerte f besitzt; bekanntlich?®?) existiert D[p] (und ist nicht groBer
als D[¢,]). Setzen wir ¢ = p- y, so besitzt y nunmehr die Rand-

21) Diese letzte Bedingung ist offenbar vollig naturgemié; wiirden nidmlich die
Konstanten ¢ und §; so gegeben sein, daB das Unabhingigkeitsma der Funktionen
@, vy, ..., v; verschwinden muB, so wiirden von vornherein die Funktionen ¢, v,, v,,
..., ¥ linear abhiingig voneinander sein miissen.

22) Vgl. etwa Hadamard, Bull. Soc. math., France 34 (1906), oder Courant,
Journal f, Math, 144 (1914), S.190ff.
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werte Null. Aus der Greenschen Formel des vorigen Paragraphen folgt
Dy, p]l =0, es ist also
D[¢]=Dly}+ D[p]-

Wir konnen daher statt der Forderung, D|[¢] zum Minimum zu machen.
auch die Forderung: D [y] = Min. aufstellen.

Wir gehen von unserem Variationsproblem zunichst zu einem ein-
fachen Minimumproblem fiir unendlich viele Variable iiber, um dann von
dessen Losung zuriickzuschlieBen. Zu diesem Zwecke setzen wir

Hlvy, = £
["/ ’U/k] k (k=1,2,3, )
H(p, uw]=p, _
i (i=1,2,...,10)
Hiv,u,]=0v®,

und haben dann zufolge der Vollstandigkeitseigenschaft der Funktionen u,

D ['P] :Zlk El?
k=1

Hlp]= D (&,+ )’

k=1

48

Hip,v]=_(&+ p,) v

k=

—-

Hierbei ist zu bemerken, daB die Summen H[p] =Z p? und
® k=1
] = vl konvergieren. Setzen wir noch 7, = V7, £,, so entsteht
k=1
das Minimumproblem

Hiv

k=1
& ?

(58) Fip)=2 (e 1p,) =a,

k=1 \/1k

()= (M @ —=1,2 l

(59) Gi(n)= X (Jtm)olf =p  (=12....0).

k=1 V4 :

Dieses 1aBt die Existenz eines Ldsungssystems #,, 7,, ... leicht er-

kennen. Ist niamlich d die untere Grenze der Werte, welche D(7) bei
Variation der Werte unter Beriicksichtigung von (58), (59) annehmen
kann, so gibt es Stellen 5®, ®, 9@, ... (t=1,2,...) derart, daB

lim D(9p®)=4d

t=x
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ist, und daB die Werte lim 5=y, existieren®). Aus F(y@)=« und
t=x

G,(n®) =B, folgt fast unmittelbar *)

Es ist ferner

h h I
D, (n) :27 7z = lim Zn,g‘)”g lim Z;?;ct)”____ d.

k=1 t=o p.y t=o
Daher ist auch

D (1)~ lim D, (1) < d.

Da aber notwendig D (n)>d ist, so folgt D(n)=d, d. h. das Wert-
system 7,, 9y, 9y, ... l0st unser algebraisches Minimumproblem. Nach-
dem die Existenz dieser Losung erkannt ist, folgt genau wie bei endlich
vielen Variablen die Existenz von nicht gleichzeitig verschwindenden, nur
bis auf einen willkiirlichen gemeinsamen Faktor bestimmten Konstanten
Moy Ay Mgy Moy «-vy iy, 80 dall

{60) /"olkfk+l(§k+pk)+2ﬂi’vl(ci):0 (k=1,2,3,...)

=1

bzw., wenn nicht gerade u,i, 4 1 =0 ist,

(61) oo —

gilt. Wegen der Voraussetzung des Nichtverschwindens der Gramschen
Determinante 4 {g, v,, ..., v,}, deren Wert ja durch die Daten des Pro-
blemes gegeben ist, kann die GroBe u, nicht verschwinden?$). Wir
diirfen also u, =1 setzen. Nunmehr folgt aus (61) und (57), daBf wir

23) Die Moglichkeit, aus einer Folge von Stellen mit beschrinkter Quadratsumme
der Koordinaten eine ,konvergente Punktfolge “ auszuwihlen, bildet den Inhalt des
ohne weiteres auf unseren Fall iibertragbaren Weierstraflschen Héufungsstellensatzes.

Vgl. die iiblichen Darstellungen in der Theorie der quadratischen Funktionen von
unendlich vielen Variablen.

24) Namlich durch Beriicksichtigung des Umstandes, daf die GréBen 4, mit %
iiber alle Grenzen wachsen.

23) Wenn wir ndmlich unter der Voraussetzung p,=0 die Gleichungen (60) mit
& PR bzw. v]f:“ multiplizieren und iiber ¥ summieren, so erhalten wir fiir die nicht

sdmtlich verschwindenden !+ 1 GréBen 4, u,, gy, ..., #; ein homogenes Gleichungs-
system von [-+1 Gleichungen, dessen Determinante gerade die Gramsche Determi-
nante A{¢,v,,...,v,} ist; dies ist aber wegen ihres Nichtverschwindens nicht
moglich.

20
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£ = ‘—zkh setzen diirfen, wobei E a; konvergiert. Daher wird die Reihe
k=1
(62) y(z,y) =2§k“k(xay)
k=1

wegen der Beschrinktheit der Funktionen 4, absolut und gleichméBig
konvergieren; denn es ist

’

m’ a m m’ 1
()16,m,]) <Konst Yai- 3 -:.
k=m k=m kzmk

Die Reihe (62) stellt somit eine im Rechteck R stetige Funktion
mit den Randwerten Null dar. Wir behaupten, daf diese Funktion das
urgpringliche Variationsproblem dieses Paragraphen st und daf die
Lésung ¢ = p -+ v der Differentialgleichung

l
(63) dgp+ig+ D mv,=0

i=1

geniigé. Um dies zu zeigen, bilden wir mit der aus den Elementen bekannten,
zu den Randwerten Null gehérigen Greenschen Funktion G (z, y; &,7) des
Ausdruckes Awu fiir das Rechteck R die Funktion

l
v (@, y) == [ 6@y &n) (10 (En) + X o (&,m) e dn.
t=1

Einerseits ist wegen der Grundeigenschaft der Greenschen Funktion

l
Aw*(x,y)+l¢(x,y)+2mv¢ (z,y)=0.

Andererseits gilt wegen der Vollstédndigkeitsrelation aus der Theorie der
Fourierschen Reihen

® l
vi(ey) == [ Gu e dedy [ipEn) + 3 mo(em|u (& mdedy
=1 =1

- *kz: M%@ [l(Ek_}— pk)‘f‘Z/‘t”Iﬁi)} )
= i=1

d. h. wegen (60), (62)
W=y,

Da nun 4p =0 ist, so haben wir unsere Behauptungen bewiesen.
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Kapitel I1L

Der Existenzbeweis fiir die Losungen des
Eigenwertproblemes.

Wir wenden uns nun, ankniipfend an Kapitel I, zur weiteren Durch-
fiithrung des Existenzbeweises. Dabei diirfen wir gem#fl dem im Satze
des § 5 auf S. 292 ausgesprochenen Ergebnis von vornherein eine Minimal-
folge der asymptotischen Dimensionszahl 1 zugrunde legen, d. h. eine

Minimalfolge ¢,, ®,, @4, ..., fir welche die Relationen
(64) lim D[y, — ¢;] =0,

=

j=m
(65) lim H g, — g;] = 0

jm
gelten

§ 9.

Eine Eigenschaft der Minimalfolgen.

Wir beweisen zunichst eine fiir das folgende wichtige Eigenschaft der
Minimalfolgen unseres Problemes: Es kann keine Minimalfolge auferhalb
etnes ganz vm Inneren von G liegenden Rechteckes R identisch wver-
schwinden. Wire dies fiir die obige Minimalfolge der Fall, so konnten
wir beliebig viele voneinander linear unabhéngige Losungen des Variations-
problemes von § 3 konstruieren. Es sind némlich fiir das Rechteck R
alle Voraussetzungen des § 8 erfiillt, indem fiir o der Wert 1, fiir die g,
die Werte Null treten und sich fir 4{¢p, v, ..., v,} sofort der Wert 1
ergibt. Wir kénnen also fiir das Rechteck B das Variationsproblem des
§ 8 losen, indem wir als Randwerte die Werte Null nehmen; da die untere
Grenze bei diesem Variationsproblem mit der unteren Grenze d des ur-
spriinglichen Problemes I von § 3 wegen des identischen Verschwindens
der Funktionen ¢, auBerhalb R iibereinstimmt, so gibt es also eine Funk-
tion ¢, fiir welche D[¢@]=4d ist, welche auBerhalb R verschwindet, die
allen iibrigen Bedingungen des Variationsproblemes I aus § 3 geniigt und
welche in R die Differentialgleichung

!
A‘P+7~‘P+Z/‘i”i=0
i=1

mit gewissen Konstanten A, u, befriedigt; die Funktion ¢ ist also in R
analytisch; sie 16st iiberdies das Variationsproblém des § 3.
Sind nun R’, R”, R”, R¥, ... weitere Rechtecke, von welchen

jedes das vorangehende ganz im Inneren enthilt, aber noch ganz im
20*
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Inneren von @ liegt, so gehoren zu diesen ebensolche Funktionen ¢’, ¢”,
¢"”’, ...; alle diese Funktionen sind Losungen unseres urspriinglichen
Variationsproblemes, und alle sind voneinander linear unabhingig; denn
aus einer Relation cop 4 ¢ ¢’ + ...+ c@p@=0 mit konstanten Koeffi-
zienten ¢® wiirde sofort folgen ¢@ = 0, da in dem zwischen R~ und R?
liegenden Gebiete die Funktionen ¢, ¢’, ..., @@= identisch verschwinden,
nicht aber die Funktion ¢@. Nehmen wir ¢ solcher Rechtecke, so haben
wir in der Funktionenfolge ¢, ¢', ..., p@; @, @', ..., p@; ¢ ... eine
Minimalfolge der Dimensionszahl ¢ + 1, was nach dem Satz von § 5, S. 290
bei beliebig grolem ¢ nicht moglich ist. Somit haben wir die aufgestellte
Behauptung erwiesen.

§ 10.
Konstruktion einer Grenzfunktion.

Mit Hilfe der Minimalfolge ¢,, @,, @;, ..., welche keineswegs selbst
zu konvergieren braucht, wollen wir uns nun eine Grenzfunktion u fiir @
konstruieren, von welcher sich dann zeigen wird, dall sie die gesuchte
Losung unseres Variationsproblemes darstellt. Wir gehen dabei schritt-
weise vor und beginnen damit, eine Einteilung von G in Rechtecke zu
treflen. Wir denken uns némlich das Gebiet G derart mit einer Folge
von Rechtecken R,, R,, R,, ... iiberdeckt, dal jeder Punkt von G innerer
Punkt mindestens eines Rechteckes wird und dal jedes ganz im Inneren
von @ liegende Gebiet @™ nur mit endlich vielen der Rechtecke R, Punkte
gemein hat. Wir konnen also, indem wir von einem beliebigen Rechteck
der Einteilung ausgehen und an dieses der Reihe nach neue Rechtecke
anhéngen, deren jedes mit mindestens einem der vorangehenden gemein-

same innere Punkte besitzt, nach endlich vielen Schritten ein vorgegebenes
Teilgebiet G* iiberdecken.

1. Auswahl eines Rechteckes. Es muf unter den Rechtecken
jedenfalls eines, R, geben, fiir welches das Unabhdingigkeitsmafl der
Funktionen ¢,;, v,,v,,...,v, bet wachsendem ¢ oberhalb einer festen,
positiven, von 1 unabhdngigen Schranke blesbt. Wir fiilhren den Beweis
hierfiir wieder indirekt. Angenommen, es gidbe fiir jedes beliebige der
Rechtecke bei hinreichend groflem ¢ Konstanten ¢,, c,, ..
Quadratsumme 1, so daB

., ¢, mit der

) 1
Hg [coqo,- -—Z Cy v,,}

r=1
beliebig klein wird, dann kann der Koeffizient ¢, nicht, absolut genommen,

unter jede Grenze sinken, denn sonst wire das UnabhingigkeitsmafBl der
Funktionen v, v,, ..., v, fiir R beliebig klein, d. h. aber Null, was un-
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moglich ist, da die v, analytische, in keinem Gebiete voneinander linear
abhéingige Funktionen sind. Wir konnen also, indem wir durch ¢ divi-
dieren, auf die Existenz von ! mit wachsendem ¢ absolut genommen be-
schriankt bleibenden, im iibrigen von ¢ abhéngigen Konstanten a,, a,, ..., @,
schlieBen, derart, dafB

(66) lim Hy |, — ZI‘ @] =0
i=» v=1

gilt. Ist nun R’ ein weiteres Rechteck, welches mit R das Gebiet B
gemein hat, so muB es auch, zufolge unserer Annahme, ebensolche Kon-
stante a,” geben, derart, daB

(67) lim Hy' | g, — > al,| =0
i= »=1 g

wird. Es gilt also erst recht

! ) .
lim Hy g, — Y avv,| =0,  lmHylp,— Y aln]=0,
i=® y=1 1= y=1

und hieraus folgt in der gewohnten Weise, wenn wir b, = a, — a, setzen,

lim Hp (Zl’bfuj —0.
= v=1

Da nun die Funktionen », in B ein positives Unabhéingigkeitsmal3 haben,
so muB lim b, = 0 sein. Wir diirfen daher in (67) die Zahlen a, durch a,

ersetzen. Indem wir nun weiter durch Anhéngung einer Anzahl N von
Rechtecken ein vorgegebenes Teilgebiet G* von @ iiberdecken, schlieBen
wir auf die Existenz von beschrinkt bleibenden, noch von ¢ abhéngigen,
Konstanten a,, a,, ..., a,, fir welche

1

lim Hg* |, — D) a,v,| =0,

= r=1 ’
der Ausdruck links in dieser Beziechung also bei hinreichend groBem ¢ be-
liebig klein ist. Nun kénnen wir aber nach Hilfssatz 3 das Gebiet G* so
wahlen, daB fiir den iibrigbleibenden Teil & der Ausdruck Hs[¢;] be-
liebig klein wird; da die Konstanten g, beschrinkt sind und die Aus-
driicke Hy[v,] ebenfalls gleichzeitig mit Hs[¢q,;] beliebig klein gemacht
werden konnen, so kann zufolge der Relationen (5), (7) aus § 1 auch

!

Hx[Ya,v,— ¢;] beliebig klein gemacht werden. Es miilte daher

v=1

!

He [, *:_71ayv,,] selbst bei hinreichend groBlem ¢ beliebig klein werden.
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Nun ist aber wegen (15), (16), (18)

- l -
HG[¢i*2avvz‘J=1+2a?,
y=1 =1

was ersichtlich einen Widerspruch bedeutet.

Ist nun R ein Rechteck, fiir welches bei gewissen beliebig groBl wiahl-
baren Werten von ¢ das UnabhingigkeitsmaB der Funktionen ¢,, v,, ..., v,
oberhalb einer positiven Schranke, etwa 2 y2, bleibt, so gilt entsprechendes
fiir jeden hinreichend grofen Wert von 4, wie unmittelbar aus der Be-
ziehung (65) und den SchluBbemerkungen in § 1 hervorgeht.

Wir denken uns nunmehr ein solches Rechteck R ausgewihlt, fiir
welches das Unabhingigkeitsmall der Funktionen ¢, v,, ..., v, bei wach-
sendem ¢ oberhalb einer festen Schranke 2y? bleibt; dann gilt nach § 2
fiir die Gramsche Determinante die Ungleichung

Ar{@;, vys U,y - -1y v} = (2},2)l+1 —9p.

Ist nun R’ ein im Inneren von R gelegenes, zu R parallel orientiertes
Rechteck, dessen Seiten von den entsprechenden Seiten von R einen Ab-
stand A besitzen, dann 188t sich zufolge des Hilfssatzes 4, S. 299, und
der Beziehungen (5), (7) die Zahl 4 so klein wahlen, daB fiir den zwischen R
und R’ liegenden Bereich B unabhingig von ¢ die Beziehung

Hlcop,+cyv,+...+¢v]<y?

gilt, wie auch immer ¢,, c,, ..., ¢, unter der Bedingung ¢+ ... ¢? =1
gewihlt werden. Dann aber muB fiir R’ gelten

(68) Hy [eo;+cyv, + ...+ o] =7°

und zufolge § 2

(69) AR {@; vy, Vg5 - v 2 PP =g,

wo e eine von 7 unabhingige positive Schranke bedeutet. Beide Un-
gleichungen (68), (69) diirfen nach § 2 erst recht als giiltig angesehen
werden fiir jedes in R liegende Rechteck R”, dessen Seiten von denen
von R einen kleineren Abstand als % besitzen.

2. Vorbereitung des Konvergenzbeweises. Nach diesen Vor-
bereitungen ,,gldtten wir die Funktion ¢, fiir das Rechteck R, indem
wir fiir dieses Rechteck das Variationsproblem des § 7 l6sen; hierbei sind
die in § 7 als ¢ und B, bezeichneten Grofen mit den Zahlen Hpy[g;]
bzw. Hg[@;,v,] zu identifizieren und als Randwerte f die von ¢, auf dem
Rande von R angenommenen Werte zu nehmen. Da hier alle Voraus-
setzungen des § 7 erfiillt sind, so erhalten wir als Lésung in B eine ana-
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Iytische, auf dem Rande mit ¢, iibereinstimmende Funktion v, sowie
Konstante 4;, u; ;, -.., #; ;, so daB in R die Differentialgleichung

l
(70) Aw,-Jrlin—Zm,wv:O

v=1

und die Beziehungen
(1) Hgly,)=Hzle;], Hzlyiv]=Hzrleiv], Drly]< Drle]

gelten. Wir setzen v, iiber R hinaus in das ganze Gebiet @ fort, indem
wir y, auBerhalb R mit ¢, identifizieren; offenbar erfiillen dann die Funk-
tionen v, (¢=1, 2,3,...) alle Bedingungen des urspriinglichen Va-
riationsproblemes I aus § 3 und bilden, da aus (71) die Ungleichung
Dy,) < D[g,;] folgt, wieder eine Minimalfolge. ~Wir behaupten, daf
diese ,,im wesentlichen mit der Minimalfolge der ¢, identisch ist, indem
die Relationen gelten:

(72) lim H[p; — ;] =0,
(73) lim D [@; — ;] =0,

aus denen sofort auf Grund von (64), (65) die weiteren

(74) lim H [y, — v;] =0,
j=o

(75) lim D[y, — ] =0
==
nach der iiblichen SchluBweise folgen. Zum Beweise nehmen wir an, es
giibe beliebig groBe Werte 4,, 4,, ¢, ..., fiir welche a’= H [, —y,]>a?
bliebe, unter a® eine feste positive Konstante verstanden, dann wiirden
Py, — Vi,
ak
S. 287, eine Minimalfolge bilden; nach dem Ergebnis von §9 ist dies
aber unmoglich, da die Funktionen y, sémtlich auBerhalb R identisch
verschwinden. Aus der so bewiesenen Gleichung (72) folgt nun mit Hilfe
der Relation (21) aus § 8 in der iiblichen Weise (73), womit dann auch
{74) und (75) bestitigt sind.
Wir merken noch an, daB auf Grund von (71) die Ungleichungen (68),
(69) sofort in

{68a) Hylcow, +c,v,+ ... +¢v] =72,

{69a) A {y;, vy, .., vy =€
iibergehen.

die Funktionen y, = (k=1,2,3,...), nach dem Satze aus§ 3,
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3. Konvergenzbeweis fiir ein Rechteck. Nunmehr wenden wir
uns zum Konvergenzbeweise fir die Funktionen vy, im Rechteck R, indem
wir folgende Behauptung voranstellen: Die Konstanten u, ,, ..., u; , und
4; konvergieren gegen Grenzwerte u,, u,, ..., #, und 1; die Funktionen y,
konvergieren nebst ihren Ableitungen in jedem ganz innerhalb R liegenden
Gebiete gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion w bzw. deren Ableitungen,
fiir welche die Gleichung

1
(76) Au—{~lu—}—2yvv,,{:0

r=1

gilt.
Dem Beweise schicken wir die folgende Bemerkung voraus: Ist y
irgendeine in G stetige Funktion, deren Integral D[y] existiert, so gibt

es unter den zwischen B und R’ gelegenen Zwischenrechtecken B” gewiB
eines, fiir welches die Ungleichung

ox\? D :
[l (2 oo 2
(B")
gilt, wobei das Integral links um den Rand des Rechteckes R’ herum-
erstreckt und mit s die Bogenliange auf diesem Rande bezeichnet werden soll.
In der Tat sei 8 ein Streifen, welcher aus R durch zwei Parallelen
im Abstande h, etwa die Geraden y =0 und y = h herausgeschnitten
wird. Wegen

o[2]1= Dy 1] fdy [ x)—f—(”;)}dx

muf} es in dem Streifen § eine Gerade y = konst. geben, fiir welche das

iiber ihren ganzen Verlauf in G erstreckte Integral f { oz 2+ <%>q} dx einen

Wert nicht grofer als P[l ! besitzt; diese Uberlegung, auf jedes der vier

Seitenpaare von R und R angewandt, gibt sofort die Richtigkeit unserer

Behauptung. Bezeichnen wir wieder mit 9 die Differentiation nach der

ov

inneren Normale der Begrenzung von R”, so gilt also erst recht
Z4% Dz
(77) f ('5;) ds g 4 Ty

(B")
Wir wenden diese Bemerkung nunmehr an, indem wir R” zum Index ¢
so wahlen, da8 fiir die Funktion y = y,; die Beziehung

(77a) f(""“‘)d <4 Py

(R'")



Differentialgleichungen der Physik. I. 313

besteht. Dann folgern wir leicht, daB die iiber R” erstreckten Integrale
Hy [y, dy;], Hp (v, 4y;] (v=1,2,...,1) absolut genommen unter-
halb einer von ¢ unabhéngigen Schranke bleiben. In der Tat ist nach
der Greenschen Formel, auf R” angewandt,

oy
Hy Ly Ay) - Dy [y = — [0,

(R")

also

2 0 Q
(Hor T dv) + Dy [y < [ds- [ (20" ds.

I

(R'") (R")

Nun ist nach (77a) und nach GL (41), 8. 299 jeder der beiden Faktoren rechts
beschréinkt, woraus wegen der Beschrinktheit von D . [v;] fiir H .[v,, dv,]
die behauptete Beschrinktheit folgt. Fiir die Ausdriicke H . [v,, dvy;]
folgt dasselbe ganz analog aus der Gleichung

oy v,
H v, dy;] = H . [y;, 4v,] —f [fun 5—1’1 — ‘/’igﬂ ds
&
und der Beschrinktheit der Funktionen v, %?:

Multiplizieren wir jetzt die Gleichung (70) der Reihe nach mit
Y;s Uy, Vg, ..., v, und integrieren wir iber R”, so ergibt sich fiir die
I+ 1 GréBen 4, p; 4, ..., n;, das folgende lineare System von [-4-1
Gleichungen:

Hy, w4+ D) Hly, ) p = — Hy, 4y,;]

v=1
1
(18) | Hlvowl-bit 2 Hv, v, = = Hlv, 4y)]

1

H[y;, v]-4; + ZH[?JI’ v, ] 4, = —H[v, 4],

ry=1

wobei die Integrale H stets iiber R” zu erstrecken sind. Die Determi-
nante dieses Gleichungssystems ist gerade die Gramsche Determinante
A {y; v5,...,v,), also gemaB (69a) absolut genommen groBer als die
feste, von 4 unabhingige positive Zahl e¢; die Koeffizienten der Gleichung
sind samtlich beschrinkt, ndmlich kleiner als 1; also sind auch die Lo-
sungen A, i; ,,..., 4; , absolut genommen bei wachsendem ¢ beschrénkt.

Wir wollen nun dariiber hinaus zeigen, daB sie bestimmten Grenz-
werten mit wachsendem ¢ zustreben.
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Zu diesem Zwecke gehen wir von der aus (70) unmittelbar folgen-
den Gleichung

A(w; — ;) + 4 (w; — w;) + (4 — 4)) meZ(m, M) 0, =0

aus, multiplizieren diese der Reihe nach mit y,, v,, v,,...,7,, und inte-
grieren die 8o entstehenden Gleichungen wiederum iiber ein Rechteck R’
welches nunmehr so gewéhlt wird, dal die Gleichung (77) fiir y = y, — v, gilt.
Das so folgende Gleichungssystem fiir die Differenzen &, =4, — 4,
& = — M g5 &=, — p;, hat die Form

Hy;,v;]&+ ZH['/’is v,]-&=—H[y, Ay] — 'l Hy;, 7]
r=1

2
(783,) H[y’i’vl]SO +1§H{’U17 U,,]'SV: - H[’Ul’ A Z] - lj'H[vla%]

Hly, v, §0+2 (v, 9,]-6, = — H[v, d7] — L, H[v,7].

Sein Koefﬁz1entenschema und also seine Determinante ist mit dem der
Gleichungen (78) bzw. dessen nach unten beschrinkter Determinante iden-
tisch, wihrend, wie wir uns iiberzeugen wollen, seine rechten Seiten bei
hinreichend groBem 4 und j absolut genommen beliebig klein werden. In
der Tat folgt aus der Beschrinktheit der i, und der Schwarzschen Un-
gleichung wegen (74) sofort, dal die zweiten Summanden der Glieder auf
der rechten Seite mit wachsendem ¢ und § gegen Null konvergieren; fiir
die ersten Summenden folgt dasselbe genau wie oben unter Beriicksichti-
gung das Umstandes, da D [y] = D [w; — ;] bei hinreichend grofiem 1, §
wegen (75) beliebig klein ist.

- Wir schlieBen hieraus, daf die Losungen &, &,,....,¢&, dieses Glei-
chungssystems selbst absolut bei hinreichend groBem i und j beliebig
klein werden; dies ist aber nichts anderes als der Ausdruck fiir die be-
hauptete Konvergenz der GréBen 4, w; ,..., p; ;- Wir bezeichnen die
Grenzwerte mit 4, u,, tty, ..., 1;.

1
Setzen wir nunmehr f~:27ﬂi ,v,, so konvergiert diese Funktion

in G gleichmiBig gegen f= 2‘ u,v,. Es ergibt sich also wegen der

Gleichungen (74), (75) aus dem Hllfssatz in § 7 sofort, daB die Funk-
tionen y, in jedem ganz im Inneren von R liegenden Tellgeblet B nebst
ihren Ableitungen gleichméfBig gegen eine Grenzfunktion % bzw. deren
Ableitungen konvergieren, und daB diese Grenzfunktion der Differential-
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gleichung (76) geniigt. Diese zunichst nur fiir das Rechteck R definierte
Funktion ist, da die Funktionen v, analytisch vorausgesetzt wurden, selbst
analytisch. Aus dieser letzten Tatsache folgt, daf das Unabhingigkeits-
mal der Funktionen u, v, ,,..., v, fiir jedes Teilgebiet von R positiv
sein mufl, da sonst zwischen diesen Funktionen in diesem Teilgebiete, und
somit wegen ihres analytischen Charakters iiberall in R eine lineare Ab-
hangigkeit bestehen wiirde, was wegen der iiber das UnabhéngigkeitsmaB
der Funktionen vy,, v,,...,v, gemachten Voraussetzungen (68a) nicht mog-
lich ist. Da die vy, in jedem ganz im Innern von R liegenden Teilgebiete
gleichmaBig gegen % konvergieren, so mul somit auch bei hinreichend
groBem ¢ das Unabhingigkeitsma der Funktionen v, v,,w,,...,v, fir
jedes solche Teilgebiet oberhalb einer festen positiven, von 7 unabhingigen
Schranke liegen.

4. Konvergenzbetrachtung fiir das ganze Gebiet. Nachdem
wir die Grenzfunktion u fiir esn Rechteck R konstruiert haben, macht
ihre Herstellung fiir die weiteren Rechtecke unserer Einteilung keine
Schwierigkeiten mehr. Wir nehmen zunédchst ein weiteres dieser Recht-
ecke, welches mit R ein gemeinsames Gebiet B besitzt, und bezeichnen
dieses Rechteck — eine Gefahr der Verwechslung liegt nicht vor —
mit R. Auch fiir R’ muB das UnabhiingigkeitsmaB der Funktionen
Y5 Uys Yy, . - ., ¥, bei wachsendem ¢ oberhalb einer positiven festen
Schranke bleiben; ist namlich B* ein im Innern von B liegendes Teil-
gebiet von B, so ist, wie wir eben sahen, das Unabhingigkeitsmafl der
Funktionen v, v,,...,v, fir B* oberhalb einer festen positiven Schranke;
wegen der Relation (72) folgt also das gleiche in der gewohnten Weise
fiir die Funktionen ¢,, v,,...,v,; also gilt nach § 2 dasselbe erst recht
fir das UnabhingigkeitsmaB dieser Funktionen in R’.

Wir konnen also fiir R’ genau dieselben Uberlegungen anstellen wie
eben fiir B und erhalten so in R’ Funktionen y/, w’ sowie Konstanten
4, wiv; ', u), zwischen denen alle Relationen bestehen, welche sich aus
(76), (72), (78), (74), (75) bei Ersetzung der Zeichen y,, %, 4;,... durch
w/, u', A/,... ergeben. Wir wollen zeigen, daB 2’ =1, u’, = u, ist und
daB in dem gemeinsamen Gebiete B die Funktionen % und «’ identisch
sind, so daB also u’ die analytische Fortsetzung von  bildet. Dies er-
gibt sich leicht folgendermaBien: Es ist wegen lim H . [y — ¢;]=0,

i=w
gimHR [y;—@;]=0 erst recht %im Ho(p/—@;]=0, im H ;. [y,—¢;]=0,
4=x0 = i=x
also auch lim H . [y/—y,]=0. Da nun in B* die Funktionen v, v/
=

gleichméBig gegen u bzw. v’ konvergieren, so folgt H_.[u —u’']=0,

d. h. es ist in B* %’ mit w identisch.



316 R. Courant.

Subtrahieren wir nun die fir B geltende Gleichung (76) und die
entsprechende Gleichung fiir die gestrichenen GréBen, indem wir %' = u
einsetzen, so folgt

4
(A= 4")u+ D (1 — /), = 0;

y=1
da aber die Funktionen u,v,,...,v, in B* linear unabhéngig sind, so ist
A=12", u,=pu), und somit haben wir den gewiinschten Nachweis erbracht.
Gehen wir in derselben Art von Rechteck zu Rechteck weiter, so
gelangen wir zu einer iiberall im Innern von G analytischen, der Diffe-
rentialgleichung (76) geniigenden Funktion, von der wir nun zu zeigen
haben, daB sie tatsichlich die gesuchte Losung unseres Variationspro-

blems ist.

§ 11.
Die Eigenschaften der Grenzfunktion.

Wir haben zu diesem Zwecke nachzuweisen:
1. Da « den Bedingungen
H{ul=1, H[u,v]=0, (r=1,2,...,1)
geniigt,
2. da D[ul=d ist, und
3. daB » die Randwerte Null besitzt.

Um die beiden ersten Punkte zu beweisen, beachten wir, daB fiir
jedes im Innern eines der Rechtecke R liegende Teilgebiet B* wegen der
gleichmaBigen Konvergenz der Funktionen v, und ihrer Ableitungen aus
(72) und (73) die Gleichungen

limDp g, —u]=0, ImH,[p,—u]=0
T=w® 1=

folgen. Da wir jedes ganz im Innern von G liegende Gebiet G* durch
eine endliche Anzahl sich liickenlos aneinanderschlieBender Gebiete B* be-
decken koénnen, so folgt hieraus auch
lim Do [, —u] =0, limH..[p,—u]=0.
Aus den Gleichungen (9), (10) des § 1 ergibt sich nun sofort fiir jedes
solche Gebiet
l,i_m Dyu[9] — Dya(u] =0, lim H,.[g,] — H,[u]=0.

Weiter gilt fiir das ganze Gebiet ¢ lim D[¢, — ®;] =10, so daBl dieser

j=w

Ausdruck bei hinreichend groBem 4 und § kleiner als eine beliebig kleine
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positive Zahl ¢ wird; es ist also erst recht fiir alle solche ¢ und j, gleich-
miBig fiir alle Teilgebiete G, Dy, — @;] <&, und hier kénnen wir
nach den obigen Ausfiilhrungen den Grenziibergang zu j = oo machen, so
daB wir gleichmaBig fiir alle Teilgebiete G* erhalten Dylp,—u]<e.
Da hierin wieder G* beliebig genau mit ¢ zusammenfallend genommen
werden kann, so folgt D¢ [ @, — u] < ¢, und somit nach Gleichung (10)des § 1
lim D[¢;] — D[u] =0, d. h. wegen limD[¢,] =d

1=® 1=

womit Punkt 2 erwiesen ist.

Ganz ebenso schliefen wir bei Ersetzung des Zeichens D durch das
Zeichen H, daB

limH (g, —u] =0, Hlu]=

t=c

wird. Aus
H[u7 vv]gzﬂ[u - <pi’ v"_]eé H[u - (pa] 'H[v"_]

ergibt sich nun unmittelbar H [«, »,]= 0; hiermit ist auch Punkt 1 bewiesen.

Um nun noch drittens zu zeigen, dal » die Randwerte Null besitzt,
betrachten wir einen Punkt P in G, welcher vom Rande und zwar vom
Randpunkt @ den kiirzesten Abstand e besitzt, und schlagen um P mit ¢
den Kreis C. Auf Grund von Gleichung (38), § 6 schlieBen wir

Hc[%'] < 482'DK[¢~;]'4”2’

wobei K das Teilgebiet von G ist, welches in einem Kreise mit dem
Radius 2& um den Randpunkt @ liegt, und hier diirfen wir dem Obigen
zufolge den Grenziibergang fiir 4+ = co machen, indem wir einfach ¢,
durch u ersetzen; wir haben also

Ho[u] <4e*da® De[u] <e26(c),

wobei & (¢) eine mit ¢ gegen Null konvergierende GroBe ist.

Weiter setzen wir in C

o= [[K(r)f(&n)dédy,

()
wobei wieder K (ir) wie in § 7 die Besselsche Funktion zweiter Art des
g 1
Argumentes 1 \/(x — &) (y—n)? ist, f= > u,v, gesetzt wird, und
r=1

das Integral iiber die Kreisfliche C erstreckt werden soll. Nach §7
gilt in C
Aw + iAo+ f=0.
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Ferner wird iiberall in C
0 < [[E ()’ fPdedy-e*n - A® &,
wo A eine fiir alle ¢ gleichzeitig wihlbare Konstante ist; also wird
Ho[w] < A%&*-a®.
Jedenfalls strebt also w mit ¢ gleichméaBig gegen Null. Fiir die Differenz
1 =1u— o gilt weiter
Ho(y)=Ho[u)+He o] — 2Ho[u, w] < 28 (e) + e*n? A"+ 2637 A V5 (¢),
also ist auch
He[y] < €268 (e),
wo 8'(¢) eine mit & gegen Null strebende GroBe ist.
Nun geniigt 5 der Differentialgleichung 4y -+ 15 =0, und der Wert

von y im Punkte P wird nach dem schon in § 7 benutzten Mittelwert-
satze durch die Gleichung

x-fJ(M)rdr:ff‘xdxdy
0 ©)

gegeben, wo J (4r) wieder die nullte Besselsche Funktion von Ar bedeutet.
Also wird zufolge der Schwarzschen Ungleichung

;ﬁ-(fJ(ﬂ.r)rdr)2 < e'n-e?d'(e),
0
und da wegen J(0) =1 bei hinreichend kleinem ¢

!J(}.r)rdr > %e“
!
ist, folgt sofort, daB y mit ¢ gleichmiBig gegen Null konvergiert. Somit
ist das gleiche auch fiir die Summe % = w + y bewiesen.

Die Funktion u tst also eine Lisyng unseres Variationsproblemes.
Zur Losung des urspriinglich in dieser Arbeit gestellten Eigenwertproblemes
gelangen wir nun einfach durch Spezialisierung der Funktionen v,. Wir
wollen annehmen, da8 die Funktionen v, Differentialgleichungen der Form
Awv, + 1,9, = 0 geniigen, die Randwerte Null haben, und endliche Inte-
grale D[v,] besitzen (die iibrigens dann notwendig gleich i, sein miissen).
Dann behaupten wir, daf auch % ebenso wie die v, eine Eigenfunktion
unseres Problemes sein muB, d.h. dall die Werte u, simtlich verschwin-
den und die Differentialgleichung. 4u + Au = 0 gilt. In der Tat brauchen
wir nur die Differentialgleichung (76) mit v, zu multiplizieren und iiber G
zu integrieren. Wegen (18) erhalten wir

Uy =—H v, du].
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Die rechte Seifte diirfen wir auf Grund von § 6 nach der Greenschen
Formel umformen und erhalten

w,=—H[u,dv,],

und dieser Ausdruck wird wegen 4v, + 4,v, =0 und (16) Null. Ebenso
finden wir nach Multiplikation von (76) mit % und Integration
Du]=d=24.

Wir haben damit das Eigenwertproblem der Differentialgleichung (1)
gelost. Die erste Eigenfunktion u, und den ersten Eigenwert 4, erhalten
wir, indem wir ! = 0 nehmen, d. h. gar keine Nebenbedingung der Form (16}
stellen; der zweite Eigenwert 1, und die zweite Eigenfunktion wu, ergeben
sich, wenn wir /=1 und v, = u, setzen; indem wir so sukzessive weiter-
gehen, erhalten wir die unendliche Serie 1,, 4, 45, ..., %y, Uy, U, ... der
Eigenwerte und Eigenfunktionen.

§12.
Vollstindigkeit der Losung.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daf die so definierten Eigenfunktionen.
ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem fiir G bilden. Dies er-
gibt sich leicht aus dem Umstande, daf zufolge der Uberlegungen von
§ 5 mit wachsendem p der Elgenwert 4, iber alle Grenzen wachsen muf};
sonst wiirde namlich wegen A,,, > 1, der Grenzwert lim 1, = 1 existieren,

und daher wiirde in dem dort als Problem II bezelchneten Variations-
problem die untere Grenze des Ausdruckes J)[o] bei wachsendem p

héchstens die GroBenordnung p haben, wie man erkennt, wenn man
o'=u,0"=1u,,...,0° = u, einsetzt; diese untere Grenze mulB} aber,
wie wir sahen, die GréBenordnung p? haben.

Es sei. nun y irgendeine in @ stetige Funktion mit stiickweise stetigen
ersten Ableitungen, endlichem D[] und verschwindenden Randwerten;
wir behaupten, daBl, wenn ¢, = H [y, u;] gesetzt wird, die Gleichung

(79) lim H [’lp -—Zvciui} =
n=o i=1
gilt. Es ist ndmlich

H{@”_gciui}zﬂ[q}]—gcieza:’

wo @, eine mit n monoton abnehmende Zahl ist; ist a? = lim a positiv,
so wird die Funktion "=

—tlo=San)
i=
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den Bedingungen H[¢]=1, H[p,u,]=0 (1=1,..,n), (I=mn) des
Variationsproblemes in § 8 geniigen und am Rande verschwinden; es muf}
also D[¢@] 2> 2,4+, sein. Andererseits ist, wie durch die erlaubte Anwen-
dung der Greenschen Formel folgt,

a:D[p]=D[y]+ Y kei— 2> D[y, u;]=D[y]— > ki,
1=1 =1 =1

d. h. a;D[p] < D[y] oder erst recht a*D[p] < D[y], was bei hin-
reichend groem = in Widerspruch mit D[@] > 4,4, steht. Folglich
ist lim @} = 0.

n==x

~ Mithin ist bewiesen, daB jede in G stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion w mit verschwindenden Randwerten und end-
lichem Integral D[] sich im Sinne des mittleren Fehlerquadrates be-
liebig genau durch ein lineares Aggregat der w, approximieren lait. Da
man jede in G stetige Funktion y* durch eine solche Funktion y im an-
gegebenen Sinne beliebig genau approximieren kann, so ist damit die
gleiche Eigenschaft fiir y* bewiesen, und diese Eigenschaft bedeutet gerade
die Vollstandigkeit des Funktionensystemes der w,.

Kapitel 1V.
Die numerische Berechnung der Liésungen.

Aus den soeben durchgefiihrten Betrachtungen unseres Existenzbeweises,
insbesondere den Ausfithrungen von Kapitel I, erhalten wir gleichzeitig die
Mittel zu einer wirklich numerischen Konstruktion der gesuchten Losung.
Hierbei kommt es wesentlich darauf an, ein Verfahren zur numerischen
Konstruktion der Minimalfolgen zu geben. Zu diesem Zwecke gehen wir
mit W. Ritz*%) von einem fest gewdhlten System von , Koordinatenfunk-
tionen** w,, w,, w,, ... in G aus, welche folgende Eigenschaften besitzen:
Alle Funktionen w,; sind nebst ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
in @ stetig und verschwinden am Rande; ist @ eine in G stetige, am
Rande verschwindende Funktion mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen
und endlichem Integral D[¢], dann 1Bt sich eine lineare Kombination
oW =c¢, w, + c,w, + ...+ ¢,o, von endlich vielen der Koordinatenfunk-
tionen so finden, dafl gleichzeitig H|[¢p — ¢™] und D[¢p — ¢™] beliebig
klein werden (Vollstindigkeitseigenschaft). Solche Funktionen lassen sich
grundsétzlich fiir jedes Gebiet in mannigfacher Weise angeben; im speziellen
Falle besteht die praktische Aufgabe nicht zuletzt darin, mit dem rich-
tigen Takt das Funktionensystem der ; so zu wihlen, dal die Durch-
fithrung der numerischen Rechnung nicht allzu miithsam wird.

; ‘2") \;é‘l‘.vloe. cit. 1).
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Setzen wir in unserem urspriinglichen Variationsproblem fiir ¢ eine Funk-

n
tion @® = 3¢, w, mit noch unbestimmten Koeffizienten ¢,.c,,...,c,
r=1

ein, so geht das Variationsproblem in ein Minimumproblem der gewéhn-
lichen Differentialrechnung iiber; die Funktionen ¢®, welche durch Losung
dieses Minimumproblemes entstehen, miissen wegen der Vollstindigkeit
der m, mit wachsendem » eine Minimalfolge des Variationsproblemes bilden.
Wir wollen jedoch, indem wir uns auf das eigentliche Eigenwert-
problem beschrinken, zeigen, wie man durch eine kleine naheliegende
Modifikation des Verfahrens mit einem Schlage zu allen Eigenwerten und
Eigenfunktionen gelangen kann. Zu diesem Zwecke machen wir der be-
quemeren Schreibweise halber die sonst unwesentliche Voraussetzung, da
dic Funktionen ; ein normiertes Orthogonalsystem bilden, d. h. den Be-
ziehungen H[w;]=1, H[w;, w,] =0 (i< j) geniigen. Wir setzen nun
das Problem so an, als handelte es sich nur um die Berechnung des ersten
Eigenwertes und der ersten Eigenfunktion, indem wir fordern

D[] = Min,
Hip]=1

ist. Der Wert des Minimums ist, wie wir wissen, gleich 1,. Setzen wir nun

in D[¢], H[¢p] statt ¢ eine Funktion ¢®™ =¢, ¢, +c,@,+... +c¢, @,
ein, so erhalten wir folgendes algebraische Problem:
Die quadratische Form

wahrend

n

D, = Z ¢ CuAyy (4,» = D [w,, ®,])

v, n=1

soll durch geeignete Wahl der n Variablen ¢; unter der Nebenbedingung

»
(R0 NMer=1
=1

¥

zum Minimum gemacht werden. Hieraus folgt fiir die ¢, das Gleichungs-
system

(81) D Ao =g (i=1,2,...,n),
k=1

wobei die GroBe A — 1" als die kleinste der durchweg positiven Wurzeln
der Gleichung n-ten Grades

A, — i, 4,,, oo 44,
W R B AT
A 4., i, A — 1

21
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bestimmt werden muf; der gesuchte Minimalwert von D, ist gleich 4.".
Wir bezeichnen die Wurzeln der Gleichung (82), nach wachsender GroBe
geordnet, mit A, 2%, A, ..., A™; dann lassen sich die Gleichungen (81)
fiir 4 = A" (¢=1,2,...,n) durch ein Wertsystem ¢, ,, ¢, ;, ..., c, ; er-
filllen, wobei die ¢, ; ein orthogonales Zahlenschema bilden, d.h. den

Relationen
n n
(83) Zcﬁ,izl, Zc,,,,.ch,j=0 (e=19)
h=1 h=1
geniigen.
Wir setzen n
(84) g = e w (i=1,2,...,m)
A=t

und behaupten dann folgenden Satz: Ist i, 4,, 4y, ... das vollstindige
System der mnach der Grofle geordneten Eigenwerte, u,, u,, u,, ... das
entsprechende vollstindige System der Eigenfunktionen unseres Differential-
gleichungsproblemes, so wird zundchst

(85) lim A = 4;

n=ao
ferner wird, wenn i; ein einfacher Eigenwert der Differentialgleichung
ist, bei geeigneter Wahl des Vorzeichens von @™

(86) lim H [p™ —u;] =0, lim D[pM™ — u;] = 0;

n=w n=wo
tst hy=2A ,=...=1MA,,_, ein r-facher Eigenwert, so gelten ebenfalls
Gleichungen

(87) m H [y™ —u]=0, lmD[yp®—u]=0 (j=14,4+1,...,i4r-1),
n=o n=o i ‘

wobet die y™ aus den o™, o ..., o  durch eine geeignete ortho-

gonale Substitution hervorgehen *°).

Der Beweis dieser Behauptungen, welche eine Rechtfertigung des nach
Ritz genannten Verfahrens fiir unser Problem darstellen, folgt sehr leicht
auf Grund der Untersuchungen von Kapitel I. Seien zundchst 4, 4,, ..., 4,_,
einfache Eigenwerte, dann miissen ersichtlich alle zugehorigen Minimal-
folgen die asymptotische Dimensionszahl 1 haben; denn sonst wiirden wir
auf Grund von Kapitel I und III sofort mehrere zueinander orthogonale
Eigenfunktionen fiir einen Eigenwert erhalten. Wir betrachten zuerst 4,

27) Man vergleiche zu diesem Satze eine schon am 15.12. 1919 vorgelegte Note
von M. Plancherel in den Comptes Rendus, wo ohne Beweis ein ganz analoges Resultat

ausgesprochen wird; die Formulierung bei Herrn Plancherel scheint mir iibrigens im
Falle mehrfacher Eigenwerte eine kleine Ungenauigkeit zu enthalten.
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der ja stets ein einfacher Eigenwert sein muB. DaB die Werte 4" bei
zunehmendem 7 gegen 1, konvergieren miissen, ist wegen der Vollstindig-
keitseigenschaften der w, offenbar; denn man kann D [¢, ] bei hinreichend
groBem 7 stets unter Innehaltung der Bedingung H[¢, ]=1 beliebig
nahe an die untere Grenze A der Werte D[¢@] bringen. Also bilden die
Funktionen @™ eine Minimalfolge des Variationsproblemes aus § 3 fiir

1=0, und es ergibt sich bei geeigneter Vorzeichenwahl nach § 5 direkt

(86a) lim H{pM™ — u,]=0, lim D[p™ — u,] = 0.
n=owo n=oo
Um nun zu beweisen, dafl auch
(85a) lim " = 2,
n—=ow

ist, beachten wir, da8 die Funktion ¢{» das Minimum von D, unter der
Nebenbedingung H [ ™ ] = 1, sowie der weiteren Bedingung H @™, p®] = ¢
liefert. Nehmen wir nun an, in der Entwicklung von w, nach den w;,
sei der erste Entwicklungskoeffizient H[u,, w,] nicht Null (gleichviel
ob diese Entwicklung konvergiert oder nicht, so lafit sich dies jeden-
falls durch Umnumerieren stets erreichen), dann konnen wir uns aus
jeder der Gleichung H[¢™, @] = 0 geniigenden Funktion ¢p® durch Ad-
dition einer Funktion der Form a, w, sofort eine Funktion ¢® herstellen,

welche der Bedingung H [¢™®, u,] = 0 geniigt. Hierbei bedeutet, wie fest-
gesetzt, der obere Index n, daB die betreffenden Funktionen lineare Kom-
binationen der n ersten Funktionen w; sind.

Wegen der Gleichung (85) ist H[@™, w,] bei hinreichend groflem n

beliebig wenig von H [u,, ®,] verschieden, und daher wird bei hinreichend

und D[¢™] beliebig wenig von D [ ™ ] unterscheiden; indem wir die Funk-
tion @™ mit einem, bei hinreichend grofem n von 1 beliebig wenig ver-
schiedenen Faktor multiplizieren, erhalten wir eine Funktion k;v\‘/;"), welche
noch der Bedingung H [@®] = 1 geniigt.

Genau den entsprechenden Ubergang konnen wir in umgekehrter
Richtung machen, indem wir von einer Funktion, welche der Gleichung
H[p™, u,] = 0 geniigt, zu einer andern @™ iibergehen, welche die Be-
dingang H [¢®, @{®] = 0 befriedigt. Aus der Vollstindigkeit des Funktionen-
systemes der w, ergibt sich nun sofort, dafl die Funktionen dozi‘) (h=2,3,4,...)
eine Minimalfolge des urspriinglichen Variationsproblems fiir n =1, », = u,
bilden; denn man kann infolge der Vollstandigkeitseigenschaft gewif eine
Minimalfolge der Gestalt ¢® (b= 2, 3, 4, ...) zugrunde legen, und nach

dem eben Ausgefithrten bei beliebig geringer Verinderung des Wertes
21%
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von D[p®] zu einer der Bedingung H [@™, @] = 0 geniigenden Funktion

schlieBt man in umgekehrter Richtung. Hieraus folgt unmittelbar, daf
wirklich lim A{” =, ist, und daB die Funktionen ¢{ (h =2, 3, ...)

h=cw
wenigstens im erweiterten Sinne eine Minimalfolge des Variationsproblems
bilden. Ist 4, ein einfacher Eigenwert der Differentialgleichung, so kénnen
wir wiederum schliefen, daBl diese Minimalfolge die Dimensionszahl 1 hat,
woraus wir die Giiltigkeit von (85), (86) fiir ¢ = 2 entnehmen diirfen.
In derselben Weise konnen wir fortfahren, solange es sich um einfache
Eigenwerte handelt. Ist dagegen 1, ein r-facher Eigenwert, so betrachten
wir das Variationsproblem II aus Kap. 1 §5, indem wirl=47¢—1, p=r
nehmen und v, ==wu,, ..., v,= u, setzen. Die untere Grenze bei diesem
Variationsproblem, bzw. das wirklich angenommene Minimum ist gleich -4
andererseits bilden, wie genau nach dem obigen Muster folgt, die Funktionen-
systeme @®, oM ..., " (h=¢+7r s+r—1,...) eine Minimal-
folge im weiteren Sinne von Funktionensystemen fiir das Problem II; hieraus
folgt wie oben, daB die Summe g AP+ W gegen 1 i, kon-

vergieren muB; da'nun genau wie oben sich lim 1" = 1, ergibt, andererseits

h==x
A'.,-('fr)l > AP ist, so wird lim 2, = Apy oo, lim l}ﬁ),_l == 4;. Die Funktionen
h=x h=w
pP, .., (pzf’jgr_l (h=1t-+r,24r-1,...) bilden eine Funktionsfolge der

Dimensionszahl r; da es keine Minimalfolge der Dimensionszahl r -1
geben kann, wenn der Eigenwert 1,, wie wir annehmen wollen, nicht eine
groBere Vielfachheit als r besitzt, so folgt aus §5 unmittelbar die in den
Gleichungen (87) ausgesprochene Behauptung.

Hiermit ist fiir das Ritzsche Verfahren, soweit es sich um die Eigen-
funktionen handelt, keineswegs die Konvergenz im iiblichen Sinne, sondern
nur die viel weniger besagende ,mittlere Konvergenz“ nachgewiesen; in
der Tat kann man nicht mehr erwarten, wenigstens nicht, wenn man keine
weiteren einschrinkenden Bedingungen iiber die Funktionen w, stellt.

Man kann jedoch felgendermafen in einfacher Weise von den Funk-
tionen @ zu Funktionen 3™ gelangen, welche selbst gegen die betreffen-
den Eigenfunktionen konvergieren, und kann sogar zugleich Entsprechendes
noch fir die ersten Ableitungen erreichen: Es sei R eine Zahl, fiir welche

R
SJ(APr)rdr =a® bei wachsendem % oberhalb einer festen positiven
0

Schranke bleibt, die ihrerseits ebenso wie R beliebig klein genommen
werden kann; es sei P ein Punkt in @, der vom Rande einen Abstand
groBler als R hat, Kp der um P mit dem Radius R geschlagene Kreis;
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. . . . 1
dann konvergieren mit wachsendem % die Funktionen |0 ff pPdxdy=z®

© (ER)
; ap® ; P
sowle die Funktionen — ' dxdy und ' dxdy in dem so
7] Yy Yy
@; ox a® ay
' (Rp) ' (Kp)
definierten Teilgebiete gleichmiaBig gegen w, bzw.%%"— und %q;i gegebenen-

falls ist hierbei die Funktion ¢ durch y® zu ersetzen.
Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz; es ist danach z. B,

R

Uy @y == uifrJ(/ll.r)dr:ffuidx dy,
0

. (KR)
woraus sich

(w;a; — z;a")* < Hgplu,— oP]- R’

ergibt. Analog schlieBt man fiir die Ableitungen, indem man das Zeichen H
durch D ersetzt. Natiirlich wird man in der numerischen Rechnung a,
statt a{® nehmen.

Will man hohere Ableitungen der u, aus den entsprechenden Ab-
leitungen der ¢® approximativ berechnen, so muf man den hier an-
gewandten Prozel der Mittelbildung eutsprechend ofter anwenden.

Wie man aus den voranstehenden Ausfithrungen leicht entnehmen kann,
enthalten diese auch die Hilfsmittel fiir eine Abschétzung der Fehler bei
der numerischen Rechnung, doch kann darauf hier nicht weiter eingegangen
werden. Es sei nur noch bemerkt, da man sich leicht von der Beziehung
AR giﬁ’” iiberzeugt®®), was fiir die Praxis eine niitzliche Handhabe
geben .mag.

%) Diese folgt sofort aus der Maximum-Minimum-Definition der Werte ).éh) und

dem Umstand, daB die quadratische Form D, aus D, ., hervorgeht, indem wir fiir
die Variable ¢,,, die Bedingung c,,, =0 stellen.

(Eingegangen am 28. 10. 1921.)



Uber erzwungene Schwingungen bei endlichen
Amplituden.

Von

Georg Hamel in Berlin.

Es diirfte niitzlich sein, zuweilen die allgemeinen Fortschritte, welche
die Analysis in den letzten Jahren gemacht hat, an einem bestimmten
Beispiel zu priifen. Das soll hier an einer Aufgabe geschehen, die tech-
nisch und physikalisch wichtig ist und der Herr Duffing eine Monographie
in der Sammlung Vieweg (Nr. 41/42) gewidmet hat?):

Ein Pendel, das der Wirkung der Schwere unterworfen ist, wird
auBerdem von einer periodischen Kraft angeregt. Bei Einfilhrung geeig-
neter MafBstédbe lautet die Differentialgleichung fiir den Ausschlagwinkel z

fl_tf + a?sinx = Bsint,
wo «, 8 gegebene Konstante sind. Sie ist also nicht linear. Herr Duffing
setzt angendhert sinx ~ x — y»”, nimmt die Existenz einer Losung von
der Periode 2x an, approximiert sie in rohester Weise durch z = A sin#,
also das erste Glied der Fourierschen Entwicklung, und findet nach verschie-
denen Methoden fiir 4 eine Gleichung dritten Grades
1 1 .3
(1-Ha-L-ta,
die er genau diskutiert. Es zeigt sich, daB sie zuweilen, némlich stets
fiir « <1, aber auch noch fiir ¢ >1 und hinreichend grofe §, nur eine
Losung hat, die dann negativ ist, dagegen fiir « >1 und hinreichend
kleine B drei Losungen, von denen zwei positiv sind und eine negativ ist.
Nur die kleinere der beiden positiven Losungen im letzteren Falle entspricht
der bekannten Lésung der linearen Gleichung & + ¢z = fsint und geht
fir hinreichend kleine § in diese iiber. Dementsprechend zeigt auch der
Versuch bei Steigerung von £, namentlich wenn « dicht oberhalb 1 liegt,

1) ,,Erzwungene Schwingungen bei verdnderlicher Eigenfrequenz“ 1918.



Erzwungene Schwingungen endlicher Amplituden. 327

ein plotzliches Uberschlagen einer erregten Schwingung mit gleicher Phase
(A >>0)in eine erregte Schwingung mit entgegengesetzter Phase (4 < 0):
p ist dann so groB geworden, da nur mehr eine negative Losung der Glei-
chung dritten Grades existiert.

Herr Horn?) hat bereits die vorliegende Differentialgleichung behandelt,
seine Methode ist aber nur bei hinreichend kleinem S brauchbar und auch
nur, wenn ¢ keine ganze Zahl ist (siehe § 4).

Wir wollen die Differentialgleichung des Herrn Duffing in der ur-
spriinglichen Form hier etwas genauer untersuchen.

§ 1.

Nachweis der Existenz periodischer Losungen.

Die Differentialgleichung & -+ «®sinx = fisint gehort zu dem
Variationsproblem

20
J f”x%— «” cosx -+ x fsin tJ dt = Min.
0

Die periodischen Losungen ergeben sich dadurch, dal man verlangt, an
den Grenzen 0 und 2z habe x denselben Wert. Das Verschwinden der
ersten Variation gibt dann nicht nur die Differentialgleichung, sondern
auch die Gleichheit von # an den Grenzen und damit die .Periodizitét.
Nun ist J nach unten beschrinkt, also die Existenz einer unteren Grenze
sichergestellt; denn es ist nach einmaliger partieller Integration des letzten

Gliedes

2

J = [%9&2—{— a?cosx -+ & cost] dt

0

27
—= fB(x +ﬂcost)2—}— o«?cosx — .%,/)’ﬂ cos‘*t_] dt
0

27
S [V P P v
0

Betrachtet man statt J das Integral
2x
J, = f[% (& 4 Beost)” -+ a2 (1 cos x)} dt,
0
so gehort J, — Min. zur selben Differentialgleichung und hat einen stets
positiven Integranden.

%) Horn: Uber kleine, endliche erzwungene Schwingungen, Archiv Math. Phys.
28 (1920).
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Weiterhin ist die zweite Ableitung des Integranden nach i gleich 1
und also stets positiv. Mithin ist das Variationsproblem nach der Aus-
drucksweise Hilberts®) ein reguldres. Allerdings gilt das nur, solange
dt >0, d. h. Kurven betrachtet werden, fiir die # eine eindeutige Funk-
tion von # ist. HKs konnte also noch sein, daBl die Kurven, deren J, sich
der unteren Grenze nihert, immer steiler wiirden und keine Grenzkurve
mit endlichem & besilen. Wenn wir aber noch zeigen, daB wir uns von
vornherein auf Kurven mit begrenztem & beschrinken kénnen, so lassen
sich die Betrachtungen von Hilbert?®), Carathéodory!) u. a.?) auf unser
Problem iibertragen. D.h. es laBt sich die Existenz mindestens einer
periodischen Lésung behaupten. Da die Art der Aufgabe Lésungen mit

Knicken ausschliet, (( g—f> = (lff) fithrt zu &, = .L2> mufl diese Losung
1 2

\OT oxr
zugleich eine Losung unserer Differentialgleichung mit stetiger Tangente
sein. Wegen der Periodizitdt des Integranden kann angenommen werden,
daB der Anfangs- und gleiche Endwert von x zwischen 0 und 2n liegt.
2
Da weiter nach der Differentialgleichung l%—;} L a4 p ist, ergibt sich
|

bei den Integralen der Differentialgleichung fiir die Differenz irgend zweier
&-Werte, | A%| < |e?+ f]2x. Da sicher wegen der Periodizitdt fiir alle
in Betracht kommenden Kurven irgendwo & =0 sein mul}, kann
|#| < 2n(«?-}-p) und somit |z|< 2x+47%*(«®+ B) angenommen
werden. Demnach lassen wir zur Konkurrenz nur solche Kurven zu, fiir
die

1. || < 2a+ 42%(«®+ B); unsere Kurven liegen also in einem be-

stimmten Rechteck der z, ¢-Ebene.

2. |&]| < 2a(e?4 B).

Unter diesen Kurven gibt es jetzt nach den oben zitierten Bewels-
methoden sicher eine, welche J, zum Minimum macht, die nebst ihrer
ersten Ableitung stetig ist und sich aus Stiicken zusammensetzt, die ent-
weder Losungen der Differentialgleichung sind oder dem Rande des Gebietes
angehoren, oder aber Gerade der Grenzsteilheit =+ 2z («®+ f) sind.

Die Ungleichheit 2. schlieBt das Erreichen der Grenzen des Ge-
bietes aus, aber auch Grenzgerade der Steilheit + 2z («®+ #) kénnen
nicht vorkommen. Denn sonst miiite es einen verbindenden Extremal-
bogen geben, fiir den an den Grenzen # = & 2z («®4 ) und zwischen-

%) Hilbert: Uber das Dirichletsche Prinzip, Jahresberichte der D. M. V. 1899,
Math. Ann. 59 (1901). Noble: Dissertation Gottingen 1901,

4) Carathéodory: Math. Ann. 62 (1906).

%) Weitere Literaturangaben in Bolzas Variationsrechnung. Siehe auch Birkhott:
Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions Am. Math. Soc. 18
(1917).
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durch irgendwie & = 0, was nach obigem ausgeschlossen ist. Mithin kann
die Kurve, welche das Minimum erzeugt, nur eine stetige Losung der
Differentialgleichung sein, w. z. b. w. Es kann aber mehrere periodische
Losungen geben.

§ 2.
Das Ritzsche Verfahren ®).
Man sieht leicht, daB das periodische z von der Form
x=Asint + A, sin3¢ 4 A, sin5t ...
fst. Es liegt demnach nahe, x durch eine entsprechende endliche Summe
zu approximieren und nun die Koeffizienten 4 so zu bestimmen, daB J-
ein Minimum wird. Wegen der Schwierigkeit der Ausrechnung will ich

mich wie Duffing zundchst auf die roheste Anndherung x = Asint be-
schrinken. Man erhilt so

2
%nA2+agjcos(A sint)dt + Apn = Min. 4
0
und daraus
2a
A—ijfsintsin(Asint)dt+ﬁ:0, ’\ _—7
T
8 N—

oder, wie man leicht durch Reihenentwicklung
nachweist,
(1) A —20*J, (A)+ =0, Fig. 1.
wo

Ji(4) = ;1<1 ~ (8 a1 @) rere— >

die bekannte Besselsche Funktion ist. Bricht man die Entwicklung beim
zweiten Gliede ab, so erhdlt man die Duffingsche Gleichung, doch leitet
Herr Duffing auch in einer Anmerkung (Seite 75) unsere Gleichung ()
ab. Um die Gleichung (I) zu lésen, wird man die beiden Kurven

y=2J,(4) wd y=_LA+5p

zeichnen und zum Schnitt hringen (Fig. 1). Man erkennt das Duffingsche Re-
sultat im wesentlichen wieder. Fiir « <1 gibt es sicher eine und nur eine

Losung und diese ist negativ; desgleichen noch fiir ¢ >1 und grofe 4

s
dagegen fiir « > 1 und hinreichend kleine f—g gibt es drei, fiir sehr kleine ;f;_,

%) Ritz: ,,Uber eine neue Methode zur Lisung gewisser Variationsprobleme der
mathematischen Physik, J. f. Math. 1856 (1908); Oeuvres, S. 192,
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sogar fiinf und noch mehr Losungen. Ob aber letateren wegen des dann
sehr groBen A irgendeine physikalische Bedeutung zukommt, muf dahin-
gestellt bleiben. Um das Ritzsche Verfahren weiter auszudehnen, miite
man die Fouriersche Entwicklung des Sinus einer periodischen Funktion
beherrschen. Dariiber vielleicht ein anderes Mal:

§ 3.
Yersuch einer Fehlerschiitzung.

Es sei ein 4 nach (I), § 2, bestimmt. Man ersetze in der Differential-
gleichung B durch 20%J, (4) — A und x durch 4 sin¢+y. Man erhalt fiir y

a

;‘l%;‘l +4- a?sin(y + A sint) = 2«*J, (4)sint.

Sehen wir y als klein an, vernachlissigen hohere Potenzen von y und
kontrollieren, ob wenigstens kein Widerspruch entsteht. Die Vernach-
lassigung ergibt

d

dt;J +a®cos(A4sint)y =«*[2J,(4)sint — sin (A4 sint)],

oder wegen der leicht nachzuweisenden und auch bekannten Entwicklung

sin(Asing) =2 Y Jons1(4)sin(2n 1)1,
n=0
() LYt arcos(dsint)y — — 260 X Tunsa(4)sin (2 £ 1)2.
a

n=1

Das grofte Glied der rechten Seite ist ——g‘:A:‘ sin3¢. Nun hat Herr

Duffing mit Werten von « experimentiert, die nahe bei 1 liegen. Seine
Werte von A liegen bei 12, so daBl das genannte groBite Glied etwa den
Maximalwert von 1}; hat. Da sowohl die héheren Glieder von J, als
auch J;,J,, ... fiir Werte von 4 <21 auBerordentlich schnell abnehmen,

kann die ganze rechte Seite dauernd auf weniger als ;35 geschitzt werden.

Hat die homogene Gleichung

(1II) ((;t:/ + a?cos(Asint)y =0

das Fundamentalsystem y, und y,, so daB
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so lautet die Losung von (II), welche fiir £ = 0 verschwindet (nur solche
kommen fiir periodische Losungen in Frage)

t

) :(.)f[yl () ys(7) — ya (t) y, ()] p(v)d7 4 Cy, (1),

wo p(t) zur Abkiirzung fiir die rechte Seite von (II) gesetzt ist. Damit y
periodisch sei, ist notwendig und hinreichend, dafl ¢, =0 sei; also

14

1 \ - \
- :’yi‘(‘n)f[?/l (”) Y2(T) — Ys (7) Y (7)] p(”)‘l"'
0
Mithin hat (II) eine periodische Losung, die endlich bleibt und mit p(#)
klein wird, wenn y,(n)==0 ist. Denn y,(#)y,(v) — y,(¢)y,(r) hat als
Lésung von (III), die fiir ¢ = v verschwindet und die Ableitung 1 besitzt

[solange A <-2”» ist, was wir annehmen wollen] als nach unten konkave
Funktion im Intervall 0 bis 7z einen Wert, der sicher kleiner als x bleibt.

Da y, die ungerade Lésung von (III) ist, hat y,(w) nur dann den
Wert 0, wenn (IIT) eine Losung von der Periode 27 besitzt, was nur fiir
gewisse Ausnahmewerte von « vorkommt. Es ist leicht zu sehen, daB
fiir ¢ <1 ein solcher Ausnahmewert ausgeschlossen ist.

Denn

&+ o’z =0
hat den ersten Ausnahmewert fiir « = 1; mithin hat (III), weil
«?cos(Asint) < «? ist, nach bekannten Sdtzen einen groferen ersten
Ausnahmewert, w. z. b. w.

Da ferner (III) fiir Werte von «? unterhalb des ersten Ausnahmewertes
zum stabilen Typus gehért, so bleiben alle Lésungen von (II) dauernd klein,
wenn die Anfangswerte von y und y’ klein sind. Die gefundene Losung
ist also bis zum ersten Ausnahmewert von «2, der iiber 1 liegt, sicher stabil.

Eine obere Schranke der Stabilititsgrenze lifit sich auch angeben.

Es sei 4] < ;’ Dann ist cos(Asint) > cos 4 und also das erste Aus-

nahme-¢ der Schranke «®cos 4 <1, d. h. « <~ ! unterworfen.

yeos 4
§ 4.
Die Methode der Integralgleichungen.
Ist
d®z :
i p(t),

wo p(t) eine ungerade Funktion der Periode 2 ist, so lassen sich die
ungeraden periodischen Losungen der vorstehenden Gleichung
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T

x—[K(t, 1)p(r)dr

0
schreiben, wo der Kern

. [ —'~‘1,wennt<1,
K(t 1)__7281117%” ginnr

B lz<w—1> wenn t > 71.

Mithin kommt die Bestimmung der periodischen Lésungen von
&'

e 4 «%sinz = fsint

auf die Auflésung der nicht linearen Integralgleichung
(IV) x(t)=—aefK(t,t)sinx(1)dr-ﬁsint
0

hinaus. Von dieser (ileichung kennt man die sémtlichen Losungen fiir
B=0. Fiir ¢? <1 ist es nur z =0, fiir «® >>1 gibt es noch eine zweite,
eventuell mehrere, denn

(V) 4z

[£
hat als allgemeine Losung eine elliptische Funktion mit einer reellen

Periode grofer als 2—“7—’ Soll also diese Periode 27 oder der m-te Teil

davon sein, so muf ch < %, d. h. @ >> n sein. Da die Amplitude mit der

Periode monoton wichst, ist sie durch die Periode bestimmt. Je nachdem
also 0 <1, 1<e<L2 ist usw., hat (IV) fiir f=0 eine zweite,
dritte usw. bestimmte Losung, nidmlich auler x:-: 0, noch

T R (v,7)
sin & == \/sm 3 b (0.7)
wo ¢ der maximale Ausschlagwinkel,
at _ wy  air
2(01 T w,’ h=et,

ferner wegen e, — e, =1,

\/2(01 1+2h+~)h +2h—j» .
Vk = \/sm z .-J_'if?jfj-?j} I
1+2h+ 2R+ 2R ..

Vi’ w\/cosg 1~2h+2_g¢_;2h ...
2 1ro2n42nt4+2n .
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3, = 2 b* sin vz — 2h%sin3vn+ 2hzf>sin5v7z + .,
3, =1—2hcos 2vm 4 2k cosdvm — 2h°cos6'vn+ cee
{ Vgl. H. A. Schwarz, Formelsammlung.)

Die Periode ist 43‘. Soll sie g; sein (n=1,2,...), so muf} gaﬂl =i;

sein und also

VE—T1 f2h4 28 428"+ ...,

woraus bei gegebenem o zunéchst 2 und dann die anderen vorkommenden
GroBen nach den vorstehenden Formeln zu bestimmen sind.

Aus (IV) kann man nun zundchst leicht fiir den Fall « <1 das z
durch schrittweise Anniherung bestimmen:

Erste Néherung

x, = -- fsint;
zweite Niherung
x, = oc?fK(t, 7)sin(fsinz)dr — fsint;
0
allgemein

x, = — aﬂfK(t, 7)8in &p_y (7)d 7 — Bsint.
0

Da — K stets positiv und
Tpir — Ty = — oc‘sz(t, 7)(sinz, — sin&,_;)dt

.0
1

0

also
Tpig— Tp| < — oc‘sz(t, T) |y — Tp-a|dr
0
<(— &) Ky (8, 7) |3, - 3, | dr
0
und

lm(—1)""*[K,_.(¢,7)dr =1
0

n->wx

ist, so ist die Konvergenz klar. Ebenso beweist man leicht fiir «® <1
die Eindeutigkeit der Losung.

Fir «? >1 wird man nun nach E. Schmidt”) die Nachbarlésungen
zu den oben angegebenen in folgender Weise bestimmen.

7y E. Schmidt, Nichtlineare Integralgleichungen, Math. Ann. 65 (1908)
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1. Die Nachbarlosungen zu x =0, 3=0.
Man entwickelt sinz in eine Potenzreihe nach x und schreibt dem-
entsprechend

x?®

x4+ aﬁfK(t, r)x(r)dr:a"‘fK(t, 0%~ 2. dr - psint.
[V} 0
1. Es sei « keine ganze Zahl. Man lost erst

x, + e[ K(t,7)w,dr = — Bsint
0
oder

& -+ a?x, = fsint, d. h =z = sy Sint.
Diesen Wert setzt man rechts ein, behilt Glieder bis g° bei und be-
rechnet eine neue Niherung usw. Das Verfahren kommt darauf hinaus,
die Differentialgleichung so zu losen, da man sie

a3 x."y

&-tar= a2<%; — 5 > + fsint
schreibt und nun sukzessive x, aus

& ez, =fsint zu z = sint,

a?—1
dann z, aus

&, + o, = o 4+ psint

bestimmt, usw. Nach E. Schmidt konvergiert das Verfahren fiir hin-
reichend kleine . Das Verfahren ist wesentlich das gleiche wie das des
Herrn Horn?®).
2. Es sei « =m eine ganze Zahl. Dann hat K den Eigenwert m
und die Eigenfunktion sinm¢. Man bilde den neuen Kern
K(t,7) + Z siwmismr . pigg),

m?

der nicht mehr den Eigenwert m hat, und l6se

x4 m‘le(t,r) z(t)dr = f(1)
0
durch
x=f(8)+ [E(t,1) f(r)dr.

Die urspriingliche Integralgleichung schreibe man mit der Abkiirzung
2 : .

= {x(ﬂ gin mrdr =z

po .

[y

]
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in folgender Weise:
2 \ . PR @t xb
x -+ m“fE(t,z) z(r)dr = zsinmit — fsint - m'fK(t, T) [?}7 — 5y J dr
0 ]
und nun verfahre man genau so schrittweise wie vorher, also bestimme
man zuerst x, aus

x, +m‘“’f1f](t,z) x, (v)d7r =z sin mt — fsint,
0 ~

dann x, aus
Z, m‘“’fE(t, )@, dr = zsinmt — fsint -+ m‘*’J K(t, ) ﬁ‘? dr
¢ 0

usw. Die Unbekannte z ergibt sich aus der sogenannten Verzweigungs-

T
»

gleichung, d. h. daraus, dal stets : Iz sin midt = z sein mul.
0
Fiihrt man die Rechnung durch, was dem Leser iiberlassen bleiben
moge, so kommt man auf folgendes hichst einfaches Verfahren:
Man schreibt die Differentialgleichung wie vorhin:
3 b
&-f-mrx —m? <o:' -2 ) -L B sint.

! !
Wenn m <=1 ist, beginnt man wie vorhin: Erste Niherung

®, = m‘:/ii sin §.
Diese setzt man rechts ein usw. Kommt nun Resonanz vor, d. h. tritt
rechts ein Glied mit sin m¢ auf, so ignoriere man es einfach bei der Be-
stimmung der neuen Niherung und fiige statt dessen ein Glied mit z sinm#
hinzu, wo dann das zunichst unbekannte z hinterher so bestimmt wird,
daB rechts sowie links kein Glied mit sin m¢ vorkommt; d.h. die Ver-

zweigungsgleichung lautet:

F » . . T
m*f(i T ) sin mtdt - ﬂfsintsin midt = 0.
0

B S5 /

Es ist dies eine Gleichung fiir z, das in 2 vorkommt.

Wenn o = m =1 4st, so ist die erste Niherung =:zsin ¢ zu setzen
und dann weiter so zu verfahren wie vorhin. Die Verzweigungsgleichung
kann mehrere Wurzeln haben und demnach auch die vorgelegte Differential-
gleichung mehrere periodische Integrale.
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II. Nachbarlosungen zu 3=0, x4 0.

Ist fiir =0 sm— = \/sm - Tl oder x = 2arcsin [\/sin Z ‘71 =
: N

0(t),
so setze man allgemeln

z=0(t) 4+
und entwickle sinz = sin (6 -+ ) nach Potenzen von 5. Da 6 Gleichung (IV)
fir =0 befriedigt, folgt aus (IV)

o d n* . n? ’ .
p=—a? K[ncos6~72~'sm6—ﬂg—'—cosﬂ...\dr - B sint.
0

Nach E. Schmidt hat man jetzt die Integralgleichung

(VD) y -+ [ K (4,7) cos (z) 7 (x) de — £ ()
durch ’ x
t)+0fr(t,z) f(r)de
zu l6sen und hier rechts zuerst f(¢)= — fsint, dann schrittweise
—fsint—a fK ( 1t i nﬂ) dv usw. einzusetzen mit den vorstehenden

Niherungen fiir 1. So wenn «? kein Eigenwert von (VI) ist. Ist aber «®
ein Eigenwert von K (¢,7)-cosf(7), so filhre man statt dieses Kernes einen
neuen Kern E = K -cosf -+ ¢ (¢) y(7) ein, wo @ (¢), v (7) noch in weiten
Grenzen so gewahlt werden konnen, daB jetzt o® kein Eigenwert von E
ist, und verfihrt nun #hnlich wie vorhin unter I. beschrieben. Fiir die
Durchrechnung geht man auch hier wieder am besten von der Differential-
gleichung aus, die man

7+ a?ncos = fsint - o % sinﬂ—]—-gcosﬂ...]

schreibt und nun schrittweise integriert, indem man erst

i, + ¥y, cos = f sint,
dann

iy + «®7, cost) = B sint - «® r-i~sinﬂ

usw. 1ost. Kommt Resonanz nicht vor, so folgt aus den Untersuchungen
E. Schmidts die Konvergenz des Verfahrens fiir hinreichend kleine 8; ob
sich die Schwierigkeit im Fall der Resonanz ebenso leicht wie im Falle I
beheben 1iBt, miite noch untersucht werden. Grundsitzlich ist aber auch
jetzt nach dem oben geschilderten Verfahren zu handeln.

Mit Hilfe der Integralgleichungen beherrscht man also die Fille
1. « <1, B beliebig; 2. B hinreichend klein, « beliebig, prinzipiell voll-
stéandig.
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§ 5.
Eine neue Methode,

auf die ich hoffe an anderer Stelle ausfiihrlicher zuriickzukommen, verfihrt
folgendermafien: Man interpoliere die rechte Seite der Differentialgleichung

d’z o .

C =t t

T «?sinz -+ f sin
in geeigneter Weise mit unbestimmten Koeffizienten, also etwa bei Be-
schrankung auf zwei Glieder durch

(1) — o?sin z -+ B sin t =~ Bsin t -+ C sin 3%.
Integration ergibt dann
(2) xa\;n—Bsint—%—C’sinBt.

Die beiden, im allgemeinen einander widersprechenden Gleichungen (1)

Fig. 2.

und (2) bringe man nun mit Hilfe der noch zur Verfiigung stehenden
Konstanten B und C an zwei Stellen zur Ubereinstimmung, wo sie nicht

schon von selber gleiche Werte haben, (1 =0 und ¢= =), etwa fiir ¢ = g ,
wo z =, sei, und fiir t::g, wo x =z, sel. Fir t=3T” wird dann

die Ubereinstimmung von selber da sein.
Also

—a?sinxl—}—ﬂ;V§=B%V§+C-§—V§,
z = —BLV2—L0olVe,
—ea¥sinz, +-pf=B—0C,
z, = ——B—{—%O.

22



3388 G. Hamel. Erzwungene Schwingungen endlicher Amplituden.

Aus diesen vier Gleichungen sind z,, #,, B, C zu berechnen. Elimi-
nation von B und C gibt

xIZ%V§ﬁ+ %Vgxﬂ ——]S—V—fagsin x,,
x, =71-ﬁ—!-§1/§w1 — %V—Z—tx“‘ sin z, .

Diese beiden Kurven lassen sich leicht zeichnen und zum Schnitt bringen.
Man sieht aus der Figur, dal die Kurven, die sich um zwei Geraden

sinusférmig herumschlingeln, sicher immer mindestens einen Schnittpunkt

gemein haben. Wenn « groB genug ist, konnen auch mehrere Schnitt-

punkte da sein. Es ist leicht zu beweisen, daBl fiir ¢« < 1 nur ein Schnitt-

punkt méglich ist; denn fiir die erste, im Mittel steilere Kurve ist

(g—:z%:%\/g— %\/goﬂcosy2 > %VZ — »18—\/‘_704"’,
fiir die zweite

20 ZV’2-—4—\/2a"cosy1 ZV/Z_Z‘/2D‘2

Also ist <dﬂ> > <dﬁ> , wie es fiir einen zweiten Schnittpunkt sein miifite,
dxg ¥4 dxz I

nur moglich, wenn

5 1. =
>'g‘/2—§‘/2062,
V/é_ j 2

Vi

ENEG
| -

woraus «?>1 folgte.

Berlin, im Oktober 1921.

(Eingegangen am 12.10. 1921.)



On the existence and closure of sets of characteristie
functions.

Yon
0. D. Kellogg in Cambridge (U. 8. A).

The following lines give a brief and simple proof of the existence
of characteristic functions for the symmetric kernell), and then point
out that the complete sets of such functions which arise from the usual
self-adjoint differential equations with self adjoint boundary conditions are
closed, not only with respect to continuous functions, but also with re-
spect to summable functions.

The existence proof is based on a theorem due to Ascoli?), to the
effect that if an infinite sequence of functions [f;(z)], or f,(z), f,(%),
fs(@), ... is bounded and “equicontinuous”, it contains an infinite sub-
sequence which approaches uniformly a continuous limit function. By
“equicontinuous”, we mean characterized by the existence of a positive
number &, corresponding to each positive ¢, such that for all =,
\fu(2,) — f,(2,)| < ¢ whenever |z, —x, | < d. The bound also is to be
independent of n.

Let K(xz,y) be symmetric in the square a <z <b, a <y <D,

b
and let f K*(z, y)dy exist and be somewhere positive, but nowhere

greater than some constant B®. Further, we assume that to any posi-

tive ¢ there corresponds a positive J, independent of w(y), such that
b

S (y)K (x,y)dy varies by less than ¢ when z assumes any two values

differing by less than &, v (y) being any summable function with sum-

) For the terminology and for his elegant proof of the theorem, see E. Schmidt:
Entwickelung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, Diss. Gottingen
1905, p. 18.

?) Memorie della R. Acc. dei Lincei 18 (1883), pp. 581—536.
22%
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mable square and norm unity; and finally we suppose K (z, y) such that

hob
the order of integrations in ff(p\x)K(x y)y(y)dydx may be inverted,

« a
@ () being any continuous function. These hypotheses may be verified in
the case of any continuous kernel, or also for kernels with certain inte-
grable singularities distributed along a finite number of regular curves
nowhere parallel to the axes.

Let fy(x) be one of the functions y(x) above, such that

b
f (@)= [f,(y) K (x, y)dy is not identically zero— such functions evidently
a

exist. We form then the infinite sequence:

fi(
fi ( xX) = ‘/-b___,z?_ b N
J2 (@) da
(1) a
fiia( ff VK (z, y)dy.

The hypotheses imply that the sequence so defined satisfies the con-
ditions of Ascoli’s theorem, so that there exists a sub-sequence [f;(x)],
j =Ny, Ny, Ny, ..., converging uniformly to a limit, f(z). It follows that
the sequences [f;,, (%)] and [f;,,(%)] also converge uniformly to limits
which we denote by ¢g(x) and A(z) respectively. We shall show that
h(2) — fla).

From (1) follows

b b

Jlh (@) fiy(@)de = [ fi(2)[i(z) dw (62 1),

w

or, denoting by =, the norm of f,(z), and employing Schwarz’ inequality,

(2) 1 “ffl (@) fi (@) de < my gy
Hence the numbers n;, which never decrease nor exceed B, approach a

limit %, while the integral in (2) approaches n*. Thus f [fira(®)—T; (x)]°d

approaches 0, whence the continuous function A(z )—— flz)=0

Again, from (1) follow the equations satisfied by f(z) and g(z):
b
1 r,
— 2 Jr E (@, p)ay

b
fle)=, Jo(y) K(z.y)dy,
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from which it appears that f(x)-- g(x). is a characteristic function corre-

sponding to the characteristic number %, and f(z)— g(x) is a characte-

ristic function corresponding to — :L Both functions cannot be identically

zero, since f(x) and g(x) have the positive norms n. Thus the existence
of at least one characteristic function is established.

As to further characteristic functions, we may state: there exists
always an additional characteristic function in case there is a summable
function with summable square which is orthogonal to each of the cha-
racteristic functions already determined, but not orthogonal to K (x, y).
For if such a function is taken as fy(z), and the sequence (1) established,
it will be seen that f;(x) is orthogonal to all characteristic functions to
which f,(x) is. It follows that all summable functions with summable
squares which are orthogonal to all the characteristic functions of
K (z, y) are orthogonal to K (xz, y). The converse is obvious.

It should be noted that the summability of the squares of the func-
tions fo(z) need not be postulated if K (z, y) is bounded, and such that
the integral with respect to y of its product by a summable function of y
is a summable function of x. For since a summable function is absolutely

b
summable, |f, ()| < [|f,(y)|dy-Max|K (x, y)|. Thus f,(z) is bounded

and hence has a summable square, and the properties of the members of
the sequence (1) obtain at most one step later. The generalizations in-
dicated by Schmidt (1. c.) as attained by the use of the iterated kernel
manifestly have their analogues in the present case.

An infinite set of functions [@,(x)] is said to be closed, or as we shall
express it, closed with respect to continuous functions, provided there exists

b
no continuous function f(x) other than zero, such thatftpi(x) f(z)dz =0

for all 2. Closure of such sets have been studied by a number of in-
vestigators, and established in the case of the Sturm-Liouville differential
equations and boundary conditions by Stekloff?), while Hilbert*) shows
this closure to be a simple corrolary of his theory of integral equations
in a large category of cases. As the integrals involved in the definition
of closure admit a meaning in the case of a much broader class of func-

3) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (2) 8 (1901). Cf. also
Westfall: Bull. Amer. Math. Soec. 15 (1908), pp. 76—78; Steckloff: Mémoires de I'Aca-
démie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg 30 (1911), Nr. 4.

4) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Zweite
Mitteilung, Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1904, Heft 3, p. 222.
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tions than continuous ones, it is of interest to inquire whether such func-
tion sets are not also closed with respect to summable functions not
null-functions. That such is indeed the fact, I have shown®) in the case
of ordinary linear homogeneous self-adjoint differential equations of second
order with self-adjoint boundary conditions. The method used does not
involve integral equations. It consists, however, essentially, in establishing
the equivalence of a non-homogeneous differential equation and boundary
conditions, the differential equation being satisfied at all points of the
interval (a,b) with exception of a set of measure 0, and an integral
equation of the first kind (see Hilbert, L c.):

L(w) = (kw') + (ng — )w=fg
(8) and b
w(z) =[Gz, y)f(y)g(y) dy.

Here, it appears that if 7(x) is summable, -w(x) is continuous, and ortho-
gonal to all characteristic functions to which f(x) is. I should like to
point out, in closing, that the methods and results admit of extension
to a wide class of sets of characteristic functions of differential equations,
in the direction a). of higher orders, b). of more independent variables, and
with suitable understandings, c). of differential equations with singularities
on the boundaries. It appears that the set of characteristic functions is
closed with respect to all functions f(x) which yield, in the integral
equation (3), a function w(x) which is continuous, the situation being
similar in the case of more independent variables,

3) Note on closure of orthogonal sets, Bull. Amer. Math. Soc. 27 (1921),
pp. 165—169.

(Eingegangen am 15. 8. 1921.)



Zur Stieltjesschen Kettenbruchtheorie.

Von
Ernst Hellinger in Frankfurt a. M.

Die folgenden Entwicklungen wollen zeigen, einer wie weitgehenden
Anwendung Begriffsbildungen und Methoden der Lehre von den Gleichung-
systemen mit unendlichvielen Unbekannten innerhalb der Stieltjesschen
Kettenbruchtheorie fihig sind; sie beziehen sich stets auf den Kettenbruch

1] b | b3 |
<1> |a1—/IH[a2—l—<§a/3i—/:
mit beliebig gegebenen reellen a,, a,, ..., reellen nichtverschwindenden
b, b,, ... und komplexem 1, dessen Beziehungen zu dem von Stieltjes in
erster Linie behandelten Kettenbruch

1, 1] 1, 1]

[ T VI
bekannt sind. Die klassischen Untersuchungen von T. J. Stieltjes?)
umfassen solche Bedingungen fiir die a,, b, (bzw. die k,), daB das
,,Spektrum* des Kettenbruches hochstens die eine reelle i-Halbachse be-
deckt, d. h. daBl eine iiber diese Halbachse erstreckte Integraldarstellung

von O. Toeplitz und mir?) wurde durch Anwendung der Theorie der be-
schrinkten quadratischen Formen unendlichvieler Verdnderlicher der mit
jenen Bedingungen sich nicht deckende, aber etwa gleiche Allgemeinheit
besitzende Fall beschrinkter a,,b, behandelt, in dem das Spektrum in
einem endlichen Stiick der reellen 1-Achse enthalten ist. Im allgemeinen
Falle wird das Spektrum die ganze reelle Achse bedecken; soweit reichende

1) Ann. de la fac. des sciences de Toulouse 8 (1894), 9 (1895); Mém. prés.
par div. sav. & Pacad. des sciences, Paris, 32, Nr. 2.
2) Journ. f. Math. 144 (1914), S. 212—238.
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Ergebnisse hat zuerst fiir einige Fille J. Grommer?) entwickelt. Neuerdings
hat H. Hamburger*) im Rahmen seiner weit ausholenden, das Stieltjessche
Momentenproblem in den Vordergrund stellenden Untersuchungen tief-
gehende und schéne Resultate iiber Konvergenz und Integraldarstellung
des Kettenbruches (1) in diesem allgemeinen Fall gewonnen.

Die vorliegenden Untersuchungen gehen auf einem wesentlich anderen
Wege an den allgemeinen Fall heran. Sie fassen das zu dem Ketten-
bruch (1) gehorige System unendlichvieler linearer Gleichungen, das im
wesentlichen mit den Rekursionsformeln fiir seine Naherungsbriiche iiber-
einstimmt, als Grenzfall eines Systems von 7 Gleichungen mit n 4 1 Un-
bekannten auf, denen als (n -+ 1)-te Gleichung eine einen willkiirlichen
reellen Parameter h enthaltende lineare homogene Relation zwischen den
beiden letzten Unbekannten (,,Randbedingung®) hinzugefiigt wird. Als
Grenzwert der ersten Unbekannten entsteht der Kettenbruch; die Betrach-
tung seiner Abhéngigkeit von % ist das Haupthilfsmittel fiir den Kon-
vergenzbeweis. Dieses Vorgehen ist vollig analog der Behandlung der
Randwertaufgabe einer gewchnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
das Intervall (0, co) als Grenzfall derjenigen fiir das Intervall (0, ), und
tatsichlich zeigt sich eine weitgehende Analogie zu den Untersuchungen
von H. Weyl®) iiber dieses Problem. Ich fithre die Theorie hier nur fiir
den Fall durch, dall jener Grenziibergang ein von % unabhingiges Resualtat
ergibt; hier entsteht naturgemi der Begriff der wollstindigen Konvergenz
im Sinne von H. Hamburger. In diesem Falle wird nach der von mir®)
frither auf beschrénkte quadratische Formen angewandten Methode kom-
plexer Integration, die E. Hilb?) zu ganz analogem Zweck bei der Rand-
wertaufgabe einer Differentialgleichung 2. Ordnung benutzt hat, die Stieltjes-
sche Integraldarstellung des Kettenbruches hergeleitet.

Die vorliegende Arbeit setzt Kenntnis der genannten Literatur nicht
voraus; die notwendigen formalen Hilfsmittel sind in Nr. 1 zusammen-
gestellt. Die Theorie der orthogonalen Transformation beschrinkter qua-
dratischen Formen wird nicht benutzt.

1. Wir gehen aus von den mit den Koeffizienten von (1) gebildeten
unendlichvielen linearen homogenen Gleichungen

{ (@ — Ay, —bymw, =0

2
(2) “‘bpalﬂp—1+(ap—“/1)”p“bp”p+1:0 (p=2,8,...);

3) Journ. f. Math. 144 (1914), S. 114—166.

4) Math. Ann. 81 (1920), S. 235—319; 82 (1921), S. 120—164, 168—187.
5) Math. Ann. 68 (1910), S. 220—269.

¢) Journ. f. Math. 136 (1909), S. 265 fi.

7 Math. Ann. 76 (1915), S. 333—339.
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hierin sind die a,, b, beliebig gegebene reelle Zahlen,

(3) b, + 0 (p=1,2,3,...),

4 ein komplexer Parameter. Wegen (3) kann man aus (2) m,, 7y, ...
rekursiv durch s, berechnen; setzt man

(2a) n,=1,

so wird x, == (4) ein Polynom genau (p — 1)-ten Grades in 4 mit reellen
Koeffizienten.
Wir stellen daneben das besondere inhomogene Gleichungsystem

(4) { (a’l_}')el'—-blg‘_)zl
—bp_lgp,1+(ap~l)gﬂ—wbpgpﬂz() (p=2,3,...),
aus dem sich wegen (3) o,, @,, ... eindeutig durch das willkiirlich bleibende

(4a) 0 =u(4)
bestimmen; setzen wir
(4b) 0, = u(1)m,(1) + k, 4 (1) (p=2,3..),

so ergibt sich aus (2) und (4)
{——blkl=1, (ay — A)k, — byke, =0,

—bk, (a0, — Mk, —b, k., =0 (p=23,...),
d. h. k,=k,(2) wird ein Polynom (p — 1)-ten Grades in 1 mit reellen

(5)

Koeffizienten. — In analoger Weise betrachten wir, indem wir
(3a) bo=0
einfiihren, fiir jedes ¢ =1, 2, 3, ... das inhomogene Gleichungsystem

0(p=1,2,...,p%9q)

1 (P =19);
es bestimmt g, .0, ., ... rekursiv durch o, , = %,(4), und da seine ersten

q
g — 1 Gleichungen mit den entsprechenden von (2) iibereinstimmen, wird
(6a) ! Qp,q=uq(l)np<l) (p=1,2,...,9)
Uy, =%, (A)m,(A)+k,_, ,(2) (p=q-+1,q-+2,...).
Dabei ergeben sich aus (2) und (6) fiir die k, (1) die Rekursionsformeln
(7)! — bk, =1, (a,.,— Ak ,—b 1k =0
U—Dbgiporky T (a,,— Ak, —b k0, =0 (p=2,3,..),

d. h. k, (4) wird ein Polynom genau (p — 1)-ten Grades in 1 mit
reellen Koeffizienten; ferner ist

<73) kp,1(;‘)?"kp()‘): Qy,1 = 9y u1<1)=u<2)

(6) — bp—lgp’l,q +<ap_ l)Qp,q - bp9y+1.q:{
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Aus den ersten n Gleichungen des Systems (4) und des Systems (2)

folgt durch Komposition mit =, ..., 7, bzw. o,, ..., ¢, leicht

(8a) b, (0,7, 41— 0,4.7,) =1 (n=1,2,...)
oder wegen (4b)

(8b) b (k, 7, 1 —k,7,)=1 (n=2,3,...).

Mit Hilfe von (2), (5), (7) ldBt sich hieraus weiterhin die Identitit
schlieBen:

(9) kyoy (A, () = by ()7, (1) =k (1) (P=g>1)

Wir folgern endlich noch einige Identitdten fiir die reellen und ima-
gindren Bestandteile der z, und g,; wir bezeichnen generell reellen und
imaginéren Teil einer komplexen Grofe w mit %' und 74", die konjugiert
komplexe GréBe mit @, also

2

u=u-+iu”, u=u —iu”, ul =utu"*=uu.

Nun ergibt sich durch Komposition der ersten n Gleichungen (2) mit
Ay, ... 7, wenn wir unter Beriicksichtigung der Realitit der @, b, im
Resultat nur den imagindren Teil beibehalten,

n
(10) 2" a,
p=1

Durch den analogen ProzeB folgt aus (4)

a

¢ - = ”_r ” ’
= 72R b'n(nn”n+l - 57“+177“) = bn("n Tp+1 7~ ﬂn+1n") .

4 3

(11) v

p=1

2 ” 7 _ _ .
!017 =u +-—bn<9n£)n+1_911+1011,)
’” " s ” ’
=U +b71(9n On+1 — Qn+1@n)-

2. Zur Festlegung der einen noch unbestimmten Unbekannten im

Gleichungsystem (4) gelangen wir von der Betrachtung seiner ersten
n Gleichungen

(4) ! (@, —4)o, —bio, =1
! L _‘bpflep—l‘_*_—(ap*l)gp“bp(k)p+l:0 (p:2"">n)
aus durch den Grenziibergang n— oco; dabel fiigen wir diesen n linearen

leichungen mit » -1 Unbekannten eine lineare homogene Relation
zwischen o und ¢ ., (Randbedingung)

(12) Op4q="h0

TR
wo h einen zundchst willkiirlichen, jedoch wesentlich reellen Parameter

bedeutet®), als (nm - 1)-te Gleichung hinzu; es besteht also gleichzeitig
die konjugiert imaginire Relation

) Der Wert A =00, d. h. die Randbedingung ¢,=0 kann stets mitberiick-
sichtigt werden.
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(12) Cues=ha,
Verschwindet die Determinante der # - 1 linearen Gleichungen (4,), (12),
so haben bekanntlich die zugehorigen homogenen Gleichungen ein nicht

durchweg verschwindendes Léosungsystem, d. h. aber: die nach (2), (2a)
berechneten 7, (1) geniigen

”114—1(1'):}1’7’"(1)’ En%»l('q’):hﬁn(l);
danach ergibt sich aus der Identitdt (10)
n
YA N 2 ”
A |7,(4)]" =0 und A"=0.
p=1
Wir setzen in der Folge 1 michireell und etwa
(13) >0

voraus (fiir 2”7 < 0 gelten analoge Uberlegungen); dann verschwindet also

die Determinante von (4 ), (12) nicht, und diese Gleichungen haben eine

eindeutig bestimmte Lésung, die wir durch die Marke ™ kennzeichnen.

Aus (4a), (4Db), (12) folgt

(14) o —um(i) = = 2R MG o () = w07, () &,y (B
(p=238,...,n+1),

und der Nenner verschwindet nicht. Aus (4,) und (14) ergibt sich durch

sukzessives Kinsetzen
2| 2 2 '
(18) )= Lo i

Tami  lagmi ag—d T T an—i—buh "

Fiir diese Losungen gilt nun wegen (11), (12), (12)

(15) 1 X o ()] = uw”,
und hieraus folgt, da die o™ nicht siamtlich verschwinden,

MO 0, l”({u(")']g € [u('l)”]") < u<")”’ ™" < —;.17, ,

b -

’ n)’’ 1 2 1
(15") 0 <u™ <47, O - I A O T

B 4
»

=1
-

Wir betrachten nun die Gesamtheit der Werte u =« (1), die sich
bei festem 1 (1” > 0) fiir alle reellen Werte von % etgeben. Die lineare
Relation (14) zwischen %™ und % zeigt, daB sie einen wegen (15") in
der oberen Halbebene u” > 0 gelegenen Kreis &, der u-Ebene erfiillen,
dessen Gleichung wegen (15), (14) auch
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(16) 2 X um, () + &y (4) — " =0
p=1

geschrieben werden kann®). Fiir.den Radius »™ dieses Kreises findet man
— 'indem man z. B. bemerkt, dal sein héchster und tiefster Punkt, die
die Entfernung 27 voneinander haben, fiir diejenigen Werte von A ent-

stehen, fiir die i};ﬂ reell wird, und indem man (8b) und (10) beriick-
sichtigt —
(16") r -, ! - :

(i ) g 2w
p=1
Betrachtet man nun fiir dasselbe 1 und den néchstfolgenden Index-
wert n -1 den Kreis &, ,,, so ist fiir seine Punkte die linke Seite der

Gleichung (16) von &, — bei positivem Koeffizienten 1”[\3[%(1)"2 der
p=1

quadratischen Glieder #’ + %"”? — nicht positiv, d. h. &,,, gehort durch-
weg dem Innern oder dem Umfange von &, an. Ferner folgt aus (16')
wegen 7, ,(4) 4 0 (vgl. die Bemerkung zu (14)):

(16”) 0 < por+) = ¢,

Jeder Kreis der Folge &, &,, ... liegt also innerhalb (evil. einschl.
de Randes) des worhergehenden; ihre Radien bilden eine monoton ab-
nehmende Folge. Es sind daher zwei wesentlich verschiedene Fille
moglich1?):

I. Die Reihe T,E;Mp(l) |* divergiert'?). Dann ist

12

(17) lim 7™ = 0.

n—»x

II. Die Reihe X|7,(1)|" komvergiert. Dann ist
®

(17x) Im 7™ = ¢ — - 1
n>x 22‘{,—,1,(1)}“
(»

3. Ich zeige zunichst, daf fir alle nichireellen A gleichmdflig entweder
Fall I oder Fall I1 statt hat. Es bestehe etwa fiir ein bestimmtes 1 (1" = 0)

) Diese Kreise hat zu analogem Zwecke wie hier in der Theorie der Differential-
gleichungen H. Weyl %) S. 225 ff. verwendet; in der Kettenbruchtheorie hat sie H. Ham-
burger?) S. 290ff. zur Veranschaulichung seiner Resultate, nicht zur Durchfiihrung
der Beweise, benutzt. -

10) H. Weyl®) 8. 226 unterscheidet sie als Grenzpunkt- und Grenzkreisfall. — In
den Hamburgerschen Kriterien treten dieselben Reihen fiir reelle 4, speziell 1= 0
auf; vgl. insbes. a, a. 0. %), S. 148, 158,

1) Ein Index (p) am X'-Zeichen soll stets alle ganzen Zahlen 1, 2, ... durchlaufen.
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Fall II; ist dann %* ein den sdmtlichen abgeschlossenen Kreisflichen &,
angehorender Punkt, etwa ein Haufungspunkt der mit festem % gebildeten
#™(2), und setzen wir

(18) o = w¥a, (1) -+ k,_, (),

so ist die linke Seite von (16) fiir = u* nicht positiv, und daher kon-
vergiert

’ WA 2 ”
(18") PAPEEST
(p)

Unter den Losungen (6a) von (6) heben wir nunmehr die mit u, = o*
gebildeten hervor; sie sind wegen (9)

{95429;‘%(1) (p<q)
— or (1) (p20)

und bilden daher insgesamt eine symmetrische Matrix. Ferner folgt un-
mittelbar die Konvergenz der Doppelreihe |

(19)

Y/ 3
Dok, ‘=.>J{Ze;:nqr+Zfe:np<z>1?3ngre;r'zZ’nqw?,
®.9 ® Ug=1 g=p+1 ) ») (@)

und daher ist die quadratische Form Mo¥* z, x, der unendlichvielen Ver-

anderlichen z_ absolut beschrinkt!®). Sind %,, X,,... Lahlen mit konver-
gentem leplza 50 konvergiert also fiir die mit der zugehorigen linearen
@) ’

Substitution transformierten Groflen

(20a) yp=29;‘jqxq (p=1,2,..)

(@

ebenfalls M|y, 2,”) und da die @:q (6) erfiillen, ergibt sich durch Ein-
(p ’

?
setzen unmittelbar, daf diese y, den Gleichungen gentigen:

(20Db) —b,_yy, 1+ (e,—2)y,— by, =2z (P=1,2,..).

Es sei nun u irgendein komplexer Parameterwert; ich betrachte das
Gleichungsystem mit den Unbekannten z,, z,,...

(21) 7, () =2, 4+ (h— p) D) o¥ .2, (p=1,2,...).
@

Nach einem bekannten Hilbertschen Theorem?®) haben sie wegen der

12} Vgl. fiir die hier angewendeten Hilbertschen Konvergenzsitze etwa die Zu-
sammenstellung bei E. Hellinger u. O. Toeplitz, Math. Ann. 69, S. 293ff.

13) G6tt. Nachr. 1906, S.219 = Grundziige einer allg. Theorie der lin. Integralgl.
(Leipzig 1912), 4. Abschn., Satz 40, S. 165. — Die hier benutzte Ausdehnung auf
komplexe Werte ist unmittelbar moglich.
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Konvergenz von "19 * und \‘| ,(4) |* gewiB eine Losung mit konver-
.9
gentem Y zp’ , es sei denn, daﬁ die zugehorigen homogenen Gleichungen
(@)
(21') 0=2z,+ (4 —p) Y ¥ 2, (p=1,2,..)

@

ein nicht durchweg verschwindendes Losungsystem mit konvergentem
Sz, | ® besitzen. Identifizieren wir im ersten Falle (21) mit (20a), so
()
folgt wegen (20Db)
- bp—l(n —1(}“) - zp~1) +‘(ap“ '1) (”p(l) - Zp) - bp(ﬂp+l(l) p+l) (l lu’ p?
oder unter Beriicksichtigung von (2)

_bjj—lzp—l+(a - ) bp2p+1 O (p:]" 2"">;
daher ist z, =z, 7, (u), und wegen z, < 0 konverglert [ (1) ®. Tm zwes-

ten Falle folgt durch Identifikation von (21’) mit (203) aus (20b) ebenso
~bpﬁlzp,1+(ap_,u)zp—bl,zpﬂ:0 (p=1,2,...),

und das gibt wiederum 2z, =z, 7, («) und Konvergenz von ‘,_.Ylnp(‘u)]l .
()
In jedem Falle konvergiert daher |, (w)|* fiir jeden reellen und kom-
(»)

plexen Wert u, wenn es fir einen einzigen michtreellen Wert p = A kon-
vergiert ).
4. Ich betrachte weiterhin nur den Fall I, daff Y=, (2).* fir ein
()

nichireelles A und daher fir jedes nichtreelle 2 divergiert. Dann existiert
wegen (17y) fiir jedes nichtreelle 1 genau ein Punkt % = u (1), der sidmt-
lichen fiir dieses 1 gebildeten abgeschlossenen Kreisflichen §, angehért,
und fiir den daher gleichméfig in allen reellen A

(22) (1) —u® (2)] L 20,

Die von h abhiingigen Werte (1) konvergieren also wegen (17;) fiir
n—»>oo gleichmafig im Bereich aller reellen % gegen einen von % unab-
hingigen Wert % (1). Das bedeutet aber nach einer von H. Hamburger?®)
benutzten Bezeichnung, daf der unendliche Kettenbruch

O N T
a,—4 ‘a,— 4 L@y — A

(23) w(d)=-

1) Vgl. den mit anderen Hilfsmitteln gefiihrten Beweis des analogen Satzes bei
H. Weyl ®), S. 238,

1) a. a. 0.4), 8. 289; hier wird allerdings von vornherein gleichméBige Konver-
genz in i einbezogen.
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fiir jedes michireelle 1 ,,vollstindig konvergiert; denn nach (14')ist u® (1)
gerade sein n-ter verallgemeinerter Niherungsbruch, der aus ihm durch
Ersetzung der Glieder vom n-ten Teilzihler — b, an durch einen will-
kiirlichen reellen Parameter — b, % entsteht. Fiir diesen Grenzwert folgen
aus (15) die Abschéitzungen

—

"

(23") 0<u' (D, u(2)] <

>~

das Ungleichheitszeichen an erster Stelle gilt, da » innerhalb, allenfalls
auf der der Ungleichung »™” > 0 geniigenden Kreislinie &, liegt.
Bilden wir ferner die im gleichen Sinne wie lim »™® (1) existierenden

n->o
Grenzwerte

(24) 9, (4) = lim o (2) = u(d)m,(2) +k,_, (1)

nr»r»x

der Losungen (14 ) des Gleichungssystems (4,), (12), so stellen sie offenbar
ein Losungsystem der unendlichvielen Gleichungen (4) dar, das von der
speziellen Wahl der beim Grenziibergang hinzugefiigten Randbedingung (12)
— dem Wert des Parameters 7 — unabhiingig ist. Aus (15) folgt die Kon-
vergenz von

(24") Do, ()

(p)

1 .
”};u ’

'< j,ljé sowie |o, (1) <
4

man sieht leicht, daB die ¢, (1) sogar das einzige Losungsystem won (4)

bilden, fiir das die Quadratsumme der absoluten Betrdge konvergiert.
Es sei nun 9B irgendein abgeschlossener, beschriinkter Bereich der

Halbebene 1” > 0, der keinen Punkt der reellen 1-Achse enthilt; m > 0

sei das Minimum der Imaginérteile 1" aller Punkte von . Die rationalen

Funktionen %® (1) sind dann in B nach (15") gleichmiBig beschrinkt

([u(")(/l)] < ;'1‘—) und konvergieren an jeder Stelle von 5 gegen die nach

(28') beschriinkte Funktion () (1w(1)| < ). Nach einem bekannten

Satze von G. Vitalil®) ist daher diese Konvergenz in ¥ gleichmiBig, und
uw(4) analytisch in 1. Ich fasse das somit gewonnene Hauptresultat
und seine unmittelbare Ubertragung auf 4" < 0 zusammen: Divergiert

vanp()u)‘e fiir einen einzigen nichireellen Wert 1, so konvergiert der
(»)

%) Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 771; Ann. di Mat. (3) 10 (1904), p. 65.
Es wird hier ersichtlich nicht der volle Umfang des Satzes ausgenutzt. Ubrigens
148t sich die Analytizitdt von (1) auch ohne dieses funktionentheoretische Hilfsmittel
aus der Theorie der beschrinkten Gleichungsysteme entnehmen, wenn man wie in
Nr. 3, aus den o, die beschrinkte symmetrische Matrix (go,,,) bildet. (Vgl. E. Hilb,
a. a. 0. %) S. 335).
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Kettenbruch (23) in jedem beschrinkten, abgeschlossenen, keinen Punkt
der reellen Achse enthaltenden Bereich B der 1-Ebene vollstindig und
gleichmdfig (d. h. der verallgemeinerte Ndherungsbruch w, (1) konvergiert
gletchmdfig fir alle 1 in B und alle reellen Werte h), und der
Grenzwert ist in der oberen sowie in der wunteren Halbebene hiochstens
mit Ausnahme der reellen Achse eine regulire analytische Funktion und
hat an konjugiert imagindren Stellen konjugierte Werte.

Es lassen sich hiernach und mit Hilfe der Nr. 8 leicht umfassende
Bedingungen fiir die Koeffizienten a,, b, angeben, die fiir diese Konver-
genz hinreichen; hier sei nur eine wesentlich iiber die Beschrinkheit der
Koeffizienten a,, b, hinausgehende hervorgehoben. Konvergiert fiir ein

bestimmtes 2 Z[np(}.)}g, s0 ist

()
lim =, (1) =lm 7, (1)=0.
n—>x» n->w
Liegen nun unendlichviele Werte b, (v =1, 2, ...) absolut unterhalb einer

Zahl M, so betrachten wir die Identitit (10) fiir diese Indexwerte n = n,;
dann folgt fiir lim» — oo wegen |b, | < M

n, »
2lim D) ()T =2" D 12, ()|" = 0;
’l*r)l‘ﬁp_l p=1
also ist wegen 2 inp(l)}ggml(l)]?: 1 notwendig 1" =0, d h. die

®)
Konvergenz kann nur fiir reelles 1 eintreten. Haben also die Teilzdhler

by des Kettenbruches (23) einen endlichen Limes inferior, so konvergiert
(23) in dem zuletzt ausgesprochenen Umfange vollstindig und gleich-
mdfSig.

5. Um nun endlich die Stieltjessche Integraldarstellung von % (1) zu
erhalten, schlieBen wir (vgl. die SchluBbemerkung in der Einleitung) an
die aus der ersten Gleichung (4) sowie (23’), (24’) fiir 1" > 0 folgende
Abschitzung an:

(25) u(l):AlM_{_ aiﬁ“(l)‘ﬂ'bd’«z(l):‘}__{—1?‘%’
~ 4 Y} Al

wo (9 <1, G@=la,|+|b,|.

Schitzt man danach das wegen der Regularitdt von u (1) verschwindende
Randintegral von % (1) lings einer die obere Halbebene umlaufenden Kurve
ab, die aus einer die Punkte + - i4” verbindenden Geraden, zwei Senk-
rechten in ihren Endpunkten bis zu den Punkten £ 14 ¢Vl und einem
Kreisbogen um den Nullpunkt besteht, so folgt
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!

+
(25") !fuu + i1y’ »—wxl<&,+ oallg‘ | wo lim &, — 0,
-1

l>x

d. h. es ist fiir jedes 2”:

+ o +® +x
(26) fu(z’+¢1”)d1’:in, fu'(/l’,z”)dz’zo, fu“(/l',z”)dz’zn,
' +1

»

wobei die Integrale als Cauchysche Hauptwerte <1im ) aufzufassen sind.
l>»

Durch eine (25’) analoge Abschitzung findet man ferner, daf gleich-
miBig in 1

(27) hm /I d [
P

0, liml”f w (2,27 d) =0.
0

Das Integral des Imaginirteiles u” (1, ")

Lt
4

(28) U”(l’, l”) ::j u,, </l’, /1”) d/il
0

ist wegen u” > 0 bei festem 2" eine monoton wachsende Funktion von 4,
fiir die wegen (26) gilt:
(28") —a<U" (W, 2L +a, lim U2, 2") = limU" (A,2") ==
Nach einem bekannten Auswahlverfahren?’) kann man daher leicht eine
Folge solcher Werte 1" angeben, daB fiir sie
(29) lim U" (1, 2") = a(4)

20
iiberall gegen eine nicht abnehmende monotone Funktion o (1) konvergiert,
fiir die wegen (28")

{29) limo(2') — limo (' )=n

Ao A>—o
1st; nur diese Folge soll fortan verwendet werden.

Es sei nunmehr u eine Stelle der oberen Halbebene innerhalb des
oben beschriebenen Integrationsweges; durch Anwendung des Cauchyschen
Integralsatzes und Abschétzung auf Grund von (25) ergibt sich &hnlich
wie oben

1% Vgl. etwa E. Hellinger®), p. 269; E. Helly, Sitzungsber. d. Akad. d. W. Wien,
math.-nat. K1. 121, IIa (1912), 8. 273; C. Carathéodory, Sitzungsber. d. preuBl. Akad.

d. W. 1920, S. 560.
23
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+®
) w(d +id")di’
2”"“(#):»]‘”";):_7:)7*.

Ebenso folgt, daB das gleiche Integral iiber den konjugiert imaginiren
Weg verschwindet, und durch Subtraktion ergibt sich

+®

_ , —l"u’(l’,l”) B (l’—‘u)u"(l', l”)
nu(‘u) J‘d}' {(l’-f—’il”—‘u)(l’—“."-—,u)_I_(l’+il”—/£)(l'—il"—/¢)1‘

Fir 2"— 0 konvergiert der erste Summand wegen (27) gegen Null. Der
+®

aweite hat die Form [ & (1',2")dU" (2,1"), wo lim & (1’,2") gleichmiBig
—® 20

in A’ existiert; gemiB (29) wird daher nach einem bekannten einfachen
Konvergenzsatz'®) iiber monotone Funktionen

1 (do(d
(30) w(u) =1 [ 2,

womit die vm allgemeinen tiber die ganze reelle Achse erstreckte Stieltjessche
Integraldarstellung gewonnen 4st. Man erkennt nachtréglich leicht, daB
6(2") im wesentlichen eindeutig bestimmt ist.

%) Vgl. E. Hellinger %), S. 269; E. Hellinger u. O. Toeplitz ?), S.224; E. Helly ),
8. 288.

(Eingegangen am 17. 9. 1921.)



On Power Series in General Analysis.

Von

Eliakim Hastings Moore in Chicago.

In his paper?): Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen
unabhdngigen Variablen, of 1909 Hilbert has given, with indications of
the earlier literature, a sketch of the theory of functions of denumerably
infinitely many independent variables in its central position amongst the
various doctrines of Analysis.

In this theory, in analogy with the classical power series in a single
variable z or in a finite system {=(z,, ..., 2,) of m variables z, we have
the power series in a denumerably infinite system {=(z,, 2,,...,2,, ...)
of variables z.

These power series are instances of the power series

(1) P(C),iZa,é‘”zZa,,szf’

in a general system (- (z,|p) of variables z, a system possibly non-de-
numerably infinite. This power series in General Analysis we proceed
to define.

Denote by U= [a] the class of all complex numbers a and by
P=[p] a general (i.e., an arbitrary particular) class of elements p.
Then, for fixed values of the variables z, the system {=(z,|p) is a func-
tion {: {(p) =12, on P to A, that is, a function of the variable ele-
ment p of the class B, the functional values z, being numbers a of the
class A

Denote by J::[n] the class of all non-negative rational integers =

which individually vanish (n,= 0) except at most for a finite number

1) Rend. Circ. Mat. Palermo 27, pp. 59—74, 1909. — The material of this memoir
Hilbert intended to give as a general lecture at the Fourth International Congress of
Mathematicians at Rome in 19u8.

23*%
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of elements p. Then in the power series (1) for every » there is a term
a,l” with coefficient a@,, a number of 9, and with literal part " = [[z,?,

)
a product, possibly infinite in form, which however (with the interpreta-
tion z=1) reduces to the finite product of the factors having exponents
n,>0 or to 1 if »==0.

The power series (1) is an instance of the general SB-fold series

U

(2) Db,
of numerical terms b,. In case the class B contains only one element p,
the series (2) is the classical numerical series

0x
(2’) an
"

whose theory turns on the simple (natural) order of integers n associated
with the binary relation n, < m,. Similarly, the theory of the P-fold
series (2) turns on the ‘B-fold order of functions » associated with the
binary relation?®) », < ,. Accordingly, for (2) as for (2’) we define: the
partial sums s,, convergence to a sum s, absolute convergence, etc., and
have the usual elementary theorems: the uniqueness of the sum s of a
convergent series, the Cauchy condition as necessary and sufficient for con-

vergence, the comparison theorem, etc.

On replacing in (2) the class 9 by a general class & - [g] of ele-
ments ¢, we have the general numerical series

(3) b,

There is naturally no question of order of the elements ¢ of the general
class £ and hence of the terms & of this “series”. However for the
class ©=-[o] of all finite sets o of elements g of the class £. we have
the order of sets o associated with the binary inclusion-relation: o, s
contained in o,, of Logic; and accordingly, building for every set o the
partial sum s,:
.

<4> S A’Z bq’

q o
viz., the finite sum of the terms b, whose indices ¢ belong to the set g,
we treat the series (3) as a limit:

-y ,
(5) Z bq ‘98”7
— q

) Viz., v, (p) = (ny,) <(ny,) = (p) for every p. — Hence, for fixed », the func-
tions v, satisfying », <», are in number finite.
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the limit as fo o or as o swells of the partial sum s,. — In general a
function®) v (#,]0) on & to A is said to converge to a number ¢ as
limit?):

(6) Lr=1t, or Lt,=t,

in case for every positive number e there exists a finite set ¢, (depending
on e) of such a nature that |¢, — ¢ < e for every set o containing o,.
Then plainly: 1) A function v is convergent if and only if it satisfies
the Cauchy condition®); 2) A convergent function 7 has a unique limit ¢;
etc. — On applying this definition of limit to (5) we have: 1) A series
(3) is cenvergent if and only if it satisfies the Cauchy condition®); 2) A
convergent series (3) has a unique sum s; 3) For a series (3) of real
non-negative terms b, the finiteness of the upper bound of the partial
sums s, I8 equivalent to convergence, the sum s being the finite upper
bound; 4) Every convergent series (3) converges absolutely, and hence
unconditionally, in the sense that its sum is unchanged however its terms
without omission or duplication be associated with the elements g of the
class £; 5) The terms of a convergent series (8) are at most denumerably
infinitely non-zero; 6) The comparison theorem?) holds; ete.

Every convergent series (3) with £, 29 is an absolutely convergent
%3-fold series (2), and conversely; every such series converges whether in
the sense (2) or in the sense (3) to the same number as sum.

For every class ‘} there are non-absolutely convergent series (2) of
non-zero terms, for example, the general alternating harmonic series

<7> Z h" ;:EZ ]]hnp

where
1
(7()) h’n (_— 1)1‘”4‘ 1

(n=0,1,2,...).

%) Obviously ¢ is not necessarily the function (ss o) determined by a series (3).

#) This non-metrical limit, defined in my note of December 1915 in the Proceedings
of the National Academy of Sciences, has played a fundamental réle in my later
researches in General Analysis.

) For every positive number e there exists a finite set o, (depending on e) of
such a nature that |t; —ts,| <e for every set o containing o,.

%) For every positive number e there exists a finite set o, of such a nature that
185 — 84, | < e for every set o containing o,. — Here the final condition may be ex-
pressed also in the form: |s; | <e for every set o containing no element ¢ of o,.
?) If a series > ¢, of real non-negative terms ¢, converges, then every series M,
q q

of terms b, with |b,|< ¢, converges likewise and ! 3 b, ! < M e,.
q q
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If the class B is an infinite class, the sum of the series (7) is 0; if the

class P is a finite class of m. elements p, the sum is A™ where A is the
0x

sum of the simple alternating harmonic series an.
n
The corresponding general alternating harmonic power series

(8) Zkv;’"f;Zthngﬂ

for =1 converges non-absolutely, and, if the class 8 is non-denume-
rably infinite, it has a non-denumerable infinitude of non-zero terms. This
example seems to justify the consideration of power series in a non-de-
numerable infinitude of independent variables.

It is however not the primary purpose of this note to consider the
general theory of power series, but rather to state a theorem concerning
a certain class of general power series, a theorem involving considerations
of orthogonality akin to those entering the theory of Fourier series. In
view of Hilbert's brilliant use in Analysis of geometric points of view
(duality, orthogonality, etc.), I venture to call this the Hilbert class of
power series.

Consider a system (J3;y), where 3 ==[{] is a class of functions ¢
on B to A and y =(c,'») is a nowhere vanishing function on N to A,
of such a nature that

(9) for every ¢ of 3: 2]0,.'4"\2< oo;
(10)  the only function == (b,|») on N to A, for which

2
-
< OC,

(10.1) Db,
and
(10.2)  for every ¢ of 3: vac,,'c": 0,

is the function g = 0.

In such a system (3;y) the class 3 is infinite, and a system (3,; 7)
where 3, is a subclass of 3 is of the same type if it satisfies (10).

A Hilbert series is a power series (1) having the form

(11) P()= Ddbe " with (11,) D [b.]°< oo

»

relative to some sysiem (3;y) satisfying (9, 10). — Plainly a Hilbert
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series relative to (§;y) converges absolately for every ( of 3 and has
at most a denumerably infinite system of non-vanishing coefficients.
Examples. — A) A power series (1) converging absolutely for a
nowhere vanishing function {={, is a Hilbert series relative to (3; y)
where for every »: y(v)=c¢,=1/|{,| and § is the class of all functions {

for which Zizp|2izop\_2<l. — The series (9) has the value

VI =12, 5, ).

B) A power series
(12) Yo T e I (n) ey with (12)) b, P < oo
v P v

is a Hilbert series relative to (3; y) where y:_ ((v!)‘g'[r) and 3 is the

class of all functions { for which Z EN ®< 0. — The series (9) has
the value
/y[zp‘z
e 4
Remark. — In view of a preceding remark and a known property of

the simple power series, the power series of A), B) are Hilbert series
relative to many systems (3,; y) where 3, is a subclass of the class 3 of
A) or B), as the case may be. For example, if the class P is finite or
denumerably infinite and (r,|p) is an everywhere positive function on

B to A, with 2 r2 <1, co in A), B) respectively, an effective 3, is the

»
class of all functions { such that for every p: |z,|=
|2,| =7, in B).

For a system (3; y) satisfying (9, 10) we have by hermitian
polarization of the expressions in (9) the matriz or function 4 on 3 3
to A:

'rpizop\ in A),

<13) 517 Zo - 20 (Zl’ C? Of ’8)'
The matrix 5 is hermitian:
(14) (815 Ca) = (Ces &4) (&1, &y of B),

and it is of properly positive type: For every finite set ¢ == (¢, ...,¢,,)
of distinet functions  of 3 the determinant d,, of the m?® elements
Mg = n(zf’ Cg):

7711 * 'nlm

(15) d,, = ;‘

nml' 'ﬁmm
is positive.
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With an hermitian matrix y of properly positive type on 33 to U,
as defined by (14, 15) even if 3 =[] is a general class, we associate a
binary integration process J or J, applicable to certain J,-integrable matrices
v on 38 to A and yielding for every such matrix v a definite number 4,
in; notation:

(16) Jyv=u or Jyg v, L) =1,

according as the wvariables ({,,(,) of integration, i. e., the variables
eliminated by the process .J,, are not or are put in evidence. This
integration process is defined as follows. Consider a matrix v on 33
to A and for every finite set o == ({;, ..., ,,) of distinct elements { of 3
denote by J,,v the sum

1m
- . \ ] ~
(1’) J’l"U—A\'/nfgvfy
fa
of corresponding elements of the two matrices |7, ||, ||v,, || of order m.

Here for f,g=1,...,m: vfgzv(é'f, ¢,) and the matrix Hﬁfgj} 18 the
matrix reciprocal to the matrix |7, |l of determinant d,,<4 0 by (15).
It is to be noted that the numbersd,,, J,, v depend upon the set ¢ and
not upon the order of the elements { of the set . Then, in case as o
swells J,,v has in the sense (6) the limit u, the matrix v is J, - integrable
and has u as its J,-integral:

(18) u=J,v=LJ,,v.

If the matrix v is factorable, being the product of two functions ¢ ¢
(in definite order) on 3 to A, viz.,

(19) v=@y  or v(51ace)5‘p(§1)1/"<52) (&5 & of 3),

then the limitand J,,v may be expressed in the determinantal form

; Ma « - Thm "
P e
(20) Jpapy = — 1 . . iy,
w1 - s N ¥ mn
P9, . . e, O

The integration-process J, is of special importance as applied to factorable
matrices v. The process J, is hermitian: If @y is integrable then 7 ¢
is integrable and J, gy =J, P ¢@; and it is of positive type: If P is
integrable then J,pe@ >0. If vy is integrable and J, gy =0, the
functions ¢, v are said to be orthogonal as to the matriz 7. For every
function ¢, J,, ¥ ¢ is a monotone increasing function of o: If o, is con-
tained in o, then J,, o9 <J,,@. If g is integrable, ¢ is said
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to be modular as to #; the modulus M ¢ of ¢ is the non-negative
square root of the integral Jgg: M @ =Jge; Me—0 if and only
if =0. The sum and the difference of two modular functions ¢,, @,
are modular, and the #riangle property holds:

(21) (Mo, — Mo, | S M(p, L) S Mo, + Mop,.
For two modular functions ¢, , @, the matrix @, ¢, is J-integrable and the
Cauchy (or Schwarz) inequality holds:
(22) JG | = [T, G| < M, M,

The simplest hermitian matrix # of properly positive type on 33
to A, where 3 is a general class of elements (, is the matrix & or dj:
(23) 0(L,,8,)=1 or 0

according as (,, {, are the same or different, and for = ¢ the statements
made above are readily verified. For this matrix § the integration process J
is denoted by S or Sg. — Thus, for example, a function = (b,[») on

N to A for which Zjbv 0o (cf. (10.1)) is modular as to dy and

Ms%ﬁfsse/;ﬂzzyib-'lﬂ-

For a denumerably infinite class 8 the matrix dy underlies Hilbert's
investigations®) on limited linear and quadratic forms in infinitely many
variables. The principal results of this theory of Hilbert of the system
2= (B; dg), B denumerably infinite, especially as developed by
E. Hellinger and F. Riesz, hold for the doubly generalized system
2 = (; ePPH) where B is a general class and ¢ is any hermitian matrix
of properly®) positive type on PP to . This more general theory is
naturally of still wider scope in that it permits the study of the inter-
relations of various systems 2 = (‘B;e).

Of this general theory I have given above indications of definitions
and theorems sufficient for the formulation of the theorem in question:
Theorem I, concerning the Hilbert power series P () (1) relative to
a system (3;y) satisfying (9, 10). This theorem states an interrela-
tion between the systems Xy =:(MN; dyg) and 2, = (3; %) dependent on
the system (8;y), the classes 3 being the same and the matrix # being
given by (13). It is a corollary of, and will perhaps be clarified by

%) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, IV. Mit-
teilung, Gottinger Nachrichten 1906, S. 157 —227.

?) With suitable definitions, notably the definition of the reciprocal matrix of
an algebraic matrix even of vanishing determinant, this more general theory holds for
the system 3 — (; ¢7#) in which the hermitian matrix ¢ is of positive type, the
determinants d., (cf. (15)) being required to be merely >0.
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Theorem II which states the corresponding interrelation between a general
system 3 = (P;ePPH) and a system 3" = (R’; ¢’ PoPH) where the matrix ¢’
is determined by a matrix o on PR’ to A which in Theorem 1 is the
matrix o (E,,Lf"ivé‘) on NJ to A: o(v,0) ,C”.

Theorem I. — Let (3;y) be a system satisfying (9, 10); these
conditions, otherwise expressed, state that the matrix ¢: o(»,() N
on NF to A has as columns 0. (¢,C”|v) functions on N to A

(9) individually modular as to dn: Spo.0.<cc (¢ of 3);
and
(10) in their totality forming a complete system of functions modular

as to dg: The only function x on % to A which is modular as
to dn: Spiu < oc, and orthogonal to every column g.:

Sniio. =0 (¢ of B)
is the function ;== 0.
Then the following conclusions hold.

A) The matrix 5: 5 ((;,{;) = S»g_ o, given by (13)is an hermitian
matrix of properly positive type on 33 to 2.

B) The functions g, = (¢,(”1C) on 8 to A, viz., the conjugates of
the rows (¢,L”|l) of the matrix g, are individually modular'®) as to 7
and in their totality form a complete system®) of functions modular as to 7.
This system is moreover a wunitary orthogonal system as to n:

(24 ) J'/ @,.1 9,,= :) (”1 e 7":)‘

C) A Hilbert series P: P({)— 2b,¢, 0", with > b,1" < oc, relative
to the system (3; ), is a function on 3 to U of the form P: P({)—=Sno. 1,
where u-=(b,|) is a function on 9 to A modular as to dy,. The function P
is modular as to 5. — Conversely, every function x’ on 3 to 9 modular as
to 7 is such a Hilbert function P, viz., there exists (and by (10) uniquely) a
function x on N to A modular as to dy such that for every ¢ of §
W) =8xp.p, viz., the function u: u(v)=J, 0, u’. — Accordingly, for
every » the coefficient b, of the Hilbert series P({) is given by the for-
mula'!):

(25) bV = Jq:(:,,:z)Qr(Cl)P(CQ)EJU:(:,,:Z)@C{'P(Cg)-

D) In accordance with C) there is a 1 — 1 correspondence: ~ (/,
between the functions u on N to U modular as to dy and the functions u’

19 In analogy with (9, 10), the matrix » replacing the matrix og.
1) The close analogy with the classical formulas of Fourier in the theory of
Fourier series is evident.
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on 3 to A modular as to #, viz., the correspondence determined by either
of the equivalent systems of equations:

(26) #(&)=8no. (&)

(27) u(v)=Jyo,u' (7).

Under this correspondence modulus and inner product are invariant:

(28) Myn= M, (u~u');

(29) S iy pty = J, i (py~ pids iy ~ 1f).
Accordingly,

E) if P,(¢) NMbi,e (", Py()=Xbs,c.(” are two Hilbert series
relative to (3; y), then

(30) 2 by =T PG P(L,).

Two notations are convenient in the formulation of the more general
Theorem II. 1) Let v (v(pp’) pp’) be a matrix on LR’ to A. Then
v (read: v comjugate transpose) denotes the matrix v-=(v(pp’)|p’p) on
PP to A, viz., for every p and p’ we have v(p'p)=v(pp’). 2) If
the matrix v von LR’ to A and a function ' on P’ to A are such that
for every p the matrix v(p.)u’' = (v(pp)) 1’ (p))| P p,) is J'-integrable,
that is, J,-integrable, relative to an hermitian matrix ¢ of properly
positive type on 'R’ to A, then the integral J v (p.)u’, as function of

the variable p, is a function on P to A which we denote by J vy,

Theorem II. — Let Y8 and B’ be general classes and & be an her-
mitian matrix of properly positive type on BP to . Let o be a matrix
on PP’ to A whose columns g, = o(-p’) ~(o(pp’)|p), functions on P
to A, are individually modular as to & and form in their totality a com-
plete?) and finitely linearly independent'®) system of functions modular
as to e.

Then the following conclusions hold.

A) The matrix ¢ Jgo—(Jo(.p)o(.p))|p,p,) is an hermitian
matrix of properly positive type on 'R’ to A.

) If u is modular as to ¢ and Jg =0 then u=0. — We denote by J the
integration-process J. and similarly, relative to a matrix &’ to appear presently, by
J' the integration-process Je' .

%) For every finite set o’/ =(p], ..., ;) of distinct elements p’ the linear re-
lation ¢ (. p{) a,+...4¢(. p,,) @m = 0 holds only if (a;, ..., a»)=(0, ..., 0). — This
condition is provably satisfied by the matrix ¢ of Theorem I on replacing (R; B’; £)
by (5 ; o).
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B) The functions o,==o(p.)=(e(pp’)| ') on P’ to A, viz., the con-
jugates of the rows of the matrix ¢, are individually modular as to &’
and in their totality form a complete and finitely linearly independent system

of functions modular as to&’. MoreoverJ’ ¢ o= (J 0(p,.) 0(P,.)| P, Ps) =¢.
C) For every function u on ¢ to A modular as to ¢ the function
"=Jop is a function ' on P’ to A modular as to &’. — Conversely,
every function u’ on B’ to % modular as to ¢’ is expressible (and by the
hypothesis uniquely expressible) in the form wu’ = J g u where u is a func-
tion on P to A modular as to &, viz., the function u=J op’.

D) In accordance with C) there is a 1 — 1 correspondence: u~ u’,
between the functions x4 modular as to ¢ and the functions u’ modular
as to ¢, viz., the correspondence determined by either of the equivalent
equations:

(31) W' =dJ g u; (32) u=4dJou’.
Hence: '
(33) u=dJd'oJou (u); (84) W =JoJ ou' (1)

Furthermore, under this correspondence modulus and inner product are
invariant:

(35) Mu=Mu (n~u');
(36) J g py = J’/_‘; /‘; (10 ~ /“;; Py ™~ HLy)-

(Eingegangen am 20. 9. 1921.)



Some problems of ‘Partitio Numerorum':
IV. The singular series in Waring’s Problem
and the value of the number G (k).

By
G. H. Hardy in Oxford and J. E. Littlewood in Cambridge.

1. Introduction.

1. 1. In this memoir we continue the investigations initiated in two
earlier memoirs bearing a similar title, and complete the proof of all the
assertions which they contain'). We shall assume throughout that the
reader is acquainted with the notation and terminology of these memoirs,

The fundamental theorem of Hilbert?®) asserts the existence of the
numbers g (k) and G (k). In our first memoir we proved that, if

a—1, K=2"' xu—1-_, s>2K+1,
then
(1.11) ry. o(n) = Onset§ 4 O (oawse),
where S is the ‘singular series’
9 - /8 , g\ §
(1.12) S':'A\/ <—f;~q> e,(—np).

1) G.H.Hardy and J.E. Littlewood, Some problems of ‘Partitio Numerorum’:
I. A new solution of Waring’s Problem, Gottinger Nachrichten 1920, S. 33—54;
II. Proof that every large number is the sum of at most 21 biquadrates, Mathe-
matische Zeitschrift 9 (1921), S. 14—27.

The third memoir of the series (Some problems of ‘Partitio Numerorum’: III. On
the expression of a number as a sum of primes) will appear shortly in the Acta
Mathematica. The problems’ considered in this memoir are of a somewhat different
character. We refer to these memoirs as P. N. 1, P. N. 2, P. N. 3.

2) D. Hilbert, Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine
feste Anzahl n-ter Potenzen, Gottinger Nachrichten 1909, S. 17—36: reprinted with
certain changes in Mathematische Annalen, 67 (1909), S. 281—300.



366 G. H. Hardy and J. E. Littlewood.

The sum of the series is positive, and indeed greater than }, if s is
sufficiently large; and sax < sa — 1 if s> kK. Thus

(1. 13) 7y (m)~Cnse-18,

as n— oo, for all large enough values of s, say for s > G, (k). It is
plain that Hilbert’s theorem follows as a corollary.

Important simplifications of our method have been effected by
Landau®) and Weyl*). These improvements relate to our treatment of
the ‘major arcs’. In particular Weyl has shown that, if we are concerned
with an existence theorem only, so that it is not important to obtain
the best possible upper bound for G (%), the rather difficult analysis
which we used may be replaced by an argument of a much more elementary
character.

We proved nothing in this memoir about the values of G, (k) or
G (k), though our analysis suggested very forcibly that

(1.14) G(k) <G, (k) <kK +1=s,.

In order to prove this it is necessary to examine the singular series more
closely, and to prove that

(1. 15) 8>06=0(k,8)>0

for s >s,. This would be sufficient; but in fact, as Herr Ostrowski
has shown?), the truth of (1.15) for s =g, will involve

(1. 151) 8>o0=0(k)>0

(the value of o being independent of s) for s >s,. In our second me-
moir, however, we effected an improvement in (1.11), showing that

(1.16) Ty () = Onsa=18 | O (nls-tiax+2ate)

(a better result if only &> 2). If now we can prove that (1.15), and
therefore (1. 151), is true for s > (k — 2) K -+ 4, we shall have proved that

(1.17) Gh) <@, (k)< (k—2)K+5.

This we proved before when k=4, in some ways the most interesting
case. It is the general proof of (1.17) that is our primary object now.

%) E. Landau, Zur Hardy-Littlewoodschen Losung des Waringschen
Problems, Gottinger Nachrichten 1921, S. 88—92.

%) H. Weyl, Bemerkung zur Hardy-Littlewoodschen Losung des Waring-
schen Problems, Gottinger Nachrichten 1922.

5 A. Ostrowski, Bemerkung zur Hardy-Littlewoodschen Lésung des
Waringschen Problems, Mathematische Zeitschrift, 9 (1921), S. 28—34, We return
to this point in § 6. 3,
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Our principal theorem then, will be:

Theorem 1. There is a positive number 6 = o (k, 8) such thatS > o
for s> (k—2)K-+5, so that

”k,a(’”') ~ Cnsa—1§

for all such values of s. In particular, r,  (n) is positive for all such
values of s and all sufficiently large values of n, so that

G(k)< (k—2)K +5.

1. 2. We have in any event to undertake a detailed examination of
the singular series; and we shall push our analysis a good deal further
than is necessary for our immediate purpose. We do so primarily because
the analysis is interesting in itself. But it must be remembered also
that the inequality (1.17) is, in all probability, far short of the actual
truth. It is not unlikely that the order of the error term in (1. 16),
which is the obstacle to further progress at present, may before long be
materially reduced. The discussion of the singular series, for values of s
smaller than those contemplated in Theorem 1, will then become of
immediate importance, as every improvement in (1.16) will give a
corresponding improvement in the value of G (k).

It may be useful if we summarise at this stage the existing state of
knowledge as regards the values of g(k) and G (k). This is exhibited in
the following table.

k= 2 | 3 1 4 ‘ 5] 6 ‘ 7 8
g (k< 4 | 9 | 81 | 58 | 478 | 3806 | 31353

Cr8NE g ! | ;
g(k)> ,<~2_) |+ek-2= | 4 9 119 3 T3 | 18| 219
G (k)< s | 8 | s s 418 | 3806 | 81353
G (k—2)2% 145 | 5 | (9 | 21 53 . 133 395 773
G (k)> 4 4 16 6 . 9 8 32

The numbers in the first line are the upper bounds for g (%) which have
been obtained by elementary arguments, and are due in order to
Lagrange, Wieferich, Wieferich, Baer, Baer, Wieferich, and
Kempner respectively®). Those in the third line are the corresponding

% The names are those of the authors who found the actual numbers quoted.
The proofs of ‘Waring’s Theorem’ for the cases in question are due to Lagrange,
Maillet, Liouville, Maillet, Fleck, Wieferich, and Hurwitz (and Maillet)
respectively. For detailed references see A.J. Kempner, Uber das Waringsche
Problem und einige Verallgemeinerungen. Inaugural-Dissertation, Gottingen 1912,
and W. S. Baer, Beitriige zum Waringschen Problem, Inaugural-Dissertation,



368 G. H. Hardy and J. E. Littlewood.

upper bounds for G (k), and are identical with the numbers in the first
except when &= 3. The inequality G (3) < 8 is due to Landau®).

The fourth line contains the upper bounds given by Theorem 1. It
will be observed that the numbers for k=2 and k=3 are inferior to
those already known, but that there is a very substantial improvement
for all larger values of k.

The second and fifth lines contain the best known lower bounds for
g(k) and G (k) respectively. It was observed by Euler, and later by
Bretschneider®), that the number 2°7 — 1, where I is determined by

3% — 2% 1L, 0 < m < 2%,

requires I -+ 2% — 2 powers; and this observation gives the numbers
tabulated. The numbers 4, 9, 19 are mentioned by Waring, but there
is nothing to show that he had recognised the general law?”).

The numbers in the fifth line are more interesting and require further
explanation. It was proved by Hurwitz!'?) and Maillet'!) that

Gk)>k 1

for every k; and in some cases, e. g. for k=3, 5 and 7, no more than
this is known.

In other cases it is possible to prove a good deal more by the
consideration of simple congruence relations. The simplest case is k —= 4.
Every biquadrate is congruent to 0 or to 1 to modulus 16, so that a number
16 m -+ 15 requires at least 15 biquadrates. Thus (as was observed
by Landau) G(k)>15, and Kempner, considering numbers 16". 81,

Gottingen 1913. The numbers for k=7 and k=8 could no doubt be substantially
reduced.

Proofs of the existence of g (%), from which an upper bound for g (k) could be
calculated, have also been given for k=10 (I. Schur), k=12 (Kempner) and
k=14 (Kempner).

%) E. Landau, Uber eine Anwendung der Primzahltheoric auf das Waringsche
Problem in der elementaren Zahlentheorie, Mathematische Annalen, 66 (1909),
S. 102—105.

%) See Kempner, loc. cit., S. 4445,

" Waring asserts quite explicitly, not merely that g (k) exists, but that
9(2)=4, g(8)=9, g(4)=19, ‘et sic deinceps’. Nothing is known, so far as we are
aware, inconsistent with the view that the numbers in question are the actual values
of g (k) for every k.

10) A. Hurwitz, Uber die Darstellung der ganzen Zahlen als Summen von
n-ter Potenzen ganzer Zahlen, Mathematische Annalen, 65 (1908), S. 424—427.

1) E. Maillet, Sur la décomposition d'un entier en une somme de puissances
huitiémes d’entiers, Bulletin de la société mathématique de France, 86 (1908),
p. 69-717.
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where g is large, improved this inequality to G(4) > 16. He also proved
that G (k) > 4 k whenever k is a power of 2, and that G(6)>9. This
is the origin of the remaining numbers in our table. Again, every ninth
power is congruent to 0, 1, or — 1, to modulus 27, so that a number
27 m + 13 requires at least 13 ninth powers: thus G (9) > 13.

Considerations of this character concerning cubes lead only to the
Hurwitz-Maillet inequality; and when k=5 or k=7 the resulting
inequalities are entirely trivial, for any residue to modulus 25 can be
generated by 3 fifth powers, and any residue to modulus 49 by 4 seventh
powers. It will be found that these simple facts have a very interesting
bearing on the structure of our singular series.

2. The formal theory of the singular series.

2.1. The singular series is absolutely convergent for sufficiently
large values of s,'%) and is then expressible as an infinite product

(2211) S=1+d,+ 4,4 ... = DA =127 -.. = 7,
where 7 is a prime and
(2.12) 1,=1+4 +4 .+ ... ___ZA";'.H)

The sum y_ is a finite sum, for 4_; is always zero from a certain value
of J 0nwarﬂs‘4).

The question of the absolute convergence of the series and product will
be discussed more precisely later. Our immediate object is to determine
the form of the factors y_.

2. 2. We suppose that ¢ == #*(4 > 1), and we denote by »(&, q, n)
the number of solutions of the congrence

s
(2.21) Dak—n (mod ¢)
for which !
(2.211) 0, ¢ (r=1,2,...,8).
We write
(2.22) v(g,¢,n) = M(g,n) = M(q).")
Finally, we denote by
(2.23) N(g,n) == N(q)
1;; P. N. I, S. 40.
) P, N. 2, S. 18.

“) P.N.2, 8.22 (f. n. 7). This will also appear incidentally later (S. 872).
%) When it is unnecessary to show explicitly the dependence of M on n.
24
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the number of solutions of (2.21) for which 0 <z, < ¢ (r <s), and for
which not every x is divisible by #. Such a solution we may call a pri-
mattve solution.

Following Landau, we write ‘y|z’ and ‘y 4 2’ for ‘z is divisible
by g’ and ‘z is not divisible by y’. We shall find it convenient, moreover,
to have a special notation to express ‘y’|z, y™+' 2°, ¢.e. ‘y’ is the
highest power of y that divides 2’. In these circumstances we shall
write ‘yr|z’.

This being so, the value of 7, is given, in terms of the numbers N,
by the following theorem.

Theorem 2. Suppose that
(2.24)  E>2, a0k (020). (a|n (5> 0)
and let
(2.25) p=0+1 (a>2), p=042 (a=2)
Then
(2.26) gz = Bart=9 N (a7,0) | afk=-a+ali-a N (ﬂ"’, Tyzk),
where |
(2.2611) B = (8=0),
(2.2612) B =1 4 nk=t | q26=9 b= (B> 0).
The proof of this theorem rests on a series of lemmas.
2.3. Lemma 1. If
a0k (020), g==' i>04+1 (#>2), i>042 (7--2),

(2.31) — &L qmi—6-1,

then

(2.82) o= & +;’,@ga¢“"“’n‘“‘ (mod g).
We have

k
ot Y (E) it
r=0

The terms r = 0,1 are those which occur in (2.32).
Suppose, then 7 > 2. The index of the highest power of xz that

divides 7! is , _
IS

19) (2%)? | n means, of course, =" *|n, a#+DE Ly Tts meaning is different from
that of nf*|n, which would mean 2/¥|n, afEtl 4 g,
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Hence the r-th term is divisible by =¢, where
9——~ jhr(A—0--1)= l—f—-“r+(r~ 1)(2—60—2)—2.

Ift n>2, ¢c—2>%4r—22>—1. If a=2, 120+ 3, and so
c—A>r—1—22> —1. In either case ¢—41> —1, or ¢c —12>0.

u

2.4. Lemma 2: EAJA(n)::z‘“‘l“"’M(m‘,n).
Ai=0
Writing, as usual, ¢ = 7%, we have

Aq Aq(n) ::2<§p’£> eq('" np)

>
q—1
= q-s‘Z’ Z’ e, (p(xftab+4 ... fab—mn)=q Z
P zl.xg,...,.vs-:() Xy, Tore ey x
where X = gf--xf4 ... +x¥—n and ¢ (X) is Ramanujan’s sum“)
¢, (X)= e (pX).
I 2=1, ’
g=a, ¢ (X)=—1 (x4 X), c.(X)=a—1 (a]X),
and
(2.41) A, — 7 s(Z (= 1)+ a) =7 (2 aM @) === M(x)— 1.
Tl X
If 21
i (X)=0 ("' + X), ¢ i1(X)= —a*t (2] X),
¢, (X)=ai"t(z—1) (a*|X),
A= aie( 3 (= ar) 4 Yat)
}'_1\]{ A]X
A A‘?M(.ﬂ ) ph—hs— 11)(71’ "z‘“l,n).
If now
x, =& +eatl (0KE <at1, 0L . <a),
we have
A\Jx,'” :»’3;2&,’“ (mod 74-1),
and so
vixt at=1 ) =2v(nx-r,nﬂ—1,n) — 25 M (ai-1),
(2.42) 4., ,:nm 9 M (7?) — q0-10=8 Y (z2-1),

"’) See 8. Ramanujan, On certain trigonometrical sums and their applications
in the theory of numbers, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, 22
(1918), pp. 259—276; G. H. Hardy, Note on Ramanujan’s function c,(n), Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society, 20 (1921), pp. 263—271; and P. N. 3.
24%
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The lemma follows from (2.41) and (2.42). As corollaries we have

Lemma 3: y4,=>0.

Lemma 4: If n 18 representable in any manner as a sum of s
(positive, megative, or zero) k-th powers, then y_>0.

Lemma 3 is an immediate consequence of Lemma 2. To prove
Lemma 4 we have only to observe that A _; =0 from a certain value
of A onwards?®), and that, under the hypothesis of the lemma, M (%) > 0
for every 4.

2.5. Lemma 5. If |k (68 > 0), then
(2.51) N(n“,m) = a-n6-ON (a7, m),

where @ is defined as in Theorem 2, u 2> @, and m s arbitrary.
We may suppose u > @, and write

(2.52) @, — & a0t (0K E < a0l 0 < ),
Let k== a%k,. Then (k,,7)=1. Also _

(2.58) of &4 ke & a0 (mod &),
by Lemma 1. If now

(2.54) m ==m, + m,7""! (0 <m, < au-1),
the congruence

(2.55) M1 akm (mod =¥, 0 < o, < 7v),

is equivalent to the pair of congruences

(2.551) g = my=m  (modmi-t, 0 L&, o qu—b-1),
and

yek g,
(2.552) Zko « EF o my — ;"u_—;i (mod 7, 0 <@, < mO+L).

In what follows we take into consideration only primitive solutions
of (2.55) and (2.551). In such a solution of (2.551) some &, say &,, is
not divisible by n. This being so, the values of «,,e,, ... in (2.552)
may be assigned arbitrarily, and then, since (%, & _1,7:) == 1, the value
of «, will be determined uniquely to modulus n. There will therefore
be 70 possible values of «, less than n0+1, and 70 (76+1)s~1 = n(6+1s—1
sets of «’s associated with every solution of (2.551). That is to say
we have

(2.56) N (n4,m) = m®+Ve-t N

15) See 8. 369, footnote 'Y).



Some problems of ‘Partitio Numerorum . 1V 373

where N (a2, m) is the number of primitive solutions ot (2.55) and N,
the number of primitive solutions of (2.551).
Again, N (n#~1,m) is the number of primitive solutions of
(2.57) DJatb=m (modar-1, 0 S &, < ak-1).
If here we write
B, = &, an0-1 (0 &, a0, U s @ < o),

and use Lemma 1 and the hypothesis x4 > ¢, we obtain

xh =&k (mod z#-1).
Hence
(2.58) N(ar-t,m) =D N, = a0:N,.
Oy, Ogyenny oy
From (2.56) and (2.58) we deduce
(2.59) N (n*,m) =a*"tN (a+*-1,m) (> q),

and the lemma follows immediately.

Proof of Theorem 2.

2.61. Let » be the integer such that nf*+*|n, so that 0 <» < k; let

(2.611) ly=Max (k4 v+ 1, Bk + ¢);
and suppose that 1 > 4,.
We divide the solutions (primitive or imprimitive) of

(2.612) fo:—:n (mod zn*, 0 < &, < &%),

into classes as follows. In the first class we put the primitive solutions,
N (n*,n») in number; in the second class the solutions in which every z
is divisible by sz but not every z by x?; in the third those in which
every « is divisible by z? but not every x by x?; and so on. ;

The second class of solutions is correlated with the class of primitive
solutions of

(2.613) Zy" = (modz*-%, 0 <Ly, < a*-1).

r nk
If we write
yr:§r+“rn;.~k (0 §§r<ni_k’ 0 é“r< nk—l);

D yk= D) ek (mod 2+-#),

and the number of primitive solutions of (2.613) is plainly #z®-"¢ times
the number of similar solutions of

foz ;72 (mod z#-%, 0 <& < at~F),

then
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gk=Ds N (n}.—k’ _?‘_> .

xk

Similarly the number of solutions of the (e« !-1)-th class, where
« < B, is

; 7
(2.615) natk=0s N (imab, ",
There are no solutions of any higher class, since (S 1)k > fk+» 41
and nfk+r+t L n. Hence, if 4> pk--»-+1, and so certainly if 1> 1,
we have
P
(2.616) M(a* n) -——271“(""1)31\7 (n}"“k, ”%Lk>
a=0

2.62. Again, if 2 — «k > ¢, and so certainly if 1 >4, and « < 8,
we have, by Lemma 5,
(2.621) N (i-ab, B} = qlimak= 6= N (a7, ).

qak /

Making this substitution in (2.616), and multiplying by x*1-%, we

obtain
B

(2.622) ait-0 M (%, m) ::Zn}.(l—s),na(k—l)s,n(}.duk—q.)(3—1}N <ﬂ,,;’ L)

ok
a=0
8
— N jatk-9)ted-9 N (ntp’ ;,.?‘._> .
2;0 & i
o=

If «<<p and ¢ < E, ﬂ—f?

place it in N by 0. If #>2, p=04+1<20<a0<k. If =2,
p=04+2<L20<Fk unless 6 =0 or =1, in which cases ¢ <8< k.
Hence we may replace every N in (2.622), except that for which
o=p, by 0.

It follows that the right hand side of (2.622), is equal, when i > /,,
to the value for y given in Theorem 2. It is also independent of 1,
and therefore, by Lemma 2, equal to
(2.623) lim 7*1=9 M (n?, n) = y_.

A>w

is divisible by x7, and we may re-

This completes the proof of the theorem. We may observe that we
have shown incidentally that

(2.624) A= 0 (4 = dg).-
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3. Some properties of the sums 8, ,.

3.1. In this section we establish certain properties of the Gaussian
sums

g—1
. T k-
(3.11) Sp,q:Sp,q_k:,% e,(i*p)
7=0

which will be useful for the further study of the singular series’). We
have not attempted to make the theory complete, though we have deve-
loped it a little further than is absolutely necessary.

We denote by

2= 2= 1,(m) (l=x<h=gp(q)
the 2 Dirichlet’s ,characters’ to modulus g.?°) y, is the principal character,

and 7 _is the character conjugate to y . We shall be concerned only with
the case g = =%, where 7 >-2 and 1 >1.

It will be convenient to write

g—1
(3.12) Spa=2 2:(3)e,(i*p) = D e, (i*p).
j=0 G,9=1
It is plain that, if 1 <k,
(3.13) Sy 4= S;:,q'-}—ZH 8 At

alj

3.2. Lemma 6. If (I,q)==1 then
2/ 1.0 7,(m) =0

unless m -1 (modq), in which case the sum 1is h.
The result is obvious if (m, ¢) >1. If (m, ¢)=1, we determine m
from the congruence mm’::1 (modgq). We have then

LD, (m) =71, ()7, (m')=7,(Im’),

Eix(lm')z 0

E3

and

unless Im’. =1 or m ~ I, in which case the sum is A.

19) What we do is, in effect, to develop from our own point of view certain
portions of the theory of the division of the circle ( Kreisteilung). It is not unlikely
that the substance of our analysis is to be found elsewhere; but it is not altogether
easy to extract, from the classical accounts of the theory, the particular parts which
we require.

20) A systematic account of the theory will be found in Landau’s Handbuch, 1
{Zweites Buch).
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We write
@21) 8= (h,K)=(p(@), k)= (=1 (x — 1), k).

3.3. Lemma 7. There are just & characters y, which possess
the property

(3.31) 1=
These characters are given by

fs 0z
(3.82) 1. =e(%),

where 9 =10,1,2,...,0 —1 and z is the index of .
We have generally

(3.33) 7, () = e (45),

where y is the index which specifies %.%!) The necessary and sufficient
condition for (8.81) is that kyz =0 (modh) for every z, or that

(3.34) ky:= 0 (mod A ).
From (3.34) we deduce
(3.35) A (mod .
which has the single solution y = 0 to modulus % Thus (3.35) has the >
solutions

:%f— (6=0,1,..., 01

to modulus k. These are all solutions of (3.34), and are plainly the
only solutions.

We shall call the characters y’= y , which satisfy (3.81) the special
characters. It is clear that 7 , is a special character.

Lemma 8. We have
(3.36) 21,M=00t+2, X1,0)=05 (]2
For ~

J-—-1

D) =2e(-%).

'

x o=0

Lemma 9. Suppose that g =n* (A>1), and that & |z —1, so
that 6 =k. Then

(8.37) e (lp)=0,

) Landau, S. 401-402.
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if (p,q)=1 and the summation is extended over those residues 1 of ¢
for which ¢ | z.

We denote by
G=g+ma
the primitive root (modgq) to which the indices refer, g being a primitive
root (mod x).2?)
Suppose first that d =k =nm — 1. Then the indices of the I’s in
question are
0, a—1, 2(n—1), ..., (a*1=1)(x—1).

Suppose that z, and z, are any two of these m*—! indices, z,> z,,
and I, and [, the corresponding values of I. Then

I,—L,=G0%Q> 5 —1)=G2(G""—1) (mod z),
where 1 is an integer, and
¢’ —1=¢""—1= (mod 7).

Hence I,—1,=0 (modx). On the other hand, I, and I, are incon-
gruent to modulus ¢, since ud =2z, — 2, < n*-*(x—1) and G is a pri-
mitive root for g. It follows that the I’s in question are the numbers
of the arithmetical progression

1, n+1, 2241, ..., (@ '—Da+41,

S im—a-n Se(- ) o

The lemma is therefore proved when 6 =z — 1. The extension to
the general case is immediate. The indices of the I’s in question are
now

so that

0, 96,28, ..., a—1,..., a*1(a—1)— 6

and form ”;—1 arithmetical progressions of the type

4, A+a—1,..., A+ (a*1=1) (= —1),

where A is one of 0, d, 26,..., x —1— 4. The I’s corresponding to
the indices contained in any one of these progressions form an arithmetical

pregression of difference n, and the sum of the lemma splits up into

”%l sums which vanish individually.

23 Landau, Handbuch, S. 394.
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3.4. Lemma 10. We have

g—1
(3.41) Sp0 = e, (1p) D)7, (1),
=0 »'

the summation with respect to »' extending over all special characters.

We may plainly restrict [ to values prime to ¢. If (I,q)=1,
(m, q)=1, we have, by Lemma 0,

e, p) X7, (1)1, (m) 22+2 N e, (mp).
* m x IzEm *

Hence, if § runs through values less than and prime to g,

= De, (*p) = 2226(@)%@7(7
— geqamz (0 (2,6))*

The sum with respect to j is zero unless %, is special, when it is A;
whence the lemma.

Lemma 11. If g=2* (1<1<k) and 6= (h, k), then
(3.42) Sp k= 8p,4,5-
This is an immediate consequence of Lemma 10. For the right hand

side of (3.41) involves k only in so far as the special characters are fixed
by k, and is therefore unaltered when % is replaced by 4.

Lemma 12. If g=n*(1<i1<k) and a+k, then
1

(3.43) |
It is plain from (3.13) that what we have to prove is
(3.44) 8p.0k=0,
or, by Lemma 11,
(3.45) 8y 05=0.

By Lemmas 10 and 8, we have
’ _ .\
Spoar =2 e, (1p) D)7, (1) =0 Y e, (Ip),
l ' l

where the last summation is restricted to values of ! whose indices are
multlples of §; and this sum is zero, by Lemma 9 **).
%) This has been proved already, in a diffcrent manner, in P. N.2, S.19—

but it is interesting to see how the result arises from our present point of view.
24) Since 6|7 —1 when x | k.
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3.5 Lemma 13. If i=1, ¢g==, and 6 =1, then

(3.51) 8, 5x=0.

But +f 6 > 1 then

(8.52) 8, = v.1,.(p),

where -

(3.53) = e, )7,
2

and the summation with respect to »’ extends over the special characters x',
exclusive of the principal character y,. Also

(3.54) 18, okl S(0—1)Vq.

We may regard (3.52) as including (3. 51), since its right hand side
disappears when 6 =1.
We have, by (3.13) and (3.41),

Sp.q.k:‘ 1 ”}_ S;.q./c =1 ’*’Zeq(lp)21(l) '+Zeq (lp)sz’(l)’
! i »'

where the principal character is now excluded from the summation with
respect to »’, and [ runs from 0 to ¢ — 1. The sum of the first two
terms is

Lte,(p)=1-+pu(g)=0.

D, () X e,(In), (Ip).

! [/

The third term 1s

Since Ip runs through the residues of ¢ when [ does so, the inner sum
i1s 7;., whence the result of the lemma.

Finally, to prove (3.54), we have only to observe that, ¢ being
prime, ¥, is primitive (eigentlich)*®), and

i;zlci :v—‘q—

4. The behaviour of y_ for large values of x.

4.1. In this section we are concerned with large values of z, and
may suppose z >k, so that =0, ¢ =1. The O’s which occur refer
to the passage of z to infinity; the constants which they imply depend
upon k£ and s, but not upon n.

We suppose that &> 3.

Lemma 14. We have
(4.11) Ar—ar Y ea(—np)( Y 1,(p))

- P
2) Landau, Handbuch, S. 479.

8
’
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where the summation with respect to »’ extends over all special characters
other than the principal character.

This follows at once from (38.52).
Lemma 15. If s=>1, =0, then

(4.12) 2, =1+ 0(at"%s).
We suppose first that n4n, so that » = 0. Then
(4.13) 1, =1+ A4..

Here we replace A. by the right hand side of (4.11). Any product of
z’sisa y and so, when we expand by the multinomial theorem and invert
the order of summation, we obtain

A= D) T Y y(p)e(—np),

where T' is a product of s ©’s, y a product of ¢ x’s, and the number of
terms in Z’lis O(1). The inner sum is O(V=z) for every y and all
values of n in question?), and so

A, =O0(a* (Va)’'-Va)= 0(at"1%),
which proves the lemma when =+ n.

Next suppose n|n, so that 0 <» < k. In this case 4,=» 4 1 and
v+1

(4.14) =1+ A+ D A
2
Now 8, .2=a*"1 for 2<A<v»+ 1Lk, by Lemma 12; and so
A= n“Ze,,z(—np) =qa~ic, 4 (n),
b4

Ai=ni-in—1) (2<1<9),  Ap=—ni st (I=v41),

r+1

E A p = —gl-s,
2

2, =1+0(at3) —ql-e =114 0(at~t*),

This completes the proof of Lemma 15.
If n is fixed, n 4+ n from a certain value of = onwards. Hence we
obtain

Thus

Theorem 3. The singular series S = ZAq, and the product
P=1IIy_, are absolutely convergent for s > 4, and S = P.

26) It is — 1 if x is the principal character, and the product of a y and a = if g
is non-principal (and so primitive: Landau, Handbuch, S. 480).
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4.2. Lemma 16. If s>1 then
(4.21) 1+ 0(at~¥) <y <(1+4aks4 ... +abt-9)(1+40(xt"3)).
This is proved already if =0, and we may suppose § > 0. From
Theorem 2 we have, on the one hand
(4.22) 1. (n)=at~*N(x,0),
and on the other
(4.23) 1, (n) (14 aks4 .. = ab-VE-9)z1-3 N (7, 0)
-+ nﬂ(k—a)+l—aN(n’ n’) ,

where n' == — Since neither # nor »’ is divisible by =¥, we have
J

A=t N(n,0) = a'=sN(x,n)=y_(n), at=sN(a,n") =y (n'),
and each of these is, by Lemma 15, of the form 14 O(x*"%*). Thus

(4.21) follows from (4.22) and (4.23).
As a corollary we have

Lemma 17. If s>k+ 2 then y, =14 O(a7?).

5. The numbers y_, I' (k).

5.1. Given k¥ and =, and any positive integer m, there are two
possibilities. Either (i) there is a number

(5.11) hy="h(k,s,n) >0
such that
(5.12) 1,2 ha
for s > m and all values of n, or (ii) there is no such number. We
define
7a=7 (ks )
as the least value of m for which (i) is true, and I'(k) by
(5.13) F(Ic)=ngyn.
Further, we define '
}’,’, == 7,(]‘75 ”) .
as the least value of m such that
(5.14) 1,>0

for s > m and all values of n.
It is evident that y/ <y .

Lemma 18. If y >0 for all sufficiently large values of n, then
2,> 0 for all values of n.
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In proving this Lemma we leave out of account for the moment the
special case k=4, 7 =2. That the result is still true in this case will
appear incidentally later.

It is easy to see that, apart from the exceptional case, ¢ <. k. Thus
if>2, pg=0-+1<2%<a0 <k,

If =2, 6>3, then p =042 < 2°< k.

If z7=2, 0=0, kis odd and ¢ =2 < 3 < k.

If =2, =1, then k is oddly even and ¢ =3 < 6 < k.

If n=2, 0 =2, then ¢ = 4 < 6 < k, unless k = 4.

Thus ¢ << k& in every case except that in which k= 4, » = 2, when
p=kK.

Now let

n=aga¥m-+n’ (0w < av).
If »" 4 0 then =0 (since @ < k) and so, by Theorem 2,
Az(M) =ar=IN (7, n)=a?2=9N (a7, n') =y, (n’).

But y.(n)>0 for large values of m, and therefore y.(n’)>0. It
follows that y, > 0 for all values of n that are not divisible by =¢.

Again, if (m,n)=1, we have, by Theorem 2,

gz (ATM) = 779N (a7, 0),
since @ < k. The left hand side is positive if m is large, and so
N(n?, 0)>0. Hence, whatever be the value of m (prime to z),
A= (7 m) > 72709 N (77, 0) > 0.

It follows that y.> 0 also when n’ = 0, which proves the lemma.

5.2. Lemma 19. The necessary and sufficient condition that

(5.21) N(ar,n) =0,
for every m, is that s > y,. Further,

(5.22) Y = Va
except when k4, n =2, in which case
(5.23) va=106, yp;=15.

Leaving aside the exceptional case, so that ¢/ <Z k, let s > y,. Then
Z=(n?)>0. But f=0 when n==n7 (since ¢ < k), and so
%n(n’/’) = gPa- N (n‘)”, n’l}) = gra-s N (n‘l/, 0)
Hence
N (a7, 0)>0.
If on the other hand » == 0 (mod n7), then =0 (since ¢ < k).

Hence
Aa=n"1"9N (29, n)
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and
N (n?,n) > 0.
Thus s > y; is a sufficient condition that (5.21) should hold for every .
Next, suppose that (5.21) holds for s =s, and every n. Then it
holds, a fortiors, for s>s, and every n, and the N’s that occur in
Theorem 2 are both positive. Hence
Yo 2 = (s> s)
and so
8 = Va = V-
It follows, first that s> y; is both necessary and sufficient for (5.21),
and secondly that s > y, involves s > y., 4. e. that y, =y,.
If k=4, 7-=2, then 2¥=16. Now z* is congruent to 0 or to 1
to modulus 16, according as « is even or odd. It follows that N (16, n) > 0
for s > 16 and every n; that

N(16,2)>0 (16+n), N(16,0)=0

when s ==15; and that N (16, 15)= N (16, 0) =0 when s << 15. Finally
it follows, from Theorem 2, that

Xe > hy, (8§216), e >0 (s=15),

q 1 (167 15) = 2F40 A= N (76 15) — 27HED (5 —15), *)
an

22 (167.15) =0 (s <15).
Since 27" %"V _, () when  — co, these results embody (5. 23). Incidentally

we see that Lemma 18 is still true in the exceptional case.

5.3. Theorem 4: G(k) = I'(k).

Leaving aside for the moment the exceptional case k =4, n =2,
suppose that s> G (k). Then any sufficiently large n is the sum of
s k-th powers, so that y, >0 for every m» and all sufficiently large
values of n. Hence, by Lemma 18, y, > 0 for every n and every =, so
that s > y.. It follows that G (k)= y,. for every n, which proves the
theorem, apart from the exceptional case. In this case y,=16, and the
result is still true, since G(4)>16 *).

%) N(16,15) = 8'* when s =15, since each x may have any one of the values
1,8,5,...,15.

%) The lower bound I" for G is associated with the vanishing of the singular
series S for § <I'—1, ewcept when k=4. When k=4, I'=16, and the series is
positive for s =15, but assumes arbitrarily small values for suitable values of n.

It should be observed that our proof (see § 5. 5 below) that

G(a®(m—1) >y =a? (m>2)

(Fortsetzung der FuBnote 28 aui niichster Seite.)
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5.4. Lemma 20. Suppose that n°|k, and that ¢ is defined as
tn Theorem 2. Further, suppose that

(5.41) k=nock,,
where

(5.42) e=(n"%,n-1),
and

(5.43) d=""1,

80 that ¢|n —1 and (ky,d)=1. Then
(5.44) ya<o=ca=o(k,n)=" e 1.

We write o = a%. We must distinguish the cases 7 > 2 and z = 2.
(1) If a>2, o=0-+1. We suppose that @ is a primitive root
(mod g). We divide the residues to modulus ¢ into classes as follows.
Consider first the residues n, prime to ¢. If vis the index of n,, we have

ny =G’ = G™"** : (mod o),
where

_®()_2x")_ "M (a-1)
= = = ==

- 5 ar-lg, W)

0

m, has one or other of the d values 0,1,...,d —1, and e one or other
of the y, values 0,1,...,y,—1. The d values of n, with a common
e we class together and call the numbers

ol (e=0,1,...,y,—1);

the class of numbers &) with a fixed e we call C?.
Next, consider the residues n, for which n%|n;, where 0 < i < ¢.

We have
— i
;= 14 N i

where the N’s are the @(z¥~%) numbers less than and prime to mv—%,
As @ is also a primitive root to modulus 7?~%, we can write

N, = Ggm"** (mod n7~7),

n,=atN, = at@m™vete (mod =?),

is essentially the same as Kempner’s proof (see pp. 45—46 of his Inaugural-Disser-
tation) that
6(29)22'Fr_ 96+2
His proof too fails when k =4, and he has to appeal to the structure of the particular
number 31.
) We write @ (o) for Euler’s function usually denoted by ¢ (¢), as ¢ is used
here in a different sense.
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where
g —1i r—i—1 .
v, = ?(ﬂd,,,) A d<,ﬂ D) i,
m; has again one or other of the values 0,1,...,d--1, and e one or
other of the values 0,1,...,9,—1. The y; new classes obtained in
this manner we denote by
.C} (e=0,1,...,y9,—1),
and a typical member of C; by «,.
Finally, the single number 0 is the sole member «, of a class C/.
The total number of classes into which the residues are divided is

271
ot Wyt F e+ 1= ? d —+l=c,=c.

We may denote the whole system of classes, in the order in which
they have been defined, by C,,C,, ..., C,, ..., C,, and a typical member
of C, by «,.

The class ¢, consists of the residues of k-th powers of numbers
x prime to n. For

a®(m—1
k=n%ck, =k, (d )::k(,y)n.
Also @° for some # (since (z, 7) =1), and
zk Gtko“/‘o — @™o

so that xz* is an «,. Moreover we can choose ¢ so that ¢k, has an arbi-
trary residue m, to modulus d, since (k,, d) =1, so that every ¢, is an z*.

Finally, to complete the properties of the classes which are imme-
diately relevant, (1) 1 belongs to C,, (2) «,«,, where &, and «, are any
members of €, and C, respectively, belongs to C,, and (3) «,«,, where
«, is a given member of €, can be identified with any member of C,

by choice of «,.
Of these properties (1) is obvious. To prove (2) we observe that, if

) o Mo 4o . s My te
o =ny=@ , e, =my = atQ ,

then
o 1 AL R R
T

0y
1s an «,, since wy,|y,. Finally
My Yo + My == (Al + my)
and we can choose m, so that nim, - m, shall have an arbitrary residue
(mod d), since (,d)=1; hence ¢, can be identified with any member of C, .
5. 5. To prove Lemma 20 it is enough, by Lemma 19, to show that

(5. 51) N(zv,n) >0
25
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for s > ¢ and every m. And the necessary and sufficient condition for
(5.51) is that every n should be congruent (mod ##) to the sum of at
most ¢ numbers ¢,. If any ¢ is the sum of not more than ¢ «,’s, then
so, by (2) and (3) of the last paragraph, is every «,. In these circum-
stances we shall say that C. is representable, and what we have to prove
is that this is so for all the ¢ values of 7.

Suppose that 1 < ¢’ <c¢. Then there are at least ¢’ different classes
representable by mot more than ¢’ «,’s. For, in the first place, this is
true when ¢’ == 1. Suppose that it is true for ¢’ - ¢ < ¢ but false for
¢’=¢-+1, and let C be a typical class representable by ¢ «,’s, and C,
a C. Then «, belongs to a C, and therefore, since no new classes become
representable when ¢ is changed to ¢ -1, «, -+ 1 belongs to a (.
Similarly &, 4 1 4 1 = &, 4 2 belongs to a C, and, repeating the argument,
every residue (mod ¢) belongs to a (', which is a contradiction.

Taking ¢’ = ¢ we see that ¢ distinet classes, and therefore all residues
(mod g), are representable by ¢ «,’s, which proves the lemma, when 7=~ 2.

(i1) There remains the case 7 =2, in which ¢ =042, e =d =1,
¢=nx"=p. In this case there is nothing to prove, for any residue
(mod ) is representable by at most ¢ 1's.

A particularly interesting case is that in which d =1, ¢ =27 —1.

In this case
k=ab(x—1)k,,

where [, is prime to ». Here
<At =abtt (7> 2), v, < 27 = g2 (7=2).
Ifn>2, y =ar. For
xrhk — xne(n~l) ko 1 (\nlod Y Js

so that 1 is the only «,. Hence N (n7,0)=0 if s <77, and y >ax",
by Lemma 19. In particular

v, = —=k-+1
f k=n—1. Thus y, =5 if k=4, y,="7if k=¢.
If n=2, k=2%k,. Suppose first that 6 > 0. Then
x2% — 1 (mod 2°%%)

and so z¥:==1 (mod 2"). Except when k == 4 our argument above applies,
and we obtain

py = 27 =201 (0=>0).

The result still holds when k£ = 4, since then y, = 16 = 2.
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The argument fails if 6==0 (so that k¥ is odd). Here ¢ =2%=4;
— 1is a k-ic residue (mod 4); and 0, 1, 2, 3 are all representable by
at most two of the numbers & 1. Thus

yp =2 =-20"1 (6= 0).

5. 6. In general it is possible to go a little further than in Lemma 20.

Lemma 21. Suppose that d, d, where d, 1. Then
(5.61) y. < Max(d,,c—1).

Since d, {7 — 1, (5. 61) gives in particular

v, <Max(zx—1,¢ - 1)
in all cases and,

y, <Max(k—1,¢ - 1)
if 62 0.

To prove Lemma 21, suppose that 1 < ¢’ <¢, and let »(c’) be the
number of classes, other than the class C, (containing the residue 0 only),
that are representable by not more than ¢’ ¢,’s. Then
(5.62) vic’- 1 1)=Min(»(¢")+1,¢c—1).

For, if (5. 62) is false »(¢’ 4 1)=»(c')<c— 1. Let C be a
typical class of the »(¢’) classes, and C, a C. Then, if «, belongs to C,,
«.+ 1 must belong to a C or to C,, since no new classes, other than
perhaps C,, are representable by ¢+ 1 ¢)s. If « 41:20, ¢, +2
belongs to C,, and therefore to a (/. If & - 1 belongs to a C, ¢, + 2
must belong to a C or to C.. Repeating the argument, we see that
every residue, other than 0, belongs to a (!, which is a contradiction.

From (5. 62) it follows that

ric—1)=2c—1,
so that all residues, ( perhaps excepted, are representable by at most
¢ —1 ¢,’s. It remains to consider the residue (. Let d = 5d, and

g = Q""" (mod g).
Then «g =1, since 5y, << ¢ (9) and G is a primitive root (mod o),
(a(’,)d‘ — @ — GP@ (mod Q),
S (e

1t (“6)? + .4 (“(ﬂdl 0 (mod ),

and 0 is representable by d, «,’s, which completes the proof of the
lemma.
Suppose in particular that d, =d =2, so that = > 2 and

1—ay

k= at(a— 1)k,

8]
ot
*
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In this case the «,’s are the two numbers + 1, and

Va2 %(n"' —1).
But

1

. 1
c—1=Ltor —1)=1(ar 1),

so that
7ﬂ=é—(n""- 1)=¢—1.

Thus in this case also we can determine y_ exactly.

5.7. It is convenient to sum up our results concerning the cases
d=1 and d = 2 in a separate lemma.

Lemma 22. If k=a%(an— 1)k, where n>2 and k, is prime
to n, then

(5.71) y = ab+t,

If k=2%k,, where 0 > 0 and k, is odd, then
(5.72) yy =292,

If & is odd, then y, = 2.

If k~—— (n—1)k,, where 7 > 2 and k, 18 prime to =, then
(5. 73) ynz—g(n"“-—l).

5.8. We know that G'(k)>I'(k)=Max y . Thus, when % is
given, every value of y gives a lower bound for G'(k). These, when
less than %k 2, add nothing to our knowledge of G(k), since G (k) is
always greater than k. There is therefore a special interest in determining
as systematically as possible all cases in which

v, > k+1.
Lemma 23. We have
(5. 81) v, <k41
unless (oc) =2e (0>0), 7=2, when y,=2"""= 1k,
(B) k=2°8 (8>0), a=2, when y,=2°" =1k,

r (y) k——nﬁe (6>0), where = >2 and ¢|n— 1.
In cases (o) and (B) (5. 81) s false; tn case (y) it may be true or false.
We write k =n%¢k,, as in Lemma 20. If 6 =0, 2 > 2, then
v, Le=¢+1Zk+1,

by Lemma 20. If 6 =0, n=2, then y, =2 by Lemma 22. Thus we
need only consider cases in which 6 > 0.
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Suppose first 7 > 2. If k,> 1, we have

-+1 Z(neaf

0
poSe="" Tleq 1< TT) L1 Caveky 1 =k 41

-1
Thus (5. 81) is true unless k, = 1, k= n®¢, which is case (y).
Next suppose = —2, k=2%k,. If k, >3, we have

=20 a1
(1]

Thus (5. 81) is true unless ky =1 or 3, cases («) and (g).

The case in which k = 6 is interesting as falling under both (g) and (y).
If n=3, k= —a(n—1),e=n—1,d=1,and y,=3"=9. And
v =2"=8.
" In case (), (5.81) may be true or false. Thus it is true when
k=3, =23, for then y,=4. But it is false when k=6, n=3.

5.9. We must now collect our results and state them as theorems
concerning I'(k). We shall say that k is exceptional if it has one of
the forms in («), (8), or (y) of Lemma 23.

Theorem 5. If k ¢s not exceptional, then

I'ky<k+1.

This is an immediate corollary of Lemma 23.

Theorem 6. If 0> 1 then I'(2°)=2°*".

Theorem 7. If 0> 1 then I'(2°8)=2°""

Theorem 8. I'(6)=9.

These theorems follow from Lemma 23, when we observe that the
numbers in question in each case exceed %k - 1.

Theorem 9. If a>2, 0 >0, then I'(n®(n — 1)) =no*t!. This
equality holds also when 0 = 0, provided that k=n—1 is not exceptional.

The second part follows from Theorem 5 and Lemma 22. We may
therefore suppose 6 > 0. We have already seen that y_ = n6+!, which
is greater than £+ 1. If n, is a prime other than =, Va < k1 unless
a,=2, a%(a—1)=2%, or 7,—2, a®(x—1)=2%3, or x, > 2,
a®(n—1)=anfre, where ¢ |7, — 1.

It is easy to see that the first and third alternatives are impossible,
and that the second can occur only when # =3, 6 =1, k= 6. In this
case the result has been proved already; in all other cases we have
Vg < 7, and I'(k) =y =n0+1

Theorem 10. If n>2, 6> 0, then

I(5ad(n—1)) =5 (a4 — 1),
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Here y, = 5 (79+! — 1), since d = 2. This is greater than & -- 1 except
when 7 -3, =1, k=3, when the two numbers are equal. Moreover
176 (n — 1) cannot be equal to 201, 2613, or nf1¢,, where 7, 4z, 6§, > 0,
e lm, — 1. Hence y, <y, and I'(k)=y..

Theorem 11. If 7 >-2 and k= =%, where § -0, ¢ 7 — |, then

I'(k) L Max (y., k-4 1)

It may be verified at once that n%¢ cannot be of any of the forms
2601, 20:3, nfre,, except when 7 =3,0=1,e=2,k=6. In this case
I'(k)=y,=9. The result follows from Lemma 23.

Theorem 12. In all cases

I'(k) < 4k.
The sign of equality occurs if and only if k=26 (0>2).
Theorem 13. In all cases
I'(k) = (k—2)2" ' 4 5.
This theorem, which is included in Theorem 12 except when k= 3,

is inserted only because it is what we require for the proof of Theorem 1.
‘Our actual bounds for I'(k) are much better.

When k=3,1'(3)=4 <9=1-4 5.

It may help to elucidate the results which we have obtained if we show
in tabular form the actual values of I'(k) for a number of values of k.

k=3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 IR

Fk)y= 4 16 5 9 4 32 13 12 11 16 6 14 15 64 6 27
k=19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 82
Fk)= 4 2 24 23 23 32 10 26 40 29 29 30 5 128

The values of I'(k) for k=3, 4,6,8,9,10, 12, 16, 18, 20, 21, 24,
27 and 28 are given by the actual theorems and lemmas which we have
proved; the determination of the remaining values demands further cal-
culations into which we cannot enter here.

6. The behaviour of the singular series when s > I1'(/A).
6.1. Theorem 15. Suppose that k > 2 and s, = Max (I'(k), 4. Then
(6.11) N
for s > s, and all values of n.

By Lemma 16, we have

1.1

PO L (s=s,)
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Hence there is a m, == 7, (k,s) such that

L 1

=38 —3 .
42> 1—0o7" *">1—o06a (s=28,7n=>m);

and so

(6.12) ]]1.7 g (8 >8).
«7>rro

But 4, o it 7. =«, and s > I'(k), and so

(6.13) o (s>s,);

a <o

and (6.11) follows from (6.12) and (6.13).

It is plain that our main purpose is now accomplished; with Theo-
rems 13 and 15, the proof of Theorem 1 is completed.

6.2. It is of some interest also to obtain an upper bound for S.
Theorem 16. If s>k -2 then
6.21) S <a.
For, by Lemma 106,
2~ (1 4-0a=?) (1 - an_3> <1+ Gﬂ_g;
and the result follows immediately.
Theorem 17. If s >k > 3, then
(6.22) S <n*
for all sufficiently large values of n.
By Lemma 16
1< (14 0a7Y o,
where ¢, -1 unless n*|n, and then g, =1 . It is plain that

Il e. <J[ (1 +-a)=d(n),

aln

where z¢|n. As d(n)= O(n*), the theorem follows.
The interest of this theorem lies in the resulting equation

6.23) 0, (n)=0(n").
There is some reason for supposing that
{6.24) Ter(m) =0 (n"),

an equation from which very important consequences would follow. This
equation would cease to be plausible if (6.23) at any rate were not true.

6.3. In conclusion, we return for a moment the equations (1.15)
and (1.151). As we remarked before, the equation (1.15) is sufficient for
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our present purpose; but it is interesting to bring the remark of Ostrowski
into relation with our analysis.
Suppose that
N(n?,n)2>1
for every n and for-s=g,. There is then a primitive solution of
xf+xf—{—...+x£5£n {mod a7

for every m. Consider now the similar congruence in which s, is replaced
by s >s,. Of the a’s, the last s — s, may then be selected arbitrarily,
and there will be at least one primitive solution of the ensuing congruence
in the first s,. Hence

N,(z7,n) = ave=2,
It follows that the inequalities which we have used, of the type

Zn \é n'l’(l—a);

may be replaced by inequalities of the type

Y = P8 @680 = ml—so);

and our numbers h,=h(k,n,s) and o =0 (k,s) by numbers of the type
h.=h(k,n,s)) =h(k,n), and 6 =o0(k,s,) =o(k). It is however unne-
cessary to develop this remark further at the moment.

We add, finally, that the number I'(k) has a simple and interesting
arithmetical interpretation. In fact I'(k) is: the least number m such
that every arithmetical progression contains an infinity of numbers which
are sums of m k-th powers.

(Eingegangen am 31. Oktober 1921.)



Uber das Wachstum der Potenzreihen in ihrem
Konvergenzkreise. 1.

Von

Otto Toeplitz in Kiel.

Das Problem der Wachstumsordnung einer ganzen transzendenten
Funktion ist seit langem erledigt. Ist
(1) Cot+ €242t + ...
eine bestindig konvergente Potenzreihe, und ist M(r) das Maximum des
Betrages der von (1) dargestellten Funktion f(z) auf dem Kreise |z| =7,
so weill man seit den Arbeiten von Poincaré und Hadamard das Wachs-
tum der monotonen Funktion M (r) aus dem der Betrige der Koeffizienten ¢,
sehr wohl zu charakterisieren. Anders liegt es, wenn (1) keine bestdndig
konvergente Potenzreihe vorstellt, sondern etwa den Einheitskreis zum
Konvergenzkreis hat. Ankniipfend an das beriihmte ,,Mémoire sur l’ap-
proximation des fonctions de trés-grands nombres*!) von Darboux, hat
ebenfalls bereits Hadamard im dritten Hauptteil seiner bekannten thése®)
eine umfassende Theorie aufgestellt, deren Ziel in dieser Richtung lag.

Ich muf mich mit dieser Theorie und einer darauffolgenden von
Fabry hier zuerst auseinandersetzen und auf ihre Haupttatsachen, die
aus den Originalarbeiten nicht iiberall bequem herauszuheben sind, etwas
genauer eingehen; ich muBl damit einige Dinge beriihren, die weit ver-
wickelter sind als das. was sonst den Inhalt der vorliegenden Arbeit bilden
wird. Im Grunde genommen laufen bei Hadamard zwei Theorien durch-
einander, ich mochte sagen, eine feinere und eine grébere. Die grobere
ist das, was hier in Betracht kommt; aber sie stiitzt sich auf die feinere,
mit der ich deshalb beginnen mulB. Diese feinere Theorie beruht auf dem
Begriff der ,,Funktion von begrenzter Abweichung* (& écart fini).

) Journal de math. (3) 4 (1878), S.5—57, 377—417.
*) Journal de math. (4) 8 (1892), S.154—186.
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Hadamard nennt eine im Intervall a < x < b stetige Funktion f(z) der
reellen Variablen x ,,von begrenzter Abweichung in diesem Intervall*,
wenn fiir jedes in ihm enthaltene Intervall ¢ <o« <2 < f < b die beiden
Ausdriicke

A 4
(2) nff(z)cosnede und nff(x)sinnsda

bei wachsendem n beschrankt sind; er iibertrigt diese Begriffsbildung
sinngem&l auf komplexe Funktionen, die ldngs der Peripherie des Einheits-
kreises ausgebreitet sind. Er beweist sodann:

1. Jede Funktion von beschrinkter Schwankung ist auch von be-

grenzter Abweichung. (Ob die Umkehrung hiervon gilt, bleibt unent-
schieden.)

2. Ist 2'|c, | konvergent und lim ¢, nlgn = 0, so stellt (1) eine fiir
iz =1 endliche, stetige Funktion von begrenzter Abweichung dar.

3. Ist die von (1) dargestellte Funktion auch noch auf |z| =1 selbst
definiert, endlich, stetig und von begrenzter Abweichung, so ist fiir jedes
positive ¢
(3) g l;’; L konvergent und ilzrg :;’: nlgn =0.

Die Aussage der Nr. 3 stellt in gewissem Sinne die Umkehrung von der-
jenigen der Nr.2 dar. Dieses gegenseitige Verhdltnis wird nur dadurch
etwas verdeckt, daB Nr. 2 von groBerer Feinheit ist als Nr.3. Um aus
dem ganzen Zusammenhange lediglich den iibersichtlicheren, groberen Tat-

bestand herauszuschilen, erteilt man der Sache zweckmiBig die folgende
‘Wendung.

Man folgert zuerst: Wenn Z ;’; 2" endlich, stetig und von begrenzter
Abweichung ist, so auch Z;t—ii—;z“ fiir jedes ¢ > 0. Denn zufolge Nr. 3
ist dann Zriii‘f konvergent und }llzni nff;}nlgn = (; es sind daher fiir

die Funktion Z ;[fé’i? 2" alle Voraussetzungen von Nr. 2 erfiillt; also ist

auch sie endlich, stetig und von begrenzter Abweichung. Daraus folgt
dann weiter die Existenz eines Dedekindschen Schnittes « derart, daB

_% 2" fiir jedes & > 0 endlich, stetig und von begrenzter Abweichung
no+s

ist, dagegen fiir kein & < (0. Diesen Wert @ nennt Hadamard die ,,Ord-
nung der Funktion*.

Man erhilt daneben einen zweiten Dedekindschen Schnitt ¢, wenn
man bemerkt, dall die beiden Bedingungen
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; \7 i C . Cn Y
{4 2, konvergent und lim " mlgn =0,

n=w

wenn sie fiir irgendeinen Wert » gelten, so auch fiir jedes groBere s .
Dieser Wert ¢ charakterisiert also die ,,Ordnung der Koeffizienten*. Und
nun kann man offenbar den groberen Teil der Theorie von Hadamard
en der einfachen Awussage zusammenfassen, daff w = o ist.
Hadamard faBt iibrigens noch die beiden Bedingungen (4), die o
definieren, zusammen und schreibt einfach (man bestétigt es leicht):
(5) o= lim Bl y | i e
n—w 8%

® n=m

Ev zeigt endlich, daB in den einfachsten Fillen, wie (1 —z)™°, seine
Wachstumsordnung mit dem iibereinstimmt, was man gemeinhin darunter
versteht.

Schon Borel®) hat bemerkt, daBl dies nicht immer der Fall ist;
z. B. ist fiir

(6) f(2)=2z {2t 42" L2 ...

offenbar ¢ = 1. Andererseits ist, da alle Koeffizienten von (6) positiv
oder 0 sind, M (7)== f(r), und es gilt?)

mV1—7 (r--rsd- 0"+ .. )= ;Vn

r=1
Wenn also nach Hadamards Theorem hier mit ¢ auch w =1 ist, so
mul man sagen, daf bei einer Funktion, der man geneigt wire die
GroBenordnung § zuzuerkennen, die Hadamardsche Wachstumsordnung
den Wert 1 hat.

Noch sinnfilliger wird dieser Tatbestand an dem Beispiel der Funktion

z
- z—1 |
(7 f(z)=¢e""" =¢, 1 €2+ €22+ ....

Diese ist fiir 2| << 1 regulér; denn wahrend 2z den Einheitskreis beschreibt,

bewegt sich t:;—_z_-l auf einer Vertikalen in der ¢-Ebene mit der Ab-

szisse + 5, R(¢)=1}; dem Anfangspunkt z =0 entspricht ¢ =0, also
dem Inneren des Einheitskreises |z; <1 die linke Halbebene () < g;
dort ist et iiberall regulir und dem Betrage nach unter Ve gelegen. Nun

hat Fejér lange vor seinen neueren eleganten Konstruktionen von stetigen

%) E. Borel, Legons sur les séries & termes positives, Paris 1902, S. 77ff. Borels
Beispiel weicht von dem angegebenen ab, aber nur unwesentlich.

#) Vgl. etwa Cesaro-Kowalewski, Algebraische Analysis, Leipzig 1904, S. 283f.
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Funktionen mit divergenter Fourierscher Reihe usw. eine asymptotische
Formel fiir den Koeffizienten e, der Potenzreihe (7) angegeben®):

/ 4 .
e _Ve sin (4 }—2\”)_i ¢, wo 187“2; ist.

Durch eine kurze Uberlegung entnimmt man dieser Formel, daf fiir die
Funktion (7) die Hadamardsche GroBenordnung der Koeffizienten ¢ =1
ist, wihrend die Funktion beschriankt ist, so da man w = 0 erwartet
hitte.

Es sind Beispiele dhnlichen Kalibers, von denen Fabry®) ausgegangen
ist, als er es unternahm, der Hadamardschen Theorie eine neue an die Seite
zu stellen, die den geldufigen Begriff der Wachstumsordnung in allen Fillen
wiedergibt; seine Beispiele unterscheiden sich von der Funktion (7) nur
dadurch, daB die Koeffizienten der Potenzentwicklung mit einem einfachen
Gesetz gegeben werden, das dem Hauptteil der asymptotischen Formel
von Fejér sehr #hnelt, wahrend dafiir das Verhalten der dargestellten
Funktion asymptotisch abgeschitzt werden muBl. Fabry entnimmt diesen
Beispielen von vornherein, daB es nicht angeht, allein aus den Betrdgen
der Koeffizienten das Wachstum der Funktion zu charakterisieren. Er
kniipft an die Definition des Hadamardschen ¢ in der Gestalt (4) an:
der erste der beiden Ausdriicke (4) kann als eine Dirichletsche Reihe
betrachtet werden; aus dieser Betrachtungsweise ergibt sich, daB die Ab-
szisse absoluter Konvergenz @ der Dirichletschen Reihe
(8) )

ns

jedenfalls nicht kleiner als ¢ sein kann (wegen der noch hinzutretenden
zweiten Hilfte der Bedingung (4)). Fabry betrachtet nun statt dessen
die Abszisse p bedingter Konvergenz der Reihe (8). Ich iibergehe hier
den sehr inhaltreichen Teil seiner Erorterungen, der den Zusammenhang
von p mit dem Wachstum der Funktion an der Stelle z=1 behandelt,
da sie das Wachstum von M (r) nur mittelbar betreffen. Um dieses

letztere zu bewéltigen, betrachtet Fabry die Reihe

(9) Z’;’; entd

fiir alle reellen ¥; er erkennt, daB es nicht ausreicht, fiir jedes einzelne
ihre Abszisse bedingter Konvergenz p (¢#) zu nehmen und sodann die obere
Grenze aller p(®), sondern er zeigt, daB man einen solchen (eventuell

5) C. R. 147, S.1040—1042 (30. 11.1908); Mathematikai és természettudoményi
értesité 27 (1909); vgl. auch Perron, Archiv (3) 22, S.329-340.
%) Acta math. 36 (1913), S.69—104.
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groferen, aber unter ¢ gelegenen) Wert ¢ ins Auge fassen muB, fiir den
jene bedingte Konvergenz gleichmdfig wird in bezug auf alle .

Ich kann in dieser Theorie, die einen sehr wesentlichen Einblick in
den Sachverhalt bietet, dennoch keine abschlieBende Losung des Problems
erblicken. Im Grunde wird dasselbe nur in das andere Problem trans-
formiert, die Abszisse gleichmaBiger Konvergenz des Ausdrucks (9) zu
ermitteln, ein Problem, das in seiner Allgemeinheit nicht einfacher ist als
das urspriinglich hier vorliegende. Allerdings ist in Fabrys Theorie der
folgende merkwiirdige Satz inbegriffen: ,, Die Wachstumsordnung von

g(s)=1%c,z2 4+ 2%¢c,2*+8%¢,2% 4 ... (s >0)
ist genau um s gréfer als die von
f(z)=c,z+c,2°Fcg23+ ...«
Aber dieser Satz leitet sich in einfacher und natiirlicher Weise auch aus
meiner Theorie ab und verschirft sich dabei, soweit es die Natur der

Sache erlaubt; dadurch scheint mir die Stellung der neuen Theorie zu
ithrer Vorgangerin auf die deutlichste Art klargestellt.

Ich lege dieser neuen Theorie, abgesehen von der Formulierung, den
gleichen Begrift des Wachstumsexponenten « der Funktion wie Fabry
zugrunde. Ich kniipfe, um es unabhingig von dem iiber Fabry Gesagten
zu prizisieren, an die Funktion M (7) an und an die Tatsache, daB mit

M(r)< *’“‘A—T auch M(r)<

= (1—r)* = 7(7{;1')"'”

fiir jedes positive & gilt, und definiere als ,,Wachstumsexponenten der
Funktion** den Dedekindschen Schnitt w, fiir den

(10) M(r) < 1 oF

fir alle ¢ > 0 gilt, dagegen fiir kein ¢ < 0. Natiirlich kann o die Extrem-
werte () und oo haben. Es ist also

w — him M)

r=1 Ig

l—17r

Dagegen wird der Wachstumsexponent o der Koeffizienten in ganz
anderer Weise charakterisiert als bei Hadamard und Fabry. Ich bilde
aus den ersten n Koeffizienten von (1) die Bilinearform von 27 Ver-
anderlichen

(11) Pz, y)=co(x,9,+ ... +2,9,)+ ¢ (2,9, + ... +2,_, 7,
T Gy % Y
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ich bilde das Maximum //, von P (z,y) unter den beiden Neben-

bedingungen

12a X B A Fo=i 1,9

(12) { ( ) 1 Nl ——{ F x.”, ___” )
(12b) 9,4, + ... by 4, =1,

und ferner das Maximum I, von P, (z, ) unter der Nebenbedingung (12a}.
Man bemerkt leicht, daB die II, und ebenso die II, mit = monoton
wachsen, daB II, < II, ist; IT, und 11, sind iibrigens die gréBten Wurzeln
gewisser leicht aufzustellender Gleichungen 7-ten Grades; es gilt endlich
genauer *)
VL, < II < 1,

woraus hervorgeht, dal der Wachstumsexponent der GroBen 11, und 11, der
gleiche ist. Diesen Wachstumsexponenten, d.h. also den Exponenten ¢.
fiir den

(13) I <An**" wnd 11 < Bn®t

n ==
bei positivemn ¢ gilt, bei negativem ¢ nicht gilt, nehme ich als den ,,Wachs-
tumsexponenten der Koeffizienten‘. Es ist also

Die Grundtatsache meiner Theorie findet dann wiederum thren ein-
fachen Ausdruck in der Aussage, daf3 w = o 1st?).

In der in kurzem folgenden Fortsetzung dieser Arbeit werde ich zeigen,
wie die Sitze von Hadamard und Fabry sich aus meiner Theorie ab-
leiten und wie sonst die Untersuchung der groben Wachstumsordnung os
aus ihr neue Einsichten entnehmen kann. Indessen die eigentliche Be-
deutung der GréBen II, und I7, liegt darin, daB sie berufen sind, die
Wachstumsordnung der Funktion in einer viel grofleren Feinheit wieder-
zugeben. Erst von hier aus kann ich motivieren, weshalb ich die Gréfen
IT, und 11, ins Auge fasse. Ich habe sie zuerst in meiner Habilitations-
schrift '%) betrachtet und bewiesen'!), daf f(z) dann und nur dann be-
schrankt ist, wenn die /T es sind, und genauer, dafl dann
(14) lim /1, == lim IT,, == M (1)

n=wo n=xn

") Uberstreichen mige hier wie stets im folgenden den Ubergang zu den kon-
jugiert-imagindren GréBen bedeuten.

%) Vgl. meine Arbeit Math. Zeitschr. 2 (1916), S.192.

9) Beide Buchstaben sind hier natiirlich in einem ganz anderen Sinne verstanden
als bei der Erérterung der Hadamardschen Theorie.

1) Math. Ann. 70 (1911), S.351-—-376.

11y Gott. Nachr.,, Math.-phys. Klasse, 1910, S.489—506, § 4.
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gilt. Es ist aber klar, daBl Grofen, die die Wachstamsordnung von f(z)
in voller Feinheit wiedergeben sollen, die erste Pflicht haben, im Falle
der Beschrianktheit der Funktion sich so zu verhalten, wie es eben von
den II, und II, beschrieben wurde. Diese sind also die gegebenen GréfBen
fiir jede feinere Theorie*?). Und schon die Schliisse dieser Arbeit geniigen
z. T., um dieses weit griBere Ziel ungefdhr zu erreichen; ich greife nur
aus § 1 das Resultat

In,<eM(1—1)
heraus, das weit schirfer ist, als es fiir das abgeleitete grobe Resultat
erforderlich wire. Eine weitere Fortsetzung der vorliegenden Arbeit wird
von dieser feineren und von einer erst jenseits von ihr errichtbaren feinsten
Theorie handeln.

Der AnlaB8, der mich zur Aufstellung aller dieser Theorien gefiihrt hat,
liegt allerdings an einer anderen Stelle, in der Theorie der Dirichletschen
Reithen. In einer anderen, demnichst erscheinenden Arbeit werde ich die
den I/ analogen Bildungen 4, aufweisen, deren Beschrinktheit fiir die

Beschrinktheit der von einer Dirichletschen Reihe Zﬁ; dargestellten
n

Funktion in der rechten Halbebene charakteristisch ist; und aus diesen
A, weiterhin das Wachstum der Funktion, falls sie nicht beschrinkt ist,
zu erkennen, und damit die Wachstumsordnungen lings vertikaler Geraden,
die in der Lehre von der Verteilung der Primzahlen eine solche Rolle
spielen, aus den Koeffizienten zu charakterisieren, ist das eigentliche Ziel
dieser Betrachtungen. Ich glaubte aber, die einfachere Wachstumstheorie
der Potenzreihen vorangehen lassen zu sollen. -

Hilbertsche Begriffsbildungen stehen im Hintergrunde aller dieser
Betrachtungen: die Bilinearform von unendlichvielen Verdnderlichen und
ihre Abschnittsmaxima. Ubrigens sind die Entwicklungen dieser Arbeit

) B ist vielleicht nicht iiberfliissig zu bemerken, daB man die GréBen I,
{darin sind sie den [, iiberlegen) rein funktionentheoretisch charakterisieren kann.
Man kann némlich der bekannten Carathéodoryschen Theorie der Potenzreihen
mit positivem reellen Teil infolge des Zusammenhanges, den ich zwischen dieser
Theorie und derjenigen der Formen P, (z,y) hergestellt habe, die sonst nirgends in
dieser Form ausgesprochene Folgerung entnehmen: Sei B, der ,Wertvorrat“ der
Form P,(x,Z) (im Sinne meiner Arbeit Math. Zeitschr. 2), und sei andererseits
B (f) der kleinste konvexe Bereich, den man um den Wertvorrat von f(z) fir 2| <1
herumlegen kann, und W der Durchschnitt aller Bereiche (f) fiir alle Potenz-
reihen f(z), die fir [z| <1 konvergieren und die gleichen ersten n Koeffizienten
Cy> - --» Cn—y haben, so ist B = W,. Damit ist W, rein funktionentheoretisch charak-
terisiert, und JI,] ist lediglich der Radius des kleinsten Kreises um 0, der B, um-
schlieBt.
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und der ihr folgenden unabhéngig von der Theorie der unendlichvielen
Verdnderlichen und enthalten nebenbei eine neue, direkte Ableitung des
oben erwihnten Ergebnisses meiner Habilitationsschrift. Solche direkten
Ableitungen sind seither schon mehrfach gegeben worden'®), und der
§ 1 dieser Arbeit beruht wesentlich auf der Methode des Herrn Szasz;
sie muBite jedoch fiir den veréinderten Zweck nochmals dargestellt werden.

§ 1.
Die Abschitzung von oben.

Sei die Potenzreihe (1) fiir \zl <1 konvergent, so gilt
f(z)dz

¢, = —

n 2n1, z® z’

wenn die Integration im positiven Umlaufssinne iiber einen Kreis vom
Radius r <1 erstreckt wird. Daraus folgt

d \
P (x ?/ ‘—27@J‘f Z x1y1+ h}_ xnyn)

d d
+ 22!@ f(Z) Z( %1 Ya ‘}_ {— n—lyn) _+ +2nz Zf,,(iz ”Zf(wlyn)

= 2173f f(z){(x1y1 4. ‘f‘xn?jn)
“f“%(%?/e“% . +x"~1y") + ... —]L;‘n]_j(xlyn)}?;

Da andererseits fiir #» >> 0 nach dem Cauchyschen Satze

Jree

verschwindet, kann dieser Ausdruck fiir P, (z, y) in der folgenden Weise
verindert werden:

P

1 1
+_z +...+x”_ n +"‘ i "n:‘ix ‘n) z
ff { xlyl +x11yn) Z( 1y2 ly ) TZ ( 1y l}%
A+ 2 (@, e B Yy T2 (2, )

und in dieser Gestalt ist die Parenthese das Produkt zweier Linearformen:

P (m y _2 ’l,ff x1+wﬂz+ +IL' zn-l] [y1+yﬁz + +ynznl 1]dz

2,,Jf 2ttt 2,2y, bz Y

1) I. Schur, Journ. f. Math. 147 (1916). S.226; O.Szész, Math. Zschr. 1 (1918).
S. 163 ff.
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Nun hat O. Szész'*) die Bemerkung gemacht, daB Bilinearformen
vom Typus P_(z,y) ihr Maximum JJ, fiir solche Werte der beiden Reihen
von Veranderlichen erreichen, fiir die

(14) Y1 == T, Yz == Tp—1s « - o5 Yo == T

ist. Bezeichnet also x,,...,2,, ¥,,...,y, ein solches Wertsystem, fiir
das |P,(x,y) den Wert Il tatsichlich erreicht und das zugleich (12)
und (14) geniigt, so gilt
1 . , a2 1 dz
I = Q-ﬁ-iff(z)[xl SR A SRR ol M Ll R
Die Integration war nach wie vor iiber | z| = r << 1 erstreckt gedacht. Léngs

dieses Kreises ist |f(z)! < M(r), daher nach dem ersten Mittelwertsatze
der Integralrechnung

e 1 lde
]"_2 T)f 1 - .3 ..ernz" 1‘ ;’,r_’l‘:'z
Nun ist
2
|2, 4 @2 4 ...+ x 2n1
= (@ + T2+ ...+, 2" )T, + T, 74 .. T, 2,

daher, wenn z = re’” gesetzt wird,

27

_<.M('r)21”f(x1+x ret ... x rnlem Vi )(F LT ore 4. T, rn-1e= = 1’“i")

0

& Lo F g-n—1i

B . _ N ‘r} dy

_S_M(T}gﬂf(wl‘l’l ™ Lo La? ™ 1 +- x".l,"’r‘” -)+{ + Z, x en—viq -1

0 * 1%n J

1
Da fe’”'"d(p-— [etir]:" = 0 fiir b=+ 0 und ganz, = 27 fiir h = 0 ist,
0

fallen, wenn man das Integral zerteilt, alle Klammerausdriicke bis auf den
ersten fort, und es bleibt:

I, < M(r) e (0,5, 2, @gr 4 ... + 2,5, ron2),

Wegen r — 1 und wegen (12a) ist die Klammer <1, daher
(15) m <L oy,

n==jn-1
Das ist das eigentliche Theorem, aus dem alles weitere sofort folgt.
Ist zuerst |f(z)| beschrinkt, < M, so ist M (7)< M, und man hat fiir

) A a. O, S. 169 und 170.
26

n—l



402 0. Toeplitz.
jedes r <1 die Ungleichung 11, é;%—i, daher im Grenzfall 1/, < M,
d. i. die eine Hilfte des erwihnten Satzes meiner Habilitationsschrift.

Ist aber f(z) nicht beschrinkt, so wahle man r, das in (15) noch

ganz willkiirlich 1 ist, =1 — ; dann folgt:

1 1
< M(1— - -
n = ( n> <1 —l>ﬂ—l
Nun ist "
1 n n—1 1 n—1
(1 1>’n'~i: W) =0as) we=2mi,
Y
daher
(16) m<eM(1-1).
Sei ® die Wachstumsordnung von f(z), also M(r)< a A)mw fiar
—r

jedes ¢> 0, so folgt fiir r==1— ;lb speziell M (1 o %) < Ane*s, also
I < edn*. Das bedeutet aber o0 < w.

n =

§ 2.
Die Abschitzung von unten.

Ich schicke drei einfache Bemerkungen voran.

1. Wird
n—1 ., n—2 . 1
b, =t et G 4 et
gesetzt, so ist |t,| < IT, < I1,.
Denn sei
1
(17) Ly 750 e T2y o S Y 5 5 Yy,
yn

so sind die Nebenbedingungen (12) erfiillt und P, (=, y) erhidlt den Wert
t,. Da bei dem Wertsystem (17) iiberdies y, = Z, ist, folgt, daB |z

n
nicht nur unter I, sondern sogar unter I, gelegen ist.

2. Fiir die Potenzrethe
g(z)=cyFec,nz-4c,n*2*+ ..., |[y|==1
sind die Maxima IT,(g) und II,(g) die nimlichen wie IT,(f) bzw. L (f).

Die Bilinearform P,(f) geht némlich durch die Transformation

’ —

’ ’ = _ . " v r__ -
By =%y, Ty =TTy, ..., Tn="T7" Tn; Y=Y Yo =NYss > Y =4""1Y,
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in die Form P, (g) iiber, und da diese Transformation die Bedingungen

(12) invariant 1a6t, muB IT,(g)= IT,(f), IT,(g) = II,(f) sein.
3. Haben t, die Bedeutung von Nr. 1, so tst

(18) flz) = (1 —2)" (b, + 28,2 + 3t,22 +...),
und es ist zugleich
(19) 1=(1—2)"(1+22z-+822+...)

(18) ist eine rein formale Konsequenz der Bemerkung, daf

nt,—(n—1)ty_y==co+...+ Choy = 8,

8p — Sp—1 7 Cp,
also ‘
c,=mnt,—-2(n—1)ts_y +(n— 2)th_

ist; setzt man in f(2)= 3¢,2" fiir ¢, diesen Ausdruck ein, so resultiert
(18). (19) ergibt sich aus (18), wenn man (18) auf die spezielle Funktion
f(z)=1 anwendet, bei der alle ¢ ==1 sind.

Auf Grund dieser drei Vorbemerkungen ergibt sich jetzt sehr einfach der

Beweis. Sei f(z) fiir [z <C1 reguldr und sei zunéchst z reell-positiv,
=7, so ist wegen der dritten und ersten Vorbemerkung

F) (V=9 (I + 20T+ 372 11, - .. ).

Ist aber z nicht reell-positiv, sondern = re®¥, so setze man e?? = 5 und
wende die zweite Vorbemerkung an; dann folgt, daB auch fiir diesen Arcus

P (1) (T + 20 T+ 372 1)+ ..),
wofern |z < r. Mithin ist auch
(20) M(r)<(1—r)* (I, 427 IL 302 0L, + . ...
Dies ist wiederum das eigentliche Theorem.
Ist nun zuerst I7, beschrinkt, < II’, so folgt
M(r)<IT(1—r)’ (1427 43724+ ..),

und dies ist wegen (19) = II’; damit ist die andere Hilfte jenes Theorems
aus meiner Habilitationsschrift bewiesen!?®).
Ist aber II, nicht beschriinkt, jedoch IT, < An*, so folgt aus (20)

M(r)<A(1—r)* (17" +27.2" 4372837 . ..)
<A —r) (1P 27y g7 e ),

‘1) Vgl. auch Landau, Neuere Ergebnisse der Funktionentheorie 1916, § 1
(Springer, Berlin).

26*
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Nun ist bekanntlich®)

N e 1 =
Sntxt ~ F(OC ‘f“ 1)(i_;”‘)“a_+1‘ (“ = 1)’
also filr ¢ = 1-1
. 1
Spxtipn ~ I 2 e
n r (”‘f‘ )(]__,r)x+2’

daher

M(r)SAD(x 42) .
(1—=r)”

Dies besagt w < p. In Verbindung mit dem Endergebnis von §1
ist also die Grundtatsache w = ¢ bewiesen.

16) Vgl. z. B. Hardy, Ordres of infinity, Cambr. Tracts Nr. 12 (1910), Cambr.
University Press, S. 56f., oder Cesaro-Kowalewski, S. 285.

Kiel, den 17. September 1921.

(Eingegangen am 19. September 1921.)



Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskorper.
Zweite Abhandlung?).

Eine aus zwei getrennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur
rotierender Fliissigkeit.

Von

Leon Lichtenstein in Miinster i. W.

Inhaltsiibersicht.

§ 1. Problemstellung.

§ 2. Die fundamentalen Integro-Differentialgleichungen des Problems.
§ 3. Auflosung der Integro-Differentialgleichungen des Problems.

§ 4. Stabilitdt der Gleichgewichtsfigur.

§ 1.
Problemstellung.

Wir beziehen die Lage der Punkte im Raume auf ein kartesisches
Koordinatensystem z,, y,, 2, (Fig. 1). Sei 7' eine Kugel vom Halb-

z z
° ¢

&
&8

AL
N\

fe—At—>
Fig. 1.

messer t, deren Mittelpunk‘g O die Koordinaten 7, 0, 0 (I > 0) hat; ihre
Oberfliche heiBe S. Sei 7' eine weitere Kugel vom Halbmesser ¢ um

1) Man vergleiche hierzu L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gestalt
der Himmelskorper. Erste Abhandlung. Die Laplacesche Theorie’ der Gestalt des
Erdmondes. Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 130-159.
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den Punkt O (—1,0,0) (I>0), ihre Oberfliche heiBe §. Es mégen
ferner §, und S, zwei Flichen mit stetiger Normale in einer Umgebung
erster Ordnung von S und S bezeichnen. Die von ihnen begrenzten
Korper T, und 7', denken wir uns mit homogener gravitierender Fliissig-
keit der Dichte f und £ erfiillt. Die beiden Korper und die Koordinaten-
achsen sollen mit der Winkelgeschwindigkeit v um die z,- Achse gleich-
formig rotieren. Qibt es fiir groPe I und I und in geeigneter Weise ge-
wdhlte Werte von o Flichen 8, und S,, so daf das System T, und T,
sich tm relativen Gleichgewichte befindet*)?

Die Ergebnisse und Methoden der bekannten Arbeiten von A.Liapounoff
sowie meiner vor einiger Zeit veriffentlichten Arbeiten iiber die Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten gestatten diese Frage in be-
jahendem Sinne zu beantworten. Der Existenzbeweis hingt mit der Auf-
l6sung eines gewissen Systems nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen
zusammen. Das zugehorige System charakteristischer linearer homogener
Integralgleichungen besitzt nichttriviale Nullésungen. Es liegt demnach,
wie bei der Laplaceschen Theorie des Erdmondes, der Verzweigungsfall
vor, so daB} eigentlich gewisse ,Verzweigungsgleichungen ins einzelne
untersucht werden miiten. Die hiermit verbundenen auBerordentlich
umstindlichen, zum Teil ziffermafigen Rechnungen lassen sich indessen,
wie ich neuerdings erkannt habe, vermeiden, wenn man in den Ausdruck
fir die Winkelgeschwindigkeit Parameter einfithrt und diese nachtrichlich
in geeigneter Weise bestimmt. Hierdurch 148t sich nicht nur der Exi-
stenzbeweis der in dieser Arbeit betrachteten Gleichgewichtsfiguren ohne
weitere Komplikationen zu Ende fithren, sondern auch die Behandlung
anderer Gleichgewichtsfiguren, wie z. B. der ringférmigen Figuren ohne
Zentralkorper, ganz wesentlich vereinfachen. Insbesondere lafit sich die
von mir bei der Behandlung des Erdmondes durchgefiihrte Diskussion der
Verzweigungsgleichung ganz vermeiden.

Da die Auflésung der Integro-Differentialgleichungen des Problems, die
durch sukzessive Approximationen zu erfolgen hat, keine neuen Schwierig-
keiten bietet, so wird sie im folgenden nicht ndher ausgefiihrt. Das
methodische Interesse konzentriert sich auf die Aufstellung der Haupt-
gleichungen und, wie vorhin ausgefiihrt, die Bestimmung der Winkel-
geschwindigkeit.

Die neue Gleichgewichtsfigur ist in einem in § 4 ndher auseinander-
gesetzten Sinne als stabil zu bezeichnen.

%) Es handelt sich ersichtlich um flissige Doppelsterne, deren gegenseitige Ent-
fernung als sehr groB vorausgesetzt wird.
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Wir denken uns durch O und O neue um die z,- Achse mitrotierende
Koordinatenachsen z, y, z und #, ¢, 2 gelegt, so daB

(1) my=a+1, yo=y, 2=2; x(,r———-a'v—l', Yo=—19, %=2
gilt. Sei P, = (X,,Y,,Z,) ein Punkt auf S, und es sei P =(X,Y, Z)

—>

der FuBpunkt des von P, auf S gefillten Lotes (»). Die Strecke PP,
positiv nach auBen gerichtet, sei mit { bezeichnet. Ist die Lage der
Punkte auf S durch irgendein System GauBscher Parameter (&, )
definiert, so kann man fiir hinreichende kleine Werte von ||, etwa
{j<e*, die Lage des Punktes P, in eindeutiger Weise durch das
System der krummlinigen Koordinaten &, %, { bestimmen. In einer ganz
analogen Weise soll die Lage eines gewissen Punktes P, = (X,,7Y,, Z,)
auf §, durch das System der krummlinigen Koordinaten &, 7j, ¢ gegeben
sein (|£] < &*). Wir diirfen annehmen, daB die Funktionen ¢ und ¢ ein-
deutig sind und stetige Ableitungen erster Ordnung haben.

Die Entfernung der beiden Punkte O und O sei zur Vereinfachung
mit L,

(2] L=1+I,
die Volumina der beiden Kugeln seien mit
(3) 7)——“4,;"1?3, i,:i‘”f:a

bezeichnet. Die auf 7', wirkenden Krifte sind: die Eigengravitation, die

Zentrifugalkrifte und die Anziehung des Korpers 7',. Ist » die GauB-
sche Gravitationskonstante, so ist das Potential der beiden zuerst ge-
nannten Krifte im Punkte X, Y, Z, entsprechend gleich

DETAAR WA NCES SIS UES MECE A
und 1

{5)

-1
2 3

‘drdydz

w? s 2
(0 + X)),

Um das Potential der Anziehung des Korpers 7', auf T, zu be-
stimmen, miissen wir noch einige weitere Bezeichnungen einfiihren.

Wir bezeichnen den Punkt &,  auf 8 mit o, das Flachenelement in
6 mit do, die nach aulen gerichtete Normale durch ¢ mit (»). Die ent-
sprechenden zu dem Punkte (&',#’) gehorigen Werte werden mit einem
Akzent oben gekennzeichnet. Der Abstand der Punkte o, ¢’ heifle o.
Es seien weiter a, b, ¢ die Richtungskosinus der Normale (»),

[\'l

(6) a:X’ b:l—, e—= %
T T T

Die analogen Werte auf § werden mit einem Punkt oben versehen.
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Neben den Flichen S und S, betrachten wir die einparametrige
Flachenschar 8, (0 <t < 1), die sich symbolisch in der Form S ¢(S, —S)
darstellen laft; dem Punkte P — (&, ) auf § entspricht dabei auf S,
ein Punkt P, mit den krummlinigen Koordinaten &, 4, ¢{. Sei ¢, der
von der Normale (»,) in P, an §, mit der Gerade (v») eingeschlossene
Winkel 2) und do, das Flachenelement von S, an derselben Stelle. Die
entsprechenden zu den Flichen S und S’l gehorigen Groflen sollen wieder
durch einen Punkt oben gekennzeichnet werden.

Das von den beiden Flichen S’g und S£+d£ und den Normalen an 8
durch den Rand des Flichenelementes d6 begrenzte Volumelement hat
augenscheinlich den Wert gdt cos q&id(}t. Sein Abstand von dem Punkte
X,,Y,, Z, ist, wie man leicht sieht, gleich

(7) [(L+ X, + X+ atl) 4+ (Y, 4 Y+ bil) +(2,— Z — éid))*.

Das Potential der von § und §, eingeschlossenen Fliissigkeitsschale
im Punkte X, Y,, Z, ist darum gleich

) nfofdisjéCOS(pi do; [(L+ X1+X+aié?"+ (Y, 7V | bi)
‘ +(Z, — 7 —¢t)] "
Dazu kommt noch das Potential der Kugel 7. Dieses hat den Wert
(9) wof [(L+X,) 40704220

Die entsprechenden Werte im Punkte X,, ¥,, Z, auf §, erhiilt man,
wenn man in (8) und (9) sinngemél die nichtpunktierten und die punk-
tierten Buchstaben miteinander vertauscht.

§ 2.
Die fundamentalen Integro-Differentialgleichungen des Problems.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf S, und
8, eine Figur des relativen Gleichgewichts einschliefen, lassen sich durch
die Gleichung

tf Vi ( Xy, Yy 2+ (4 (0 X)) o f (LX) + Y 28
1
(10) + nf’ofdt..fé:cosq% do; (L4 X, +X +atl)’+ (¥, + ¥ + bi()*
S-
t (2, —F iD= C (C konstant)
und eine analoge Gleichung, die man erhilt, wenn man in (10) nicht-

3) Offenbar ist @, fir t=0 gleich Null.
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punktierte Buchstaben mit den punktierten vertauscht, ausdriicken. Sei
V(x,y,z) das Newtonsche Potential der Kugel §. Augenscheinlich ist
(11) V(X,Y,Z2)=0, (C, konstant).

Fir (10) kann man darum auch schreiben

(12)  #f(Vi(X,, Y., Z,) — V(X, Y, 2)]+ 2 (¥ + (1 + X,)°]
b (L4 X,) Y2+ B3] nf [ di [ Ecos gyds [(L+ X, + X +ail)
0 St .

- (VA Y BEE) + (2, — Z — é68)° ] *=xfs (s konstant).
Wir setzen
L) UG VT =)
; Vi(X,,Y,,2Z,)=U, (&), V(X T, %)= U@ )
und nehmen

S el oz . |
(14) lg\s ?/”E:, anla IC: :

o

. \a;}
125 e < ¥
JERTT R

Vrve

an, unter ¢ eine hinreichend kleine positive Zahl verstanden. Wie ich an
einer anderen Stelle gezeigt habe, 1aBt sich der Ausdruck

(15) Vi(X,, Y,,2,) = V(X,Y,Z)=U,(&n)— U n)

. . . . . d 0
in eine nach Gliedern verschiedener Ordnung in bezug auf [, ¢

9E’ og
fortschreitende, gleichméBig konvergierende Reihe,

(16) U (&) —U@E, ) =0"-U%4 .,
entwickeln ). Hier bezeichnet U™ in naheliegender Schreibweise den fol-

genden Integralausdruck m-ten Grades in bezug auf ¢, ¢’ und z—i:ﬁ)

4) Siche L. Lichtenstein, ,Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren
rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze
anziehen. FErste Abhandlung. Homogene Fliissigkeiten. Allgemeine Existenzsitze“,
Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 229--284; 8 (1919), S.172—174; ,Zweite Abhandlung.
Stabilitidtsfragen, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126—231. Diese Arbeiten werden im
folgenden kurz als Abh. I und Abh. II bezeichnet. Man vergleiche insbesondere
Kapitel II1 § 6 der Abh. IL

Die Entwicklungen der vorstehenden Arbeiten gelten fiir beliebige, etwa von
Flichen mit stetiger Normale begrenzte Korper und beliebige Parameter &, 7. In
dem besonderen Falle der ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren findet sich die Ent-
wicklung (16) bereits bei A. Liapounoff, wo sie auf einem anderen Wege abgeleitet
wird. Vgl. A. Liapounoff, ,Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoides
d’une masse liquide homogéne, douée d’un mouvement de rotation. Premiére partie.
Etude générale du probléme“. Mémoire présenté i I’Académie impériale des sciences,
St. Pétersbourg 1906, S. 1—225, insb. 8. 3--25. Liapounoff bedient sich bei seinen
Betrachtungen eines speziellen Systems krummliniger Koordinaten, das mit elliptischen
Koordinaten zusammenhingt.

%) Geht £ in «( iiber, so erhilt en Faktor «".
%) Geht ¢ in «¢ iib hiilt U™ den Fak »
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n—1 I\
(17) U= ;;fg(a'gz aC)[ 0 (Az)J dé'dy  (n 1),
: t=0

¢ at”i—l Qt
(17a) U~y 4 [Li'de )
S
In (17a) ist
(1 R

die Schwerkraft auf der Oberfliche der Kugel 7'; ¢ ist der Abstand der
Punkte X,Y,Z und X', Y’, Z’' auf S,

(19)  2=X'-X)+ Y -7’42 —-2)'= D (X' - X)%
0, ist der Abstand der Punkte P, und P auf 8.,

11
(20) oz =22t > (X'~ X)(a'¢ —al)+1* D) (a't — al);
schlieBlich ist

4 — (X DLl Ztetl) B — Ztctl, Xtatl)
(21) ! a(&,m) ’ ¢ o(&, ) ’
o _(Xate, Yot
t 9(&m)

Die Gleichung (12) nimmt nunmehr die Form an:

(22)  «f [w: +f%<:’do'+ U4 Uu® } L P, 4P, =xfs,
S

(23) P,=Z[¥i4(1+ X)) +xof[(L+X) + Y4211,

1
P,—xf [dif{cosg,do;[(L+ X, 4+ X +ail)”
(24) bos

(Y, + Y +bib) (2, —Z—éid)] ",

Wir entwickeln jetzt P, und P, nach Potenzen von z Es gilt zundchst

(25) YT+ X,) ] = 9 (Y 421X, + XP4+17)
und
(26) %9 L+ X, +Fi+2] T =wif (1B LALCR ).

%) In der Formel (17) besteht die zu integrierende Funktion aus drei Summan-
den: dem hinter dem Zeichen X stehenden Ausdruck und den beiden Ausdriicken,
die man erhilt, wenn man a, a’, A; entsprechend durch b,b’, B? und c,c’, C} ersetzt.
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Ferner ist

(L+X,+X+atl) + (Y, 4+ V4668 +(2, -2 — i8] °

G100 07| Xakeade (b (A 2-dE - (X Korall)” ]
3 s 2! .
Sei
(28) :ffdtfé' cos ¢, d 6;

8¢

das Volumen des Korpers T, — T'. Es sei ferner
1

(29) it~ [ di [ cos ¢; (X 4-ail)ds
0 s'z-

das statische Moment von 7', — 7' in bezug auf die Ebene & — 0.
Wir setzen, unter w einen spdter zu bestimmenden Parameter ver-
standen,

(30) w*® l-—xf('v—}—t) s+ w.

Die mit X, multiplizierten Glieder in (22) haben jetzt wegen (25),
(26) und (27) den Wert

(31) wX,.

Die Entwicklung von P, 4 P, ergibt die zu (30) analoge Beziehung
(32) w"l.:xf( - )w_l_w

Wir erhalten jetzt

Py +Py—xf(6+1) st nfio g twg+wX, +uw T

I
v_+tX1+Y, . < Y1+Z1—2X“ >
xf E 4% fv oy 4
(33) +Lt~ gm’}“%ffdthCOS(p dd;
8¢
{ <Y1+Y+13t'c')2+(zl—z—éié)g—z(xl+x4_aié)‘f+ }
— LA —2(X, 9

q 9 [ 9
<X1=X(1+';>’ ¥, ~¥(1+3), Z1=ZK1+¥)>'
Die nicht hingeschriebenen Glieder sind in bezug auf L~ vom dritten oder

hoheren Grade.
Setzt man jetzt in (2")

34) wfs = nf (%4 1t) «f

-+ xf"i)%%sz—}—xft—ﬁ 1it,

22 L
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so findet man nach einer leichten Umordnung
3 1yre, 8 @ ) \
N

3 ; Gy s 1 U xf; .

__3 XYY XY
T dmaxf [le“Tw 21 Fxf 9Lt l
(36) 1 Y-: Z:_9x? !
oy (= f*zzj“ 1-+...)+uxﬂfdzf:cos¢idéi
0 ,5'

¢
{ (L AY4bEO (4 —Z—¢E0)" 20X, + X +atl)
R sy
Zu der Gleichung (35) tritt eine weitere Gleichung hinzu, die man
erhilt, wenn man in (35) und (36) die punktierten Buchstaben durch die
nichtpunktierten ersetzt und umgekehrt. Die beiden Gleichungen bilden
ein System nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen zur Bestimmung

von ¢ und I .
§ 3.
Auflosung der Integro - Differentialgleichungen des Problems.

Die Integralgleichung
. 4 - 1 . ’
(37) ~3S+Jggda:0

hat nach bekannten Satzen drei linear unabhangige Eigenfunktionen. KEs
sind dies z. B. die drei allgemeinen Kugelfunktionen

‘ zZ X Y
(38) 'rs ¢’ v

Wir bezeichnen diese Nullosungen, in der iiblichen Weise normiert,
mit w,, u,, %,. Es gilt demnach

(39) J.‘qrufdﬂ:f’l/)ugdo:fq)ufd(;:_1 1;).
N S §

Man findet leicht

!

3 Z 3 X 3 Y
(40) U= T in o M T aa g
X i

%) Man beachte, dal v < 0 ist.
?) Die Bezeichnungen schlieBen sich an die in den Abhandlungen I und II ge-
brauchten an. Dort sind w, und u, die trivialen Nullosungen der Integralgleichung
(Fortsetzung der FuBnote 7 auf niichster Seite.)
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Sel
1) Ny =Ly wufuu) = — (XX YY +22)),
Die Integralgleichung
(42) ~4§;IC+[N15'do':0
§

hat nach bekannten Siitzen keine Nulldsungen mehr. Sei

(43) 7, = — [yl de’, ry=— [y ull’de’, r,——[p'u, i do.
§ s s

Wie ich an einer anderen Stelle bewiesen habe, hat jede Gleichgewichts-
figur rotierender homogener Fliissigkeit eine auf der Rotationsachse senk-
recht stehende Symmetrieebene®). Wir denken uns die Korper T, und 7',
so orientiert, dal ihre Symmetrieebene in die Ebene z, = 0 fallt?). Als-
dann ist
(44) r,= -y ull de’ =0, Fi= — [y, dé" =0.

$ é

Wir nehmen dariiber hinaus an, da die gesuchte Gleichgewichtsfigut

auch noch in bezug auf die Ebene y, = 0 symmetrisch ist. Alsdann ist

(45) ro=0, 7 =0.

Wir bestimmen die noch verfigbaren Parameter w, w so, dafS auch
r, = 5 == 0 wird. Die Integro-Differentialgleichung (35) geht jetzt iiber in

) 3 oty 3 o
(46) _C—I”—;leg do’' = (U + U+ ..)+P.
S

wC—%—fZ 'do’=0. Bei Rotationskérpern ist w,=0 zu setzen. KEs sei in diesem
Falle 8 die lings einer Meridianlinie gemessene Entfernung des Punktes o von einem
Pole der Fliche, b der Azimutwinkel. Die etwa noch vorhandenen nicht trivialen
Nullésungen sind entweder von der Form $ (3), oder sie treten paarweise auf und
haben die Gestalt ¥, (8) coskbd, &, (8)sinkd. Im vorliegenden Falle ist

3 s8ing cosd N 3 sing sind

2 " , . =

4o 3 4 $
r? i T

Uy =

demnach k=1.

% Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichtstiguren
rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetz
anziehen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der Wissenschaften 48 (1918),
S. 1120—1124.

%) Das kann man nétigenfalls durch eine geeignete Verschiebung parallel zu der
z,-Achse stets erreichen.
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Es gilt ferner die hierzu analoge Integro-Differentialgleichung
- - 3 X "} .y 3 . . N
(4() C_Z;{I.NIC do :‘1;-{((](2)—!—[](3) —"‘...)—*—P.
N

Die Ausdriicke auf der rechten Seite der Glelchungen (46 ) und (47)

sind Funktionen der Parameter w, w, w, = L’ W, = L’ w, = l’ w, l ,

die sich fiir alle hinreichend kleinen Werte von |w|, |w/|, |w, |, |®,|,
|w,|, |w,| analytisch und regulir verhalten. Wie in meinen vorhin ge-
nannten Arbeiten zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissig-
keiten, 1dBt sich zeigen, daB die Integro-Differentialgleichungen (46), (47)
fiur jedes Wertsystem w, w, w,, w,, w,, W, in einem Gebiete

(48) fwl, [@], |w |, |, ], jwy], [y | <6, <o L e*

eine und nur eine Losung hat. Diese Losung kann durch sukzessive Ap-
proximationen gewonnen und nach Potenzen von w, w, w,, w,, w,, W,
entwickelt werden?®). Sie ist in bezug auf die Ebenen z;=0 und y,= 0
symmetrisch !*). Es ist nicht schwer, die ersten Glieder der Entwicklungen
fiir £ und ¢ zu bestimmen!?). Man findet

W leX (T
L) b, w1y 1))
und
(50) I L SR S CEARRS
+ L (2= 2) B (0, 0, w0y, 0, 0y, 0,))

In B und P sind die von w und @ freien Glieder von der Ordnung

l;, —]5-, —}a— Glieder von der Form F(X,Y,Z; X,Y,Z)w und
L Ll L7l

F(X,Y,Z; X,Y,Z)w fehlen ganz.

1) Vgl. Abh. II, 8. 156—165; Abh. I, 8. 277—278. Siehe ferner meine Arbeit:
Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskorper. Erste Abhandlung. Die
Laplacesche Theorie der Gestalt des Erdmondes, diese Zeitschrift 10 (1921), S. 130
bis 159 insbes. S. 138, Fulnote ).

11) Vgl. Abh. I, 8. 260—261.

12) Vgl. die in der zweitletzten Fufinote an dritter Stelle genannte Abhandlung,
S. . 149—150. Man beachte, daB in P (Formel 36) fiir f der Ausdruck (28) einzu-
setzen ist.
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Setzt man jetzt in die Beziehungen
(51) Jvu,tdo=0,  [¢u,idéi=0
S S

fiir ¢ und ¢ die Ausdriicke (49) und (50) ein, so erhilt man wegen

. 3 _ 3 4dar 3 (g2,  1f
(,)2) 4nt”ffq)uszdo———4nrxf ‘g—‘ :'—g. X dU————x—f,
$§ Lt §
(53) fwu,do= [yu, X do= [yu,Z2°do =0, ...
5 § §
zwel Gleichungen von der Form
3
54 — T wp(w, b, w,, Wy, w,, ) =0,
xf 1> Wiy Yoy Wo
7
(55) —:—fw+p(w W, Wy, Wy, Wy, Wy) =0,
aus denen sich
X ?4 . ‘fdx
(56) ’w—~:0<F), w~0<—L—4>

ergibt %), unter T die grofere der beiden Zahlen t und f verstanden. Aus
(49) und (50) findet man zunéchst

(57) —Wf{iﬁf’(*ﬁ )+ (D)ol
und
B i ) B

Aus den Gleichungen (30) und (32) folgt nunmehr, wenn man be-
riicksichtigt, dafl

) =38 . =3
(59) t-_—o(zs), t=0<Lis-)
ist, nach einer leichten Umrechnung
(60) v io(3),
somit

i _fv T2
(61) T—?g+0<‘ié’>
und wegen
(62) I+i=1L

18) Man beachte, da8 }l_;<1, %<1 ist.
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wie man leicht findet,
. - P f_” B T
(63) =L +vaFO(L) [~ L -0(3).

Ist insbesondere of = bf, so ist

s toroll i-losolh
(65) L= lhi:L (12X° —3Y*— 132°) ( L)
(66) P msz (12X°— 37— 1347 (Z

Ahnlich .wie in der Abh. IT auf 8.270—276, 1t es sich zeigen, dall
man auf 8, Systeme GauBscher Parameter angeben kann derart, dafl die
Kartesischen Koordinaten der Punkte auf S, stetige Ableitungen aller
Ordnungen in bezug auf diese Parameter haben.

Wie an einer anderen Stelle?®), 1aBt sich leicht zeigen, dafl die Korper

T, und T, in einer ersten Ndherung Ellipsoidkorper darstellen, deren
Halbachsen die Werte

(67) oc::r(l—}~3;%>, ﬁ:r<1~%2i>, y=r(1-"5);

haben. Die grofle Achse ist nach der Umdrehungsachse hin, die kleine
parallel zu dieser gerichtet. Es gilt

TV _or
(68) 5y 2,5.
of

Allgemein gelten, wenn man - i o setzt, die Formeln
v

(69) t=p,+0(g),  i=r.f, ro(),

(10) = ALBX -2+ W)+ (- ) +0(1),

=R 2 ) R G- 0 re),

) Ist f=f, v=10, so0 ist aus Griinden der Symmetrie | =i= 1 L.
15) Vgl. die in der FuBnote %) an dritter Stelle genannte Arbeit, S.143 —144.
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und in naheliegender Bezeichnungsweise

e=r(1+ "y (n11)), ﬂ:f(l—f-;;,(,u 1)),
y=t(l= (94 40),

T el e )
p=r (o (o)
( =R & L)

In dem Grenzfall u — 0, mithin v — 0, wird f=0, {=0. Der
Korper T, == T wird eine Kugel um den Punkt z,=y,=2,—=0. KEs
gilt jetzt

o=y 16
(74) =4,

§ 4.
Stabilitit der Gleichgewichtsfigur.

Wir beweisen jetzt, dhnlich wie bei der Behandlung der Figur des
Erdmondes '*), daf die Gleichgewichtsfigur, deren Existenz durch die vor-
stehenden Betrachtungen dargetan worden ist, sfabil ist. Darunter ist
folgendes zu verstehen.

Sei J, das Trigheitsmoment des Systems 7,,7, in bezug auf die
Rotationsachse *¥). Wir setzen

(75) M,=awJ!.

Es seien 7, und 7', irgendwelche von Flichen mit stetiger Normale S,
und S, begrenzte Korper in der Nachbarschaft erster Ordnung von S,
und §,, die wir uns mit homogener Fliissigkeit entsprechend der Dichte
f und 7 erfiillt denken. Die Volumina der Korper T, und T,; T, und
T, seien einander gleich; die Schwerpunkte der Korper T, und T, decken
sich entsprechend mit denjenigen der Korper T, und T,. Wir bezeichnen

18) Derselbe Wert ergab sich in der loc. cit. ) genannten Arbeit fiir eine um
ein festes Attraktionszentrum rotierende, weit entfernte Fliissigkeitsmasse.
17) Vgl. loc. cit. 1%) S.144—148.
®) Bs ist J,= [ F(wi+yd)deydysde, (F=fin Ty f=Fin 1)
T+,
27
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das Trigheitsmoment des Systems 7,, 7, mit J,, die Entfernung der
Massenelemente dm und di in T, + 7, mit D und setzen

« M dmdm
(76) A:z "'——:]: _— xff~-b— .

T+ T,

Die Gleichgewichtsfigur 7', 7, soll mit Thomson und Tait, Poin-
caré und Liapounoff stabil heiBen, wenn A fiir T,= T,, T, = T, den
kleinsten Wert A annimmt?).

Sei (&,,7,) irgendein System &auBscher Koordinaten auf S, 8,;
(v,) die Normale in (&, n,) = o0,, positiv nach auBen gerichtet, {, der
Abstand des Schnittpunktes von (v,) mit S, (S,) von 8,(S§,). Die Lage
der Punkte auf 8,(S,) ist durch die krummlinigen Koordinaten £,, 7, ¢,
bestimmt.

Wir bezeichnen mit »fy, die Schwerkraft auf 8, und §,, mit R,
den Abstand des Punktes o, von der Rotationsachse, ¢, den Abstand der
Punkte o, und o] auf 8, oder §,. Wir nehmen an, daB

. , 08y |08 i
(77) N,=Max(j¢|, | {2, 50) <<

gilt, unter e, eine hinreichend kleine positive Zahl verstanden.

Durch Betrachtungen, die denjenigen der Abh. IT 8. 182—191 parallel
laufen, 148t sich nun zeigen, dafB

o 2 1 =z ’ ’
A:-—Al*z—xff %;ldolax”?lff ¢, ¢ do,dal

81+, S1+8,
(78) + 5 (] TR}t do)" +| R,
L 8i+5

R < B [ G do,

8+ 8

ist, unter B, eine positive Konstante verstanden, wie spéiter auch unter
Ba» Bas .- ). Wir beweisen, daB Ay — Ay >0 gilt, wie auch T, T,
beschaffen sei, wenn nur die eingangs genannten Bedingungen erfiillt sind.
Das Gleichheitszeichen gilt nur fir 7,— T,, T, =T,.

%) Vgl. die Abh. II 8.182—218, insbes. S.182—184, sowie loc. cit. ') S. 144—148.
An beiden Stellen handelt es sich um Systeme, gebildet von einer einzigen homogenen
Fliissigkeit. Unter Tragheitsmoment J, wird darum dort der Ausdruck f (@3 +ys) dzydy,dz,
verstanden. Auch sonst sind die Bezeichnungen jetzt stellenvq’vt;irs:;l etwas anders ge-
worden.

20) Vgl. die Bemerkungen in der FuBinote 1?).
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Betrachten wir die lineare Integralgleichung

1 .7,,
(79) q;151+/¢fvagldalzo.
S1+8;

Wie in der Abh. IT 8. 151—158 gezeigt worden ist, ist der Kern 1

<1

positiv definit und abgeschlossen. Die Eigenwerte von (79) sind sidmtlich
positiv. Wir bezeichnen sie, in der iiblichen Weise einfach geordnet,

mit p{®, u®, .... Die zugehorigen normierten Eigenfunktionen heiflen
u{“, u®, .... Es gilt
1 7=/ ’ , 1 -~ " 2
(80) f S G o del = X~ ([ wif & udo,)
) & 8 +8,
8$;+8,
und
(81) f w e f Z(f.'qjlfTCI u;’i)dal)e.
S1+S‘ S:1+8
Wegen
(82) (02=0(§3.), RI—0(L%), J,—=O0(L)™)
ist
(83) ffR & d61) <g 27 ’f ‘/’15 doll

Sﬁ-S; Sx+31

Wir nehmen »tL-< ¢, an und erhalten aus (78), (80) und (81), wenn

wir aus Griinden, die alsbald ersichtlich werden, die acht ersten Eigen-
werte zusammenfassen,

— Al = %Z( 1( > U ffé'l u;n)dal)-.’.
1y Sl+Sl
l n
(84) +_"2< “n ) (fyﬁfclu()d”) + 8,
n>8 1 S1+S1
\’@Jﬂ <ﬂ352|f.‘/’1 Cfd‘ﬁ"
S1+8

Neben der Integralgleichung (79) betrachten wir die beiden Integral-
gleichungen

S

*1) Man vergleiche die Formeln (30), (56) und (59).
??) Die Schwerkraft auf der ruhenden, isoliert gedachten Kugel S hat den

Wert —4~73Lr—xf.
27*
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Ihre Eigenwerte, zusammengeworfen und in der iiblichen Weise einfach
geordnet, heilen u®, u®, ... die zugehorigen normierten Eigenfunktionen
(die allgemeinen Kugelfunktionen auf 8 baw. §) «®, u®, .... Wie sich
ohne wesentliche Schwierigkeiten zeigen 1iBt, konvergieren puv), u(®,
fir S, —8, Sl——uS’ entsprechend gegen p@, u®, ... ®), Wir fassen
& ul®, w® ... als Ortsfunktionen auf § - 8 auf und bezeichnen sie als
solche mit §,aW(o), @? (), ... 2.

Es gilt nun, wie sich zeigen 1aB8t (vgl. die Abh.II 8.140—147 und
S.205—214, wo sich dhnliche Betrachtungen finden),

——filr-l—O( > auf S,,
Y, = fdf_’l: }‘t
1 __ii.gl_|_0( >auf Sl, do 1+0<L>’
86 ) u(0)+0(1) =45+ 0(L) mt 8,
u® (o) = -
O(%) auf S,

po=140(1),

darum, wie man leicht sieht,

1 T a T
(87) l — e (S faulde) < p ;| [y

1 18+58 S1+8,

)

Analoge Ungleichheiten gelten fiir die mit u”, ..., u{® behafteten Glieder.

Y Z
Fur = treten hier T g ein.

Ferner ist
= 0() =4 o ],
(88) lu‘l)(o) —}—0(%) :D1+0<;> auf S

a(o) :l 0<;> it 8,

(D, konstant),

) Es gelten demnach insbesondere die Formeln

[u(l)—>,]3, /L() 3, ‘llf‘)')—vl, . /tf”—»l.

24) Die zusammengehdrigen Punkte ¢ und o, liegen allemal auf demselben Halb-
messer der Kugel S oder S.

213) Tn den Formeln (86) treten hinter dem Zeichen O eigentlich sogar hohere

3
Potenzen von % auf. So ist z. B. (flf —1T0<Lq\. Fiir die weiteren Betrach-

tungen geniigen die Abschidtzungen des Textes.
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mithin

1 . 2
(89) (\1 - /Tg) <f "/’1f§1u1(1)d01)

81+5,

~|—210(; Hf: (.+0(z))as, +f41 (3)4a,] "

(D, konstant).

Nach Voraussetzung ist das Volumen des Korpes T, gleich dem-
jenigen von 7,. Darum ist, wie sich leicht zeigen 148t %),

(90) ‘xsfé-ldol} < B, ‘"asflcﬂdou

T < &, gewiB

L

g ~ ) 2 9

@y ,(f.'/’lfé]’“q(l do,) <ﬁ759\f_'/’151d01}'
1 18+8, S1+81

mithin wegen

(91) %1_7

Eine analoge Ungleichheit gilt fiir die Eigenfunktion «(». Wir finden
jetzt alles in allem

AF—AF = Y (1= 1) (St ude,) + 8,

(02> n>8 ‘1 Sl+5‘
\92 l <ﬁs£2|.ﬁ"/'1cfd01i'
$+8;

Wegen (81) ist
8
(93) f,?/'x f-".’ Cf d01: - Z ( f W1f~f1 uin) dox)ﬁ—zv ( f 2% f7§1 m)da1)

81+ 8 n=t 8,+8; n>8 S+8;
Ferner ist
(94) f{/! fe, uli)do =D fXCdo ~}—f0 % {,do, (D, konstant),
Si+8 S, +8i

darum, wie sich leicht zeigen 1aBt,
(95) (f "/’1f~.é‘1u:{3)da ) <D (fng“ )+ Byes :f‘/’ Cfd% .
Sl"}‘S-l S, +Sl

Der Schwerpunkt der Fliissigkeitsmasse T}, deckt sich mit demjenigen
von T,. Das Volumen von 7, ist gleich dem Volumen von 7). Das
statische Moment des Kérpers T, — T, in bezug auf die Ebenen x =0,
y =0, 2=0 ist darum gleich Null. Dies besagt, wie sich zeigen lift,
dall

(96) 'Sle {ydoy | < B¢ 2f|51 do,

25) Vgl. Abh. II S. 186—187, wo sich Formeln fiir das Volumen T, — T; finden.
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gilt?%). Hieraus folgt, wie man leicht sieht,

(97) ‘fXEdo[éﬁuEefMJdGu
S 8+ 81

darum gewil3

(98) ([ XTdo) < Braea | [ vy ido,].
8 8+,

Analoge Beziehungen gelten fir ( [ ¥ Edo)?, ..., ([ ZEdo)®. Aus (93)
$ $

ergibt sich jetzt, wenn man die Ungleichheit (90) und die analoge Be-
giehung fiir | [, da, | beriicksichtigt,
S,

(99) 1f'le’1f.2 §12 do, | éZ (f.y!lfé'lui")dal)ﬂ—l—ﬂwsg|f"1/)1f~2§12 do, |,

S14+5 n>8 8,48 8148
mithin
(100) > (v foude,)
n>8 S1+&1
>(1—Bye) | [ o tido, |2, (1— Bye) | [ v, ¢l do,]
= ( Bis &) | 1! 140, | 2By 1 2) | Y1610,
81+ 8y 81+8;

und endlich wegen (92)

1
(101) A:_ A:‘g [”ﬂm <1 - (9}) (1 - :813 Fa) - :85 62} lf.":‘)l C‘f do, [ .
Ml S1+8;
Wie wihlen &, so klein, daB
1
(102) Bia (1“' ui))(] _ﬁ1352)“ﬁs€2>0
#q
ausfallt. Offenbar ist
(103) AF—AF>0.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir [ ¢, ¢2do, — 0, d. h. £, =0.
8181

Berlin, den 23. September 1921.

) Vgl Abh. II 8. 196—199, wo sich dhnliche Betrachtungen finden.

(Eingegangen am 23. September 1921.)



Zum Waringschen Problem.

Von
Edmund Landau in Géttingen.

Waring sprach 1770 die Vermutung aus:

Satz I: Zu jedem ganzen k > 1 gibt es ein ganzes s = s(k) derart,
dap fiir jedes ganze m > 0 die diophantische Gleichung

(1) n=2H, hx0
v=1
losbar ist.

Dies ist fiir k=1 trivial (s = 1), fiir k=2 zuerst von Lagrange
{s =4), fiir endlich viele weitere k¥ vor Herrn Hilbert, fiir alle £ nach
139 Jahren zuerst von Herrn Hilbert bewiesen.

In der Folge seien dauernd k, s, n ganz,

k>3, a=q,

Auf ganz neuem Wege haben kiirzlich!) die Herren Hardy und

Littlewood den Hilbertschen Satz I nachgewiesen und viel mehr, ins-
besondere den?)

K=2" s>1, n>0.

1) Some problems of * Partitio Numerorum’; I: A new solution of Waring’s Pro-
blem [Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1920, S. 33—54].

2) Ich bemerke ausdriicklich, daf ich (mit Riicksicht auf § 2) hier von der
Hardy-Littlewoodschen Bezeichnung abweiche. Diese nennen #;(n), und ich
will in dieser FulBnote und der FuBnote *) QSrS(n) nennen: den Koeffizienten

el
von @* in (—1+4+2 Y ar®)’ = (—1+2£)° Also ist 2" r,(n) fiir gerades k die Lo-
h=0
S
sungszahl von n= M 1¥, b, %0; rs(n) ist fiir gerades und ungerades k der Koeffi-
r=1

* 9
zient von z” in (_\7 mhk> =f‘s. Satz Il ist mit dem bei den Herren Hardy und
=0



424 E. Landau.

Satz II: Es gibt zu jedem 6 > 0 ein s, (k, 8) derart, daf3 fir jedes

8§ > 8, die Losungszahl r(n)=r,(n)=r, (n) von (1) den Relationen

(L(1+a)” re(n) rs(n) (I'(1+a)’

(2) (1—9) T(sa) <11nm;nfn <11m  sup - P <(1+9) risa)
geniigt.

Satz IT enthélt natiirlich Satz I; denn die erste der Relationen (2)
mit 6 =} lehrt, daB bei passendem s, (k)

lim inf 7, (%) > 0
ist, also fir » > n, (k) "
s, (m) >0,
also fir n >0
Togany (M) > 0.

Die folgende Arbeit ist fiir einen Leser geschrieben, der die Literatur
nicht zu kennen braucht.

Im § 1 beweise ich unter Benutzung eines neueren W eylschen?)
Gedankens und anderer Abkiirzungen des Hardy-Littlewoodschen Weges
den Satz IT moglichst einfach. Hierbei ist die letate Station vor dem
Ziel der Hardy-Littlewoodsche?)

Satz 1IL: Es werde fir jede Einheitswurzel o, wenn q thr Grad®) ist,

q
(3) Sez Zghk

h=1
gesetzt.

thtlewood bew1esenen Satz II’, in dem  durch t ersetzt ist, dquivalent. Denn

s 2 1
F-(r-3) -3 3 a1 <,_é) hat die Majorante o 5%, /"% die Majorante
=0

(2 (f—l)>8_1; daher ist fiir s> 2
"s(”)_*’rs—x(n)<rs(”)<rs(”)<ls(n)+ 73—1(”)<rs(n)+23 T8ty (n).

Aus jedem der beiden Sdtze II und I1’ mit s> 8, folgt also unmittelbar der andere
mit §>s, +1, da ja in II bzw. I’ speziell enthalten ist:

rs—1(n) bzw. 1,_, (n) = 0 (n®~V871) = g (n8271),

3) Bemerkung dber die Hardy-Littlewoodschen Untersuchungen zum Waringschen
Problem [Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1921, S. 189—192].

4) Auch zu Satz TII ist zu bemerken, da er bei den Herren Hardy und
Littlewood fiir t;(n) an Stelle von »;(n) erscheint (Satz III’), daBl aber jeder der
beiden Sitze III und 1’ mit 8>s,+1 aus dem anderen mit s>s, folgt; wegen
der in Anmerkung %) festgestellten Ungleichungen fiir » und r, und weil & nach 1)
fiir s > 2K in Bezug auf n beschrinkt ist.

5) D. h. ¢ sei primitive ¢-te Einheitswurzel.
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1) Dann st die (von k,s, n abhdngige) iber alle o erstreckte Reihe
Se\* _
(4) @~2(;) -

fiir s > 2K und jedes n absolut konvergent.
2) Ferner ist bei jedem 6 > 0 fiir s > s,(k, 6) > 2K und alle n

1—-0<6<1+6.

3) Endlich gibt es ein positives u, (k) mit folgender Eigenschaft.
Fiir jedes s > s,(k)> 2K st bei passendem C,(k, s) und jedem n > 2

r(1 ’ sa— I sa—1—m
(5) [r,(n) = SR T S < Ot

III setzt II in Evidenz.

Die Herren Hardy und Littlewood hatten (5) zundchst mit
s, =kK -1, aber in einer weiteren Abhandlung®) sogar mit
8, =(k—2)K + 5 bewiesen’). Dies war trotz meiner schon publizierten
Vereinfachung®) bisher nur dureh langwierige Schliisse zu erreichen. Es
wird mir in § 2 gelingen, das Ziel (5) auch mit s, = (k — 2)K 4 5 auf
wesentlich abgekiirztem Wege zu erreichen.

Da es kaum mehr Miithe macht, werde ich den Entwicklungen des
§ 2 alsbald die Annahme zugrunde legen, dal statt 2% irgendein ganz-
zahliges Polynom

P(z)=cwyzt+ ...+«

mit ¢, > 0 gegeben ist, das fir 2> 0 bestindig wichst und > 0 ist;
r(n)=r,(n)=rp,(n) bezeichnet jetzt die Losungszahl von

(6) n:Zs‘P(h,,), B> 0.

Natiirlich kann dann nicht von der Darstellung aller grofen n die Rede

) Some problems of ,, Partitio Numerorum*: II. Proof that every large number
i8 the sum of at most 21 biquadrates | Mathematische Zeitschrift, 9 (1921), 8. 14-27].

?) Nach dem in Anmerkung %) Gesagten konnte es scheinen, als ob die Herren
Hardy und Littlewood (5) fiir »,(n) nur mit s, =k K+ 2 bzw. ,=(k—2)K+6
bewiesen hiitten. Jedoch gelten ihre beiden Hilfssitze iiber —14-2 p3 ¥ unmittel-

© r=0
bar fiir 2 Y xh*, da —1 gegen das Fehlerglied zu vernachlassigen ist; so daB ihnen
r=0
selbstverstindlich der Wortlaut des Textes zuzuschreiben ist.

8 Zur Hardy-Littlewoodschen Lisung des Waringschen Problems [Nach-
richten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe-
matisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1921, S. 88—92].
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sein, da der groBte gemeinsame Teiler aller P(A,), h, >0, nicht 1 zu
sein braucht®). Ich beweise demgemifl den

Satz IV: Es werde fir jede Einheitswurzel

q
(7) 8, =2 o™
r=1
gesetzt.

1) Dann ist die Reihe
(8o
(4) 6~ (%) e
o
fiir s > 2K und jedes n absolut konvergent.
2) Ferner ist fir s > s, (k,¢,,0)>2K, k'«,'s, kle,In
M—-95<&<M-+94,
wo M eine durch P bestimmie positive ganze Zahl ist.

3) Endlich gibt es ein positives n, (k) mit folgender Eigenschaft. Fiir
jedes s > s, = kK + 1 stets, im Falle der Richtigkeit*®) von r,(n)= 0 (n*)
(bei jedem & > 0 und unserem P) sogar fiir jedes s > 8, == (k —2)K + 5,
ist, wenn E (P, s) passend gewdhlt wird und n =2 ist,

(8) Ly (nx)_(l‘\l%-a))' nI1S | Elnsa-]—q,.
e «y® I'(sa) '

Satz IV setzt (0 =} genommen) in Evidenz den

9) Auch dann nicht, wenn (¢, ..., ¢¢)=1 ist. Bekanntlich ist jedoch der
groBite gemeinsame Teiler aller P(h), h >0, ein Teiler von k! («,, ..., «x). Denn
ist Byzk+ ...+ B, fir 2==0,1, ..., k eine ganze Zahl, so folgt aus der Entwicklung

z z
ﬂozk+-~~+/’)k=70<;> +n <k—-1> +.o.o <1>+}’k

fir z=0, daB y, ganz ist; fiir z~= 1, daB y,_, ganz ist,..., schlieBlich fiir =%,
daB y, ganz ist. Der Hauptnenner der § geht also in k! auf.
10) Dieser Fall tritt z. B. bei P(z)=z% ein. Denn die Teilerzahl z (n) von n

ist bekanntlich O (n®). (Beweis: Fiir n= [[ p” ist, wenn leere Produkte stets 1 be-
pin

t(n) y+1 v+ 1 y+1 2
deuten, P ]z e < IZ pre < Zz vsl?igi;g lz slog-p—A(s).) Daher
pin pin 1 1
- p<L2? p<2*f
pL2¢

ist fiir » > 1 bei geradem k (weil bekanntlich die Losungszahl von » = u?*+ v* héch-
stens 41(7‘) lSt)
T o (n)S4t(n)= 0 (n*),
bei ungeradem %, wegen hF + b = (b, + 1) (RE"1—... +2F7Y),
”*"‘-’(n)é(k"l)7(n).—_0(nf).
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Satz V: Es gibt ein s =s,(k, «,) derart, daf fiir jedes durch k! «,
teilbare n > m,(P) die Qleichung (6) losbar ist.

Fiir jedes m > 0 hat also, s, (P) = s,(k, &) + k! &, + n,( P) gesetzt,
die Gleichung

8,
n = 2 Ny
r=1

eine Losung, bei der jedes n, entweder P (h,) (h, > 0)oder 0 oder 1 ist.

Da ferner jedes ganzzahlige P(2) mit «,> 0 von einer Stelle an
=0 ist und wéchst, so enthdlt Satz V die zuerst durch Herrn Kamke??)
mit einer Verallgemeinerung der Hilbertschen Methode bewiesene Waring-
sche Vermutung:

Satz VI: P(2) sei irgendein ganzzahliges'®) Polynom wvom (wahren)
Grade k, das fir ganzzahliges z >0 stets > 0 ist. Dann gibt es ein
8, (P) derart, daf fir jedes n >0 die GQleichung

n = Z’n,,, n, == P (h,)(h, = 0) oder 0 oder 1
r=1

losbar ist.

Fiir den Kenner der Literatur bemerke ich, daf (in dem bisher mit
der neuen Methode allein behandelten Fall P(z)= 2z*) gegeniiber der
Hardy-Littlewoodschen Beweisfilhrung vor allem folgendes verein-
facht ist:

1) In §1 durch Herrn Weyl (Fareyreihe [n1-¢] statt [n1-¢]) sehr
und durch mich etwas weiter die Behandlung der grofilen Bogen (Hilfs-

satz 5). S, ,, und S;,q,m treten nicht mehr auf.

2) Im § 2 durch die neue Einfiihrung des Hilfssatzes 8 die Behand-
lung der grofen Bogen (Hilfssatz 11).

3) Der Beweis des Hilfssatzes 1 (Weyl; 1914) durch die Induktion
beim ersten, einzigen Schritt statt der einzelnen k — 1 Schritte Weyls
(bei denen die Induktion vom »-ten auf den (» + 1)-ten iibrigens dem
Leser iberlassen war).

11) Verallgemeinerungen des Waring-Hilbertschen Satzes [ Mathematische Annalen,
83 (1921), S. 85—-112; Gottinger Inauguraldissertation, 28 S.]. Ubrigens beweist
Herr Kamke in einer gleichzeitig erscheinenden Arbeit mit der Hilbertschen
Methode, dafl in Satz V des Textes (bei dem auf Grund meines Beweises von Satz IV
ohne weiteres k! ¢, durch den groBten gemeinsamen Teiler aller P(h)— c; ersetzt
werden kann) sy von o, unabhiingig gewahlt werden kann, falls o) =0 ist.

) Fiir ein rationalzahliges P(z), das fiir ganzzahlige z >0 stets gleich einer
ganzen Zahl > 0 ist, folgt, wie auch Hert Kamke (S. 111—112 bzw. 27—28) bemerkt,
sofort die Richtigkeit derselben Behauptung. Denn, wenn @ der Hauptnenner der
Koeffizienten ist, so ist nur Satz VI auf QP (z) und @n anzuwenden.
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4) Lemma 1 braucht nicht besonders bewiesen zu werden, da es in
dem ohnehin nétigen Hilfssatz 2 enthalten ist (der sich genau nach
Hardy-Littlewoods Paradigma bei threm Lemma 4 ergibt); diese Be-
merkung hat iibrigens Herr Weyl schon in seiner Note gemacht.

5) Die Vergleichsfunktion F,(z)= 2 »°~ 1z mit zwei erforderlichen,

r=1
in FuBinote 5 der Hardy-Littlewoodschen ersten Abhandlung bewie-
senen Hilfssitzen ist durch die triviale Binomialreihe ersetzt, wodurch die

alte Nr. 9.2. (i) in Wegfall kommt.

6) Die Beweisfithrung fiir (115) macht Hardy-Littlewoods Be-
handlung von % f | @|*|dz]| in der zweiten Abhandlung entbehrlich.
o

Im ibrigen wiirde sich natiirlich mein § 2, wenn man nur auf
P (z) = 2" zielt, etwas kiirzer darstellen.

§1.
Hilfssatz 1: Es sei®®) k> 2, K = gk-1,
P()=qz2"+ ... +q

habe reelle Koeffizienten. Es sei vy reell, o = evi; oV bedeute stets ety *)
Es sei m ganz, p=>1 und ganz. Es werde

m+u
U=U (Ps Y, m, /L) :ZQP(M
h=m+1
geselzt.
Dann ist
(9) UIELep) Y | Y g,
hl""’hk—l l
k-1
wo hy, ..., hy_y alle Systeme ganzer Zahlen mit Z lhy| < u— 1 durch-
k-1 =
laufen, H zur Abkirzung statt ]] h, geschrieben ist, und I jedesmal
k-1 =t
durch p — Z |h,| konsekutive ganze Zahlen lduft.
v=1

13) Piir die Induktion beim Beweise ist wesentlich, daB ich nicht &, == 0 ver-
lange und hier ausnahmsweise % =2 zulasse, Von Hilfssatz 2 an ist wieder dauernd
k > 3 gemeint.

14) Fiir § 2 ist wesentlich, daB o keine Einheitswurzel zu sein braucht.
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Vorbemerkung: Aus (9) folgs, weil fiir nicht ganzes ¥“o*'%
2 Yia Ic']:lll yiagk! H (1.
IZemmnk!mf: itk *e” i) 2 1
. |
1t
K K—Fk . 1 15
(10) [ U ‘ _é (2‘11.) ZMH}. </,L, ‘ '1"'};/;‘&(’)7“ H‘ ) . )
hy sin - DR
\
Beweis:
m-+ m+tp
(11) : ZQ”’”Z@’P“’—Z oPW=PO),
h=m+1 I=m+1

Wird statt % eine neue Variable I + A, eingefiihrt, so ist das Summations-
gebiet
-1k Su—1,

Max. (m+1,m+1—h,) <1< Min. (m 4 u, m +u — hy);

im Falle h, > 0 lauft also I von m 4+ 1 bis m + u — &, im Falle A, < 0
von m+1— h, bis m 4 u. Es ist, nach Potenzen von [ geordnet,

P(h)—P(l)=P(@1+h)—P(I)
= k“okl lk_l + ﬁl(}'ﬁ)lk—g + ...+ ﬂk~1(k1) :th(l)>

also sicher nicht von %-tem oder héherem Grade in [.

(11) verwandelt sich in

(12) S Dewh< 313w,

|h1|S” 1! (b | <p-11
wo [ durch u — |k, | konsekutive Zahlen lauft.
Ist k=2, so enthilt (12) die Behauptung (9) wegen K —k =0

nebst
’Zgzuoh l+/>1(h1 12 Qu.,z'm‘

Ist k> 2, so folgt aus (12) zunichst %)

S k—2
ak— 1
(19) O 2@ T | S e[
‘h1}<u -1 !
’ 1
15) Min. bedeutet u fiir ganzes W;‘éf’—H .

1) Falls ¢, >0, ...,¢,,>0, folgt ja, z. B. durch wiederholte Anwendung der

1‘{ ‘Jk_e ok_2_1 1‘{ 2’:—2 .
Cauchyschen Ungleichung, (Y cv) <M* > c, .Obenist M=2p—1<2u.
r=1

r=1
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Da die Behauptung fiir £ — 1 als bewiesen angenommen werden kann,
liefert (13) weiter

(14) |01 <20 7 Y 2w z | Dottt th by 1]
I

|h1|<,u 1 Ry

k—1

wo 2 |hy| < u— b, | — 1 ist, und das neue ! jedesmal durch

k-1 k—1
— by = b =p— D b
=2 r=1

konsekutive Zahlen lduft; (14) ist aber genau (9).

Hilfssatz 2: Uberdies sei'”) «, =1 und o primitive g-te Einheits-
wurzel. Dann ist fir jedes ¢ > 0

K
(15) U < 4y peqr (uhor 2 ukokg),

wo A, (desgl. 4,,..., A,, nachher) eine positive, hiochstens von k und
¢ abhdngige Konstante ist.

Yorbemerkung: Aus (15) folgt insbesondere, m = 0, u =g einge-
setzt, wenn §, durch

]
(7) Sp=2 o™
h=
erklart wird, '
(16) |18,] < A,q" K"

Beweis: Es ist

e=e *, (pg)=1.
In (10), mit ¢ = 2{;—@, werde 1 zu jedem System A, durch

(17) pk!H==1(modg), 0<i<gq

q
(g, kt)!
2> 0, und ich benutze

bestimmt. Fiir | H ist A =0, und ich benutze Min. < u; sonst ist

I
=|. pktH| | . ak]

sSinmw — ‘sm—~
8 7 |

1 1
(18) Min. < __é_A:}q Max. (7, ’1~_/>.

17) Dies ist bei P(z) =z% der Fall. Wegen § 2 behalte ich in Hilfssatz 2 ein
beliebiges P(z)=z%+ ... bei
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H — 0 kommt hochstens (k — 1) (2 — 1)*7* mal vor, da mindestens
eine der k — 1 Zahlen A, verschwindet und jedes 'A,! < u — 1 ist. Der

Beitrag von H = 0 zur Zin (10) ist also
h’V

(19) <A ubru = A, uk1,

Bekanntlich'®) ist fir ganzes b > ( die Lésungszahl 7, ,(b) von
b=, ---u,_, in positiven ganzen u, hochstens 4, b°. Die Lésungszahl
von H="h,---h,_, in ganzen h, ist also fiir H = (0 wegen |H|< u*-1

(20) :Qk_g7l:A1(lH[)<Aﬂ§\H‘k_l<Au/‘F-

Die Anzahl der zu einem 1 gehérigen H is‘c weil zwei verschiedene

solche H nach (17) ihren Abstand > (—- ) = A, q haben,
Z [L . /‘,7
(21) " =4

Im Falle 1= 0 kommen also héchstens A ﬁ—/l — Werte H=0 in

Betracht. Der Gesamtbeitrag aller ihnen entsprechenden &, zu 2 ist also
wegen (20) by
k=1 uk

e Agur = A, ue "

(22) <4,"

Fiir jedes 2 > 0 kommen nach (20) und (21) hochstens

/Lk—l

Wertsysteme A, in Betracht. Der Gesamtbeitrag aller 1 >0 zu 2 ist
also wegen (18) hy

(K1 P 1 1
(23) < <A8/_’1 + 1) A, pr A:;QZ Max. <7, E:—;) < Ay utqt (uk-14¢).1%)
A=1

%) Denn fiir ganzes b >0 ist 7, (b) =7(b)< A(¢)d® nach Anm. *9); fiir £>3
ist, da sy Wy Teiler von b sind, und alsdann fiir U je hochstens ein ganz-
-9

. k=2
zahliger Wert zur Verfiigung steht, 7 (b) <(z, Nk < <A (L 2) bE- 2) =A,b°.

19) ‘?J bedeute 0.



432 E. Landau.
Aus (19), (22) und (23) folgt
E
2 <dAy,pq <A"‘k_l + /:1" + Q> )
By

also nach (10) die Behauptung (15).
Hilfssatz 3: Es werde fiir jede primitive q-te Einheitswurzel o

q
(3) Sy=21 Qhk
h=1
gesetzt.
1) Dann st die Reihe
_ W S; " —-n
(4) CES %, <~;) 0
fiir s > 2K und jedes n absolut konvergent.
2) Ferner ist bet jedem 6 >0 fiir s > s,(k,0)>2K und alle n

1—0<& <1434,
Beweis: 1) Nach (16) ist fiir jedes ¢ > 1, wenn iiber alle ¢ (¢) < ¢

27ip
primitiven g-ten Einheitswurzelne ¢ , (p,¢) =1, 0 < p < ¢, summiert
wird,

(24) Y| o

Wofern bei gegebenem s > 2K das ¢ hinreichend klein gewéhlt wird, steht
rechts das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe.

2) In © sind die Glieder mit ¢ und -:)A konjugiert komplex; & ist
also fiir s > 2K reell. Fiir s > 2K ist

(25) RNES

g=2
gleichmaBig konvergent, da die Konvergenz fiir s = 2K + 1 soeben be-
wiesen wurde, und wegen | S,| < ¢ (nach Definition (3)) fir s > 2K

s 2 K+1
lﬁ_ < |8
¢ = 1laql
ist. Fiir jedes feste ¢ > 2 ist
; Se | _
lim 2] =0,
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ist (weil 8, die Summe von ¢ Einheitswurzeln ist, von denen ot¥=1
und 1% = p sicher nicht iibereinstimmen). Daher strebt der Ausdruck
(25) bei s — oo gegen 0, und aus

& —1] :122(51)0] EPHE
=2 p =2 p

s

q
folgt die Behauptung.

Beginn des Beweises von (5): Die Potenzreihe

Fla)= X"
=0

ist fiir |z| <2 1 konvergent. Fiir jedes s ist

(26) F@) = rn,
wo

r(n) = rk,s(n,)
die Losungszahl von (1) bezeichnet. Nach dem Cauchyschen Satz ist
also fiir n > 2, wenn R =1 —-»71; gesetzt wird, bei Integration iiber den
Kreis == Rev? in positivem Sinne

(27) rin) =1 (1 gg.

Qx1 xrﬁ-l

Es bedeute « irgendeine Zahl der Strecke 0 < ¢ < @, iiber die nach-
her®%) verfiigt werden wird.

Man betrachte alle reduzierten Briiche f mit 0 <p<Lg<ni-e,
d. h. die sog. zu [n1~*] gehorige Fareyreihe, die mit % beginnt und mit %
schlieit. Man betrachte ferner zu je zwei Nachbarbriichen P g: dieser
Reihe die sog. Mediante ftf; Bekanntlich?!) ist [pg’ — ¢p’| =1 und

ni—¢ < [ni—“]-+ 1< g+ q'. Der Abstand on £ zur Mediante

1
ale+a) " g
liegt also wegen ¢ ¢’ < 2[n1+] < 2n1“ zwischen 9 ,ll_u inkl. und
qn
——— exkl.

qn]——ﬂ

20} Wegen § 2 erst nachher.

) Vgl. z. B. meine Arbeit Uber Dirichlets Teilerproblem [Nachrichten von
der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch- physi-
kalische Klasse, Jahrgang 1920, S. 13—32], S. 17—18

28
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Werden die genannten Fareybriiche und Medianten fiir é’iﬂ auf dem

Integrationsweg markiert, so entsprechen den Fareybriichen die Schnitt-
punkte des Kreises || = R mit den Radien, die zu den Emheltswurzeln

der Grade g < n'~* fithren; hierbei entspricht den Briichen T und T

derselbe Punkt & = R. Die den Medianten entsprechenden Punkte zer-
legen also den Kreis in Z(p(q) Bogen, deren jeder genan ein Rp,

qgnl—a
27Tip

0= e 7, (p,g)=1, 0 < p<g<n'“ innen enthilt. Der zu o ge-
horige Bogen hat die Gestalt

r=0X =~Rpe?, 9 <489,
wo

(28) -

2
< <= T T <9< 8

27
q,nl——a = qnl—u’ qnl-—u = ~ qnl—o{'

Die Bogen mit ¢ < »n* heiflen grofe, die mit ¢ > n* kleine.
Auf jedem groBlen oder kleinen Bogen ist nach (28)

1-X|<(1—|X])+ an—x‘.:HRleW—l»

n(l
+2}sm ] + || < ( —}—27zf~q-),
also auf jedem grofien Bogen

11-X |

n(L Inlll.

auf jedem kleinen Bogen

1 —-X|

(80) X

<1+ 27 <8.

Fir — a2 <9 < n, d. h, auf dem ganzen Kreise, ist

11— X|=V1—2Rcos®+R*—V(1— R)*+ 4R sin®

1 s g O T | o2
(31) _>__\/ﬁ§+231n2§>14.12 ;’2—}-’0 .
Hilfssatz 4: Auf jedem kleinen Bogen ist fiir jedes ¢ > 0

[
— e

(82) [f()| < Ayn’ E 772

22) A,, ist von o« unabhingig. Ubrigens kommt es darauf nicht an, da iiber «
hier und in § 2 als Funktion von k verfiigt werden wird. Dasselbe gilt von spiteren A.
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Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¢ << 1. Ich setze

a+:
w=[n 2],

ferner fiir ganzes m > 0 (wenn g die zum Bogen gehérige Einheitswurzel ist)
[m9]
(33) T, = ot*= D ot*.
OghkSm h=0

Nach (15) ist fir m < w*, wegen [m*] <L w gn‘”? (< m) nebst
«e<a, n°<g<nt~“und K >4,

& K ﬂ+;— . 1
I Tm ] <1+ (Al nE neE (n(K—l) (ll +.§) + ’"’7_(‘”__) +n(K—k) (a +2—) nx_a)) K

[

' 1
& & € —
-1 | 114(n25(nKa—a+K24 nKa-—a+K;~; | nKa—a+K;z~))K

(8) < An”E"
Ich zerlege
(35) f(@)=f(z)+ f, (),
wo " ” .
fie) =2 art= 3 ot XM, f(0) = ot
h=0 h=0 h=w+1

Hierin ist, wenn 7'_; Null bedeutet,
(/}k ll)k
(@) =3 (Tn— Tpo)) X"= 3T, (X"— X" 4 T, X
m=0 m=0

wk
—(1— X)) T, X"+ T X,
m=0

also nach (34) und (30)

(@) <1 X|dyn" T DX an’ E
m=0
(36) <24, na_ﬂiﬁ‘_l”l__:}‘ffj <164y, n" K"
Andererseits ist
® 1 nk o% _h" K3 _lz_’f 4 ok
1f2(x)§__<_2<1——;> <Z e "<|en dh=n“fe Vdy
h=w+1 h=w+1 w wn—8&
e k

* 3
(%n

on_l i
fe Wdy < A,,.

& 0
1oz
2

(37) <n"f e“%‘f’kei‘f’”kdy<n“e_%

28*
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Aus (35), (36), (37) folgt (32).
Hilfssatz 5: Awuf jedem grofien Bogen ist, wenn

(38) Py (@) = I'(14a)22(1 - X) "
(wo (1—X)*=14aX—+...) und

(39) P, (2) = f(x) — ¢, (x)
geselzt wird,

(40) | &, () < A, n".

Beweis: 7| werde durch (33) erklart. Dann ist

(41) fle)=(1—X ZT X"
Es ist %)
I’" et
2@""—%24 9"
we[" ]

also, da die erste Summe rechts -—- {’T[ 8, ist und die zweite hochstens
g Glieder hat,

(42) N ——

Andererseits ist

/ v Si‘ —a—1__ Y;' m
(48) qo(@) = (1= X)I'(1 +-a)7(1 — X) =(1-X))V, X

. m=0
mit
_—-" . S, (a+1)---(a+m) 2
Vo= (14a) (T0 ) (1= % (e el ®)
o pa_l (a+1+m)
g I'(1+m)
Wegen
[ I'a+1+m) oo
U raemy T Ay
ist
! @Sy
(44) | V,—m | < 4,,.

-1
23y M hedeute 0.

0
29 Der letute Zahler bedeutet 1 fiir m =0.
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Aus (42) und (44) folgt

(45) ‘ z Tfm; iA1$)q’
aus (39), (41), (43), (45), (29)
|, (z) = (1 27WE Xﬂ/Awq1—X Z1Xm
m=0 m=0
1-X!
(40) = Amqil X T4, n.

SchluB des Beweises von (5) (d.h. von Satz IIT): Ich lege jetzt
« fest durch

i N

“”K;r
so daB

(46) a——{é:a

ist. Ich wéhle # (%) so, daBl die Ungleichungen

(47) 0<2y<a—c«
gelten. Dann ist gewill
(48) W < Z 771 —2¢«

und fiir s > k(K -1)+41
(s—1)(a—«)=k(K-+1 )I(+l 1,
sla—a)=1+a—a>1+2,
(49) setn<sa—1—m9.
Im Rest dieses Beweises soll s > k(K 4 1)+ 1 sein.
Nach (32) ist, ¢ = —Z_— genommen, wenn C, (desgl. Cy, ..., €}y nach-

her) eine positive, hochstens von %k und s abhingige Zahl ist, auf jedem
kleinen Bogen (wegen (46))

(@)} <COym *,
also wegen (49)
(@) Oy < Cynonio,

Daher ist, wenn m die kleinen Bogen bezeichnet (deren Gesamtlinge
< 2aR < 2n ist), wegen
1 n+1
(50) et =(1- 1" =¢,

n
(wo iibrigens C, absolut konstant ist),

(51) |fo Pdw | < 2 Opnion— Gymaa=ton,

n+1
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Aus (27) und (51) folgt, wenn i die groBen Bogen bezeichnet,

(52) r(n —27”2 7 go | < € mra-t-,

| n+1

Auf einem groBen Bogen ist, kurz @, () =@, D,(x)=D ge-
schrieben,

') — @t = (P+ @) —@*|=| P+ ... + s Dp*—1|
2 Max. (19 0] |p[*) < 2'(1 ' | @] 1pI");
daher ist wegen (50)

1212@d zj%@

(53) <o (Y[1or s+ 3] 101101 dzl).
L i
Nach (40) und (49) ist
(54) Zﬁ{ | D% lda| < C;ne< C, noe~1-u,

Nach (38), (16) (s =% genommen) und (31) ist auf dem ganzen
Kreise (|| <)

a

1o o\~
) ol ok at ()
also wegen (40) und s >k 41
s—1 i _(azbe
(@] tp ! da| < Cyn g Ka' | (L40°) ° av
| Pllp" lde| <Cynq K’ ) {5+ g
b - »
(56) = O, netn+E-Da-t q"f?{";

wegen s > 2K |1 konvergiert

und (56) liefert (wegen (47))
(57) Zw{ Pl l‘—l lda| < O netnta—be-1 2 C, noa=t=u,
Aus (52), (53), (54), (57) folgt

(58) [r(m) - 27”2f7“+—1d | <0 gneet-n,

N
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R bezeichne den Vollkreis |z|= R. Nach (28), (50) und (55) ist
(wegen s > k)

8 xX
U%f? dm—~f"10 dz| < Chq K fﬁi”dﬂ
m z ®

T

o
8

{59) =C,q En’gsa-t -« Ga-1)

Nun ist nach (38)

, (@) 1-X)~*¢
[ e dm—(ra ) &) o[ C TN ax
& &

S\ _,. .(—8a n_ o (d+a)® (S\* _, ['(sa+n)
(60) =(@a+a) (3femens () (= 1= 2ms G (0 o B

Aus (59) und (60) folgt, wegen a — 11? >0, (46), 2¢—1<0 und (49),
v (v, Cd4+w)® '(sa+n) So\* _,.
Ezmzf w1 0% — T'(sa) r(1+n) 2/ Z( )
<C 1,+(1—a)(sa I)Zq ( )<0 n1/+sa saa— 1+a+a+s(la—fm
14

¢<n®
(61) —_ 014 peatut2a—1 < 014 peetn <& 014 nia—1-y

Nun ist, wegen

}I‘(sa +n) sa—1

Fisn <015 na-2

und der zweiten Ungleichung (48),

550 5 S er - S 3 8o

e<n® P

o\
015 n““"Z q
¢<n®

(62) éclﬁnsa 2+2a<015n8a ~1-y
Aus (58), (61) und (62) folgt

(63) ‘r( )_(r_(];:::)))’ sa— 122(2)

e<n* p

Nach (24) (s=${ genommen) und der ersten Ungleichung (48)

ist wegen s >3 K

“

(64) }ZZ(?) - \< Ol'Zq 4K<01‘24 <018n <Oy n.

g>n" P >n" i >n
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(63) und (64) ergeben

+ a) sa— | —1—,
‘ (n l(sa)) " 1@!<\Oln“‘ o

womit (5) bewiesen ist.
§ 2.
Hilfssatz 6: Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 ist, wenn

dberdies k > 2, o, >> 0 und ganz, o primitive q-te Einheitswurzel ist,
fiir jedes ¢ > 0

(65) U X< A agu g° <¢K 18 ,_}_ILLKR:>
Vorbemerkung: Aus (65) folgt fiir 1 g uw<yq
1
(66) \U |~ B¢ k',

wo B, (desgl. B,, ..., B,, nachher) eine positive, hochstens von k, «,
und & abhéngige Konstante ist; noch spezieller (m = 0, u =g¢), wenn S,
durch

1
(7) 8, =) oP®
h=1
erklart wird,
1
1—-
(67) 8,| < B¢ ¥
Beweis: Wird (g, «,)=d, ! — ¢ gesetat, so ist
“”’ agh® « 2ipde( k1Rl “k
QP — o N : (h + 2 +...+“0)
LaEpa, P(z)
also, da e ¢  primitive ¢’-te Einheitswurzel ist, nach der auf -
0

anzuwendenden Ungleichung (15) (wegen d < «,)
e e

K

<A, uq < K- 1+! 0_}_/11( Lq> <A e utq .r(‘uK~l+qu_+lLLK—kq>‘
Hilfssatz 7: Es seien alle Koeffizienten von P (z) ganz, «y > 0.
1) Dann ist die Reihe

(4) G = z<S~ -

fiir s > 2K und jedes n absolut konvergent.
2) Ferner ist bei jedem 6 >0 fir s> s, (k, ¢y, 0)>2K, kley|s,
kleyn

M—0<C— ML,
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wo die positive ganze Zahl
M= p(q)

=
diber alle q ist, welche identisch in P (h)— «, aufgehen.

Vorbemerkung: Nach FuBinote *) sind diese ¢ in endlicher Anzahl
vorhanden, namlich ¢ | k! (¢, ..., ¢, _,) | k! e,.

Beweis: 1) Nach (67) ist bei festem gq

s

18, ¢ -z t8s
6 ZaeBig X,

® Sl el-3
4 P»

wo fiir s > 2K bei passendem ¢ das allgemeine Glied einer konvergenten
Reihe steht.

2) In © sind die Glieder mit ¢ und —E; konjugiert komplex; & ist
also fiir s > 2 K reell. Es werde &= '41K gewahlt, so daB B, hochstens
von k und «, abhingt. Fir [B/*]41=»—=»(k,«,) und ¢ > » ist

1 1

(69) B, < viKk = gk,
(68) und (69) ergeben fir s > 4 K

@ S, |8 * e % _
DN < N E= X g' T,
q=r+1 =

g=v+1 p

also fiir s > s, (k,¢y,0)

(70) (e <

q=r+11p
Was den Anfang
y
7 \7 <VSQ>8)_,L
g=1 p

von & betrifft, so enthilt er (da wegen (67) und (69) fiir ¢ >»

Cq _t
i's«f'!<q 2H <1
war) alle ¢, die fiir A= 1, ..., g, also identisch in P(h)— «, aufgehen;

fiir diese ist
2aip ),

S 8 s _?Zi?ﬂ‘
(——>~> o= 1\e ¢ e ¢

q
Falls k!'«,|s und k!«,|n ist, so sind also jene M Glieder samt-
lich = 1. In jedem anderen Glied mit ¢ < » ist

‘2B, <1,
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da S, Summe von g nicht simtlich gleichen Einheitswurzeln des Grades
vk, ist. Fir s>s,,(k,ey,0), k'eayls, kle,|n ist also

| (8o Ny
122 (f) =M <g;
¢=1 p
in Verbindung mit (70) ergibt sich also fiir s > &, (k,¢,,0) > 2K
|&— M| <9,

M—-0<&<M+4.

Hilfssatz 8: Es habe P(2)= oy2% + ...+ «, reelle Koeffizienten;
o, set >0 und ganz. Es sei «=«(k) fest und nur durch 0 <o <a
etngeschrankt *®). Dann 1st fir
K
K
<, (pg)=1 1<agne, (gl
" qegk!

q k—1>

wenn
U=, :2"7 ei (zn—:’+,'») P
gesetzt wird, =
(71) 1U|<Bsn§_f’1*‘.
Beweis: . Ich stiitze mich, mit o = 27:%—%—19, auf (10) und ver-
fahre dhnlich wie beim Beweise des Hilfssatzes 2. (10) besagt

(72) ]U.K§(2/.¢)K—kh27Min- (’y, | P“ok{lﬂ “°k!H"9')_‘>'
’ 9

sin 7 <

2a

\

Ich zerlege

g—1
(73) =2 2 X 2 ),
n, =
wo A durch

poy k! H = A (mod q), 0<i<gq
erklart ist, und sich 2, auf H =0, 2, auf H<0, A=0, 2,(1) auf das
betreflende 1 > 0 bezieht. Es ist

POk | b HOY| g (1 ok HO)]
q +- 2n a}smn q+ 27 I

H = 0 kommt hochstens (K —1) (24 — 1)*" mal vor; also ist

(74) [sinn(

aK

(75) 21 < A b1 < Api-atke < AT g1tk

25) Die folgenden B-Konstanten hingen eigentlich von « ab, diirfen aber fiir
jedes feste « = (k) mit B bezeichnet werden.
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A =0 kommt vor fiir H, also in 2, fir H=%1

o, (e ok') . (q,a DX
1<I<L mit L< ET (g, e k) < ",;“ tyk! < B uk-1 < B, nl-otke,
Wegen (74),

K
agk! | H| (n®\K+1 o k! HO | 7 7
g ) SO < <3
und |H | > ist hier
o k!
K
K
. poy k! H ok HI\ | | . k! HY q E+1 2R
!smn<» . + 5 )’_]s1n~9—2—1> n<q> = B, Ink+!
daher ist (wegen (20) mit a—% statt &)
aK aK
(76) 22<B,,n1 K+1n"2 % < BTn1 T

l<B4n1—"'+’”
Verschiedene demselben 4 > 0 entsprechende H haben ihren Abstand
> (q,Zok') = @ k—' = B,q; die Anzahl dieser H ist also < B, <~—~ —{—l)
die Anzahl der zugehérigen Wertsysteme A, ist daher (nach (20))

A
< Byyn* (if.;_ —}—1). Wegen (74) und

i aok'HﬂI 1
ist also . 2= 2q
g (1! 1 1
23(1)\/310”‘(#7" 1) Max R
sinz — 2 sinmg—2
' 1
. < Bnn (/‘k_l +q) (T’ ﬁ_";;>a
folglich**) 1

q—1
ZZ:; (}') < an' (/‘*k—l + Q) g ane (nl—‘”(k_l)'S + nu)
=1

aK

(77) < Byyn' EaTH

Aus (73), (75), (76) und (77) folgt

aK
(78) N B EA
h"
(72) und (78) ergeben schlieBlich
a K a K
IUtK<B151uK_kn1—K+v1+kt:<Bn aK—-1+ (K- k)e+l_i:i+k‘

K(a )+Ks
— K+1
=B, n ,

a a K
a— —=—+¢ ~"-+z

|U| < Byn" ¥+1"" = B, nK+1
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Beginn des Beweises von (8): Der Beweisbeginn von (5) bleibt
bis (81) unverdndert; nur ist hier

h=0

zu setzen, und
r(n)=rs(n)=rp,(n)

bedeutet in (26) die Losungszahl von

(6) nsz(hy), b= 0.

Hilfssatz 9: Auf jedem kleinen Bogen ist fir jedes ¢ >0

(79) f(@)| < D" ET
wo D, (desgl. D,, ..., D,, nachher) eine positive, hochstens von P und &

abhdngige Konstante ist.

Beweis: Der Beweis von (36), mit B,, statt 4,,, gilt wortlich,
da (15) durch dieselbe Relation (55) mit A4, «, statt A, vertreten wird;
T, ist hier natiirlich durch

m
P<m
definiert.

f,(z) ist jetzt so zu erledigen. Auf dem ganzen?®) Kreis |x|= R
ist, da fir A >1
(81) P(h)z- D, h*
ist,

® = _ Dyhk Dok P
éz <e n <ife n dh~nafe—ﬂz”"dy

h=m+1
+ I3 won—®

: F _Dap Dz ok D2<} n:‘;)k ¥ _Ds
(82) <nafe 2 e dy - n®e 2\2 fe 2" dy -~ D,.
0

Hilfssatz 10: 1) Fiir jedes ¢ = 0 ist
(83) szfm da| < Din o) e

2) Falls fir jedes ¢ >0
(84) Tp () =1,(n)=0(n*)

26) Ich spreche vom ganzen Kreis wegen einer spiteren Anwendung auf die
groflen Bogen.
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ist, ist sogar®?), wofern s > 4, fir jedes ¢ >0
B R

Beweis: 1) (83) folgt unmittelbar aus (79) und (50).

2) Aus
:2772 (m)xm
m=0
folgt

i@ 1da < 17 (R dy = 2 3, ri(m) B

m

(86) :Zn(lﬁRQ)EW(m)R”‘,

wo

m
=2 ()
=0
Wegen (84) ist fiir » > 1
87> T‘:(‘l’)"i D,ve;
andererseits ist Z ) die Losungszahl von P (h,)+ P(h,) <m, b, =0,

v=0
h,=> 0, also hochstens das Quadrat der Losungszahl von P(h) < m, h > 0.
Wegen (81) folgt aus P(h) < m, h>1, daB

_ (P (R)\* a
h < <"D’._, > <D.m
ist; daher ist fiir m > 1

(88) ng(v)<l)sm2“.
v=0
Aus (87) und (88) folgt fiir m > 1
W (m) < Max. r, (»)- Yr, (v) < Dym2a+e,
0<r<m r=0

Fir m > 0 ist daher
. . —-2 v~1——F m
(89) W(m) = D, (72 177 ) (= 1)

(86) und (89) ergeben

Zflf ()] |da| < Dy, (1 — RY) (1 — Ry 2t
(()O) D ( R )—)a }<D1‘,1’L2“+5

N 4«
27 “, _ ). — 9 el
) ,Sogar“; denn 4<a K> +2a 2a+ K< 2a+ K<0
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Fiir s > 4 folgt aus (79), (50) und (90)
Zf (@)

wn+1
<o D”

dol < 4 Mox |17 (@) |- 3 [ 1£4(2) |

(68— 4)(4— -’i) +(a—4)e

a
74 8 (a-4)(a——E)+2a+n

2ate -
D ,n2et = Dyn

b4

also (85).
Hilfssatz 11: Awuf jedem grofien Bogen ist,

ra+ So -
pola) =" B (1 x),
£

D, (x) = f (%) — @, (%)
gesetzt, fir jedes ¢ >0

a K
(91) |, (2)] < Dyt
Beweis: Ich zerlege den Bogen X = Re?é, ¢, <84 < ¥,, in
K
1 E+1
(1) B < (2,
K
1/n%\K+1 ;
(1) )=
1) Auf (I) benutze ich
m=0

wo T, durch (80) erkldrt ist.

4 laufe durch alle Zahlen > 1, fiir welche P (1) eine ganze Zahl ist
(so daB P () durch alle ganzen Zahlen > P (1) lduft). Dann ist

"4
) 2] ) (3]
A)~ZQP(h)~29P(h)_ZQ h)+2@ h)_(’l]ge+29p<m_
PWLPG) h:[?]q h=[§]q

Da die letzte Summe hochstens ¢ Glieder hat, ist sie nach (66) absolut

1
< qul_EJﬂ; S, nach (67) desgleichen. Daher ist
1 1
lql—i‘iﬂ < 2B1ql_fn€.

I's 1‘ S(l
(92) ‘ TP().) - 2. 71‘\—1

Andererseits ist

pu(2)=(1- X) 37, X"
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mit
So 1 F(a+1+m)

Vm_ 7 of F(1+m) °

\Vm— ({{"—0)?%@‘<Am.
Fiir die obigen 1 ist also

'Vp(;) — <P(j)) % < A,
Nun ist

1)\ @ o a
CRT =4 =0 2+ ) -4
{1+ S+ ’;k —1/<Dp,,

also
(93) ‘me—l%‘ < D.

Aus (92) und (93) folgt

1
‘ 1-=
Tpwy—Vewy| < Dyq En,
d. h. fir m > P(1)

1
le - le < D16 ql_fnr’
d. h. fiir alle m >0

1
‘Tm— Vm{ < D17 ql_EnP'
In Verbindung mit
e
- X[ < t[d]<? ( e
ergibt sich also

L]

1- 1-X
.00 1= [(1= 30 3. =T X7 < Dyg e 5
m
K
-1
E K+1
<D, g% n* 2(7{) ,
folglich, wegen EIEA < flfi—l ,
f—£+e iK_+€
(94) 1¢ |< 2.D17 ’ILK+1 :qunK‘Fl

2) Ist (II) nicht leer, so gilt dort, wofern ¢ < »":—:—f (was ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit angenommen werden darf) und 1 < u < note
ist, fix n > D,

9| < - "
(95) R =
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denn nach (28) ist

. 25
lllyq‘ < l—a?
n

und wegen « 4 (k—1)e <a ist fir n > D,,

4 T . 2x
1= 7, 1-a, (k—Dr ~ Si-a®
okl p e kin n n

Fir 2 <n < D,, ist

aK
(96) | D, ()| <D20<D20n1‘+1+}.
Es sei w > D,,. Nach (82) ist, mit m:[nH?], auf dem ganzen
Kreis

o

(97) }f(x)~}§x”(h"5<l+D3.

Auf dem Teil (II) unseres groBen Bogens ist, wofern 1 < u < note,

nach (95)
K

- 1 (n®\K+1
z—Roeti, (™) Bl T
LA qagk!

A

also (71) giltig. Wird

Y . g \P(h)
— 7
Zm - ‘2/ ( oe Z)
roy<r<m
gesetzt, so 1st

g

P(w)

(98) D aPw— d(peri\ PP RPP — (1 R) D%, R™+ Zp RTH
h=1 1

h= m—=1
fir 1<m < P(1)ist Z,=0; fir P(1)<m < P(m) ist

Z,=U,, 1Zn<olnet,
also nach (71) :

,“,K.Jr,
(99) 'Z,, < Bynkr! .
(99) gilt also fir 1 <m < P(w). Aus (97), (98) und (99) folgt

aK ket 2
(100) [f(2)] <1+ Dy+ Bynkst " ((1— B) 3 R™+-1) == D, nk+

m=0

Auf (IT) ist andererseits wegen ((7) und (31)

+&

aK

1 1
(101) | @y(2)] < Dyoq Kn'[#| "< Dyyg Kmeme( )M
n

Wegen
aK 1 1

i1 E— (x+n k@K —K—-1)=0
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ist*") nach (101)
| _a a(K-1) oK
(102) 'g@,(x) - Dyn En'nt=D,n K < Dyn&+t

Aus (100) und (102) folgt auf (II) fir n > D

19
«K

(103) B, ()| = [ (2) — gy ()] < Dyymk+1"",

Mit (94), (96) und (103) ist (91) vollstindig bewiesen.

SchluB des Beweises von (8) (d. h. von Satz IV): Ich sctze
s, = (k—2)K + 5, falls r,(n) =0 (n*) fir unser P wahr ist; anderen-

falls s,=kK 4-1. TIch lege jetzt «(k) fest. Fir k=38 sei « ——-%.29)

Falls k>4, wihle ich im ersten Falle ¢ > 0 so nahe ‘unterhalb a, da8
1104) (;84—4)<a~'—;;>—!—2a<s4a—1

ist. (Das geht, da fiir ¢« = a die Gleichung
(s~4)(a—~1(é>+2a:sa—l

die Wurzel s = (k — 2)K + 4 < s, hat.) (104) gilt auch fir k=3 bei

. 17 1 17 2 475 1 .
der obigen Wahl « = 5, da 5 (-g - 240> dy =g <2=9-3—1 ist.
Falls k>4 und der zweite Fall vorliegt, lege ich « im Intervall
LS < « < @ irgendwie fest. Dann ist

FEL

(105) 84(a—-ﬁ><s4a—1
/ S, u S K >

( Spe 8 A

wegen > gk —1)

Ich wahle nun # (k) > 0 so, daB fir s, =(k—2)K +5

(106) (34—4)(a~-1§f>—}—2a—f—n<s4a—1~17,

fir s, =kK+1, k>4

(107) s4<a—i§>—}—77<s4a—1—1,

(was wegen (104) und (105) fiir alle hinreichend kleinen » gilt ) und iiberdies
(108) n<a—e«

28) Ich verkleinere nicht, indem ich rechts n® statt ¢ schreibe.

%) Im Falle k=3 ist r,(n)= O (n) immer wahr. Dies folgt, wenn «, =0, aus
P(hy)+ P(hy)—2cy=(hy+hy) (ctohi-—cohyhy+ ey hi+cty)=n—20,, was fiir n>2
héchstens 27 (n — 2 ;) Losungen &y, > 0, I, > 0 hat, und nunmehr fiir beliebiges «, aus

27 P(2)=2Taf2?+2Taf 2 + 2T af ey 2+ 2Tt} o0y = (3 ety 2 + )’
+(Yege,—3ad)(Begz+ )+ B,
wo =P (e, ¢, u,, «,) ganz ist.

29
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und

(109) n <

L
2K +2K
ist. Aus (106) und (107) folgt fiir s > 8, im ersten Fall

(110) (s——4)<a——»1%)—}—2a+n<sa—1—n,
im zweiten Fall
(111) sla— L) +n<sa—1—n
aus (109) folgt
a
(112) 4 < g4,
< [+
(113) 2n < ¢
und
1
(114) U] <:66

Nach (27), (83) und (85) (mit e=2), (110) und (111) ist fiir
& > s, (in beiden Fillen) statt (52)

Qa1 n+1

‘r(n)ﬁL ”f”’”dwkﬁ}nw 1,
C

wo E, (desgl. E,, ..., E,, nachher) eine positive, hochstens von P und s
abhéngige Konstante ist. (53) gilt buchstéblich.

Nach (91) <mit &= Z—) ist, weil die grofen Bogen ihre Gesamtlinge

<4n2 - < 4an®-1 haben,
q<na
N sk +7n+2a—1
(115) fl@[ |d:«v}<E’nK+1
Fir k> 4 ist wegen s>2K+2
K+l -+ 2a < sa,

also nach (108)
8%+n+2a—1<.s-a—1+n+2(a—a)<.9a—1-17;
fiir k=8 ist wegen a—— und (114)

82— n—2o¢_2_~ 29 — 17 516—277>0,
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also auch
ok 2 —1 1
sm—}—q—f— «a—1<sa—1—ry.
(115) liefert also jedenfalls

Zf}¢l‘]dz| < Egnaa_—l—'/.
m

(55) gilt mit B, statt C; und ergibt in Verbindung mit (91) (e =)
_(e~1a 1)a

1 @
f[d"}qo"lidx]<EnK+1 “X“f dd

aK 8—1
—E K+1+21}i(a a— 1q——}—i )

Wegen s > 2K 41 und (112) ist

s
Zf“bH‘P[‘ 11d$t:| <E,n +2’7+(' Da— IZq_1<E e HenHe—1a~1
e<n

a
- 48
— B gt < B neemi-u,
‘

Jedenfalls kommt also (58) mit E, statt C,, heraus.
(59) gilt buchstablich mit B, statt C,,, also (61) mit hinzugefiigtem

T im Subtrahendus links und der rechten Seite
()

e(a-—»— +7+2a—-1
K) sa—1—7
E,n < E,n ?

(da wegen s > 2K -1 nach (113)
-—fI?“—§*2n+2a=a<2—%>+2n§—%+2n<0

ist). (63) mit E,, statt Cm und ——’—8 im Subtrahendus links gilt also auch.

L)

Nach (68) ist, ¢ = genommen, wegen § > 2K -1 und (109)

mI}Z)
s@E+]) @R+
DY e < By Sq T Remw g B, NgTRem
¢>n* P q>n a>ne
qu 2K¢+2K<E n 2K’+2K<E' n-,
q>n(l

also (8) bewiesen.

Schierke, den 1. September 1921.

(Eingegangen am 3. September 1921.)
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Fundamentalabbildung und Potentialbestimmung
gegebener Riemanmscher Flichen.

Von

Paul Koebe in Jena.

Es sei F ein endlich-vielblittriger, endlich-vielfach zusammenhingender,
analytisch begrenzter Bereich mit endlich vielen Windungspunkten im
Innern. Wihrend die alten Methoden die Abbildungsaufgabe als Anwen-
dung potentialtheoretischer') Entwicklungen behandeln, gestatten die neuen,
rein funktionentheoretischen Methoden der konformen Abbildung eine Um-
kehrung der Reihenfolge der Problemstellungen vorzunehmen?s).

1. Rénderzuordnung.

Wir konnen die Fundamentalabbildung der Fliche F rein funktionen-
theoretisch ausfithren, d. i. die eineindeutige konforme Abbildung der zu
F gehorenden einfach zusammenhiéngenden relativ unverzweigten Uber-
lagerungsfliche F'’ auf die Fliche eines (-Einheitskreises. Denken wir
uns diese Abbildung zundchst nur fiir die inneren Punkte des Bereichs
erklart, so kann nunmehr durch eine besondere Untersuchung dargetan
werden, da8 die Abbildungsfunktion {(z) auch langs der Randlinien regular,
in den Eckpunkten zwischen den einzelnen regular analytischen Begren-
zungsteilen jedenfalls stetig ist. Dies ergibt sich unter Einfithrung einer
bemerkenswerten Modifikation gegeniiber meinen friiheren Entwicklungen
zur Frage der Rénderzuordnung®) bei analytisch oder allgemeiner stetig
begrenzten Bereichen folgendermafen.

) Riemann-Hilbert: Dirichletsches Prinzip; Schwarz und . Neumann:
Alternierendes Verfahren; Poincaré: Methode de balayage.

1) Vgl. eine Bemerkung am Schlusse meines Artikels, ,Uber eine neue Me-
thode der konformen Abbildung und Uniformisierung¥, Gott. Nachr. 1912, S, 848.

?) 8. meinen Artikel, ,Rénderzuordnung bei konformer Abbildung®, Gott. Nachr.
1913, S. 286—288 und besonders ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbil-
dung. I¥, dritter Teil, Journ. f. Math. 145 (1915), S. 205—219.
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Die Fliche F kann als Teil einer Fliche F' aufgefat werden, die
aus F durch #duflere Anfiigung zweifach zusammenhéngender schmaler
Fliachenstreifen entsteht. Die Funktion ¢ '( 2), die die Fundamentalabbildung
der Fliche F’ leistet, liefert gleichzeitig eine vollig regulire Ubertragung
der Fliche ‘™' auf einen schlichten einfach zusammenhéngenden Bereich ®.
Die Untersuchung der Rénderzuordnung fiir die Fundamentalabbildung der
Flache F ist dadurch auf die Untersuchung der Rénderzuordnung fiir die
Abbildung des Bereiches @ auf das Innere des (-Einheitskreises zuriick-
gefiihrt, d. h. auf die Untersuchung der Abbildungsfunktion ¢ (¢’).

Sei 1 ein analytisches Begrenzungsstiick des Bereichs @. Die Funk-
tion {(¢’) mul sich dann in jedem Begrenzungspunkte '4(; von i zunéchst
stetig verhalten. Denn andernfalls wiirde man innerhalb @ in beliebiger
Niihe der Stelle ¢, Linienstiicke beliebig kleiner Liinge angeben kénnen,
denen in der ’-Ebene Linien entsprechen wiirden, die sich gleichméBig
der Peripherie des Einheitskreises annshern und dabei Amplitudenschwan-
kungen hitten, die fiir alle diese Linien oberhalb einer von Null ver-
schiedenen. Schranke y bleiben. = Dies bedingt, dafl es ein endliches Pe-
ripheriestiick des (-Einheitskreises gibt, ldngs dessen ganzer Ausdehnung
solche Linien in beliebiger Nahe verlaufen wiirden. Bedenkt man nun,
dall die Funktion ¢ '( ) innerhalb des -Einheitskreises beschriankt ist, da8
terner die Funktionswerte auf den genannten Linien sich schlie8lich auf
den Wert , reduzieren, so folgt, daB die Funktion ¢’(¢) iiberhaupt eine
Konstante wire®s).. . Da dies jedoch nicht der Fall ist, ergibt sich somit
die Stetigkeit der Funktion ¢ (") und folglich auch der Funktion (z)
lings jedes analytischen Begrenzungsteiles, offenbar auch in den Ecken,
die von analytischen Begrenzungsteilen gebildet werden, ferner iiberhaupt
auch fiir Begrenzungsteile vom Charakter Jordanscher Kurvenstiicke.

Wir wollen die angedeutete Verallgemeinerung auf Jordansche Be-
grenzungsstiicke hier nicht weiter verfolgen, verweisen diesbeziiglich viel-
mehr auf unsere oben zitierte Abhandlung. Wir setzen jetzt die Betrach-
tung fiir ein analytisches Begrenzungsstiick in folgender Weise fort.

Die Funktion ¢ (¢’), von der wir bereits wissen, dal sie lings eines
analytischen Begrenzungsstiickes stetig ist, kann niemals lings eines solchen
Teils oder eines Stiickes davon konstant sein. Denn dies wiirde wiederum
zur Folge haben, daB die Funktion £ (¢’) sich iiberhaupt auf eine Konstante
reduziert. Somit wird ein analytisches Begrenzungsstiick A des Bereiches @
und damit auch ein analytisches Begrenzungsstiick I des Bereiches F
unter Aufrechterhaltung der Anordnung der Punkte stetig eineindeutig auf
ein entsprechendes Stiick der Peripherie des (-Einheitskreises iibertragen.

28) Siehe meine genannte Abhandlung in Journ. f. Math. 145, S. 213.
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Um nun weiter die Regularstdt der Abbildungsfunktion ¢(2) lings [
nachzuweisen, gehen wir von dem gewonnenen Ergebnis der Stetigkeit
dieser Abbildung aus. Wir machen eine regulire Hilfsabbildung eines I
einbettenden Flichenteiles, bei der I selbst in ein Stiick BC der Achse
des Reellen iibergeht. Es sei z’(z) die Abbildungsfunktion; es sei ferner
A ein Punkt innerhalb des Intervalls BC. Dann beschreiben wir um A
als Mittelpunkt einen kleinen Kreis, der eine ganz in dem gefundenen
Fliachenstreifen enthaltene Kreisfliche K einschlieft. Die obere Halb-
kreisfliche K' erscheint jetzt auf ein zweieckférmiges Teilgebiet. ¢ der
{-Einheitskreisfliche abgebildet, dessen Begrenzung aus zwei analytischen
Linienstiicken besteht, einem innerhalb des (-Einheitskreises verlaufenden
und einem Stiick By des (-Einheitskreises selbst. Durch lineare Trans-
formation verwandeln wir das Gebiet ¢ in ein anderes ¢', indem wir dem
Intervall By ein Intervall 8'y’ der Achse des Reellen entsprechen lassen.
Spiegeln wir ¢’ an der Achse des Reellen, so entsteht ein groferer sym-
metrischer Bereich (¢’ + ¢”). Es ist dann eine Abbildungsbeziehung
zwischen der Kreisfliche K und dem Gebiete (¢’ + ¢”) hergestellt, bei
der dem reellen Intervall BC das reelle Intervall g’y stetig entspricht.
Nun kann man aber eine solche Abbildung zwischen K und (¢’ -+ ¢”)
auch direkt dadurch gewinnen, daB man die Fundamentalabbildung des
Bereiches (¢’ + ¢”) auf die Fliche K vornimmt, wobei auch der Sym-
metrie geniigt werden kann. Diese Abbildung ist innerhalb des reellen
Intervalls jedenfalls reguldar. Sie muB mit der vorbetrachteten Abbildung
iibereinstimmend werden, wenn man abgesehen von der bereits richtig
beibehaltenen Zuordnung der Intervallendpunkte auch noch von einem
inneren Punkte des Intervalls den zugeordneten Punkt in derselben Weise
bestimmt wie bei jener Abbildung. Man hat dann ndmlich zwei Abbil-
dungen der Fliche ¢’ auf die Halbkreisfliche XK', bei der drei Randpunkt-
paare in gleicher Weise zugeordnet sind.

2. Gewohnliche Randwertaufgabe.

Es sei nunmehr die gewéhnliche Randwertaufgabe fiir den Bereich ¥
zu l6sen. Wir denken uns dazu die Fliche F zweckmiBig lings ¢ + 2p
Querschnitten von Rand zu Rand zu einer einfach zusammenhingenden
Fliche F, aufgeschnitten. Die Fliche '™ entsteht durch sukzessive rela-
tionenfreie Aneinanderheftung unendlich vieler Exemplare F,. Dem Grund-
exemplar F entspricht in der {-Ebene ein Bereich @, mit 2p Querschnitt-
seiten, die paarweise durch hyperbolische lineare Substitutionen einander
zugeordnet sind. Diese Substitutionen erzeugen die Fundamentalgruppe I.
Bei Ausiibung dieser Fundamentalgruppe auf &, ergeben sich unendlich
viele Bilder von @,, deren auf der Peripherie des (-Einheitskreises lie-
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gende Randteile diesen Kreis bis auf unendlich viele diskret liegende
Punkte ausfiillen. Diese Grenzpunkte lassen sich in endlich viele Inter-
valle von beliebig kleiner Gesamtlinge einschliefen, weil die Summe der
Léngen der Bilder aller Querschnittgeiten von @, wegen der eigentlichen
Diskontinuitat der Gruppe I auf der Peripherie des Einheitskreises kon-
vergiert®). Uberpflanzt man jetzt die gegebenen Randwerte des Bereiches F
auf die Peripherie des ¢-Einheitskreises, wo sie in unendlich héufiger
Wiederholung geméfl I erscheinen, so kann man nunmehr ohne weiteres
das Poissonsche Integral fiir diese Randwerte ansetzen und erhilt eine
Potentialfunktion innerhalb des ¢-Einheitskreises, die mit Riicksicht auf
die Geltung des Unitétssatzes fiir die Randwertaufgabe (trotz der unend-
lich vielen Grenzpunkte wegen der Beschrinktheit der vorgegebenen Rand-
werte und wegen der erwahnten EinschlieBungsmoglichkeit der Grenz-
punkte) gegeniiber den Substitutionen der Gruppe I' ungeéndert bleibt,
daher in der Ubertragung auf F eindeutig wird, wie verlangt.

3. Einfiihrung von polaren, logarithmischen, Arcustangens-
Unstetigkeiten, von inneren und Rand-Periodizititsmoduln.

Schreibt man auBler den Randwerten auf F auch noch innere polare
oder logarithmische Unstetigkeiten vor, so kann diese Aufgabe nach dem
soeben gewonnenen Ergebnis auf den Fall reduziert werden, da die Rand-
werte identisch null sind. Nach dieser Reduktion lassen sich dann die
betreffenden Potentiale sofort durch unendliche Reihen darstellen. Man
sucht im Bereiche @, die entsprechenden Unstetigkeitsstellen auf und
schreibt dort die der Ubertragung gemif bestimmten Unstetigkeiten vor.
Es gibt dann eine elementare Potentialfunktion, die diese Unstetigkeiten
und nur diese im Innern des {-Einheitskreises bzw. der im folgenden statt
der Kreisfliche setzbaren zugrunde gelegten oberen {-Halbebene hat. Diese
Potentialfunktion unterwirft man séimtlichen durch die Gruppe I" vorge-
schriebenen Verpflanzungen und summiert die so entstehenden unendlich
vielen Potentialen. Das Resultat ist ein automorphes Potential, das, auf
F iberpflanzt, die verlangte Potentialfunktion liefert*).

Gibt man die Randwerte null und im Innern von F zwei Arcus-
tangens- Unstetigkeiten mit entgegengesetzt gleichen Periodizitétsmoduln
vor, wobei man sich zweckmiBig die Fliche F bzw. F, lings einer die
Unstetigkeitspunkte verbindenden Linie aufgeschnitten denkt, um die Po-
tentialfunktion eindeutig zu machen, so fiihrt das gleiche Verfahren zum

3) Siehe hierzu ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. IV, § 6,
Acta math. 41 (1918), S. 326—-328.
*) Siehe hierzu 1. ¢. Abh. IV der genannten Serie, §§ 4, 6, 7.
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Ziele. Das Elementarpotential in der [-Ebene hat die geometrische Be-
deutung der Summe der scheinbaren Grofe des Bildpunktepaares jener
Unstetigkeitsstellen in @, plus der scheinbaren Grofle seines Spiegelpaares
in bezug auf die Achse des Reellen, gesehen vom Punkte { aus. Das ge-
suchte Potential wird gefunden als Summe der scheinbaren GréBen aller
mit den beiden genannten &quivalenten Punktpaare, ebenfalls vom Punkte J
aus gesehen.

Um die 2p+4 ¢ — 1 auf F existierenden iiberall endlichen Potentiale
erster Art zu gewinnen, hat man einerseits das Potential zu bestimmen,
das lings einer Randlinie den konstanten Wert 1, ldngs der iibrigen Rand-
linien den konstanten Wert 0 hat. Diese Aufgabe subsumiert sich unter
die erste oben besprochene Randwertaufgabe, ist aber direkt durch Reihen-
bildung losbar. Ks ergibt sich eine Darstellung als Summe der schein-
baren Grofen von unendlich vielen Fixpunktepaaren (s. 1. c. § 4). Zweitens
mufl man ein Potential konstruieren, das lings aller Randlinien den kon-
stanten Wert null annimmt, lings eines vorgegebenen nicht zerfillenden
inneren Riickkehrschnittes jedoch einen konstanten Sprung aufweist. Diese
Funktion kann man aus Funktionen mit je zwei Arcustangens-Unstetig-
keiten gewinnen, indem man léngs des Riickkehrschnittes eine endliche
Anzahl von Unstetigkeitspunkten einfithrt und nunmehr je zwei in der
geschlossenen Reihe aufeinander folgende dieser Punkte als Paar fiir zwei
entgegengesetzte Arcustangens-Unstetigkeiten benutzt und die erhaltenen
Potentiale addiert, wobei die Unstetigkeiten zum Wegfall und der ge-
wiinschte Wertesprung lings des geschlossenen Riickkehrschnittes zum
Vorschein kommt. :

Sind auch Periodizitdtsmoduln lings der Randlinien vorgeschrieben,
so kann man, um keine Randwerte zu bevorzugen, die Randbedingung
,normale Ableitung gleich null“®) zweckmifBig heranziehen. Sind nun
keine inneren Arcustangens-Unstetigkeiten vorgeschrieben, so kann man
jetzt die Randperiodizitdtsmoduln zum Verschwinden bringen, indem man
die zu den oben konstruierten Potentialen erster Art mit konstanten
Randwerten konjugierten Potentiale, die durch die betreffenden unend-
lichen Reihen mitgeliefert werden, herstellt und eine geeignete Kombina-
tion derselben von der zu bestimmenden Funktion in Abzug bringt. Sind
jedoch auch Arcustangens-Unstetigkeiten in endlicher Zahl im Innern ge-
geben, so kann im besonderen die Summe der dazugehdrenden Periodizi-
tatsmoduln null sein. Dann ist auch die Summe der Randperiodizitéits-
moduln gleich null und man kann alle Randperiodizitdatsmoduln zum Weg-
fall bringen, wenn man erstens eine lineare Kombination oben genannter

" Vgl § 8 L c.
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konjugierter Potentiale von der zu bestimmenden Funktion abzieht und
weiter eine lineare Kombination von Potentialen mit je zwei Arcustangens-
Unstetigkeiten. Ist aber die Summe der zu den Arcustangens-Unstetig-
keiten gehérenden Periodizititsmoduln nicht gleich null, so wird man
durch das Abzugsverfahren auf die Bestimmung eines Potentiales gefiihrt,
das nur eine Arcustangens-Unstetigkeit im Innern und einen gleich grofen
Randperiodizitdtsmodul besitzt. Eine solche Funktion mit der normalen
Ableitung Null am Rande li8t sich dann aber als Summe von scheinbaren
GroBen in der (-Ebene aufbauen. Die Stammgrofle ist hierbei die schein-
bare Grofle desjenigen Punktepaares, das vom korrespondierenden Punkte
der Unstetigkeitsstelle und seinem Spiegelpunktbilde in bezug auf die
Achse des Reellen der (-Ebene gebildet wird.

4. Bildung einer zu F gehorenden reellen algebraischen Kurve.

Die vorstehenden Entwicklungen geben auch die Grundlage ab, um
dem Bereiche F' eine reelle algebraische Kurve (z, y) in demselben Sinne
zuzuordnen, wie dies Schottky in seiner Dissertation (Journ. f. Math. 83)
fiir endlich-vielfach zusammenhingende schlichte Bereiche getan hat. Die
GroBen x und y werden als zwei solche Funktionen der Variablen z be-
stimmt, die in # abgesehen von endlich vielen Polen eindeutig und regulir
sind, ferner am Rande nur reelle Werte annehmen, ferner die Eigenschaft
haben, daf} alle iibrigen Funktionen w (z) mit denselben genannten Eigen-
schaften sich rational durch z und y ausdriicken lassen. Um die Funk-
tionen z und y zu bilden, geniigt es offenbar, Potentiale mit nur polaren
Unstetigkeiten heranzuziehen, aus denen sich durch lineare Kombination
sofort solche Potentiale ergeben, deren konjugierte Potentiale sicher
eindeutig sind. Man kann zwecks Bildung solcher Funktionen auch mit
Poincaréschen @-Quotienten operieren. Hat man etwa auf solche Weise
eine Kurve (z, y) gewonnen und damit den zur Fliche F gehorenden
reellen algebraischen Funktionenkorper, so kann man natiirlich auch von
hier aus die Bildung der Potentiale bzw. deren Differentiale nach be-
kannten Methoden vornehmen.

5. Behandlung geschlossener Riemannscher Flichen.

Es sei F eine geschlossene Riemannsche Flache. Hier bieten sich
der Behandlung zwei Wege. Entweder man konstruiert zunichst zu F
gehorige algebraische Funktionen und damit eine zugehorige algebraische
Kurve (z, y), indem man die Fliche F einer Fundamentalabbildung
(zweckmifig mit Relativverzweigung)) unterwirft und dann Poincaré-

%) Siehe ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. 11%, § 8, Acta
math. 40 (1916), S. 287—290.
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sche ©-Quotienten in Ansatz bringt, darnach die gewiinschten Potentiale
nach bekannten Methoden herstellt; oder aber, man verwandelt die
Fliche F zunichst in eine berandete Fliche F’ durch Entfernung etwa
einer kleinen Kreisscheibe k. Mit den zu F' gehorenden Potentialen
kann man dann unschwer durch Grenziibergang, indem man & sich auf
einen Punkt reduzieren 1a8t, zu den Potentlalen der Fliche F gelangen,
wie dies von mir in § 4 der Abh. III der wiederholt genannten Serie in
einem bestimmten Falle dargelegt ist?). Es macht dabei nichts aus, auch
- mehrere Offnungen gleichzeitig einzufithren. Von diesen letzten Bemer-
kungen kann man zweckmé#Big Gebrauch machen, indem man aus der
Riemannschen Fliche F durch alle Blitter hindurch Kreisscheiben aus-
gestanzt denkt, so, daBl dabei siamtliche Windungspunkte zum Fortfall
kommen. Die zur so entstandenen offenen Flidche F gehorige Fundamental-
verdnderliche ohne relative Verzweigung ist dann identisch mit der Fun-
damentalveriinderlichen des schlichten mehrfach zusammenhingenden Be-
reiches, iiber dem die Fliche F ausgebreitet ist®).

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB jede geschlossene Riemannsche
Flache F durch elementare eineindeutige Abbildung in eine andere ge-
schlossene Riemannsche Fliche mit lauter reellen Windungspunkten ver-
wandelt werden kann. Ist namlich etwa a - b7 ein nichtreeller Win-
dungspunkt, so wird die Fliche F durch die Transformation (z — a)® = 2’
suf eine andere Flidche abgebildet, deren Anzahl niehtreeller Windungs-
punkte um mindestens eine Einheit verringert worden ist. Durch wieder-
holte Anwendung solcher Transformationen kommt man also schlieSlich
zu einer Fliche mit nur reellen Windungspunkten. Die Gesamtzahl dieser
Windungspunkte hat sich dabei im allgemeinen vergréfert®).

") Journ. f. Math. 147 (1917), S. 77—83.

%) Diese Fundamentalveriinderlichen werden in Abh.II der genannten Serie
mittels eines Schmiegungsverfahrens bestimmt.

% Vgl. auch Poincaré in Acta math. 4 (1884), S. 246—250.

Kingegangen am 10. September 1921.)



Uber einen. Dirichletschen Satz.
Von
G. Herglotz in Leipzig.

In der die Theorie des allgemeinen relativ-quadratischen Kérpers
{Math. Ann, 51, S.1u.ff.) vorbereitenden und dem Dirichletschen Zahl-
korper geltenden Arbeit (Math. Ann. 45, S. 309 u.ff.) hat Hilbert auf arith-
metischem Wege den Dirichletschen Satz') erschlossen, daB die Klassen-

zahl des Korpers K(Vm, V—m) dem Produkt der Klassenzahlen der

Korper &(Vm) und k(V—m) oder der Hilfte desselben gleich ist. Fiir
die urspriingliche transzendente Beweismethode des Satzes wie seiner Aus-

dehnung auf den K(Vm,, ..., Vm,) andererseits liefert die Hilbertsche
Theorie des Galoisschen Korpers in Verbindung mit den Dedekindschen
Feststellungen der Beziehungen zu seinen Teilern eine einfache Fassung,
da derselbe einem vollen Kreiskdrper angehort und -also seine Z-Funktion
und damit nach E. Hecke auch Diskriminante leicht gewonnen werden
kann. Es sei daher gestattet, jenen Dirichletschen Satz auch aus diesem
Gesichtspunkt Hilbertscher Resultate zu betrachten und vorab die Z-
Funktion der Unterkorper eines Kreiskorpers in eine fiir den beabsich-
tigten Zweck bequeme Form zu setzen.

1. Z-Funktion und Diskriminante der Unterkiorper des Kreiskorpers.

Sei zundchst £ ein Galoisscher Koérper der Gruppe G vom Grad n
und o ein Galoisscher, zur ausgezeichneten Untergruppe g von G ge-
hérender, Unterkorper desselben vom Grad ¢, wobei n =r-p.

Ist dann B, ein Primidealteiler in £ der Primzahl p, und p, der
durch B teilbare Primidealteiler in @ von p, so sind nach der Hilbert-
Dedekindschen Theorie eines Galoisschen Korpers der Zerlegungs- und
Tragheitskorper ®,, @, von p, die Durchschnitte der Zerlegungs- und

Y Dirichlet, Werke, 1, S. 533.
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Tragheitskorper 2., £, von ‘B, mit w. Seien demnach g , g, die Zer-
legungs- und Trigheitsgruppe von 33, :
(1) G{g.{g9.{1
f-e-m=mn,
so gehdren w,, w, als Unterkorper von 2 zu den kleinsten gemeinsamen
Vielfachen: g/ =g¢,-g, g/=g,-g der Gruppen g, g, und g¢:
(2) G{9,{9,{9
/Al.el.mlzg’
und wenn weiter g,, g, die groften gemeinsamen Teiler (Durchschnitte )
der Gruppen g,, g, und g sind:
(3) ATATAS
f - .m = r,
so gilt
(4) F=f'f, e=ed, m—m'm.
Es gelten dann die Zerlegungen:
(5) inw: p =P )" n(p)=p
(6) in Q0 po=(Be- By B )" N (B - ps

und die Z-Funktion des Korpers w ist:

(7) z)=J10 )"

Hier konnen die der Primzahl p zugeordneten Zahlen e, ! passend so
erklart werden: da

(8) 9.=9.+Zg+Zg+... +2,
ist, und demnach
(9) g, =9, + 29+ 2°g+...+2"'g,

wird, so ist Z°¢ die medrlgste Potenz (¢’ >1) von Z, welche zu g/=g,- ¢
gehort, wihrend e'f — G|g; der Index von g/ in der Obergruppe G ist.

Ist nunmehr G eine Abelsche Gruppe und werden die Substitutionen s
von g durch die ¢ Charakterenbedingungen:

(10) E(s)=1, & (8)=1, ..., &_1(8)=1

aus G ausgeschnitten, so erhdlt man die entsprechenden Bedingungen fiir
die Gruppe g, =g, g, indem man hier nur jene £, beibehilt, welche in g,
durchaus 1 werden. Danach ist unmittelbar:

(11) Z(s)= ]]]]( 5’(2))
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worin das innere Produkt jeweils iiber diejenigen der ¢ Charaktere &; zu
erstrecken ist, die in g, Eins werden.

Sei endlich € insbesondere der Korper der a-ten Einheitswurzeln, so
darf G mit der Gruppe der n = @ (@) primen Restklassen S mod a iden-
tifiziert werden. Ist dann @ = p*.b (b:p unteilbar), so besteht g, aus
den m = ¢ (p*) Klassen mod @ mit Zahlen 4 =1 (mod b), wahrend fiir Z
irgendeine der m Klassen mod @ mit Zahlen 4 = p (mod b) zu nehmen ist.
Beziiglich der Charaktere £(8)=¢&(A) der primen Restklassen § mod a
oder der zu a primen Zahlen A ist weiter daran zu erinnern, dall der
einzelne Charakter & zu einem bestimmten Teiler d von @ in dem Sinne
ogehort, daf d die kleinste Zahl ist, bei der

(12) £(A)=1 fiir alle 4:--1 (mod d)

und dann in sofort ersichtlicher Weise fiir die primen Restklassen mod d
einen zum Teiler d gehdrenden Charakter y oder ,eigentlichen* Charakter
mod d festlegt?). DemgemiBl mogen die ¢ die Untergruppe g definieren-
den Charaktere &, zu den Teilern d, von a gehoren und die x, die ent-
sprechenden eigentlichen Charaktere mod d; bezeichnen. Es sind dann
diejenigen &;, welche in g, Eins werden, genau jene, bei denen b:d, teil-
bar ist, und fiir sie gilt:

(13) Ei(z)ZEi(A):Zi(p),

so daB man erhilt:
Zi(P> -t
(14) z(s)= [ ]I 15

das innere Produkt jeweils iiber diejenigen y, erstreckt, fiir welche b:d;
teilbar ist.

Will man hier die Multiplikationsordnung umkehren, so ist nur zu
beachten, dall das einzelne y;(p) fiir die und nur die Primzahlen p auf-
tritt, bei denen a = p*b, b:d, teilbar ist, und diese wegen a:d, teilbar,
b:p unteilbar gerade mit den nicht in d, aufgehenden zusammenfallen.
Es wird also bei Absonderung des dem Hauptcharakter y,==&,=1, d,=1
entsprechenden Faktors {(s) und Einfithrung der L-Reihen:

o—1

(15) Z(s)='§(s)ﬂL(8,}:i,di)-

t=1

%) Es ist die Anzahl der zum Teiler d gehorenden Charaktere mod a gleich der
Anzahl der eigentlichen Charaktere mod d und gegeben durch:

G- I0-3)
i j
wo [; die einfachen, I, die mehrfachen Primteiler von d zu durchlaufen hat.
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Der Vergleich ?) der allgemeinen Heckeschen Funktionalgleichung fiir Z ()
mit der aus dieser Darstellung folgenden ergibt fiir die Diskriminante 4
des Korpers w nach leichter Vorzeichenbestimmung:

o—1
(16) d= J7(—1)d,.
=1

II. Die Klassenzahl des Korpers K (Vou, Vma, ..., Ym,).

Ein quadratischer Kérper der Diskriminante 4 ist im Kreiskorper £
enthalten, sobald a:A4 teilbar ist, und die Untergruppe g, zu der er ge-
hért, wird aus G durch y =1 ausgeschnitten, falls y =y (A4,4) der
eigentliche Charakter mod | 4| ist, welcher die Primzahlzerlegung im qua-
dratischen Kdérper regelt?).

Der durch ¢ voneinander unabhiingige Quadratwurzeln (Vm,, .., Vm,)
erzeugte Korper K des Grades n = 2° enthilt » — 1 quadratische Unter-
korper k; der Diskriminanten 4,, die je durch die simtlichen, mit jenen
t Wurzeln zu bildenden Produkte erzeugt werden. Er selbst ist enthalten
im Kreiskorper 2, falls a gemeinsames Vielfaches der 4, ist und die =
Charaktere y,, welche die Untergruppe g, zu der er gehdrt, aus G aus-
schneiden, sind gerade die n -~ 1 jenen Diskriminanten 4; zugeordneten
Charaktere y, =y ,(A, 4;) nebst dem Hauptcharakter y,=1 ).

Danach ist Z - Funktion und Diskriminante des Korpers K :

(17) Z(s)=t(8) I L(s, > 4),
(18) 4 =}_]A,.

Fiir die Primzahlzerlegung in K ist aus (17) leicht zu entnehmen: die
in keinem 4, aufgehenden Primzahlen p zerfallen in n Primideale ersten

oder % Primideale zweiten Grades, je nachdem die n Charaktere yx, (p)

3) Dieses Prinzip der Verwendung der Funktionalgleichung zur Diskriminanten-

bestimmung erstmalig bei E. Hecke (Gott. Nachr. 1917).
-1 4-1
4) Fiir die Primdiskriminanten 4 = —4, +8& —8, (—1) # | baw. y=(—1) 2
A2-~1 A-1, 4°~1

(-1) 8 (1 ? L (“;) und fiir zusammengesetztes 4 das Produkt der
den Primdiskriminanten in A4 entsprechenden Charaktere. (Vgl. Weber, Algebra IIIL)

%) Unter Hinzunahme von 4,=1, dem y,=1 entspreche, bilden die 4; und
die y; (i=0,1,..., n—1) zwei untereinander und mit der Gruppe von K isomorphe
Gruppen.
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alle = -1 oder zur Hilfte — -1 zur Hiélfte - — 1 ausfallen, ‘die

Primteiler [ <4 2 der A; zerfallen in die Quadrate von % Primidealen ersten
2
2
baren A4, (4,=1 mit y,==1 hinzu gedacht) entsprechenden % Charaktere
7;(1) alle =+ 1 oder zur Hilfte = -1 zur Hilfte = — 1 ausfallen,
der Primteiler [ = 2 endlich zerfillt in entsprechender Weise in lauter

zweifache oder vierfache Primidealfaktoren, je nachdem in den Diskrimi-

nanten der ¢ Grundkérper (Vm,), ..., (Vm,) nur eine oder mehrere der

Primdiskriminanten — 4, 4-8, — 8 vorkommt (je nachdem sind némlich
\- oder Z der A4, (4,=1 hinzugedacht) ungerade.)

Sind die Diskriminanten d,, .. ., d, der ¢ Grundkérper (Vm,), ..., (Vm,)
relativ prim, so fallen die A, mit den simtlichen aus ihnen zu bildenden

Produkten zusammen, wonach:

oder %Primidealen zweiten Grades, je nachdem die den +; durch ! unteil-

wl s

(19) A=208%, §=10,.08,.....0,

oder K sich als unverzweigt iiber k (‘/5 ) erweist.

Sind 4,, ..., d, iiberdies Primdiskriminanten, so ist K der Korper
der Geschlechter®) von k (V).

Durch Gl. (17) wird nunmehr fiir 8 — 1 unter Beachtung von Gl. (18}
unmittelbar die Klassenzahl H von K mit dem Produkt der Klassen-
zahlen h, aller » — 1 quadratischen Unterkérper k; in Beziehung gesetzt.
Hierzu ist nur vorweg zu bemerken, dafBl die Anzahl r der reellen Korper %,

deren Grundeinheiten ¢,, ..., ¢, (¢ > 1) seien, in den beiden Fillen
(A) K reell: =n—1,
' B) K imaginir: r = ;i —1

betragt und beidemal mit der Anzahl der Grundeinheiten £, ..., K,
von K iibereinstimmt, und da8 ferner der Grad der in K liegenden, also
aus Quadratwurzeln zusammensetzbaren, Einheitswurzeln ein Teiler von
24 sein muB?). Dann folgt, unter R(E,) den Regulator der Einheiten
verstanden, zunéchst:

% R. Fueter, Diss. Gottingen 1903. Daselbst der arithmetische Beweis der Un-
verzweigtheit desselben. Den Beweis der Unverzweigtheit des Klassenkorpers von
k(y8) fiir <0 aus der Funktionalgleichung der Z - Funktion bei E. Hecke, 1. c.

) Ein Galoisscher Kérper ist dann aus Quadratwuizeln zusammensetzbar,
wenn fiir alle Substitutionen desselben S°=1 gilt. Der Korper 2 der a-ten Ein-
heitswurzeln also dann, wenn fiir alle Primreste mod a: 4° =1 (mod a) gilt, was
einzig fiir die .Teiler a von 24 zutrifft.
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,
141 Ig e, net

(20) H:”E“R(E;)"'Illhi:
wo o= 2,1, je nachdem K die achten Einheitswurzeln, d. h. also V=1
und \/Q, enthilt oder nicht.

Den hier auftretenden Quotienten noch etwas weiter zu entwickeln,
sind die Falle (A) und (B) eines reellen und imaginiren Korpers K zu
trennen.

Fall A. Bedeutet hier N,(«) die Relativnorm einer Zahl « aus K
beziiglich k;, so wird:
(21) Ni(Ej):iEi;'i.i (,5==1,...,7)
sein, woraus, die E; positiv gewahlt, folgt

r

(22) B = [[ef (G=1,...,7).

=1

i3

Da andererseits aber auch
(23) &= [ By (6=1,...,7)
j=1

sein mufl, so ergibt sich fiir die ganzzahligen Absolutbetrige der Deter-
minanten der 4,; und z,:

‘ ‘ : Ny . n-1
(24) l:“lij} , ":H"iﬂ\’ Ax=<%> .

Es 1st also die Anzahl 1 der Verbande, in welche die Einheiten
g &®. .... &7 zerfallen, falls demselben Verband solche zugezéhlt

werden, die durch Multiplikation mit der f’;-ten Potenz einer Einheit aus

K ineinander iiberfithrbar sind, ebenso wie » eine Potenz von 2.
Nunmehr folgt leicht:

(25) R(E)=, R(x). R(e)=n* [[lgs

und damit:
n n—1

(A) H= % <Z‘>?g h;.

Fall B. Hier bilden zunichst die r = g— — 1 reellen %k, zusammen

den Unterkorper ¥ vom Grad ]5 aller reellen Zahlen von K und die eben

gemachten Feststellungen gelten hier fiir den Zusammenhang der Einheiten
€,...,e, von k mit den Einheiten ¢, ..., ¢, so dal
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n
'26) ‘Rla<ei>: ;7 <%)4£lg6i:

(27) R(e)=2"R,(e;)
wird. Ist weiter N, (¢) =« @ die Relativnorm einer Zahl « aus K be-
ziiglich &k, so wird:

L)
(28) N (B) — [[ el (G=1,...,7)
t=1

sein, woraus wegen N (E,) =14, E} (¥, Einheitswurzel) folgt:

r
.0
029) 9, B; = [[ elii G=1,...,1).
=1

Da andererseits aber auch (7, Einheitswurzel ):

T
0
(30) e, =, IZE;“ (e=1,...,1),
i=1

so ergibt sich fiir die ganzzahligen Absolutbetrige der Determinanten der
/’.2’,- und 73,
S N 1 T L |

Es ist also die Anzahl 1, der Verbinde, in welche die Einheiten
et et . ... e,” von k zerfallen, falls demselben Verband solche zugezihlt
werden, die durch Multiplikation mit der Relativnorm einer Einheit aus

K ineinander iiberfithrbar sind, ebenso wie x,, eine Potenz von 2.

Da nun
(32) R(E)= 'R(e)
ist, so folgt '
. n n--1
) - n () T

wo 6 =2, 1, je nachdem K die achten Einheitswurzeln, d. h. also V —1
und V2 enthilt oder nicht.

Walchensee, den 16. September 1921.

(Kingegangen am 17. September 1921.)

30



Uber affine Geometrie. XXXIII:

Affinminimalfliichen.

Von
Wilhelm Blaschke in Hamburg.

Das einfachste Variationsproblem mit einem Doppelintegral, das gegen-
iiber linearen unhomogenen Substitutionen mit der Determinante Eins der
Verinderlichen z,, z,, «, invariant ist, kann man so ansetzen

2

2 2 L2 1
o=(f {(5;’,%) ~ ; : r; :} dx,dz, — Extrem.
Ich habe dieses Integral die ,,Affinoberfliche’ der Flache z, = =, (z,, z,)
genannt und die Extremalen des Variationsproblems als , Affinminimal-
flachen* bezeichnet.

Die gewohnlichen Minimalflichen sind weitaus die anziehendste Familie
von Fliachen, offenbar deshalb, weil sie die Extremalen des einfachsten be-
wegungsinvarianten Variationsproblems mit einem Doppelintegral sind.
Von diesem Gesichtspunkt aus wird man hoffen diirfen, daB die Affin-
minimalflichen die nichst interessante Flichenklasse bilden werden und

B s moglich sein wird, zu manchen der merkwiirdigen Eigenschaften
der Minimalflichen, die von Monge, Riemann, Weierstrall, H. A.
Schwarz und andern Geometern entdeckt worden sind, bei den Affin-
minimalflichen ein Gegenstiick aufzufinden.

In der Tat! Diese Analogie laBt sich in erstaunlich weitgehender
Weise durchfihren. Zundchst ist man natiirlich schon von anderen Ge-
sichtspunkten aus auf unsre Flichenklasse gestoBen. So hat G. Darboux
gezeigt, wie man alle Affinminimalflichen durch Quadraturen bestimmen
kann, und damit ist das Gegenstiick der Integrationstheorie von Monge
erledigt.

H. A. Schwarz hat gefunden, wie man das ,,Problem von Bjorling*
l6st, eine Minimalfiiche durch einen gegebenen Streifen hindurchzulegen.
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Hier mochte ich nun zeigen: Das dem Problem von Bjorling entsprechende
Randwertproblem fiir Affinminimalfldchen liflt sich in einer dem Ver-
fahren von H. A. Schwarz nachgebildeten Weise ebenso einfach ldsen.
Da die Differentialgleichung der Affinminimalflichen nicht linear und von
der vierten Ordnung ist, erscheint mir dieses Ergebnis bemerkenswert zu
sein. Nebenbei wird sich fiir die Affinoberfliche einer Affinminimalflache
ein Ausdruck durch ein Randintegral ergeben, der einer Formel von
Riemann und Schwarz entspricht.

Die Ubertragung der Untersuchungen von Schwarz iiber das Problem
von Plateau bleibt einer spiteren Arbeit vorbehalten. Bedauerlich ist
nur, daB es zur einfachen physikalischen Verwirklichung der Minimalfiichen
durch Fliissigkeitshdutchen anscheinend bei den Affinminimalflichen nichts
Entsprechendes gibt, aber nach beriihmten Mustern kann man auch sagen
yum so schlimmer fiir die Physik!*

Vielleicht darf man hoffen, daB solche Sonderuntersuchungen der , Affin-
geometrie“ einen Beitrag liefern zu Fragen von (wie mir scheint) recht
allgemeiner, Wichtigkeit, némlich zur Untersuchung der Variationsprobleme
mit Invarianzeigenschaften gegeniiber gewissen Transformationsgruppen.
Diese Fragen spielen auch in der Relativititstheorie, besonders nach
Hilberts Untersuchungen, eine beherrschende Rolle.

Tch mochte diese Einleitung mit der beruhigenden Versicherung
schlieBen, daf die Kenntnis des iiberlangen Bandwurms der vorhergehenden
Mitteilungen iiber Affingeometrie in den Leipziger Berichten (1916 —1919)
und der Mathematischen Zeitschrift (1920—-1921) im folgenden durch-
aus nicht vorausgesetzt wird.

§1.
Formeln aus der affinen Flachentheorie.

Zunichst soll aus der affinen Flidchentheorie soviel zusammengestellt
werden, wie wir fir unsere besonderen Ziele brauchen. Die Flichen wollen
wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, als regulir analy-
tisch, reell und hyperbolisch gekriimmt annehmen und zur Parameterdar-
stellung die Asymptotenlinien verwenden. Wir setzen also z, = x,(u,v)
und fassen diese (Gleichungen vektoriell in eine zusammen

(1) r=gr(u,v).

Dann driickt sich die Voraussetzung, daB die Asymptotenlinien Parameter-
linien sind, durch die Annahme

(2) ¢-- (J':14 X, I.‘nu) = (‘,’ R (g11 L, w) =0

30*
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aus, wenn z. B.
0z, 0%, 0 |

ou o0v ou*

PO S
ox, 0%y, 0 X,

Tu oo 7w |

(3) (L0 ZoLuu) =

0w, oz 3y ‘

ou ov du* |

bedeutet. Wir wollen ferner die Parameter u, v so wahlen, daB die De-
terminante

(4) 9)2 = (gu, gv Zuv) = 8‘2’ % >0

positiv ausfillt. Wir fithren iiberdies die Abkiirzungen ein:

(1,‘14 gvruuu) — (Zu Lun l:uv) — QI

] ] ’
(5) . .
(Eu e kove) __ (Bvkunkon) _ )
& &
und bemerken, da8
(6) p=2Fdudv,
(7) p = Adu® + Ddo*
zwel invariante Differentialformen unsrer Fliache und
AD
8 =—
(8) 3=

die einfachste Differentialinvariante gegeniiber inhaltstreuen affinen Trans-
formationen ist!). Fiir die Ableitungen des Vektors r findet man

- Bu o
Lon = g Ly + & gv’
(%) Lo =8¢,

= So ..
gvr - 8‘ Iv:1, + 8‘ z;r,,vs

wobel & einen mit der Fliche kovariant verkniipften Vektor bedeutet, den
ich ,,den Vektor der Affinnormalen zu nennen pflege. Setzt man

(10) 5-G-3,
wo

18 logF
(11) © =5 G

1) Niheres iiber diese und die folgenden Formeln der affinen Flichentheorie in
den Arbeiten 1V, XII und XVI von G. Pick, dem Verfasser und J. Radon in den
Leipziger Berichten 69 (1917) und 70 (1918).
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das GauBsche KriimmungsmaB der quadratischen Differentialform ¢ be-
deutet, so folgen aus (9) die Integrabilititsbedingungen

AD.. 1 /%,
R e ().
mg[u 1 m"
9, =" po '—g(g')u-
SchlieBlich finden sich fiir den Vektor der Affinnormalen & noch die Ab-
leitungsgleichungen

(12)

@gu o gv’
(13)
Ev ' 8’2 gu @gv

Damit sind die Grundformeln der affinen Flichenth=orie fiir unsre be-
sondre Parameterwahl erschopit.

§ 2.
Die erste Variation der Atffinoberfliche.
Als Gegenstiick zur Oberfliche fithren wir das von der Parameter-

darstellung unabhingige gegeniiber inhaltstreuen Affinitdten invariante
Integral

(14) Q=[[(M —2R) dudv
ein, wo die Bedeutung der Determinanten &, 9,9 in (2) und (4) ent-

halten ist. Bei unsern besondern Parametern vereinfacht sich diese ,,Affin-
oberfliche Q2 nach (2), (4) zu

(15) Q= [[Fdudo.

Wir gehen nun von unsrer Fliche r(u,v) zu einer Nachbarfliche
i (u,v) durch eine Verriickung dy iiber:

(16) r(w,v)=g+ g, +yr,+ 26 =r+9dr.

Die Verriickungskomponenten z,y,z sollen die Gestalt haben

(17) xr=e¢x(u,v), y=ce¢y(u,v), z=¢c7(u,v),
wo ¢— 0 geht. Aus (4) und ( ) folgt

und somit berechnen sich die Verruckungskomponenten z, Y, 2 aus dem
Verriickungsvektor dr nach den Formeln

%x = (62’ gv’ g)’
<19) %?/=(13m513s5):
Fz= (Eua Lo dx).
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Um nun die Affinoberfliche von f(u, ») zu berechnen, haben wir

(20) Q::ff('img—ﬁm)*dudv,

zu ermitteln. Wir wollen £ nach Potenzen von & entwickeln und das in
¢ lineare Glied wie iiblich mit 6 £ bezeichnen. Da nach (2) € =N =
ist, wird M in ¢ quadratisch sein und kann vernachlissigt werden, wenn
wir nur héchstens lineare Glieder beriicksichtigen. Dann ist also

(21) !§=ff9ﬁ%dudv.

und wir brauchen nur die Determinante 9 auszuwerten.
Mittels der Ableitungsformeln (9), (13) folgt aus (16)

TR L T AR EY ST AR D 03

o nt D - [ — pabe, 4 (s, + B,
Xur—— Lur hi” l*} Lo —1« {*} gv '+7 {(%x)u + (%y)m + Zuv 8@2}5

Darin sind die durch Sterne angedeuteten Glieder linear in ¢. Wir finden
jetzt fiir die Determinante

(231 (Fuolnd,) =M=F{F+ 2(F2), + 2(Fy), + 2, — 3%z},

bis auf Glieder, die mindestens quadratisch in ¢ sind. Durch Wurzel-
ausziehen folgt

(24) W — F 4 (Fo),+ (), + 22, — 2592

und somit

(25) o0 :H{(%x)u + (FY), + g 2o jdudy — fg»z e,

wenn

(26) Fdudv=dR

gesetzt wird. Das erste Integral kann man in ein Randintegral umrechnen:

Jf{(%x " gy) +2 u,,}dud'v
=¢$(Frdv— %}ydu) — 1§ (2,du — 2, dv).

Wegen (19) kann man auch schreiben
(28) $Oor, x,dv, &) - (9L, g, du, §) = §(0r, d, &),
wenn dy ==y, du -, dv das vektorielle Linienelement des Randes bedeutet.

(22)

(27)

Damit haben wir schlieBlich fiir die erste Variation der Affinoberfliche
die folgende einfache Formel

(29) 00 =¢(dr,dx,&) — 3 [D2dQ —L1§(z,du —2,dv)
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oder
(57) a><a,,="0
erfiillt nach der mittleren Formel (49).

Gehen wir nun umgekehrt von einem Vektor a(u, v) aus, der den
Bedingungen (57) und
(58) (aa,a,)=+0
geniigt, so ergibt die Formel (55) eine Fliche y (u, v), die auf ihre Asympto-
tenlinien bezogen ist und deren Kriimmungsbild in Ebenenkoordinaten
durch (44) dargestellt wird. Es geniigt dazu unsere SchluBweise riick-
wirts durchzugehen. Im iibrigen sind unsere Formeln dieselben, die von
A. Lelieuvre 1888 angegeben worden sind®), und die in der Affingeo-
metrie ihren naturgem#fen Platz finden.

Wenden wir jetzt die Formeln Lelieuvres auf unsere Aufgabe an,
die Affinminimalflichen zu bestimmen! Aus der mittleren Formel (49)
folgt fiir H =10
(59) a,, =0,

(60) a=1u(u)-+v(v).

Somit erhalten wir fiir die Affinminimalflichen nach (55) die Integral-
darstellung

(61) r=vx<u+ fux<du— [o><dv

Fiir (vgl (52), (58))
(62) —F=w+v,u,0" )0
gibt diese Formel stets eine Affinminimalfléche.

Die Darstellung (61) unserer Flachen stammt von G. Darboux, der
von einer andern Seite her zu ihnen gekommen ist®).

" A. Lelieuvre, Sur les lignes asymptotiques ..., Bulletin des Sciences mathé-
matiques 12 (1888), S. 126 oder G. Darboux, Théorie des surfaces 4 (1896), S. 24.

%) G. Darboux, Théorie des surfaces 8 (1894), S. 36%; 4 (1896), S. 512, Hsist,
wie schon E. Goursat gezeigt hat, leicht, aus (61) alle Integralzeichen zu entfernen
und die Affinminimalflichen integrallos darzustellen. Bulletin société mathématique
France 24 (1896), S. 46. Mehrfach sind unsere Flichen zunidichst unter dem Namen
,paraboloidische Flachen“ von P. Franck studiert worden, vgl. Jahresbericht der
D. Math. Ver. 28 (1914), S. 49-£3, S. 348—352; 29 (1920), S.75-93. DaB die
Affinminimalfiichen mit den paraboloidischen Flichen zusammenfallen, bat zuerst
L. Berwald bomerkt, Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 63—78. Zu (62) sei erwidhnt, daB
% nur dann identisch verschwindet, wenn die Kurven u, v in derselben Ebene durch
den Ursprung liegen.
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Somit ist in unserm Fall
(33) 0Q* =1 (2%81)§ (z, dr, £)
und durch Integration nach 4 zwischen den Grenzen 0, 1 wegen £2(0)=0
Q=34$(,dy, §).
Die Affinoberfliche eines Stiicks einer Affinminimalfliche lift sich
somit durch das Randintegral darstellen

(34) |2 =16z, dz, £)).

Die entsprechende Formel fiir die Minimalflichen hat H. A. Schwarz
1874 angegeben?®).
Da Q von der Wahl des Ursprungs nicht abhéngt, folgt aus (34)

20 =§(r-+v,dr, &) =224 §(v,dr, &)

oder
(35) § (v, dy, §) =0,
wenn b einen beliebigen, bei der Integration festgehaltenen Vektor be-
deutet. Bezeichnen wir den Vektor mit den Komponenten
& dx, — &, du,,
(36) &y dx1 - 51 dx-.n
& da, — &, dx,
als ,,Vektorprodukt“ & ><dyg, so kénnen wir unser Ergebnis auch so fassen:
Auf einer Affinminimalfldache ist
(37) Je=<dy
vom Weg unabhdngig.

Man kann etwa aus (29) einsehen, dal diese Tatsache fiir die Affin-
minimalflichen kennzeichnend ist. Unterwirft man ndmlich eine Fliche
einer Schiebung (= Parallelverschiebung) dr = konst., so ist Q=0
und aus

(38) $&<dr=20

folgt das Verschwinden des ersten Randintegrals in (29). Wenn aber
or konstant ist, so haben wir nach (19) und (9)

—f(zudu - zvdv) Zf(f’ dr, 52)’
also verschwindet wegen (38) auch das zweite Randintegral in (29).
Somit muB auch das Flichenintegral Null sein und, da der Rand beliebig
zusammengezogen werden kann, folgt § = 0, wie behauptet war.

%) Ges. Math. Abhandlungen 1 (1890), S. 178.
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Wegen
(39) d(&><x)=(d&><g)+(&§>dp)
sind die Bedingungen
(40) $§dé<pr =0, §&x<dr=0

gleichwertig. Die Formeln haben eine einfache mechanische Deutung:
Denkt man sich in der Fliche r(u,v) Spannungen wirksam, und zwar
auf das Linienelement dr die Spannung d&, so sagen die Formeln

(41) $dE=0, $r>=<dé=0
aus, daB Gleichgewicht herrscht.

Trigt man alle Vektoren &(w,v) vom Ursprung ab, so beschreibt
der Endpunkt (im allgemeinen) eine Fliche &(u,v), die ich das ,Kriim-
mungsbild“ der ,,Urfliche* r(u, ») zu nennen pflege. Denkt man sich

die Flache &(wu,v) ebenfalls in einem Spannungszustand, und zwar so,
dal dem Linienelement d& der Spannungsvektor dr entspricht, so herrscht

wegen
(42) $dr=0, $&x<dr=0

wieder Gleichgewicht. Jede der Flachen r(u, v), &(u, v), die nach (13)
in entsprechenden Punkten parallele Tangentenebenen haben, laft sich als
reziproker Krifteplan zu den Spannungen in der anderen auffassen?).

§ 4.
Formeln von Lelieuvre.
Um die Differentialgleichung § = 0 der Affinminimalflichen zu inte-
grieren, wollen wir zunichst das Kriimmungsbild &(u, v) einer beliebigen

Flache g (u,v) in Ebenenkoordinaten darstellen. Wir werden das innere
oder skalare Produkt zweier Vektoren a, & so abkiirzen

(43) @&+ ayéyFagéy=aé

und kénnen dann die Gleichung der Tangentenebene an das Kriimmungs-
bild in der Form schreiben

(44) af=1,

wenn die & fiir den Augenblick laufende Punktkoordinaten bedeuten.

Nach (13) lauft die Tangentenebene des Kriimmungsbildes zur ent-
sprechenden der Urfliche parallel, wir haben also

(45) C(=l(:[:u><gv)-

4) Vgl. W. Blaschke, Reziproke Kriftepline zu den Spannungen in einer bieg-
samen Haut, Cambridge Congress Proceedings 2 (1913), S. 291 —2%4.
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Nach (18) ist aber

(46) aé=A(r, <1, §=24(,1,&) =A%
und somit ist nach (44) A% = 1 oder

(47) a= PR
Durch Ableitung folgt daraus wegen (9)
(48) a, =g, =& a8y,
und durch nochmalige Ableitung
Bug AW
7l’lt + % aU + ‘E a
(49) O, = * * - 3@ a,
Bl’ | @u
av v an + }~ % a
Aus (48) und (18) ergibt sich folgende Tabelle innerer Produkte
gua=0’ L, 0= 0, guav:—'%i
(50) g’ua:.()’ g’uau: - %’ gvau: 0’
5“21) Eau:‘ O, Eav: 0

und der Multiplikationssatz der Determinanten liefert uns somit

0 0=3
(:)1) (gugv é':)(aau au) = f() - (& 0 ! = 8‘2
L0 0]

oder nach (18)
(52) (aauav) = %‘

Aus den drei Gleichungen der ersten Zeile von (50) und aus den drei
Gleichungen der zweiten Zeile von (50) folgt wegen (52) das Formelpaar

(53) gu:axau’ g,v=av><a.

Ebenso folgt aus der dritten Zeile von (50)

“ Ay < Ap
(54) F=—a
Nach (53) ist
(55) g:faxa,,du fa,><adwv.

Dabei ist die Integrabilititsbedingung
(56) (a>< af[)v=(a1)><a)1l
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oder
e 3 ) z
20— Gorane 3 [onx.rpdudn Lo,

wenn zutr Abkiirzung

—Zudut Z"i@ —_ (;z und  Fdudvi Y do

| Fdudo|? o
gesetzt wird. Die Formeln (29) und (30) bilden das affine Gegenstiick
zu einer Formel von GauB (1829) fiir die Variation der Oberfliche?),
Fiir das Randintegral ist noch eine naheliegende Vorzeichenregel festzu-
setzen.

§ 3.
Gegenstiick zu einer Formel von Riemann und Schwarz.

Die Formel (29) lehrt, daB 642 bei festgehaltenem Rand (d. h. genauer,
wenn z, z, und 2z, auf dem Rande Null sind) nur dann fiir beliebiges 2
verschwindet, wenn §, das affine Gegenstiick zur mittleren Kriimmung
auf unserer Fliche (u,v), gleich Null ist. Die Extremalen unseres
Variationsproblems 82 =0, die wir Affinminimalflichen nennen, sind
also durch das identische Verschwinden der Invarianie ©, der ,malt-
leren Affinkriimmung‘‘ gekennzeichnet.

Betrachten wir jetzt eine Schar dhnlicher und beziiglich des Ursprungs
dhulich gelegener Stiicke von Affinminimalflichen:

(31) r*(u, v; 1) =Ag{u,v), 0-<1L1.
Daraus folgt in leicht verstindlicher Schreibweise wegen (4) und (9)
Mm*=1"9M,
(2) 5 -1t
=1t

Die Formel (29) gibt daher wegen $ =0
8% =186 (r, dr. &) — L§(2,du — 2,dv).
Nun ist nach (19) und (32)

z - (Iz%gl_) itsa

[3

und daraus folgt durch Ableitung mittels (9)
2, du — z,dv = (1, dx, £)A*- 4.

) Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii, Werke 5
8. 29 — 77, bes. S. 65.
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§ 5.
Gegenstiick zum Problem von Bjorling.

Mittels des in § 4 eingefithrten kontravarianten Vektors a wollen
wir jetzt das auf einer Affinminimalfliche vom Wege unabhingige Integral
(38) ausdriicken. Es ist nach (54), (55)

(63) &xdr= — %{(aux a,) < [(a><a,)du — (a><a,)dv]}.

Beachtet man die Rechenregel

(64) () ><0y) >< (g > b,) = (0, 050,) 0, — (D, 0,0,) 0,
fiir Vektorprodukte und die Beziehung (52), so ergibt sich
(65) Ex<dr=—a,du +a,dv.
Insbesondere fiir (60) a=u-b

(66) Jes<dr=—u+v

bis auf unwesentliche Integrationskonstanten. Wegen (60) ist somit

2u=—a— [&xdg

(67) 20 =a+4 [ Ex<dr

Es ist das ein Gegenstiick zu einem System von Formeln fiir Minimal-
flichen, das H. A. Schwarz 1874 gefunden hat”).

Legen wir nun folgendes Randwertproblem vor:

Lings einer Kurve r(t) set ein Vektor &(t) gegeben, und zwar ses
(68) (&r'e)+o0. (g':g‘g, ::Z§>
Man soll durch diese Kurve eine Affinminimalfliche hindurch legen,
die die & zu Affinnormalvektoren hat (§ 1).

Es entspricht das der Aufgabe Bjorlings (1844), durch eine Kurve
eine Minimalfliche zu legen, wenn lings der Kurve noch die Flichen-
normalen vorgeschrieben sind. Wie Schwarz diese Aufgabe mittels seiner
Formeln gelést hat, so ist die Losung unserer Aufgabe in den Formeln
(67) enthalten. Zundchst konnen wir uns ndmlich lings unserer Kurve
£(¢) den Vektor a ermitteln, denn nach (50) steht a auf der Tangenten-
ebene an r(w, v) und auf der an &(u, v) und somit auf ¢’ und &’ senk-

7y H.A.Schwarz, Miscellen aus dem Gebiet der Minimalflichen, Crelles Journal
80 (1875), S. 280—300, bes. S. 291 oder H. A. Schwarz, Abhandlungen 1 (1890),
S. 179.



Affinminimalfiéchen. 477

recht. Beachten wir noch die Normierung (44), so folgt
(69) g BE

Wir konnen uns also durch Integration lings der Kurve r(¢) nach (67)
die Vektoren u(#), v(t) berechnen und dann, falls (62) erfiillt ist, nach
(61) die Affinminimalfliche ermitteln, die die Randbedingungen erfiillt.

Eine eingehendere Besprechung unserer Randwertaufgabe und der
dabei auftretenden Ausnahmefille sei einer anderen Gelegenheit vorbe-
halten®). Es werde nur noch erwihnt, daB die Formeln (67) unmittelbar
zur Losung der Aufgabe fithren: Die Affinminimalflichen zu bestimmen
die gleichzeitig Drehfldchen sind.

Der hier vorgetragenen Theorie der Affinminimalflichen lassen sich
dhnliche Untersuchungen in der projektiven Geometrie und auch in der
Inversionsgeometrie an die Seite stellen. In der projektiven Geometrie
handelt es sich um die Fldchen, die das schon von G. Pick betrachtete
invariante Integral, das sich in affinen Invarianten so ausdriickt:

Jg-d0,

zu einem Extrem machen und in der Inversionsgeometrie hat man von
der Integralinvariante auszugehen, die sich in Bewegungsinvarianten so

schreibt : .
JG—2) a0

Dabei bedeuten R,, R, die Hauptkriimmungshalbmesser und 4O das
Element der Oberfliche.

Hamburg, Mathematisches Seminar, Pfingsten 1921.

% W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2. Band, soll 1922 bei
J. Springer in Berlin erscheinen.

(Eingegangen am 8. August 1921.)



Uber die Integralgleichung der Kkinetischen Gastheorie.

Von
E. Hecke in Hamburg.

In seiner Arbeit ,,Begriindung der kinetischen Gastheorie“ hat Herr
Hilbert!) gezeigt, dall die Grundlage der kinetischen Gastheorie eine
lineare Integralgleichung 2. Art mit symmetrischem Kern bildet. Auf
diese fithrte er namlich die von Maxwell-Boltzmann aufgestellte qua-
dratische Funktionalgleichung zuriick. Einer naheren Untersuchung der
Hilbertschen Gleichung zu dem Zweck, weitergehende Aussagen iiber die
noch unbekannten Wirmeleitungs- und Reibungsglieder zu machen, stellten
sich zundchst erhebliche Schwierigkeiten entgegen, indem namlich der
Kern der Integralgleichung im Unendlichen eine derartig komplizierte
Singularitiat besitzt, daB er quadratisch nicht mehr integrierbar ust, also
die Anwendbarkeit der klassischen Theorie auf die Hilbertsche Gleichung
nicht gesichert ist. Es zeigte sich mir nun, daf zur Entscheidung dieser
Frage die Entwicklung des Kernes nach Kugelfunktionen einer Variablen
herangezogen werden mufl, und dal iiberhaupt die hierbei auftretenden
,.Fourierkoeffizienten* fiir die Auflgsung der Gasgleichung eine besondere
Bedeutung haben. Diese Koeffizienten, welche nur noch von zwei Variablen
abhingen, setze man ndmlich als Kerne von Integralgleichungen in einer
Variablen an; Wirmeleitungs- und Reibungsglieder, wie auch alle folgen-
den Niherungsglieder der Maxwellschen Funktion F bestimmen sich
dann als Losungen je einer solchen linearen (symmetrischen) Integral-
gleichung in einer Variablen, deren rechte Seite eine bekannte, d. h. durch
die vorangehenden Naherungen vollig bestimmte Funktion ist. Diese Kerne
sind iiberdies noch so beschaffen, daB jede solche Integralgleichung nur
eine andere Schreibweise fiir eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
(vierter und hoherer Ordnung) ist.

1) Math. Ann. 72 (1912), sowie auch Hilbert, Grundziige der Theorie der line-
aren Integralgleichungen, Leipzig 1912. Kap. XXII.
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Im § 1 beweise ich zunichst, daB die Fredholm-Hilbertsche Theorie
der Integralgleichungen auf die vorliegende Gleichung in der Tat noch
anwendbar ist: Der finffach tterierte Kern ist ndmlich quadratisch inte-
grierbar. Im § 2 gelingt dann auf unerwartet einfachem Wege der Nach-
weis, daBl der Kern sogar positiv definit ist und der kleinste Eigenwert
gleich 1 ist. Damit ist im Prinzip die Anwendbarkeit des Neumann-
gchen Iterationsverfahrens zur Auflosung der Gleichung erwiesen. Infolge
der besonderen Natur der rechten Seiten der Gleichung 1Bt sich aber
noch eine weitere Vereinfachung erzielen; es gelingt nidmlich die Reduk-
tion auf Integralgleichungen in einer Variablen bzw. gewchnliche lineare
Differentialgleichungen (§3). Endlich setze ich in § 4 eine sehr schéne,
von Herrn Enskog herrilhrende Methode zur Behandlung von linearen
Integralgleichungen auseinander.

Die im § 1 erforderlichen komplizierten Rechnungen unterdri