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I. Die Grundlagen der Ahnlichkeitsmechanik,

1. Aufgabestellung Die Hilfsmittel der Ahnlichkeitsmechanik
werden zur Lisung wichtiger dynamischer Aufgaben in denjenigen Fillen
herangezogen, in denen der iibliche mathematisch-deduktive Weg nicht zum
Ziele fiihrt, fiir die aber die Praxis eine Voraussage der zu erwartenden
zahlenmifigen Ergebnisse fordert. So koénnen zum Beispiel die Wider-
stinde der Schiffe, die an den Antiriebsschrauben wirkenden Krifte und
Drehmomente, die Druckverluste in Rohrleitungen, ferner zahlreiche Wellen-
und Schwingungserscheinungen der verschiedensten Art sowie andere tech-
nische oder physikalische Vorginge mit Hilfe der Ahnlichkeitsmechanik
oft in iiberaus befriedigender Weise zahlenmiiBig festgestellt werden.

Wiihrend der Geltungsbereich der allgemeinen Mechanik, soweit es
sich um rein dynamische Erscheinungen handelt, praktisch unbeschrinkt ist,
sind der Anwendungsméoglichkeit der Ahnlichkeitsmechanik Grenzen ge-
setzt. Nicht alle Bewegungsvorginge lassen sich mittels eines Modells
nachahmen, und daher kiinnen auch nicht alle dynamischen Aufgaben, welche
die Praxis stellt, durch die Hilfsmittel der Ahnlichkeitsmechanik einer
Losung zugefiihrt werden. Hierbei ist noch zu unterscheiden, ob der betref-
fende Bewegungsvorgang sich streng den Forderungen der Ahnlichkeits-
mechanik unterordnen lift, oder ob er ihnen von Natur widerstrebt und
sich dann nur niherungsweise den Ahnlichkeitsgesetzen — je nach Art des
Falles mehr oder weniger befriedigend — fiigt.

Die Gesetze der Ahnlichkeitsmechanik werden von dem Ingenieur,
vornehmlich von dem des Schiffbaus und des Luftfahrzeugbaus, mangels
anderer Losungsmittel oft benutzt, und es ist daher sehr erwiinscht, daf
er iiber die Grundlagen der Ahnlichkeitsmechanik geniigende Kenntnis
besitzt, um bei der Anwendung und Handhabung dieses wichtigen Hilfs-
wittels der Technik seine Folgerungen mit Sicherheit ziehen zu konnen.

Volle Vertrautheit mit den grundlegenden Fragen der Ahnlichkeits-
mechanik ist hiufig bei den Mathematikern oder Physikern zu finden, sel-
tener bei den Ingenieuren, die doch gerade wegen der Moglichkeit vielsei-
tiger technischer Anwendungen vornehmlich berufen sein sollten, dieses
wichtige Sondergebiet der Mechanik zu pflegen. Dies ist im wesentlichen
darin begriindet, dal die Ahnlichkeitsmechanik nur selten Vortragsgegen-
stand an den Technischen Hochschulen ist. Der Ingenieur ist im Bedarfs-
falle auf die verstreuten Abhandlungen tiber dieses Gebiet angewiesen oder
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er stellt mangels Kenntnis derselben eigene Uberlegungen an, ohne sich
den schon vorliegenden Wissensstoff nutzbar zu machen. Erschwerend
wirkt hierbei der Umstand, daB es — nach meiner Kenntnis — keine den
Bediirfnissen der Technik angepafite einheitliche und iibersichtliche Dar-
stellung der Ahnlichkeitsmechanik gibt. Wenn es fiir den praktischen
Ingenieur zuniichst auch nicht auf die Herleitung der Beweise dieses
Wissenszweiges ankommt, sondern in erster Linie auf das Endergebnis,
das ist das fiir den betreffenden Fall geltende ,Modellgesetz”, so wird er
sich doch iiber die Eigenart und iiber die vorteilhafte Verwendung von
Modellversuchen nur dann vollkommene Klarheit verschaffen und die Ahn-
lichkeitsmechanik richtig anwenden konnen, wenn er mit den Grundvor-
stellungen dieses Wissensgebietes vollig vertraut ist.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Grundvorstellungen der
Ahnlichkeitsmechanik in einem einheitlichen Bilde und in einer der Auf-
fassung des Ingenieurs und dem technischen MaBsystem angepaBten Form
darzubieten, sowie zugleich einen Uberblick iiber den Anwendungsbereich
und die Grenzen dieses Zweiges der Mechanik zu entwerfen. Zugleich
mochte ich durch diese Untersuchungen erreichen, daf die Mechanik der
Modelle, welche gerade dem Schiffbau, in den vielen noch ungeldsten hydro-
dynamischen Fragen so reichlichen Nutzen durch zahlenméiBige Aufklirung
bringt, Gemeingut aller derjenigen Ménner werde, welche als Ingenieure
den deutschen Schiffbau betreuen. Und so habe ich in den folgenden Be-
trachtungen vor allem Wert darauf gelegt, daB die in der Technik heute
oft schematisch angewandten Modellgesetze auf ihre wahre Bedeutung hin-
gichtlich der Nachahmung mechanischer Bewegungsvorginge untersucht
werden.

9 Verwendungszweck dor Ahnlichkeitsmechanik.
Bedeutung der Modellgesetze. Um einen Uberblick iiber das
Wesen und die Bedeutung der Ahnlichkeitsmechanik zu gewinnen, sollen
die grundlegenden Vorstellungen an einem Beispiel erliutert werden: Eine
groBe ebene rechteckige Platte wird in ruhendem Wasser, das nach den
Seiten und nach der Tiefe hin praktisch als unendlich ausgedehnt zu be-
trachten ist, rechtwinklig zu ihrer Ebene mit vorgeschriebener Geschwin-
digkeit gleichformig bewegt. Die Platte soll dabei bis zu solcher Tiefe
‘untergetaucht sein, daff ihre Oberkante sich um die Plattenhdhe unter dem
‘Wasserspiegel befindet.

Beim Vorwiirtsbewegen der Platte wird sich der urspriinglich ebene
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Wasserspiegel verindern. Vorn stant sich ein Wellenberg auf, hinten
senkt sich ein Tal ab, an welches sich dann weitere immer niedrigere
‘Wellen anschliefen. Auch die Umkehrung des Vorganges wire zuldssig,
indem die Platte in lotrechter Stellung fest verankert wiire und das Wasser
gegen sie gleichmiflig und ohne Durchwirbelung, also geschichtet, anstréme;
doch soll dieser zweite Fall der jetzigen Betrachtung nicht zu Grunde
gelegt werden. Gefragt ist nach dem Widerstand der Platte, also nach
dem Gesamtdruck, den das Wasser auf die Vorder- und Riickseite ausiibt.

Die strenge mathematische Behandlung dieses Vorgangs nach den

hydrodynamischen Grundsitzen fiihrt auf Differentialgleichungen, deren
Integration den Mathematikern bisher nicht gelungen ist. Auch die Be-
miihungen, die Aufgabe mit Hilfe vereinfachender Voraussetzungen wenig-
stens niherungsweise auf deduktivem Wege zu l8sen, sind insofern ge-
scheitert, als sie Rechnungsergebnisse lieferten, die mit wirklich durch-
gefilhrten Messungen keine fiir praktische Anwendungen geniigende Uber-
einstimmung zeigten. Der natiirliche Weg, den Wasserwiderstand grofler
Platten oder anderer ausgedehnter Korper, z. B. von Schiffen, zu messen,
ist wegen deren Grofe entweder iiberhaupt nicht gangbar oder kann nur
mit ganz aulerordentlichem Aufwand an Versuchsgeriit und MeBarheit durch-
gefithrt werden.

Hier kommt eben die Ahnlichkeitsmechanik zu Hilfe und fithrt auf
Grund eines Versuchs an einem der Kostenersparnis wegen verkleinerten
Modell zu einer Lésung der der Analysis unzuginglichen Aufgabe in allen
den Fillen, in denen es gelingt, an einer geometrisch iihnlichen, verklei-
nerten Ausfithrung die Bewegungsvorgiinge ,,mechanisch iihnlich* denen der
meist groflen Hauptausfiihrung nachzuahmen und dic Messung an dem
Modellvorgang statt an der groBlen Anordnung vorzunehmen. Der an dem
Modell gemessene Wert, wie z. B. der Wasserwiderstand oder die Leistung
desselben oder der Druck auf die Ilicheneinheit an einer Stelle der Platte,
1lift sich alsdann mittels bestimmter Ubertragungsmafistibe auf die grofle
Ausfithrung umrechnen.

Grundbedingung fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens ist stets,
dafl die Bewegungsvorginge an den heiden geometrisch iihnlichen Ausfiih-
rungen auch mechanisch &hnlich verlaufen. Diese Forderung fiihrt im
Falle ihrer Erfiillung auf eine von der Art der wirkenden Kriifte abhiingige
Beziehung zwischen den linearen und zeitlichen Grofen der beiden Ver-
gleichsvorgiinge. Diese Beziehung ist bei Anstellung des Modellversuchs
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genau einzuhalten und wird das ,,Modellgesetz” des betreffenden Falles
genannt, Die Aufsuchung der fiir verschiedene Fille verschiedenen Modell-
gesetze, durch welche der zeitliche Verlauf der Modellbewegung in Ab-
hingigkeit von den linearen Abmessungen festgelegt wird, bildet die Haupt-
aufgabe der Ahnlichkeitsmechanik.

Die Anwendung der Ahnlichkeitsmechanik auf die vollstindige zahlen-
mifige Losung einer praktischen Aufgabe crfordert die Ausfithrung fol-
gender 6 Schritte:

1. Eine auf Grund der Mechanik anzustellende Voruntersuchung zur
Priifung der ¥Frage: Kann die vorgelegte Aufgabe iiberhaupt nach
dem Ahnlichkeitsverfahren behandelt werden?

2. Die Aufsuchung des fiir den betreffenden Fall einzuhaltenden

Modellgesetzes.
Durchfiihrung des Modellversuchs unter Beachtung des gefundenen

=

Modellgesetzes.
4. Die Umrechnung des am Modell gemessenen Wertes auf die Haupt-
ausfilhrung unter Benutzung eines besonders zu hestimmenden
Ubertragungsmafstabes.
Die Anstellung eines Versuches an der groflen Ausfithrung zur
unmittelbaren Messung der in Rede stehenden Grifle.

6. Der Vergleich der nach dem Modellverfahren und nach der un-
mittelbaren Messung gefundenen Werte fiir die grofie Ausfithrung
und Abschitzung des Genauigkeitsgrads .des Modellverfahrens

In der Regel beschrinkt sich die technische Praxis in gewohnheits-

mabiger Ubung auf die Ausfithrung der Schritte 3 und 4. Es ist aber drin-
gend zu fordern, daB sowohl die grundlegende Seite der Aufgabe — soweit
sis die Anwendbarkeit der benutzten Ahnlichkeitszusammenhinge betrifft —
als auch der sorgfiltige Vergleich zwischen dem Ergebnis der Modellunter-
suchungen und der Messungen an der grofen Ausfilhrung, ein Vergleich,
der doch allein iiber den praktischen Wert des betreffenden Modellverfahrens
entscheidet, grofere Wiirdigung findet wie bisher. Denn nur bei scharfer
kritischer Durchdringung des Einzelfalls werden Mittel und Wege zur Ver-
besserung des jeweiligen Verfahrens und zur Vervollkommnung der unter-
suchten Konstruktionen erschlossen.

Fiir das herangezogene Beispiel der im Wasser bewegten Platte

ergibt die besondere Voruntersuchung, daB der Modellvorgang dem Haupt-
vorgang mechanisch #ihnlich nachgebildet werden kann, und dafl die an der

(&1}
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Wellenbildung beteiligte Schwerkraft den mafigebenden Einflu auf das
hier einzuhaltende Modellgesetz ausiibt, dem bei vierfacher linearer Ver-
kleinerung des Modells dadurch Rechnung getragen wird, dall die Geschwin-
digkeit der Modellplatte nur halb so groB wie die der grofien Platte bemessen
wird. Bei der Durchfiihrung des Modellversuchs mige ein Widerstand der
kleinen Platte w =28,01kg gemessen werden. Da der UbertragungsmaB-
stab fiir die Kriifte unter Beriicksichtigung der verschiedenen Einheits-
gewichte der beiden Fliissigkeiten zu 65,6 bestimmt wird, so ergibt die Um-
rechnung auf die Hauptausfiihrung einen Widerstand von W =w.65,6 =
18375 kg auf die grofle Platte.

Wegen weiterer Einzelheiten dieses Beispiels sei auf die Anwen-
dungen im Teil III (Abschnitt 33) hingewiesen. Hier kam es weniger auf
das Zahlenmiifiige des Falles an als vielmehr auf die Art der Handhabung
des Modellverfahrens bei praktischen Anwendungen.

3. Entsprechende Gréflen. Kinematische Ahnlich-
keit. Die Forderung #hnlicher Bewegungsvorginge {iir Hauptausfiihrung
und Modell ist in dem Beispiel der Wechselwirkung zwischen Platte und
‘Wasser in folgender Weise zu erfiillen: Erstens ist eine geometrisch dhnlich
verkleinerte Platte herzustellen, so daB die Abmessungen der groflen Aus-
fithrung das 2-fache der entsprechenden kleinen Platte sind. Ferner soll
bei dem Vorgang im Groflen auch die Bahn jedes Einzelteilchens sowehl
der Platte als der Fliissigkeit geometrisch iihnlich der Bahn der entspre-
chenden Teilchen des Modells und zwar ebenfalls 4 mal so grofl wie diese
werden.

‘Weiter ist dafiir zu sorgen, dafl ein beliebiger Zeitabschnitt bei der
Bewegung eines Teilchens des Hauptvorgangs das ¢ fache, des zugehorigen
Zeitahschnitts der Modellbewegung wird, wobei ¢ eine in dem betreffenden
Fall feste Zahl fiir alle Teilchen und fiir alle entsprechenden Zeiten ist.

Durch die so vorgeschriebene Zuordnung sind die Begriffe ,,entspre-
chende Lingen“ und ,entsprechende Zeiten festgelegt. Handelt es sich
bei Ahnlichkeitsvorgéingen nur um die Zuordnung der linearen und der zeit-
lichen Groflen ohne Riicksicht auf die Massen und die bewegenden Krifte,
s0 spricht man von kinematischer Ahnlichkeit.

Betreffs unseres Beispiels ist ersichtlich, daf mit der Erfiillung der
Ahnlichkeit aller linearen und zeitlichen Grofen fiir Modell und Hauptaus-
filhrung auch die Wellen an der Oberfliche des Wassers und die gesamten
inneren Strémungslinien in beiden Arten ihnlich verlaufen miissen.
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Weiter sollen bei beiden Ausfithrungen entsprechende Raumteilchen
dadurch einander paarweise zugeordnet werden, daBl der Raum der Haupt-
ausfithrung und des Modells je durch drei Scharen beliebiger Flichen geo-
metrisch dhnlich in unendlich kleine Teile zerlegt wird.

4 Abhingigkeit des ZeitmaBstabes vom Lingen-
malBstab bei dynamischen Modellvorgiangen. Als notwen-
dige, aber nieht hinreichende Bedingung dafiir, daB zwei Vorginge mecha-
nisch #hnlich verlaufen, gilt das Bestchen kinematischer Ahnlichkeit
zwischen den beiden Vorgiingen: es wird also gefordert, daB jeder linearen
Abmessung des Modellvorgangs eine 1 mal so grofle lineare Abmessung
des Hauplvorgangs und jedem Zeitabschnitt des Modellvorgangs ein = mal
so grofler Zeitabschnitt des Hauptvorgangs entsprechen muB. 2 und =,
welche fiir alle entsprechenden Lingen und Zeiten der beiden mechanisch
ghnlichen Vorginge unverinderliche Zahlen sind, sollen kurz als , Lingen-
mafBstab” und ,,Zeitmaflstab“ bezeichnet werden.

Im allgemeinen wird erklérlicherweise der LingenmaBstab grofier
als 1 und zwar beliebig frei z. B. 1 =4 gewihlt. Dann darf iiber den Zeit-
maflstab # nicht mehr frei verfiigt werden, da andernfalls die Vorginge
nicht mechanisch #hnlich verlaufen wiirden. Z. B. wiirden im Fall der
Vorwirtsbewegung der Modellplatte bei einem beliebig angenommenen =
— oder gleichbedeutend damit bei beliebig gewihlter Fortschrittsgeschwin-
digkeit der Platte — die Wellen an der Oberfliche und die gesamte innere
Stromung nicht dhnlich der groflen Ausfiilhrung nachgeahmt. Der Zeit-
maflstab ¢ ist, wie aus den spéteren Untersuchungen hervorgeht, hei dyna-
mischen Vorgingen abhingig von 4 und von den Eigenschaften der be-
schleunigten Stoffe, das sind in unserm Beispiel die beiden beschleunigten
Fliissigkeiten. Der Zahlenwert von z wird durch das jeweils geltende, noch
zu bestimmende ,,Modellgesetz* festgelegt. . Jo nach der Art der wirkenden
Krifte wird z grofler oder kleiner als 1 ausfallen. Ist in dem gewithlten
Beispiel der LingenmaBstab 4=4, so finden wir spiter aus dem in diesem
Fall geltenden Modellgesetz, daB zur Erfiillung mechanischer Ahnlichkeit
¢ =2 als Zeitmafstab eingehalten werden muf. Wenn also bei dem Modell-
vorgang unseres Beispiels alle Liingen auf das 4 fache verkleinert werden, so
sind simtliche Zeiten auf die Hilfte zu kiirzen, andernfalls ist ein #hnlicher
Stromungsverlauf nicht zu erzielen.

5 Der Begriff ,mechanis¢che Ahnlichkeit®. Man konnte
sich vorstellen, dafl die eben genannte Abhingigkeit zwischen den linearen
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und den zeitlichen Groflen durch zwei kinematische Vorrichtungen, eine
grofle und eine kleine — vielleicht nach Art der in der Physik zur Ver-
anschaulichung benutzten Wellenapparate — verwirklicht werden, so dafl
jeder einzelne Punkt zwangliufig die vorgeschriebene Bahn durchliefe.
Man wiirde es dann nur mit ,kinematischer* Ahnlichkeit zu tun haben.

Wenn dagegen zwei Vorgiinge ,mechanisch iihnlich” verlaufen sollen,
80 wird damit gefordert: Die einzelnen Punkte sollen sich nicht unter kine-
matischem Zwang hewegen, sondern alle Massenteilchen sollen ihre Bewe-
gungen frei unter der Wirkung der natiirlichen Krifte ausfiihren.

Die beiden #hnlichen Bewegungen der Hauptausfiilhrung und des
Modells sollen also in allen Teilen selbsttitig nach dem dynamischen
Grundgesetz: ,Beschleunigungskraft ist gleich Masse mal Beschleunigung®
vor sich gehen, und es sind daher zwei entsprechende Beschleunigungs-
kréafte der Hauptausfithrung und des Modells nicht nur verhiltnisgleich den
entsprechenden Beschleunigungen der beiden Massenteilchen, also durch
Lingen- und Zeitgrifen bestimmt, sondern auch verhiltnisgleich den Massen
und damit den Dichten der beschleunigten Massen. So fallen z. B. alle
Krifte in dem oben behandelten Fall ciner in der Fliissigkeit bewegten
Platte um so kleiner aus, je kleiner die Dichte der zu beschleunigenden
Fliissigkeit ist.

Aus diesen Betrachtungen ist ersichtlich, daB sowohl die physikalische
Art der die Beschleunigung hervorrufenden Kriifte wie auch die Eigen-
schaften der beschleunigten Massen einen hestimmenden EinfluB auf die
Ahnlichkeitsbeziehungen der beiden Vorginge haben.

Da die dynamische Grundgleichung die beiden mechaniseh #hnlichen
Bewegungen beherrscht, so miifiten die Vorgiinge treffender , dynamisch
dhnlich” genannt werden. Jedoch soll die einmal eingebiirgerte Bezeich-
nung ,mechanisch dhnlich" heibehalten werden.

In dem Beispiel der bewegten Platte wird der Modellvorgang ihnlich
nachgeahmt durch Einhalten der richtig bemessenen Fortschrittsgeschwin:
digkeit der Modellplatte, also dadurch, daf der Modellversuch unter sorg-
filtiger Einhaltung eines Modellgesetzes durchgefiibrt wird. Es gibt aber
viele Fille, in welchen der Modellvorgang vollstindig selbsttiitig verliuft und
in welchen sich das Modellgesetz ohne #ulieres Zutun allein durch das Wirken
der Krifte vollzieht. Als Beispiel sei das physische Pendel genannt: hier
wird ein Modell nach Ablenkung aus der Gleichgewichtslage selbsttatig seine
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Bewegungen mechanisch #hnlich denen der grofien Pendelanordnung aus-
fiihren (vgl. Abschnitt 34).

6. Geschichtliche Entwicklung der Ahnlichkeits-
mechanik. Schon Aristoteles*) hat Untersuchungen iiber das statische
Verhalten geomeirisch &hnlicher Holzstibe gegen Biegung angestellt.
Galilei**) beschiftigte sich mit Betrachtungen statischer Art iiber Ahnlich-
keit von Maschinen und fand, daB der Festigkeitswiderstand eines Kon-
struktionsgliedes nicht im Verhiltnis seiner linearen Abmessungen wichst.

Jedoch erst Isaac Newton***) hat in seinen 1687 verdffentlichien
,Principien® den Begriff der ,mechanischen Ahnlichkeit klar ausge-
sprochen, indem er die Frage aufwirft, unter welchen Bedingungen ver-
laufen zwei geometrisch #hnliche Vorgiinge auch mechanisch #hnlich?
Er fordert fiir zwei mechanisch #hnliche Vorginge, daf die Léngen,
Zeiten, Krifte und Massen je ein unverdnderliches Verhiltnis zu
den entsprechenden Elementen des andern Vorgangs haben und stellt die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen mecha-
nischer Ahnlichkeit, sowie ferner ein allgemeines Ahnlichkeitsgesetz fiir
alle dynamischen Fille auf. Dieses letztere verwertet er mit Vorteil bei
der Behandlung von Aufgaben iiber die Bewegung von Kérpern in wider-
stehenden Mitteln. Von Newton stammt jedoch nicht das hiufig mit seinem
Namen belegte Gesetz der entsprechenden Geschwindigkeiten, welches z. B.
bei Modellversuchen zur Ermittlung des Schiffswiderstandes angewandt
wird. Auch hat er die fiir die praktischen Anwendungen entscheidende
Frage, ob und unter welchen Umstinden das von ihm aufgestellte allgemeine
Ahnlichkeitsgesetz verwirklicht werden kann, nicht aufgeworfen.

Cauchy hat 1829 in einer der Pariser Akademie der Wissenschaften
vorgelegten Abhandlung eine Verallgemeinerung eines von Savartt) experi-
mentell gefundenen Satzes iiber die Schwingungen &hnlicher elastischer
Gefile gegebent T): Er beweist dort, daB die Differentialgleichungen der Be-
wegung eines grofien elastischen Korpers in vollkommene Ubereinstimmung
mit denen eines geometrisch #hnlichen Modells gebracht werden konnen
und zeigt ferner, daB — als Folge des Wirkens elastischer Kriifte — die

*) Aristoteles, Mechanica problemata.
**) Galilei, Discorsi 1638, deutsch Ostwalds Klassiker Heft 11 8. 106—109.
**%) Newton, Principia 1687, liber II sectio VII propositio 32.
4) Savart, Annales de Chimie, Paris. 1825, Bd. 29,
+1) Cauchys Beweisgang ist in der Dynamik von Routh, deutsch von Schepp, Leipsig,
1898, Bd. 1, S. 331, im Auszug wiedergegeben. ‘



— 13 —

Schwingungszeiten verhiltnisgleich mit den lincaren Abmessungen der
Ausfiihrung wachsen miissen,

Bertrand*) hat dann im Jahre 1847 in Anlehnung an die Cauchysche
Beweisfiihrung die Gesetze der mechanischen Ahnlichkeit in voller Strenge
ausgesprochen und das Newtonsche allgemeine Ahnlichkeitsgesetz in die
Form einer Bedingungsgleichung gekleidet, der die vier Vergleichsmali-
stibe der Liangen, Zeiten, Krifte und Massen geniigen miissen. Weiter hat
er die Wichtigkeit der Ahnlichkeitsbeziehungen fiir praktische Zwecke
betont und in den Anwendungen einige besondere Modellgesetze entwickelt.
So ist unter seinen Beispielen auch eins, in welchem die Schwerkraft die
Bewegungsvorginge beeinflufit, und er findet als Modellgesetz dieses Falles,
daB entsprechende Zeiten des Haupt- und des Modellvorgangs in geradem
Verhiltnis der Wurzeln aus entsprechenden Lingen und in umgekehrtem
Verhiltnis der Wurzeln aus den beiden Erdbeschleunigungen stehen miissen.
Der ganzen Herleitung nach haben wir in diesen 1847 veroffentlichten Er-
kenntnissen den Keim des beim Wirken der Schwere giiltigen ,, Modellgesetzes
der entsprechenden Geschwindigkeiten zu erblicken.

In der Technik hat William Froude**) 1869 der Ahnlichkeitsmechanik
Heimatrecht verschafft, indem er der englischen Admiralitiit vorschlug, den
Schiffswiderstand nach einem Verfahren zu bestimmen, bei welchem ein
Schiffsmodell mit solcher Geschwindigkeit geschleppt wird, daf die von
ihm erzeugten Wellen — an Bug und Heck und an den Seitenwiinden —
denen des groBen Schiffes mechanisch #hnlich werden und so die Bezie-
hungen mechanischer Ahnlichkeit fiir die beiden Vorginge Geltung erhalten.
Dieses von Froude benutzte Modellgesetz ist nur anwendbar in dem Fall,
daB allein die Schwerkraft auf die Beschleunigungsvorginge bestimmend
einwirkt,

Weiter hat H. v. Helmholtz***) die Ahnlichkeitsmechanik in mehreren
fruchtbringenden Untersuchungen gefordert.

*) Bertrand, Comptes Rendus (25) 1847, S. 163 und Journal de I'école polyt. 1848,
cahier 32 S. 189.

*%) William Froude, Transactions of the Inst. of Nav. Arch. XI, 1870, S. 80—93, und
Report of the British Association 1872, sowie Verh. d. Vereins z. Bef. d. GewerbfleiBes.
1876, S. 333.

#++) Helmholtz, Uber ein Theorem, geometrisch #hnliche Bewegungen fliissiger Kéorper
betretfend, nebst Anwendung auf das Problem, Luftballons zu lenken, Monatsberichte der
Akad. d. Wiss,, Berlin 1873 S. 501 und Zur Theorie von Wind und Wellen, Sitzungsherichte
der Akad. d. Wiss. Berlin 1889 Bd. 2 S. 781, ferner Verh. d. phys. Ges. Berlin 1889 S. 61.
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Fir Bewegungsvorginge in Fliissigkeiten, bei denen die Zihigkeit
mafBgebenden EinfluB besitzt, hat O. Reynolds*) dem in solchen Fillen
geltenden Modellgesetz eine besonders geschickte Form gegeben.**)

7. Die Bertrandsche Bedingungsgleichung zwi-
schen den vier Ahnlichkeitsmalstiben der dynami-
schen Grundgleichung. Bertrand erkannte, dal im Falle mechani-
scher Ahnlichkeit die dynamischen Grundgleichungen der Bewegung fiir
zwei entsprechende Vorginge zu vollkommener Ubereinstimmung zu brin-
gen sind. Zur Durchfiihrung dieses Vergleichs benutzte er den Satz von
den virtuellen Arbeiten in der Gestalt der Lagrangeschen Grundgleichung.
Wir wihlen einen anderen, dem Ingenieur geldufigeren Weg und gehen
von den gewdhnlichen Differentialgleichungen der Bewegung aus. Sie
mogen fiir eine beliebig gewiihlte Richtung die Form haben:

Fiir die Hanptausfihrung . . . . M %T%:K .......... (1)
X ;
Fir das Modell . . . . . . . . . maeg =K . (2)

wobei die grofen und weiter unten auch die eingeklammerten Formelzeichen
stets fiir den Hauptvorgang, die kleinen fiir den Modellvorgang gelten
sollen. Es bedeuten in den beiden mechanisch #hnlichen Vorgéingen:

X und x entsprechende Lingen oder Koordinaten,

T , t " Zeiten,
K ., k " Krifte,
M, m . Massenteilchen.

Es bezeichne ferner:

1 den Lingenmafstab, also das Verhiltnis

1
|

= n‘e M

= den ZeitmafBstab, also das Verhiltnis . .

!
{

x den KriftemaBstab, also das Verh#ltnis .

Bl= =

p den MassenmaBstab, also das Verhiltnis

#) Reynolds, Phil. Transactions of the Royal Soc. of. London Bd. 174, 1883 8. 935 u, 973,
**) Weitero geschichtliche Quellen, vor allem der Gegenwart, sind bei der spiteren
ausfiihrlichen Behandlung des Gegernstandes in Teil II und III zu finden.
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fir letzteres kann geschrieben werden:

»
M_(@Vel (5"

m- gvol Ty
=z

vol

worin (o) = % und ¢ = ;

und vol entsprechende Rauminhalte sind.

die Dichten der heiden hewegten Stoffe, Vol

Es bestehen also die Gleichungen:
X=x T=tr K=k=x M=mg....... 3)
Im Abschnitt 13 wird gezeigt, daB fiir zwei entsprechende Geschwin-

digkeiten der Hauptausfithrung und des Modells Vx:% und v, = %Et die

Ahnlichkeitsbeziehung Vy= vy i und fiir zwei entsprechende Beschleuni-

gungen
dv, X

dav, d&X dvy d?}
dT — dT2

und by = —->

R= dt —de

" 2
die Ahnlichkeitsbeziehung Bx=by—; gilt.

Wird dies in Gl. 1 eingesetzt, so geht sie iiber in:
dzx 2
m‘ll’dt—!“‘;_,‘:k# : ........... (1 8.)
Soll diese den Hauptvorgang beschreibende Differentialgleichung voll-
kommen iibereinstimmen mit der den Modellvorgang hetreffenden Gl. 2, so
mul} die Gleichung

die ,Bertrandsche Bedingungsgleichung zwischen den
vier AhnlichkeitsmalBstiaben 4, 7, x, p“ erfiillt sein. Dies Er-
gebnis 1iBt sich so zusammenfassen: Sollen zwei Bewegungsvorginge me-
chanisch #hnlich verlaufen, so ist eine notwendige Bedingung, daBl die fiir
den ersten Vorgang geltenden Bewegungsgleichungen vollstindig mit den
fiir den #hnlichen Vorgang geltenden zur Ubereinstimmung gebracht wer-
den konnen. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn zwischen den vier Ahn-

)
lichkeitsmafstiben 4, z, », ¢ die Bedingungsgleichung 4 — also « =4z

besteht.
Aus dieser Gleichung ist weiter zu ersehen, daB erstens der Krifte-
mafistab # abh#ingt von dem Massenmafistab w, also auch von den Eigen-
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schaften der beschleunigten Stoffe, und dal zweitens in jedem Einzelfall bei
unveranderlichem 4 und ¢ nur dann g eine feste Zahl sein kann, wenn = eine
solche ist.

Dabei ist folgendes als wesentlich zu beachten: Die Verwirklichung
der Nachahmung eines Hauptvorgangs durch einen Modellvorgang ist, wie
weiter unten noch niher erdrtert wird, praktisch nur dann erreichbar, wenn
der Kraftemalstab » fiir alle Paare entsprechender Kriifte des behandelten
Falls denselben unverinderlichen Wert besitzt. Mit der Unveriinderlichkeit
von x ist sofort die Unveriinderlichkeit von p# verbunden. Da die Masse
eines Teilchens gleich dem Produkt aus Dichte und Rauminhalt ist, so folgt
aus dem unverinderlichen Verhilinis der Massen auch ein unverinderliches
Verhiltnis der Dichten (¢) und¢ aller entsprechenden Massenteilchen.

8 Erfillungder Anfangs-und Grenzbedingungen.
Soll die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung auf mecha-
nisch dhnliche endliche Bewegungsvorginge fithren, so miissen
in beiden Ausfiihrungen schon anfangs die Koordinaten entsprechender
Teilchen einander geometrisch #hnlich sein, die Dichten entsprechender
Teilchen in einem festen Verhiltnis stehen und die entsprechenden Massen
sich in parallelen Richtungen und im richtigen Zeitverhiiltnis &hnlich be-
wegen. Sind diese Anfangsbedingungen auf Grund fester Malstibe 4,
und p erfiillt, so werden beide Massengruppen fortfahren, sich ghnlich zu
bewegen, wenn sie unter der Wirkung solcher Krifte stehen, die sich einem
einheitlichen KraftemaBstab # unterordnen. Dieser muB dann die
Bertrandsche Bedingungsgleichung zwischen den vier Ahnlichkeitsma R-

stidben x = p»:' o erfiillen.

Besondere Aufmerksamkeit ist ferner darauf zu richten, daB die
Ahnlichkeit auch an den #uBeren Grenzen der bewegten Korper wirklich
gewahrt wird. So muf in dem hier zur Erliuterung herangezogenen Bei-
spiel der in einer Fliissigkeit bewegten Platte bei dem Modellversuch sorg-
filtig darauf geachtet werden, dall die Modellfliissigkeit nach den Seiten
und nach der Tiefe entsprechend den fiir die groBe Ausfiihrung gestellten
Bedingungen praktisch als unbegrenzt angesehen werden kann, damit die
Begrenzungswinde auf die Ahnlichkeit der Nachahmung des Stromungs-
vorgangs keinen merkbar stérenden EinfluB ausiiben kénnen. Ganz allge-
mein mub die geometrische Ahnlichkeit fiir alle Teile der Hauptausfithrung

und des Modells gewahrt sein.



Gegen diese Bedingungen wird in den praktischen Anwendungen
recht hiufig verstoBen.
9. Einheitlichkeit des Kriftemallstabs hei mecha~

nisch dhnlichen Vorgingen Der Wert des KriftemaBstabs
i : - .

x p o, stellt nach  denw  Ausfithrungen  des  Abschnitts 7 zugleich
7

e
ac Verhilnis » = .= as i as  Verhiltnis o rosultic
das Verhiltnis = .- K ..m _(_il_\,, das ist  dasx Verhiltnis  der  resultic
de
renden Massenbeschleunigungskrifte zweier entsprechender Massenteit-
chen, dar. Die resultierende Beschleunigungskraft setzt sich im allge-
meinen aus verschiedenartigen Kriiften zusammen. Fiir letztere konnen in
Frage kommen: Irdische Schwerkrifte, die allgemeine Schwere, die I'liissig-
keitsreibung, elastische Kriifte, Kapillarkrifte, Normal- und Tangential-
krifte starrer Korper, Druckkriifte in Fliissigkeiten. Dimpfungswider-
stiinde und andere mehr. Jede cinzelne dieser Kriftearten mub. wenn sie
an dem betreffenden Fall iiherhaupt beteiligt ist, an den Massen der beiden
mechanisch iihnlichen Vorginge derart wirksam sein, daf je einer Einzel-
kraft des Modells eine = mal =0 grolle Einzelkraft der Hauptausfiihrung
entspricht.

Werden fiir eine bestimmte Richtung, die als X - Richtung bezcichnet
wird, die einzelnen Kriftearten des Hauptvorgangs mit K,, K., K, nsw..
die des Modellvorgangs mit k,. k.. k, usw. bezeichnet, in dem Sinne. dak
in den GIn. 1 und 2 fiir K und k gesetzt werden kann:

K=K, ~K,+Ky+
k =Kk, + ks +Kks
so lauten Gin. 1 und 2 jetzt:

2

Mg%-&+m+&+..A”..“..@
PR

m :ll.t? K4 ke+ ke 000000006

Bertrand hat klar erkannt, daf die beiden Vorginge nur dann mecha-
nisch dhnlich verlaufen konnen, wenn die entsprechenden Paare K,, k, und
K., k, usw. der verschiedenen Kriftearten, welche an den betreffenden Vor-
gingen mitwirken, den gleichen KriiftemaBstab z wie die Beschleunigungs-

krifte aufweisen. Der Vergleich der letzteren hat auf die Bedingungs-

vleichung zwischen den vier Ahnlichkeitsmafistiiben »  wu gefiihrt: der

g



— 18 —

Vergleich der (ilieder der rechten Seiten liefert fiir jede einzelne der am
dem Bewegungsvorgang beteiligten Kriftearten eine neue Gleichung fiir «,
entsprechend den Verhéltnissen

k; USW,

10. Widersprechende Bedingungen und Grenzender
Anwendbarkeit der Ahnlichkeitsmechanik. Bei der An-
wendung der Ahnlichkeitsmechanik auf einen praktischen Fall wird der
Lingenmafistab 7 beliebig passend gewihlt. AuBerdem ist #. das Ver
hiiltnis entsprechender Massen durch die Dichten (r)/(g) und y/g der beiden
beschleunigten Stoffe der Hauptausfiihrung und des Modells und durch das

= = ®

Verhiiltnis entsprechender Rauminhalte, also durch 1%, gegeben. So sind
in der Bertrandschen Bedingungsgleichung der vier AhnlichkeitsmafBstibe

i
. @, nurox und r noch Unbekannte.

Sofern zu dieser Gleichung noch eine weitere Beziehung hinzutritt,
die » aus 2 und = zu herechnen gestattet, werden alle vier MaBstibe
i, 7, » und p und damit auch das fiir den Fall in Frage kommende Modell}-
gesetz bekannt. Eine solche zweite Beziehung ist durch die obige Gleichung

2 =%}'— gegeben. Aus dieser Betrachtung ist daher der folgende wichtige

SchluB zu ziehen: Die an sich noch unbekannten Werte des ZeitmaBistabs «
und des Kr#ftemalstabs * werden durch zwei unabhéingige Beziehungen
eindeutig bestimmt, niémlich durch den Vergleich der entsprechenden
Massenbeschleunigungskriifte MB und mb, der auf die Bertrandsche
Bedingungsgleichung der vier AhnlichkeitsmaBstibe fithrt, und zweitens
durch den Vergleich zweier entsprechender Krifte, die die physikalische
Ursache der Massenbeschleunigung sind, wie z. B. die Schwerkraft.

Eine dritte Gleichung » = K./k,, welche einer zweiten beteiligten
Rrifteart entspringt, filhrt bei dieser Aufgabestellung, wie wir spiter sehen
werden, zu Widerspriichen fiir den Fall, daB sie eine weitere unabhiingige
Beziehung liefert. Wie die Anwendungen zeigen, stellen sich einem Aus-
weg aus dem Widerstreit der Beziehungen in der Regel uniiberwindliche
Schwierigkeiten entgegen. Das Anwendungsgebiet der Ahnlichkeits-
mechanik ist demnach beschrinkt: Mechanisch #hnliche Vorginge lassen
gich im allgemeinen nur in denjenigen Fillen erzeugen, bei denen entweder
nur eine Krifteart, wie z. B. nur die Schwerkrifte oder nur elastische
Krifte oder nur innere Reibungskriifte usw., mafigebenden Einflub haben.
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nder hei denen es gelingt, verschiedene Kriiftearten zu gemeinsamer Wir-
¥ung mit sich nicht widersprechenden Beziehungen zu bringen.

11. Sonderstellung der Normal- und Tangential-
krifte starrer Korper, der Druckkrifte unzusammen-
driickbarer Korper und der reinen Dimpfungswider-
utiinde. Der Begriff ,physikalische Kri#fte”. Die an der
Oberfliche und im Innern starrer Korper wirkenden Normalkriifte, ferner
die im Innern starrer Korper angreifenden Tangentialkrifte, sowie die im
Innern oder an den #dulleren Begrenzungswinden auftretenden Normal-
krifte unzusammendriickbarer Fliissigkeiten nehmen in der Ahnlichkeits-
wechanik eine Sonderstellung unter den Kriften ein. Wihrend die iibrigen
Krifte durch physikalische Beiwerte, zum Beispiel die Schwerkraft eines
Koérpers durch den Beiwert des Einheitsgewichtes oder die Fliissigkeits-
reibung durch den Beiwert der Zihigkeit usw., erklirt werden, ist dies bei
der eben genannten Gruppe von Kriften nicht méglich. Die letzteren lie-
fern aus diesem Grunde auch keine Beziehungen zwischen * und den an-
deren Mafistiben. Hieran #ndert natiirlich nichts, wenn man sie in der
Form schreibt: Kraft gleich Spannung mal zugehoérige Fliche, wobei die
Rpannung als Kraft durch zugehorige Fliche erklirt wird.

Zu dieser Sondergruppe gehiren auch die reinen Dampfungswider-
stinde, die, sofern sie lediglich eine Folge der Massenbeschleunigung von
Fliissigkeitsteilchen sind. in der reinen Form W=a (¢) FV? mit a ala
Zahlenbeiwert auftreten.

Bei den einzelnen Anwendungen der Ahnlichkeitsmechanik fillt diese
Sonderstellung der physikalisch nicht erklirten Krifte dadurch besonders
auf, daB jede der iibrigen mit einem physikalischen Beiwert behafteten
Kriifte bei der Untersuchung eine besondere Beziehung zwischen » und
den anderen MaBstiben liefert, dic zusammen mit der Bertrandschen Be-
dingungsgleichung zwischen den vier Ahnlichkeitsmaflstiben auf das fiir
den betreffenden Fall giltize Modellgesetz fiihrt. Als physikalisch erkldrte
Krifte treten im Teil II bei Aufstellung der Modellgesetze folgende flinf
Kriftearten auf: Irdische Schwerkrifte, allgemeine Schwerkriifte. innere
Fliissigkeitsreibung, elastische Kriifte und Kapillarkrifte.

Zu diesen durch physikalische Beiwerte erklidrten Kriiften, die kurz
physikalische Krifte* heilen sollen, gehtren also weder die oben aufge-
fiihrten Normal- und Tangentialkriifte, noch die reinen Dampfungskrifte:
Rie begriinden kein hegsonderes Modellgesetz wie die physikalischen Krifte
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und konnen daher auch nieht zu widersprechenden Beziehungen fiihren. I
Kriftemafstab nimmt von selbst — das heifit auf Grund der natiirlichen Be
schleunigungsvorgiinge — den durch die resultierende Beschleunigungs-
Kraft und, wenn eine physikalische Kraft mitwirkt. den zugleich auch durek
diese bhestimmten Wert = an.

Sofern Tangentialkrifte durch physikalische Beiwerte wie im Falle
gleitender Reibung erklirt werden, sind sie zu den physikalischen Kriften
zu zdhlen. Nur wenn etwa die Reibungskriifte, wie es oft schematisch ge-
schieht, mit den Normalkriften gleichmiBig wachsend — also it unver-
iinderlichem Beiwert — angenommen werden, gehoéren sie in die Sonder-
gruppe von Kriften, die kein Modellgesetz hegriinden.

12 AusschlieBliche Verwendung desx technischen
MaBsvstems. Die drei technisehen GrundmalbBstibe
4, 1, z der Ahnliechkeitsmechanik, Wihrend Mathematiker nnd
Physiker bei der Behandlung mechanisch dhnlicher Vorgiinge das phy~ika
lische MafBsystem mit den Grundeinheiten. Linge. Zeit und Masse bevorzugen.
ist ¢s bei technischen Anwendungen geboten. das technische MaBisystem zn
henutzen. In den folgenden Untersuchungen werden daher iberall das Meter
als Lingencinheit, die Sekunde als Zciteinheit und das Kilogramm als Krafi
cinheit verwandt. Von diesen drei Grundeinheiten werden alle weiteren Maf
cinheiten abgeleitet.

Entsprechend den untereinander nicht vergleichbaren Ausmabern dei
technischen Mechanik giht, es in der technischen Ahnlichkeitsmechanik aunch
nur drei ,,GrundmaBstibe. den LingenmaB8stab 4, den Zeitmafistab ¢ und
den KriftemaBstab z mit den im Abschnitt 7 festgesetzten Bedeutungen
Bei ihnlichen Vorgingen sind daher entsprechende Lingen L. I, ent
«prechende Zeiten T. t. sowie entsprechende Krifte K. k durch die Gln.
Lol Totey, K o kx . . einander zugeordnet. 4, ¢, # xind fiir jeden
Einzelfall unverinderliche Zahlenwerte.

Der MassenmaBstab g scheidet bei Wahl dieses Malisystems ale
GrundmaBstab aus. Er lifit sich sofort aus 2, v, » mittels der Bertrand
«chen Bedingungsgleichung zwischen den vier AhnlichkeitsmaBstihen zn

3
= .{—;. ableiten.

Im physikalischen MaBsystem wiirden sich die Alnlichkeitsheziehun-
gen bel Wahl'von 4, #+ und p als GrundmaBstibe am einfachsten gestalten.
Dieser letztere Weg ist von den Physikern nicht immer heschritten worden.
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so hat  Helwholtz  in seiner Abhandlung ., Uber ein Theorenm. geome:
srisch d@hnliche Bewegungen fliissiger Korper betreffend, nebst Anwendung
auf das Problem, Luftballons zu lenken'*) andere Grundmafstibe, darunter
auch den Geschwindigkeitsmalistab n -~ V/v scinen Ahnlichkeitsbetrachtun:
ven zugrunde gelegt. Die von ihm entwickelten Ahnlichkeitszusammen
héinge haben jedoch dadurch eine wenig iibersichtliche Form erhalten.

13. Ahgeleitete UbertragungsmafBstibe. Die MaSg
~tahregel Mit der Festlegung der MaBstibe fiir die GrundgroBen der
Lingen, Zeiten und Kriifte sind auch die UbertragungsmaBstibe fiir die ab-
zeleiteten Grolien der (veschwindigkeiten. Fliichen. Rauminhalte. Beschleu:
nigungen usw. gegeben.

Es hezeichnen V und v zwei entsprechende Geschwindigkeiten der

Huuptaustithrung wnd des Modells in mysk: dann ist V- g—,?, und v 3;
Kiir die entsprechenden Bahnelemente dS und ds gilt dS = ds 4, fiir die ent

<prechenden Zeitelemente dT und dt gilt 4T dtr. Mithin ist: V= %—,?.—

s 2 Y3 . " .
"‘\L , V- und der UThertragungsmalistabh fitr entsprechende Geschwin-

Adigkeiten wird:
v o
. T .
I'tir Gesehwindigkeitskomponenten gilt das (leiche. also
Ve 4
Vi v
Sind daber hei zwoi mechanisch ihnlichen Vorgingen die linearen
Abmessungen an den LiingenmalBstal - und die zeitlichen Gréflen an den
ZeitmaBstab « gebunden. so sind die Geschwindigkeiten der Hauptausfithrung

and des Modells mittels des festen UhertragsmaBstabes : paarweise einander
ale Lentsprechende Geschwindigkeiten* zugeordnet.

Auf Grund gleicher Uberlegungen ergibt sich fin den Ubertragungs-
inalistab entsprechender Beschleunigungen B und b, gemessen in m/sk®. das
in dem betreffenden Ahnlichkeitsfall feste Verhdltnis

B i

9

h g

)
Fiir Beschlennigungskomponenten gilt dax Gleiche. also

be T %

*) Helmhalte, Monatsherichte der Kegl. prent. Ak, . Wiss, Berlin 1873 3. 301
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Fir entsprechende Arbeiten A und a, gemessen in m/kg, wird de
leste (ThertragungsmaBstah

— dx ... Y]

Hieraus ist ersichtlich. dal bei zwei mechanisch @hnlichen Vorgin
gen je zwei beliebige, einander entsprechende mechanische Groflen allge
mein derart einander zugeordnet sind, daB fiir jede GroBenart ein beson

derer fester UbertragungsmaBstab. besteht. der aus den .drei (Grundmaff
stiben 1. 7, x gebildet werden kann.

Vergleicht man bei den Geschwindigkeiten die MaBeinheit :i;\ mit
dem Ubertragungsmafstab -ri, und stelit man ferner der MafBeinheit der

Beschleunigung —5:—2 den Ubertragungsmaflstab %2 gegeniiber, so erkennt

man, daf MaBeinheit und Ubertragungsmaflstab je dasselbe Bildungsgeset»
zeigen. Dieser Zusammenhang besteht bei mechanisch iihnlichen Vorgin
gon fiir alle Grofenarten.

In der folgenden Tafel sind in Spalte 1 die wichtigsten mechanischen
Grofen zusammengestellt worden; Spalte 2 enthiilt die technischen Mall
oinheiten, Spalte 3 die Ubertragungsmafstibe und Spalte 4 die zugehtrigen
Xhnlichkeitsbeziehungen. Unbenannte Zahlengréfien wie Winkel, Deh
oungen, Schiebungen:usw. sind in Hauptausfiihrung und Modell gleich grob
Ihre Mafeinheiten und UbertragungsmaBstibe sind gleich 1.

Ein Vergleichder Spalten2 und 3 1&8tdie Richtig
keit folgender ,MaBstabregel* erkennen: Bei mechn
dgisch ahnlichen Vorgéangen ist der Ubertragungsmaf
stab fiir eine beliebige abgeleitete GroBe aus den
GrundmaBstiaben 4,1, x in der gleichen Weise zu bil
den. wie die zugehirige MaBeinheit aus den Grund
maBen m, sk, kg

14 Die erweiterte Maflistabregel  Zwei Vorginge:seien
mechanisch #@hnlich. L,, L, seien zwei beliebige Liingen -dex Hauptvor
gangs, 1, 1, die entsprechenden Lingen des Modellvorgangs. Dann gilt
tir den Liingenmafstab:

. Ly L, _Ly+L, Ly-L 4L dL

AT L, T L L= 41 dl

Die gleiche Erweiterung gilt fiir andere Groflenarten. Daraus entspringt
der Satz: Entsprechende Summen oder Differenzen oder Ditfferentiale einer
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Formelzeichen ! : ’
™ | Pechnische t:;:e;s_i Ahnlichkeits-
upt- ppg ‘ ngs- | )
mﬁ?ﬁ; . Modell lMaBeinheit; maBstab ’ heziehung
Léange . . . . . . ... .. 1. | m 7 lL=11
Zeit. . . . .. .. .. ... T t sk ‘ T=t:
Kraft . . .. ... ... .. K k kg 3 K=k«
Fldche . . . . . . . . . . . F f m? A F--fa2
Rauminbalt . . . . . . . . Vol vol m3 A Vol - vela¥
fteschwindigkeit. . . . . . . \ v ;_111( :’ Vv f
. i m i A
Beschleunigung . . . . . . . B h & 3 Bobo
f 1
Sekundliche Drebzahl . . . . X ! ' Nzn
sk ' l
Winkelgeschwindigkeit . . . () w s%t : ) :
) . _ 1 P 1
Winkelbeschleunigung . . . /&) ¢ x5 3 g
|
‘ 2 2 %
Masse. . . .. .. .. ... M | 3‘%15 2 Mam X
Drehmoment . . . . . . . . m m mkg ix M=mix
Arbeit. . . . . . .. .. .. A a m kg by | A=al=x
Leistung . . . . . . . ... E e f‘—’s%g 71»7" . E=e ;—,"
|
Druck auf Flicheneinheit . . P p %‘; 2| Porp
. __ Einheitsgewicht , kg sk? xT? & - x7?
Dichte - Erdbeschleunigung e ¢ m! Mo e
iinheitsgewicht . . . . . S| e r_l:l_gs fa : yo=y -%
. k ‘ 2
Technischer Zahigkeitsheiwert ) n %—f ’;; 1 =1 T;
2 i2 a2
Zghigkeitsmafl, . . . . . . e » -gn]l( ‘: i vi=v oo
e s k x| N
Elastizitdtsmodul . . . . . . E e ﬁg Ir [ E-eq
Schubmodul . . . . . . . . . 6 ¢ = 5 6=g3
Winkel . . . . . . .. . .. o « 1 L (@)=a
Dehnung . . . . . . . . .. ig) . 1 1| (9=«
Schiebung. . . . . . . . . . oy Y 1 1 L) =
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beliebigen Grolenart haben bei mechanisch ihnlichen Vorgingen denselben
Ubertragungsmafstab wie die zugehdrigen einfachen Groflen.

Es seien ferner F und { zwei beliebige einander entsprechende Fli-
¢hen. Dann ist der zugehérige Ubertragungsmafistah:

e Fole L2 LP Ll Liy+Ly  Lidy- Ly
A O K 1 O e B R )

usw. (1)

Ehenso gilt fiir das Quadrat einer Grolle z. B, der Geschwindigkeit:

SR v Fo (Vo — Vi
PV VIV Yoo Vo) pow. (12)
T V- \Yl Vo V-) (V'l - VLl

Weiter kann man den Ubertragungsmalstab z. B. fiir zwei entsprechende
Beschleunigungen B und b in folgender Weise ausdriicken:

A B a2 vl Vo2 )
Wb Tea WL (13)
Alle diese Umformungen lassen sich in folgende ,erweiterte Malistabregel*
rusammenfassen: Bei zwei mechanisch #hnlichen Vorgiingen a8t sich der
[Thertragungsmaflstab zwischen zwei entsprechenden Griflen ersetzen durch
den Ubertragungsmaflstab zweier beliebiger anderer entsprechender
t3réfen. sofern sic gleiche Mafleinheit wie die ersteren haben.

15. Das allgemeine Ahnlichkeitsgesetz Newtong
als Folge der Trigheit der heschleunigten Massen. In
zwei mechanisch #hnlichen Vorgingen, Hauptausfithrung und Modell, er-
fahren zwei entsprechende Massenteilchen M und m entsprechende Be-
schleunigungen B und h. Die zur Uberwindung der Triigheit der Massen
erforderlichen beiden Beschleunigungskrifte sind M B und mbh.  Aus ihnen

soll der KriftemaRstah  ahgeleitet werden, Die Dichte von M sei (o) = ((g )
die von m o i Das Verhiltnis der entsprechenden Rauminhalte von M

und m ist Vol/vol — 2% Der Uibertragungsmabstab der zwei entsprechenden

. B i
Beschleunigungen ist nach der MaBstabregel des Abschnitts 13: R AN

Aus dem Vergleich der Massenbeschleunigungskriifte ergiht sich als allge-
meine (leichung fiir den Kriiftemafstah «:
~MB i9)VolB g 13'4’.

5.

mb  gvolb T o " &

alxo
(9)‘1?,_ A £
e
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ader wenn Z-uwmd ¢ j¢ durch das Verhiltnis zweier  entsprechender Lin-
gen Lyl wnd zweier entsprechender Zeiten T/t der Hauptausfithrang und
des Modells ersetzt werden:

fo, Lt

e - H
o It T )

(i1, 14 1aBt sieh unter Heranziehung der evweiterten MaBstubregel
des Abachnpittes 14 aueh in der Form schreiben:

2 MB (0 22 }:: (e B2

mh 0 b o v 16).

(L 15 ist im Hinblick auf das technische Malisystem am zweckmibBig-
sten gestaltet, ingsofern in ihr aufer den Dichten der beiden Vergleichsstoffe
nur noch Beziehungen zwischen den Grundgrofen der Lingen und Zeiten
suftreten. Bei den Anwendungen wird jedoch fast nur Gl. 16 benutzt, die
sich auf den abgeleiteten Grofen der Flichen und Geschwindigkeiten auf-
taut. In der Form einer Verhiiltnisgleichung lautet 16:

MB:mb g FVZ:iofv N 1)
tHeraus folgt, dal. wenn e eine unveriinderliche Zahl ist. die Triigheits-
sritfte anch in der Form geschrieben werden kinnen:

MR “aigFV2 ,
1)
mbh o a@pfv?
Die beidennicht voneinander zutrennenden (vln. 18 bil-
dendas von Newton aufgestellte .allgemeine Ahnliceh-
keitsgesetz®, Inhaltlich sagen sie dasselbe aus wie die im Ahschnitt 7
niwickelte Bertrandsche Bedingungsgleichung 4 zwischen den  vier
AhnlichkeitsmaBstiihen: = p ')' e die Form ist cine andere.

Die Gln. 18 sind eine unmittelbare Folge der Triigheit; denn sie sind
aus der dynamischen Grundgleichung ,Kraft gleich Masse mal Beschleuni-
zung® lediglich auf Grund der Bedingung, dafl Haupt- und Modellvorgany
zueinander mechaniseh #hnlich verlaufen sollen, ohne Zuhilfenahme
ireend welcher hesonderen Voraussetzungen oder An-
nahmen ahgeleitet worden. Sié gelten stets in voller
I’\:‘tronge fiir alle dynamischen Vorgiinge vnll'kommener
wmechanischer Ahnliebkeit. In Worte gekleidet lautet das, le-
Jiglieh eine Folgerung aus der Wirkung der Massentriigheit darstellende, ,,a11-
gemeine Ahnlichkeitsgesetz Newtons“: Bei zwei mechanischk
ihnlichen Vorgingen, fiir welche ig:. ¢ die entsprechenden Dichten. F. f zwei
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entsprechende Fléchen, V, v zwei entsprechende Geschwindigkeiten sind und
« eine feste Zahl ist, kionnen je zwei entsprechende Triigheitskriifie in der
Form: MB ==« (¢) F V2 und mb = agfv? geschrieben werden. Wenn daher
die Trigheitskraft m b des Modells bekannt ist. so ist die entsprechende de«
Hauptvorgangs zu. berechnen aus:

MB _(@FV?
mb ~ efv?

Diese GesetzmiiBigkeit gilt, wie sogleich bewiesen wird, sinngemif
auch fiir je zwei entsprechende Einzelkrifte einer beliebigen anderen an
den mechanisch &hnlichen Bewegungsvorgingen beteiligten Krafteart,
wobei zu beachten ist, dal die Zahl « nur fiir ein einzelnes Paar ent
sprechender Kriifte gleich ist, fiir ein anderes aber immer einen anderen
Wert hat.

Auch Gl. 14, welche spiter oft benutzt wird, stellt wie die Gin. 18
das Newtonsche allgemeine Ahnlichkeitsgesetz dar, aber in Form einer
Bedingungsgleichung zwischen den drei technischen GrundmaBstiben 4, v, »

Mit o = (z) % geht 14 in die Bertrandsche Bedingungsgleichung zwi

schen den vier AhnlichkeitsmaBstiben iiber. welche sich also als eine dritte
Form des allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes erweist.

6. Giiltigkeit des allgemeinen Ahnlichkeita
gesetzes fiir alleentsprechenden Kriifte an Massenteil
chen. Zwei mechanisch dhnliche Vorginge mdgen unter der Wirkung
einer bestimmten Krafteart z. B. der Schwere stehen, deren an entsprechen
den Massenteilchen M und m angreifende Krifte K, und k, sein. Thr Uber

tragungsmalstab ist - I:' . Nach den Ausfiihrungen der Abschnitte Y und
1

10 besteht wegen der Einhaltung des KriftemaBstabes das gleiche z auch
tiir die Trigheitskrifte M B und m b, das heift, es gilt unter Benutzung des
soeben abgeleiteten allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes die Gl
K. MB (FV
ky mb efv?

und daher fiir K, und k, auch die Gln. 18, also:

Ky =a(g FV?

kj=apfv: }

Da an die Stelle der Schwere jede andere Art von Kraften treten
kann, so ist aus GIn. 20 die Folgerung zu ziehen: Bei Bestehen
mechanischer Ahnlichkeiten gilt das allgemeine ihn
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lichkeitsgesetz nicht nur firentsprechende Besehleu-
nigungskriafte. sondern auch fiir jedes Paar -ent-
sprechender Einzelkrifte einer anderen an der Bewe-
gung von M und m beteiligten Kriifteart. also z B. fiiy
Schwerkridfte, innere Reibungskriifte ziiher Fliissig-
keiten, elastische Kriifte. Normalkrifte usw.

17. Giltigkeit des allgemeinen Ahnliclikeits-
gesetzes fiir Gesamtwiderstinde und andere Mittel-
kriafte Bei zwei mechanisch d&hnlichen Vorgiingen moge jic eine eni-
sprechende Gruppe einander zngeordneter Kriifte zu je einer Mitielkratt
im Sinne der Statik vereinigt werden. In dem Falle der in einer Tliissig-
keit vorwiirts bewegten Platte seien z. B. alle wagerechten, auf die Platte
hinten und vorn wirkenden Krifte zu einem Gesamtwiderstande W -an der
Hauptausfilhrung und w am Modell zusammengefafit. Die einzelnen Teil-
krifte von W und w sind nach dem Wechselwirkungssatz von gleicher
Grobe wie die entgegengesetzt gerichteten wagerechten Druckkrifte D,.
D, D, ... und d,, d,, d; - - . .- , welche auf die mit der Platte in Beriih-
rung tretenden Massenteilchen der Fliissigkeit wirken. so daB man achrei-
hen kann:

und

linter Heranziehung des allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes der \bschnitte

15 und 16 konnen W und w geschrieben werden in der Form: v
W=a,@F V2o @F Vb ey (QFVi+... = oy +ap-tagt... (g PV
woaefvidasefvidagpfvie . =ittt .. igfV?

oder

W:“F‘Q)Fvi};. - 21

w=eapfVv?

hierin hedeuten :¢/, ¢ die entsprechenden Dichten, ¥, { zwei beliebig ent-

sprechende Flichen und V., v zwei beliebig entsprechende Geschwindigkei-

ten. Die Gln. 21 sind von derselhen Banart wie die Gln. 18. Sie lassen

sich auf jede Art entsprechender Mittelkrifte anwenden, so daB allgemein

der Satz ausgesprochen werden kann: Im Fall mechanischer Ahn-

lichkeit gilt fiir alle paarweise einander zugeordne-

ten Mittelkrifte, die sich auf entsprechende Kérper

oder entsprechend abgegrenzte Kérperteile heziehen
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ehenfalls dax atlgemeine Ahnlichkeitsgesetz, wie ex
inden Abschnitten 15 und 16 fitr die an entsprechenden
Massenteilehen wirkenden Krifte hewiesen worden
ist.

Die Richtigkeit der Ghi 21 ist nicht daran gebunden, dafl jeder der
Korper unveriinderliche Dichte hat. Die Dichte kann von Punkt zu Punkt
andere Werte annehimen:  doch mulk der MassenmalBstab ¢ des  Ab-
schnittes 7 eine feste Zah!l sein.

18. Andere Formen dexs allgemeinen Ahnliechkeits:
vesetzcs. In den vorhergehenden Abschnitten ist unter Voraussetzung
mechanisch dhnlicher Vorgiinge die Giiltigkeit der allgemeinen Ahnlich-
keitsgesetzes fiir alle Arten von Kriften bewiesen worden, so daB fiir zwei
beliebige Einzel- oder Mittelkrifte der Hauptausfithrung und des Modells
stets die heiden GIn. bestehen:

Wt |
Unter Benutzung der erweiterten MaBstabregel des \bschnitts 14 knnen
die Glu. 22 iihergetiihrt werden in:

K- «w@FV\, } . 2)
K=a'oltv,v,
oder in
K« Vv, V. 24)
K a”gfvaivy v | '
oder in
K. ogld }' ‘
! . 20)
kK ol ‘l- J
oder in
K o”@l3B | ' )
K a™olth |
oder in noch andere Formen., Es kommt nur daraud an. daf das Verhiltnis

o M

K/k - » auf den durch die Gl. 14 gegehenen Wert 2= , Fihrt; diesc

1
Forderung ist aber im Hinblick auf die MaBstabregel des Abschnitts 13

vei samtlichen vorstehenden Formen erfiillt. In den obigen Gleichunger
hedeuten I und 1. V, und v, oder V, und v, und B und b der Reibe nach
je zwei beliebige einander entsprechende Lingen. Geschwindigkeiten und

o

Reschlennigungen der Hauptausfithrung und des Modells.
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19. Das natiirliche Verfaohren zur Aufsuchung des
jeweils giiltigen Modellgesctzes. Der Weg zur Auffindung
des filr cine vorgelegte Ahnlichkeitsaufgabe geltenden Modellgesetizes ist
hereits in allgemeinen Ziigen angedeutet worden. Es erscheint angebracht,
hier an dieser Stelle das allgemeine Verfahren nach Festlegung der wich-

tigsten Grundbegriffe noch einmal kwrz im Zusammenhang zu erirtern.

Zuniichst ist vor Anstellung des im Abschnitt 2 erliuterten Modell-
versuchs mit groBer Sorgfalt zu priifen, ob die vorgelegte Aufgabe iiber-
haupt nach dem Ahnlichkeitsverfahren hehandelt werden kann und weiter,
ob sie sich streng oder nur niherungsweise fiigt. Zur Beantwortung dieser
iuBerst wichtigen Frage ist festzustellen, ob eine oder mehrere Kriiftearten
auf den vorgelegten, nach den Lehren der Ahnlichkeitsmechanik zu behan-
delnden FFall maBgebenden EinfluB ausiiben. Sind mehrere Arten physika-
lischer Krifte im Sinne des Abschnitts 11 beteiligt, so liegt nicht der ein-
fache Fall vor, und fiir die Priifung auf Ahnlichkeit kommen die Dar-
lezungen des Abschnitts 31 — je nach Art des Einzelfalles mit mehr oder
weniger Erfolg — zur Verwendung. Stehen dagegen die Bewegungen der
[Mauptausfiihrung und des Modells nur unter der Wirkung einer ecinzigen
Art physikalischer Krifte, so kann der Modellvorgang dem Hauptvorgang
mechanisch #hnlich nachgebildet werden und es ist nun zweitens das fiir
den Fall mafgebende Modellgesetz aufzusuchen. Dies ist im Teil I1 durch-
vefiihrt worden fiir folgende fiinf Arten physikalischer Krifte: Irdische
Schwerkriifte, allgemeine Schwerkriifte. innere Fliissigkeitsreibung. elasti-
sche Krifte und Kapillarkrifte.

Es sci hier daran erinnert. dal die im Abschnitt 11 wegen ihrer
Sonderstellung aufgefiihrten Kriifte keine physikalischen Kriifte sind und
daB sie daher, ohne cinen Einflu auf die Ermittlung des Modellgesetzes
auszuiiben, an den Bewegungsvorgiingen stets mitbeteiligt sein diirfen. Der
hesondere Fall, dafi diese letzteren Kriifte allein heschleunigt auftreten.
wird im Abschnitt 32 behandelt.

Das zur Erzielung mechanischer Ahnlichkeit einzuhaltende Modell-
vesetz kann aus verschiedenen Ansitzen gewonnen werden. In der tech-
nischen Mechanik ist es am natiirlichsten, in jedem Einzclfalle von den
Differentialgleichungen der Bewegung fiir den Haupt- und Modellvorgang
auszugehen und die einzelnen — Krifte darstellenden — Glieder derselben
s vergleichen. Man erhilt so zundchst aus den Triigheits- oder Masren-
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beschleunigungsgliedern das in Gleichung 14 aufgestellte allgeineine Ahn-
iichkeitsgesetz Newtons in Form einer Bedingungsgleichung zwischen den
GrundmaBstihen 1. 7, z:

LMo g A g A
x”}n—b B 5 1’}‘;._;:“'—’1._2~f1l').,l‘ ..... 27&)
und ferner eine zweite Gleichung:
,. K
S

in welcher K und k sich je nach Art der wirkenden physikalischen Kraft
durch einen physikalischen Beiwert, sowie durch mechanische Groflen, wie
L#nge, Zeiten, Geschwindigkeiten usw. ausdriicken lassen. wodurch schlieB-
lich eine zweite Bedingungsgleichung in der Form

A 2T b
entsteht. Aus GIn, 27a und 27 b geht dann durch Ausschaltung vou = das
gesuchte Modellgesetz in der Grundform

c=R@A, v25)

hervor. welches hei willkiirlich gewiihltem Lingenmafistab den zur Krrei-
chung mechanischer Ahnlichkeit einzuhaltenden ZeitmafBstab v zu bhe-
rechnen gestattet.

Sind so die GrundmaBstibe 4 und ¢ festgelegt, so ist auch sofort der
dritte GrundmaBstab * aus-27 a oder 27 b zu ermitteln. Ebenso kénnen jetzt.
nachdem 4. + und x bekannt sind, siimtliche Uhertragungsmalfstibe fir die
abgeleiteten Gréfen nach Mafigabe der Spalte 3 in dexr Zusammenstellung
des Ahschnitts 13 berechnet werden. Zum Beispiel erhdlt man als Ge-
schwindigkeitsmafistab *X = f‘ als BeschleunigungsmaBstab %:—3; usw.,
Beziehungen, welche gestatten. der Grundform «=F(4) des Modellgesetzes
verschiedene Gestalten zu geben, ohne dessen eigentlichen Inhalt zu beein-
flussen. Nihere Einzelheiten iiber dieses natiirliche Verfahren zur Auf-
stellung des jeweiligen Modellgesetzes und dessen Umformungen filr den
praktischen Bedarf sind im Teil 11 enthalten.

Im folgenden Abschnitt 20 werden noch andere Wege zur Ermittlung
des Modellgesetzes genannt, die manchmal schneller zum Ziele fithren
konnen als die oben geschilderten. Dennoch erscheint das hier erdrterte
‘Verfahren insofern als das zweckmiifigste, als es den Untersuchenden
zwingt, sich iiber die natiirlichen Ursachen der beiden #hnlichen Bewegungs-
vorginge. das sind die Krifte, volle Rechenschaft abzulegen. Es ist aber
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uicht nétig, die Ditferentialgleichungen der Bewegung voll hinzuschreiben;
denn es kommt nur auf die allgemeine Bauart der einzelnen Glieder dieser
Gleichungen an. Ist man in einzelnen Fillen angewiesen, von den
Momentengleichungen statt von den Kriiftegleichungen auszugehen, so ist
7. beachten, dafl der Vergleich der entsprechenden Glieder nicht auf # =on
dern auf das Verhiltnis zweier Momente, also auf 4 x, fithrt.

20. Andere Wege zur Aufsuchung der Modell
gesetze Es leuchtet ohne weiteres ein, daBl die im Abschnitt 7 ausge-
gprochene notwendige Bedingung der vollstindigen Ubereinstimmung der
Differentialgleichungen der Bewegung fiir zwei mechanisch &#hnlich zu
gestaltende Vorginge auch fiir alle analytischen Folgerungen gelten muB,
die aus den Differentialgleichungen der Bewegung gezogen werden, gleich-
giiltig ob die Form der neuen Beziehungen eine endliche oder differentielle
ist. Zieht man zum Vergleich, z. B. bei einer Stromungsaufgabe, eine
Snergiegleichung iiber den hydrodynamischen Druck heran, so 148t sie sich
— aufgestellt fiir die Hauptausfiihrung — nach dem Vorbilde des Beweis-
verfahrens im Abschnitt 7 zur vollen Ubereinstimmung mit der fiir das
Modell geltenden Energiegleichung bringen, sofern im iibrigen die Bedin-
gungen fiir den mechanisch ihnlichen Verlauf der heiden Vorgiinge erfiilit
sind. Durch den Vergleich der entsprechenden Glieder entstehen dann aus
den beiden Energiegleichungen genau dasselbe Modellgesetz und dieselben
anderen Ahnlichkeitsbeziehungen wie aus den Differentialgleichungen der
Bewegung. Einzelheiten der Durchfithrung sind hei Besprechung des durch
die Schwerkraft bedingten Ahnlichkeitsfalles zu finden.

In diesem Sinne kann die Herleitung des jeweils geltenden Modell-
gesetzes nuch aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten oder aus dem ein-
fachen Arbeitssatz oder aus dem Antriebssatz erfolgen; es kann hierzu ein
erstes Integral der Differentialgleichungen der Bewegungen v =1/(t) oder
ein zweites Integral x =f(t) usw. herangezogen werden. Alle Ansiitze
fithren auf das fir den vorgelegten Fall zu heachtende Modellgesetz
¢=TF (1) oder deren gleichwertige Nebenformen.

Wie die spiteren Untersuchungen des Teils 11 zeigen, kommen in
dem einzelnen Modellgesetz, sofern es noch allgemein fiir die betreffende
Krafteart gilt, zwei Eigenschaften der heiden sich &hnlich hewegenden
Massengruppen zum Ausdruck: erstens die durch die Massenheschleunigungs-
kraft in die Untersuchung eingehende Dichte der heiden Kérper und als
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zweite Eigenschaft diejenige, welche durch den besonderen ,,physikalischer
Beiwert* der fiir das Modellgesetz maBigebenden Kraft erklirt wird. Mit
Riicksicht hierauf wird man die Richtigkeit folgenden abgekiirzten Ver
fahrens fiir alle physikalischen Kriifte mit Ausnahme der allgemeinen
Schwere bestitigt finden: Die Anwendung der Mafistabregel des Ab-
schnitts 13 auf das Verhiltnis*) ,physikalischer Beiwert : Dichte™ fiilirt
unter der allgemeinen Annahme, daBl beide GroSen je fiir Hauptausfithrung
und Modell verschieden sind, sofort auf die gesuchte Modellregelz = F (2)
Auch dieser von Bader**) empfohlene abgekiirzte Ansatz wird spiiter bei
Behandlung der Einzelfille Beriicksichtigung finden. In der Tat kommi
es bei Aufsuchung des Modellgesetzes lediglich darauf an, die drei Grund
maBstibe 4,  und = festzulegen. Spielen nun wie in den einfachen Filler
der Ahnlichkeitsmechanik in die Vorginge nur zwei Eigenschaften der
beteiligten Stoffe, ausgedriickt durch die zwei entsprechenden Beiwerte
z. B. Dichte und Einheitsgewicht, hinein, so geniigen zwei Gleichungen zur
Bestimmung von ¢ und #, wenn 4 willkiirlich festgesetzt wird. Sind jedoch
drei Eigenschaften zu beriicksichtigen, z. B. auBler obigen noch die Zihig-
keit, so bestimmen drei Gleichungen die Werte von 4, 7. z, e¢in Fal). der
im Abschnitt 31 besonders behandelt wird.

Von diesem Standpunkte aus finden wir auch die in Abschnitt 11
erorterte Sonderstellung gewisser Krifte wie z. B. der Normalkrifte unzu-
sammendriickbarer Fliissigkeiten bestitigt: Jene Kriifte konnen nicht durch
einen physikalischen Beiwert erklirt werden, der die Aufstellung einer
besonderen Gleichung zwischen 4, = und x erméglichte, so daB sie auf die
Ahnlichkeitsansiitze und die daraus abzuleitenden Beziehungen keinen Ein-
fluB haben. Sie begriinden, wie wir schon friiher feststellten. kein beson-
deres Modellgesetz.

21, ,Unvollstindige* und ,angeniherte” mechani-
sche Ahnlichkeit. In den bisherigen Betrachtungen wurde mecha-
nische Ahnlichkeit der beiden Vergleichsvorginge in aller Strenge voraus-
gesetzt, die Ahnlichkeit sollte in jeder Beziehung vollkommen sein. Es
bestanden also fiir entsprechende Liingen, Zeiten und Kréfte je ein fester

*#) Im Fall des Wirkens der allgemeinen Schwere kommt das Produkt ,physika-
lischer Beiwert mal Dichte® in Betracht. Vergleiche die Ausfilhrungen am SchluB dex
Abschnitts 25,

#%) Bader, Einfuhrung in die Dynamik der Flugzeuge mit besonderer Beriicksichtigung
der mechanisehen Ahnlichkeit. Forschungsarheiten Heft 189 n. 190. Berlin 1916.
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Mafistab 4, 7, »; aullerdem war das Verhiltnis der Dichten entsprechender
Massen ebenfalls unverdnderlich und der Bertrandschen Bedingungs-
gleichung 4 ale Ausdruck des Newtonschen allgemeinen Ahnlichkeits-
gesetzes Geniige geleistet. Man kann aber hiiufig die Ergebnisse von
Modellversuchen mit Vorteil auch dann zur Losung praktischer Aufgahen
benutzen, wenn die Ahnlichkeit nicht in allen Teilen der beiden Vergleichs-
Ausfithrungen und -Vorginge gewahrt ist. Zur néheren Erlduterung diene
folgendes einfache Beispiel: Ein scheibenformiger Korper sei an dem Ende
eines eingespannten Stabes befestigt und fithre Verdrehungsschwingungen
aus. Von dieser Hauptausfiihrung denke man sich zunédchst ein in allen
Teilen drei mal so kleines Modell aus demselben Stoff hergestellt. Dessen

Schwingungszeit wird dann dreimal so klein ausfallen wie die der grollen
Ausfiihrung.

Der Zweck des Modellversuchs soll aber hier nur der Vergleich der
Bewegungsvorgiinge der beiden Scheiben sein; auf die Verdrehungserschei-
nungen des elastischen Stabes komme es gar nicht an. Dieses Ziel kann
auch durch ein geindertes Modell erreicht werden: Man ersetze den elasti-
schen Modellstab durch einen anderen, dessen Linge dreimal so grof}
wie die der Hauptausfiihrung ist und dessen Querschnittsfliche neunmal
so klein wie der des groBen Vorbildes ist. Der elastische Stoff sei der
gleiche. Auch in diesem verinderten Modell mit undhnlich ausgebildetem
elastischen Konstruktionsgliede bewegt sich die Scheibe mechanisch &hnlich
zu der der Hauptausfilhrung, indem sowohl ihre Wege wie ihre Zeiten
ebenfalls auf ein Drittel verkleinert sind, genau wie bei dem ersten Modell.
Die Differentialgleichungen der Bewegung lassen sich auch hier fiir die
beiden Scheiben zur Ubereinstimmung bringen.

Solche Vorginge, bei denen nicht die gesamte Anordnung die Ziige
mechanischer Ahnlichkeit aufweist, bei denen sich aber ein mafRgeblicher
Teil der Massen unter der Wirkung von Kriften, die in beiden Ausfithrungen
gleichwertig sind, mechanisch #hnlich bewegt. sollen als ,unvollstindig
mechanisch #hnlich* bezeichnet werden.

Die Abweichungen von vollstindiger mechanischer Ahnlichkeit
kénnen sehr weit getrieben werden, ohne daB die mathematische Uberein-
stimmung in der Form der Bewegungsgleichungen verloren geht. Schlie8-
lich kann man auch noch die mechanische oder physikalische Gleichartig-
keit der beiden Vorginge aufgeben und langt dann bei rein ,mathematischer
Khnlichkeit* an, bei der zwei Erscheinungen ganz verschiedener physika-
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lischer Art auf Grund iibereinstimmender Formen der Differential-
gleichungen mit Vorteil verglichen werden kénnen.

Wohl zu unterscheiden von der eben geschilderfen unvollstindigen
Ahnlichkeit ist die , angeniherte mechanische Ahnlichkeit, Letztere liegt
vor, wenn nicht nur eine physikalische Krifteart, sondern zwei oder mehr
an den Vergleichsvorgingen beteiligt sind. Uberwiegt dann der Einflufl
der einen Krifteart, so konnen meist die fiir diese allein giiltigen Ahnlich-
keitsbeziehungen in Modellversuchen ausgenutzt werden, doch ist dabei
unerliaBlich, die GroBe desjenigen Fehlers festzustellen oder abzuschitzen,
der in der Vernachlissigung der die mechanische Ahnlichkeit beeintrich-
tigenden storenden Nebeneinfliisse begriindet ist. Der Fall angendherter
mechanischer Ahnlichkeit liegt in der Regel bei den praktischen Anwen-
dungen vor und fiir diese besitzt er einen hohen Wert wegen der oft weit-
gehenden Anniherung, wenngleich die mechanische Ahnlichkeit nicht in
mathematischer Strenge besteht.

In den Teilen II und III werden die Modellgesetze und die Anwen-
dungsgebiete der vollstindigen einschlieflich der angendherten mechani-
schen Ahnlichkeiten behandelt; im Teil 1V schlieBen sich einige Fialle un-
vollstandiger mechanischer Ahnlichkeit an. Die ,statische” Ahnlichkeit,
welche die Festigkeitsbeziehungen geometrisch &hnlicher Kérper aufzu-
suchen hat, wird, als den Rahmen der Arbeit iiberschreitend, hier nicht in
den Bereich der Betrachtungen gezogen.

11. Die Modellgesetze,

99 Das Froudesche Modellgesetz fiir Bewegungen
unter der Wirkung der Schwerkraft. Die beiden Bewegungs-
vorginge der Hauptausfilhrung und des Modells sollen unter der Wirkung
der Schwerkraft mechanisch &hnl'ch verlaufen. Die Schwerkraft greife ala
einzige physikalische Kraft im Sinne des Abschnitts 11 an allen Massen-
teilchen der als unzusammendriickbar vorausgesetzten festen oder fliissigen
Koérper an. Stérende Nebenerscheinungen irgendwelcher Art sollen aus-
goschlossen sein. Die Normal- und Tangentialkrifte im Innern oder an
der Oberfliche fester Korper und die Normalkréfte an fliissizen Korpern
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tiben nach den Ausfihrungen des Abschnitts 11 keinen EinfluB auf das
Modellgesetz aus. Tangentialkrifte an den Teilchen fliissiger Korper sind
wegen des Ausschlusses der Ziihigkeif nicht vorhanden. Zu vergleichen
sind dann nur die Massenbeschleunigungkrifte MB und mb, kurz Trigheits-
krifte genannt, und die Schwerkrifte Q und q, wobei sich wie immer die
groBen und die eingeklammerten Buchstaben auf die Hauptausfiihrung, die
kieinen auf das Modell beziehen.

Die hier zu losende Aufgabe lautet: Es ist nach willkiirlicher Wahl
des Langenmafistabs 2 derjenige Zeitmafistab z zu berechnen, dessen An-
wendung mechanische Ahnlichkeit zwischen Haupt- und Modellvorgang

gewihrleistet., Bezeichnetx den Kraftemalstab, (¢) = ((’; und ¢ = ; dieDichten,

{1) und y die Einheitsgewichte der beiden Kérper, ferner () = g; und g = % die

entsprechenden Erdbeschleunigungen, so erhilt man die beiden Bestim-
mungsgleichungen 2742 und 27b

x=f(@4,17) und x=f,(4, 7)

gemil Abschnitt 19 durch folgende Ansﬁtze

_MB a
SMB (-.») I (e> S e (28)

und

g=Q_ WOVl _ () (29)
q yvol 7

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke fiir » entsteht:
v et er

und daher das Modellgesetz:

.............. 30
A) r-ll(h) (30)

eine Beziehung, mittels welcher der ZeitmaBstab ¢ aus dem Lingenmaf-
stab  berechnet werden kann und die wir nach dem Forderer dieses Teils
der Ahnlichkeitsmechanik das Froudesche Modellgesetz fiir
den ZeitmafBstab nennen wollen,

Sind T und t zwei entsprechende Zeiten, I und 1 zwei entsprechende
Lingen, so gilt weiter

B) Tit= ]/m) .......... L@

Da die Erdbeschleunigung bei den meisten Anwendungen praktisch als
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unverdnderlich anzusehen ist, so konnen Gleichungen A und B auch in der
Form geschrieben werden:
T = V Ao L. L 32

T:t:}/L:}/l. ............ (33)
Die letzte Beziehung, die wir als Froudes Modellgesetz fiir ent-
sprechende Zeiten bezeichnen wollen, lautet in Worten: Sollen an
der Erdoberfliche zwei Vorginge unter der alleinigen Wirkung der Schwer-
kraft mechanisch #hnlich verlaufen, so ist dafiir zu sorgen, daf das Ver-

und

hiltnis entsprechender Zeiten gleich der Wurzel aus dem Verhiltnis ent-
sprechender linearer Grofien ist.

Fiir die allgemeine Darstellung der Modellgesetze ist es nicht zweck-
mibig, die beiden Erdbeschleunigungen im Zihler und Nenner der Gl A
wegzuheben; man wiirde sich sonst eines besonderen Vorteils der Ahnlich-
keitsmechanik berauben, der bei der weiter unten erorterten dimensionslosen
Darstellung der Modellergebnisse im Abschnitt 24 noch eingehend zur
Sprache kommt.

Zwecks Aufsuchung des Geschwindigkeitsverhilinisses V/v ersetze
man 4/r in 1, 30 nach der MafBstabregel durch V/v und schreibe:

i (8 .
.;-_2 - g ..... C e e e 4.)4)
oder o1 ® \ ©
_ \8) g
T __—g— und -
Mithin wird:
C V: v:Vz%i=l/L(g):V1g ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ (85)

und mit Gleichsetzung der beiden Erdbeschleunigungen (g) und g, sowie
unter Einfiihrung entsprechender Rauminhalte B und v, z. B. der Wasser-
verdringungen, wird:

Vivet1d=VTv1=1B:Fo, . .. .. ... (36)

eine Beziehung, die das Froudesche Modellgesetz der ent-
sprechenden Geschwindigkeiten heilt und in Worten lautet:
Sollen an der Erdoberfliche zwei Vorginge unter der alleinigen Wirkung
der Schwerkraft mechanisch @hnlich verlaufen, so miissen sich entspre-
¢hende Geschwindigkeiten der Hauptausfiihrung und des Modells wie die
‘Wurzeln aus entsprechenden Lingen verhalten. Diese Form des Froudeschen
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Modellgesetzes ist ihrem Inhalte nach vollig gleichbedeutend mit den oben
gegebenen Formen A und B: Alle drei Gleichungen legen den zeitlichen
Verlauf des mechanisch #hnlich nachzubildenden Modellvorgangs in Abhiin-
gigkeit von den linearen Verhiltnissen fest. Ist z. B. z =1 erfiillt, so
befolgen die Geschwindigkeiten ohne weiteres die zuletzt in Gl. 36 gefor-
derte GesetzmiiBigkeit und umgekehrt.

Fiir das Beispiel der im Wasser bewegten Platte kommen die Froude-
schen Modellgesetze in Betracht, solange die Schwerkraft allein maB-
gebenden EinfluBl auf die Ahnlichkeitsbewegungen hat. Als wesentlich fiir
das Verstindnis des Vergleichs der beiden Vorgiinge ist wohl zu beachten,
dal das Froudesche Gesetz der entsprechenden Geschwindigkeiten nicht
allein fiir die beiden Platten der Hauptausfilhrung und des Modells, sondern.
wenn beide Vorgiinge wirklich mechanisch @hnlich verlaufen, gleicherweise
anch fiir alle einander entsprechenden Massenteilchen der heiden Fliissig-
keiten erfiillt ist.

Weiter ergibt sich fiir das Verhiiltnis entsprechender Beschleu-
nigungen folgendes: Nach der Malstabregel ist B/b=4/¢% so daBl die Gl. 34

o ®
2 g
in die Gleichung:
B_ (¢ .
D b= g 37)
ithergeht. aus welcher mit (g) = g die Beziehung
lg =1 oder B=b=unv. . . . .. .. . .. (38)

iervorgeht. Die letzte Gleichung stellt das Froudesche Modell-
gesetzfiirentsprechende Beschleunigungen dar und lautet
in Worten: Verlaufen an der Erdoberfliche zwei Vorginge unter der
alleinigen Wirkung der Schwerkraft mechanisch #hnlich, so sind entspre-
chende Beschleunigungen der Hauptausfihrung und des Modells gleich
grofd.

Das Modellgesetz C 1aBt sich noch auf eine andere wichtige Form
tringen: Man schreibe die Verhiltnisgleichung:

Ve:vi=L(g):lg
in der Form:
V2 v2

L—(g—.— . ]g o ([ PR R S

worin ¢ eine unbenannte GroSe ist, da Zihler wie Nenner der beiden Briiche

E
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benannte Grofien der gleichen MaBeinheit m?/sk® sind. ¢ soll im folgenden
als- ,Froudesche Zahl* bezeichnet werden. Die Gleichung E, die das
Froudesche Modellgesetz fiir dimensionslose Darstel-
lun g heiit, 1Bt sich so in Worte kleiden: Verlaufen an der Erdoberfliche
zwei Vorginge unter der alleinigen Wirkung der Schwerkraft mechanisch

- . vz v?
ahnlich, so ergeben die entsprechenden Ausdriicke RO und Iz in der Haupt-

ausfithrung und im Modell dieselbe Froudesche Zahl ¢,

Als dimensionslose Zahl ist ¢ von den angewandien MaBeinheiten
ginzlich unabhiingig, so daB sich bei Berechnung von ¢ — immer unter der
Voraussetzung mechanisch #hnlicher Vorginge — der gleiche Wert ergibt.
unabhéngig davon, ob die Léngen in Meter, in Zentimeter, in Zoll usw.
und ob die Zeiten in Sekunden, in Minuten, in Stunden oder in anderen Ein-
heiten gemessen werden.

Dies 148t sich auch so aussprechen: Das Kennzeichen dafiir, dal
Vorginge der hier behandelten Art — also solche unter der Wirkung der
Schwerkraft — mechanisch &hnlich verlaufen, ist die Ubereinstimmung der
Froudeschen Zahl ¢; nicht &hnliche Vorginge ergeben verschiedenes ¢
Gerade die Unbenanntheit der GroBe ¢ ermoglicht es, diese im Abschnitt 24
als unabhéngige Verinderliche bei der dimensionslosen Darstellung der
Modellergebnisse zu benutzen.

Wiirde man in der Gleichung E die Erdbeschleunigung (g) gegen g
weggehoben haben, so wiirden die verbleibenden Ausdriicke V*/L und v*N
keine unbenannten Zahlen und ihre Werte abhiingig vom Maflsystem sein.
Die spiiter erdrterten Vorteile einer dimensionslosen Behandlung mocha-
nisch #hnlicher Vorgiinge wiren mit diesen gekiirzten Ausdriicken nicht zu
erzielen.

Alle fiinf Modellgesetze A bis E haben bei verschiedener Form den-
selben Inhalt, insofern sie offen oder verdeckt eine Aussage iiber den Zeitmag-
stab darstellen, der zur Erzielung mechanischer Ahnlichkeit des Haupt- und
des Modellvorgangs nach erfolgter Wahl von 4 einzuhalten ist.

Fiir den KriftemafBstab » gilt nach Gl. 29

—(l) 3 ¢
x=- Moo )|
Diese Beziehung kann in der Form:
K:k=()L3:pB® ... .. .o {40 a)

geschrieben werden. In Worten heifit dies: Wenn zwei Vorginge, die unter
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der alleinigen Wirkung der Schwere verlaufen, mechanisch #hnlich sind,
verhalten sich je zwei entsprechende Krifte wie zwei entsprechende Pro-
dukte aus Einheitsgewicht und dritter Potenz einer linearen Grofle. Bei
iibereinstimmendem Einheitsgewicht der zu beschleunigenden Korper gehen
die letzten Gleichungen iiber in:

und in:

Kik=L3:B=%B:v . . ... ... . ... 42)
wenn 8 und b zwei entsprechende Rauminhalte, z. B. die Wasserverdrin-
gungen, sind. Gl. 42 sagt aus, daB sich unter den aufgestellten Voraus-
setzungen zwei entsprechende Kriite wie die dritten Potenzen entsprechender
linearer Groflen verhalten.

Werden entsprechende Leistungen von Hauptaustiihrung und Modell
mit E und e bezeichnet, so gilt nach der MaBstabregel des Abschnitts 15:

2
_ ") .
EMeVl--)—,—}.

hervorgeht. Als Ubertragungsmafistab fiir zwei Leistungen erhélt man
somit:

woraus mit Gl. 40 und Vjv=y

E_@ ;";'
e 4
oder i i
Ete=()L2:y12 . . . . . .. e 43

und bei tibereinstimmendem Einheitsgewicht der beschleunigien Korper:

ki

A 7 1

E:re=L2:12=B6:p6 . . . .. ... .. (43 a)
in Worten: Entsprechende Leistungen verhalten sich bei gleichem Einheits-
gowicht der beiden beschleunigten Massen wie die ; te Potenz entspre-
ehender linearer Grifen.

Handelt es sich, wie zumeist bei den praktischen Anwendungen des
Froudeschen Modellgesetzes, um die Nachahmung der Strémung einer un-
gusammendriickbaren Fliissigkeit mittels eines Modells wie z. B. bei der im
Wasser nahe der Oberfliche bewegten Platte, so kommt auch das Verhéltnis
der auf die Flicheneinheit bezogenen Driicke P und p der Hauptausfiihrung
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und des Modells in Betracht. Aus den Differentialgleichungen der Be-
wegung ist zu ersehen, dafl nicht die Driicke beschleunigend auf die Fliissig-
keitsteilchen wirken, sondern die Druckunterschiede an je zwei parallelen
Seitenflichen der Teilchen, also die Differentiale d P und dp. Fiir den
Ahnlichkeitsvergleich kommen die Krifte dP.dF und dp.df in Betracht,
worin dF und df zwei ensprechende Flichenelemente sind. Somit wird:

_dPdF _dP

*=gpdaf —dp ¥

und der Ubertragungsmalstab fiir die Druckunterschiede berechnet sich zu:

eine Gleichung, deren Richtigkeit ohne weiteres aus der Malstabregel er-
kannt wird, da die MaBeinheit von P und p kg/m? ist. Sie kann auch in
der endlichen Form:

—H = 2o 144 a)
oder mit » = (yi;y. A%

4 _ G, (45)

4p v

worin 4P und 4p entweder zwei entsprechende Druckunterschiede oder
wwei entsprechende Uberdriicke iiber die Atmosphire bedeuten. Denn offen-
sichtlich bildet ein gleichmdBiger, iiber die gesamte Fliissigkeit ausge-
dehnter Zusatzdruck im Hinblick auf die Unzusammendriickbarkeit der-
selben keine Beschleunigungsursache; und es ist daher zuliissig, den Aullen-
druck bei dem Modellvorgang beliebig, also nicht mechanisch &hnlich, son-
dern z. B. gleich dem des Hauptvorgangs zu wihlen. Gleichheit des Auflen-
drucks bei Haupt- und Modelvorgang hat allerdings mechanisch uniihnliche
absolute Fliissigkeitsdriicke, aber trotzdem — und das ist das Wesentliche —
mechanisch #hnliche Druckunterschiede und mechanisch i#hnliche Uber-
driicke iiber die Atmosphsire zur Folge.

Bei starren Korpern haben die Normal- und Tangentialspannungen
ebenfalls den durch die Gln. 45 und 46 gegebenen UbertragungsmaBstab.
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23. Andere Ableitungen des Froudeschen Modell-
gesetzes Das natiirliche Verfahren zur Aufsuchung des Modellgesetzes
besteht in dem Vergleichen der in den Bewegungsgleichungen auftretenden
Tragheitskrifte und physikalischen Krifte. Statt dieser konnen auch ent-
sprechende Glieder anderer die #hnlichen Vorgiinge beschreibender Glei-
chungen herangezogen werden.

Wiahlt man hierzu in dem Falle der in der Fliissigkeit bhewegten
Platte die Druckgleichung aus, so lautet sie fiir zwei entsprechende
Massenteilchen der Hauptausfiihrung und des Modells

P V2
HVZ+(7\+’27§)
I z+p~‘—v?.

oy g

2wei (sleichungen, in denen H und ‘h die Gesamtenergien zweier entspre:
chender Fliissigkeitsteilchen bezogen auf die Gewichtseinheit sowie Z und z
die zwei entsprechenden Hohenordinaten der Teilchen iiber einer ange-
nommenen wagerechten Bezugsebene sind. Man erhiilt aus dem Vergleich
zweier Glieder der obigen Gleichungen

7. Vg

7 (@
ader wenn Z:z gleich 2 und die Erdheschleunigungen einander gleich
gesetzt werden:

daher wie in Abschnitt 22:
Viv. ¥a=YL:yl.

Folgender Weg — mit Benutzung der Glieder des Arbeitssatzes —
it mit dem vorigen verwandt; er ist fiir jeden Ahnlichkeitsfall gangbar.
in dem allein die Schwerkraft bestimmend ist: Man hilde das Verhéltnis der
einander entsprechenden Glieder der Lageenergie und das der entspre-
chenden (lieder der Bewegungsenergie. Man erhilt dann:

Mgz _MV:2
mgz 2mv?
wder
B,V
g %
and mit Gleichsetzung von (g) und g wieder:
Viv=V2=YL:Vl.
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Ein einfacher und iiberzeugender Beweis des Froudeschen Modell-
gesetzes kann auch aus dem Vergleichder Beschleunigungen
zweier entsprechender Massenteilchen M und m erbracht werden. Da unter
den in Abschniti 22 aufgestellten Voraussetzungen die Trigheitskraft, die
Schwerkaft und die resultierende Oberflichenkraft an jedem einzelnen
Massenpunkte nach den Grundsiitzen der Dynamik ein geschlossenes Kréfte-
dreieck bilden, so gilt ein Gleiches fiir die Beschleunigungsgrofien. Das
heiBt: Die negativ genommene resultierende Beschleunigung b, die Erd-
beschleunigung g und die der resultierenden Oberflichenkraft entspre-
chende Beschleunigung ergehen fiir jeden Massenpunkt m des Modells ein
geschlossenes Beschleunigungsdreieck. Soll mechanische Ahnlichkeit be-
stehen, so mul das enisprechende Beschleunigungsdreieck fiir das
Massenteilchen M des Hauptvorgangs jenem fiir m des Modells #hnlich
sein. Da die eine Dreieckseite, die der Erdbeschleunigung, in beiden
TFallen gleich groB ist, so miissen auch die andern Seiten je iiber
einstimmen; es muf somit die resultierende Beschleunigung B der Haupt
ausfithrung gleich der entsprechenden b des Modells, also

B=b

sein. Bei mechnisch #hnlichen Vorgingen ist aber nach der Maflstabrege-

stets
A
B=Db o
Hieraus folgt weiter:
y) 21
{i y oder -3 'I =1
also
“V—;‘ - l = IA 1
V-r

Auch der im Abschnitt 20 besprochene abgekiirzte Ansatz soll hier
versucht werden. Er lautet: Die Anwendung der MafBstabregel auf das
Verhiltnis ,,physikalischer Beiwert geteilt durch Dichte* fiihrt sofort auf
das gesuchte Modellgesetz = = F(1). Die Eigenschaft der Schwere wird
im technischen Mafisystem durch das Einheitsgewicht ausgedriickt; der phy
sikalische Beiwert der Schwere ist also (r) und 7; die beiden Dichten

(62} 7

© P Daher lautet der ‘Ansatz mit den Angaben des

sind (g) = und ¢ =-
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Abschnitts 13 iiber die Ahnlichkeitshezichungen fiir Einheitsgewicht und
Dichte:

Gl _r ¥
(o) o =¢?
=
oder
)
(&) ;g‘;‘{

was sogleich, wie eben durchgefiihrt, das Froudesche Modellgesetz
Viv=yi=yL:yl
ergibt.

Weiter werde noch der eigenartige Beweis erwihnt, den Tullinger®)
tir das durch Gleichung 36 dargestellte Gesetz der entsprechenden Ge-
schwindigkeiten erbringt, welches erfiillt werden mu8, wenn die von Schiff
und Modell erzeugien Wellen #hnlich verlaufen sollen. Er stellt nach
lingeren analytischen Vorhereitungen die Differentialgleichungen der
relativ vom Schiff aus stationdir verlaufenden Stromlinien auf, fiir welche
er geometrische Ahnlichkeit in Hauptausfilhrung und Modell verlangt.
Diese Forderung fiihrt ihn schliefilich anf die Beziehung:

Z_Vg

z - (g) V¥
ein Ansatz, den wir im Abschnitt 23 ohne weiteres aus der Druckgleichung
ableiten konnten.

94 Dimensionslose Darstellung der Modellergeb-
nisse bei Giiltigkeit des Froudeschen Modellgesetzes.
Nach den Ausfilhrungen der Abschnitte 15—17 gilt bei Voraussetzung
mechanisch ahnlicher Vorginge fiir zwei beliebige entsprechende Krifte
K und k der Hauptausfiihrung und des Modells stets das allgemeine
Kriftegesetz des Newtonschen Ahnlichkeitsprinzips,
welches nach GIn. 18 und 20 die Form hat

K=ea(@FV: |
Keaofv: |

*) Tallinger, k. k. Schiffbau-Ingenieur, Beweis des Gesetzes der korrespondierenden
Geschwindigkeiten fiir die durch Wellenbild.ung entstehenden Schiffswiderstiinde, Mitt. aus
dem Geb. des Seewesens, Pola 1881, 8. 230.
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und wofiir auch geschriehen werden kann

K=¢(gL2V?

k=¢pl2v?
Hierin hedeuten (¢) und ¢ die entsprechenden Dichten der beiden beschleu-
nigten Massen, F und f zwei beliebige entsprechende Flichen, L und 1
zwei beliebige entsprechende lineare GroBen, V und v zwei beliebige ent-
sprechende Geschwindigkeiten und die Kennziffern ¢ und ¢ reine Zahlen-
werte.

Wirken nur Schwerkriifie auf die #hnlichen Vorginge bestimmend
ein, so kann das Froudesche Modellgesetz, z. B. in der Form E,
V2 v2

L "1g~*

herangezogen werden. Es gilt also: V*= ¢ L(g) und nach Gl. 48
R=¢(@L?.9L(g)=eg (o) (5) L}

Hieraus geht mits¢-={ und (p)(g)=(7)das Sondergesetzentspre-
chender Krafte fiir den durch die Schwerkraft he-
dingten Ahnlichkeitsfall

K={wL#)

A
hervor. In den Gln. 49 sind L und } zwei beliebige entsprechende lineare
GrdBen, () und r die beiden Einheitsgewichte und { ein Zahlenwert, die
.Kennziffer* des Sondergesetzes entsprechender Kriifte.

Ermittelt man durch ein Modellversuch den wahren Wert einer Kraft.
also die Grofle k in kg, so berechnet sich aus Gl. 47 die Kennziffer a des
allgemeinen Kriftegesetzes zu

Die entsprechende Kraft K der Hauptausfiihrung ist dann mit gleicher

Kennziffer e«

K=-a(@PV.
In diesen Gleichungen bedeuten F und f zwei beliebige entsprechende
Flichen, V und v zwei beliebige nach dem Froudeschen Modellgesetz ein-
ander entsprechende Geschwindigkeiten.

Unter Umstinden ist es zweckmiBiger, K nicht mittels des alige-
meinen Kriftegesetzes, sondern aus dem Sondergesetz der Krifte zu er-
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mitteln. Es kommt dann nicht o, sondern die zweite Kennziffer {in Betracht.
Nach Gl. 49 hat man:

und die entsprechende Kraft K der Hauptausfiihrung wird:

K={() 13
eine Beziehung, die dieselbe Anzahl kg wie die obige Gleichung K=«(g)FV?
liefert, sofern beim Modellversuch wieder das Gesetz der entsprechenden
Geschwindigkeiten befolgt wird.

Von dem gegenwiirtigen Standpunkte aus ist es leicht, die groflen
Vorteile der dimensionslosen Darstellung der Modellergebnisse zu erkennen.
In dem hier vorliegenden Fall, in welchem allein die Schwerkraft wirkt,
ist diese eigenartige Behandlung der Modellergebnisse so durchzufiibren:
Vorginge, welche mechanisch #hnlich verlaufen, haben nach Abschnitt 22

2 2
dieselbe Froudesche Zahl (p:llg — oder T‘;‘T) — und nach den eben an-
te]

gestellten Betrachtungen auch dieselbe Kennziffer { in dem Sondergesetz
der Krafte k=(y13. Jeder neue, unter verinderten zeitlichen und Ge-
schwindigkeitsbedingungen an dem Modell zustandekommende Vorgang
liefert ein neues ¢ und ein neues {, so daBl jedem Werto ¢ ein bestimmter
Wert { zugeordnet ist. Es besteht also eine Beziehung:

E="tlyy, - - - (52)
die wir das ,Zahlengesetz der betreffenden GroBe“ — hier der Kraft k
oder K — nennen wollen, und das durch Auftragung in einem rechtwink-
ligen Achsenkreuz als ,Kurve der Kennziffern [* oder ,Eigenschaftskurve'
am iibersichtlichsten zum Ausdruck gebracht wird. Jeder einzelne Modellver-

2
such liefert eine bestimmte Froudesche Zahl ¢ = lvT.; als Abszisse und eine be-

stimmte Kennziffer { = ;kp — ebenfalls eine reine Zahl — als Ordinate, ein

Wertepaar, das fiir alle mechanisch &hnlichen Vorgiinge, also auch fiir den
Hauptvorgang, unverénderlich ist. Der einzelne Punkt der Kurve {=f (¢
bestimmt in seinem Abszissenwert die GesetzmiiBigkeit zwischen den linearen
und den zeitlichen oder den Geschwindigkeitsverhéltnissen und in seinem Ordi-
natenwert die gemeinsame Kennziffer der einander entsprechenden Krifte
k=CyPund K={()L3 fiir alle mechanisch #hnlichen Ausfiihrungen, gleich-
giiltig welche Dichte die beschleunigten Korper haben.

Das oben geschilderte Verfahren bietet daher einen vorziiglichen Uber-
blick dariiber, welche Werte eine Grofle der Ahnlichkeitsmechanik bei dem
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verschiedenartigsten Wechsel der Bewegungsverhiltnisse und der Dichten
der beschleunigten Massen annehmen kann. Vor anderen Darstellungs-
arten kann es den besonderen Vorzug fiir sich in Anspruch nehmen, daf
es die Modellergebnisse als reine Zahlenwerte mafifrei — also in dimensions-
loser Form — fiir jedes MaBsystem sofort verwendbar zum Ausdruck bringt
und so jede Umrechnung bei Benutzung anderer MafBeinheiten erspart*).

Die ausgezeichneten Eigenschaften, welche der dimensionslosen Dar-
stellung zukommen, bleiben erhalten, wenn statt der Froudeschen Zahl ¢
die Zahlen Vy, 2 logp usw. als Abszissen und statt der Kennziffer{ die
Zahlen V:, ¢’ log fusw. als Ordinaten oder irgend eine andere algebraische
Form von ¢ und [ aufgetragen werden.

Zieht man es vor, die Krifte K und k in der Form 47 des allgemeinen
Kriftegesetzes zu schreiben, so ist aus den Modellversuchen mittels Gl. 50
eine Beziehung zwischen der Kennziffer « und der Froudeschen Zahl ¢,

e=F@). ... ... ... (63)
aufzustellen, welche, ebenso wie [ =1 (y) eine Abhiingigkeit zwischen zwei
unbenannten Zahlen ausspricht und daher dimensionslos dargestellt werden
kann. Bei auBerlich verinderter Form bietet « = F (y) dasselbe wie {=f (¢).

25. Das Thomsonsche Modellgesetz fiir Bewe-
gungen unter der Wirkung der allgemeinen Schwere.
Die Bewegungsvorginge der Hauptausfiihrung und des Modells sollen
unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Massenanziehung zustande-
kommen. Als Masse wird je eine unzusammendriickbare Fliissigkeit vor-
ausgesetzt. Zur Bildung des Ansatzes fiir das Modellgesetz sind somit zu
vergleichen die Trigheitskrifte MB und mb und die Anziehungskriifte

h}
K=() M Rl'\lll

anderliche der all:emeinen Massenanziehung ist.

. e My o —2_ Mo .
und k=a 7y Worin (a) =a=648.10" skikg die Unver

Man erhilt hierfiir den KriftemaBstab =:

_MR_ @M

mbu R* amm
und daraus
B_ M
h — ny RS

Bezeichnen (¢) und ¢ die entsprechenden Dichten der sich #hnlich bewe-

*) Giimbel, Uter eice internationale Sprache im Schilfbau, Zeitschrift Schiffbau
1912113, S. 413.
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genden Massen, so geht die letzte Gleichung mit M; = (¢) Vol und m, =g vol
und unter Benutzung der MafBstahregel des Abschnitts 13 iiber in:

A (@, 1
’:1’2'— e l; }'2 .
Das Modellgesetz lautet also:
2 Q.
e (54)
oder
1.4/1
eV LN (B4 a)
]@Ve

und bei Verwendung gleicher Dichten fiir Hauptausfiihrung und Modell:
t=1 oder T=¢t., ... ... ..... (54 b)
Dies heifit in Worten: Bewegen sich zwei unzusammendriickbare Fliissig-
keiten unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Schwere mechanisch
éhnlich, so verhallen sich entsprechende Zeiten — unabhingig von den
linearen Abmessungen — umgekehrt wie die Wurzeln aus den Dichten der
beiden Fliissigkeiten. Bei gleicher Dichte verlaufen die Vorginge voll-
kommen synchron. Die Gln. 54 sollen das Thomsonsche Modell-
gesetz genannt werden, da William Thomson in der Abhandlung , Dyna-
mical Problems regarding Elastic Spheroidal Shells and Spheroids of
Incompressible Liquid“, Phil. Trans. 1863 (Math. and Phys, Papers Bd. III
8. 384) — bei Untersuchung der Schwingungen von Fliissigkeitsmassen
iiberall gleicher Dichte unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Schwere —
diese GesetzmiiBigkeit nachweist.
Als Modellgesetz fiir entsprechende Geschwindig-
keiten erhilt man in diesem letzten Fall aus: V:v=47 mit r=1:
Veiv=Lel . ... 0 0 o (66)
In Worten: Die Geschwindigkeiten verhalten sich wie die linearen Ab-
messungen.
Der Kriftemafistab ist:
_ VB _ (0,4 2
- _nT b~ v A rz
und unter Verwendung des Modellgesetzes der Gl. 54

12 _Ap¢_ V4
)=

=== 0]

Bei gleicher Dichte wird mit r=1:
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Das Verhaltnis entsprechender Driicke P und p auf die Flicheneinheit ergibt

gich hieraus zu:

P x ,
P :-1—2:},2 .............. (b7Y

Der abgekiirzte Ansatz ist in diesem Falle, wie im Abschnitt 20 beson-
ders hervorgehoben wurde, in folgender Weise unter Benutzung der MaBstab-

regel durchzufiihren:
B oag
@@=ag -5

(W =n0

Diese Beziehung liefert sofort Gl. 54 und lehrt, daB bei einer dimensionslosen
Darstellung die unbenannte Zabl 5 = () (9) T* oder aet® in Betracht zu
ziehen wiére.

26. Das Reynoldssche Modellgesetz fiir Bewegungen
unter der Wirkung der Fliissigkeitsreibung Zwei unzu-
sammendriickbare Fliissigkeiten sollen sich unter der alleinigen Wirkung
innerer Reibungskrifte mechanisch #hnlich bewegen. Storende Nebenerschei-
nungen irgend welcher Art sollen ausgeschlossen sein. Die Normalkrifte im
Innern oder an der Oberfliche der beiden Fliissigkeiten iiben nach Ab-
schnitt 11 keinen EinfluB auf das zu suchende Modellgesetz aus. Die zu
losende Aufgabe lautet: Es ist nach willkiirlicher Wah]l des Léngenmaf-
stabs 4 derjenige ZeitmaBstab = zu berechnen, dessen Anwendung beim
Modellversuch die mechanische Ahnlichkeit des Haupt- und Modellvorgangs
gewiihrleistet. ,

Die vollstindigen Differentialgleichungen anzuschreiben, ist nicht er-
forderlich; es geniigt vielmehr, die Trégheitskrifte MB und mb sowie die
Reibungskrifte K und k zu vergleichen und ihre Verhéltnisse einander gleich
zu sefzen.

Die inneren Reibungskrifte an entsprechenden Flichen F und f eines
Fliissigkeitsteilchens sind: K= (3) ia)"l\\; F und k :'l% f.  Darin bedeuten
(7) und ¢ die technischen Zihigkeitsbeiwerte der beiden Fliissigkeiten, im
technischen MaBsystem in kg sk/m? zu messen, {erner —?I—l‘i und ~—:—Z— die Ande-

rungsgrade der Geschwindigkeit bei Fortschreiten in Richtung der Flichen-
A%
normalen N und n.  (y) ﬁ' und 9 g‘; sind die durch die Zahigkeit hervor-

gerufenen Schubspannungen an den Flichen F und f.
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Bezeichnet * den Kriiftemafistab, ferner (¢) und e die Dichten, so er-
hélt man die beiden Bestimmungsgleichungen 27 a und 27b, also
x=f(@4,7) und »=£(@4,1),
gemif Abschnitt 19 durch folgende Ansiitze:
SMB_@ud_(0 4

mb - e T g e (68
und v
A
K _DnT o, ma _
R=r == — = (59)
Q)L £ L Tl
on
Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke fiir = entsteht:
o 2 _@#
n T 9 2
oder
=22 /e

[0
Beim Zusammenwirken von Trigheit und Iliissigkeitsreibung emp-
fiehlt es sich, das Verhiltnis ,technischer Zihigkeitsbeiwert : Dichte” nach
dem Vorschlage von Maxwell als maBigebende Grofie einzufithren. Dies Ver-
hiltnis, welches als ,,dynamisches Z#higkeitsmaf“ (») und » fiir Hauptaus-
filhrung und Modell bezeichnet und bei technischen Untersuchungen in m*/sk
gemessen wird, ist somit:

(ﬁ~-” wnd =T (60)
Dies in die obige Gleichung fiir v eingesetzt, ergibt:
A) z:pgp R (1) )

eine Beziehung, mittels welcher der ZeitmaBstab + aus dem LingenmaBstab 2
herechnet werden kann und dic nach dem Forderer dieses Teils der Ahnlich-
keitsmechanik das Reynoldssche Modellgesetz fiir den Zeit-
mafstab genannt werden soll.

Sind T und t zwei entsprechende Zeiten und L und 1 zwei entsprechende
Lingen, so gilt:

12 l’
B L A A
) OR

eine Gleichung, die als Reynoldssches Modellgesetz fiir ent-
sprechende Zeiten bezeichnet werden soll. Fiir den Fall gleicher
Fliissigkeiten im Haupt- und Modellvorgang vereinfacht es sich zu:
Tit=L2:12. . . .. ... ... ... (63)
In Worten lautet das Reynoldssche Modellgesetz der Gln. 62 und 63: Sollen
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zwei Stromungsvorgéinge in unzusammendriickbaren Fliissigkeiten unfer der
alleinigen Wirkung der inneren Reibung mechanisch &hnlich verlaufen, so
miissen sich entsprechende Zeiten wie die Quadrate entsprechender linearer
Abmessungen und umgekehrt wie die dynamischen ZghigkeitsmaBe der beiden
Fliissigkeiten verhalten.

Zwecks Aufsuchung des Geschwindigkeitsverhiltnisses schreibe man
Gl. 61 in der Form:

oder

oder

Bei Gleichheit der beiden Fliissigkeiten vereinfacht sich dies zu:

V:v:%:%. ............ (65)

Gln. 64 und 65 sprechen das Reynoldsche Modellgesetz fiir
entsprechende Geschwindigkeiten aus und lauten in Worten:
Sollen in unzusammendriickbaren Tliissigkeiten zwei Stromungsvorginge
unter alleiniger Wirkung der inneren Reibung mechanisch éhnlich verlaufen,
so miissen entsprechende Geschwindigkeiten im umgekehrten Verhéltnis ent-
sprechender linearer Abmessungen und im geraden Verhiiltnis der dynami-
schen ZshigkeitsmaBe der beiden Fliissigkeiten stehen.

Weiter lafit sich aus Gl. 61 das Modellgesetz fiilr entspre-
chende Beschleunigungen ableiten. Man schreibe

2 v
-T_‘ T W = 1
oder mit B:b=4/2?
D) B2:b2= —(,;z -t§ ............. (66)
Das Modellgesetz C laft sich noch auf folgende wichtige Form bringen:
VL _ vl _ .
E) ) Ty I 67)

worin i eine unbenannte Grofle ist, da Zahler und Nenner die gleiche Mafi-
einheit m?sk haben. ¥ wird nach dem Entdecker dieser Beziehung als
~Reynoldssche Zahl* bezeichnet. Die Gleichung E, die das Reynolds-
sche Modellgesetz fiir dimensionslose Darstellung ge-
nannt werden soll, 1i8t sich so in Worte kleiden: Verlaufen zwei Bewegungs-
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vorginge in unzusammendriickbaren Fliissigkeiten unter alleiniger Wirkung
der inneren Reibung mechanisch #hnlich, so ergeben die entsprechenden Aus-

driicke \(]V)L und \;1 in der Hauptausfiihrung und im Modell dieselbe Rey-

noldssche Zahl ¢. Als dimensionslose Zahl ist ¥ von den angewandten Maf-
einheiten unabhiingig, so dal sich bei Berechnung von ¢ — immer unter der
Voraussetzung mechanisch iihnlicher Vorginge — in verschicdenen Mal-
systemen der gleiche Wert ergibt. Das Kennzeichen dafiir, dal Stromungs-
vorgiinge der hier behandelten Art mechanisch #hnlich verlaufen, ist somit
die Ubereinstimmung der Reynoldsschen Zahl i ; nicht dhnliche Vorginge
ergeben verschiedenes y.

Alle fiinf Modellgesetze A bis E haben bei verschiedener Form den-
selben Inhalt, insofern sie offen oder verdeckt eine Aussage iiber den Zeit-
malstab z darstellen, der bei mechanischer Ahnlichkeit des Haupt- und Modell-

vorgangs einzuhalten ist.
Tiir den KriftemafBistab # war oben in GIl. 59
( 2
R
1] T
ermittelt worden. Dies 1i6t sich auf Grund der Mafistabregel und des Modell-
gesctzes E in der Form schreiben:
. o -
w= VL o) @0 _ (e (68)
7 vl v eV 7'le
Dies heilit in Worten: Je zwei entsprechende Krifte stchen unter den vor-

liegenden Umsténden im geraden Verhiltnis der Quadrate der technischen
Zihigkeitsheiweite und im umgekherten Verhiltnis der Dichten der beiden
Fliissigkeiten. Bei Gleichheit der Fliissigkeiten wird x =1, d. h. die Kréifte
an der Hauptausfiihrung und am Modell sind je gleich grof.

Uber das Verhiltnis entsprechender auf die Flicheneinheit bezogener
Driicke P und p der Hauptausfithrung und des Modells gilt folgendes: Be-
schleunigend auf die Fliissigkeitsteilchen wirken die Kriafte dP.dF und
dp.df, wenn dF und df zwei entsprechende Flichenelemente und dP und dp
je die Druckunterschiede an zwei gegeniiberliegenden Flichen der recht-
winkligen Teilchen sind. Alsdann gilt:

x = M_F_: dp 22
dp df ~ dp
oder
dP _ x
dp 2
oder in der endlichen Form und unter Benutzung von Gl. 59
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4P = (1 _(pV/L

H_?:Tr— AV (69}
woraus bei Gleichheit der beiden Fliissigkeiten
2

4P _1_t_ B

4p - T 12
entsteht. Hierin bedeuten « P und o p entweder zwei entsprechende endliche
Druckunterschiede oder zwei entsprechende Uberdriicke iiber die Driicke des
ungestorten Zustandes. Die absoluten Driicke brauchen, ganz wie im Falle
des Abschnitts 22, nicht mechanisch #hnlich zu sein.

Fiir die Unterschiede und die Absolutwerte der tangentialen Zihig-
keitsspannungen gelten ebenfalls die UbertragungsmafBstibe der Gln. 69
und 70.

Mittels des abgekiirzten Ansatzes nach Abschnitt 20 und auf Grund
der Mafistabregel des Abschnitts 13 erhilt man die Gleichung:

X7
physikal. Beiwert _ () _ g4 2 _ q 2
Dichte T o) e %t o T

14

und daraus sofort das Reynoldssche Modellgesetz fiir den Zeitmafistah:
=2 " _p¥
T e "W
in Ubereinstimmung mit Gl. 61.

27. Dimensionslose Darstellung der Modellergeb-
nissebeiGiiltigkeitdes Reynoldsschen Modellgesetzes.
Die Ausfithrungen des Abschnitts 24, in welchen die Schwerkraft als maB-
gebend fiir das Modellgesetz vorausgesetzt wurde, lassen sich sinngemif auf
die mechanisch #hnlichen Bewegungsvorgiinge ziiher, unzusammendriickbarer
Fliissigkeiten iibertragen. Unter Benuizung der dort erlduterten Bezeich-
nungen gilt zunichst das allgemeine Kriftegesetz des Newtonschen Ahnlich-
keitsprinzips:

K=a(@FV? ) s
E S D
k=apfv: | A
oder auch
K=¢(@L2V2 ) -
k=¢gl2v? J )

worin die Kennziffern ¢ und & reine Zahlenwerte sind.
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Wirken nur innere Reibungskriifte auf mechanisch #hnliche Vorgiinge
bestimmend ein, so kann das Reynoldssche Modellgesetz, z. B. in der Form E,
VL _~vl_
v v
herangezogen werden. ILs ist also V2ZL2=y?(»)? und vZI2=y?s%
Aus Gl 72 entsteht dann:
K =¢(g) y? (v
und mit ey’ ={ das Sondergesetz entsprechender Kréafte
fiir den durch die inneren Reibungskrifte bedingten
Ahnlichkeitsfall:
K:UW’P}, N ¢ )
k={g»
hervor, worin (¢) und ¢ die Dichten, ») und v die dynamischen Z#higkeits-
malle und { ein reiner Zahlenwert, dic ,Kennziffer” des Sondergesetzes
entsprechender Kriifte, ist.
Die Kennziffern e« und { sind aus den Bezichungen:

und

zu berechnen, wobei der wahre Wert von k aus einem Modellversuch er-
mittelt wird.

Alle weiteren Einzelheiten sind sinngemifl aus Abschniit 24 zu iiber-
nehmen; auch die dimensionslose Darstellung der Modellergebnisse ist nach
den dortigen Angaben — jedoch unter Beachtung des Reynoldsschen Mo-
dellgesetzes — durchzufithren. Man erhiilt hier, fiir dhnliche Bewegungsvor-
ginge mit Fliissigkeitsreibung, eine Beziehung

C=fly), . . .. .. . (76)
»das Zahlengesetz der in Betracht kommenden Grofie”, also hier der Kraft k
oder K. In diesem Gesetz ist die unabhingige Veriinderliche v die Rey-
noldssche Zahl und { die Kennziffer des Sondergesetzes der Krifte. Die
Auftragung in einem rechtwinkligen Achsenkreuz ergibt wieder die iiber-
sichtliche , Kurve der Kennziffern {“ oder ,Eigenschaftskurve*.

Jeder einzelne Modellversuch liefert eine bestimmte Reynoldssche Zahl

Y= »‘;I als Abszisse und eine bestimmte Kennziffer {= Qé‘, — ebenfalls eine

reine Zahl — als Ordinate, ein Wertepaar, das fiir alle einander mechanisch
ghnliche Vorginge, also auch fiir den Hauptvorgang, unverinderlich ist.
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Die so gegebene Kurve bietet einen vorziiglichen Uberblick iiber die
Kennziffern { der betreffenden Vorginge und ist giiltig fiir alle Arten ziher
Fliissigkeiten und unabhangig von der Wahl des Mafisystems. Es ist sonach
moglich, die Ergebnisse von Modellmessungen, die im Wasser vorgenommen
werden, ohne weiteres auf die Vorgiinge in anderen Fliissigkeiten oder in
Luft, von deren Zusammendriickbarkeit man hiufig absehen kann, zu iiber-
tragen, sofern der betreffende Fall den Forderungen Reynoldsscher Ahnlich-
keit geniigt.

Blasius®) weist darauf hin, dafl es vorteilhaft erscheint, Modellver-
suche fiir Luft (z. B. fiir Luftschiffe) in Wasser vorzunehmen. Denn sind
die Abmessungen des Modells gleich ein Zehntel der Wirklichkeit gewihlt, so
ist bei Verwendung gleicher Fliissigkeit vl = V L zu machen, also die Mo-
dellgeschwindigkeit v = V.L/l = 10V, d. i. gleich der zehnfachen der in
Wirklichkeit vorhandenen Geschwindigkeit zu bemessen; wihrend bei Ver-
wendung von Wasser an Stelle Luft der gleiche Wert von ¢ schon bei magi-
gen Geschwindigkeiten erreicht wird, da v fiir Wasser nur */,, bis !/;, von dem
fiir Luft ist. Als Fliissigkeiten mit noch geringerem » nennt er fiir Modell-
versuche mit Zihigkeitserscheinungen: Quecksilber, Schwefelkohlenstoff,
Ather, Methylalkohol.

Zieht man es vor, die Modellkraft in der Form des allgemeinen Ahn-
lichkeitsgesetzes, also k =a¢ fv? zu schreiben, so hat man an Stelle von
{=f(y) eine Beziehung zwischen der Kennziffer @ und der Reynoldsschen
Zahl y, also: e=TF(y) . S (77)
zu setzen, die eine entsprechende Darstellung und Verwendung wie &= (y)
gestattet, ohne jedoch inhaltlich etwas Neues zu bieten.

28. Das Cauchysche Modellgesetz fiir Bewegungs-
vorginge unter der Wirkung elastischer Kriafte. Die Un-
tersuchungen gelten fiir geometrisch ihnliche, homogene Korper, die sich
nach allen Richtungen gleichartig verhalten. ¥s wird vorausgesetzt, daB nur
»elastische Krifte wirken, das sind solche, welche in gleichem Verhiltnis
wie die durch sie erzeugten Forminderungen stehen. Andere physikalische
Krifte sollen ausgeschlossen sein. Bei sehr schnellen Schwingungsvorgingen
miissen in einzelnen Féllen noch Verbesserungsglieder**)in den Differential-

gleichungen der Bewegung in Betracht gezogen werden.

*) Blasius, Mitteilungen iiber Fonschungsarbeiten des Vereins deutscher Ingenicure,
Heft 131, S. 8.
**) Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizitit 1907, § 277 u. 1.
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Die Bezeichnungen sind die der friiheren Abschnitte. Das gemeinsame
Merkmal der unter a bis h entwickelten Modellgesetze besteht darin, daf ent-
sprechende Zeiten in dem gleichen Verhiltnis wie entsprechende lineare Ab-
messungen von Hauptausfiihrung und Modell stehen. Diese GesetzmiBigkeit
soll nach Absatz d als das Cauchysche Modellgesetz bezeichnet
werden.

a) Dehnungsschwingungen im Innern von Dréahten,
Seilen und Staben. Die elastischen Krifte in Hauptausfiihrung und
Modell sind K= (o) F und k=0 f, worin (o) und ¢ die Normalspannungen be-
zeichmen. Nach Hookes Gesetz ist, wenn E und e die entsprechenden Ela-
stizititsmoduln sind und (¢) und & die fiir dhnliche Vorgénge gleich grofe
Dehnung ist:

(6)=(e)E und o=¢e
und daher:
K=@EEF und k=sef. . ... ... ... (78)

Aus dem Vergleich der Trigheits- und elastischen Krifte entspringt:

MB _ (9EF _E

mb ~ sef e
oder
@ 534 _E
0 4 2 e ax
woraus, wenn
E e \
== d R e T T 79
W)= umd v=7 @)

als ,,dynamische ElastizititsmaRe" der beiden Korper bezeichnet werden —
zu messen in m2/sk? — folgende Modellgesetze hervorgehen:

A) e=1 ]/(:)

B) T:t:v%;vl,;

C) Viv=V0O):Vy e (80)
D) Brh=.7

E) X; =Y — y=unv. Zahl.

Die Geschwindigkeiten, z. B. der Fortpflanzung der Erscheinungen,
verhalten sich somit wie die Wurzeln aus den dynamischen ElastizititsmaBen
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und sind unabhiéingig von den linearen Abmessungen. Fiir den Fall gleicher

Stoffe bei beiden Korpern wird V = v, und das Modellgesetz der Zeiten lautet:
T:t=L:L........... . (80a)

In Worten: Entsprechende Zeiten verhalten sich wie entsprechende lineare Ab-
messungen.

Der Kriftemalistab » wird aus dem Verhiltnis der entsprechenden
Kriifte mittels Gl. 78 ermittelt zu:

x:QLEFf:p% ........... (80b)

oder bei gleichem Stoff zu:
=AM ... L.o (80 c)

Als unabhiingige Veriinderliche wire bei dimensionsloser Darstellung

unter Benutzung der Form E die Zahl x :jf;"_ oder auch % zu wihlen.
|/ v

b) Dehnungsschwingungen in unbegrenzten festen
Kérpern. Die Elastizititslehre zeigt, daB das elastische Verhalten homo-
gener, nach allen Richtungen gleichartiger Stoffe durch zwei der drei Fest-
werte: Elastizititsmodul, Schubmodul und Poissonsche Verhiltnisziffer

1 .
(m)

gleichungen der Dehnungssehwingungen in unbegrenzten Korpern fithren aui

und ,nl], der Querzusammenziehung bestimmt wird. Die Differential-

Modellgesetze derselben Form wie oben unter a, wenn die beiden Vergleichs-

1

kérper aus gleichem Stoff bestehen, also E (¢) = e/e und @ " m ist. Es gilt

hier also das Modellgesetz V = v, d. h.: Die Geschwindigkeiten, z. B. der Aus-
breitung von Dehnungsschwingungen, sind unabhéingig von linearen Grofien.
z. B. von den Wellenlingen; Dehnungswellen pflanzen sich mit unveréinder-
licher Geschwindigkeit in einem unbegrenzten Stoffe fort. Eine andere Form
dieses Modellgesetzes ist:

T:t=L:1

Es stehen also entsprechende Zeiten in dem gleichen Verhiltnis wie entspre-
chende lineare Abmessungen.

Bei verschiedenen Stoffen in beiden Anordnungen treten in den Bewe-
gungsgleichungen hier die drei Grofen: Elastizititsmodul, Poissonsche Ver-
hiltnisziffer und Dichte auf, und die Ahnlichkeitsverhiltnisse miissen einer
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besonderen Priifung unterzogen werden. Man findet auch hier dieselbe Ge-
setzmifligkeit wie unter a, doch ist jetzt fiir (») und » zu setzen:

E 1-— —(l)— 1 1
() = - m und y=2 % @8
LAt [y R (e[ ¥

Dehnungswellen dieser Art breiten sich in Kugelform aus.

¢) Biegungsschwingungen stabférmiger Korper.
Die einzelnen Teilchen stehen unter Wirkung elastischer Krifte (@) dF und
a df. Aus dem Vergleich der Trigheits- und der elastischen Krifte folgen
wieder die gleichen Modellgesetze wie unter a, so dall z. B. der Satz gilt:
Die Schwingungsdauer #hnlicher stabformiger Korper gleichen Stoffes
wachst im Verhiltnis der linearen Abmessungen, die Schwingungszahl also
im umgekehrten Verhiltnis.

d) Biegungsvorgéinge in Platten, GefdiBen und an-
deren Korpern. Fiir geometrisch dihnliche Platten und Gefile desselben
Stoffes hat Cauchy 1829 in einer der Pariser Akademie der Wissenschaften
eingereichten Abhandlung folgende Verallgemeinerung eines von Savart
1825 aufgesteliten Gesetzes abgeleitet**): ,,Wenn wir die Héhe des von einem
Kérper, einer Platte oder einem elastischen Stab ausgehenden Tones durch
die Anzahl der in der Zeiteinheit hervorgebrachten Schwingungen messen, so
steht die Hohe im umgekehrten Verhiiltnis wie die linearen Abmessungen des
Kérpers, der Platte oder des Stabes, vorausgesetzt, dall seine simtlichen Ab-
messungen in einem gegebenen Verhiltnis geiindert werden. Entsprechende
Zeiten stchen also im geraden Verhiilinis der linearen Abmessungen, und die
Modellgesetze sind die gleichen wie unter a, b, c.

Ob fiir geometrisch dhnliche Korper, deren Stoffe verschieden sind, ein-
fache Ahnlichkeitsbezichungen gelten, bedarf einer besonderen Priifung.

e) Lingsschwingungen in unbecgrenzten elasti-
schen Flissigkeiten Vermoge der Volumelastizitit einer Fliissig-
keit breitet sich eine ortliche Zusammendriickung in ihr als Welle in Kugel-
anordnung aus. Auf die einzelnen Teilchen der beiden mechanisch dhnlichen
Vorginge wirken dabei die entsprechenden Druckkrifte K=PF und k=pf

*) Riecke, Lehrbuch der Physik, 1. Bd., 1912, S. 255 u. 259.

**) Routh, Dynamik, deutsch von Schepp, 1. Bd. 1898, S. 331. Hier ist der Cauchysche
Beweis in gckiirzter Form wiedergegeben
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Fiir die Driicke P und p gelten die Gleichungen:

_~ 4Vol
P=Cr
_ 4ol

=c¢
vol

worin C und ¢ die Volum-Elastizititsmoduln der beiden Korper, gemessen in
kg/m?, sind. Aus dem Vergleich der Trigheits- und der Druckkrifte ergibt
sich der Kriftemafistab K zu:

4 Vol
M _Cwa ¥
*=Tmb _ 4vol
c
vol

oder da « Vol/Vol und 4 vol/vol bei mechanisch dhnlichen Vorgingen gleiche
Zahlen sind:

@ ;34 _C,
0 2 ¢
also
c'e
=AY <
‘ VC(Q)I
oder S e e e e e e (82)
Y S
=445 [

worin (») = C,(¢) und »=c/p die ,,dynamischen Kompressionsmafie* der beiden
Fliissigkeiten — zu messen in m?sk® — sind. Die duflere Form der Modell-
gesetze ist also die gleiche wie unter a, und es gelten daher sinngemifl die
entsprechenden Beziehungen.

f) Schiebungsschwingungen in unbegrenzten ela-
stisch festen Kérpern. Aufler den unter b behandelten Dehnungs-
schwingungen kommen in unbegrenztén festen Korpern noch Querschwin-
gungen auf Grund der Schubelastizitit zustande. Die Voraussetzungen sind
die gleichen wie frither. Die in Hauptausfiihrung und Modell auftretenden
Schubkrifte sind K=()d F und k=+df, worin (+) und 7 hier nicht den
ZeitmaBstab, sondern Schubspannungen bedeuten. Nach dem Hookeschen
Elastizititsgesetz ist, wenn (¥) und » die bei mechanisch #hnlichen Vorgin-
gen gleich grofien Schiebungswinkel in BogenmaB, und G und g die ent-
sprechenden Schubmoduln der heiden Stoffe sind: (r)=(r) G und =y g und

daher:
K= GdF und k=rgdf ......... (83)



— 50 —

Aus dem Vergleich der Triigheits- und Schubkrifte erhilt man fiir den

KriftemalBstab:
,_MB_(nGdF

" mb~ ygdf
oder mit (y) =y
© gt _Go
e g
Fithrt man
(v):(—(:) und v:%‘ e e e e e e e (84)

.als ,,dynamische Schiebungsmafie“ der beiden Korper — zu messen in m?jsk’
— ein, so entstehen wieder dieselben Formen der Modellgesetze wie unter a,
jedoch mit dem Unterschiede, daB an Stelle von E und e die Schubmoduln G
und g treten und die Schicbungswellen sich wie die Wellen unter b und e in
Kugelanordnung ausbreiten.

g) Verdrehungsschwingungen stabféormiger Kor-
per. Zu vergleichen sind wie unter f die Schubkriifte und die Trigheits-
kréifte der Hauptausfiihrung und des Modells. Es gelten daher hier die
gleichen Ansiitze wie dort; doch entfiillt eine Ausbreitung der Erscheinungen
in Kugelform. Das Modellgesetz fiir den Zeitmaflistab lautet also wieder:

— N
e=h V(v)
und das fiir entsprechende Zeiten:
L 1
Tit=-jrcr—
Viv)
-oder bei gleichem Stoff:
T:t=L:1,

also in Worten wieder: Die Schwingungszeiten stehen bei mechanisch #hn-
lichen Vorgiingen im geraden Verhiiltnis der linearen Abmessungen, die

Schwingungszahlen somit im umgekehrten.

h) Zusammengesctzte Festigkeitsvorgidnge in Kor-
pern gleichen Stoffes. Im allgemeinsten Beanspruchungsfalle
werden die elastischen Kréfte der beiden mechanisch éhnlichen Vorginge der
Hauptausfithrung und des Modells aus Dehnungskriiften (¢) F, o f und
Schiebungskriften (r) F, v f gebildet, worin (), ¢ entsprechende Normal-
spannungen und (z), = enisprechende Schubspannungen sind. Beide Kréfte-
arten ergeben unter Hinweis auf G1. 80c¢ - bei Voraussetzung des gleichen Stoffes
— denselben KriftemaBstab #=42 Dies geht auch schon daraus hervor,
daB nach dem Hookeschen Gesetze (6)=(:)E=se=cund (z)=()G =rg=r ist
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und sich daher entsprechende Kriifte wie entsprechende Flichen verhalten.
Entsprechende Spannungen sind gleich grof.

Wie in den eben behandelten Fillen gilt also als Modellgesetz fiir den
Zeitmafistab bei gleichem Stoff der beschleunigten Massen:

T=2
und daher:
T:t="L:1
und:
—Y—: l:l
vV =z
also:

V=v=unv.,

woraus sich folgende Verallgemeinerung des Cauchyschen Modellgesetzes:
ergibt: Wenn sich zwei geometrisch dhnliche Kérper gleichen Stoffes unter
der Wirkung entsprechender, aber sonst beliebiger elastischer Krifte
mechanisch &hnlich bewegen, verhalten sich entsprechende Zeiten wie die
linearen Abmessungen und entsprechende Krifte wie die Quadrate der
linearen Abmessungen. Entsprechende Spannungen und entsprechende Ge-
schwindigkeiten sind je gleich groB.

29. Das Modellgesetz fiir Wellenbewegungen unter
der Wirkung von Kapillarkriften. An der Oberfliche von
Fliissigkeiten konnen Bewegungen beobachtet werden, bei denen die Kapillar-
kraft in der oberen Schicht die Schwere bedeutend an EinfluB iiberwiegt.
Ein solcher Fall liegt z. B. bei den leichten, durch einen sanften Wind hervor-
gerufenen Kréuselungen des Wasserspiegels vor und soll der folgenden Be-
trachtung zugrunde gelegt werden. Die durch die Kapillaritit des Wassers
bedingten Wellen heien Kapillarwellen oder nach Lord Kelvins Vorschlag.
,Riffeln“. Sie befolgen wesentlich andere Gesctze wie dic langen, durch die
Schwere hervorgerufenen Wellen.

Kapillarkriifte erzeugen an der Grenze zweier Fliissigkeiten oder an
der hier vorausgesetzten freien Wasseroberfliche in eciner sehr diinnen
Grenzschicht eine von der Temperatur abhingige, sonst unverénderliche Zug-
spannung, die Oberflichenspannung S oder s, die in einem an Luft an-
grenzenden Wasserspiegel etwa 74.10~% kg/m betrigt und deren Wirkung
auf die Druckverhaltnisse in der oberen Grenzschicht der einer elastischen
Haut gleichkommt, die iiber die Oberfliche der Fliissigkeit gespannt ist.

Zur Untersuchung der mechanisch dhnlichen Erscheinung dieser Art.
vergleiche man je miteinander die Trigheitskrafte MB und mb und die Ka-
pillarkrifte K=SL und k=sl, . . ... ... ... (86)
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worin S und s die Oberflichenspannungen der Hauptausfihrung und des
Modells und L, 1 zwei entsprechende Lingen sind. Man erhilt dann fiir den
Kriftemafistab x:

.= MB _SL

S
=mb = sl s *

und hieraus, wenn (¢) und ¢ die Dichten der beiden Fliissigkeiten sind,

10) 13__]_;_23‘ i
e v s
oder
2 =23 ; (/g)— .............. (86)
Bezeichnet man noch (w)==S/{¢) und w=s'¢g als ,dynamische Ka-
pillarititsmafe“ der beiden Fliissigkeiten — zu messen in m’sk® —, so

gelten folgende Modellgesetze entsprechend dem Vorgehen in den fritheren
Untersuchungen:

A e=P

B) T'zzt?:-gj.;%

)] Viv= V@ ]/‘—'f“ ......... (87)
D)  B:b= .8

0 Tt

worin £ eine unbenannte Zahl, also unabhéngig von der Wahl des MaR-
systems ist.

Bei Gleichheit der Fliissigkeiten in Haupt- und Modellvorgang geht
C iiber in: o

V;V:V%‘_: %_, ............. (88)

eine Gleichung, aus der folgender Schluff gezogen werden kann: Die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten von Kapillarwellen stehen im umgekehrten
Verhiltnis der Wurzeln aus den Wellenlingen *), im Gegensatze zu den durch
die Schwere bedingten Trochoidenwellen, deren Geschwindigkeiten im
geraden Verhiltnis der Wurzeln aus den Léangen wachsen. Bei den
Trochoidenwellen nimmt die Geschwindigkeit mit der Linge zu, bei den
Riffelwellen dagegen ab.

*) Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch von Friedel, 1907 § 263.
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Aus dem Vergleich der Wellenlingen dieser Kapillarerscheinungen hat

Grunmach *) die Oberflichenspannung S verschiedener Flissigkeiten
bestimmt.
30. Uberblick iiber die Modellgesetze. In den Ab-

schnitten 22—29 sind die verschiedenen Modellgesetze aufgestellt worden,
welche zu beachten sind, je nachdem irdische Schwerkrifte oder die all-
gemeine Schwere oder innere Fliissigkeitsreibung oder elastische oder Ka-
pillarkrifte als einzige physikalische Kriifteart auf die mechanisch dhnlich zu
gestaltenden Vorginge bestimmenden EinfluB ausiiben. Wie verschieden der
zeitliche Verlauf und damit die sonstigen Umstiinde im Modell nachzuahmen
sind, wenn mechanische Ahnlichkeit verbiirgt sein soll, geht aus folgendem
Uberblick iiber die bisher abgeleiteten Modellgesetze hervor, welche hier
nur fiir die Falle gleichen Stoffes fiir Hauptausfithrung und Modell

zusammengestellt sind.

Es gilt unter der Wirkung von
o - . Allgemeiner Flissigkeits- Elastischen . =, .
Schwerkriiften: ' Schwere: refbong: Kriften: E Kapillarkriiften:
Froudes ' C . Lo | Nachstehendes
i Thomsons i  Reynolds’ Cauchys |
Modellgeseta i Modellgesetz ‘ Modeligesetz Modellgesetz ‘ Modellgesetz
| 5
Zeitmafstab T = l; “ =1 T=42 =12 T=AY
Zeiten. . . | T:t=Lz:lz  T=t T:t=12:02 | T:it=L:1 |T:t=L3:1%
Geschwin- O : .
digkeiten [V:vo=L2:19| Viv=L:l |[Viv=L"":1"" V=v [Viv=L"7:1"?
Beschleuni-
gungen B=b0 B:b=1:1 [B:b=L"%:1"9B:b=L"":1""B:b=L"%:1"?
Fir dimen-
sionslose
Darstel vo_¥v_ T2(a)(p) = t?a YL _vM_ g v_¥__ | VL_vl1 £
lungen 1 pg)TTg T¢I T LT ) Ty TR ) T e
Kraftemag- =7
stab. . . x=2a3 x =24 x=1 x =A% K=i
Krafte. . . | K:k=13:B | K:k=1L4:14 K=k K:k=L2:12| K:k=L:1
Spannungen
= Krifte
auf Fl-Einh.| P:p=L:l | P:p=12:1 P:p=L"%:1"% P=p [P:p=L"":I"'

*) Grunmach, Annalen der Physik, 1900 Bd. 3 S. 660.
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31. Die Modellgesetze fiir Bewegung unter der
gleichzeitigen Wirkung zweier Kridftearten. Im Ab-
schnitt 19 ist ausgesprochen worden, da8 der einfache Fall der Ahnlichkeits-
mechanik nicht vorliegt, wenn an den Beschleunigungsvorgiingen der Haupt-
ausfilhrung und des Modells mehrere Arten physikalischer Kréfte im Sinne
des Abschnitts 11 beteiligt sind. Dieser Fall werde jetzt untersucht: Es
wirke z. B. aulier der Schwerkraft noch dic innere Fliissigkeitsreibung.

Nach den Betrachtungen des Abschnitts 19 erhilt man dann fiir die
drei Mafistiibe 4, 7,  cine erste Beziehung aus dem Vergleich entsprechen-
der Trigheitskrifte, eine zweite aus dem Vergleich entsprechender Schwer-
krifte und eine dritte aus dem Vergleich der inneren Reibungskrifte der

Fliissigkeit, also drei Gleichungen der folgenden Form:

8-) * = fl (1) T)
b) x=f1,7)
¢) x=f( 1.

Aus dem Bestehen dieser drei Gleichungen mit den drei Unbekannten
A, 7, » geht hervor, daB jetzt auch der Wert von 4 zu berechnen ist, also

nicht wie in den friiheren einfachéen TFillen frei gewiihlt werden-darf.

Gln. a und b filhren durch Gleichsetzung auf das Froudesche Modell-
gesetz 7 = I, (1), welches nach Gl. 30 lautet:

T:V;%.. . S C(®9)

GIn. b und c liefern ein zweites, hier gleichzeitig geltendes Modellgesctz
7 == Fy (1), das Reynoldssche, das nach Gl 61 lautet:
14

(";)7 ............
In Gln. 89 und 90 bedeuten (g) und g die Erdbeschleunigungen, sowie

Tz a

(90)

() = (9)/(@ und »=g/e die ,dynamischen ZahigkeitsmaBe* der beiden
Fliissigkeiten. Damit beiden Gesetzen zugleich Geniige geleistet wird, muf

2 1, &
0 —Vl ®

oder unter Gleichsetzung von (g) und g:

gelten:

L
Hor=?

0

also:



oder:

)2
=V @)
und bei gleichem Stoff fiir Hauptausfiilhrung und Modell:

A=1, ... .. ©91a)

zwei Gleichungen, die ein Modellgesetz fiir den Lingenmalistab 4 darstellen

und so ausgesprochen werden konnen: Stehen zwei mechanisch dhnlich zu

gestaltende Vorginge unter der Wirkung der Schwerkraft und der Fliissig-

keitsreibung, so ist der Lingenmalistab 4 nicht mehr frei wihlbar, sondern

nach Gl 91 durch die Eigenschaften der beiden Fliissigkeiten bestimmt. Bei

gleichem Stoff 1abt sich der Hauptvorgang nicht durch ein Modell nach-
ahmen.

Aus GL 90 und 91 folgt weiter als Modellgesetz fiir den Zeitmafistab:

4 1
r:(QOFY%:(Q»s ........... 92)

1 4 1
Ferner ergibt sich aus Gln. 90 und 91 als Modellgesetz fiir ent-
sprechende Geschwindigkeiten:

.gzi:ﬂ”ﬁ”...l.....,,.wm

T v
Der Kriftemafistab = ist aus
=D 007
zu berechnen.

In den meisten Fillen, in denen Schwere und Zihigkeit vereint wirken,
wird es nicht moglich sein, diese Gesetze bei den Modellversuchen praktisch
zu verwirklichen, so daB auf eine vollstindige Nachahmung der Vorgiinge
der Hauptausfithrung in einem Modell verzichtet werden muf. Es ist dann
in jedem Einzelfall besonders zu priifen, ob nicht der Einflul einer der
Krifte, z. B. der inneren Reibung so geringfiigig ist, dal er ohne nennens-
werten Schaden fiir den Vergleich auller acht gelassen werden kann. Es
liegt somit der Tall angendherter mechanischer Ahnlichkeit vor, der in Ab-
schnitt 21 vornehmlich wegen der Notwendigkeit der Fehlerabschitzung
erdrtert worden ist.

Die hier fiir die Schwerkraft und die Zihigkeit angestellten Betrach-
tungen lassen sich fiir je zwei andere physikalische Kriftearten unter ent-
sprechender Anpassung verwenden. Bei gleichzeitiger Wirkung von irdischer
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schwere* und clastischen Kriiften bestehen gleichzeitiy das Froudesche und
das- Cauchysche Modellgesetz der Gln. 30 und 80. also

Ny
und
ol

aus deren Vereinigung und mit (g) = g folgende Modellgesetze hervorgehen:

W, | B ) 1 -
) - v r =2 ;V;(V”' . ) Vi - l/ (H I
| V ' 04
e W R |
r y¥

hierin haben w), v je nach Art der elastischen Krifte die aus den Finzel-
filllen des Abschnitts 28 zu entnehmende Bedeutung.

32, Der Fall allgemeiner mechanischer Ahnlieh-
keit ohne Bestehen eines hesonderen Modellgesetzes
Fs wird hier vorausgesetzt, daB physikalische Krifte im Sinne des Ahschnitts
11 nicht wirken. An den beiden mechanisch ihnlich verlaufenden Vorgingen
=ollen nur beteiligt scin: Die Massenheschleunigungs- oder Tragheitskrifie
und Krafte aus jener Sondergruppe des Abschnitts 11, deren Vertreter in-
sofern kein Modellgesetz begriinden konuten, als sie sich nieht durch physika-
lische Beiwerte erkliren liefen. Als Beispicl mige folgender. praktiseh
allerdings nicht zu verwirklichender Idealfall dienen: Eine nunbegrenzt aus-
gedehnte IPlissigkeit strédme gegen einen in ihr rubenden Kaorper. Die IMliissig-
keit sei unzusammendriickbar und reibungsfrei: anch Reilingskrifte an der
Oberfliche des Korpers seien ausgeschlossen.

Der Vergleich der Triigheitskriifte liefert wic immer die dem all-
gemeinen Newtonschen Ahnlichkeitsgesetz gleichwertige Beziehung:

_MB _ (@ #

= = 113}
mb o *

Dies ist die cinzige (ileichung, dic zwischen den drei GrundmaBstiben 2, 7. #
in diesem Falle aufgestellt werden kann, da die Druckkrifte unzusammen-
driickbare TFliissigkeiten auf keine Ahnlichkeitsbeziehung fithren. Daraus
folgt, daf nicht nur 2, wie in den fritheren einfachen Ahnlichkeitsfillen.

*) Der Fall gleichzeitigen Wirkens von allgemeiner Schwero und Elastizitdt kommt
in der Astrophysik vor; er ist in dhnlicher Weise wie die oben besprochenen Fille zu
hehandeln. Hierzu siche Bromwich, Proc. Lond. Math. Sac. Bd. 30 1898 S, 98,
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sondorn auch  frei gewidhlt werden darf, worauf dann = durch Gl 95 be-
stimmt ist. Da 4 und ¢ willkiirlich angenommen werden kiénnen, so ergibt
sich fiir die beiden Vergleichsvorginge kein Modellgesetz der entsprechenden
Yeschwindigkeiten: Die Geschwindigkeiten der Hauptausfiihrung und des
Modells kénnen frei gewihlt werden. Fiir die Krifte gilt nur das durch Gl. 95
ausgedriickte allgemeine Ahnlichkeitsgesetz Newtons, das fiir zwei beliebige
cinander entsprechende Krifte nach den Ausfithrungen der Ahschnitte 15 und
15 in der Form der GIn 20 geschrieben werden kann:

K=a@FVvy 95 a)

k=eagtv: |

worin die Kennziffer e fiir beide Kriifte denselben Zahlenwert hat.

I11. Anwendungen der Ahnlichkeitsmechanik.

33, Die Widerstiande quergestellter. ganz oder
teilweise eingetauchter Platten in unbegrenztem
Wasser. (Anwendung 1), Das im Teil I und II wiederholt zur Er-
liuterung herangezogene Beispicl des Abschnitts 2 werde jetat nach den
Vorschriften der Ahnlichkeitsmechanik zu Ende gefiihrt.

Fiir die Hauptausfithrung ist gegeben: Plattenfliche ¥ = 0,8.0,8 =
0.61 m*; Tauchtiefe 0,8 m, gemessen vom Spiegel his Plattenoberkante; Fort-
schrittsgeschwindigkeit der Platte in Richtung der Flichennormalen V =
5 m/sk. Die Aufgabe lautet: Der Widerstand dieser grofien Platte in See-
wasser vom  Einheitsgewicht 7 = 1025 kg/m® ist mittels des Modellver-

fahrens zu bestimmen.

Das Modell, das in gewohnlichem Wasser mit 4=1000 kg/m® ge-
schleppt werden soll, werde im MaBstabe 1 : 4 hergestellt; also ist der Lingen-
mafstab 4 =4. Da die Bewegungsvorginge sich nahe der Fliissigkeitsober-
fliche abspielen, treten die in Abschnitt 2 geschilderten Wellenerscheinungen
auf. Damit der Hauptvorgang im Modell mechanisch #hnlich nachgebildet
werden kann, sind die Arten der an der Beschleunigung beteiligten Krifte
festzustellen: In Frage kommen die Schwerkriifte und die an der Fliissigkeit
wirkenden iufern und innern Normaldriicke. Da die Flissigkeit sich hier
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praktisch als unzusammendriickbar erweist, so begriinden nach Abschuitt 11
die Normaldriicke kein Modellgesetz, und die Schwerkrifte allein haben maf-
gebenden FEinfluB auf den zeitlichen Verlauf, so daf zur Erzielung
mechaniseher Ahnlichkeit nach Abschnitt 22 das Froudesehe Modellgesets
rinzuhalten ist. Fiir den ZeitmaBstab gilt also GI. 32:

IVEPRET

. h: Wenn die Oberflichenwellen mechanisch dhnlich verlawden =olen. so
miissen alle Zeiten der grofen Ausfiihrung gleich dem zweifachen der ent-
sprechenden Modellzeiten sein — unter Modell hier die kleine Platte und die
nmgebende Fliissigkeit verstanden.

Die so vorgeschriebenen Zeitverhiltuisse werden durch richtige Be-
messung der Modellplattengeschwindigkeit v erzwungen. die das Froudesche
Modellgesetz fiir entsprechende Geschwindigkeiten (Gl. 36). also:

Vivola=ld4 2,

erfiilllen mufl. ls sind daher alle bei dem Modell auftretenden Geschwindig
keiten auf die Hilfte der entsprechenden Geschwindigkeiten der grofien Aus-

fiilhrung zu verkleinern. das Modell ist mit v | =25 misk zn sehleppei

Sein Widerstand wird hierbei zu w =: 28.01 kg zemessen*:.

Der Kriiftemafistab wird nach Gl. 40 bestimmt zu:

z

Lo LY . 1026
VR ;) = 4'} . "l(xn b ()”,b.

nid daher ist der gesuchte Widerstand der groBen Platte:

W - wax - 2801.65,6 - 1837.H kg.

Die Uberdriicke (iber die Atmosphire) o P und o p. sowohl auf die
Platten wie innerhalb der Fliissigkeiten, haben nach Gl. 45 den {Thertragungs-
mafBstab

AP 1026
A 4 -4,
Ap vy 1000 oAl

so daB z B. jedem an heliebiger Stelle der Modellplatte gemessenen (Ther-
druck ein 4.1 mal o grofer Wert an der grofien Platte entspricht.

*) H. Engels uni Fr. Gehers, Der Beiwert k in der Formel W ook y V ;g fiir deu
Wasserwiderstand hewegter plattenformiger und prismatischer Kovper. Sch_iﬁbuudIX'. Jahre
Nr. % und 7. Terner Engels. Handbueh des Wasserbans 1914 1. Bd. S. 882,
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Bei dimensionsloser Vorstellung, nach Abschnitt 24, wiirde der cheis
benutzte Modellversuch folgenden Punkt der Eigenschaftskurve & F ¢!

:;% wird mit 1=0,2 m:
_ 25
? 981,02

Die Ordinate, welche durch die Kennziffer « in der Gl k= co v erklir

liefern: Die Abszisse ¢ -

= 3,19,

wird, berechnet sich mit f=0,22=0,04 m* zu
Lok Bw/OL

“ e Ty T 100/g . 0,04, 2,5

Das Keunzeichen mechanischer Ahnlichkeit liegt in der Uberein-

1,10,

stimmnung des Wertepaars ¢, e; die Hauptaustiihrung mufl daher das gleiche
¢ und « wie das Modell ergeben: In der Tat erhalt man:

2
¢ g0k S

K o A83Th
@ FV2  1025/g.064.5
Die Zulassigkeit des Verfahrens fiir beliebig geformte, aus- und cin-

rn 1,10, .

tauchende Platten hei beliebiger Tauchtiefe — zunichst innerhalb eines ah-
gegrenzten Bereichs — haben Engels und Gebers in den Jahren 1906 und
1907 durch sorgfiltige in der Ubigauer Versuchsanstalt durchgefiithrte Ver-
suche nachgewiesen. Die inneren Reibungskriifte, welche bei Fliissigkeits-
bewegungen stets auftreten, haben auf das hier durch Versuche festgestellte
Modellgesetz so gut wie keinen Einflufl.

34, Ahnlichkeitsbeziehungen bei Peundeln (Au-
wendung 2.) Zwei gcometrisch ihnliche Pendel mogen sich bei An-
nahme gleichen Ausschlagwinkels unter alleiniger Wirkung der Schwere be-
wegen. Die linearen Abmessungen der Hauptausfithrung sind 4 mal so grof
wie dic entsprechenden des Modells. Die Auflagerwiderstéinde starrer Kii-
per haben nach Abschnitt 11 keinen FKinfluR auf das Modellgesetz, die
Schwere ist allein bestimmend. Is muf also das Froudesche Modellgesots
bestehen.

Nach Abschnitt 22 wird daher der Zeitmalistab:

P

Ferner gilt fiir entsprechende Zeiten:

T it = l/ 1{‘ . 1
g Ve

und fiir entsprechende Geschwindigkeiten:
Viv=Vi.
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sowie filr entsprechende Beschleunigungen:
B - h

Der Kriftemalistab 2 wird, wenn (r) und ;- die heiden Kinheitsgewichte
sind;

z K:k -3, B
Fis sind also alle an mechanische Ahulichkeit zu stellenden Forderungen er-
fiillt. und es gilt der Satz: Geometrisch iihnliche Pendel hewegen sich bei
2leichem Ausschlag selbsttiitig mechanisch ihnlich.

35. Mechanische Ahnlichkeit der freien Gerstner-
s¢hen Trochoidenwellen., (Anwendung 3.) Die zuerst
von Cierstner 1802 und dann ernceut von Rankine 1862 wicder untersuchten
Trochoidenwellen sind freie an der Meeresoberfliche zu beobachtende Wellen,
deren Entstehungsursache. der Wind. an der betreffenden Stelle nicht meht
anhilt.  Sie treten amm vollkommensten auf hoher See als ,,Diinungswellen”
aul. welehe alg Folge des Windes nach dessen Abflauen unter der Wirkung
der Sehwere noch lange hinterbleiben.

Die einzelnen Flissigkeitsteilchen durehlaufen bei reinen Trochoiden-
wellen siimtlich in der gleichen Zeit. der Schwingungszeit, Kreisbahnen, deren
Durehmesser mit der Tiefe nach einem Exponentialgesetz abnimmt, um erst
m nnendlicher Ticfe gleich Null zu werden.  Die freie Oberfliche ist im
uerschnitt eine Linie unveriinderlichen Druckes und hat die Form eine
dureh Abrollen eines Kreises entstehenden Trochoide.  Die im Innern der
Fliissigkeit  liegenden  Linien unveriinderlichen  Druckes  sind  ebenfalls
Prochoiden von gleicher Wellenkiinge wie die oberste. aber mit nach unten
mmmer Kleiner werdenden Hohen.  Die Hohe jeder cinzelnen Trochoide, ge-
messen vom Talpunkt his zum Scheitel des Kammes. ist gleich dem Durch-
messer der von den Fliissigkeitsteilehen einer Trochoide durchlaufenen Kreis-
bahnen. Jede der iibercinanderliegenden Trochoiden kamn als mogliche
freie Oberfliche in der Natur vorkommen und als solche betrachtet werden,
wohei als #uBere oben gelegene Trochoide die Zykloide. das ist die mit
Spitzen in den Kimmen verlaufende Trochoide gelten soll. Die unterste, in
anendlicher Tiefe darunter befindliche Trochoide ist cine wagerechte Gerade.
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist abhdngig von der Linge
and nnabhingig von der Hohe der Welle. Handelt es sich in einem prak-
Jischen Fall um eine Trochoidenkurve von gegebener Wellenlinge und Hohe,
»o cmpfiechlt s sich bei Ahnlichkeitsbetrachtungen, die Schar der Trochoiden

in (tedanken nach ohen his zur Zyvkloidenkurve als ideeller renze zu er-



—_ 70 —

ginzen, so daB als ,volistindige Trochoidenschar™ die Gesamtheit alle:
Trochoiden von der in unendlicher Tiefe wagerecht verlaufenden his zw
Zykloide oben gelten soll. Der Begriff der ,,vollstindigen Trochoidenwelle
befreit die Ahnlichkeitsuntersuchungen von storenden Betrachtungen ithe:
den Einflufl der verschiedenen Wellenhohen und fiithrt auf ein besonders cin
faches und allgemeines Endergebnis. Bei Bezugnahme auf den jeweils vor
liegenden praktischen Fall sind daun die oberen Trochoiden bis zur wirk
lichen Wellenoberfliche wieder wegzudenken.

Mit irgend einer solchen vollstindigen Trochoidenwelle werde jetai
eine kiirzere geometrisch #hnliche ,Modellwelle' verglichen. Der Liingen-
mafistab sei 4. Da die reine Trochoidenform nur durch die Schwere — unte:
Ausschaltung einer Fliissigkeitsreibung — bedingt wird. so kommt fiir die
Ahnlichkeitsbeziehungen wieder das Froudesche Modellgesetz in I'rage. I«
ist also ¢ =4 oder T:t=1L:V1l; in Worten: Entsprechende Zeiten
. B. die Schwingungszeiten oder die Umlaufszeiten entsprechender Teilchen.
wachsen wie die Wurzeln aus den Wellenlingen. Fiir entsprechende Ge:
schwindigkeiten gilt weiter: o

Vv | L:V 1
also auch die Fortptlanzungsgeschwindigkeiten der Trochoidenwellen und die
Kreisgeschwindigkeiten entsprechender Fliissigkeitsteilchen wachsen mit den
Wurzeln aus den Wellenldngen.

Aus Vorstehendem geht die Richtigkeit folgender allgemeiner Stz
iiber die Ahnlichkeit von Trochoidenwellen hervor:

1. Die zeichnerische Darstellung der ,vollstindigen Trochoidenschar
einer einzigen Diinungswelle mit beliebig gewihlter Liinge liefert
bei geometrisch #hnlicher Verkleinerung oder VergroBerung alle
fiir Trochoidenwellen iiberbaupt in Frage kommenden Formen. Es
wiirde einen guten Uberblick bieten, wenn die im Sehiffbau vielfach
verwendeten Trochoidenwellen als ,,vollstindige Trochoidenschar
in einer einzigen Tafel dargestellt wiirden, aus der unter Benutzung
eines passenden Mafstabes die erforderlichen Angaben entnommen
werden konnten.

2. Vollstindige Trochoidenwellen sind nicht nur geometrisch dhnlich
untereinander, sondern verlaufen selbsttitig auch mechanisch éhn
lich. Ist der L#ngenmaBstab gleich 2, so ist der ZeitmaBstab

T=V7, und der Kriftemafstab bei gleichen Einheitsgewichter
nach Gl 41: 2= 2%
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36. Der Helmholtzsche Fall mechanischer Ahn:
lichkeit von Wasser- und Luftwogen. (Anwendung 4)
Helmholtz*) hat in den Jahren 1888 bis 1890 grundlegende Untersuchungen
iiber die Enstehungsursache von Wellen angestellt und auch die Frage
nach geometrisch und mechanisch #hnlichen Wellenerscheinungen auf:
geworfen. Hierbei leitet er die Ahnlichkeitsbeziehungen aus dem Vergleiche
cntsprechender Glieder der hydrodynamischen Gleichungen ab. Ohne auf
Einzelheiten einzugehen, die in den angegebenen Quellen zu finden sind,
folgen wir hier dem Helmholtzschen Gedankengang nur so weit. als or fiir
die Aufstellung der Modellgesetze mafigebend ist.

Stromen zwei TFliissigkeiten verschiedener Dichte. z. B, Luft und
Wasser, mit scharfer Grenze gleichmiifiig iibereinander. so sind nach Helm-
holtz die Bedingungen fiir das Entstehen von Wellenerscheinungen gegeben.
die sich in unveriénderter Form und mit gleichformiger Geschwindigkeit fort-
pflanzen, &hnlich der Art, wie wir sic an der Wasscroberfliche kennen.
Solche Wellen an den Grenzflichen versechieden schwerer, mit verschiedener
Geschwindigkeit stromender Fliissigkeiten kommen sehr héufig vor. nicht
nur in dem erérterten Iall, sondern auch ira Innern des Mecres und der
atmosphérischen Luft. In der Atmosphére werden sie sichtbar. wenn eine
untere kiltere Luftschicht so weit mit Wasserdampf gesiittigl ist. dall die
Wellenberge, in denen der Druck geringer ist. Nebel zu bhilden, anfaugen
Dann erscheinen die hekannten Lammerwolken als streifige. sehr regelmiifig
gebildeto Wolkenziige. Aber auch in der Ozeanographie sind sie als interne
oder unterseeische Wellen** hekannt und in verschiedenen Formen anf See
heobachtet worden.

Alle diese Erscheinungen falt Helmholtz unter dem Namen .,Stationire
Wogen“ — wir wollen kurz ..Wogen" sagen — zusammen. Er nennt sie
deshalb stationdir, weil er sie vom relativen Standpunkt aus betrachtel. indem
er mit den Wogen fortriickt. Durch diesen Kunstgriff sieht ¢r die Wellen-
flichen unbeweglich; innerhalb derselben stromt die Fliissigkeit in ge-
wundenen unbeweglichen, also stationdren Linien. In Wirklichkeit sind es
fortschreitende Wellen, die sich ganz nach Art der Trochoidenwellen (Ab-

*) Helmholtz, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss, Berlin 1889 8. 761 u. 1890 S. 803.
Kritische Bemerkungen hierzu von W. Wien, Lehrbuch der Hydrodvnamik 1900 S. 169 und
Rudzki, Physik der Erde 1911 S. 323.

*+) Kriimmel, Ozeanographie Bd. 1T 1911 S. 185.
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schnitt 35) verhalten und wie diesc durch das alleinige Wirken der Schwere,
ohne daff auf Fliissigkeitsreibung Riicksicht zu nehmen ist, erkldrt werden
konnen. Sie unterscheiden sich von jenen nur dadurch, dal zwei ver-
schiedene Dichten. die der oberen Fliissigkeit und die der unteren schwerercn
in die Untersuchung eingehen.

Nach Helmholtz  Vorgehen sollen die Bedingungen mechanischer
Ahntichkeit fiir zwei -mechanisch dhnlich verlaufende Wogenvorginge auf-
gesucht werden: Den Hauptvorgang stellen fiir uns die Luftwogen am
Himmel. den Modellvorgang die gewohnlichen Wind-Wasserwogen dar. Auf
srstere heziehen sich die grofien nnd eingeklammerten. auf letztere die kleinen
Buchstaben.  Bezeichnen V,. v, die entsprechenden Geschwindigkeiten der
beiden oheren Fliissigkeiten und V.. v, die der beiden unteren Fliissigkeiten
— siimtlich relativ zu den ruhend zu denkenden Wogenflichen zu verstehen —,
sind ferner g, 71'ig), 01 - v/ die entsprechenden Dichten der heiden oberen
Flhissigkeiten und (g, — (y2)/1g1, €2 = 148 die der beiden unteren. so konnen die
Bernoullischen Druckgleichungen (vgl. Abschnitt 23) an den Grenzflichen
des Haupt- und Modellvorgangs geschrieben werden:

, P V,? i P, V.,
(I 7z -+ L o l‘, und () Z2 + - 2 -+ :)»_lr
PATEERIF S e 2(g
v P2, W
% -+ l . / . :.
v % ;T e und ¢y - %+ v, + TR

Hierans entsteben mit %, = Z, =% und %, =2, = z sowie wegen P, = P, und

P py fiir Stellen der Grenzfliche:

g e Vi _en Vy? .
("’" “"")47 2(g) 2ig)

v, ., Vol
(Qi @)%+ leg—' eé__;, =c

wnd daraus

7. V¢ e Vi e
L' .'»—‘.—q""v"‘l'/f' TN Rl ‘”"\7. Do .. a)
2(g) (@) — o 208 @) — (o)
2 k]
po YL Ve @ gy . h)

22 —0 28 & @

,

. 4L R . _ . . T
Ist 4 ~ der LingenmaBstab der beiden mechanisch dhnlich zu

gestaltenden Vorginge. so kiunen die Glu. a und b zur {Thereinstimmung
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gebracht werden, wenn alle Glieder derselben in demselben Verhiiltnis 2

stchen. wenn also die Bedingungen erfiillt sind:

Vg e VP e

i 2(g () Mo 208 @)~
Vi e vy oo
2g o —¢ 28 @ -0

WOraus mit & = 2((:]’_ und - s’, als Dichteverhiiltnisse in den Haupt- und
) 2

in den Modellwogen. entsteht:

Vo _ Vv,
. g) & N T .
iwl Tovg? l_lf\’.z‘-’ 1 — (g “)
g & g

Aus GL ¢ ist mit (g) - g zu folgern: Wird dax Verhiltnis der Dichten

sicht gedndert. so lauten die Modellgesetze:

R ] At
A== er S oder
¢ = VA und
Vo iaima

s bestebt also. wie nieht anders zu erwarten war, das Frondesehe Modell-
zesetz. das hier in die Worte gekleidet werden kaun: Bei unverdndertem
Dichteverhéltnis verhalten sich entsprechende Geschwindigkeiten ihnlicher
Wogen. z. B. deren Fortpflanzungsgesehwindigkeiten. wie diec Wurzeln aus
den lincaren  Abmessungen.  TFerner gilt unter dieser Voraussetzung
Vi Vvdo b die Geschwindigkeiten beider Medien wachsen in gleichem
Verhiiltnis. Bei doppelter Windgeschwindigkeit werden sich also mechaniseh

ihnliche Wogen von vierfachen Linearabmessungen bilden kénnen.

Sind hei den Ahnlichkeitssehliissen die Dichteverhiiltnisse verschieden,
so fithren die Gln. ¢, in ihrer Allgemeinheit geltend. anf ein erweitertes Froude-
=ches Modellgesetz folgender Form:

T NI Ny, Znhl‘

Ve ! unv. Zahl ‘
h &
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Hieraus geht mit ‘g g die Beziehung

1
2.7
L_¥,.! .
1 ] A T T T L
‘12(6)_—1

hervor,

Helmholtz gibt folgendes Zahlenheispiel hierzu an: Fiir die Wind

Wasserwogen des Modellvorgangs ist:

e 12 1

"7 g rg 1000 7734 °
fiir die Wogen zwischen zwei benachbarten Luftstrémungen von oben 10
und unten 0° C ist

v (o) _ 208
= o) T 28
Die Wogen konnen in beiden Fillen kongruent verlaufen. lIst dies der Fali,
liegt also gleiche Wellenlinge vor, so istA=L/1=1 und es wird fiir die heiden
oberen Strémungen:
R T2 SR 12

Viiv, - V‘(?)" ~tfi=1 .

\’1.\1»- 145.] |
Fntsprechend erhilt man fiir die beiden unteren Schichten

Vz Vo= V‘l_'w'“?;?)\: l/]-—:; l
IR T RE L

d. h. in Worten: Sollen Wind-Wasserwogen und atmosphiirische Luftwogen
kongruente Form haben, so miissen die Geschwindigkeiten der beiden
atmosphérischen Luftschichten, bezogen auf die Wogenflichen, und damit
auch ihre Stromungsgeschwindigkeiten gegeneinander nach Mafigabe der
Gln. f und g crheblich vermindert werden. Bei starker Herahsetzung des
Dichteunterschiedes konnen grofie, viele Kilometer lange Wogen schon auf
Grund sehr kleiner Stromungsunterschiede entstehen.

37. Stehende Schwingungen in Behiltern Seichea
(Anwendung5). Die Schwingungen einer Fliissigkeit, die sich in einem
beliebig geformten, offenen Gefille hin- und herbewegt. sollen in einem geo-
metrisch #hnlichen, verkleinerten Modell nachgeahmi werden. Reibungs-
krifte sollen nicht vorhanden sein. Bei Aufsuchung des Modellgesetzes kommt



— 75 —

als einzige physikalische Kraft die Schwere in Frage. lis gilt daher das
Froudesche Modellgesetz. Bezeichnet 2 den Lingenmafistah zwischen Haupt-
ausfithrung und Modell, so wird der ZeitmaBstabz == I'4 und fiir entsprechende
Zeiten, z. B. die Schwingungszeiten, gilt bei mechanisch dhnlich verlaufenden
Vorgingen: T:t=VL:V1. In einem linear auf Y, verkleinerten Modell
wird die Schwingungszeit auf den 10. Teil vermindert.

Diese Gesetze finden Anwendung, wenn es sich darum- handelt, aus
Modellversuchen die Schwingungsdauer der in Behiltern schwingenden
Fliissigkeiten zu bestimmen, z. B. in den Schlingerbehéltern der Schiffe, in
den Tendern der Lokomotiven und in den vielen verwandten technischen
Fillen, in denen es unmoglich ist, die Aufgabe auf streng mailiematischem
Wege zu losen. Fiir Hydrologen und Ozeanographen bilden die freien Schwin:
gungen geschlossener Seen oder teilweise offener Buchten und Meeresteile
hiufig den Gegenstand schwieriger Untersuchungen. Der Japaner Honda*
und seine Mitarbeiter haben die Schwingungen der Scen durch Modellver-
suche nachgeahmt, so daf ein Vergleich mit den grobtenteils von Chrystal*”
gelieferten theoretischen Niherungsergebnissen ermoglicht war. Die stchen-
den Schwingungen der Seen heiflen ,,Seiches", ein von den Anwohnern des
Genfer Sees zuerst gebrauchter Name. In Genf crreichen die Sciches auf
Grund der eigentiimlichen Form der Bodengestaltung des Sees grofie Hohen.
ausnahmsweise bis zu 2 m bei ciner Dauer von 73 Minuten fiir die Grund-
schwingung, so daf sie hier frither als an anderen Secn aufficlen.

Auch zwei- und mehrknotige Schwingungen lassen sich an Modellen
verfolgen.

Rudzki **) hemerkt, dafl dic Schwingungen ciner gespannten Saite, deren
Massen im umgekehrten Verhiilinis zu den Tiefen der Fliissigkeit stehen, auf
dieselbe Form der Differentialgleichung fiithren und daff auch mit einem solchen
Saitenmodell dic Schwingungszeiten aufgesucht werden konnen. Hier besteht
dann aber nicht mechanische, sondern nur mathematische Ahnlichkeit (vgl.
Abschnitt 21).

38. Ermittlung des Schiffswiderstandes nach dcm
Froudeschen Modellverfahren (Anwendung 6). William

*) Honda, Terada, Yoshida und Isitani, Secondary Undulations of oceanic Tides, Journ.
of the Coll. of Sc. Tokyo 1908 Bd. 24 S. 76.

*#) -Chrystal, On the hydrodynamical Theory of Seiches, Trans. Soc. Edinb. 190%
Rd. 41'S. 599.

***) Rudgki, Physik der Erde, 1911 8. 372.
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Froude schlug im Jahre 1869 der englischen Admiralitit vor, den Widerstand
der Schiffe nach einem neuen, von ihm erdachten Verfahren zu ermitteln,
welches sich auf die Lehren der Newtonschen Ahnlichkeitsmechanik griindete.
Es war ihm in der Tat gelungen, ein fiir den vorliegenden Fall geeignetea
Modellgesetz, das wir oben in der allgemeinen Behandlung (Abschnitt 22)
das Froudesche Modellgesetz nannten, aufzustellen und die grofie Aufgabe
der Schiffswiderstandsbestimmung mit meisterhaftem Geschick zu einer fiir

den praktischen Schiffbau befriedigenden Losung zu bringen.

Die Schiffbaver und Hydrodynamiker hatten damals lingst einge-
sehen, daf die zahlreichen Fragen iiber den Widerstand der Schiffe nicht auf
dem Wege der Theorie allein beantwortet werden konnten, und hatten zur
Aufklarung der Erscheinungen und zwecks zahlenméBiger Bestimmung des
Schiffswiderstandes die verschiedenartigsten Versuche angestelit; aber es war
keinem gegliickt, dem Schiffbau wirklich Brauchbares zu liefern.

Uber die geschichtliche Seite und die Einzelheiten der praktischen
Durchfiihrung des Froudeschen Verfahrens, das spiter von seinem Sohne
R. E. Froude und andern Bearbeitern dieses Gegenstandes in mancher Hin-
sicht verbessert worden ist, geben die Berichte von Vater und Sohn* sowie
viele weitere Veroffentlichungen®* Auskunft. In diesem Abschnitt wird
darauf nicht eingegangen; es sollen hier lediglich die Leistungen W. Froudes
im die Forderung der Ahnlichkeitsmechanik einer kritischen Betrachtung
unterzogen werden.

W. Froude teili zuniichst den Gesamtwiderstand cines an der Wasser-
oberfliche bewegten Schiffes nach dem Vorgehen Rankines in folgende drei
Teile: Oberflichenwiderstand, Heckwirbelwiderstand und Wellenwiderstand.
Der erste setzt sich aus den tangentialen, in unmittelbarer Nihe der Schiffs-
haut auftretenden Widerstinden zusammen. Der zweite Teil riihrt daher, daf}
sich die am Schiff vorheiziehende Stromung hinter dem Heck nicht in ein-
facher Weise zusammenschlieit, sondern cine ausgedehnte, mit der Form des

*) Quellen vgl.: 1. Johow-Krieger, Hilfsbuch fiir den Schiffbau. — 2. Kriloft und
. H. Miiller, Die Theoric des Schiffes, Enz. & math. Wiss. Bd. IV Teil 3 S. 576 u. f. —
3. Wegen der praktischen Ausgestaltung des Verfahrens siehe: R. E. Froude, The Constant
system of notation of results of experiments on models, used at the admiralty experiment
works, Trans. of the Inst. of Nav. Arch. 1888, Bd. 29 S. 304.

**) Schiitte. Jabibuch der Schiffbautechn. Ges. 1901 8. 331 Untersuchungen iiber
Hingerschiffsformen, mit cinem Anhang S. 353: Die Froudesche Schiffswiderstandstheorie
in ihrer Anwendung auf Schiffsmodclle. — Ferner Taylor, Resistance of ships and screw
propulsion nnd Rothe. Das Froudesche Gesetz. Diss. Techn. Hochseh. Berlin 1911,
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Hinterschiffs stark verdnderliche Schieppe unruhigen, lebhaft durchwirbeltén
»Kielwassers" bildet. Wiirde eine Einschrinkung oder gar Beseitigung der
Heckwirbel gelingen. so wiirde unter sonst gleichen Umstinden ¢ine Er-
hohung der auf das Heck ausgeiibten normalen Wasserdriicke und damit eine
Verminderung des Gesamtwiderstandes des Schiffs zu crwarten scin. Der
dritte Teil beriicksichtigt den Umstand, dal das Schiff nicht tief unter dem
Wasser, sondern an dessen Oberfliche fihrt und unter stindiger Erzeugung
sich ausbreitender Wellen die umgebende Wasserfliiche wesentlich umformt.
Hiermit verbunden ist ecine vollstindige Umiinderung der Normaldriicke desx
Wassers auf das Schiff, sowohl an Bug und Heek wic an den Lingsseiten.

Sorgfiltige Versuche und theoretische Uberlegungen brachten Froude
zu der Erkenntnis, dafi es moglich ist, diec Wellenerscheinungen am Schifl
mittels eines Modells mechanisch #dhnlich nachzubilden. wobei unter dem
Modell nicht sowohl die geometrisch verkleinerte Schiffsnachbildung als be-
sonders die Fliissigkeit und ihre Wellenerscheinungen zu verstehen ist. Weiter
fand er, daB der Oberflichenwiderstand bei Ahnlichgestaltung der Wellén
nicht die von der Ahnlichkeitsmechanik gestellten Bedingungen erfiillte. ki
sah sich daher veranlafit, aus eigens zu diesem Zweck angesteliten Versuchen
Rechnungsgrundlagen *) fiir die zahlenmilige Bestimmung der Oberflachen-
widerstinde getrennt fiir Modelle und fiir Schiffe und abgestuft nach Linge
und Art der benetzten Oberfliche zu schaffen. Die von ihm aufgestellte
Formel lautet: w, ={yy f v* und W, =Ly F V¥, wohei fiir denleschwindigkeits-
exponenten x haufig 1,825 gesetzt wird. Die Froudeschen Formeln fiir die Be
rechnung des Oberflichenwiderstandes sind von anderen spiter verbessert
worden. Ferner lehrte ihn die Erfahrung, daB der Heckwirbelwider-
stand im Verhiltnis 2zu den beiden anderen Widerstandsarten nur
geringen EinfluB hat, und er fand es fiir die praktische Handhabung seines
Modellverfahrens zweckmiBig, ihn mit dem Wellenwiderstand zu vereinigc'n.
Er arbeitete so im Gegensatz zu Rankine nur mit einer Zweiteilung des Ge-
samtwiderstandes,

Die entscheidende Leistung Froudes geht aus einer lingeren Erdrte-
rung iiber die Frage des Schiffswiderstandes auf der Versammlung der In-
stitution of Naval Architects vom 7. April 1870**) hervor, bei welcher Gelegen-
heit er vor einem groBeren Kreise Scott Russel mit den Worten entgegentrat.
dafl die Modellversuche anderer dadurch fehlgeschlagen seien. daff die Modell-

*) Vel. die Quellenangaben und den Uberblick in Johow-Krieger.
**) Trane. of the Inst. of Nav. Arch. 1870 Bd. XI S. 80—93.
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geschwindigkeit zuar Schiffsgeschwindigkeit nieht in richtigem Verhaltnis
gestanden hiitte. Zugleich nannte er damals sein ,,Modellgesetz", welches =u
ausgesprochen werden kann: ,Die Wellenerscheinungen von Schiff und
Modell werden nur dann einander mechanisch #hnlich, wenn sich die Fahrt-
geschwindigkeiten wie die Wurzeln aus den linearen Abmessungen verhalten.*
Im Abschnitt 6 hahen wir hervorgehoben, daf Bertrand schon im Jahre 1847
filr zwei Vorgiinge, die unter Wirkung der Schwerkrifte mechanisch dhnlich
verlaufen, wie z. B. die Bewegungen zweicr Pendel, als Modellgesetz angah:
Entsprechende Zeiten verhalten sich wie die Wurzeln aus entsprechenden
linearen Abmessungen; und es ist kein Zweifel, dall Bertrand vermoge seiner
Kenntnis der Ahnlichkeitsmechanik auch betreffs der Geschwindigkeiten
zu der gleichen Schlubfolgerung wie heziiglich der Zeiten gekommen ist.

Auf Newton konnte sich Froude nur insoweit stiitzen, als der Begrifi
der mechanischen Ahnlichkeit und das allgemeine Ahnlichkeitsgesetz in Frage
kam, wonach bei mechanisch @&hnlichen Vorgéngen entsprechende Krifte sich
wie die Quadrate entsprechender Geschwindigkeiten, ferner wie entsprechende
Flichen und wie die Dichten verhalten miissen. Dagegen gibt Newton nicht
die Mittel und Wege an, wie die Verwirklichung der mechanischen Ahnlich-
keit beimi Wirken der Schwere praktisch erreicht werden kann.

Strenge mechanische Ahnlichkeit zwischen der Stromung beim Modell
und beim Schiff ist nicht moglich, da die beim Wellenwiderstand in Rechnung
zu stellende Schwerkraft auf das I'roudesche Modellgesetz des Abschnitts 22
fithrt, wiithrend die innere Fliissigkeitsreibung, welche in die Erscheinungen
des Heckwirbelwiderstandes und der Oberflichenreibung einspiclt, die Er-
fillung des Reynoldsschen Modellgesetzes des Abschnitts 26 verlangt, zwei
gleichzeitig zu hefriedigende Forderungen, die sich bei Wahl gleicher Fliissig-
keit fir Modell und Schiff widersprechen. Gerade dem Umstande aber, daf
Froude den Hauptstorenfried, die Oberfliichenreibung, aus dem Ahnlichkeits-
vergleiche ausschied, ist es zu danken, dal die Modellergebnisse dennoch mit
grollem praktischen Nutzen in folgender Weise zu Ahnlichkeitsschliissen her-
angezogen werden konnen.

Nach Froudes Verfahren wird zuerst das Modell bei verschiedenen Ge-
schwindigkeiten v unter mdglichst weitgehender Beseitigung aller stérenden
Nebeneinfliisse — besonders miissen die Boden- und Seitenwinde des Ver-
suchsbeckens geniigend weit entfernt sein — geschleppt, dabei die Gesamt-
widerstitnde w gemessen und als Kurve w=1 (v) aufgetragen. Dann wird
der Reibungswiderstand w. der Modelloberfliche nach hestimmten Erfah-
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tungsformeln fiir verschiedence v berechnet und ebenfalls als Kurve, die unter-
halb der ersten verliuft, dargestellt. Der ,Rest- oder Formwiderstand“
we o w o we umfalt den Wellen- und Heckwirbelwiderstand. Auf diese Rest-
widerstande allein wendet er zur Ubertragung auf das Schiff ,,das durch dic
Schwere bedingte Sondergesetz der Krifte” an, welches hier so ausgesprochen
werden kann: .Die Restwiderstinde dhnlich geformter und mit entsprechen-
den Geschwindigkeiten bewegter Modelle oder Schiffe verhalten sich bei Ver-
wendung gleicher IPliissigkeiten wie die 3. Potenzen der lincaren Abmessungen.
d. h. wie die Verdrangungen.” Damit wird der Formwiderstand Wy des
Schiffs fiir jede Geschwindigkeit bekannt. Da der Oberflichenwiderstand
des Schiff« W: aus der oben genannten Erfahrungsformel herechnet werden
kKann. so ist der Gesamtwiderstand durch W = W, 4+ W, zegeben.

Kinen Beweis fiir die Richtigkeit seines Modellgesetzes finde ich bei
Froude nicht. Die vou ihm zur Erliuterung der Schiffswiderstandserschei-
nungen henutzte Stromlinientheorie soll zeigen, wic die Stromlinien einer
veibungsfreien Tlissigkeit bei Ausschluff von Wellenbildung in einfacher
Schichtung verlaufen und sich am Heck geordnet zusammenschliefien, derart,
daB die Driicke am Hinterschiff den gleichen Betrag fiir die Richtung nach
vorn liefern wie die gesamten Pressungen am Vorderschiff fiir die entgegen
gesetzte Richtung. beide Wirkungen also in diesem Tdealfall den Gesamt
widerstand Null ergeben.

Zur Erprobung des Verfahvens wurde unter Leitung Froudes die Kor
vette Greyhound von der Korvette Active geschleppt und die Zugkraft im
Schlepptau gemessen. Froude spricht in seinem Berichte* vom Jahre 1874
aus, dafl die Richtigkeit des von ihm vorgeschlagenen Modellverfahrens durch
die Versuche am Greyhound bestiitigt worden sei. und die Kurvendarstellung
zeigt. daR eine Ubereinstimmung his auf wenige TTundertteile erreicht wor-
den ist.

Die Verdienste Froudes auf dem Gebiete der Schiff<widerstandsbestim-
mung sind hiernach im wesentlichen dreifacher Art:

1. Er zerlegte den Gesamtwiderstand der Schiffe fiir sein Modellver-
fahren nur in zwei Teile: in den Oberflichenwiderstand. fiir den er die Be-
dingungen mechanischer Ahnlichkeit nicht erfiillen konnte, und in den Rest-
oder Formwiderstand, der eine Behandlung nach den Tehren der Ahnlich-
keitsmechanik in einfacher Weise zulaft.

*) W. Froude. Trans. of the Tust. of Nav. Arch. 1871 Bd. 15 S, 346,
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2. BEr erkannte, da der Oberflichenwiderstand, als ein wesentlicher
Teil des Gesamtwiderstandes, fiir sich allein ohne nennenswerte Beeintrich-
tigung des Schlullergebnisses bestimmt werden kann, und stellte auf Grund
umfassender Versuche die ersten brauchbaren Erfahrungsformen fiir die
rechnerische Ermittlung desselben auf.

3. Er gab zur Aufsuchung des Formwiderstandes das bei Schwere-
wirkung zu beachtende Modellgesetz an, nachdem er erkannt hatte, daf nur
bei Einhaltung dieses Modellgesetzes die Wellen, die — der Schwere unter-
worfen — den weitaus groften Teil des Formwiderstandes verursachen, mecha-
nisch #hnlieh nachgebildet werden konnen. Im Zusammenhang hiermit be-
nutzte er das richtige hei Schwerewirkung geltende Ubertragungsgesetz fiir
die Krifte.

Froudes Verfahren ist nicht streng richtig und daher auch nicht streng
beweisbar: Aus Teil I unhd II ist uns bekannt, daBl eine einzige physikalische
Kraft, z. B. die Schwere, ein Modellgesetz liefert und dall das Hinzutreten
einer zweiten physikalischen Kraft, wie der inneren Fliissigkeitsreibung, fiir-
die praktische Ausfithrung zu widersprechenden Bedingungen fiihrt, derart, dat
bei gemeinsamem Wirken beider Krifte vollkommene mechanische Ahnlich-
keit nicht erreicht werden kann. Bei Froudes Modellverfahren liegt also nur
weitgehende Anniherung an mechanische Ahnlichkeit vor, und es sind Falle
denkbar, in denen groflere Abweichungen auftreten. Daher ist es erwiinscht.
den Anndherungsgrad des Verfahrens bei der einen oder anderen neuen
Schiffsform und den heute iiblichen hohen Geschwindigkeiten gelegentlich
erneut festzustellen, wenn auch damit grofe Kosten verkniipft sind.

DaB trotz aller dieser Schwierigkeiten Froude sein Ziel mit so durch-
schlagendem Erfolge erreichen konnte, liegt einmal in seinem (cnie begriin-
det, das alle praktischen und theoretischen Einzelheiten der Widerstands-
erscheinungen so zu ordnen und ihrem Werte nach abzuschitzen verstand.
daB er ein klares Endbild der verworrenen Vorgiinge entwerfen konnte,
andererseits aber in folgenden beiden seinem Vorhaben giinstigen Umstédnden:

1. Der Oberflichenwiderstand hat keinen nennenswerten Einflufl auf
den Wellenwiderstand. Dies 148t sich so verstindlich machen: Der Ober-
flichenwiderstand besteht aus tangential am Schiffsrumpf liegenden Kréften.
der Wellenwiderstand dagegen wird fast ausschlieBlich durch die normal zur
Schiffsoberfliche wirkenden Druckkrifte erzeugt — und zwar so gut wie un-
abhingig von dem Oberflichenwiderstande. Ein rauhes Schiff wird nach
Froudes Auffassung im wesentlichen dieseloenWellen hervorrufen wie ein glattes
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2. Die Heckwirbelwiderstiinde beiriedigen nach der Schitzung der
Schiffbauver im groflen und ganzen bei den Schleppversuchen das allgemeine
Newtonsche Ahnlichkeitsgesetz, verhalten sich somit bei Schiff und Modell
angendhert wie (o) FV2:9fv2.  Aber selbst Abweichungen hiervon haben
fir die Praxis des Modellverfahrens keine grofle Bedeutung, da der Heck-
wirbelwiderstand gegen die beiden anderen Teile des Gesamtwiderstandes
ruriicktritt.

Pollard und Dudebout*) machen darauf aufmerksam, daBl durch ge-
eignete Wahl des Schiffsheschlags und Modelliiberzugs auch die Oberflichen-
widerstinde W, = s (7) F Vx und w, = {u # f v¥in das richiige, durch die Schwere-
wirkung gebotene Verhiltnis » = 23 = W, : w, gesetzt werden kdnnen. Dics er-
gibt fiir die Reibungsbeiwerte von Modell und Schiff {v und I« die Bedingungs-
gleichung:

X

=1
roo-- 2
M T Cs'z- :

Da das {5 des Schiffsbeschlags gegeben ist, so kann {y hieraus berechnet
und der Modelliilberzug danach eingerichtet werden. Die Berechnung des
Oberflichenwiderstandes wiirde alsdann ganz entfallen und der am Modell
gemessene Gesamtwiderstand w konnte unter Beachtung des Froudeschen
Modellgesetzes ohne weitcres auf den Gesamtwiderstand W des Schiffes zu
W = w3 iibertragen werden. Aber auch bei diesen Vorkehrungsmafnahmen
ist vollkommene Ahnlichkeit keineswegs crreicht, da das durch die innere
Fliissigkeitsreibung bedingte Modellgesetz nicht beachtet worden ist. Wie
weit die Oberflichenreibung hinsichtlich ihres Ahnlichkeitsverhalliens er-
forscht ist, geht aus den spiteren Anwendungen iiber Reynoldssche Ahnlich-
keit hervor, von der noch mancherlei Aufklirung und Férderung des Modell-
verfahrens fiir die Bestimmung des Schiffswiderstandes zu erwarten ist.

Bei Verwendung verschiedener I'liissigkeiten wircn die Gleichungen
des vorstehenden Abschnitts durch Einfiihrung der verschiedenen Einheits-
gewichte zu erginzen.

39. Modellversuche zum Studium der Rollschwin-
gungen von Schiffen ohne und mit Dimpfungsvor-
richtungen (Anwendung 7). Nimmt man zunichst als Idealfall
an, dafl die Rollbewegungen von Schiff und Modell im ruhigen, reibungsireien
Wasser vor sich gehen, so kommt als einzige physikalische Kraft sowohl am
echwingenden Korper wie am Wasser die Schwere in Frage. Es gilt also das

*) Théorie du navire, Bd. III 1892 S. 488,




Froudesche Modellgesetz: =V 4 oder T:t=VT:V1 oder V:v=VL:VI1.
Bei Verwirklichung dieser Voraussetzung ist vollkommene mechanische
Ahnlichkeit zu erreichen. Die Dauer der ungedimpften Schwingungen wird
bei gleicher Hochstneigung im Verhiltnis der Wurzeln aus den linearen Ab-
messungen wachsen. Auch jede weitere, lediglich von Schwerkriften aus-
gehende Beeinflussung, wie z. B. mittels reibungsfreier Frahmscher Schlinger-
behilter, wiirde bei richtiger Bemessung des Verkleinerungsmafistabes die
mechanische Ahnlichkeit nicht storen. Das gilt in gleicher Weise fiir Schiffs-
kreisel, doch miifiten sich bei ihnen entsprechende Bremskriite der grofien
und der kleinen Ausfilhrung wie die 3. Potenzen der linearen Abmessungen
verhalten.

Schiff und Modell fithren jedoch ihre Rollschwingungen in wirklicher
Fliissigkeit aus und unterliegen dabei dem dimpfenden Einflub der Obexr-
flichenwiderstinde W und w. Bestiinde fiir diese das allgemeine Newtonsche
Ahnlichkeitsgesetz W=ea (¢) FV? und w=« ¢ fv? so wiirden auch die
Dampfungskrifte die Bertrandsche Bedingungsgleichung, also die Grund-
forderung mechanischer Ahnlichkeit, erfiillen, wie der Vergleich x =W : w
sofort ergibt.

In Wirklichkeit weichen die Dampfungskrifte aber hiervon etwas ab;
insofern nicht ein rein quadratisches Widerstandsgesetz besteht, und es liegt
nicht vollkommene mechanische Ahnlichkeit vor. Durch geeignete Ausbil-
dung des Modelliiberzugs lieBe sich auch hier in gleicher Weise, wie am
Ende des Abschnitts 38 beschrieben, eine weitgehende mechanische Ahn-
lichkeit erzwingen.

Das Vorhandensein von Schlingerkielen hat auf das Streben nach Ver-
besserung der mechanischen Ahnlichkeit ebenfalls einen giinstigen Einfluf.
Denn deren physikalische Wirkung auf das Wasser ist eine andere als die der
Schiffshaut, insofern als die Schlingerkiele vornehmlich normale Beschleuni-
gungskrifte auf die Wassermassen, dagegen die rauhen Oberflichen tangen-
tiale Krafte ausiiben. Solche lediglich auf Beschleunigung hinwirkenden
Normaldriicke fiigen sich aber nach Abschnitt 11 willig den Ahnlichkeits-
bedingungen und auch die von den Schlingerkielen erzeugten Oberflichen-
wellen werden von der Schwere beherrscht, fiihren somit ebenfalls auf das
Froudesche Modellgesetz.

Die von Froude*) und anderen Bearbeitern des Gegenstandes mit
Modellen und grofien Schiffen angestellien Rollversuche haben ergeben, daf

*) White, Handbuch fiir Schiffbau 8. 130.



es praktisch zuldssig ist, die am Modell gefundenen Verhdlinisse auf ein
Schiff gleicher Form nach den durch die Schwere bedingten Modellgesetzen
zu iibertragen.

Fiir das Modell ist die Ahnlichkeit natiirlich nur soweit durchzufiihren,
daB einerseits die benetzte Oberfliche und die Lage des Gewichtsschwer-
punktes geometrisch dhnlich der des Schiffes ist, sowie ferner dafl das Ge-
wicht im Verhiltnis von 1:4® und das Trigheitsmoment beziiglich des
Schwerpunktes im Verhéltnis von 1 :4° verkleinert wird®).

40. Modellversuche mit Schaufelridern (Anwen-
dung 8). Im Gegensatz zu dem so gut wie stationédr verlaufenden Stromungs-
vorgang bei der geradlinig im Wasser bewegten Platte (Anwendung 1) liegt
bei Schaufelridern eine ausgesprochen periodische und krummlinige Be-
wegung diinner, ebener oder gekriimmter Flichen vor, deren Neigungswinkel
und Tiefgang sich beim Durchgang durchs Wasser stindig &ndern. Da aber
in den Bewegungsgleichungen neben den Triigheits- und Druckgliedern wieder
die Schwerkrifte auftreten, so ist zur Erzielung mechanischer Ahnlichkeit
das Froudesche Modellgesetz in der Form:t =14 oder T:t=VL:V1 oder
V:v=VL:V1 einzuhalten. Allerdings ist es moglich, daf die durch die
innere Fliissigkeitsreibung bedingten Wirbel vornehmlich auf der Saugseite
der Schaufeln die mechanische Ahnlichkeit beeintrichtigen; doch diirfte sich
diese Storung nicht als erheblich herausstellen, nachdem das Iroudesche
Modellgesetz sich als mafBgebend fiir die ebenfalls mit einer Sogwirbel-
schleppe arbeitende Platte erwiesen hat. Wie grofl bei Nichtbeachtung des
Froudeschen Gesetzes die Abweichung der nach dem allgemeinen Newton-
schen Ahnlichkeitsgesetz berechneten mittleren Schaufelradkraft von dem
wirklichen Werte ist, kann nur durch Vergleich der Versuche am Modell,
wie sie von Schaffran**) durchgefiihrt sind, und an der grofien Ausfithrung
festgestellt werden.

41, Mechanische Ahnlichkeit des Systems ,Schitf
und Schraube* (Anwendung 9). Im Abschnitt 52 wird der Fall
geometrisch ahnlicher Schiffsschrauben besonders behandelt: Wenn Schwere-
und Reibungswirkungen vernachlissigt werden kénnen, so ist fiir die Schraube
ohne Schiff kein besonderes Modellgesetz, sondern nur die allgemeine New-
tonsche Ahnlichkeit zu beachten.

*) Schiitte, Einfluf der Schlicgerkiele auf den Widerstand und die Rollbewegung der
Schiffo in rubigem Wasser, Juhrliuch der Schiffbaut. Ges 1903 S 342,

*%) Schaffran, Modellversuche mjt Schaufelradpropellern, Jahrbuch der Schiffbaut. Ges,
1918 S. 475.
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Sind Schiff und Schraube in gleichem linearen Malle verkleinert, so
sind fiir beide die Gesetze Froudescher Ahnlichkeit zu erfiillen; denn an beiden
wirkt die Schraubenschubkraft, fiir welche vom Schiffe herriihrend nach
GL 40 der KraftemalBstab %= (;)/y 4* sein muB. Es gilt dann also sowohl fiir
das Schiff wie fiir die Schraube z=Vi oder T:t=VL:VI oder V:v=
VL :V1. wobei allerdings Voraussetzung ist, dal auch die Oberflichenwider-
stinde mittels des am SchluB von Abschnitt 38 angefiihrten Kunstgriffes in
das gleiche Verhaltnis 1* wie die Schwerkrifte und Wellenwiderstinde ge-
bracht werden.

Aus obigen Gleichungen geht hervor, GaB die Umlaufszeit der grofien
und der Modellschraube in geradem Verhiltnis der Wurzeln auf den linearen
Abmessungen, die sekundlichen Umlaufszahlen also im umgekehrten Ver-
hilinis dieser Wurzeln stehen miissen. Die letzte Gleichung gilt fiir je zwei
beliebig einander entsprechende Geschwindigkeiten, z. B. fiir entsprechende
Fahrtgeschwindigkeiten oder entsprechende Umfangsgeschwindigkeiten der
Schrauben. Daraus folgt die bekannte Beziehung: Das Verhiltnis Fahrt-
geschwindigkeit : Umfangsgeschwindigkeit muf bei mechanisch #dhnlichen
Stromungsvorgiingen iibereinstimmen.

42, Combessche Ahnlichkeit bei Reihenmaschinen
verschiedener Grofle unter Schwerkraftwirkung (An-
wendung 10). Bertrand bespricht unter seinen Ahnlichkeitsheispielen den
von Combes *) zuerst behandelten Fall zweier geometrisch #hnlich gebauter
Wasserturbinen. Wir erweitern die Untersuchung sogleich auf alle geome-
trisch dhnlich geformten Maschinen, die allein unter der Wirkung der Schwere
arbeiten. Dieser Gruppe gehéren z. B. an: Wasserriider, Wasserturbinen.
Kolben- und Kreiselpumpen. Der Lingenmafistab sei 4. Die mechanische
Ahnlichkeit einer derartigen Maschine und des zugehorigen Modells oder etner
Reihe geometrisch shnlicher Maschinen soll sich auch darauf erstrecken, daf
die Gefallhshen in dem Verhiltnis 4 stehen und dafl die Nutzarbeiten dem
Anheben von Lasten entsprechen, fiir welche wie bei allen Schwerkriften der
KriftemaBstab (;)/. 43 ist und deren Hubhohen das Verhiltnis 4 aufweisen.

Unter der Voraussetzung, daB die Nebenerscheinungen keine Ahnlich-
keitsstorungen verursachen, gilt bei alleiniger Wirkung der Schwere das
Froudesche Modellgesetz in der Form: 7 =V4 oder T:=VL:VI oder

*) Combes. Recherches théoriques et expérimentales sur les roues & réaction ou &
tuyaux, Paris 1843.
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V:v=VL:V1l oder B=b. Die Umlaufszeiten dieser Reihenmaschinen
wachsen also wie die Wurzeln aus den linearen Abmessungen, die Umlaufs-
zahl somit umgekehrt wie diese Wurzeln. Bei Verwendung gleicher Stoffe
gilt fiir die Krifte: » =K:k=L3: 3, fiir die Fliissigkeitsdriicke: P : p=1L : 1, fiir
die Arbeiten: A :a="xA =1L¢*:1*, fiir die Nutzleistungen und Gesamtleistun-
gen: K:e=% :_i = L'%‘;]Z, fiir die sekundlichen Durchflufimengen: Q :q=
13

P i Beschleunigungen und Wirkungsgrade sind die gleichen. Einer

praktischen Durchfiihrung werden sich allerdings Schwierigkeiten entgegen-
stellen.

Die mechanische Ahnlichkeit hezieht sich hier auf die beschleunigten
Fliissigkeitsmassen. Die Spannkriifte in den festen Teilen sind nur Folge-
erscheinungen, die keinen Einfluf auf den Beschleunigungsvorgang haben.
Wiirden auch die Dickenabmessungen der Maschinenteile geometrisch &hnlich
vergroflert werden, so wiirden die Spannungen wie die Fliissigkeitsdriicke mit
den linearen Abmessungen wachsen; kleine Ausfithrungen wiirden an Stoff-
verschwendung, groBe an Uberanstrengung leiden. Wirtschaftlicher wire
es, die Konstruktionen mit gleichen Spannungen an entsprechenden Stellen
durchzubilden. Sollen bei den Pumpen auch die antreibenden Kolbendampi-
maschinen in die geometrische Ahnlichkeit einbezogen werden, so miissen die
mittleren Dampfdriicke im Verhilinis der linearen Abmessungen zunehmen,

43, Mechanische Ahnlichkeit in der Dynamik der
Flugzeuge (Anwendung 11). Stelll man sich die Aufgabe, die
dynamischen Vorginge von Flugzeugen, z. B. deren Lingsstabilitit, durch
Versuche am fliegenden Modell zu studieren, so ist folgendes zu beachten:
Wegen der Forderung geometrisch #hnlicher Flugbahnen und damit auch
shnlicher Fallhohen ist die Schwere als eine wesentlich hestimmende Kraft
anzusehen. Es ist also das Froudesche Modellgesetz: V :v=VL: V1 zu er-
fiillen. Aber auch die inneren Reibungskrifte der Luft sind von Einflufl auf
den Stromungsverlauf und somit kommt bei vollkommener mechanischer Aln-
lichkeit auch noch das Reynoldssche Modeligesetz: V :v=1/L: 1,1 in Betracht.

Beide Gesetze sind — bei Verwendung gleicher Fliissigkeit — gleich-
weitig nicht zu erfiillen. Aus der Schwierigkeit fithren zwei Auswege heraus:
Entweder man fiihrt den Modellversuch in einer anderen Fliissigkeit, z. B.
in Wasser, aus, was sehr viel Miihe erfordert,. oder man hegniigt sich damit,
den Modellvorgang nur angeniihert nachzuahmen, indem man die weniger
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einflulireiche Ziahigkeit auller acht lift. Bader *) weist theorelisech und
experimentell nach, dafl man imstande ist, den allgemeinen Charakter der Be-
wegungen eines Flugzeugs mit guter Annéherung nach dem Flug eines geo-
metrisch #hnlichen Modells zu beurteilen: Er kommt zu folgendem Ergebnis:
,Gelingt es, die geometrische Ahnlichkeit eines Modells auf die Tragheits-
halbmesser und auf die Fallhthe (h =v?*2g), die der Fluggeschwindigkeit ent-
spricht, auszudehnen, so ist das Modell auch mechanisch dhnlich. Weitere
Einzelheiten sind in der genannten Arbeit zu finden.

44, Ahnlichkeitsschliisse in der Mechanik der
Himmelskérper (Anwendung 12). Es wird vorausgesetzt, daf die
zu vergleichenden fliissigen, unzusammendriickbaren, homogenen Korper
allein unter der Wirkung allgemeiner Massenanziechung stehen. Dann gilt
das Thomsonsche Modellgesetz des Abschnitts 25, z. B. in der Form der
Gleichung 54 a:

. 1 /1
T:e=Y.~ )=,
l/(e) Ve
dio bei Verwendung gleicher Dichien, also fiir (¢ =¢, iibergeht in die
Gleichung T =t.

Fille, in denen zwei geometrisch dhnliche Fliissigkeitsmassen der be-
schriebenen Art der Betrachtung zugrunde gelegt werden, haben fiir die
Technik keinen Wert, dagegen sind sie von hoher Bedeutung fiir die Physik
der Erde und der Himmelskorper. Anwendungen solcher Ahnlichkeitsbezie-
hungen finden sich mehrfach bei G. H. Darwin **). Es sollen nur kurz fol-
gende vier Anwendungsfille hervorgehoben werden:

a) Eine homogene, fliissige, unter ihrer eigenen Massenanziehung
stchende Kugel ist ein in stabilem Zustand befindliches System. Kleine St5-
rungen geben daher AnlaB zu Schwingungen. Nach obigem ist die Dauer
dieser Schwingungen fiir alle Kugeln beliebiger Grofe und gleicher Dichte
unveranderlich. Sie betriigt filr einen von W. Thomson zuerst behandelten.
in Lambs Hydrodynamik 1907 S. 527 wiedergegebenen Fall, in welchem die
fliissige Kugel die Griofie und Masse der Erde, also ein Einheitsgewicht von
5500. kg/m® besitzt, 94,4 Minuten. Daher haben alle fliissigen, homogenen
Kugeln, deren Dichte 5%4mal so grol wie die des Wassers ist, bei &hnlicher

*) Bader, Einfiihrung in die Dynamik der Flugzeuge mit besonderer Beriicksichtigung
der mechanischen Abnlichkeit, Forschungsarbeiten des V. d.I. Heft 189 und 190.
**) (3. H. Darwin, Ebbe und Flut; deutsch von A. Pockels, 2. Aufl. 1911
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Forménderung dieselbe Schwingungsdauer wie in dem Thomsonschen
Beispiel.

b) In der Lehre von den Gezeiten wird der Fall eines Ozeans be-
handelt, der mit iiberall gleicher Tiefe einen kugelférmigen Kern bedeckt.
Auch hier treten um die Gleichgewichtslage Schwingungen auf, die fiir
geometrisch #hnliche Systeme und gleiche Stoffe nach dem Themsonschen
Modellgesetz dieselbe Dauer haben miissen.

¢) Bei der Untersuchung der relativen Gleichgewichtsformen wu-
laufender Fliissigkeitsmassen gelten fiir geometrisch #hnliche Fille eben-
falls die Thomsonschen Gesetze, wenn die allgemeine Schwere und die Trig-
heitskréfte der Zentrifugalwirkung allein in Rechnung zu stellen sind, Hier:
her gehoren die den Astrophysikern bekannten Fille der wumlaufenden
Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoide, der birnenférmigen Fliissigkeits:
gestalten mit ihren Ausartungen in Doppelsterne, der ringférmigen dem
Saturn dhnlichen Gebilde, sowie viele aus der gegenseitigen Einwirkung
zweier Himmelskorper hervorgehende Gezeitenerscheinungen.

d) Werden die unter ¢ genannten Formen umlaufender Kliissigkeiten
gestort, so entstechen wieder Schwingungen um die Gleichgewichtslage, und
es sind dieselben Ahnlichkeitsschliisse wie unter a und b berechtigt.

45. Ahnlichkeitsbeziehungen f{fiir den Fall der
Oherflachenreibung an diinnen Platten. (Anwendung
13.) Die Frage nach dem Oberflichenwiderstand diinner, in der Léngs-
richtung durch die Fliissigkeit bewegter, ebener Platten ist mit dem Streben
nach Aufklirung der Schiffswiderstandserscheinungen aufs engste verknipit.
Uber i#ltere Versuche berichtet Bourgois*); doch wurden erst die Platten-
versuche Froudes**) fiir den Schiffbau brauchbar. Mit groBer Sorgfalt fiihrte
dann unter anderen Gebers***) die Versuche weiter.

Einen wesentlichen Tortschritt in der Erforschung der Plattenreibung
verdanken wir Blasiust), dem es gelungen ist, mit Hilfe der Revnoldsschen

*) Bourgois, Mémoire sur la résistance de 'ean an monvemen{ des corps et particuli¢ra-
went des batiments de mer. Paris 1857.

#%) W. Froude, Experiments on the surface-friction, Brit. Ass. Rep. 1872 8. 715; und
Report to the Lords Commissioners of the Admiralty un experiments for the determination
of the frictional resistance of water on a surface, performed at Chelston (‘ross, Brit. Ass.
Rep. 1874 8. 249.

*#*) Gebers, Ein Beitrag zur experimentellen Ermittlung des Widerstandes gcuen
bewegte Korper, Verlag des ,Schiffbau“ 1908,

+) Blasius, Das Xhnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgingen in Flissigkeilen, Mitt. iiber
Forschungsarheiten des V.d. T. Heft 131,
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Ahnlichkeitss#tze iiber zihe Fliissigkeiten einiges Licht in das dunkle Gebiet
hineinzutragen und den Oberflichenwiderstand als eine Folge der inneren
Fliissigkeitsreibung zu deuten.

Blasius hat mit Erfolg zunichst den Reibungswiderstand ,,glatter®,
mif geschliffenem Lackfarbenanstrich versehener Platten in Wasser unter
Zugrundelegung der Gebersschen Versuche einer Priifung auf mechanische
Ahnlichkeit unterzogen und zwar in dem Gebiet der Turbulenz, welcher Fall
bei praktischen Anwendungen in der Regel vorliegt. Unter Beriicksichtigung
der groBen Verdnderlichkeit des dynamischen Zihigkeitsmafles » der Gl. 60
mit der Temperatur hat er den Nachweis fiir das Bestehen mechanischer Ahn-
lichkeit fiir den fraglichen Fall erbracht.

Der von ihm durchgefithrte Vergleich ergibt, dal die Messungen an
Platten verschiedener Griolle bei verschiedenen Geschwindigkeiten und bei
Verinderungen der Temperatur, d. h. also von », eine einzige Eigenschafts-
kurve ¢ = F () nach Gl 77 bilden, worin « die Kennziffer in der Gleichung

dex Widerstandes w=ao v, der Form des allgemeinen Newtonschen
v

#’V

suchten glatten Platten fiihren im Turbulenzbereich fiir « auf die Potenz-

formel « = 0,0123 p—01%  woraus ein Widerstandsgesetz entspringt, das die
Faktoren v'* 1% aufweist. Zu beachten ist, daB Blasius w=
2y Iv¥2 g schreibt und daher x =2« als Ordinate seiner Kurve erhélt.
‘Weitere Einzelheiten sind in der genannten Arbeit zu finden. Fs ist zu wiin-
schen, daB die entsprechenden Versuche auch fiir andere Fliissigkeiten fort-

| —

Ahnlichkeitegesetzes, und @ = die Reynoldssche Zahl ist. Die unter-

T ot

und

gefithrt werdeun.

Auch auf rauhe Platten sind die Gesetze mechanischer Ahnlichkeit
angewandt worden; doch sind die hier geltenden Beziehungen viel verwickel-
ter, da auBer der Zihigkeit der Fliissigkeit noch der Rauhigkeitsgrad der
Fliachen in Betracht kommt. Die wesentlichen Einzelheiten dieses Gebietes
sind in der Arbeit Giimbels: Das Problem des Oberflichenwiderstandes be-
liebiger Fliissigkeiten*) und bei Blasius zu finden.

46. Ahnlichkeitsbeziehungen Dbetreffend den
Druckverlust in zylindrischen Rohren (Anwendung
14) Der Druckverlust ziher Fliissigkeiten in Rohren ist vom Standpunkt
der Ahnlichkeitsmechanik auf Grund der Frage zu beurteilen: Unter welchen
Umstinden stromen zshe Fliissigkeiten mechanisch #hnlich? — Ist es

*) Jahrbuch der Schiffbautechn. Ges, 1913 S. 393,
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sicher, dafl nur die innere Reibung die Vorginge beeinfluflt, so ist das Rey-
noldssche Modellgesetz der Abschnitte 26 und 27 maBgebend, das am iiber-
sichtlichsten in der Form auszusprechen ist: Das entscheidende Kennzeichen
dafiir, dafl zwei Stromungsvorgéin:e unter alleiniger Wirkung der inneren
Reibung mechanisch #hnlich verlaufen, ist die Ubereinstimmung des dimen-
sionslosen Beiwertes der betreffenden in Rede stehenden Vergleichgriofen bei
gleicher Reynoldsscher Zahl ¢ =v1/v. Die Fliissigkeiten kionnen dahei ver-
schieden sein.

Im folgenden werden dic groflen und eingeklammerten Buchstaben
wieder auf den Hauptvorgang, die kleinen auf den Modellvorgang hezogen.
Als MaReinheiten gelten m, sk, kg. Wic immer bei mechanischer Ahnlich-
keit gilt auch hier das allgemeine Newtonsche Ahnlichkeitsgesetz:

W=ea(@FV: und w=eaptvz, .. ... . .. (a)

wobei unter W und w zwei entsprechende Krifte, also bei Untersuchung der
Druckverluste P,—P, und p,—p, z. B. die Widerstandskrifte W = (P,—P,) F
und w = (p.—p,) f zu verstehen sind, die sich auf zwei entsprechende Massen
M und m beziehen. M und m miissen geometrisch ihnliche Rauminhalte
haben, fiir welche zwei entsprechende Zylinderabschnitte des Fliissigkeits-
stranges angenommen werden.

Die an den Enden von M und m in Metern gemessenen Druckhohen-
verluste Z und # heiBen ,entsprechende”.  Fiir sie gilt mit (0V/(y) = 1/g und
¢ —1/g:

, PPl W a@FVE awv:

Y S )
Pz P w  eofv: _ av?
A : o=
v rf ri g
oder it ag 842
VZ v'_’
Z=8 - =Y RPN (1
Z ﬂ?g und z ﬂzg' (b)

Bei dhnlichen Vorgingen haben die heiden Zahlen # denselben Wert § =
4 .2g[V*=12.2¢g/v? im iibrigen ist # eine Funktion der Reynoldsschen Zahl
¢ vl oder VL/(») (vgl die Betrachtungen iiber dimensionslose Darstellung
ini Abschnitt 27), wobei V und v zwei belichige entsprechende Geschwindig-
keiten und I, und 1 zwei beliebige entsprechende lineare Abmessungen sind.
Als Geschwindigkeiten empfiehlt es sich hier, die Mittelwerte der Stromung
and als Vergleichslingen die beiden Rohrdurchmesser D und d zu wihlen,
#o - dal w im folgenden stets die Bedeutung vd/v oder V D/(» haben wird.



Die Vorginge der hier beschriebenen Art sind mechanisch #hnlich, wenn
ihre Eigenschaftskurven =1 (y) sich decken. Der Vergleich der Eigen-
schaftskurven liefert also das entscheidende Erkennungsmittel mechanischer
Ahnlichkeit.

Die eben gegebene Darstellung ist die natiirliche: Sie entspringt der
Bedingung vollstéindiger geometrischer Abnlichkeit. Die technische Praxir
schligt aber folgenden etwas abweichenden, zum gleichen Ziele fiihrenden
Weg ein: In Erkenntnis der Tatsache, da der Druckhohenverlust einer
Rohrleitung im geraden Verhiltnis zu ihrer Liinge wiichst, wiinscht sie, daB
dieser Umstand in der Gleichung fiir den Druckhéhenverlust zum Ausdruck
gebracht wird. Zu diesem Zwecke darf aber nicht ohne weiteres die be-
treffende Rohrlinge in den Zihler der Gln. b gesetzt werden, da diese dann
gegen die Grundforderung der Dimensionsgleichheit fiir beide Seiten der
Gleichung verstoRen wiirden. Wohl aber ist folgender Weg gangbar:

Fiir entsprechende Massen M und m gilt, wenn S, s zwei entsprechende
Rohrlingen, D, d die beiden Durchmesser und { eine reine Zahl ist:

S _8 _ S _s _

D_d—_c’ alsoCD—{'d_J"”.""' (c)
Daher lassen sich die GIn. b auch-in der erweiterten Form:

_ L, V28 _ oV s

Z—-ﬂig'tu und Z—-ﬂ2g'-§d
oder

y_ .S V2 .8V .

7 _l—D» -2—g und z=1 d 28 ds

schreiben, worin 4 der dimensionslose Beiwert des Druckhohenverlustes
(nicht wie sonst der Langenmafstab) ist. Auch hier liefert die Darstellung
der dimensionslosen Griéflen

i ZD2g

zd2g
gV und 4 o v

ep
als Funktion von ¢ fiir den Fall mechanischer Ahnlichkeit der Stromungs-
vorginge . ein und dieselbe Eigenschaftskurve 4 = f (). deren Ordinaten
aber D/S = d/s mal so groB sind wie die der Kurven g =f ().

In den Gln. e kommt das Verhialinis Z/S = z/s vor. Beachtet man, daB
der Druckhéhenverlust verhaltnisgleich mit der Lénge whchst, so kann auch
Z/S = H/L und z/s =h/l geschrieben werden, wenn L eine ganz beliebige Rohr-
tinge des Hauptvorgangs mit zugehorigem Druckhshenverlust H und 1 eine
ébenfalls beliebige Rohrlinge des Modellvorgangs mit dem Druckhthenverlust,
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h ist. Statt der GIn. d und e kinnen daher auch folgende Beziehungen bei
dem Ahnlichkeitsvergleich benutzt werden:

LoV T \.
H=1 D_‘Z_g— und h—ld2g O &
oder
_HDz2g _hd2g
l———]:-v_j ound A = v g

in denen sich aber L und 1 sowie H und h nicht mehr auf ,entsprechende™
Rohrabschnitte, sondern auf ganz beliebige Lingen nebst den zugehérigen
Druckhéhen beziehen. In diesem Sinne sind die Ahnlichkeitsbetrachtungen
iiber Rohrleitungsverluste der Technik zu verstehen. Die sich bei dieser
Auffassung der Rohrverluste ergebende Kurve 2 = f (y) deckt sich natiirlich
vollkommen mit der soeben besprochenen.,

Auch auf dem Gebiete der Rohrleitungsverluste haben Giimnbel und
Blasius — wie in dem Fall des Oberflichenwiderstandes von Platten (vgl.
Abschnitt 45) — die mechanische Ahnlichkeit der Vorginge auf Grund des
Reynoldsschen Modellgesetzes mit Erfolg erprobt. Wegen des Studiums die-
ser Erscheinungen sei auf jene Arbeiten sowie auf die Untersuchungen
Brabbées®) verwiesen. Hier soll nur folgendes hervorgehoben werden:

Nach Blasius ergeben — auf Grund eigener Versuche sowie derjenigen
von Saph-Schoder und Nusselt — alle ,,glatten” Rohre, z. B. gezogene Messing-.
Kupfer- und Bleirohre, praktisch dasselhe Gesetz der Beiwerte 4 - f (y) fiir
die untersuchten Fliissigkeiten Kaltwasser und Druckluft, wobei dic starke
Veriinderlichkeit des dynamischen ZihigkeitsmaBes » mit der Temperatur
und bei Luft auch noch mit dem Druck zu heachten ist. Und zwar besteht
fiir kleine Werte von y eine andere Gesetzmiifligkeit wie fiir groBe: Unter-

halb einer kritischen Geschwindigkeit. die sich ansy vvd - ~ 2000 bercchnen

lift, stromt die Fliissigkeit in regelmibigen Schichten: Das heifit, es gilt das
hekannte Poiseuillesche Gesetz, das in dimensionsloser Darstellung die ein-
fache Form 4 == 64/¢y hat. Aus der Lrfiillung dieses Gesetzes, das gleich-
bedeutend einem mit v wachsenden Widerstandsgesetz ist, schlieft Blasius
auf das Haften der Fliissigkeit an der glatten Wand. Zwischen w = 2000 bis
3000 etwa tritt ein unsicherer Ubergangszustand auf, jenseits dessen sich die
Flissigkeit in turbulenter Stromung nach dem Erfahrungsgesetz = 03164 ¢~ .
bewegt.

*) Brabbée, .Die Berechnung verschiedener Rolrnetze auf einheitlicher Grundlage.
Z.d. V.4 11916 8. 41



— 92 —

Sind die Rohrwinde raub, und zwar in verschiedenem Grade, so ent-
steht je eine neue Eigenschaftskurve: Der Beiwert 4 in der Gleichung des
Druckhohenverlustes ist dann nicht nur abhingig von der Reynoldsschen
Zahl y, sondern auch noch von dem Rauhigkeitsgrade der Rohrwand, der bei
der zeichnerischen Darstellung als wechselnder Parameter erscheint. Decken
sich fiir zwei verschiedene Fille die Kurven 2 =f(¢). so haben die beiden
Rohre nach Blasius den gleichen Rauhigkeitsgrad.

47. Modellversuche zur Ermittlung des Fahrt-
widerstandes der Luftschiffe und TUnterseeboote.
{(Anwendung 15.) In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daB die zu
hetrachtenden Korper, Luftschiffe und tief unter dem Spiegel fahrende
U'nterseeboote, sich in zihen, praktisch als unendlich ausgedehnt geltenden
Fliissigkeiten bewegen. Oberflichenwellen sollen ausgeschlossen sein. Bei
heiden Fahrzeugen tritt der Reibungswiderstand gegeniiber dem aus den Nor-
maldriicken bestehenden Formwiderstand stirker hervor als bei gewdhnlichen
Schiffen. Ja, bei Luftschiffen strebt man danach, den Rumpf als Kéorper
kleinsien Formwiderstandes auszubilden, wihrend hei Unterwasserschiffen
dem gleichen Vorhaben mit Riicksicht auf eine giinstige Form fiir die Uber-
wasserfahrt Grenzen gesetzt sind.

(tegeniiber den Reibungserscheinungen an Platten und in Rohren (Ab-
schnitt 45 und 46) sind jetzt die binter dem Korper sich bildenden Heckwirbel
an der Erzeugung von Widerstand wesentlich mitbeteiligt. Sie lassen zur-
zeit eine rein mathematische Behandlung der Aufgabe als undurchfiihrbai
erscheinen. Wie immer in solchen Fillen, sucht man Hilfe bei der Ahnlich-
keitsmechanik und beim Modellversuch. Wegen des Auftretens der innern
Fliissigkeitsreibung kann bei mechanisch #hnlichen Vorgingen nur dar
Reynoldssche Modellgesetz in Betracht kommen, dessen einfachste Form nach
GLET Y L ?— =unv.=1p ist. Da die Schwere als beschleunigende Kraft nicht

()
wirkt, ksc/) braucht man das Froudesche Modellgesetz nicht zu beachten.

Leider ist selbst bei glatten Oberflichen bisher cine Zusammenfassung
der Vorgiinge unter Ahnlichkeitsbeziehungen noch nicht gelungen. Die Form
der Korper beeinfluft in betriichtlichem MaBe die Oberflichenreibung wie
auch den Heckwirbelwiderstand, welch letzterer wesentlich wieder von den
Reibungsvorgingen in der Nihe der Korperwinde abhiingt.

Bei den Oberfliichen praktischer Konstruktionen sind noch zwei wei-
tere Umstéinde zu beriicksichtigen, ngmlich erstens die Rauhigkeit der Fliche
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und zweitens die beulen- oder wellenférmigen Gebilde in der Stoffhaut oder
die Unstetigkeiten der Eisenbeplattung zufoige Niet und Naht.

Versuche unter strenger Einhaltung mechanischer Ahnlichkeit konnten
angesichts dieser erschwerenden Umsténde bisher nicht durchgefiihrt werden.
Jedoch liegen vielverheiflende theoretische und experimentelle Untersuchun-
gen Prandtls*) — allerdings ohne Bezugnahme auf Ahnlichkeitsvorginge —
vor: Prandtl geht davon aus, dafl die an sich nur geringe Reibung besitzende
Fliissigkeit zwar da, wo keine Wiinde sind, sich so gut wie eine reibungslose
Fliissigkeit verhiilt, ,,da sich aber an den Winden unter dem Einflull der
Reibung eine diinne Grenzschicht ausbildet, in der die Geschwindigkeit von
dem Wert, der der reibungsfreien Bewegung cntspricht, auf denjenigen iiber-
geht, den das Haften an der Wand erfordert“, Die grundlegende Bedeutung
dieser Auffassung liegt fiir Luftschiffe, U-Boote und andere in unbegrenzten
Fliissigkeiten bewegte Korper darin, daB sie eine Erklirung iiber das Zu-
standekommen der Heckwirbel erméglicht. Prandil schliefi{ aus seinen Unter-
suchungen, daf sich — meistens nahe dem Heck — Teile der Grenzschicht
von der Wand in die Fliissigkeit hinausschicben und so zur ,,Ablésung* der
Strémung von der Wand und zur Erzeugung von Heckwirbeln Anlafl geben.
Fischartige Korper mit schlank auslaufendem Hinterteil ergeben nur geringe
Heckwirbelwiderstinde. Die Form des Vorderteils ist weniger wichtig; sie
braucht nur gerundet aber nicht spitz zu sein.

Da die strenge Modellmechanik versagt, so behilft sich die Praxis zw
Bestimmung der in Rede stehenden Widerstiinde in folgender Weise: Der
Gesamtwiderstand wird in zweci Tcile zerlegt, in den aus den Druckkriiften
zusammenzusetzenden I'ormwiderstand und in den aus den Tangentialkraften
zu bildenden Oberflichenwiderstand.

Der erstere ist in der Gottinger Versuchsanstalt fiir verschiedene
Modellformen ermittelt worden, indem die D'ruckvertcilung um den Korper
beobachtet wurde. Der Gesamtwiderstand des Modells wurde unmittelbar
gemessen. Der Unterschied der beiden, der Restwiderstand, ist gleich dem
Reibungswiderstand. Ohne Benutzung des Reynoldsschen Modellgesetzes
wird nun der Formwiderstand unter Annahme mechanischer . Ahnlichkeit
nach dem Newtonschen Gesetz auf die grofe Ausfiihrung mittels der Gleichung
Wi =ea(e) FV? iibertragen, wobei fiir e die durch den Modellversuch be-

*) Einen vorziiglichen Uberblick bietet die Darstellung Prandtls im Handwdrterbuch
der Naturwissenschaften 4. Bd. 1913 S. 117.
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stimmte Kennziffer a = é-‘;%—; benutzt wird. Die Versuche sind fiir Luft

durchgefiihrt worden; es ist sehr erwiinscht, daB sie auch fiir Wasser fort-
gesetzt werden.

Fiir den Reibungswiderstand der U-Boote gelten dhnliche Erfahrungs-
formeln wie fiir die entsprechenden Widerstinde bei gewdhnlichen Schiffen.
Beziiglich der Hautreibung der Luftschiffe ist man mangels geeigneter Ver-
suchsunterlagen gegenwiirtigz noch auf Schitzungen angewiesen, doch wer-
den unmittelbare Messungen des Schraubenschubs der Luftschiffe bald Klar-
heit iiber den Gesamtwiderstand verbreiten, Allerdings wird auch dann noch
insofern eine Unsicherheit bestehen bleiben, als es fraglich ist, ob eine Ab-
trennung des Formwiderstandes in der oben beschriebenen Weise berechtigt
ist, und ob die Ubertragung des aus Druckmessungen am Modell errechneten
Formwiderstandes auf die grofe Ausfithrung mittels des allgemeinen Newton-
schen Ahnlichkeitsgesetzes nicht erhebliche Abweichungen gegeniiber der
Wirklichkeit mit sich bringt. Das gleiche gilt fiir die U-Boote.

Die Erkliarung dafiir, daB bei den Uberwasserschiffen das Froudesche
Verfahren zu praktisch so befriedigenden Ergebnissen fiihrt, ist im wesent-
lichen darin zu erblicken, daB bei ihnen der Wellenwiderstand fast den ge-
samten Formwiderstand ausmacht und zugleich cine Behandlung nach den
Lehren mechanischer Ahnlichkeit in einfacher Weise zulédfit.

Sehr beachtenswert erscheint die aus Gottinger und Eiffelschen Ver-
suchen hervorgehende Tatsache, daB die Gleichung zur Berechnung des Ge-
samtwiderstandes mit wachsender Geschwindigkeit cine bestindigere, einer
Grenze sich immer mehr nihernde Form erhilt. Man darf es also wohl als
Regel ansehen, daf bei groferen Geschwindigkeiten der Luft- und Unter-
wasserschiffe die mechanische Ahnlichkeit im praktischen Sinne eine voll-
kommenere wird.

Uber Drihte, Stangen und andere Korper, die stromenden Flilssig-
keiten — Wasser oder Luft — ausgesetzt werden, liegen ebenfalls aus der
genannten Versuchsanstalt Mitteilungen vor, die erkennen lassen, dafl bei
jenen Stromungen eine Reynoldssche Ahnlichkeit als Folge der Zihigkeit
der verwendeten Fliissigkeiten vorliegt.

48, Ahnlichkeitsbeziehungen bei formgleichen
Dampfturbinenridern. (Anwendung 16.) Stodola*) ver-
gleicht zwei in allen Teilen geometrisch #hnliche Scheibenriider beliebiger

*) Stodola, Die Dampfturbinen, 4. Aufl. 1010 S. 261.
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Form, wie sie vornehmlich bei Dampfturbinen vorkommen. Der Stoff ist der
gleiche. Gefragt wird: Unter welchen Umstinden werden die Umlaufs-
bewegungen mechanisch #hnlich? — Als physikalische Krifte kommen
allein die elastischen Krifte Hookescher Art in Betracht; denn die Zentrifugal-
krifte sind nur die der Massenbeschleunigung entsprechenden Triigheits-
krifte. Es mub also das Cauchysche Modellgesetz erfiillt sein, d. h. es gelten
die Gleichungen des Abschnitts 28 in der Form: z=4oder T :t=1L :1 oder
V =v; in Worten: Die Umlaufszeiten miissen sich wie die Durchmesser, die
Umlaufszahlen also umgekehrt wie diese verhalten; oder: die Umfangs-
geschwindigkeiten miissen gleich sein. Nach Abschnitt 28, Absatz h, sind
die Spannungen in entsprechenden Punkten ebenfalls gleich groB.

Eine Erweiterung dieser Ahnlichkeitssiitze auf formihnliche Scheiben-
rider wird im Teil IV, Abschnitt 58, gegeben.

49, Normandsche Ahnlichkeit bhei Reihen-Dampf-
maschinen verschiedener GroéBe wunter Voraus-
setzung gleicher Festigkeit. (Anwendung 17) Nor-
mand*) hat im Jahre 1894 eine Reihe von Siitzen iiber geometrisch dhnliche,
aus gleichen Stoffen erbaute Kolbendampfmaschinen aufgestellt, die vom
Standpunkte der Ahnlichkeitsmechanik aus als eine Anwendung des Cauchy-
schen Modellgesetzes erscheinen. Seine Frage: Unter welchen Umstédnden
arbeiten diese Reihenmaschinen auch mechanisch dhnlich? kgnnen wir sofort
in folgender Weise beantworten. Wenn — bei Auficrachtlassung des Ein-
flusses der Schwerkriifte und etwaiger stérender Nebenerscheinungen — auBer
den Dampikriften allein die inneren Spannkrifte Hookescher Art, kurz
elastische Krifte genannt, auf die Bewegungsvorgiinge beschleunigend ein-
wirken, so kommt das Cauchysche Modellgesetz in Betracht, wenn dafiir
gesorgt wird, daf die Dampfkrifte denselben Kriftemalstab » erhalten wie
die elastischen Kriifte.  Nach Gl. 80 ¢ ist fiir letztere: » = 4% Mithin miissen

b
die Dampfkréfte D und d ebenfalls x:»g— = lpI;~ i? ergeben, woraus her-

vorgeht, dafl die mittleren Dampfspannungen P und p gleich grofl sein miissen.
Dies Ergebnis ist in Ubereinstimmung damit, daB bei Cauchyscher Ahnlich-
keit entsprechende Spannungen den gleichen Wert haben. » = 42 gilt auch
fiir innere Spannkrifte, die mit vernachlissigbar kleinen Forminderungen
verbunden sind, sofern nur die Bedingung gleicher Spannung beibehalten
erd und aus dieser Forderung ist bei Normand die Gleichung * =42 ent-

*) Jauch et Masméjean, Cours de machines marines, 2. Teil Paris-Toulon 1910 S. 570.
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standen. Wegen dieser Ubereinstimmung in den Ahnlichkeitsbeziehungen
kann auch der Normandsche Fall nach den Cauchyschen Modellgesetzen be-
handelt werden; allerdings 148t N. die beschleunigenden Schwerkrifte auBer
Ansatz.

Die Cauchyschen Modellgeseize lauten nach Abschnitt 28, Absatz h,
oder nach den Gleichungen 80: ¢ =4 oder T:t=L:1 sowie V=v, und
B:b=1/L:1/l, das heifit in Worten: Die Umlaufzeiten dieser Reihen-
Dampimaschinen stehen in geradem Verhiltnis der linearen Abmessungen
oder die Umlaufszahlen im umgekehrten Verhéltnis derselben. Weiter gili
fiir entsprechende Leistungen: E:e=K V:kv= 4% fiir die auf eine Pferde-
stirke bezogenen Maschinengewichte @, und q,: Q,: q,=G/E :gle= 43/2=1]
und fiir entsprechende Massenbeschleunigungskrifte: Mb :mb=2%.1/4 = 43
in Ubereinstimmung mit dem Verhiltnis der iibrigen Krifte.

Da alle Konstruktionsglieder geometrisch dhnlich durchgebildet wer-
den, so gilt auch fiir etwaige aus den elastischen Kriften entspringende
Stérungsbewegungen, wie z. B. liir Biegungs- oder Torsionsschwingungen
usw., das Cauchysche Modellgesetz: T:t=L:1l

Weitere Einzelheiten und Angaben iiber die praktische Durchfithrung
dieser Ahnlichkeitsbeziehungen bei geometrisch #hnlichen Reihen-Dampf-
maschinen sind in der genannten Quelle zu finden.

50. Strenge mechanische Ahnlichkeit bei gleich-
zeitigem Wirken zweier Krifte, erliutert an dem Bei-
spiel eines iiber eine Briicke fahrenden Zuges. (An-
wendung 18) Routh stellt in seiner Dynamik der Systeme starrer Kor-
per, deutsch von Schepp, Bd. I, S. 330, die Aufgabe, die Bewegungen einer
iiber eine Briicke falirenden Lokomotlive mitlels eines Modells nachzuahmen
und die Fahrtgeschwindigkeit fiir das Modell anzugeben. Wenn dem Bei-
spiel zunichst auch nur akademische Bedeutung zukommt, so ist der dabei
einzuschlagende Weg doch vorbildlich fiir verwandte I'dlle mechanischer
Ahnlichkeit, und das Beispiel soll daher kurz erortert werden.

Allerdings wollen wir hier nicht das von Routh mit Zahlen niher um-
schriebene Einzelbeispiel besprechen, sondern die Frage rein formell vom
Standpunkt strenger mechanischer Ahnlichkeit untersuchen.

Wir denken uns von der eisernen Briicke ein geometrisch &hnliches
Modell aus einem andern Stoff, z. B. aus Aluminium im MaBstab 1:4 her-
gestellt und von einer ebenfalls aus Aluminium gefertigten Modellokomotive
befahren. Die Briicken seien einfache prismatische Balkentriiger. Da die



Schwere zweifellos an den lotrechten Beschleunigungen der Lokomotive und
der Tréger beteiligt ist, so ist das Froudesche Modellgesetz des Abschnitts 22:
V1 oder V/v=|7 und

(—7)-13 e (a)
14

zu beachten. Dann aber steht der Vorgang auch unter den elastischen, das

Hookesche Gesetz befolgenden Kriften der Triiger: Es kommt daher gleich-

zeitig auch das Cauchysche Gesetz des Abschnitts 28a und ¢: 7--4 V—(—: ) oder

V- VVﬂ und
v E
* == AL (b}

in Betracht, worin (v) =E/(p), » =e¢/¢ die dynamischen ElastizititsmaQe
und E, e die Elastizititsmoduln der beiden Stoffe der Triiger sind. Aus (a)

und (b) folgt 0) 3= %)ﬁ oder:

14
1= _El _EG) _ Ee
v e'p ey ()r

Aus Gl (c) ziehen wir den Schlufl: Bei gleichzeitiger Wirkung von Schwere
und elastischen Kriften ist der Lingenmafistab 4 nicht frei wihlbar, son-
dern aus den Eigenschaften der benutzten Stoffe zu berechnen. Bei Ver-
wendung gleichen Stoffes ist 7 =1; d. h. es gibt kein geometrisch &hnliches
Modell, das zugleich auch mechanisch dhnlich arbeiten wiirde.

Fiir das Eisen der Briicke ist E =2050 000 kg/cm?® = 2050.10° kg/m? und

(y) = 7850 kg/m® fir das Aluminium des Modelltrigers ist: e = 683000
kg/em?® = 683.10" kg/m? und y =2560 kg/m®. Daraus ergibt sich %:d und

ebenso ('7) =3. Aus Gl c finden wir zu unserer Uberraschung infolge zu-

filliger, durch die Stoffwahl begriindeter Umstiinde auch hier wieder 1 =1,
d. h. das Aluminiummodell wére in allen Teilen gerade so gro wie die
Briicke selbst auszufiihren. Eine andere Aluminiumsorte wiirde nahezu 1
ergeben, und bei Verwendung eines géinzlich andern Modellstoffes wiirde sich
fiir 4 vielleicht ein Verhaltnis erzwingen lassen, das in der Néhe von 2 legt.
Als eine brauchbare Losung der Aufgabe konnte aber auch dies nicht an-
gesehen werden.

Ein ganz anderer Weg der Modellmechanik fiihrt jedoch ans Ziel, und
dieser Weg ist auch bei Stellung der Aufgabe von Routh angedeutet worden,
insofern dort gar nicht eine strenge mechanisch #hnliche Nachbildung an-
gestrebt, sondern ein Modellverfahren beschritten wird, das wir im Teil IV
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bei Besprechung der ,unvollstindigen“ mechanischen Ahnlichkeit kennen
lernen werden. Dort wird die Aufgabe dann im Abschnitt 57 auch wirklich
gelost und zwar nicht etwa nach einem Niherungsverfahren, sondern streng,
allerdings nicht mit den Hilfsmitteln der vollkommenen, sondern eben mit
denen .unvollstindiger mechanischer Ahnlichkeit, deren allgemeine Grund-
ziige im Abschnitt 21 schon besprochen wurden. Dort wird auch auf einen
weiteren Fall hingewiesen, in welchem die Schwere zugleich mit elastischen
Kriften wirkt, namlich auf die Vorginge in Forderseilen.

51. Mechanische Ahnlichkeit im Stromungsfelde
reibungsfreier Fliissigkeiten. (Anwendung 19.) In
Jdiesem Ahschnitt wird vorausgesetzt. dal eine reibungsfreie, unzusammen-
dAriickbare Fliissigkeit ein Hindernis heliebiger Form, z. B. einen ellipsoidisch
oder fliigelformig gestalteten Korper umstrome. Weiter sei die Fliissigkeit
nach allen Richtungen als unendlich ausgedehnt zu denken, so daB also
Wellen an der Fliissigkeitsoberfliche nicht in Frage kommen. Auch Hohl-
raumbildung soll ausgeschlossen sein. Die hierdurch bestimmten Strémungen
konnen in wirklichen Fliissigkeiten nicht auftreten. Der Fall wird aber
hiufig zum Vergleich herangezogen und findet auch als mathematisches
(leichnis hei anderen physikalischen Vorgingen Anwendung.

Gefragt wird danach, welche Ahnlichkeitsbeziehungen bestehen, wenn
ywei verschiedene TFliissigkeiten mit verschipdenen Geschwindigkeiten geo-
metrisch #hnliche Korper umfliefen. Wir stellen uns wieder einen Haupt-
wnd einen Modellvorgang unter Beibehaltung der iiblichen Bezeichnungen vor
und setzen voraus, daf auch an den Grenzen, also hier in welter Ferne,
mechanische Ahnlichkeit besteht: z. B. mogen die beiden Fliissigkeiten im
Unendlichen geradlinige und gleichférmige Verschiebungshewegungen mit den
entsprechenden Geschwindigkeiten V und v ausfiihren.

Als Kriifte kommen nur die Massenbeschleunigungskrifte M B und
w b sowie die Druckkrifte D=PF und d=pf in Betracht. Letztere haben
nach Abschnitt 11 keinen Einfluf auf die Form der Ahnlichkeitsbeziehun-
gen. Wegen des Fehlens einer physikalischen Kraft im Sinne des eben
genannten Abschnitts besteht hier kein besonderes Modellgesets, und es kann
daber nich{ nur frei iiber den Lingenmafistab 4, sondern — mangels einer
zweiten Gleichung fiir den KriftemaBstab » -- auch frei iiber den Zeit-
malstab = verfiigt werden. Aus der Tragheit der Masgen folgt als einzige
Ahnlichkeitsheziehung fiir die Krifte:
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. g__%_:(gz, p?l?
oder, da die auf entsprechende, beliebig abgegrenzte Fldchenteile wirkenden
Druckkrifte D und d ebenfalls im Verhiltnis » stchen miissen, auch:
D _PF (9 F V2
TP T e TV
Simtliche in den Vorgang einspielenden Krifte oder entsprechende Téilkrifte
vefolgen daher das Newtonsche allgemeine Ahnlichkeitsgesetz:
K=a(FV: |
keagfyt |
worin e fiir jo zwei entsprechende Kriifte dieselbe unbenannte Zahl ist.
Aus Gl. a folgt das Verhiltnis entsprechender Driicke auf die Flichen-
~inheit zu:

Pip=(gVZiev:, . . . . ... . ... .. (el
«ine Gleichung, die auch in den Formen geschrieben werden kann:
P=a(@V? und p=agv? . .. . . .. . .. (d)
der:
— oV —al¥
P=e« 2% und p—a2g .......... (e)

sder wenn die entsprechenden Druckhohen H=P/(y) und h="h/y eingefiihrt
werden:
H:(t—g\—% und hLazL';T ............ it

Gleichbedeutend mit der freien Verfilgharkeit iiber 4 und = ist die be-
liebige Wahl des Geschwindigkeitsverhiltnisses V/v=4/t. V und v kénnen
frei gewihlt werden, ohne daB in diesem Idealfalle die mechanische Ahnlich-
keit der Stromungsvorgéinge um das geometrisch éhnliche Hindernis beein-
wriehtigt wird. Bei beliebiger anderer Wahl der Stromungsgeschwindig-
keiten bleibt das Stromlinienfeld um ein und dasselbe Hindernis also kon-
gruent erhalten.

Fiir technische Anwendungen kommen diese Ergebnisse auch nicht
angenihert in Betracht, da die mathematische Behandlung Gesamtwiderstinde
W =0 und w=0 ergibt: Das Auftreten von Reibungskréiten im Innern und
an den Grenzflichen ist die Ursache dafifr, dafl bei wirklichen Fliissigkeiten
sowohl der Stromungsverlauf wie die Krifte ginzlich andere Gesetze als die
hier erdrterten befolgen (vgl. Abschnitte 47 und 52).

52. Das Newtonsche allgemeine Ahnlichkeits-
gesetz bei formgleichen Antriebsschrauben and
flligelartig gekriimmten Fliachen (Anwendung 20). Die
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hier zu betrachtenden Schrauben oder Fligel seien in ihrer Flussigkeit.
Wasser oder Luft, vollstindig eingetaucht. Eine Erzeugung von Schwer.-
wellen, z, B, bei Schrauben, die nahe der Wasseroberfldche arbeiten, ist ent-
weder zu verhindern, da sie mehr oder weniger zu einer Bindung an dis
Froudesche Modellgesetz Anlafl geben wiirde, oder darf nur in sehr gering-
tiigigem Male vorliegen. Schwerewirkungen sollen also ausgeschlossen sei::.
Dem Vergleiche zugrundegelegt werden zwei geometrisch &hnliche, also form-
gleiche Schrauben oder Tragfliigel, die sich in zwei verschiedenen Fliissiy-
keiten bewegen. Fiir den Hauptvorgang gelten im folgenden wieder die groficn:
und eingeklammerten Buchstaben, fiir den Modellvorgang die kleinen. Da-
Verhiltnis entsprechender linearer Abmessungen wird durch den Lingen-
mabstab 4 festgelegt.

Zur Beurteilung von Ahnlichkeitsbeziehungen kommen dieselben Krafr.-
in Frage wie in Abschnitt 47 bei der Behandlung der Luft- und Unterwasser-
=chiffe, also innere Fliissigkeitsreibung, Oberflichenreibung, Wirbelwider-
stinde und wie immer bei Massenbeschleunigungsvorgingen die Tragheit--
krifte MB und mb. Vollkommene mechanische Ahnlichkeit wiirde mit Riiek-
sicht auf dic Zihigkeitserscheinungen die Einhaltung des Reynoldsschen Ge-
setzes bei den Modellversuchen erfordern. Man miifite also nach Abschnitt 2
die Geschwindigkeiten des Modells nach der Gl.: vd/v = VD/(») = v = unver-
inderliche Reynoldssche Zahl bemessen, worin z. B. bei Schrauben D und d
die beiden Durchmesser sind. Doch liegen die Verhiltnisse hier wesentlich
anders als bei Luft- und Unterwasserschiffen und die Praxis ist berechtigt.
von der Erfiillung des Reynoldsschen Modellgesetzes aus den im folgenden
angegebenen Griinden abzusehen:

Die Form der beiden genannten Schiffsarten wird im wesentlichen be-
stimmt durch das Bestreben, den Fahrtwiderstand klein zu halten; tiberall
ist der Wunsch maBgebend, Beschleunigungen der Fliissigkeitsmassen in der
Fahrtrichtung nach Méglichkeit zu verhindern.

Anders bei Schrauben und Fliigeln: Bei Schrauben will man mdglichst
grofle Krifte in Richtung der Achse erzeugen und mufl daher die Fliissigkeits-
massen in der entgegengesetzten Richtung in hohem Mafle beschleunigen.
Auch die Tragfliigel sollen die Luftmassen beschleunigen, aber die Beschleu-
nigungen miissen hier lotrecht nach unten erfolgen zwecks Erzielung grofier
Auftriebskrifte.

1. Schrauben: ‘Besonders bei den Schrauben, die hier zunichst
allein weiter verfolgt werden sollen, kommen verhiltnismiflig sehr grofie Be-
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schleunigungskriifte in Betracht. Sie iiberragen die inneren und &uBeren
Reibungskrifte so weit, daBl letztere in vielen Fillen vom Standpunkte mecha-
nischer Ahnlichkeit aus als geringfiigig bezeichnet werden konnen. Weiter
wirkt bei Schrauben noch ein anderer Umstand dullerst giinstig auf die Ahu-
lichkeitsheziechungen ein. Aus den bisherigen Versuchsergebnissen ist zu
=chlieBen, dafl die auf der Minderdruck- oder Saugseite und an der Austritts-
kante geometrisch d#hnlicher Schrauben sich abspielenden Vorginge bei den
groflen relativen Stromungsgeschwindigkeiten entweder ein so gut wie un-
verdnderliches Gefiige haben oder doch wenigstens — im Verein mit den am
Kopf auftretenden Kriften oder sonstigen Normaldriicken — einen Form-
widerstand ergeben., der das allgemeine Newtonsche Ahnlichkeitsgeset
K =«(g) FV? und k =« o fv* fiir den Haupt- und Modellvorgang praktisch
gut befriedigt. In welcher Weise die Vorgénge auf der Saugseite verlaufen.
ist fiir Schrauben experimentell noch nicht festgestellt. Es ist moglich, daf
die Ablosung der Stromung von der Wandung im Sinne der Prandtlschen
(Grenzschichtentheorie (vgl. Abschnitt 47) bei den hohen Geschwindigkeiten
schon sehr nahe ‘er Einheitsstelle beginnt und so auf der Saugseite Anlaft
zur Ausbildung einer Wirhelzone gibt. Man hitte es dann nicht nur mir
Heck- oder Austrittswirheln zu tun.

Zusammenfassend kann man sagen: Die von den Antriebsschrauben
auf die Fliissigkeit ausgeiibten Krifte hestehen in weit iiberwiegendem Male
aus normal zur Oberfliche stehenden Druckkriften. deren Wirkung auf dic
I'liissigkeit sich in Erteilung von Besclleunigungen iufert. Die Beschleuni-
gungen sind zum grofien Teile achsial riickwiirts gerichtet und daher dem
beabsichtigten Zwecke forderlich, zum kleinen Teile sind sie peripherisch
und radial und beeintrdchtigen dann den Wirkungsgrad der Schraube. Alle
diese Massenbeschleunigungskrifto befolgen das allgemeine Newtonsche Ahn-
lichkeitsgesetz praktisch in weiten Grenzen, und man braucht somit wegen
des iberragenden Vorherrschens dieser Triigheitserscheinungen bei
Schraubenihnlichkeitsversuchen kein hesonderes Modellgesetz zn beachten.
Daher kann der Liangeninafistab 4 und der ZeitmafBstab ¢ oder, was auf das-
selbe hinauskommt, das Verhiltnis entsprechender Geschwindigkeiten, frei
gewshlt werden, ohme dal die mechanische Ahnlichkeit der Strémungen
nennenswert gestért wird.

Natiirlich ist darauf zu achten, da alle Paare entsprechender Geschwin-
digkeiten denselben Wert ergeben. Bezeichnet man die Fahrtgeschwindigkeit
der beiden formgleichen Schrauben mit V und v, ihre grofiten Umfangs-
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geschwindigkeiten mit U und u, so muB, wenn die Stromungsvorginge mecha -
nisch dhnlich verlaufen sollen, V/v =Uju oder V/U = v/u = einer unverinder-
lichen Zahl = y sein. In der neueren Ahnlichkeitsmechanik wird die
Zahl y die ,,Fahrtsteigung” der Schraube genannt und mit 4 bezeichnet, docl-
wird 4 bei uns hier schon fiir den Lingenma@stab gebraucht. Die Uberein-
stimmung der Fahristeigung x wird bei formgleichen Schrauben als das ent-
scheidende Merkmal mechanischer Ahnlichkeit angesehen, eine Folgerung.
die auch so ausgesprochen werden kann: Formgleiche Schrauben arbeiten
bei gleicher Fahrtsteigung x in beliebigen Fliissigkeiten vom praktischer.
Standpunkt der Technik aus auch mechanisch dhnlich, sofern die allgemeiner:
Voraussetzungen der Ahnlichkeitsinechanik erfiillt sind; die Grobe der Ge-
schwindigkeit kann beliebig gewiihlt werden.

Aus obigen Betrachtungen geht hervor, dall auch fiir die Schubkrifte =
und s der Hauptausfiihrung und des Modells das Newtonsche Ahnlichkeits-
gesetz,

S5=a(@FV: S=o(gD2 Ve |

s=agfv o g=ged2ve |
gilt, worin die Kennziffern o und o hei gleicher Fahrtsteigung unverénder-
liche Zahlen sind.

Fiir einen anderen Wert der Fahristeigung x erhiilt man auch einern
andern Wert der Kennziffer e; « ist also abhingig von 7. Von diesem Stand-
punkie aus ergibt sich wieder. ciue sehr iibersichtliche und bequeme dimen-
sionslose Darstellung simtlicher Schubkrifte formgleicher Schrauben, indem
man dic Funktion e — F{y) als Eigenschaftskurve der Schubkrifte in einem
rechtwinkligen Achsenkrcuz auftrigt. Ist die mechanische Ahnlichkeit der
Stromungsvorgiinge bei formgleichen Schrauben im Sinne dieser Untersuchun-
gen tatsichlich erfiillt, so zeigt sich dies darin, daB fiir alle geometrisch #hn-
lichen Schrauyben und fiir beliebige Fliissigkeiten siimtliche Wertepaare x. «
nur eine einzige Eigenschaftskurve ergeben. Alle weiteren Einzelheiten iiber
die dimensionslose Darstellung und die praktische Handhabung des Modell-
verfahrens fiir Schrauben sind sinngemil aus Abschnitt 24 zu entnehmen.

Die Giiltigkeit der Gln. a fiir Schrauben ist eine notwendige Folge der
Voraussetzung mechanischer Ahnlichkeit. DaB die Kennziffer « nur in
ganz geringem MaBe von der Reynoldsschen Zahly, praktisch also so gut
wie ausschlieBlich yon der Fahristeigung x abhiingt, beweist, dab die Zdhig-
keit auf die Ahnlichkeitsheziehungen nur von untergeordneter Bedeutung ist.
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Damit soll nicht gesagt sein, daf die Zihigkeit iiberhaupt keinen EinfluB hat.
Nein, die Fliissigkeitsreibung ist so wesentlich an dem ganzen Vorgang be-
teiligt, daB ihr Fehlen auf eine Schubkraft vom Betrage Null fithren miufite.

Die Gin. a, giiltig fiir zwei entsprechende Schubkrifte formgleicher
Schrauben, lassen nach der erweiterten MaBstabregel (Abschnitt 14) ohne
-Zuhilfenahme irgendwelcher Voraussetzungen folgende Umformungen zu:

S=e (DAT2)

............. b)

s=apdit2 |

oder
S=a/(@D'N* | . . ¢)
s=dedtn? |

oder
S=a"(QF V| )
s=a’ofv? |

oder

S=a”(@BVy (V- V. |
S:a”/erg(sz'“ V|) ' .

Hierin sind o', o”, ”/ drei unhenannte Zahlen, die hei gleicher Fahrtsteigung y
je in den beiden Gleichungen denselben Wert haben; T, t sind entsprechende
Zeiten, N, n entsprechende Umlaufszahlen, V,, v, und V.. v, je zwei ent-
sprechende, im ibrigen ganz beliebige Geeschwindigkeiten der Hauptausfiih-
rung und des Modells. Natiirlich sagen alle fiinf Gleichungspaare a—e das-
selbe aus, so dafl man sich nuf eine Form, z. B. a, beschrinken kaun.

Bei Darstellung der Modellversuche wird leider als Ordinate nich
immer eine dimensionglose Grofe, wie z. B. «- 0 f?v?‘ aufgetragen. Das ist

sehr zu bedauern, da alsdann heim Vergleichen von Schraubeuergebnissen
verschiedener Beobachter erst langwierige Umrechnungen crforderlich wer-
den. Die von Giimbel®) ausgesprochene Forderung, soweit angingig alle Ver-
suchsunterlagen dimensionslos darzustellen, sollte allgemein heherzigt werden.

Offenbar ist aus der Aussage, dafi formgleiche Schrauben das allge-
meine Newtonsche Xhnlichkeitsgesetz der Gin. a_ befriedigen. in ('herein-
stimmung mit den Darlegungen des Abschnitts 51 die Folgerung zu ziehen:
Ein Kérper von der Form eines Schraubenfliigels werde einem kriiftigen
Flissigkeitsstrom ausgesetzt, dessen Richtung — in umendlicher Ferne
vom Fliigel — einen verhilinismiBig kleinen Anstrémwinkel gegen die

*) Vgl dio Anmerkung im Abschnitt 24.
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Wolbungssehne hat. Andert man die GroBe der ZufluBgeschwindigkeit
unter Beibehaltung ihrer Richtung, so bleibt das Stromlinienfeld im wesent-
lichen das gleiche und der Widerstand #indert sieh bis auf geringfiigige
Abweichungen nach dem rein quadratischen Widerstandsgesetz.

Fiir die technischen Anwendungen geniigt es bei Schrauben, aufler der
Eigenschaftskurve der Schubkrifte noch diejenige  der Gesamtleistungen
(Leistungsaufnahmen) E und e, gemessen in kg mjsk, zu kennen. Man er-
hilt fiir diese auf Grund ahnlicher Uberlegungen wie fiir die Schubkrifte bei
gleicher Fahrtsteigung »:

B=e@FVI (t)

e=eofV? | ’
oder

E=¢(@D N b h e e e e e e (g

e=¢dogdn’ '

worin ¢ und ¢ zwei unbenannte Kennziffern sind. Aus Modellversuchen

ist ¢ mittels der Gl ‘=5 d%“h" zu herechnen und als Funktion von x als
zweite fiir alle formgleichen Schrauben geltende Eigenschaftskurve darzu-
stellen. Als zweite Eigenschaftskurve wird hiufig an Stelle derjenigen der

Leistungen eine solche der Drehmomente gewihit.

Der Wirkungsgrad berechnet sich. wenn V und v die Fahrtgeschwin-
digkeiten sind, zu
SV sv _«

TER T e e
und kann ebenfalls als Funktion von x.aufgetragen werden.

Es sci hier ausdriicklich noch einmal darauf hingewiesen, daf mecha-
nische Ahnlichkeit nur- dann bestehen kann, wenn nicht Nebenerscheinungen
die Vorgiinge storen. Als storende Ursachen kommen bei Schrauben in
Betracht: Ungleichformigkeit der Stromung, Ungleichheit der Durchwirbelung.
Verstofe gegen die geometrische Ahnlichkeit an den Begrenzungswiinden
des Fliissigkeitsstroms, Schwerewellen, Zshigkeit, Oberflichenreibung, Hohl-
raumbildung, Zusammendriickbarkeit der Fliissigkeit, elastische Forménde-
rungen und Schwingungen der Schraubeniliigel.

Zur scharfen Hervorkehrung des Ubereinstimmenden und des Unter-
schiedlichen seien hier kurz die Froudesche, die Reynoldssche und die
Schraubeniihnlichkeit einander gegeniibergestellt:
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a) Die Froudesche Ahnlichkeit besteht bei alleinigem
Wirken der Schwere. Es gilt hier k = ¢ fv®, worin die Kennziffer « nur von
der Froudeschen Zahl¢ = v? g1abhingt, also o =F (v¥/g]) ist.

h) Die Reynoldssche Ahnlichkeit besteht bei alleinigem
Wirken der inneren Fliissigkeitsreibung. Es gilt hier k -« f-v?, worin die
Kennziffer « nur von der Reynoldsschen Zahl w = vI/r abvingi, also e -
F (v 1/y) ist.

¢) Die Schraubendhnlichkeit entspricht nur der allgemei-
nen Newtonschen Ahnlichkeit und besteht unabhingig von der Grofie der Ge-
schwindigkeit. Es gilt hicr k =agfv?, worin die Kennziffer ¢ nur von der
Fahrtsteigung, d. i. der Zahl x = v/u abhéingt, also & - I"(vju) ist.

¢. u, y sind reine Zahlen, also unabhiingig davon. in welchen Mafen
Liangen, Zeiten und Krifte gemessen werden.

Die Schraubenéhnlichkeit wird von einem anderen Standpunkte aus
noch einmal im Teil IV Abschuitt 59 behandelt.

2. Tragfliigel: Bei Tragfligeln liegen die Verhilinisse eiwas
anders: Erstens weichen ihre Profile von denen der Schrauben ab und zwei-
tens sind die relativen Stromgeschwindigkeiten und damit die Oberflichen-
driicke kleiner. Dennoch zeigen die Géttinger und Eiffelschen Versuche, daB
auch hier in ziemlich weiten Grenzen das allgemeine Newlonsche Ahulich-
keitsgesetz mit geniigender, praktisch gut verwertbarer Amniherung benutzt
werden kann.  Einzelheiten iiher die hierbei heobachiete Ahnlichkeit der

Veorgiinge findet man in der im Abschnitt 43 genannten Abhandlung Baders.

1V. Fille unvollstandiger mechanischer Ahnlichkeit.

3. Brklarung der ,unvollstindigen” mechanischen
Ahnlichkeit. In den hisherigen Anwendungen war stets vollkommene
mechanische Ahnlichkeit vorausgesetzt worden. Es gibt jedoch auch zahl-
reiche Fille unvollstindiger mechanischer Ahnlichkeit, in denen absichtlich die
Bedingung geometrischer Ahnlichkeit von Hauptausfiihrung und Modell nicht
in allen Teilen gewahrt ist, bei denen es aber dennoch gelingt, aus einem Modell-
versuche alles das in voller Strenge abzulesen, was man zu wissen wiinscht.
Ini Abschnitt 21 hahen wir einen solchen Fall unvollstindiger Ahnlichkeit
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an dem Beispiel .,Verdrehungsschwingungen einer an einem elastischen Stah
befestigten Masse” erliutert. Wir verweisen hier ausdriicklich auf das dort
ausgesprochene Grundsifzliche und werden jetzt in den nachstehenden Ab-
schnitten noch einige weitere Anwehdungen aus dem Gebiete ..unvollstin-
diger”, aber dennoch nicht unvollkommener Ahnlichkeit behandeln. Grund-
bedingung bei den folgenden Beispielen ist immer, dal die Differential-
gleichungen des Modellvorgangs sich mit denen des Hauptvorgangs zur Uber-
cinstimmung bringen lassen, oder — hei Weiterbefolgung des von uns ein-
geschlagenen Verfahrens — daB der durch die Bertrandsche Dedingungs-
gleichung » = p /> gegehene KriftemaBstab # den gleichen Wert hat wie der
aus den jeweils wirkenden physikalischen Kriiften sich ergehende (Abschnit:
7 und 11).

5. Ahnlichkeitsfolgerungen fiir die Querschwin-
gungen gespannter Saiten. (Anwendung 21) Diese-
Beispiel werde zuerst hehandelt, da es besonders einfach ist. Die Saite der
Hauptausfiilhrung sei durch die Kraft K, die des Modells durch k gespannt.
Der Kriftemafistab ist Kflk =» 1L und 1 seien die Léngen, M und m die
Gesamtmassen; ihr Verhdltnis sei M/m =gp. Stoff und Dicke der Saiten bei-
der Ausfiibrungen seien ganz beliebig aber homogen. Die Mittelpunkte der
einzelnen hin- und herschwingenden Massenteilchen sollen sich vollkommer
mechaniseh ihnlich bewegen. Aus dem Vergleich der Trigheitskrift
ergibt sich:

Lo MB_ b M oA
mb 2 m 7

Als physikalische Kraft tritt an den einzelnen Teilchen eine aus den Spann-
kriften K und k zu bestimmende quergerichtete Mittelkraft ¢K und + k auf.
80 daB als zweite Gleichung fiir » nur

x
|}

|
1

w |
= R
= B

in Betracht kommt. Aus (a) und (b) folgt

K_ M4
k m

Mithin wird der ZeitmaBstab ¢ :
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das Modellgesetz fiir enisprechende Zeiten lautet also:
M. LM . V Im ‘
== |/ L I d

und das fiir entsprechende Schwingungszahlen:

/ k

N: "_VLM Tm’

d. h. in Worten: Die Schwingungszahlen von Saiten verhalten sich wie die
Wurzeln aus den Spannkriften und umgekehrt wie die Wurzeln aus den
Liéingen und den Massen.

Fiir entsprechende Geschwindigkeiten folgt:

Viv= l/_f__,. @.s. t
M (e) o

worin (6). 6 die Spannungen und (¢), ¢ die Dichten der beiden Saiten sind.

55. Ermittlung der kritischen  Drehzahlen bei
Verdrehungsschwingungen von Wellen aus Modell-
versuchen. (Anwendung 22) Vor Behandlung des allgemeinen
Falles einer mit heliebigen Massen bhesctzten Welle sollen fiir den einfachen
eingespannten, eine Endmasse tragenden zylindrischen Stab die Differential-
gleichungen der Verdrehungsschwingungen der Hauptausfiihrung und des
Modells einander gegeniibergestellt werden. Sie lauten, wenn fiir erstere
wieder die groflen Buehstaben und fiir das Modell die kleinen henutzt werden
und die Massen des Stahes vernachlissigt werden kinnen:

Lo

d'I34c‘p:“"""'"""1\8';

d2 -
li$+c¢:()"""""""(’b"

worin ¢ die fiir beide Vorginge gleichen Verdrehungswinkel, J, i die Trég-
heitsmomente der beiden Massen und C, ¢ die elastischen Wellenkonstanten
bedeuten. Diese sind bei Kreisquerschnitt der Wellen:

GJ o
Poud ¢ = 7P

C= L ],: ...........

hierin sind G, g die beiden Schubmoduln und Jy, i, die polaren Trigheits-
momente der Wellenquerschnitte.
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Aus dem Vergleich der einzelnen die Bedeutung von Drehmomenten
hesitzenden Glieder von a und b geht hervor:

xh = ) l,, -E .
i e
Daher wird der Zeitmalsiah:
- .i, —C— '(!:
i C

und das Modellgesetz fiir entsprechende Zeiten:

R TR IRTA
T:t= V'(i"l’ P I {e)
Dies Lilit sich auch schreiben:

T

Fiir entsprechende Umlaufszahlen ist dann:

N:n:‘/'?:l/? P

N:"V_(T) — .G'_Jp_l

oder

n: sl/? :;pl/,gl;l"

Das Modell mége nach folgenden Angaben gebaut werden: Gewdhlt
wird als MaBstab. fiir die Wellenlangen: Ljl=4, =10, fiir die Wellendurch-
messer: D/d=1,=100, also fiir dic Trigheitsmomente der Querschnitte:
Jolip = At = 103, Weiter wird gewdhlt fiir die Massentrigheitsmomente:
Ji=10°, indem die Massen z. B. 10 mal so kleine lineare Abmessungen bei
gleichem Stoff und 10 mal so kleine Triigheitsarme erhalten oder indem das
Verhiltnis 10° auf irgend eine andere Weise eingehalten wird. Die Schub-
moduln G und g sind gleich grofi. Man erhilt dann:

C_GohL_ Ay g0 =00
¢ gip L 4

und nach Gl (d) fiir z:
TE R T
7= V——i~~—(—;_ 100,107 = 10

Mithin wird

t
=1
und
N=10n,

d. h. in Worten: Die Schwingungszahlen der Hauptausfiihrung sind 10 mal
30 grofl wie des beschriebenen Modells.
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Nach diesen Vorbereitungen werde der allgemcine Fall behandelt: Es
soll zu einer mit beliebig vielen Einzelmassen besetzten und Verdrehungs-
schwingungen ausfiihrenden Welle, der Hauptausfithrung, ein Modell kon-
struiert worden, mit dessen Hilfe es moglich ist, die kritischen Schwingungen
in bestimmtem Zeitmafstabe nachzuahmen.

Die gegebene grofie Welle wird im allgemeinen aus verschieden starken
zylindrischen Teilen bestehen; sie soll der Bequemlichkeit wegen ersetzt
werden durch eine elastisch gleichwertige Welle von unverinderlichem Trag-
heitsmoment J,’. Der einzelne Wellenabschnitt zwischen je zwei benach-

I,
barten Einzelmassen erhilt dann dic neue Linge L/=J/ 2 -, wobei die
%

Summierung sich nur auf die Zylinderstiicke des gerade betrachteten Ab-
schnitts bezieht. Die Wellenkonstante C wird dann fiir diesen Abschnitt

4
¢ :'G“[.,]'p/ . Zu der so gewonnenen, der Hauptausfilhrung elastisch gleich-

wertigen groBen Welle ‘werde nun ein Modell mit denselben Verkleinerungs-
mafBstiben durchgefiihrt wie in dem oben behandelten Zahlenbeispiel. Wenn
jetzt bei Vorhandensein mehrerer Verdrehungsmassen gleichzeitig mehrere
Differentialgleichungen nebeneinander bestehen, so weisen deren einzelne Glie-
der noch dieselbe Bauart auf, wie sie die Glieder des obigen einfachen Beispiels
besilzen, und es gelten daher auf Grund des Kriftevergleichs auch dieselben
Modellgesetze wie vorhin. Wir erhalten daher fiir den Zeitmafistab wieder

(:1. d:
,_—:V,‘L.,c,, N L
iC

worin J, i zwei beliebige, entsprechende Trigheitsmomente der Einzelmassen
und C, ¢ zwei beliebige entsprechende Wellenkonstanten mit der Bedeutung

_ Gy _gip
C= 1 und c= T
sind. Da die Malstibe genau gleich denen des ersten Zahlenbeispiels gewihlt
sind, so berechnet sich = aus Gl. i in derselben Weise zu:

=l 100,10~ =Tl—,
80 daB auch dieses Mal
N=10n

wird; d. h. die Schwingungszahl der groBen Ausfiihrung ist 10 mal so grof
wie die des Modells.
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Um das Modell in wenigen Minuten fiir den jeweiligen Anwendungs-
fall gebrauchsfertig herzurichten, empfiehlt es sich — unter Ab#nderung der
vbigen MaBstihe —, ein Stahlband als Modellwelle zu benutzen und die
Massen. fiir welche cine grofie Reihe gut abgestufter Gewichtssiitze bereit-
zuhalten ist. mit genau passendem rechteckigen Schlitz zu versehen, so daf
vin schnelles Auf- und Abbringen ermoglicht wird. Das Stahlband wird am
hesten lotrecht aufgehingt und das System an beliebiger Stelle durch
rythmische Verdrchungsimpulse zumn Schwingen gebracht. Unter ganz all-
miihligem Steigen der Impulszahl konnen der Reihe nach simtliche kritischen
Drehzahlen des Modells durch Beobachten der Resonanzen festgestellt
werden. Die kritischen Drehzahlen der Hauptwelle sind dann ein aus den
Konstruktionsunterlagen sofort angebbares Vielfaches der am Modell he-
obachteten.

Durch das Vorstehende ist ein Verfahren gegeben, welches gestattet.
mittels eines Modells — also auf instrumentellem Wege — die kritischen
Drehzahlen der Verdrehungsschwingungen von Wellen zu ermitteln und
welches daher als dritte Losungsart neben die beiden bekannten analytischen
und zeichnerischen Verfahren tritt.

5. Ahnlichkeitsfolgerungen fiir die Biegungs-
schwingungen von Schiffen. Treibstangen und an-
deren Korpern. (Anwendung 23) Ein beliebiger homogener.
stabférmiger Korper filire unter seinen Eigengewichten und Zusatzlasten
Biegungsschwingungen aus. Man soll aus einem andern Stoff ein Modell
fertigen. welches der Hauptausfiihrung nicht geometrisch dhnlich ist.
Jedoch sollen die beiden Biegungslinien in jedem Augenblick die Forderung
geometrischer Ahnlichkeit auf Grund des Mafistabes 4 erfiillen und aufler-
dem soll fiir entsprechende Zeiten der beiden Bewegungsvorginge ein fester
ZeitmaBstab v und daher mechanische Ahnlichkeit fiir die Bewegung der
Querschnittsschwerpunkte bestehen.

Im iibrigen kann die Querschnittsausbildung des Modells beliebig —
ohne Bindung an die Hauptausfiihrung — vorgenommen werden: z. B. steht
nichts im Wege, die ganze Form des Modellstabes affindhnlich zu dem des
groBen Stabes zu halten, derart, daB fiir die Ubertragung der Lingen-, Brei-
ten- und Hohenabmessungen je ein anderer fester Maflstab 4, M, ¥ gewahlt
wird. Jedoch besteht beziiglich der drei MaBstibe nicht vollkommene Frei:
heit; es ist erforderlich, daB das Massenverhiltnis M/m=p flir alle ent-
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sprechenden Teile einen unveriinderlichen Wert hat, woraus fiir homogene
Rtoffe auf Grund der Gleichung
_ @FL .
CEMTa unv.
~in festes angebbares Verhiltnis I/ fiir alle (Querschnitte folgt. Iitwaige
Zusatzlasten miissen dasselhe Verhiltnis ¢ haben.

Zur Aufsuchung des Modellgesetzes sind die Trigheitskrifte und die
~lastischen Krifte untereinander zu vergleichen. Die Schwerkrifte haben
keinen Einfluf auf die zeitlichen Vorgénge, werden vielmehr durch die
statische Formiénderung ausgeglichen. Aus dem Vergleich der Trigheits-
«riifte ergiht sich:

xM-:‘ui, &)
mb T?

~ine Beziehung, die auch von etwaigen Zusatzlasten erfiillt werden mub). Fiir

den Vergleich der elastischen Krifte werden am einfachsten die Querkrifte S

und s der Stibe herangezogen, so da man weiter mit Beachtung der Aus-

fithrungen des Abschnitts 14 die Gleichung:

am
= S_dX M1
s dm T m 2
dx

erhiilt. Bezcichnen 1/R und 1fr zwei entsprechende Kriimmungen, E, e dio

Elastizititsmoduln und J, i die dquatorialen Trigheitsmomente zweier ent-
sprechender Querschnitte, so ist:

m - oeir T ei 4°

Dies in die vorhergehende Gleichung eingesetzt ergibt:

EJ1 .
K:a—? ............... (b)

Aus a und b foigt weiter:

2 — _l__ — -
= u b " a3 ET
mnd daher wird der Zeitmafstab:
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Fiir entsprechende Zeiten, z. B. die Schwingungszeiten, gilt somit das Modell-
gesetz:

SRY s RTrTy

Tit=l (Q)

Dies kann unter Einfithiring der Stabgewichte Q und q auch in der Form:

1= o)/ QL = ]/_‘11_"' o)
I =a g k] und t=« gel "t {e)

geschrieben werden; hierin ist bei mechanisch #hnlichen Biegungsschwingun-
gen e« eine feste Zahl; g ist die Erdbeschleunigung. Fiir die beiden Schwin-
gungszahlen gilt dann:
_gl/8EJ _gl/8el :
N-SVQL” und n=g§ QB (f)
worin g fir beide Biegungsvorginge die gleiche Zahl ist.
Die Formeln unter f kénnen zum Vergleich der Eigenschwingungs-
zahlen geometrisch dhnlich oder nach obigem Verfahren aifin gebauter Schiffe,
Treibstangen und anderer stabformiger Korper benutzt werden.

57. Unvollstdndige mechanische Ahnlichkeit bei
gleichzeitigem Wirken zweier Kriafte, erldutert an
dem Modell einer von einer Lokomotive befahrenen
Briicke (Anwendung 24). Im Abschnitt 50 ist der Fall eines iiber
eine Briicke fahrenden Zuges nach den Vorschriften strenger mechanischer
Ahnlichkeit untersucht worden, ohne daf ein befriedigendes Ergebnis erzielt
werden konnte. Die dort verlangte Vollkommenheit ist aber zur Lésung der
Aufgabe gar nicht notig, es geniigt als Briickenmodell vielmehr ein kleiner
Triiger, der wohl gewisse elastische Bedingungen, aber nicht geometrische
Ahnlichkeit zu erfilllen hat. Unter diesen verinderten Umstéinden soll das
Beispiel noch einmal behandelt werdep.

Die von Routh in der Dynamik der Systeme starrer Korper Bd. 1 ge-
stellte Aufgabe lautet: ,,Man soll die Durchbiegung einer Briicke von 15 m
Linge und 100 t (4 1000 kg) Gewicht, wenn eine Maschine, die 20 t wiegt,
mit der Geschwindigkeit von 64 km in der Stunde iiber sie féhrt, durch Experi-
mente feststellen, welche an einem Modell der Briicke gemacht werden, das
15 m lang ist und 28 kg wiegt. Man finde das Gewicht des Modells der
Maschine und nehme an, das Modell der Briicke sei so steif, daB die statische
Purchbiegung in der Mitte unter dem Modell der Maschine ein Zehntel der-
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jenigen der Briicke unter der Maschine selbst betrdgt und zeige, dafl dann
die Geschwindigkeit des Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Sekunde
sein mufl.”

Zunichst mull offenbar mit Riicksicht auf die Beteiligung der Schwere
das Froudesche Modellgesetz erfiillt werden. Da das Verhilinis der Lingen
A= 10 ist, so mull » = }"10 und Vjv = V10 eingehalten werden. Aus V =64:3,6

=177 m/sk ergibt sich damit die Geschwindigkeit des Lokomotivmodells
zu v = 5.6 m/sk-

Eine weitere Abweichung von strenger Ahnlichkeit besteht beziiglich
der Gewichte. Iiir diese gilt hier nicht x = (y)/7 .43, wie bei vollkommener
Ahbnlichkeit, sondern fiir die Eigengewichte ergibt sich aus den Zahlen der
Aufgabe ein UbertragungsmaBstab x =100000 : 2,8 =35750. Das gleiche »
miissen die Maschinengewichte haben, so dafi das Lokomotivmodell

20 000 . 103’?)00 =056 kg wiegt. Natiirlich mufl auch fiir die in Betracht kom-

menden elastischen Krifte der beiden Triager der Kriftemallstab » = 35750
eingehalten werden, eine Bedingung, die in folgender Weise zu erfiillen ist.

Foppl geht bei Behandlung dieses Teils der Aufgabe unter sehr be-
achtenswerten Erliuterungen auf die Differentialgleichung des schwingenden
Trégers zuriick. Wir schlagen folgenden Weg ein: Fiir zwei entsprechende
Kriitmmungen 1/R und 1/r der geometrisch dhnlichen Bahnen der fahrenden
Korper oder, was dasselbe ist, der geometrisch #hnlichen Biegungslinie der
beiden Triiger gelten wieder wie im vorigen Abschnitt die Gleichungen:

1 m 1 m
R~ RBZ ""drei""""""(a)
und
B I
ei

worin jetzt aber » durch die Schwerkriifte bereits zu 35 750 gegeben ist.

Bei einer sich auch iiber das Briickenmodell erstreckenden geometri-
schen Ahnlichkeit geht G1. b mit J i=4* iiber in: Efe.4? =x, eine Beziehung,
die wir in Abschnitt 28 aus der elastischen Kraft unmittelbar ableiten. Jetzt,
wo es lediglich auf die geometrische Ahnlichkeit der Bahnen der beiden be-
wegten Korper ankommt und an Stelle der geometrisch #hnlichen ein elastisch
gleichwertiger, im iibrigen beliebig geformter Modelltriger gesetzt worden ist,
tritt an die Stelle jener Beziehung die allgemeine Gl. b,
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Fiir das zu entwerfende Trégermodell ist daher die Gleichung:

S p=T0.000=8515000 ... ©)
mafigebend. Aullerdem ist, wie im vorigen Abschnitt hervorgehoben wurde,
zu beachten, daB entsprechende Querschnitte in einem festen Verhiltnis zu
einander stehen miissen. Bei Erfiillung dieser Forderungen fiir alle Quer-
schnitte der beiden homogenen Triger werden deren Biegungslinien unter den
Wirkungen der fahrenden Lasten in jedem Augenblick geometrisch &hnlich zu
einander, so dall entsprechende Biegungsordinaten in dem Verhilinis Y :y =
L:1=24=10 stehen.

Routh gibt diese Bedingungen fiir den Entwurf des kleinen Trigers
nicht an, geht vielmehr von dem fertigen Modell aus und stellt durch einen
besonderen Versuch fest, dal die statische Durchbiegung y der Mitte gleich
Y, der entsprechenden Durchbiegung Y der Briicke ist. Nach einem Satz
der elementaren Festigkeitslehre erhalten wir fiir diese statischen Durch-
biegungen:

KL} kD
Y.y——s--EJ e
oder
o xr = /3 ._'(_"_i_.
Y'y’“'h‘J

oder unter Benutzung von Gl. b ebenfalls:
Y:v=21=10

Die Erfiillung dieser statischen Bedingung fiir die Trégermitten ist im allge-
meinen Fall nicht hinreichend fiir das richtige elastische Verhalten des
Modelltrigers. Die erforderliche geometrische Ahnlichkeit der Biegungs-
linien wird allgemein erst dadurch gewihrleistet, da8 die Beziehung c fiir
alle Querschnitte der beiden Triger eingehalten wird. Wird allerdings die
zusiitzliche Forderung erfiillt daB die beiden Tréger affin dhnlich sein sollen,
so geniigt die Routhsche Feststellung.

Eine piaktische Bedeutung kommt dieser Aufgabe nicht zu; das Bei-
spiel ist aber hochst lehrreich insofern es allgemein die Wege zeigt, wie
man mittels der Beziehungen unvollstindiger Ahnlichkeit fiir derartige Félle
Losungen finden kann, die mit vollkommener mechanischer Ahnlichkeit nicht
zu erzielen sind.
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Ich erlaube mir vorzuschlagen, die Vorginge in Forderseilen, die eben-
falls durch Schwere und elastische Krifte bedingt sind, in einem Modell im
Sinne unvollstindiger mechanischer Abhnlichkeit unter Beachtung der vor-
stehenden Ausfiihrungen und der des Abschnitts 55 nachzuabmen.

58. Ahnlichkeitsbeziehungen bei formihnlichen
Dampfturbinenrddern (Anwendung 25). Der im Abschnitt 48
behandelte, von Stodola untersuchte Fall geometrisch dhnlicher Scheibenriider
léft sich, wie ebenfalls in dessen Dampfturbinen gezeigt wird, auch auf form-
iihnliche, also nicht geometrisch &hnliche Scheibenriider ausdehnen. Spaltet
man eine symmetrisch gedachte Scheibe in zwei gleiche Scheiben, so bleiben
die durch die Fliehkrifte erzeugten Spannungen die gleichen. Formt man
jcde Hilfte durch Verschiebungen parallel zur Achse wieder zu einem sym-
metrischen Rade um, so erkennt man, dafl die achsialen Abmessungen in einem
beliebigen festen Verhiiltnis gedindert werden kiénnen, ohne daf sich die Span-
nungen bei gleichbleibender Umfangsgeschwindigkeit @ndern.

Nach Abschnitt 48 bleiben bei geometrischer Vergrifierung und gleicher
Umfangsgeschwindigkeit die Spannungen in entsprechenden Punkten ebenfalls
erhalten. Verdoppelt man nun cin Rad in allen linearen Abmessungen und
spaltet es dann wieder in seiner zur Achse winkelrechten Symmetrieebene in
s#wel Teile, so iindern sich die Spannungen in dhnlich gelegenen Punkten wie-
derum nicht. Die affine Umformung des Meridianschnitts der Scheibenriider
sowohl in achsialer wie in radialer Richtung hat also bei gleichbleibender Um-
fangsgeschwindigkeit keinen Einflufl auf den Spannungszustand, cin Ergebnis.
das Stodola in die Worte kleidet: ,,Bei gleichbleibender Umfangsgeschwindig-
keit diirfen wir sowohl die axial als auch radial genommenen Abmessungen
cines Rades in beliebigem von einander unabhéngigen Verhiiltnis vergrofiern
oder werkleinern, ohne an den spezifischen Beanspruchnngen in #&hnlich ge-
legenen Punkten etwas zu dndern.”

5. Das allgemeinc Ahnlichkeitsgesets bei form-
ihnlichen Antriebsschrauben verschiedener Sieigung
(Anwendung 26). Zwei Schrauben sind ,,geometrisch ihnlich®, wenn
entsprechende lineare Abmessungen in achsialer, radialer und peripherischer
Richtung in demselben festen Verhéltnis 4 stehen. Die fiir sie geltenden Ahn-
lichkeitsgesetze sind in Abschnitt 52 untersucht worden.

Dagegen sollen zwei Schrauben ,formihnlich® oder ,formverwandt®
heiflen. wenn entsprechende Lingen in Richtung der Schraubenachse, welche
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als x-Achse angesehen werden soll, in einem andern festen -Verhiilinis zuein-
ander stehen als entsprechende radiale und tangentiale Abmessungen. Bei
formihnlichen Schrauben gibt es also zwei feste Verhiiltnisse: 4: fiir die
Langen in der x-Richtung und 4, =2, fiir die radialen und tangentialen Ab-
messungen, so daB die eine von zwei forméhnlichen Schrauben bei gegebenem
Ay und Z,durch eine affine Umformung aus der andern erzeugt werden kann.
Solche formihnlichen Schrauben sollen der folgenden Betrachtung zugrunde-
gelegt werden.

Die Versuche zeigen. daf die formgleichen und die aus ihnen erzeugten
formithnlichen Schrauben zusammen eine Familie bilden, deren Verhalten
sich mit guter Annitherung durch die gleichen Eigenschaftskurven darstellen
lift. Innere und iHuBere Reibungskriifte treten auch hier in gleicher Weise
wie bei den formgleichen Schrauben gegeniiber den grofien auf die umgebende
Fliissigkeit ausgeiibten Massenbeschleunigungskriften zuriick. Wir miissen
hieraus schliefen, daf dann auch das Stromlinienbild der einen Schraube durch
die gleiche affine Umformung — mittels 2, und 4; — aus der andern erzeugt
werden kann, eine Auffassung. die die theoretische Untersuchung bestiitigt.

Wir koonen uns die Aufgabe wesentlich vereinfachen, wenn wir zu
viner gegebenen ersten Schraube (groBe Buchstaben) eine formihnliche zweite
Schraube (grofic gestrichene Buchstaben) gleichen Durchmessers D auf-
suchen und heide in gleicher Fliissigkeit von der Dichte (¢) arbeiten lassen;
dann ist 4, /4, =1 und weiter sei z. B. 4, =2. BEs ist hiernach moglich,
sowohl die ¥ligelform wie das Stromlinienbild der zweiten Schraube durch
eine Streckung aus der ersten — unter Beibehaltung der Querabmessungen.—
zu gewinnen. Da iiber den ZeitmaBstah wie bei den formgleichen Schrauben
frei verfiigt werden kame, 50 werde v =1 gewithlt, was Gleichheit der Umlaufs-
zahlen bedeutet. Es gilt dann fiiv entsprechende Liingen. Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen der x-Richtung:

X’ X4 Vi Vid, By=Byd . ... .. .. @)
und fiir entsprechende Massen: ‘
Ma=Mi, . . ... .. ... i)

Tst unsere Auffassung von der Verwandischaft der beiden Stromungs-
felder richtig. so muB der Vergleich der Triigheits- und Druckkrifte der
Fliissigkeiten fiir die beiden formihnlichen Schrauben dic gleichen Kenn-
ziffern « im allgemeinen Newtonschen Cresctz ergeben. Dies fithren wir in
folgender Weise dureh:
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Der Ubertragungsmafistab fiir die Driicke P’ und P auf die Flichen-
einheit kann aus dem Vergleich der Druck- und Beschleunigungsglieder der
hydrodynamischen Grundgleichungen ermittelt werden. Man erhilt:

1 oV
(@ oX’ B
1 oP B,
(@ 98X
oder
P i
)
und mit z = | .
o P’ .
V(}-F,ll‘-.......‘....u...c)

in Worten: Die Druckunterschiede in achsialer Richtung sind bei der zweiten
Schraube 4,2 mal so groB wie bei der ersten.

Eine entsprechende Behandlung der hydrodyunamischen Gleichungen
fiir die beiden andern Richtungen und der Kontinuititsgleichung zeigt. daf
auch diese Gleichungen in Einklang mit dem eben Abgeleiteien stehen.

Daher gilt fiir die Schubkriifte der heiden Vergleichsschrauben folgende
Verhiiltnisgleichung:

S S eP WP o A2 . L. (d)

worin F’ = I entweder die beiden Schraubenkreisflicheu oder die Projektionen
der Fligelflichen auf die Kreisflichen sind.

Die Schraubenkraft S der gegebenen ersten Schraube werde nun in der
Form geschricben, wie es nach dem allgemeinen Newtonschen Ahnlichkeits-
zesetze iiblich ist, wobei sie wie immer mit einer geometrisch @hnlichen. im
Liingenverhiiltnis 4 verkleinerten Schraube, die hier ale dritte bezeichnet wer-
den soll, verglichen wird. Fiir dic Beweisfiihrung sollen dabei in den Ior-
meln nieht zwei beliebige entsprechende Geschwindigkeiten, sondern zwei
entsprechende achsiale Geschwindigkeiten Vi und vy verwandt werden. Wir

schreiben also:
S etV

. (e
soapfvy | ©)

Nunmehr kann die Kennziffer von S’ bestimmt werden.  Aus Gln. d
und ¢ folgt: ,
S’ =812 aig) FV 242
und weiter mittels V= Vol
S ca@PVS2, oo (f)

vine Gleichung, welche zeigt, daB die zweite Schraube, obgleich sie der ersten



— 118 —

nicht geometrisch, sondern nur formihnlich ist, ebeénfalls das Newtonsche
Abnlichkeitsgesetz nit der gleichen Kennziffer e befolgt. Wiirde man die
Kennziffer e fiir &, in gleicher Weise wie es in Abschnitt 52 fiit S und s ge-
schehen ist, in Form einer Eigenschafiskurve als Funktion der Fahrtsteigung
¢ = V//U” = V’[U darstellen, so wiirde diese Kurve nicht mit der fiir S und s
zusammenfallen. Man erreicht jedoch Deckung, wenn man als Abszisse
statt 4’ den Zahlenwert #’/4x = x auftrigt.

Bezeichnet man die Steigungen der ersten, zweiten und dritten Schraube
mit H, H” und h, so gilt fiir sie:
IV H2, H=hi

oder unter Beachtung von Gl. a und wegen der Gleichheit der Umlaufszahlen
N’ und N:

L WOHN VY
*“H W HN V,
und Y - &
o _neomy v |
¢z " hT hmn v,

woraus durch Multiplikation
HN VY )
hn Vx '
folgt. An Stelle der Schraubensteigungen H, H’ und h konnen beliehige
andere entsprechende achsiale Abmessungen, z. B. entsprechende Fliigel-

dicken gemessen in der Achsenrichtung in die Rechnung eingefiihrt werden.

Fiir das Verhiltnis der drei Schubkriifte ergibt sich alsdann aus e. f. ¥
und h die Verhiltnisgleichung:

S:8:8 =(gr FH2N2:ig) FH2N2:pthtnz. . . . . . . i)

In der Form des Newtonschen allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes 1ift sich dies
auch schreiben:

I. S —a(gFH2N2. . . fiir die Fahrtsteigung y
2. =a(FH2N? . . 0 . =1k ¢. .. 'k
3. s =epgfhzn?. . . . . " x ’

wobei die angegebenen Fahrtsteigungen auf die Forderung affinen Strom-
linienverlaufs hinweisen. Da die zweite Schraube aus der ihr form#hnlichen
dritten mittels des Mafistabs 4 A4 fiir die achsialen und mittels des Mafistabes 4
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fir die radialen und peripherischen Abmessungen abgeleitet werden kann.
so 1aft sich das Ergebnis dieser Untersuchungen in den Satz vereinigen: Die
Schubkrifte formihnlicher, affin arbeitender Schrauben stehen im Verhiltnis
der Fliissigkeitsdichten, der Quadrate der Durchmesser, der Quadrate der
Steigungen und der Quadrate der Umlaufzahlen. Eine solche Schrauben-
familie hat ein und dieselbe Eigenschaftskurve der Schubkriifte.

Aus den oben gegebenen Vorschriften fiir die Erzeugung form#hnliche:
Schrauben geht hervor, in welcher Weise sowohl Druck- wie Saugseite
der Schraubenfliigel affin umzuformen ist, und daf Fehler entstehen werden.
wenn nur eine Seite richtig umgestaltet und im iibrigen iiber die Dicke des
Fliigels willkiirlich verfiigt wird.

In entsprechender Weise erhilt man die Gesamtleistungen (Leistungs-
aufnahmen) E, E’ und e:

1. E=¢(@FU8N+. . . fir die Fahristcigung ¥ l
2. E=«@PFIl#Ns . . " =y ;.. . . i
3 e=egth*nd®. ... ” P l

worin die Kennziffer ¢ fiir alle drei denselben Wert hat. Das Ergebnis dieser
Untersuchungen kann daher in folgenden Satz zusammengefalit werden: Die
Gesamtleistungen formihnlicher, affin arbeitender Schrauben stehen im Ver-
hiltnis der Fliissigkeitsdichten, der Quadrate der Durchmesser, der dritten
Potenzen der Steigungen und der dritten Potenzen der Umlaufzahlen. Diese
Schraubenfamilie hat ein und dieselbe Eigenschaftskurve der Leistungen.

Die bisherigen Versuchsergebnisse stehen in befriedigender Uberein-

stimmung mit diesen Ahnlichkcitsbezichungen.





