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Einleitung.

Von den verschiedenen Verfahren, die Elektronenterme einer Molekel
anzunihern, scheint der Weg iiber die Berechnung der Terme der einzelnen
Elektronen im Felde des Molekelrestes den angeregten Termen am ehesten
angepaBt. Diese Methode lieferte bei den leichten Molekeln ein weitgehendes
qualitatives Verstdndnis der Spektren. Es ist aber — auBler bei H, — wohl
noch nicht versucht worden, durch quantitative Ausgestaltung des Verfahrens
(Bestimmung der Eigenwerte der entsprechenden Schrodinger-Gleichung)
die Ordnung eines empirisch bekannten Spektrums zu gewinnen und damit
die Leistungsfahigkeit der Methode auch quantitativ zu erweisen. Das soll
hier getan werden, um zu einer Deutung der Elektronenterme der Stick-
stoffmolekel zu gelangen. Die empirischen Daten reichen nicht aus, um durch
nur qualitative Betrachtung diese Deutung zu gewinnen. Sie lassen fiir den
Symmetriecharakter einzelner Terme noch verschiedene Moglichkeiten
offen, so dafl auch mehrere Erklirungen durch Quantenzahlen einzelner
Elektronen zuldssig sind, zwischen denen eine Entscheidung bisher nicht
getroffen werden konnte. Diese Mehrdeutigkeiten soll die vorliegende Arbeit
beseitigen. Wir stellen uns also zwei Aufgaben: 1. Berechnung der Term-
struktur eines Elektrons in einem Felde, das dem Felde fiir die einzelnen
Elektronen in der Stickstoffmolekel entsprechen soll; 2. Schlisse auf die
Termstruktur des N,

Man interessiert sich dabei fir mittlere Zentrenabstinde, wie sie in
den Molekeln als Gleichgewichtslagen vorkommen. Fir grofe und fiir
kleine Kernabstinde ist man iiber die qualitative Reihenfolge der Terme
eines Elektrons geniigend unterrichtet, wihrend man gerade iiber das wichtige
mittlere Gebiet nicht gut Bescheid weil. Eine sichere Kenntnis dieses
Gebietes kann man aber nur durch quantitative Ausfithrung des Modells
bekommen. Allerdings nimmt man dabei in Kauf, da man Resultate von
nur beschrinktem Giltigkeitsbereich erhdlt. Will man etwas iiber eine
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376 A. Recknagel,

von der behandelten sehr verschiedene Molekel erfahren, so muBf man eine
neue Rechnung vornehmen.

Um die Rechnungen nicht zu sehr zu komplizieren, muf man mehrere
Vernachlissigungen machen, die jetzt im einzelnen besprochen werden sollen.
Fir den Rumpf, in dem das Leuchtelektron léuft, sind drei Moglichkeiten,
entsprechend den N;-Termen, wichtig:

OaTy 6,22, ofn, 0211, und o,/miosZ;.

Von diesen ist der zweite Rest experimentell noch nicht sicher bekannt,
sein Auftreten bei BO, CO* und CN und einige empirische Andeutungen
bei N} (s. unten) stellen aber seine Existenz sicher. Jeder dieser Reste
wire nun eigentlich durch ein anderes Ersatzfeld darzustellen. Ks wire
eine sehr mithsame Aufgabe, in jedem Falle das genaue Rumpfpotential
aufzubauen. Man muB sich daher mit einem Felde begniigen, von dem man
erwartet, da es die verschiedenen moglichen Reste gleichmalig gut dar-
stellt. Es wurde ein in den Kernen symmetrisches Feld benutzt, das mit
Hilfe der Thomas-Fermi-Gleichung gewonnen wurde. Die Ruickwirkung des
Leuchtelektrons auf den Rumpf wurde vernachlassigt.

Das Weglassen der durch das statische Feld nicht erfaBbaren Wechsel-
wirkung der Elektronen tritt gegen die obigen Vernachlassigungen in seiner
Bedeutung zurtick, da man durch Vergleich mit dem empirischen Material
oft qualitativ angeben kann, welche Anderungen man zu erwarten hat.

Man darf aber trotzdem bei einer einigermaBen gliicklichen Wahl des
Restpotentials hoften, wenigstens fiir die angeregten Zustdnde ein befriedi-
gendes Resultat zu erhalten. Fir die tiefen Terme wiirde man unter Um-
stinden groBere Ungenauigkeiten in Kauf nehmen. Was man in der Haupt-
sache erwartet, sind Aussagen iiber die Lage der Terme fiir die Kern-
abstinde, die in der Molekel als Gleichgewichtslagen vorkommen, ferner
Angaben dariiber, bei welchen Zentrenabstinden Uberschneidungen statt-
finden, ob Zustinde stabil sind oder nicht usw. Wenn man ein kompliziertes
Schema errechnet mit dicht liegenden Termen, sind die Moglichkeiten, von
dem Modell auf die Molekelterme zu schlieBen, nur beschrinkt, da die
Einfachheit des Modells naturgemiB auch einen relativ grofen Fehler
bedingt.

Die Rechnung lieferte fiir den Stickstoff, sogar fiir die tiefen Terme,
eine befriedigende Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Da sich auBerdem
auch fir die angeregten Zustinde des Leuchtelektrons ein recht einfaches
Schema ergab, konnten die Ergebnisse weitgehend zur Deutung der
empirischen Terme benutzt werden.
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Methode.

Die Schrédinger-Gleichung tiur das Zweizentrenproblem mit einem
Elektron und beliebigem Kraftfeld lautet in elliptischen Koordinaten

4 1 oY 0 oy
ol p—— {af[(§2 D%E |+ 37 [( —" ]

+ (a5 + -~L azly} 2 E—V)¥ =05 ()
dabei ist

r = Zentrenabstand. r; = Abstand des Elektrons vom Kern 1.
Da V rotationssymmetrisch um die Zentrenachse ist, kann die Ab-
hangigkeit der Eigenfunktion ¥ von ¢ sofort abgespaltet werden durch

den Ansatz .
Yéng) = yEn em?. @)

Terme mit m = 0 heilen ¢-Terme, mlt m = 4+ 1 m-Terme. Es mogen
noch folgende Abkiirzungen eingefithrt werden:

T (ag = Radius der ersten
= 2  Bohrschen Wasserstoftbahn),
E 2
g ¢ = —C (R = Rydbergkonstante), (8)
e ;
iBh @—n)V =1.

Mit diesen Ansdtzen nimmt die Schrodinger-Gleichung folgende Gestalt an:

sl = n5E]+ 3501 3]

1 1
— <52__1+1 )w CE—n)y—Uyp = (1)

Diese Gleichung ist Eulersche Gleichung der Variationsaufgabe, das Integral

j (52 af)““’”(g:})
1

+m2<§2_1_1

zum Extremum zu machen. Zur Losung dieses Problems wird {olgender

Ansat ht:
nsatz gemac p& oy = 12 f1(£)-g: (m)-

L Ve N N 2|
) VO =) v Uy dedy
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Es werden zunachst die g; () geeignet festgelegt und zwar als die normierten
Eigenfunktionen der beim H,-Problem auftretenden Differentialgleichung

d 9 dglm m? a my . m
H[(I—W)Tn‘ - 2!]1 +©Cn*+ 479" = 0. #)
Wir betrachten C' als Parameter, A7 ist dann Eigenwert. Fir die g7* sind
Entwicklungen nach zugeordneten Liegendreschen Polynomen bekannt?).
Die Bezeichnung ist nach Hylleraas so gewahlt, da g} () fur C —0
in PP (n) ubergeht. Der Symmetriecharakter ist gegeben durch

g" (—n) = (=D'="g" (n).
Berticksichtigt man noch die Abhingigkeit vom Winkel um die Zentren-
achse, so folgt, dal bei Eigenfunktionen, die bei Spiegelung am Mittelpunkt
der Kernverbindungslinie ihr Vorzeichen behalten (o4, 7, . ..), nur Funk-
tionen mit geradem unteren Index auftreten; bei Anderung des Vorzeichens
(Gus 7Ty - - ) kommen nur ungerade untere Indizes vor.

Man setzt nun den obigen Ansatz fir g (&, ) mit der speziellen Wahl
der ¢; in das Variationsintegral ein und fithrt die Mittelung iiber # aus.
Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitétsrelationen fiir die g7* (#) erhalt
man dadurch folgende Variationsaufgabe:

' m2 m .
J{Z[(SQ—D(&)“W(&,_I —I—A,)(fl)
+ % hiv ﬁzr]}d«f = Extr. (5)
mit ’
. +1
T = —— j U & ) o ) g (n) dn, ©)
Vel
wobel
+1
N = j [g7 )] dy
-1
ist.

Zu dem Variationsproblem gehéren die Eulerschen Gleichungen

S0~ (7= + oo+ AV =S Tute = 0. @

1) Siehe z. B. E. A. Hylleraas, Z8. f. Phys. 71, 739, 1931.
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In diesem Stadium ist das Losungsverfahren eine Verallgemeinerung
der Ritzschen Methode: es werden nicht einzelne Konstanten bestimmt,
sondern Funktionen, die aber nur noch von einer Variablen abhingen. Es
ist aber zu bemerken, dal spiter auch die f; entwickelt werden, so daf in
Wirklichkeit die gewohnliche Form des Ritzschen Verfahrens angewandt
wird. Der Weg iiber das Gleichungssystem fiir die f;, (7), gestattet aber eine
tibersichtliche Darstellung und wurde aus diesem Grunde gewahlt. AuBer-
dem ist (7) eine Form des Problems, die bei Beschrinkung auf nur wenige
Funktionen im Prinzip auch einer direkten numerischen Behandlung, etwa
nach dem Verfahren von Runge-Kutta, zuginglich ist.

Die ﬁ, y in (6) hangen von & und von zwel Parametern ab: von p durch
U (&, %) und von C durch die ¢/ (). Um nicht eine dreifache Schar von
Integrationen numerisch oder graphisch ausfithren zu missen, wird die
potentielle Energie des Rumpfes in folgender Form geschrieben:

e 4¢& 2Z —3 1

Ve gE i CEp 2n O

Das ist nur eine Entwicklung von (§2—#2) - ¥ nach Potenzen von 7, wobei
aus ZweckmaBigkeitsgrinden aus den Koeffizienten der Faktor

2
2<z_.i>.e_
2/ r

herausgenommen wurde. Ferner ist aus dem Glied mit #° der Anteil

e® 4§
T E—

der dem Coulomb-Potential zweier Zentren der Ladung }e entspricht,
abgespalten worden. Der restliche Anteil der potentiellen Energie stellt
dann ein neutrales Gebilde mit (22 — 1) Elektronen und zwei Kernen der
Ladung (Z — }) e dar, wenn das zugrunde liegende Zweizentrensystem ein
neutrales Gebilde mit 2 Z Elektronen ist.

Uber die p, (£) wird spater geeignet verfiigt werden.

Die Integration iiber # in (6) fithrt jetzt auf die verhiltnisméBig ein-
fachen Integrale

+1
1
Jir = ——=—=| 29" ) g () d 7
VN#-N#J
—1 (9
I

VNrar
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Sie hingen nur noch von C ab und kénnen mit Hilfe der Reithenentwicklung

far die ¢" als Potenzreihen in C' dargestellt werden. Benotigt werden die

Integrale mit » = 1 und » = 2. Fiir die Integrale mit ¥ = 1 kann eine

Formel angegeben werden, die eine einfache Berechnung gestattet.
Gegeben sei ein Eigenwertproblem

Huy, 4+ AV g, = Ep . (10)
H soll selbstadjungiert sein, 4 ist Parameter, V ist Stérungspotential.

Differentiation nach A liefert unter sinnvollen Annahmen

0w 7% _n [9_% 0B,
Hoz T Vet Vg = By + 5, v

Multiplikation mit einer zweiten Figenfunktion und Integration iiber den

(10)

Bereich der Eigenfunktionen ergibt

oy 0E
(o Vp) = B—E) (n50) + 5 up. (DY

\

Dabei ist angenommen, dall die Higenfunktionen am Rande geniigend stark
verschwinden. Benutzt sind ferner Realitdtsaussagen, die aus der Selbst-
adjungiertheit von H folgen.

Anwendung von (11) auf die Differentialgleichung (4) fir die Ent-
wicklungsfunktionen ¢7* () liefert die einfachen Formeln

m
Ji = — -aa—Aé,
41
o e (12)
Jlll’ = E‘(Alm'_A;'n) aglm 6‘g{r” d7]5 l:l:l,
9C aC
—1

Es mufl bemerkt werden, daf die bei der Ableitung der allgemeinen Formel
(11) gemachten Voraussetzungen bei der Anwendung auf die ¢7* nur far
m > 1 erfillt sind, da nur in diesem Fall die Eigenfunktionen geniigend
stark verschwinden. Man iberzeugt sich aber durch die gleiche Beweis-
fithrung leicht, dafl auf Grund der besonderen Eigenschaften der Gleichung (4)
fur die g7* die Formel (12) auch fiir m = 0 und m = 1 gilt.

Die j,ﬂl, und die Normierungsintegrale wurden unter Benutzung der
Rekursionsformeln fiir die Legendreschen Polynome bestimmt. Das

1) Fiir die Bezeichnung siehe B. L. v. d. Waerden, Die gruppentheoretische
Methode Gleichung (11) geht fiir A— 0 in die erste Néherung der Schro-
dingerschen Stérungstheorie iiber.
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erfordert etwas kompliziertere Rechnung, es moge daher eine Zusammen-
stellung dieser Integrale gegeben werden.

9
g
Ny = +0,004 938 (24+0,000314 (3-0,0000033 C*...
N§ =0,4000 +0,001121 (2+0,000082 4 (3-0,000 001 21 C*. ..

J00—04000 +0,05079 (+0,003922 (2+0,0001288 (3+0,0000075 C*...
Jgg—o 171 43-0,006 314 (-0,000 229 8 ('2+0,000 021 43 ('3+0,000 001 67 C*. ..
J02_022857+0011403 (C+0,000 119 7 ('2-0,000 031 17 ('3-0,000 001 52 C'4...

(4]
u
NP =0,6667 +0,000 457 (2-0,0000081 (3...
E,,? =0,2857 +0,000253 (2...

J$=0287 +0,01016 (+0,00011 C2...

_7_33 =0,1126 -0,00229 (+0,00013 (2...

J 25 =0,1270 +0,000 011 4(-0,0000158 C2...
”u

N} =1,3333 +0,00061 (2...

N} =3,4286 +0,00218 (C2...

J$,=0,1143 +0,00812 (+0,000438 (2...
J#=1,101  +0,000076 (-0,00020 (C2...
J2;=03048 +0,0122  (+0,00038 (2...

N§ =2,400 +0,00066 C2...
J3,=05714 +00169 (+0,000323 (2...

Zur weiteren Behandlung des Gleichungssystems (7) fir die f, macht man
nun zundchst den Ansatz

fi(§) = (E—1)"2 g (8),

=1
£ +2V0

Dann ergibt sich folgendes System von Differentialgleichungen:

Pl +2m 1)z +4VC[eg + (m +1) ¢/

2 — 18
H[-E—2—ar—0tmm+ 1] p—SaTu=o
oder unter Benutzung der Entwicklung von V
z“<pi’+2(m+1)w£+4V5[w<p”+(m+1>¢z’]
= L S — A" — 1
+[-2 +z<v V) +e—af —C4mm+1]ol

+ e (Z——‘>2%rzpv< }C>J”’ =
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Die Losung dieser Gleichungen erfolgt durch Entwickeln nach dem durch
die Formel (15) definierten Funktionensystem?)

_altt
2 u;”(x),tn—m-l — _L“—“t (]_5)
n=m+1l (1"—t)m+1

Diese Funktionen treten beim Wasserstoffatomproblem auf, wenn man in
parabolischen Koordinaten separiert. Es sind bis auf einen Exponential-
faktor verallgemeinerte Laguerre-Polynome:

Yn (w> - (nil)!e n—1 ’
Durch den Ansatz
= > Caln (D) (16)
n=m +1

und die Definitionsgleichung
z

M 1 T "(x) = ” <y (17

p( +2V0>yn(/ ;a,n,k Y (x) \ )

erhilt man aus (14) durch Nullsetzen der Koeffizienten der einzelnen y)
folgendes System von Rekursionsformeln fiir die e:

1 —m) (O — m _e —m—
(n—1 m)(zv6 'n—|-1>c,,n_1+[(2v5 )(2% m—1)
— 4O (n—"F2) + 0+ Din— 1) + o — A7 — 0]l
(18)

_n[gf/—a—n—!—m]c{’"n+l

1 = m y
-FQ(Z"“"“)E 2 cl’,kEJll’av,k,n:O-

2/ T r=m+1 v

Eine Losung ist dann vorhanden, wenn die Determinante des Systems
verschwindet. Diese Bedingung liefert den Eigenwert C' als Funktion von g.
Zur Abrundung der Methode ist noch zu zeigen, dall das benutzte
Funktionensystem vollstindig ist. Man beweist es durch Zurickfihren auf
das Potenzsystem.
Numerische Rechnung.

a) Das Potential. In der Entwicklung fir die potentielle Energie,
Gleichung (8), entspricht das erste Glied dem Coulomb-Potential
zweier Zentren der Ladung 4 e, das zweite stellt die Wirkung eines neutralen
Gebildes aus zwei Kernen der Ladung (Z—134)e und 2Z —1 Rumpf-

1) E. Hylleraas, l.¢., dort sind auch Rekursionsformeln angegeben.
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elektronen dar. Fiir dieses zweite Glied wurde das Thomas-Fermi-Potential
eine Molekel mit 27 -— 1 Elektronen benutzt. Das ist insofern nicht ganz
exakt, als die negative Ladung unter dem EinfluBl der iberschiissigen Kern-
ladung stirker um die Kerne konzentriert ist. Eine Beriicksichtigung dieses
Etfektes wire aber nur durch recht willkirliche Mafnahmen moglich. Man
hat nun zwar ein Problem mit dreizehn Elektronen, so dafl man im Zweifel
sein kann, ob die statistische Methode geniigend genau ist. Es besteht aber
sonst keine Moglichkeit, zu einer anderen einfachen Darstellung des Potential
zugelangen. Hund hat fir die N,-Molekel gezeigt?), dal man eine Naherungs-
l6sung der Thomas-Fermi-Gleichung als Summe zweier kugelsymmetrischer
Anteile erhalten kann, die sich leicht mit Hilfe der Fermi-Funktion be-
rechnen lagsen. Es ist gestattet, dieses Ergebnis auf den Fall mit dreizehn
Elektronen auszudehnen, da die Brauchbarkeit der Néiherungslésung fir
mehrere Werte des fir diese Erweiterung wesentlichen Parameters y
(s. F. Hund) gezeigt ist. Man erhélt in elliptischen Koordinaten fiir die
Energie des Elektrons im Felde des neutralen Restes

3 __
2 1/3 4:1 2
“2%<Z*'1§>5T_17{(5"7)"’<(Z";‘) ';ﬂ?eﬁé@(sw %X?g%;@)

3
1\ 2% 8+V2(E—7)\]
Heeno((2-3) mrgren gl )]

@ (x) ist die bekannte Fermi-Funktion?).

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer mul nun nach % ent-
wickelt werden, wobei nur gerade Potenzen von # auftreten. Es wurden
dabei Glieder mit #° #? und #* beriicksichtigt. Eine solche Entwicklung
mit drei Gliedern kann so gewihlt werden, dal} sie die zugrunde liegende
Funktion auf drei Flichen #* = const genau darstellt. Die Werte von #,
fiir die dies eintritt (0,15, 0,55, 0,95) wurden durch Probieren so gewihlt,
dal auch fiur dazwischen liegendes 7 moglichst gute Ubereinstimmung
herrscht. Ein groferer Fehler tritt bei obiger Wahl nur in einer kleinen,
wenig wichtigen Umgebung der Kerne auf. Sonst liegt er stets unter 19,
und ist oft nicht groBer als die bei der Interpolation der Fermi-Funktion
moglichen Ungenauigkeiten.

Die als Koeffizienten von #®” in obiger Entwicklung auftretenden
Funktionen wurden nun in der Form

P, (§) = e PETY, (19)
bzw. als Summen solcher Ausdriicke dargestellt, um die Gy 4 1 in (17),
die von p und C abhéngen, als einfache Funktionen von C darstellen zu

1) F.Hund, Z8. f. Phys. 77, 12, 1932, — 2) Eine Tabelle befindet sich
z. B. bei E. Fermi, Leipziger Vortrige 1928, 8. 95.
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konnen (néchster Abschnitt). Man kann auf Grund des Ansatzes fur die p,
tiir jedes Glied genaue Ubereinstimmung bei einzelnen Werten von &
erhalten. Es ist aber naturlich nicht moglich, die p,(é) im Unendlichen
genau darzustellen, da ja die Fermi-Funktion nicht exponentiell abfillt.
Dies hat aber keine Bedeutung, da dort das Thomas-Fermi-Feld doch den
wirklichen Verhéltnissen nicht entspricht und in diesem Gebiet tiberdies
die Wirkung der freien Kernladung tiberwiegt.

Die gefundenen Werte fiir die potentielle Energie des neutralen Restes
lauten

o = 2,201

e? 18
- T [ 7]2

+ 74 [0,660e— 42 ¢ —D 4 0,162¢— 11 G~ D]},

(0,881 e~ 0345 ¢ —1) 1 0,702 92 ¢— 0982 G — 1)

o = 2,072
> —o,as - 202 6
_— f'r_ éi 137]5 {1’117 . 0,381 e 0,345 3,291 © 1)
2,072
-+ 1,012. 0,702 - 772 e_ 0,982 + 5391 ¢—1)
_4,2.2’0_._7_2(5_.1) —1, .2,27_2@_1)
-+ %*0,948[0,660 ¢ 2,291 +0,162¢ 2,291 7).

Die etwas sonderbare Form des Potentials fir g = 2,072 wurde gewéhlt,
um die zweimalige Berechnung der @, ,,, Gleichung (17), zu sparen.
Es gilt ndmlich nun

,072,2
do1 (0 = 2078, ¢ = (230) O') = 117ty 4.1l = 2991, 0 =0)

und zwei entsprechende Gleichungen fir y =1 und » = 2.
Die Genauigkeit der Entwicklung zeigt die folgende Zusammenstellung
der Fehler fiur o = 2,291, n =0

£ l Fehler & 1 Fehler
1 +1,1% 2,55 +2,19%
1,55 —0,69, 3,65 —2,29,

b) Bestimmung der a, ,,. Um die Entwicklung der Diiferential-
gleichungen (7) fur die f; vornehmen zu konnen, mufl man geméif (17) die
Grofen a, ; , bestimmen. Unter Beriicksichtigung des Ansatzes (19)
fir die p, sieht man, daB dies Integrale der Form

w P «
@y i = a,jx’"e 2¥e -y (z) y;’(x)dx/j am [y (z)Pdz (20)

0
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bzw. Summen solcher Grofien sind. Fir m > 0ist die Reihenfolge der beiden
Indizes ¢ und k wichtig. Die Integrale sind Polynome in

e = 1
1 /3”4
2Ve
Die analytische Darstellung lautet
miq (E—m—1)!
Ay, 5,5 = Oy* € +1 (k—rii)’
i+k--2m—2 =12 :
1 1—1 E—1
— 1\ | o A
=, VD X e <l’—|—m) <,1—/1'+m> (21)
i+k—2m—2 <A .
o omtr PN t—1\ tk—m—1\ /A +m 91’
oy & 2§0 ( 1) 8;_/20(2,4—’%)( }u'—-}u, >< },/ > ( )

Sie ist mit Hilfe der Darstellung fir die 3 (x) zu gewinnen. Die Auswertung
erfolgt am einfachsten mit Rekursionsformeln, wie man sie auf Grund der
Beziehungen fiir die y)’ (z) in mannigfacher Weise aufstellen kann. Zweck-
méifig sind folgende Gleichungen, die z. B. fir m = 0 uberhaupt nicht
explizit von ¢ und % abhidngen.
Rekursionsformel:

ay = (1—&)(ts1—1+ CGir,0) +Ce—1) a1 1—1- (22)
Normierungsbedingung:

Gm+,m+1 = O(,,'8m+1,

ay 4 = 0, fir « oder &k < m.

Far m > 0 gilt (22) nicht, falls k =m + 1. In diesem Falle verwendet
man die Gleichung
E—m—1! (GE—1)!
k—1)! (@F—m—1)
Am bequemsten ist es, die Rekursionsformeln anzuwenden fir + << k
und die Koeffizienten mit ¢+ > k aus (23) zu bestimmen.
Die Richtigkeit der Rekursionsformel ist nicht ohne weiteres einzusehen

Qi1 = Gy, ke (28)

und moge daher kurz bewiesen werden.

Hilfsgleichung:

=i, . o
S0ra) (720
— =D

o o[ T
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denn
Sl(—l)
. (i-l)(k—m_1)<i+k_2z'_2_2m
= W tm px h—2l )
< =D
_ 2 (z‘—l)(k—m——l)l—é”(i—l—-;l'——m E—1—4—m
=, V4m A =, i )( h— 2k —A )

YRR L L s T

Pl irtioons D! (oate [y
() (3250050

Dies ist die verlangte Formel. Sie gilt fiir 4, k, m > 0, ganz und 4, k= m + 1.

i

|

r=0
=i
u

L= 0

Die analytische Darstellung (21') der Integrale (20) kann nun in

folgende Gestalt gebracht werden:
Ly G4k-2-2m(=1)]

. m+1 i—1><k“m—1 9A(1__pyitk—21—2-2 "
Ay, k=% € 120 <l+m 1 >a (1-¢) m, (21")

Diese Gleichung ist giiltig fir 4,k =>m 4- 1. Der Beweis erfolgt durch
Vergleich der Koeffizienten von ¢ unter Beriicksichtigung der Hilfsformel.
Der nichste Schritt besteht in der Aufstellung der Gleichung

i—1—m

i = (1—8)ay, 1+ & 12 A—e*=ta, ;75— (22)
=1

Beweis durch Vergleich der Koeffizienten von g2t m+1 (1 —g)i +k—24—2—2m

in (22) und (217). (22) gilt nicht fir k=m+1, da q,,, =0.
(22') kann leicht in die gesuchte Rekursionsformel (22) ubergefuhrt werden.

¢) Die Auswertung der Sdikulardeterminante. Die Eigenwerte C er-
geben sich als Nullstellen der Determinante des Systems von Rekursions-
formeln fir die Entwicklungskoeffizienten der Eigenfunktion [ Gleichung (18)].
Die Determinante wurde als Funktion von C dargestellt und dadurch die
Nullstellen festgelegt. Die Berechnung im einzelnen erfolgte so, daf zu-
nichst eine separierbare Eigenfunktion f, (§) - ¢]* (1) angesetzt und die ent-
sprechenden Eigenwerte bestimmt wurden. Die Terme konnen in dieser
Niherung mit 1 so, 2 po usw. bezeichnet werden. Es entsprechen aber diese
Symbole nicht wirklich vorhandenen Symmetrieeigenschaften. Sie sind viel-
mehr durch die Art des Naherungsverfahrens bedingt. In zweiter Naherung
wurde ein nichtseparierbarer Ansatz v (£,%) == f,(&) - g™ (n) - £, (&) - g7 (1)
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benutzt. Da die g7* dem Problem gut angepaft sind, kann man erwarten,
dall man mit einem Ansatz aus zwei Gliedern schon geniigende Genauigkeit
erhilt. Man kann aber auch wegen der Schwierigkeit der Rechnung nicht
mehr Glieder beriicksichtigen. Es zeigte sich namlich, daf das Verfahren nicht
sehr gut konvergierte, so daB man zu Determinanten mit sehr viel Reihen
iibergehen muBte, um den gesuchten Eigenwert geniigend genau zu er-
halten. Um die Konvergenzverhéltnisse darzustellen, seien die Ergebnisse
fir den Term s, (2p) mit mittelmdBiger Konvergenz angegeben. Die
Konvergenz ist bei z-Termen besser als bei g-Termen. Sie wird schlechter
bei hoher liegenden Termen (hohe Nummer der Nullstelle) besonders aber
bei Beteiligung komplizierter Eigenfunktionen. do und fo z. B. bereiten
auBerordentliche Miihe.

Grad der Determinante H Termwerte in eVolt | Grad der Determinante “ Terwerte in eVolt

3 8,29 6 9,07
4 8,76 7 9,13
5 8,96

Die Rechnungen wurden fiir den Kernabstand ¢ = 2,291 genau durch-
gefithrt, fiir o = 2,072 nur bis zu einer niedrigeren Niherung. Die Angaben
fir diesen Kernabstand sind daher nicht so genau.

Die folgende Tabelle gibt die Werte der berechneten Terme. Fir
o = 2,072 ist die Differenz gegen g = 2,291 angegeben.

_ Hauptanteil | Energie Differenz *
Terme | funfiion | dor Elgon- | oVl | bel | Ty | Detomminante

Ny 0 0

oy so, da 3go — 2,0 ~ 0 2,60 10
g, po, o 4po — 2,6 ~ 0 2,29 9
7, Pz 3pm — 3,0 — 0,1 2,12 6
aq so,do 4do — 3,6 4+ 0,1 1,94 10
7Ty dn 3dr — 9,2 -+ 0,3 1,22 7
9 so, do 280 — 16,0 — 0,7 0,92 10
Ty P 2pn — 17,0 — 1,7 0,89 5
Oy po, fo 3po — 20,1 — 0,5 0,82 10
9, so, do 4do < — 50 |nicht berechnet [

In Fig.1 sind die Ergebnisse (in logarithmischer Skale) nochmals
dargestellt, wobei qualitativ die Zuordnung zu den getrennten und ver-
einigten Kernen nach dem Hundschen Zuordnungschema?) angegeben ist.

1) Bei Vermehrung der Hauptquantenzahl um 1 wichst die effektive
Quantenzahl n* stirker, d.h. alle Terme haben negative Ritzkorrektionen,
zeigen also (fiir den betrachteten Kernabstand) den Charakter von Tauchbahnen
(E. Fues, Z8. f. Phys. 11, 364, 1922). — 2) F. Hund, ZS. {. Phys. 63, 719, 1930.
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Das Termschema zeigt einen bemerkenswerten Bau. Sieht man von
dem tiefsten angegebenen Term o, (2 s) ab, der fiir das N,-Spektrum keine
Bedeutung hat, so findet man (bei demn benutzten Kernabstand) deutlich
drei verschiedene Gruppen:

1. Eine tiefe Gruppe o, (25), 7, (2p), 0, (2p). Diese Bahnen sind
im N,-Grundzustand voll besetzt; bei der Entfernung eines Elektrons aus

einer der Bahnen entsteht je einer der in
Betracht zu ziehenden N;-Zusténde.

2. Den Term 7, (2 p), der den ersten
angeregten Term in der Stickstoffmolekel
gibt. Er ist von der vorhergehenden Gruppe
durch eine Liicke von 7eVolt, entsprechend
der schweren Anregbarkeit des Stickstoffs,
getrennt.

8. Eine Gruppe hoherer Terme [0, (3 s)
usw.], die von s, wieder fast 6 eVolt ent-
fernt ist.

Da man zufolge dieses verhaltnismafig
einfachen Baues keine zu groBe Term-
auswahl erhilt, wird die Deutung des N,-
Spektrums sehr erleichtert.

Etwas tiberraschend ist es, dall der
tiefste angegebene Term, der beim Zu-
sammenfithren der Zentren in einen 2 s-
Atomterm ibergeht, ganz wesentlich die

Fig. 1. Terme des Leucht- Eigenschaften einesdg-Termeshat, wihrend

elelstrons m Ersazfeld fir N. der Term bei 16,0 eVolt, der bei Vereinigung
der Kerne in 8s ibergeht, die Eigenschaften eines 2 so-Termes iiber-
nommen hat. Dal der tiefste angegebene Term die Eigenschaften von 3do
hat, ist ganz analog zum H;', wo auch bei groem Kernabstande 8 d o sehr
tief liegt.

Man muf annehmen, dafl der Term o, bei 2,6 eVolt bei Trennung der
Zentren in einen 2 p-Atomterm @ibergeht. Er ist also bereits auBerordentlich
stark angehoben, so daB Konfigurationen, die ein solches Elektron enthalten,
wahrscheinlich iberhaupt nicht stabil sind.

Der experimentelle Befund, dal der Gleichgewichtsabstand fir den
Term o, ﬂ; 03 22:; des N;' kleiner ist als der fiir den Grundzustand des
N,, deutet darauf hin, dal der Term o, (2 s) fur o = 2,072 hoher liegt als
fur o = 2,291. Das umgekehrte Ergebnis der Rechnung kann nicht als
reell angesehen werden.
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Anwendung auf das No-Spektrum und Verglewch mat dem Ixperiment.

Ein Mafl fur die Genauigkeit der Methode geben die Energien, die wir
fir die verschiedenen aus der Molekel durch Ionisation erzeugbaren Riampfe
erhalten. Man wiirde dabei groBere Fehler in Kauf nehmen. Die folgende
Zusammenstellung gibt die empirischen und theoretischen Energiedifferenzen
zwischen dem Minimum der Schwingungskurve des N,-Grundzustandes und
denjenigen der verschiedenen N;'-Terme. Da die Schwingungsquanten der
verschiedenen in Betracht kommenden Zustinde dubBerst ahnlich sind, sind
die gegebenen Werte bei der benutzten Genauigkeit gleich den Differenzen
der nullten Schwingungsniveaus. Die theoretischen Werte wurden gewonnen,
indem die Terme eines Elektrons fiir den Gleichgewichtsabstand des ent-
sprechenden N;“—Termes durch lineare Interpolation bestimint wurden.
Die kleine Anderung, die daher rithrt, daB diese Kernabstiande nicht identisch
sind mit der Gleichgewichtslage des N,-Grundtermes, hat keine Bedeutung,
da die in Betracht kommenden Zentrenabstdande sehr nahe Dbeiceinander
liegen. Es ergibt sich bei Abtrennung von

Theoretisch Experimentell

o, (Ubergang in o, =% 02 25}) ‘ 20,7 eVolt 18,9—19,7 eVolt
7, ( " n 02 n3 ag2 ) ~ 18 " nicht bekannt
o, ( " » O3 oh o, 223') ' 16,6 15,7—16,5 eVolt

Es herrscht also zwischen experimentellen und berechneten Werten
befriedigende Ubereinstimmung. Man muB sie vielleicht etwas als zufillig
bezeichnen, besonders fiir den Grundterm 22:;“. Iis scheint, dall der genaue
empirische Wert naher bei 15,7 eVolt liegt als bei 16,5, so dall die Methode
vielleicht einen etwas zu groflen Wert ergeben hat. Die Ungenauigkeit ist
noch grofer bei 227, wo der berechnete Wert schon stirker aulierhalb
der experimentellen Unsicherheit liegt. Die Differenz der beiden X-Terme
ist ja empirisch genau bekannt (8,15 eVolt gegen den theoretischen Wert
4,1 eVolt).

Der 2/7,-Term ist noch nicht gefunden. Seine Existenz ist aber sicher-
gestellt durch Storungen, die der 2X,-Term erleidet!). Die Tatsache, daB
das dem Ubergang 217u—+22; entsprechende Spektrum nicht gefunden
ist, erklirt man sich damit, daB die beiden Terme sehr nahe beieinander
liegen. Der Ubergang fillt dann in das schlecht beobachtbare Ultrarot, oder
er wird durch die erste positive Stickstoffgruppe verdeckt.

1) W.H. L. Childs, Proc. Roy. Soc. London (A) 137, 641, 1932.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 87. 26
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Die Anwendung der bisherigen Ergebnisse auf das N, erfolgt an Hand
der Fig. 2. Es sind darin links aufgetragen die tiefsten Terme, die die Rech-
nung fir das N, ohne DBeriicksichtigung der feineren Elektronenwechsel-
wirkung bei dem Kernabstande p = 2,291 liefert. Dabei sind die Energien,
um die die N;L-Terme iiber dem Nullniveau, dem Grundzustande des Ny,
liegen, nach unserem Modell die Energien eines Elektrons auf den Bahnen
o, (20,1 eVolt), =, (17,0eVolt) und o, (16,0eVolt). Die Differenzen
zwischen den N} -Termen und den N,-Niveaus sind die Energien des Elektrons

Fig. 2. Theoretisches und empirisches Schema der No-Terme.

auf den Bahnen unserer Gruppen 2 und 8 (s, und hohere Terme). Es ist
an den Termen angedeutet, welche Aufspaltung man bei Einfithrung der
Elektronenwechselwirkung zu erwarten hat. Diese Angaben haben nur
groflenordnungsméfige Bedeutung.

Rechts ist in der Figur das Schema der empirisch bekannten Elek-
tronenterme des N, angegeben. Die Lage der Singulettniveaus relativ zum
Grundterm ist aus spektroskopischen Daten genau bekannt. Dagegen ist die
Lage des Triplettsystems unsicher. Man kennt fiir die Lage des tiefsten
Termes A eine obere Grenze von 8,2 eVolt aus Elektronenstofmessungen
von Sponer. In der Figur ist aber 4 nach den Angaben von Vegard?)
bei 6,2 eVolt angebracht. Diese Festlegung stiitzt sich auf die Ahnlichkeit
im Schwingungstermverlauf des von Vegard in festem Stickstoff beob-
achteten e-Systems mit den Termen X und 42). Vegard deutet sein e-System

1)L.Vegard, Z8. f. Phys. 75. 30, 1932. — 2) Ich hatte Gelegenheit, in eine un-
verotfentlichte Arbeit von H.Sponer iiber diesen Gegenstand Einblick zu nehmen.
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als Interkombination 4 — X. Diese Festlegung des Triplettsystems scheint
aber eine kleine Diskrepanz mit den fur die Dissoziationsenergie des Grund-
zustandes meist angegebenen Werten (7,9 bis 9,5 eVolt) zur Folge zu haben.
Die Extrapolation der Schwingungsquanten liefert fur 4 die Dissoziations-
energie von ungefihr 8,7 eVolt. Die Energie der Dissoziationsprodulkte
liegt dann etwa 9,9 eVolt iiber dem Grundzustand des N,. Nimmt man an,
daB Ain N (3S) + N (4S) dissoziiert, so ist dieser Wert zugleich die Trennungs-
arbeit des Grundzustandes. Dissoziiert aber 4 in N (*S) + N (3D), so
liegt die Dissoziationsenergie des Grundzustandes in der Hohe von 7,5 eVolt.

Bei X, 4, B und C ist durch Untersuchung der Rotationsstruktur
der Termcharakter gut bekannt. X ist 12;, 4 ist nach Naudé?) 32: oder
32, B und C sind beide regelrechte 3[1-Terme. Wenn der Charakter von 4
genau festgelegt ist, ist er nach den Kombinationsbeziehungen auch fiir
die tubrigen Terme des Triplettsystems bekannt: Ist 4 ein 32;-Term
(®Z,), so ist B gerade (ungerade), C und D sind beide ungerade (gerade).

Man nimmt an, daB D entweder 3% oder 34 ist. Zufolge einer kurzen
Notiz von Appleyard?2) soll ¢ ein 1/7,-Niveau sein. Uber die anderen Terme
ist nichts Sicheres bekannt.

Wie man aus der Fig. 2 ohne weiteres ersieht, ist die Deutung fiir die
beiden tiefsten Triplettniveaus schon auf Grund der Termlage eindeutig
festgelegt: A = o, m, o) 7, %2, wnd B = o, x, 0, - 7, U, (r).
Die Rechnung zeigt also, dall von den beiden Moglichkeiten fur 4 (327
oder 32;:) nur die letztere in Betracht kommt. Es ist ganz unmdglich, an-
zunehmen, A sel 329', da der erste Term dieser Art, o‘u’l n: 03 - 7T, 32; bei
ungefihr 14 eVolt liegt. Coster und Mitarbeiter®) entschieden sich fir
32, um durch das strengere Verbot eines g «— g-Uberganges den Sprung
A — X auszuschlieBen. Da dieses Spektrum aber vermutlich doch gefunden
ist (Vegard, L. ¢.), liegt auch in dieser Hinsicht kein Bedenken gegen eine
Deutung von 4 als 3% vor.

Bei der Identifikation von C kann man zunéchst alle Moglichkeiten
ausschliefien, die die Anordnung 7% ¢ enthalten, da diese verkehrte Triplette
liefern wiirden, wihrend sie regelrecht sein miissen. Nach der Rechnung
kommen energetisch zwei Moglichkeiten in Frage: o, 7,0, - 7, 311, (r)
und o‘z mt 0, w301, (). Auf Grund der Termlage allein kann eine Ent-
scheidung zugunsten der einen oder der anderen Anordnung nicht getrotfen

1) 8. M. Naudé, Proc. Roy. Soc. London (A) 136, 114, 1932. —
?) BE.T. S. Appleyard, Phys. Rev. 41, 254, 1932. Appleyards Angabe
stitzt sich auf das Aussehen der Banden, nicht auf eine Untersuchung der
Rotationsstruktur. — 3) D. Coster, F.Brons u. A.v.d. Ziel, ZS. f. Phys.
84, 304, 1933.

26%
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werden, obwohl im ersteren Falle bessere numerische Ubereinstimmung
herrscht.
empirischen, so gibt man der ersten Deutung den Vorzugl).

Den genauen Vergleich zwischen Rechnung (ohne Beriicksichtigung
der Elektronenwechselwirkung) und Erfahrung gibt folgende Zusammen-
stellung, wobei auch die empirischen Termwerte auf den Zentrenabstand
o = 2,291 reduziert worden sind. Da es sich dabei um eine verhiltnis-
miBig geringe Anderung des Kernabstandes handelt, ist es berechtigt, bei
dieser Reduktion fiir die Schwingungsenergie eine Morsekurve zu verwenden,
wobel die Dissoziationsarbeit durch Extrapolation der Schwingungsquanten

Vergleicht man die theoretischen Differenzen ¢ — B mit der

bestimmt ist ( = —~75—>- (Alle Angaben in eVolt.)
4z,00,
| . Experimentell Experimentell
f‘ Theoretisch nagh Vegard naé)h én;: onn er
C:o, 03 o M, (r) < 10,9 10,5 12,5
B:olntoe 9" %y 3]7 (r) < 6,8 6,7 8,7
A: o2 a3 03~ 32+ < 78 5,7 7.7

Das <-Zeichen bei den theoretischen Werten deutet den Einflul der
Elektronenwechselwirkung an.

Der auffallendste Unterschied zwischen theoretischen und experi-
mentellen Werten ist das Ergebnis, dafl 4 theoretisch hoher liegt wie B.
Dies ist einfach das Abbild der Tatsache, dafl g, (2 p) theoretisch (und wie
die Analogie von BO, CO* und CN mit N zeigt, wahrscheinlich auch
experimentell) hoher liegt wie 7z, (2 p). DaB bei Benutzung des Modells
von Rest und Leuchtelektron 4 hoher kommt wie B ist daher auch ver-
niinftig, allerdings kann die Grofe der Umkehrung durch Ungenauigkeiten
der Rechnung gefilscht sein. Die Tatsache, dafl empirisch 4 tiefer liegt
wie B, muB man wohl als eine Folge der Elektronenwechselwirkung ansehen.
Die Betrachtung der Anordnung 7. 7, ergibt, daB 327 der tiefste der Terme
ist, die aus dieser Konfiguration entstehen kénnen (s. Anhang). Da die
Aufspaltung hier grofier sein wird als bei 7o, ist eine Umkehrung der Term-
reihenfolge moglich.

Wenn die Rechnung auch nicht die Genauigkeit beanspruchen kann,
eine Entscheidung zwischen dem Vegardschen und dem Sponerschen
Wert fir die Lage von 4 relativ zum Grundterm herbeizufithren, so sind
die Ergebnisse mit dem Vegardschen Wert doch wesentlich besser ver-

1 Fiir diese Deutung vgl. auch R. S. Mulliken, Rev. of Mod. Phys. 4,
1, 1932.
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traglich wie mit dem Sponerschen, besonders wenn man noch die Elektronen-
wechselwirkung berucksichtigt. Dabei wiirden alle Terme nach unten
ricken.

Von den anderen Eigenschaften der Terme lassen sich zwar einige
auf Grund der angegebenen Elektronenanordnungen verstehen: der Gleich-
gewichtsabstand ist am groften bei 4, am kleinsten bei C, das Schwingungs-
quant verhilt sich umgekehrt. Dagegen ordnet sich die Dissoziationsarbeit
nur fir 4 und B ein: sie ist fiir B groBfer wie fiir 4, wie es theoretisch zu
erwarten ist, dagegen ist sie am kleinsten bei ¢, wo man den groBten Wert
erwarten sollte. Man kann sich dies erklaren als Beeinflussung durch einen
anderen Term gleicher Rasse (der etwa durch Anregung von zwei Elektronen
entsteht, so dafl ihn die Rechnung nicht geliefert hat). Der Schnitt mit diesem
hypothetischen zweiten Term gleicher Rasse wird vermieden; der Verlauf
des Termes bei groBem Kernabstande ist dann dureh eine andere Elektronen-
konfiguration bestimmt als bei kleinerem.

An Termen, die zur Deutung von D herangezogen werden konnen
(vermutlich 3%, oder 24,,, die zugleich mit B durch Sprung von nur einem
Elektron kombinieren), hat die Rechnung nur einen ergeben: 02 7, 04
.," Zy bei 18,4 eVolt. Eine solche Konfiguration wirde zwar erkliren,
warum keine der hoheren Schwingungsniveaus von I} beobachtet sind,
da der Term infolge der stark lockernden Wirkung von o, (2 p) ein sehr
flaches Minimum bei groBem Kernabstande haben wiirde, wenn er iiberhaupt
stabil ist. Doch wiirde Anregung von zwei Elektronen qualitativ dieselbe
Wirkung haben, da aus energetischen Griinden nur Anregung auf zwei —
ebenfalls lockernde — 7,-Bahnen in Frage kime (o, 7, 0, - n: 32, oder
34,). Da diese Terme vermutlich ebenfalls in der Nihe liegen, mufl auf
eine Deutung von D verzichtet werden.

Uber das Singulettsystem sind nicht so weit reichende Angaben moglich
wie itber das Triplettsystem. Schon @ ist nur schwer zu verstehen, wenn
er ein /7,-Term ist, da die Rechnung keinNiveau liefert, das energetisch
in Frage kommen koénnte. Der niichste Term der Art, o, ni 0'; -, UT,
liegt theoretisch ungefiihr 8eVolt hoher. Da allerdings der Rumpf o, . 092
relativ zu g} 7, 0, sicher ungefiihr 1eVolt tiefer liegt, als ihn die Rechnung
ergeben hat (vgl. die theoretische und empirische Differenz des 2X, — 2X,-
Uberganges beim N;), so vermindert sich auch die Differenz zwischen dem
theoretischen Werte o, n; ()'g2 - 7ty I, und dem empirischen Werte von a
auf ungefihr 2 eVolt. Betrachtet man trotz dieser noch verbleibenden
Ditferenz a als o, 7 092 - 71, T, s0 muB man annehmen, daB die zugehorige
Triplettkomponente der Beobachtung bis jetzt entgangen ist. Da sie tiefer
liegen wiirde wie a, wire es natiirlich nicht mehr moglich, sie mit C' gleich-
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zusetzen, wie es oben geschehen ist. Man miiite dann C als az 7y Oy
7,2l ,-Term deuten, obwohl g, nfb a; - 714 31T, bessere Ubereinstimmung
zwischen Rechnung und Erfahrung ergab. Man kann auch nicht annehmen,
daB fir a ein Niveau in Frage kommt, bei dem zwel Elektronen auf angeregten
Bahnen laufen, da der Term ja mit dem Grundzustand kombiniert.
Mulliken, 1. ¢., identifizierte vor dem Erscheinen der Notiz von Appleyard
— unter Vorbehalt — a mit oz ”3 a: -7, 127, Hs ist dies auch nach den
Ergebnissen der Rechnung der einzige Term, der in dieser Gegend liegt und
mit dem Grundzustand kombiniert.

Fir die iibrigen Terme b, b’ und ¢ des Singulettsystems liegen gar keine
niheren empirischen Anhaltspunkte vor. Uberdies gehort b’ vermutlich
dem N, gar nicht an und soll daher auch nicht weiter beriicksichtigt werden.
Es sind auch hier wegen der Kombination mit dem Grundzustand die
Auswahlmoglichkeiten dadurch eingeschrinkt, daB nur Anregung eines
Elektrons in Frage kommt. Es kommen vor allen Dingen cri az;i o, I,
und o} 7. 03~ag /7, in Betracht. In beiden Fillen stimmen die be-
rechneten Energien recht gut mit der Erfahrung (genauer Vergleich ist nicht
moglich, da die Gleichgewichtslagen nicht bekannt sind). Es ist aber nicht
ganz sicher, dall diese Terme nun auch wirklich b und ¢ entsprechen.

Fig. 2 zeigt, dall das Stickstoffspektrum noch viel mehr tiefe Terme
besitzen mubB, als bis jetzt gefunden sind. Wenn man die Hohe der Disso-
ziationsprodukte itber dem Grundzustande bericksichtigt, findet man,
daf} sicher einige von ihnen stabilen Molekelzusténden entsprechen. Z. B.
sollte man noch ein Spektrum B —>a;‘1 nz 03 -7, 34, erwarten, ebenso
o) 7y 0, 7, 31, - B und o) m, 03 “7, *27 > A. Auch im Singulett-
system sind noch mehrere Uberginge zwischen tieferen Termen moglich.
DaB man die meisten dieser Spektren nicht gefunden hat, wird man sich
dadurch erklaren, daB} mit der Termhohe die Zahl der Terme stark wichst,
so daB die einzelnen Niveaus leicht durch Pridissoziation instabil werden.
Daf dies richtig ist, zeigt die Tatsache, daB bei C nur die ersten funt
Schwingungsniveaus beobachtet sind, bei D, b, b" und ¢ uberhaupt nur
noch ein einziges. Da iberdies zahlreiche Stickstoffbanden noch nicht
eingeordnet sind?), braucht man wohl nicht weiter nach Griinden zu suchen,
warum die einzelnen Terme noch nicht beobachtet sind.

Zum SchluB noch ein Wort tiber die Moglichkeit, die Tirgebnisse der
Rechnung auch auf andere Molekeln anzuwenden. Wie schon eingangs
betont, sind diese Moglichkeiten nicht sehr weitreichend. Am ehesten wiirde
man noch eine Ubereinstimmung bei der dem N, sehr dhnlichen Molekel CO

1) R. T. Birge u. J. J. Hopfield, Astrophys. Journ. 68, 257, 1928 u. a.
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mit ebenfalls 14 Elektronen erwarten. Ohne auf die Anwendung im einzelnen
einzugehen, die, soweit sie moglich ist, nichts Neues itber das beim Stickstoff
Gesagte hinaus bringt, soll doch ein sofort auffallender Umstand erwahnt
werden. Die angeregten Terme des CO zerfallen, dhnlich wie die des Ny
in zwei Gruppen: eine tiefe Gruppe aus 4, a, ¢’ und d und eine hohere
Gruppe, die von der ersten durch eine deutliche Liicke getrennt ist. Man
kann dies ohne weiteres auf Grund der isolierten Lage des sr,-Termes im
Schema Rest-Leuchtelektron verstehen.

Bs soll nun noch untersucht werden, wieweit eine Anwendung auf das
NO (mit 15 Elektronen) moglich ist. Wir nehmen an, da8 die Zufugung des
einen Elektrons das Potential nicht wesentlich #ndert und vernachlissigen
die wegen der Ungleichheit der Kerne eigentlich noch notige Bildung von
Linearkombinationen aus geraden und ungeraden Termen. (Zur Vermeidung
von Verwirrung sollen die Symbole ¢ und % beibehalten werden). Da
andererseits ein Rumpf auftritt, der aus einer abgeschlossenen Schale
besteht (o 7, o, 13 des NO*) haben wir einen Fall vor uns, bei dem die
Trennung in Rest und Leuchtelektron gut gerechtfertigt ist. Der Grund-
term X ist o, 7, 62 - 7,%/] und hat theoretisch ein Ionisierungspotential
von 9,0 eVolt (Termwert von 7). Der empirische Wert ist 9,4. Von den
angeregten Termen kann man 4, C und D auf den Rest o2 7z} ag2 aufbauen,
da bei thnen der Gleichgewichtsabstand sehr deutlich kleiner ist als beim
Grundzustand. (Ersatz des lockernden uz,-Elektrons durch ein nicht-
lockerndes.) Fuar B mufl man vermutlich einen anderen Rest annehmen.
Folgende Zusammenstellung gibt die Resultate.

Termbezeichnung H Termwert theoretisch “r‘ Term empirisch
Oy Ty 08 - 73 21 9,0 eVolt g B 7,5
9 4 52
Ty Ty 05" 712 27 6,0 ?
aﬁ 7d ag2 % (Bp)2zt 7,0 C 6,7
ol mt 03 % (33) 23+ 5,5 A 5,8
o{im‘t ”; . 0 X 0

Die Angaben beziehen sich auf den Gleichgewichtsabstand des Grund-
zustandes. Die Umrechnung ist dieselbe wie beim N,. Dies ist bedenklich
bei B, da man wegen des schon recht betrichtlichen Unterschiedes im
Gleichgewichtsabstand von X und B nicht sicher ist, wieweit eine Anwendung
der Morsekurve zur Umrechnung der empirischen Terme berechtigt ist.

Mulliken hat gewichtige Griinde dafir geltend gemacht, dali I der

Konfiguration o2 n2o? 3217 entspricht. Da unsere Methode fiir eine

g’
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solche Konfiguration keine geeignete Annaherung ist, so ist auch die bei
ihrer schematischen Anwendung sich ergebende schlechte Ubereinstimmung
kein Argument gegen Mullikens Deutung.

Anhang.

Bestimmung der Teirmreihenfolge bev der Elektronenanordnung n’w’.

Um uns iber die Lage der einzelnen Komponenten dieser Konfiguration
zu unterrichten, nihern wir die Eigenfunktionen der einzelnen Terme an
durch Linearkombinationen aus Produkten von Eigenfunktionen eines
Elektrons in einem rotationssymmetrischen Felde. HEs werde die Eigen-
funktion des m-Elektrons mit £, die des a’-Elektrons mit g* bezeichnet.
£ (bzw. ¢%) ist eine Abkiirzung fiir fe**? (bzw. get*%). Wir konnen an-
nehmen, daB diese Funktionen orthogonal und normiert sind. Den Spin-
anteil eines Elektrons bezeichnen wir mit ¢ bzw. . Wir bauen nun nach
dem Vorgang von Slater unter Beriicksichtigung des Spinanteils die
Eigenfunktionen ¥ richtiger Symmetrie. Dies sind die folgenden?):

1
*4 :/_—2<—1)P71f1+'0'2]‘?“’37‘5'“495;
Var p
T 2 [Tlfl 0o fiasfs 0098 £ Tl 0 fs o3fs -0.95]
vw 17
1 . _
4 :V < ;(—I)P 71f1 Oaofs - Tofs - 0497 —Tufi - 0oty - 03 f5 Te 9T},
DA V V4: > (_I)P{[Tlﬁ'52f2+'(73f3—'7494‘+71f1—'02f2—'03f;'749ﬂ
P
—[717‘14—'021’;'731‘3—'0'494_+71f1_'02f2v'73f;'0'49ﬂ},
12—:‘/2‘/4y ;(— P[Tlf1 Oofd  Tafs c0ugs — Ty -Gy fs - Tafs 0'494]

Bei 1x- gibt es auBer der angegebenen Funktion ¥ mnoch eine zweite:

2 —I)P Tlfl ‘72f2 “o3fy Tyg, —ufi U2f2 ”afa 74!]417

P

1) 2 bedeutet Summation iiber alle Permutationen. Die Indizes be-

P
zeichnen die Elektronen.
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die eigentlich auch noch zu beriicksichtigen wire. Die Eigenfunktion von 13—
ergibt sich als Linearkombination von ¥ und @; eine zweite Linearkombination
gehort zu Z—. Die beiden Funktionen kombinieren aber in Wirklichkeit nicht
miteinander, denn es ist

R el B
(¥, H®) = —(f; g.» :;!h fe )+(f1+gw ‘i'g:—ﬂ )
-0 34 T14
Uberdies gilt selbstverstiandlich (¥, H ¥) = (®, H ®), es fallen also X~ und
12~ zusammen und es geniigt, die Termberechnung mit ¥ (oder @) allein durch-
zufithren.
Mit den Eigenfunktionen hat man nun den Mittelwert iiher den
(spinfreien) Energieoperator zu bilden. Man erhilt dadurch
E= (Y HY).
Fihrt man diese Integrationen aus, so ergibt sich fur
2 :E=C+a 1 E = C + aq,
4:E=2C A . E =C+ 2b,
33+ E=C—a 14 E =C—a-t4ec.

Dabei ist
&3 e
a = <f1*'g{, r_fl—g;> = j — f1 93 0082 (@, — @g) d7,d 7y,
13 12
e e
b= <f1+95, - g(ﬁ) = j‘ —f191f292 cos 2 (‘P1_¢2) dT1 de’
Tie 19

I e
¢ = <f1 J2s — Q1 fz) = j — h9fgdr, d7,.
T1a Tig
C ist eine Summe #hnlicher Integrale, die man nicht weiter zu be-
trachten braucht, da sie in allen Termen gleichmi8ig vorkommt.

Betrachten wir nun die Integrale

L . . o
im einzelnen. Man kann leicht ein- . - F
sehen, daB @ >0 sein wird. Man i’
2 42
integriert etwa f‘i itber alle 4 Ly
T
. ., 18 44 .
Veranderlichen mit Ausnahme von 7t 4
@1— @5.  Wegen des Faktors 1/r;,
wird man ein Integral bekommen, das ..} 79- -2
bei p;— @y =0 ein steiles Maximum, Flg. 3a. Fig. 3b.
bei ¢; — @, = 7 ein flaches Minimum , ferme der Konfiguration
s nr

besitzt. In einer Fourier-Entwicklung

wird daher der Koeffizient von cos 2 (91 — o), unser a, mit positivem
Zeichen auftreten. Da in b und ¢ der Integrand nicht dauernd positiv ist,
kann man diesen SchluB hier nicht mit gleicher Sicherheit ziehen. Es ist
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aber wegen des Faktors 1/ry, sehr wahrscheinlich, da8 auch b und ¢ grofBer
als Null sind und ¢ > b ist.

Diese Aussagen geniigen fiir ein qualitatives Schema der Termreihen-
folge (Fig. 8a). Im Singulettsystem sind noch Abweichungen von der Figur
moglich. Es kénnte etwa * 2™ noch hoher liegen wie 4. Doch ist auf jeden
TFall 32* der tiefste Term.

Die Termreihenfolge ist vollkommen anders als bei wz’l). Es ergibt
sich fur diese Konfiguration nach derselben Methode wie bei #*xs’ fur

33+:E=C+a—b 134 E=0C+2¢+ (a+b),

4 :E=C A E = C+ 2

P 2E=C—(a—0b) *X:E=C+2c—(a+b),
a, b und ¢ sind dieselben Integrale wie oben. Fig.8b zeigt die Resultate
far n '

Die Arbeit wurde auf Anregung von Herrn Prof. Hund ausgefilhrt.
Far viele Ratschlage und fir Ermutigung wahrend der Durchfithrung der
langwierigen numerischen Rechnungen danke ich ihm herzlich.

Leipzig, Institut fir theoretische Physik der Universitat.

1) Eine kurze qualitative Diskussion von s a’ findet sich bereits bei
Mulliken, L c.
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