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Meiner Frau gewidmet



Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Mit der Einsteinschen Relativitdtstheorie hat das menschliche Denken
iiber den Kosmos eine neue Stufe erklommen. Es ist, als wire plotzlich
eine Wand zusammengebrochen, die uns von der Wahrheit trennte: nun
liegen Weiten und Tiefen vor unserm Erkenntnisblick entriegelt da, deren
Moglichkeit wir vorher nicht einmal ahnten. Der Erfassung der Vernunft,
welche dem physischen Weltgeschehen innewohnt, sind wir einen gewal-
tigen Schritt niher gekommen.

Wenngleich in jiingster Zeit eine ganze Reihe mehr oder minder
populédrer Einfihrungen in die allgemeine Relativititstheorie erschienen ist,
mangelte es doch bislang an einer systematischen Darstellung. Darum hielt
ich es fiir angezeigt, die vorliegenden, von mir im Sommersemester 1917
an der Eidgen. Technischen Hochschule Ziirich gehaltenen Vorlesungen
herauszugeben. Zugleich wollte ich an diesem grofen Thema ein Beispiel
geben fiir die gegenseitige Durchdringung philosophischen, mathematischen
und physikalischen Denkens, die mir sehr am Herzen liegt; dies konnte nur
durch einen véllig in sich geschlossenen Aufbau von Grund auf gelingen,
der sich durchaus auf das Prinzipielle beschrinkt. Aber ich habe meinen
eigenen Forderungen in dieser Hinsicht nicht voll Geniige tun konnen:
der Mathematiker behielt auf Kosten des Philosophen das Ubergewicht.

Die beim Leser vorausgesetzten Vorkenntnisse beschrinken sich auf
ein Minimum. Nicht nur die spezielle Relativititstheorie ist ausfiihrlich
abgehandelt, sogar Maxwellsche Theorie und analytische Geometrie sind
kurz, unter Herausarbeitung der wesentlichsten Ziige, entwickelt. Das lag
im Plane des Ganzen. Die Begriindung des Tensorkalklils — durch den
allein die in Frage stehenden physikalischen Erkenntnisse ihren natur-
gemiBen Ausdruck finden kénnen — nimmt einen verhiltnismiBig breiten
Raum ein. So wird das Buch hoffentlich geeignet sein, den Physikern
dieses mathematische Hilfsmittel vertrauter zu machen und zugleich als
Lehrbuch unter der studierenden Jugend fiir die neuen Ideen zu wirken!

Den Herren Bir und Hiltbrunner bin ich, dem einen flir Korrektur-
hilfe, dem andern fiir Anfertigung der Figuren, zu Dank verpflichtet; dem
Verlage fiir die unter den heutigen Umstinden bewundernswerte rasche
Drucklegung und gute Ausstattung des Buches.

Ribnitz in Mecklenburg, Ostern 1918.



Vorwort zur dritten Auflage.

Obschon dies Buch die Frucht der Erkenntnis in harter Schale bietet,
ist es doch manchem, wie mir verschiedene Zuschriften zeigten, ein Trost-
biichlein in wirrer Zeit gewesen; ein Aufblick aus dem Triimmerfeld der
uns unmittelbar bedringenden Gegenwart zu den Sternen, das ist: der
unzerbrechlichen Welt der Gesetze; Bekriftigung des Glaubens an die
Vernunft und eine alle Erscheinungen umspannende, nie gestérte, nie zu
storende »harmonia mundi«.

Den Zusammenklang noch reiner zu stimmen, ist mein Bestreben in
der neuen, dritten Auflage gewesen. Wihrend die zweite ein unverinderter
Abdruck der ersten war — bis auf die Korrektur eines Versehens auf
pag. 183 —, habe ich jetzt eine griindliche Umarbeitung vorgenommen»
von der vor allem das II. und IV. Kapitel betroffen wurden. Die von
Herrn Levi-Civita im Jahre 1917 gemachte Entdeckung des Begriffs der
infinitesimalen Parallelverschiebung gab den Anstof zu einer erneuten
Untersuchung der mathematischen Grundlagen der Riemannschen Geometrie.
Der hier in Kapitel I gegebene Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie,
bei welchem sich jeder Schritt in voller Natiirlichkeit, Anschaulichkeit und
Notwendigkeit vollzieht, ist, glaube ich, das in allen wesentlichen Stiicken
endgiiltige Ergebnis dieser Untersuchung. Einige Unvollkommenheiten,
welche meiner ersten Darstellung in der Mathematischen Zeitschrift (Bd. 2,
1918) noch anhafteten, sind beseitigt worden. Das IV. Kapitel, dessen
Hauptteil der Einsteinschen Gravitationstheorie gewidmet ist, hat zunéchst
durch Beriicksichtigung der in der Zwischenzeit erschienenen wichtigeren
Arbeiten, namentlich derjenigen, welche sich auf das Energie-Impulsprinzip
beziehen, eine ziemlich tiefgreifende Umgestaltung erfahren. Dann aber ist
eine neue, vom Verfasser herriihrende Theorie hinzugefiigt worden, welche
aus der in Kapitel II vollzogenen Erweiterung der geometrischen Grundlage
tiber den Riemannschen Standpunkt hinaus die physikalischen Konsequenzen
zieht und sich anheischig macht, aus der Weltgeometrie nicht nur die
Gravitations-, sondern auch die elektromagnetischen Erscheinungen abzu-
leiten. Steckt diese Theorie auch gegenwirtig noch in den Kinderschuhen,
so bin ich doch {iberzeugt, daB ihr der gleiche Wahrheitswert zukommt
wie der Einsteinschen Gravitationstheorie — mag nun dieser Wahrheits-
wert ein unbegrenzter sein oder, wie es wohl wahrscheinlicher ist, begrenzt
werden miissen durch die Quantentheorie. —

Herrn Weinstein danke ich fiir seine mir bei der Durchsicht der
Korrekturbogen gewihrte Hilfe.

Acla Pozzoli bei Samaden, August 1919.
Hermann Weyl.
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Einleitung.

Wir pflegen Zeit und Raum als die Existenzformen der realen Welt,
die Materie als ihre Substanz aufzufassen. Ein bestimmtes Materiestiick
erfiillt in einem bestimmten Zeitmoment einen bestimmten Raumteil: in
der daraus resultierenden Vorstellung der Bewegung gehen jene drei
Grundbegriffe die innigste Verbindung ein. Von Descartes wurde es als
Programm der exakten Naturwissenschaft aufgestellt, alles Geschehen von
diesen Grundbegriffen aus zu konstruieren und damit auf Bewegung zu-
rlickzuftihren. — Die tiefe Ritselhaftigkeit des ZeitbewupBtseins, des zeit-
lichen Ablaufs der Welt, des Werdens ist vom menschlichen Geist, seit
er zur Freiheit erwachte, immer empfunden worden; in ihr liegt eines
jener letzten metaphysischen Probleme, um dessen Klirung und Losung
Philosophie durch die ganze Breite ibrer Geschichté unablissig gerungen
hat. Der Rawm ward durch ‘die Griechen zum Gegenstand einer Wissen-
schaft von hochster Klarheit und Sicherheit. An ihm hat sich in der
antiken Kultur die Idee der reinen Wissenschaft entfaltet, die Geometrie
wurde zu einer der michtigsten Kundgebungen des jene Kultur beseelen-
den Prinzips der Souverinitit des Geistes. An die Geometrie hat sich,
als die kirchlich-autoritative Weltanschauung des Mittelalters in die Briiche
ging und die Wogen des Skeptizismus alles Feste hinwegzureifen drohten,
der. Wahrheitsglaube wie an einen Fels geklammert; und es konnte als
das hochste Ideal aller Wissenschaft aufgestellt werden, »more geometrico«
betrieben zu werden. Was endlich die Mat#erie betrifft, so glaubten wir
zu wissen, daB aller Verinderung eine Substanz, eben die Materie, zu-
grunde liegen miisse, daB jedes Stiick der Materie als ein Quantum sich
messen lasse und ihr Substanzcharakter seinen Ausdruck finde in dem
Gesetz von der Erhaltung des in allen Verdnderungen sich gleich blei-
benden Materiequantums. Dieses unser bisheriges Wissen von Raum und
Materie, durch die Philosophie vielfach als apriorische Erkenntnis von un-
bedingter Allgemeinheit und Notwendigkeit in Anspruch genommen, ist
heute vollstindig ins Wanken geraten. Nachdem die Physik unter den
Hinden Faradays und Maxwells der Materie als eine Realitdt anderer
Kategorie das Feld gegeniibergestellt hatte, nachdem auf der andern Seite
die Mathematik durch ihre logische Minierarbeit im letztvergangenen Jahr-
hundert in aller Heimlichkeit das Vertrauen in die Evidenz der Eukli-
dischen Geometrie untergraben hatte, kam in unsern Tagen der revolu-
tiondre Sturm zum Ausbruch, der jene Vorstellungen {iber Raum, Zeit

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 1



2 Einleitung.

und Materie, welche bis dahin als die festesten Stiitzen der Naturwissen-
schaft gegolten hatten, stiirzte; doch nur, um Platz zu schaffen fiir eine
freiere und tiefere Ansicht der Dinge. Diese Umwilzung wurde im we-
sentlichen vollzogen durch die Gedankenarbeit eines einzigen Mannes,
Albert Einstein. Heute scheint die Entwicklung, was die Grundideen
betrifft, zu einem gewissen AbschluB gekommen zu sein; doch einerlei
ob wir bereits vor einem neuen Definitivum stehen oder nicht — auf
jeden Fall muB man sich mit dem Neuen, das da emporgekommen ist,
auseinandersetzen. Auch gibt es kein Zuriick; die Entwicklung des wissen-
schaftlichen Gedankens mag f{iber das jetzt Erreichte abermals hinaus-
gehen, aber eine Riickkehr zu dem alten engen und starren Schema ist
ausgeschlossen.

An den Problemen, die hier aufgeworfen werden, haben Philosophie,
Mathematik und Physik ihren Anteil. Uns soll aber vor allem die mathe-
matisch-physikalische Seite der Fragen beschiftigen; auf die philo-
sophische werde ich nur ganz nebenher eingehen, aus dem einfachen
Grunde, weil in dieser Richtung etwas irgendwie Endgiiltiges bisher nicht
vorliegt und ich selber auch nicht imstande bin, auf die hergehorigen
erkenntnistheoretischen Fragen solche Antworten zu geben, die ich vor
meinem Erkenntnisgewissen voll verantworten konnte. Die Ideen, welche
es hier darzustellen gilt, sind nicht aus einer spekulativen Versenkung
in die Grundlagen physikalischer Erkenntnis hervorgegangen, sondern
haben sich im Ausbau der lebendig vorwirts dringenden Wissenschaft,
der die alte Schale zu eng wurde, an konkreten physikalischen Problemen
entwickelt; eine Revision der Prinzipien wurde jedesmal erst nachtriglich
vollzogen und nur so weit, als es gerade die neu aufgetauchten Ideen er-
heischten. Wie die Dinge heute liegen, bleibt den Einzelwissenschaften
nichts anderes {ibrig, als in diesem Sinne dogmatisch zu verfahren, d. h.
in gutem Glauben den Weg zu gehen, auf den sie durch verniinftige,
im Rahmen ihrer eigentiimlichen Methoden emporkommende Motive ge-
dringt werden. Die philosophische Klirung bleibt eine grofie Aufgabe
von vollig anderer Art, als sie den Einzelwissenschaften zufillt; da sehe
nun der Philosoph zu; mit den Kettengewichten der in jener Aufgabe
liegenden Schwierigkeiten behinge und behindere man aber nicht das
Vorwirtsschreiten der konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Wissen-
schaften.

Gleichwohl beginne ich mit einigen philosophischen Erdrterungen. Als
Menschen in der natiirlichen Einstellung, in der wir unser tigliches Leben
fihren, stehen uns in Akten der Wahrnehmung leibhaftig wirkliche Kérper-
dinge gegeniiber. Wir schreiben ihnen reale Existenz zu und wir nehmen
sie hin als prinzipiell so beschaffen, so gestaltet, so gefirbt usw., wie
sie uns da in der Wahrnehmung erscheinen (prinzipiell, d. h. vorbehalt-
lich aller als moglich zugegebenen Sinnestiuschungen, Spiegelungen,
Triume, Halluzinationen usf.). Sie sind umgeben und durchsetzt von
einer ins Unbestimmte verschwimmenden Mannigfaltigkeit analoger Wirk-
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lichkeiten, die sich alle zusammenfiigen zu einer einzigen, immerdar vor-
handenen riumlichen Welt, zu der ich selber mit meinem Einzelleib
gehére. Es handle sich hier nur um diese korperlichen Dinge, nicht
um all die Gegenstindlichkeiten andrer Art, die wir als natiirliche Men-
schen sonst noch uns gegeniiber haben: Lebewesen, Personen, Gebrauchs-
gegenstinde, Werte, solche Wesenheiten wie Staat, Recht, Sprache u. dgl.
Wohl bei jedem theoretisch gerichteten Menschen beginnt die philo-
sophische Selbstbesinnung damit, daB er irre wird an dieser Weltanschau-
ung des naiven Realismus, auf die ich da eben kurz hingewiesen habe.
Man sieht ein, daB eine solche Qualitit wie etwa »griz« nur als Kor-
relat der Grlin-Empfindung an dem in der Wahrnehmung sich gebenden
Gegenstande Existenz besitzt, daB es aber sinnlos ist, sie als eine Be-
schaffenheit an sich daseienden Dingen az sicZ anzuhingen. Diese Er-
kenntnis von der Subjektivitat der Simmesqualitéten tritt bei Galilei (wie
bei Descartes und Hobbes) in engster Verbindung auf mit dem Grund-
satz der mathematisch- konstruktiven Methode unserer heutigen qualitits-
losen Physik, nach der z. B. die Farben »in Wirklichkeit« Atherschwin-
gungen, also Bewegungen sind. Erst Kant vollzog ,innerhalb der Philo-
sophie mit vélliger Klarheit den weiteren Schritt zu der Einsicht, daB
nicht nur die sinnlichen Qualititen, sondern auch der Raum und die
rdumlichen Merkmale keine objektive Bedeutung im absoluten Sinne be-
sitzen, dal} auch der Raum nur eine Form unserer Anschauung ist. Inner-
halb der Physik ist es vielleicht erst durch die Relativitiitstheorie ganz
deutlich geworden, daB von dem uns in der Anschauung gegebenen
Wesen von Raum und Zeit in die mathematisch konstruierte physikalische
Welt nichts eingeht. Die Farben sind also »in Wirklichkeit« nicht ein-
mal Atherschwingungen, sondern mathematische Funktionsverliufe, wobei
in den Funktionen, den drei Raum- und der einen Zeitdimension ent-
sprechend, vier unabhingige Argumente auftreten.

In prinzipieller Allgemeinheit: die wirkliche Welt, jedes ihrer Be-
standstiicke und alle Bestimmungen an ihnen, sind und kénnen nur ge-
geben sein als intentionale Objekte von BewuBitseinsakten. Das schlecht-
hin Gegebene sind die BewuBtseinserlebnisse, die ich habe — so wie
ich sie habe. Sie bestehen nun freilich keineswegs, wie die Positivisten
vielfach behaupten, aus einem bloBen Stoff von Empfindungen, sondern
in einer Wahrnehmung z. B. steht in der Tat leibhaft fiir mich da ein
Gegenstand, auf welchen jenes Erlebnis in einer jedermann bekannten,
aber nicht niher beschreibbaren, véllig eigentiimlichen Weise Dbezogen
ist, die mit Brentano durch den Ausdruck »intentionales Objckt< De-
zeichnet sein soll. Indem ich wahrnehme, sehe ich etwa diesen Stuhl,
ich bin durchaus auf ihn gerichtet. Ich sZaebe« die Wahrnehmung, aber
erst wenn ich diese Wahrnehmung selber wieder, wozu ich in einem
freien Akt der Reflexion imstande bin, zum intentionalen Objekt einer
neuen, inneren Wahrnehmung mache, »weif« ich von ihr (und nicht
blo8 von dem Stuhl) etwas und stelle dies fest, was ich da eben gesagt

*



4 Einleitung,

habe. In diesem zweiten Akt ist das intentionale Objekt ein immanentes,
nimlich wie der Akt selber ein reelles Bestandstiick meines Erlebnis-
stromes; in dem primiren Wahrnehmungsakt aber ist das Objekt #rans-
zendent, d. h. zwar gegeben in einem BewuBitseinserlebnis, aber nicht
reelles Bestandstiick. Das Immanente ist adsolut, d. h. es ist genau das,
als was ich es da habe, und dieses sein Wesen kann ich mir eventuell
in Akten der Reflexion zur Gegebentieit bringen. Hingegen haben die
transzendenten Gegenstinde nur ein phdnomenales Sein, sie sind Erschei-
nendes — in mannigfaltigen Erscheinungsweisen und »Abschattungene«.
Ein und dasselbe Blatt sieht so oder so groB aus, erscheint so oder so
gefirbt, je nach meiner Stellung und der Beleuchtung; keine dieser Er-
scheinungsweisen kann fiir sich das Recht beanspruchen, das Blatt so zu
geben, wie es »an sich« ist. — In jeder Wahmehmung liegt nun weiter
unzweifelhaft die Zhesis der Wirklichkeit des in ihr erscheinenden Ob-
jekts, und zwar als Teil und inhaitliche Fortbestimmung der General-
thesis einer wirklichen Welt. Aber indem wir von der natiirlichen zur
philosophischen Einstellung iibergehen, machen wir, iiber die Wahrneh-
mung reflektierend, diese Thesis sozusagen nicht mehr mit; wir kon-
statieren kithl, daf} in ibr etwas als wirklich »vermeint¢ ist. Der Sinn
und das Recht dieser Setzung wird uns jetzt gerade zum Problem,
das von dem BewuBtseins-Gegebenen aus seine Losung finden muB.
Ich meine also keineswegs, dall die Auffassung des Weltgeschehens als
eines vom Ich produzierten BewuBtseins-Spiels gegeniiber dem naiven
Realismus die hohere Wahrheit enthalte; im Gegenteil. Nur darum han-
delt es sich, daB man einsehe, das BewuBtseins-Gegebene ist der Aus-
gangspunkt, in den wir uns stellen miissen, um Sinn und Recht der
Wirklichkeitssetzung auf eine absolute Weise zu begreifen. Analog steht
es auf logischem Gebiet. Ein Urteil, das ich fille, behauptet einen
Sachverhalt; es setzt diesen Sachverhalt als wahr. Auch hier entsteht
die ‘philosophische Frage nach dem Sinn und Recht dieser Wahrheits-
thesis; auch hier leugne ich nicht die Idee der objektiven Wahrheit,
aber sie wird zum Problem, das ich von dem absolut Gegebenen aus zu
begreifen habe. — Das »reine BewuBtsein« ist der Sitz des philosophi-
schen a priori. Hingegen muB und wird die philosophische Kldrung
der Wirklichkeitsthesis ergeben, daB keiner jemer erfahrenden Akte der
Wahrnehmung, Erinnerung usw., in denen ich Wirklichkeit erfasse, ein
letztes Recht dazu gibt, dem wahrgenommenen Gegenstande Existenz
und die wahrgenommene Beschaffenheit zuzuschreiben; dieses Recht kann
von einem auf andere Wahrnehmungen usw. sich stiitzenden immer wie-
der iiberwogen werden. Es liegt im Wesen eines wirklichen Dinges, ein
Unerschépfliches zu sein an Inhalt, dem wir uns nur durch immer neue,
zum Teil sich widersprechende Erfahrungen und deren Abgleich un-
begrenzt nihern konnen. In diesem Sinne ist das wirkliche Ding eine
Grenzidee. Darauf beruht der empirische Charakter aller Wirklichkeits-
erkenntnis *).
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Die Urform des BewuBtseinstromes ist die Zez. Es ist eine Tat-
sache, sie mag so dunkel und ritselhaft fiir die Vernunft sein wie sie
will, aber sie 1iBt sich nicht wegleugnen und wir miissen sie hinnehmen,
daB die BewuBtseinsinhalte sich nicht geben als seiend schlechthin (wie
etwa Begriffe, Zahlen u. dgl.), sondern als jetzi-seiend, die Form des
dauernden Jetzt erfiillend mit einem wechselnden Gehalt; so daB es nicht
heiBt: dies 7s#, sondern: dies 7s¢ jeszt, doch jetst nicht mehr. ReiBen
wir uns in der Reflexion heraus aus diesem Strom und stellen uns seinen
Gehalt als ein Objekt gegeniiber, so wird er uns zu einem zeitlichen
A5lauf, dessen einzelne Stadien in der Beziehung des frither und spiter
zueinander stehen. ’

Wie die Zeit die Form des BewuBtseinstromes, so, darf man mit
Fug und Recht behaupten, ist der Rawm die Form der korperlichen
Wirklichkeit. Alle Momente korperlicher Dinge, wie sie in den Akten
duflerer Wahrnehmung gegeben sind, Farbe z. B., haben das Auseinander
der riumlichen Ausbreitung an sich. Aber erst indem sich aus allen
unseren Erfahrungen eine einzige zusammenhingende reale Welt aufbaut,
wird die in jeder Wahrnehmung gegebene riumliche Ausbreitung zu einem
Teil des einen und selben Raumes, der alle Dinge umspannt. Dieser
Raum ist Zorm der AuBenwelt; das will sagen: jedes korperliche Ding
kann, ohne irgendwie inhaltlich ein anderes zu sein als es ist, ebenso-
gut an jeder anderen Raumstelle sein als gerade an dieser. Damit ist
zugleich die Homogenitit des Raumes gegeben, und hier liegt die eigent-
liche Wurzel des Kongruenzbegrifs.

Wire es nun so, daB die Welt des BewuBtseins und der transzen-
denten Wirklichkeit vollig voneinander geschieden sind oder vielmehr
nur das stille Hinblicken der Wahrnehmung die Briicke zwischen ihnen
spannt, so bliebe es wohl dabei, wie ich es eben dargestellt habe: auf
der einen Seite das in der Form des dauernden Jetzt sich wandelnde,
aber raumlose BewuBtsein, auf der andern die riumlich ausgebreitete,
aber zeitlose Wirklichkeit, von der jenes nur ein wechselndes Phinomen
enthdlt. Urspriinglicher aber als alle Wahrnehmung ist in uns das Lr-
leben von Streben und Widerstand, des Tuns und Leidens®*). Fiir ¢inen
in natiirlicher Aktivitit lebenden Menschen dient die Wahrnehmung vor
allem dazu, ihm den bestimmten Angriffspunkt seiner gewollten Tat und
den Sitz ihrer Widerstinde in bildbafter Klarheit vor das BewuBtsein zu
ricken. Im Erleben des Tuns und Erleidens werde ich selbst mir zu
einem einzelnen Individuum von psychischer Realitdt, gekniipft an einen
Leib, der unter den korperlichen Dingen der AuBenwelt seine Stelle im
Raum hat und durch den hindurch ich mit andern Individuen meines-
gleichen in Verbindung stehe; wird das BewuBtsein, ohne doch seine
Immanenz preiszugeben, zu einem Stiick der Wirklichkeit, zu diesem be-

*) Unsere Grammatik hat nur die Verbformen des activam und passivum; es gibt
keine zum Ausdruck eines Geschehens, geschweige denn eines Sachverhalts.
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sonderen Menschen, der ich bin, der geboren ward und sterben wird.
Anderseits spannt aber dadurch auch das BewuBtsein seine Form, die
Zeit, tiber die Wirklichkeit aus: in ihr selber ist darum Verinderung,
Bewegung, Ablauf, Werden und Vergehen; und wie mein Wille durch
meinen Leib hindurch als bewegende Tat in die reale Welt wirkend hin-
iibergreift, so ist sie selber auch wirkende (wie ihr deutscher Name » Wirk-
lichkeit« besagt), ihre Erscheinungen stehen in einem durchgingigen
Kausalzusammenkang untereinander. In der Tat zeigt sich in der Physik,
daB kosmische Zeit und Kausalitit nicht voneinander zu trennen sind.
Die neue Weise, in der die Relativititstheorie das Problem der Verkopp-
lung von Raum und Zeit in der Wirklichkeit 16st, fillt zusammen mit
einer neuen Einsicht in den Wirkungszusammenhang der Welt.

Der Gang unserer Betrachtungen ist damit klar vorgezeichnet. Was
tiber die Zei#t fiir sich zu sagen ist und iiber ihre mathematisch-begriff-
liche Erfassung, mége noch in dieser Einleitung Platz finden. Weit aus-
fiihrlicher miissen wir dann vom Raume handeln. Das I. Kapitel ist dem
Euklidischen Raume gewidmet und seiner mathematischen Konstruktion.
Im II Kapitel werden die Ideen entwickelt, welche iiber das Euklidische
Schema hinausdringen und im allgemeinen Riemannschen Raumbegriff
ihren AbschluB finden. Darauf wird in einem III. Kapitel das eben er-
wihnte Problem der Verkopplung won Raum und Zeit in der Welt zu
erortern sein; von hier ab spielen die Erkenntnisse der Mechanik und
Physik eine wichtige Rolle, weil dieses Problem seinem Wesen nach, wie
bereits betont, an die Auffassung der Welt als einer wirkenden gekniipft
ist. Die Synthese der im II. und IIL Kapitel enthaltenen Gedanken wird
uns dann in dem abschlieBenden Kapitel IV zu Einsteins allgemeiner Re-
lativitatstheorie fithren, in der in physikalischer Hinsicht eine neue Theorie
der Gravitation enthalten ist. Von den Umwilzungen, die unsere Vor-
stellungen von Raum und Zeit darin erfahren, wird der Begriff der
Materie sozusagen zwangsliufig miterfaBt werden; so daB, was dariiber
zu sagen ist, an der gehorigen Stelle im IIL. und IV. Kapitel zur Sprache
kommen soll. —

Um an die Ze7# mathematische Begriffe heranbringen zu kénnen, miissen
wir die ideelle Moglichkeit, in der Zeit ein streng punktuelles /Jefz? zu
setzen, die Aufweisbarkeit von Zeitpunkten zugeben. Von je zwei ver-
schiedenen Zeitpunkten wird dann immer der eine der friikere, der andere
der spdtere sein. Von dieser »Ordnungsbeziehunge gilt der Grundsatz:
Ist A frither als B und B frither als C, so ist A frither als C. Je zwei
Zeitpunkte 458, von denen'A der friihere ist, begrenzen eine Zeitstrecke;
in sie hinein fillt jeder Punkt, der spiter als 4, friiher als B ist. Da8
die Zeit Form des Erlebnisstromes ist, kommt in der Idee der Gleichheit
zum Ausdruck: der Erlebnisgehalt, welcher die Zeitstrecke 4B erfiillt,
kann an sich, ohne irgendwie ein anderer zu sein als er ist, in irgend
eine andere Zeit fallen; die Zeitstrecke, die er dort erfiillen wiirde, ist der
Strecke 4B gleich. In der Physik ergibt sich daraus fiir die Gleichheit
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von Zeitstrecken der objektiven Zeit, unter Hinzuziehung des Kausalitits-
prinzips, das folgende objektive Kriterium. Kehrt ein vollstindig isoliertes
(keine Einwirkung von auBen erfahrendes) physikalisches System einmal
genau zu demselben Zustand zuriick, in dem es sich bereits in einem
friheren Moment befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeit-
liche Zustandsfolge, und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches
System nennen wir allgemein eine U/r. Jede Periode hat die gleiche
Zeitdauer.

Auf diese beiden Relationen, friiher-spiter und gleich, stiitzt sich die
mathematische Erfassung der Zeit durch das Messen. Wir versuchen, das
Wesen des Messens kurz anzudeuten®). Die Zeit ist homogen, d. h. ein
einzelner Zeitpunkt kann nur durch individuelle Aufweisung gegeben
werden, es gibt keine im aligemeinen Wesen der Zeit griindende Eigen-
schaft, welche einem Zeitpunkt zukidme, einem andern aber nicht. In rein
logischer Fassung: jede auf Grund der erwihnten beiden Urrelationen
rein logisch zu definierende Eigenschaft kommt entweder allen Zeitpunkten
oder keinem zu. Ebenso steht es noch mit den Zeitstrecken oder Punkte-
paaren: es gibt keine auf Grund jener beiden Urrelationen zu definierende
Beziehung zwischen zwei Punkten, die nicht fiir jedes Punktepaar 475
(4 friiher als B) erfiillt wire, wenn sie flir ein solches besteht. Anders
wird die Sache aber, wenn wir zu drei Zeitpunkten {ibergehen. Sind irgend
zwei Zeitpunkte OF, von denen O der friihere ist, gegeben, so ist es
méglich, jeden Zeitpunkt 2 relativ zu der Einheitsstrecke OF auf begrifi-
liche Weise festzulegen; d. h. es ist moglich, rein logisch aus den Ur-
relationen eine Beziehung # zwischen drei Punkten zu definieren, flir welche
folgendes gilt: 1) zu je zwei Punkten 4 und B, von denen 4 der friihere
ist, gibt es einen und nur einen Punkt C, so daB zwischen 4, B und C
die Beziehung ¢ statthat, in Zeichen:

AC =1t - A4B;
2) es ist
(*) OP=1t. OF.
Und tibrigens kann es bei gegebenen Punkten OZ 2P auch nur eine solche
Relation geben. Denn wire ¢* eine zweite, so kime die durch
t-AB=1t*. 4B
erkldrte Eigenschaft der Zeitstrecke 48 = OFE und folglich wegen der
Homogenitidt jeder Zeitstrecke zu; also driicken dann die Gleichungen
AC=1¢t-AB ud AC=1t* 48
beide dieselbe Relation aus. Die Za/ ist nichts anderes als ein zu-
sammengedringtes Symbol fiir eine derartige Relation # und ihre logische
Definition auf Grund der Urbeziehungen. Bei gegebener Einheitsstrecke
OE wird durch (*) eine wmkehrbar-cindeutige Korrespondens swischen den
Zcitpunkten P und den Zahlen t hergestellt; wir sprechen von £ geradezu
als dem »Zeitpunkt #<; genauer heit # die ‘Adszisse von P. ‘Die Logik
wird hier zur Arithmetik.
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Durch diese prinzipielle Formulierung des Messens, meine ich, wird
es begreiflich, wie die Mathematik zu ihrer Rolle in den exakten Natur-
wissenschaften kommt. /Fiir dgs Messen wesentlich ist der Unterschied
swischen dem »Gebene cines Gegenstandes durch individuelle Aufweisung
cinerseits, auf begrifflichem Wege anderseifs. Das letzte ist immer nur
relativ zu Gegenstinden moglich, die unmittelbar aufgewiesen werden
miissen. Deshalb ist mit dem Messen immer eine Relativititstheorie ver-
kniipft. Ihr Problem stellt sich allgemein fiir ein beliebiges Gegenstands-
gebiet so: 1) Was muB aufgewiesen werden, um relativ dazu auf begriff-
lichem Wege jeden Gegenstand 2 des in Frage stehenden Gebietes geben
zu konnen? Das Aufzuweisende heiBt das Koordinatensystem, die begrifi-
liche Definition die Koordinate (oder Abszisse) von P in jenem Koordi-
natensystem. Zwei verschiedene Koordinatensysteme sind objektiv vollig
gleichwertig, es gibt keine begrifflich zu erfassende Eigenschaft, welche
dem einen zukime, dem andern nicht; denn dann wire zu viel unmittelbar
aufgewiesen. 2) Welcher gesetzmiBige Zusammenhang findet zwischen den
Koordinaten eines und desselben willkiirlichen Gegenstandes 2 in zwei
verschiedenen Koordinatensystemen statt?

Hier im Gebiet der Zeitpunkte beantwortet sich die erste Frage dahin:
das Koordinatensystem besteht aus einer Zeitstrecke O£ (Anfangspunkt
und MaBeinheit); die zweite aber durch die Transformationsformel

t=uat 4+ b (@> o),
in welcher ¢, 4 Konstante sind und 4 # die Koordinaten desselben will-
kiirlichen Punktes 2 in einem ersten, »ungestrichenen«, und einem zweiten,
sgestrichenen« Koordinatensystem. Dabei kénnen als charakteristische
Zahlen a, & der Transformation fiir alle moglichen Paare von Koordinaten-
systemen alle moglichen reellen Zahlen auftreten, mit der Beschrinkung,
daB a stets positiv ist. Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet,
wie das im Wesen der Sache liegt, eine Gruppe; d. h.
1) die »Identitite #= ¢ ist in ihr enthalten;
2) mit jeder Transformation tritt ihre Inverse in -der Gruppe auf,

d. h. diejenige, welche die erstere gerade wieder riickgingig macht. Die
Inverse der Transformation (e, 4):

t=at' -+ b
(2 =3)
st{—, ——
a a

, 1 /]

= —t— =

a a

3) mit zwei Transformationen ist in der Gruppe auch immer diejenige
enthalten, welche durch Hintereinanderausfiilhrung jener beiden Trans-

formationen hervorgeht. In der Tat: durch Hintereinanderausfiihrung der
beiden Transformationen

t=at + &, ' =adt"+ ¥
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entsteht
t = a*t" 4 ¥,
wo
a*=a-d, O* = (ad’) + b
ist; und wenn ¢ und &’ positiv sind, ist auch ihr Produkt positiv.

Die in Kap. III und IV behandelte Relativititstheorie wirft das Re-
lativititsproblem auf nicht bloB fiir die Zeitpunkte, sondern fiir die ge-
samte physische Welt. Es stellt sich aber heraus, da8 es gelost ist, sobald
es einmal fir die Formen dieser Welt, Raum und Zeit, seine Losung
gefunden hat: auf Grund eines Koordinatensystems fiir Raum und Zeit
148t sich auch das physikalisch Reale in der Welt nach allen seinen Be-
stimmungen begrifflich, durch Zahlen, festlegen. —

Alle Anfinge sind dunkel. Gerade dem Mathematiker, der in seiner aus-
gebildeten Wissenschaft in strenger und formaler Weise mit seinen Begriften
operiert, tut es not, von Zeit zu Zeit daran erinnert zu werden, daB die
Urspriinge in dunklere Tiefen zuriickweisen, als er mit seinen Methoden
zu erfassen vermag. Jenseits alles Einzelwissens bleibt die Aufgabe, zu
begreifen. Trotz des entmutigenden Hin- und Herschwankens der Philo-
sophie von System zu System koénnen wir nicht darauf verzichten, wenn
sich nicht Erkenntnis in ein sinnloses Chaos verwandeln soll..



Kapitel L

Der Euklidische Raum: seine mathematische Forma-
lisierung und seine Rolle in der Physik.

§ 1. Herleitung der elementaren Raumbegriffe
aus dem der Gleichheit.

Wie wir in der Zeit ein streng punktuelles Jefz# gesetzt haben, so
setzen wir in der kontinuierlichen riumlichen Ausbreitung, die ebenfalls
unendlicher Teilung fihig ist, als letztes einfaches Element ein exaktes
Hier, den Raumpunkt. Der Raum ist nicht wie die Zeit ein eindimen-
sionales Kontinuum, die Art seines kontinuierlichen Ausgebreitetseins 148t
sich nicht auf das einfache Verhiltnis von frither und spiter zurtickfiihren;
wir lassen dahingestellt, in was fiir Relationen diese Kontinuitit begriff-
lich zu erfassen ist. Hingegen ist der Raum wie die Zeit Form der
Erscheinungen, und damit ist die Idee der Gleichheit gegeben: identisch
derselbe Gehalt, genau dasselbe Ding, welches bleibt, was es ist, kann so
gut an irgend einer andern Raumstelle sein als an der, an welcher es
sich wirklich befindet; das von ihm dann eingenommene Raumstiick &
ist demjenigen & gleich oder Zomgruent, welches es wirklich einnimmt.
Jedem Punkt # von & entspricht ein bestimmter 4omologer Punkt P’ in &,
der nach jener Ortsversetzung von demselben Teile des gegebenen Gehalts
bedeckt sein wiirde, der in Wirklichkeit 2 bedeckt. Diese »Abbildung«,
vermoge deren dem Punkte P der Punkt P’ entspricht, nenne ich eine
kongruente Abbildung. Bei Erftillung geeigneter subjektiver Bedingungen
wiirde uns jenes Materiale nach seiner Ortsversetzung genau so erscheinen
wie das tatsichlich gegebene. Es ist der Glaube verniinftig zu recht-
fertigen, daB ein als starr erprobter Kérper — 'd. i. ein solcher, der, wie
wir ihn auch bewegen und bearbeiten mogen, uns immer wieder genau so
erscheint wie er vorher war, wenn wir uns selber zu ihm in die richtige
Situation bringen — in zwei Lagen, die wir ihm erteilen, diese Idee
gleicher Raumstiicke realisiert. Den Begriff der Gleichheit will ich neben
dem schwer zu analysierenden des kontinuierlichen Zusammenhangs dem
Aufbau der Geometrie zugrunde legen und in einer fliichtig hingeworfenen
Skizze zeigen, wie auf diese alle geometrischen Grundbegriffe zuriickgefiihrt
werden konnen. Dabei schwebt mir als eigentliches Ziel vor, unter den
kongruenten Abbildungen die Z7anslationen herauszuheben; erst von diesem
Begriff aus soll dann eine strenger gefiihrte axiomatische Begriindung der
Euklidischen Geometrie anheben.

Zunichst die gerade Linie! Ihre Eigentiimlichkeit ist, daB sie durch
zwei ihrer Punkte bestimmt ist; jede andere Linie kann noch unter Fest-



§ 1. Herleitung der elementaren Raumbegriffe aus dem der Gle{él;:eit. 11

haltung zweier ihrer Punkte durch kongruente Abbildung in eine andere
Lage gebracht werden (Linealprobe). Also: sind 4, B zwei verschiedene
Punkte, so gehort zu der geraden Linie ¢ = 458 jeder Punkt, der bei
allen kongruenten Abbildungen in sich iibergeht, die 4 und B in sich
tiberfiihren (die gerade Linie »weicht nach keiner Seite aus«). Kinematisch
ausgedriickt, kommt das darauf hinaus, daB wir die gerade Linie als Ro-
tationsachse auffassen. Sie ist homogen und ein Linearkontinuum wie die
Zeit: sie zerfillt durch einen beliebigen ihrer Punkte 4 in zwei Teile,
zwei »Halbgeraden«. Gehéren B und C je einem dieser beiden Teile
an, so sagt man, A liege zwischen B und C; die Punkte des einen
Teils liegen rechts, die des andern links von A (dabei wird willkiirlich
bestimmt, welche Hilfte die linke und welche die rechte heiBen soll).
Die einfachsten Grundtatsachen, welche fiir diesen Begriff des »zwischen«
gelten, lassen sich in solcher Vollstindigkeit, wie es fiir den deduktiven
Aufbau der Geometrie notig ist, exakt formulieren. Daher sucht man
in der Geometrie (unter Verkehrung des wahren anschaulichen Verhilt-
nisses) auf den Begriff des »zwischen«, auf die Relation ».4 gehort der
Geraden B C an und liegt zwischen B und C«, alle Kontinuititsbegriffe
zuriickzufiihren. Sei 4’ ein Punkt rechts von 4. Durch A’ zerfillt die
Gerade g gleichfalls in zwei Stlicke; wir nennen dasjenige, dem A an-
gehort, das linke. Liegt hingegen A’ links von 4, so dreht sich die
Sache um. Bei dieser Festsetzung gelten dann analoge Verhiltnisse nicht
nur hinsichtlich 4 und A4’, sondern irgend zweier Punkte der geraden
Linie. Durch das links und rechts sind die Punkte der Geraden genau. in
der gleichen Weise geordnet wie die Zeitpunkte durch das friiher und spiter.
Links und rechts sind gleichberechtigt. Es gibt eine kongruente Ab-
bildung, die A fest 14Bt, jedoch die beiden Hilften, in welche die Gerade
durch A4 zerfillt, vertauscht; jede Strecke 4B liBt sich verkehrt mit sich
zur Deckung bringen (so daB B auf 4 und 4 auf B fillt) Hingegen liBt
eine kongruente Abbildung, die 4 in 4 iberfiihrt und alle Punkte rechts
von A in Punkte rechts von 4, alle Punkte links von A in Punkte links
von A4, jeden Punkt der Geraden fest. Die Homogeneitidt der geraden
Linie kommt darin zum Ausdruck, da8 man die Gerade so mit sich zur
Deckung bringen kann, daB irgend einer ihrer Punkte 4 in irgend einen
andern A’ tibergeht, die rechte Hilfte von 4 aus in die rechte Hilfte
von 4’ aus und ebenso die linke in die linke (Translation der Geraden).
Fithren wir fir die Punkte der Geraden die Gleichheit 4B = 4'B’
durch die Erklirung ein: sie besagt, daB 4B durch eine Translation
der Geraden in 4’ B’ iibergeht, so finden hinsichtlich dieses Begriffs die
gleichen Umstinde statt, wie sie fiir die Zeit galten. Sie ermdglichen
die Einflihrung der Zahl, die Herstellung einer umkehrbar-eindeutigen
Korrespondenz zwischen den Punkten auf der geraden Linie und den
reellen Zahlen unter Zugrundelegung einer Einheitsstrecke OZ.
Betrachten wir die Gruppe der kongruenten Abbildungen, welche die
Gerade g fest lassen (d. h. jeden Punkt von g in einen Punkt von g
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tiberftihren)! Unter ihnen haben wir die Rotationen als diejenigen her-
vorgehoben, welche nicht nur g als Ganzes, sondern jeden Punkt von g
einzeln an seiner Stelle lassen. Wie kénnen wir in dieser Gruppe die
Translationen von den Schraubungen unterscheiden? Ich will hier einen
ersten Weg einschlagen, der auf einer rotativen Auffassung nicht nur
der Geraden, sondern auch der Ebene beruht.

Zwei von einem Punkt O ausgebende Halbgerade bilden einen Winkel.
Jeder Winkel kann verkehrt mit sich zur Deckung gebracht werden, so
daB der eine Schenkel auf den angdern fillt und umgekehrt. Ein rechter
Winkel ist mit seinem Nebenwinkel kongruent. Ist also %4 eine Gerade,
die in 4 auf ¢ senkrecht steht, so gibt es eine Rotation um g (Um-
klappung), welche die beiden Hilften, in die %4 durch A4 zerfillt, ver-
tauscht. Alle auf g in 4 senkrecht stehenden Geraden bilden die Ebene E
durch 4 senkrecht zu g Je zwei dieser senkrechten Geraden gehen
auseinander durch Rotation um g hervor. Bringt man g irgendwie mit

sich verkehrt zur Deckung, so daB 4

in A4 tbergeht, die beiden Hilften,

in die g durch A4 =zerfillt, aber

¢’ miteinander vertauscht werden, so
kommt dabei die Ebene E notwen-
dig mit sich selbst zur Deckung.
Auch durch diese Eigenschaft zu-
sammen mit der Rotationssymmetrie
148t sich die Ebene erkliren: zwei
Fig. 1. kongruente  rotationssymmetrische

. Tische sind eben, wenn ich dadurch,

daB ich den einen mit vertikaler Achse verkehrt auf den andern stiilpe,
die beiden Tischplatten zur Deckung bringe. Die Ebene ist homogen.
Der Punkt 4 auf E, der hier zuniichst als »Zentrum« erscheint, ist in
keiner Weise vor ihren iibrigen Punkten ausgezeichnet; durch jeden von
ihnen, A4’, geht eine gerade Linie ¢ hindurch von der Art, daB E aus
allen Geraden durch A’ senkrecht zu g’ besteht. Die aus den sidmtlichen
Punkten 4’ von E in dieser Weise hervorgehenden senkrechten Geraden g’
bilden eine Schar paralleler Geraden; in ibr ist die Gerade g, von der
wir ausgingen, in keiner Weise ausgezeichnet. Die Geraden der Schar
erfillen den ganzen Raum, so daB durch jeden Raumpunkt eine und nur
eine Gerade der Schar hindurchgeht. Sie ist unabhingig davon, an
welcher Stelle 4 der Geraden g die obige Konstruktion ausgeftihrt wird:
ist A* irgend ein Punkt von g, so schneidet die auf g in 4* errichtete
Normalebene nicht nur g, sondern alle Geraden der Parallelenschar senk-
recht. Diese aus den simtlichen Punkten 4* von g entstehenden Normal-
ebenen E* bilden eine parallele Schar von Ebenen; auch sie erfiillen
den Raum einfach und lickenlos. Es bedarf nur noch eines kleinen
Schrittes, um von dem so gewonnenen Raumgeriist zum rechtwinkligen
Koordinatensystem zu gelangen. Hier benutzen wir es jedoch, um den
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Begriff der riumlichen Translation festzulegen: die Translation ist eine kon-
gruente Abbildung, die nicht nur g, sondern jede Gerade der Parallelenschar
in sich iiberfilhrt. Es gibt eine und nur eine Translation, welche den belie-
bigen Punkt 4 von g in den beliebigen Punkt 4* derselben Geraden tiberfiihrt.

Ich will noch einen zweiten Weg angeben, um zum Begriff der Trans-
lation zu gelangen. Das Hauptkennzeichen der Translation ist, daB in
ihr alle Punkte gleichberechtigt sind, da8 von dem Verhalten eines Punktes
bei der Translation nichts Objektives ausgesagt werden kann, was nicht
auch fiir jeden andern gelte (so daB auch bei gegebener Translation die
Punkte des Raumes nur durch individuelles Aufweisen [»dieser da«] von-
einander unterschieden werden konnen, wihrend z. B. in einer Rotation
sich die Punkte der Achse durch die Eigenschaft, daB sie an ihrer Stelle
bleiben, vor allen {ibrigen auszeichnen). Indem wir dieses Kennzeichen
in den Vordergrund stellen, ergibt sich die folgende Erklirung der Trans-
lation, die von dem Begriff der Rotation ganz unabhingig ist. Bei
einer kongruenten Abbildung gehe der beliebige Punkt 2 in P’ iiber; wir
wollen PP’ ein Paar zusammengehoriger Punkte nennen. Hat eine zweite
kongruente Abbildung die Eigenschaft, daB sie jedes Paar zusammen-
gehoriger Punkte wiederum in ein solches Paar iiberfiihrt, so soll sie mit
der ersten vertauschbar genannt werden. Eine kongruente Abbildung
heiBt eine Translation, wenn es mit ihr vertauschbare kongruente Ab-
bildungen gibt, welche den beliebigen Punkt 4 in den beliebigen Punkt 7
tiberfithren. — DaB zwei kongruente Abbildungen 7, 77 miteinander ver-
tauschbar sind, besagt, wie man sofort auf Grund der Erklirung beweist,
daB die durch Hintereinanderausfithrung der Abbildungen /7, /7 ent-
stehende kongruente Abbildung mit derjenigen identisch ist, die durch
Hintereinanderausfithrung dieser beiden Abbildungen /7, 7 in umgekehrter
Reihenfolge hervorgeht. Es ist eine Tatsache, daB eine Translation (und
zwar, wie sich gleich zeigen wird, nur eine) existiert, welche den belie-
bigen Punkt 4 in den beliebigen B iberfithrt. Es ist eine Tatsache,
daB, wenn ¥ eine Translation ist, 4 und B irgend zwei Punkte, nicht
bloB (laut Definition) iiberhaupt eine mit T vertauschbare kongruente Ab-
bildung existiert, die 4 in B tiberfiihrt, sondern daB insbesondere diejenige
Translation, welche A4 nach B bringt, die geforderte Eigenschaft besitzt.
Eine Translation ist daher mit allen Translationen vertauschbar; und eine
kongruente Abbildung, die mit allen Translationen vertauschbar ist, not-
wendig selber eine Translation. Daraus folgt, daB diejenige kongruente
Abbildung, die durch Hintereinanderausfihrung zweier Translationen ent-
steht, und ebenso die »Inverse« einer Translation (d. i. diejenige ADDbil-
dung, welche die Translation gerade wieder riickgingig macht) eine Trans-
lation ist: die Translationen bilden eine »Gruppe«3). Es gibt keine Trans-
lation, die den Punkt 4 in A iberfiihit, auBer der Identitdt, die jeden
Punkt festliBt. Denn wenn eine solche Translation 2 in P’ iiberfiihrt,
so muB es nach Definition eine kongruente Abbildung geben, die 4 in
P und gleichzeitig 4 in 2’ verwandelt; mithin muB 2’ mit 2 identisch sein.
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Es kann daher auch nicht zwei verschiedene Translationen geben, welche
A in einen anderen Punkt B iiberfiihren. ,

Ist so der Begriff der Translation unabhingig von dem der Rotation
begriindet, so 148t sich der obigen rotativen Auffassung von Gerade und
Ebene eine translative gegentiberstellen. Sei a eine Translation, die den
Punkt 4, in A4, tiberfihrt. Diese selbe Translation wird 4, in einen
Punkt 4,, 4, in 4, ftiberfihren usf.; durch sie wird 4, aus einem ge-
wissen Punkt 4_, hervorgehen, A_, aus A_, usf. Damit erbalten wir
zwar noch nicht die Gerade, aber eine Folge #quidistanter Punkte auf
ihr. Nun existiert jedoch, wenn 7 eine natiirliche Zahl ist, eine Trans-

lation ) die bei z-maliger Wiederholung a ergibt. Verwenden wir,
a . . . .
vom Pankte 4, unsern Ausgang nehmend, ~ in der gleichen Weise wie

eben a, so erhalten wir eine z-mal so dichte Punkterfiillung der zu kon-
struierenden Geraden. Nehmen wir hier fiir # alle méglichen ganzen Zahlen,
so wird diese Erfiillung, je groBer » wird, um so dichter werden, und alle
Punkte, die wir erhalten, verflieBen zu einem Linearkontinuum, in das sie
sich unter Aufgabe ihrer selbstindigen Existenz einbetten (ich appelliere hier
an die Anschauung der Kontinuitit). Die gerade Linie, kénnen wir sagen,
entsteht aus einem Punkte durch immer wiederholte Ausfiihrung derselben
infinitesimalen Translation und ihrer Inversen. Eine Ebene aber entsteht
durch Translation einer Geraden g an einér andern %: sind g, 2 zwei
verschiedene, durch den Punkt 4, gehende Gerade, so fibe man auf g
alle Translationen aus, welche % in sich tiberfiihren; die simtlichen so
aus g entstehenden Geraden bilden die Verbindungsebene von g und 4.

Es kommt erst Ordnung in den logischen Aufbau der Geometrie,
wenn man den allgemeinen Begriff der kongruenten Abbildung zunichst
zu dem der Translation verengert und diesen als Grundstein des axio-
matischen Fundaments verwendet (§§ 2, 3). Doch kommen wir dadurch
nur zu einer rein translativen,- der »affinen« Geometrie, in deren Rahmen
hernach der allgemeine Begriff der Kongruenz wieder eingefiihrt werden
muB (§ 4). Nachdem die Anschauung uns die ndtigen Unterlagen ge-
liefert hat, treten wir mit dem nichsten Paragraphen in die Domine der
deduktiven Mathematik hiniiber.

§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie.

Eine Translation oder Verschiebung a des Raumes wollen wir bis auf
weiteres als einen Vekfor bezeichnen; spiter freilich werden wir mit diesem
Namen eine allgemeinere Vorstellung verbinden. DaB bei der Ver-
schiebung a der Punkt P in @ tibergeht, werde auch so ausgedriickt: Q
ist der Endpunkt des von 2 aus aufgetragenen Vektors a. - Sind 2 und Q
irgend zwei Punkte, so gibt es eine und nur eine Verschiebung a, die
P in Q tberfiibrt; wir nennen sie den durch 2 und Q bestimmten Vektor

. . . »>
und bezeichnen ihn mit 2Q.
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Diejenige Translation ¢, die durch Hintereinanderausfilhrung zweier
Translationen a und b entsteht, werde als die Summe von a und b be-
zeichnet: ¢ = a4 b. Aus der Definition der Summe ergibt sich 1) die
Bedeutung der Multiplikation (Wiederholung) und der Teilung eines Vektors
durch eine ganze Zahl; 2) der Sinn der Operation —, welche den Vektor a
in den inversen — a verkehrt; 3) was unter dem Vektor o zu verstehen
ist, ndmlich die alle Punkte festlassende »Identitéit«. Es ist a 4 o = q,

a -+ (— a) = o. Weiter folgt daraus die Bedeutung des Symbols == 1’:—?
= Aa, in welchem m und » irgend zwei natiirliche Zahlen sind und 2
den Bruch i——::i bezeichnet. Durch die Forderung der Stetigkeit ist

damit auch festgelegt, was unter dem Vektor Aa zu verstehen ist, wenn 4 eine
beliebige reelle Zahl. Wir stellen folgendes einfache Axiomensystem der
affinen Geometrie auf.

1. Vektoren.

Je zwei Vektoren a und b bestimmen eindeutig einen Vektor a b als
thre »Summe«; tine Zakl A und ein Veklor a bestimmen eindeutiy einen
Vektor Aa, das »d-facke von a< (Multiplikation). Dicse Operationen ge-
niigen folgenden Gesetzen.

a) Addition.

1. a +b =0+ a (kommutatives Gesetz).

2. (a4b)+c= a4 (b4 ) (assosiatives Gesets).

3. Sind a und ¢ irgend zwei Vektoren, so gibt es einen und nur einen y,
Sitr welchen die Gleichung a +t = ¢ gilt. Er heift die Differenz ¢ — a
von ¢ und a. (Moglichkeit der Subtraktion.)

B) Multiplikation.

1. (A4 u)a = (Aa) - (ua) (erstes distributives Gesets).

2. A{ua) = (Aw)a (assoziatives Gesets).

3. 10 =aq.

4. Ala—+b) = (Aa) 4 (AD) (sweites distributives Gesets).

Die Gesetze ) folgen fiir rationale Multiplikatoren 4, 4 aus den
Additionsaxiomen, falls wir die Multiplikation mit solchen Faktoren wie
oben aus der Addition erkidren. GemidB dem Prinzip der Stetigkeit
nehmen wir sie auch ftir beliebige reelle Zahlen in Anspruch, formu-
lieren sie aber ausdriicklich als Axiome, da sie sich in dieser Allge-
meinheit rein logisch nicht aus den Additionsaxiomen herleiten lassen.
Indem wir darauf verzichten, die Multiplikation auf die Addition zuriick-
zufithren, setzen sie uns in den Stand, aus dem logischen Aufbau der
Geometrie die schwer zu greifende Stetigkeit ganz zu verbannen. 4. faft
die Ahnlichkeitssitze zusammen.

y) Das » Dimensionsaxiome, das hier seine Stelle im System findet,
werden wir erst hernach formulieren.
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II. Punkte und Vektoren.
1. Je zwei Punkte A und B bestimmen einen Vektor a;, in Zeichen
»r
AB = a. Ist A irgend ein Punkt, a irgend cin Veklor, so gibt es einen
-y
und nur einen Punkt B, fiir welchen AB = o ist.
> > ol
2. Ist AB=a, BC=0D, so0 ist AC=a-+0D.

In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstinden auf,
die Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, nimlich diejenigen,
welche durch die Symbole
(1) a+b=c¢, b = Aa, AB—a
ausgedriickt werden. Alle Begriffe, die sich allein mit threr Hiilfe rein
logisch definieren lassen, gehéren zur affinen Geometrie; alle Sitze, welche
sich aus diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehr-
gebiude der affinen Geometrie, das somit auf der hier gelegten axio-
matischen Basis deduktiv errichtet werden kann. Ubrigens sind unsere
Axiome nicht alle logisch unabhingig voneinander, sondern die Additions-
axiome fiir Vektoren (/e, 2. und 3.) folgen aus denen, (/7), welche die
Beziehung zwischen Punkten und Vektoren regeln. Es lag uns aber daran,
daB die Axiome 7 {iber Vektoren flir sich schon ausreichen, um alle Tat-
sachen, welche nur die Vektoren (und nicht die Beziehungen zwischen
Punkten und Vektoren) betreffen, aus ihnen zu folgern.

Aus den Additionsaxiomen o 148t sich schlieBen, daB ein bestimmter
Vektor o existiert, der fiir jeden Vektor a die Gleic»l:_t:ng at+o=a

erfiillt; aus den Axiomen /7 ergibt sich weiter, daB 4B dann und nur
dann dieser Vektor o ist, wenn die Punkte 4 und B zusammenfallen.
Ist O ein Punkt, ¢ ein von o verschiedener Vektor, so bilden die End-
punkte P aller Vektoren OP von der Form £e (£ eine beliebige reelle
Zahl) eine Gerade. Durch diese Erklidrung wird die translative Auffassung
der Geraden in eine exakte, nur die Grundbegriffe des-affinen Axiomen-
systems benutzende Definition gekleidet. Diejenigen Punkte 2P, fiir welche
die Abszisse & positiv ist, bilden die eine Hilfte, diejenigen, fiir welche
& negativ ist, die andere Hilfte der Geraden von O aus. Schreiben wir
¢, statt ¢ und ist e, ein weiterer Vektor, der nicht von der Form &e, ist,

so bilden die Endpunkte P aller Vektoren OP von der Form E.e +&,e,
eine Ebene (translative Entstehung der Ebene durch Verschiebung einer
Geraden lings einer andern). Verschieben wir endlich die Ebene E lings
einer durch O hindurchgehenden, aber nicht in E gelegenen Geraden, so
durchstreicht sie den ganzen Raum. Ist mithin e, ein Vektor, der nicht
unter der Form £ e —+ & e, enthalten ist, so kann jeder Vektor auf eine
und nur eine Weise als eine lineare Kombination

S+ S+ 5e
von e, e,, e, dargestellt werden. Es ergeben sich hier naturgemiB
folgende Begriffsbestimmungen.
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Eine endliche Anzahl von Vektoren e, e,, ---, ez heiBt Znear un-
abhangig, wenn
(2) §xex+§zez+"'+§/¢e/t
nur dann = o ist, falls simtliche Koeffizienten & verschwinden. Unter

dieser Voraussetzung bilden, wie wir uns ausdriicken wollen, die simt-
lichen Vektoren von der Form (2) eine /%-dimensionale lincare Vektor-
Mannigfaltigkeit, und zwar diejenige, welche von den Vektoren e, e,,

-+, ex »aufgespannt« wird. JEine Z-dimensionale lineare Vektor-Mannig-
faltigkeit M kann, unabhingig von der besonderen »Basis« e;, folgender-
maBen gekennzeichnet werden:

1. Die beiden Grundoperationen: Addition zweier Vektoren und Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Zahl fiihren nicht aus der Mannigfaltig-
keit heraus; d. h. die Summe zweier zu MM gehoriger Vektoren wie auch
das Produkt eines zu IR gehorigen Vektors mit einer beliebigen reellen
Zahl liegt stets wieder in IR.

2. Es existieren in M wohl % linear unabhiingige Vektoren, aber je
% 4 1 sind voneinander linear abhingig.

Aus der 2. Eigenschaft (die aus unserer urspriinglichen Definition mit
Hiilfe der elementarsten Sitze iiber lineare Gleichungen folgt) entnehmen
wir, daB die Dimensionszahl /% fiir die Mannigfaltigkeit als solche charakte-
ristisch ist und nicht abhingig von der speziellen Vektorbasis, durch
welche wir sie »aufspannenc,

Das in der obigen Tabelle der Axiome noch ausgelassene Dimensions-
axiom kann jetzt so formuliert werden:

Es gibt n linear unabhingige Vektoren, aber je n - 1 sind voneinander
linear abhingig,
oder: die Vektoren bilden eine z-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit.
Das fithrt fiir » = 3 auf die affine riumliche Geometrie, fiir » = 2 auf
die ebene, fir » = 1 auf die Geometrie der Geraden. Bei der deduk-
tiven Behandlung der Geometrie wird es aber zweckmiBig sein, den Wert
von 7 unbestimmt zu lassen und so eine »z-dimensionale Geometrie« zu
entwickeln, in welcher die der Geraden, der Ebene und des Raumes als
die speziellen Fille » = 1, 2, 3 enthalten sind. Denn wir sehen (bier
fiir die affine, hernach fiir die vollstindige Geometrie), daB in der mathe-
matischen Struktur des Raumes nichts liegt, was uns nétigt, bei der
Dimensionszahl 3 stehen zu bleiben. Gegeniiber der in unsern Axiomen
ausgedriickten mathematischen GesetzmiBigkeit des Raumes erscheint seine
spezielle Dimensionszahl 3 als eine Zufilligkeit, iiber die wir in einer
systematischen deduktiven Theorie hinwegschreiten miissen. Auf die damit
gewonnene Idee einer z-dimensionalen Geometrie kommen wir noch im
nichsten Paragraphen zuriick *). Zunichst miissen wir die begonnenen Er-
klarungen vervollstindigen.

Ist O ein beliebiger Punkt, so erfiillen die simtlichen Endpunkte P
der von O aus aufgetragenen Vektoren einer /4-dimensionalen linearen

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, 2
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Vektor-Mannigfaltigkeit IR, wie sie durch (2) dargestellt ist, ein A-dimensio-
nales lineares Punkigebilde; wir sagen, es werde vom Punkte O aus durch
die Vektoren e, e, ---, ¢ aufgespannt. (Das 1dimensionale Gebilde
heiBt Gerade, das zdimensionale Ebene.) Der Punkt O spielt auf dem
linearen Gebilde keine ausgezeichnete Rolle; ist O' irgend ein Punkt des-

selben, so durchliuft 0»’_’P, wenn fiir 2 alle mdglichen Punkte des linearen
Gebildes eintreten, die gleiche Vektor-Mannigfaltigkeit 8. Tragen wir
die simtlichen Vektoren der Mannigfaltigkeit JR einmal von einem Punkte O,
ein andermal von einem beliebigen andern Punkte O’ auf, so nennen wir
die beiden entstehenden linearen Punktgebilde zueinander parallel. Darin
liegt insbesondere die Definition paralleler Geraden und paralleler Ebenen.
Derjenige Teil des durch Abtragen aller Vektoren (2) von O aus ent-
standenen /%-dimensionalen linearen Gebildes, den wir erhalten, wenn wir
die § der Beschrinkung

°§§x§l7 °§§2§1 Ty °§§h§I
unterwerfen, werde das von O aus durch die Vektoren e, e,, - - -, e
aufgespannte %-dimensionale Parallelepiped genannt. (Das 1dimensionale
Parallelepiped heiBit Strecke, ein 2dimensionales Parallelogramm. — Alle

diese Begriffe tragen die Beschrinkung auf den uns anschaulich gegebenen
Fall # = 3 nicht in sich.)

Einen Punkt O zusammen mit #» linear unabhingigen Vektoren e, e,

-y ¢, nennen wir ein Koordinatensystem (€). Jeder Vektor x k'xnn
auf eine und nur eine Weise in der Form

(3) E=§xex+§geg+"'+§neﬂ
dargestellt werden; die Zahlen &; nennen wir seine Komponenten in dem
>
Koordinatensystem (€). Ist 2 ein beliebiger Punkt und O2 gleich dem
Vektor (3), so heiBen die & auBerdem die XKoordinaten von P Alle
Koordinatensysteme sind in der affinen Geometrie gleichberechtigt: es
gibt keine affingeometrische Eigenschaft, durch welche sich das eine von
dem andern unterschiede. Ist
0’; e,n e'ﬂ T (A

ein zweites Koordinatensystem, so werden Gleichungen gelten

(4) & = > auies,

in denen die o;; ein Zahlsystem bilden, das wegen der linearen Un-
abhingigkeit der e} eine von o verschiedene Determinante besitzen mus.
Sind &; die Komponenten eines Vektors ¢ im ersten, £&; im zweiten Ko-
ordinatensystem, so besteht der Zusammenhang

(5) = D,

k=1
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wie man findet, indem man die Ausdriicke (4) in die Gleichung

2 §ie; = Sier

i i
einsetzt. @, «,, - -, 0, seien die Koordinaten von O’ im ersten Ko-
ordinatensystem. Sind x; die Koordinaten eines beliebigen Punktes im
ersten, a7 im zweiten Koordinatensystem, so gelten die Gleichungen

”
(6) % =2aik £+ ;.

A=1

Denn x; — a; sind die Komponenten von
OP = 0P— 00

im ersten, #} im zweiten Koordinatensystem. Die Transformationsformeln (6)
fiir die Koordinaten sind also linear; diejenigen (5) fiir die Vektorkompo-
nenten entstehen aus ihnen einfach dadurch, daB die von den Variablen
freien konstanten Glieder «; gestrichen werden. — Es ist eine analytische
Behandlung der affinen Geometrie méglich, bei der jeder Vektor durch
seine Komponenten, jeder Punkt durch seine Koordinaten reprisentiert
wird. Die geometrischen Beziehungen zwischen Punkten und Vektoren
driicken sich dann aus als solche zwischen ihren Komponenten bzw. Ko-
ordinaten bestehende Zusammenhinge, die durch beliebige lineare Trans-
formation nicht zerstort werden.

Die Formeln (5), (6) lassen noch eine andere Deutung zu: sie kénnen
als die Darstellung einer affinen Abbildung in einem bestimmten Ko-
ordinatensystem aufgefaBt werden. Eine Abbildung, d.i. ein Gesetz, das
jedem Vektor ¢ einen »Bild«-Vektor ¢, jedem Punkt 2 einen »Bild«-
Punkt 7’ zuordnet, heiBt linear oder affin, wenn durch die Abbildung die
affinen Grundbeziehungen (1) nicht zerstért werden — wenn also das
Bestehen von (1) die gleichen Relationen fiir die Bild-Vektoren und Punkte
zur Folge hat:

»—>
o -Fb=¢c, b= 1d/, A'B =d —
und wenn auBerdem das Bild keines von o verschiedenen Vektors = o
ist, oder anders ausgedriickt: wenn aus zwei Punkten nur dann der gleiche
Bildpunkt hervorgeht, falls sie selber identisch sind. Zwei Figuren, die
durch affine Abbildung auseinander hervorgehen, sind affin. Sie sind vom
Standpunkt der affinen Geometrie einander vollig gleich; es kann keine
affine Eigenschaft geben, welche der einen zukdme, der andern aber nicht.
Der Begriff der linearen Abbildung spielt also fiir die affine Geometrie
die gleiche Rolle wie die Kongruenz in der vollstindigen Geometrie;
daraus geht seine prinzipielle Bedeutung hervor. Linear unabhingige
Vektoren gehen durch affine Abbildung wieder in linear unabhingige iiber;
ein /%-dimensionales lineares Gebilde in ein ebensolches Gebilde; parallele
in parallele; ein Koordinatensystem O|e,, €, -+, €, in ein neues Ko-
ordinatensystem O'|¢,, ¢}, - - -, ex. Die Zahlen as;, a; mogen die gleiche
2%
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Bedeutung haben wie oben. Der Vektor (3) verwandelt sich durch die
affine Abbildung in

¥=5¢+ &5+ - + &6
Setzen wir die Ausdriicke von e; ein, benutzen zur Darstellung der affi-
nen Abbildung das urspriingliche Koordinatensystem Ole,, e, - - -, €.
und verstehen unter §; die Komponenten irgend eines Vektors, unter
&} die seines Bildvektors, so ist also

(s") & =kéyaik§k-

Geht P iiber in P', so der Vektor O in 0»')1_5'; daraus . folgt: sind =
die Koordinaten von 2, x; die von 2, so gilt

”n
X = E oirxE 4 O;.
k=1

In der analytischen Geometrie pflegt man die linearen Gebilde durch
lineare Gleichungen fiir die Koordinaten des »laufenden Punktes« zu
charakterisieren. Darauf werden wir im nichsten Paragraphen genauer
eingehen; hier finde nur noch der Grundbegriff »lineare Forme¢, auf dem
diese Darstellung beruht, seinen Platz. Eine Funktion Z(r) — deren
Argument ¢ alle Vektoren durchliuft, deren Werte aber reelle Zahlen
sind — heiBt eine Zinearform, wenn sie die Funktionaleigenschaften besitzt:

L{a -+ b) = L(a) 4+ L(b); L(la)=A4-L(a).
In einem Koordinatensystem ¢, e,, -+, e, ist jede der » Vektorkompo-

nenten &; von ¢ eine solche Linearform. Fiir eine beliebige Linearform Z
gilt, wenn r durch (3) definiert ist,

'L(g) = §tl(ex) + §2L<ez) + e + §"L(e”);
setzen wir also Z(e;) == a;, so erscheint die Linearform, in Komponenten
dargestellt, unter der Gestalt '

axgx -+ azgz 4+ 4 aﬂgﬂ;

die o; sind ihre konstanten Koeffizienten. Umgekehrt wird durch jeaen
Ausdruck dieser Art eine Linearform gegeben. Mehrere Linearformen
L, Z, -, Lysind linear unabhingig, wenn keine Konstanten 4, existieren,
fir welche identisch in ¢ die Gleichung

z’th(g) + lzlz(g) + -+ }'th(g) =0

besteht, auBer 4;==o. #z-1 Linearformen sind stets linear abhingig
voneinander.

§ 3. Idee der m-dimensionalen Geometrie. Lineare Algebra.
Quadratische Formen,

Um die Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie zu
erfassen, miissen wir von der besonderen Dimensionszahl # = 3 abs-
trahieren. Es hat sich nicht nur in der Geometrie, sondern in noch er-
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staunlicherem MaBe in der Physik immer wieder gezeigt, daB, sobald wir
die Naturgesetze, von denen die Wirklichkeit beherrscht ist, erst einmal
véllig durchdringen, diese sich in mathematischen Beziehungen von der
durchsichtigsten Einfachheit und vollendetsten Harmonie darstellen. Den
Sinn ftr diese Einfachheit und Harmonie, den wir heute in der theo-
retischen Physik nicht missen konnen, zu entwickeln, scheint mir eine
Hauptaufgabe des mathematischen Unterrichts zu sein; sie ist fiir uns eine
Quelle hoher Erkenntnisbefriedigung. Die analytische Geometrie, in so
gedringter und prinzipieller Form vorgetragen, wie ich es hier versuche,
gibt einen ersten, aber noch unzulinglichen Begriff davon. Doch nicht
nur um solcher Zwecke willen miissen wir uns iiber die Dimensionszahl
n = 3 erheben, sondern wir benétigen fiir spiitere konkrete physikalische
Probleme, wie sie die Relativititstheorie mit sich bringt, in der die Zeit
zum Raum hinzutritt, die vierdimensionale Geometrie.

Man braucht keineswegs die Geheimlehren der Spiritisten zu Rate zu
ziehen, um sich den Gedanken einer mehrdimensionalen Geometrie an-
schaulich ngher zu bringen. Betrachten wir z. B. homogene Gasgemische
aus Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und Kohlensdure. Ein beliebiges
Quantum eines solchen Gemisches ist charakterisiert durch die Angabe,
wieviel Gramm jedes Gases in ihm enthalten sind. Nennen wir jedes
solche Quantum einen Vektor (Namen kénnen wir geben, wie wir wollen)
und verstehen unter Addition die Vereinigung zweier Gasquanten im
gewdhnlichen Sinne, so sind die sidmtlichen auf Vektoren beziiglichen
Axiome / unseres Systems mit der Dimensionenzahl 7z = 4 erfiillt, wenn
wir uns erlauben, auch von negativen Gasquanten zu reden. 1 gr reinen
Wasserstoffs, 1 gr Sauerstoff, 1 gr Stickstoff und 1 gr Kohlensiure sind
vier voneinander unabhingige »Vektoren«, aus denen sich alle andein
linear zusammensetzen lassen, bilden also ein Koordinatensystem. — Oder
ein anderes Beispiel: Auf jeder von g parallelen Stangen ist eine kleine
Kugel verschiebbar. Ein bestimmter Zustand dieser primitiven »Rechen-
maschine« ist gegeben, wenn die Stelle, an der sich jede der 5 Kugeln
auf ihrer Stange befindet, bekannt ist. Nennen wir jeden solchen Zustand
einen »Punkt« und jede simultane Verschiebung der 5 Kugeln einen
»Vektore, so sind unsere sidmtlichen Axiome erfiillt mit der Dimensions-
zahl n = 5. Man sieht schon hieraus: es lassen sich anschauliche
Gebilde mancher1e1 Art konstruieren, die bei geeigneter Namengebung
unseren Axiomen geniigen.

Viel wichtiger aber als diese etwas spielerischen Exempel ist das
folgende, welches zeigt, daB wnsere Axiome die Operationsbasis fiir die
Theoric der linearen Gleichungen charakterisieren. Sind «; und o gegebene
Zahlen, so nennt man bekanntlich

(7) «x, +ax, + 4 ux, = o0
eine fomogene,

(8) . a x, + o, x, + e ”‘}_ WpXy =
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eine nfomogene lineare Gleichung fiir die Unbekannten x; Zur Behand-
lang der Theorie der lincaren homogenen Gleichungen ist es gut, fiir ein
Wertsystem der Variablen x; einen kurzen Namen zu haben; wir bezeichnen
es als »Vektor«. Mit diesen Vektoren soll so gerechnet werden, daB unter
der Summe der beiden Vektoren

(ay, @, -+, ay) und (bx,) byy “ty ba)
(ax +bn d2+52, Ty aﬂ+&")
verstanden wird und unter dem A-fachen des ersten der Vektor
(Aay, Aa,y ---, Aay,).
Dann sind die Axiome /7 iiber Vektoren erfiillt mit der Dimensionszahl 7.
e, = (1, 0, 0, -+, 0),
(A ::(07 I, O, «- 0)1

der Vektor

en = (0, 0, 0, =+, 1)
bilden ein System unabhingiger Vektoren; die Komponenten eines be-
liebigen Vektors (x,, x,, --+, %) in diesem Koordinatensystem sind die
Zahlen x; selber. Der Hauptsatz tiber die Lésung linearer homogener
Gleichungen 14Bt sich jetzt so aussprechen: Sind Z (r), Z,(x), ---, Zat)
% linear unabhingige Linearformen, so bilden die Losungen r der Glei-

chungen
L,(t) =0, L,t) =0, -+, Ls{t)=o
eine (» — /)-dimensionale lineare Vektor-Mannigfaltigkeit.

In der Zheorie der inhomogenen lincaren Gleichungen wollen wir ein
Wertsystem der Variablen x; lieber als einen »Punkt« bezeichnen. Sind
x; und x; zwei Losungssysteme der Gleichung (8), so ist ihre Differenz

Ty Xy Ky =y oy Ay Xy

eine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (7). Wir wollen
deshalb diese Differenz zweier Wertsysteme der Variablen x; einen » Vektor«
nennen, und zwar den durch die beiden »Punkte« (x,) und (x}) bestimmten
Vektor, und tiber die Addition von Vektoren und ihre Multiplikation mit
einer Zahl die obigen Verabredungen treffen. Dann gelten die simtlichen
Axiome. Fiir das besondere Koordinatensystem, das aus den oben an-
gegebenen Vektoren e; besteht und dem » Anfangspunkt« O = (o, o, -- -, o),
sind die Koordinaten eines Punktes (x;) die Zahlen x; selber. Der Haupt-
satz iiber lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte, welche % unab-
hingigen linearen Gleichungen geniigen, bilden ein (» — /)-dimensionales
lineares Punktgebilde.

So wiirde man auch ohne Geometrie von der Theorie der linearen
Gleichungen her auf die natiirlichste Weise nicht nur zu unsern Axiomen
gefihrt werden, sondern auch zu den weiteren Begriffsbildungen, die wir
an sie angeschlossen haben. Ja es wire sogar in mancher Hinsicht
zweckmiBig (wie namentlich die Formulierung des Satzes tiber homogene
Gleichungen zeigt), die Theorie der linearen Gleichungen auf axiomatischer
Basis in der Weise zu entwickeln, daB man die hier von der Geometrie
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her gewonnenen Axiome an die Spitze stellt. Sie wiirde dann giiltig sein
fiir irgend ein Operationsgebiet, das jenen Axiomen geniigt, und nicht
bloB fiir die »Wertsysteme von 7 Variablen«. Freilich ist der Ubergang
von einer solchen mehr begrifflichen zu der {iblichen, von vornherein
mit Zahlen x; operierenden mehr formalen Theorie ohne weiteres dadurch
zu vollziehen, daB man ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde legt
und nun statt der Vektoren und Punkte ihre Komponenten und Koor-
dinaten benutzt.

Aus alle dem geht hervor, daB die ganze affine Geometrie iiber den
Raum nur dieses lehrt {man wird uns ohne genauere Erklirung verstehen),
daB er ein dreidimensionales lineares Griflengebiet ist.  Alle die anschau-
lichen Einzeltatsachen, deren in § 1 Erwihnung geschah, sind nur Ver-
kleidungen dieser einen einfachen Wahrheit. Ist es nun auf der einen Seite
auBerordentlich befriedigend, fiir die vielerlei Aussagen iiber den Raum,
rdumliche Gebilde und riumliche Beziehungen, aus denen die Geometrie
besteht, diesen einen gemeinsamen FErkenntnisgrund angeben zu konnen,
so muB auf der andern Seite betont werden, daB dadurch aufs deutlichste
hervortritt, wie wenig die Mathematik Anspruch darauf machen kann, das
anschauliche Wesen des Raumes zu erfassen: von dem, was den Raum
der Anschauung zu dem macht, was er z in seiner ganzen Besonderheit
und was er nicht teilt mit »Zustinden von Rechenmaschinen« und »Gas-
gemischen« und »Lgsungssystemen linearer Gleichungen«, enthilt die Geo-
metrie nichts. Dies »begreiflich« zu machen oder ev. zu zeigen, warum
und in welchem Sinne es unbegreiflich ist, bleibt der Metaphysik tber-
lassen. Wir Mathematiker konnen stolz sein auf die wunderbare Durch-
sichtigkeit der Erkenntnis vom Raume, welche wir gewinnen; aber wir
miissen uns zugleich sehr bescheiden, da unsere begrifflichen Theorien
nur imstande sind, das Raumwesen nach einer Seite hin, noch dazu seiner
oberflichlichsten und formalsten, zu erfassen. —

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen
zur vollstindigen metrischen Geometrie {iberzuleiten, noch einige Begriffe
und Tatsachen notig, die sich auf &dilineare und quadratische Formen
beziehen. Eine Funktion Q(rY) zweier willkiirlicher Vektoren g und
heiBt, wenn sie eine lineare Form sowohl in g wie in y ist, eine Bilinear-
form. Sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems &; die
Komponenten von g, 7; die von Y, so gilt eine Gleichung

”
Qry) = 2"1'/: §im,
i k=1
mit konstanten Koeffizienten a;;. Wir wollen die Form »nichi-ausgeartct«
nennen, wenn sie fiir einen Vektor p identisch in ) nur dann verschwindet,
falls r = o ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die homo-
genen Gleichungen

”

D aip§i=o

i=1
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die einzige Losung §; = o besitzen oder wenn die Determinante |a;z| 3= o
ist. Aus der Erklirung geht hervor, daB diese Bedingung des Nicht-Ver-
schwindens der Determinante bei beliebiger linearer Transformation erhalten
bleibt. Die Bilinearform heiBt symmetrisck, wenn Q(yr) = Q(ry) ist; an
den Koeffizienten gibt sich das durch die Symmetrie-Eigenschaft az; = @iz
kund. Aus jeder Bilinearform Q(rY) entsteht eine nur von einem variablen
Vektor ¢ abhingige guadratische Form

Q) = Qtr) = Dlaus ki
Lk=1
Auf diese Weise entsteht jede quadratische Form insbesondere aus einer
und nur einer symmetrischen Bilinearform. Die eben gebildete quadratische
Form Q(¢) kann némlich auch durch Identifizierung von ¢ und Y erzeugt
werden aus der symmetrischen Form

3 {0y + Q).
DaB aus zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen nicht dieselbe
quadratische Form hervorgehen kann, ist bewiesen, wenn man zeigt, daB
eine symmetrische Bilinearform Q(ty), die identisch in g der Gleichung
Q(tr) = o geniigt, identisch verschwinden muB. Dies geht aber aus der
fir jede symmetrische Bilinearform’ giiltigen Relation

(9) Qe+, ¥ +19) = Qtr) + 2 Qlky) + Chy)

hervor. Ist Q(r) das Zeichen fiir eine beliebige quadratische Form, so
bedeutet Q(rYy) immer, ohne daB wir es jedesmal erwihnen, diejenige
symmetrische Bilinearform, aus welcher Q(t) entsteht. DaB eine quadratische
Form nicht-ausgeartet sei, soll bedeuten, daB jene symmetrische Bilinear-
form nicht-ausgeartet ist. Eine quadratische Form Q(r) ist positiv-definit,
wenn sie der Ungleichung Q(r) > o fiir jeden Vektor ¢ 3 o geniigt. Eine
solche ist gewiB nicht-ausgeartet; denn fiir keinen Vektor ¥ & o kann
dann Q(rY) identisch in Y gleich o sein, da es fiir § =g positiv ausfilit,

§ 4. Grundlagen der metrischen Geometrie.

Um den Ubergang von der affinen zur metrischen Geometrie zu be-
werkstelligen, miissen wir noch einmal aus dem Born der Anschauung
schopfen. Ihr entnehmen wir (fir den dreidimensionalen Raum) die Er-
klirung jener GroBe, die man als das skelare Produkt zweier Vektoren’
a und b bezeichnet. Nach Wahl eines bestimmten Einheitsvektors messen
wir die Linge von @ und die (mit dem richtigen Vorzeichen zu ver-
sehende) Linge der senkrechten Projektion von b auf a und multiplizieren
diese beiden MaBzahlen miteinander. Dabei sind also nicht blo8, wie in
der affinen Geometrie, parallele Strecken ihrer Linge nach zu vergleichen,
sondern solche von beliebiger Richtung gegeneinander. Fiir das skalare
Produkt gelten folgende Rechengesetze:

Aa-b=Aa-b); (a+4a’)-b={(a-b)+ (a’"-B)
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und das analoge in bezug auf den zweiten Faktor; auBerdem das kom-
mutative a6 = b -a. Das skalare Produkt von a mit sich selbst,
a-a==a% ist stets positiv, auBer wenn a = o, und gleich dem Quadrat
der Linge von a. Diese Gesetze besagen: das skalare Produkt zweier
willkiirlicher Vektoren g -1 ist eine symmetrische Bilinearform, und die
aus ihr entstehende quadratische Form ist positiv-definit. Man erkennt
also: nicht die Linge, sondern das Quadrat der Linge eines Vektors
hingt in einfacher, rationaler Weise von dem Vektor selbst ab, ist nimlich
eine quadratische Form; das macht den eigentlichen Inhalt des Pytha-~
goreischen Lehrsatses aus. Das skalare Produkt ist nichts anderes als die
symmetrische Bilinearform, aus welcher diese quadratische Form entsteht.
Wir formulieren demnach folgendes

Metrische Axiom: Nack Wakl eines von o verschicdenen Einkeitsvekiors e
bestimmen je zwei Vektoren ¥ und Y) eindeutig eme Zall (¢ -9) = Q@y),
sie ist in ihrer Abhdngigheit von den beiden Vektorem cine symmctrische
Bilincarform, die aus ihr entstehende quadratische Form (¢ -t) = Q)
positiv-defimit.  Q(e) ist = 1.

Q nennen wir die metrische Fundamentalform. Jetzt gilt: Zine affine
Abbildung, die allgemein den Veklor ¢ in ¢’ iiberfithrt, ist eine komgruente,
wenn sie die metrische Fundamentalform invariant laft:

(10) Q') = Qy);
swei Figuren, die durch kongruente Abbildung ineinander iibergefihrt werden
kionnen, sind kongruent*).  Bei unserm axiomatischen Aufbau definieren
wir durch diese Aussagen den Begriff der Kongruenz. Liegt irgend ein
Operationsbereich vor, in welchem die Axiome des § 2 erfiillt sind, so
konnen wir eine beliebige positiv-definite quadratische Form in ihm wihlen,
sie zur metrischen Fundamentalform »ernennen« und auf Grund ihrer den
Begriff der Kongruenz so definieren, wie es eben geschehen ist: dann ist
durch jene Form in den affinen Raum eine Metrik eingetragen, und zwar
gilt jetzt die gesamte Fuklidische Geometrie. Wieder ist die Formulierung,
zu der wir gelangt sind, nicht an eine spezielle Dimensionszahl gebunden.
Aus (10) folgt mittels der Relation (9) des § 3, daB ftir eine kongruente
Abbildung allgemeiner

Q&y) = Q)

Da der Begriff der Kongruenz durch die metrische Fundamentalform
definiert ist, so ist es kein Wunder, daB diese in alle Formeln eingeht,
welche die Mafle geometrischer GroBen betreffen. Zwei Vektoren a und a’
sind dann und nur dann kongruent, wenn

Qo) = Q[a’).
Wir konnten daher Q(a) als MaBzahl des Vektors a einfilhren; wir be-
*) Wir unterdriicken hier den Unterschied zwischen direkter und spiegelbildlicher
Kongruenz. Er findet schon fiir affine Abbildungen, und zwar im 7-dimensionalen so
gut wie im dreidimensionalen Raume, statt.

gilt.
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nuizen aber statt dessen die positive Quadratwurzel aus Q(a) und
nennen diese die Linge des Vektors a (das ist jetzt Definition), damit
die weitere Bedingung erfiillt ist, daB die Linge der Summe zweier paral-
leler und gleichgerichteter Vektoren gleich der Summe der Lingen der
beiden Einzelvektoren ist. Sind a, b ebenso wie a’, b’ je zwei Vektoren
von der Linge 1, so ist die von den beiden ersten geblldete Figur dann
und nur dann kongruent mit der aus den beiden letzten bestehenden, wenn
Qfs, b) = Q(d', ¥)
ist. Wieder aber fithren wir nicht diese Zahl Q(a, b) selbst als MaBzahl
des Winkels ein, sondern eine Zahl &, welche mit ihr durch die trans-
zendente Funktion cos zusammenhingt:
cos 4 = Q(a, b),
damit der Satz gilt, daB sich bei Aneinanderlegung zweier Winkel in der
gleichen Ebene die MaBzahlen der Winkel addieren. Der von zwei be-
liebigen Vektoren a und b (3= o) gebildete Winkel ¢ berechnet sich dann aus

(11) cosd = —— Qﬂ@—
VQ(aa) - Q(bY)
Insbesondere heifen zwei Vektoren a, b senkrecht zueinander, wenn
Q(ab) = o ist. Diese Erinnerung an die einfachsten metrischen Formeln
der analytischen Geometrie mag gentigen.
DaB der durch (11) definierte Winkel zweier Vektoren immer reell

ist, beruht auf der fiir jede quadratische Form Q, die fiir alle Argument-
werte = o ist, gliltigen Ungleichung

(12) Q*(ab) = Qa) - Q).
Sie ergibt sich am einfachsten, wenn man bildet:
Q(ha + ub) = 1°Q(a) + 244 Q(ab) + u*Q(6) = o.

Da die hier hingeschriebene quadratische Form von A4 und g nicht
Werte beiderlei Vorzeichens annimmt, kann ihre »Diskriminante «
Q*(ab) — Q(a) - Q(b) unmoglich positiv sein.

n unabhingige Vektoren e; bilden ein Cartesisches Koordinatensystem,
wenn fiir jeden Vektor
(13) r=x¢ 4 x4 - Fx.e,

Q) = # + 2%+ - + =

ist, d. h. wenn
(x(i =4

Qler, &) 10 (¢ F 4
ist. Alle Cartesischen Koordinatensysteme sind vom Standpunkt der me-
trischen Geometrie aus gleichberechtigt. Den sich aufs engste an die
geometrische Anschauung anschlieBenden Beweis, daB solche Systeme
existieren, wollen wir sogleich nicht blo8 fiir eine definite, sondern eine
beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form erbringen, da spiter in der

Relativititstheorie gerade der indefinite Fall von entscheidender Wichtigkeit
wird. Wir behaupten:
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Zu einer nicht-ausgearteten quadratischen Form Q kann man ein solches
Koordinatensystem ¢; cinfikhren, daf
(14) Q(g) =£1xi+£2x:+""+sﬂx: (81’2 i_l)
wird.

Beweis: Wir wihlen einen beliebigen Vektor e, fiir den Qfe,) F o
ist; indem wir ithn mit einer geeigneten positiven Konstanten multipli-
zieren, kénnen wir noch erreichen, da Q(e,) = == 1 ist. Ein Vektor g,
fiir den Qf(e,z) = o ist, wollen wir auch hier zu e, orthogonal nennen.
Ist r* ein zu e, orthogonaler Vektor, x, eine beliebige Zahl, so gilt fiir

(r5) = x¢ + ¥
der »Pythagoreische Lehrsatz«:

Q) = »1Q(&) + 2%, Qe 2%) + Q&) = £ 7 + Q).

Die zu e, orthogonalen Vektoren bilden eine lineare (z — 1)-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit, in welcher Q(r) eine nicht-ausgeartete quadratische
Form ist. Da unser Satz fiir die Dimensionszahl #» == 1 selbstverstindlich
ist, diirfen wir annehmen, er gelte fiir » — 1 Dimensionen (Schluf von
n — 1 auf #). Danach existieren » — 1 zu e, orthogonale Vektoren e,,

-+, e, derart, daB fiir

E* = X,¢, + +xneu

Qt*) = E£x; £ =aj,
und daraus erhalten wir fiir Q) die gewiinschte Darstellung. Es ist

Qle) =e&,  Qener)=o0 (i 4).

DaB die e; alle voneinander linear unabhingig sind und sich jeder
Vektor ¢ in der Gestalt (13) darstellen 14Bt, ist eine Folge dieser Rela-
tionen; sie liefern
(16) xp=¢&-Qfer, 1).

Fir den indefiniten Fall ist ein wichtiger Zusatz zu machen: Die An-
zallen v und s der positiven und negativen unter den Vorzeichen &; sind
durch die quadratische Form eindeutiy bestimmi; ich will sagen, sie habe
7 positive und s negative Dimensionen. (Man pflegt s den Trigheits-
index der quadratischen Form zu nennen, und der eben behauptete Satz
ist unter dem Namen des Trigheitsgesetzes bekannt. Auf ihm beruht
z. B. die Klassifizierung der Flichen 2. Ordnung.) Wir kénnen die An-
zahlen » und s in folgender Weise invariant charakterisieren: ZEs gib¢ r
wechselseitig sueinander orthogonale Vektoren e, fiir die Q&) >> o ist; aber
Sfiir einen su diesen orthogonalen, von o verschiedenmen Vektor t gilt not-
wendig QL) < o — sodaf mehr als v derartige Vektoren ¢ nicht existieren
konnen. Entlsprechend fir s.

7 Vektoren von der gewlinschten Art werden durch diejenigen » Grund-
vektoren e; des der Darstellung (14) zugrunde liegenden Koordinaten-
systems geliefert, denen die positiven Vorzeichen &; korrespondieren; die zu-

die Formel gilt
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gehorigen Komponenten x;({=1,2, - -,7) sind bestimmte Linearformen von g
[vergl. (16)]: x;= L;(x). Istnune;f=1,2,--,7) irgend ein System von
Vektoren, die wechselseitig zueinander orthogonal sind und der Bedingung
Q(e:) > o gentigen, und ¢ ein zu diesen e; orthogonaler Vektor, so konnen
wir eine lineare Kombination

9 =lxex+ +lrer+yx
mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten bestimmen, welche den 7
homogenen Gleichungen gentigt

Ly =0, -+, Ly =o.

Dann fillt, wie aus der Normaldarstellung hervorgeht, Q(y) negativ aus,
es sei denn, daB §) = o ist. Mittels der Formel

o) — (20(e) + - + 13Q(e)) = w'Q()
folgt jetzt die Behauptung Q(r) <o, auBer fiir den Fall, daf § = o;

A= ... =A,=o0 wird; dann aber muB nach Voraussetzung u = o,
also ¥ = o sein.

In der Relativititstheorie wird der Fall einer quadratischen Form von einer nega-
tiven und #-1 positiven Dimensionen von Bedeutung. Im dreidimensionalen Raum ist
bei Benutzung affiner Koordinaten

—xi+ait+axi=o0
die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Nullpunl#, der aus zwei durch das ver-
schiedene Vorzeichen von x; unterschiedenen Minteln besteht, die nur im Nullpunkt
miteinander zusammenh#ngen. Diese Trennung in zwei Mintel liefert in der Relativitits-
theorie den Gegensatz von Vergangenheit und Zukunft; wir wollen sie hier statt durch
Kontinuitdtsmerkmale auf elementarem Wege analytisch zu beschreiben versuchen. —
Sei also Q eine nicht-ausgeartete quadratische Form von nur einer negativen Dimension.
Wir wihlen einen Vektor ¢, fiir welchen Q(¢) = — 1 ist. Die von o verschiedenen Vek-
toren g, fir welche Q(r) == o ist, mdgen »negative Vektorenc genannt werden. Nach
dem eben gefiihrten Beweis des Trigheitssatzes kann kein negativer Vektor der Glei-
chung Q(er) = o geniigen. Sie zerfallen daher in zwei getrennte Klassen oder »Kegele
gemil der Fallunterscheidung: Q(eY) < o oder>> 0; e selbst gehort dem ersten, — ¢ dem
zweiten Kegel an. Ein negativer Vektor ¢ liegt »im Innern« oder »auf dem Mantel« seines
Kegels, je nachdem Q(r)<Co oder = 0 ist. Um zu zeigen, daB die beiden Kegel un-
abhingig sind von der Wahl des Vektors ¢, mub man beweisen: Aus Q(e) = Q(¢') = —1,

’
Q(r) =o folgt, daB das Vorzeichen von %((ig) gleich dem von — Q(ee’) ist.

Jeden Vektor ¢ kann man in zwei Summanden zerlegen
r=xe+*

derart, dab der erste proportional, der zweite ¢* orthogonal zu e ist. Man hat zu
diesem Zwecke nur x == — Q(ez) zu nehmen, und es wird dann

Q) = — =7 + Qx*).
Q(t*) ist, wie wir wissen, notwendig == o; schreiben wir dafiir Q*, so zeigt die Gleichung
Q* ="+ Q) = Q*(er) + Q(r),

dafl Q* eine quadratische Form von g ist (ibrigens eine ausgeartete), die der iden-
tischen Ungleichung Q*(r) == o geniigt. Wir haben jetzt
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Q) =—=x"+Q*t)=o0, QE)=—¢"+ Q¥¢) <o.
{r =—Qler} {e'=—Qlee)}
Aus der auf Q* anwendbaren Ungleichung (12) folgt
{oreo) = o* ) - Q* ) < a7
mithin hat .
— QL) = ¢'x — Q¥(e'y)
das Vorzeichen des ersten Summanden ¢'x.

Wir lenken zu dem uns gegenwiirtig interessierenden Fall einer positiv-
definiten metrischen Grundform zuriick. Benutzen wir zur Darstellung einer
kongruenten Abbildung ein Cartesisches Koordinatensystem, so werden
die Transformationskoeffizienten «;; in Formel (5'), § 2 so beschaffen sein
miissen, daB identisch in den & die Gleichung

B A B =S B4 8
besteht. Das liefert die »Orthogonalititsbedingungen «
‘ S 1(i=J)
(17 >, i ~={ T
- o(i FJ)

Sie besagen, daf beim Ubergang zur inversen Abbildung die Koeffizienten o4
sich in az; verwandeln:

n
7
gi == > akz'g’/c'
k=1
Daraus folgt noch, daB die Determinante 4 = |a;z; einer kongruenten

Abbildung mit der ihrer inversen identisch ist, und da ihr Produkt = 1
sein muB, demnach 4 = == 1 wird. (Das eine oder das andere Vor-
zeichen wird eintreten, je nachdem es sich um eigentliche oder spiegel-
bildliche Kongruenz handelt.)

Fiir die analytische Behandlung der metrischen Geometrie ergeben
sich zwel Moglichkeiten. Enfweder man unterwirft das zu benutzende
affine Koordinatensystem keiner Einschrinkung; dann gilt es, eine Theorie
der Invarianz gegeniiber beliebigen linearen Transformationen zu ent-
wickeln, in welcher aber zum Unterschied von der affinen Geometrie ein
fir allemal eine bestimmte invariante quadratische Form, die metrische
Grundform

”
Q(E) =2gik§i':tk

k=1
als absolutes Datum zur Verfligung steht. Oder aber man benutzt von
vornherein nur Cartesische Koordinatensysteme; dann handelt es sich um
eine Theorie der Invarianz gegeniiber orthogonalen Transformationen,
d. h. solchen linearen Transformationen, deren Koeffizienten die Neben-
bedingungen (17) erftllen. Wir miissen hier, um spitere Verallgemeine-
rungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfithren, daran ankniipfen
zu konnen, den ersten Weg einschlagen. Er erscheint auch algebraisch
von vornherein als der einfachere, da es leichter sein wird, einen Uber-



30 Der Euklidische Raum.

blick tiber diejenigen Ausdriicke zu gewinnen, die bei allen linearen
Transformationen ungeindert bleiben, als tiber diejenigen, welche sich
nur gegeniiber den orthogonalen Transformationen invariant verhalten
(einer Klasse von Transformationen, die durch nicht leicht zu beherrschende
Nebenbedingungen eingeschrinkt sind). Wir werden hier die Invarianten-
theorie, als » Zensorrechnung«, in solcher Gestalt entwickeln, daB sie uns
die sachgemiBe mathematische Fassung nicht nur der geometrischen,
sondern auch aller physikalischen Gesetze erméoglicht.

§ 5. Tensoren.

Zwei lineare Transformationen
(18) = &, (lak| = o)
%
(x8') 1=k, (|&| %o
)

der Variablen & bzw. 7 in die Variablen E,;) heillen kontragredient zu-
einander, wenn dabei die bilineare Einheitsform S'7:§ in sich iibergeht:

(x9) 2’7:‘? =2’_7i5i

Das Verhiltnis der Kontragredienz ist daher ein wechselsextlges Gehen
durch ein erstes Paar kontragredienter Transformationen 4, A d\e Va-

riablen & 5 in § 7 iber, diese durch ein zweites Paar B, B in §, n, so

folgt aus ) L
an§f= an E= an g,
dafl die beiden zusammengesetzten Transformationen, welche & direkt

1n§ bzw. 7 in 77 tiberfiihren, gleichfalls zueinander kontragredient sind.
Die Koeffizienten zweier kontragredienter Substitutionen gentigen den
Bedingungen

» k k I(Z——:K’)
(20) Safit = of = { g

>

Setzt man in der linken Seite von (19) nur fiir die & ihre aus (18) zu

entnehmenden Ausdriicke in £ ein, so erkennt man, daB die Gleichungen
(18') durch Auflgsung aus

1) h= et
I3

hervorgehen. Zu einer linearen Transformation gibt es also eine und
nur eine kontragrediente. Aus demselben Grunde wie (21) gilt

=i gt
%
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Durch Einsetzen dieser und der Ausdriicke (21) in (19) ergibt sich, daB
die Koeffizienten auBer (20) auch den Bedingungen

(20') D i =0
r

geniigen. Eine orthogonale Transformation ist eine solche, die zu sich
selber kontragredient ist. Unterwirft man eine Linearform der Variablen
& einer beliebigen linearen Transformation, so transformieren sich die
Koeffizienten kontragredient zu den Variablen, oder sie verhalten sich,
wie man auch zu sagen pflegt, kontravariant zu diesen.

Relativ zu einem affinen Koordinatensystem O; e, e,, -« -, ¢, hatten
wir bis jetzt eine Verschiebung ¢ durch diejenigen eindeutig Lestimmten
Komponenten & charakterisiert, die sich aus der Gleichung

r=2§%, + 5%, + -+ e,
ergeben. Gehen wir zu einem andern affinen Koordinatensystem
O;e,e, -, ¢, liber, wobeil
- k
&
sel, so erfahren die Komponenten von g, wie aus der Gleichung
Py ‘7_"—
g == E ;1 ¢; = : §1e[
s i i

hervorgeht, die Transformation

g =d

k

k.
’

ur!

sie transformieren sich also kontragredient zu den Grundvektoren des
Koordinatensystems, verhalten sich kontravariant zu diesen und mégen
daher genauer als Zontravariante Komponenten des Vektors p bezeichnet
werden. Im metrischer Raum konnen wir eine Verschiebung aber auch
relativ zum Koordinatensystem durch die Werte ihres skalaren Produkts
mit den Grundvektoren e; des Koordinatensystems charakterisieren:

§[ = (g . e,') .
Bei Ubergang zu einem andermn Koordinatensystem transformieren sich
diese GroBen — das ist aus ihrer Definition sofort ersichtlich —, wie

die Grundvektoren selber, »kogredient« zu den Grundvektoren, d. i. nach
den Gleichungen
3 =2 af gk ’
p
sie verhalten sich »kovariante, und wir nennen sie die kovarianten Kom-

ponenten der Verschiebung. Der Zusammenhang zwischen den kovarianten
und den kontravarianten Komponenten wird durch die Formeln vermittelt

(22) & =2(Ei - ep) §* Zzgikgk )
* k

1

U
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bzw. nach den dazu inversen (durch Auflgsung hervorgehenden)

(22') ¥ =g

£
In einem Cartesischen Koordinatensystem stimmen die kovarianten Kom-
ponenten mit den kontravarianten iiberein. — Es sei noch einmal be-

tont, daB uns im affinen Raum nur die kontravarianten Komponenten
zur Verfligung stehen, und wo deshalb in der Folge von Komponenten
einer Verschiebung ohne Zusatz die Rede ist, sind darunter immer wie
frither die kontravarianten zu verstehen.

Es wurden schon im vorhergehenden Linearformen einer oder zweier
willkiirlicher Verschiebungen ins Auge gefaBt. Von 2 konnen wir zu 3
und mehr Argumenten {ibergehen; nehmen wir beispielsweise eine Tri-
linearform A(ry3). Stellt man in einem beliebigen Koordinatensystem
die zwei Verschiebungen g,y durch ihre kontravarianten, 3 durch ihre
kovarianten Komponenten dar, &, %' bzw. {;, so driickt sich 4 alge-
braisch als eine Trilinearform dieser drei Reihen von Variablen mit be-
stimmten Zahlkoeffizienten aus:

(23) ST ainEnrL.

ikl
Die analoge Darstellung in einem andern, tiberstrichenen Koordinaten-
system sei )
(23') SanE .

ikl
Zwischen den beiden algebraischen Trilinearformen (23) und (23') besteht
dann der Zusammenhang, daB die eine in die andere tibergeht, wenn
man die beiden Variablenreihen &, 7 kontragredient, die Variablenreihe {
aber kogredient zu den Grundvektoren transformiert. Auf Grund dieses

. . 2 .

Zusammenhangs kann man, wenn die Koeffizienten ¢;; bekannt sind und
. . . oo . .

die Transformationskoeffizienten «; des einen in das andere Koordinaten-

system, die Koeffizienten 2l von 4 im zweiten Koordinatensystem be-
rechnen. Hiermit sind wir zu dem nicht auf die metrische Geometrie
beschrinkten, sondern nur den affinen Raum voraussetzenden Begriff des
sr-fack kovarianten, s-fack kontravarianten Tensors (r - s)-ter Stufe« ge-
langt, dessen Erklirung wir jetzt in abstracto angeben wollen; um der ein-
facheren Ausdrucksweise willen spezialisieren wir aber die Anzahlen 7 und s
etwa wie in dem eben angefiihrten Beispiel: r =2, s =1, » 4+ s = 3.

Eine vom Koordinatensystem abhingige Trilinearform dreier Reihen
von Variablen heifit ein swicfack kovarianter, cinfack kontravarianter
Tensor 3. Stufe, wenn jene Abhingigkeit von folgender Art ist: die Aus-
driicke der Linearform in ivgend zwei Koordinatensystemen

S aaintt, St

gehen incinander iiber, wenn man swei der Variablenreiken (nimlich die
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ersten beiden, & ) Zontragredient, die dritte kogredient (sc. zu den Grund-
vektoren des Koordinatensystems) transformiert. Die Koeffisienten der Li-
nearform heifen die Komponenten des Tensors in dem betr. Koordinaten-
system; und swar nennen wir sie kovariant in den Indizes ik, die mit den
kontragredient su transformierenden Variablen verkniipft sind, kontravariant
in den andern, hier dem einen Index I

Die Terminologie rechtfertigt sich dadurch, daB die Koeffizienten
einer Unilinearform sich kovariant verhalten, wenn man die Variablen
kontragredient transformiert, kontravariant, wenn man sie kogredient
transformiert. Kovariante Indizes werden dem Koeffizientenzeichen immer
unten, kontravariante oben angehingt. Variable mit unteren Indizes sollen
stets kogredient, solche mit oberen Indizes stets kontragredient zu den
Grundvektoren des Koordinatensystems transformiert werden. Ein Tensor
ist vollstindig bekannt, wenn seine Komponenten in einem Koordinaten-
system gegeben sind (vorausgesetzt natiirlich, daB das Koordinatensystem
selber gegeben ist); diese aber konnen willkiirlich vorgeschrieben werden.
Aufgabe der Tensorrechnung ist es, Eigenschaften und Relationen von
Tensoren aufzustellen, die unabhiingig sind vom Koordinatensystem. J/m
Zbertragenen Sinne werden wir in Geometrie und Physik eine Grife als
Tensor beseichnen, wenn sie eindeutiy und ohne Willkiir eine vom Koordi-
natensystem in der geschilderten Weise abhingice algebraische Linearform
bestimmt, durch deren Angabe die Grofe selbst vollstindig charakterisiert
ist.  So haben wir oben eine Funktion dreier Verschiebungen, die homo-
gen-linear von jedem ihrer Argumente abhingt, als einen Tensor 3. Stufe,
und zwar als einen zwiefach kovarianten, einfach kontravarianten dar-
gestellt. Dies war moglich im metriscien Raum, wie es denn dort iiber-
haupt in unserm Belieben steht, jene GroBe durch einen nullfach, ein-
fach, zweifach oder dreifach kovarianten Tensor zu reprisentieren; im
affinen Raum hitten wir sie jedoch nur in der letzten Weise, als einen
kovarianten Tensor 3. Stufe ausdriicken koénnen.

Erliutern wir die allgemeine Erklirung sogleich durch einige Bei-
spiele, wobei wir noch auf dem rein affinen Standpunkt verharren.

1) Stellen wir eine Verschiebung a in einem beliebigen Koordinaten-
system durch ihre (kontravarianten) Komponenten of dar und ordnen ihr
mit Bezug auf dieses Koordinatensystem die Linearform

@k 4 a8, o anE

der Variablen §; zu, so entsteht ein kontravarianter Tensor 1. Stufe.
Fortan gebrauchen wir das Wort » Vektor« nicht mehr synonym fiir
»Verschiebunge, sondern fiir »Tensor 1. Stufe«, so daB wir sagen: die
Verschicbung ist ein kontravarianter Vektor. — Das Gleiche gilt fiir die
Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes; denn diese entsteht,
wenn man die unendlichkleine Verschiebung, welche der sich bewegende
Punkt wihrend des Zeitelements d# erfihrt, durch 4 dividiert (im Limes
fir A2 =0). Der jetzige Gebrauch des Wortes Vektor ist mit dem
Weyl, Raum, Zeit, Materie, 3. Aufl. 3
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iiblichen in Einklang, nach welchem es nicht bloB eine Verschiebung
deckt, sondern jede Grofie, die (ev. nach Wahl einer MaBeinheit) ein-
deutig und ohne Willkiir durch eine Verschiebung reprisentiert werden
kann.

2) Man pflegt gewdohnlich den geometrischen Charakter der Ifraft
darin zu erblicken, daB sie eine derartige Reprisentation gestattet. Dieser
Darstellung der Kraft tritt aber eine andere gegeniiber, von der wir heute
glauben, daB sie dem physikalischen Wesen der Kraft besser gerecht
wird, weil sie auf dem Begriff der A4rdeiz beruht, der in der neueren
Physik statt des Kraftbegriffs immer deutlicher als der entscheidende und
primire in den Vordergrund getreten ist. Wir fithren als Komponenten
einer Kraft in einem Koordinatensystem O; e; diejenigen Zahlen p; ein,
welche angeben, eine wie groBe Arbeit die Kraft bei jeder der virtuellen
Verschiebungen e; ihres Angriffspunktes leistet. Durch diese Zahlen ist
die Kraft vollstindig charakterisiert; ihre Arbeit bei der willkiirlichen

Verrlickung
r=2~§%e+ 8+ -+ Ee

ihres Angriffspunktes ist dann =2p,-§". Es folgt daraus, daB in zwei

verschiedenen Koordinatensystemen
>0 =B

gilt, falls die Variablen & (ihrer Behaftung mit oberen Indizes gemiB)
kontragredient zum Koordinatensystem transformiert werden. Danach ist
die Kraft ein kovarianter Vektor. Der Zusammenhang dieser Darstellung
mit der iiblichen durch eine Verschiebung wird zur Sprache kommen,
wenn wir von dem gegenwirtig eingenominenen Standpunkt der affinen
Geometrie zur metrischen {ibergehen. Die Komponenten eines kovarianten
Vektors transformieren sich bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system kogredient zu den Grundvektoren.

Zwischenbemerkungen. Da die Transformationen der Komponenten a;
eines kovarianten und 4 eines kontravarianten Vektors kontragredient zu~

einander sind, ist E'a;b" eine durch diese beiden Vektoren unabhingig
:

vom Koordinatensystem bestimmte Zahl. Hier haben wir das erste Bei-
spiel einer invarianten Tensoroperation vor uns. In das System der Ten-
soren reihen sich die Zahlen oder Skalare als Tensoren o*” Stufe ein.

Es ist schon frither erklirt worden, wann eine Bilinearform zweier -
Variablenreihen symmetrisci heiBt und wann eine symmetrische Bilinear-~
form nicht-ausgeartet ist. Schiefsymmetrisch ist eine Bilinearform A{&n),
wenn sie bei Vertauschung der beiden Variablenreihen in ihr Negatives

umschligt:
Fln§) = — F(&n);

an ihren Koeffizienten a; gibt sich das durch die Gleichunge'n Qpi = — a;
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kund. Diese Eigenschaften bleiben erhalten, wenn die beiden Variablen-
reihen derselben linearen Transformation unterworfen werden. Es ist also
eine vom Koordinatensystem unabhingige Eigenschaft von kovarianten
oder kontravarianten Tensoren 2. Stufe, schiefsymmetrisch zu sein oder
symmetrisch oder (symmetrisch und) nicht-ausgeartet.

Da durch kontragrediente Transformation zweier Variablenreihen die
bilineare Einheitsform in sich tibergeht, gibt es unter den gemischten
(d. i. einfach kovarianten, einfach kontravarianten) Tensoren z. Stufe einen,
den »Einkeitstensor«, der in jedem Koordinatensystem die Komponenten

1(/=24
0;% = o ((z. :#: ,é)) hat.

3) Die in einem Euklidischen Raum herrschende Metrit weist je zwei

Verschiebungen
t =2§’e,~, ) =217’e,-
eine vom Koordinatensystem unabhingige Zahl als ihr skalares Produkt zu:
(g . p) = ng&é‘i"]k, Sk — (ei . ek) .
ik

Die rechts stehende Bilinearform hingt daher vom Koordinatensystem in
solcher Weise ab, dal durch sie ein kovarianter Tensor 2. Stufe gegeben
ist, der metrische Fundamentaltensor. Durch ihn ist die Metrik vollstindig
charakterisiert. Er ist symmetrisch und nicht-ausgeartet.

4) Durch eine »lincare Vektor-Abbildunge wird jeder Verschiebung g
eine Verschiebung ¢’ in linearer Weise zugeordnet, d. h. so, daB der
Summe g + f) die Summe ¢'+1Y’, dem Produkt Ay das Produkt At
entspricht. Solche lineare Vektor-Abbildungen wollen wir, um uns eines
kurzen charakteristischen Namens bedienen zu kénnen, Matrizen nennen.
Gehen die Grundvektoren e; eines Koordinatensystems durch die Ab-
bildung in die Vektoren

= Ddie
%

tiber, so verwandelt sie allgemein die beliebige Verschiebung
(24) r= e in  ¢= = Sdlte.
i i it
Wir konnen die Matrix daher in dem gewihlten Koordinatensystem durch

die Bilinearform
ki
> ai &
ik

kennzeichnen. Aus (z4) geht hervor, daB fiir zwei Koordinatensysteme
(unter Verwendung der friiheren Bezeichnungen) der Zusammenhang

2;1??;& =Zaf§i er(=1)
ik ik
besteht, wenn

3*
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E §iE[ =2§ie; (—_—'..
i 3

2 Em —Z'az E e,

falls die 7; kogredient, d1e & kontragredient zu den Grundvektoren trans-
formiert werden (diese Zusatzbemerkung iiber die Transformation der
Variablen versteht sich nachgerade von selbst, so daB wir sie in Zukunft in
dhnlichen Fillen einfach fortlassen). Auf solche Art ist die Matrix als ein
gemischier Tensor 2. Stufe dargestellt. Insbesondere entspricht der »Iden-
titidte, die jeder Verschiebung g sie selber zuordnet, der Einheitstensor.

Wie die Beispiele von Kraft und Metrik zeigen, tritt in den Anwen-
dungen hiufig der Fall ein, daf die Darstellung der geometrischen oder
physikalischen Grofle durch einen Tensor erst moglich ist nach vorher-
gegangener Wahl einer Mapfeinkeit, einer Wahl, die nur individuell, durch
Aufweisung vollzogen werden kann; bei Abinderung der MaBeinheit mul-
tiplizieren sich die darstellenden Tensoren mit einer universellen Kon-
stanten, dem Verhiltnis der beiden MaBeinheiten.

Der Erklirung des Begriffes Tensor ist offenbar das folgende Kriterium
dquivalent: eine wom Koordinatensystem abhingige Linearform melrerer
Variablenreihen ist ein Tensor, wenn sie immer dadurch einen vom Koordi-
natensystem unabhingigen Wert annimmt, dap man fir jede kontragrediente
Variablenreike die Komponenten eines willkiirlichen kontravarianten Vektors
einsetst, fiir eine kogrediente aber die Komponenten eines beliebigen kovarianten
Vektors.

Kehren wir jetzt von der affinen zur metrischen Geometrie zuriick, so
sinkt, wie die Ausfilhrungen zu Anfang des Paragraphen lehren, der Unter-
schied von kovariant und kontravariant, der in der affinen Geometrie die
Tensoren selber betrifft, zu einem bloBen Unterschied der Darstellungs-
weise herab. Statt von kovarianten, gemischten und kontravarianten Zesn-
soren wird man hier also lieber nur von den kovarianten, gemischten und
kontravarianten Komponenten eines Tensors sprechen. Es 1iBt sich dieser
Ubergang zwischen den Tensoren verschiedenen Kovarianzcharakters nach
dem Obigen einfach so formulieren: Deuten wir in einem Tensor die
kontragredienten Variablen als kontravariante Komponenten einer willkiir-
lichen Verschiebung, die kogredienten als kovariante Komponenten einer
willkiirlichen Verschiebung, so verwandelt er sich in eine vom Koordinaten-
system unabhingige Linearform mehrerer willkiirlicher Verschiebungen;
indem wir nun die Argumente nach Gutdiinken durch ihre kovarianten
oder kontravarianten Komponenten reprisentieren, gehen wir zu anderen
Darstellungen desselben Tensors iiber. Rein algebraisch vollzieht sich
die Verwandlung eines kovarianten Index in einen kontravarianten, indem
man in der Linearform die betreffenden Variablen & nach (22) durch
neue §; ersetzt; die invariante Natur dieses Prozesses beruht auf dem
Umstand, da8 diese Substitution kontragrediente Variable in kogrediente

ist; also wird
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tiberfithrt. Der umgekehrte Proze8 wird nach den inversen Gleichungen (22")
vollzogen. An den Komponenten selber geschieht (wegen der Symmetrie
der gi) der Ubergang von kontravariant zu kovariant, das »Herunter-
ziehen des Index«, stets nach dem Schema:

a’ wird ersetzt durch @; = E'g,-jaf ,
7

einerlei ob die Zahlen @’ noch mit weiteren Indizes behaftet sind oder
nicht; das Heraufziehen des Index durch dic inversen Gleichungen.

Wenden wir das Gesagte Insbesondere auf den metrischen Funda-
mentaltensor an, so erhalten wir

Zgik?'?k =2§i7]i =§§H7k =2£’ik§i'7k-
7 7 &

Seine gemischten Komponenten sind also die Zahlen di, seine kontra-
varianten die Koeffizienten g% der zu (22) inversen Gleichungen (22').
Aus der Symmetrie des Tensors ergibt sich, daB auch diese wie die gz
der Symmetrie-Bedingung g% = g¢* geniigen.

Hinsichtlich der Bezeichnung werde fiir immer die Verabredung ge-
troffen, daB wir die kovarianten, gemischten und kontravarianten Kom-
ponenten desselben Tensors mit dem gleichen Buchstaben kennzeichnen
und durch die Stellung des Index oben oder unten angeben, ob die
Komponenten hinsichtlich dieses Index kontra- oder kovariant sind, wie
es das folgende Beispiel eines Tensors 2. Stufe zeigt:

.2,,7”"" Eipt = Zkvaik Ept = -2;@/: Eing = ;v a*Ema

(wobei die Variablen mit unteren und mit oberen Indizes durch (22)
gekoppelt sind).

Im metrischen Raum entfillt nach dem Gesagten der Unterschied
zwischen einem kovarianten und einem kontravarianten Vektor; hier konnen
wir eine Kraft, die nach unserer Auffassung von Hause aus ein kovarianter
Vektor ist, auch als einen kontravarianten, durch eine Verschiebung,

reprdsentieren. Denn hatten wir sie oben durch die Linearform E p:&
:

mit den kontragredienten Variabeln & dargestellt, so konnen wir diese
jetzt durch (22) in eine solche mit den kogredienten & verwandeln:

Zpié}. Dann gilt
DS, =§g,-/ep"§k =_2k,’gue1>k ‘ =2ﬁi§";

die reprisentierende Verschiebung p ist also dadurch bestimmt, daB die
Arbeit, welche die Kraft Lei einer willkiirlichen Verschiebung g leistet,
gleich dem skalaren Produkt der Verschiebungen p und g ist.

In einem Curtesischen Koordinatensystem, in welchem der Funda-

mentaltensor die Komponenten



38 " Der Euklidische Raum.

. {1 (i =4
&= 1o (i + #)

hat, lauten die Koppelungsgleichungen (22) einfach: & = &. Beschrinken
wir uns auf den Gebrauch Cartesischer Koordinatensysteme, so fillt
nicht nur fiir die Tensoren, sondern auch fiir die Tensorkomponenten
der Unterschied zwischen kovariant und kontravariant dahin, — Es ist
aber zu erwihnen, daB die bisher auseinandergesetzten Begriffe hin-
sichtlich des Fundamentaltensors gz nur voraussetzen, da8 er symme-
trisch und nicht-ausgeartet ist, wihrend der Einfilhrung eines Carte-
sischen Koordinatensystems der weitere Umstand zugrunde liegt, daB die
korrespondierende quadratische Form positiv-definit ist. Das ist nicht
gleichgiiltig. In der Relativititstheorie tritt zu den drei Raumkoordinaten
als vierte gleichberechtigt die Zeitkoordinate hinzu, und die MaBbestim-
mung, die in dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit gilt, beruht nicht
auf einer definiten, sondern einer indefiniten Form (Kap. III). In dieser
Mannigfaltigkeit werden wir also, wenn wir uns auf reelle Koordinaten be-
schrinken, kein Cartesisches Koordinatensystem einfilhren konnen; aber
die hier entwickelten Begriffe, die auf die Dimensionenzahl 7 = 4 zu
spezialisieren sind, behalten ihre volle Anwendbarkeit. AuBerdem spricht
die Riicksicht auf die algebraische Einfachheit des Kalklils, wie schon
am SchluB von § 4 erwdhnt wurde, gegen die ausschlieBliche Benutzung
Cartesischer Koordinatensysteme. Eudlich und vor allem aber ist es fiir
spitere Erweiterungen, die tiber die Euklidische Geometrie hinausfiihren,
von grofer Wichtigkeit, daB schon hier der affine Standpunkt selbstindig
und unabhingig von dem metrischen zu voller Geltung gebracht wird.

Die geometrischen und physikalischen Grifien sind Skalare, Vektoren
und Tensoren: darin spricht sich die mathematische Beschaffenheit des Raumes
aus, in welchem diese Grifen existieren. Die dadurch bedingte mathe-
matische Symmetrie ist keineswegs auf die Geometrie beschrénkt, sondern
kommt im Gegenteil erst in der Physik recht zur Geltung: weil die Natur-
vorginge in einem metrischen Raum sich abspielen, ist die Tensorrechnung
das natiirliche mathematische Instrument zum Ausdruck der GesetzmiBig-
keit, welche diese Vorginge beherrscht.

§ 6. Tensoralgebra. Beispiele.

Addition von Tensoren. Durch Multiplikasion einer Linearform, Bi-
linearform oder Trilinearform . .. mit einer Zahl, ebenso durch Addition
zweier Linearformen oder zweier Bilinearformen . .. entsteht immer wie-
derum eine derartige Form. Vektoren und Tensoren kann man also mit
einer Zahl (einem Skalar) multiplizieren und zwei oder auch mehrere
Tensoren der gleichen Stufe addieren. Diese Operationen werden an den
Komponenten durch Multiplikation mit der betr. Zahl, bezw. durch Addi-
tion ausgefiihrt. Im Gebiete der Tensoren jeder Stufe gibt es einen
ausgezeichneten Tensor o, dessen simtliche Komponenten verschwinden;
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zu einem beliebigen Tensor der gleichen Stufe addiert, dndert er diesen
nicht. — Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch die
Angabe der Werte gewisser Skalare und Tensoren beschrieben; daB ein
aus ihnen durch mathematische Operationen gebildeter invarianter (d. h.
nur von ihnen, nicht aber von der Wahl des Koordinatensystems abhingiger)
Tensor = o ist, darin besteht allgemein die Aussage eines Naturgesetzes.

Beispiele. Die Bewegung eines Punktes wird analytisch in der Weise
dargestellt, da8 man den Ort des beweglichen Punktes, bzw. dessen

. . . ax;
Koordinaten x; als Funktionen der Zeit ¢ angibt. Die Ableitungen —;l;

sind die kontravarianten Komponenten #‘ des Vektors »Geschwindighkeit«.
Durch Multiplikation mit der Masse 7 des bewegten Punktes, einem Skalar,
der die Trigheit der Materie zum Ausdruck bringt, erhilt man den » /mpuls«
(oder »Bewegungsgrofe«<). Durch Addition der Impulse mehrerer Massen-
punkte, bezw. aller derer, aus denen man sich in der Punktmechanik
einen starren Korper zusammengesetzt denkt, erhilt man den Gesamt-
Impuls des Punktsystems oder des starren Korpers. Bei kontinuierlicher
Massenausbreitung sind die Summen durch Integrale zu ersetzen. Das
Grundgesetz der Bewegung lautet, wenn &' die kontravarianten Kom-
ponenten des Impulses eines Massenpunktes, p* die der Kraft sind:
i

(25) %?— =2 G = mi.
Da nach unserer Auffassung die Kraft von Hause aus ein kovarianter
Vektor ist, ist dieses Grundgesetz nur in einem metrischen, nicht in einem
rein affinen Raum moglich. Dasselbe Gesetz gilt fiir den Gesamtimpuls
eines starren Korpers und die an ihm angreifende Gesamtkraft.

Multiplikation von Tensoren. Durch Multiplikation zweier Linearformen

Za,- &, 2’&; n’ der Variablen § und 7 erhilt man eine Bilinearform
i i
ot &
ik
und damit aus den beiden Vektoren ¢ und & einen Tensor 2. Stufe ¢
(26) a:bp = cip.
Durch die Gleichung (26) wird ein invarianter Zusammenhang zwischen den
Vektoren ¢ und 4 und dem Tensor ¢ dargestellt; d. h. bei Ubergang zu
einem neuen Koordinatensystem gelten fiir die (iiberstrichenen) Komponenten
dieser Groflen im neuen Koordinatensystem genau dieselben Gleichungen
@by = Cu.
In derselben Weise 1iBt sich z. B. die Multiplikation eines Tensors 1. Stufe

mit einem Tensor 2. Stufe (allgemein eines Tensors beliebiger Stufe mit
einem Tensor beliebiger Stufe) vollziehen; durch Multiplikation von

Dak mit DL,
I3 ik
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worin die griechischen Buchstaben, je nachdem sie ihre Indizes oben oder

unten tragen, kontragredient oder kogredient zu transformierende Variable
bedeuten, entspringt die trilineare Form

DabEnt L

ikl
und somit durch Multiplikation der beiden Tensoren 1. und 2. Stufe ein
Tensor ¢ der 3. Stufe:

@ b= ch.

An den Komponenten ist diese Multiplikation, wie man sieht, einfach da-
durch auszufthren, da8 jede Komponente des einen Tensors mit jeder
Komponente des andern multipliziert wird; die Jndizes miissen dabei vollig
getrennt gehalten werden. Es ist noch zu beachten, daB beispielsweise die

in bezug auf den Index /kovarianten Komponenten des soeben gebildeten
Tensors 3. Stufe

:,-i = a;bi durch ¢; = a;02;

gegeben sind. In solchen Multiplikationsformeln ist es also ohne weiteres
gestattet, irgend einen Index auf beiden Seiten der Gleichung von unten
nach oben oder von oben nach unten zu schaffen. . :

Beispiele schicfsymmetrischer und symmetrischer Tensoren. Aus zwei
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten o, & entsteht durch
Multiplikation in der einen und andern Reihenfolge und nachfolgende
Subtraktion ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe ¢ mit den kontra-
varianten Komponenten

F = agibt — Gk ¥,

In der gewohnlichen Vektorrechnung tritt dieser Tensor auf als »vekto-
rielles Produkt« der beiden Vektoren @ und 5. Zeichnet man im drei-
dimensionalen Raum einen bestimmten Schraubungssinn aus, so ist es
nimlich moglich, eine einfache umkehrbar-eindeutige Korrespondenz
zwischen diesen Tensoren und den Vektoren herzustellen, die es gestattet,
den Tensor ¢ durch einen Vektor zu reprisentieren. (Im vierdimensio-
nalen Raum ist dies schon deshalb "ausgeschlossen, weil dort ein schief-
symmetrischer Tensor 2. Stufe 6 unabhingige Komponenten besitzt,
ein Vektor aber nur 4; ebenso in Riumen von noch héherer Dimensions-
zahl) Fiir die Dimensionszahl 3 aber beruht die erwihnte Darstellung
auf folgendem. Benutzen wir lediglich Cartesische Koordinatensysteme
und fithren neben & und & noch eine willkiirliche Verschiebung & ein,
so multipliziert sich beim Ubergang von einem Cartesischen Koordinaten-
system zu einem andern die Determinante

} a* a® ad
Bt B 53 | = £23§1+£3x§2+‘,12§3
§* & &

mit der Determinante der Transformationskoeffizienten. Fiir eine ortho-
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gonale Transformation ist aber diese Determinante = == 1. Beschrinken
wir uns auf die »eigentlichen« orthogonalen Transformationen, fiir welche
diese Determinante == - 1 ist, so bleibt jene Linearform der & also

ungeéindert; demgemiB ist durch die Formeln

B=ct =, =4

mit dem schiefsymmetrischen Tensor ¢ ein Vektor ¢* in einer Weise
verkniipft, die invariant ist gegeniiber eigentlichen orthogonalen Trans-
formationen. Der Vektor ¢* ist senkrecht zu den beiden Vektoren & und
&, und seine GroBe ist (nach elementaren Formeln der analytischen Geo-
metrie) gleich dem Flicheninhalt des von den Vektoren ¢ und & aufge-
spannten Parallelogramms. — Die Ersetzung der schiefsymmetrischen
Tensoren durch Vektoren in der iiblichen Vektorrechnung mag im In-
teresse der Bezeichnungstkonomie gerechtfertigt sein. Sie verdeckt aber
in mancher Hinsicht das Wesen der Sache und gibt z. B. in der Elektro-
dynamik zu den berlichtigten Schwimmregeln Anlafl, die keineswegs ein
Ausdruck dafiir sind, daB in dem Raum, in dem sich die elektrody-
namischen Vorginge abspielen, ein ausgezeichneter Schraubungssinn
herrscht, sondern nur notwendig werden, weil man die magnetische Feld-
stirke als Vektor betrachtet, wihrend sie in Wahrheit (wie das sog.
vektorielle Produkt zweier Vektoren) ein schiefsymmetrischer Tensor ist.
Wire uns eine Raumdimension mehr beschert, so hitte es niemals zu
einem solchen Irrtum kommen konnen.

In der Mechanik tritt das schiefsymmetrische Tensorprodukt zweier
Vektoren auf 1) als Drekimpuls (Impulsmoment) um einen Punkt O: Befindet
sich in 2 ein Massenpunkt und sind §%, &% &3 die Komponenten von

O»;, ferner #° die (kontravarianten) Komponenten der Geschwindigkeit
jenes Punktes im betrachteten Moment, m seine Masse, so ist der Drehimpuls
definiert durch
Lx'k = m (ui gk . uk g[).
Der Drehimpuls eines starren Korpers um einen Punkt O ist die Summe
der den einzelnen Massenpunkten des Korpers zugehorigen Drehimpulse.
2) tritt es auf als Drekmoment einer Kraft. Greift diese im Punkte P
an und sind g ihre kontravarianten Komponenten, so ist dasselbe definiert
durch
gz'k =pi gk _pk §l'.
Durch Addition erhilt man daraus das Drehmoment eines Kriftesystems.
Fiir einen Massenpunkt wie auch fiir einen frei beweglichen starren Korper
gilt neben (25) das Gesetz
dL#* .
(27) =1

fir Drehung eines starren Korpers um den festgehaltenen Punkt O gilt

allein das Dreh-Gesetz (27).
Ein weiteres Beispiel eines schiefsymmetrischen Tensors ist die Dre/-
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geschwindigheil eines starren Korpers um den festen Punkt O. Geht bei
einer Drehung um O allgemein der Punkt P iiber in 7', so entsteht der

g s ’ P . - >
Vektor OF', also auch PP’ durch eine lineare Abbildung aus OP.

»> »> s
Sind & die Komponenten von OP, J& die von PP, v% die Kompo-
nenten jener linearen Abbildung (Matrix), so gilt

(28) 0& =k21/i &t

Wir fassen hier lediglich unendlichkleine Drehungen ins Auge; sie sind
unter den infinitesimalen Matrizen durch die weitere Eigenschaft ausge-
zeichnet, da8 identisch in &

0 (Za) = 8 (Seusst) = o

ik

25,-5 §=o.
i
Setzen wir die Ausdriicke (28) ein, so kommt
2’2’};&'5& =27Jik EE* =o.
ik ik
Das muB identisch in den Variablen § gelten, und daher ist
Vg + Vi = 0}
der Tensor mit den kovarianten' Komponenten z;; ist also schief-
symmetrisch. ,

Bei der Bewegung eines starren Korpers erfihrt der Korper wihrend
der unendlichkleinen Zeit §# eine unendlichkleine Drehung. Wir brauchen
den eben gebildeten infinitesimalen Drehungstensor # nur durch 0# zu
dividieren, um (im Limes fiir §# = 0) den schiefsymmetrischen Tensor
» Winkelgeschwindigkeit« zu erhalten, den wir wiederum mit v bezeichnen
wollen. Die Formeln (28) gehen dabei, wenn #' die kontravarianten, %

die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes 2 be-
deuten, iiber in die Grundformel der Kinematik des starren Kérpers:

(29) u =2'ﬂik g~
p

Die Existenz der »momentanen Drehaxe« folgt aus dem Umstand, daB
die linearen Gleichungen

2kt =o

%

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten ;2 im Falle n — 3 stets
Losungen besitzen, die von der trivialen §*= £* = £3= 0 verschieden
sind. — Auch die Winkelgeschwindigkeit pflegt meistens als ein Vektor
dargestellt zu werden.

Endlich bietet das bei der Drehung eines Kérpers auftretende Zrdgheits-
moment ein einfaches Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor 2. Stufe.

wird, und das liefert



§ 6. Tensoralgebra. Beispiele. 43

Befindet sich im Punkte 7, zu dem vom Drehpunkt O aus der Vektor O*l”
mit den Komponenten & fiihrt, ein Massenpunkt von der Masse », so
nennen wir den symmetrischen Tensor, dessen kontravariante Komponenten
durch m§'&* gegeben sind (Multiplikation!), die »Rotationstrigheite des
Massenpunktes (fir den Drehpunkt O). Die Rotationstriigheit 7% eines
Punktsystems oder Korpers ist definiert als die Summe dieser-fiir seine
einzelnen Punkte P zu bildenden Tensoren. Die Definition weicht von
der tiblichen ab; sie ist aber die richtige, wenn man Ernst damit macht,
die Rotationsgeschwindigkeit als einen schiefsymmetrischen Tensor und
nicht als einen Vektor aufzufassen (wie wir alsbald sehen werden). Fiir
Drehung um O spielt der Tensor 7% die gleiche Rolle wie der Skalar m
fiilr Translationsbewegung.

Verjingung. Sind af die gemischten Komponenten eines Tensors

2. Stufe, so ist Eaf eine Invariante. Sind also 2% die gemischten Kom-

1
ponenten desselben Tensors nach Ubergang zu einem neuen Koordinaten-

system, so ist
S a; = S a..
z i
Beweis: Die Variablen &, #; der Bilinearform
bt
2 a; &',
ik
sind den kontragredienten Tranformationen

. s "
§ = Dlartt, ni= 2ok,
P %

zu unterwerfen, um sie in
-kl
> atE
ik
iiberzufithren. Daraus ergibt sich

o k 7 vr
a, = Zai a, G,y
ik
—r % i 7
_dyar —_ ,Syd(ai Zarak)
r ik r 9
und das ist wegen (20')

= Za::.

. . . . !
Die aus den Komponenten af einer Matrix gebildete Invariante Zz‘z
]

heiit die Spur der Matrix.

Wir koénnen aus diesem Satz sogleich eine allgemeine Rechenoperation
ftir Tensoren, die »Verjiingunge, herleiten, die als zweite neben die
Multiplikation tritt. Indem wir in den gemischten Komponenten eines
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Tensors einen bestimmten oberen mit einem bestimmten unteren Index
zusammenfallen lassen und nach ihm summieren, erhalten wir aus dem
gegebenen Tensor einen neuen, von einer um 2 geringeren Stufenzahl;
z. B. aus den Komponenten 77, eines Tensors 5. Stufe die Komponenten

(30) Ea)lkrir = Chi
r

eines Tensors 3. Stufe. Der durch (30) dargestellte Zusammenhang ist
invariant, d. h. driickt sich in der gleichen Weise nach dem Ubergang
zu einem neuen Koordinatensystem aus:

(31) 2, =&y
r

Wir brauchen, um das einzusehen, nur zwei willkiitliche kontravariante
Vektoren &, 7' und einen kovarianten {; zu Hiilfe zu nehmen, mittels
ihrer die Komponenten

. :
Dl Bl = s
il

eines gemischten Tensors 2. Stufe zu bilden und auf ihn unsern eben

bewiesenen Satz
25 =25
I d r

anzuwenden; dann ergibt sich, wenn wir die ¢ durch (30), die ¢ durch
{31) definieren, die Formel
Dkl =3 T7,.
kil il

Es sind also in der Tat Z}; im neuen Koordinatensystem die Komponenten
desselben Tensors 3. Stufe, dessen Komponenten im alten = ¢; sind.

Beispiele fiir diese Operation der Verjiingung sind uns im vorigen
schon in Hiille und Fille begegnet. Immer wo nach gewissen Indizes
summiert wurde, trat in dem allgemeinen Summenglied der Summations-
index doppelt, einmal unten und einmal oben auf; jede solche Summation
ist die Ausfiihrung einer Verjiingung. So z. B. in Formel (29): aus vy
und & kann man durch Multiplikation den Tensor 3. Stufe ;&% bilden;
indem man dann % mit / zusammenfallen 1d8t und iiber % summiert,
ergibt sich der verjiingte Tensor 1. Stufe #;. Fiihrt eine Matrix 4 die
beliebige Verschiebung ¢ in ' = .4(¢), eine zweite Matrix B diese ¢’ in
t' = B(t/) tiber, so entspringt aus beiden Matrizen eine zusammengesetzte
BA, welche direkt ¢ in ¢ = BA(y) tiberfilhrt. Hat 4 die Komponenten
o}, B die Komponenten 4%, so sind die Komponenten der zusammen-
gesetzten Matrix B.A:

¢ = Shrat.

7

Auch hier handelt es sich um Multiplikation mit nachfolgender Verjiingung. —
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Der Proze der Verjlingung kann gleichzeitig fir mehrere Indexpaare vor-

genommen werden. Aus den Tensoren 1., 2., 3., --- Stufe mit den ko-
varianten Komponenten a;, @, @z, -+ erhilt man so insbesondere die
Invarianten

Za; a, Dlaga*, Zam a*,
: ik ikl

Wenn, wie wir hier annehmen, die dem metrischen Grundtensor ent-
sprechende quadratische Form positiv-definit ist, sind diese Invarianten
alle positiv; deon in einem Cartesischen Koordinatensystem stellen sie
sich direkt als die Quadratsummen der Komponenten dar. Die Quadrat-
wurzel aus diesen Invarianten mag, wie im einfachsten Falle des Vektors,
als der Betrag oder die GroBe des Tensors 1., 2., 3., --- Stufe be-
zeichnet werden.

Wir treffen jetzt und flir alle Zukunft die Verabredung: wenn in einem
mit Indizes behafteten Formelglied, das die Komponenten eines Tensors
bedeutet, ein Index doppelt, oben und unten vorkommt, so ist stets ge-
meint, daB fiber ibn summiert werden soll, ohne daB wir es fiir nétig
finden, ausdriicklich ein Summenzeichen davor zu setzen.

Die Operationen der Addition, Multiplikation und Verjingung setzen
nur die affine Geometrie voraus; ibnen liegt kein »metrischer Fundamental-
tensor« zugrunde. Dies ist allein fiir den ProzeB des Ubergangs von ko-
varianten zu kontravarianten Komponenten und seine Umkehrung der Fall.

Die Eulerschen Kreiselgleichungen. Zur Einlibung der Tensorrechnung
wollen wir die Eulerschen Gleichungen der kriftefreien Bewegung eines
starren Korpers um einen festen Punkt O herleiten. Wir schreiben die
Grundgleichungen (27) kovariant:

dLlix
o T

multiplizieren sie zur bequemeren Zusammenfassung mit den kontra-
varianten Komponenten o eines beliebigen konstanten (von der Zeit
unabhingigen) schiefsymmetrischen Tensors und verjiingen in bezug auf
7 und A& Ist A; gleich der iiber alle Massenpunkte zu erstreckenden

Summe
2 , miu; §k
”

L Law* = Hpw* = H

gesetzt, so ist

eine Invariante, und unsere Gleichungen konnen wir in die Formel ver-
einigen: :
(32) 1
2 — =0
3 dt

Fithren wir die Ausdriicke (29) fiir #; ein und den Trigheitstensor 7,
so wird
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(33) Hyp = v, T].

Bisher haben wir angenommen, daB ein im Raume festes Koordinaten-
system benutzt wird. Die Trigheitskomponenten 7" indern sich dann mit
der Massenverteilung im Laufe der Zeit. Benutzen wir aber statt dessen
jetzt ein im Korper festes Koordinatensystem und verstehen unter den bis-
herigen Zeichen die Komponenten der betreffenden Tensoren in bezug auf
dieses Koordinatensystem, kennzeichnen hingegen die Komponenten der-
selben Tensoren in bezug auf das raumfeste Koordinatensystem durch
Uberstreichen, so bleibt wegen der Invarianz von & die Gleichung (32)
bestehen. Die 7;* sind nunmehr Konstante; dafiir sind aber die 2% mit
der Zeit variabel. Unsere Gleichung ergibt

- a I'I,k % dwi*
(34) Wt Ha =
dw* .
Um th zu ‘bestimmen, wihlen wir zwei willkiirliche im Korper feste

Vektoren, deren kovariante Komponenten im korperfesten Koordinaten-
system == §;, bezw. 7; sind. Diese GroBen sind also Konstante, ihre Kom-

ponenten &;, 7; im raumfesten Koordinatensystem aber Funktionen der
Zeit. Es ist

w”@;m — Eafikgi,—?h

und daraus durch Differentiation nach der Zeit:

d ik : = dn
(55) W ey = (e 4 BT
Nun ist nach Formel (29) z. B.
&  _ & -
(l'_i = Wir§r = virgr-

Fir die rechte Seite der Gleichung {35) bekommt man so

@™ (57 &4 + o EiT),
und da hier eine Invariante steht, konnen wir die gestrichenen Kom-
ponenten wieder durch die ungestrichenen ersetzen:

dw'* ,
§m —ZJT = w* (&, nev + Em,or).

Dies gilt identisch in & und 7; also, wenn X beliebige Zahlen sind,

4 ik -
sz%— = w'* (‘U,‘TH;-]; + ver;'r)-
Nehmen wir darin fiir die A insbesondere \die vorher so bezeichneten
GroBen, so ist damit das zweite Glied in (34) bestimmt, und unsere
Gleichung lautet
ta

r » K7, A ik
d? (vz Hrk + (2 ]er)} w* = o0
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identisch in dem schiefsymmetrischen Tensor 2™; daher
d(Hye — Hpi) { v Hor + vk’H;r} —
at — " H,y; — v Hy,
Man filhre den Ausdruck (33) fir A ein; da wegen der Symmetrie
von 7y auch
Z/; ir = Z/Z’l/'; Trs
symmetrisch ist in 7 und £, zerstoren sich die beiden hinteren Glieder
der in der geschweiften Klammer stehenden Summe. Setzt man den
symmetrischen Tensor
Z}:"z}kr = &rs 2’;2}2 = (yv)ik)
so lauten unsere Gleichungen schlieBlich

d
(_l—t(vir T/; — Vpr _7117') = (7/’0)[,. T/: - (vv)kr 77'
Es ist bekanntlich moglich, ein Cartesisches Koordinatensystem, be-
stehend aus den »Haupttrigheitsachsene, einzufiihren, so daB darin
o { 1(i=4)
it = 1o (i F 4)
ist. Schreiben wir dann 7, anstelle von 77, analog fiir die iibrigen
Indizes, so gewinnen in diesem Koordinatensystem unsere Gleichungen
die einfache Gestalt
dvip

(Z: 4 T)—;

Das sind die Differentialgleichungen fiir die Komponenten v;; der un-
bekannten Winkelgeschwindigkeit — Gleichungen, die sich bekanntlich
durch elliptische Funktionen von # lésen lassen. Die hier auftretenden
Haupttrigheitsmomente 7; hingen mit den sich nach den iiblichen Defini-
tionen ergebenden 77 durch die Gleichungen zusammen

T} =1T,+ T, T:‘=T3+TI, If=7T,+417,.

Die von uns gegebene Behandlung des Rotationsproblems 148t sich
im Gegensatz zu der iiblichen Wort fiir Wort von dem dreidimensionalen
auf mehrdimensionale Riume {iibertragen. Das ist ja freilich in praxi
vollig belanglos. Aber erst die Befreiung von der Beschrinkung auf eine
bestimmte Dimensionszahl, die Formulierung der Naturgesetze in solcher
Gestalt, daB8 ihnen gegeniiber die Dimensionszahl als etwas Zufilliges
erscheint, biirgt uns dafiir, daB ihre mathematische Durchdringung voll-
stindig gelungen ist. —

Das Eindringen in den Tensorkalkiil hat — abgesehen von der Angst
vor Indizes, die {iberwunden werden muB — gewi8 seine. begrifflichen
Schwierigkeiten. Formal ist aber die Rechenmethodik von der duBersten
Einfachheit, viel einfacher z. B. als der Apparat der elementaren Vektor~
rechnung. Zwei Operationen: Multiplikation und Verjiingung: Neben-
einanderschreiben der Komponenten zweier Tensoren mit lauter ver-

und T =o (fir 7 £ 4)

= (Tr — 7T})(vv)ir-
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schiedenen Indizes — Identifizierung zweier Indizes oben und unten,
dann (stillschweigend) Summation nach ihm. Es ist vielfach versucht
worden, in unserm Gebiet eine solche invariante, mit den Tensoren selbst
und nicht mit jhren Komponenten arbeitende Bezeichnungsweise aus-
zubilden, wie sie in der Vektorrechnung besteht. Was aber dort am Platze
ist, erweist sich fiir den viel weiter gespannten Rahmen des Tensorkalkiils
als duBerst unzweckmiBig. Es werden eine solche Fiille von Namen,
Bezeichnungen und ein solcher Apparat von Rechenregeln nétig (wenn
man nicht doch immer wieder auf die Komponenten zuriickgreifen will),
daB damit ein Gewinn von sehr erheblichem negativem Betrag erreicht
wird. Man muB gegen diese Orgien des Formalismus, mit dem man
heute sogar die Techniker zu belistigen beginnt, nachdriicklich protestieren.

§ 7. Symmetrie-Eigenschaften der Tensoren.

Aus den Beispielen des vorigen Paragraphen geht mit aller Deutlich-
keit hervor, daB die symmetrischen und die schiefsymmetrischen Tensoren
2. Stufe, wo sie in den Anwendungen auftreten, vollig verschiedene
Grofienarten darstellen. Der Charakter einer GréBe ist demnach im all-
gemeinen noch nicht vollstindig durch die Angabe beschrieben, sie sei ein
Tensor so und sovielter Stufe, sondern es treten Symmetrie-Merkmale hinzu.

Eine Linearform mehrerer Variablenreihen heiit symmetrisci, wenn sie
sich bei Vertauschung irgend zweier dieser Variablenreihen nicht #ndert;
schiefsymmetrisch, wenn sie durch diesen ProzeB stets in ihr Negatives
umschligt. Eine symmetrische Linearform &ndert sich nicht, wenn man
die Variablenreihen irgendwie untereinander permutiert; eine schiefsymme-
trische dndert sich nicht, wenn man mit den Variablenreihen eine gerade
Permutation vorniramt, sie nimmt das entgegengesetzte Vorzeichen an, wenn
jene einer ungeraden Permutation unterworfen werden. Die Koeffizienten
a;z; einer symmetrischen Trilinearform (um die Anzahl 3 wiederum als
Beispiel zu gebrauchen) gentigen den Bedingungen

@ikl == Qp1 == QUi == Qi = Qb = dilk, _
von den Koeffizienten einer schiefsymmetrischen Trilinearform kénnen nur

die mit drei verschiedenen Indizes behafteten = o sein, und sie erfiillen
die Gleichungen

Akl == Qkli = Qlik == — Qpil == ~— Qi == — Qik .

Es kann also im Gebiet von #~ Variablen keine (nicht-verschwindenden)
schiefsymmetrischen Formen von mebr als # Variablenreihen geben. Wie
eine symmetrische Bilinearform vollstindig ersetzt werden kann durch die
quadratische Form, welche aus ihr durch Identifizierung der beiden Va-
riablenreihen hervorgeht, so ist auch eine symmetrische Trilinearform ein-
deutig bestimmt durch die kubische Form einer einzigen Variablenreihe
mit den Koeffizienten a;z;, welche aus der Trilinearform durch den gleichen
ProzeB entsteht. Nimmt man in einer schiefsymmetrischen Trilinearform
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F —_—'Zdiklgi'?k &
ikl
die 3! Permutationen der Variablenreihen &, 3, [ vor, versieht die so ent-
stehenden Formen jeweils mit dem positiven oder negativen Vorzeichen,
je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist, so steht sechsmal
die wurspriingliche Form da. Addiert man alles, so erhilt man fiir diese
die folgende Schreibweise:

& &* &
6 = —I-, NT z" i opk gl .
(59 2 Z" gk 21|

Die Eigenschaft einer Linearform, symmetrisch oder schiefsymmetrisch
zu sein, wird nicht zerstort, wenn jede Variablenreihe der gleichen linearen
Transformation unterworfen wird. Infolgedessen hat es einen Sinn, von
symmetrischen und schiefsymmetrischen kovarianten oder kontravarianten Ten-
soren zu sprechen. Im Gebiete der gemischten Tensoren aber haben diese
Ausdriicke keinen Sinn. Die symmetrischen Tensoren geben zu keinen
weiteren Bemerkungen AnlaB; etwas ausfiihrlicher miissen wir bei den
schiefsymmetrischen kovarianten Tensoren verweilen, weil diese eine ganz
besondere Bedeutung haben.

Durch die Komponenten & einer Verschiebung wird die Richtung
einer Geraden samt Richtungssinn und GroBe festgelegt. Sind &, 77 irgend
zwei voneinander linear unabhingige Verschiebungen, so wird von ihnen,
wenn man sie von einem beliebigen Punkt O auftrigt, eine Ebene auf-
gespannt. Die GréBen

Eipk — Ehpi = §ik

bestimmen durch ihr Verhiltnis in der gleichen Weise die »Stellung«
dieser Ebene (eine »Flichenrichtung«), wie die & durch ihr Verhiltnis
die Richtung einer Geraden (eine »Linienrichtung«) bestimmen. Die &#
sind dann und nur dann alle = o, wenn die beiden Verschiebungen
&% =7 linear abhingig sind und also keine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit aufspannen. Mit zwei linear unabhingigen Verschiebungen §
und 7 ist in der aufgespannten Ebene ein Drehungssinn verkniipft: der
Sinn derjenigen Drehung in der Ebene um O, welche die Richtung von &
durch einen Winkel < 1807 in die Richtung von % iiberfiihrt; und auBler-
dem eine bestimmte MaBzahl (GréBe), nimlich der Flicheninhalt des
von & und 7 aufgespannten Parallelogramms. Trigt man zwei Verschie-
bungen &, 7 von einem beliebigen Punkt O, zwei Verschiebungen §&,, 1,
von einem beliebigen Punkt O, ab, so sind diese dem einen und dem
andern Paar zugehérigen Dinge: Ebenenstellung, Drehsinn und GroBe
dann und nur dann miteinander identisch, wenn die &% des einen und
andern Paares miteinander iibereinstimmen:

. ok y
§nt — &' = Gl — &L
Wie also die & die Richtung einer Geraden samt Richtungssinn und
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, 4



50 Der Euklidische Raum.

GroBe bestimmen, so die §# die Stellung einer Ebene samt Umlaufssinn
und GroBe; man sieht die volle Analogie.

Um ibr Ausdruck zu geben, koénnte man das erste Gebilde ein ein-
dimensionales, das zweite ein zweidimensionales Raumelement nennen. Wie
das Quadrat der GroBe eines eindimensionalen Raumelements durch die

Invariante ) )
Eif=gunb&*=Q(§)
gegeben wird, so das Quadrat der GréBe des zweidimensionalen Raum-
elements nach den Formeln der analytischen Geometrie durch
5% &
man kanp dafiir auch schreiben
Ema(S'n* — &) = (E:8) (n*na) — (Eir)(E*na)
Q(8)-Qe(n) — Q*(En)-
In dem gleichen Sinne sind die aus drei unabhingigen Verschiebungen
& 1, { entspringenden Determinanten

I

§ & &
EH = | i gk ot
S S

die Komponenten eines dreidimensionalen Raumelements, dessen GroBe
durch die Quadratwurzel aus der Invariante

55* 8
gegeben ist. Im dreidimensionalen Raum ist diese Invariante
—_— 123 ___ . skl £123
= §.3 §" = gui ok £ 513,

und da &% = o= §™*3 ist, je nachdem 7%/ eine gerade oder ungerade
Vertauschung von 123 ist, so bekommt sie den Wert

g (™%
wo g die Determinante der Koeffizienten g;z der metrischen Fundamental-
form ist. Das Volumen des Parallelepipeds wird somit

R

=Vg-abs.| n° 9* 73

£s g
Das befindet sich in Ubereinstimmung mit elementaren Formeln der
analytischen Geometrie. — In einem mehr als dreidimensionalen Raum

konnen wir dann weiter zu vierdimensionalen Raumelementen tibergehen, usf.-

Wie nun ein kovarianter Tensor 1. Stufe jedem eindimensionalen Raum-
element (jeder Verschiebung) in linearer, vom Koordinatensystem unab-
hingiger Weise eine Zahl zuordnet, so ein schiefsymmetrischer kovarianter
Tensor 2. Stufe jedem zweidimensionalen Raumelement, ein schiefsymme-
trischer kovarianter Tensor 3. Stufe jedem dreidimensionalen Raumelement
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usf.; das geht aus der Schreibweise (36) unmittelbar hervor. Aus diesem
Grunde halten wir uns fiir berechtigt, die kovarianten schiefsymmetrischen
Tensoren schlechtweg als Zneare Tensoren zu bezeichnen. Von Operationen
im Gebiet der linearen Tensoren erwihnen wir die beiden folgenden:

(37) aibk bl ak&; =ik
(38) @ibpr - arbs + b = ciu;

die erste erzeugt aus zwei linearen Tensoren 1. Stufe einen solchen
2. Stufe, die zweite aus einem linearen Tensor 1. und einem 2. Stufe
einen solchen 3. Stufe.

Zuweilen treten Zompliziertere Symmetrie-Bedingungen auf als die bisher
betrachteten. So spielen im Gebiet der Quadrilinearformen # (& n & 1)
diejenigen eine besondere Rolle, welche den Bedingungen gentigen:

(39,) FnE&n) = F(Enn' &)= — F(En&7');
(39.) FE 0 &) =FEn&y);
(39,) FEnE )+ FES ) + FEn'nE) =o.

Es zeigt sich nimlich, daB zu jeder quadratischen Form eines willkiirlichen
zweidimensionalen Raumelements
gk = Eigh — Ehpd

eine und nur eine diesen Symmetriebedingungen geniigende Quadrilinear-
form F gehort, aus der durch Identifizierung des zweiten Variablenpaars
& 7' mit dem ersten & 7 jene quadratische Form entseht. Kovariante
Tensoren 4. Stufe mit den Symmetrie-Eigenschaften (39) hat man demnach
zur Darstellung von Funktionen zu benutzen, die quadratisch von einem
Flichenelement abhingen.

Die allgemeinste Gestalt der Symmetriebedingung fiir einen Tensor F
der 5. Stufe — wir halten uns an ein bestimmtes Beispiel — dessen 1., 2.
und 4. Variablenreihe kontragredient, dessen 3. und 5. kogredient zu
transformieren ist, lautet so:

S esFs =o;
S

darin bedeutet .S alle Permutationen der 5 Variablenreihen, bei denen die
kontragredienten untereinander vertauscht werden und ebenso die kogre-
dienten, Fs diejenige Form, die durch die Permutation S aus / entsteht,
¢s ein System bestimmter Zahlen, die den Permutationen .S zugeordnet
sind. Die Summation erstreckt sich iiber alle Permutationen .S. Der Symme-
triecharakter einer bestimmten Art von Tensoren driickt sich in einer oder
mehreren solchen Symmetriebedingungen aus.

§ 8. Tensoranalysis. Spannungen.

GréBen, die den von Ort zu Ort wechselnden Zustand eines riumlich
ausgebreiteten physikalischen Systems beschreiben, haben nicht einen Wert

4*
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schlechthin, sondern nur »in jedem Punkte«; sie sind, mathematisch aus-
gedriickt, »Funktionen des Orts¢. Je nachdem es sich um einen Skalar,
Vektor oder Tensor handelt, sprechen wir von einem skalaren, Vektor-
oder Tensor-Feld. Ein solches ist also gegeben, wenn jedem Punkte des
Raumes oder eines bestimmten Raumgebietes ein Skalar, Vektor oder
Tensor der betr. Art zugeordnet ist. Benutzen wir ein bestimmtes Ko-
ordinatensystem, so erscheinen dann der Wert der skalaren GroBe, bzw.
die Werte der Komponenten der vektoriellen oder tensoriellen GroBe
in diesem Koordinatensystem als Funktionen der Koordinaten eines in
dem betreffenden Gebiete variablen Raumpunktes.

Die Tensoranalysis lehrt, wie durch Differentiation nach den Raum-
koordinaten aus eimem Tensorfeld ein neues in einer vom Koordinaten-
system unabhiingigen Weise hergeleitet werden kann. Sie ist wie die
‘Tensoralgebra von #uBerster Einfachheit: sie kennt nur eine Operation,
die Differentiation.

Ist

P =f(x% %) = f(2)
ein gegebenes Skalarfeld, so ist die einer infinitesimalen Verrlickung des

Argumentpunktes, bei welcher dessen Koordinaten x; die Anderung dx;

erfahren, entsprechende Anderung von ¢ gegeben durch das totale Diffe-
rential

d 3
df =3 fd L+ - fd JEEp +§-dx,,.

Der Sinn dieser Formel ist der, daB, wenn A x; zunichst die Kompo-
nenten einer endlichen Verrtickung sind und 4/ die zugehérige Anderung
von f, der Unterschied zwischen

- df und Z%Jx,-

mit den Verriickungskomponenten nicht nur absolut zu o herabsinkt, sondern
relativ zu der GroBe der Verriickung, die etwa durch |Ax, | + | dx, | + --+
~+ | 4%, | gemessen werde. Wir ordnen diesem Differential die Linearform

be,

der Variablen & zu. Fiihren wir die ganze Konstruktion noch in einem
andern, iiberstrichenen Koordinatensystem durch, so geht aus der Be-
deutung des Differentials hervor, daB die erste Linearform in die zweite

iibergeht, wenn die &’ der zu den Grundvektoren kontragredienten Trans-
formation unterworfen werden. Es sind daher

o Y

dx, ' dx,’ Y dx,
die kovarianten Komponenten eines Vektors, der aus dem Skalarfeld ¢
in einer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt. In der
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gewohnlichen Vektorrechnung tritt er als Gradient auf und wird durch
das Symbol grad ¢ bezeichnet.

Diese Operation 148t sich sofort von einem skalaren auf ein beliebiges
Tensorfeld iibertragen. Seien z. B. f%(x) die in bezug auf 7, 4 kovarianten,
in bezug auf % kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 3. Stufe;
dann ist

ShEamitk

eine Invariante, wenn wir unter den &, die Komponenten eines willkiir~
lichen, aber konstanten, d. h. vom Orte unabhingigen kovarianten Vektors
verstehen, unter 7%, {/ die Komponenten je eines ebensolchen kontra-
varianten Vektors. Die einer infinitesimalen Verriickung mit den Kom-
ponenten dx; entsprechende Anderung dieser Invariante ist gegeben durch

o .
bixkg_ ghr]‘;kdxh
und folglich sind
M
ikl — bxl

die Komponenten eines Tensorfeldes 4. Stufe, das in einer vom Koordi-
natensystem unabhingigen Weise aus dem gegebenen entspringt. Das
ist der Prozess der Differentiation; durch ihn wird, wie man sieht, die
Stufenzahl des Tensors um 1 erhoht. Es ist noch zu bemerken: wegen
der Unabhingigkeit des metrischen Fundamentaltensors vom Ort erhilt
man z. B. die in bezug auf den Index Z kontravarianten Komponenten
des eben gebildeten Tensors, indem man unter dem Differentiations-
ik

zeichen den Index 2 nach oben schafft: b—;—; die Verwandlung von
/

kovariant in kontravariant und die Differentiation sind vertauschbar. Die
Differentiation kann rein formal so ausgefithrt werden, als ob der betr.
Tensor mit einem Vektor multipliziert wiirde, dessen kovariante Kom-

ponenten
L
(40) dx,’ ox,’ ' dx,

. . . . ) .
sind; dabei wird der Differentialquotient —9{ als symbolisches Produkt

von f mit —2—0— behandelt. Den symbolischen Vektor (40) findet man in

der Literatur 6fter mit dem geheimnisvollen Namen » Nabla-Vektor« belegt.
Beispiele. Aus dem Vektor mit den kovarianten Komponenten #; ent-

. du; . -
springt der Tensor 2. Stufe 33—;— = w;z. Daraus bilden wir insbesondere
2

dus _ duy
(41) dxz Ox;
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Diese GroBen sind die kovarianten Komponenten eines linearen Tensors
2. Stufe; in der gewdhnlichen Vektorrechnung tritt er (mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen) als Rofation (rot oder curl) auf. Hingegen sind

die GréBen

1 bu; duy

: (bm + bxz-)
die kovarianten Komponenten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe. Bedeutet
der Vektor » die Geschwindigkeit kontinuiérlich ausgebreiteter, sich be-
wegender Materie als Funktion des Orts, so gibt das Verschwinden dieses
Tensors an einer Stelle kund, da8 die unmittelbare Umgebung der Stelle
sich wie ein starrer Korper bewegt; er verdient daher, als » Verzerrungs-
Tensor< bezeichnet zu werden. Endlich aber entsteht aus 2. durch
Verjtingung der Skalar

1Y%
b—x,-’
in der Vektorrechnung als Divergenz (div) bekannt.
Aus einem Tensor 2. Stufe mit den gemischten Komponenten S§%
entspringt durch Differentiation und Verjingung der Vektor
0SF
bxk )
Sind 7;z die Komponenten eines linearen Tensorfeldes 2. Stufe, so
entsteht entsprechend der Formel (38), in der wir 4 durch 2 und @ durch

den symbolischen Vektor »Differentiation« ersetzen, aus ihm der lineare
Tensor 3. Stufe- mit den Komponenten

aﬂkl aZ/Iz avzk
m bx/, + bxz

Der Tensor (41), rot, verschwindet, wenn #»; Gradient eines Skalarfeldes
ist; der Tensor (42) verschwindet, wenn v;; die rot eines Vektors z; ist.

Spannungen. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Tensorfeld bilden die
Spannungen in einem elastischen Korper; von diesem Beispiel her haben
die Tensoren ihren Namen erhalten. In einem elastischen Kérper, an
dessen Oberfliche Zug~ oder Druckkrifte angreifen, auf dessen Inneres
auBerdem irgendwelche an den einzelnen Teilen der Materie angreifende
»Volumkrifte« (z. B. die Schwerkraft) wirken, stellt sich ein Gleich-
gewichtszustand her, in dem die durch die Verzerrung beanspruchten
Kohisionskrifte der Materie jenen eingeprigten Kriften das Gleichgewicht
halten. Schneiden wir ein beliebiges Stiick / der Materie in Gedanken
aus dem Korper heraus, lassen es erstarren und entfernen die iibrige
Materie, so werden die eingeprigten Volumkrifte fir sich an diesem
Stlick der Materie sich nicht das Gleichgewicht halten; sie sind aber ins
Gleichgewicht gesetzt durch die auf die Oberfliche .Q des Stiickes J
wirkenden Druckkrifte, die von dem weggeschmttenen Teil der Materie
auf J ausgeiibt werden. In der Tat haben wir uns, wenn wir auf die

(42)
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atomistische Feinstruktur der Materie nicht eingehen, vorzustellen, daB
die Kohisionskrifte nur in der unmittelbaren Beriihrung wirksam sind,
so daB also die Einwirkung des weggeschnittenen Materieteils auf / durch
solche oberflichlichen Druckkrifte mu8 ersetzt werden konnen; und zwar
darf, wenn & do die auf ein Oberflichenelement #o wirkende Druck-
kraft ist, @ also den Druck pro Flicheneinheit bedeutet, € nur abhingen
von der Stelle, an der sich das Flichenelement do befindet und von der
ins Innere von /J gerichteten Normalen 7z dieses Flichenelements (welche
die »Stellunge von do charakterisiert). Fir & schreiben wir, um die
letztere Abbingigkeit auszudriicken, &,. Bedeutet — » die der Normale
n entgegengesetzte Normalenrichtung, so folgt aus dem Gleichgewicht fiir
eine kleine, unendlich diinne Scheibe, da8

(43) @—-u - @n

sein muf.

Wir benutzen Cartesische Koordinaten x,, x,, x,. Die Druckkrifte
pro Flicheneinheit an einer Stelle, welche gegen ein Flichenelement
daselbst wirken, dessen innere Normale in die Richtung der positiven x,,
bzw. x,, bzw. x,-Achse fillt, mogen mit &,, &,, &, bezeichnet werden.
Wir wihlen irgend drei positive Zahlen «,, @,, @, und eine positive Zahl ¢,
die gegen o konvergieren soll (wihrend die @; festbleiben). Wir tragen
vom betrachteten Punkt O aus in Richtung der positiven Koordinaten-
achsen die Strecken

OP, = ¢a,, OPF, =¢a,, OP, = ca,
ab und betrachten das infinitesimale Tetraeder OZ, P, ; mit den »Winden«
OPF, P, OP,P, OF,F, und dem »Dach« P, P, P,. Ist f der Flichen-
inhalt des Daches und o,, «,, «, die Richtungskosinusse seiner inneren
Normalen 7, so sind die Flicheninhalte der Winde

—fo (:‘ %Ezan a3)7 —f Cyy ——f Gy
Der Druck auf die Winde und das Dach betrigt also insgesamt bei un-
endlich kleinem ¢:
f{@” - ((11 @1 + «a, @2 + A @3)}
f ist von der GroBenordnung &?; die auf das Tetraedervolumen wirkende

Volumkraft ist aber nur von der GréBenordnung €3 Daher muB zufolge
der Gleichgewichtsbedingung
6, =6, + 6, + 6,

sein. Mit Hilfe von (43) tibertridgt sich diese Formel unmittelbar auf
den Fall, daB das Tetraeder in einem der iibrigen 7 Oktanten gelegen
ist. Nennen wir die Komponenten von &; in bezug auf die Koordinaten-
achsen Si, Si, S;; und sind &, #° die Komponenten zweier beliebiger
Verschiebungen von der Linge 1, so ist

(44) Zk' Sie§in®
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die in die Richtung von 7 fallende Komponente derjenigen Druckkraft,
die gegen ein Flichenelement mit der inneren Normale £ stattfindet.
Die Bilinearform (44) hat also eine vom Koordinatensystem unabhingige
Bedeutung, und Si sind die Komponenten eines Tensorfeldes »Spannunge.
Wir operieren hier auch weiter mit rechtwinkligen Koordinatensystemen,
so daB wir zwischen kovariant und kontravariant nicht zu unterscheiden
brauchen.

Wir bilden den Vektor &; mit den Komponenten Sy, S., Sy
Die in die Richtung der inneren Normale 7 eines Fliachenelements fallende
Komponente von &; ist dann gleich der x,-Komponente von &,. Die
x,-Komponente der Gesamt-Druckkraft, die auf der Oberfliche 2 des
herausgeschnittenen Materiestlicks / liegt, ist daher gleich dem Ober-
flachenintegral der normalen Komponente von &), und das ist nach dem
GauBlschen Satz gleich dem Volumintegral

— [div®, - av;
¥

das gleiche gilt fiir die x,- und x,-Komponente. Wir haben also den
Vektor p mit den Komponenten

0.5%;

pi=— 2 dxz

zu bilden (das ist, wie wir wissen, ein invariantes Bildungsgesetz); einer
Volumkraft von der Richtung und Stirke p pro Volumeinheit sind die

Druckkrifte © in dem Sinne #quivalent, daB fiir jedes herausgegriffene
Stlick Materie /J

(45) <}/6”d0 =yjp(lV

ist. Ist ¥ die eingeprigte Kraft pro Volumeinheit, so lautet die erste
Gleichgewichtsbedingung fiir das erstarrt gedachte Materiestiick

Slp+Hav=o,
¥y .
und da dies fiir jeden Teil / zutreffen muB:

(46) y-+ f=o.
Wihlen wir einen beliebigen Anfangspunkt O und bedeutet t den

Radiusvektor 3;’ nach dem Argumentpunkt 7, die eckige Klammer das
»vektorielle Produkt, so lautet die zweite Gleichgewichtsbedingung, die
Momentengleichung:

2

St &)do+ [t f]dV = o,
¥

und da allgemein (46) gilt, muB also auBer (45) auch noch
S &) do= [Tt,p) dV
g

2
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sein. Die x,-Komponente von [r, &,] ist gleich der in der Richtung #
genommenen Komponente von x, ©; — x, &}; daher ist nach dem GauB-
schen Satz die x,-Komponente der linken Seite

= — [div (r, &} — x,8) dV,
¥

und es kommt die Gleichung
div (x, &) — 5, &) = — (1,2, — 5,2,).
Die linke Seite ist aber
(x, div &; — x, div &) 4 (&; - grad x, — &, - grad x,)
- (xa])3 - x3pz) -+ (Sz?. - Ssz)‘
Demnach ergibt diese Gleichgewichtsbedingung, wenn wir auBer der x,-
noch die x,~ und x,-Komponente bilden:

Sy =5S,, S,=S5

13

S = S5,
d. h. die Symmetrie des Spannungstensors S. TFiir eine beliebige Ver-

schiebung mit den Komponenten & ist
s
Zg& gk

die in die Richtung von & fallende Komponente der Druckkraft pro
Flicheneinheit, welche gegen ein senkrecht zu dieser Richtung gestelltes
Flichenelement wirkt. (Hier darf nun wieder ein beliebiges affines Koor-
dinatensystem benutzt werden.) Die Spannungen sind einer Volumbkraft
vollstindiy dquivalent, deren Dichte p sich nack den invarianten Formeln

(47) =2
47 P‘ - d Xz
berechnet. — Im Falle eines allseitig gleichen Drucks p ist
3
% = . . ;T e— = .
Sl .? 6‘ ’ pl bxi

Durch das Vorige hat nur der Begriff der Spannung seine exakte
Formulierung und mathematische Darstellung gefunden. Zur Aufstellung
der Grundgesetze der Elastizititstheorie ist es weiterhin erforderlich, die
Abhingigkeit der Spannung von der durch die eingeprigten Krifte be-
wirkten Verzerrung der Materie zu ermitteln. Wir haben keinen AnlaB,
hier darauf niher einzugehen.

§ 9. Das stationdre elektromagnetische Feld.

Wo bisher von mechanischen oder physikalischen Dingen die Rede
war, geschah es zundchst zu dem Zweck, zu zeigen, worin sich deren
riumliche Natur kundgibt: nimlich darin, daB sich ihre Gesetze als in-
variante Tensorrelationen ausdriicken, Wir hatten dadurch aber zugleich
Gelegenheit, die Bedeutung der Tensorrechnung an konkreten Beispielen
klar zu machen und spitere Auseinandersetzungen vorzubereiten, die sich
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griindlicher mit physikalischen Theorien — um ihrer selbst willen und
wegen ihrer Bedeutung fiir das Zeitproblem — befassen werden. In
dieser Hinsicht wird nun namentlich die Z%eorie des elektromagnetischen
Feldes, das vollkommenste Stiick Physik, das wir heute kennen, von gréSter
Wichtigkeit werden. Hier betrachten wir sie nur insofern, als die Zeit
noch nicht in Frage kommt, d. h. wir beschrinken uns auf zeitlich un-
verinderliche stationire Verhiltnisse.

Das Coulombsche Gesetz der Elektrostatik liBt sich folgendermaBen
aussprechen: Sind im Raum irgendwelche Ladungen mit der Dichte @
verteilt, so iiben sie auf eine Punktladung ¢ die Kraft

{48) R=¢-C
aus, worin
__f e
(49) €= f4nr3dV.

Hier bedeutet ¥ den Vektor 57’, der vom »Aufpunkte O, in welchem €
bestimmt werden soll, zum Argument- oder »Quell«-Punkt 2 fiihrt, nach
dem integriert wird; » seine Linge; 4V das Volumelement. Die Kraft
setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen, der Ladung ¢ des kleinen
Probekorpers, die nur von dessen Zustand abhingt, und der »Feldstirke«
€, welche im Gegenteil allein durch die gegebene Ladungsverteilung im
Raum bestimmt ist. Wir machen uns die Vorstellung, daB auch dann,
wenn wir an keinem Probekérper die Kraft & beobachten, durch die im
Raume verteilten Ladungen ein »elektrisches Feld« hervorgerufen wird,
das durch den Vektor & beschrieben ist; an einer hereingebrachten
Punktladung e gibt es sich durch die Kraft (48) kund. € konnen wir
aus einem Potential ¥*) — ¢ ableiten nach der Formel

(50) @=grad(p, -—471:(;)'= .:)T av.

Daraus folgt, 1) daB & wirbelfrei ist, und 2) daB der FluB von € durch
irgend eine geschlossene Oberfliche gleich den von dieser Oberfliche
umschlossenen Ladungen ist, oder daB die Elektrizitit Quelle des elek-
trischen Feldes ist; in Formeln
(51) rot € =o, divE=p.
Aus diesen einfachen Differentialgesetzen geht riickwirts wieder das
Coulombsche Gesetz hervor unter Hinzunahme der Bedingung, daB das
Feld € im Unendlichen verschwindet. Machen wir nimlich zufolge der
ersten dieser Gleichungen (51) den Ansatz € = grad ¢, so ergibt sich
aus der zweiten zur Bestimmung von ¢ die Poissonsche Gleichung
4@ = g, deren Losung durch (50) geliefert wird.
Das Coulombsche Gesetz ist ein Fernwirkungsgesetz: in ihm erscheint
*) Um spiiterer Zwecke willen (§ 25) mub ich hier die iibliche Bezeichnung @ des
Potentials in — ¢ ab#indern.
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die Feldstirke an einer Stelle abhingig von den Ladungen an allen
andern Stellen, den nichsten und fernsten, im Raum. Im Gegensatz
dazu driicken die viel einfacheren Formeln (5x1) Nakewirkungsgesetze aus:
da zur Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion an einer
Stelle die Kenntnis ihres Wertverlaufs in einer beliebig kleinen Umgebung
dieser Stelle geniigt, sind durch (51) die Werte von ¢ und € an einer
Stelle und deren unmittelbarer Umgebung miteinander in Zusammenhang
gebracht. Diese Nahewirkungsgesetze fassen wir als den wahren Ausdruck
des in der Natur bestehenden Wirkungszusammenhanges auf, (49) aber
nur als eine daraus sich ergebende mathematische Konsequenz; auf Grund
der Gesetze (51), die eine so einfache anschauliche Bedeutung haben,
glauben wir zu verste/en, woher das Coulombsche Gesetz kommt. Gewif§
folgen wir hier vor allem einem erkenntnistheotetischen Zwang; schon
Leibniz hat die Forderung der Kontinuitit, der Nahewirkung als- ein
allgemeines Prinzip formuliert und sich aus diesem Grunde mit dem
Newtonschen Fernwirkungsgesetz der Gravitation, das ja dem Coulomb-
schen vollig entspricht, nicht befreunden konnen. Daneben kommt aber
die mathematische Durchsichtigkeit und der einfache anschauliche Sinn
der Gesetze (51) in Betracht; immer wieder machen wir in der Physik
die Erfahrung, daB, wenn wir erst einmal dazu gelangt sind, die Gesetz-
miBigkeit eines bestimmten Erscheinungsgebietes véllig zu durchdringen,
sie ‘sich in Formeln von vollendeter mathematischer Harmonie ausspricht.
SchlieBlich legt, was das Physikalische betrifft, die Maxwellsche Theorie
in jhrer Weiterentwicklung bestéindig Zeugnis davon ab, von wie unge-
heurer Fruchtbarkeit der Schritt von der alten Fernwirkungsvorstellung
zu der modernen der Nahewirkung war.

Das Feld bt auf die Ladungen, welche es erzeugen, eine Kraft aus,
deren Dichte pro Volumeinheit durch die Formel

(52) p=0C

gegeben ist: so werden wir die Gleichung (48) in strenger Weise zu
deuten haben. Bringen wir einen geladenen Probekérper in das Feld
hinein, so gehért auch seine Ladung mit zu den felderzeugenden La-
dungen, und die Formel (48) wird nur dann zur richtigen Bestimmung
des vor dem Hineinbringen des Probekérpers herrschenden Feldes €
dienen kénnen, wenn die Probeladung ¢ so schwach ist, daB sie das Feld
nur unmerklich veriindert. Es ist das eine Schwierigkeit, die sich durch
die ganze experimentelle Physik hindurchzieht: daB wir durch das Herein-
bringen des MeBinstruments die urspriinglichen Verhiltnisse, welche ge-
messen werden sollen, storen; daher stammen zum guten Teil die Fehler-
quellen, auf deren Elimination der Experimentator so viel Scharfsinn
verwenden mu8.

Das Grundgesetz der Mechanik: Masse >< Beschleunigung = Kraft
lehrt, was fiir eine Bewegung der Massen unter dem Einflu gegebener
Krifte (bei gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten) eintritt. Was aber Kraft
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ist, lehrt die Mechanik nicht; das erfahren wir in der Physik. Das Grund-
gesetz der Mechanik ist ein offenes Schema, das cinen konkreten Inhalt
erst gewinnt, wenn der in ihm auftretende Kraftbegriff durch die Physik
ausgefiillt wird. Die ungliicklichen Versuche, die Mechanik als eine ab-
geschlossene Disziplin fiir sich zu entwickeln, haben sich daher auch
niemals anders zu helfen gewuBt als dadurch, da8 sie das Grundgesetz
zu einer Worterklirung machten: Kraft dedeutet Masse >< Beschleunigung.
Hier in der Elektrostatik erkennen wir aber fiir ein besonderes physika-
lisches Erscheinungsgebiet, was Kraft ist und wie sie sich gesetzmiBig
durch (52) aus den Zustandsgrofen Ladung und Feld bestimmt. Sehen
wir die Ladungen als gegeben an, so liefern die Feldgleichungen (51)
den Zusammenhang, durch welchen die Ladungen das von ihnen erzeugte
Feld determinieren. Was aber die Ladungen betrifft, so wei man, ‘daB
sie an die Materie gebunden sind. Die moderne Elektronentheorie zeigte,
daB das in einem ganz strengen Sinne verstanden werden kann: die
Materie besteht aus Elementarquanten, den Elektronen, die eine véllig
bestimmte unverinderliche Masse und dazu eine véllig bestimmte unver-
inderliche Ladung besitzen. Wo immer wir das Auftreten neuer Ladungen
beobachten, beruht dies lediglich darauf, daf positive und negative Ele-
mentarladungen, die vorher so nahe beieinander waren, daB sie sich in
ihrer Fernwirkung vollstindig kompensierten, auseinandertreten; es »ent-
steht« daher bei solchen Prozessen auch immer gleichviel positive und
negative Elektrizitit. Damit schlieBen sich die Gesetze zu einem Zykel:
die Verteilung der mit ein fiir allemal festen Ladungen versehenen Ele-
mentarquanten der Materie und (wie man bei nicht-stationiren Verhilt-
nissen hinzufiigen muB) ihre Geschwindigkeiten bestimmen das Feld; das
Feld iibt auf die geladene Materie €ine durch (52) gegebene pondero-
motorische Kraft aus; die Kraft bestimmt nach dem Fundamentalgesetz
der Mechanik die Beschleunigung und damit die Verteilung und Ge-
schwindigkeit der Materie im nichsten Moment. ZErst dieser ganze theo-
retische Zusammenhang ist einer experimentellen Nachpriifung fihig —
wenn wir annehmen, da8 die Bewegung der Materie das ist, was wir
direkt beobachten konnen (was librigens auch nur bedingt zugegeben
werden kann); nicht aber ein einzelnes, aus diesem theoretischen Geflige
herausgerissenes Gesetz! Der Zusammenhang zwischen der unmittelbaren
Erfahrung und dem, was die Vernunft begrifflich als das hinter ihr
steckende Objektive in einer Theorie zu erfassen sucht, ist nicht so ein-
fach, daB jede einzelne Aussage der Theorie fiir sich einen unmittelbar
in der Anschauung zu verifizierenden Sinn besiBe. Wir werden im
folgenden immer deutlicher sehen, daB Geometrie, Mechanik und Physik
in dieser Weise eine unlosbare theoretische Einheit bilden, etwas, das
man immer a/s Ganzes vor Augen haben muB, wenn man danach fragt,
ob jene Wissenschaften die in allem subjektiven BewuBtseins-Erleben sich
bekundende, dem BewuSitsein transzendente Wirklichkeit verniinftig deuten:
die Wahrheit bildet ein System. — Im iibrigen ist das hier in seinen
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ersten Ziigen geschilderte physikalische Weltbild charakterisiert durch den
Dualismus von Materie und Feld, die sich in gegenseitiger Wechselwirkung
befinden; erst durch die Relativititstheorie ist dieser Dualismus, und zwar
zugunsten einer reinen Feldphysik, tiberwunden worden (vgl. § 24).

Die ponderomotorische Kraft im elektrischen Feld ist schon von Faraday
auf Spamnungen zurilickgefiihrt worden. Benutzen wir ein rechtwinkliges
Koordinatensystem x,, ,, %,, in welchem £, £,, E; die Komponenten der
elektrischen Feldstirke sind, so ist die x;-Komponente der Kraftdichte

dE, VE VE,
0 E = E: T 2 4 "7,
Py E’(ax, +i ax})
Durch eine einfache, die Wirbellosigkeit von € beriicksichtigende Umrech-
nung findet man daraus, da8 die Komponenten p; der Kraftdichte sich nach
den Formeln (47) aus einem Spannungstensor ableiten, dessen Komponenten
Siz in dem folgenden quadratischen Schema zusammengestellt sind:

| 3(E+E,—E), —EE, — L E,
(53) —E2E17 %(E§+E:_EZ)7 _E2E3
_E3Ex ) —E3E27 %(Ef_'—E:—Eg)

Wir sehen, daB die Symmetriebedingung Sz = Si erfiillt ist. Vor allem
ist aber von Wichtigkeit, daB die Komponenten des Spannungstensors
an einer Stelle nur von der elektrischen Feldstirke an dieser Stelle ab-
hingen. (Sie hingen zudem nur von dem X#e/d, nicht auch von der
Ladung ab.) Immer wenn eine Kraft p sich nach (47) auf Spannungen .S,
die einen symmetrischen Tensor 2. Stufe bilden, zurlickfithren 14B8t, welcher
nur von den Werten der den physikalischen Zustand beschreibenden Zustands-
groBen an der betreffenden Stelle abhingt, werden wir diese Spannungen
als das Primire, die Kraftwirkungen als ihre Folge zu betrachten haben.
Mathematisch erhellt die Berechtigung dieser Auffassungsweise daraus,
daB die Kraft p sich aus der Spannung durch Differentiation ergibt; die
Spannungen liegen also gegeniiber den Kriften sozusagen um eine Diffe-
rentiationsstufe weiter zuriick und hingen trotzdem nicht, wie es fir ein
beliebiges Integral der Fall wire, von dem ganzen Verlauf der Zustands-
groBen, sondern nur von ihrem Wert an der betr. Stelle ab. Daraus, da
sich die elektrostatischen Krifte, welche geladene Korper aufeinander aus-
iiben, auf einen symmetrischen Spannungstensor zuriickfiihren lassen, folgt
noch, daB die resultierende Gesamtkraft wie auch das resultierende Dreh-
moment verschwindet (weil das iber den ganzen Raum erstreckte Integral
einer Divergenz stets o ist); das besagt, daB sich ein abgeschlossenes
System geladener Massen, das anfangs ruht, nicht aus sich selbst als
Ganzes in translatorische oder rotatorische Bewegung versetzen kann.
Der Tensor (53) ist natiirlich unabhingig von der Wahl des Koordi-
natensystems. Fiihren wir das Quadrat des Betrages der Feldstirke ein

| E|* = E; E,
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so ist in der Tat

Sie =8| E|*— E; Ep:
das sind die kovarianten Spannungskomponenten nicht nur in einem Cartesi~
schen, sondern in einem beliebigen affinen Koordinatensystem, wenn die
E; die kovarianten Komponenten der Feldstirke sind. Die anschauliche Be-
deutung der Spannungen ist tiberaus einfach. ‘Benutzen wir an einer Stelle
rechtwinklige Koordinaten, deren x,-Achse in die Richtung von € weist:

‘EI='E,7 Eﬂ=°7 E3=°7
so finden wir: sie bestehen aus einem Zug von der Stirke f|Z|* in

Richtung der Kraftlinien und einem Druck von der gleichen Stirke
senkrecht zu ihnen.

Die elektrostatischen Grundgesetze kinnen wir in invarianter Tensorgestall
Jetst so zusammenfassen:

0 0E; VE 3

— —— =0, bw. E =

A dxz dx; dx;’

(54) 11 dEE
I (II) bx,- - Q ?
(I11) Sit = 380 | E|*— E: Ep.
Einem System einzelner Punktladungen ¢, ¢, ¢, ... kommt die
potentielle Energie
=1 St
: 8w 51 e

zu; 7; bedeutet die Entfernung der beiden Ladungen ¢; und ¢;z. Dies
besagt, daB die virtuelle Arbeit, welche die an den einzelnen Punkten
angreifenden (von den Ladungen der tibrigen Punkte herriihrenden) Krifte
bei einer infinitesimalen Verriickung der Punkte leisten, ein totales Diffe-

rential, nimlich == 0¥ ist. Fir kontinuierlich verteilte Ladungen geht
diese Formel iiber in:

8w 7pp
beide Volumintegrationen nach 2 und 2’ erstrecken sich tiber den ganzen
Raum, 7pp ist die Entfernung dieser beiden Punkte. Unter Benutzung
des Potentials ¢ konnen wir dafiir schreiben
U= —1% fopaV.

Der Integrand ist ¢ - divE. Zufolge der Gleichung

div(¢p€) =¢ - divE+4 € - grad ¢
und des GauBschen Satzes, nach dem das tiber den gesamten Raum
erstreckte Integral von div (¢ &) gleich o wird, ist

—JfepdV=[(€ gradg)dV = [| E|*dV:
(55) U=[3E|"aV.
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Diese Darstellung der Energie setzt unmittelbar in Evidenz, daB die
Energie einen positiven Betrag besitzt. Fihren wir die Krifte auf
Spannungen zuriick, so miissen wir uns vorstellen, daf8 diese Spannungen
(wie die Spannungen des elastischen Kérpers) iiberall mit positiver poten-
tieller Spannungsenergie verbunden sind; der Sitz der Energie wird also
im Felde zu suchen sein. Dariiber gibt die Formel (55) véllig befrie-
digende Rechenschaft; sie lehrt, dal die mit der Spannung verbundene
Energie pro Volumeinheit £ | Z|* betrigt, also genau gleich dem Zug
und Druck ist, welche in Richtung und senkrecht zu den Kraftlinien
stattfinden. Wieder ist es natiirlich entscheidend fiir die Zuldssigkeit
dieser Auffassungsweise, daB die erhaltene Energiedichte nur von dem
Werte der das Feld charakterisierenden ZustandsgroBe & an der betr.
Stelle abhingt. Es kommt jetzt nicht nur dem Gesamtfeld, sondern
auch jedem Stiick des Feldes ein bestimmter potentieller Energieinhalt
J3| E|*dV zu. In der Statik spielt nur die Gesamtenergie eine Rolle; erst
wenn wir hernach zur Betrachtung verinderlicher Felder tibergehen, werden
sich unzweifelhafte Bestétigungen der Richtigkeit dieser Auffassung einstellen.

Auf Leitern sammeln sich im statischen Feld die Ladungen auf der
Oberfliche, und im Innern der Konduktoren herrscht kein elektrisches
Feld. Dann reichen die Gleichungen (51) aus, um das elektrische Feld
im leeren Raum, im »Athere¢, zu bestimmen. Befinden sich aber Nicht-
Leiter, Diélektrika, im Felde, so ist die Erscheinung der diélektrischen
' Polarisation zu beriicksichtigen. — Zwei an den Stellen 7, und 7, be-
findliche Ladungen + ¢ und — ¢, ein »Quellpaar«, wie wir kurz sagen
wollen, erzeugen ein Feld, das aus dem Potential

e(l 1)
47U\ 7, 7,

entspringt, in welchem 7, und 7, die Entfernungen der Punkte Z;, 7,
P>

vom Aufpunkt O bedeuten. Das Produkt aus ¢ und dem Vektor P, 7,
heiBe das Moment m des Quellpaares. Lassen wir die beiden Ladungen
an einer Stelle 2 in bestimmter Richtung zusammenriicken, indem wir
dabei die Ladung gleichzeitig so wachsen lassen, daB das Moment m
konstant bleibt, so entsteht im Limes die »Doppelquelle« vom Moment 1,
deren Potential durch :

m I

— - gradp—

47¢C r
gegeben ist. In einem Diélektrikum hat nun ein elektrisches Feld zur
Folge, daB in den einzelnen Volumelementen desselben derartige Doppel-
quellen entstehen; diesen Vorgang bezeichnet man als Polarisation. Ist m
das elektrische Moment der Doppelquellen pro Volumeinheit, so gilt dann.
fir das Potential statt (50) die Formel

(56) — 47 =‘/‘%dV+fm-gradp-:_—-dV.
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Vom Standpunkt der Elektronentheorie kénnen wir diesen Vorgang ohne
weiteres verstehen. Stellen wir uns etwa vor, daB ein Atom aus einem
ruhenden, positiv geladenen »Kernc besteht, um den ein Elektron von
der entgegengesetzten Ladung in einer Kreisbahn rotiert. Im Zeitmittel
fiir einen vollen Umlauf des Elektrons wird dann die mittlere Lage des
Elektrons mit der des Kerns zusammenfallen und das Atom nach auBen
als vollig neutral erscheinen. Wenn aber ein elektrisches Feld wirkt, so
iibt dieses auf das negative Elektron eine Kraft aus, die zur Folge haben
wird, daB seine Babn zum Atomkern exzentrisch liegt, etwa eine Ellipse
wird, in deren einem Brennpunkt der Kern sich befindet. Im Mittel fiir
solche Zeiten, die groB sind gegeniiber der Umlaufszeit des Elektrons,
wird das Atom dann wirken wie ein ruhendes Quellpaar; oder wenn wir
die Materie als kontinuierlich behandeln, werden wir in ihr kontinuierlich
verbreitete Doppelquellen annehmen miissen. Schon vor einer genaueren
atomistischen Durchftibrung dieses Gedankens werden wir sagen kénnen,
daB wenigstens in erster Annidherung dabei das Moment pro Volumeinheit m
der erregenden elektrischen Feldstirke & proportional sein wird: m = x €,
wo x eine Materialkonstante bedeutet, die von der chemischen Beschaffenheit
der Substanz, nimlich dem Bau ibrer Atome und Molekiile, abhingt. Da

div (E) =m- gradi-{- divm
r r

>
ist, kénnen wir die Gleichung (56) ersetzen durch

Fir die Feldstirke & = grad ¢ ergibt sich daraus
divE = o — divm.
Fihren wir also die »elektrische Verschiebung«

D=C+m
ein, so lauten die Grundgleichungen jetzt
(57) rotE = o, div®d = ¢.

Sie entsprechen den Gleichungen (51); in der einen von ihnen tritt aber
jetzt die Feldstirke €, in der andern die elektrische Verschiebung ® auf;
die Ladungen sind die Quelle der elektrischen Verschiebung. Bei der
obigen Annahme m = %€ erhilt man, wenn man die Materialkonstante
&€ = 1%, die sog. Diélektrizititskonstante einfiihrt, das Materialgesetz
(58) D =¢C.

Durch die Beobachtung bestitigen sich diese Gesetze aufs beste. Der
von Faraday experimentell nachgewiesene Einfluf des Zwischenmediums,
der sich in diesen Gesetzen kundgibt, ist, wie man weiB, fiir die Aus-
bildung der Nahewirkungstheorie von groBer Bedeutung gewesen. — Auf

eine entsprechende Erweiterung der Formeln fiir Spannung, Energie und
Kraft kénnen wir hier verzichten.
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Es versteht sich aus dieser Herleitung, daB (57), (58) keine streng
giiltigen Gesetze sind, sondern sich auf Mittelwerte beziehen, zu bilden
fir Riume, die viele Atome enthalten, und fiir Zeiten, die gro8 sind
gegeniiber den Umlaufszeiten der Elektronen im Atom. Al die exakten
Naturgesetze sehen wir nach wie vor (51) an. Unser Absehen hier und
im folgenden ist durchaus auf die exakten Naturgesetze gerichtet. Es
bilden aber, wenn man von den Erscheinungen ausgeht, solche »phino-
menologischen« Gesetze wie (57), (58) den notwendigen Durchgangspunkt
von dem, was die Beobachtungen direkt ergeben, zu der exakten Theorie.
Im allgemeinen konnen wir erst von ihnen aus uns eine derartige
Theorie erarbeiten. Diese wird sich dann als giiltiz erweisen, wenn es
gelingt, unter Zuhilfenahme bestimmter Vorstellungen iiber die atomi-
stische Konstitution der Materie von ihr aus durch Mittelwertbildung
wieder zu den phinomenologischen Gesetzen zu gelangen. Es miissen
sich dabei, wenn der Atombau bekannt ist, zugleich die Werte der in
diesen Gesetzen auftretenden Materialkonstanten ergeben (in den exakten
Naturgesetzen kommen keine solchen Konstanten vor). Da die Giiliigkeit
der Materialgesetze wie (58), die den EinfluB der Materie nur in Bausch
und Bogen beriicksichtigen, bei Vorgingen, fiir welche die feinere Struktur
der Materie nicht gleichgiiltig ist, sicher versagt, miissen sich aus einer
solchen atomistischen Theorie ferner die Grenzen der Giiltigkeit der
phinomenologischen Theorie ergeben und diejenigen Gesetze, welche
jenseits dieser Grenzen an ibre Stelle treten. Die Elektronentheorie hat
in alle dem groBe Erfolge aufzuweisen, wenn sie auch wegen der Schwierig-
keit, iiber den feineren Aufbau des Atoms und die Vorginge im Innern
desselben AufschluB zu erhalten, noch lange nicht zum AbschluB ge-
kommen ist. —

Der Magnetismus scheint nach den ersten Erfahrungen an permanenten
Magneten nur eine Wiederholung der Elektrizitit: auch hier das Cou-
lombsche Gesetz! Sogleich aber macht sich ein charakteristischer Unter-
schied geltend: man kann positiven und negativen Magnetismus nicht
voneinander trennen; es gibt keine Quellen, sondern nur Doppelquellen
des Magnetfeldes; der Magnet besteht aus unendlichkleinen Elementar-
magneten, deren jeder schon positiven und negativen Magnetismus in sich
trigt. De facto ist aber die Magnetismusmenge in jedem Materiestiick
= o, und das heiit denn doch: es gibt in Wahrheit gar keinen Magne-
tismus. Die Aufkldrung brachte die Entdeckung der magnetischen Wirkung
des elektrischen Stromes durch Orsted. Die im Biot-Savarischen Gesets
niedergelegte genaue quantitative Formulierung dieser Wirkung fiihrt ebenso
wie das Coulombsche auf zwei einfache Nahewirkungsgesetze: bedeutet 3
die Dichte des elektrischen Stroms, § die magnetische Feldstirke, so gilt

(59) rot § = 3, divp = o.

Die zweite Gleichung sagt die Nicht-Existenz von Quellen des Magnet-
feldes aus. Die Gleichungen (59) sind ein genaues Seitenstiick zu (51)

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 5
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unter Vertauschung von div und rot. Diese beiden Operationen der
Vektoranalysis entsprechen sich in derselben Weise, wie in der Vektor-
algebra skalare und vektorielle Multiplikation (div ist skalare, rot vektorielle
Multiplikation mit dem symbolischen Vektor »Differentiation<). Die im
Unendlichen verschwindende Loésung der Gleichungen (59) bei gegebener
Stromverteilung lautet daher auch ganz entsprechend zu (49):

(60) o=[L,

nr3
das ist eben das Biot-Savartsche Gesetz. Man kann diese Lésung aus
einem »Vektorpotentiale — { ableiten nach den Formeln

$ = — rotf, —4n‘f=f§(lV.

SchlieBlich lautet die Formel fiir die Kraftdichte des Magnetfeldes ganz
analog zu (52):

(61) = [89). .

Es ist kein Zweifel, daB wir durch diese Gesetze die Wabrheit tiber den
Magnetismus erfabren. Sie sind keine Wiederholung, aber ein genaues
Seitenstiick der elektrischen; sie entsprechen ihnen wie das vektorielle
Produkt dem skalaren. Es liBit sich aus ithnen mathematisch beweisen,
daB ein kleiner Kreisstrom genau so wirkt wie ein kleiner, senkrecht
durch den Kreisstrom hindurchgesteckter Elementarmagnet. Wir haben
uns infolgedessen nach Ampére vorzustellen, daB die magnetische Wirkung
magnetisierter Korper auf Molekularstrémen beruhe; nach der Elektronen-
theorie sind diese ohne weiteres gegeben durch die im Atom umlaufenden
Elektronen.

Auch die Kraft p des Magnetfeldes kann auf Spannungen zuriick-
geftihrt werden, und zwar ergeben sich fiir die Spannungskomponenten
genau die gleichen Werte wie im elektrostatischen Felde: man braucht
nur € durch  zu ersetzen. Wir werden infolgedessen fiir die Dichte
der im Felde enthaltenen potentiellen Energie hier genau den entsprechen—
den Ansatz ;§* machen; seine volle Rechtfertigung findet er erst in der
Theorie der zeitlich veranderllchen Felder.

Aus (59) folgt, daB der Strom quellenfrei verteilt ist: div8 = o. Das
Stromungsfeld kann daher in lauter in sich zuriicklaufende Stromrshren
zerlegt werden; durch alle Querschnitte einer einzelnen Stromréhre flieBt
derselbe Gesamtstrom. Aus den Gesetzen des stationiren Feldes geht in
keiner Weise hervor und es kommt fiir sie in keiner Weise in Betracht,
daB dieser Strom elektrischer Strom im wortlichen Sinne ist, d. h. aus
bewegter Elektrizitit besteht; dies ist aber zweifellos der Fall. Im Lichte
_dieser Tatsache besagt das Gesetz div8 = o, daB Elektrizitit weder
entsteht noch vergeht. Nur darum, weil der FluB des Stromvektors $
durch eine geschlossene Oberfliche Null ist, kann die Dichte der Elektrizitit
allerorten unverindert bleiben — es handelt sich jetzt ausschlielich um
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stationire Felder! —, ohne daB Elektrizitit entsteht oder vergeht. — Das
oben eingefiihrte Vektorpotential f gentigt ebenfalls der Gleichung divi = o.

8 ist als elektrischer Strom ohne Zweifel ein Vektor im eigentlichen
Sinne des Worts. Dann geht aber aus dem Biot-Savart’schen Gesetz hervor,
daB  nicht ein Vektor, sondern cin linearer Tensor 2. Stufe ist, dessen
Komponenten in irgend einem (Cartesischen oder auch nur affinen
Koordinatensystem) Az heiBen mdégen. Das Vektorpotential § ist ein
wirklicher Vektor. Sind ¢; seine kovarianten Komponenten und s¢ die
kontravarianten der Stromdichte (der Strom ist von Hause aus wie die
Geschwindigkeit ein kontravarianter Vektor), so enthilt die folgende Tabelle
die endgiiltige {(von der Dimensionszahl unabhingige) Form der Geserze
des Magnetfeldes eines stationdren elektrischen Stromes:

ka1+ 5[11;+ O H —

(62, 1) o, bmw. Hyp= 0gi 3%

dx; dxz dx; ! dxz  dx;
und
dH* .
(62, 11) Y. = 5.

Die Spannungen bestimmen sickh aus
(62, III) S# = H, H" — 16| H|*,
wo | H | den Betrag des Magnetfeldes bedeutet:
| H "= S HuH*.
Der Spannungstensor ist symmetrisch, da
Hy H] = H] Hiy = g7~ H;y Hys.
Die Komponenten der Kraftdichte sind

(62: IV) b= Ifiksky
die Energiedichte =i|H|"

Das sind die Gesetze, wie sie fiir das Feld im leeren Raum gelten;
wir betrachten sie wie im elektrischen Fall als die allgemein giiltigen
exakten Naturgesetze. Fiir eine phidnomenologische Theorie muB aber
wieder die der diélektrischen Polarisation analoge Erscheinung der Magneti-
sierung beachtet werden; hier tritt dann wie ® neben € die »Magnet-
induktion« B neben der Feldstirke 9 auf, es gelten die Feldgesetze

ot = 8, divB =o
und das Materialgesetz
(63) B=ud;
die Materialkonstante g heiBt magnetische Permeabilitit. Wahrend aber

das einzelne Atom durch die Wirkung der elektrischen Feldstirke erst
polarisiert (zu einer Doppelquelle) wird, und zwar in Richtung der Feld-

5*
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stirke, ist das Atom wegen der in ihm befindlichen rotierenden Elek-
tronen von vorn herein ein Elementarmagnet (wenigstens bei den para- und
ferromagnetischen Kérpern). Aber alle diese Elementarmagnete heben ihre
Wirkungen gegenseitig auf, solange sie ungeordnet sind und alle Stellungen
der Elektronen-Kreisbahnen im Durchschnitt gleich oft vorkommen. Die
einwirkende magnetische Kraft hat hier lediglich die Funktion, die vorhan-
denen Doppelquellen zu #ickten. Damit hingt es offenbar zusammen, da8
der Geltungsbereich der Gleichung (63) ein viel engerer ist als der der ent-
sprechenden Gleichung (58). Ihm sind vor allem die permanenten Magnete
und die ferromagnetischen Korper (Eisen, Nickel, Kobalt) nicht unterstellt.
Zu den bisherigen tritt in der phinomenologischen Theorie als weiteres
das Okmsche Gesets -
8=0€ (0 = Leitfshigkeit);
es sagt aus, daB der Strom dem Potentialgefille folgt und ihm bei ge-
gebener Leitersubstanz proportional ist. In der atomistischen Theorie
entspricht dem Ohmschen Gesetz das Grundgesetz der Mechanik, nach
welchem die auf die »freien« Elektronen wirkende elektrische und mag-
netische Kraft deren Bewegung bestimmt und so den elektrischen Strom
erzeugt. Infolge der Zusammenst6Be mit den Molekillen wird dabei
keine dauernde Beschleunigung eintreten, sondern (wie bei einem schweren
fallenden Kérper infolge des Luftwiderstandes) sich alsbald eine mittlere
Grenzgeschwindigkeit herausbilden, die man wenigstens in erster Anni-
herung der treibenden elektrischen Kraft € proportional setzen kannj so
wird das Ohmsche Gesetz verstindlich.

- Wird der Strom durch ein galvanisches Element oder einen Akkumulator
erzeugt, so wird durch den sich abspielenden chemischen ProzeB zwischen
Anfang und Ende der Drahtleitung eine konstante Potentialdifferenz auf-
recht erhalten, die »elektromotorische Kraft«, Da-die Vorgiinge, die sich
in dem Stromerzeuger abspielen, offenbar nur von einer atomistischen
Theorie verstanden werden koénnen, ist es phinomenologisch am ein-
fachsten, ihn durch einen Querschnitt im geschlossenen Leitungskreis zur
Darstellung zu bringen, ftiber den hiniiber das Potential einen Sprung
erleidet, welcher gleich der elektromotorischen Kraft ist.

Dieser kurze Uberblick iiber die Maxwellsche Theorie des stationiren
Feldes wird uns fiir das Folgende gentigen. Auf Einzelheiten und konkrete
Anwendungen konnen wir uns hier natiirlich nicht einlassen.

Kapitel IL.

Das metrische Kontinuum.

§ 10. Bericht tiber Nicht-Euklidische Geometrie¥).

Der Zweifel an der Euklidischen Geometrie scheint so alt zu sein
wie diese selbst und ist keineswegs erst, wie das von unsern Philosophen
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meist angenommen wird, eine Ausgeburt moderner mathematischer
Hyperkritik. Dieser Zweifel hat sich von jeher an das V. Fostulat des
Euklid gekniipft. Es besagt im wesentlichen, daf in einer Ebene, in
der eine Gerade g und ein nicht auf ihr gelegener Punkt 2 gegeben
sind, nur eine einzige Gerade existiert, welche durch 2 hindurchgeht
und g nicht schneidet; sie heifit die Parallele. Wéihrend die itibrigen
Axiome des Euklid ohne weiteres als evident zugestanden wurden, haben
sich schon die iltesten Erkldrer bemiiht, diesen Satz auf Grund der iibrigen
Axiome zu beweisen. Heute, wo wir wissen, daB das gesteckte Ziel nicht
erreicht werden konnte, miissen wir in diesen Betrachtungen die ersten
Anfinge der »Nicht-Euklidischen« Geometrie erblicken, d. h. des Aufbaus
eines geometrischen Systems, das zu seinen logischen Grundlagen die
simtlichen Axiome des Euklid mit Ausnahme des Parallelenpostulats an-
nimmt. Wir besitzen von Proklus (5. Jahrh. n. Chr.) einen Bericht iiber
derartige Versuche. Proklus warnt darin ausdriicklich vor dem MiBibrauch,
der mit Berufungen auf Evidenz getrieben werden kann, (man darf nicht
miide werden, diese Warnung zu wiederholen; man darf aber auch nicht
miide werden, zu betonen, daB trotz ihres vielfachen MiBbrauchs die Evi-
denz lefzter Ankergrund aller Erkenntnis ist, auch der empirischen) und
besteht auf der Moglichkeit, daB es »asymptotische Gerade« geben kénne.

Dazu mag man sich folgendes Bild machen. In einer Ebene sei eine
feste Gerade g, ein nicht auf ihr gelegener Punkt 2P gegeben und eine
durch 2P hindurchgehende, um 2 dreh-

bare Gerade s. In ihrer Ausgangslage
moge sie etwa senkrecht auf g sein. — P
Drehen wir jetzt s, so gleitet der Schnitt- s”—’>k‘(\\/,\’/s'

punkt von s und g auf g entlang, z. B.
nach rechts hiniiber, und es tritt ein
bestimmter Moment ein, wo dieser Fig. 2.
Schnittpunkt gerade ins Unendliche ent-

schwunden ist: dann hat s die Lage einer »asymptotischen« Geraden.
Drehen wir weiter, so nimmt Euklid an, daB im selben Moment schon
ein Schnittpunkt von links her auftritt. Proklus dagegen weist auf die
Moglichkeit hin, daB man vielleicht erst durch einen gewissen Winkel
weiter drehen muB, ehe ein Schnittpunkt auf der linken Seite zustande
kommt. Dann hitten wir zwei »asymptotische« Gerade, eine nach
rechts s’ und eine nach links s”. Liegt die Gerade s durch 2 in dem
Winkelraum zwischen s’ und s’ (bei der eben geschilderten Drehung),
so schneidet sie g; liegt sie zwischen s’ und s”, so schneidet sie nicht.
— ZEine nicht-schneidende muB mindestens existieren; das folgt aus den
iibrigen Axiomen Euklids. Ich erinnere an eine aus dem ersten Elementar-
unterricht in der Geometrie vertraute ebene Figur, bestehend aus der
Geraden % und zwei Geraden g und g’, die 2 in 4 und 4’ unter gleichen
Winkeln schneiden. g und g/ werden beide durch ihren Schnitt mit /% in
eine rechte und eine linke Hilfte zerlegt. Hitten nun ¢ und g’ etwa einen
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auf der rechten Seite von % gelegenen Schnittpunkt S gemein, so wiirde
sich, da (s. Fig. 3) BAA'B’ kongruent zu C'4'AC ist, auch auf der
linken Seite ein solcher Schnittpunkt S* er-
geben; dies ist aber unméglich, da durch
zwei Punkte S und S* nur eine einzige Gerade
hindurchgeht.
Die Versuche, das Euklidische Postulat zu
erweisen, setzen sich unter den Arabern und
Fig. 3. unter den abendlindischen Mathematikern des
. Mittelalters fort. Wir nennen nur, sofort in die
neuere Zeit hintiberspringend, die Namen der letzten bedeutendsten Vor-
lsufer der Nicht-Euklidischen Geometrie: den Jesuitenpater Saccheri (Be-
ginn des 18. Jahrh.), die Mathematiker Lambert und Legendre. Saccheri
weiB, daB die Frage der Giiltigkeit des Parallelenpostulats der andern dquiva-
lent ist, ob die Winkelsumme im Dreieck gleich oder kleiner als 180° ist. Ist
sie in einem Dreieck = 180° so ist sie es in jedem, und es gilt die Eukli-
dische Geometrie; ist sie in eimem Dreieck < 180° so ist sie in jedem
Dreieck << 180°. DaB sie > 180° ausfillt, ist aus dem gleichen Grunde
ausgeschlossen, aus dem eben gefolgert wurde, da8 nicht alle Gerade durch
P die feste Gerade g schneiden koénnen. Lambert entdeckte, daB unter
der Voraussetzung einer Winkelsumme <C 180° in der Geometrie eine
ausgezeichnete Linge existiert; es hingt das eng mit der schon von Wallis
gemachten Bemerkung zusammen, da8 es in der Nicht-Euklidischen Geo-
metrie (ganz so wie in der Geometrie auf einer festen Kugel) keine dhn-
lichen Figuren verschiedener GroBe gibt: wenn es also so etwas gibt
wie Gestalt unabhingig von GréBe, so besteht die Euklidische Geometrie
zu Recht. AuBerdem leitete Lambert eine Formel fiir den Dreiecksinhalt
her, aus welcher hervorgeht, daB dieser Inhalt in der Nicht-Euklidischen
Geometrie nicht iiber alle Grenzen wachsen kann. Es scheint, daB sich
durch die Untersuchungen dieser Manner allmihlich in weiteren Kreisen
der Glaube an die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats Bahn gebrochen
hat. Die Frage hat damals viele Gemiiter bewegt; d’Alembert be-
zeichnete es als einen Skandal der Geometrie, daB sie noch immer nicht
zur Entscheidung gebracht sei. Die Autoritit Kants, dessen philosophisches
System die Euklidische Geometrie als apriorische, den Gehalt der reinen
Raumanschauung in adiquaten Urteilen wiedergebende Erkenntnis in An-
spruch nimmt, konnte den Zweifel nicht auf die Dauer unterdriicken.
Auch GauB ist urspriinglich noch darauf aus gewesen, das Parallelen-
axiom zu beweisen; doch hat er bald die Uberzeugung gewonnen, daB
dies unmoglich sei, und hat die Prinzipien einer Nicht-Euklidischen
Geometrie, in welcher jenes Axiom nicht erftillt ist, bis za einem solchen
Punkte entwickelt, daB von da ab der weitere Ausbau mit der nimlichen
Leichtigkeit vollzogen werden kann wie der der Euklidischen Geometrie.
Er hat aber iiber seine Untersuchungen nichts bekannt gegeben; er
firchtete, wie er spiter einmal in einem Privatbriefe schrieb, das »Ge-
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schrei der Booter«; denn es gibe nur wenige, welche verstiinden, worauf
es bei diesen Dingen eigentlich ankdme. Unabhingig von GauB ist
Schweikart, ein Professor der Jurisprudenz, zu vollem Einblick in die
Verhiltnisse der Nicht-Euklidischen Geometrie gelangt, wie aus einem
knapp gehaltenen, an ‘GauB gerichteten Notizblatt hervorgeht. Er hielt
es wie GauB fiir keineswegs selbstverstindlich und ausgemacht, daB in
unserm wirklichen Raum die Euklidische Geometrie gilt. Sein Neffe
Taurinus, den er zur Beschiftigung mit diesen Fragen anregte, war zwar
im Gegensatz zu ihm ein Euklid-Gliubiger; ihm verdanken wir aber
die Entdeckung, daB die Formeln der sphirischen Trigonometrie auf einer
Kugel vom imaginiren Radius ¥ — 1 reell sind und durch sie auf ana-
lytischem Wege ein geometrisches System konstruiert ist, das den Axiomen
des Euklid auBer dem V. Postulat, diesem aber nicht geniigt.

Vor der Offentlichkeit miissen sich in den Ruhm, Entdecker und Er-
bauer der Nicht-Euklidischen Geometrie zu sein, teilen der Russe Nikolaj
Jwanowitsch Lobatschefskij (1793—1856), Professor der Mathematik in
Kasan, und der Ungar Jokann Bolyai (1802—1860), Offizier der oster-
reichischen Armee. Beide kamen mit ihren Ideen um 1826 ins Reine;
die Hauptschrift beider, die der Offentlichkeit ihre Entdeckung mitteilte
und eine Begrindung der neuen Geometrie im Stile Euklids darbot,
stammt aus den Jahren 1830/31. Die Darstellung bei Bolyai ist besonders
durchsichtig dadurch, daB er die Entwicklung so weit als moglich fiihrt,
ohne iiber die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit des V. Postulats eine Annahme
zu machen und erst am Schlu8 aus den Sitzen dieser seiner »absolutene«
Geometrie, je nachdem ob man sich fiir oder wider Euklid entscheidet,
die Theoreme der Euklidischen und der Nicht-Euklidischen Geometrie
herleitet.

Wenn so auch das Gebiude errichtet war, so war es noch immer
nicht definitiv sichergestellt, ob sich schlieBlich nicht doch einmal in der
absoluten Geometrie das Parallelenaxiom als ein Folgesatz herausstellen
wiirde; der strenge Beweis der Widerspruchslosigheit der Nicht-Euklidischen
Geometrie stand noch aus. Er ergab sich aber aus der Weiterentwicklung
der Nicht-Euklidischen Geometrie fast wie von selbst. Der einfachste
Weg zu diesem Beweis wurde freilich, wie das oft geschieht, nicht zuerst
eingeschlagen; er ist erst von Klein um 1870 aufgefunden worden und
beruht auf der Konstruktion eines ZEwkiidischen Modells fiir die Nicht-
Euklidische Geometrie *). Beschrénken wir uns auf die Ebene! In einer
Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y zeichnen
wir den Kreis ¢ vom Radius 1 um den Koordinatenursprung. Fiihren
wir homogene Koordinaten ein,

(so daB also die Lage eines Punktes durch das Verhiltnis von drei Zahlen
%, 1 x, 1 x, charakterisiert ist), so lautet die Gleichung des Kreises
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— %} — %+ 5} = o.
Die auf der linken Seite stehende quadratische Form werde mit 2 (x)
bezeichnet, die zugehérige symmetrische Bilinearform zweier Wertsysteme

x; xf mit Q (xx’). Eine Abbildung, die jedem Punkt x einen Bildpunkt
x' durch die linearen Formeln

xi’=§az‘kxk (|aiz| % o)

zuordnet, heiBit bekanntlich eine Kollineation (die affinen Abbildungen
sind spezielle Kollineationen). Sie fiihrt jede Gerade Punkt fiir Punkt
wieder in eine Gerade iiber und liBt das Doppelverhiltnis von 4 Punkten
auf einer Geraden ungedndert. Wir stellen jetzt ein Lexikon auf, durch
das die Begriffe der Euklidischen Geometrie in eine fremde Sprache, die
»Nicht-Euklidische«, iibersetzt werden, deren Worte wir durch Anfiihrungs-
striche kennzeichnen.  Das Lexikon besteht nur aus drei Vokabeln.

» Punkt« heiBt jeder Punkt im Innern von U.

»Gerade< heiBt das innerhalb U verlaufende Stiick einer Geraden.
Unter den Kollineationen, welche den Kreis U in sich iiberfiihren, gibt
es zwei verschiedene Arten: solche, welche
das Innere von U auf das Innere abbilden,

1

und solche, die das Innere auf das AuBere
abbilden. Die Kollineationen der ersten Art
/ nennen wir »kongruente« Abbildungen und
; zwei aus »Punkten« bestehende Figuren »Zon-
gruent«, wenn sie durch eine solche Abbildung
n ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Fiir
diese »Punkte« und »Geraden« und fiir diesen
Begriff der » Kongruenz« gelten die simtlichen
8, Axiome Euklids mit Ausnahme des Parallelen-
Fig. 4. postulats. In Fig. 4 ist ein ganzes Biischel
von »>Geraden« durch den »Punkte P ge-
zeichnet, die alle die eine »Gerade« g nicht schneiden. Die Widerspruchs-
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie ist damit erwiesen; denn es
sind Dinge und Bezichungen aufgewiesen, fiir welche bei geeigneter
Namengebung die simtlichen Sitze jener Geometrie erfiillt sind. — Die
Ubertragung des Kleinschen Modells auf die riumliche Geometrie ist

offenbar ohne weiteres méglich.

Wir wollen in diesem Modell noch die Nicht-Euklidische Entfernung
zweier »Punkte«

B

A= (x1x,:x), A =(x:x:x])

bestimmen. Die Gerade 44’ schneide den Kreis U in den beiden Punkten

B, B,. Die homogenen Koordinaten y; jedes dieser beiden Punkte
haben die Form

v = Axa;+ M !,
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und das zugehorige Parameterverhiltnis 4 : A" ergibt sich aus der Glei-
chung 2(y) = o:
A — Q) EVOxx) — R(x) (%)
T 2(x)
Das Doppelverhiltnis der vier Punkte 44 B, B, ist daher
Qxx') 4 V2 (x2') — 2(x) (") )
Qxx’) — V% (xx") — Q(x) (')
Diese von den beiden willkiirlichen »Punkten« 4, A4’ abhingige GroB8e
indert sich nicht bei einer »kongruenten< Abbildung. Sind 4.4’ 4" irgend

drei, in der hingeschriebenen Reihenfolge auf einer »Geraden« gelegene
»Punkte«, so ist

(44 =

(441 =[44] - [4'4"].
Die GroBe
Lg(44) =44 =~
hat also die Funktionaleigenschaft
AA + 44 =44
Da sie auBerdem fiir »kongruente« Strecken 44" den gleichen Wert hat,
ist sie als die Nicht-Euklidische Entfernung der beiden Punkte 44’ an-
zusprechen. Indem wir unter lg den natiirlichen Logarithmus verstehen,
erhalten wir in Einklang mit der Erkenntnis Lamberts eine absolute Fest-
legung der MaBeinheit. Die Definition 148t sich einfacher so schreiben:
O(xx’
(x) Cofr = 175(7;7;(;,) . (€of = Cosinus hyperbolicus.)
Diese MaBbestimmung ist unter Zugrundelegung eines beliebigen reellen
oder imagindren Kegelschnitts £(x) = o vor Klein bereits von Cayley
als »projektive MaBbestimmung« aufgestellt worden 3); aber erst Klein er-
kannte, daB sie fir einen reellen Kegelschnitt zur Nicht-Euklidischen
Geometrie fiihrt. '

Man muB nicht wihnen, das Kleinsche Modell zeige, daB die Nicht-
Euklidische Ebene endlich sei. Vielmehr kann ich, Nicht-Euklidisch ge-
messen, auf einer »Geraden« dieselbe Strecke unendlich oft hintereinander
abtragen; nur im ZEuklidischen Modell Euklidisch gemessen, werden die
Abstinde dieser »iquidistanten< Punkte immmer kleiner und kleiner. Fir
die Nicht-Euklidische Ebene ist der Grenzkreis U das unerreichbare
Unendlichferne.

Die Cayleysche MaBbestimmung fiir einen imaginiren Kegelschnitt
fiihrt auf die gewohnliche sphirische Geometrie, wie sie auf einer Kugel
im Euklidischen Raum Geltung hat. Die groBten Kreise treten darin
an Stelle der geraden Linien, es muB aber jedes aus zwei sich diametral
gegeniiberliegenden Punkten bestehende Punktepaar als einzelner »Punkt«
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betrachtet werden, damit sich zwei »Geraden« nur in einem »Punkte«
schneiden. Wir projizieren die Kugelpunkte durch geradlinige Strahlen
vom Zentrum auf die in einem Kugelpunkte, dem Siidpol, gelegte Tan-
gentenebene: in dieser Bildebene fallen alsdann je zwei diametral gegen~
tiberliegende Punkte zusammen. Die Ebene miissen wir aber wie in der pro-
jektiven Geometrie mit einer unendlich fernen Geraden ausstatten, die das
Bild des Aquatorkreises ist. Wir nennen zwei Figuren in dieser Ebene
jetzt »kongruent«, wenn ihre durch die Zentralprojektion auf der Kugel
entstehenden Bilder im gewdhnlichen Euklidischen Sinne kongruent sind.
Unter Anwendung dieses »Kongruenz«-Begriffs gilt dann in der Ebene
eine Nicht-Euklidische Geometrie, in der alle Axiome Euklids erfiillt sind
mit Ausnahme des V. Postulats. An dessen Stelle tritt aber hier die
Tatsache, daB je zwei Gerade ohne Ausnahme sich schneiden, und in
Ubereinstimmung damit ist die Winkelsumme > 180° Das scheint mit
einem oben erwihnten Euklidischen Beweis in Widerspruch zu stehen.
Die Antinomie lost sich dadurch, daB in der jetzigen, »sphirischen«
Geometrie die Gerade eine geschlossene Linie ist, wihrend Euklid, ohne
es allerdings in den Axiomen auszusprechen, stillschweigend voraussetzt,
daB sie eine offene Linie ist, ndmlich durch jeden ihrer Punkte in zwei
Hilften zerfdllt. Nur unter dieser Voraussetzung ist der in seinem Be-
weis gezogene Schluf zwingend, daB der auf der »rechten« Seite gelegene
hypothetische Schnittpunkt S von dem auf der »linken« Seite gelegenen
S* verschieden ist.

Wir benutzen im Raum ein Cartesisches Koordinatensystem x, x, x,,
dessen Nullpunkt im Kugelzentrum liegt, dessen x,-Achse in die Verbindungs-
linie Nord-Siidpol fillt und welchem als MaBeinheit der Kugelradius zu~
grunde liegt. Sind x,, x,, x, die Koordinaten irgend eines Kugelpunktes:

Qx) =+ + 23 =1,

so sind %, % die erste und zweite Koordinate des Bildpunktes in
unserer E%ene 3x3 =1; % :%,:x, ist also das Verhiltnis der homo-
genen Koordinaten des Bildpunktes. Kongruente Abbildungen der Kugel
sind lineare Transformationen, welche die quadratische Form Q(x) in-
variant lassen; die »kongruenten« Abbildungen der Ebene im Sinne
-unserer »sphirischen« Geometrie sind also durch solche lineare Trans-
formationen der homogenen Koordinaten gegeben, welche die Gleichung
£(x) = o, die einen imaginiren Kegelschnitt bedeutet, in sich iiberfiihren.
Damit ist unsere Behauptung betreffs des Zusammenhanges der sphérischen
Geometrie mit -der Cayleyschen MaBbestimmung bewiesen. Im Einklang
damit lautet die Formel fiir die Entfernung » zweier Punkte 4, 4’ hier
’
(2) co 2 (x)

57 == .
VQ(x) 2()
Zugleich haben wir die Entdeckung des Taurinus bestitigt, daB die Nicht-
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Euklidische Geometrie identisch ist mit der sphirischen auf einer Kugel
vom Radius V—1.

Zwischen die Bolyai-Lobatschefskysche und die sphidrische Geometrie
schiebt sich als Grenzfall die Euklidische ein. ILassen wir nimlich einen
reellen Kegelschnitt durch einen ausgearteten in einen imaginiren iiber-
gehen, so verwandelt sich die mit der zugehérigen Cayleyschen MaBbe-
stimmung ausgestattete Ebene von einer Bolyai-Lobatschefskyschen durch
eine Euklidische hindurch in eine sphirische.

§ r1. Riemannsche Geometrie.

Die fiir uns vor allem bedeutsame Weiterentwicklung der Idee der
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Riemann kniipft an die Grundlagen
der Infinitesimalgeometrie, insbesondere der Flichentheorie an, wie sie von
GauB in seinen Disquisitiones circa superficies curvas gelegt worden sind.

Die urspriinglichste Eigenschaft des Raumes ist die, daff seine Punkte
eine dreidimensionale Mannigfaltigheit bilden. Was verstehen wir darunter?
Wir sagen z. B., daB die Ellipsen (nach GréBe und Gestalt, d. h. wenn
man kongruente Ellipsen als gleich, nicht-kongruente als verschieden be-
trachtet) eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, weil die einzelne
Ellipse innerhalb dieser Gesamtheit durch zwei Zahlangaben, den Wert
der halben grofien und kleinen Achse, festgelegt werden kann. Die Gleich-
gewichtszustinde eines idealen Gases, deren Verschiedenheit etwa durch
die Unabhingigen: Druck und Temperatur charakterisiert werde, bilden
cine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, ebenso die Punkte auf einer Kugel
— oder die einfachen Toéne nach Intensitit und Qualitit. Die Farben
bilden gemiB der physiologischen Theorie, nach der die Farbwahrnehmung
bestimmt ist durch die Kombination dreier chemischer Prozesse auf der
Retina, des Schwarz-WeiB, Rot-Griin und Gelb-Blau-Prozesses, deren jeder
in einer bestimmten Richtung mit bestimmter Intensitdt vor sich gehen
kann, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit nach Qualitit und Intensitit,
die Farbqualititen jedoch nur eine zweldimensionale; es findet dies
seine Bestitigung durch die bekannte Maxwellsche Konstruktion des Farb-
dreiecks. Die moglichen Lagen eines starren Kérpers bilden eine sechs-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die moglichen Lagen eines mechanischen
Systems von 7 Freiheitsgraden allgemein eine z-dimensionale. Fir eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist charakteristisck, daff man das einzelne
zu ihr gehvrige Element (in unsern Beispielen: die einzelnen Punkte oder
Zustinde, Farben oder ‘Tone) festlegen kann durch die Angabe der Zahl-
werte von n Griflen, den »>Koordinaten<, die stetige Funktionen innerhalb
der Mannigfaltigkeit sind. Dabei ist aber nicht erforderlich, zu verlangen,
daB die ganze Mannigfaltigkeit mit allen ihren Elementen umkebrbar-
eindeutig und stetig in dieser Weise durch die Wertsysteme von z Koor-
dinaten reprisentiert werde (z. B. ist das ausgeschlossen fiir die Kugel,
n == 2z), sondern es kommt nur darauf an, daB, wenn 2 ein beliebiges
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Element der Mannigfaltigkeit ist, jedesmal eine gewisse Umgebung der
Stelle 2 umkehrbar-eindeutig und stetig auf die Wertsysteme von 7 Koor-
dinaten abgebildet werden kann. Ist x; ein System von # Koordinaten,
x¥ irgend ein anderes, so werden die Koordinatenwerte x; und 7 des-
selben Elementes allgemein durch Relationen

(3) x,-=f,-(x,x,--x,,) (f=1,2,--+,7)
miteinander verkniipft sein, die nach den x} auflésbar sind und in denen
die f; stetige Funktionen ihrer Argumente bedeuten. Solange wir von
der Mannigfaltigkeit nichts weiter wissen, sind wir nicht imstande, irgend
ein Koordinatensystem vor den andern auszuzeichnen. Zur analytischen
Behandlung beliebiger stetiger Mannigfaltigkeiten wird also eine Theorie
der Invarianz gegentiber beliebigen Koordinatentransformationen (3) nétig,
wihrend wir uns im vorigen Kapitel zur Durchfilhrung der affinen Geo-
metrie auf die viel speziellere Theorie der Invarianz gegeniiber linearen
Transformationen stiitzten.

Die Infinitesimalgeometrie beschiftigt sich mit dem Studium von Kurven
und Flichen im dreidimensionalen Euklidischen Raum, der auf die Cartesi-
schen Koordinaten x, y, 2 bezogen werde. Eine Xwrve ist allgemein eine
eindimensionale Punktmannigfaltigkeit; ihre einzelnen Punkte kénnen durch
die Werte eines Parameters # voneinander unterschieden werden. Befindet
sich der Kurvenpunkt # an der Raumstelle mit den Koordinaten xyz, so
werden x, y, z bestimmte stetige Funktionen von # sein:

(4) x=x(),  y=yW), z = z(u),

und (4) ist die »Parameterdarstellung« der Kurve. Deuten wir # als
Zeit, so gibt (4) das Gesetz der Bewegung eines Punktes, welcher die
gegebene Kurve durchliuft. Durch die Kurve selbst ist aber die Parameter-
darstellung (4) nicht eindeutig bestimmt; vielmehr kann der Parameter «
noch einer beliebigen stetigen Transformation unterworfen werden.

Eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit heiBt Fldcke; ihre Punkte
konnen durch die Werte zweier Parameter #,, #, unterschieden werden,
und sie besitzt daher eine Parameterdarstellung der Art:

(5) x = x(uzua)) J =.y(uxuﬂ)1 z= z(uxun)'

Wieder konnen die Parameter #,, #, noch einer beliebigen stetigen Trans-
formation unterworfen werden, ohne daBi die so dargestellte Fliche sich
dndert. Wir wollen annehmen, da8 die Funktionen in (5) nicht nur stetig,
sondern auch stetig differentiierbar sind. Von dieser Darstellung (5) einer
beliebigen Fliche geht GauB in seiner allgemeinen Theorie aus; die Para-
meter #,, %, bezeichnet man daher als GauBsche (oder krummlinige)
Koordinaten auf der Fliche. — Ein Beispiel: Projizieren wir wie im
vorigen Paragraphen die Punkte der Einheitskugel um den Nullpunkt des
Koordinatensystems vom Zentrum auf die Tangentenebene z==1 im Siidpol,
nennen xyz die Koordinaten eines beliebigen Kugelpunktes und %, %,
die x- und y-Koordinate des Projektionspunktes in dieser Ebene, so ist
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U, (22 I
(6) X = __——*._:: Yy = *tﬁi“‘:: = ——
Vit ol ul Vitul +ul’ Vi+ul + 4

Das ist eine Parameterdarstellung der Kugel; sie erfaBt jedoch nicht die
ganze Kugel, sondern nur eine gewisse Umgebung des Siidpols, ndmlich
die siidliche Halbkugel bis zum Aquator, aber mit AusschluB desselben.
Eine andere Parameterdarstellung liefern die geographischen Koordinaten
Linge und Breite.

In der Thermodynamik benutzen wir zur graphischen Darstellung eine
Bildebene mit einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz, in der wir den
etwa durch Druck p und Temperatur 4 gegebenen Zustand eines Gases
reprisentieren durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten g, J
Das gleiche Verfahren koénnen wir hier anwenden: dem Punkt ##, auf
der Fliache ordnen wir in einer »Bildebene« den Bildpunkt mit den recht-
winkligen Koordinaten #,#, zu. Die Formeln (5) stellen dann nicht nur
die Fliche, sondern gleichzeitig eine bestimmte stetige Adbildung dieser
Fliche auf die #,#,-Ebene dar. Beispicle solcher ebenen Abbildungen
krummer Flichenstiicke sind jedermann in den geographischen Karten
geldufig. Eine Kurve auf der Fliche ist mathematisch gegeben durch
eine Parameterdarstellung
(7) 4y = u, (t), 4, = u,(#),
ein Flachenstiick durch ein »mathematisches Gebiet« in den Variablen #,%,,
das mittels Ungleichungen zwischen #,, #, charakterisiert werden muB;
graphisch gesprochen also: durch die Bildkurve, bzw. das Bildgebiet in
der #,u,-Ebene. Bedeckt man die Bildebene nach Art des Millimeter-
papiers mit einem Koordinatennetz, so iibertrigt sich dieses vermdge der
Abbildung auf die krumme Fliche als ein aus kleinen parallelogram-
matischen Maschen bestehendes Netz, das von den beiden Scharen von
>Koordinatenlinien« %, = konst., bzw. #, = konst. gebildet wird. Wird
dies Raster hinreichend fein genommen, so ermoglicht es einem Zeichner,
jede in der Bildebene gegebene Figur auf die krumme Fliche zu iiber-
tragen.

Der Abstand #s zweier unendlichnaher Punkte auf der Fliche:

(u17 uz) und (ux + dux) ua + (/uz)
bestimmt sich aus _
ds®= dx* - dy* -+ d3?
wenn man darin

dx
(8) dx = tu —= du +

und entsprechende Ausdriicke fiir dy, Jz einsetzt. Es ergibt sich fiir
ds® eine quadratische Differentialform

2

(9) ds? =2Xik duidug (gr: = gia),
k=1
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deren Koeffizienten
__dx x| dy Oy 3z 0z
i Pk PRI PP PRI P R

im allgemeinen keine Konstante, sondern Funktionen von #,, %, sind.
Fiir die Parameterdarstellung (6) der Kugel findet man z. B.
(x0) ds? — (1 4 w; + ) (dul + dul) — (w,du, + u,du,)?

(v u - up)?
Gauf§ erkannte, daB diese metrische Fundamentalform bestimmend ist fir
die Geometrie auf der Flicke. Kurvenlingen, Winkel und die GroSe
gegebener Gebiete auf der Fliche hingen allein von ihr ab; die Geo-
metrie auf zwei Flichen ist also dieselbe, wenn fiir sie bei geeigneter
Parameterdarstellung die Koeffizienten gz der metrischen Fundamental-
form ibereinstimmen. Beweis: Die Linge einer beliebigen durch (7)
gegebenen Kurve auf der Fliche wird geliefert durch das Integral

du; a’uk
fd"‘fVZ gt ar
Fassen wir einen bestimmten Punkt P°= («}, #J) auf der Fliche ins

Auge und benutzen fiir dessen unmittelbare Umgebung die relativen
Koordinaten

u; — uf = du;, x—x°=dx, y—3y°=4dy, z—2°= dz,

so gilt um so genauer, je Kleiner du,, du,, die Gleichung (8 ), in der die
Werte der Ableitungen an der Stelle P° zu nehmen sindj wir sagen, sie
gilt fir »unendlichkleine« Werte d», und du,. Fiigen wir die analogen
Gleichungen fiir 4y, dz hinzu, so driicken sie aus, daB die unmittelbare
Umgebung von P° eine Ebene ist und du,, du, affine Koordinaten in
ihr*). Demnach kénnen wir in der unmittelbaren Umgebung von P°
die Formeln der affinen Geometrie anwenden. Wir finden fiir den Winkel 6
zweier Linienelemente oder infinitesimaler Verschiebungen mit den Kompo-
nenten du,, du,, bzw. 0w, 0u,, wenn wir die zu (g) gehorige sym-
metrische Bilinearform

Sgadu;dup mit Q(dd)
ik

*) Dabei machen wir die Voraussetzung, dall die zweireihigen Determinanten,
welche aus dem Koeffizientenschema dieser Gleichungen gebildet werden konnen,

dx  dy s
m bux b—uz
dx  dy s !

“Vuz Ouz Qdua

nicht alle drei verschwinden; diese Bedingung ist fiir die reguliren Punkte der Fliche,
in denen eine Tangentenebene existiert, erfiillt. Die drei Determinanten sind dann
und nur dann identisch o, wenn die Fliche in eine Kurve ausartet, ni#mlich die
Funktionen x, y, z von #; und %, in Wahrheit nur von e/nem Parameter, einer Funktion
von # und u,, abhingen,
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bezeichnen:

Q(d9)

VQ(d4)Q(d9)
und fiir den Flicheninhalt des unendlichkleinen Parallelogramms, das von
diesen beiden Verschiebungen aufgespannt wird,
du, du,
Ou, Ou,

Ve ,
wenn g die Determinante der g;k bedeutet. Der Inhalt eines krummen
Flichenstlicks ist demnach gegeben durch das iiber das Bildgebiet zu

erstreckende Integral
JIVedudu,.

Damit ist die GauBische Behauptung erwiesen. Die Werte der erhaltenen
Ausdriicke sind natiirlich unabhingig von der Wahl der Parameter-
darstellung; diese ihre Invarianz gegeniiber beliebigen Transformationen
der Parameter kann analytisch ohne weiteres bestitigt werden. Alle geo-
metrischen Verhiltnisse auf der Fliche kénnen wir im »Bilde« verfolgen;
die Geometrie in der Bildebene fillt mit der Geometrie auf der krummen
Fliche zusammen, wenn wir nur iibereinkommen, unter dem Abstand Js
zweier unendlich naher Punkte nicht den durch die Pythagoreische Formel

ds® = du? + du’

gelieferten Wert zu verstehen, sondern (g).

Die Geometrie auf der Fliche handelt von den inneren MaBverhilt-
nissen der Fliche, die ihr unabhingig davon zukommen, in welcher Weise
sie in den Raum eingebettet ist; es sind diejenigen Beziehungen, welche
durch Messen auf der Flache selbst festgestellt werden konnen. GauBl
ging bei seinen flichentheoretischen Untersuchungen von' der praktischen
geoditischen Arbeit der Hannoverschen Landesvermessung aus. DaB die
Erde keine Ebene ist, kann durch die Vermessung eines hinreichend groBen
Stiicks der Erdoberfliche selbst ermittelt werden; wenn auch das einzelne
Dreieck des Triangulationsnetzes so klein genommen wird, daB an ihm
die Abweichung von der Ebene nicht in Betracht fillt, so konnten sich
doch die einzelnen Dreiecke nicht in der Weise in der Ebene zu einem
Netz zusammenschlieBen, wie sie es auf der Erdoberfliche tun. Um das
noch etwas deutlicher darzutun, zeichne man auf einer Kugel vom Radius 1
(der Erdkugel) einen Kreis ¥ mit dem auf der Kugel gelegenen Mittel-
punkt P; ferner die Radien dieses Kreises, d. h. die von 2 ausstrahlenden
und an der Kreisperipherie endenden Bogen groBter Kreise auf der Kugel

(sie seien < 1:—) Durch Messen auf der Kugel kann ich nun fest-

stellen: diese nach allen Richtungen ausgehenden Radien sind die Linien
kleinster Linge, welche vom Punkte 2 zu der Kurve ¥ fiihren; sie haben
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alle die gleiche Linge »; die Linge der geschlossenen Kurve  ist = s.
Lige nun eine Ebene vor, so folgte daraus, daB die »Radien« gerade
Linien sind, die Kurve f also ein Kreis, und es miiBte s = 27w~ sein.
Statt dessen aber findet sich, daB s kleiner ist, als es dieser Formel ent-

spricht, nimlich = 471:sin—g~- Damit ist durch Messung auf der Kugel

festgestellt, daB sie keine Ebene ist. Nehme ich hingegen ein Papier-
blatt, auf das ich irgendwelche Figuren zeichne, und rolle es zusammen,
so werde ich durch Ausmessen der Figuren auf dem zusammengerollten
Blatt die gleichen Werte finden wie vorher, wenn das Zusammenrollen
mit keinen Verzerrungen verbunden war: auf ihm gilt genau die gleiche
Geometrie wie in der Ebene; durch seine geoditische Vermessung bin
ich auBerstande, festzustellen, daB es gekriimmt ist. So gilt allgemein
auf zwei Flichen, die durch Verbiegung ohne Verzerrung auseinander
hervorgehen, die gleiche Geometrie.

Daf auf der Kugel nicht die Geometrie der Ebene gilt, besagt, ana-
lytisch ausgedriickt: es ist unmgglich, die quadratische Differentialform (xo0)
durch irgend eine Transformation

= %, (W3 u]) uy == o (u,u,)
2 T a(ut u:) 11: = u: (ux uz)
auf die Gestalt
(du3)" + (du3)*

zu bringen. Zwar wissen wir, daf es an jeder Stelle moglich ist, durch
eine lineare Transformation der Differentiale

(11) duf = oy du, + a;,du, - (=1, 2)

dies zu erzielen; aber es ist ausgeschlossen, die Transformation der
Differentiale dabei an jeder Stelle so zu wihlen, daB die Ausdriicke (11)
fir du¥, du? totale Differentiale werden.

Krummlinige Koordinaten werden nicht nur in der Flichentheorie,
sondern auch zur Behandlung raumlicker Probleme verwendet, namentlich
in der mathematischen Physik, wo man hidufig in die Notwendigkeit ver-
setzt ist, sich mit dem Koordinatensystem vorgegebenen Kérpern an-
zupassen; ich erinnere an die Zylinder-, Kugel- und eiliptischen Ko-
ordinaten. Das Quadrat des Abstandes @s* zweier unendlich benachbarter
Punkte im Raum wird bei Benutzung beliebiger Koordinaten x,x,x, stets
durch eine quadratische Differentialform

3
(12) Zg;ka’x,-a'xk
ik=1x
ausgedriickt. | Glauben wir an die Euklidische Geometrie, so sind wir
iiberzeugt, daB jene Form sich durch Transformation in eine solche Gestalt
tiberfiuhren l4Bt, da8 ihre Koeffizienten Konstante werden.
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Riemannschen
Ideen, die von ihm in seinem Habilitationsvortrag »Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde liegen<*) in vollendeter Form entwickelt
wurden, voll zu erfassen. Aus Kap. I ist zu ersehen, daB in einem vier-
dimensionalen Euklidischen Raum auf einem dreidimensionalen Znearen
Punktgebilde die Euklidische Geometrie gilt; aber krumme dreidimensio-
nale Riume, die im vierdimensionalen Raum ebensogut existieren wie
krumme Flichen im dreidimensionalen, sind von anderer Art. Ist es
nicht méglich, daB unser dreidimensionaler Anschauungsraum ein solcher
gekriimmter Raum ist? Freilich: er ist nicht eingebettet in einen vier-
dimensionalen; aber es konnte sein, daB seine inneren MaBverhiltnisse
solche sind, wie sie in einem »ebenen< Raum nicht stattfinden kénnen;
es konnte sein, daBl eine sorgfiltige geoditische Vermessung unseres
Raumes in der gleichen Weise wie die geoditische Vermessung der Erd-
oberfliche ergibe, daB er nicht eben ist. — Wir bleiben dabei, daB er
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist; wir bleiben dabei, daB sich
unendlichkleine Linienelemente unabhingig von ihrem Ort und ihrer
Richtung messend miteinander vergleichen lassen und daB das Quadrat
ihrer Linge, des Abstandes zweier unendlich benachbarter Punkte bei Be-
nutzung beliebiger Koordinaten x; durch eine quadratische Differential-
form (1z) gegeben wird. (Diese Voraussetzung hat in der Tat allgemein
ihren guten Sinn; denn da jede Transformation von einem auf ein anderes
Koordinatensystem Zzzeare Transformationsformeln fiir die Koordinaten-
differentiale nach sich zieht, geht dabei eine quadratische Differentialform
immer wieder in eine quadratische Differentialform tiber.) Was wir aber
nicht mehr voraussetzen, ist, daB sich diese Koordinaten insbesondere
als affine Koordinaten so wihlen lassen, daB die Koeffizienten g;z der
Fundamentalform konstant werden.

Der Ubergang von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie
berubt im Grunde auf dem gleichen Gedanken wie die Nahewirkungs-
Physik. Durch die Beobachtung stellen wir z. B. fest (Ohmsches Gesetz),
daB der in einem Leitungsdraht flieBende Strom proportional ist zu der
Potentialdifferenz am Anfang und Ende der Leitung. Aber wir sind iiber-
zeugt, daB wir nicht in diesem auf einen langen Draht sich beziehenden
Messungsergebnis das allgemein giiltige exakte Naturgesetz vor uns haben,
sondern dieses aus jenem sich herleitet, indem wir das Ohmsche Gesetz,
so wie es aus den Messungen abgelesen wird, auf ein wnendlichkleines
Drahtstiick anwenden. Dann kommen wir zu jener Formulierung (Kap. I,
S. 68), die der Maxwellschen Theorie zugrunde gelegt wird. Aus dem
Differentialgesetz folgt riickwirts auf mathematischem Wege wnter Voraus-
setzung iiberall homogener Verkiltnisse das Integralgesetz, das wir direkt
durch die Beobachtung feststellen. Genau so hier: Die Grundtatsache
der Euklidischen Geometrie ist, daB das Quadrat der Entfernung zweier
Punkte eine quadratische Form der relativen Koordinaten der beiden
Punkte ist (Pythagoreischer Lehrsats). Sehen wir aber dieses Gesetz nur

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, 6
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dann als streng giillig an, wenn jene beiden Punkte unendlich benachbart
sind, so kommen wir zur Riemannschen Geometrie; zugleich sind wir damit
einer genaueren Festlegung des Koordinatenbegriffs tiberhoben, da das so
gefaBite Pythagoreische Gesetz invariant ist gegentiber beliebigen Trans-
formationen. Es entspricht der Ubergang von der Euklidischen »Fern«-
zur Riemannschen »Nahe«-Geometrie demjenigen von der Fernwirkungs-
zur Nahewirkungs-Physik; die Riemannsche Geometrie ist die dem Geiste
der Kontinuitit gemiB formulierte Euklidische, sie nimmt aber durch
diese Formulierung sogleich einen viel allgemeineren Charakter an. Die
Euklidische Fern-Geometrie ist geschaffen fiir die Untersuchung der geraden
Linie und der Ebene, an diesen Problemen hat sie sich orientiert; sobald
man aber zur Infinitesimalgeometrie tibergeht, ist es das Natiirlichste und
Verniinftigste, den infinitesimalen Ansatz Riemanns zugrunde zu legen:
es wird dadurch keine Komplikation bedingt, und man ist vor unsach-
gemiBen, fern-geometrischen Uberlegungen geschiitzt. Auch im Riemann-
schen Raum ist eine Fliche als zweidimensionale Mannigfaltigkeit durch
eine Parameterdarstellung x; = x;(v,%,) gegeben; setzen wir die daraus
sich ergebenden Differentiale
ax,‘ ax,'
a’x,--— b_lll du, + n;—dll,

in die metrische Fundamentalform (12) des Riemannschen Raumes ein,
so bekommen wir fiir das Quadrat des Abstandes zweier unendlich be-
nachbarter Flichenpunkte eine quadratische Differentialform von du,, du,
(wie im Euklidischen Raum): die Mctrik des dreidimensionalen Riemann~
schen Raums tibertrigt sich unmittelbar auf jede in ihm gelegene Fliche
und macht sie damit zu einem zweidimensionalen Riemannschen Raum.
Wihrend also bei Euklid der Raum von vornherein von viel speziellerer
Natur angenommen ist als die in ihm mdoglichen Flichen, nimlich als
eben, hat bei Riemann der Raumbegriff gerade denjenigen Grad der
Allgemeinheit, der nétig ist, um diese Diskrepanz véllig zum Verschwin-
den zu bringen. — Das Prinzip, die Welt aus ikrem Verkalten im Un-
endlichkleinen zu verstehen, ist das treibende erkenntnistheoretische Motiv
der Nahewirkungsphysik wie der Riemannschen Geometrie, ist aber auch
das treibende Motiv in dem fibrigen, vor allem auf die komplexe Funk-
tionentheorie gerichteten grandiosen Lebenswerk Riemanns. Heute er-
scheint uns die Frage nach der Giiltigkeit des »V. Postulats«, von dem
die historische Entwicklung, an die Euklidischen »Elemente« ankniipfend,
ausgegangen ist, nur als ein bis zu einem gewissen Grade zufilliger An-
satzpunkt. Die wahre Erkenntnis, zu der man sich erheben muBte, um
tiber den Euklidischen Standpunkt hinauszugelangen, glauben wir, ist uns.
von Riemann aufgedeckt worden.

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, daB die Bolyai-Lobatschefsky-
sche Geometrie so gut wie die Euklidische und die sphirische (auf die
als eine Nicht-Euklidische Méglichkeit iibrigens erst Riemann hingewiesen
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hat) als spezielle Fille in der Riemannschen enthalten sind. In der Tat,
benutzen wir als Koordinaten eines Punktes der Bolyai-Lobatschefskyschen
Ebene die rechtwinkligen Koordinaten # #, jenes Bildpunktes, der ihm
in dem Kleinschen Modell entspricht, so ergibt sich fiir den Abstand s
zweier unendlich benachbarter Punkte aus (1):

(1 — %} — u}) (du; + du}) + (v, du, + w, du,)*

(1 — #] — ul)®

(13)  ds"=

Der Vergleich mit (10) bestitigt wiederum den Satz von Taurinus. Die
metrische Fundamentalform des dreidimensionalen Nicht-Euklidischen
Raumes lautet genau entsprechend.

Wenn wir im Euklidischen Raum eine krumme Fliche herstellen
konnen, fiir die bei Benutzung geeigneter Gaufischer Koordinaten #, %,
die Formel (13) giiltig ist, so besteht auf ihr die Bolyai-Lobatschefsky-
sche Geometrie. Solche Flichen kann man sich in der Tat
verschaffen; die einfachste ist die Umdrehungsfliche der
Traktrix. Die Traktrix ist eine ebene Kurve von der neben-
stehenden Gestalt, mit einer Spitze und einer Asymptote; sie
ist geometrisch dadurch charakterisiert, daB die Tangente
vom Beriihrungspunkt bis zum Schnitt mit der Asymptote
eine konstante Linge besitzt. Man lasse sie um ihre Asym-
ptote rotieren: auf der entstehenden Drehfliche gilt die Nicht-
Euklidische Geometrie. Dieses durch seine Anschaulichkeit
ausgezeichnete Euklidische Modell derselben ist zuerst von Fig. 5.
Beltrami angegeben®). Es leidet freilich an gewissen
Ubelstinden; es ist erstens (in dieser anschaulichen Form) auf die zwei-
dimensionale Geometrie beschrinkt, und zweitens realisiert jede der beiden
Hilften der Umdrehungsfliche, in welche sie durch ihre scharfe Kante
zerfillt, nur einen Teil der Nicht-Euklidischen Ebene. Von Hilbert wurde
streng bewiesen, daB eine singularititenfreie Fliche im Euklidischen
Raum, welche die ganze Lobatschefskysche Ebene realisiert, nicht vor-
handen sein kann®. Beide Ubelstinde besitzt das elementargeometrische
Kleinsche Modell nicht.

Bislang sind wir rein spekulativ vorgegangen und ganz in der Domine
des Mathematikers geblieben. Ein anderes ist aber die Widerspruchs-
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie, ein anderes die Frage, ob sie
oder die Euklidische im wirklichen Raume Giiltigheit besitzt, Schon GauB hat
zur Priifung dieser Frage das Dreieck Inselsberg, Brocken, Hoher Hagen
(bei Gottingen) mit groBer Sorgfalt gemessen, aber die Abweichung der
Winkelsumme von 180° innerhalb der Fehlergrenzen gefunden. Loba-
tschefsky schloB aus dem geringen Betrag der Fixsternparallaxen, da8
die Abweichung des wirklichen Raumes vom Euklidischen auBerordentlich
gering sein miisse. Auf philosophischer Seite ist der Standpunkt ver-
treten worden, daB durch empirische Beobachtungen die Giiltigkeit oder
Ungiiltigkeit der Euklidischen Geometrie nicht erwiesen werden konne.

6%




84 Das metrische Kontinuum.

Und in der Tat muB zugestanden werden, daB bei allen solchen Beob-
achtungen wesentlich physikalische Voraussetzungen, wie etwa die, da8
die Lichtstrahlen gerade Linien sind, und dgl,, eine Rolle spielen. Wir
finden damit aber lediglich eine schon oben gemachte Bemerkung be-
stitigt, daB nur das Ganze von Geometrie und Physik einer empirischen
Nachpriifung fihig ist. Entscheidende Experimente sind also erst dann
moglich, wenn nicht nur die Geometrie, sondern auch die Physik im
Euklidischen »#d im allgemeinen Riemannschen Raum entwickelt ist.
Wir werden bald sehen, daB es auf sehr einfache und véllig willkiirlose
Weise gelingt, beispielsweise die Gesetze des elektromagnetischen Feldes,
die zundichst nur unter der Voraussetzung der Euklidischen Geometrie
aufgestellt sind, auf den Riemannschen Raum zu iibertragen. Ist dies
aber geschehen, so kann sehr wohl die Erfahrung darliber entscheiden,
ob der spezielle Euklidische Standpunkt aufrecht zu erhalten ist oder ob
wir zu dem allgemeineren Riemannschen iibergehen miissen. Wir sehen
aber, daB fiir uns an dem Punkte, an dem wir jetzt stehen, diese Frage
noch nicht spruchreif ist.

Zum SchluB stellen wir noch einmal die Grundlagen der Riemann-
schen Geometrie in geschlossener Formulierung und unter Abstreifung
der speziellen Dimensionszahl » = 3 vor Augen.

Ein n-dimensionaler Riemannscher Raum ist eine n-dimensionale Mannig-
Saltigheit; aber nicht einc belicbige, sondern cine solche, der durch eine
positiv-definite quadratische Differentialform eine MaPbestimmung aufgeprigt
ist.  Die beiden Hauptgesetze, nach denen jene Form die MaBgréfien
festlegt, sind die folgenden (die x; bedeuten irgendwelche Koordinaten):

1. Ist ¢ die Determinante der Koeffizienten der Fundamentalform,
so ist die GroBe irgend eines Raumstiicks gegeben durch das Integral

(14) SVgdx, dx, ... dx,,

das zu erstrecken ist iiber dasjenige mathematische Gebiet der Variablen x;,
welches dem Raumstiick entspricht.

2. Bedeutet Q(@d) die der quadratischen Fundamentalform entspre-
chende symmetrische Bilinearform zweier an derselben Stelle befindlichen
Linienelemente & und' J, so ist der von ihnen gebildete Winkel 6 zu
berechnen aus

Q(dd)

(15) o8l = e
VQ(dd)- Q(d0)
Eine in dem #n-dimensionalen Raum liegende m-dimensionale Mannig-
faltigkeit (1 =m = #) ist gegeben durch eine Parameterdarstellung:
X =ity . th) (f=1,2,..,1).
Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes entsteht durch Ein-
setzen der Differentiale
dx;

dxi = —
x, 3, du, -+

bxi hx,-
bu,du'_l-“. T S T

Ly,
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die metrische Fundamentalform dieser m-dimensionalen Mannigfaltigkeit;
sie ist damit selber ein Riemannscher m-dimensionaler Raum, und die
Berechnung der GroBe eines beliebigen Stiicks von ihr geschieht nach
der auf sie iibertragenen Formel (14). So kann die Linge von Linien-
stiicken, der Inhalt von Flidchenstiicken usw. ermittelt werden.

§ 12. Fortsetzung. Dynamische Auffassung der Metrik.

Wir kehren noch einmal zur Flichentheorie im Euklidischen Raum
zuriick. Die Krémmung einer ebenen Kurve kann als MaB dafiir, wie
stark die Kurvennormalen divergieren, in folgender Weise definiert wer-
den. Wir tragen den zur Kurve
in einem beliebigen Punkte P A
senkrecht stehenden Vektor »Nor-
male« von der Linge 1 von einem
festen Punkt O aus ab: Op, und
erhalten dadurch einen Bildpunkt
2 zu P auf dem Einheitskreis um O.
Durchlduft 2 ein kleines Bogen-
stiick /s der Kurve, so wird der Fig. 6.

Bildpunkt p einen Bogen 4/ 0 jenes
Kreises durchlaufen; /¢ ist der ebene Winkel, welchen die in den simt-
lichen Punkten des Kurvenbogens errichteten Normalen miteinander bilden.

. . do . .
Der Limes des Quotienten s fiir ein Bogensttick 4, das auf einen Punkt 2

zusammenschrumpft, ist die Kriimmung in 2. Ganz analog definiert GauB
die Kriimmung einer Fliche als MaB der Divergenz ihrer Normalen. An-
stelle des Einheitskreises um O tritt die Einheitskugel; einem kleinen
Fldchenstiick do entspricht durch das gleiche Abbildungsprinzip ein Stiick
dieser Kugel dw; dw ist gleich dem riumlichen Winkel, welchen die in
den Punkten von do errichteten Normalen miteinander bilden. Das Ver-

héltnis a,—(: in der Grenze fiir unendlichkleines do ist die Gaufsche

Kriimmung. Gauf machte die wichtige Entdeckung, daf diese Kriimmung
durch die inneren Mapfuverhilinisse der Fliche allein bestimmt ist und aus
den Koeffisienten der metrischen Fundamentalform als ein Differential-
ausdruck 2. Ordnung berechnet werden kann. Die Kriimmung bleibt dem-~
nach ungeidndert, wenn man die Fliche verbiegt, ohne sie zu verzerren.
Damit war auf geometrischem Wege eine Differentialinvariante der qua-
dratischen Differentialformen von zwel Variablen entdeckt, eine GroBe
ndmlich, die aus den Koeffizienten der Differentialform in solcher Weise
gebildet ist, daB sie fiir zwei Differentialformen, die durch Transformation
auseinander hervorgehen (und fiir Argumentpaare, die sich durch die
Transformation entsprechen) gleiche Werte besitzt.

Riemann gelang es, den Begriff der Kriimmung auf quadratische
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Differentialformen von drei und mehr Variablen zu iibertragen; es stellte
sich heraus, daB sie dann kein Skalar mehr ist, sondern ein Tensor (mit
dem wir uns in § 15 dieses Kapitels beschiftigen werden). Genauer
verhilt es sich so, daB ein Riemannscher Raum an jeder Stelle in jeder
Flichenrichtung einé bestimmte Kriimmung besitzt. Der Euklidische
Raum ist dadurch charakterisiert, daB er tiberall und in jeder Rich-
tung die Kriimmung o besitzt. Fiir die Bolyai-Lobatschefskysche wie
fir die sphirische Geometrie aber besitzt die Kriimmung einen von
Ort und Flichenrichtung unabhingigen konstanten Wert @; und zwar
einen positiven im Falle der sphirischen, einen negativen im Falle
der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie (sie kann also, wenn die Einheit
des LingenmaBes geeignet gewidhlt wird, = == 1 angenommen werden).
Hat der n-dimensionale Raum die konstante Kriimmung @, so hat seine
metrische Fundamentalform bei Einfilhrung: geeigneter Koordinaten x;
notwendig die Gestalt '

(I -+ a'Z'x?) .de? —_ a(;’xi(lac,-)2 .
(I -+ a;'x?)’ ’

sie ist also vollstindig eindeutig bestimmt. Ist der Raum iiberall in
allen Richtungen homogen, so muB8 seine Kriimmung eine Konstante sein
und seine metrische Fundamentalform demnach die angegebene Gestalt
besitzen: ein solcher Raum ist notwendig Euklidisch, sphérisch oder
Lobatschefskysch. Unter diesen Umstinden haben nicht nur die Linien-
elemente eine von Ort und Richtung unabhingige Existenz, sondern eine
beliebige, endlich ausgedehnte Figur kann kongruent ohne Anderung ihrer
MaBverhiltnisse an einen beliebigen Ort verpflanzt und in eine beliebige
Richtung gestellt werden. Damit kehren wir zu dem Begriff der kon-
gruenten Abbildung zuriick, von dem unsere Betrachtungen fiber den
Raum in § 1 ihren Ausgang nahmen. Innerhalb der drei méglichen
Fille ist der Euklidische dadurch charakterisiert, daB sich aus der Gruppe
der kongruenten Abbildungen die Gruppe der Translationen mit den be-
sonderen, in § 1 auseinandergesetzten Eigenschaften heraushebt. Die
hier zusammengestellten Tatsachen sind in Riemanns Vortrag kurz er-
wihnt, von Christoffel, Lipschitz, Helmholtz und Sophus Lie eingehender
begriindet worden.7)

Der Raum ist Form der Erscheinungen und, sofern er das ist, notwendig
homogen. Damit scheint es, als ob aus der ganzen Fiille der méglichen
Geometrien, welche der Riemannsche Begriff umfaBt, von vornherein nur
die erwihnten drei speziellen Fille in Betracht kimen und alle tibrigen
als bedeutungslos unbesehen fallen gelassen werden miiten: parturiunt
montes, nascetur ridiculus mus! Riemann dachte dariiber anders, die
SchluBworte seines Vortrags geben dariiber Auskunft. Sie konnten von
seinen Zeitgenossen in ihrer Tragweite nicht verstanden werden und sind
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damals ungehort verhallt. Erst heute, nachdem uns Einstein durch seine
Gravitationstheorie die Augen gedffnet hat, sehen wir, was eigentlich
dahinter steckt. Zu ihrem Verstindnis bemerke ich vorweg, daB Riemann
dort den kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten die diskrefen, aus einzelnen
isolierten Elementen bestehenden gegeniiberstellt. Das MaB eines jeden
Teiles einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch die Anze// der zu ihm
gehorigen Elemente gegeben. So triigt eine diskrete Mannigfaltigkeit zu-
folge des Anzahlbegriffs das Prinzip ihrer MaBbestimmung, wie Riemann
sagt, a priori in sich. Nun zu Riemanns eigenen Worten:

»Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie
im Unendlichkleinen hingt zusammen mit der Frage nach dem innern
Grunde der MaBverhiltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl
noch zur Lehre vom Raum gerechnet werden darf, kommt die obige
Bemerkung zur Anwendung, daB bei einer diskreten Mannigfaltigkeit
das Prinzip der MaBverhiltnisse schon in dem Begriffe dieser Mannig-
faltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hinzu-
kommen muB. Es muB also entweder das dem Raume zugrunde liegende
Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der
MaBverhiltnisse auBerhalb, i darauf wirkenden bindenden Kriften, gesucht
werden.

»Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewidhrten Auffassung der
Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch
Tatsachen, die sich aus ihr nicht erkliren lassen, getrieben, allmihlich
umarbeitet; solche Untersuchungen, welche wie die hier gefiihrte von
allgemeinen Begriffen ausgehen, kénnen nur dazu dienen,. daB diese
Arbeit nicht durch die Beschrinktheit der Begriffe gehindert und der
Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch iiber-
lieferte Vorurteile gehemmt wird.

»Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung
nicht zu betreten erlaubt.« —

Sehen wir von der ersten Méglichkeit ab, es koénnte »das dem Raume
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden« —
obschon wir es durchaus nicht abschworen wollen, heute im Angesicht
der Quantentheorie weniger denn je, daB darin vielleicht einmal die
endgiiltige Loésung des Raumproblems gefunden werden kann —, so
leugnet Riemann also, was bis dahin immer die Meinung gewesen war,
daB die Metrik des Raumes von vornherein unabhingig von den physi-
kalischen Vorgingen, deren Schauplatz er abgibt, festgelegt sei und das
Reale in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne ein-
ziehe; er behauptet vielmelr, dapf der Raum an sich nichts weiter als eine
vollig formlose dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist und erst der den Raum
erfilllende materiale Gehalt ihn gestaltet und seine MaPuverhiltnisse be-
stimmi. Es bleibt die Aufgabe, zu ermitteln, nach welchen Gesetzen
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dies geschieht; jedenfalls aber wird sich die metrische Fundamentalform
im Laufe der Zeit 4ndern, wie sich das Materiale in der Welt #ndert.
Die Moglichkeit der Ortsversetzung eines Korpers ohne Anderung seiner
MaBverhgltnisse ist zurtickgewonnen, wenn der Korper das von ihm
erzeugte >metrische Feld« (welches durch die metrische Fundamentalform
dargestellt wird) bei der Bewegung mitnimmt; genau so wie eine Masse,
die unter dem EinfluB eines von ihr selbst erzeugten Kraftfeldes eine
Gleichgewichtsgestalt angenommen hat, sich deformieren miite, wenn
man das Kraftfeld festhalten und die Masse an eine andere Stelle des-
selben schieben konnte, in Wahrheit aber bei (hinreichend langsamer)
Bewegung ihre Gestalt behilt, da sie das von ihr selbst erzeugte Kraft-
feld mitnimmt. Wir wollen den kithnen Gedanken Riemanns von dem
durch die Materie erzeugten metrischen Felde etwas genauer erldutern und
zeigen, daB, wenn diese Ansicht zutrifft, irgend zwei Raumstiicke, die durch
stetige Deformation ineinander iibergefiihrt werden konnen, als kongruent
bezeichnet werden miissen in dem von uns zugrunde gelegten Sinne, daB
derselbe materiale Gehalt so gut das eine Raumstiick wie das andere
erfiillen kann.

Zur Vereinfachung unserer prinzipiellen Auseinandersetzung nehmen
wir an, daB das Materiale allein durch skalare Zustandsgré8en wie Massen-
dichte, Ladungsdlchte usw. beschrieben werden kann. Wir fassen einen
bestimmten Moment ins Auge; in ihm wird die Ladungsdichte ¢ z. B.
bei Zugrundelegung eines bestimmten rdumlichen Koordinatensystems eine
bestimmte Funktion f(x,x,x,) der Koordinaten x; sein, bei Benutzung
eines andern Koordinatensystems xf aber durch eine andere Funktion
SHx¥ % xY) dargestellt werden. — Eine Zwischenbemerkung. Es ent-
springt bei Anfingern daraus oft Verwirrung, daB sie nicht beachten: in
der mathematischen Literatur werden die Buchstaben durchweg zur Be-
zeichnung der Funktionen benutzt, in der physikalischen und auch mathe-
matisch-physikalischen durchweg zur Bezeichnung der »Grifienc. So
gebraucht man in der Thermodynamik etwa fiir die Energie eines Gases
einen bestimmten Buchstaben, sagen wir %, einerlei ob man sie als
Funktion von Druck p und Temperatur % oder als Funktion des Volu-
mens 2 und der Temperatur 4 auffafit. Der Mathematiker aber schreibt
mit zwei verschiedenen Zeichen:

E=0(,9)=%{,I).

. . . 3D P
Die partiellen Ableitungen 35 397
tung haben, treten infolgedessen in den Physikbiichern unter der gemein-

die eine ganz verschiedene Bedeu-

. VE .
samen Bezeichnung 39 auf; es muB dann aber durch einen angehingten

Index (nach dem Vorgang von Boltzmann) oder durch hinzugefiigte Text-
worte ahgegeben werden, daB im einen Falle bei der Differentiation p,
im andern Falle » konstant gehalten wird. Die mathematische Symbolik
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ist ohne solchen Zusatz eindeutig®). — Wir legen weiter, obschon sich
die Dinge in Wirklichkeit komplizierter verhalten, eine moglichst einfache
geometrische Optik zugrunde, deren Grundgesetz besagt: der Lichtstrahl
von einem Licht aussendenden Punkt A7 zu einem Beobachter in 2 ist
eine »>geoditische« Linie, die unter allen Verbindungslinien von # mit P
die geringste Linge besitzt; von der endlichen Ausbreitungsgeschwindig-
keit des Lichtes sehen wir ganz ab. Dem auffassenden BewuBtsein
schreiben wir lediglich ein optisches Wabhrnehmungsvermogen zu und
vereinfachen es uns zu einem »Punktaugec, das die Richtungsunterschiede
der auftreffenden Lichtstrahlen, welche durch die aus (15) zu bestimmen-
den Winkel 6 gegeben werden, unmittelbar wahrnimmt und dadurch ein
Richtungsbild der umgebenden Gegenstinde gewinnt (wir ignorieren die
Qualitidten der Farbe). Nicht nur die Wirkung der physischen Dinge
aufeinander, sondern auch die psychophysische Wechselwirkung wird von
dem Gesetz der Kontinuitit beherrscht: die Richtung, in der wir Gegen-
stinde wahrnehmen, ist nicht durch deren Ort bestimmt, sondern durch
die Richtung des von ihnen auf der Netzhaut auftreffenden Lichtstrahles;
also durch den Zustand des optischen Feldes in der unmittelbaren Be-
rilbrung mit dem Leibe jenes ritselhaften Realen, in dessen Wesen es
liegt, daB ihm eine gegenstidndliche Welt in BewuBtseinserlebnissen »er-
scheint«. DaB aber ein materialer Gehalt G derselbe ist wie der materiale
Gehalt &', kann offenbar nichts anderes heiBen, als daB zu jedem Stand-
punkt P gegeniiber G ein Standpunkt P’ gegeniiber G" gehért (und um-
gekehrt) derart, daB ein Beobachter in P’ von @' das gleiche Richtungs-
bild empfingt, wie es ein Beobachter in 2 von @ erhilt.

Wir legen ein bestimmtes Koordinatensystem x; zugrunde; die skalaren
ZustandsgroBen wie die Elektrizititsdichte ¢ stellen sich dar durch be-
stimmte Funktionen

Q ==j“x11§“%)’
die metrische Fundamentalform sei
3

zvg;/, dx; dxy ,

i k=1
wo die gix gleichfalls (im Sinne der »mathematischen« Bezeichnungsweise)
bestimmte Funktionen von x, x,x, bedeuten. Ferner sei irgend eine
stetige Abbildung des Raumes auf sich selber gegeben, durch die jedem
Punkt P ein Punkt 2’ zugeordnet ist. Unter Benutzung des vorliegenden

Koordinatensystems und der Bezeichnungen
P = (xx,%,), P = (d %)
werde diese Abbildung dargestellt durch
(16) xr = Pi(x, %, %;) .
*) Es soll hier natiirlich an der »physikalischen« Bezeichnungsart durchaus keine

Kritik geiibt werden; sie ist den Zwecken der mit Grifien operierenden Physik véllig
angemessen.
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Durch sie gehe ein Raumstiick & iiber in &'; ich will zeigen, daB in
dem erliuterten Sinne &' kongruent & ist, falls Riemanns Ansicht zutrifft.
Ich benutze ein zweites Koordinatensystem, indem ich dem Punkte 2
die durch (16) gegebenen Zahlen «; als seine Koordinaten zuordne; (16)
_sind dann die Transformationsformeln. Derjenige mathematische Bereich
in drei Variablen, als welcher sich & in den Koordinaten ' darstellt,
ist identisch mit demjenigen, als welcher sich &' in den Koordinaten x
darstellt. Ein beliebiger Punkt 2 hat in x’ die gleichen Koordinaten wie
P’ in x. Ich denke mir nun den Raum auf eine zweite Weise durch
einen materialen Gehalt erfiillt, und zwar so, wie es durch die Formeln
0 = f(¥,+,»;) im Punkte P
und die analogen fiir die {ibrigen skalaren GroBen dargestellt wird. Wenn
die MaBbestimmung des Raumes unabhingig von dem erfiillenden Mate-
rialen vorgegeben ist, wird die metrische Fundamentalform wie bei der
ersten Erfiillung den Ausdruck haben:
Zgik dx;dxg =2gi'k (o, &, o) dx; dxle;
ik ik
dabei ist auf der rechten Seite die Transformation auf das zweite Koor-
dinatensystem vollzogen. Wenn aber die MaBverhiltnisse durch den
materialen Gehalt bestimmt werden — und wir wollen jetzt mit Riemann
annehmen, daB sich die Sache so verhilt —, so wird, da die zweite Er-
fillung sich genau so in den Koordinaten x' ausdriickt wie die erste in
den Koordinaten x, bei dieser zweiten Erfiillung die metrische Funda-
mentalform lauten:

E gik (x5 x5) dxt dxp .
E

Nach unserem Prinzip der geometrischen Optik wird dann einem Beob-
achter in 2’ der im Raumstiick &' bei der ersten Erfiillung vorhandene
Gehalt genau so erscheinen wie einem Beobachter in P das gemif der
zweiten Erftillung im Raumstick & vorhandene Materiale. Trifft jedoch
die alte »Mietskasernen«-Auffassung zu, so ist das natiirlich nicht der Fall.

Die einfache Tatsache, daB ich eine Plastelinkugel in meiner Hand
zu einer beliebigen MiBgestalt zerdriicken kann, die ganz anders aussieht
als eine Kugel, scheint den Riemannschen Standpunkt ad absurdum zu
fihren. Dies ist jedoch nicht beweisend; denn es wird wohl, wenn Rie-
mann recht hat, u. a. eine ganz andere Deformation der inneren atomistischen
Struktur des Plastelins nétig sein, als ich durch meine Hand bewirken
kann, damit die verdriickte Gestalt einem Beobachter von allen Seiten
als kugelformig erscheint. Die Sache ist eben die, daB einem Raumsttick
an sich iiberhaupt keine visuelle Gestalt zukommt, sondern die letztere
von dem das Raumstiick erfiillenden materiellen Gehalt abhingt, und
zwar so, dall ich durch eine geeignete Erfiillung ihm jede beliebige
visuelle Gestalt erteilen kann. Dafiir kann ich dann auch ‘an irgend
zwel verschiedenen Raumstiicken durch geeignete Erfiillung des einen
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und andern die gleicke visuelle Gestalt hervorzaubern. Einstein hat dem
Riemannschen Gedanken zum Siege verholfen (ohne freilich direkt durch
Riemann beinfluBt zu sein); von dem durch Einstein gewonnenen Stand-
punkt riickschauend aber erkennen wir, daB aus diesem Gedanken eine giil-
tige Theorie erst entspringen konnte, nachdem die Zezf als vierte zu den
drei Raumdimensionen in solcher Weise hinzugetreten war, wie es die sog.
spezielle Relativititstheorie lehrt. Da der Begriff » Kongruenz« nach Riemann
tiberhaupt zu keiner Metrik flihrt, auch nicht zu der durch eine quadratische
Differentialform geregelten allgemeinen Riemannschen Metrik, so muB in der
Tat »der innere Grund fiir die MaBverhiltnisse«< ganz wo anders gesucht
werden. Er liegt nach Einstein in den »bindenden Kriiften« der Gravitation.
In der Einsteinschen Theorie (Kap. IV) spielen die Koeffizienten gz der
metrischen Fundamentalform die gleiche Rolle wie in der Newtonschen
Gravitationstheorie das Gravitationspotential; die Gesetze, nach denen das
raumerfiillende Materiale die Metrik bestimmt, sind die Gravitationsgesetze.
Das Gravitationsfeld bewirkt ein solches Verhalten der Lichtstrahlen und der
»starren< Korper, die wir als MaBstibe verwenden, daf§ sich, wenn wir die
MaBstibe und Lichtstrahlen in gewohnter Weise zur Ausmessung von Gegen-
stinden benutzen, eine MaBgeometrie als giiltig erweist, die in den der Be-
obachtung zuginglichen Gebieten sehr wenig von der Euklidischen abweicht.
Die MaBverhiiltnisse kommen aber nicht auf Rechnung des Raumes als Form
der Erscheinungen, sondern auf Rechnung des durch das Gravitationsfeld
bestimmten physikalischen Verhaltens von MaBstiben und Lichtstrahlen.

Nach den durch Riemann gewonnenen Erkenntnissen machten sich
die Mathematiker an den formalen Ausbau seines geometrischen Gedanken-
systems; Christoffel, Ricci, Levi-Civita nahmen daran vor allem teil?).
Die eigentliche Weiterfiihrung hatte er aber mit den letzten Worten deutlich
genug in die Hinde eines nach ihm kommenden, seinem mathematischen
ebenbiirtigen physikalischen Genies gelegt. Nach 70 Jahren ist das von ihm
Prophezeite durch Einstein in Erfilllung gegangen.

Bei der durch Einsteins grofle Konsequenzen angeregten erneuten Prii-
fung der mathematischen Grundlagen ergab sich dem Verf. die Bemerkung,
daf} die Riemannsche Geometrie das Ideal einer reinen Infinitesimalgeome-
trie erst zur Hilfte erreicht; es gilt, noch ein letztes ferngeometrisches
Element auszuscheiden, das ibr von ihrer Euklidischen Vergangenheit her
anhaftet. Riemann setzt nimlich voraus, daf3 man irgend zwei Linien-
elemente auch an verschiedenen Stellen des Raumes messend miteinander
vergleichen kann; die Miglichkeit eines solchen Fernvergleichs kann in einer
reinen Nahegeometrie nicht zugestanden werden; es ist nur ein Prinzip zu-
lissig, das die Ubertragung einer MaBstrecke von einem Punkte nach
den unendlich benachbarten ermdglicht.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen gehen wir jetzt an den
systematischen Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie heran®), der sich
naturgemiB in drei Stockwerken vollziehen wird: vom jeder niheren Be-
stimmung baren Kontinuum tber die affin zusammenhingende Mannigfal-
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tigkeil zum metrischen Raum. Diese Theorie, in der, wie ich glaube, eine
groBe Gedankenentwicklung ihr Ziel erreicht und das Ergebnis derselben
seine endgiiltige Gestalt gewonnen hat, ist eine wirkliche Geometrie, eine
Lehre vom Raum selbst, und nicht blo8 wie die Geometrie des Euklid
und fast Alles, was sonst uanter dem Namen Geometrie betrieben wird,
eine Lehre von den im Raume méglichen Gebilden.

§ 13. Tensoren und Tensordichten in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit.

ndimensionale Mannigfaltigheit. Dem eben skizzierten Aufbau gemiB
setzen wir vom Raume zunichst nur voraus, daB er ein #dimensionales
Kontinuum ist. Er liBt sich danach auf » Koordinaten x,x,...x. be-
ziehen, deren jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten
Zahlwert besitzt; verschiedenen Punkten entsprechen verschiedene Wert-
systeme der Koordinaten. Ist x,x,...x, ein zweites System von Koordi-

naten, so bestehen zwischen den x- und den x-Koordinaten desselben
willkiirlichen Punktes Beziehungen

(x7) x,~=f,-(;c,a_c,...§,.) f=1,2,...,n),

die durch gewisse Funktionen f; vermittelt werden; von ihnen setzen wir
nicht nur voraus, daB sie stetig sind, sondern auch, da8 sie stetige Ableitungen
ofs

dxe

besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendlichkleinen die affine Geo-
metrie gilt, damit némlich zwischen den Koordinatendifferentialen in beiden
Systemen umkehrbare lineare Beziehungen statthaben:

(18) dx; = oj dy .
%

;
AQp =

Die Existenz und Stetigkeit hoherer Abteilungen nehmen wir an, wo wir
ihrer im Laufe der Untersuchung bediirfen. Auf jeden Fall hat also der
Begriff der stetigen und stetig differentiierbaren Ortsfunktion, ev. auch der
2, 3, ... mal stetig differentiierbaren einen invarianten, vom Koordinaten-
system unabhingigen Sinn; die Koordinaten selber sind derartige Funktionen.

Begriff des Temsors. Die relativen Koordinaten dx; eines zu dem
Punkte P == (x;) unendlich benachbarten Punktes P’ = (x; -} dx;) sind
die Komponenten eines Linienelementes in P oder einer infinitesimalen Ver-

schiebung );J—D)’ von P. Bei Ubergang zu einem anderen Koordinaten-
system gelten fiir diese Komponenten die Formeln (18), in denen o die
Werte der betreffenden Ableitungen im Punkte P bedeuten. Die infini-
tesimalen Verschiebungen werden fiir die Entwicklung des Tensorkalkiils
die gleiche Rolle {ibernehmen wie die Verschiebungen in Kap. I. Es ist
aber zu beachten, daB hier eine Verschiebung wesentlick an einen Punkt
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P gebunden ist, daB es keinen Sinn hat, von den infinitesimalen Verschie-
bungen zweier verschiedener Punkte zu sagen, sie seien gleich oder un-
gleich. Man konnte ja freilich auf die Festsetzung verfallen, infinitesimale
Verschiebungen zweier Punkte gleich zu nennen, wenn sie dieselben Kom-

ponenten haben; aber aus dem Umstand, daB die o} in (18) keine Konstante
sind, geht hervor, daB, wenn dies in einem Koordinatensystem der Fall
ist, es in einem andern Koordinatensystem keineswegs zu gelten braucht.
Wir kénnen demnach nur von der infinitesimalen Verschiebung eines
Punktes, nicht aber wie in Kap. I. des ganzen Raumes sprechen; infolge-
dessen auch nicht von einem Vektor oder Tensor schlechthin, sondern
von einem FVektor oder Zensor in c¢inem Punkte P. Ein Tensor in 2P
ist eine vom Koordinatensystem, auf das man die Umgebung von 2 be-
zieht, abhingige Linearform mehrerer Reihen von Variablen, wenn jene
Abhingigkeit von folgender Art ist: die Ausdriicke der Linearform in
irgend zwei Koordinatensystemen x und x gehen ineinander {iber, wenn
man gewisse der Variablenreihen (die mit oberen Indizes) kogredient, die
andern {mit untern Indizes) kontragredient zu den Differentialen #x; trans-
formiert, die ersteren also nach der Gleichung

(19) & =270!i E* | die zweiten nach &; =2af§k .
# %

Unter «; sind dabei die Werte dieser Ableitungen 7m Funkte P zu ver-
stehen. Die Koeffizienten der Linearform heilen die Xomponenten des
Tensors in dem betreffenden Koordinatensystem; sie sind kovariant in
denjenigen Indizes, die zu den mit oberen Indizes behafteten Variablen
gehoren, kontravariant in den ibrigen. — Die Moglichkeit des Tensor-
begriffs beruht auf dem Umstande, daB der Ubergang von einem zum
andern Koordinatensystem fiir die Differentiale in einer /mearen Trans-
formation sich ausdriickt. Es wird hier Gebrauch gemacht von dem tiber-
aus fruchtbaren mathematischen Gedanken, ein Problem durch Riickgang
aufs Unendlichkleine zu »linearisieren«. Die ganze Zensoralgebra, durch
deren Operationen lediglich Tensoren im selben Punkte P miteinander zu
verkniipfen sind, 4arn jetzt vollly ungeindert aus Kap. I. heriibergenommen
werden. Auch hier wollen wir Tensoren 1. Stufe Vekioren nennen. Es
gibt kontravariante und kovariante Vektoren; wo das Wort Vektor ohne
niheren Zusatz gebraucht wird, ist darunter stets ein kontravarianter Vektor
zu verstehen. Unendlichkleine Groflen dieser Art sind die Linienelemente
in P. Mit jedem Koordinatensystem sind n »Einheitsvektoren« e; in 2
verbunden, nimlich diejenigen, welche in dem betreffenden Koordinaten-
system die Komponenten

I, 0,0,...,0

e, 10 1,0,...,0

€, |0, 0, 0y ..., I
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besitzen. ~Aus ihnen 148t sich jeder Vektor r in P linear zusammen-
setzen; denn sind & seine Komponenten, so gilt

r=2E&% + &%, +... -+ E ..
Die Einheitsvektoren e; eines andern Koordinatensystems x gehen aus den
e; nach den Gleichungen hervor

- %
¢y == Sa;ek.
k

Die Moglichkeit des Ubergangs von kovarianten zu kontravarianten Kom-
ponenten eines Tensors kommt natlirlich hier nicht in Frage. Je zwei
(voneinander linear unabhingige) Linienelemente mit den Komponenten
dx;, Ox; spannen ein Flichenelement auf mit den Komponenten

dx;0xpr — dxp0x; = A xiz

je drei solche Linienelemente ein dreidimensonales Raumelement, usf. In-
variante Differentialformen, die je einem willkiirlichen Linienelement,
bzw. Flichenelement, usw. in linearer Weise eine Zahl zuordnen, sind
»lineare Tensoren« (= kovariante schiefsymmetrische Tensoren, siche § 7).
Die alte Festsetzung tiber das Fortlassen von Summenzeichen wird beibe-
halten.

Begriff der Kurve. Ist jedem Wert eines Parameters s ein Punkt
P = P(s) in stetiger Weise zugeordnet, so ist, wenn wir s als Zeit deuten,
damit eine »Bewegung« gegeben; wir wollen diesen Namen in Ermanglung
eines andern Ausdrucks in rein mathematischem Sinne auch dann an-
wenden, wenn wir uns einer solchen Deutung des Parameters s enthalten.
Bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems erhalten wir eine
Darstellung
(20) x; = x;(s)
der Bewegung durch 7 stetige Funktionen x;(s), von denen wir annehmen,
daB sie nicht nur stetig, sondern stetig differentiierbar sind. Beim Uber~
gang vom Parameterwert s zu s -} ds erfihrt der zugehoérige Punkt P
eine infinitesimale Verschiebung mit den Komponenten dx; Dividieren
wir diesen Vektor in 2 durch ds, so erhalten wir die » Geschwindigkeite«,

dx; ;
einen Vektor in 2 mit den Komponenten —di—’ = u*. Zugleich ist (20)

eine Parameterdarstellung der Ba/nkurve der Bewegung. Zwei Bewegungen
beschreiben dann und nur dann dieselbe Kurve, wenn die eine Bewegung
aus der andern dadurch hervorgeht, daB man auf den Parameter s eine

Transformation austibt s = w(s), die durch eine stetige (und stetig diffe-
rentiierbare) monotone Funktion w vermittelt wird. Fir die Kurve sind
in einem Punkte nicht die Geschwindigkeitskomponenten selber, sondern
nur ihr (die Ricktung der Kurve kennzeichnendes) Verhiltnis ist bestimmt.

Tensoranalysis. Ein Tenmsorfeld gewisser Art ist in einem Raumgebiet
gegeben, wenn jedem Punkt 2 dieses Gebiets ein Zensor der betreffenden
Art in P zugeordnet ist. Relativ zu einem Koordinatensystem erscheinen
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die Komponenten des Tensorfeldes als bestimmte Funktionen der Koordi-
naten des variablen »Aufpunktes« 7; wir setzen sie als stetig und stetig
differentiierbar voraus. Die in Kap. I, § 8 entwickelte Tensoranalysis
14Bt sich auf ein beliebiges Kontinuum nicht ungeéindert iibertragen. Bei
Konstruktion des allgemeinen Prozesses der Differentiation benutzten wir
niamlich damals willkiirliche kovariante und kontravariante Vektoren, deren
Komponenten vom Orte unabhingiy waren. Diese Bedingung ist wohl
gegeniiber linearen, nicht aber gegeniiber beliebigen Transformationen in-
variant, da bei solchen die ¢ keine Konstante sind. In einer beliebigen
Mannigfaltigkeit 1i8t sich infolgedessen, wie wir jetzt zeigen wollen, nur
die Analysis der linearen Tensorfelder begrinden. Aus einem Skalarfeld f
entspringt auch hier, unabhingig vom Koordinatensystem, durch Diffe-
rentiation ein lineares Tensorfeld 1. Stufe mit den Komponenten

, of

(21) Ji=

aus einem linearen Tensorfeld 1. Stufe f; ein solches 2. Stufe:

o _ ¥,

(22) _ft/l"— Oxk—bx;'

aus einem solchen 2. Stufe £z ein lineares Tensorfeld 3. Stufe:
0 O

(23) - Sw= dx; +bxk dx; !

usf.

Ist ¢ ein gegebenes Skalarfeld im Raum und bedeuten x; und %
irgend zwei Koordinatensysteme, so wird in dem einen und andern das
Skalarfeld sich durch eine Funktion der x; bzw. x; darstellen:

@ = flom, ) = flag, o ).
Bilden wir den Zuwachs von ¢ bei einer infinitesimalen Verschiebung
des Argumentpunktes, so kommt

d ¥} -
do 2215_{; a’x,-=26—£[(lxi.

o .. . .
Daraus geht hervor, dafl a—j: die Komponenten eines kovarianten Ten-

Xi
sorfeldes 1. Stufe bilden, das in einer von jedem Koordinatensystem
unabhingigen Weise aus dem Skalarfeld ¢ entspringt. Hier haben wir
ein einfaches Beispiel zum Begriff Vektorfeld; zugleich zeigt sich, daf}
die Operation »grad«< invarianten Charakter trigt nicht nur gegeniiber
linearen, sondern beliebigen Koordinatentransformationen, wie wir be-
hauptet hatten.

Um zu (22) zu gelangen, machen wir folgende Konstruktion. Vom
Punkte P = P,, ziechen wir die beiden Linienelemente mit den Kom-
ponenten dx; und dx;, die zu den unendlich benachbarten Punkten 7,
und P,, fihren. Wir verschieben (variieren) das Linienelement dx in
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irgend einer Weise so, daB sein Anfangspunkt die Strecke 2,7, be-

»—>
schreibt; in seiner Endlage sei es iibergegangen in P,  Z,,. Diesen ProzeB
bezeichnen wir als die Verschiebung J. Die Komponenten 4x; mogen
dabei die Zuwichse Jdx; empfangen haben, so daB

0dx; = {xi(l:,u) - xi(Pox)} - {xl'(})xo) - xi(]';o)}
ist. Jetzt vertauschen wir 4 und d. Durch eine analoge Verschiebung &

des Linienelements dx an der Strecke 2,, 2, entlang, bei der es schlieB-

»H—>
lich in die Lage 2, 7, tibergeht, erfahren die Komponenten desselben
den Zuwachs v

ddx; = {xf(P’xx) - xf(Pxo)} - {x"(Pox) - xi(Poo)) .
Daraus folgt o
(24) 0dx; — ddx; = x;(P,,) — x:(P,,) .

Dann und nur dann, wenn die beiden Punkte P,, und P,, zusammen-
fallen, wenn also die beiden Linienelemente dx und dx bei ihren Ver-

schiebungen 0 bzw. 4 das gleiche unendlichkleine »Parallelogramme«
tiberfahren — und so wollen wir den ProzeB leiten —, gilt

(25) 0dx; — ddox; = o.

Ist nun ein kovariantes Vektorfeld mit den. Komponenten f; gegeben, so
bilden wir die Anderung der Invariante df = f; dx; bei der Verschiebung d:

Odf = Of; dx;+ f; 0dx:.
Vertauschen wir 4 mit ¢ und subtrahieren, so kommt
Adf = (0d — dO)f = (0f; dx: — df; Ox) + f:(8dx; — dixi),

und wenn beide Verschiebungen das gleiche infinitesimale Parallelogramm
durchfegen, insbesondere

{26) Af = 6f,-rz’x,'——a’f,-6x,-=(gi—%%)dx,-axk.

Traut man diesem vielleicht allzu gewagten Operieren mit unendlich-
kleinen GréB8en nicht, so ersetze man die Differentiale durch Differential-
quotienten. Da sich ein unendlichkleines Flichenelement nur als Teil
{oder genauer: als Limes des Teils) einer beliebig kleinen, aber endlich
ausgedehnten Fliche fassen liBt, lautet die Uberlegung dann so. Es sei
jedem Wertepaar zweier Parameter s, # (in einer gewissen Umgebung von
s=o, £=o0) ein Punkt (s#) unserer Mannigfaltigkeit zugeordnet; die
Funktionen x; = x;(s¢#), welche diese (iiber eine Fliche sich verbreitende)
»zweidimensionale Bewegung« in irgendeinem Koordinatensystem x; dar-
stellen, seien zweimal stetig differentiierbar. In jedem Punkte (s#) ge-

horen dazu die beiden Geschwindigkeitsvektoren mit den Komponenten
dxg' dx,-

5 und e Wir konnen die Zuordnung so wihlen, daB sich fiir

$=o0, #==o0 ein vorgeschriebener Punkt P = (0o} ergibt und jene



§ 13. Tensoren und Tensordichten in einer beliebigen Mannigfaltigkeit. 97

beiden Geschwindigkeitsvektoren in ihm mit zwei willktirlich vorgegebenen

Vektoren #?, v* zusammenfallen (es gentigt ja dazu, die x; als lineare
. L ..o d

Funktionen von s und # anzusetzen). & bedeute die Differentiation 750
5

d
d aber —. Dann ist
dat

. dx; . i dx;i dxp ) d*x;
V=Sigsr U =55 a ar T/
Durch Vertauschung von 0 und 4 und nachfolgende Subtraktion kommt
3fi  Ofe\dx: dxz
= 0df — =L L7 27,
(27) Af = Odf — aof (bxk bx,-) ds dt

Indem wir s = o, = o setzen, erhalten wir zum Punkte P die von
zwei willklirlichen Vektoren #, v daselbst abhingige Invariante

df; O\ i s

(322 =)+
Der Zusammenhang mit der infinitesimalen Betrachtung besteht darin,
daB diese hier in strenger Form fijr die unendlichkleinen Parallelogramme
durchgefiihrt wird, in welche die Fliche x; = x;(s#) durch die Koordi-
natenlinien s = const. und # = const. zerlegt ist.

Ich erinnere in diesem Zusammenhang an den Stokesschen Satz. Das
invariante lineare Differential f; dx; heiBt infegrabel/, wenn sein Integral
lings jeder geschlossenen Kurve, der »Integralwirbel«, = o ist (was,
wie man weiB}, nur fiir ein totales Differential der Fall ist). Man spanne
in die geschlossene Kurve eine beliebige Fliche ein, zu geben durch
eine Parameterdarstellung x; = x;(s4), und zerlege sie durch die Koordi-
natenlinien in infinitesimale Parallelogramme. Der Wirbel um die Be-
grenzung der ganzen Fliche liBt sich dann zuriickfiihren auf die einzelnen
Wirbel um diese kleinen Fldchenmaschen herum, deren Wert fiir jede
Masche durch unsern (mit dsd# zu multiplizierenden) Ausdruck (27) ge-
liefert wird. So kommt eine differentiale Zerlegung des Integralwirbels
zustande, und der Tensor (zz) ist an jeder Stelle das MaB filir die dort
vorhandene »Wirbelstirkee.

Auf die gleiche Weise steigt man zur nichst hoheren Stufe (23) auf.
Statt des infinitesimalen Parallelogramms wird man dabei ein durch drei
Linienclemente 4, d, d aufgespanntes dreidimensionales Parallelepiped zu
benutzen haben. Die Rechnung sei kurz angedeutet:

(28) O (fir dx;0xp) = ?_[%5 dx; Oxz dxs + fir (Ddx;- Sxp + ddxr - dxy).

Ox
Wegen fi; = — fu ist der zweite Summand rechts
(29) = fu (0dx;- Oxz — DOx;- dxp).

Nimmt man in (28) die drei zyklischen Vertauschungen von 4, d, D vor
und addiert, so zerstoren sich die aus (29) entspringenden 6 Glieder zu
je zweien wegen der Symmetriebedingungen (23).

Weyl, Raum, Zeit, Materie, 3. Aufl. 7
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Begriff der Tensordichte. Ist f Wdx — ich schreibe kurz dx fiir das

Integrationselement dx, dx, ...dx, — eine Integralinvariante, so ist I8
eine GroBe, die vom Koordinatensystem in der Weise abhingt, daB sie
sich bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten
Betrag der Funktionaldeterminante multipliziert. Fassen wir jenes In-
tegral als Maf3 eines das Integrationsgebiet erfiillenden Substanzquantums
auf, so ist B dessen Dichte. Eine GroBe der beschriebenen Art moge
deshalb als skalare Dickte bezeichnet werden. Das ist ein wichtiger Be-
griff, der gleichberechtigt neben den des Skalars tritt und sich durchaus
nicht auf ihn reduzieren 148t. In einem analogen Sinne wie von einer
skalaren konnen wir auch von einer sensoriellen Dichte sprechen. Eine
vom Koordinatensystem abhingige Linearform mehrerer Reihen von Vari-
ablen, die teils mit oberen teils mit unteren Indizes behaftet sind, ist
eine Tensordichte im Punkte 7, wenn aus dem Ausdruck dieser Linear-
form in einem ersten Koordinatensystem ihr Ausdruck in einem beliebigen
anderen, dem fiberstrichenen Koordinatensystem durch Multiplikation mit
dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante

4 = abs. ||

und Transformation der Variablen nach dem alten Schema (rg) hervor-
geht. - Der Gebrauch der Worte Komponenten, kovariant, kontravariant,
symmetrisch, schiefsymmetrisch, Feld usw. wie bei Tensoren. Mit der
Gegeniiberstellung der Tensoren und Tensordichten glaube ich den
Unterschied zwischen Quantitit und Intensitit, soweit er physikalische
Bedeutung hat, in strenger Weise erfaBt zu haben: die Zensoren sind die
Intensitits-, die Tensordichten die Quantititsgrofen. Die gleiche ausge-
zeichnete Rolle, welche unter den Tensoren die kovarianten schiefsym-
metrischen spielen, kommt unter den Tensordichten den kontravarianten
schiefsymmetrischen zu, die wir darum kurz als Zneare Tensordichten
bezeichnen wollen.

Algebra der Tensordichten. Wie im Gebiet der Tensoren haben wir
hier die folgenden Operationen:

1. Addition von Tensordichten der gleichen Art, Multiplikation einer
Tensordichte mit einer Zahi;

2. Verjingung; und

3. (nicht etwa Multiplikation zweier Tensordichten miteinander, son-
dern) Multiplikation eines Tensors mit einer Tensordichte. Denn durch
Multiplikation zweier skalaren Dichten z. B. wiirde ja nicht wieder eine
skalare Dichte entstehen, sondern eine GréBe, die sich beim Ubergang
von einem zum anderen Koordinatensystem mit dem Quadrat der Funk-
tionaldeterminante multipliziert. Multiplikation eines Tensors mit einer
Tensordichte liefert aber stets eine Tensordichte (deren Stufenzabl gleich
der Summe der Stufenzahlen der beiden Faktoren ist); so geht z. B. aus
einem kontravarianten Vektor mit den Komponenten # und einer ko-
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varianten Tensordichte mit den Komponenten {v;z in einer vom Koordi-
natensystemm unabhingigen Weise eine gemischte Tensordichte 3. Stufe
mit den Komponenten f vz hervor.

Die Analysis der Tensordichten it sich in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit nur fiir Zneare Felder begriinden. Sie fiihrt zu folgenden diver-
genzartigen Prozessen:

d v’
(30) o=
x;
amik :
(31) 3 =

Durch (30). wird aus einem linearen Tensordichte-Feld i’ der 1. Stufe
ein skalares Dichtefeld 1 erzeugt, durch (31) aus einem linearen Feld
2. Stufe (w*¥ = — 1) ein solches der 1. Stufe usf. Die Operationen
sind vom Koordinatensystem unabhingig. Von einem Feld 1. Stufe iv?, das
aus einem Feld 2. Stufe 1% nach (31) entsteht, ist die Divergenz (30)
== o; analog fiir die hoheren Stufen. Den Beweis der Invarianz von (30)
erbringen wir durch folgende Betrachtung, die aus der Theorie der Be-
wegung von kontinuierlich ausgebreiteten Massen bekannt ist.

Ist & ein gegebenes Vektorfeld, so wird durch
(32) %= x; 4 &0t
eine infinitesimale Verschiebung der Punkte unseres Kontinuums erklirt,
bei welcher der Punkt mit den Koordinaten x; in den Punkt mit den
Koordinaten %; tibergeht; den konstanten infinitesimalen Faktor 0# mag
man als das Zeitelement deuten, wihrend dessen diese Deformation vor
sich geht. Die Abweichung der Abbildungsdeterminante

y, x| d&

= von 1 ist == 0¢-
dxz dx;

Durch die Verriickung gehe ein Teilstiick @ des Kontinuums, dem bei
der Darstellung durch die Koordinaten x; das mathematische Gebiet ¥
der Variablen x; entspricht, in das unendlich wenig davon verschiedene
Gebiet @ tiber. Ist 8 ein skalares Dichtefeld, das wir als Dichte einer
das Kontinuum erfiillenden Substanz auffassen, so ist das in & vor-
handene Substanzquantum

= f;8(x)dx,
das ® erfiillende Quantum aber

= [3(x)dx = [,8(%) A dx,
wo in dem letzten Ausdruck fir die Argumente x; von 3 die Werte (32)
einzusetzen sind. (Ich verschiebe hier das Volumen gegen die Substanz;
man kann statt dessen natiirlich auch die Substanz durch das Volumen
stromen lassen; dann ist 8& die Stromstirke.) Fir den Zuwachs an

7*
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Substanz, den das Gebiet @ durch die Verschiebung gewonnen hat, er-
gibt sich das nach den Variablen x; tiber £ zu erstreckende Integral von

3() A —3(x),
fiir den Integranden aber findet sich ]
2(8&)

bx,- ’

3(E) (4 — 1)+ (8(7) — 8 (x)} = at(gg_f;+§§§f)= 3.

Folglich wird durch die Formel
(88

ax,-

=1m

ein invarianter Zusammenhang hergestellt zwischen den beiden skalaren
Dichtefeldern 8,  und dem kontravarianten Vektorfeld mit den Kom-
ponenten &. Da sich nun jede Vektordichte v’ in der Form 8&° dar-
stellen 148t — denn definiert man in einem bdestimmien Koordinatensystem
eine skalare Dichte 8 und ein Vektorfeld § durch 8 = 1, § = W', so gilt
in jedem die Gleichung W’ = 8§ —, ist der gewiinschte Beweis erbracht.

Wir sprechen im AnschluB an diese Uberlegung das spiter oft zu
benutzende FPrinzip der partiellen Integration aus: Verschwinden die Funk-
tionen ' am Rande eines Gebietes &, so ist das Integral

Denn dieses Integral, mit ¢ multipliziert, bedeutet die Anderung, welche
das »Volumen« [dx jenes Gebiets bei einer infinitesimalen Deformation
erleidet, deren Komponenten = 67t sind.

Ist des Divergenzprozesses (30) Invarianz erkannt, erheben wir uns
von da aus leicht zu den hoheren Stufen, zunichst zu (31). Wir nehmen
ein kovariantes Vektorfeld f; zu Hilfe, das aus einem Potential # ent-

. 9 . N .
springt: f; = b—i, bilden die lineare Tensordichte 1. Stufe wW*f; und

deren Divergenz
d(w*f) dp*
bx;; /e bxk )
Die Bemerkung, daB die f; in einem Punkte 2 willkiirlich vorgeschriebene
Werte annehmen konnen, schlieBt den Beweis ab. Auf gleiche Art er-
steigen wir die 3. Stufe usf.

§ 14. Affin zusammenhiingende Mannigfaltigkeit.

Begriff des affinen Zusammenkhangs. Der Punkt P einer Mannigfaltig-
keit héngt mit seiner Umgebung affin zusammen (wollen wir sagen), wenn
von jedem Vektor in P feststeht, in welchen Vektor in 2’ er durch
Parallelverschiebung (ungeinderte Verpflanzung) von 2 nach 2’ tibergeht;
dabei bedeutet P’ einen beliebigen der zu 2 unendlich benachbarten
Punkte™). Von diesem Begriff verlangen wir nicht mehr und nicht
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weniger, als daf er alle diejenigen Eigenschaften besitzt, die ihm in der
affinen Geometrie des Kap. I zukamen, d. h. wir postulieren: Zs gibt ¢in
Koordinatensystem, bei dessen Benutzung die Komponenten eines jeden Vektors
in P durch infinitesimale Parallelverschicbung nicht geindert werden. Ein
solches Koordinatensystem heiBt geoditisch in 2. Was folgt daraus fiir
ein beliebiges Koordinatensystem #;? In ihm habe der Punkt P die
Koordinaten x7, 2’ die Koordinaten 7+ dx; & seien die Komponenten
eines beliebigen Vektors in 7, & - 4§ die Komponenten des aus ihm
durch Parallelverschiebung nach 2’ hervorgehenden Vektors. Da erstens
durch die Parallelverschiebung von 2 nach 2’ die simtlichen Vektoren in
P auf die simtlichen Vektoren in 2’ linear oder affin abgebildet werden,
mufl #& linear von den &° abhiingen:

(33) A& = — dy, &

Zweitens ergibt sich aus der an die Spitze gestellten Forderung, daB3 die
dy?, Linearformen der Differentiale dx; sind:

(33) dyty = Tiydx,

deren Zahlkoeffizienten I, die » Komponenten des affinen Zusammenhangse,
der Symmetriebedingung

(3 3”) ri:r = rirs

geniigen.

Um dies zu beweisen, sei x; ein in 2 geoditisches Koordinatensystem;
es gelten Transformationsformeln (17), (18). Aus der geoditischen Natur

des Koordinatensystems x; folgt, dafl bei Parallelverschiebung
A = d(a&) = dol-&
ist. Fassen wir die & als Komponenten Jx; eines Linienelements in 2

auf, so muB demnach
3%

— dy, 0%, = =2 dx,dx,
4 0x,0x5 :
sein (fir die z. Ableitungen sind natiirlich deren Werte an der Stelle 2P
zu setzen). Daraus geht die Behauptung hervor, und zwar bestimmt sich
die symmetrische Bilinearform

(34) - rl.rs(sxrdxs aus Efl_ (S;Cr(l;:
0%, dx;s
durch Transformation nach (18). — Die Konsequenzen sind damit voll-

stindig erschopft. Sind ndmlich I, beliebig vorgegebene Zahlen, welche

der Symmetriebedingung (33”) gentigen, und definieren wir den affinen

Zusammenhang durch (33), (33), so liefern die Transformationsformeln
X; — xf = ;C,' — gl";sa_c,a—c:

ein geoditisches Koordinatensystem x;in P, da fiir sie die Gleichungen (34)
in P erfiillt sind.
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Die Formeln, nach denen sich die Komponenten des affinen Zusammen=
hangs [, bei Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem trans-
formieren, sind aus der obigen Betrachtung leicht zu entnehmen; wir
werden aber von ihnen keinen Gebrauch zu machen haben. Jedenfalls
sind die T nich¢ die Komponenten eines (in 7 kontra-, in » und s kovari-
anten) Tensors im Punkte 2; wohl besitzen sie diesen Charakter gegeniiber
linearer, verlieren ihn jedoch gegeniiber einer beliebigen Transformation.
Denn in einem geoditischen Koordinatensystem verschwinden sie sdmtlich.

Was unter Parallelverschicbung eines kovarianten Vektors & im Punkte P
von dort nach dem unendlich benachbarten Punkte 2’ zu verstehen ist,
ergibt sich eindeutig aus der Forderung, daB3 bei der simultanen Parallel-
verschiebung dieses Vektors &; und eines beliebigen kontravarianten 7” das
invariante Produkt &%’ ungeindert bleibe:

d(Ea) = (d§:- ) + (§rdn’) = (d§: — dy"i5) = o,
daher

(35) (dE =2 dyik.

Ein kontravariantes Pekforfeld & werden wir im Punkte P stationir
nennen, wenn die Vektoren in den zu 2 unendlich benachbarten Punkten 7’
aus dem Vektor in 2 durch Parallelverschiebung hervorgehen, wenn also
in P die totalen Differentialgleichungen

a5+ dy, & =o (oder g—fi —+ I8 = o)

erfilllt sind. Es gibt offenbar ein derartiges Vektorfeld, das im Punkte ./
selbst beliebig vorgeschriebene Komponenten besitzt (eine Bemerkung,
von der bei einer spiteren Konstruktion Gebrauch zu machen sein wird).
Der gleiche Begriff ist fiir ein kovariantes Vektorfeld aufzustellen.

Wir beschiftiden uns fortan mit einer affinen Mannigfaltigkeit; in ihr
steht jeder Punkt P mit seiner Umgebung in affinem Zusammenhang. Bei
Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems sind die Komponenten %
des affinen Zusammenhangs stetige Funktionen der Koordinaten x;.
Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann ich die I, wohl
an einer einzelnen Stelle 2 zum Verschwinden bringen; es ist aber im
allgemeinen "nicht moglich, das Gleiche simultan fiir alle Punkte der
Mannigfaltigkeit zu erzielen. Es gibt keine Unterschiede unter den ver-
schiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit hinsichtlich der Natur ihres
affinen Zusammenhangs mit der Umgebung; in dieser Hinsicht ist die
Mannigfaltigkeit homogen. '

Geoditische Linie. Fiihrt ein Punkt bei seiner Bewegung einen (irgend-
wie veridnderlichen) Vektor mit, so erhalten wir zu jedem Wert des Zeit-
parameters s nicht nur einen Punkt

P = (s): x; = x:(s)
der Mannigfaltigkeit, sondern auBerdem einen Vektor in diesem Punkte
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mit den von s abhingigen Komponenten »¥ = #7(s). Der Vektor bleibt
im Momente s stationir, wenn
dv’ . dx
6 - Z o _ﬁ —_—

(3 ) ds + ra{g‘Z/ as o

ist. (Hier atme auf, wem immer das Operieren mit Differentialen un-
sympathisch ist; hier haben sie sich glicklich in Differentialquotienten
verwandelt.) Bei beliebiger Mitfiihrung des Vektors besteht die linke
Seite 77 von (36) aus den Komponenten eines mit der Bewegung invariant
verkniipften Vektors in (s), der angibt, in welchem MaBe sich der Vektor
v* an dieser Stelle pro Zeiteinheit indert. Denn beim Ubergang vom

Punkte P = (5) zu P’ = (s + ds) geht der Vektor o in P tiber in den
Vektor

., dY
7 .—i— a’—sds

in Z’. Verschieben wir aber »* ungeindert von 2 nach P’; so erhalten
wir dort

v’ 4 00f = of — [Ypvduxg.
Der Unterschied dieser beiden Vektoren in »P’, die Anderung von v
wihrend der Zeit #s, hat demnach die Komponenten

d—ya’s — Jouir = Vids.

ds
Rein analytisch kann man den invarianten Charakter des Vektors ¥ am
leichtesten so einsehen: Man nehme einen willkiirlichen kovarianten Vektor
& in P = (s) zu Hilfe und bilde die Anderung der Invariante 5;2 beim
Ubergang von (s) zu (s 4 ds), wobei der Vektor &; ungeindert mit-
genommen werde; dann kommt

d(8:7)
ds

Verschwindet 7 fiir alle 5, so gleitet der Vektor » bei der Bewegung
mit dem Punkte 2 an der Bahnkurve entlang, okne sich zu dndern.

= §1Vi.

a’x;

Jede Bewegung fiihrt den Vektor ihrer Geschwindigkeit #' = =

mit sich; fiir diesen besonderen Fall ist 7 der Vektor
. de . d’x; . dxgdx
U= -2 L au® =7 i _ﬂ‘_ﬁ:
[ls+rﬁuu dsz_!-rﬂa’s ds

die Beschleunigung, welche die Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit-
einheit mift. Eine Bewegung, in deren Verlauf die Geschwindigkeit
bestindig ungesindert bleibt, heiBit eine Zranmslation; die Bahnkurve einer
Translation, eine Kurve also, die ihre Richtung ungedndert beibehilt,
eine gerade oder geoditische Linie. Beruht doch gerade in dieser Eigen-

schaft gemiB der translativen Auffassung (vergl. Kap. I, § 1) das Wesen
der geraden Linie.
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Die Analysis der f‘emorm und Tensordickhten 1iBt sich in einer affinen
Mannigfaltigkeit ebenso einfach und volistindig wie in der linearen Geo-
metrie des Kap. I entwickeln. Sind beispielsweise ff die in Z kovarianten,
in % kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen
wir im Punkte 2 zwei willkiirliche Vektoren, einen kontravarianten & und
einen kovarianten 7 zu Hilfe, bilden die Invariante

FEm
und ihre Anderung bei einer unendlich kleinen Verriickung < des Argument-
punktes P, bei welcher & und # parallel mit sich verschoben werden.
Es ist
d £ _—affi £ Y& 7 5 g%
(fi8ma) = 5 Emadar— fradyi & + /i §dyr e,
also sind

bfiE v ok k r
bxz - rzlfr+rrlfi

2
Siu=

die in 7/ kovarianten, in % kontravarianten Komponenten eines Tensor-
feldes 3. Stufe, das aus dem gegebenen Tensorfeld 2. Stufe in einer vom
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt. Charakteristisch sind
hier die Zusatzglieder, welche die Komponenten des affinen” Zusammen-
hangs enthalten und in denen wir spiter mit Einstein den Einflu8 des
Gravitationsfeldes erkennen werden. Nach der angegebenen Methode
kann in jedem Fall der Prozef der Differentiation an einem Tensor voll-
zogen werden.

Wie in der Tensoranalysis die Operation »grad« als die urspriingliche
auftritt, aus der alle ibrigen sich herleiten, so liegt der Analysis der
Tensordichten die durch (30) erklirte Operation »dive zugrunde. Sie
fiihrt zundchst fiir die Tensordichten aller Stufen zu Prozessen #hnlichen
Charakters. Will man z. B. die Divergenz einer gemischten Tensordichte

w? 2. Stufe bilden, so nimmt man ein in P stationdires Vektorfeld & zu
Hilfe und konstruiert von der Tensordichte &wf die Divergenz:
d(Ew:) _ A A . 3 wf
) imf-’-? Y §’(— r'ikmf—l-—) .

bxk 0 XE bxk

Diese GroBe ist eine skalare Dichte, und demnach, da die Komponenten
eines in P stationiren Vektorfeldes daselbst beliebige Werte annehmen
konnen,

d ok

'ﬂ; - rris m:'

(37)
eine kovariante Tensordichte 1. Stufe, die aus w? in einer von jedem
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt.

Aber man kann nicht nur durch Divergenzbildung einer Tensordichte
zu einer solchen von einer um 1 geringeren Stufenzahl herabsteigen,
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sondern auch durch Diferentiation aus ihr eine Tensordichte bilden, deren
Stufenzahl um 1 hoher ist. Bedeutet 8 zunichst eine skalare Dichte, so
rufe man wiederum ein in 2P stationdres Vektorfeld & zu Hilfe und bilde
die Divergenz der Stromstirke 8&:

3(8&) 38 ., & 03 r o\ e
*—”‘axi == S;C_l + §a—xl == (sz_ rzrg) S5
dann erhilt man in
ﬁ —TI%3
axi ir

die Komponenten einer kovarianten Vektordichte. Um die Differentiation
von der skalaren auf eine beliebige Tensordichte, z. B. die gemischte

)3 . .
v; von z. Stufe auszudehnen, bedient man sich in nun schon geldufiger
Weise zweier in P stationdrer Vektorfelder & und 7, von denen dieses

kovariant, jenes kontravariant ist, und differentiiert die skalare Dichte w? §ne.
Verjingung der durch Differentiation entsprungenen Tensordichte nach
dem Differentiationsindex und einem kontravarianten fijhrt zur Divergenz
zuriick. '

§ 15. Kriimmung.

Sind 2 und P* zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, in deren
erstem ein Vektor gegeben ist, so kann man diesen parallel mit sich
lings der Kurve von 2 nach P* schieben. Die Gleichungen (36) fiir
die unbekannten Komponenten 2¥ des in bestindiger Parallelverschiebung
begriffenen Vektors gestatten ndmlich bei gegebenen Anfangswerten von
7' eine und nur eine Lgsung. Die so zustande kommende Vektor-
#ibertragung ist jedoch im allgemeinen nickt integrabel; d. h. der Vektor,
zu dem man in P* gelangt, ist abhingig von dem Verschiebungswege,
auf dem die Ubertragung vollzogen wird. Nur in dem besonderen Fall,
wo Integrabilitit stattfindet, hat es einen Sinn, von dem gleicZen Vektor
in zwei verschiedenen Punkten 2 und P* zu sprechen; es sind darunter
solche Vektoren zu verstehen, die durch Parallelverschiebung auseinander
hervorgehen. Alsdann heiBe die Mannigfaltigkeit Ewklidisck-affin. Erteilt
man allen Punkten einer derartigen Mannigfaltigkeit eine unendlichkleine
Verschiebung, jedoch so, daB die Verschiebung eines jeden durch den
»gleicken« infinitesimalen Vektor dargestellt wird, so ist mit dem Raume
eine infinitesimale Gesamt-Translation vorgenommen. Mit ihrer Hilfe
lassen sich gemiB dem Gedankengang des Kap. I (wir verzichten hier
darauf, den Beweis strenge durchzufiihren) besondere, »lineare« Koordi-
natensysteme konstruieren, die dadurch ausgezeichnet sind, daB bei ihrer
Benutzung gleiche Vektoren in verschiedenen Punkten gleiche Kompo-
nenten besitzen. In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die
Komponenten des affinen Zusammenhangs identisch. Je zwei solche
Systeme hdngen durch ZJneare Transformationsformeln zusammen. Die
Mannigfaltigkeit ist ein affiner Raum im Sinne von Kap. It die Integra-
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bilitat der Vektoribertragung ist diejenige infinitesimalgeometrische Eigen-
schaft, durch welche die »lincaren< Rdume unter den affin zusammen-
hingenden ausgezeichnet sind.

Doch ist jetzt die Aufmerksamkeit auf den aligemeinen Fall zu lenken;
da diirfen wir nicht erwarten, daB ein Vektor, durch Parallelverschiebung
an einer geschlossenen Kurve herumgefiihrt, in seine Ausgangslage zurtick-
kehrt. Wie beim Beweise des Stokesschen Satzes spannen wir in die
geschlossene Kurve eine Fliche ein und zerlegen sie durch die Para-
meterlinien in unendlich kleine Parallelogramme. Die Anderung eines
beliebigen Vektors beim Umfahren der Fliche wird zuriickgefiihrt auf
die Anderung beim Umfahren jedes solchen von zwei Linienelementen
dx; und Ox; in einem Punkte P aufgespannten infinitesimalen Parallelo-
gramms, sie gilt es jetzt zu bestimmen. Wir werden konstatieren, daB
der Zuwachs 4 = (4), den dabei ein Vektor r = (&) erfihrt, aus 1
durch eine lineare Abbildung, eine Matrix 4F hervorgeht:

(38) Ay = AF(y); A5 = AF5&P.

Ist 4F = o, so ist die Mannigfaltigkeit an der Stelle P in der von
unserm Flichenelement eingenommenen Flichenrichtung »edenc; trifft
dies fiir alle Elemente einer endlich ausgedehnten Fliche zu, so kehrt
jeder Vektor, der lings des Flichenrandes parallel verschoben wird, zu

seiner Ausgangslage zurtick. — A F hingt linear von dem Flichenele-
ment ab:
(39) AF = Fipdx:0xp = sFpdxy (Axp = dx:i0xp — dxz0 x;

Fki = Fik) .

Die hier auftretende Differentialform charakterisiert die XKrimmung, die
Abweichung der Mannigfaltigkeit von der Ebenheit an der Stelle 2 in
allen moglichen Flichenrichtungen; da ihre Koeffizienten keine Zahlen,
sondern Matrizen sind, konnte von einem »linearen Matrix-Tensor 2. Stufee
gesprochen werden, und es wiirde dadurch die GroBennatur der Kriim-
mung in der Tat am besten bezeichnet. Gehen wir aber von den Ma-
trizen auf ihre Komponenten zuriick — es seien Fg; die Komponenten
von Fz oder auch die Koeffizienten der Form

(40) JF(!; — Frg-kdxiéxk —,

so ergibt sich, wenn e; die zum Koordinatensystem gehorigen Einheits-
vektoren in 2 sind, die Formel

(4!) dg = F(ﬁkea’g‘a" dx,‘ax/, .

Daraus geht hervor, daB Fy; die in o kontra-, in f8i% kovarianten Kom-
ponenten eines Zensors 4. Stufe sind. Ihr Ausdruck durch die Kom-
ponenten [, des affinen Zusammenhangs lautet:

Wi G

2 Fal ==
(42) ik (bx; YT

)+mm—mm.
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Sie erfiillen danach die Bedingungen der »schiefen< und der »zyklischen«
Symmetrie:

(43) Fow = — Fpi; Fhin~+ Fag+ Frze =o.

Das Verschwinden der Krimmung ist das invariante Differentialgesetz,
durch welches sich die Euklidischen Riume unter den affinen im all-
gemeinen Sinne der Infinitesimalgeometrie auszeichnen.

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen bedienen wir uns
desselben Verfahrens der doppelten Durchfegung eines unendlichkleinen
Parallelogramms, das wir auf S. 96 zur Herleitung des Wirbeltensors
benutzten; wir verwenden die damaligen Bezeichnungen. Im Punkte 2,
sei ein Vektor y = g(2,,) mit den Komponenten & gegeben. Im End-
punkte 7, des Linienelements Zx bringen wir denjenigen Vektor ¢(Z,,)
an, der aus ihm durch Parallelverschiebung lings des Linienelementes
hervorgeht; heiBen seine Komponenten & -f 2% so ist also

dE* = — dygkP = — T5:E dx;.
Bei der vorzunehmenden Verschiebung 0 des Linienelements J4x (die
keineswegs eine Parallelverschiebung zu sein braucht) bleibe der Vektor
im Endpunkt immer durch die angegebene Bedingung an den Vektor im
Anfangspunkt gebunden; dann erleiden die #§* bei der Verschiebung
den Zuwachs
045 = — Ol pedx; &8 — T 0d x5 — dy7 087 .

Bleibt insbesondere der Vektor im Anfangspunkt des Linienelements
wihrend der Verschiebung zu sich selbst parallel, so ist hier d& 7 durch

»r
— 0y35% zu ersetzenj in der Endlage 7,, 7,, des Linienelements er-
halten wir dann im Punkte 2, denjenigen Vektor ¢ (2,,), der aus ¢(7,,)

durch Paralielverschiebung lings P,,TPOI hervorgeht, in 2., den Vektor

r(2.,), in welchen g(2,,) durch Parallelverschiebung lings P:}’u iber-

geht, und es ist
6d§a = {‘ga(_p”) - 56‘(Por)} - {gm(‘Pxo) - ga (P0°)} :

HeiBt der aus p(#,,) durch Parallelverschiebung lings P::_}’” zustande
kommende Vektor g, (7,), so erhidlt man durch Vertauschung von 4 und
0 einen analogen Ausdruck fiir :

205" = {§4(P1) — §°(P)} — {§(For) — §(Poo)} -
Durch Subtraktion bildet man
A8 = §dE — dOE* = A FR§?
und dabei sind &% die Komponenten eines Vektors 4¢ in P, , der
Differenz der beiden Vektoren y und t, im selben Punkte:
A& = §4(P,) — §(P,).
Da im Limes Z,, mit 2= P,  zusammenfillt, sind damit unsere Be-
hauptungen erwiesen.
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Die infinitesimale Uberlegung verwandelt sich in einen strengen Be-
wels, sobald wir wie frither 4 und J im Sinne der Differentiationen 7s

und dit deuten. Um die Schicksale des Vektors x bei dem infinitesi-

malen SchiebungsprozeB wiederzugeben, empfiehlt sich folgende Kon-
struktion. Es sei jedem Wertepaar s, # nicht nur ein Punkt P = (s/),
sondern auBerdem ein _kovarianter Vektor mit den Komponenten f;(s#)
in diesem Punkte zugeordnet; ist & ein beliebiger Vektor in 2, so ver-
4(f:§)
ds

stehen wir unter d(f;§") denjenigen Wert von , der sich ergibt,

wenn & beim Ubergang vom Punkte (s#) zum Puankte (s 4 s, #) unge-
dndert mitgenommen wird. d(f;&) ist selbst wieder ein Ausdruck von
der Form f;&, nur daB jetzt statt f; andere Funktionen f! von s und ¢
stehen. Wir konnen deshalb auf ihn von neuem den gleichen ProzeB
oder den analogen J anwenden. Tun wir das letztere, wiederholen den
ganzen Vorgang in umgekehrter Reihenfolge und subtrahieren, so be-
kommen wir zunichst

04(f:8) = 0df;-§¥ + df; 0§ + 0f;:d§ + fi0d¥f
und darauf wegen
&fe  df
dtds — dsdt
4(f:§) = (0d — d0)(f:F)) = 24 &
Dabei ist 4& genau der oben gefundene Ausdruck. Die erhaltene In-
variante lautet im Punkte P = (oo)

Fonfa&Puiv¥;
sie hingt von einem willkiirlichen kovarianten Vektor mit den Komponenten

fi daselbst ab und von drei kontravarianten &, #, #; die F; sind demnach
die Komponenten eines Tensors 4. Stufe.

5a’f,= =([(if,'3

§ 16. Der metrische Raum.

Begriff der metrischen Mannigfaltigheit. Eine Mannigfaltigkeit Zrdgt
im Punkte P eine Mafbestimmung, wenn die Linienelemente in 2 sich ihrer
Linge nach vergleichen lassen; wir nehmen dabei im Unendlichkleinen
die Giiltigkeit der Pythagoreisch-Euklidischen Gesetze an. ZEs bestimmt
dann jeder Vektor t in P cine Strecke; und es gibt eine nicht-ausgeartete
quadratische Form ¢* derart, daf wswei Vektoren ¥ und ) dann und nur
dann dieselbe Strecke bestimmen, wenn §* = y* ist. Durch diese Forderung
ist die quadratische Form nur bis auf einen von o verschiedenen Proportio-
nalititsfaktor bestimmt. Indem man ihn festlegt, wird die Mannigfaltigkeit
im Punkte P gecicht. Die Zahl §* nennen wir alsdann die MaBzahl des
Vektors ¢ oder, da sie nur von der durch ¢ bestimmten Strecke abhingt,
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die Mapfzaki | dieser Strecke. Ungleiche Strecken haben verschiedene
MaBzahlen; die Strecken in einem Punkte 2 bilden daher eine eindimen-
sionale Gesamtheit. Ersetzen wir die Eichung durch eine andere, so geht

die neue MaBzahl 7 aus der alten / durch Multiplikation mit einem von

der Strecke unabhingigen konstanten Faktor A 3= o hervor: 7= A/ Die
Verhiltnisse zwischen den MaBzahlen der Strecken sind von der Eichung
unabhingig. Wie also die Charakterisierung eines Vektors in P durch
ein System von Zahlen (seine Komponenten) von der Wahl eines Koordi-
natensystems abhingt, so ist die Festlegung einer Strecke durch eine Zahl
von der Eichung abhingig; und wie die Komponenten eines Vektors beim
Ubergang zu einem andern Koordinatensystem eine lineare homogene
Transformation erleiden, so auch die MaBzahl einer willkiirlichen Strecke
beim »Umeichene«. — Zwei Vektoren ¢ und § in 2, fiir welche die zu
t”* gehorige symmetrische Bilinearform g-f verschwindet, nennen wir zu-
einander senkreckt; diese Wechselbeziehung wird von dem Eichfaktor nicht
beeinfluBt. DaB die Form r* definit sei, ist fiir alle unsere mathema-
tischen Entwicklungen gleichgiiltiz; doch mége man im folgenden in erster
Linie immer an diesen Fall denken. Hat sie p positive, ¢ negative Di-
mensionen (p-¢=n), so sagen wir kurz, die Mannigfaltigkeit sei in dem
betreffenden Punkte (- g¢)-dimensional. Ist p &= ¢, so wollen wir durch
die Forderung p~>g¢ das Vorzeichen der metrischen Fundamentalform *
ein fiir allemal festlegen; das Eichverhiltnis A ist dann stets positiv.
Nach Wahl eines bestimmten Koordinatensystems und Festlegung des Eich-
faktors sei fiir jeden Vektor ¢ (mit den Komponenten &):

(44) = Dgab st (ge: = ga).
ik

Wir nekmen jetsl an, unsere Mannigfaltigheit trage in jedem Punkie
eine MaPbestimmung. Eichen wir sie iiberall und legen in sie ein System
von 7 Koordinaten x; hinein — das muB geschehen, um alle vorkommenden
GroBen durch Zahlen ausdriicken zu konnen —, so sind die g in (44)
vollig bestimmte Funktionen der Koordinaten #x;; wir nehmen an, daB sie
stetig und stetig differentiierbar sind. Da die Determinante der gz nirgendwo
verschwindet, werden dann die ganzen Zahlen p und ¢ in der ganzen
Ausdehnung der Mannigfaltigkeit die gleichen sein; wir setzen p >>¢ voraus.

Damit eine Mannigfaltigkeit ein metrischer Raum sei, gentigt es nicht,
daB sie in jedem Punkte eine MaBbestimmung trigt, sondern es muB
auBerdem jeder Punkt mit seiner Umgebung metrisck susammenhingen.
Der Begriff des metrischen ist analog dem des affinen Zusammenhangs;
wie dieser die Vektoren betrifft, so jener die Strecken. Ein Punkt 2 hingt
also mit seiner Umgebung metrisch zusammen, wenn von jeder Strecke
in P feststeht, welche Strecke aus ihr durch kongruente Verpflanzung von
P nach dem beliebigen zu 2 unendlich benachbarten Punkte 2’ hervor-
geht. Die einzige Forderung, welche wir an diesen Begriff stellen (zu-
gleich die weitgehendste, die iiberhaupt moglich ist), ist diese: Die Um-~
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gebung von 2 liBt sich so eichen, daB die MaBzahl einer jeden Strecke
in P durch kongruente Verpflanzung nach den unendlich benachbarten
Punkten keine Anderung erleidet. Die Eichung heiBt dann geoditisch in
P. — Ist aber die Mannigfaltigkeit irgendwie geeicht, ist ferner / die
MaBzahl einer beliebigen Strecke im Punkte 2, /4-d/ die MaBzahl der
aus ibr durch kongruente Verpflanzung nach dem unendlich nahen Punkte
P’ entstehenden Strecke in P’, so gilt notwendig eine Gleichung

(45) dl= — ldg,

wo der infinitesimale Faktor 4 von der verpflanzten Strecke unabhingig
ist; denn jene Verpflanzung bewirkt eine dhnliche Abbildung der Strecken

in P auf die Strecken in P'. Jd¢ entspricht den 117," der Vektorver-
schiebungs-Formel (33). Wird die Eichung gemiB der Formel / = 1/ in

P und den Punkten seiner Umgebung abgeindert (das Eichverhiltnis A ist
eine positive Ortsfunktion), so kommt statt dessen

di= —ldg, wo  (46) d?,?=d(p—%5
ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich dg,

durch geeignete Wahl von A, im Punkte 2 identisch mit Bezug auf die

infinitesimale Verschiebung PP = (€x;) zu Null machen l48t, ist offenbar
die, daB d¢ eine lineare Differentialform ist:
(45") - dg = @:dx;.
Mit (45), (45') sind die Konsequenzen der an die Spitze gestellten Forderung
erschopft. — Alle Punkte der Mannigfaltigkeit gleichen einander vollstindig
hinsichtlich der in ihnen herrschenden MaBbestimmung und der Natur
ibres metrischen Zusammenhangs it der Umgebung.

Wir fassen zusammen. Die Metrik einer Mannigfaltigkeit wird re-
lativ zu einem Besugssystem (= Koordinatensystem -+ Eichung) ckarakte-
risiert durch swei Fundamentalformen , eine quadratische Differentialform

Q =2g,-kdx;dxk und eine lineare dop =2(p,~dx,~; sie verhalten sich in-
ik 7

variant bei Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem ; bei Abinderung
der Eichung nimmt die erste einen Faktor A an, der eine positive stetig-
differentiierbare Orisfunktion ist, die zweite vermindert sick um das Diffe-
rential von 1gA. In alle GréBen oder Beziehungen, welche metrische
Verhiltnisse analytisch darstellen, miissen demnach die Funktionen g,
@: in solcher Weise eingehen, daB Invarianz stattfindet 1. gegentiber be-
liebiger Koordinatentransformation (» Koordinaten-Invarianz<) und 2. ge-
geniiber der Ersetzung von gz, ¢; durch

- 134
Aegin, P: — Ib_x;;

letzteres, was fiir eine positive Funktion der Koordinaten A auch sein
mag (» Eich-Invarianz«).
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Wie wir in § 15 die Anderung eines Vektors bestimmten, der, sich
selbst parallel bleibend, ein unendlichkleines, von den Linienelementen
dx;, 0x; aufgespanntes Parallelogramm umfihrt, so haben wir hier die
Anderung 47 der MaBzahl / einer Strecke bei dem analogen ProzeB zu

berechnen und finden dafiir aus &/ = — /d¢:
0dl= — dldep — 10dop = [dpdyp — [0dg, also
(47) Adl=0dl — ddl= — Idp, wo
g i 0
4o = (0d — d0) @ = findx:0xz, Sfir = b;’; —_— b(ﬁf

ist. Der lineare Tensor z. Stufe mit den Komponenten fiz kann demnach
in Analogie zu der in § 15 hergeleiteten » Vektorkriimmung« des affinen
Raums als »Streckenkriimmung« des metrischen Raums bezeichnet werden.
Die Gleichung (46) bestitigt analytisch, daB er von der Eichung unab-
hingig ist; er gentigt den invarianten Gleichungen

Vri u | e _

dx; dxz dx;

Sein Verschwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daf sick jede Strecke von ihrem Ursprungsort in einer vom Wege unab-
hingigen Weise nack allen Punkten des Raumes verpflanzen lift. Dies
ist der von Riemann allein ins Auge gefaBte Fall; ist der metrische Raum
ein Kiemannscher, so hat es einen Sinn, von der gleichen Strecke in den
verschiedenen Punkten des Raumes zu sprechen, die Mannigfaltigkeit 148t
sich so eichen (>Normaleichung»), daB dip identisch verschwindet. (In
der Tat folgt aus fiz=o0, daB d¢p ein totales Differential, Differential
einer Funktion lg A ist; durch Umeichen mittels des Eichverhiltnisses A
laBt sich dann d¢ iiberall zu Null machen.) Bei Normaleichung ist im
Riemannschen Raum die metrische Fundamentalform @ bis auf einen
willkiirlichen %onstanten Faktor bestimmt, den man durch einmalige Wahl
einer Streckeneinheit (gleichgiiltig an welcher Stelle; das Normalmeter 148t
sich tiberallhin transportieren) festlegen kann.

Affiner Zusammenhang eines metyischen Raums. Und nun kommen
wir zu jener Tatsache, ich mdéchte sie die Grundtatsacke der Infinitesimal-
geometrie nennen, welche den Aufbau der Geometrie zu einem wunderbar
harmonischen Abschluf bringt. In einem metrischen Raume 148t sich der
Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung auf eine und nur eine
Weise so fassen, daB er auBer unserer frilheren Forderung noch die er-
fillt (sie ist ja beinahe selbstverstindlich): bei Parallelverschicbung eines
Vektors soll auch die durch ihn bestimmte Strecke ungedndert blesben. Das
der metrischen Geometrie zugrundeliegende Prinzip der infinitesimalen
Strecken- oder Lingeniibertragung dbringt also ohne weiteres ein solches
der Richtungsibertragung mit sich; ein metrischer Raum trigt von Natur
einen affinen Zusammenhang.

Beweis: Wir legen ein Bezugssystem zugrunde. Bei allen GroBen
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a', die (vielleicht neben anderen) einen oberen Index, 7, tragen, definieren
wir das Herunterziehen des Index durch die Gleichungen

a; = ngj a’

und den umgekehrten Proze8 des Heraufziechens durch die dazu inversen
Gleichungen. Soll der Vektor & im Punkte P = (x;) durch die zu er-
klirende Parallelverschiebung nach 7’ = (x; 4 dx) in den Vektor & - 4§*
in P’ iibergehen:

4§ = — dys&¥, dy'y = T4, dxy,
so muf§ dabei fiir die MaBzahl
! =gu&'s*
nach’ der aufgestellten Forderung die Gleichung gelten
dl = — ldp, '

und das ergibt
28:dE - 5 &  dgi = — (gab'E¥)dg.
Der erste Term links ist

— e— 2§,’§‘dy’} —_— — 2§i§k(171.k —_— §i§k(ﬂ'7ik + d}’,&,‘);
also kommt
Ayix + dyr = dgu 4+ gadp
oder
g
(48) Tier + Tayir = -b%f + g Pr

Nehmen wir in dieser Gleichung mit den Indizes 727 die drei zyklischen
Vertauschungen vor, addieren die beiden letzten und subtrahieren davon
die erste, so ergibt sich unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die
[ in ihren beiden hinteren Indizes symmetrisch sein miissen, das Resultat
. (bg.'r Okr  Ogir

(49) Tr= % 3%s Y — -b.;c:) + g Pkt orPi — LiaPs),

und daraus bestimmen sich die [7; gemiB der Gleichung
(50) rr,ik == gys F‘,-;, oder aufgelést 70 = & r:’ik.
Diese Komponenten des affinen Zusammenhangs aber erfiillen alle auf-
gestellten Forderungen. Mit dem durch sie gegebenen affinen Zusammen-
hang ist der metrische Raum »von Natur« ausgestattet; und es iibertrigt
sich dadurch auf ihn die ganze Analysis der Tensoren und Tensordichten
samt allen frither entwickelten Begriffen wie geoditische Linie, Kriim-
mung usw. Verschwindet die Kriimmung identisch, so ist der Raum ein
metrisch-Euklidischer im Sinne des Kap. L

Fiir die » Vektorkriimmung< haben wir hier noch eine wichtige additive
Zerlegung herzuleiten, durch welche die Streckenkrimmung als ein in
ibr enthaltener Bestandteil nachgewiesen' wird. Das ist ja nur natirlich,
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da die Vektoriibertragung automatisch die Streckeniibertragung mitvoll-
zieht. Benutzen wir das auf die Parallelverschiebung beziigliche Symbol
4 = dd — dJ wie friher, so gilt, wie wir sahen, fiir die MaBzahl /
eines Vektors &

(47) di= — idgp, 4(§5) = — (554 9.
Genau so, wie wir gefunden hatten, daB, wenn f; irgendwelche Ortsfunk-
tionen sind, ) )
. A(fE) = fid§
1st, erkennen wir, da8
A(5:5) = A g8 = g dE - 5 + gak - A5 = 254,
und die Gleichung (47) liefert dann folgendes Ergebnis: setzt man fiir
den Vektor ¢ = (§):
dg=>*dy —¢- 349,
so erscheint A in eine zu g senkrechte und eine zu Y parallele Kom-
ponente *Ay¢ bzw. — ¢ - 34 ¢ zerspalten. Damit geht eine analoge Zer~
legung des Kriimmungstensors Hand in Hand:
(51) Fha = *Faa — 303 far

Hier wird man den ersten Bestandteil *# als » Richtungskriimmung« be-
zeichnen; sie ist erklirt durch

Ay — *Fg,-}, e. 88 dx;0xp.
DaB *A¢ senkrecht zu g ist, spricht sich in der Formel aus:
8o 8P dx;0 xp = *F o &2 8P dx:0 x4 = o.

Das System der Zahlen *7#,; ist also nicht blo8 in bezug auf s und £,
sondern auch in dem Indexpaar «, 8 schiefsymmetrisch. Daraus folgt
noch, daB insbesondere
*F z:’k =0

ist.

Zusitze. Wihlt man Koordinatensystem und Eichung in der Um-
gebung eines Punktes P so, daB sie in 2 geoditisch sind, dann gilt dort
@i =0, [" =0 oder, was nach (48) und (49) auf dasselbe hinauskommt,

dgix ]
(pi=0, bé; =0.

die Linearform 4 verschwindet in P und die Koeffizienten der quadra-
tischen Fundamentalform werden stationir; mit andern Worten, es treten
im Punkte 2 diejenigen Verhiltnisse ein, die sich im Euklidischen Raum
durch ein einziges Bezugssystem simultan fiir alle Punkte erreichen lassen.
Es ergibt sich daraus noch folgende explizite Erklirung der Parallelver-
schiebung eines Vektors im metrischen Raum: Ein geod:a:tische§ Bezugs-
system in 2 erkennt man daran, da8 relativ zu ibm die ¢; in P ver-
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 8
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schwinden und die g;» stationire Werte annehmen. Ein Vektor wird vom
Punkte 2 nach dem unendlichen benachbarten #’ parallel mit sich.ver-
schoben, indem man seine Komponenten i einem zu P gehirigen geo-
ddtischen Bezugssystem ungedndert 1i8t. (Es gibt stets geoditische Bezugs-
systeme; die Willkiir in der Wahl eines solchen hat auf den Begriff der
Parallelverschiebung keinen EinfluB.)

Da bei einer Zranmslation x; = xi(s) der Geschwindigkeitsvektor

f = a:;, parallel mit sich fortwandert, gilt ftir sie in der metrischen
Geometrie:
(u;u’ .
(s2) (a’s ) ~+ (#:4") (@) = o.

Haben in einem Moment die %' solche Werte, daB u;4'=o ist (ein
Fall, der eintreten kann, wenn die quadratische Fundamentalform Q
indefinit ist), so bleibt diese Gleichung wihrend der ganzen Translation
erhalten; die Bahn einer derartigen Translation bezeichnen wir als geo-
ditische Nulllinie. Die geoditischen Nullinien #ndern sich, wie eine kurze
Rechnung zeigt, nicht, wenn man, die MaBbestimmung in jedem Punkte
festhaltend, den metrischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit irgendwie
dndert.

Tensorkalkiil. Zum Begriffe des Tensors gehort es, daB seine Kom-
ponenten zur wom Koordinatensystem, nicht von der Eichung abhingig
sind. In {ibertragenem und erweitertem Sinne wollen wir aber von einem
Tensor auch dann sprechen, wenn eine von Koordinatensystem wnd Eichung
abhingige Linearform vorliegt, die sich beim Ubergang von einem zum
andern Koordinatensystem in der alten Weise transformiert, bei Abinde-
rung der Eichung aber den Faktor A° annimmt (A = Eichverhiltnis); wir
sagen dann, er sei vom Gewichte e. So sind die gz die Komponenten
eines symmetrischen kovarianten Tensors 2. Stufe vom Gewichte 1. Wo
von Tensoren ohne niheren Zusatz die Rede ist, versteht es sich von
selbst, daB diejenigen vom Gewichte o gemeint sind. Die in der Tensor-
analysis besprochenen Beziehungen sind von Eichung und Koordinaten-
system unabhingige Relationen zwischen Tensoren und Tensordichten
in diesem eigentlichen Sinne. Den erweiterten Tensorbegriff wie auch den
analogen der Tensordichte vom Gewichte ¢ sehen wir nur als einen
Hilfsbegriff an, den wir lediglich um seiner rechnerischen Bequemlich-
keit willen einfiihren. Diese Bequemlichkeit aber beruht darauf, daB
1) erst in diesem erweiterten Reich das » Jonglieren mit Indizes« moglich
ist: durch Herabziehen eines kontravarianten Index an den Komponenten
eines Tensors ¢** Stufe entstehen die hinsichtlich dieses Index kovari-
anten Komponenten eines Tensors (¢ -~ 1)** Stufe; und umgekehrt. 2) Es
bedeute g die Determinante der g#, noch mit dem Vorzeichen - oder
— versehen, je nachdem die Anzahl ¢ der negativen Dimensionen gerade

oder ungerade ist, und Vg die positive Wurzel aus dieser positiven Zahl g,
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dann entsteht aus jedem Tensor durch Multiplikation mit VE eine Tensor-
dichte, deren Gewicht um = héher ist; aus einem Tensor vom Gewichte —
insbesondere eine Tensordichte im eigentlichen Sinne. Der Beweis be-

ruht auf der sofort einleuchtenden Tatsache, daB Vg selber eine skalare

Dichte vom Gewichte & ist. Die Multiplikation mit Vg deuten wir stets
dadurch an, daB wir den zur Bezeichnung einer GroBe verwendeten la-
teinischen Buchstaben in den entsprechenden deutschen verwandeln. —
Da in der Riemannschen Geometrie durch Normaleichung die quadratische
Fundamentalform Q vollstindig bestimmt ist (von dem willkiirlichen Zon-
stanten Faktor braucht nicht weiter die Rede zu sein), fillt hier der
Unterschied des Gewichts von Tensoren hinweg; da sich dann jede GroBe,
die durch einen Tensor darstellbar ist, auch durch diejenige Tensordichte
reprasentieren 14Bt, die aus ihm durch Multiplikation mit Vg entspringt,
verwischt sich dort der Unterschied zwischen Tensoren und Tensor-
dichten (ebenso wie der zwischen kovariant und kontravariant). Daher ist
es verstindlich, wenn bislang (so auch noch in der r. Auflage dieses
Buches) das Eigenrecht der Tensordichten neben den Tensoren nicht
zur Geltung gekommen ist.

Der Tensorrechnung bedienen wir uns in der Geometrie hauptsichlich
zum Znternen Gebrauch, d. h. zur Herstellung von Feldern, die invariant
aus der Metrik selber entspringen. Dafiir ein paar Beispiele, die spiter
von groBer Wichtigkeit werden! Die metrische Mannigfaltigkeit sei (3 + 1)~
dimensional und demnach — g die Determinante der g;z. In diesem Raum
ist (wie in jedem andern) die Streckenkrimmung mit den Komponenten
fut ein lineares Tensorfeld 2. Stufe im eigentlichen Sinne. Aus ihm ent-
springt der kontravariante Tensor #* vom Gewichte — 2, der wegen seiner
von o verschiedenen Gewichtszahl ohne wirkliche Bedeutung ist; aber
durch Multiplikation mit Vg erhalten wir in §* eine lineare Tensordichte
2. Stufe im eigentlichen Sinne.

(53) U= {fuf*
ist die einfachste skalare Dichte, die sich bilden 148t, und fldx also die
einfachste, mit der Metrik einer (3 - 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit
verkniipfte Integralinvariante. Hingegen ist das in der Riemannschen
Geometrie als »Volumen« auftretende Integral ng dx in der allgemeinen
Geometrie vollig bedeutungslos. Aus {# kénnen wir noch durch Diver-
genz die Stromstirke (Vektordichte)
d§iE .
= i‘
erzeugen. — In der Physik aber benutzen wir die Tensorrechnung, nicht
um den metrischen Zustand, sondern um physikalische Zustandsfelder im
metrischen Raum, wie z. B. das elektromagnetische, zu beschreiben und
ihre Gesetze aufzustellen. Nun wird sich freilich am letzten Ziel unserer
g%

Oxz
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Untersuchung herausstellen, da8 diese Unterscheidung zwischen Geometrie
und Physik ein Irrtum ist, daB die Physik gar nicht iiber die Geometrie
hinausragt: die Welt ist eine {3 -+ 1)-dimensionale metrische Mannig-
faltigkeit, und alle in ihr sich abspielenden physikalischen Erscheinungen
sind nur AuBerungsweisen des metrischen Feldes; insbesondere ist die
quadratische Fundamentalform das Bestimmende des Gravitationsfeldes,
die lineare d¢ das Bestimmende des elektromagnetischen Feldes; selbst
die Materie 16st sich in »Metrik« auf und ist nicht etwas Substanzhaftes,
das daneben »im« metrischen Raume existiert.

Doch das ist jetzt noch Zukunftsmusik; vorerst bleiben wir dabei,
die physikalischen Zustinde als Fremdzustinde im Raume zu betrachten.
Nachdem der Aufbau der Infinitesimalgeometrie abgeschlossen ist, sammeln
wir im letzten Paragraphen noch eine Reihe von Bemerkungen tiber den
Spezialfall des Riemannschen Raumes und allerlei Formeln, von denen
spidter Gebrauch zu machen sein wird.

§ 17. Riemannscher Raum,

Die allgemeine Tensoranalysis ist bereits in der Euklidischen Geo-
metrie von groBem Nutzen, wenn man Rechnungen nicht in einem Car-
tesischen oder affinen, sondern in einem krummlinigen Koordinatensystem
durchzufiihren hat, wie das in der mathematischen Physik hiufig der Fall
ist. Um diese Verwendung des Tensorkalkiils zu illustrieren, wollen wir
die Grundgleichungen fiir das elektrostatische Feld und das Magnetfeld
stationdrer Strome hier in allgemeinen krummlinigen Koordinaten hin-
schreiben.

Es seien zunichst Z; die Komponenten der elektrischen Feldstirke
in einem Cartesischen Koordinatensystem; indem man die von der Wahl
des Cartesischen Koordinatensystems x, x,x, unabhingige quadratische und
lineare Differentialform

ds* = dx} + dx;, + dx;, bzw. E,dx,+ E,dx, 4 E,dx,
auf beliebige krummlinige (wiederum mit x; bezeichnete) Koordinaten
transformiert, mégen sie iibergehen in
dsn == g,-ktlx,-dxk und E;dx,-.
Dann sind Z; in jedem Koordinatensystem die Komponenten desselben

kovarianten Vektorfeldes. Aus ihm bilden wir eine Vektordichte mit den
Komponenten

€=V g* B (¢=|eul).
Das Potential — ¢ transformieren wir als einen Skalar auf die neuen
Koordinaten; die Dichte ¢ der Elektrizitit aber definieren wir durch die
Festsetzung, daB die in irgend einem Raumstiick enthaltene elektrische
Ladung = f 0dx,dx,dx, sei; dann ist ¢ kein Skalar, sondern eine ska-
lare Dichte. Die Gesetze lauten:
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__p VE; JE:
Ez = bx,-’ bzw. a; -_ _bx,- =0,
oG

und &F = E6* —16f6, wo G = &€,

sind die Komponenten einer gemischten Tensordichte 2. Stufe, der Span-
nung. — Zum Beweise geniigt die Bemerkung, daB diese Gleichungen,
so wie wir sie hingeschrieben haben, absolut invarianten Charakter be-
sitzen, fiir ein Cartesisches Koordinatensystem aber in die frither aufge-
stellten Grundgleichungen tibergehen.

Das Magnetfeld stationirer Strome hatten wir in den Cartesischen
Koordinatensystemen durch eine invariante schiefsymmetrische Bilinear-
form Hzdx;0x, charakterisiert. Indem wir sie auf beliebige krummlinige
Koordinaten transformieren, erhalten wir in Ay die gegeniiber beliebigen
Koordinatentransformationen kovarianten Komponenten eines linearen Ten-
sorfeldes 2. Stufe, des »Magnetfeldesc. Ahnlich ermitteln wir die Kom-
ponenten ¢; des Vektorpotentials, als eines kovarianten Vektorfeldes, in
einem beliebigen krummlinigen Koordinatensystem. AuBerdem fiihren
wir eine lineare Tensordichte 2. Stufe ein durch die Gleichungen

§* = Vg g g* Hay.

Die Gesetze lauten dann

_dp: A 3Hw  OH; | YHa

L vt VL L P v
(55) a'b[k=6[.
dxy !

f = i, 5" — 1816, ©=iHup"

3‘ sind die Komponenten einer Vektordichte, der »elektrischen Strom-
stirke«; die Spannungen @f haben den gleichen Invarianzcharakter wie
im elektrischen Felde. — Man spezialisiere diese Formeln z. B. fiir den
Fall der Kugel- und Zylinderkoordinaten; das ist ohne weitere Rech-
nungen méglich, sobald man den Ausdruck von ds® des Abstandsquadrats
zweier Nachbarpunkte, in jenen Koordinaten besitzt, den man durch eine
einfache infinitesimal-geometrische Betrachtung gewinnt.

Von groBerer prinzipieller Wichtigkeit ist aber dies, daB wir in (54)
und (55) die Grundgesetze des stationiren elektromagnetischen Feldes
bereit haben fir den Fall, daB wir aus irgendwelchen Griinden genstigt
wiren, die Euklidische Geometrie fiir den physikalischen Raum aufzugeben
und durch eine Riemannsche Geometrie mit anderer metrischer Fundamental-
form zu ersetzen. Denn auch unter solchen allgemeineren geometrischen
Verhiltnissen stellen unsere Gleichungen wegen ihrer invarianten Natur
»objektivec, von jedem Koordinatensystem unabhingige Aussagen iiber
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den gesetzmiBigen Zusammenhang zwischen Ladung, Strom und Feld dar.
DaB sie die natiirliche Ubertragung der im Euklidischen Raum giiltigen
Gesetze des stationdren elektromagnetischen Feldes sind, dariiber ist kein
Zweifel moglich; ja, es ist geradezu wunderbar, wie einfach und zwanglos
diese Ubertragung sich aus dem allgemeinen Tensorkalkill ergibt. Die
Frage, ob der Raum Euklidisch ist oder nicht, ist vollig irrelevant fiir
die Gesetze des elektromagnetischen Feldes. Die »Euklidizitite driickt
sich in allgemein-invarianter Form durch Differentialgleichungen 2. Ordnung
ftir die giz aus (Verschwinden der Kriimmung), in diese Gesetze gehen aber
nur die g;z und deren 1. Ableitungen ein. — Eine derartig einfache Uber-
tragung ist aber, wohlgemerkt, nur fiir die Nakewirkungsgesetze moéglich. Die
Herleitung der dem Coulombschen und dem Biot-Savartschen entsprechen-
den Fernwirkungsgesetze aus diesen Nahewirkungsgesetzen ist eine rein
mathematische Aufgabe, die im wesentlichen auf Folgendes hinauskommt:
An die Stelle der gewshnlichen Potentialgleichung 4 ¢ = o tritt in der
Riemannschen Geometrie als ihre invariante Verallgemeinerung — siehe
(54) — die Gleichung

d. i. eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Koeffizienten
aber keine Konstanten mehr sind. Von ihr ist die an einer beliebig vor-
gegebenen Stelle unendlich werdende »Grundlésunge« zu ermitteln, welche

der Grundlosung —;— der Potentialgleichung entspricht; deren Bestimmung

ist ein schwieriges mathematisches Problem, das in der Theorie der par-
tiellen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung behandelt wird. Die-
selbe Aufgabe stellt sich auch schon bei Beschrinkung auf den Euklidi-
schen Raum ein, wenn man statt der Vorginge im leeren Raum die in
einem inhomogenen Medium (z. B. in einem Medium mit &rtlich verinder-
licher Dielektrizititskonstante) zu untersuchen hat.

Nicht so giinstig steht es mit der Ubertragung der elektromagnetischen
Gesetze, wenn sich der wirkliche Raum als ein metrischer von noch all
gemeinerer Natur, als es Riemann annahm, herausstellen sollte. Dann
dtirften wir nimlich ebensowenig wie von den Strecken von Strom und
Ladung die Moglichkeit einer vom Orte unabhingigen Eichung voraus-
setzen. Es ist unfruchtbar, diesen Gedanken weiter zu verfolgen; die
wahre Losung des Problems liegt nach den Andeutungen am Schlu8 des
vorigen Paragraphen ja doch in ganz anderer Richtung.

Machen wir lieber iiber den Spezialfall des Riemannschen Raums noch
einige Bemerkungen! Die MaBeinheit (das cm) sei ein fr allemal fest
gewihlt (natiirlich als die gleiche an allen Orten); dann ist seine Metrik
beschrieben durch eine invariante quadratische Differentialform gudx;dx;
oder, was dasselbe besagt, ein kovariantes symmetrisches Tensorfeld
2. Stufe. In den Formeln der allgemeinen metrischen Geometrie sind
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iberall die GroBen ¢;, die jetzt == o sind, zu streichen. So bestimmen
sich die Komponenten des affinen Zusammenhangs, die hier » Christoffelsche

Dresindizessymbole« heiBen und mit {zf} bezeichnet zu werden pflegen, aus

ik dgir |, Ogar Ogu {ik} [ik]
6 —— SR = o7 .
(56) [r] ’(bxk+ dx; bx,)’ r &7 s
(Wir fiigen uns diesem Brauch, so schlecht sich die Bezeichnungsweise

unsern Regeln iiber Indexstellung anpaBt, um die Ubereinstimmung mit
der Literatur aufrecht zu erhalten.)

Fiir spitere Rechnungen notieren wir die folgenden Formeln

/ 1 an ir|
\57) ‘7; axi _{r}—07
, 1 d(Vg- &%) {} e
(57) V;’ bx,‘, + ; & 0,
- 7.3 ,
" 1 Ve &) {lr} ok tlr; ,i__ {17} w_
(57'") Vi om N T 4 , (€ =°

Sie gelten, weil ¥ g eine skalare, Vg - g’% eine Tensordichte ist und daher nach den
Regeln der Tensordichten-Analysis die mit ) g multiplizierten linken Seiten dieser
Gleichungen ebenfalls Tensordichten sind. Benutzen wir aber ein im Punkte P geo-
ik

diitisches Koordinatensystem (Qg

=o), so wird alles zu Null; folglich gelten die
Xr

Gleichungen wegen ihres invarianten Charakters auch in jedem andern Koordinaten-
system. Ferner ist

dg 73 p
{58) }‘z gy d_V_g

Denn das totale Differential einer Determinante von n? (unabhingig verinderlichen)

Elementen g, ist = G* dg,,, Wo G** die zum Element g, gehorige Unterdetermi-
8ik Eik» Sik & g

nante bedeutet. — Ist 1% (= tki) irgendein symmetrisches System von Zahlen, so
ist stets )
(59) t*dg, = —t,dg".
Denn aus
% y 3
gijgj =d;
folgt
1.3 ik
3’;,“13‘7 =—g dgy+

Multipliziert man diese Gleichungen mit tfk {die Bezeichnung ist nicht miBzuverstehen, da
. , i .
U =gut” =gut" =14,
so ergibt sich die Behauptung. Insbesondere kann man statt (58) auch schreiben

d .
(58") L8 — _gpag®.

g
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Die kovarianten X7# oskomponent Rapik geniigen im Riemannschen Raum,
in welchem wir den Buchstaben R statt # verwenden, den Symmetriebedingungen:
Rapri = — Rogip: Roair = — Rogits
Rogizt Roikg+ Roppi = 0

(denn die »Streckenkriimmunge« verschwindet). Es ist leicht zu zeigen, daf} aus ihnen
noch die weitere folgt**) .
Rikap= Ropin-
Diese Bedingungen zusammen lehren nach einer Bemerkung auf S. 51, dab der
Kriimmungstensor vollstindig charakterisiert werden kann durch die von einem will-
kiirlichen Flichenelement abhingige quadratische Form
3 Ropin dxog 2y (dxy = de;dx), — dxydz).

Dividiert man sie durch das Quadrat der Grofe des Flichenelements, so hingt der
Quotient nur von dem Verhdltnis der «x;;, d.i. der Stellung des Flichenelements
ab; diese Zahl nennt Riemann die Kriimmung des Raumes an der Stelle P in der
betreffenden Flichenrichtung. Im zweidimensionalen Riemannschen Raum (auf einer
Fliche) gibt es nur eine Flichenrichtung, und der Tensor reduziert sich auf einen
Skalar {(Gaullsche Kriimmung). In der Einsteinschen Gravitationstheorie wird der ver-
jiingte Tensor 2. Stufe

* = R.

fak 2]

2

der im Riemannschen Raum symmetrisch ist, von Wichtigkeit; seine Komponenten
lauten

o nemds s ()2

Nur der zweite Term auf der rechten Seite lilt hier die Symmetrie in bezug auf s
und % nicht unmittelbar erkennen; er ist aber mnach (57)

—10%0eg
2 dx; 0y
Endlich kénnen wir durch abermalige Verjiingung noch den Kriimmusngs-Skalar
(61) R=g"*R,
bilden. — Im allgemeinen metrischen Raum driickt sich der analog gebildete Kriim-

mungsskalar 7 durch den nur von den g;; abhingigen Riemannschen Ausdruck R,

der dort keine selbstindige Bedeutung hat, wie eine leichte Rechnung lehrt, folgen-
dermalen aus:

A(Vee' —1) (n— ;
(62) F=R—-—(n——1)ﬁ (1;‘;;’)—(" I)4(" 2 (9: ).

Im metrischen Raum gilt fiir zwei Vektoren &, 5’ bei Parallelver-
schiebung
a(&:’) + (Sm'ldg = o,
im Riemannschen fillt das zweite Glied weg. Daraus folgt, daB sich
im Riemannschen Raum die Parallelverschiebung eines kontravarianten
Vektors § in den GroBen &; = g;2&* genau so ausdriickt wie die Parallel-
verschiebung eines kovarianten Vektors in seinen Komponenten &;:
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a8 — {z‘g} dx,8g = o oder d§; — [’;} dx.&f = o.
Fir eine Translation gilt demnach

dlli bga(; - . dx;
6 P18 e, £ o e pa k).
(63) 7 T S uu o (u oo Wi = G ),

denn es ist — GL (48) —

[al+[2]=5%

und daher fiir irgend ein symmetrisches System von Zahlen {*f:
gas 112 {z‘a} @
z L = of — .
(64) S HEEE WL

Da die MaBzahl des Geschwindigkeitsvektors wihrend der Translation
ungedndert bleibt, gilt

a’x; dxk i
(65) ik oo = wi = const.
Setzen wir die metrische Fundamentalform der Einfachheit halber als
positiv-definit voraus, so kommt jeder Kurve x; = x;(s)[¢ = s = &] eine
(von der Parameterdarstellung unabhingige) Linge zu:

Jeo  (e—mta).

Benutzt man die Bogenlinge selbst als Parameter, so wird Q = 1. Die
Gleichung (65) sagt aus, daB eine Translation ihre Bahnkurve, die geo-
ditische Linie, mit konstanter Geschwindigkeit durchliuft, daB nimlich
der Zeitparameter s der Bogenlidnge proportional ist. Die geoditische
Linie besitzt im Riemannschen Raum nicht nur die Differentialeigenschaft,
ihre Richtung unverindert beizubehalten, sondern auch die Integraleigen-
schaft, daf jedes Stiick von ihr kirzeste Verbindungslinie seines Anfangs- und
Endpunktes ist. Doch ist diese Aussage nicht ganz wortlich zu verstehen,
sondern in demselben Sinne, wie wir etwa in der Mechanik sagen, daB
im Gleichgewicht die potentielle Energie ein Minimum ist, oder von einer
Funktion f(xy) zweier Variablen sagen, sie habe dort ein Minimum, wo
ihr Differential
of

d ,
df = Py a’x-—{—%a’y

identisch in dx, dy verschwindet; wihrend es in Wahrheit heiBen mu8,
dal sie dort einen »stationiren« Wert annimmt, der sowohl ein Minimum
wie ein Maximum wie auch ein »>Sattelwert« sein kann. Die geoditische
Linie ist nicht notwendig eine Kurve kiirzester, wohl aber eine Kurve
stationdrer Linge. Auf der Kugeloberfliche z. B. sind die groBten Kreise
die geoditischen Linien; nehmen wir auf einem solchen Kreis zwei Punkte
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A und B an, so ist der kleinere der beiden Bégen 472 zwar in der Tat

kiirzeste Verbindungslinie von 4 und B; aber auch der andere Bogen

ist eine geoditische Verbindungslinie von 4 und B, er hat nicht kiirzeste,

sondern stationdire Linge. — Wir benutzen diese Gelegenheit, um in

strenger Form das Prinzip der unendlichkleinen Variation darzulegen.
Gegeben sei eine beliebige Kurve in Parameterdarstellung

x = x(s), e=s=19)
die »>Ausgangskurve«. Um sie mit Nachbarkurven zu vergleichen, be-
trachten wir ferner eine beliebige einparametrige Kurvenschar

x; = x;(s; &) (e=s=23).

Der Parameter & variiert in einem Intervall um & = o; x;:(s; & sollen
Funktionen sein, die sich fiir ¢ = o auf x;(s) reduzieren. Daalle Kurven
der Schar den gleichen Anfangspunkt mit dem gleichen Endpunkt ver-
binden sollen, sind x:(a; &) und x;(%; &) unabhingig von &. Die Linge
“einer solchen Kurve ist gegeben durch

L(s) =fVéd;.

Wir nehmen noch an, daB s fiir die Ausgangskurve die Bogenlinge be-

. . . e dx;
deutet, somit Q == 1 “ist fiir ¢ = o. Die Richtungskomponenten d—f fiir

die Ausgangskurve & = o mdgen mit »’ bezeichnet werden. Wir setzen
ferner
e(‘ﬁ) = Ei(s) = 0as;
defiz=o ° '

das sind die Komponenten der »unendlich kleinen« Verschiebung, durch
welche die Ausgangskurve in die einem unendlich kleinen Wert von &
entsprechende »variierte« Nachbarkurve iibergeht; sie verschwinden an

den Enden. ) ( ‘E) sz
dé’ 5=o—
ist die zugehdrige Variation der Linge. 0Z = o ist die Bedingung da-

fiir, daB die Ausgangskurve in der Kurvenschar stationire Linge besitzt.
Wenden wir das Zeichen dQ im gleichen Sinne an, so ist

& &
(66) 6L=‘/‘jTQ_st=%f6Qn’s,

da fiir die Ausgangskurve Q = 1 ist. Es gilt

dQ _ dgup dx;: dx, dxg dxp d’x;
de  dx de ds ds TGS Teds
und also (im zweiten Glied werden »Variation« und »Differentiation «

d. h. die Differentiationen nach & und s vertauscht)

)
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dg . agt
§O = "8 Lo B k2
Q axiuu§+2gw >
Setzen wir dies in (66) ein und formen das zweite Glied durch eine
partielle Integration um unter Beriicksichtigung des Umstandes, da8 die
& an den Enden des Integrationsintervalls verschwinden, so kommt

H

—_ Ibg"{g o é’ﬁ) ]
dL —f(;szu uf 2 &ds.

Die Bedingung JZ = o ist demnach dann und nur dann fiir jede be-
liebige Kurvenschar erfiillt, wenn (63) gilt. In der Tat, wire fiir einen
Wert s = s, zwischen @ und & einer dieser Ausdriicke, z. B. der erste
(f=1) von o verschieden, etwa > o, so kann man um s, ein so kleines
Intervall abgrenzen, daB in ihm jener Ausdruck durchweg > o bleibt.
Wihlt man fiir £ eine nicht-negative Funktion, welche auBerhalb dieses
Intervalls verschwindet, alle iibrigen & aber = o, so kommt ein Wider-
spruch zu der Gleichung 6L = o zustande.

Aus dem Beweise geht noch hervor, da eine Zranslation unter allen
denjenigen Bewegungen, welche wihrend derselben Zeit ¢ = s= ¢ vom

selben Anfangspunkt zum selben Endpunkt fiihren, durch die Eigenschaft
)]

ausgezeichnet ist, dem Integral /'Qds einen stationiren Wert zu erteilen. —
a

Es wird manchen ({trotz redlicher Bemtihungen des Verfassers um
anschauliche Klarheit) entsetzt haben, von welcher Sintflut von Formeln
und Indizes hier der leitende Gedanke der Infinitesimalgeometrie {iber-
schwemmt wurde. Es ist gewiB bedauerlich, daB wir uns um das rein
Formale so ausfiihrlich bemiihen und ihm einen solchen Platz einriumen
miissen; aber es 148t sich nicht vermeiden. Wie jeder Sprache und Schrift
mithsam erlernen mu8, ehe er sie mit Frejheit zum Ausdruck seiner Ge-
danken gebrauchen kann, so ist auch hier der einzige Weg, den Druck
der Formeln von sich abzuwilzen, der, das Werkzeug der Tensoranalysis
so in seine Gewalt zu bringen, daB man sich durch das Formale unbe-
hindert den wahrhaften Problemen zuwenden kann, die uns beschiftigen:
Einsicht in das Wesen von Raum, Zeit und Materie zu gewinnen, sofern
sie am Aufbau der objektiven Wirklichkeit beteiligt sind. Fiir den, der
auf solche Ziele aus ist, miite es eigentlich heifien: das Mathematische
versteht sich immer von selbst. — Unsere Ausriistung ist beendet. Nach
langwierigen Vorbereitungen kénnen wir jetzt die Fahrt antreten ins Land
der physikalischen Erkenntnis — auf Wegen, die das Genie Einsteins
uns gewiesen hat.
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Kapitel IL

Relativitit von Raum und Zeit.

§ 18. Das Galileische Relativititsprinzip.

Schon in der Einleitung ist besprochen worden, in welcher Weise
wir mittels einer Uhr die Zeit messen und nach Wahl eines beliebigen
Anfangspunktes in der Zeit und einer Zeiteinheit jeden Zeitpunkt durch
eine Zahl # charakterisieren kénnen. Aber in der Verbindung von Raum
und Zeit liegen neue schwierige Probleme, welche den Gegenstand der
Relativititstheorie bilden; ihre Losung, eine der groBten Taten der mensch-
lichen Geistesgeschichte, kniipft sich vor allem an die Namen Kopernikus
und Einstein.”) i

Durch eine Ubr werden unmittelbar nur die zeitlichen Verhiltnisse
solcher Ereignisse festgelegt, die jeweils gerade dort geschehen, wo sich
die Uhr befindet. Indem ich aber als naiver Mensch mit voller Selbst-
verstiindlichkeit die Dinge, die ich sehe, in den Zeitpunkt ihrer Wahr-
nehmung setze, dehne ich meine Zeit iiber die ganze Welt aus: ich
glaube, daB es einen objektiven Sinn hat, von einem Ereignis, das
irgendwo vor sich geht, zu behaupten, es geschehe »jetzt!« (in dem
Augenblick, in dem ich das Wort ausspreche); daB es einen objektiven
Sinn hat, von irgend zwei an verschiedenen Orten vorgefallenen Ereignissen
zu fragen, ob das eine friiher oder spiter als das andere geschehen sei. An
dieser These wollen wir hier zundckst festhalten. Jedes raum-zeitlich streng
lokalisierte Ereignis, wie etwa das Aufblitzen eines sofort wieder ver-
16schenden Fiinkchens, geschieht in einem bestimmten Raum-Zeit-Punkt
oder Weltpunkt: »hier-jetzt«. Nach der eben ausgesprochenen These
kommt jedem Weltpunkt eine bestimmte Zeitkoordinate ¢ zu.

Nun handelt es sich weiter darum, den Or¢ eines derartigen Punkt-
ereignisses im Raume festzulegen. Wir schreiben z. B. zwei Massenpunkten
in einem bestimmten Moment eine Entfernung zu. Wir nehmen also
an, daB die Weltpunkte, die einem bestimmten Moment # entsprechen,
eine dreidimensionale Punktmannigfaltigkeit bilden, in welcher die Eukli-
dische Geometrie gilt (wir greifen, was den Raum betrifft, in diesem
Kapitel wieder auf den Standpunkt von Kap. I zuriick). Wir wihlen eine
bestimmte Mafleinheit fiir die Linge und ein rechtwinkliges Koordinaten-
system im Momente ¢ (etwa eine bestimmte Ecke des Horsaals). Dann
kommen jedem Weltpunkt, dessen Zeitkoordinate den Wert # hat, drei
bestimmte Raumkoordinaten x, x,x, zu.

Fassen wir aber jetzt einen andern Moment ¢’ ins Auge. Wir nehmen
an, es habe einen objektiven Sinn, zu sagen, wir messen im Momente ¢’
mit der gleichen Lingeneinheit wie im Momente # (mittels eines »starrenc,
sowohl zur Zeit ¢ wie zur Zeit #' vorhandenen MaBstabes); diese Lingen-
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einheit sei neben der Zeiteinheit ein fiir allemal fest angenommen (cm,
sec). Dann konnen wir aber noch die Lage des Cartesischen Koordinaten-
systems wiederum beliebig wihlen, unabhingig von der Wahl zur Zeit #
Erst wenn wir der Uberzeugung sind, es habe einen objektiven Sinn, von
zwei zu beliebigen Zeiten geschehenden, »punktférmigen« Ereignissen zu
behaupten, sie geschehen an derselben Raumstelle, von einem Korper zu
behaupten, daB er rwke, konnen wir die Lage des Koordinatepsystems
zu allen Zeiten auf Grund der willkiirlich gewihlten Lage in einem be-
stimmten Moment objektiv, ohne neue Aufweisungen individueller Gegen-
stinde festlegen: ndmlich durch die Forderung, daB das Koordinaten-
system dauernd ruhe. Dann bekommen wir also nach Wahl eines
Anfangspunktes der Zeitrechnung und eines Cartesischen Koordinaten-
systems in diesem Anfangsmoment zu jedem Weltpunkt vier bestimmte
Koordinaten: die Zeitkoordinate # und die Raumkoordinaten z, x, x,.

7
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Fig. 7.

Um der Moglichkeit der graphischen Darstellung willen unterdriicken wir
eine Raumkoordinate, nehmen den Raum somit nur zweidimensional, als
eine Euklidische Ebene an.

Wir verfertigen uns ein graphisches Bild, indem wir in einem Raum
mit dem rechtwinkligen Achsenkreuz x, x, # den Weltpunkt durch einen
Bildpunkt mit den Koordinaten =, x,# reprisentieren. Von allen sich
bewegenden Massenpunkten konnen wir dann in diesem Bilde den »gra-
phischen Fahrplane« konstruieren; die Bewegung eines jeden wird dar-
gestellt durch eine »Weltlinie«, deren Richtung bestindig eine positive
Komponente in Richtung der #-Achse besitzt. Die Weltlinien ruhender
Massenpunkte sind Gerade parallel zur #-Achse; die Weltlinie eines in
gleichférmiger Translation begriffenen Massenpunktes ist eine Gerade.
In einem Schnitt # = konst. kann die Lage aller Massenpunkte im gleichen
Moment # abgelesen werden. Wihlen wir Anfangspunkt der Zeitrechnung
und Cartesisches Koordinatensystem auf eine andere Weise und sind



126 Relativitit von Raum und Zeit.

x, x, 2; x, x,¢' die Koordinaten eines willkiirlichen Weltpunktes bei der ersten
und zweiten Wahl des Koordinatensystems, so gelten Transformationsformeln
xI = allxi + a!2x; + al

(I) \x2=a2:x;+anzx;+az

t = +a,

wo die ¢ und ¢ Konstante bedeuten, die «; aber insbesondere die
Koeffizienten einer orthogonalen Transformation bilden. Die Weltkoor-
dinaten sind also in objektiver Weise, ohne Hinweis auf individuelle
Gegenstinde oder Geschehnisse festgelegt bis auf eine beliebige Trans-
formation von dieser Gestalt. Dabei ist noch abgesehen von der will-
kiirlichen Wahl der beiden MaBeinheiten. Bleibt der Anfangspunkt in
Raum und Zeit ungedindert: &, = «, = @ = o, so sind x,x, # die Ko-
ordinaten in bezug auf ein geradliniges Achsensystem, dessen #'-Achse
mit der #-Achse zusammenfillt, wihrend die Achsen x)x, aus x, x,
durch eine Drehung in ihrer Ebene # = o hervorgehen.

Schon eine geringe Besinnung zeigt, daB die eine der angenommenen
Voraussetzungen: der Begriff der Ruhe habe einen objektiven Inhalt,
nicht zutreffend ist*). Wenn ich mit jemandem eine Verabredung treffe,
wir wollen uns morgen an »derselbenc« Stelle wieder treffen wie heute,
so heiBt das: in derselben materiellen Umgebung, an dem gleichen Ge-
bsude in der gleichen StraBe (die nach Kopernikus morgen ganz wo
anders im Weltenraum sich befindet als heute); und das hat seinen guten
Sinn zufolge des gliicklichen Umstandes, daB wir hineingeboren sind in
eine wesentlich stabile Umwelt, in der alle Verdnderung sich anschlieSt
an einen viel umfassenderen Bestand, der seine (teils unmittelbar wahr-
genommene, teils erschlossene) Beschaffenheit unverindert oder fast unver-
indert bewahrt. Die Héuser stehen still; das Schiff fihrt mit soundsoviel
Knoten Geschwindigkeit: das verstehen wir im téglichen Leben immer relativ
zu der »dauernden wohlgegriindeten Erde«. Objektive Bedeutung haben nur
die relativen Bewegungen der Korper (Massenpunkte) sueinander, d. h. die Ent-
fernungen und Winkel, welche sich aus den gleichzeitigen Lagen der Massen-
punkte bestimmen, in ihrer funktionalen Abhingigkeit von der Zeit. Es ist
also jedes (der Anschaulichkeit wegenm materiell gedachte) dauernd vorhan-
dene Cartesische Koordinatensystem jedem andern gleichberechtigt. Der
Zusammenhang der Koordinaten desselben Weltpunktes mit Bezug auf das
eine und das andere zweier solcher Systeme wird durch Formeln geliefert:

x = o, ()% + o, ()%, + o (),
(In) x, = oy, (¢') &% 4 0, (') 2, + o (),
t=1¢t~4a,
wo die o; und a; irgendwelche stetige Funktionen von #' sein kénnen,
von denen die oy fiir alle Werte von #' die Koeffizienten einer orthogonalen

*) Dariiber war bereits Aristoteles vollig im klaren, wenn er »Orte (zémos) als
Beziehung eines Korpers zu den Korpern seiner Umgebung bezeichnet.
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Transformation bilden. Tragen wir die Flichen #'= konst. sowie x, =
konst. und x, = konst. in unsere graphische Darstellung ein, so sind
zwar die Flichen der ersten Schar wiederum Ebenen, die mit den Ebenen
¢ = konst. zusammenfallen, hingegen die beiden andern sind krumme
Flichen; die Transformationsformeln sind nicht mehr linear.

Unter diesen Umstinden kann es sich bei der Untersuchung der Be-
wegung eines Systems von Massenpunkten, etwa' der Planeten, nur darum
handeln, das Koordinatensystem so zu wihlen, daB die Funktionen x, (¢),
x, (¢}, welche die Raumkoordinaten der Massenpunkte in Abhédngigkeit
von der Zeit darstellen, moglichst einfach werden oder doch méglichst
einfachen Gesetzen geniigen. Dies war die von Kepler auB8erordentlich
vertiefte Entdeckung des Kopernikus, daB in der Tat ein Koordinaten-
system existiert, fir das die Gesetze der Planetenbewegung eine ungeheuer
viel einfachere und durchsichtigere Form annehmen, als wenn man sie
auf die ruhende Erde bezieht. Die Tat des Kopernikus wurde vor allem
dadurch zur Weltanschauungswende, daB er sick von dem Glauben an die
absolute Bedeutung der Erde frei machte. Seine Betrachtungen wie auch
die Keplers sind rein Zimematischer Natur. Newton kronte ihr Werk,
indem er den wahren Grund fiir die kinematischen Keplerschen Gesetze
in dem dynamischen Grundgesetz der Mechanik und dem Attraktions-
gesetz auffand. Man weiB, wie glinzend sich diese Newtonsche Mechanik
am Himmel und auf Erden bestitigt hat. Da ihr, wie wir iiberzeugt
sind, universelle, nicht auf das Planetensystem beschrinkte Geltung zu-
kommt, ihre Gesetze aber keineswegs invariant gegentiber den Trans-
formationen (II) sind, so wird durch sie in absoluter, von jedem Hinweis
auf individuelle Gegenstindlichkeit unabhingiger Weise eine viel vollstin-
digere Festlegung des Koordinatensystems moglich als auf Grund der zu
dem »Relativititsprinzip« (II) filhrenden kinematischen Auffassung.

An der Spitze der Mechanik steht das Galileische Tragheitsprinzip: Ein
Massenpunkt, der sich kriftefrei, ohne jede Einwirkung von auBen bewegt,
fiihrt eine gleichférmige Translation aus. Seine Weltlinie ist mithin eine
Gerade, die Raumkoordinaten x,, x, des Massenpunktes lineare Funktionen
der Zeit 2. Gilt dieses Prinzip in bezug auf die beiden durch (II) verbun-
denen Koordinatensysteme, so miissen also x, und x, in lineare Funktionen
von ¢ iibergehen, wenn man fiir x,, x, lineare Funktionen von #’ einsetzt.
Daraus folgt ohne weiteres; daB die ¢, Konstante und ¢, ¢, lineare
Funktionen von # sein miissen; d. h. das eine Cartesische Raumkoordinaten-
system bewegt sich relativ zu dem andern in gleichformiger Translation.
Und nun zeigt sich umgekehrt: liegen zwei so/c4e Koordinatensysteme €, €'
vor und gilt das Trigheitsprinzip und die Newtonsche Mechanik in bezug
auf €, so gilt sie auch in bezug auf €. Zwei fiir die Mechanik »zulissige«
Koordinatensysteme hingen demnach durch die Formeln zusammen

xy axzx;+axzx;+71t,+ax7
(11 5y =ty 3 G & 1 A
t t'+a,

i
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in denen die a; konstante Koeffizienten einer orthogonalen Transformation
sind, @, o; und y; aber beliebige Konstante; und jede Transformation
von dieser Art stellt den Ubergang von einem zulissigen Koordinaten-
system zu einem andern dar (Galilei-Newtonsches Relativititsprinzip). Das
Wesentliche daran ist, wenn wir von der ja selbstverstindlichen Will-
kiirlichkeit der Achsenrichtungen im Raum und des Anfangspunktes-ab-
sehen, daB Invarianz stattfindet gegeniiber den Transformationen

(1) x=x 4t x=x4p, t=1*.

In unserm graphischen Bild (s. Fig. 7) wiirden x} x# die Koordinaten
in bezug auf ein geradliniges Achsenkreuz sein, bei welchem die x}, x,
mit den x,, x, Achsen zusammenfallen, hingegen die neue #'-Achse eine
irgendwie geinderte Richtung hat. DaB sich die Gesetze der Newton-
schen Mechanik bei diesem Ubergang vom Koordinatensystem € zu G’
nicht indern, sehen wir so ein. Nach dem Attraktionsgesetz ist die
Gravitationskraft, mit der ein Massenpunkt in einem Augenblicke auf
einen andern wirkt, ein vom Koordinatensystem unabhingiger Vektor im
Raum (so wie der Vektor, welcher die simultanen Lagen der beiden Massen-
punkte miteinander verbindet). Dieselbe GroBennatur muB8 auch jede
Kraft von anderer physikalischer Herkunft besitzen, das gehort mit zu
den Voraussetzungen der Newtonschen Mechanik; sie verlangt zur Aus-
fillung ihres Kraftbegriffs eine dieser Voraussetzung gentigende Physik.
Man iiberzeuge sich etwa in der Elastizititstheorie davon, daB die
Spannungskrifte (zufolge ihres Zusammenhanges mit den Deformations-
groBen) von der geforderten Art sind. — Die Masse ist ein vom Koordi-
natensystem unabhingiger Skalar. Endlich ist wegen der aus (1) fiir die
Bewegung eines Massenpunktes sich ergebenden Transformationsformeln

dx, dx, dx d’x, d’x; d'x, d’z]

dx' . .
gt =gty e =g Gp =g

zwar nicht die Geschwindigkeit, wohl aber die Beschleunigung ein vom
Koordinatensystem unabhingiger Raumvektor. Demnach hat das Grund-
gesetz »Masse mal Beschleunigung = Kraft« die behauptete invariante
Beschaffenheit.

Nach der Newtonschen Mechanik bewegt sich der Schwerpunkt jedes
abgeschlossenen, keiner Einwirkung von auBen unterliegenden Massen-
_systems in gleichférmiger Translation. Betrachten wir die Sonne mit
ihren Planeten als ein solches System, so hat es also keinen Sinn, zu
fragen, ob der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht oder sich in gleich-
formiger Translation befindet. Wenn die Astronomen trotzdem behaupten,
daB8 die Sonne sich auf einen Punkt im Sternbild des Herkules zu bewege,
50 stiitzen sie ‘diese ihre Behauptung auf die statistische Beobachtung,
daB die Sterne in jener Gegend sich im Durchschnitt von einem gewissen
Zentrum aus zu entfernen scheinen — so wie eine Baumgruppe aus-
einander tritt, der ich mich nihere; daraus folgt ihre Aussage, wenn es
‘sicher ist, daB die Sterne im Durchschnitt ruhen, d. h. daB der Schwer-
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punkt des Fixsternhimmels ruht: es handelt sich also um eine Aussage
iber die relative Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensystems zu dem
des Fixsternhimmels.

Man muB sich, um den wahren Sinn des Relativititsprinzips auf-

zufassen, durchaus daran gewohnen, nicht »im Raume« und nicht »in
der Zeite, sondern »in der Welt«, in Raum-Zeit zu denken. Nur das
Zusammenfallen (bzw. das unmittelbare Benachbartsein) zweier Ereignisse
in Raum-Zeit hat einen unmittelbar evidenten Sinn; daB sich hier
Raum und Zeit nicht in absoluter Weise voneinander trennen lassen, ist
eben die Behauptung des Relativititsprinzips. Im Sinne der mecha-
nischen Weltauffassung, nach der alles physikalische Geschehen letztlich
auf Mechanik zuriickgeht, nehmen wir an, daB nicht nur die Mechanik,
sondern die gesamte physikalische GesetzmiBigkeit der Natur dem Galilei-
Newtonschen Relativititsprinzip untertan ist, dag es also unmiglick ist, ohne
Aufweisung individueller Gegenstindlichkeiten untey den fiir die Mechanik
gleickberechtigten Bezugssystemen, von denen je swei durch Transformations-
Sformeln (1) verkniipft sind, eine engere Auswakhl zu treffen. Dann wird
~durch diese Formeln in genau dem gleichen Sinne die Geometrie der
vierdimensionalen Welt festgelegt, wie durch die Gruppe der Ubergangs-
substitutionen, die zwischen zwei Cartesischen Koordinatensystemen ver-
mitteln, die Euklidische Geometrie des dreidimensionalen Raumes fest-
gelegt wird: eine Beziehung zwischen Weltpunkten hat dann und nur
dann eine objektive Bedeutung, wenn sie durch solche arithmetische Re-
lationen zwischen den Koordinaten der Punkte definiert ist, die invariant
sind gegeniiber den Transformationen (III). Vom Raume sagt man, er
sel Aomogen in allen Punkten und in jedem Punkte homogen in allen
Richtungen; diese Behauptungen sind aber nur Teile der wollstindigen
Homogencititsaussage, daB alle Cartesischen Koordinatensysteme gleich-
berechtigt sind. Ebenso wird durch das Relativititsprinzip festgestellt,
in welchem genauen Sinne die Welt (= Raum-Zeit als »Form« der Er-
scheinungen, nicht ihrem »zufilligen«, inhomogenen materialen Gehalt
nach) homogen ist.

Es ist merkwlirdig genug, daB zwei mechanische Vorginge, die kine-
matisch vollstindig gleich sind, in dynamischer Hinsicht verschieden sein
kénnen, wie di/e' Gegentiberstellung des viel weiteren kinematischen
Relativititsprinzips (II) und des dynamischen (III) lebrt: eine fiir sich allein
existierende rotierende Fliissigkeitskugel oder ein rotierendes Schwungrad
ist an sich nicht von einer ruhenden Kugel oder einem ruhenden Schwung-
rad verschieden; trotzdem plattet sich die »rotierende« Kugel ab, die
ruhende nicht; trotzdem treten in dem rotierenden Schwungrad Span-
nungen auf, ja es zerspringt bei hoher Rotationsgeschwindigkeit, an einem
ruhenden geschieht nichts dergleichen. Als die Ursache dieses verschie-
denen Verhaltens kénnen wir nur die » Weltmetrike bezeichnen, die sich
in den Zentrifugalkriften als eine wirkende Potenz offenbart. Von hier
aus fillt ein helles Licht zuriick auf den Riemannschen Gedanken: wenn

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, 9
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der Metrik (hier freilich der Weltmetrik, nicht dem metrischen Fundamental-
tensor des Raumes) etwas genau so Reales, durch Krifte auf die Materie
Wirkendes entspricht wie etwa dem Maxwellschen Spannungstensor, so_
mu8 man annehmen, daB auch umgekehrt die Materie auf dieses Reale
zurlickwirkt. Erst in Kap. IV werden wir diese Idee wieder aufnehmen.

An den Transformationsformeln (III) heben wir zunichst nur ihre
Linearitit hervor: sie besagt, daB die Welt ein vierdimensionaler affiner
Raum ist. Zur systematischen Darstellung seiner Geometrie benutzen wir
demnach neben den Weltpunkten die Welt- Vektorern oder Verschiebungen.
Eine Verschiebung der Welt ist eine Abbildung, die jedem Weltpunkt P
einen Weltpunkt P’ zuordnet; aber eine Abbildung von besonderer Art,
nimlich eine solche, die sich in einem zuldssigen Koordinatensystem durch
Gleichungen o= 2t g (=o, 1,23
ausdrfickt; dabei bedeuten x; die vier Zeit-Raum-Koordinaten von 2 (es
ist x, anstelle von ¢ geschrieben), «; diejenigen von 2P’ in jenem Ko-
ordinatensystem, die a; sind irgendwelche Konstanten. Der Begriff ist
unabhingig von der Wahl des zulissigen Koordinatensystems. Die Ver-

schiebung, welche 2 in P’ {iberfiihrt, wird mit ﬁ’ bezeichnet. Es gelten
fir die Welt-Punkte und -Verschiebungen die simtlichen Axiome der
affinen Geometrie mit der Dimensionszahl » = 4. Das Galileische Trigheits-
prinzip ist ein affines Gesetz; es sagt, durch welche Bewegungen die
geraden Linien unseres vierdimensionalen affinen Raums »Welt« realisiert
werden, nimlich durch die kriftefrei sich bewegenden Massenpunkte.
Von dem affinen Standpunkt gehen wir zum metrischen iiber. Aus
unserer graphischen Darstellung, die (mit Unterdriickung einer Koordinate)
ein affines Bild der Welt entwarf, lesen wir ihre wesentliche metrische
Struktur ab, die ganz anders ist als die des Euklidischen Raumes: die
Welt ist »geschichtet«’, die Ebenen # = konst. in ihr haben eine absolute
Bedeutung. Nach Wahl einer MaBeinheit fiir die Zeit kommt je zwei
Weltpunkten 4, B ein bestimmter Zeitunterschied zu, die Zeitkomponente

des Vektors A»E ==¢; sie ist, wie allgemein die Vektorkomponenten in
einem affinen Koordinatensystem, eine lineare Form #(t) des willkiirlichen
Vektors g. Der Vektor ¢ weist in die Vergangenheit oder die Zukunft,
je nachdem #(r) megativ oder positiv ist. Von zwei Weltpunkten 4, B
ist 4 frither, gleichzeitig oder spiter als B, je nachdem
t(:179)>o, = o oder < o

ausfillt. — In jeder »Schicht« aber gilt die Euklidische Geometrie;
sie beruht auf einer definiten quadratischen Form, die jedoch hier nur
definiert ist fiir diejenigen Weltvektoren g, die in einer Schicht liegen, d. h.
der Gleichung #(t) = o gentigen (denn es hat nur einen Sinn, von dem
Abstand der gleichzeitigen Lagen zweier Massenpunkte zu reden). Wihrend
also der Euklidischen Metrik eine positiv-definite quadratische Form zu-
grunde liegt, berukt die Galileische Metrik
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1. auf einer Linearform t(y) des willkiirlichen Vektors g (der »Zeitdauer«
der Verschiebung t), und

2. einer nur innerhalb der dreidimensionalen lincaren Mannigfaltigkeit
aller Vektoren ¢, welche der Gleickung t(y) = o geniigen, definierten positiv-
definiten quadratischen Form (¢x) (dem Quadrat der »Lénge« von ).

Zur anschaulichen Darlegung physikalischer Verhiltnisse kénnen wir
die Einfithrung eines bestimmten Bezugsraumes nicht entbehren. Sie
hingt ab von der Wahl einer willkiirlichen Verschiebung e in der Welt
(derjenigen, in welche bei der graphischen Darstellung die Zeitachse
hineinfillt) und wird dann durch die Ubereinkunft bewerkstelligt, da8 alle
Weltpunkte, die auf einer Geraden der Richtung e liegen, in denselben
Raumpunkt fallen. Es handelt sich also, geometrisch gesprochen, um
nichts anderes als den Vorgang der Parallelprojeition. Zum Zwecke
einer angemessenen Formulierung schicke ich dartiber einige geometrische
Erorterungen voraus, die sich auf einen beliebigen ~-dimensionalen affinen
Raum beziehen. Kniipfen wir im Interesse der Anschaulichkeit zunichst
an den Fall =3 an. Es sei im Raum eine Schar von Geraden ge-
zogen, die dem Vektor e (= o) parallel sind. Blickt jemand in Richtung
dieser Strahlen in den Raum hinein, so werden fiir ihn alle diejenigen
Raumpunkte zusammenfallen, die in Richtung einer solchen Geraden
hintereinander liegen; dabei ist es durchaus nicht nétig, eine Ebene zu
geben, auf die projiziert wird. Wir definieren also:

Es sei gegeben ein von o verschiedener Vektor e. Von zwei Punkten

A4 und 4, fiir die /»1)74’ ein Multiplum von e ist, werde gesagt, sie fallen
in ein und denselben Punkt 4 des durch e bestimmten Unterraums.
Wir kdénnen A darstellen durch die zu e parallele Gerade, auf der alle
jene im Unterraum zusammenfallenden Punkte 4, A, ... liegen. Da
jede Verschiebung ¢ des Raumes eine zu e parallele Gerade wieder in
eine solche iiberftihrt, ruft ¢ eine bestimmte Verschiebung g des Unter-
raums hervor; aber je zwei Verschiebungen g, ¢’ fallen im Unterraum
zusammen, wenn ihr Unterschied ein Multiplum von e ist. Der Uber-
gang zum Unterraum, die »Projektion in Richtung von ee¢, werde an
den Symbolen fiir Punkte und Verschiebungen durch Fettdruck gekenn-
zeichnet. Durch Projektion gehen

AL, t4y, 2’79 iiber in Ag, £+ Y, A»;B;

d. h. die Projektion trigt affinen Charakter, und im Unterraum gilt die
affine Geometrie mit einer um 1 geringeren Dimensionszahl als im ur-
spriinglichen »Vollraume.

Ist der Raum ein metrischer im Euklidischen Sinne, d. h. liegt ihm
als metrische Fundamentalform eine nicht-ausgeartete quadratische Form
Qt) = (xr) zugrunde — fiir die Anschauung halte man sich an den
Fall, wo Q positiv-definit ist, die Ausfihrungen gelten aber allgemein —,
so werden wir den beiden Punkten des Unterraums, als die wir zwei zu e
parallele Gerade erblicken, wenn wir in der Richtung von e in den Raum

9*
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hineinschauen, offenbar einen Abstand gleich dem senkrechten Abstand der
beiden Geraden zuschreiben. Das werde analytisch formuliert. Voraus-
gesetst ist: (ee) = ¢ 3= o. Jede Verschiebung ¢ kann in eindeutig be-
stimmter Weise in zwei Summanden gespalten werden

(2) t=&e-+1r*

deren erster proportional, deren zweiter orthogonal zu e ist:
1

(3) =0, &=1(re).

Wir nennen § die Hoke der Verschiebung ¢ (den Hohenunterschied von
b

A und B, wenn = A4B). Es gilt

(4) (£7) = 8"+ (x*&*).

¥ kann vollstindig charakterisiert werden durch Angabe seiner Héhe &
und der durch ¢ im Unterraum hervorgerufenen Verschiebung g; wir schreiben

r=§&l.
Der Vollraum ist. »zerspalten« in Hoéhe und Unterraum, der »Lage-
Unterschied« g zweier Punkte im Vollraum in den Héhenunterschied &
und Lagenunterschied g im Unterraum; nicht nur die Behauptung des
Zusammenfallens zweier Punkte im Raum hat einen Sinn, sondern auch
die Aussage: zwei Punkte fallen im Unterraum zusammen, bzw. befinden
sich in der gleichen Ho6he. Jede Verschiebung g des Unterraums wird
durch eine und #ur eine zu e orthogonale Verschiebung g* des Vollraums
hervorgerufen; die Beziehung zwischen ¢* und g ist umkehrbar-eindeutig
und affin. Durch die Definitionsgleichung

(£y) = (*r*)
erteilen wir dem Unterraum eine auf der quadratischen Fundamentalform

(xg) beruhende Metrik. Dann geht (4) tiber in die Pythagoreische Funda-
mentalgleichung

(5) (ty) = e&" 4+ (zx),

die sich flir zwei Verschiebungen bei einer ohne weiteres verstindlichen
Bezeichnung zu

(s) (g9) = ¢&n + (xy)
veraligemeinern 148t. :

Diese Ausfithrungen sind hier, soweit sie den affinen Raum betreffen,
unmittelbar anzuwenden: der Vollraum ist die vierdimensionale Welt, e
ist irgendein in die Zukunft weisender Vektor, der Unterraum das, was
wir gemeinhin den Rawm nennen. Je zwei Weltpunkte, die auf einer
zu e parallelen Weltgeraden liegen, fallen in den gleichen Raumpunkt.
Dieser Raumpunkt kann durch die zu e parallele Gerade graphisch dargestellt
werden, und er kann durch einen ruhenden Massenpunkt, d. h. einen solchen,
dessen Weltlinie eben jene Gerade ist, dauernd markiert werden. — Was
aber die Metrik betrifft, so ist diese nach dem Galileischen Relativitits-
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prinzip von andrer Art, als wir eben angenommen hatten; darum sind
folgende Modifikationen anzubringen. Jede Weltverschiebung z hat eine
bestimmte Zeitdauer #(r) = # (welche an Stelle der »Héhe« in unsern
geometrischen Auseinandersetzungen tritt) und erzeugt im Unterraum eine
Verschiebung x; spaltet demnach gem#B der Unterscheidung von Zeit und
Raum nach der Formel
r=1? r L.

Insbesondere kann jede Raumverschiebung g durch eine und nur eine
Weltverschiebung ¢* hervorgerufen werden, welche der Gleichung #(t*) = o
geniigt. Durch die fiir solche Vektoren r* definierte quadratische Form
(t*t*) empfingt der Raum seine Euklidische Metrik:

(k¥) = (£*¢¥).
Der Raum ist abhingig von der Projektionsrichtung; in der Wirklichkeit
kann die Projektionsrichtung durch irgend einen in gleichformiger Trans-
lation begriffenen Massenpunkt (oder den Schwerpunkt eines abgeschlos-
senen isolierten Massensystems) festgelegt werden.

Wir haben diese Dinge mit solcher pedantischen Genauigkeit auseinander-
gesetzt, um fiir das Einsteinsche Relativititsprinzip, dem gegeniiber unsre
Anschauung zunichst in ganz anderm MaBe als gegeniiber dem Galilei-
schen versagt, wenigstens mit einer abgeklirten, auf diesen Fall ohne
weiteres tibertragbaren mathematischen Begriffsbildung gewappnet zu sein.

Wir lenken zuriick ins physikalische Fahrwasser. Durch die Ent-
deckung der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes wurde der
naiven Ansicht, die Dinge seien gleichzeitig mit ihrer Wahrnehmung, der
Boden entzogen. Da wir kein rascheres Zeitiibertragungsmittel besitzen
als das Licht selber (oder die drahtlose Telegraphie), ist es natiirlich un-
moglich, die Lichtgeschwindigkeit durch Messung der Zeit festzustellen,
welche vergeht, bis das von einer Station 4 ausgesandte Lichtsignal
bei einer andern Station B eintrifft. Roemer (1675) erschloB sie aus
der scheinbaren UnregelmiBigkeit in der Umlaufszeit der Jupitermonde,
welche genau die Periode eines Jahres aufwies; denn es erschien absurd,
einen Wirkungszusammenhang zwischen Erde und Jupitermond anzu-
nehmen, der die Periode des Erdumlaufs als eine Stoérung von so er-
heblicher GroBe auf die Jupitermonde ibertrigt. Fizeau bestitigte die
Entdeckung durch irdische Messung; seine Methode beruht auf dem ein-
fachen Gedanken, die Empfangsstation B mit der Sendestation 4 zusammen-
fallen zu lassen und den Lichtstrahl von 4 durch Spiegelung nach 4
zuriickzuleiten. Nach diesen Messungen haben wir anzunehmen, daB das
Licht sich um das Erregungszentrum in konzentrischen Kugeln mit einer
konstanten Geschwindigkeit« ausbreitet. In unserer graphischen Darstellung
wiirde (wiederum mit Unterdrtickung einer Raumkoordinate) die Aus-
breitung eines im Weltpunkt O gegebenen Lichtsignals durch den in Fig. 7
eingetragenen geraden Kreiskegel mit der Gleichung

(6) ¢t — (2] +x;) = o
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abgebildet werden: jede Ebene 7z = konst. schneidet den Kegel in dem
Kreis derjenigen Punkte, bis zu denen im Momente # das Lichtsignal
gelangt ist; der Gleichung (6) (mit dem Zusatz £>> o) geniigen alle und
nur die Weltpunkte, in denen das Lichtsignal eintrifft. Wieder entsteht-
die Frage, was flir ein Bezugsraum dieser Beschreibung des Vorganges
zugrunde liegt. Die Aberration der Fixsterne zeigt, daB die Erde relativ
zu ihm sich so bewegt, wie es nach der Newtonschen Theorie der Fall
ist, d. h. daB er mit einem zuldssigen Bezugsraum im Sinne der New-
tonschen Mechanik zusammenfillt. Nun ist die Ausbreitung in konzen-
trischen Kugeln aber gewiB nicht invariant gegeniiber den Galilei-Trans-
formationen (III); denn eine schief gezeichnete #'~Achse schneidet in unserer
Figur die Ebenen #= konst. in Punkten, die exzentrisch zu den Aus-
breitungskreisen liegen. Trotzdem ist dies kein Einwand gegen das
Galileische Relativititsprinzip, wenn gemiB den Vorstellungen, welche die
Physik lange beherrscht haben, die Fortpflanzung des Lichtes in einem
materiellen Triger geschieht, dem Zicktither, dessen einzelne Teile gegen-
einander bewegbar sind. Es verhilt sich dann mit dem Licht genau so,
wie mit den konzentrischen Wellenkreisen auf einer Wasserfliche, die
durch einen hineingeworfenen Stein erzeugt werden; aus diesem Phinomen
kann gewiBl nicht der SchluB gezogen werden, daB die hydrodynamischen
Gleichungen dem Galileischen Relativititsprinzip {widerstreiten. Denn
das Medium selber, das Wasser bzw. der Ather, dessen einzelne Teile,
von den verhiltnismiBig kleinen Schwingungen abgesehen, gegeneinander
ruhen, gibt dasjenige Bezugssystem ab, auf welches sich die Aussage der
konzentrischen Ausbreitung bezieht.

Zur weiteren Diskussion dieser Frage wollen wir die Optik in den-
jenigen theoretischen Zusammenhang einfiigen, in den sie seit Maxwell
unlésbar hineingehort: die Theorie zeitlich verinderlicher elektromagne-
tischer Felder.

§ 19. Elektrodynamik zeitlich verdnderlicher Felder.
Lorentzsches Relativititstheorem. )

Der Ubergang von den stationiren elektromagnetischen Feldern (§ o)
zu zeitlich verinderlichen hat folgendes gelehrt.

1. Der sog. elektrische Strom besteht tatsichlich aus bewegter Elek-
trizitdt: ein geladener rotierender Drahtring erzeugt ein Magnetfeld nach dem
Biot-Savartschen Gesetz. Ist die Ladungsdichte g, die Geschwindigkeit v,
so ist die Stromdichte 8 dieses Konvektionsstromes offenbar = g v; doch
muB sie, damit das Biot-Savartsche Gesetz genau in der alten Form
gliltig bleibt, in einer andern MaBeinheit gemessen werden, es ist also

b . . .
zu setzen 8 = 97, wo ¢ eine universelle Konstante von der Dimension

einer Geschwindigkeit ist. Das schon von Weber und Kohlrausch an-
gestelite, spiter von Rowland und Eichenwald wiederholte Experiment
ergab ftir ¢ einen Wert, der innerhalb der Beobachtungsfehler mit der
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Lichtgeschwindigkeit tibereinstimmt?®. Man bezeichnet %: o' als das

elektromagnetische Ma# der Ladungsdichte und, damit auch in elektro-
magnetischen MaBeinheiten die elektrische Kraftdlchte =¢'€"ist, €' =¢E€
als das elektromagnetxsche Ma8 der Feldstirke.

2. Durch ein veridnderliches Magnetfeld wird in einem homogenen
Draht ein Strom induziert. Er kann auf Grund des Materialgesetzes
8 = 0 € und des Faradayschen Induktionsgesetzes bestimmt werden, welches
aussagt, daB die induzierte elektromotorische Kraft gleich der zeitlichen
Abnahme des durch den Leiter hindurchtretenden magnetischen Induktions-
flusses ist; es gilt also

(1) /@’zltz—(%ando

(links steht das Linienintegral tiber eine geschlossene Kurve, rechts das
Oberﬂachemntegral der normalen Komponente der Magnetinduktion B,
erstreckt iiber eine in diese Kurve eingespannte Fliche). Der Induktxons—
fluB ist durch die Leiterkurve eindeutig bestimmt, weil

(8") divB =o
ist (es gibt keinen wahren Magnetismus). Der Stokessche Satz ergibt aus

(7) das Differentialgesetz
1 08
8 — - =o0.
(8) rot € 37 =0°
Die im statischen Falle giiltige Gleichung rot € = o erweitert sich also

durch das auf der linken Seite hinzutretende, nach der Zeit differentiierte

Glied —}g Auf ihm beruht unsere ganze Elektrotechnik, und die

Notwendigkeit seiner Einfiihrung ist daher durch die Erfahrung auf das
beste gestiitzt.

3. Hypothetisch war hingegen zu Maxwells Zeit dasjenige Glied, durch
welches Maxwell die magnetische Grundgleichung

(9) rot =3

erweiterte. In einem zeitlich verinderlichen Feld, etwa bei der Entladung
eines Kondensators kann nicht div8 = o sein, sondern es muB statt
dessen die »Kontinuititsgleichunge -

1 dp .
(IO) 75+d1v§—o
gelten, in der die Tatsache, da8 der Strom aus bewegter Elektrizitit be-
steht, zum Ausdruck kommt. Da ¢ = div D ist, wird mithin nicht 3,
wohl aber 3 -+ % 2

d¢
die Gleichung (g9} im zeitlich verinderlichen Feld durch

quellenfrei sein, und es liegt demnach sehr nahe,

(r1) oty ——~— =3
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zu ersetzen. Daneben gilt nach wie vor
{rr’) div® =g.
Aus (11) und (11’) folgt jetzt umgekehrt die Kontinuititsgleichung (1o0).
Auf dem nach der Zeit differentiierten Zusatzgliede % %? (dem Maxwell-
schen » Verschiebungsstrom«) beruht es, daB elektromagnetische Erregungen
im Ather mit der endlichen Geschwindigkeit ¢ sich ausbreiten; es bildet
also die Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie, welche die
optischen Erscheinungen in so wunderbarer Weise hat deuten kénnen,
und findet in den bekannten Hertzschen Versuchen und der modernen
drahtlosen Telegraphie eine direkte experimentelle Bestitigung (und tech-
nische Ausnutzung). Danach ist es auch klar, daB diesen Gesetzen der-
jenige Bezugsraum zugrunde liegt, in welchem der Satz von der kon-
zentrischen Ausbreitung des Lichtes giiltig ist, der »ruhende« Lichtither.
— Zu den Maxwellschen Feldgleichungen (8) und (8'), (x1) und (x1’)
treten die Materialgesetze.

Wir wollen aber hier nur die Zustinde im Ather betrachten; da ist

d=¢, $=13,

und die Maxwellschen Gleichungen lauten

(12,) rot @+'%a—a?=o, div B =o;
1 0€ .
{121) rot§B—7‘S7—-§, div € =o¢.

Die atomistische Elektronentheorie betrachtet sie als die allgemein giiltigen
. v . .3
exakten Naturgesetze. Sie setzt auBerdem § = -Q? , Wo b die Geschwindig-

keit der Materie bedeutet, an der die elektrische Ladung haftet.
Die auf die Massen wirkende K7aft besteht aus dem vom elektrischen
und vom Magnetfeld herriihrenden Bestandteil; ihre Dichte ist

(13) p =o€+ [58].

Da 8 zu b parallel ist, ergibt sich fiir die pro Zeit- und Volumeinheit
an den Elektronen geleistete Arbeit der Wert
p-o=0€C-v=¢(36)=3.C".

Sie wird zur Erthéhung der kinetischen Energie der Elektronen verwendet,
die sich durch die Zusammensté8e zum Teil auf die neutralen Molekiile
iibertrdgt. Phinomenologisch tritt diese verstirkte molekulare Bewegung
im Innern des Leiters als Jowlesche Wirme in Erscheinung. In der Tat
lehrt ja die Beobachtung, daB 3- @€' die pro Zeit- und Volumeinheit
vom Strom erzeugte Wirmemenge ist; dieser Energieverbrauch mu8 durch
die stromerzeugende Maschine gedeckt werden. Multiplizieren wir die

Gleichung (12,) mit — B, die Gleichung (12,,;) mit € und addieren, so
kommt
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— ¢ div[EB] — — ( €4 1987 = (3€).
Setzen wir
€V =6, EC4iB°=Ww

und integrieren iiber irgend ein Volumen », so lautet diese Gleichung

— (%deV—f— c [ Sndo=[c(8€)dV;
v 2 v

das zweite Glied links ist das tiber die begrenzende Oberfliche £2 von V
erstreckte Integral der nach der inneren Normale genommenen Kompo-
nente .S, von &. Auf der rechten Seite steht hier die im Volumen V
pro Zeiteinheit geleistete Arbeit; sie wird kompensiert durch die Abnahme
dep in 7 enthaltenen Feldenergie [WdV und durch die von auBen dem
Raumstiick 7 zuflieBende Energie. Unsere Gleichung enthilt also das
Energiegesetz; durch sie bestitigt sich endgiiltiy unser friiherer Ansatz fiir
die Dichte W der Feldenergie und ergibt sich ferner, daB &, der sog.
Poyntingsche Vektor, den ZEnergiestrom darstellt. -

Die Feldgleichungen (12) sind von Lorentz unter der Voraussetzung,
daB die Verteilung der Ladungen und des Stromes bekannt ist, in folgen-
der Weise integriert worden. Der Gleichung div 8 = o wird durch den
Ansatz

(14) — B =rotf

(— f = Vektorpotential) genugt Durch Einsetzen in die erste Glelchung

ergibt sich dann, daB € — - g wirbelfrei ist, und also kann man setzen
)

15) @—ivj:-gradq;

( ¢ ot
(— ¢ das skalare Potential). Die Willkiir, mit der die Bestimmung von
f behaftet ist, kénnen wir zur Erfiillung der Nebenbedingung

1 0g

-— fﬂp +divf=o

¢
ausnutzen, die sich hier als d1e zweckmiBige erweist (wihrend wir im
stationiren Feld div f = o nahmen). Fiihren wir die Potentiale in die

beiden letzten Gleichungen ein, so liefert eine einfache Rechnung

1 3%
(16) —Cz p+d(/7_"97
, 1 3%f _
(16') — a5 3p : +A4F =38.
Eine Gleichung von der Form (16) zeigt eine Wellenausbreitung mit der

Geschwindigkeit ¢ an. In der Tat: wie die Poissonsche Gleichung 4 = ¢

die Losung hat
0
— 47 = av
47t g /_r )
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so lautet die Losung von (16):

f_._,.,
—4np = v,

hier steht auf der linken Seite der Wert von ¢ in einem Punkte O zur
Zeit ¢; » ist die Entfernung des Quellpunktes P, iiber den integriert
wird, vom Aufpunkt O, und unter dem Integral tritt der Wert von ¢ im

Punkte P zur Zeit ¢ — L auf. Ebenso ist die Losung von (16’)

t__‘v_.
47vf~f

Das Feld in einem Punkte hiingt also nicht ab von der Ladungs- und
Stromverteilung im gleichen Moment, sondern maBgebend ist fiir jede

Stelle der Augenblick, der um so viel (%) zurlickliegt, als die mit der

Geschwindigkeit ¢ sich ausbreitende Wirkung gebraucht, um vom Quell-
punkt bis zum Aufpunkt zu gelangen.
Wie der Potentialausdruck (in Cartesischen Koordinaten)

A — 6¢+ brﬁ

invariant ist gegeniiber linearen Transformatlonen der Variablen x, x, x,
welche die quadratische Form

%7+ 2, + x5

in sich tberfiihren, so ist der beim Ubergang vom statischen zu einem
zeitlich verinderlichen Feld an seine Stelle tretende Ausdruck

—I,b(p—l-b(p-’r

¢ bx3

invariant gegeniiber solchen linearen Transformatlonen der vier Koordinaten
t, x,x,x,, den sog. Lorentz-Transformationen, welche die indefinite Form
(x7) — P+ 2+ x; + x
in sich tiberfihren. Lorentz und Einstein erkannten, daB nicht nur d1e
Gleichung (16), sondern das ganze System der elektromagnemcﬁm Geset2
Sfiir den Ather diese Invarianzeigenschaft besitzt, daf sie sich namlich aus-
driicken durch invariante Relationen swischen T ensoren in einem vierdimen-
sionalen affinen Raum mit den Koordinaten t, x, x, %y, in den durch die
Form (17) eine (indefinite) Metrik emgetragen ist: Lorentz- Einsteinsches
Relativititstheorem.

Zum Beweise dndern wir die MaBeinheit der Zeit, indem wir setzen
¢?=x,. Die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform sind dann

ge=o (i, gu=¢,



§ 19. Elektrodynamik zeitlich veréinderlicher Felder. -~ 139

WO &, =—1, § =¢,=¢ =1 ist. Beim Ubergang von den in
bezug auf einen Index 7 kovarianten zu den kontravarianten Komponenten
eines Tensors ist die 7*¢ Komponente also lediglich mit dem Vorzeichen &;
zu multiplizieren. Die Kontinuitéitsgleichung der Elektrizitit (10) gewinnt
die gewiinschte invariante Form
3 aé‘i
) oo 0x; !
wenn wir
s=y9p; s%, s° s3 gleich den Komponenten von 3
als die vier kontravarianten Komponenten eines Vektors in jenem vier-
dimensionalen Raum einfiihren, des »Viererstroms«. Parallel damit —
vgl. (16), (16’) — miissen wir
¢° = ¢ und die Komponenten von f: ¢, ¢ ¢?
zu den kontravarianten Komponenten eines vierdimensionalen Vektors
vereinigen, den wir als elektromagnetisches Potential bezeichnen; von
seinen kovarianten Komponenten ist die o'* ¢, == — ¢, die drei andern
sy P2y @, sind gleich den Komponenten von f. Dann lassen sich die
Gleichungen (14), (15), durch welche die FeldgroBen B und € aus den
Potentialen entspringen, in -~der invarianten Form schreiben

(18) dg: gk __

0x, Ox;

@=(ﬁ;o)ﬁ;o7 F3°)7 %:(F;3’F3x’ﬁ;z)
gesetzt ist. In dieser Weise hat man also elektrische und magnetische

Feldstirke zu einem einzigen linearen Tensor 2. Stufe %, dem »sFeldec,
zusammenzufassen. Aus (18) ergeben sich die invarianten Gleichungen

0Fp | 3Fu | O _
7596[ 0xs b-"Cl—_"

ik y

wOo

(19)

?

und dies ist das erste System der Maxwellschen Gleichungen (12,). Den
Umweg iiber die Lorentzsche Losung mit Hilfe der Potentiale haben wir
lediglich eingeschlagen, um naturgemiB auf die richtige Art der Zusammen-
fassung der dreidimensionalen GréBen zu vierdimensionalen Vektoren und
Tensoren gefiihrt zu werden. Bei Ubergang zu kontravarianten Kompo-
nenten ist
@ — (FOI’ FOQ, Fos)’ % — (F237 F3I, Flﬂ) .

Das zweite System der Maxwellschen Gleichungen lautet jetzt in invarianter
vierdimensionaler Tensorschreibweise:

dF* .
(20) Z—b—x; = .

Fihren wir den vierdimensionalen Vektor mit den kovarianten Kompo-
nenten

(21) b= Fus*
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(und den kontravarianten

?i = Fik SIE)
ein — nach friiherem Brauch lassen wir die Summenzeichen wieder fort —,
so ist p° die »Leistungsdichte«, die Arbeit pro Zeit- und Volumeinheit:
#° = (8€) [die Zeiteinheit ist hier dem neuen ZeitmaB x, = ¢# anzu-
passen], und g%, p° ° sind die Komponenten der Kraftdichte.

Damit ist das Lorentzsche Relativititstheorem vollstindig bewiesen.
Zugleich aber bemerken wir, daff die erhaltenen Gesetze genau so lauten
wie die Gesetse des stationdren Magnetfeldes [§ 9, (62)], nur wvom drei-
dimensionalen auf den vierdimensionalen Raoum iibertragen. Es ist kein
Zweifel, daB in der vierdimensionalen Tensorformulierung ihre wahre

R mathematische Harmonie, die nicht vollkommener sein konnte, zutage tritt.

Daraus ergibt sich noch weiter, daB wir genau wie im dreidimensio-
nalen Fall die »Viererkraft« p; aus einem vierdimensionalen symmetrischen
»Spannungstensor« .S herleiten kénnen:

. bS,-k q z._bSik
(22) Th= g, oder —p== YL
(22) St = F pr— 1 oF| F)n

Das (hier nicht notwendig positive) Quadrat des Feldbetrages ist
| F|" = 3 FaF*.
Wir wollen die Formel (22) durch direktes Ausrechnen bestitigen. Es ist
3.5 _ a + kr@_%Fkerk,.

dxz dxz d0x;
Der erste Term rechts ergxbt
— Fyp s = — ﬁz' )
der zweite wird, wenn man den Faktor von F # gleichfalls schiefsym-
metrisch schrelbt
VF; VFy
= Lphr |2 TTR
=3t (bxk bxr)
und liefert mit dem dritten vereinigt
3Fy | 0F | J3F,;
Fkr rz) .
(bxr + dx; + bxk)

der dreiteilige Ausdruck in der Klammer ist nach (19) = o.
| F|*ist = B* — E°. Sehen wir zu, was die einzélnen Komponenten
von S% bedeuten, indem wir gemiB der Scheidung in Zeit und Raum
den Index o von den iibrigen 1, 2, 3 trennen.
5% ist == der Energiedichte W = I(€* - 87,
N == den Komponenten von & = [EDB], G =1, 2,3)
S = den Komponenten des Maxwellschen Spannungstensors,
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der sich aus dem in § g angegebenen elektrischen und magnetischen Be-
standteil zusammensetzt. Die o' der Gleichungen (22) enthilt demnach
das Energiegesetz. Die 1., 2., 3. haben eine vollig analoge Gestalt.

Bezeichnen wir einen Augenblick die Komponenten des Vektors L & mit
¢
G? G? G* und verstehen unter {¥) den Vektor mit den Komponenten
Sz'x7 Siz’ Sz'3,
so haben wir

R hYed . .
(23) —p = Y -+ div®, (=1, 2, 3)

Die Kraft, welche auf die in einem Raumgebiet V enthaltenen Elektronen
wirkt, erzeugt eine ihr gleiche zeitliche Zunahme des Bewegungsimpulses
derselben. Diese Zunahme wird nach (23) ausgeglichen durch eine ent-

sprechende Abnahme des im Felde mit der Dichte ~@c— verteilten Feld-

impulses und den Zustrom des Feldimpulses von auBen. Der Strom der
ite» Impulskomponente ist gegeben durch t@, der Jmpulsstrom selber ist
demnach nichts anderes als der Maxwellsche Spannungstensor. Der Saiz
von der Erhaltung der Energie ist nur die eine, die Zeithomponente eines
gegeniiber Lorentstransformationen invarianten Gesetzes, dessen Raumbkom-
ponenten die Erhaltung des Impulses aussagen. Die gesamte Energie so-
wohl als der gesamte Impuls bleiben ungeindert; sie strémen nur im
Felde hin und her und verwandeln sich aus Feldenergie und Feldimpuls
in kinetische Energie und kinetischen Impuls der Materie et vice versa.
Das ist die einfache anschauliche Bedeutung der Formeln (22). Ihr ge-
mi#B8 werden wir in Zukunft von dem Tensor .S der vierdimensionalen
Welt als dem Energie-Impuls-Tensor oder kurz Energietensor sprechen. Aus

der Symmetrie desselben hat sich ergeben, dall die /mpulsdichte = %mal

dem Energiestrom ist; der Feldimpuls ist daher sehr schwach, er konnte
aber als Druck des Lichtes auf eine spiegelnde Fliche nachgewiesen
werden. —

Eine Lorentztransformation ist linear, sie kommt daher (wenn wir in
unserer graphischen Darstellung wiederum eine Raumkoordinate unter-
driicken) auf die Einfithrung eines andern affinen Koordinatensystems
hinaus. Uberlegen wir uns, wie die Grundvektoren e/, e,, e, des neuen
Koordinatensystems liegen zu denen des alten e, e , e,, d.i. zu den
Einheitsvektoren in Richtung der x, (oder #), x,, x, Achse! Da fir

T =%,6 + x, & + X, 8, = x:)e:) + xlxe; + x;e;:
— ap bt oy = — x4 2 2 (= Q)]
sein soll, ist Q(el) = — 1. Der von O aus aufgetragene Vektor e, oder

die #'-Achse liegt demnach im Innern des Kegels der Lichtausbreitung,
die Parallelebenen # = konst. liegen so, daB sie aus dem Kegel Ellipsen
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ausschneiden, deren Mittelpunkte auf der #’-Achse liegen (s. Fig. 7), die
x, x, Achse haben die Richtung konjugierter Durchmesser dieser Schnitt-
ellipsen, so daB die Gleichung jeder von ihnen

%% 4 x.? = konst.
lautet.

Solange man an der Vorstellung des materiellen, schwingungsfihigen
Athers festhdlt, kann man in dem Lorentzschen Relativititstheorem nur
eine merkwiirdige mathematische Transformationseigenschaft der Max-
wellschen Gleichungen erblicken; das wahrhaft giiltige Relativititstheorem
bleibt das Galilei-Newtonsche. Es entsteht aber die Aufgabe, nicht nur
die optischen Erscheinungen, sondern die gesamte Elektrodynamik und
ihre Gesetze als die Konsequenz einer dem Galileischen Relativititsprinzip
geniigenden Athermechanik zu deuten, indem man die Feldgré8en in
einen bestimmten Zusammenhang mit Dichte und Geschwindigkeit des
Athers bringt. Vor Maxwells elektromagnetischer Lichttheorie hat man
diese Aufgabe bekanntlich fiir die optischen Erscheinungen mit teilweisem,
aber niemals endgiiltigem Erfolg zu l6sen versucht; fiir das umfassende
Gebiet, in das nach Maxwell die optischen Erscheinungen eingeordnet
sind, hat man diesen Versuch nicht mehr unternommen3). Vielmehr be-
gann sich die Vorstellung des im leeren Raume existierenden Feldes, das
keines Trigers bedarf, allmihlich durchzusetzen; ja schon Faraday hatte
in klaren Worten die Auffassung ausgesprochen, daB8 sich nicht das Feld
auf die Materie stiitzen miisse, sondern umgekehrt die Materie nichts
anderes sei als Stellen des Feldes von besonderem singuliren Charakter.

§ 20. Das Einsteinsche Relativititsprinzip.

Halten wir zunichst noch an der Athervorstellung fest! Es muB mog-.
lich sein, die Bewegung eines Korpers, z. B. der Erde, relativ zum ruhenden
Ather zu konstatieren. Die Aberration leistet das nicht; durch sie wird
vielmehr nur dargetan, daB jene relative Bewegung im Laufe des Jahres
wechsell. Es seien A4, 04, drei feste Punkte der Erde, welche ihre Be-
wegung mitmachen; sie mogen in gerader Linie, und zwar in der Be-
wegungsrichtung der Erde, in gleichem Abstand 4,0 = 04, =/ auf-
einanderfolgen, und v sei die Translationsgeschwindigkeit der Erde durch
den Ather; ; = ¢ ist (voraussichtlich) sehr klein. Ein in O aufgegebenes
Lichtsignal wird in 4, nach Ablauf der Zeit , in 4, nach Ablauf

der Zeit

c— v
- eintreffen. Leider kann man diesen Unterschied nicht

¢
konstatieren, weil man iiber kein rascheres Signal als das Licht selber
verfiigt, um nach einem andern Orte die Zeit zu tibermitteln. Wir helfen
uns durch den Fizeauschen Gedanken: wir bringen in 4, und 4, je
einen kleinen Spiegel an, der den Lichtstrahl nach O reflektiert. Wird
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im Momente o das Lichtsignal in O gegeben, so wird das vom Spiegel

A, reflektierte zur Zeit
/ ! 2 /¢
+ =3
c— v c+v ¢F—uwo
in O wieder eintreffen, das vom Spiegel A4, reflektierte aber zur Zeit

Z + l _ 22 lc iy
c+v  ¢c—v e’ —uvw

Jetzt ist kein Unterschied mehr vorhanden. Nehmen wir aber einen dritten,
die Translationsbewegung durch den Ather gleichfalls mitmachenden Punkt 4
auf der Erde an, so daB OA =/ ist, aber die Richtung 04 mit der
Bewegungsrichtung einen Winkel 3 einschlieBt! In der Figur sind O, O,
O"” die sukzessiven Orte des

Punktes O zur Zeit o, wo das A’
Lichtsignal abgeschickt wird, im

Augenblick #, in welchem es von

dem an der Stelle 4' befindlichen ct’ ct*
Spiegel A4 reflektiert wird, und

schlieBlich zur Zeit # - £, wo es o

wieder in O eintrifft. Aus der T G >

Figur geht die Proportion hervor
04':0'4 =00:0'0;
folglich sind die beiden Winkel bei 4’ einander gleich: der reflektierende
Spiegel muB, wie im Falle der Ruhe, senkrecht zu der starren Verbin-
dung OA gestellt werden, damit der Lichtstrahl nach O zuriickkommt.

Eine elementare trigonometrische Rechnung .

liefert fiir die scheindare Fortpflansungsge- 4
L
v

Fig. 8.

schwindigheit in der Richtung 9.

2/ c? =27

f+¢ Vo —otsnt o
Sie ist also abhingig von dem Richtungs- Y i
winkel &; durch ihre Beobachtung mu8

sich Richtung und Gré8e von » feststellen _'
lassen. |
*

(24)

3

Die Ausfithrung dieser Beobachtung ist Lichtquelie
der beriihmte Mickelsonsche Versuck*). Es Fig. 9.

werden zwei mit O starr verbundene Spiegel

A, A* in den Entfernungen /, /* angebracht, der eine in der Bewegungs-
richtung, der andere senkrecht zu ihr. Die ganze Montierung ist um O
drehbar. Mittels einer halbdurchlissig versilberten, den rechten Winkel
bei O halbierenden Glasplatte wird in O ein Lichtstrahl in zwei gespalten,
deren einer auf 4, deren_ anderer auf 4* zuliuft; dort werden sie reflek-
tiert und bei ihrer Ankunft in O mittels jener halbversilberten Glasplatte
wieder in eine einzige Strahlenrichtung vereinigt. Es tritt Interferenz ein
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(¢ und 7* sind nahezu einander gleich) wegen der aus (24) sich ergebenden
Wegdifferenz
2/ 2 /*
1—¢" Vi—g°
Dreht man jetzt das Geriist langsam um ¢o°, bis 4* in die Bewegungs-
richtung fillt, so geht diese Wegdifferenz stetig iiber in

2/ 2 /¥

Vi — 7° I — qa ’
es tritt demnach eine Verminderung um
1
— =)~

(l+1*)(1—q Vl—q

ein. Damit muB eine Verschiebung der Interferenzstreifen verbunden sein.
Obwokl die numerischen Verhilinisse so liegen, daP nock 1°[, der zu er-
wartenden Verschiebung im Mickelsonschen Interferometer wakrgenommen
werden mifte, seigle sick bei Ausfiihrung des Experiments keine Spur davon.

Dieses seltsame Ergebnis suchte Lorentz durch die kiihne Hypothese
zu erkliren, daB ein starrer Korper durch seine Bewegung relativ zum
Ather in der Bewegungsrichtung eine Kontraktion im Verhiltnis 1: V1 — ¢*
erfihrt. In der Tat wiirde dies den negativen Ausfall des Michelsonschen
Experiments erkliren. Denn dann hat in der ersten Lage O in Wahr-
heit die Linge /V1 — ¢% OA* die Linge /*; in der zweiten Lage
aber OA4 die Linge /, hingegen O4* die Linge /* V1 — ¢° und der
2 (/— ¥
Vi—¢*
hielte man bei Drehung eines starr mit O verbundenen Spiegels in allen
Richtungen die gleiche scheinbare Fortpflanzungsgeschwindigkeit V¢® — 2°
und keine Abhingigkeit von der Richtung wie nach (24). Immerhin er-
schiene es theoretisch noch méglich, an der gegentiber ¢ verminderten
scheinbaren Fortpflanzungsgeschwindigkeit V¢* — 2* die Bewegung zu
konstatieren; aber wenn der Ather die MaBstibe in der Bewegungsrich-
tung im Verhiltnis 1: V1 — ¢° zusammendriickt, so braucht er den Gang
der Uhren nur noch im-gleichen Verhiltnis zu verlangsamen, um auch
diesen Effekt zu zerstoren. Zatsichlich hat nicht nur der Michelsonsche,
sondern haben eine ganze Zahl weiterer Versuche, cinen Einfluf der Erd-
bewegung auf kombinierte mechanisch-elektromagnetische Vorginge festzu-
stellen, ein negatives Ergebnis gehabt®). Es wire also die Aufgabe der
Athermechamk nicht nur die Maxwellschen Gesetze zu erkldren, sondern
auch diese merkwhrdlge Wirkung auf die Materie, die so erfolgt, als hitte
der Ather sich ein fiir allemal vorgenommen: Ihr verflixten Physiker,
mich sollt ibr nicht kriegen!

Die einzig vernunftlge Antwort aber auf die Frage: Wie kommt es,
daB eine Translation im Ather sich nicht von Ruhe unterscheiden 148t

Gangunterschied ergidbe sich in beiden Fillen = Auch er-
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war die, welche Einstein gab: weil er nicht existiert! (Der Ather ist immer
eine vage Hypothese geblieben, und noch dazu eine, die sich so
schlecht als méglich bewihrt hat) Dann aber liegt die Sache so: fiir
die Mechanik hat sich das Galileische, fiir die Elektrodynamik das Lo-
rentzsche Relativititstheorem ergeben. Hat es damit wirklich seine Rich-
tigkeit, so heben sie sich gegenseitig auf und bestimmen einen absoluten
Bezugsraum, in welchem die mechanischen Gesetze die Newtonsche, die
elektrodynamischen die Maxwellsche Form haben. Die Schwierigkeit, den
negativen Ausfall aller Experimente zu erkliren, die darauf aus sind,
Translation von Ruhe zu unterscheiden, wird nur dann tiberwunden, wenn
man fiir die gesamten Naturerscheinungen eines dieser beiden Relativitits-
prinzipe als giiltig ansieht. Das Galileische kommt fiir die Elektrodyna-
mik nicht in Frage; es wiirde fordern, daB in der Maxwellschen Theorie
die Glieder nicht auftreten, durch welche sich die zeitlich verinderlichen
Felder von den stationiren unterscheiden: es gibe keine Induktion, es gibe
kein Licht und keine drahtlose Telegraphie. Hingegen liBit die Lorentz-
sche Kontraktionshypothese schon vermuten, die Newtonsche Mechanik
lasse sich derart modifizieren, daB sie dem Lorentz-Einsteinschen Rela-
tivitdtstheorem gentigt, die dabei auftretenden Abweichungen aber nur von

der GroBenordnung (i:-) werden; dann liegen sie fiir alle irdischen und

planetarischen Geschwindigkeiten » weit unter der Grenze der Beob-
achtungsmoglichkeit. Das ist die Losung Einsteins ), welche mit einem
Schlage alle Schwierigkeiten behob: die Welt ist ein vierdimensionaler
affiner Raum, dem durch eine indefinite quadratische Form

Qt) = (tz)

von einer negativen und drei positiven Dimensionen eine MaPbestimmung
aufgeprigt ist. Alle physikalischen GréB8en sind Skalare und Tensoren
dieser vierdimensionalen Welt, alle Naturgesetze invariante Relationen
zwischen diesen. Die einfache konkrete Bedeutung der Form Q(g) ist
die, daB ein in dem Weltpunkt O abgeschicktes Lichtsignal in allen und

nur den Weltpunkten 4 ankommt, fiir welche ¢ == 5::1 dem einen der
beiden durch die Gleichung Q(t) == o definierten Kegelmintel (vgl. § 4)
angehort. Dadurch ist der »in die Zukunft gedffnete« der beiden Kegel
Q(r) = o vor dem in die Vergangenheit ge6ffneten in objektiver Weise
ausgezeichnet. Wir kénnen Q(t) durch Einfithrung eines geeigneten »7zo7-
malene Koordinatensystems, bestehend aus dem Nullpunkt O und den
Grundvektoren ¢; auf die Normalform bringen

P> b ot
(04, Od) = — 5%+ 5% 4 a7 4 7
{x; die Koordinaten von A4); dabei soll noch der Grundvektor ¢, dem in
die Zukunft gedffneten Kegel angehoren. Unter diesen normalen Koordi-
natensystemen 1GPt sich in objekitver Weise keine engere Auswakl treffen,
sie sind alle gleichberechtigt. Legen wir irgend eines von ihnen zu
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. io
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Grunde, so ist x, als die Zeit, sind x, x, x, als Cartesische Raumkoordinaten
anzusprechen, und alle auf Raum und Zeit sich beziehenden gelidufigen
Ausdriicke sind in diesem Bezugssystem wie sonst zu verwenden.

Der negative Ausfall des Michelsonschen Versuches ist jetzt klar. Denn
wenn die Wirkungsweise der Kohisionskrifte der Materie wie die Aus-
breitung des Lichtes dem Einsteinschen Relativititsprinzip gemiB erfolgt,
so miissen die MaBstibe so funktionieren, daB objektive Feststellungen
keinen Unterschied zwischen Ruhe und Translation ergeben kénnen.
Nachdem die Maxwellschen Gleichungen, wie schon Lorentz erkannte, dem
Einsteinschen Relativititsprinzip' geniigen, ist der Michelsonsche Versuch
geradesu ein Beweis dafiir, daf die Mechanik der starren Korper in Strenge
nicht dem Galileischen, sondern dem ZEinsteinschen Relativititsprinzip
gemap sein muf. i

Mathematisch ist dieses ersichtlich von viel gréBerer Einfachheit und
Durchsichtigkeit als jenes?); die Weltgeometrie ist durch Einstein-Min-
kowski der Euklidischen Raumgeometrie viel niher geriickt worden.
Ubrigens kommt, wie man leicht zeigen kann, die Galileische dadurch
als Grenzfall der Einsteinschen Weltgeometrie heraus, daB man ¢ gegen
oo konvergieren 1i8t. In anschaulicher Hinsicht aber mutet es uns zu,
den Glauben an die objektive Bedeutung der Gleichseitigheit abzulegen; in
der Befreiung won diesem Dogma liegt die groBe erkenntnistheoretische Tat
Einsteins, die seinen Namen neben den des Kopernikus riickt. Die am
SchluB des vorigen Paragraphen gegebene graphische Darstellung zeigt
ohne weiteres, daB die Ebenen x, = konst. nicht mehr mit den Ebenen
x, = konst. zusammenfallen. Jede Ebene x = konst. trigt zufolge dexr
in der Welt herrschenden, auf Q(g) beruhenden Metrik ihrerseits eine
solche MaBbestimmung, daB die Ellipse, in der sie den »Licht-Kegele«
schneidet, -ein Kreis ist, und in ihr gilt die Euklidische Geometrie. Ihr
DurchstoBpunkt mit der x)-Achse ist der Mittelpunkt der Schnittellipse.
So wird auch im gestrichenen Bezugssystem der Vorgang der Lichtaus-
breitung zu einem in konzentrischen Kreisen sich vollziehenden.

Suchen wir zunichst die Schwierigkeiten zu beheben, die fiir unsere
Anschauung, unser inneres Erleben von Raum und Zeit in dem von Ein-
stein herbeigefithrten Umsturz des Zeitbegriffs zu liegen scheinen! Nach
der gewohnlichen Auffassung ist es so: SchieBe ich von einem Punkte O
aus in allen Richtungen, mit allen méglichen Geschwindigkeiten Kugeln
ab, so erreichen sie alle Weltpunkte, die spiter als O sind; in die Ver-
gangenheit aber kann ich nicht schieBen. Ebenso ist ein in O statt-
findendes Ereignis nur auf das, was in spiteren Weltpunkten geschieht,
von EinfluB, wihrend an der Vergangenheit »nichts mehr gedindert
werden kann«; die duBerste Grenze erreicht die Gravitation nach dem
Newtonschen Attraktionsgesetz, nach dem das Ausstrecken meines Armes
z. B. im selben Moment bereits seine Wirkung auf die Planetenbahnen
beginnt, deren Verlauf ein wenig modifizierend. Unterdriicken wir wieder
eine Raumkoordinate und benutzen die graphische Darstellung, so be-
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ruht also die absolute Bedeutung der durch O laufenden Ebene # = o
darauf, daB sie die »zwkinftigen« Weltpunkte scheidet, welche von O
Wirkung empfangen konnen, und die »vergangenen«, von denen aus eine
Wirkung nach O gelangen kann. " Nach dem Einsteinschen Relativitits-
prinzip tritt an die Stelle der trennenden Ebene #==o0 der Lichtkegel
22 a,— =0
(der im Grenzfall ¢ = co jene doppelt tiberdeckte Ebene ergeben wiirde).
Danach ist es klar, wie die Dinge jetzt liegen: Die Richtung aller in O
geschleuderten Korper muB in den vorderen, der Zukunft gesfineten Kegel
hineinweisen (so auch die Richtung der Weltlinie meines eigenen Leibes,
meiner »Lebenslinie«, wenn ich mich in O befinde); nur auf die Ereignisse
in solchen Weltpunkten, die im Innern dieses vorderen Kegels liegen,
kann das, was in O geschieht, von EinfluB sein; die Grenze wird von der
durch den leeren Raum erfolgenden Ausbreitung des Lichtes gegeben*).
Befinde ich mich in O, so teilt O meine Lebenslinie in Vergangenheit
und Zukunft; daran ist nichts geindert. Was aber mein Verhilinis zur
Welt betrifft, so liegen in dem vor-
deren Kegel alle diejenigen Welt- =
punkte, auf welche mein Tun und aktie Zukunff ———>
Lassen in O von EinfluB ist, auBer- ~—~.____ =
halb desselben alle die Ereignisse, )
die abgeschlossen hinter mir liegen, -
an denen »jetzt nichts mehr zu in-
dern iste: der Mantel des vorderen
Kegels trennt meine  aktive Zukunft
von  meiner aktiven Vergangenheit. Fig. 10,
Hingegen sind im Innern des hinteren
Kegels alle die Ereignisse lokalisiert, die ich entweder leibhaftig miterlebt
(mitangesehen) habe, oder von denen mir irgend eine Kunde gekommen
sein kann, nur diese Ereignisse haben méglicherweise Einfluf auf mich
gehabt; auBerhalb desselben aber liegt alles, was ich noch miterieben
werde oder doch miterleben wiirde, wenn meine Lebensdauer unbegrenzt
wire und mein Blick iiberall hindringen kénnte: der Mantel des hinteren
Kegels scheidet meine passive Vergangenheit von meiner passiven Zukunft.
Auf dem Mantel liegt das, was ich augenblicklich sehe oder sehen konnte;
er ist also eigentlich das Bild meiner riumlichen Umwelt. DaB man in
diesem Sinne zwischen aktiver und passiver Vergangenheit und Zukunft
unterscheiden muB, darin liegt die erst durch das Einsteinsche Relativitits-
prinzip zum Ausdruck gekommene grundsétzliche Bedeutung der Rémerschen

"Hli IH
! passive Vergangenkhert
AT

*) Auch die durch den leeren Raum erfolgende Ausbreitung der Gravitation mul
natiirlich nach der Einsteinschen Relativitiitstheorie mit Lichtgeschwindigkeit erfolgen:
das Gesetz fir das Gravitationspotential muf sich in analoger Weise modifizieren wie
dasjenige fiir das elektrostatische beim {Ubergang von statischen zu zeitlich verinder-
lichen Feldern.

10%*
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Entdeckung der endlichen Lichtgeschwindigkeit. Die durch O hindurch-
ftihrende Ebene # = o in einem zuldssigen Bezugssystem kann irgendwie
so gelegt werden, daBl sie den Lichtkegel Q(tr) = o nur in O schneidet
und somit den Kegel der aktiven Zukunft von dem Kegel der passiven
Vergangenheit trennt.

Zu einem Korper, der sich in gleichférmiger Translation befindet,
kann immer ein solches zulissiges Bezugssystem (= normales Koordinaten-
system) eingefiihrt werden, in welchem er ruht. In diesem Bezugssystem
besitzen dann die einzelnen Stellen des Kérpers bestimmte Entfernungen,
ihre geradlinigen Verbindungslinien bilden gewisse Winkel miteinander usw.,
die alle nach den Formeln der gewdhnlichen analytischen Geometrie aus
den Raumkoordinaten x,x,x, der betr. Punkte in dem jetzt zugrunde ge-
legten Bezugssystem zu berechnen sind. Ich will sie die Ruimafe des
Korpers nennen (insbesondere ist danach klar, was die Ruhlinge eines
MaBstabes ist). Ist jener Kérper eine Uhr, in welcher sich ein periodischer
Vorgang abspielt, so kommt dieser Periode in dem Bezugssystem, in
welchem die Uhr ruht, eine durch den Zuwachs der Koordinate x, wihrend
einer Periode bestimmte Zeitdauer zu, die » Zigenzeit« der Uhr. — StoBen
wir den ruhenden Korper in einem und demselben Augenblick an ver-
schiedenen Stellen an, so werden sich diese Stellen in Bewegung setzen;
aber da die Wirkung sich hochstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
kann, wird die Bewegung erst allmihlich den ganzen tibrigen Korper in
Mitleidenschaft ziehen. Solange die um die einzelnen StoBpunkte mit
Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Kugeln sich noch nicht tiber-
decken, bewegen sich die mitgerissenen Umgebungen der StofSipunkte voll-
stindig unabhingig voneinander. Daraus geht hervor, da8 es starre Korper
im alten Sinne gemiB der Relativititstheorie nicht geben kann; d. h. es
gibt keinen Ko&rper, der bei allen Einwirkungen, denen man ihn aus-
setzt, objektiv immer derselbe bleibt. Wie konnen wir aber trotz-
dem unsere MaBstibe zur Raummessung verwenden? Ich gebrauche ein
Bild. Erhitzen wir ein im Gleichgewicht befindliches, in ein GefiB8 ein-
geschlossenes Gas an verschiedenen Stellen gleichzeitig durch Stichflammen
und isolieren es dann adiabatisch, so wird es zunichst eine Folge kom-
plizierter Zustinde durchlaufen, die den Gleichgewichtssitzen der Thermo-
dynamik nicht gentigen. SchlieBlich aber wird es zur Ruhe kommen in
einem neuen Gleichgewichtszustand, der seiner jetzigen, durch die Er-
wirmung erhShten Energie entspricht. Von einem zur Messung brauch-
baren starren Korper (insbesondere einem linealen Mafstab) verlangen
wir, daB er immer wieder, wenn er in einem sulissigen Besugssystem zur
Ruhe gekommen ist, der gleiche ist, der er vorher war, d. h. die gleichen
Ruhmafe (Ruhlinge) besitzt; von einer richtig gehenden Uk», daB sie
immer wieder, wenn sie in einem zulissigen Besugssystem zur Ruhe ge-
kommen ist, dieselbe Eigenszeit hat. Wir diirfen annehmen, daB die MaB-
stdbe und Uhren, welche wir verwenden, mit hinreichender Anniherung
dieser Forderung geniigen. Nur wenn wir (in dem angezogenen Vergleich)
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das Gas hinreichend langsam, streng genommen: unendlich langsam er-
wirmen, wird es eine Folge thermodynamischer Gleichgewichtszustinde
durchlaufen; nur wenn wir die MaBstibe und Uhren nicht zu stiirmisch
bewegen, werden sie in jedem Augenblick ihre Ruhlinge und Eigenzeit
bewahren. Freilich sind die Beschleunigungsgrenzen, innerhalb deren
diese Annahme ohne merklichen Fehler gemacht werden darf, sehr weit
gesteckt. Endgiiltiges und Exaktes dariiber kann aber erst eine auf den
physikalischen und mechanischen Gesetzen beruhende durchgefiihrte Dyna-
mik ergeben.

Um die Lorentz-Kontraktion vom Standpunkt der Einsteinschen
Relativititstheorie anschaulich zu verstehen, denken wir uns folgenden
ebenen Vorgang. In einem tauglichen Bezugssystem (Koordinaten ¢, x,, x,
unter Unterdriickung einer Raumkoordinate), auf das sich die im folgenden
gebrauchten Raum-Zeit-Ausdriicke beziehen, ruhe ein ebenes Papierblatt
(mit den rechtwinkligen Koordinaten x_, x,), auf das eine geschlossene
Kurve € gezeichnet ist. AuBerdem habe man eine kreisformige Platte,
die einen um den Mittelpunkt dreh-
baren starren Zeiger trigt; dreht
man diesen langsam herum, so
beschreibe die Zeigerspitze den
Rand der Platte: so erweist sich,
daB sie in der Tat ein Kreis ist.
Die Platte bewege sich nun auf
dem Papierblatt in gleichférmiger
Translation; rotiert wihrenddes der
Zeiger langsam, so wird seine Spitze
bestindig den Rand der Platte
durchlaufen: in diesem Sinne ist Fig.11.
sie auch in der Translation eine
Kreisscheibe. In einem bestimmten Moment falle der Rand der Scheibe
genau mit der Kurve € zusammen. Messen wir € mittels ruhender
MaBstibe aus, so finden wir, daB € kein Kreis, sondern eine Ellipse ist.
Der Vorgang ist in der Figur graphisch dargestellt. Es ist dasjenige
Bezugssystem #'x’.x, hinzugefiigt, in welchem die Scheibe ruht. Der Schnitt
einer Ebene # = konst. mit dem Lichtkegel ist in diesem Bezugssystem
ein »augenblicklich vorhandener Kreis«; der tiber ihm in Richtung der
#-Achse errichtete Zylinder stellt einen im gestrichenen System ruhenden
Kreis dar, grenzt demnach das Weltgebiet ab, das von unserer Kreis-
scheibe bestrichen wird. Der Schnitt dieses Zylinders mit der Ebene = o
ist in der Figur kein Kreis, sondern eine Ellipse; der iiber ihr in Rich-
tung der #-Achse errichtete gerade Zylinder ist die dauernd vorhandene,
auf dem Papierblatt gezeichnete Kurve.

Da das Verhalten der MaBstibe und Uhren vor Aufstellung der physi-
kalischen Gesetze einigermaBen problematisch bleibt, ist theoretisch die
Bemerkung von Interesse, daB wir zur Festlegung der Raum-Zeit-Koordi-
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naten in einem zuldssigen Bezugssystem prinzipiell mit viel einfacheren
MeBinstrumenten ausreichen, die wir von vornherein vollstindig beherrschen:
nimlich mit Lichtsignalen und kréftefrei sich bewegenden Massenpunkten,
selbst wenn uns fiir die letzteren nur ¢in enger Geschwindigkeitsbereich
zur Verfiigung steht. Die Weltpunkte bilden eine vierdimensionale Mannig-
Saltigkeit; das ist vielleicht die sicherste Tatsache unseres gesamten Tat-
sachenwissens. Sind x; (i = o, 1, 2, 3} irgendwélche Koordinaten zur
Festlegung dieser Punkte (im allgemeinen Riemannschen Sinne), so er-
halten wir, wenn wir diese zugleich als Cartesische Koordinaten in einem
vierdimensionalen Euklidischen Raum deuten, eine stetige Abbildung der
Welt auf einen derartigen Euklidischen Bildraum. Das Koordinatensystem
moge ein lineares heiBen, wenn es die ganze Welt umkehrbar-eindeutig
und stetig auf einen Euklidischen Bildraum in der Weise abbildet, daB
die Weltlinien aller kriftefrei sich bewegenden Massenpunkte im Bilde als
gerade Linien erscheinen. DaB es derartige Koordinatensysteme gibt, ist
der Inhalt des Galileischen Trigheitsgesetzes. Durch die Forderung der
Linearitit ist aber das Koordinatensystem bis auf eine lineare Transformation
bestimmt; d. h. sind in einem zweiten linearen Koordinatensystem x; die
Koordinaten desselben willktirlichen Weltpunktes, der im ersten die Ko-
ordinaten x; besitzt, so miissen die «} lineare Funktionen der x; sein.
Denn zwei lineare Koordinatensysteme liefern zwei Euklidische Abbilder
der Welt; diese beiden Euklidischen Riume sind somit durch Vermittlung
der Welt umkehrbar-eindeutig und stetig so aufeinander abgebildet, daB8
Gerade in Geraden iibergehen. Dann gehen aber auch Ebenen in Ebenen
iiber und parallele Gerade (d. h. Gerade, die in einer "Ebene liegen, aber
keinen Punkt gemein haben) in parallele Geraden. Daraus folgt nach einem
wichtigen, zuerst von Mdbius durch seine »Netzkonstruktione bewiesenen
Satz der Geometrie, daB diese Abbildung eine affine im gewohnlichen
Sinne ist %). Die Mobiussche Netzkonstruktion kann so eingerichtet werden,
daB die Richtungen der bei ihr benutzten Geraden einem vorgegebenen,
beliebig schmalen Richtungskegel entnommen werden; so daB jenes geo-
metrische Theorem bestehen bleibt, auch wenn man nur von denjenigen
Geraden, deren Richtungen diesem Kegel angehéren, weiB, daB sie durch
die Abbildung wieder in Gerade iibergeftihrt werden.

Das Galileische Trigheitsgesetz allein beweist also schon vollstindig,
daB die Welt affin ist; mehr aber 148t sich aus ihm auch nicht ablesen.
Die metrische Grundform (rr) der Welt wird jetzt wie oben durch den
Vorgang der Lichtausbreitung erklirt: ein in O aufgegebenes Lichtsignal

trifit in dem Weltpunkt 4 dann und nur dann ein, wenn r = 04 dem
einen der beiden durch (ry) = o definierten Kegelthintel angehért. Da-
durch ist die quadratische Form bis auf einen konstanten Faktor fest-

gelegt; um ihn zu bestimmen, muB eine 1nd1v1duelle MaBeinheit willkiirlich
gewihlt werden.
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§ 21. Relativistische Geometrie, Kinematik und Optik.

Einen Weltvektor ¢ nennen wir raum- oder zeitartig, je nachdem (gy)
positiv oder negativ ist. Die zeitartigen Vektoren weisen teils in die
Zukunyt, teils in die Vergangenkheit. Wir nennen die Invariante

(25) : ds =V— (rx)

fiir einen in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektor ¢ die Eigenzeit des-
selben; setzen wir
r=2Jds-e,

so ist e, die »Richtunge< der zeitartigen Verschiebung z, ein in die Zu-
kunft weisender Vektor, welcher der normierenden Bedingung (ee) = — 1
geniigt.

Wie in der Galileischen, so miissen wir auch in der Einsteinschen
Weltgeometrie, um alteingewurzelte Vorstellungen und Ausdriicke iiber
Raum und Zeit anwenden und den Zusammenhang mit der Anschauung
herstellen zu konnen, eine Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit vor-
nehmen, durch Projektion in Richtung eines in die Zukunft weisenden

zeitartigen Vektors e, der durch die Bedingung (ee) = — 1 normiert sei.
Der Vorgang der Projektion ist in § 18 eingehend besprochen; die auf-
gestellten Fundamentalformeln (3), (5), (5') sind hier mit ¢ = — 1 an-

zuwenden*). Weltpunkte, deren Verbindungsvektor zu e proportional ist,
fallen in denselben Raumpunkt, den wir materiell durch einen ruhenden
Massenpunkt dauernd markieren konnen, graphisch durch eine zu e par-
allele Weltgerade darstellen. Der dreidimensionale Raum R, der durch
die Projektion entsteht, trigt eine Euklidische Metrik, da fiir jeden zu e
orthogonalen Vektor p*, d. h. jeden Vektor p*, welcher der Bedingung
{t*e) = o geniigt, (x*r*) positiv ist (auBer fiir t* = o; vgl. § 4). Jede
Verschiebung ¢ der Welt spaltet sich nach der Formel

r=dt|g:

At ist ihre Zeitdauer (»Hohe« wurde sie in § 18 genannt), g die von
ihr hervorgerufene Verschiebung im Raum R,.

Bilden e,, ¢,, e, ein Koordinatensystem in R, so bilden die zu e =,
orthogonalen Weltverschiebungen e,, e,, ¢,, durch welche jene Raum-
verschiebungen hervorgerufen werden, zusammen mit e, ein »zz R, ge-
hiriges« Koordinatensystem fiir die Weltpunkte. Es ist normal, wenn die
drei Vektoren e; in R, ein Cartesisches Koordinatensystem bilden; auf
jeden Fall aber hat in ihm das Koeffizientensystem der metrischen Funda-
mentalform die Gestalt

*) Die Mabeinheiten von Raum- und Zeitlingen sind dabei so gewihlt, dal die
Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum == 1 wird. Will man auf die traditionellen Ein-
heiten des CGS-Systems gefiihrt werden, so mub man die Normierung (ee) = — 1
ersetzen durch (ee) = — ¢2, und es ist ¢ = — ¢2 zu nehmen.
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Die Eigenzeit 4s eines in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektors g
(t = As-e) ist gleich der Zeitdauer von r in dem Bezugsraum R, in
welchem  keine riumliche Verschiebung hervorruft. — Wir werden im
folgenden mehrere Zerspaltungen nach den Vektoren e, ¢/, --- neben-
einander zu betrachten haben; immer soll dabei e (ohne oder mit Index)
einen in die Zukunft weisenden, zeitartigen, der Normierungsbedingung
(ee) = — 1 geniigenden Weltvektor bezeichnen.

Sei X ein Korper, der in R,, X' ein Korper, der in By ruhe. X’ ftihrt
in R, eine gleichférmige Translation aus. Ist in R., d. h. also bei Zer-
spaltung nach dem Vektor e:

(26) =241y,
so erfihrt X’ in B, wihrend der Zeitdauer %# die Raumverschiebung %b;
es ist demnach v die Geschwindigkeit von K' in R, oder die Relativ-

geschwindigheit von K' in besug auf K. lhre GroBe » bestimmt sich
aus 2° = (bp). Nach (3) ist

(27) Lh=—(e);
anderseits gilt nach (g)
f= — () = A — AeY) = (x — o),
also
(28) B 1 .
Vi—2o°

Erfihrt K’ zwischen zwei Augenblicken seiner Bewegung die ' Weltver-
schiebung A5 - ¢, so zeigt {26), daB % .- s = A¢ die Zeitdauer dieser
Verschiebung in R, ist; zwischen Eigenzeit #s und Zeitdauer 4¢ der
Verschiebung in R, besteht demnach die Beziehung
(29) As = AtV — v°.
Da (27) symmetrisch in e und e’ ist, lehrt (28), daB die GroBe der
Relativgeschwindigkeit von K' in besug auf K gleich derjenigen von K in
bezug auf K' ist; die vektoriellen Relativgeschwindigkeiten selber lassen
sich nicht miteinander vergleichen, da die eine im Raum R,, die andere
im Raum Ry liegt.
Betrachten wir drei Zerspaltungen, nach e, e, ¢, X, K, seien
zwei Korper, die bzw. in R,,, R., ruhen.” In R, sei
=y | Ay, B
Vi—2o?

ea_“:/ln’/]znzi /112'=1—/“‘I—I___‘“—2};
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Dann ist

— (e, e,) =72, {1 — (b, 9,)}.
Bilden also die Geschwindigkeiten b, und n, von K, und K, in R,,
deren GroéBe z,, v, ist, den Winkel - miteinander und ist z,, = v,, die
GroBe der Relativgeschwindigkeit von X, in bezug auf &, (oder umge-
kehrt), so gilt die Formel

1— 7,0, co8d 1

Vi—o'Vi—o? Vi—o2,'
gemdaf der sich die Relativgeschwindigheit zweier Korper aus ihren Ge-
schwindigkeiten bestimmt. Setzen wir fiir jede der GeschwindigkeitsgroBen
v (< 1) unter Benutzung des Tangens hyperbolicus:

(30)

v=Igu,
so erhalten wir
Coju, Cofx, — Sinw, Ginwy, cos I = Cojx,, .

Diese Formel geht in den Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie
iiber, wenn man die hyperbolischen durch die entsprechenden trigono-
metrischen Funktionen ersetzt; also ist #,, die dem Winkel 3 gegeniiber-
liegende Seite in einem Dreieck der Bolyai-
Lobatschefskyschen Ebene, dessen beide an-
deren Seiten = #,, #, sind.

Neben den Zusammenhang (z9) zwischen
Zeit und Eigenzeit stellt sich der zwischen
Linge und Ruhlinge. Wir legen den Bezugs-
raum R, zugrunde. In einem bdestimmien Mo-
ment mogen sich die einzelnen Massenpunkte
des Korpers in den Weltpunkten O, 4,
befinden; die Raumpunkte O, 4, ... von R,
in denen sie liegen, bilden eine Figur in R,
der wir Dauer verleihen kénnten, wenn der
Korper X' in dem betrachteten Momente einen Fig. 12.
»Abdruck« im Raum R, hinterlieBe, wie dies
durch das am SchluB des vorigen Paragraphen besprochene anschauliche
Beispiel illustriert wird. Fallen anderseits in dem Raum Ry, in welchem
K’ ruht, die Weltpunkte O, 4, ... in die Raumpunkte O', 4', s0
bilden O', A, ... die Ruhgestalt des Kérpers X' (man verglelche die
Figur, in der »orthogonale« Weltrichtungen als senkrechte gezeichnet
sind). Zwischen demjenigen Teil von R,, den der Abdruck einnimmt,
und der Ruhfigur des Kérpers in Ry besteht eine Abbildung, durch
welche allgemein die Punkte 4, 4’ einander zugeordnet sind; sie ist
offenbar affin (es handelt sich in der Tat um nichts anderes als um
orthogonale Projektion). Da die Weltpunkte O, A gleickzeitig sind bei
Zerspaltung nach e, so ist

gl »>
Od=¢r=o|gin R; f=04.
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Nach der Grundformel (5) ist
= (gz) = (z¥),

= (z¥) + (z¢)"
Bestimmen wir aber nach ( re') in B,, so kommt
) (xe) = /(rv);

also wird

b

04" = (13) (zz )* S

—v

Benutzen wir in R, ein Cartesisches Koordmatensystem %, %, %, mit O

als Anfangspunkt, dessen x,-Achse in die Richtung der Geschwindigkeit v
fallt, und sind x, x,x, die Koordinaten von 4, so haben wir

<2

04 = =z, i+ x5,
2
I

O,A'2=I +x +x3_xrz+xr2+x
wenn man
' %, r__ "
(31) Xy ZW—:I’—;;? X2 = Xay X3 = X

setzt. Indem man in R, jedem Punkt mit den Koordinaten (x,, x,, & 3)
den Punkt mit den aus (31) sich ergebenden Koordinaten (x,, x,, x3)
zuordnet, fiihrt man eine Dilatation des Abdrucks in Richtung der Korper—
bewegung im Verhiltnis 1:V1—o* durch. Unsere Formeln besagen,
daB dadurch der Abdruck in eine zur Ruhegestalt des Korpers kon-
gruente Figur tibergeht: das ist die Lorentz-Kontraktion. Insbesondere be-
steht zwischen dem Volumen V, das der Korper K' in einem bestimmten
Augenblick im Raum R, einnimmt, und seinem Ruhvolumen V, die Be-

z
ehung A e

Alle optischen Winkelmessungen durch Anvisieren stellen die Winkel
zwischen Lichtstrahlen in demjenigen Bezugsraum fest, in welchem das
(aus starrem Material gebaute) MeBinstrument ruht. Diese Winkel sind
es auch, wenn wir das Mefinstrument durch das Auge ersetzen, welche
mafgebend sind fiir die von einem Beobackter anschaulich erfafte Gestalt
der in seinem Gesichtsfeld befindlichen Gegenstinde. Um den Zusammen-
hang zwischen Geometrie und Beobachtung geometrischer GréBen herzu-
stellen, miissen wir daher noch auf optische Verhiltnisse eingehen.

Die einem Lichtstrahl entsprechenden Losungen der Maxwellschen
Glelchungen haben sowohl im Ather wie in einem homogenen Medium,
das in einem zulissigen Bezugsraum ruht, diese Form, daB die Kompo-
nenten der ZustandsgréBen (bei komplexer Schreibweise) alle

== konst. &2776(P)

sind, wo @ = @(P), die durch diesen Ansatz nur bis auf eine additive
Konstante bestimmte »Phasec, eine Funktion des als Argument auftretenden
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Weltpunktes ist. Nach Ausfiihrung irgend einer linearen Transformation der
Weltkoordinaten werden die Komponenten im neuen Koordinatensystem
abermals die gleiche Gestalt besitzen, mit derselben Phasenfunktion @.
Die Phase ist demnach eine Invariante. Fiir eine ebene Welle ist sie
eine Zinwear¢ und, wenn wir absorbierende Medien ausschlieSen, reelle
Funktion der Weltkoordinaten von 2 und die Phasendifferenz in zwei
beliebigen Punkten ®(B) — O(4) mithin eine Linearform der willkiir-
b e

lichen Verschiebung ¢ = 4B, also ein kovarianter Weltvektor. Stellen
wir diesen durch die korrespondierende Verschiebung I dar (wir sprechen
kurz von dem »Lichtstrahl [«), so ist also

O(B) — O(4) = (Iy).

Spalten wir nach einem zeitartigen Vektor e in Raum und Zeit und setzen

v .
2) [=9v]|—aua
(32) | 7
in solcher Weise, daB der Raumvektor & in R, die Lidnge 1 besitzt,
r=d¢ I L,
so ist die Phasendifferenz
{(az;) }
== — A
7

Daraus geht hervor, daB » die Frequenz bedeutet, ¢ die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit und a die Richtung des Lichtstrahls im Raume B,. Im
Ather ist, wie sich noch aus den Maxwellschen Gleichungen ergibt, die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ = 1 oder

(ff) =o.
Spalten wir die Welt auf zweierlei Art, einmal nach e, ein andermal
nach ¢, in Raum und Zeit und unterscheiden die auf die eine und andere

Spaltung beztiglichen GroBen durch den Akzent, so ergibt sich nun sofort
aus der Invarianz von (II) das Gesetz

e
33 qz ¥/2 .
Fassen wir zwei Lichtstrahlen I, I, mit den Frequenzen v,, #, ins Auge,

so ist
f(a, a,)

(A

Bilden jene also den Winkel w miteinander, so gilt
(30 {cos o } oy {cos w' 1}

4 ViV, - T =V Vv .
3 q q

Fiir den Ather lauten diese Gleichungen ‘

’

., W . w
(35) g=4q(= 1) , y v, sin®— = v, sin® —-
2

]
2
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Um endlich den Zusammenhang zwischen den Frequenzen » und #' an-
zugeben, nehmen wir einen Kérper an, der in Ry ruht; er habe im
Raum R, die Geschwindigkeit v, so daB wie friiher

{26) ¢ =~4| kv in R,
zu setzen ist. Aus (26) und (32) folgt
v = —(le)=vi {I —_ %7—)}

Bildet demnach die Richtung des Lichtstrahls in R, mit der Geschwin-
digkeit des Korpers den Winkel -2, so ist

2 cos F
v q

6 R S
(36) ” V=0

(36) ist das Dopplersche Pringip. Da beispielsweise ein Natrium-
molekiil, in einem zulissigen Bezugsraum ruhend, immer objektiv das-
selbe sein wird, so besteht dieser Zusammenhang zwischen der in einem
ruhenden Spektroskop beobachteten Frequenz #' eines ruhenden und »
eines mit der Geschwindigkeit  sich bewegenden Natriummolekiils; 9 ist
der Winkel, welchen die Bewegungsrichtung des Molekiils mit dem in
das Spektroskop eintretenden Lichtstrahl bildet. — Setzen wir (36} in (33)
ein, so bekommen wir eine Gleichung zwischen ¢ und ¢': sie gestattet
aus der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢’ des Lichtes in einem ruhenden
Medium, z. B. in Wasser, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ im bewegten
zu berechnen; v ist jetzt die Strémungsgeschwindigkeit des Wassers, 9 der
Winkel, den die Stromungsrichtung des Wassers mit dem Lichtstrahl ein-
schlieBt. Lassen wir insbesondere diese beiden Richtungen zusammen-
fallen und vernachlissigen hohere Potenzen von » (das ja in praktischen
Fillen sehr klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit), so bekommen wir

g=q+v(1—¢:

. .\ . . I
nicht mit ihrem vollen Betrage 7, sondern nur mit dem Bruchteil 1 — —;

desselben (n =~;—, der Brechungsindex des Mediums) addiert sich die
Geschwindigkeit des Mediums zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Dieser
» Mitfihrungskoeffiziente« 1 — % war Dbereits lange vor der Relativitits-

theorie von Fizeau experimentell dadurch festgestellt worden, daB er zwei
der gleichen Lichtquelle entstammende Strablen, deren einer durch ruhen-
des, deren anderer durch flieBendes Wasser lduft, zur Interferenz brachte.
DaB die Relativititstheorie dieses merkwiirdige Resultat erkldrt, zeigt,
daB sie fiir die Optik und Elektrodynamik bewegter Medien Geltung hat
(und daB in solchen nicht etwa, wie man nach der in ihnen giiltigen
Wellengleichung vielleicht vermuten konnte, ein Relativititsprinzip gilt,
das aus dem Lorentz-Einsteinschen hervorgeht, wenn man ¢ durch ¢ er-
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setzt). Die Formel (34) endlich wollen wir fiir den Ather ¢ = ¢' =

spezialisieren — vgl. (35):

, 0 _ (t—wcosd)(1—vcosd,) . .0
= , sin® -

1—v 2

sin?

Ist der Bezugsraum R, derjenige, auf welchen sich die Planetentheorie
bezieht (und in dem der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht), der
Korper die Erde (auf der sich das Beobachtungsinstrument befindet),
v ihre Geschwindigkeit in B,, w der Winkel in R,, den die zum Sonnen-
system gelangenden Strahlen zweier unendlichentfernter Sterne miteinander
bilden, %,, ¥}, die Winkel, welche diese Strahlen mit der Bewegungs-
richtung der Erde in R, einschlieBen, so bestimmt sich der Winkel o,
unter dem die Sterne von der Erde aus beobachtet werden, durch diese
Gleichung. ® konnen wir freilich nicht messen, aber wir beobachten die
mit den Anderungen von %, und &, im Laufe des Jahres verbundenen
Anderungen von ' (dberration). —

Die Formeln fiir den Zusammenhang zwischen Zeit und Eigenzeit,
Volumen und Ruhvolumen gelten auch fiir wugleichformige Bewegung. Ist
dy die unendlichkleine Verschiebung, welche ein sich bewegender Massen-
punkt in einem unendlichkleinen Zeitraum in der Welt erfihrt, so wird
durch

dy=4ds-u, Uu=—1, ds>o
Eigenzeit #s und Weltrichtung u dieser Verschiebung erkldrt. Das {iber
irgend ein Stiick der Weltlinie erstreckte Integral

Jas=[V—1dx, &)

ist die wihrend dieses Teiles der Bewegung verflieBende »Eigenzeit«; sie
ist unabhingig von jeder willkiirlichen Zerspaltung der Welt in Raum
und Zeit und wird bei nicht zu stiirmischer Beschleunigung durch eine
mit dem Massenpunkt verbundene Uhr angegeben werden. Benutzen wir
irgendwelche lineare Koordinaten x; in der Welt und die Eigenzeit s als
Parameter zur analytischen Darstellung der Weltlinie (so wie wir in der
dreidimensionalen Geometrie die Bogenlinge gebrauchen), so sind

dx; ;
T
ds
die (kontravarianten) Komponenten von u, und es istZuiu" = — 1.

Zerspalten wir die Welt nach e in Raum und Zeit, so gilt

I ]
e in R,

Vi—v® Vi—o®

wo b die Geschwindigkeit des Massenpunktes ist, und zwischen der wih-
rend der Verschiebung Jx verflieBenden Zeit 7¢ in B, und der Eigen-
zeit ds besteht der Zusammenhang

G7) ds =dtVi—ov*.

U =
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Liegen zwei Weltpunkte 4, B so zueinander, daB A»E ein in die Zukunft
gerichteter zeitartiger Vektor ist, so kann 4 mit B durch Weltlinien ver-
bunden werden, deren Richtung iiberall gleichfalls dieser Bedingung ge-
niigt; es konnen also in 4 abgehende Massenpunkte nach 5 gelangen.
Die von ihnen dazu bendétigte Eigenzeit ist abhingig von der Weltlinie;
sie ist am lingsten fiir einen Massenpunkt, der in gleichférmiger Trans-
lation von A nach B fliegt. Denn zerspalten wir so in Raum und Zeit,
da 4 und B in den gleichen Raumpunkt fallen, so ist diese Bewegung
die Ruhe, und die Behauptung geht aus der Formel (37) hervor, welche
lehrt, daB die Eigenzeit s hinter der Zeit # zuriickbleibt. — Der Lebens-
prozeB eines Menschen kann sehr wohl mit einer Uhr verglichen werden.
Von zwei Zwillingsbriidern, die sich in einem Weltpunkt 4 trennen, bleibe
der eine in der Heimat (d. h. ruhe dauernd in einem tauglichen Bezugs-
raum), der andere aber unternehme Reisen, bei denen er Geschwindig-
keiten (relativ zur »Heimat<) entwickelt, die der Lichtgeschwindigkeit
nahekommen; dann wird sich der Reisende, wenn er dereinst in die
Heimat zuriickkehrt, als merklich jiinger herausstellen denn der SeBhafte.

Ein Massenelement 4 (eines kontinuierlich ausgedehnten Kérpers),
das sich mit einer Geschwindigkeit von der Gré8e » bewegt, nimmt in
einem bestimmten Moment ein Volumen &7 ein, das mit seinem Ruh-
volumen 4%, durch die Formel zusammenhingt:

AV =4V, Vi —v°.

am

dv,
o =n Vi —o°

U, ist eine Invariante, u,u mit den Komponenten w #! also ein durch

die Bewegung der Masse unabhingig vom Koordinatensystem bestimmter
kontravarianter Vektor, der »materielle Strom«. Er gentigt der Kon-

tinuitéitsgleichung .
2" 3 (#o ul) =0
b X:

7

Fiir Dichte l:z”—lm/ = p und Ruhdichte = W, gilt demnach die Gleichung

Dieselben Bemerkungen finden Anwendung auf die Elektrizitit: haftet sie
an der Materie und ist de die elektrische Ladung des Massenelementes

. . . d
dm, so besteht zwischen Ruhdichte g, = é{;— und Dichte ¢ = d—; der

o
Zusammenhang

0% =0V1—2",
und
st = g,
sind die kontravarianten Komponenten des »elektrischen (Vierer-) Stromse ;
das entspricht genau dem Ansatz in § 19. In der phinomenologischen
Maxwellschen Theorie der Elektrizitit wird die verborgene Bewegung der
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Elektronen als Bewegung der Materie nicht mit beriicksichtigt, folglich
haftet dort die Elektrizitdt nicht an der Materie. Die einem Stiick Materie
zukommende Ladung kann dann nicht anders erklirt werden als: die-
jenige L.adung, welche sich gleichzeitig in demselben Raumstiick befindet,
das in dem betr. Moment von der Materie eingenommen wird; daraus
geht hervor, da8 sie nicht wie in der Elektronentheorie eine durch das
Materiestiick bestimmte Invariante ist, sondern abhingig von der Zer-
spaltung der Welt in Raum und Zeit.

§ 22. Elektrodynamik bewegter Korper.

Mit der Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit ist eine Zerspaltung
aller Tensoren verbunden; wie diese geschieht, wollen wir zunichst rein
mathematisch betrachten, um sie dann auf die Herleitung der elektro-
dynamischen Grundgleichungen fiir bewegte Korper anzuwenden. Es
handle sich um einen ~-dimensionalen metrischen Raum, den wir als
»Welt« bezeichnen, mit der metrischen Grundform (rg). Sei e ein Vektor
in ihm, fiir welchen (e¢) = ¢ 3= o ist: nach ihm spalten wir in bekannter
Weise die Welt in Zeit und Raum R.. e, ¢, ..., €,_; moge irgend
ein Koordinatensystem im Raum R, sein und e, e,, ..., €,— diejenigen
zu e = ¢, orthogonalen Verschiebungen der Welt, welche e, ¢,, ...,
¢.—, in R, hervorrufen. In dem »zu R, gehdrigen« Koordinatensystem
e:(f=o, 1, 2,..., n—1) fiir die Welt hat das Schema der kovarianten
Komponenten des metrischen Fundamentaltensors die Gestalt

{

e (e} o}
° & & (n=13).
° gZI gzz
Wir fassen als Beispiel einen Tensor 2.Stufe ins Auge, der in diesem
Koordinatensystem die Komponenten 77 besitze. Er spaltet, wie wir be-
haupten, in einer durch e allein bestimmten Weise nach dem folgenden
Schema

oo '7(')1 '7:32
To| T T,
'7120 r ];I '7;2

in einen Skalar, zwei Vektoren und einen Tensor 2. Stufe in R,, die
hier durch ihre Komponenten im Koordinatensystem e;(: =1, 2, ..., #—1)
charakterisiert sind.

Spaltet nimlich die beliebige Weltverschiebung ¢ nach e wie folgt:

t=§|rt,

und gilt bei Zerlegung in einen zu ¢ proportionalen und einen zu € ortho-

gonalen Summanden
t=§&e+1*,
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so ist, wenn g die Komponenten & hat:

n—1 n—1

4 =2'§iei’ E=1°, p* =2§iei; z =27§iei .

Ohne Benutzung eines Koordinatensystems 148t sich daher die Zerlegung
des Tensors so darstellen. Sind y, § zwei willkiirliche Verschiebungen
der Welt und setzen wir

(38) r=getr*, y=rnety*,

so daB r* und y* orthogonal zu e sind, so ist die zum Tensor, 2. Stufe
gehorige Bilinearform

T(ey) = &n Tlee)+n Tk*e) + § T(en*) + T(t*9*).

Wir bekommen also, wenn wir fiir zwei beliebige Verschiebungen des
sRaumes g, y unter r*, h* die zu e orthogonalen Verschiebungen der Weit
verstehen, welche sie hervorrufen,

1. einen Skalar 7'(ee) = /=,

2. zwei Linearformen (Vektoren) im Raum R,, definiert durch

L) = T(*e), L'(g)= T(er*),
3. eine Bilinearform (Tensor) im Raum R,, definiert durch
T(xy) = T(*y*).

Sind g, § beliebige Weltverschiebungen, welche g, bzw. Yy in R, hervor-

rufen, so muB man in diesen Definitionen g*, Y* nach (38) durch ¢t — &e,
Y — ne ersetzen, wo

C\‘P‘

E=—(d, n=-09.

Setzen wir noch
Tle)= L), Ty)=7L(),
so erhalten wir dann

L(x) = L(x) — z

T(ey) = 7(ey) — — (9 Z() — — (o) Z') + 7 (ze)(ye).

Die auf der linken Seite stehenden Linear- und Bilinearformen (Vektoren
und Tensoren) in B, konnen durch die auf der rechten Seite stehenden,
aus ihnen eindeutig sich bestimmenden Vektoren und Tensoren der Welt

reprisentiert werden. In der obigen Komponentendarstellung kommt das
darauf hinaus, da8 z. B.

ke), L'le)=L'()— { (ke);

(39)

T T o o o

T = " ** | reprisentiert wird durch | o 7)., 7,,
7y T,

o 7, 7,

\ 21

Man sieht sofort ein, daB in allen Rechnungen die Tensoren des Raumes
durch die reprisentierenden Welttensoren ersetzt werden koénnen; doch
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werden wir hier nur davon Gebrauch machen, dafi, wenn ein Raumtensor das
A fache eines andern ist, das gleiche fiir die reprisentierenden Welttensoren gilt.

Legen wir dem Rechnen mit Komponenten ein deliedzges Koordinaten-
system zugrunde, in welchem

e= (e’ ..., "),
so ist die Invariante
J = Tuce* und ¢ = é'e;.

Die beiden Vektoren und der Tensor in R, aber haben gemiB (39) zu
Reprisentanten in der Welt die beiden Vektoren und den Tensor mit
den Komponenten

L. L;— {el-, L; = Tyue*,

L' L;-—-'e[e,-, L; = Tpie;

L; i Ly
T: T —ELiale T
e e
Im Falle eines schiefsymmetrischen Tensors wird /= o und L'= — L;

unsere Formeln reduzieren sich auf
L: L;= Tye*

x'L - 7
T: Ty DTN

Ein linearer Welttensor z. Stufe spaltet im Raum in einen Vektor und
einen linearen Raumtensor 2. Stufe. —

Die Maxwellschen Feldgleichungen fiir ruhende Kérper sind in § 19
zusammengestellt worden. Von H. Hertz rithrt der erste Versuch her, sie
in allgemein giiltiger Weise auf bewegte Korper auszudehnen. Das Fara-
daysche Induktionsgesetz lautet: Die zeitliche Abnahme des von einem
Leiter umschlossenen Induktionsflusses ist gleich der induzierten elektro-
motorischen Kraft:

1 d

(40) —TE‘/.B”JO =f@dt.

Dabei muB, wenn sich der Leiter bewegt, das Flichenintegral links er-
streckt werden tiber eine in den Leiter eingespannte Fliche, die sich
irgendwie mit dem Leiter mitbewegt. Da das Faradaysche Induktions-
gesetz experimentell gerade an solchen Fillen gepriift wird, wo die zeit-
liche Anderung des vom Leiter umschlossenen Induktionsflusses durch die
Bewegung des Leiters bewirkt wird, war Hertz nicht im Zweifel dariiber, da8
auch im Falle eines bewegten Leiters dieses Gesetz zu postulieren ist. Die
Gleichung div 8 = o bleibt bestehen; die Vektoranalysis lehrt, daB man,
sie beriicksichtigend, das Induktionsgesetz (40) in die differentielle Formel

(41) ot € = — -Z—%Ei —Z—rot[b%]

. . ] . .
kleiden kann, in der b_%: den nach der Zeit an einer festen Raumstelle

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, 1X



162 _ Relativitit von Raum und Zeit.

genommenen Differentialquotienten bedeutet und b die Geschwindigkeit
der Materie.

Gleichung (41) hat merkwiirdige Konsequenzen. Denken wir uns
(Wilsonscher Versuch) zwischen zwei Kondensatorplatten ein homogenes
Dielektrikum, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit b von der
GréBe v zwischen ihnen bewegt; die beiden Kondensatorplatten seien
leitend verbunden, und es herrsche ein homogenes Magnetfeld & parallel
den Platten, senkrecht zu b. Aus (41) folgt dann, daB in dem Raum

zwischen den Platten € — —;—[D PB] sich aus einem Potential ableitet; da

dieses an den leitend verbundenen Platten = o sein
muf, folgt leicht

I
€= [v3].

Es entsteht also senkrecht zu den Platten ein homo-
genes elektrisches Feld von der Stirke

E = % vH - (i = Permeabilitit).

Folglich muB auf den Platten eine statische Ladung
mit der Oberflichendichte

. g . ..
Fig. 13. _ —;—tvﬁ (¢ = Dielektrizitdtskonstante)

auftreten. Ist das Dielektrikum ein Gas, so miiSte dieser Effekt auch
bei beliebiger Verdiinnung sich zeigen, da bei unendlicher Verdiinnung
eu nicht gegen o, sondern gegen 1 konvergiert. Dies hat nur einen
Sinn, wenn man an den Ather glaubt; dann heift das, daB der Effekt
auftritt, wenn der Ather zwischen den Platten sich relativ zu ihnen und
dem auBerhalb der Platten ruhenden Ather bewegt. Zur Erklirung der
Induktion aber mitiBte man annehmen, daB der Ather bei der Bewegung
des Leitungsdrahtes von diesem mitgerissen wird*). Die Beobachtung, der
Fizeausche Versuch der Lichtfortpflanzung im stromenden Wasser und
der Wilsonsche Versuch selber®) zeigen aber die Unrichtigkeit dieser An-

A . s . I
nahme; wie bei Fizeaus Versuch der Mitfithrungskoeffizient 1 — pr auf-

tritt, so ist bei der gegenwirtigen Anordnung nur eine Aufladung von

der GroBe
e —1

¢

vH

beobachtet worden, welche verschwindet, wenn ey =1 wird. Das scheint.
in unlésbarem Widerspruch zur Tatsache der Induktion des bewegten
Leiters zu stehen.

¥ Und v in (41) bedeutete nicht die Geschwindigkeit der Materie, sondern des
Athers, aber relativ wozu?
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Die Relativitdtstheorie bringt hier die volle Aufklirung. Setzen wir
wieder, wie in § 19, ¢#=x, und fassen, wie dort € und B zum Felde 7,
so auch D und § zu einem schiefsymmetrischen Tensor 2. Stufe A zu-
sammen, so lauten die Feldgleichungen

0 Efﬁ 3 F
bx,- bx&
(42)

Sie gelten, wenn wir die % als die kovarianten, A als die kontra-
varianten Komponenten je eines Tensors 2. Stufe auffassen, die s* aber
als kontravariante Komponenten eines Vektors in der vierdimensionalen
Welt, wegen ihres invarianten Charakters in einem beliebigen affinen
Koordinatensystem. Die Materialgesetze
D =€, B=uh, 8 =o0€

aber besagen: spalten wir die Welt derart in Raum und Zeit, daB die Materie
ruht, und spaltet dabei # in |8, Zin D|PH und s in ¢ |3, so gelten
jene Beziehungen. Benutzen wir nunmehr ein beliebiges Koordinaten-
system und hat in ihm die Weltrichtung der Materie die Komponenten 77,
so formulieren sich diese Tatsachen nach unsern obigen Ausfilhrungen so:

WO FF= Fuu*, Hi = Hyu*

ist;

(44) Fip — (wiFff — wp F7*) = pw{Hip — (ue HE — up H))
und

(45) si — uilspu®) = o .

Das ist die invariante Form jener Gesetze. Fiir die Durchrechnung ist es
noch bequem, (44) durch die unmittelbar daraus sich ergebenden Gleichungen

(46) Fru; - Frup ++ Fpur = pu{Hyu; + Hyiup ++ Hapu)

zu ersetzen. Sie gelten ihrer Herleitung nach nur fiir Materie, die in gleich-
férmiger Translation begriffen ist; wir diirfen sie aber auch als giiltig be-
trachten fiir einen in gleichférmiger Bewegung befindlichen Einzelkorper,
der durch leeren Raum von andern, sich mit andern Geschwindigkeiten
bewegenden Korpern getrennt ist; endlich auch fiir beliebig bewegte
Materie, wenn deren Geschwindigkeit zeitlich und 6rtlich nicht zu rasch
verinderlich ist.

Nachdem wir so die invariante Gestalt gewonnen haben, kénnen wir
jetzt nach einem beliebigen e spalten; in R, moégen die MeBinstrumente,
die zur Messung der ponderomotorischen Wirkungen des Feldes benutzt
werden, ruhen. Wir verwenden ein zu R, gehoriges Koordinatensystem
und setzen also

1r*
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(Fror Fros F3o)=(Ex7 E,,. Es) =€
(1;;31 ﬁ;:’ ﬁ;n) = (B237 B31, ‘Bu) = 8
(H;o) Jyzo) H;o) =(Dx1 Dz’ Dg) =®
(f]sy ]173” l{xz) = (Hz3) Han H;a) ='§
s°=p; (s% s% s =(s" 8% 89 =28
o___ 1 1 _(v)"vzv '”3)_ v
“ Vi—o° (', w5 ) Vi—2o® Vi—ov*

dann ergeben sich zunichst wiederum die Maxwellschen Feldgileichungen,
die somit nicht nur fiir rukhende, sondern auch fir bewegte Materie in
unverinderter Form giiltig sind. VerstoBt aber das nicht aufs krasseste
gegen die Induktionsbeobachtungen, die doch ein Zusatzglied wie in (41)
zu fordern scheinen? Nein; denn durch diese Beobachtungen wird in
Wahrheit nicht die Feldstirke € bestimmt, sondern der im Leiter flieBende
Strom; der Zusammenhang zwischen beiden ist aber fiir bewegte Korper
ein anderer, nimlich durch die Gleichung (45) gegeben.

Schreiben wir von den Gleichungen (43), (45) die den Indizes i =1, 2,3
entsprechenden Komponenten hin, von (46) die, welche

(¢4]) = (230), (310)y (120)
korrespondieren (die andern sind tiberschiissig), so ergibt sich, wie man
ohne weiteres iibersieht, folgendes. Wird

€+ [vB] = G, D+ [vH] = D¥,
B —[vE] = B, 9 —[vD] = o*
gesetzt, so ist
D* = ¢ G¥, B* — u H*.
Zerlegen wir auBerdem 8 in den »Konvektionsstrom« ¢ und »Leitungs-
strome $*:

8 = ¢+ 8*%;
) o— (b8
¢ = o*p, 9*=*;‘_va_)=9—(”3*))
so ist ferner
5*—_‘——‘—3-?@,;'
Vi—2®

Jetzt kldrt sich alles auf: der Strom ist teils Konvektionsstrom, rithrt her
von der Bewegung der geladenen Materie, teils Leitungsstrom, bestimmt
durch die Leitfdhigkeit o der Substanz. Der Leitungsstrom berechnet
sich aus dem Ohmschen Gesetz, wenn die elektromotorische Kraft nicht
durch das Linienintegral von &, sondern von @* definiert wird. Fiir
€* aber gilt genau die zu (41) analoge Gleichung

rot &* = — %—? ~+rot[vB]
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(¢ ist jetzt durchgingig = 1 genommen) oder, integral geschrieben wie (40),
d
-—_ E/Bnliﬂ =‘/.@*dr.

Damit ist die Faradaysche Induktion in bewegten Leitern vollkommen
erklirt. Was den Wilsonschen Versuch betrifft, so gilt nach der jetzigen
Theorie rot & = o, und es wird demnach € = o sein zwischen den
Platten, Daraus ergibt sich aber fiir die konstanten Betridge der einzelnen
Vektoren (von denen die elektrischen senkrecht zu den Platten, die mag-
netischen parallel den Platten senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet sind):
E¥ = yB*=ouH*= pv(H+ v.D) A
D =D* - vH=¢E*—oH.
Setzen wir den Ausdruck von E* aus der ersten Gleichung ein, so kommt
D = v{(ep — 1) H+ euv D},
eu—1
1 — e’
Das ist der Wert der flichenhaften Ladungsdichte, die sich auf den
Kondensatorplatten herstellt; er stimmt mit den Beobachtungen iiberein,
da wegen der Kleinheit von 7 der Nenner in unserer Formel auBer-
ordentlich wenig von 1 verschieden ist.

Die Grenzbedingungen an der Grenze der Materie gegen den Ather
ergeben sich daraus, daB die FeldgroBen F/ und A keine sprunghafte
Anderung erleiden werden, wenn man mit der Materie mitgeht; wohl
aber werden sie im allgemeinen an einer festen, zunichst im Ather ge-
legenen Raumstelle einen Sprung in dem Momente erleiden, wo sich die
Materie iiber diesen Punkt hintiberschiebt. Ist s die Eigenzeit eines
Materieelements, so muB also

dFy _ 3Fn ut

ds dx;
tiberall endlich bleiben. Setzen wir
0Fw ( 0 _6_{_},)
dxr dx; | daxz)’
so sieht man, daB dieser Ausdruck
_AR WFY
T dx 0x;
ist. G* kann folglich keine Flichenwirbel besitzen (und % keine Flichen-
divergenz).

Die Grundgleichungen fiir bewegte Korper sind in der hier gegebenen
Form im wesentlichen schon von Lorentz vor der Entdeckung des Relativitats-
prinzips aus der Elektronentheorie hergeleitet worden. Das ist aber kein
Waunder, da ja die Maxwellschen Grundgesetze fiir den Ather dem Relativitéts-
prinzip geniigen und die Elektronentheorie durch Mittelwertbildung aus

D =
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diesen Gesetzen die fiir die Materie giiltigen herleitet. Der Fizeausche,
der Wilsonsche und noch ein analogér, der Réntgen-Eichenwaldsche
Versuch ) beweisen, daB fiir das elektromagnetische Verhalten der Materie
das Relativitdtsprinzip Geltung besitzt; die Probleme der Elektrodynamik
fir bewegte Kdrper waren es, die Einstein zu seiner Aufstellung fiihrten.
Minkowski verdanken wir die klare Einsicht, daB die Grundgleichungen
fir bewegte Korper durch das Relativititsprinzip eindeutig festgelegt sind,
wenn man die Maxwellsche Theorie fiir ruhende Materie zugibt; von ihm
riihrt die endgiiltige Formulierung her *’).

Es handelt sich jetzt endlich darum, die Meckanik, die in ihrer
klassischen Form dem Prinzip nicht Genlige leistet, ihm zu unterwerfen
und zu untersuchen, ob sich die dazu ndétigen Modifikationen in Einklang
mit der Erfahrung befinden.

§ 23. Mechanik des Relativitétsprinzips.

Als maBgebend fiir die ponderomotorische Wirkung des elektromagneti~
schen Feldes haben wir in der Elektronentheorie einen Vektor p gefunden,
dessen kontravariante Komponenten

P = Fiksy = o Fi*u,
sind. Er erfiillt also die Gleichung
(47) Pu = (p) = o;
u ist die Weltrichtung der Materie. Spalten wir irgendwie in Raum

und Zeit :
u=~=r|ko

; {
(48) p=1ly,
so ist p die Kraftdichte und, wie aus (47) oder
A{L — (pv)} = o

hervorgeht, A die Leistungsdichte.

Das Grundgesetz der dem Einsteinschen Relativititsprinzip gemiiBen
Mechanik erhalten wir durch die gleiche Methode wie im vorigen Para-
graphen die elektromagnetischen Grundgleichungen fiir bewegte Korper:
wir nehmen an, daB das Newtonsche Gesetz in demjenigen Bezugsraum,
in welchem die Materie ruht, seine Giiltigkeit behalte. Wir fassen die
Materiestelle 2 ins Auge, die sich in einem bestimmten Weltpunkt O
befindet, und spalten nach ihrer Weltrichtung 1t in Raum und Zeit. # ruht
momentan in Ry. u, sei in By die Dichte der Materie im Punkte O.
Nach Verlauf der unendlichkleinen Zeit ds habe 7 die Weltrichtung u - Ju.
Aus (nu) = — 1 folgt

(u-du)=o0;
‘mithin gilt bei der Spaltung nach u:
t=1|0, du=o|dy, p=olp.

u4du=1]dy

Aus
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geht hervor, daB dabei 4v die von = (in R,) wihrend der Zeit ds ge-
wonnene Relativgeschwindigkeit ist. Es kann kein Zweifel sein, daB das
mechanische Grundgesetz lautet:

dv __
ycds’_'»'

Daraus folgt aber sofort die von jeder Zerspaltung unabhingige invariante

Form
( LYY
49) Moo =95

u, ist die Ruhdichte, ds die wihrend der unendlichkleinen Verschiebung
des Masseteilchens, bei welcher seine Weltrichtung den Zuwachs Ju er-
fihrt, verflieBende Zigenzeit. .

Die Zerspaltung nach u wire eine solche, die wihrend der Bewegung
des Masseteilchens wechselt. Spalten wir aber jetzt in Raum und Zeit
nach irgend einem festen zeitartigen, in die Zukunft weisenden, der
normierenden Bedingung (ee) = — 1 geniigenden Vektor e, so zerlegt

sich (49) nach (48) in
d I
| =) =
(50) o ( oy ) B
Yogs \yi==3) =¥
Bedeutet bei der jetzigen Zerspaltung ¢ die Zeit, 47 das Volumen und

4V, das Ruhvolumen des Masseteilchens in einem bestimmten Augen-
blick, m = u,dV, aber dessen Masse,

Yav==9, iLiV=.d
die auf das Masseteilchen einwirkende Kraft und deren Leistung, so liefern

unsere Gleichungen durch Multiplikation mit #7, wenn man noch be-
achtet, daB

7 d d
U dv - C=nVi—0 =m0

ds ds dt
ist, und daB die Masse » wihrend der Bewegung erhalten bleibt:
dvaey
I = = A
(5 ) dt V[ - 2}2 !
d [ mb
(57) 7 =) = %-

Das sind die mechanischen Gleichungen fiir den Massenpunkt. Die Impuls-
gleichung (52) hat gegeniiber der Newtonschen nur die Anderung erfahren,
daB der kinetische Impuls des Massenpunktes

my

I —7

nicht = m v, sondern =
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ist. Die Energiegleichung (51) mutet zunichst fremd an; entwickelt man
aber nach Potenzen von z, so ist

m mv®
=m-+ 4 ... ,

Vi—2® 2

und wir werden unter Vernachlissigung der hoheren Potenzen von » und

]
des konstanten Gliedes auf den Klassischen Ausdruck —— fiir die kine-
tische Energie zurtickgefiihrt. 2

Wie man sieht, sind die Abweichungen von der Newtonschen Mechanik,
wie wir vermuteten, nur von der GroBenordnung des Quadrats der an
der Lichtgeschwindigkeit gemessenen Geschwindigkeit des Massenpunktes;
bei den kleinen Geschwindigkeiten, mit denen wir es in der Mechanik
stets zu tun haben, wird daher experimentell kein Unterschied festzustellen
sein. Er wird erst bei Geschwindigkeiten merklich werden, die der Licht-
geschwindigkeit nahekommen; bei diesen nimmt der Trigheitswiderstand
der Materie gegen die beschleunigende Kraft in solcher Weise zu, daB
die Lichtgeschwindigkeit niemals erreicht wird. In den freien negativen
Elektronen, die sich in den Kathodenstrailen und der von einem radio-
aktiven Korper ausgehenden 8-Strahlung bewegen, haben wir Korpuskeln
kennen gelernt, deren Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit vergleich-
bar ist; fiir sie ist nun in der Tat durch Versuche von Kaufmann, Bucherer,
Ratnowsky, Hupka u. a. das von der Relativititstheorie geforderte Verhalten
bei longitudinaler Beschleunigung durch ein elektrisches und transversaler
Beschleunigung durch ein Magnetfeld experimentell festgestellt worden.
Eine weitere Bestitigung, welche die Bewegung der im Atom umlaufenden
Elektronen betrifft, hat sich neuerdings aus der Feinstruktur der vom
Atom ausgestrahlten Spektrallinien ergeben *°).

Erst wenn wir denjenigen Grundgleichungen der Elektronentheorie,
die wir in § 19 auf eine dem Relativitdtsprinzip gentigende invariante
Form gebracht haben, die Gleichung s’ = g,#’, die Aussage, daB die
Elektrizitit an der Materie haftet, und die mechanischen Grundgleichungen
hinzugeftigt haben, erhalten wir einen zyklisch geschlossenen Gesetzes-
zusammenhang, in dem eine wirkliche, von Bezeichnungskonventionen
unabhingige Aussage iiber den Verlauf von Naturerscheinungen enthalten
ist. [Erst jetzt also kénnen wir eigentlich behaupten, fiir ein gewisses
Gebiet, das der elektromagnetischen Vorginge, die Giiltigkeit des Rela-
tivitdtsprinzips nachgewiesen zu haben.

Im elektromagnetischen Feld leitet sich der ponderomotorische Vektor p;
ab aus einem nur von den lokalen Werten der ZustandsgroBen abhingigen
Tensor S;z nach den Formeln

3 Sk

dxk

=

GemiB der universellen Bedeutung, welche wir dem Energiébegriff in
der Naturwissenschaft zuschreiben, haben wir anzunehmen, daB dies nicht
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nur flir das elektromagnetische Feld, sondern fiir jedes physikalische Er-
scheinungsgebiet zutrifit, und da8 es tiberhaupt zweckmi8ig ist, auf diesen
Tensor statt auf die ponderomotorische Kraft als die urspriingliche Gré8e
zurtickzugreifen. Fiir jedes Erscheinungsgebiet handelt es sich darum,
zu ermittein, in welcher Weise der Energie-Impuls-Tensor (dessen Kompo~
nenten S; stets der Symmetriebedingung geniigen miissen) von den
charakteristischen Feld- oder ZustandsgréBen abhingt. Auch die linke
Seite der mechanischen Gleichungen

l @‘— -
to as =2

kann ohne weiteres auf einen »kinetischen« Energie-Impuls-Tensor zurtick-
geftihrt werden:
Up = u u;uz.
Es ist nimlich
1% d(u,u)

z

L

+ uou 372

?x—k 0xz

Das erste Glied auf der rechten Seite ist = o wegen der Kontinuitéts-
gleichung der Materie, das zweite wegen

L 0ur du; dxp _ du;

dxz  dxz ds  ds

du;

= Mo 7" Demgemi besagen die mechanischen Gleickhungen, daf der

gesamie Energie-Impuls-Tensor
T = Ui+ Siz,
susammengeselst aus dem kinetischen U und dem polentiellen S, den Er-

haltungssitzen geniigt:
3TF

= 0.
0xz

Damit |bat das Prinzip von der Erhaltung der Energie seine beste
Formulierung erfahren; es ist aber nach der Relativititstheorie unldslich
verkniipft mit dem Prinzip von der Erhaltung des Impulses, und dem
Begriff des Impulses muff eine ebenso untverselle Bedeutung zukommen wie
dem der Energie. Drticken wir den kinetischen Tensor an einer Welt-
stelle in einem solchen normalen Koordinatensystem aus, relativ zu dem
die Materie daselbst momentan ruht, so nehmen seine Komponenten
eine auBerordentlich einfache Gestalt an: es ist U,, = y, (oder == ¢*yu,,
wenn das CG S-System benutzt wird, in welchem ¢ nicht = 1 ist), und
alle tibrigen Komponenten verschwinden. Dies legt den Gedanken nahe,
daB die Masse als zusammengeballte potentielle Energie aufzufassen ist,
die durch den Raum fortschreitet.
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§ 24. Die Materie.

Den eben ausgesprochenen Gedanken genauer auszulegen, kniipfen wir
an die Bewegung eines Elektrons an. Bisher haben wir uns vorgestellt,
daB in seiner Bewegungsgleichung (52) fiir die Kraft P diejenige

P =¢(€+[v9]) (¢ = Ladung des Elektrons)

einzutreten hat, die sich aus dem von auBen angelegten elektrischen und
magnetischen Feld € und § ergibt. Tatsichlich unterliegt aber das Elek-
tron wihrend der Bewegung nicht nur der Einwirkung dieses #uBeren,
sondern auch des von ihm selbst erzeugten und mitgefiihrten Feldes.
Bei dessen Ermittlung tritt uns die Schwierigkeit entgegen, daB wir die
Konstitution des Elektrons nicht kennen, daB uns insbesondere die Natur
und GesetzmiBigkeit des Kohisionsdrucks unbekannt ist, der das Elektron
entgegen den enormén Fliehkriften der in ihm zusammengedringten ne-
gativen Ladung zusammenhilt. Jedenfalls ist aber das ruhende Elektron
mitsamt seinem elektrischen Felde (dies rechnen wir durchaus mit zum
Elektron) ein in statischem Gleichgewicht befindliches physikalisches System,
und darauf allein kommt es an. Wir benutzen ein normales Koordinaten-
system, in welchem das Elektron ruht. Sein Energietensor habe die Kom-
ponenten #z. DaB im Elektron Ruhe herrscht, driickt sich dadurch aus,
daB der Energiestrom mit den Komponenten #,; (f = 1, 2, 3) verschwindet.
Die o* der Gleichgewichtsbedingungen

A%

(53) 3%; =0

ergibt dann, daB die Energiedichte #,, von der Zeit x, unabhingig ist.
Wegen der Symmetrie sind auch die Komponenten f#;, (i = 1, 2, 3) der
Impulsdichte = o. Ist t( der Vektor mit den Komponenten #,,, #,,, LA
so liefert die Gleichgewichtsbedingung (53) (# = 1):
divt®) = o.
Danach ist beispielsweise
div (x, t0) = &, divi®) ¢, = ¢,
und weil das Integral einer Divergenz Null ist (wir diirfen annehmen, da8
die 2 im Unendlichen mindestens in 4. Ordnung verschwinden), kommt
Stadx, dx,dx, = o,
Auf gleiche Weise findet man, daB zwar nicht die #; (fir 7, 2 = 1, 2, 3),
wohl aber ihre Volumintegrale [#d ¥V, verschwinden. Diese Umstinde
diirfen wir fiir jedes im statischen Gleichgewicht befindliche System als
zutreffend erachten. Das gewonnene Resultat i8¢ sich in einem beliebigen
Koordinatensystem durch die invarianten Formeln ausdriicken:
(s4) JtadV, = E uiup  (hh=o0, 1, 2, 3).
E, ist der (im Bezugsraum, in welchem das Elektron ruht, gemessene)
Energieinhalt, #; sind die kovarianten Komponenten der Weltrichtung des
Elektrons und 4V, das (gemiB der Vorstellung, daB. der ganze Raum an
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der Bewegung des Elektrons teilnehme, berechnete) Ruhvolumen eines
Raumelements. (54) gilt streng bei gleichférmiger Translation; wir werden
die Formel aber auch auf ungleichférmige Bewegung anwenden diirfen,
wenn U riumlich und zeitlich nicht zu rasch verdnderlich ist. Dann
aber sind die Komponenten

P L

="
der ponderomotorischen Wirkung, welche das Elektron auf sich selbst
ausiibt, nicht mehr = o.

Setzen wir das Elektron als vollig masselos voraus und ist p; die von

auBen einwirkende »Viererkraft«, so erfordert das Gleichgewicht, dal

(55) PFtp=o
wird. Wir spalten nach einem festen ¢ in Raum und Zeit:
wu=~rilre, p=()=24lp
und integrieren (55) nach dem Volumen &V =dV, V1 — 2" Da bei
Benutzung eines zu R, gehdrigen normalen Koordinatensystems

> . d .
AV = [p'dx, dx,dx, == — - | ¥ dx, dx, dx,
? . 4 3 A%y 3
. d
Nz

o
ist (x, = ¢ die Zeit), so kommt dann

o) ()

]

Diese Gleichungen sind giiltig, wenn die von auBen angreifende Kraft

(&, 42w VT =5 = —

{im Vergleich zu {::3, a = Elektronenradius) nicht zu groB ist und ihre

Dichte im Bereich des Elektrons wesentlich konstant. Sie stimmen aber
genau mit den mechanischen Grundgleichungen fiberein, wenn nur die
Masse m ersetzt wird durch Z,. Mit andern Worten: die Zrdgheit ist
cine Eigenschaft der Energie. — In der Mechanik wird jedem materiellen
Koérper eine unverinderliche Masse » zugeschrieben, die zufolge der be-
kannten Art und Weise, wie sie in das Grundgesetz der Mechanik eingeht,
‘die Trigheit, den Widerstand der Materie gegen beschleunigende Krifte
darstellt. Die Mechanik nimmt diese trige Masse als etwas Gegebenes
hin, fir das sie nach keiner weiteren Erklirung sucht. Hier aber er-
kennen wir: die in dem materiellen Kérper enthaltene potentielle Energie
ist die Ursache dieser Trigheit, und zwar entspricht im C G S-System, in
welchem die Lichtgeschwindigkeit nicht = 1 ist, der Energie £, die Masse

(56) ’ m=—:
¢
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Damit ist eine neue, rein dynamische Auffassung der Materie ge-
wonnen®*). Wie wir uns in der Relativititstheorie von dem Glauben
haben befreien miissen, daB wir einen Raumpunkt zu verschiedenen Zeiten
wiedererkennen kénnen, so %at es jetzt auch keinem Sinn mehr, von »der-
selben« Stelle der Materie zu verschiedenen Zeiten su sprechen. Das Elektron,
das man sich friiher wohl als einen substantiellen Fremdkérper im sub-
stanzlosen elektromagnetischen Felde vorstellte, erscheint uns nunmehr
als ein gegen das Feld keineswegs scharf begrenzter kleiner Bezirk, in
welchem die FeldgroBen und die elektrische Dichte enorm hohe Werte
annehmen. Ein solcher »Energieknoten« pflanzt sich durch den leeren
Raum nicht anders fort wie eine Wasserwelle tiber die Seefliche fort-
schreitet; es gibt da nicht »ein und dieselbe Substanz«, aus der das
Elektron zu allen Zeiten besteht. Es existiert nur der potentielle, nicht
daneben noch ein kinetischer Energie-Impuls-Tensor. Die Spaltung zwischen
beiden, die in der Mechanik auftritt, ist nur die Scheidung zwischen der
breit und diinn im Felde verteilten Energie und der in den Energieknoten,
den Elektronen und Atomen zusammengeballten; die Grenze zwischen beiden
ist durchaus flieBend. Es ist die Aufgabe der Feldtheorie, zu erkliren,
warum das Feld eine derartige kérnige Struktur besitzt und jene Energie-
knoten sich im Hin- und Herstromen von Energie und Impuls dauernd
erhalten (wenn auch natiirlich nicht véllig unverinderlich, so doch mit
einem auBerordentlich hohen Grad von Genauigkeit): darin besteht das
Problem der Materie. Die Maxwell-Lorentzsche Theorie kann es schon
deshalb nicht losen, weil in ihr der Kohisionsdruck fehlt, welcher das
Elektron zusammenhidlt. Was wir gemeinhin Materie nennen, ist seinem
Wesen nack atomistisck; denn die diffus verteilte Feldenergie pflegen wir
nicht als einen materiellen Korper anzusprechen. Freilich sind die Atome
und Elekitronen keine letzten unverdnderlichen Elemente, an welchen die
Naturkrifte nur von auBen dnpacken, sie hin- und herschiebend; sondern
sie sind selber kontinuierlich ausgebreitet und in ihren feinsten Teilen
feinen flieBenden Verinderungen unterworfen. Nicht das Feld bedarf zu
seiner Existenz der Materie als seines Trigers, sondern die Materie ist
umgekehrt ¢ime Ausgeburt des Feldes; die Formeln, welche die Kompo-
nenten des Energietensers 77z durch die ZustandsgroBen des Feldes aus-
driicken, lehren, nack welchen Gesetzen das Feld mit Energie und Impuls,
d. h. mit Materie verkniipft ist. Da keine strenge Grenze zwischen der
diffusen Feldenergie und derjenigen der Elektronen und Atome besteht,
miissen wir den Begriff der Materie, falls er einen exakfen Sinn behalten
soll, weiter fassen als bisher: Materie nennen wir fortan dasjenige Reale,
welches dargestellt wird durch den Energie-Impuls-Tensor. In diesem
Sinne ist auch das optische Feld z. B. mit Materie verkniipft. Wie sich

*) Schon Kant lehrt in den »Metaphysischen Anfangsgriinden der Naturwissen-
schafte, dal die Materie einen Raum erfiillt nicht durch ihre bloBe Existenz, sondern
durch repulsive Krifte aller ihrer Teile.
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so die Materie, prinzipiell gesprochen, im Felde auflést, lost sich die
Mechanik in der Physik auf. Denn das Erhaltungsgesetz der Materie

dT#
=°,

(57) Y
das mechanische Grundgesetz, stellt, wenn man die 77 durch die Feld-
groBen ausdriickt, einen differentiellen Zusammenhang zwischen diesen dar,
muB also aus den Feldgleichungen folgen. Die Materie in dem weiten
Sinne, wie wir jetzt das Wort nehmen, ist dasjenige, von dem wir direkt
durch unsere Sinne Kunde erhalten. Fasse ich ein Stiick Eis an, so
nehme ich den an der Beriihrungsstelle zwischen jenem Kérper und meinem
Sinnesleib flieBenden Energiestrom als Wirme, den Impulsstrom als Druck
wahr; der optische Energiestrom an der Oberfliche des Sinnesepithels
meines Auges Dbestimmt die optischen Wahrnechmungen, die ich habe.
Hinter dieser uns durch die Sinnesorgane direkt offenbarten Materie
verborgen aber steckt das Feld. Fiir die Aufdeckung seiver eignen Ge-
setzmiBigkeit und der Gesetze, nach welchen es die Materie bestimmt,
ist die Maxwellsche Theorie der erste glinzende Anfang; aber hier stehen
wir mit unserer Erkenntnis noch nicht am Ziel.

Nach der Formel (56) miissen wir, um die Trigheit der Korper zu
erkliren, ihnen einen sehr betrichtlichen Energieinhalt zuschreiben: in
1 kg Wasser stecken ¢ - 10”3 Erg. Diese Energie ist zu einem kleinen
Teil die Kohisionsenergie des Korpers, welche die Molekiile zusammen-
hilt, zu einem gr6Beren die intramolekulare Energie, welche die Atome
im Molekiil bindet und dic z. B. bei einer Explosion plotzlich frei wird,
zu einem noch groBeren die intraatomistische, welche die Bausteine des
Atoms, die negativen Elektronen und den positiven Atomkern aneinander
bindet und deren allmihliches Freiwerden wir in dem radioaktiven Zerfall
beobachten; sie ist endlich zum weitaus gr68ten Teil die Eigenenergie des
Atomkerns und der Elektronen sclbst; die letztere tritt nur in der Trigheit
zu Tage, da wir bislang keine Mittel kennen — Gott sei Dank! —, sie
zur »Explosione zu bringen. Die frige Masse verindert sick mit dem
Energieinhalt: erwirmt man einen Korper, so nimmt seine trige Masse
zu, kithlt man ihn ab, so vermindert sie sich; freilich ist dieser Effekt
zu klein, um der direkten Beobachtung zuginglich zu sein.

Die hier nach Laue *3) allgemein fiir ein im statischen Gleichgewicht
befindliches System durchgefithrte Uberlegung wurde zuerst, noch vor der
Einsteinschen Entdeckung des Relativititsprinzips, am Elektron unter Zu-
grundelegung spezieller Voraussetzungen iiber dessen Konstitution an-
gestellt: man nahm es als eine auf der Oberfliche oder im ganzen Innern
gleichférmig geladene Kugel an, die durch allseitig gleichen, gegen-
wirkenden Kohisionsdruck zusammengehalten wird. Die daraus sich er-

gebende »elektromagnetische Masse« 7‘3 befindet sich in numerischer

Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man dem Elektron einen
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Radius von der GroBenordnung 10~ cm zuschreibt. Man darf sich nicht
wundern, daB schon vor der Relativititstheorie eine derartige Deutung
der Elektronentrigheit méglich war; denn indem man Maxwellsche Elektro-
dynamik trieb, stand man ja schon immer fiir dieses Erscheinungsgebiet
unbewuBt auf dem Boden des Relativititsprinzips. Die allgemeine Er-
kenntnis von der Triigheit der Energie verdanken wir Einstein und Planck *4);
Planck stiitzte sich bei der Entwicklung der Dynamik auf einen — im
Gegensatz zum Elektron — vollstindig. bekannten, freilich im gewdhn-
lichen Sinne nicht-materiellen »Probekorper«, die Hohlraumstrahlung im
thermodynamischen Gleichgewicht, wie sie sich nach dem Kirchhoffschen
Gesetz in jedem von gleichmiBig temperierten Wianden umgebenen Hohl-
raum ausbildet.

- In denjenigen phinomenologischen Theorien, in denen wir von der
atomistischen Struktur der Materie absehen, denken wir uns die in den
Elektronen, Atomen usw. aufgespeicherte Energie stetig tiber den Korper
verteilt; wir haben sie einfach dadurch zu beriicksichtigen, da8 wir in den
Energie-Impuls-Tensor — bezogen auf ein Koordinatensystem, in welchem
die Materie ruht — als Energiedichte die Ruhmassendichte , einfiihren. So
haben wir z. B. in der Hydrodynamik bei Beschrinkung auf adiabatische
Vorgidnge zu setzen

|—#] 0 o o |
1Tiki= _o p o o
o] o p o i
o o o p |

2 ist der allseitig gleiche Druck; der Energiestrom ist bei adiabatischen
Vorgidngen o. Um die Komponenten dieses Tensors in einem beliebigen
Koordinatensystem hinzuschreiben, setze man noch u, = u* —p; daon
erhilt man die invarianten Gleichungen
(58) T# = w4 o
oder T = wruwup -+ p - gin.
Die Ruhmassendichte ist

Taviub = p* —p = p,,
und sie (nicht p*) ist also bei inkompressibeln Fliissigkeiten konstant zu
setzen. Wirkt auf die Fliissigkeit keine Kraft, so lauten die hydrodyna-
mischen Gleichungen > TA

dxz

Auf zhnliche Weise, wie es soeben mit der Hydrodynamik geschah,
kann auch der Elastizititstheorie eine dem Relativititsprinzip entsprechende
Form gegeben werden *%). Es bliebe endlich noch iibrig, das Gesetz der
Gravitation, das in seiner Newtonschen Form durchaus an das Newton-
Galileische Relativititsprinzip gebunden ist, dem Einsteinschen apzupassen.
Sie birgt aber ihre besonderen Ritsel in sich, auf deren Losung wir im
letzten Kapitel zu sprechen kommen.
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§ 25. Die Miesche Theorie.

Innerhalb der Elektronen kann die Maxwell-Lorentzsche Theorie nicht
giiltiz sein; auf dem Standpunkt der gewéhnlichen Elektronentheorie
miissen wir daher das Elektron als etwas a priori Gegebenes, als einen
Fremdkorper im Felde behandeln. Es ist aber von Mie eine allgemeinere
Elektrodynamik aufgestellt worden, auf Grund deren es méglich scheint,
die Materie aus dem Felde zu konstruieren*®). Wir wollen ihre Grund-
lagen hier kurz entwickeln — als Beispiel einer den neuen Ideen iiber
die Materie vollig konformen physikalischen Theorie, das uns hernach
noch gute Dienste leisten soll, und um an ihr zugleich das Problem der
Materie genauer zu formulieren.

Wir halten daran fest, daB die in Betracht kommenden Zustands-
groBen sind: 1) der vierdimensionale Stromvektor s, die »Elektrizitite,
und 2) der lineare Tensor 2. Stufe F, das »Feld«, Thre Eigengesetzlichkeit
ist ausgesprochen in den Gleichungen

dst
I) axl_— H
2) OFp | 0F; | 3Fy
0x; 0x% dxr

Die Gleichungen 2) sind erfiillt, wenn # sich aus einem Vektor @: ab-

leitet nach den Formeln
bfpz b(])k

3 =T A

es folgt umgekehrt aus 2), daBl ein Vektor ¢ existieren muB derart, daB
die Gleichungen 3) bestehen. Ebenso ist 1) erfiillt, wenn s sich aus
einem schiefsymmetrischen Tensor 2. Stufe Z7 in folgender Weise ableitet:
J H % )
dxz

4) =

es folgt umgekehrt aus 1), daB ein diesen Relationen geniigender Tensor A
notwendig existiert. 4) stimmt formal mit dem zweiten System der
Maxwellschen Gleichungen iiberein. , Lorentz nahm an, daB allgemein,
nicht blo8 im Ather, sondern auch im Gebiet der Elektronen, A = F
ist. Wir machen nach Mie die aligemeinere Voraussetzung, daB A keine
bloBe RechengroBe ist, sondern eine reale Bedeutung hat und seine Kom-
ponenten daher universelle Funktionen der urspriinglichen ZustandsgréBen
s und F sind. XKonsequenterweise miissen wir aber dann die gleiche
Voraussetzung auch hinsichtlich ¢ machen! Die entstehende GréSen-
tabelle
¢ F
| 7

enthidlt in der ersten Zeile die IntensititsgroBen, sie sind durch die
Differentialgleichungen 3) miteinander verkniipft; in der zweiten Zeile die
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Quantititsgrofien, fiir welche die Differentialgleichungen 4) gelten. Spalten
wir in Raum und Zeit und wenden die schon in § 19 verwendeten Be-
zeichnungen an, so haben wir die wohlvertrauten Gleichungen vor uns

1) —:—g-{—divé =o,

2) %?—I—rot@ =0 (div B = o),
)

9 T bgadp—€ (—rotf=9),

4) %-—rot@ =—8 (divd =y).

Kennen wir die universellen Funktionen, welche ¢ und Z durch s und #
ausdriicken, dann haben wir in den nicht eingeklammerten Gleichungen,
jede Komponente besonders gezihlt, 1o »Hauptgleichungen« vor uns,
durch welche die Ableitungen der 10 ZustandsgréBen nach der Zeit in
Abhiingigkeit von diesen selbst und ihren rdumlichen Ableitungen gesetzt
werden; also jene Form der Naturgesetze, welche durch das Kaewsalitits-
prinzip gefordert wird. Das Relativititsprinzip aber, das hier in einen
gewissen Gegensatz zum Kausalitdtsprinzip tritt, fordert, da die Haupt-
gleichungen von den eingeklammerten » Nebengleichungen« begleitet werden,
in denen keine nach der Zeit differentiierten Glieder auftreten. Die Ver-
sohoung des Widerstreits liegt darin, daB die Nebengleichungen tiber-
schiissig sind. Aus den Hauptgleichungen 2) und 3) folgt nimlich

)
—6—1(5B+rotf)=o,
aus 1) und 4)
do

—b'z == W(div@).

Ein Vergleich der Mieschen mit den Lorentzschen Grundgleichungen
der Elektronentheorie ist lehrreich. Bei Lorentz treten 1), 2) und 4)
auf, und das Gesetz, nach welchem Z durch die urspriinglichen Zustands-
groBen sich bestimmt, lautet einfach ® = €, $ = B. Hingegen werden
dort ¢ und f durch die Gleichung 3) rechnerisch definiert, und es fehlt
ein Gesetz, das die Abhingigkeit dieser Potentiale von den Zustands-
groBen des Feldes und der Elektrizitit festlegt. An dessen Stelle tritt
die Formel fiir die Dichte der ponderomotorischen Kraft und das mecha-
nische Grundgesetz fiir die Bewegung der Elektronen unter dem Einflug
dieser Kraft. Da nach unserer neuen Auffassung aber das mechanische
Gesetz sich aus den Feldgleichungen ergeben muB, ist eine Erginzung
notig, die von Mie eben in der Annahme, daB ¢ und § eine reale Be-
deutung in dem angegebenen Sinne haben, gefunden wurde. Wir kénnen
die Miesche Gleichung 3) aber in einer ganz analogen Form aussprechen
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wie das Grundgesetz der Mechanik. Der dort auftretenden pondero-
motorischen Kraft stellen wir hier die »eledtrische Kraft« € gegentiber.
Im statischen Falle besagt 3), daB
(59) G —gradp =o
ist, d. h. daB der elektrischen Kraft & durch einen »eletrischen Drucke< ¢
im Ather das Gleichgewicht gehalten wird. Allgemein aber entsteht eine
resultierende elektrische Kraft, welcher nun nach Gleichung 3) die Gro8e f
als »elektrischer Impuls« zugehort. Es ist wunderbar zu sehen, wie in
der Mieschen Theorie die Grundgleichung der Elektrostatik (59), die am
Anfang der Elektrizititslehre steht, plétzlich eine viel anschaulichere Be-
deutung gewinnt, indem das Potential als elektrischer Druck auftritt; das
ist der gesuchte Kohisionsdruck, welcher das Elektron zusammenhilt.
Das Bisherige gibt nur ein leeres Schema, das seine Ausfiillung finden
muB durch die noch unbekannten universellen Funktionen, welche die
Quantitits- mit den IntensititsgroBen verkniipfen. IThre Ermittlung kann
bis zu einem gewissen Grade noch rein spekulativ geschehen durch die
Forderung, daB fiir den Energie-Impuls-Tensor 7}; der Erhaltungssatz (57)
giiltig sein muB (also durch die Forderung der Geltung des Energie-
prinzips). Denn das ist gewiB eine notwendige Bedingung, damit sich
iiberhaupt ein Zusammenhang der Theorie mit der Erfahrung herstellen
14Bt. Das Energiegesetz mu8 die Form haben

oW .
'B—t——l—le@: o,

wo W die Energiedichte, € der Energiestrom ist. In der Maxwellschen
Theorie findet man es, indem man 2) mit §, 4) mit & multipliziert und
addiert: '

(60) 820 1+ 622 1 aiv[Eg] = — (€4,

In dieser Beziehung tritt auf der rechten Seite noch die Arbeit auf, welche
zur Erhdhung der kinetischen Energie der Elektronen oder nach unserer
jetzigen Auffassung zur Erhohung der potentiellen Energie des Feldes im
Gebiet der Elektronen verwendet wird. Hier muB dieses Glied also sich
gleichfalls noch zusammensetzen lassen aus einem nach der Zeit differen-
tiierten Term und einer div. Behandeln wir aber die Gleichungen 1) und 3)
ganz analog, wie wir eben mit 2) und 4) verfahren sind, d.h. multipli-
zieren 1) mit ¢ und 3) skalar mit 8, so kommt

(61) (p%?-«{—ég-i-[—div((pé) = (€3).

Die Addition von (60) und (61) ergibt das Energiegesetz; es mufl dem-
nach der Energiestrom

€ =[€CH]+ ¢8
@00+ 80F+ DB+ COD = ow

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 12

sein und
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das totale Differential der Energiedichte. DaB fiir den Energiestrom zu
dem im Ather giiltigen Glied [€$] noch ein zu 8 proportionaler Term ¢ 3
hinzutritt, ist ohne weiteres verstindlich; denn mit dem sich bewegenden
Elektron, welches den Konvektionsstrom 8 erzeugt, stromt dessen Energie-
inhalt. Im Ather wird das Glied [€$] von & iiberwiegen, im Elektron
aber behauptet das andere @8 bei weitem den Vorrang. In der Formel
fir das totale Differential der Energiedichte treten als unabhingig variierte
ZustandsgroBen ¢, f; B, D auf. Um da Ordnung zu schaffen, fiihren
wir anstelle von ¢ und ® bzw. ¢ und € als Unabhingige ein; damit
wird erreicht, daf8 die sdmtlichen Intensitéitsgr68en als unabhingige Variable
fungieren. Man hat zu bilden
(62) L=W—EC€D—o¢p;
dann ist .
0L = (0B — D0EC)+ (80f— 0d ).

Kennt man Z als Funktion der Intensititsgréfien, so sind durch diese
Gleichung die QuantititsgréBen als Funktionen derselben bestimmt. Sta#f
der zehn unbekannten universellen Funktionen haben wir jetzt nur nock
eine, L; das ist die Leistung des Energieprinzips. .

Kehren wir zur vierdimensionalen Schreibweise zuriick, so ergibt sich
(63) 0L = L H*9Fy + 550 .
Daraus geht hervor, daB 0L, mithin Z, die »Hamiltonsche Funktion«,
eine Invariante ist. Die einfachsten Invarianten, welche sich von einem
Vektor mit den Komponenten ¢; und einem linearen Tensor 2. Stufe mit den
Komponenten iz bilden lassen, sind die ins Quadrat-erhobenen Betrige

des Vektors ¢': P ¢
des Tensors Fjz: 2 L°=LF, F*,
des Vektors Fy (pk und

des Tensors 3. Stufe mit den Komponenten Fz ;- Fupr + Fizgpu.

Wie in der dreidimensionalen Geometrie der wichtigste Kongruenzsatz
aussagt, daB ein Vektorpaar a, b im Sinne der Kongruenz vollstindig
charakterisiert ist durch die Invarianten a” ab, $* so 1liB8t sich in der
vierdimensionalen Geometrie leicht zeigen, daB die eben angegebenen
Invarianten die aus einem Vektor ¢ und einem linearen Tensor 2. Stufe #
bestehende Figur im Sinne der Kongruenz vollstindig festlegen. Jede
Invariante, insbesondere die Hamiltonsche Funktion Z, muB sich mithin
durch jene vier GroBen algebraisch ausdriicken lassen. Auf die Bestim-
mung dieses Ausdrucks reduziert die Miesche Theorie das Problem der
Materie. Die Maxwellsche Theorie des Athers, nach der freilich Elektronen
nicht moglick sind, ist in ihr als der Spezialfall Z = Z° enthalten.
Driickt man auch /7 und die Komponenten von & vierdimensional aus,
so erkennt man, daf} sie die (negative) o'* Zeile in dem Schema

(64) . Tik — Fl.err + q)isk 7. 5,~k
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bilden. Die 7;* sind also die gemischten Komponenten des Energie-
Impuls-Tensors, welcher nach unseren Rechnungen dem Erhaltungssatz (57)
fiir £ = o und demnach auch fiir 7 = 1, 2, 3 geniigt. Der Beweis, da8
seine kovarianten Komponenten der Symmetriebedingung 7%; = 77z ge-
niigen, wird im nichsten Kapitel nachgeholt werden.

Die Feldgesetze konnen in ein sehr einfaches Variationsprinzip, das
Hamiltonsche Prinzip, zusammengefait werden. Wir betrachten als unab-
hingige ZustandsgroBe jetzt allein das Potential mit den Komponenten ¢;
und definieren das Feld durch die Gleichung

0p: Vs

= T m
In die Gesetze geht die invariante Hamiltonsche Funktion Z ein, welche
vom Potential und Feld abhdngt. Wir definieren den Stromvektor s und
den schiefsymmetrischen Tensor A durch (63). Ist bei Benutzung eines
beliebigen linearen Koordinatensystems

dw = Vg dx, dx, dx, dx,

das vierdimensienale »Volumelement« der Welt (— g die Determinante
der metrischen Fundamentalform), so ist das iiber irgend ein Weltgebiet
erstreckte Integral fZdw eine Invariante; sie heiBt die in dem betr.
Gebiet enthaltene Wirkungsgrofle. Das Hamiltonsche Prinzip behauptet,
daB die Anderung der gesamten WirkungsgroBe bei jeder infinitesimalen
Variation des Feldzustandes, welche auBierhalb eines endlichen Bereichs
verschwindet, Null ist:

(65) Bfla’w ——:Q[d‘La’w:o.

Das Integral ist hier iiber die ganze Welt zu erstrecken, oder, was das-
selbe besagt, iiber ein endliches Gebiet, auBerhalb dessen die Zustands-
variation verschwindet. Diese wird dargestellt durch die infinitesimalen
Zuwichse Og; der Potentialkomponenten und die damit verkniipfte un-
endlich kleine Anderung des Feldes

87 — () d(dga).

0xz ox;
J¢; sind Raum-Zeit-Funktionen, die nur innerhalb eines endlichen Be-

reichs von o verschiedene Werte annehmen. Setzen wir fir dZ den
Ausdruck (63) ein, so kommt

. . 6(5({),‘)
z . ik LA
0L =s0¢p;+ H Sns

Auf Grund des Prinzips der partiellen Integration (S. xoo) ergibt sich

. 6((3(pz) bﬂik
7k J— 6 :
ﬁ Py N dow = f Yxa @ dw 3

und es ist demnach

12¥
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(66) 6fla’w .—_f{sz-__bbﬁik} Sqp:dw .

Xk

Wihrend 3) durch Definition sichergestellt ist, liefert somit das Hamilton-
sche Prinzip die Feldgleichungen 4). In der Tat, wire z. B. an einer Stelle

Y H %
- #F o,

Oz
etwa ~>o, so kénnen wir um diese Stelle eine Umgebung abgrenzen, in
der jene Differenz durchweg positiv ist. Wihlen wir dann fiir d¢, eine
nicht-negative Funktion, die auBerhalb der erwihnten Umgebung ver-
schwindet, und d¢, = d¢, == d¢, = o, so ergibt sich ein Widerspruch
zu der Gleichung (65). — 1) und 2) folgen aus 3) und 4).

So dringt sich denn schliePlich die Miesche Elektrodynamik in das
einfache Wirkungsprinzip (65) susammen — ganz analog, wie auch die
Entwicklung der Mechanik schlieBlich im Wirkungsprinzip gipfelte. Wih-
rend aber in der Mechanik zu jedem vorgegebenen mechanischen System
eine bestimmte Wirkungsfunktion Z gehort, die es aus dessen Konstitution
zu ermitteln gilt, haben wir es hier mit einem einzigen System, der Welt,
zu tun. Das eigentliche Problem der Materie hebt damit erst an: es
handelt sich darum, die der Welt zukommende Wirkungsfunktion, die
»Weltfunktion« Z zu bestimmen; ihm stehen wir vorerst noch ratlos
gegeniiber. Wiblen wir in willkiirlicher Weise ein Z, so erhalten wir
eine von dieser Wirkungsfunktion beherrschte »mogliche« Welt, in der
wir uns (wenn uns nur die mathematische Analysis nicht im Stiche 1:8t)
vollstindig auskennen — besser als in der wirklichen. Es kidme aber
natiirlich darauf an, unter all diesen moglichen Welten die einzige exi-
stierende wirkliche herauszufinden; nach allem, was wir von den Natur-
gesetzen wissen, mufl das ihr zukommende Z durch einfache mathema-
tische Eigenschaften ausgezeichnet sein. Wieder ist die Physik, heute
als Feldphysik, auf dem Wege, die Gesamtheit der Naturerscheinungen
auf ein einziges Naturgesets zuriickzufiihren, ein Ziel, dem sie schon einmal,
als die durch Newtons Principia begriindete mechanische Massenpunkt-
Physik ihre Triumphe feierte, nahe zu sein glaubte. Doch ist auch heut
dafiir gesorgt, daB unsere Biume nicht in den Himmel wachsen. Vor-
ldufig wissen wir nicht, ob wir mit denjenigen ZustandsgréBen, welche der
Mieschen Theorie zugrunde liegen, zur Beschreibung der Materie ausreichen,
ob sie tatsichlich rein »elektrischer« Natur ist. Vor allem aber hingt die
dunkle Wolke aller jener Erscheinungen, mit denen wir uns heute not-
dtirftig vermittels des Wirkungsquantums auseinandersetzen, iiber dem Land
der physikalischen Erkenntnis, wer wei welch neuen Umsturz drohend.

Versuchen wir es einmal mit dem folgenden Ansatz fiir Z:

(67) L=2%|F"+w(V—g:¢)

(w eine willkiirliche Funktion einer Variablen), der sich zunichst als der
einfachste, iiber die Maxwellsche Theorie hinausgehende darbietet, — ob-

I

§
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schon durchaus kein Grund vorliegt, anzunehmen, daB die Weltfunktion
in Wirklichkeit diese Gestalt besitzt. Wir beschrinken uns auf die Be-
trachtung statischer Losungen, fiir die

B=P=0, 8=f=o0
ist. Wir haben

C=gradgp, divdD=p

D=E, o¢=—12'(p)

(der Akzent bedeutet die Ableitung). Gegeniiber der gewshnlichen Elektro-
statik im Ather ist hier das Neue, daB die Dichte ¢ eine universelle
Funktion des Potentials, des elektrischen Drucks ¢ ist. Es ergibt sich
als »Poissonsche Gleichung«

dp+w'(p)=o.
Eine (im Unendlichen verschwindende) Lésung dieser Gleichung stellt
einen moglichen elektrischen Gleichgewichtszustand, ein mogliches fiir
sich existenzfihiges Korpuskel in der Welt dar, die wir jetzt konstruieren.
Das Gleichgewicht wird nur dann stabil sein kénnen, wenn die Lésung
Kugelsymmetrie hat. In diesem Fall lautet die Gleichung, unter » den
Radius vector verstanden,

(68) L) e = o

72 dr\" dr
Soll (68) eine bei » = oo regulire Losung

€,

o] ex
(69) —¢=_+ 5+

besitzen, so findet man durch Einsetzen dieser Potenzentwicklung in das
erste Glied der Gleichung, daB die Entwicklung von #'(¢) mit der
Potenz »—+ oder einer noch héheren negativen beginnt, daB folglich z ()
fiir x = o mindestens von 5'" Ordnung o sein muB8. Unter dieser Voraus-
setzung hat aber die Gleichung o0 bei 7 == o und 00” bei » == 0o regu-
lire Losungen. Man wird (als »allgemeinen« Fall) erwarten diirfen, daB
diese beiden emdimensionalen Losungsscharen (innerhalb der zweidimen-
sionalen Gesamtschar aller Losungen) eine endliche oder jedenfalls eine
diskrete Anzahl von L&sungen gemein haben. Diese wiirden die ver-
schiedenen moglichen Korpuskeln (Elektronen und Atomkerne ?) darstellen.
Es ist freilich nicht ein Elektron oder ein Atomkern allein auf der Welt;
aber die Abstinde zwischen ihnen sind im Vergleich zu ihrer eigenen
Ausdehnung doch so groB8, daB durch ihre gegenseitige Einwirkung der
Feldverlauf im Innern des einzelnen Elektrons oder Atomkerns nicht
wesentlich modifiziert wird. Ist ¢ die ein solches Korpuskel darsteilende
Losung (69) von (68), so ist die Gesamtladung desselben
——snfwg)rdr = —am- %8| —uma,

r r=00
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seine Masse aber berechnet sich als das Integral der Energiedichte 77,
die aus (62) hervorgeht:

Masse = 475]{5 (gfad @) + w(p) — @' (@)} r*dr

= 4nf{w(q)) — L ow (@)} ridr.

Wir konnen also aws den Naturgesetzen die Masse und Ladung des Elektrons,
die Atomgewichte und Atomladungen der einzelnen existierenden Elemente
berechnen, wihrend wir bisher diese letzten Bausteine der Materie immer
als etwas mit seinen numerischen Eigenschaften Gegebenes hingenommen
haben. Zwar bleibt das einstweilen nur ein Programm, solange wir die
Weltfunktion Z nicht kennen; der eben zugrunde gelegte spezielle An-
satz (67) sollte nur dazu dienen, klar zu machen, ein wie tiefes und
griindliches, auf Gesetze basiertes Verstindnis fiir die Materie und ihre
Konstitution uns die Kenntnis der Wirkungsfunktion eréffnen wiirde. Im
iibrigen kann die Diskussion derartiger willkiirlich gewihlter Ansitze nicht
weiter fiihren, sondern es werden neue physikalische Einsichten und Prin-
zipien nétig sein, die uns den richtigen Weg zur Bestimmung der Hamilton-
schen Funktion weisen. ‘

Um das Wesen der reinen Feldphysik, welche durch Mie fiir das Ge-
biet der Elektrodynamik in ihrem allgemeinen Ansatz realisiert wurde,
ex contrario deutlich zu machen, stellen wir dem in ihr giiltigen Wir-
kungsprinzip (65) dasjenige gegeniiber, von welchem die Maxwell-Lorentz-
sche Theorie beherrscht wird, die neben dem elektromagnetischen Felde
eine sich bewegende Swésfanz kennt. Diese Substanz ist ein dreidimen-
sionales Kontinuum; ihre Stellen kénnen also in stetiger Weise auf die
Wertsysteme von drei Koordinaten afy bezogen werden. Wir denken
uns die Substanz in infinitesimale Elemente zerlegt; jedem Substanzelement
kommt dann eine bestimmte unverinderliche positive Masse 4 und eine
unverdnderliche elektrische Ladung de zu; ihm korrespondiert als Aus-
druck seiner Geschichte eine mit Durchlaufungssinn versehene Weltlinie,

oder besser gesagt, ein unendlich diinner »Weltfaden«. Teilen wir diesen
in kleine Abschnitte und ist

ds =YV — gir dx; dxs

die Eigenzeit-Linge eines solchen Abschnitts, dw aber sein vierdimen-
sionales Volumen, so filhren wir durch die invariante Gleichung

(70) ‘ dmds = pu,dw

die Raum-Zeit-Funktion p, der Ruhmassendichte ein. Das iiber ein
Weltgebiet ¥ erstreckte Integral

j;todw =[dma’s =f(dme — gir dx;dxp)
3 ‘ :
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nenne ich die Swéstanzwirkung der Masse. Im letzten Integral bezieht
sich die innere Integration iiber denjenigen Teil der Weltlinie eines be-
liebigen Substanzelements von der Masse 4, der dem Gebiete ¥ ange-
hort, die duBere bezeichnet Summation iiber alle Substanzelemente. Rein
mathematisch stellt sich dieser Ubergang von Substanz-Eigenzeit- zu ge-
wohnlichen Raum-Zeit-Integralen folgendermafen dar. Wir fiihren zu-
nichst die »Substanzdichte« » der Masse durch die Gleichung ein:

dm =wvdadfdy

(gegeniiber beliebigen Transformationen der Substanzkoordinaten agy
verhilt sich » wie eine skalare Dichte). Auf jeder Weltlinie einer Sub-
stanzstelle (¢fy) zihlen wir die Eigenzeit s von einem bestimmten An-
fangspunkt aus (der aber natiirlich von Substanzstelle zu Substanzstelle
stetig variieren soll). Dann sind die Koordinaten x; des Weltpunktes, in
welchem sich die Substanzstelle (¢8y) im Augenblick s ihrer Bewegung
(nach Verlauf der Eigenzeit s) befindet, stetige Funktionen von afys,
deren Funktionaldeterminante

0
3 (%%, X, %,) den absoluten Betrag 4

d(apys)
besitze. Die Gleichung (70) besagt dann
- ¥
o Ve =—

Auf analoge Art ist die Ruhdichte ¢, der elektrischen Ladung zu er-
kliren. Als Substanzwirkung der Elektrizitit setzen wir an:

Jef ez,

wo die duBere Integration sich wieder iiber alle Substanzelemente, die
innere aber jeweils iiber denjenigen Teil der Weltlinie eines mit der
Ladung de behafteten Substanzelementes erstreckt, der im Innern des
Weltgebiets X verliuft. Wir konnen dafiir auch schreiben

fa’e ds- @it =fg° i dw =fsi(/>;(z’tu,

. dx . . . . .
wenn #' = —~ die Komponenten der Weltrichtung sind und § = g, %’
ds

die Komponenten des Viererstroms (reiner Konvektionsstrom). Endlich
tritt neben der Substanz- auch eine Feldwirkung der Elektrizitit auf, fir
welche die Maxwellsche Theorie den einfachen Ansatz
. P
%fE/eF"édw Fy = bp: _ ——(pk)
dxz dx;
macht. Das Hamiltonsche Prinzip, welches die Maxwell-Lorentzschen

Gesetze zusammenfaBt, lautet dann wie folgt:
Die Gesamtwirkung, d. i. die Summe aus Feld- und Substanswirkung
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der Elektrizitit plus der Substanswirkung der Masse erleidet bei einer be-
liebigen (auferkalb eines endlichen Gebiets verschwindenden) Variation des
Feldzsustandes (der @) und einer ebensoichen raumseitlichen Verschicbung der
von den einzelnen Substanzstellen beschriebenen Weltlinien keine Anderung.
Dieses Prinzip liefert offenbar zundchst durch Variation der ¢; die
Gleichungen
) Fik

== 4.
3%z Qo

Halten wir hingegen die ¢; fest und variieren die Weltlinien der Sub-
stanzelemente, so bekommen wir, indem wir (wie in § 17 bei Bestim-
mung der kiirzesten Linien) Differentiation und Variation vertauschen und
darauf partiell integrieren:

Of pidx; = (6 1dx;+ ¢ ,-dﬁx,-) = (5( dx; — Ox;dq ,')
P @ P ¢ P
=f(m—m)5xk-dx;.

dxz O
Dabei sind dx; die Komponenten der infinitesimalen Verschiebung, welche
die einzelnen Punkte der Weltlinie erfahren. Demnach ist

Jf(a’efrp,-a’x,-) =/de ds- Fypu'dx, ==f(’° Fpu'dxg-dow.
Variieren wir ebenso die Substanzwirkung der Masse (diese Rechnung
wurde in § 17 schon allgemeiner, fiir variable g;; durchgefiihrt), so gehen
die mechanischen Gleichungen hervor, welche in der Maxwellschen Theorie
zu den Feldgleichungen hinzutreten:

d. .
"to£=pi) pi= @ Futt = Fyst.

Und damit ist jener ganze zyklisch geschlossene Gesetzeszusammenhang
gewonnen, von welchem auf S. 168 die Rede war. — Die Existenz des
Elektrons vermag diese Theorie natlirlich nicht zu erkldren, da in ihr
Kohisionskrifte fehlen.

An dem eben formulierten Wirkungsprinzip fillt auf, daR neben die
Substanzwirkung der Masse nicht ebenso eine Feldwirkung tritt, wie das
bei der Elektrizitdt der Fall ist; diese Liicke wird im nichsten Kapitel
ausgefiillt werden, wo sich das Gravitationsfeld als dasjenige zeigen wird,
was der Masse in der gleichen Weise entspricht wie das elektromagnetische
Feld der elektrischen Ladung.

Die groBe Erkenntnis, zu der wir in diesem Kapitel gelangt sind, ist
die, da8 der Schauplatz der Wirklichkeit nicht ein dreidimensionaler
Euklidischer Raum ist, sondern die vierdimensionale Welt, in der Raum
und Zceit in unlislicher Weise miteinander verbunden sind. So tief die
Kluft ist, welche fiir unser Erleben das anschauliche Wesen von Raum
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und Zeit trennt — von diesem qualitativen Unterschied geht in jene
objektive Welt, welche die Physik aus der unmittelbaren Erfahrung
herauszuschilen sich bemiiht, nichts ein. Sie ist ein vierdimensionales
Kontinuum, weder sRaum« noch »Zeit«; nur das an einem Stiick dieser.
Welt hinwandernde BewuBtsein erlebt den Ausschnitt, welcher ihm ent-
gegenkommt und hinter ihm zuriickbleibt, als Geschic/te, als einen in
zeitlicher Entwicklung begriffenen, im Raume sich abspielenden ProzeB.

Diese vierdimensionale Welt ist metrisch, wie der Euklidische Raum;
aber die quadratische Form, welche die Metrik bestimmt, ist nicht positiv-
definit, sondern hat e/ne negative Dimension. Dieser Umstand ist zwar
mathematisch belanglos, aber fur die Wirklichkeit und ihren Wirkungs-
zusammenhang von tiefer Bedeutung. Es war noétig, den in mathema-
tischer Hinsicht so einfachen Gedanken der metrischen vierdimensionalen
Welt nicht nur in isolierter Abstraktion zu erfassen, sondern ihn in seine
wichtigsten Konsequenzen fiir die Auffassung der physikalischen Vorgiinge
zu verfolgen, um zu einem lebendigen Verstindnis seines Inhalts und
seiner Tragweite zu gelangen; das sollte hier in aller Kiirze versucht
werden. Es bleibt merkwiirdig, da8 die dreidimensionale Geometrie der
statischen Welt, die schon von Euklid in ein vollendetes axiomatisches
System gebracht wurde, fiir uns einen so einleuchtenden Charakter besitzt,
wihrend wir uns der vierdimensionalen erst in zihem Ringen und im
AnschluB an ein ausgedehntes physikalisch-empirisches Material haben
bemichtigen koénnen. Erst mit der Relativititstheorie ist unsere Natur-
erkenntnis (darf man sagen) der Tatsache der Bewegung, der Verinderung
in der Welt vollstindig gerecht geworden.

Kapitel IV.
Allgemeine Relativitédtstheorie.

§ 26. Relativitit der Bewegung, metrisches Feld und
Gravitation’).

In so vollendeter Weise auch immer das Einsteinsche Relativitits-
prinzip, das wir im vorigen Kapitel entwickelt haben, den aus der Er-
fahrung gewonnenen, den Wirkungszusammenhang der Welt prizisierenden
Naturgesetzen gerecht wird — in erkenntnistheoretischer Hinsicht kénnen
wir uns nicht mit ihm zufrieden geben. Greifen wir noch einmal auf
den Anfang des letzten Kapitels zurlick! Wir lernten damals ein »kine-
matisches« Relativitdtsprinzip kennen. x, x,x,, # waren die Raum-Zeit-
Koordinaten eines Weltpunktes, bezogen auf ein bestimmtes dauernd vor-
handenes Cartesisches Koordinatensystem im Raum, x}x,xj, # die
Koordinaten desselben Punktes in bezug auf ein zweites solches System,
das zu dem ersten in beliebiger Bewegung begriffen sein kann; zwischen
ihnen bestehen die Transformationsformeln (II), S. 126. Wir sahen mit
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“voller Evidenz ein, dafl zwei physikalische Zustandsverldufe objektiv in
keiner Weise voneinander verschieden sind, wenn die ZustandsgréBen fiir
den einen sich durch dieselben mathematischen Funktionen von x/ x| x5, #'
darstellen, die in den Argumenten x, x,x,, # den andern Verlauf be-
schreiben. Es miissen also auch die Naturgesetze in dem einen System
unabhingiger Raum-Zeit-Argumente genau die gleiche Form besitzen wie
in dem andern. Freilich: die Tatsachen der Dynamik scheinen jener
Forderung ins Gesicht zu schlagen, und unter dem Zwange dieser Tat-
sachen hat man sich seit Newton dazu entschlieBen miissen, nicht der
Translation, wohl aber der Rotation eine absolute Bedeutung zuzuschreiben;
doch hat die Vernunft dieses ihr durch die Wirklichkeit zugemutete Ab-
strusum niemals recht verdauen kénnen (trotz aller philosophischen Recht-
fertigungsversuche, vgl. z. B. Kants »>Metaphysische Anfangsgriinde der
Naturwissenschaftenc<), und das Problem der Zentrifugalkraft ist immer
wieder als ungelostes Ritsel empfunden worden?).

Indem wir aber die in Kap. II dargestellten Riemannschen Ideen,
statt auf den dreidimensionalen Euklidischen Raum, auf die vierdimensio-
nale Einstein-Minkowskische Welt, von welcher das vorige Kapitel han-
delte, anwenden, gelangen wir zu einer {iberraschenden L&sung, die uns
gleichfalls von Einstein aufgedeckt wurde. Wir ziehen dabei vorliufig
nicht den allgemeinsten Begriff der metrischen Mannigfaltigkeit heran,
sondern bleiben bei der Riemannschen Auffassung stehen. Die Welt-
punkte, haben wir danach anzunehmen, bilden eine vierdimensionale Man-
nigfaltigkeit, welcher durch eine nicht-ausgeartete quadratische Differen-
tialform Q von einer positiven und drei negativen Dimensionen*) eine
MaBbestimmung aufgeprigt ist. Bei Benutzung irgendeines Koordinaten-
systems x;({ = o,1,2,3) (im allgemeinen Riemannschen Sinne) sei

(I) Q=2g,-kdx,-a'xk.
ik

Die Naturgesetze driicken sich jetzt als Tensorrelationen aus, die gegen~
tiber beliebigen stetigen Transformationen der Argumente x; invariant
sind; dabei treten dann aber neben den iibrigen physikalischen Zustands-
groBen die Koeffizienten g;; der quadratischen Differentialform (1) auf.
Der oben aufgestellten Relativititsforderung wird demnach im Einklang
mit den Erfahrungstatsachen Gentige geleistet, wenn wir die g;; in genau
der gleichen Weise wie etwa die Komponenten ¢; des elektromagnetischen
Potentials (welche die Koeffizienten einer invarianten Znearen Differential-

formZ @: dx; bilden) als physikalische Zustandsgrifen betrachten, denen
i

*) Wir lassen gegeniiber dem vorigen Kapitel die Anderung eintreten, dal wir
die metrische Fundamentalform mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehen. Die
friihere Festsetzung war die bequemere zur Darstellung der Zerspaltung der Welt in
Raum und Zeit, fiir die allgemeine Theorie erweist sich die gegenwirtige als die
zweckmiligere. ’
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etwas Reales entspricht, das »metrische Feld«. Es besteht unter diesen

Umsténden sogar Invarianz nicht bloB gegeniiber den erwihnten Trans-

formationen (II), die nur in bezug auf die Zeitkoordinate vollig willkiir-

lichen (nicht-linearen) Charakter tragen, sondern gegeniiber allen Trans-

formationen iiberhaupt. Die Auszeichnung der Zeitkoordinate in (II) ist

ja in der Tat mit den durch das Einsteinsche Relativititsprinzip ge-

wonnenen Erkenntnissen unvertriglich. Indem wir aber statt (II) ganz

beliebige Transformationen zulassen, auch solche, die in den Raumkoordi-

naten nicht-linear sind, behaupten wir, daB die Cartesischen Koordinaten-

systeme an sich in keiner Weise vor irgendeinem »krummlinigen« Koordi- -
natensystem ausgezeichnet sind. Damit fallt die Existenz einer von der

Physik unabhingigen Geometrie im alten Sinne, und gerade weil wir uns

von dem Dogma der Existenz einer solchen Geometrie noch nicht frei

gemacht hatten, waren wir durch verniinftige Uberlegung auf das Rela-

tivitdtsprinzip (II) und nicht sofort auf das Prinzip der Invarianz gegeniiber

beliebigen Transformationen der vier Weltkoordinaten gekommen. In Wahr-

heit beruht aber das riumliche Messen auf einem physikalischen Vorgang:

der Reaktion der Lichtstrahlen und starren Mafistibe auf die gesamte

Korperwelt. Bereits in § 20 trat uns dieser Gesichtspunkt entgegen, vor

allem aber konnen wir an die Ausfiihrungen von § 12 ankniipfen; denn in

der Tat sind wir hier zu Riemanns »dynamischer« Auffassung gelangt als

einer notwendigen Konsequenz der Relativitidt aller Bewegung. Das Ver-

halten der Lichtstrahlen und MaBstibe wird auBer durch ibre eigene Be-

schaffenheit bestimmt durch das »metrische Feld¢, genau so wie das

Verhalten einer elektrischen Ladung auBer von dieser selbst von dem
elektrischen Feld abhingt. Wie aber das elektrische Feld seinerseits er-
zeugt wird von den Ladungen und durch seine Vermittlung also eine

ponderomotorische Wechselwirkung der Ladungen aufeinander zustande

kommt, miissen wir hier annehmen, daB das metrische Feld (oder, mathe-

matisch gesprochen, der Tensor mit den Komponenten g) erzeugt wird
durch das Materielle, welches die Welt erfiillt. Wir verweisen auf das

am Schlusse des\vorigen Paragraphen aufgestellte Wirkungsprinzip, in

dessen beiden, auf die Substanz beziiglichen Teilen das metrische Feld
in der gleichen Weise der Masse gegeniibertritt wie das elektrische Feld
der elektrischen Ladung. Die im vorigen Kapitel tiber die Weltmetrik

gemachte, der Euklidischen Geometrie im dreidimensionalen Raum ent-

sprechende Annahme, daB es spezielle Koordinatensysteme gibt, die

»linearen«, in welchen die metrische Fundamentalform konstante Ko-
effizienten hat, ist dieser Auffassung gegeniiber nicht mehr aufrecht zu
erhalten.

Durch ein einfaches anschauliches Beispiel kann man sich klar machen,
wie die geometrischen Verhiltnisse durch Bewegung in Mitleidenschaft
gezogen werden. Man versetze eine ebene Scheibe in gleichférmige
Rotation. Ich behaupte, wenn in demjenigen Bezugsraum, relativ zu dem
hier von gleichformiger Rotation gesprochen wird, die Euklidische Geo-
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metrie gilt, sie auf der rotierenden Scheibe, wenn diese mittels mitbe-
wegter MaBstibe ausgemessen wird, nicht mehr gilt. Man betrachte
nimlich einen um das Rotationszentrum beschriebenen Kreis auf der
Scheibe. Sein Radius hat den gleichen Wert, ob ich ihn mittels ruhen-
der oder mitbewegter MaBstibe messe; denn die Bewegungsrichtung ist
senkrecht zu der Lingserstreckung des an den Radius angelegten MaB-
stabes. Fingegen ergibt sich ftir die Kreisperipherie mittels der mit-
bewegten MaBstibe wegen der Lorentz-Kontraktion, welche sie erfahren,
ein groBerer Wert. Auf der rotierenden Scheibe gilt somit nicht mehr
das Euklidische Gesetz, daB der Umfang des Kreises = 2z mal dem
Radius ist.

Wenn in einem Speisewagen, der durch eine scharfe Kurve fihrt, die
Glidser umfallen, oder ein in Rotation versetztes Schwungrad zerspringt,
so haben wir darin nach der hier skizzierten Auffassung nicht, wie nach
Newton, die Wirkung einer »absoluten Rotation« zu erblicken, die es
nicht gibt, sondern des »metrischen Feldes«. Sofern der Zustand dieses
Feldes, das etwas physikalisch Reales ist, nicht beharrt, sondern der
gegenwirtige sich aus vergangenen unter dem EinfluB der in der Welt
vorhandenen Massen, der Fixsterne, herausgebildet hat, ist jene Erschei-
nung also zum Teil eine Wirkung der Fixsterne, relativ zu denen die
Rotation stattfindet*®). —

Zur allgemeinen Relativititstheorie, die wir jetzt aus der im vorigen
Kapitel entwickelten »speziellen« mit Einstein herzuleiten im Begriffe
sind, erheben wir uns am besten in zwei Stufen.

1. Wir vollziehen, dem Geiste der Kontinuitit gemif, den gleichen
Ubergang fiir die vierdimensionale Welt, der uns in Kap. II von der
Euklidischen zur Riemannschen Geometrie fithrte. Dabei tritt eine quadra-
tische Differentialform (1) als metrische Grundform auf. Es ist ohne
weiteres moglich, die physikalischen Gesetze dieser Verallgemeinerung
anzupassen. Dabei ist es angemessen, die QuantititsgroBen durch Ten-
sordichten statt wie in Kap. III durch Tensoren zu reprisentieren, was

durch Multiplikation mit Vg erreicht wird (¢ die negative Determinante
der g;). So werden insbesondere Massen- und Ladungsdichte g und ¢
statt durch die Formel (70), § 25 durch

dmds = udx, deds = pdx (@x = dx,dx, dx, dx,)
zu erkliren sein; die Eigenzeit 4s lings der Weltlinie bestimmt sich aus

ds® = ga dx; dxz .

*) »Zum Teile darum, weil die Massenverteilung in der Welt das metrische Feld
nicht eindeutig bestimmt; sondern beide sind in einem Moment unabhingig vonein-
ander und zufillig (genau wie Ladung und elektrisches Feld), die Naturgesetze lehren
lediglich, wie sich aus einem solchen Anfangszustand beider alle iibrigen (vergangenen
und zukiinftigen) Zustinde zwangsldufig entwickeln. Dal} die Welt, wie wir sie tat-
siichlich vorfinden, im Grolen genommen, stationdr (in Ruhe) ist, kann, wenn iiber-
baupt, nur als statistisches Gleichgewicht verstanden werden. Vgl. dariiber § 33.
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Die Maxwellschen Gleichungen lauten

_dp: Vg 0F* .
E_bx/e Y 7 bxk——g.

¢: sind die Koeffizienten einer invarianten linearen Differentialform ¢; dx;,
&* bedeutet nach frilherer Konvention Vg- F#*. In der Lorentzschen
Theorie wird fiir 8° der Ansatz gemacht
8 =ou (u" = (&) .
ds

Die ponderomotorische Kraft pro Volumeinheit (eine kovariante Vektor-
dichte in der vierdimensionalen Welt) bestimmt sich aus*)

(2) pi = — Fip 8%,

und die mechanischen Gleichungen lauten allgemein
du; i } , e) — .-

(3) “(n’s_{a uat® | == Pi;

dabei ist stets p;#f = o. Wir kénnen ihnen die frilhere Form geben,
wenn wir neben den p; die GroBen

, ipl R ngﬂt(‘f, @8
(4) { a } fugul = Sa; [IRTE”:
— vgl. § 17, Gl (64) — als die Komponenten p; einer aus dem

metrischen Felde entspringenden »Scheinkraft«< einfilhren; denn dann
lauten jene Gleichungen
dlti -
W= =+ 9.

Die einfachsten Beispiele solcher »Scheinkrifte« sind die Zentrifugal- und
Coriolis-Kraft. Vergleichen wir die Formel (4) fiir die aus dem metrischen
Felde entspringende »Scheinkraft« mit der fiir die ponderomotorische Kraft
des elektromagnetischen Feldes, so zeigt sich eine vollstindige Analogie.
Wie nimlich die Vektordichte mit den kontravarianten Komponenten §
die Elektrizitit charakterisiert, so wird, wie wir gesehen haben, die sich
bewegende Materie durch die Tensordichte mit den Komponenten
3t = pu;u* beschrieben. Den Komponenten Z des elektrischen Feldes
entsprechen hier als Komponenten des metrischen Feldes die GréBSen

={)

Wie die Feldkomponenten # durch Differentiation aus dem elektromagne-
tischen Potential ¢; entspringen, so die [ aus den g;z; diese bilden so-
mit das Potential des metrischen Feldes. Die Kraftdichte ist das Produkt
aus elektrischem Feld und Elektrizitit auf der einen Seite, aus metrischem
Feld und Materie auf der andern Seite:

*) Anderung des Vorzeichens wegen Anderung des Vorzeichens der metrischen

Fundamentalform!
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pi==— F8% bzw. p;= I‘I-’f&ﬁ.

Verlassen wir die Vorstellung einer unabhingig von den physikalischen
Zustinden existierenden Substanz, so tritt an deren Stelle die durch den
Zustand des Feldes bestimmte allgemeine Energie-Impuls-Dichte &% Nach
der speziellen Relativititstheorie geniigt sie dem Erhaltungssatz

L
0xs -

Diese Gleichung ist jetzt nach Formel (37), § 14 zu ersetzen durch die
allgemein invariante

(5)

Wiirde auf der linken Seite nur das erste Glied stehen, so wiirde auch
jetzt T den Erhaltungsgesetzen geniigen. Statt dessen kommt aber ein
zweiter Term hinzu: die »reale« Gesamtkraft

03f

Oxz

agf

bxk

?pi‘”ﬁ: o.

pi = —

verschwindet nicht, sondern ihr muB durch die aus dem metrischen Felde
entspringende »Scheinkraft«

pr=r5 zf’_.—bé"“%«ﬂ

das Gleichgewicht gehalten werden.

Diese Formeln erweisen sich auch in der speziellen Relat1v1tatstheone
als zweckmiBig, wenn man sich auf ein krummliniges oder krummlinig
bewegtes oder beschleunigtes Koordinatensystem zu beziehen hat. Um
den schlichten Sinn unserer Ausfihrungen deutlich zu machen, wollen
wir auf diesem Wege die Zentrifugalkraft bestimmen, die in einem rotie-
renden Bezugssystem auftritt. Verwenden wir ein normales Koordinaten-
system, fiir die Welt: ¢, x,, x,, x,, filhren aber an Stelle der Cartesischen
Raumkoordinaten Zylinderkoordinaten 7, z, 6 ein, so ist

ds® = dt* — (d” 4 dr® - »*40%).
Wir machen, unter w eine konstante Winkelgeschwindigkeit verstanden,
die Substitution
0=0 4w/, t=/{
und lassen hernach die Akzente wieder fort; dann kommt
ds* =di*[1 — 7’ w®) — 27° 0 dOdt — (d2® 4 dr* + 7°d6?).
Setzen wir einen Augenblick

t=x°’ 0:::x1, z=x2’r=x3’

so ist fiir einen in dem jetzt benutzten Bezugssystem ruhenden Massen-
punkt #* = #* = %3 = o und daher
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@°)? (1 —r*w?) =1.

Fiir die Komponenten der Zentrifugalkraft gilt die Formel (4):

00 __ V800 __ s
bx3 - dr

ist, ergibt sich bei Riickkehr zu den gewohnlichen MaBeinheiten, in denen
die Lichtgeschwindigkeit ¢ nicht == 1 ist, und wenn man die kontra-
varianten Komponenten statt der kovarianten benutzt, statt der Indizes
o, 1, 2, 3 aber die bezeichnenderen ¢, 0, z, »:

=~ - - - trw?
P=p=p=o, p=—""

rw\?
1 — [Z2
¢

Zwei eng miteinander zusammenhingende Umstinde sind fiir die
»Scheinkrifte« des metrischen Feldes charakteristisch. Zrstens: die Be-
schleunigung, welche sie einem an einer bestimmten Raum-Zeit-Stelle be-
findlichen (genauer: diese Stelle mit- bestimmter Geschwindigkeit passie-
renden) Massenpunkt erteilen, ist unabhingig von dessen Masse — oder
die Kraft selber ist der trigen Masse des Massenpunktes, an welcher sie
angreift, proportional. Zweitens: bei Benutzung eines geeigneten, nim-
lich eines geoditischen Koordinatensystems an einer bestimmten Raum-
Zeit-Stelle verschwinden jene Krifte volistindig (vgl. § 14). Gilt die
spezielle Relativititstheorie, so kann dieses Verschwinden simultan fiir
alle Raum-Zeit-Punkte durch Einfithrung eines linearen Koordinatensystems
erreicht werden, aber auch im allgemeinen Falle kénnen wenigstens fiir jede
einzelne Stelle durch ein zu dieser Stelle gehériges geeignetes Koordinaten—

system die simtlichen 40 Komponenten [ ,7'; des metrischen Feldes zum
Verschwinden gebracht werden*).

Die erwihnten beiden Umstinde treffen nun aber erfahrungsgemiB zu
fir die Gravitationskraft. Darin, daB ein gegebenes Gravitationsfeld jeder
Masse, die man in das Feld bringt, die gleiche Beschleunigung erteilt,
liegt ja gerade das eigentliche Ritsel der Schwerkraft. Im elektrostatischen
Felde wirkt auf ein schwach geladenes Probekérperchen die Kraft ¢ - €,
wo die elektrische Ladung ¢ nur vom Probekorper, die elektrische Feld-
stirke € nur vom Felde abhingt. Wirken keine weiteren Krifte, so er-
teilt diese Kraft dem Probekorper von der trigen Masse m eine Be-
schleunigung b, welche sich durch die Grundgleichung der Mechanik

*) Es liegt demnach im Wesen des metrischen Feldes, dall es nicht durch einen
gegentiber beliebigen Transformationen invarianten Feldtensor I' beschrieben werden
kann. '
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mb = ¢€ bestimmt. Im Gravitationsfeld gilt etwas ganz Analoges. Die am
Probekérper angreifende Kraft ist = ¢®, wo g, die »Gravitationsladungs,
nur vom Probekorper, & aber nur vom Felde abhingt; die Beschleunigung
bestimmt sich auch hier durch die Gleichung b = ¢@®. Nun stellt sich aber
die merkwiirdige Tatsache heraus, daB die »Gravitationsladunge oder
sschwere Masse« g gleich der »trigen Masse« m ist. Von E6tvos ist die empi-
rische Geltung dieses Gesetzes in neuerer Zeit aufs genaueste gepriift worden 3.
Die einem Korper an der Erdoberfliche durch die Erddrehung erteilte Zentri-
fugalkraft ist der trdgen, sein Gewicht der schweren Masse proportional.
Die Resultierende aus beiden, die scheinbare Schwere, wiirde fiir ver-
schiedene Kérper verschiedene Richtung haben miissen, wenn nicht durch-
weg Proportionalitit zwischen schwerer und triger Masse besteht. Daf
eine solche Richtungsverschiedenheit nicht stattfindet, konstatiert E6tvos
an dem empfindlichsten Instrument, der Drehwage; es wird dadurch die
trige Masse eines Korpers mit derselben Genauigkeit gemessen, mit der
wir durch eine Prizisionswage sein Gewicht bestimmen. — Die trige
Masse eines Korpers hat nach dem Grundgesetz der Mechanik wniverselle
Bedeutung; sie regelt sein Verhalten gegentiber allen auf ihn stattfindenden
Kraftwirkungen, welchen physikalischen Ursprungs sie auch sein mogen;
seine schwere Masse ist aber nach der gewohnlichen Auffassung (wie die
elektrische Ladung) auf ein spezielles physikalisches Kraftfeld, das der
Gravitation bezogen. Vom Standpunkt einer. solchen Auffassung aus muB
aber die Identitit zwischen triiger und schwerer Masse unverstindlich
bleiben; ihr kann nur eine Mechanik gerecht werden, die von vornherein
neben der trigen Masse die Gravitation enthiilt. Das ist mit der Mechanik
des allgemeinen Relativititsprinzips der Fall, wenn wir annehmen, daB
die Gravitation genau so wie die Zentrifugal- oder Corioliskraft mit in
jener »Scheinkrafte drin steckt, die dem metrischen Feld entspringt. —
Die Gravitationskrifte geniigen erfahrungsgemiB auch der zweiten Forde-
rung, daB sie an einer Raum-Zeit-Stelle durch Einfiihrung eines geeigneten
Koordinatensystems zum Verschwinden gebracht werden kénnen. Ein
geschlossener Kasten, ein Lift, dessen Seil gerissen ist und der reibungs-
los im Schwerefeld der Erde abstiirzt, ist ein anschauliches Beispiel eines
solchen Bezugssystems. Alle frei fallenden Korper werden in diesem
Kasten zu ruhen scheinen, die Vorginge werden sich trotz der wirkenden
Schwerkraft relativ zu dem Kasten genau so abspielen, als wenn der
Kasten ruhte und kein Schwerefeld vorhanden wire.

IL Der unter I geschilderte Ubergang von der speziellen zur all-
gemeinen Relativititstheorie ist eine rein mathematische Angelegenheit.
Unter Einfthrung der metrischen Grundform (1) konnen wir die Natur-
gesetze so formulieren, daB sie invariant sind gegeniiber beliebigen Trans-
formationen; das ist eine mathematische Wesensmoglichkeit, es liegt darin
gar keine besondere Eigentiimlichkeit dieser Gesetze. Ein neues physi-
kalisches Moment kommt erst durch die Annahme hinein, die Weltmetrik
sei nicht & priori fest gegeben, sondern jene quadratische Grundform werde
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durch die Materie nach allgemein invarianten Gesetzen bestimmt. FErst
dadurch erheben wir uns zu einer Theorig, die den Namen einer allge-
meinen Relativititstheorie wirklich verdient und nicht nur das mathe-
matische Gewand einer solchen erborgt hat. Erst sie ermoglicht es, das
Problem der Relativitit der Bewegung zu lSsen. Erst sie fiihrt jene
schon unter I. erwihnte Analogie zu Ende, nach der sich das metrische
Feld zur Materie verhdlt wie das elektrische zur Elektrizitit. Und nur
wenn wir sie akzeptieren, ist die am SchluB des vorigen Absatzes an-
gedeutete Theorie moglich, nach der die Gravitation eine AuBerungsweise
des metrischen Feldes ist; denn wir wissen aus der Erfahrung, daB das
Gravitationsfeld sich durch die Massenverteilung (nach dem Newtonschen
Attraktionsgesetz) bestimmt. Weniger in der Forderung der allgemeinen
Invarianz, sondern in dieser Annahme erblicke ich daher den eigentlichen
Kern der allgemeinen Relativititstheorie. Stellen wir uns auf diesen
Standpunkt, so sind wir nicht mehr berechtigt, die aus dem metrischen
Feld ‘entspringenden Krifte als Scheinkrifte zu bezeichnen; sie haben
dann eine genau so reale Bedeutung wie die ponderomotorischen Krifte
des elektromagnetischen Feldes. Diesem Umstande Rechnung tragend,
wollen wir in Zukunft vom Gravitations- statt vom metrischen Felde
sprechen. Auch Coriolis- und Zentrifugalkraft sind reale Kraftwirkungen,
die von dem Gravitationsfeld auf die Materie ausgeiibt werden. Wihrend
sich unter I die mathematisch leicht zu losende Aufgabe stellte, die be- -
kannten Naturgesetze (wie die Maxwellschen Gleichungen) von dem spe-
ziellen Fall eines konstanten metrischen Fundamentaltensors auf den all-
gemeinen zu {ibertragen, haben wir zur Durchfithrung des jetzt entwickelten
Gedankens das invariante Gravitationsgesetz zu ermitteln, nack welchem
die Materie die Komponenten Viz des Gravitationsfeldes bestimmt und das
in der Einsteinschen Theorie an die Stelle des Newtonschen Attraktions-
gesetzes tritt. Hierfiir bieten uns die bekannten Feldgesetze keinen An-
haltspunkt. Trotzdem gelang es Einstein, dies Problem in zwingender
Weise zu l6sen und zu zeigen, daB sich der Ablauf der Planetenbewe-
gungen aus dem gefundenen Gesetz ebensogut erklirt wie aus dem alten
Newtonschen, ja daB sich die einzige, bisher nicht befriedigend erkldrte Un-
stimmigkeit, welche das Planetensystem gegeniiber der Newtonschen Theorle
aufweist, ein Vorriicken des Merkur-Perihels um den Betrag von 43" pro
Jahrhundert, quantitativ richtig aus seiner Gravitationstheorie ergibt.

So fillt uns durch diese Theorie, die eines der michtigsten Zeugnisse
fir die Kraft spekulativen Denkens ist, mit der Losung des Problems
der Relativitit aller Bewegung (einer Losung, die allein imstande ist,
unsere Vernunft zu befriedigen) zuglelch die Losung des Ritsels der Schwer—
kraft als eine reife Frucht mit in den SchoB*). Man sieht, wie bedeut-
same Argumente hier, zu den in Kap. II besprochenen hinzutretend,
dem Rlemann-EmStemschen Standpunkt der allgemeinen Relativitit zum
Durchbruch verhelfen. Auch darf man behaupten, daB erst dieser Stand-

punkt dem Umstande vollig gerecht wird, daB Raum und Zeit dem mate-
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 13
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rialen Gehalt der Welt als Formen der Erscheinungen gegeniibertreten:
nur die physikalischen ZustandsgréBen kénnen gemessen, d. h. aus mate-
riellen Geschehnissen abgelesen werden, nicht aber die vier Weltkoordi-
naten, die vielmehr a priori in willkiirlicher Weise den Weltpunkten zu-
geordnet werden, um die Darstellung der in der Welt ausgebreiteten
ZustandsgréBen durch mathematische Funktionen (von vier unabhingigen
Variablen) zu erméglichen.

Wihrend das Potential des elektromagnetischen Feldes von den Koeffi-
zienten einer invarianten /rearen Differentialform der Weltkoordinaten
@:dx; gebildet wird, besteht das Potential des Gravitationsfeldes aus den
Koeffizienten einer invarianten gqwadratischen Differentialform. In diese
Erkenntnis von grundsitzlicher Bedeutung hat sich in dem Aufstieg, den
wir hier vollzogen, allmihlich der Pythagoreische Lekrsatz verwandelt.
Sie kommt uns in der Tat nicht aus der Beobachtung der Gravitations-
erscheinungen im eigentlichen Sinne (Newton wurde den Beobachtungen
durch Einfiihrung eines einzigen Gravitationspotentials gerecht), sondern
aus der Geometrie, den Erfahrungen des Messens. Die Einsteinsche
Gravitationstheorie entspringt eben durch das Zusammentreten zweier Er-
kenntnisgebiete, die bis dahin in der historischen Entwicklung vollig ge-
trennt verlaufen waren; wir konnten diese Synthese durch das Schema

Pythagoras Newton

Einstein

andeuten. _
Um die Werte der Grien g aus unmittelbar beobachtbaren Tatsacken

zu eninehmen, benutzen wir wie in der speziellen Relativitdtstheorie Licht~
signale und kriftefrei sich bewegende Massenpunkte. — Die Weltpunkte
seien irgendwie auf Koordinaten x; bezogen. Die durch einen Weltpunkt
O hindurchgehenden geoditischen Linien

d*x; af) dx, dx . dx; dxp
O GHNET= =TE
zerfallen in zwei Klassen, diejenigen mit rawmartiger und die mit zest-
artiger Richtung (C < o bzw. C >> o). Die letzteren erfiillen einen
»Doppelkegel« mit Knotenpunkt in O, der von O aus in zwei einfache
Kegel zerfillt, den in die Zukunft und den in die Vergangenheit ge-
offneten. Der erste enthidlt alle Weltpunkte, die zur »aktiven Zukunfi«
von O gehoren, der andere alle Weltpunkte, welche die »passive Ver-
gangenheite von O ausmachen. Der begrenzende Kegelmantel wird von
den geoditischen Nullinien (C = o) gebildet; auf seiner »zukiinftigen«-
Hilfte liegen alle Weltpunkte, in denen ein in O gegebenes Lichtsignal
eintrifft, allgemeiner die strengen »Einsatzpunkte« einer jeden in O aus-
gelosten Wirkung. Die metrische Fundamentalform bestimmt demnach
-allgemein, welche Weltpunkte untereinander in Wirkungszusammenhang
stehen. Sind dJx; die relativen Koordinaten eines zu O unendlich
benachbarten Weltpunktes O', so wird O’ von einem in O aufgegebenen

= C = konst.

z
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Lichtsignal dann und nur dann passiert, wenn gz dx;dxz = o ist. Durch
Beobachtung der Lichtankunft in den zu O benachbarten Punkten kénnen
wir also das Verhiltnis der Werte der g;z im Punkte O feststellen; und
wie in O, so in jedem andern Punkt. Mehr aber li8t sich aus dem Vorgang
der Lichtausbreitung iiberhaupt nicht entnehmen; denn es geht aus einer
Bemerkung auf S. 114 hervor, daB die geoditischen Nullinien nur von dem
Verhidltnis der gz abhingig sind. — In Anbetracht dieser Umstinde ist
vielleicht der Name »Gravitationsfeld« fiir dasjenige Reale, was durch die
metrische Fundamentalform dargestellt wird, zu einseitig und wiirde besser
durch »>Ather« ersetzt. In der Tat spielt dieser »Ather« die gleiche Rolle
wie der Ather der alten Lichttheorie und der »absolute Raum« der Newton-
schen Mechanik; nur ist er freilich etwas ganz anderes als ein substantieller
Trager.

Den durch die Beobachtung der Lichtausbreitung noch unbestimmt ge-
lassenen Proportionalititsfaktor in den gz wihlen wir zunichst willkiirlich.
Die so erhaltenen Werte gi werden dann noch nicht die richtigen, der
Normaleichung entsprechenden sein, sondern diese entspringen aus jenen
nach der Formel gz = Agl, welche die unbekannte positive Raum-Zeit-
Funktion 4 enthilt. Indem wir aber zwei nur unter dem Einflu des Gravi-
tationsfeldes sich bewegende Massenpunkte, die O in zwei verschiedenen
Weltrichtungen passieren, in der unmittelbaren Umgebung von O verfolgen,
wird es uns gelingen, das Differential

. l,-a’xi . 6}4
(7) a1gh =2 (k, - b—x>

(d. i. die Werte seiner Koeffizienten) in O zu ermitteln. Geschieht dies
nicht nur in O, sondern in allen Weltpunkten, so ist damit lgA bis auf
eine additive, A selbst also bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt.
Die letztere muB durch individuelle Wahl einer MaBeinheit festgelegt werden.

Wir fithren fiir die Weltlinie des einen, O passierenden Massenpunktes
die »falsche Eigenzeit« s* durch

ds*? = ghdx:dxy
ein und setzen in O (mit einer ohne weiteres verstindlichen Bezeichnung)

; dx tyrr A% {a }*a’xa dxg
W= USgmT ) ar g

z

Dieselbe Weltlinie soll bei Benutzung der aus &s® = A4s** sich ergeben-
den richtigen Eigenzeit s als Kurvenparameter der geodétischen Gleichung (6)

*
geniigen. Indem wir darin 4s durch 4 und Js%, {a ‘@} durch 4 und {a ﬂ}
ausdriicken: ’ :
{a (3} {a ,8}*+ 9% Ag+ 0% Ao —gug
i) s

, 2 (1o = g,

ergibt sich
13%
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A . . . },,-u"
(8) T—U—{—‘au (mlta-—- 7 )
#, U? sind aus der Beobachtung zu entnehmen, 47 und & sind unbekannt.
Haben fiir den zweiten Massenpunkt 2%, V% @ dieselbe Bedeutung wie
¥, U, o fir den ersten, so gilt auBerdem

) L=Vt

Sind die beiden Weltrichtungen » und » der Massenpunkte voneinander
verschieden, so bestimmen die Gleichungen

oW — Bl = Vi — [U*

eindeutig die Zahlen o« und 8, und darauf liefert (8) oder (9) das ge-
wiinschte Resultat.

§ 27. Einsteins Grundgesetz der Gravitation.

Nach der Newtonschen Theorie wird der Zustand der Materie durch
einen Skalar, die Massendichte u, charakterisiert, und auch das Gravitations-
potential ist ein Skeler @; es gilt die Poissonsche Gleichung

(10) A® = 4tkp (4 = divgrad; k die Gravitationskonstante).

Dies ist das Gesetz, nach welchem die Materie das Gravitationsfeld
bestimmt. Nach der Relativititstheorie kann die Materie im strengen
Sinne nur durch einen symmetrischen Zensor 2. Stufe 73z, oder besser

noch, durch die zugehorige gemischte Tensordichte T} zureichend be-
schrieben werden, und im Einklang damit besteht auch das Potential des
Gravitationsfeldes aus den Komponenten eines symmetrischen Zensors gi.
Anstelle der einen Gleichung (10) wird also in der Einsteinschen Theorie
ein System von Gleichungen zu erwarten sein, deren linke Seiten Diffe-
rentialausdriicke 2. Ordnung in den g sind und auf deren rechter Seite
die Komponenten der Energiedichte T auftreten; dies System mu8
natiirlich invariant gegentiber beliebigen Koordinatentransformationen sein.
Um das Gravitationsgesetz zu finden, kniipfen wir am besten an das am
SchiuB von § 25 formulierte Hamiltonsche Prinzip an. Da bestand die
WirkungsgroBe aus drei Teilen, der Substanz- und Feldwirkung der
Elektrizitit und der Substanzwirkung der Masse oder Gravitation. Hier
fehlt ein vierter Term: die Feldwirkung der Gravitation, welche wir jetzt
zu ermitteln haben. Bevor dies aber geschieht, wollen wir noch die
Anderung berechnen, welche die Summe der uns schon bekannten drei
ersten Terme erfihrt, wenn wir die Potentiale ¢, des elektromagnetischen
Feldes und die Weltlinien der Substanzelemente ungeiindert lassen, aber
die giz, die Potentiale des metrischen Feldes, einer unendlich kleinen virtuellen
Variation 0 unterwerfen; eine Moglichkeit, die sich ja erst in der all-
gemeinen Relativititstheorie darbietet.
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Die Substanzwirkung der Elektrizitit erleidet dabei keine Anderung,
die Anderung des in der Feldwirkung auftretenden Integranden

16 = 3 g
ist B
HVed (T F*) + (FaF™*)8 V) -
Hier ist der erste Summand in der geschweiften Klammer = &,,0 77,
und dafiir findet man wegen
F7S — grigskﬁ;.’é
sogleich den Wert B
ngF,;Fkr(;gjk;
der zweite Summand ist nach § 17, (58')
= — @g;kdg"".
Es ergibt sich also schlieBlich fiir die Variation der Feldwirkung

— [@adgtiz = [316*0guds

[vergl. § 17, (59)}, wenn
(11) &f = 180f — Fi, 3+

die Komponenten der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes sind *).
Plotzlich begreifen wir (aber erst hier, wo uns die Variation der Welt-
metrik ermdglicht ist), woher eigentlich die komplizierten Ausdriicke (11)
fir die Energie-Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes kommen. —
Fir die Substanzwirkung der Masse erhalten wir ein entsprechendes
Resultat; es ist

(Adxdxp g

0Vgudxdxy = — = sdsutu*d gig,

of (an Vi Tridns) = [tuitdgnds.

Fiir die Gesamtinderung des uns schon bekannten Teils der Wirkungs-
groBe bei Variation des metrischen Feldes kommt demnach

(12) /%i"kdg,-ka’x,

wo %? die Tensordichte der Gesamtenergie bedeutet.
Das nock fehlende vierte Glied der Wirkungsgrofe, dic Feldwirkung

also

der Gravitation, wird ein invariantes Integral f ®dx sein miissen, dessen
. ; &

Integrand & aus den Potentialen gz und den Feldkomponenten {Z }
: r

*) Das entgegengesetzte Vorzeichen wie in Kap. III wegen Anderung des Vor-

zeichens der metrischen Fundamentalform!
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des Gravitationsfeldes (aus den giz und ihren Ableitungen 1. Ordnung

dgin
dOx,
als Gravitationsgesetze Differentialgleichungen von keiner hoheren als der
2. Ordnung ergeben. Ist das totale Differential jener Funktion

(13) 06 = ﬁ &*0gip -+ X @ik”agu,r (B = @*, GFHr = Gik7),

so erhilt man fiir eine infinitesimale Variation 0g;z, die auBerbalb eines
endlichen Gebiets verschwindet, durch eine partielle Integration

(14) df@dx =f§[@5]"k5gfkrlx,

= gir r) aufgebaut ist; nur dann, sollte man meinen, werden sich
b

wo die »Lagrangeschen Ableitungen« [@#, die symmetrisch in den ¢
und £ sind, aus der Formel

[®)* = @+ — VG~

dx,

zu berechnen sind. So werden denn die Gravitationsgleichungen in der
Tat die von vornherein vorausgesehene Form

(15) [@)f = — Tf

annehmen; und es wundert uns nun auch gar nicht mehr, daB durch
Variation der gz an den ersten drei Bestandteilen der WirkungsgroBe
nach (12) gerade die Energie-lmpulskomponenten als Koeffizienten
herausspringen. — Leider existiert aber eine skalare Dichte &, wie wir
sie wiinschen, iiberhaupt nicht; denn man kann ja an jeder vorgegebenen

Stelle durch geeignete Wahl des Koordinatensystems alle {tf} zum Ver-

schwinden bringen. Wohl aber haben wir im Skalar R der Riemannschen
Kriimmung eine Invariante kennen gelernt, welche die 2. Ableitungen
der gz nur linear enthilt; es lieBe sich sogar zeigen, daB sie die einzige
Invariante dieser Art ist. Und infolge jener Linearitit lassen sich in dem

invarianten Integral j‘%R Vgdx durch partielle Integration die Ableitungen

2. Ordnung herausschaffen. Wir bekommen dann

fgm@z’x =f(85dx

-+ einem Divergenzintegral, d.h. einem Integral, dessen Integrand die

z

Gestalt

oo . . :
S besitzt; hier hingt nun & nur von den g; und deren
z

1. Ableitungen ab. Fiir Variationen Jgiz, die auBerhalb eines endlichen
Bereichs verschwinden, -ist daher

6f§RV§a’x=6f(§5dx,
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weil nach dem Prinzip der partiellen Integration

fb
bxl
ist.  Nicht f @dx selber, wohl aber die Variation d f ®dx ist eine In-

variante, und darauf kommt es ja in dem Hamiltonschen Prinzip allein

an. Wir brauchen daher kein Bedenken su tragen, f G dx als die Wirkungs-

grofe des Gravilationsfeldes einsufiihren; und dieser Ansatz ist der einzige,
der sich als miglich herausstellf. So werden wir zwangsliufig zu eindeutig
bestimmten Gravitationsgleichungen (15) gefiihrt. Aus ihnen geht hervor,
daB jede Art von Energie gravitierend wirkt; nicht bloB die in den
Elektronen und Atomen konzentrierte Energie, die Materie im engeren
Sinne, sondern auch die diffuse Feldenergie (denn I7 sind die Kompo-
nenten der Gesamtenergie)

Bevor wir die Rechnungen durchfithren, welche nétig sind, um die
Gravxtatlonsglexchungen in expllzlter Form hmschrelben zu konnen, wollen
wir zunichst noch priifen, ob wir im Falle der Mieschen Theorie zu ana-

logen Resultaten gelangen. Die in ihr auftretende Wirkungsgro8e f Qdx

ist eine Invariante nicht nur gegeniiber linearen, sondern beliebigen Trans-
formationen; denn £ ist rein algebraisch (ohne Tensoranalysis) zusammen-
gesetzt aus den Komponenten ¢; eines kovarianten Vektors (des elektro-
magnetischen Potentials), den Komponenten #j; eines linearen Tensors
2. Stufe (des elektromagnetischen Feldes) und den Komponenten g;; des
metrischen Fundamentaltensors. Wir setzen das- totale Differential dieser
Funktion

(16) 82 =1TMdga+ 0.8, 0,8 =1§0Fu + Fg;
(T =T, = — 57

und bezeichnen alsdann die Tensordichte T als Energie oder Materie.
Wir bringen dadurch nur wiederum zum Ausdruck, daB sich das metrische
Feld (mit den Potentialen g;z) zu der Materie (T%) ebenso verhilt wie das
elektromagnetische Feld (mit den Potentialen ;) zum elektrischen Strom
(8). Wir haben aber jetzt die Verpﬂxchtung, nachzuweisen, daB die gegen-
wartige Erkldrung genau zu den in § 25, (64) angegebenen Ausdriicken
fir Energie und Impuls fithrt; damit wird dann auch der damals noch
schuldig geblicbene Beweis fiir die Symmetrie des Energietensors erbracht.
Wir konnen nun hier nicht mehr, wie es oben im besonderen Falle der
Maxwellschen Theorie geschah, das Geforderte durch direkte Rechnung
erreichen, sondern bedienen uns dazu der folgenden schonen Uberlegung,
deren Keime bei Lagrange zu finden sind, die aber in vollkommenster
Form von F. Klein auseinandergesetzt wurde®).

Mit dem Weltkontinuum nehmen wir eine infinitesimale Deformation
vor, durch welche allgemein der Punkt (x;) in den Punkt (¥, tbergeht:
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(17) x;== x; = 8'§i(xoxxx2x3)

(¢ ist der konstante infinitesimale Parameter, dessen hohere Potenzen in
allen Rechnungen zu.streichen sind). Wir stellen uns vor, daB die Zu-
standsgroBen von der Deformation mitgenommen werden, so daB8 also
nach Ausfiihrung der Deformation die neuen @; (wir nennen sie ;) solche
Funktionen der Koordinaten sind, da8 zufolge (17) die Gleichung besteht:

(18) @i(x)dx: = @i (x) dx:

und im gleichen Sinne auch die symmetrische und schiefsymmetrische
bilineare Differentialform mit den Koeffizienten gz, bzw. Fiz ungeindert
bleibt. Die Anderungen g;(x) — @:(%), welche die GroBen @: an einer
festen Weltstelle (x;) durch die Deformation erfahren, bezeichnen wir mit

0 @;; entsprechende Bedeutung haben dg; und 0F;. Setzen wir in die
Funktion € an Stelle der alten GréBen ¢; usw. die durch die Deformation

daraus entstandenen g;--- ein, so moge die Funktion € = £ + 6 & her-
vorgehen; dabei ist d¢ durch (16) gegeben. Ferner sei X ein beliebiges

Weltgebiet, das durch die Deformation in % tibergeht. Durch die Defor-
mation erleidet die WirkungsgroBe

f 8dx eine Anderung &' [ 8dx -
z

z

gleich dem Unterschied des Integrals von & iiber X und des Integrals
von & iiber ¥. DaB die WirkungsgroRe eine Invariante ist, driickt sich
in der Gleichung aus:

(19) 6’f8dx=o.
%

Jene Differenz zerlegen wir natiirlicherweise in zwei Teile: 1) die Differenz
des Integrals von & und & iiber ¥, 2) die Differenz des Integrals von

£ tber X und ¥. Fir den ersten Teil konnen wir, da ¥ nur infinitesi-
mal von X verschieden ist, setzen

J/de =fasarx,
X x

der zweite ist auf S. 100 zu
e f? &F) 4
bx,-

4

bestimmt worden. :

Um die Betrachtung durchzufiihren, miissen wir jetat zunichst die
Xan'_ationen 0@:, Ogix, 0Fy berechnen. Wenn wir einen Augenblick
$:(x) — @i(x) = &’ @; setzen, gilt wegen (18):
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0 @i dx; + e ,d§” = 0, also

6’(/);: — &Py :£j7
und da
’ P 0 ! b 14
0 = 6 ¢: — {:(x) — Pi(x)}) = s — e'ﬁé

ist, mit Unterdriickung des selbstverstindlichen Faktors &:

1 d0¢ps ..,
(20) —6‘Pz'—‘l’rg;;+rxr§.
Ebenso kommt
’ . bg’: bg" agz'k .
(20) - 65’”“ = &ir b’xk +grk bx; + bx, § ,
r” . agr bgr bEk "
(20”) _6Ek—E767k +Frkb_x;-+ bx’g.

Dabei ist

wegen P — dgi _ dpr (21) & Fp = ddp)  d(dga) .

dxz dx; dxz x|

denn weil die erste Relation invarianter Natur ist, folgt aus ihr
- d: (x) dwi(x _ 0: @
Fi(x) = (p_(x} A f(x) , also auch Fyu(x) = dgilx) _ 3 ()
0xz dx; dx dx;

Durch Einsetzen findet man

— 88 = @+ §FE o+ B o 4 (T %"f{i + +)¢&.

0xz

Beseitigen wir die Ableitungen der & durch partielle Integration und
setzen zur Abklirzung

B =Tt + £ O + i3t — 058

so erhalten wir eine Formel von folgender Gestalt:
& pr
(22) —J'fﬁdx:/Mﬂ’x—f—f(t[?)dx:0.
3 4 O £

Nun folgt daraus zunichst in bekannter Weise, wenn wir die & geeignet
wihlen, und zwar so, daB sie auBerhalb eines endlichen Gebiets ver-
schwinden, und fir ¥ eben dieses Gebiet wihlen: daB an jeder Stelle

(23) F=o

ist. Mithin ist in (22) auch der erste Summand = o; die so entstandene
Identitit gilt fiir beliebige Grofen & und jedes endliche Integrationsge-
biet X¥. Also muB, da das Integral einer stetigen Funktion iiber jedes
Gebiet nur dann verschwindet, wenn die Funktion selber = o ist,
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ABLE) _ p0F | 3B

bxk - ‘E-I_axkg:o

sein. Hier konnen nun an einer Stelle & un

¥
Oxz
nehmen; infolgedessen ist

k
%f::o,(b—&:o).

dxz

Damit sind wir zu dem gewiinschten Resultat gelangt:
T 00F — B — it

Diese Uberlegung liefert uns aber zugleich die Erikaltungssitze fiir
Energie und Impuls, die wir in § 25 durch Rechnung gefunden hatten:
sie sind in den Gleichungen (23) enthalten. Fiir die Anderung der Wir-
kungsgrofie der ganzen Welt bei einer, auBerhalb eines endlichen Welt-
gebiets verschwindenden, unendlichkleinen -Deformation finden wir

(24) fﬁﬂa’x =‘/.§$"k6g,-kdx +/602dx =o.

Hier fillt infolge der Gleichungen (21) und der Gitltigkeit des Hamilton-
schen Prinzips

(25) fﬁoﬂﬂ’x=o

(den Maxwellschen Gleichungen) der zweite Teil weg; der erste aber ist,
wie wir schon oben berechnet haben,

f(zkbgk +1 hg’”z«ﬂg) dx ._f(&‘ — zbg"f‘ M) B dsx .

So ergeben sich als eine Folge der Gesetze des elektromagnetischen Feldes
die mechanischen Gleickungen

T off
(26) Sz bx, =L o.
(Wegen des durch die Gravitation bedingten Zusatzgliedes kénnen diese
Gleichungen in der allgemeinen Relativititstheorie nicht mehr gut als
Erhaltungssiitze bezeichnet werden; die Frage, ob sich wirkliche Erhal-
tungssitze aufstellen lassen, wird erst in § 32 gepriift werden.)

Aus dem durch Hinzufiigung der Wirkungsgriofe des Gravitationsfeldes
erginzten Hamiltonschen Prinzip

(27) ' 5f(ﬂ+@)dx=o,

in welchem nun elektromagnetischer wnd Gravitations-Feldzustand unab-
hingig voneinander virtuellen unendlichkleinen Verinderungen unter-
worfen  werden diirfen, entspringen neben den elektromagnetidchen Ge-
setzen noch die Gravitationsgleichungen (r5). Wenden wir die obige zu
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(26) fihrende Uberlegung auf & statt auf € an — es gilt ja fir die
durch unendlichkleine, auBerhalb eines endlichen Bezirks verschwindende
Deformation des Weltkontinuums bewirkte Variation & auch hier

0[6ix=0df1rVidx=o—,
so flieBen daraus die zu (26) analogen mathematischen Identititen:

b[@ﬂf . }_bgaﬂ
bxk 2 bx;

[@]“(g = (;

Der Umstand, daB & auBer den g;z noch deren Ableitungen enthilt,
macht dabei gar nichts aus. Die mechanischen Gleichungen (26) sind
demnach ebensowohl eine Folge der Gravitationsgleichungen (15) wie der elek-
tromagnetischen Feldgesetze.

Die wunderbaren Zusammenhinge, welche sich hier zeigen, konnen,
unabhingig von der Frage nach der Giiltigkeit der Mieschen Elektro-
dynamik, folgendermaBen formuliert werden. Der Zustand eines physi-
kalischen Systems wird relativ zu einem Koordinatensystem beschrieben
durch gewisse raumzeitlich variable Zwstandsgrofen ¢ (das waren oben
die ;). AuBer ihnen kommt das durch seine Potentiale gz zu charak-
terisierende metrische Feld in Betracht, in welches das System eingebettet
ist. Die GesetzmiBigkeit der Vorginge im System wird beherrscht von

einer /ntegralinvariante | & dx, die skalare Dichte & ist dabei eine Funk-

tion der ¢ und ibrer Ableitung 1., eventuell hoherer Ordnung; auBerdem
der gz, doch gehen nur diese GroBen-selber, nicht auch ihre Ableitungen
in 8 ein. Wir bilden das totale Differential der Funktion £, wobei wir
nur denjenigen Teil explizite hinschreiben, welcher die Differentiale 0 gz
enthilt:

08 = :T*0gu -+ 0,8.

Dann ist T# die Tensordichte der mit dem physikalischen Zustand des
Systems verkniipften Energie (Materie). Die Bestimmung ihrer Kompo-
nenten ist damit ein fiir allemal auf die Bestimmung der Hamiltonschen
Funktion R zurlickgefithrt; nwr die allgemeine Relativititstheorie, welche
die Variation der Weltmetrik ermiglicht, fihrt zur wakren Definition der
Energie. Die Zustandsgesetze ergeben sich aus dem »partiellen« Wir-
kungsprinzip (25), in welchem nur die ZustandsgréBen ¢ zu variieren
sind; es flieBen daraus so viele Gleichungen her, als Gréfien ¢ vorhanden
sind. Die hinzutretenden 10 Gravitationsgleichungen {15) fir die 10 Po-
tentiale g;z ergeben sich, weon man das partielle zum totalen Wirkungs-
prinzip (27) erweitert, in welchem nun auch die g; mitzuvariieren sind.
Die mechanischen Gleichungen (26) sind sowohl eine Folge der Zustands-
wie der Gravitationsgesetze; man konnte sie als die Eliminante aus beiden
bezeichnen. In dem System der Zustands- und Gravitationsgesetze sind
daher vier tiberschiissige Gleichungen enthalten. In der Tat muff die alige-
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meine Losung vier willkiirliche Funktionen enthalten, da die Gleichungen
ja zufolge ihrer invarianten Natur das Koordinatensystem der x; vollstindig
unbestimmt lassen und mithin durch willkiirliche stetige Transformation
dieser Koordinaten aus einer Losung der Gleichungen immer wiederum
Losungen hervorgehen (die aber objektiv denselben Weltverlauf darstellen).
Die alte Einteilung in Geometrie, Mechanik und Physik muB in der Ein-
steinschen Theorie durch die Gegeniiberstellung von physikalischem Zu-
stand und metrischem oder Gravitationsfeld ersetzt werden.

Der Volistindigkeit halber kehren wir noch einmal zu dem Hamilton-
schen Prinzip der Maxwell- Lorenteschen Theorie zuriick. Variation der
@: liefert die elektromagnetischen, Variation der g;z die Gravitationsgesetze.
Da die WirkungsgroBe eine Invariante ist, ist die unendlichkleine Ande-
rung, welche an ihr eine infinitesimale Deformation des Weltkontinuums
hervorruft, = o; dabei sollen elektromagnetisches und Gravitationsfeld
sowie die Weltlinien der Substanzelemente von der Deformation mitge-
nommen werden. Jene Anderung besteht aus drei Summanden: denjenigen
Anderungen, die durch die betreffende Variation des elektromagnetischen
und des Gravitationsfeldes und der Substanzbahnen je fiir sich hervor-
gebracht werden. Die beiden ersten Bestandteile sind o zufolge der
elektromagnetischen und der Gravitationsgesetze; also verschwindet auch
der dritte Bestandteil, und es ergeben sich so die mechanischen Glei-
chungen als eine Folge der beiden eben erwihnten Gesetzesgruppen.
Frithere Rechnungen rekapitulierend, konnen wir diese Herleitung im
einzelnen so bewerkstelligen: Aus den Gravitationsgesetzen folgen die
Gleichungen (26) oder

YK d08af = }
. M = — — 128af gop .
(28) uU,+uzM [ Sor ¢ dx; Sef |

darin ist &% die Tensordichte der elektromagnetischen Feldenergie,

du; Ao,
=_"1 f
Ui ds  * dx;
und M die linke Seite der Kontinuititsgleichung der Materie:
= dew)
0x;

Zufolge der Maxwellschen Gleichungen ist in (28) die rechte Seite
== — Fp8 (8 = o).
Multipliziert man darauf (28) mit # und summiert nach 7, so kommt
M = o; und somit sind wir bei der Kontinuititsgleichung der Materie
und den mechanischen Gleichungen in ihrer gewthnlichen Form angelangt.
Ist jetzt der volle Uberblick dariiber gewonnen, wie sich die Ein-
steinschen Gravitationsgesetze in das Gefiige der iibrigen physikalischen
Gesetze einordnen, so bleibt uns zum SchluB noch die peinliche Auf-
gabe, den expliziten Ausdruck der [®]# zu berechnen. Wir miissen dabei
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natiirlich von der Definition des Skalars R = g# R;z der Riemannschen
Kriimmung ausgehen; die R sind in § 17, (60) angegeben. Zunichst
ist durch partielle Integration (Abspaltung einer Divergenz)

(29) fngg_dx in f@a’x

iiberzufithren. Dies geschieht auf Grund der Gleichungen:

KN (Vé_y.gik{irr}) — Vg gt 0 {”} + [ir} b&rﬂ/@’

dxz daz L » 7 dag
9 -, ik[i.'é} v Y {"'é} {i k} b(g'ﬂi?)'
3, (Vg £ )_— Ve-g 0x, L 7 + r dx,

Die Differenz der in ihnen rechts an erster Stelle auftretenden Terme

kommt in RV vor und ist bei der Umgestaltung (29) durch die umge-
kehrte Differenz der in jenen Gleichungen an zweiter Stelle auf der rechten
Seite auftretenden Summanden zu ersetzen. Diese sind aber nach § 17,

(577, (57") _ :
T eve== {0 e v o
Vel T (=T ) = e (N == {THED)
Subtraktion des ersten Ausdrucks vom zweiten liefert
eve (=G

und wir finden somit ' '
s e=eve({T - {Y))

Weiter ist die Variation von & zu berechnen:
s () 2 sz - e

ol [ [ 0

Das 4. Glied kann geschrieben werden

~{Jo (Ve +vear ()= o vee (v ()
und vereinigt sich mit dem zweiten zu.

{i k} dg*Vg)
g8 8,

r 0x,
das erste aber wird bei geeigneter Abdnderung der Indizesbezeichnung
—_ e {ir}ab(gikvg)

7 0xz
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Durch Vertauschung von Differentiation und Variation und nachfolgende
partielle Integration ergibt sich daher ‘

_[l_3 z'r} i{z‘k} {ir}{k:} {ik}{rs} e lavs) .
6./;®dx_f(—bxk{r +bxr 1 s s + r)ls )"Hg Vg) dx
=fRik 0 (é’"kVE) dx.
Nach Definition ist dies
=‘/.[(§5]"’E Ogin dx = -—ﬁ@ﬂik 0g*dx,

und es findet sich daher, da die Rz im Riemannschen Raum symme-
trisch sind:

(@ls = Vg (g R — Ra) = 300 R — Rz,

(6] = £ 0% — ¢,

und die Gravitationsgleichungen lauten

(31) RE— 204 = TH

Hierbei ist natiirlich (genau wie in den elektromagnetischen Glei-
chungen iiber die Einheit der Ladung) iiber die Einheit der Masse in
rationeller Weise verfiigt. Behalten wir die Einheiten des CG.S-Systems
bei, so wird rechts eine universelle Konstante 87r% als Faktor hinzuzu-
fiigen sein. Es konnte von vornherein noch zweifelhaft sein, ob x positiv
oder negativ ist, und ob nicht in den Gleichungen (31) die rechte Seite
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen ist. % wird sich aber
im néchsten Paragraphen auf Grund der Erfahrung, daB Massen sich
anziechen und nicht abstoBen, in der Tat als positiv herausstellen. —
Man beachte in mathematischer Hinsicht, daB die exakien Gravitations-
gesetze nicht linear sind; wenn auch linear in den Ableitungen der Feld-

"komponenten {zf}, so doch nicht in diesen selbst. Verjlingen wir die

Gleichungen (31), d. h. setzen 2 =i und summieren nach 7, so kommt.
— R =T = T deshalb kann man fiir (31) auch schreiben
(52) 0 = TF— 14T

In der ersten Arbeit®), in welcher Einstein, noch nicht geleitet vom
Hamiltonschen Prinzip, die Gravitationsgleichungen aufstellte, fehlte rechts
das Glied — 3 0% Z; erst hernach erkannte er, daB es durch den Energie-
Impulssatz gefordert wird?). Der ganze hier dargestellte, vom Hamilton-
schen Prinzip beherrschte Zusammenhang ist erst in weiteren Arbeiten
von H. A. Lorentz, Hilbert, Einstein, Klein und dem Verf. zutage ge-
treten ).

Damit haben wir die Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie
entwickelt. Jetzt fragt es sich, ob die Erfahrung diese rein spekulativ
gewonnene Theorie bestitigt, vor allem, ob die Planetenbewegung aus ihr-
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ebensogut (oder noch besser) wie aus dem Newtonschen Attraktions-
gesetz erklirt werden kann. §§ 28—31 handeln von der Losung der
Gravitationsgleichungen; die Weiterfithrung der allgemeinen Theorie wird
erst im § 32 wieder aufgenommen.

§ 28. Statisches Gravitationsfeld. Zusammenhang mit der
Erfahrung.

Um den Zusammenhang mit den am Planetensystem gewonnenen Er-
fahrungen herzustellen, spezialisieren wir zunichst die Einsteinschen Gesetze
auf den Fall des statischen Gravitationsfeldes’). Dieser ist dadurch
charakterisiert, daB bei Benutzung geeigneter Koordinaten die Welt sich
in Raum und Zeit zerspaltet, daB also fiir die metrische Grundform

3
ds* = f*dt* — do*, do* =) yudxidxy
i, k=1
gilt:
foo =J") Gui=gu=10; ga=—ya (=12 3);
und daB dabei die auftretenden Koeffizienten #, y:; nur von den Raum-
koordinaten x, x,x,, nicht von der Zeit # = x, abhidngen. Jo¢” ist eine
positiv-definite quadratische Differentialform, welche die Metrik des Raumes
mit den Koordinaten x, x,x, bestimmt; f ist offenbar die Lichtgeschwin-
digkeit. Das MaB # der Zeit ist (nach Wahl der Zeiteinheit) durch die
aufgesteliten Forderungen vollstﬁndig festgelegt, die Raumkoordinaten
x, x, x, hingegen nur bis auf eine beliebige stetige Transformation dieser
drei Koordlnaten untereinander. Im statischen Fall liefert die Weltmetrik
also auBer der MaBbestimmung des Raumes noch ein Skalarfeld f im Raum.
Bezeichnen wir die auf die ternire Form Z0? beziiglichen Christoffel-
schen Dreiindizes-Symbole durch einen angehingten * und durchlaufen
die Indexbuchstaben 7, 4, / bloB die Ziffern 1, 2, 3, so folgt aus der

Deﬁnltlon lelcht .
1A 1

fhl=es ()= ()=
(o=t {57

Darin sind f; = i( die kovarianten Komponenten des dreidimensionalen
t

Gradienten, f? = y*f; die zugehdrigen kontravarianten; Vyfi = § sind
die Komponenten einer kontravarianten Vektordichte im Raum. Fiir die

Determinante y der yi gilt VE =f V;7 Setzen wir ferner
df; % L N ARE
T L PR v N L 4

dxp dx: 0z dx,

Sir =
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(auch der Summationsbuchstabe » durchlduft nur die drei Ziffern 1, 2, 3) und
¢ — .
4f=b_§,- (df="Vy £i),
so erbalten wir zwischen den Komponenten R;; und P; des Kriim-

mungstensors 2. Stufe, der zur quadratischen Fundamentalform 4s® bzw.
do® gehort, durch eine einfache Rechnung die Beziehungen:

Fiir ruhende inkohirente (nicht durch Spannungen aufeinander ein-
wirkende) Materie ist £ = u die einzige von o verschiedene Kompo-
nente der tensoriellen Energiedichte; es ist daher auch T = pu. Ruhende
Materie erzeugt ein statisches Gravitationsfeld. Von den Gravitations-

. . . R ) N S
gleichungen (32) interessiert uns nur.die (o) ; sie liefert

(33) Adf=zu
oder mit Hinzufiigung des konstanten Proportionalititsfaktors 87z« :
(33) Adf = gmwnp.

Nehmen wir an, daB ds* (bei geeigneter Wahl der Raumkoordinaten
x,%,%,) unendlich wenig von

(34) c*dt* — (dx} + dxl 4 dx))

abweicht — dazu miissen die das Gravitationsfeld erzeugenden Massen
unendlich schwach sein —, so ergibt sich, wenn wir

o
f =< + -’:—
setzen (@ unendlich klein):

_eo . yo  vo
=3 T T

und g ist das ¢-fache der Massendichte in den gewo6hnlichen MaBeinheiten.
Tatsdchlich trifft diese Annahme nach allen unsern geometrischen Erfah-
rungen innerhalb des Planetensystems mit groBer Anndberung zu.

Da die Massen der Planeten gegentiber der felderzeugenden, als
ruhend zu betrachtenden Sonnenmasse sehr klein sind, kénnen wir jene
wie »Probekorpere, die in das Gravitationsfeld der Sonne eingebettet sind,
behandeln. Die Bewegung eines jeden von ihnen ist dann (von den gegen-
seitigen Storungen abgesehen) durch eine geoditische Weltlinie in diesem sta-
tischen Gravitationsfeld gegeben. Sie geniigt als solche dem Variationsprinzip

3fds = o,

(10) A0 = 47 AcY,
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wobei die Enden des betreffenden Weltlinienstiicks fest bleiben. Im sta-
tischen Falle ergibt sich dafiir

[V —v?dt = o,
WO
2 do\*? 3 a’x;dx,a
= (%) =2

das Quadrat der Geschwindigkeit ist. Dies ist ein Variationsprinzip von
derselben Form wie das der klassischen Mechanik; als »Lagrangesche
Funktion« tritt

L=VF=o

auf. Machen wir die gleiche Anniherung wie soeben und bedenken

noch, da8 bei unendlich schwachem Gravitationsfeld auch die auftretenden

Geschwindigkeiten unendlich klein (gegeniiber ¢} sein werden, so ist
V==V 20 —0* =4 IE—((D — 0%,

und da jetzt

v "‘2(de> =23

=1 3

gesetzt werden darf, ergibt sich

af{g;';c;— o} at=o;

d. h. der Planet von der Masse = bewegt sich nach den Gesetzen der
klassischen Mechanik, wenn man annimmt, da eine Kraft mit dem
Potential m @ .auf ihn einwirkt. Damit ist der vollstindige Anschiluf an
die Newtonsche Theorie erreicht: @ ist das Newtonsche Potential, das der
Poissonschen Gleichung (10) geniigt, k=¢?» die Newtonsche Gravi-
tationskonstante. Fiir 8 wx ergibt sich aus dem bekannten numerischen
Wert der Newtonschen Konstante k der Zahlwert

8
8wy = = 1,87 - 10™%cm - gr*.

Die Abweichung der metrischen Fundamentalform von der »Eukli-
dischenc< (34) ist also immerhin so betrichtlich, daB sich die geoditischen
Weltlinien in dem MaBe, wie die Planetenbewegung es zeigt, von der
geradlinig-gleichférmigen Bewegung unterscheiden — obwohl die im Raume
giiltige, auf Jo” beruhende Geometrie in den Abmessungen des Planeten~
systems nur ganz unerheblich von der Euklidischen abweicht (die Winkel-
summe in einem geoditischen Dreieck von diesen Abmessungen ist nur
sehr wenig von 180° verschieden). Es liegt das vor allem daran, daB
der Radius der Erdbahn etwa 8 Lichtminuten betrigt, die Dauer des Erd-
umlaufs hingegen ein ganzes Jahr!

Wir wollen die exakte Theorie der Bewegung eines Massenpunktes
und der Lichtstrahlen im statischen Gravitationsfeld noch etwas weiter

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 14
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verfolgen. Die geoditischen Weltlinien kénnen nach § 17 durch die
beiden Variationsprinzipe

(35) 6fVQds=o oder 0fQds=o, Q=gik_’:’11;f_f%k

gekennzeichnet werden. Das zweite setzt voraus, daB der Parameter s
in geeigneter Weise gewihlt ist. Fiir die »Nullinien«, die der Bedingung
Q = o geniigen und das Fortschreiten eines Lichtsignals angeben, kommt
nur das zweite in Betracht. Die Variation muB so vorgenommen werden,
daB die Enden des betrachteten Weltlinienstiicks ungeindert bleiben. Unter-
werfen wir nur x, = f einer Variation, so ist im statischen Fall

LR d{( ,dx,
(36) 6/st=[2f = 6x°]-—2f;i?(f a,s)dxoa’s.
Also gilt

2 @%5
f —'E's“ == konst.

Bleiben wir zunichst beim Fall des Lichtstrahls stehen, so konnen wir,

indem wir die MaBeinheit des Parameters s geeignet wihlen — bis auf
eine willkiirliche MaBeinheit ist s durch das Variationsprinzip selbst
normiert —, die rechts auftretende konst. = 1 machen. Nehmen wir

jetzt die Variation allgemeiner so vor, daB wir die riumliche Bahnkurve
des Strahles unter Festhaltung der Enden abindern, hinsichtlich der Zeit
aber die Nebenbedingung, daB fir die Enden dx, = o sein soll, fallen
lassen, so lautet das Prinzip, wie aus (36) hervorgeht,

0/Qds = 2{0f] = 20 fdt.

Wird die variierte Bahn insbesondere gleichfalls wie die urspriingliche mit
Lichtgeschwindigkeit durchlaufen, so gilt auch fiir die variierte Weltlinie
Q=o, do = fdt,

und wir erhalten dann

(37) ofdt =10 i’fi’=o-

Durch diese Gleichung wird nur die riumliche Lage des Lichtstrahls fest-
gelegt; sie ist nichts anderes als das ZFermatsche Prinzip der Fkiirzesten
Ankunft. In der letzten Formulierung ist die Zeit ganz eliminiert; sie
gilt fiir ein beliebiges Stiick der Bahn des Lichtstrahls, wenn dieses im
Raum irgendwie unter Festhaltung seiner Enden unendlich wenig ver-
lagert wird.

Benutzt man fiir ein statisches Gravitationsfeld irgendwelche Raum-
koordinaten x,x,x,, so kann man sich zur graphischen Darstellung eines
Euklidischen Bildraums bedienen, indem man den Punkt mit den Ko-
ordinaten x,%,x, durch einen Bildpunkt mit den Cartesischen Koordinaten
%,x,%, zur Darstellung bringt. Trigt man in diesen Bildraum den Ort
zweier ruhender Sterne S,, S, und eines ruhenden Beobachters B ein,
so ist der Winkel, unter welchem die Sterne dem Beobachter erscheinen,
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nicht gleich dem Winkel der geraden Verbindungslinien BS,, BS,,
sondern man muB B mit S, S, durch die aus (37) sich ergebenden
gekriimmten Linien kiirzester Ankunft verbinden und den Winkel, den
diese in A miteinander bilden, durch eine weitere Hilfskonstruktion
vom Euklidischen MaB auf das durch die metrische Grundform do*
bestimmte Riemannsche MaB [vgl. § 11, Formel (15)] transformieren. Die
so bestimmten Winkel sind es, welche die anschaulich erfalte Lage der
Gestirne zueinander bestimmen, sie sind es, die an dem Teilkreis des
Beobachtungsinstrumentes abgelesen werden. Wihrend B, S, S, unver-
riickt ihre Stelle im Raum behalten, kann dieser <% S, 5SS, sich édndern,
wenn groBe Massen in die Nihe des Strahlengangs gelangen. In dem
erorterten Sinne ist die Behauptung zu verstehen, daB dwrc/ das Gravi-
tationsfeld die Lichtstrahlen gekriimmt werden. Doch sind die Strahlen
nicht, wie wir in § 12 zu vorldufiger Orientierung angenommen hatten,
geoditische Linien in dem Raum mit der metrischen Grundform J¢?, sie
machen nicht das Integral f do, sondern das Integral

9
S

zum Extremum. Die Kriimmung der Lichtstrahlen findet insbesondere in
dem Gravitationsfeld der Sonne statt. Legen wir der graphischen Dar-
stellung die Koordinaten x, x,x, zugrunde, auf welche sich die soeben
hergeleitete, mit der Newtonschen identische Niherungstheorie bezieht,
so ergibt die numerische Rechnung fiir einen unmittelbar an der Sonne
voriibergehenden Lichtstrahl eine Ablenkung von 1,7”. Eine Ende Mai
1919 stattfindende totale Sonnenfinsternis (die Beobachtung des Sternorts
von Fixsternen in unmittelbarer Nihe der Sonne ist ja nur bei verfinsterter
Sonne moglich) soll dazu benutzt werden, diese Folgerung aus der allge-
meinen Relativitdtstheorie empirisch zu priifen; mehrere Expeditionen sind
ausgertistet.

Ein anderer, durch die Einsteinsche Gravitationstheorie geforderter
optischer Effekt im statischen Feld, der unter giinstigen Umstinden viel-
leicht gerade noch der Beobachtung zuginglich ist, beruht auf dem an
einer festen Raumstelle zwischen der kosmischen Zeit 47 und der Eigen-
zeit ds bestehenden Zusammenhang

ds = fdt.

Sind zwei ruhende Natriumatome objektiv einander gleich, so muf der
Vorgang in ihnen, der zu den optischen Wellen der D-Linie AnlaB gibt,
in beiden die gleiche Frequenz, gemessen in Zigenzeit, besitzen. Zwischen
den Frequenzen 7,, 7, in kosmischer Zeit besteht daher, wenn f an den
betreffenden Stellen, an denen sich die Atome befinden, die Werte £, £,
hat, der Zusammenhang

fx'[x—:fz'tz; ‘_=§:'

14%
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Die von einem Atom ausgehenden Lichtwellen haben aber natiirlich in
dem ganzen Raum, in Zosmischer Zeit gemessen, tiberall die gleiche Fre-
quenz. Indem man also das Licht der Natrium-2-Linie, das von einem
Stern groBer Masse herkommt, mit dem von einer irdischen ausgesandten
in demselben Spektroskop vergleicht, muf jene Linie gegeniiber dieser
eine kleine Verschiebung nach dem Rot hin zeigen, da f in der Nihe
groBer Massen einen etwas kleineren Wert besitzt als fern von ihnen.
Die Gréfie der zu erwartenden Abweichung liegt an der Grenze des
Beobachtbaren; es kommt die Vermischung mit dem Dopplereffekt und
die Unsicherheit des irdischen Vergleichsmaterials hinzu. Experimente
auf dem Mount Wilson haben Zeime Rotverschiebung erkennen lassen®);
man wird aber weitere Versuche abzuwarten haben.

Eine dritte Moglichkeit der Kontrolle durch die Erfahrung ist diese.
Nach Einstein ist die Newtonsche Planetentheorie nur eine erste An-
niherung; es fragt sich, ob die Abweichungen der strengen Einsteinschen
Theorie von dieser groB genug sind, um einen mit unsern heutigen Hilfs-
mitteln wahrnehmbaren EinfluB hervorzubringen. Offenbar werden in dieser
Hinsicht die Chancen fiir den sonnennichsten Planeten, den Merkur, am
giinstigsten liegen. In der Tat hat Einstein **), indem er die Approximation
einen Schritt weiter fortsetzte, und Schwarzschild **), indem er in aller
Strenge das von einer ruhenden Masse erzeugte kugelsymmetrische
Gravitationsfeld und die Bahnkurve eines Massenpunktes von unendlich-~
kleiner Masse in diesem Felde bestimmte, gefunden, daf die Balnellipse
des Merkur (auBer den von den ftibrigen Planeten hervorgebrachten Sté-
rungen) iz Ricktung der Baknbew:gung eine langsame Drehung erfahren
muf, welche pro Jakrhundert 43" ausmacht. Seit Leverrier ist ein Betrag
genau von dieser GréBe in den sikularen Stérungen des Merkurperihels
bekannt, der durch die Storungstheorie nicht erklirt werden konnte; es
wurden. die mannigfachsten Hypothesen ersonnen, um diese Diskrepanz
zwischen Theorie und Beobachtung zu beseitigen*?). — Auf die von Schwarz~
schild angegebene strenge Losung kommen wir im {ibernichsten Para-~
graphen zuriick.

So ist denn der Perihelvorgang des Merkur bisher die einzige em-
pirische Bestitigung der Einsteinschen Gravitationstheorie; es steht also
mit ihrer experimentellen Priifung zurzeit noch erheblich schlechter als
mit der speziellen Relativititstheorie. So radikal die Umwilzung ist,
welche die Gravitationstheorie fiir unsere Vorstellungen von Raum und
Zeit bedeutet, so winzig sind die tatsichlichen Abweichungen, welche sie
fir die beobachtbaren Erscheinungen mit sich bringt. Aber jedenfalls
liefert sie ebensoviel und (hinsichtlich des Merkur) noch etwas mehr als
die Newtonsche Theorie. Thre eigentliche Stiitze findet sie aber weniger
in der Erfahrung als in ihrer eigenen inneren Folgerichtigkeit, durch welche
sie der klassischen Mechanik ganz erheblich iiberlegen ist, und darin, daB
sic in einer die Vernunft aufs héchste befriedigenden Weise das Ritsel
der Relativitit der Bewegung und der Gravitation auf einen Schlag 16st.
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Nach der gleichen Methode wie fiir den Lichtstrahl kénnen wir auch
fir die Bewegung eines Massenpunktes im statischen Gravitationsfeld ein
nur die rdumliche Bahnkurve betreffendes Minimalprinzip, das dem Fermat-
schen der kiirzesten Ankunft entspricht, aufstellen. Ist der Parameter s
die Eigenzeit, so wird '

zdt 1
(38) Q=r1, und f*_ = komst.= —

ist das Energieintegral. Jetzt benutzen wir das erste der beiden Variations-
prinzipe (35) und verallgemeinern es wie oben in der Weise, daB wir die
rdumliche Bahnkurve unter Festhaltung ihrer Enden, x, = ¢ aber ganz
beliebig variieren. Es lautet dann

— 1 At
(39) ofvaas =[x 8| =[5
Um die Eigenzeit zu eliminieren, dividieren wir die erste der Gleichungen
(38) durch die ins Quadrat erhobene zweite; es kommt
1, do\? —
(40) ]r{f—‘(ﬁ)}=E’, do = VU dt,
wo
I
U = — E 2 .
S
(40) liefert das Geschwindigkeitsgesetz, nach welchem der Massenpunkt
seine Bahn durchmiBt. Variieren wir insbesondere so, daB auch die va-
riierte Bahnkurve nach dem gleichen Gesetz mit der gleichen Konstante £
durchlaufen wird, so folgt aus (39):

dt V do\* .
2= : () de=0[Efdt, d i
ofz=3Vs (df) JES dty 4.
df FPUdt =o
oder schlieBlich, indem wir #¢ durch das riumliche Bogenelement 46 aus-
driicken und so die Zeit ganz eliminieren:
0/ VUdo=o.
Nachdem hieraus die Bahnkurve des Massenpunktes ermittelt ist, ergibt
sich der zeitliche Ablauf der in dieser Babnkurve vonstatten gehenden

Bewegung aus (40):
do
dt = ——-.
v

Fir £ = o kommen wir auf die Gesetze des Lichtstrahls zuriick.

§ 29. Gravitationswellen.

Es ist Einstein gelungen’!), unter der Voraussetzung, daB das er-
zeugende Energiefeld €7 unendlich schwach ist, die Gravitationsgleichungen
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allgemein zu integrieren. Die gn werden unter diesen Umstinden bei

geeigneter Wahl der Koordinaten sich von konstanten Werten Za nur
um unendlichkleine Betriige 7 unterscheiden. Wir betrachten dann die
Welt als eine »Euklidische« mit der metrischen Fundamentalform

(41) gndx:dxy

und y; als die Komponenten eines symmetrischen Tensorfeldes 2. Stufe
in dieser Welt. Die im folgenden auszufiihrenden Operationen sind
immer solche, denen die metrische Fundamentalform (41) zugrunde liegt;
wir befinden uns augenblicklich wieder auf dem Boden der speziellen
Relativititstheorie. Das Koordinatensystem denken wir uns als ein

»normales« gewihlt, so da8 2 = o ist fiir 7 3= 4 und

o o [+] o
8oo =— 1 g!1=gaa=g33=_x'
%, ist die Zeit, x,x,x, sind Cartesische Raumkoordinaten; die -Licht-

geschwindigkeit 1st = I genommen.
Wir fiihren die GroB8en

Wi =i — 78 (v =17}
ein und behaupten zunichst, daB es keine Einschrinkung enthilt, anzu-
nehmen, es sei
dyf
Y
Ist dies nimlich nicht von vornherein der Fall, so konnen wir das ge-
wihite Koordinatensystem unendlich wenig so abindern, daB (42) besteht.
Die zum neuen Koordinatensystem x hintiberfilhrenden Transformations-
formeln

(42)

;7[ = x; 4~ § (xoxxxax )
enthalten die unbekannten Funktionen &, welche unendlichklein der gleichen

GroBenordnung sind wie die y. Wir bekommen neue Koeffizienten E,-k,
fir die nach frilheren Formeln

- dE” 3 3
galx) — ginlx) = g"’bTi + grr bg gk§r

ist, also hier
Yo (%) — yar(x) =
und es kommt
dyf ay, i 0E ¥y 2y
dxz =P+ a—, dx;  dax; bx,'
Dabei bedeutet V fur eine beliebige Funktion # den Differentialoperator:
3 d 37 ? 7’
Pr= g () = W (4 32,

dxz dx2 dx;  dx; dx3

o

A& D - g
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Die gewiinschte Bedingung wird also im neuen Koordinatensystem reali-
siert sein, wenn man die & aus den Gleichungen

1
7 5 - b Xp

bestimmt, die sich durch retardierte Potentiale l6sen lassen (vgl. Kap. III,
S. 137 u. f). Dadurch ist dann das Koordinatensystem, wenn man die
linearen Lorentz-Transformationen frei gibt, nicht nur bis auf Unendlich-
kleines 1., sondern sogar 2. Ordnung genau festgelegt; es ist sehr be-

merkenswert, daB eine solche invariante Normierung méglich ist.
Jetzt berechnen wir die Kriimmungskomponenten Riz; da die FeldgroBen

s )
{Zr} unendlichklein sind, kommt hier bei Beschrinkung auf die Glieder

0 ik} h) {zr}
R’k—bx,{r bxk

["k] — _;_(blff R huia 4 _ 0—71/5) , also

r Oxz dx; dx,
{0
r

Daraus ergibt sich, wenn wir die Gleichungen (42) oder

1. Ordnung:

Es ist

(2 Vb,

=0 T dxr ° das

hyf _ %
bx; dx;
heranziehen:
3 ik} ¥y L7
bx,{r T Y dxs Ve
Ebenso kommt
k2 {zr] %
dxz f dx;0x%
Das Resultat ist
Rz’k = — %Vyl.k'
Infolgedessen gilt 2 = — [/ y und
Rf—18fR = — 7yt
Die Gravitationsgleichungen aber lauten
(43) iyt =— T4,

die sich sofort durch retardierte Potentiale integrieren lassen (vgl. S. 137
u. f.; wir gebrauchen hier dieselben Bezeichnungen):
T z‘ — r
2y

Jede Anderung der Matericverteilung bringt demnach eine Gravitations-
wirkung hervor, die sick im Raum mit Lichigeschwindighkeit ausbreitet.
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Schwingende Massen erzeugen Gravitationswellen. Freilich kommen in
der von uns zu tiberblickenden Natur nirgendwo so starke Massen-
schwingungen vor, daBl die daraus resultierenden Gravitationswellen der
Beobachtung zuginglich sind.

Die Gleichungen {43) entsprechen vollstindig den elektromagnetischen

Vei=5+,
und wie die Potentiale ¢ des elektrischen. Feldes der Nebenbedingung
gf = o zu geniigen haben, weil der Strom s’ diese Beziehung erfiillt:
¥ _
bx; -

so waren hier die Nebenbedingungen (42) fiir das System der Gravitations-
potentiale 1/){-2 einzufiihren, weil sie fiir den Materietensor besteben:

YTF

dxz

Im materiefreien Raum kénnen sich ebene Gravitationswellen fort-
pflanzen; diese erhalten wir durch den analogen Ansatz wie in der Optik:

wt — a . f@oro +arzr + a2 22 + a3 x3)Y/ =1,
Die af und «; sind Konstante; die letzteren geniigen der Bedingung
o;0'==0. a,==v istdie Frequenz der Schwingung, e, », + &, x,} e, x, _konst
sind die Ebenen konstanter Phase. Die Differentialgleichungen 7 1,[/, = o
sind identisch erfiillt, die Nebenbedingungen (42) verlangen
(44) dfar=o.
Ist die x,-Axe die Fortschreitungsrichtung der Welle, so haben wir

o, = a, =0, —a, =0,=v,

und die Gleichungen (44) besagen
(45) af = a} oder a,; = — a;.
Es gentigt demnach, den Raumteil des konstanten symmetrischen Tensors a:

’ a,, @, a!3
L% ) (O ‘123
a3x ”32 a33 “

anzugeben, da die ¢ mit einem Index o nach (435) sich aus diesem be-
stimmen; der Raumteil aber unterliegt keiner Einschrinkung. Er spaltet
seinerseits nach der Fortschreitungsrichtung der Welle in drei Summanden:

| &, © o] °o a, ' lo o o
l °o o o |+ i o @, a,
o o of l 0. @35 @y

Die Tensorschwingung 148t 51ch demnach in drei vonemander unabhingige
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Bestandteile zerspalten: eine longitudinal-longitudinale, eine longitudinal-
transversale und eine transversal-transversale Welle.

Von der ndherungsweisen Integration der Gravitationsgleichungen hat
H. Thirring zwei interessante Anwendungen gemacht. Er hat mit ihrer
Hilfe den EinfluB der Rotation einer groBen schweren Hohlkugel auf die
Bewegung von Massenpunkten in der Nihe des Kugelmittelpunktes unter-
sucht’) und dabei, wie zu erwarten war, eine Kraftwirkung von der
gleichen Art wie die Zentrifugalkraft festgestellt. Daneben tritt aber
noch eine Kraft auf, die nach dem gleichen Gesetz den Kérper in die
Aquatorebene der Rotation hineinzuziehen sucht, wie die Zentrifugalkraft
ihn von der Achse zu entfernen strebt. Zweitens hat er (zusammen mit
J. Lense} den Einflu8 der Eigenrotation der Zentralkérper auf ihre Planeten,
bzw. Monde studiert'®); fir den 5. Jupitermond erreicht die durch die
Rotation des Jupiter hervorgerufene Stérung einen solchen Betrag, daff
vielleicht ein Vergleich mit der Beobachtung méglich ist.

Nachdem wir in §§ 28, 29 uns mit der niherungsweisen Integration
der Gravitationsgleichungen beschiftigt haben, die durch Beschrinkung
auf die linearen Glieder zustande kommen, wollen wir jetzt versuchen,
strenge Losungen zu ermitteln; dabei fassen wir aber nur die Gravitations-
Statik ins Auge.

§ 30. Strenge Ldsung des Einkérperproblems *7).

Fiir ein statisches Gravitationsfeld ist

ds® = f*dx} — do?®,
wo d0* eine positiv-definite quadratische Form der drei Raumvariablen
x, x, x, ist; die Lichtgeschwindigkeit f hingt gleichfalls nur von diesen
ab. Das Feld ist Zugelsymmetrisch, wenn bei geeigneter Wahl der Raum-
koordinaten f und J¢* invariant sind gegeniiber linearer orthogonaler
Transformation derselben. Damit dies der Fall ist, mu8 £ eine Funktion
der Entfernung _

r=V¥ f A+ 7
vom Zentrum sein, 4o° aber besitzt notwendig die Gestalt
(46) A(dx; + dx; + dx3) + ! (x, dx, + x, dx, + x,dx)?,
worin A und / gleichfalls Funktionen von 7 allein bedeuten. Ohne da8
diese Normalform zerstért wird, kann man die Raumkoordinaten noch einer
Transformation unterwerfen, die darin besteht, da8 man x,, x,, x, ersetzt
durch 7x,, 7x,, Tx, mit einem Proportionalititsfaktor z, der eine will-
kiirliche Funktion der Entfernung » ist. Indem man iiber ihn geeignet
verfiigt, kann man offenbar erreichen, daB 4 = 1 wird; dies sei geschehen.
Wir haben dann also mit den Bezeichningen von § 28

Yik = — Sik = 0f 41 xixp (4 £ =1, 2, 3).

Wir wollen jetzt dieses kugelsymmetrische Feld so bestimmen, da8
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es den homogenen Gravitationsgleichungen gentigt, welche dort gelten, wo
keine Materie vorhanden ist, d. h. wo die Energiedichte if verschwindet.
Jene Gleichungen sind zusammengefaBt in dem Variationsprinzip

0 [Gdx=o0.

Das Gravitationsfeld, das wir finden, ist das von rukenden Massen erzeugte,
die kugelsymmetrisch um ein Zentrum verteilt sind. Bedeutet der Akzent
Ableitung nach r, so bekommen wir ’

0 .y % gy - 2(0% 24 -+ 0% xi)
d0x, r
und daher .
_[zak]-‘—‘%x?al'x;xk—i—ldikxa (6 ka=1,z23,).
Da aus |

3
Xa ==2 7u{gxﬂ y

ﬂ:x
wie man sich durch Einsetzen (iberzeugt,

I

x“=;l—;x,,, =14 Ir

folgt, ist mithin

2 re }‘2

{z’k} 1 %a Lxixe+ 20r0F
o

Es gentigt, die Berechnung von @ fiir den Punkt x, =7, x,=o0, =,

durchzufiihren. An dieser Stelle sind von den eben berechneten Drei-
indizes-Symbolen

=% TI=) =5
1] A? S 3 AR B 35 B Sl
alle iibrigen = o. Von den o enthaltenden Dreiindizes-Symbolen sind
nach § 28 ‘
{IO _{ox}_f_' {oo ¥
o } “le T f 1 } T A

alle andern == o. Von den g sind die in der Hauptdiagonale stehenden
(¢ = %) gleich

== 0

le —‘}lzy -1 —1I,
die seitlichen (7 5= %) sind o; fiir die in der Hauptdiagonale stehenden
£* findet man daher die Werte

I ) 8
z2 73 -1Ii —I,

f27 /za)

fir die seitlichen o. Die Definition (30} von & liefert daher hier:
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SN I BT

S LA - - e
LR
)

Die in der ersten und zweiten Zeile stehenden Glieder ergeben zusammen

EA=ENGEET =70

in diesem Produkt ist aber der zweite Faktor = o. Da [§ 17, Gl (57)]

3 . ’
oy | I¢? _ 47_ YT !
U =7 @=ve=un),
ist die Summe der in der dritten und vierten Zeile stehenden Terme
__z2ir &
- £ A4

Erstrecken wir das Weltintegral von & nach der Zeit x, liber ein festes
Intervall, nach dem Raum iiber eine von zwei Kugelflichen begrenzte
Schale, so lautet, da das Integrationselement

dx=dx,d27°dr (£ = rdumlicher Winkel)

ist, die zu lgsende Variationsgleichung

0/ r’dr=o0;
also, wenn wir .
rs r: 1\
7 = e
setzen,
0fwd'dr=o.

Darin diirfen wir 4 und w als die unabhéingig zu variierenden Funktionen
betrachten.
Indem wir w variieren, ergibt sich

A =o, A= konst.;

bei geeigneter Wahl der Mafeinheit der Zeit also
d=2f=1.
Partielle Integration liefert
Jwd'dr =[wd) — [dv' dr.

Daher kommt, wenn wir 4 variieren,
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w =o, w == konst. = — 2 m.

Aus der Definition von z und 4 = 1 folgt nunmehr

2m
f =1 - —;—— , A2 =]712_
Unsere Aufgabe ist damit vollstindig gelost. Die MaBeinheit der Zeit ist
so gewidhlt, daB die Lichtgeschwindigkeit im gravitationslosen Raum = 1
ist. Bedeutet s, die felderzeugende Masse in gr, so ist die Konstante m
von der Dimension einer Linge = #,; wir nennen sie den Gravitations-
radius der Masse. Denn nach (33’) ist der Flu8 des Feldes f* durch eine
beliebige, die Massen umschlieBende Fliche (strenge, nicht niherungsweise)

=x / udx, dx,dx,. Wenden wir diese Bemerkung auf eine unendlich-

groBe Kugel an und setzen
m, =A/Ky_d:cx dx,dx, ,

so erhalten wir, wie behauptet, m =xm,. Da f* nicht negativ werden
kann, zeigt sich tibrigens; daB bei Verwendung der hier eingefiihrten
Koordinaten ftir das von Materie freie Raumgebiet tberall » >> zm
sein muB. Weitere Aufklirung dariiber gibt der in § 31 durchzufijhrende
besondere Fall der Fliissigkeitskugel, wo wir das Gravitationsfeld auch
innerhalb der Masse bestimmen werden. Die gefundene Losung diirfen
wir fiir das Schwerefeld der Sonne auBerhalb derselben benutzen, wenn - wir
die Einwirkung der Planeten und der fernen Fixsterne vernachlissigen.

Die Bewegung eines Planeten (dessen Masse wir unendlichklein gegen-
iiber der Sonnenmasse annehmen) wird durch eine geoditische Weldlinie
dargestellt. Von deren vier Gleichungen

Loy () dndsy
s’ i ds ds T

liefert die dem Index i = o entsprechende im statischen Gravitationsfeld,
wie wir oben sahen, das Energieintegral

dx,
3 o
f = = konst.

dx,\* do\?,
%) =+ (%)
. do\?*
¥a [1 -+ (7;) ] == konst.
Die den Indizes i = 1, 2, 3 entsprechenden Gleichungen liefern fiir ein
kugelsymmetrisches Feld, wie die hingeschriebenen Werte der Dreiindizes-
Symbole ohne weiteres erkennen lassen, die Proportion

d’x, d’x, d’'x,

3 oy e e
=X 1%, X,

ds®* " ds* " ds?

-oder da
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und daraus in bekannter Weise die drei Gleichungen, welche den Flichen-
satz enthalten:

y X a;x;, —x, lfiisx == konst.
Gegenliber der Newtonschen Theorie besteht hinsichtlich dieses Satzes nur
der Unterschied, da8 nicht hach der kosmischen Zeit, sondern der Eigen-
zeit s des Planeten differentiiert werden muB. Wegen des Flichensatzes
erfolgt die Bewegung in einer Ebene, die wir zur Koordinatenebene x, = o
wihlen konnen. Fuhren wir in ihr Polarkoordinaten ein:

x, == rCOs p, x,=rsing,
so lautet das Flichenintegral
')
2T - t.=20b.
(47) vy kons

Fir das Energieintegral aber kommt, da
dx) +dx, =dr’ +r*de?, x, dx, ~+ x, dx, = rdr,
do* = (dr* +r*do®) 4+ I(rdr)" = 2*dr* + r*do® ist:

R I

ds
Da f% = 1 ist, folgt durch Einsetzen des Wertes von f*
2m | [dr\* do\*
(48) 7+((Ts) +r(r—zm)(z_~) = — E == konst.

Diese Gleichung zeigt gegeniiber der Energiegleichung in der Newtonschen
Theorie nur den einen Unterschied, daB im letzten Gliede links der eine
Faktor » durch » — 2m ersetzt ist.

Die weitere Behandlung geschieht genau wie in der Newtonschen

dp

Theorie. Wir .setzen —; 2us (4%) in (48) ein:
dr\* _2m b (r — 2m)
(7) =2~ 25,

oder statt » die reziproke Entfernung ¢ = % benutzend,

2 \* g ’
(g’d:) =2amQ —E— 5°0° (1 — 2mp).
Wollen wir die Planetenbahn ermitteln, so eliminieren wir die Eigenzeit,
indem wir diese Gleichung durch die quadrierte Gleichung (47) dividieren:

(a’g)’__zm E 2 3
E = Q"—F——Q —{-zmg .

In der Newtonschen Theorie fehlt das letzte Glied rechts. Fir die
numerischen Verhiltnisse, die bei einem Planeten vorliegen, hat das
Polynom 3. Grades in ¢ auf der rechten Seite drei positive Wurzeln
9o > ¢, >0, und ist also

= 2m(0, — 0)(e. —e)(e — ¢.);
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@ bewegt sich zwischen g, und g@,. .Die Wurzel g, ist sehr grof gegen-
tiber den beiden andern. Wir setzen wie in der Newtonschen Theorie
I =a(1 —¢), L=a(1—|—e)

o 2
und nennen ¢ die halbe grofe Achse und ¢ die Exzentrizitit; dann ist

2
0.+ 0, = ai =&
Vergleichen wir die Koeffizienten von ¢* miteinander, so kommt
I
%+ o +0. = 2m

@ driickt sich durch ¢ mittels eines elliptischen Integrals 1. Gattung
aus, daher ist ¢ umgekehrt eine elliptische Funktion von ¢. "Die Be-
wegung hat genau den gleichen Typus wie die des sphirischen Pendels.
Um einfache Niherungsformeln zu finden, machen wir die gleiche Sub-
stitution, wie sie zur Bestimmung der Keplerschen Bahnellipse in der
Newtonschen Theorie benutzt wird:

_ [ + 05 — 0 — @

2

2

2 cos 0.

¢

a8
¢ = :
j‘/ zm(g,, _ 42- e_&—¢ coso>

Das Perihel ist charakterisiert durch die Werte § = o, 27, ...; der
Zuwachs des Azimuts ¢ fiir einen vollen Umlauf von Perihel zu Perihel
wird also durch das obige Integral, genommen in den Grenzen von o
bis 27, geliefert. Mit bei weitem ausreichender Genauigkeit ist er

Dann ist

. 27T
Vzm((?o_g‘x—’z—ga)
Wir finden aber
_ete _ 3 = r__ 3 .
0=~ =0t o+e)— 2o+ )= P

Infolgedessen ist jener Zuwachs
= il ~ a7 {1 -+ 37 }
6m a1 —¢%
‘/ 1 — ——p
a(x — e?

und das Vorriicken des Perikels pro Bahnumlauf

6Tm
a(1— e

m, der Gravitationsradius der Sonne, kann nach dem dritten Keplerschen



§ 31. Weitere strenge Losungen des statischen Gravitationsproblems. 223

Gesetz noch durch die Umlaufszeit 7° des Planeten und die halbe groSe
Achse @ ausgedriickt werden:
. 47r’a3.

”m —= —'—cg ]_2
Einen mit den feinen astronomischen Beobachtungsmitteln sicher kon-
statierbaren Betrag erreicht dieses Vorriicken des Perihels nur fiir den
sonnennichsten Planeten, den Merkur (s. oben). *®)

§ 31. Weitere strenge Losungen des statischen Gravitations-
problems.

In einem Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten x, x, x,

lautet die Gleichung einer Rotationsfliche, welche die x,-Achse zur Dreh-
achse hat,

x, = Flr), r=Val+21;
auf ihr ist also das Quadrat des Abstandes 2o zweier unendlich benach-
barter Punkte

‘“’2:("xf+dx§)+(F’(r))’dr’=(dx:+dx:)+(F(r)

O o, x4 )

Im kugelsymmetrischen statischen Gravitationsfeld ist auf einer durch

das Zentrum gehenden Ebene (x, == o)

do® = ((lx: + dx:) + Z(xx dxx + X, dx:)z’

wo
h*—1 2m

| = = .
r? 72 (r — 2m)

Die beiden Formeln kommen zur Ubereinstimmung, wenn man

F'(r):V 2 Fly) =V8m(r — 2m)

r—o2m’

setzt. Die Geomelrie in fener Ebene ist also die gleiche, wie sie im
Eullidischen Raum aunf dem einschaligen Rotationsparaboloid

z=V8mlr — 2m)
gilt."?)

Eine geladene Kugel erzeugt auBer dem kugelsymmetrischen Gravi-
tationsfeld auch ein ebensolches elektrostatisches Feld; da sich beide
Felder gegenseitig beeinflussen, koénnen sie nur simultan bestimmt werden.*°)
Verwenden wir wie fiir die iibrigen GroBen so fiir die Elektrizitit die ge-
wohnlichen MaBeinheiten des CGS-Systems (und nicht die sonst hier zu-
grunde gelegten Heavisideschen, die iiber den Faktor 47 anders verfiigen),
so lautet in dem von Massen und Ladungen freien Gebiet das Integral,
das fiir den Gleichgewichtszustand einen stationiren Wert annimmt:

f{wd’ —x mdr}dr.
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Die Bezeichnungen sind dieselben wie oben, @ ist das elektrostatische
Potential. Als Wirkungsfunktion des elektrischen Feldes ist gemi8 der
klassischen Theorie das Quadrat des Feldbetrages zugrunde gelegt. Die
Variation von = ergibt, ebenso wie im ladungslosen Fall,

4'=o, 4= konst. =,
Variation von @ aber:

d (7D ¢
—_——] = D = =
dr( 7 ) o und daraus p
Fiir das elektrostatische Potential erhilt man demnach die gleiche Formel
wie "ohne Beriicksichtigung der Gravitation; die Konstante ¢, ist die das
Feld erzeugende elektrische Ladung. Variiert man endlich o, so kommt

, mlﬁra

und daraus

) r\? 2um x e
=) =T s
In f* tritt, wie man sieht, auBer dem von der Masse m, abhingigen

Glied — 2%

noch ein elektrisches Zusatzglied auf. Wir nennen xm,=m

. . YV o .
den Gravitationsradius der Masse ,, e =¢ den Gravitationsradius

der Ladung ¢,. In Entfernungen » der GrdéBenordnung = ist das Massen-
glied, in Entfernungen der GroBenordnung e das elektrische Glied der 1
vergleichbar. f® bleibt fiir alle Werte von #» positiv, wenn ¢ >> m ist;
unter diesen Umstinden konnen also Masse und Ladung auf einen Punkt

. .. . . . e
zusammengedringt sein. Fir ein Elekiron ist der Quotient o von der

GrioPenordnung 10%°. DaB am Elektron eine derartige reine Zahl auftritt,
die von ganz anderer GréBenordnung als 1 ist, macht die in der Mie-
schen Theorie enthaltene These, daB alle aus den MaB8gré8en des Elektrons
und der Atome bestimmten reinen Zahlen sich als mathematische Kon-
stante aus den Naturgesetzen ergeben miissen, einigermaBen bedenklich;
so schwer es uns freilich auf der andern Seite fillt, zu glauben, daB dem
Weltbau gewisse reine Zahlen von zufilligem numerischen Wert zugrunde

liegen. — In Entfernungen, die mit

2

¢o

@ = 5
my €

vergleichbar sind, werden das Massenglied und das elektrische Glied im

Gravitationspotential # von der gleichen GroBenordnung; erst wenn 7

vielmal groBer ist als @, gilt das Superpositionsprinzip in dem Sinne, da8

das elektrostatische Potential in gewdhnlicher Weise durch die Ladung,

das Gravitationspotential durch die Masse bestimmt ist. Demnach wird
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man ¢ als Radius der Wirkungssphire betrachten konnen; diese GroBe tritt
in jenen friiher erwihnten Theorien, die auf Grund spezieller Ansitze den
Energieinhalt des Elektrons ermitteln, als Elektronenradius auf. Es besteht
das Verhiltnis .

aie=c¢:m oder ¢=Vam. —

Das im Innern massiver Kirper herrschende Gravitationsfeld ist nach
der Einsteinschen Theoric erst bestimmt, wenn die dynamische Kon-
stitution der Korper vollstindig bekannt ist; in den Gravitationsgleichungen
sind ja die mechanischen, also im statischen Fall die Gleichgewichtsbe-
dingungen mit enthalten. Die einfachsten Verhiltnisse, welche wir ins
Auge fassen konnen, liegen vor, wenn die Kdrper aus einer Zomogenen
inkompressiblen Flissigkeit bestehen, Der Energietensor einer Fliissigkeit,
auf welche keine Volumkrifte wirken, wird nach § 24 durch die Glei-
chungen geliefert

T = ¥ uiup — pgin,
in denen die #»; die kovarianten Komponenten der Weltrichtung der
Materie sind, der Skalar p den Druck bedeutet und p* sich aus der
konstanten Dichte p, durch die Gleichung pu* = p, - p bestimmt. Wir
fithren die GroB8en
w*u;=u;

als Unabhingige ein und setzen

Dann ist, wenn wir nur die g% variieren, hingegen die z; nicht:
08 = + ;T dg™*

Folglich konnen wir die Gravitationsgleichungen in die auf diese Art der
Variation sich beziehende Formel zusammenfassen

5f(ﬂ+@5)dx;o.

Es ist aber wohl zu beachten, daB dieses Prinzip, wenn in ihm die »; als
Unabhingige variiert werden, #ickt die richtigen hydrodynamischen Glei-

chungen ergibt (statt dessen kime == 0, womit nun gar nichts an-

v
Vo o
zufangen ist). Diese, d. s. die Erhaltungssitze fiir Energie und Impuls,
sind ja aber bereits in den Gravitationsgleichungen mitenthalten.

Im statischen Fall ist 7, =9, =9, =0 und alle GroBen sind
unabhingig von der Zeit; wir setzen 7, = v und wenden das Variations-
zeichen J in dem gleichen Sinne wie in § 27 an, fiir eine Anderung,
die durch infinitesimale Deformation hervorgerufen wird, wobei wir
uns aber auf eine rein riumliche Verschiebung beschrinken. Dann ist

88 = 1T% 6g — hdv (/z:?),

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 15
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wobei dv nichts anderes bedeutet als den Unterschied von » an zwei
Raumstellen, die durch die infinitesimale Verschiebung auseinander her-
vorgehen. Indem wir jetzt den SchluB, durch den wir in § 27 den
Energie-Impuls-Satz gewannen, umkehren, folgern wir aus der Giiltigkeit
jenes Gesetzes, d. i.

f%"” 5gik dx = o

und der Gleichung, welche die invariante Natur des Weltintegrals von £
zum Ausdruck bringt:
f 08 -dx=o,

daB dv = o ist. Und das bedeutet, daB v & einem zusammenhingenden,
von Flissigkeit erfillten Raumgebiet cinen konstanten Wert besitzt. Das
Energiegesetz ist identisch erfiillt, und das Impulsgesetz driickt sich am
einfachsten in dieser Tatsache aus. ,

Eine einzige im Gleichgewicht befindliche Fliissigkeitsmasse wird hin-
sichtlich Massenverteilung und Feld Kugelsymmetrie besitzen. Speziali-
sieren wir auf diesen Fall, so haben wir fiir ds® den gleichen, die drei
unbekannten Funktionen A, /, f enthaltenden Ansatz zu machen wie zu
Beginn des § 30. Setzen wir von vornherein 4 = 1, so entgeht uns
diejenige Gleichung, welche durch Variation von 4 entspringt. Fiir sie
ist offenbar jene Gleichung ein voller Ersatz, welche die Invarianz der
WirkungsgréBe bei infinitesimaler rdumlicher Verschiebung in radialer
Richtung aussagt, d. h. der Impulssatz # == konst. Das zu l6sende Varia-
tionsproblem lautet jetzt

S f{(L w7y 4 —r*vhydr = o,
dabei sind & und % zu variieren,

) 1
% 1St =(I —?)r.
Beginnen wir mit der Variation von 4; es kommt
B,

’ 2 __ p—
w — p,r® =o, w = 3

(49) ﬁa=l—'r

Die Fliissigkeitskugel habe den Radius »=17,. Wir sehen, da8 er notwendig
T 7
3
=) 3
< Uo
bleiben mu8. ' Dabei ist fiir Energie und Masse die aus der Gravitations-

theorie sich ergebende rationelle Einheit zugrunde gelegt. Fiir eine
Wasserkugel ist jene obere Grenze beispielsweise

__VV_, = 4-10% km == 22 Lichtminuten.
8mTx
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AuBerhalb der Kugel gelten unsere fritheren Formeln, insbesondere ist

dort

1 2m

=1 d=1.
Die Grenzbedingungen verlangen, da % und f stetig iiber die Kugel-
oberfliche hiniibergehen und der Druck p daselbst verschwindet. Aus
der Stetigkeit von % ergibt sich zunichst fiir den Gravitationsradius =
der Fliissigkeitskugel

Die zwischen 7, und p, bestehende Ungleichung zeigt, daB der Radius »,
groBer sein muB als 2zz. Bevor wir also, aus dem Unendlichen kommend,
an die frither erwihnte singulire Kugel » = 2m gelangen, geraten wir
in die Fliissigkeit hinein, und in ihr gelten andere Gesetze. Gehen wir
zur Grammeinheit iiber, so ist ¢, durch 8 wx g, zu ersetzen, und m ist=xm,,
wenn m, die gravitierende Masse bedeutet; dann findet sich

3
4707,
My = o 3
Da y
Y i
v = urf="t
eine Konstante ist und an der Kugeloberfliche den Wert ) annimmt,

}lo
wo /%, den aus (49) zu entnehmenden Wert von % daselbst bedeutet, so
ist im ganzen Innern

lD
(50) o=, +2)/ =1
Die Variation von /4 liefert
— 27{— “+rv=o0.
Da aus (49)
R M
——
/3 3
folgt, findet man sofort
- 37
= % -+ konst.

Zieht man noch den Wert (50) der Konstanten v heran und ermittelt
den Wert der auftretenden Integrationskonstanten durch die Randbedingung
4 = 1 auf der Kugeloberfliche, so kommt

_3h—% _ 3

e
4 2k, ="

15%
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Endlich ergibt sich aus (50) jetat

_ h—h
.P'—Au'o Sﬁ'—}lo

Damit sind die metrische Fundamentalform des Raumes
(x, dx, + x, dx, + x, dx,)°

a®— 7’

(51) do* = (dx% 4 dx} + dx) +

’

das Gravitationspotential (oder die Lichtgeschwindigkeit, f} und das
Druckfeld p bestimmt.
Filhren wir im Raum eine {iberschiissige Koordinate
. %, =Vao* —,*
ein, so ist
(s2) x; 42+ xi+al = a?,
darum
%, dx, 4 x,dx, + %, dxy 4 x,dx, =0,
und (51) vegwandelt sich in
do® =dx; + dx] + dx; + dxj .
Im ganzen Innern der Flissigheitskugel gilt die riumliche sphirische Geo-
metrie, nihmlich dieselbe wie auf der »Sphire< (52) im vierdimensionalen
Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten x; Die Fliissigkeit
bedeckt eine Kalotte dieser Sphire; der Druck in ihr ist eine lineare ge-
brochene Funktion der »vertikalen Hohe« z ===x, auf der Sphire:
b 23
HUo o 3%, —2
Ubrigens geht aus der Formel noch hervor, da der Druck p nicht auf
einer Breitenkugel z == const. durchs Unendliche hindurch von posi-
tiven zu negativen Werten tibergehen darf, da8 32z, >« sein mufl, und
die oben gefundene Schranke « fiir den Radius der Fliissigkeitskugel ver-

kleinert sich dementsprechend auf _z_.ak .

Diese Ergebnisse iiber die Fliissigkeitskugel sind zuerst von Schwarz-
schild gewonnen worden®*). Nachdem die wichtigsten Fille des kugel-
symmetrischen statischen Gravitationsfeldes erledigt waren, gelang es dem
Verfasser, das allgemeinere Problem des rofetions-(zylinder-)symmetrischen
statischen Feldes zu 16sen *®). Hier mdgen nur die einfachsten Resultate dieser
Untersuchung eine kurze Erwdhnung finden. Es handle sich zunichst um
ungeladene Massen und um das Gravitationsfeld in dem von Materie freien
Raum. Aus den Gravitationsgleichungen ergibt sich dann, da8 unter Einftih-
rung gewisser Raumkoordinaten 7, 0, 3, der kanonischen Zylinderkoordinaten,

ds*= f*d¢* — do?, do® = h(dr*+ dz*) + 7;120
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wird. 6 ist ein Winkel, der mod. 27T zu nehmen ist; d. h. Werten von 6,
welche sich um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden, entspricht
derselbe Pupkt. Auf der Rotationsachse wird » = o. /% und f sind
Funktionen von » und z. Wir bilden den wirklichen Raum auf einen
Euklidischen ab, in welchem 7, 8, z Zylinderkoordinaten sind. Das kano-
nische Koordinatensystem ist eindeutig bestimmt bis auf eine Verschiebung
in Richtung der Rotationsachse: 2z’ = z - konst. Wenn % = f == 1 ist,
stimmt 46 mit der metrischen Grundform des Euklidischen Bildraums
iberein. Das Gravitationsproblem kann in ebenso einfacher Weise wie
nach der Newtonschen Theorie gelést werden, wenn die Massenverteilung
im kanonischen Koordinatensystem bekannt ist. Ubertrigt man nimlich
die Massen in unsern Bildraum, d. h. bringt in ihm eine solche Massen-
verteilung an, daB die in irgend einem Stiick des wirklichen Raums ent-
haltene Masse gleich der Masse in dem korrespondierenden Stiick des
Bildraums ist, und ist dann 1 das Newtonsche Potential dieser Massen-
verteilung im Euklidischen Bildraum, so gilt die einfache Formel

(53) f= et

Auch die andere noch unbekannte Funktion % 148t sich durch Losung
einer gewohnlichen Poissonschen Gleichung (in der Meridianebene § = o)
bestimmen. — Handelt es sich um geladene Korper, so existiert das
kanonische Koordinatensystem gleichfalls. Nimmt man an, da8 die Massen
gegeniiber den Ladungen zu vernachlissigen sind, d. h. daB fiir ein be-
liebig herausgegriffenes Raumstiick der Gravitationsradius der in ihm
enthaltenen elektrischen Ladungen immer vielmal groBer ist-als der Gravi-
tationsradius der in ihm enthaltenen Massen, und bedeutet ¢ das nach
der klassischen Theorie berechnete elektrostatische Potential der in den
kanonischen Bildraum iibertragenen Ladungen, so gelten fiir f und fiir
das elektrostatische Potential @ im wirklichen Raum die Formeln

1/,_
(54) ‘D=17[;tg(7ﬂ(p), fzc.oT;;(;).

Die Einordnung des kugelsymmetrischen Falls in diese allgemeinere Theorie
gestaltet sich nicht ganz einfach; es ist dazu eine ziemlich komplizierte
Transformation der Raumkoordinaten erforderlich, auf die wir hier‘nicht
eingehen wollen.

Wie die Gesetze der Mieschen Elektrodynamik, so sind auch dZe Ein-
steinschen Gravitationsgesetze nicht-linear. Diese Nicht-Linearitit macht
sich in denjenigen Abmessungen, welche der direkten Beobachtung zu-
ginglich sind, nicht merkbar, weil in ihnen die nichtlinearen Glieder voll-
stindig gegeniiber den linearen zu vernachlissigen sind; das hat zur Folge,
daB wir in dem Kriftespiel der sichtbaren Welt das Superpositionsprinzip
durchweg bestitigt finden. Hochstens fiir die seltsamen Vorginge inner-
halb des Atoms, von denen wir uns heute noch kein klares Bild machen
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kénnen, kommt jene Nicht-Linearitit moglicherweise in Betracht. Bei
nichtlinearen Differentialgleichungen liegen, namentlich was ihre Singulari-
titen betrifft, im Vergleich zu den linearen #uBerst komplizierte, un-
erwartete und vorerst noch ganz und gar unbeherrschbare Verhiltnisse
vor, und es liegt nahe, diese beiden Dinge: das sonderbare Verhalten
nichtlinearer Differentialgleichungen und die Eigentimlichkeiten intra-
atomistischer Vorginge in Zusammephang miteinander zu bringen. Die
Gleichungen (53), (54) bieten ein schones und einfaches Beispiel dafiir
dar, wie sich das Superpositionsprinzip in der strengen Gravitations-
theorie modifiziert: die Feldpotentiale / und @ hingen in dem einen
Falle durch die Exponentialfunktion, in dem andern durch die trigono-
metrischen von derjenigen Gréfie 1, bzw. ¢ ab, welche dem Superpositions-
prinzip geniigt. Zugleich aber zeigen jene Formeln deutlich, daB von der
Nicht-Linearitit der Gravitationsgleichungen fiir das Verstindnis der Vor-
ginge im Atom und der Konstitution des Elektrons nichts zu erhoffen
ist. Denn die Abweichungen zwischen ¢ und @ werden erst dort merklich,

% . . . . . .
wo —¢ Werte annimmt, die mit 1 vergleichbar sind. Das ist aber

selbst im Innern des Elektrons nicht der Fall; damit jene Abweichung
fir den Bau des Elektrons bedeutungsvoll wiirde, miiite vielmehr seine
Ladung ¢, auf einen Bereich zusammengedringt sein, dessen Radius die
GroBenordnung des Gravitationsradius

e = K}e ~ 10733 cm
dieser Ladung hitte.

Bei der Ermittlung der bisher angegebenen strengen Losungen der
Gravitationsgleichungen handelte es sich immer um eine Fragestellung der
folgenden Art. Bekannt sei, daB ein »kanonisches Koordinatensystem«
existiert, in welchem die invariante quadratische Form 7jdx;dx; der
Materie eine besondere Gestalt annimmt (z. B. eine Kombination von

dx?, dx; 4 dx, 4 dx}, (%, dx, -+ x,dx, + x,dx,)’

ist mit Koeffizienten, die nur von » = Vx? 4 x2 4 x; abhingen: Kugel-
symmetrie); dann existiert ein den Gravitationsgleichungen geniigendes
Schwerefeld gz dx; dxz, welches in den kanonischen Koordinaten die
gleiche Normalform annimmt, und es sollen aus bekannten Ansitzen fiir
die 73 in diesem kanonischen Koordinatensystem die g;; ermittelt werden.
Wie wir in § 15 in dem Verschwinden des Riemannschen Kriimmungstensors
4. Stufe die allgemein invariante Bedingung dafiir erkannten, daB sich
eine quadratische Form mittels Einfilhrung kanonischer Koordinaten
auf die » Euklidische«, durch konstante Koeffizienten ausgezeichnete Gestalt
bringen )iBt, so kann man sich hier die mathematische Aufgabe stellen,
analog die invarianten Bedingungen daftir zu ermitteln, daB sich der
quadratischen Form der Materie durch Transformation auf geeignete Ko~
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ordinaten die gewiinschte besondere Gestalt verleihen 1iB8t. Wenn dies
gelungen ist, kénnen wir die Probleme, welche hier geldst wurden, in
einer dem Gedanken der allgemeinen Relativitit besser entsprechenden
Weise formulieren, nimlich so, daB wir dabei von besonderen »kanonischen«
Koordinatensystemen keinen Gebrauch mehr machen. »

Es ist klar, daB die statischen Differentialgleichungen der Gravitation
die Losungen nicht eindeutig bestimmen koénnen, sondern daB Rand-
bedingungen im Unendlichen hinzutreten miissen. Die von uns gefundenen
Losungen waren von solcher Art, daB die metrische Fundamentalform im
rdumlich Unendlichen gegen die fiir die spezielle Relativititstheorie cha-
rakteristische

dx} — (dx] + dx;, + dx3)

konvergiert. Diese Losungen diirfen wir als die physikalisch richtigen
ansprechen, sofern wir annehmen, daB (bei Zugrundelegung der kano-
nischen Koordinaten) sich in weiter Entfernung groBe Massen befinden,
die im ganzen ruhend und gleichmiBig verteilt sind. Durch diese An-
nahme kommen wir um das Problem der Randbedingungen in analoger
Weise herum wie in der Elektrostatik, wenn wir alle Kraftlinien auf einer
groBen Metallkugel enden lassen. Die prinzipielle Frage ist damit aber
nicht erledigt; ihre Beantwortung wird jedoch offenbar erst méglich sein,
wenn wir uns iiber die Zusammenhangsverhiltnisse der Welt im grofien
klar geworden sind; ein dunkles Problem, in das wir auf einen engen
Weltbezirk beschrinkte Wesen kaum anders als auf spekulativem Wege
jemals werden Licht bringen konnen.

§ 32. Gravitationsenergie. Die Erhaltungssitze.

Bin ésokiertes System durchfegt im Laufe seiner Geschichte einen » Welt-
kanal«; aulerhalb desselben, nehmen wir an, verschwindet die Stromdichte 8¢
(wenn nicht exakt, so doch in solcher Stirke, daB die folgende Uber-
legung ihre Giiltigkeit behilt). Aus der Kontinuititsgleichung
087
Py
folgt, daB der FluB der Vektordichte $° durch jede den Kanal durch-
setzende dreidimensionale »Fliche« denselben Wert ¢ besitzt. Damit
¢ auch dem Vorzeichen nach bestimmt ist, werde im Kanal als Richtungs-
sinn der von der Vergangenheit in die Zukunft fiilhrende festgelegt. Die
Invariante ¢ ist die Ladung unseres Systems. Erfiillt das Koordinaten-
system die Bedingungen, daf} jede »Ebene« x, = const. den Kanal in
einem endlichen Bereich durchschneidet und diese Ebenen, nach wachsen-
dem x, geordnet, in der Richtung Vergangenheit — Zukunft aufein-
ander folgen, so kénnen wir ¢ durch die Gleichung berechnen:

(55)

[6" dx, dx,dx, = ¢,
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wobei sich die Integration tiber eine beliebige der Ebenen x, = const. er-
streckt. Dieses Integral ¢ =-¢ (x,) ist demnach von der »Zeit« x, unab-
hingig, wie sich auch unmittelbar aus (55) durch Integration nach den
»Raumkoordinaten« x, x, x;, ergibt. Das Gesagte gilt allein auf Grund
der Kontinuititsgleichung; die Substanzvorstellung und der auf ihr be-
ruhende Ansatz der Lorentzschen Theorie 8 = @2 kommen dafiir gar
nicht in Frage.

Gilt ein dhnlicher Erkaltungssatz fiir Energic und Impuls ? Die Gleichung
(26) 1iBt das wegen des fiir die Gravitationstheorie charakteristischen
Zusatzterms jedenfalls nicht erkennen. ZEs gelingt nun aber, auch diesen
Zusatzterm in Gestalt einer Divergens zu schreiben. Wir legen ein be-
stimmtes Koordinatensystem zugrunde und nehmen mit dem Weltkonti-
nuum eine infinitesimale Verschicbung im eigentlichen Sinne vor, d. h.
wir wihlen die Deformationskomponenten & in § 2% als Konstante. Dann
ist selbstverstindlicherweise fiir irgend ein endliches Gebiet X

0 [®dx =
!a’xq

(das gilt fiir jede Funktion der g und ihrer Ableitungen, mit Invarianz-
eigenschaften hat das gar nichts zu tun; J’ bezeichnet wie in §27 die
durch die Verschiebung bewirkte Variation). Es ist also fiir die Ver-

schiebung
f 2O) 4+ f §®dx—o.

Setzen wir nach Friitherem
(13) 08 =3O dgap + 5 8% 0gp.2,

so liefert eine partielle Integration
o,k
/5@0’.76——‘/‘6@ dgaﬁd +f[@]"’5gaﬁdx.

Nun ist hier, wo die & konstant sind:

08q
dgaﬂ='_ gﬁg‘

Fithren wir die Gréfien

@65-—;@“1,4&.?'_@:%

Xz :

ein, so besteht demnach die Gleichung

J138 —som g saem.
! .

5x,§

Da dies fiir ein beliebiges Gebiet ¥ gilt, muB der Integrand verschwinden.
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In ihm bedeuten die & willkiirliche konstante Zahlen; also erhalten wir
vier Identititen:

deup _ MF
I aff 8% — .
2 [@] bx,- bxk

Nach den Gravitationsgleichungen ist hier die linke Seite

= L Egﬂ
bx;

- 2

)
und die mechanischen Gleichungen (26) gehen infolgedessen iiber in

auf
(56) =

dxz
Es zeigt sich: wenn wir die nur von den Potentialen und Feldkomponenten
der Gravitation abhingigen t? als die Komponenten der Energiedichte des
G'ravitationsfeldes ansprechen, bekommen wir fiir die gesamte, mit »physi-
kalischem Zustand« und »Gravitation« verkniipfte Energie reine Divergenz-
gleichungen. *3)

Dennoch scheint es physikalisch sinnlos zu sein, die tf als Energie-
komponenten des Gravitationsfeldes einzufithren; denn diese GroB8en &i/den
weder cinen Tensor noch sind sie symmetrisch. In der Tat kénnen durch
geeignete Wahl eines Koordinatensystems alle t? an einer Stelle stets zum
Verschwinden gebracht werden ; man braucht dazu das Koordinatensystem
nur als ein geoditisches zu wihlen. Und auf der andern Seite bekommt
man in einer »Euklidischen«, vollig gravitationslosen Welt bei Benutzung
eines krummlinigen Koordinatensystems tf, die verschieden von o sind,
wo doch von der Existenz einer Gravitationsenergie nicht wohl die Rede
sein kann. Sind daber auch die Differentialrelationen (56) ohne wirkliche
physikalische Bedeutung, so entsteht doch aus ihnen durch Znfegration
iber ein isoliertes System ein invarianter Erhaltungssatz. *¢)

Einisoliertes System mitsamt seinem Gravitationsfelde durchfegt wihrend
seiner Bewegung in der Welt einen Kanal. AuBerhalb des Kanals, in
der leeren Umwelt des Systems, verschwindet, wie wir annehmen, die
Tensordichte €f und das Gravitationsfeld. Wir kénnen dann solche Koor-
dinaten x, =1/ x, x, x, benutzen, daB die metrische Fundamentalform
dort konstante Koeffizienten bekommt, insbesondere die Gestalt annimmt

At — (dx; + dx; + dx3) .
Die Koordinaten sind dadurch auBerhalb des Kanals bis auf eine lineare
(Lorentz-) Transformation festgelegt, und es verschwinden dort auch die t%.
Wir nehmen an, daB jede der »Ebenen« #=const. mit dem Kanal nur

einen endlichen Schnittbereich gemein hat. Integrieren wir die Gleichungen
(56) nach x, x, x, liber eine solche Ebene, so ergibt sich, daB die GroBen

Jz‘=f11? dx, dx, dx,

o, wo Wf =% 4 t*
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z
. dt
J, J, I, die Impulskomponenten des Systems.

Diese GroBen haben eine vom Koordinatensystem unabhingige Be-
deutung. Ich behaupte zunichst, daB sie ihren Wert behalten, wenn das
Koordinatensystem innerkals des Kanals irgendwie abgeindert wird.
Seien x; die neuen, auBerhalb des Kanals mit den alten iibereinstimmen-
den Koordinaten. Ich lege zwei »Flichen«

unabhingig sind von der Zeit: = 0. Wir nennen J, die Energre,

x, = const. = a, bzw. x, = const.=a (¢ % a),
welche sich im Kanal nicht schneiden (es gentigt dazu offenbar, ¢ und
@ hinreichend verschieden voneinander zu wihlen). Ich kann dann ein
3.Koordinatensystem x¥ konstruieren, das in der Umgebung der ersten Fliche
mit den x;, in der Umgebung der zweiten Fliiche mit den x; und auBer-
halb des Kanals mit beiden iibereinstimmt. Formulieren wir die Tatsache, daB
die Energie-Impulskomponenten J¥ in diesem System fiir x¥ ==¢ und 2* =«
die gleichen Werte annehmen, so ergibt sich das behauptete Resultat J; = J;.
Infolgedessen braucht das Verhalten der J; nur noch bei Znearer Koor-
dinatentransformation untersucht zu werden. Solchen gegeniiber ist aber
der Begriff eines Vektors mit konstanten (ortsunabhingigen) Komponenten
invariant. Wir nehmen einen beliebigen Vektor p* dieser Art zu Hilfe, bilden
U%=1%p" und erschlieBen aus (56):
ouE

=0.

dxz

Durch die gleiche Argumentation, die oben auf den elektrischen Strom
angewendet wurde, folgt daraus, daB

‘/‘11°de dx, dx, = J; p*

eine Invariante gegeniiber linearen Transformationen ist. Die J; sind
demnach die Komponenten eines konstanten kovarianten Vektors in der » Eu-
klidischen« Umwelt des Systems; dieser Energie-Impuls-Vektor ist durch
den Zustand des physikalischen Systems eindeutig bestimmt. Die Rich-
tung desselben gibt im groBen ganzen die Richtung an, in welcher sich der
Kanal durch die Umwelt hindurchzieht (eine rein deskriptive Angabe,
die schwer in eine exakte, der mathematischen Analyse zugingliche Form
zu kleiden ist). Die Invariante

VI — I, — J, — J;

ist die Masse des Systems.
Fir das statische Feld ruhender, kugelsymmetrisch verteilter Korper
gilt nach § 30 bei Verwendung der dort benutzten Koordinaten ¢ = o,

daher auch ] ==o0, und als Korpermasse liefert unsere jetzige Erklirung
den Wert?%)
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(57) J, =f$2 dx dx, dx, .

Genau dieselbe Zahl war es (und diese exakte Ubereinstimmung ist sehr
befriedigend), welche damals als die das Gravitationsfeld erzeugende
Masse m, auftrat. Jedoch ist auf eine Diskrepanz mit den Ansitzen der
Substanzphysik aufmerksam zu machen. Bei Spezialisation auf den sta-
tischen Fall liefert nihmlich die u definierende Gleichung

dmds=pudx,dx, dx,dx,: fdm=pudx dx,dx,

und Tt = wu;u* : P=u.

Hier erscheint also als Masse eines ruhenden Korpers nicht das Integral
{57), sondern

j ;zg dx, dx, dx, .

So unscheinbar dieses Anzeichen auch sein mag: es verrdt sich darin
die tiefe unheilbare Fehlerhaftigkeit der ganzen Substanz-Vorstellung.

§ 33. Uber die Zusammenhangsverhiltnisse der Welt im Grof}en.

Die allgemeine Relativititstheorie 148t es durchaus dahingestellt, ob
die Weltpunkte in umkehrbar-eindeutiger und stetiger Weise durch die
Werte von 4 Koordinaten x; dargestellt werden konnen. Sie setzt ledig-
lich voraus, daB die Umgebung eines jeden Weltpunktes eine umkehrbar-
eindeutige stetige Abbildung auf ein Gebiet des vierdimensionalen »Zahlen-
raumes< gestattet (wobei unter »Punkt des vierdimensionalen Zahlenraumes«
jedes Zahlenquadrupel verstanden ist); iiber den Zusammenhang der Welt
im ganzen macht sie von vornherein keine Annahmen. — Wenn wir in
der Flichentheorie von einer Parameterdarstellung der zu untersuchenden
Fliche ausgehen, so bezieht sich diese auch immer nur auf ein Flichen-
stiick, nicht aber auf die ganze Fliche, die im allgemeinen keineswegs
eindeutig und stetig auf die Euklidische Ebene oder ein ebenes Gebiet
abgebildet werden kann. Von denjenigen Eigenschaften der Flichen, die
bei allen eineindeutigen stetigen Abbildungen erhalten bleiben, handelt
die Analysis situs; die Geschlossenheit ist z. B. eine derartige Analysis-
situs-Eigenschaft. Jede Fliche, die aus der Kugel durch stetige Defor-
mation hervorgeht, ist auf dem Standpunkt der Analysis situs von der
Kugel nicht verschieden, wohl aber z. B. der Torus. Auf dem Torus
gibt es nimlich geschlossene Linien, welche den Torus nicht in mehrere
Gebiete zerlegen, auf einer Kugel existieren derartige Linien nicht. Aus
der Geometrie auf der Kugel ging jene »sphirische Geometrie«, welche
wir in § 10 mit Riemann der Bolyai-Lobatschefskyschen gegeniibersteliten,
dadurch hervor, daB wir je zwei einander diametral gegeniiberliegende
Kugelpunkte identifizierten. Die so entstehende Fliche & ist von der
Kugel gleichfalls im Sinne der Analysis situs verschieden, .und zwar durch
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diejenige Eigenschaft, welche man als ihre Einseitigkeit bezeichnet. Denkt
man sich ein kleines, auf einer Fliche liegendes, bestindig im gleichen
Sinne rotierendes Ridchen wihrend der Rotation iiber diese Fliche hin-
bewegt, wobei der Mittelpunkt eine geschlossene Bahn beschreibe, so
sollte man erwarten, wenn das Ridchen wieder an seinen Ausgangsort
zuriickkehrt, so rotiere es hier ‘im gleichen Sinne wie im Anfang seiner
Bewegung. Ist dies der Fall, welche geschlossene Kurve der Mittelpunkt
des Riadchens auch auf der Fliche beschrieben haben mag, so heiBit sie
zweiseitig; im andern Falle aber eimseitiy. DaB es einseitige Flichen gibt,
ist zuerst von Mébius bemerkt worden. Die oben erwihnte Fliche §
ist einseitig, widhrend die Kugel natiirlich zweiseitig ist. Man sieht das
ohne weiteres ein, wenn man den Mittelpunkt des Riddchens einen grofiten
Kreis durchlaufen 1d8t; auf der Kugel muB8 der ganze Kreis durchlaufen
werden, ehe diese Bahn sich schlieit, auf § jedoch nur der /albe. —
Ganz analog wie eine zweidimensionale kann nun auch eine vierdimen-
sionale Mannigfaltigkeit sehr verschiedenerlei Analysis-situs-Beschaffenheit
besitzen. Aber auf jeder vierdimensionalen Mannigfaltigkeit 148t sich die
Umgebung eines Punktes gewif in stetiger Weise durch 4 Koordinaten
darstellen derart, da8 verschiedenen Punkten dieser Umgebung immer
verschiedene Koordinatenquadrupel korrespondieren. Genau in diesem
Sinne ist die Benutzung der 4 Weltkoordinaten zu verstehen.

Von jedem Weltpunkt geht der Doppelkegel der aktiven Zukunft und
der passiven Vergangenheit aus. Wihrend in der speziellen Relativitits-
theorie diese durch ein Zwischengebiet getrennt sind, ist es hier an sich
sehr wohl moglich, daB der Kegel der aktiven Zukunft tiber den der
passiven Vergangenheit hiniibergreift; es kann also prinzipiell geschehen,
daB ich jetzt Ereignisse miterlebe, die zum Teil erst eine Wirkung meiner
kiinftigen Entschlisse und Handlungen sind. Auch ist es nicht aus-
geschlossen, daB3 eine Weltlinie, obschon sie in jedem Punkte zeitartige
Richtung besitzt, insbesondere die Weltlinie meines Leibes, in die Nihe
eines Weltpunktes zuriickkehrt, den sie schon einmal passierte. Daraus
wiirde dann ein radikaleres Doppelgingertum resultieren, als es je ein
E. T. A. Hoffmann ausgedacht hat. Tatsichlich kommen ja so erhebliche
Variabilititen der gz, wie dazu erforderlich wiren, in dem Weltgebiet, in
welchem wir leben, nicht vor; doch hat es ein gewisses Interesse, diese
Moglichkeiten durchzudenken mit Riicksicht auf das philosophische Pro-
blem des Verhiltnisses von kosmischer und phinomenaler Zeit. So Para-
doxes da zutage kommt, ein eigentlicher Widerspruch zu den in unserem
Erleben unmittelbar gegebenen Tatsachen tritt nirgendwo hervor.

In § 25 sahen wir, daB ohne Beriicksichtigung der Gravitation die
elektrodynamischen Grundgesetze (nach Mie) eine solche Gestalt besitzen,
wie sie durch das Kawsalititsprinzip gefordert ist: die Ableitungen der
ZustandsgroBen nach der Zeit driicken sich aus durch diese Gréflen selber
und ihre riumlichen Differentialquotienten. Diese Tatsachen bleiben be-
stehen, wenn wir die Gravitation mit hereinziehen und somit die Tabelle
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. &
der ZustandsgroBen ¢;, Fi durch die gz und {’r erweitern. Wegen

der allgemeinen Invarianz der Naturgesetze muB aber die Behauptung
dahin formuliert werden, daB aus den Werten der ZustandsgréBen fiir
einen Moment alle diejenigen Aussagen iiber sie, welcke invarianten Cha-
rakiter tragen, auf Grund der Naturgesetze folgen; und es muB ferner
beachtet werden, daB diese Behauptung sich nicht auf die Welt als
Ganzes, sondern nur jeweils auf einen durch 4 Koordinaten darstellbaren
Ausschnitt beziehen kann. Wir verfahren mit Hilbert folgendermaBen ®°).
In der Umgebung des Weltpunktes O fithren wir 4 Koordinaten x; ein,
so daB in O selber
L ds? = dx}, — (dx} + dx + dx)

wird. Wir koénnen in dem dreidimensionalen Raum x, = o um O eine
solche Umgebung R abgrenzen, daB in ihr durchweg — 4s® positiv-definit
bleibt. Durch jeden Punkt dieser Umgebung ziehen wir die zu jenem
Raum orthogonale geoditische Weltlinie, die zeitartige Richtung besitzt.
Diese werden eine gewisse vierdimensionale Umgebung von O einfach
iiberdecken. Wir fiihren jetzt neue Koordinaten ein, die freilich in dem
dreidimensionalen Raum R mit den bisherigen tibereinstimmen; wir schreiben
némlich demjenigen Punkte 2, zu welchem wir gelangen, wenn wir von
dem Punkt P, = (x, x, x,) in R auf der durch ihn hindurchlaufenden
orthogonalen geoditischen Weltlinie so weit gehen, daB die Eigenzeit des
durchlaufenen Bogens 2, P gleich x, ist, jetzt die Koordinaten x, x, x, x,
zu. Dieses System von Koordinaten ist von Gauf} in der Flichentheorie
eingefiihrt worden. Da auf jeder der geoditischen Linien Js® = dx} ist,
mufl bei Benutzung dieses Koordinatensystems identisch in allen vier
Koordinaten '

(58) oo = 1

sein. Weil die Linien orthogonal sind zu dem dreidimensionalen Raum
x, == o, ist fir x, = o:

(59) 8or = Loz = o3 = O

Da ferner diejenigen Linien, welche man erhilt, wenn man x, x, x, kon-

stant 148t und nur x, varilert, geoditisch sind, muB (siche die Gleichung
der geoditischen Linien)

o0 .
{i}=° (=0, 1, 2, 3)

[oio] — .

Unter Beriicksichtigung von (58) folgt daraus

werden, mithin auch

b},’ci
dx,

=0 (=1, 2 3),
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und wegen (59) ist infolgedessen nicht nur flir x, = o, sondern identisch
in allen vier Koordinaten

(60) &oi = © (=1, 2, 3).

Wir haben folgende Figur vor uns: eine Schar von geoditischen Linien
mit zeitartiger Richtung, welche ein gewisses Weltgebiet einfach und liicken-
los iiberdecken und eine ebensolche einparametrige Schar von dreidimen-
sionalen Riumen x, = konst. GemiB (60) sind diese beiden Scharen
iiberall zueinander orthogonal; und die auf den geoditischen Linien durch
zwei der »parallelen« Riume x, = konst. abgeschnittenen Bogenstiicke
haben alle die gleiche Eigenzeit. Benutzen wir dieses besondere Koor-

dinatensystem, so ist
dgin ik .
axo:_z{o} (Z)'é=17273)7

und die Gravitationsgleichungen gestatten, die Ableitungen

> {ik} (6 2=1, 2, 3)

0, | o

auBer durch die ¢; und ihre Ableitungen auszudriicken durch die g,

. &
deren Ableitungen 1. und 2. Ordnung nach x, x, x, und die {zo } selber.

Indem wir also die 12 GréBen

ik {zoé} (6 2=1, 2, 3)
neben den elektromagnetischen als die Unbekannten betrachten, geht das
gewiinschte Resultat hervor (wobei x, die Rolle der Zeit spielt). Der
von einem Punkt O’ mit positiver x,-Koordinate gelegte Kegel der pas-
siven Vergangenheit wird aus R ein gewisses Stiick R’ herausschneiden,
das mit dem Mantel jenes Kegels zusammen ein endliches Weltgebiet &
(eine Kegelhaube mit Spitze in O') begrenzt. Wenn unsere Behauptung,
daB die geoditischen Nullinien die Einsatzpunkte jeder Wirkung bezeichnen,
streng richtig ist, muB der Satz gelten, daB durch die Werte der erwihnten
12 GroBen, dazu der elektromagnetischen Potentiale ¢; und FeldgroBen 7,
in dem dreidimensionalen Raumgebiet R’ deren Werte im Weltgebiet ®
vollstindig bestimmt sind. Er ist bisher nicht bewiesen worden. Auf
jeden Fall aber erkemnt man, daf die Differentialgleichungen des Feldes
die vollstindigen Naturgesetze enthalten und nicht etwa noch eine weitere
Eingrenzung durch Randbedingungen im riumlich-Unendlichen oder dgl.
stattfinden kann. ]

Einstein gelangte bei kosmologischen Betrachtungen iiber den Zu-
sammenhang der Welt im groBen *’) zu der Vermutung, daf sie rdumlich
geschlossen sei. Wie in der Newtonschen Gravitationstheorie das in der
Poissonschen Gleichung ausgesprochene Nahewirkungsgesetz das Newton~
sche Attraktionsgesetz nur nach sich zieht, wenn man die Bedingung
hinzufiigt, daB das Gravitationspotential im Unendlichen verschwindet, so
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sucht Einstein zunidchst auch in seiner Theorie die Differentialgleichungen
durch Randbedingungen im rdumlich-Unendlichen zu erginzen. Der Un-
moglichkeit gegeniiber, solche Bedingungen allgemein invarianten Charakters
zu formulieren, welche mit den astronomischen Tatsachen im Einklang
stehen, findet er als einzigen Ausweg die Annahme, daB die Welt rdumlich
geschlossen sei; denn unter dieser Annahme fallen Randbedingungen
natiirlich fort. Dieser Argumentation kann ich zufolge dem oben Aus-
gefiihrten keine Beweiskraft zugestehen, da die Differentialgleichungen fiir
sich schon ohne Randbedingungen die vollstindigen, jede Unbestimmtheit
ausschlieBenden Naturgesetze enthalten. Um so mehr Gewicht besitzt
eine andere Uberlegung, die von der Frage ausgeht: Wie kommt es, daf§
unser Fixsternsystem, mit relativen Sterngeschwindigkeiten, die auBer-
ordentlich klein sind (gegen die Lichtgeschwindigkeit), besteht und sich
erhidlt und nicht lingst in die Unendlichkeit auseinander gestoben ist?
Es gewihrt dieses System durchaus den gleichen Anblick, wie ihn die
Molekiile eines im Gleichgewicht befindlichen Gases einem Beobachter
von entsprechend kleineren Dimensionen darbieten wiirden. Auch im Gas
ruhen die einzelnen Molekiile nicht, aber unter den Geschwindigkeiten
sind gemiB dem Maxwellschen Verteilungsgesetz die kleinen ganz auBer-
ordentlich viel zahlreicher vertreten als die groBen, und die Verteilung
der Molekiile iiber das Gasvolumen ist eine im Mittel gleichmaiBige, so
daB beobachtbare grobe Dichteverschiedenheiten auBerordentlich selten
sind. Ist diese Analogie stichhaltig, so kénnten wir den Zustand des
Fixsternsystems und seines Gravitationsfeldes nach den gleichen statistischen
Prinzipien verstehen, die uns lehren, daB ein abgeschlossenes Gas sich
fast immer im Gleichgewichtszustand befindet. Das wiire aber nur dann
moglich, wenn die gleichmifige Verteilung ruhender Sterne in einem sta-
tischen Gravitationsfeld als idealer Gleichgewichtszustand mit den Gravi-
tationsgesetzen vertriglich ist. In einem statischen Gravitationsfeld ist
die Weltlinie eines ruhenden Massenpunktes, d. h. eine Linie, auf welcher
%, %, %, konstant bleiben und nur x, variiert, eine geoddtische, wenn

{o.o}_____o =1, 2, 3)

z

ool bgoo__
[ i ]“°’ Y

ist. Eine ruhende Massenverteilung ist mithin nur dann mdéglich, wenn

und daher

Vg?o::f: konst. = 1
ist. Die Gleichung

(33) Adf=zu (1t = Massendichte)

zeigt dann aber, daB der ins Auge gefafite ideale Gleichgewichtszustand
mit den Gravitationsgesetzen, wie wir sie bisher angenommen haben,
unvertraglich ist.
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Bei der Herleitung der Gravitationsgleichungen in § 27 haben wir
aber eine kleine Unterlassungssiinde begangen. Es ist nicht R die einzige
von giz, ihren 1. und 2. Differentialquotienten abhingige und in den
letzteren lineare Invariante, sondern die allgemeinste Invariante dieser
Art hat die Gestalt « R + 8, wo ¢ und 8 numerische Konstante sind.
Infolgedessen kénnen wir die Gravitationsgesetze so verallgemeinern, daB
wir R durch R - 2 (& durch @ + %AVyg) ersetzen, wo A eine uni-
verselle Konstante bedeutet. Ist sie nicht = o, wie wir bis anhin voraus-
gesetzt haben, sondern 3 o, so kénnen wir sie = 1 nehmen; dadurch
wird dann, nachdem durch das Relativitdtsprinzip die Zeiteinheit, durch
das Gravitationsgesetz die Masseneinheit auf die der Linge zuriickgefiihrt
war, auch noch die Lingeneinheit in absoluter Weise festgelegt. Bei
dieser Modifikation ergeben die Gravitationsgleichungen fiir ruhende inko-
hirente Materie (T3 = p = y, Vg, alle tibrigen Komponenten der Tensor-
dichte T = o) unter Benutzung der Gleichung f = 1 und der Bezeich-
nungen aus § 28:

A =y, [anstelle von (33)] und
(61) P — Alya = o. ¢ k=1, 2, 3).
Jener ideale Gleichgewichtszustand ist unter diesen Umstinden also mog-
lich, wenn die Masse sich mit der Dichte 4 verteilt. Der Raum muB
dann metrisch homogen sein; und in der Tat sind die Gleichungen (61)

erfiillt fir einen sphirischen Raum vom Radius @ = V2/A. Wir kénnen
also im Raum vier an die Bedingung

(62) R AR
gekniipfte Koordinaten einfithren, fiir die

do® = dx; +dx, + dx; 4- dx),
wird. Der Raum stellt sich als geschlossen und daher endlich heraus.
Wenn dieses nicht der Fall wire, konnte man sich auch kaum vorstellen,
wie ein statistisches Gleichgewicht zustande kommen sollte. Noch wire zu
fragen, ob die Punkte des Raumes den der Bedingung (62) gentigenden

Wertequadrupeln x; umkehrbar-eindeutig entsprechen oder ob je zwei
Wertsystemen

{xxxzx3x4) und (—xx) — X — X5, _x4)

derselbe Punkt entspricht. Diese beiden Moglichkeiten sind analysis-situs-
miBig verschieden, wenngleich beide Riume (im Gegensatz zum zwei-
dimensionalen Fall) zweiseitig sind. Je nachdem die eine oder andere
zutrifft, wire die Gesamtmasse der Welt in gr:

ﬂ, baw. 2.

2% 4%

Die zentral-symmetrischen Losungen der modifizierten homogenen

Gravitationsgleichungen, die einer masseleeren Welt entsprechen wiirden,
ergeben sich aus dem Variationsprinzip (Bezeichnungen siehe § 30):
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Q/‘(zwd'—{— Adr®)dr = o.

Die Variation von w ergibt wie frilher 4/ = 1; die Variation von 4 hin-
gegen

b A,

(63) w =—r.
Verlangen wir Regularitit bei » = o, so folgt daraus
' A

w = ?ﬂ,
(64) ;I;=f’=r—%r"-
Der Raum li8t sich kongruent auf eine »Sphiree
(65) %1 23 2} ] = 3a”

vom Radius @V 3 im vierdimensionalen Euklidischen Raum abbilden (wobei
unserm Zentrum einer der beiden Pole auf der Sphire entspricht, dessen
erste drei Koordinaten x, , x,, ¥, = o sind). Aber da f auf der »groBten
Kugele« x, == o, welche man als Aquator oder Raumhorizont fiir jenes
Zentrum bezeichnen konnte, = o wird, daselbst die metrische Fundamen-
talform der Welt also singulir wird, so sieht man, daB die Mdglichkeit einer
statischen leeren Welt den Naturgesetzen, die wir hier als giiltig betrachten,
widerstreitet *%). Zum mindesten am Horizont miissen sich Massen befinden.
Die Rechnung l48t sich am einfachsten durchfiihren, wenn wir (lediglich
zur Orientierung) dort eine inkompressible Fliissigkeit annehmen. Das zu
l6sende Variationsproblem lautet nach § 31 bei Verwendung der damaligen
Bezeichnungen und unter Hinzufligung des A-Gliedes

af{d'w -+ (,uo -+ *i;) rid — r’v/z} dr = o,

gegen frither ist also nur die Anderung eingetreten, daB die Konstante g,

A . .
durch u, - - ersetzen ist. Wie dort folgt

ZU'—([.LO—*—%)r“:o, w=_—2M+i‘[i°6—-+—£r37

T 2 M 2u,+ A,
(66) }Z_;—I+'-r—'—'—6—7‘.
Befindet sich die Fliissigkeit zwischen den beiden Breitenkugeln x, =konst.,

welche den Radius 7, (<@ V3) besitzen, so verlangt der stetige Anschlu8
n (64), daB die Konstante

M="te,s
6°
. L S . .
ist. -5 wird (in erster Ordnung) o fiir einen Wert r = & zwischen 7,

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. %
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und ¢¥3. Der Raum liBt sich daher immer noch auf die Sphire (65)
abbilden, aber diese Abbildung ist in der von Flissigkeit erfiiliten Zone
nicht mehr kongruent. Die Gleichung fiir & (S. 227) liefert jetzt ein
f, das auf dem Aquator nicht verschwindet. Die Grenzbedingung ver-
schwindenden Drucks ergibt eine transzendente Relation zwischen g,
und 7,, aus welcher hervorgeht: soll der Massenhorizont beliebig schmal
genommen werden, so muB die zar Verwendung kommende Fliissigkeit
eine entsprechend groBe Dichte haben derart, daB die Gesamtmasse
nicht unter eine gewisse positive Grenze sinken kann.*°)
Die allgemeine Losung von (63) lautet

= =y - — (m= konst.}.

Sie entspricht dem Fall, daB um das Zentrum eine Massenkugel liegt.
Nur in einer Zone 7, = » = 7,, in welcher dieses f* positiv ist, kann
die Welt masseleer sein; es ist wiederum ein Massenhorizont erforderlich.

Vielleicht sind wir, den eben angestellten Betrachtungen nachhingend,
allzusehr den Lockungen einer sich ins Leere emporschwingenden Phan-
tasie gefolgt. Doch helfen sie verdeutlichen, was alles auf Grund der
neu gewonnenen Auffassungen iiber Raum und Zeit im Bereiche der
Miglickkeit liegt. Die ihnen zugrunde liegende Annahme ist jedenfalls die
einfachste, auf Grund deren es verstindlich werden kann, da8 in der tat-
“sichlich vorgefundenen Welt hinsichtlich des elektromagnetischen und des
Gravitationsfeldes im GroBflen statische Verhdltnisse herrschen und daB8
gerade diejenigen Losungen der statischen Gleichungen gelten, welche im
Unendlichen verschwinden bzw. gegen die Euklidische Metrik konvergxeren
Auf der Sphire werden nimlich jene Gleichungen eine einzige Losung
besitzen (hier kommen Randbedingungen gar nicht in Frage, sie werden
ersetzt durch die Forderung der Regularitit auf dem ganzen geschlossenen
Gebilde); lassen wir die Konstante 4 beliebig klein werden, konvergiert
die sphirische Losung gegen diejenige in der beim Grenziibergang sich
ergebenden unendlichen Welt, welche im Unendlichen die erwihnten Grenz-
bedingungen befriedigt.

§ 34. Die Weltmetrik als Ursprung der elektromagnetischen
Erscheinungen. %)

Wir erheben uns zu einer letzten Synthese. Um den physikalischen
Zustand der Welt an einer Weltstelle durch Zahlen charakterisieren zu
konnen, muB nicht nur die Umgebung dieser Stelle auf ein Koordinaten-
system bezogen, sondern miissen auBerdem gewisse MaBeinheiten fest-
gelegt werden. Es gilt, eine ebenso prinzipielle Stellungnahme zu diesem
zweiten Punkt, der Willkiirlichkeit der MaBeinheiten, zu gewinnen, wie
sie die in den vorigen Paragraphen dargestellte Einsteinsche Theorie
hinsichtlich des ersten Punktes, der Willkiirlichkeit des Xoordinaten-
systems, einnimmt. Auf die Geometrie und den Begriff der Strecke
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angewendet {Kap. Il), bewirkte dieser Gedanke, nachdem der Schritt von
der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie vollzogen worden, den
endgiiltigen Durchbruch zur reinen Infinitesimalgeometrie. Nehmen wir an,
mit allen Uberbleibseln der »Fernvorstellungen« aufriumend, daB die Welt-
geometrie von dieser Art ist, so erscheint die Weltmetrik auBer von der
quadratischen (1) noch von einer linearen Differentialform ¢;dx; abhingig.

Diese Erweiterung betrifft zunichst nur, genau so wie der von der
speziellen zur allgemeinen Relativitidtstheorie fiihrende Schritt, das welt-
geometrische Fundament der Physik. — Die Newtonsche Mechanik wie
auch die spezielle Relativititstheorie nahmen an, daB die gleichformige
Translation ein ausgezeichneter Bewegungszustand eines Achsenkreuzes
von Vektoren ist, daB also die Lage der Achsen in einem Moment ihre
Lage in allen andern Momenten- bestimmt. Dies ist aber mit dem evi-
denten Prinzip der Relativiiit der Bewegung unvertriglich. Doch konn-
ten wir, ohne in krassesten Konflikt mit den Tatsachen zu kommen,
diesem Prinzip nur dann genfigen, wenn wir den Begriff der Znfinitesi-
malen Parallelverschiebung eines Vektorkreuzes aufrecht erhielten; aber
wir muBten den affinen Zusammenhang, welcher diese Verschiebung be-
stimmt, als etwas physikalisch Wirkliches ansehen, das in naturgesetzlicher
Abhingigkeit von den Zustinden der Materie steht. Die empirisch be-
kannten Eigenschaften der Grawvifation, npamentlich die Gleichheit der
trigen und schweren Masse, lehrten endlich, daB dieser affine Zusammen-
hang geradezu mit dem Gravitationsfeld zu identifizieren ist; und so
gewann die allgemeine Relativititstheorie {iber ibre urspriingliche wels-
geometrische hinaus noch eine spezifisch physikalische Bedeutung., — Von
der gleichen Evidenz wie die Relativitit der Bewegung ist das Prinzip
von der Relativitit der Gréfe; man muB den Mut haben, dieses Prinzip,
nach welchem durch die GroBe eines Korpers in einem Augenblick seine
GroBe in einem andern Moment ideell nicht bestimmt ist, trotz der
Existenz der starren Korper aufrecht zu erhalten.*) Aber man wird es,
ohne mit solchen grundlegenden Tatsachen in krassen Widerspruch zu
kommen, nicht durchfiihren konnen, wenn man nicht an dem Begriff der
infinitesimalen kongruenten Verpflanzung dennoch festhalten wollte, d. h.
man wird der Welt auBer ihrer MaBbestimmung in jedem Punkte einen
metrischen Zusammenhang zuschreiben miissen. Nur darf man darin keine
»geometrische« Eigenschaft erblicken, die der Welt als Form der Er-
scheinungen an sich zukommt, sondern ein Zustandsfeld von physikali-
scher Realitit. Und waren vorher die Koeffizienten der quadratischen
Fundamentalform g;z dx;dxz als die Potentiale des Gravitationsfeldes er-
kannt, so liegt es jetzt sehr nahe, die Koeffizienten der lincaren Funda-

*) Es sei in diesem Zusammenhang daran erinnert, da} das rdumliche Richtungs-
bild, das ein Punktauge mit gegebener Weltlinie in jedem Augenblick von einem ge-
gebenen Weltgebiet empfingt, nur vom Verhiltnis der g;, abhingt, da dies von den
fiir die Ausbreitung des Lichtes mafigebenden geoditischen Nullinien gilt.

16*
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mentalform ;dx; mit den clektromagnetischen Potentialen zu identifisieren.
Dann entspringen auch das elektromagnetische Feld und die elektro-
magnetischen Krifte aus der Weltmetrik. Nun sind uns in der Natur
aber gar keine andern wahrhaft urspriinglichen Kraftwirkungen bekannt
aufer der Gravitation und den elektromagnetischen; von allen andern
weif die statistische Physik plausibel zu machen, daB sie durch Mittel~
wertbildung auf diese zuriickgefiihrt werden kénnen. Da wir zudem
nach der Mieschen Theorie hoffen diirfen, die Materie als Energieknoten
im gravi-elektromagnetischen Felde zu verstehen, so gelangen wir zu der
Konsequenz: Die Welt ist eine (3 - 1)-dimensionale metrische Mannig-
Sfaltigkeit; alle physikalischen Erscheinungen sind AuPerungen der Welt-
metrik. (Wihrend die alte Auffassung besagte: Das vierdimensionale
metrische Weltkontinuum gibt den Schauplatz der physikalischen Erschei-
nungen ab; die physikalischen Wesenheiten selber aber sind etwas, was
»in« dieser Welt existiert, und wir miissen sie nach Art und Zahl so
hinnehmen, wie die Erfahrung sie uns kennen lehrt; es gibt da nichts
weiter zu >begreifenc.) Synonym mit dem Worte Metrik wollen wir den
Terminus »Zustand des Weltiithers« gebrauchen, um dadurch den realen
Charakter der Metrik anzudeuten; doch darf man sich durch diesen Aus-
druck nicht zu falschen Bildern verfilhren lassen. Nachdem die Miesche
Theorie den Dualismus von Materie und Feld tiberwunden hatte, trat in
der allgemeinen Relativititstheorie der neue Gegensatz von »physikali-
schem Zustand« und »Gravitation« hervor, der in § 27 aufgestellt wurde
und sich dort am deutlichsten in der Zweiteilung der Hamiltonschen
Funktion ausspricht. Auch dieser Zwiespalt wird durch die neue Auf-
fassung {iberwunden und ein véllig einheitlicher und in sich folgerichtiger
Standpunkt gewonnen. Der Traum des Descartes von einer rein geo-
metrischen Physik scheint in wunderbarer, von ihm selbst freilich gar
nicht vorauszusehender Weise in Erfiillung zu gehen. Scharf sondern
sich die Intensitits- von den Quantititsgro8en.

Die lineare Fundamentalform ¢;dx; ist nur bestimmt bis auf ein
additiv hinzutretendes totales Differential, erst der aus ihr sich ableitende
Tensor der Streckenkriimmung

fa=ln O
Xk bx,-

ist frei von Willkiir. Genau so steht es nach der Maxwellschen Theorie
mit der elektromagnetischen Potentialform; der elektromagnetische Feld-
tensor, welchen wir frither mit #; bezeichnet haben, ist jetzt zu identi-
fizieren mit der Streckenkrimmung fiz Das 1. System der Maxwellschen
Gleichungen

(67) Ve | Mu g Vi

dx; dx; | dxp

ist, wenn unsere Auffassung vom Wesen der Elektrizitit zutrifft, ein
Wesensgesetz, dessen Giiltigkeit noch vollig unabhingig davon ist, welche
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Naturgesetze den Wertverlauf der physikalischen ZustandsgroBien in der
Wirklichkeit beherrschen. In einer vierdimensionalen metrischen Mannig-
faltigkeit ist die einfachste Integralinvariante, welche iberhaupt existiert,

(68) Jtix =3 [raita,

und gerade sie liegt als WirkungsgréBe der Maxwellschen Theorie zu-
grunde! Wir diirffen demnach wohl behaupten, daB der gesamte Er-
fahrungsschatz, der in der Maxwellschen Theorie niedergelegt ist, zu-
gunsten der weltmetrischen Natur der Elektrizitit spricht. Und da sich
in einer Mannigfaltigkeit von mehr oder weniger als 4 Dimensionen iiber-
haupt keine Integralinvariante von so einfachem Bau konstruieren liBt,
eroffnet der neue Gesichtspunkt nicht bloB ein tieferes Verstidndnis fiir
die Maxwellsche Theorie, sondern es wird von ihm aus auch der bisher
immer als »>zufillig« hingenommene Umstand begreiflich, daB die Welt
vierdimensional ist. In der linearen Fundamentalform ¢:dx; bleibt will-
kiirlich ein additiv hinzutretendes - totales Differential, nicht aber ein Pro-
portionalitdtsfaktor; die WirkungsgroBe ist eine reine Zahl. So muB es
aber auch sein, wenn die Theorie imstande sein soll, von derjenigen
atomistischen Struktur der Welt Rechenschaft zu geben, welcher nach
den Ergebnissen der jiingsten Zeit (Quantentheorie) die fundamentalste
Bedeutung zukommt,

Der statische Fall liegt vor, wenn sich Koordinatensystem und Eichung
so wihlen lassen, daB die lineare Fundamentalform = ¢ dx, wird, die
quadratische

= fdxl — do*;

dabei sind ¢ und # von der Zeit x, nicht abhingig, sondern nur von
den Raumkoordinaten x, x,x,, 40” ist eine positiv-definite quadratische
Differentialform in den drei Raumvariablen. Diese besondere Gestalt
der Fundamentalform wird (von ganz speziellen Fillen abgesehen) durch
Koordinatentransformation und Umeichen nur dann nicht zerstért, wenn
x, fiir sich eine lineare Transformation erleidet, die Raumkoordinaten
gleichfalls nur unter sich transformiert werden und das Eichverhiltnis
eine Konstante ist. Im statischen Fall haben wir also einen dreidimen-
sionalen Riemannschen Raum mit der metrischen Fundamentalform Zo*
und zwei Skalarfelder in ihm: das elektrostatische Potential ¢ und das
Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit f. Als willkiirliche
MaBeinheiten sind zu wihlen die Lingen- und die Zeiteinheit (cm, sec);
do® ist von der Dimension cm? f von der Dimension cm - sec—*, und
¢ hat die Dimension sec™. Soweit in der allgemeinen Relativitits-
theorie tiberhaupt von einem Raum die Rede sein kann (ndmlich im
statischen Fall), stellt sich dieser also, wie wohl zu beachten ist, als ein
Riemannscher heraus und nicht als ein metrischer Raum jener allgemei-
neren Beschaffenheit, in welchem die Streckeniibertragung nicht integrabel
ausfillt.
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Um zu priifen, ob die neue Hypothese iiber das Wesen des elektro-
magnetischen Feldes die Erscheinungen zu erkliren vermag, miissen wir
ihre Konsequenzen ziehen. Als Naturgesetz wird dabei ein Hamilton-
sches Prinzip fungieren, welches besagt, daB die Anderung der Wirkungs-
groBe [Wdx bei jeder unendlich kleinen Variation der Weltmetrik, die
auBerhalb eines endlichen Gebiets verschwindet, Null ist. Die Wirkungs-
groBe ist eine Invariante, B demnach eine aus der Metrik entspringende
skalare Dichte (im eigentlichen Sinne). Mie, Hilbert und Einstein setzten
die WirkungsgroBe als eine Invariante gegentiber Koordinatentransforma-
tion voraus; hier tritt die weitere Einschrinkung hinzu, daB sie auch in-
variant sein muB gegeniiber dem ProzeB des Umeichens, bei welchem

@:, gix ersetzt werden durch

. 1 34
(69) Pi— = PP bzw. Agiz

(A eine willkiirliche positive Ortsfunktion). Wir setzen voraus, da8 8
ein Ausdruck 2. Ordnung ist, d. h. aufgebaut einerseits aus den gz und
deren Ableitungen 1. und 2. Ordnung, anderseits aus den ¢; und deren
Ableitungen 1. Ordnung. Das einfachste Beispiel ist die Maxwellsche
Wirkungsdichte I. Doch soll die Untersuchung hier ganz allgemein ge-
ftihrt werden, ohne daB wir uns von vorn herein auf einen bestimmten
Ansatz fiir % festlegen. Nach der in § 27 angewendeten Kleinschen
Methode (die erst jetzt zu voller Auswirkung gelangen wird) leiten wir
zunichst einige mathematische Identititen her, die fiir jede aus der Metrik
entspringende skalare Dichte 8 giiltig sind.

I Erteilen wir den die Metrk relativ zu einem Bezugssystem be-
schreibenden Groflen ¢;, gz beliebige unendlich kleine Zuwichse 6 ¢,
0gix und bedeutet X ein endliches Weltgebiet, so ist es der Effekt der
partiellen Integration, daB das Integral der zugeh¢rigen Anderung 0%
von B iiber das Gebiet X in zwei Teile zerlegt wird: ein Divergenz-
integral und ein Integral, dessen Integrand nur noch eine lineare Kom-
_bination von d¢; und dgs ist:

r3
(70) f OWdx = f E(ai_';) dx + /(mfdg»,-+ 1WA Sgu) dx. [T = Toi*]
x x z

Dabei sind W’ die Komponenten einer kontravarianten Vektordichte,
2W* aber die einer gemischten Tensordichte 2. Stufe (im eigentlichen
Sinne). Die dv* sind lineare Kombinationen von

0gas
6([),,, 6gaﬂ und 65'0,‘9, i [g“ﬁ’ ;== :;ﬂ] H
T
wir deuten das durch die Formel an:
dbf = (ka) 0.+ (kaf) 0gep + (i) 08ap, ¢ -
Die 09* sind durch die Gleichung (70) erst dann eindeutig bestimmt,

wenn die normierende Bedingung hinzugefiigt wird, da8 die Koeffizienten
(#708) symmetrisch in den Indizes # und 7 sind; bei dieser Normierung
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sind Jv* die Komponenten einer Vektordichte (im eigentlichen Sinne),
wenn man ¢ ¢; als die Komponenten eines kovarianten Vektors vom Ge-
wichte o, Jg; als die Komponenten eines Tensors vom Gewichte 1
auffafit.

Wir driicken zuvérderst aus, daB f W dx eine Eichinvariante ist, sich
x

also nicht #ndert, wenn die Eichung der Welt infinitesimal abgeéndert
wird. Ist das Eichverhiltnis zwischen der abgeinderten und der urspriing-
lichen Eichung A4 = 1 - 7, so ist 7z ein den Vorgang charakterisierendes
infinitesimales Skalarfeld, das willkiirlich vorgegeben werden kann. Bei
diesem ProzeB erfahren die FundamentalgroBen nach (69) die folgenden
Zuwiichse

(71) Ogir =mgm, Opi=— =

Substituieren wir diese Werte in J9%, so moégen die Ausdriicke
0
(72) §k(n)=n.§k+a_:;,[)ka

hervorgehen; sie sind die Komponenten einer von dem Skalarfeld
. . . . . o
linear-differentiell abhingigen Vektordichte, Daraus folgt noch, da Y
die Komponenten eines aus jenem Skalarfeld entspringenden kovarianten
Vektorfeldes sind: 8# ist eine Vektordichte, §j** eine kontravariante Ten-
sordichte 2. Stufe. Die Variation (70) des Wirkungsintegrals muB wegen
seiner Eichinvarianz fiir (71) verschwinden:

”’:x dx +f( m‘ + Iin )a’x-—o

Formt man den ersten Term des zweiten Integrals noch durch partielle
Integration um, so kann man statt dessen schreiben:

(13) fa (Bm) — 7w 4, +f7r(w+ %’)dx-—o

dxp

Daraus ergibt sich nun zunichst die Identitit

ot
(74) ——+ B = o

in der aus der Variationsrechnung bekannten Weise: Wire die auf der
linken Seite stehende Ortsfunktion an einer Stelle (x;) von o verschieden,
etwa positiv, so kann man eine so kleine Umgebung ¥ dieser Stelle ab-
grenzen, da8 jene Funktion in ganz X positiv bleibt. Wihlt man in (73)
fir ¥ dieses Gebiet, fir v aber eine auBerhalb X verschwindende Funk-
tion, welche mnerhalb X durchweg > o ist, so verschwindet das erste
Integral, das zweite aber fillt positiv aus — im Widerspruch mit der
Gleichung (73). Nachdem dies erkannt ist, liefert (73) die Gleichung
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fb(é*(’n) — 7T %)

dxp

dx = o,

x
sie gilt bei gegebenem Skalarfeld = ftir jedes endliche Gebiet ¥, und

infolgedessen muB

(15) b(B*(n)—nm")__o

75 bxk -

sein. Setzen wir (72) ein und beachten, daB an einer Stelle die Werte
! bx,-’ bx;bxk

sich diese eine Formel in die folgenden Identititen:

08t _awt g

dxr  Oxi’ bxa

beliebig vorgegeben werden kénnen, so zerspaltet

(15 1,3,3) =, Bef 4 hhe = o .

Nach der dritten ist ) eine lineare Tensordichte 2. Stufe. Die erste
ist in Anbetracht der Schiefsymmetrie von § eine Folge der zweiten, da

b’baﬂ .
dxa dxp _

ist. .

AL Wir nehmen mit dem Weltkontinuum eine infinitesimale Deforma-
tion vor, bei welcher der einzelne Punkt eine Verriickung mit den Kom-~
ponenten & erfihrt; die Metrik werde von der Deformation ungeindert
mitgenommen. J bezeichne die durch die Deformation bewirkte Ande-
rung irgendeiner GroBe, wenn man an derselben Raum-Zeit-Stelle bleibt,
¢’ ihre Anderung, wenn man die Verschiebung der Raum-Zeit-Stelle mit-
macht. Dann ist nach (20), (20'), (71)

td b ;
_ d(pz____(%b; S g: §,) bx_,
(76) & e
- aglk = (gtr + kr'— + bilf §r) — Uik .

Darin bedeutet 7z ein durch unsere Festsetzungen noch willkiirlich ge-
lassenes infinitesimales Skalarfeld. Die Invarianz der WirkungsgroBe
gegeniiber Koordinatentransformation und Abinderung der Eichung kommt
in der auf diese Variation sich bezichenden Formel zum Ausdruck:

(17) f%a’ -—f{ %gk\—l—dﬂﬁ}a’x:o

Will man nur d1e Koordmatemnvarianz zum Ausdruck bringen, so hat
man 77 = o zu wihlen; aber die so hervorgehenden Variationsformeln
(76) haben keinen invarianten Charakter. In der Tat bedeutet diese
Festsetzung: es sollen durch die Deformation die beiden Fundamental-
formen so variiert werden, daB die Maflzahl / eines Linienclements un-
gedndert bleibt: 0’/ = o. Nun driickt aber nicht diese Gleichung den
ProzeB der kongruenten Verpflanzung einer Strecke aus, sondern
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0l = — Up: 0 x) = — (g &) .
Wir miissen demnach in (76) nicht 7z = o, sondern 7 = — (¢;&’) wihlen,
damit invariante Formeln zustande kommen, nimlich die folgenden:

— 0 = far &,

05" 0 Vg
—ag;k = (gtrb +gkr§f:)+( gk‘f'gzk(pr) §r

Die durch sie dargestellte Anderung der beiden Fundamentalformen ist
eine solche, daB die Metrik von der Deformation ungedndert mitgenommen
und jedes Linienelement kongruent verpflanzt erscheint. Auch analytisch
erkennt man leicht den invarianten Charakter; an der zweiten Gleichung
(78) insbesondere, indem man den gemischten Tensor
dE
bxk

(78)

—F =g

einfiihrt, sie lautet dann
—O0gir =Ein+ Eus .

Nachdem die Eichinvarianz unter I. ausgenutzt ist, kénnen wir uns in
in der Formel (76) darauf beschrinken, fir v die eben besprochene,
vom Standpunkt der Invarianz allein mogliche Wahl zu treffen.

Fiir die Variation (78) sei

BWE# + dvF = G4(5).

&#(&) ist eine linear-differentiell von dem willkiirlichen Vektorfeld & ab-
hiingige Vektordichte; ich schreibe explizite

©H(E) = SFE + Gl oo+ 20

(der letzte Koeffizient ist natiirlich symmetrisch in den Indizes «g).
Darin, daB &#(&) eine von dem Vektorfeld & abhingige Vektordichte
ist, spricht sich am einfachsten und vollstindigsten der Invarianzcharakter
der in dem Ausdruck von &#(§) auftretenden Koeffizienten aus, und ins-
besondere geht daraus hervor, daB &% nicht die Komponenten einer ge-
mischten Tensordichte 2. Stufe sind; wir sprechen hier von einer »Pseudo-
Tensordichte«. Fiihren wir in (74) die Ausdriicke (70), (78) ein, so ent-
steht ein Integral, dessen Integrand lautet

afk() . {f e (bgaﬁ_i_gaﬁ(p)%aﬁ} gt 05

b
dxq dxg

‘tdxe
Wegen
bga(z

+gaﬂ (P: - ra,(h + rﬂ, af

und der Symmetrie von %’B“ﬁ ist

(ga(?_*_gaﬂ(}))%aﬁ__ra ﬁl%ﬂ_ra%ﬁ
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Uben wir auf das letzte Glied unseres Integranden noch eine partielle
Integration aus, so erhalten wir daher

D(S*(E) — Wi &) i —
!T—dx+J[---];§ dx=o.

Nach der oben angewendeten SchluBweise entspringen daraus die Iden-
titdten:

> f
(79) )y doi (bx; ,ﬁ%ﬁ) + fuw =0 und
B(EY ke
(80 VS — W)
dxz
Die letzte zerspaltet sich in die folgenden vier:
% % =ak
6@;__—__5%;. +b.bl __%k,
dxr  dap’ Y i

(80 1,2,3,4) yap

<op | wpay, 09 ) « fya of

©F + )+, —=o0; P i+ 1 =o.

Y
Ersetzt man in (,) nach (,)
$re®  durch — Hefr — Hhor,
so geht daraus hervor, daB '
B — bf’ = 53

schiefsymmetrisch ist in den'Indlzes a3. Fithren wir 3P statt .5?5 ein,

so enthalten (;) und (,) also lediglich Symmetrie-Aussagen, (,) aber geht
tiber in ‘

(81) (R L

0%
Daraus folgt (,), weil wegen der Symmetriebedingungen
22 Hef 33 HIFY .
m = o0, W = o 1st.

Beispiel.  Fiir die Maxwellsche Wirkungsdichte gilt, wie man sofort
einsieht,
dvt = §*3 g,
infolgedessen:
=o0, Pr=1{* &F=10%— fiuf*, die GréBen $ =o.
Unsere Identitéiten liefern also
d fm' d mi
W=
dx,’ dx;

=@f7 (b@ ag"(}@“)-l-fmafp —o0.

dx 2%

=o, QB:.=0;
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Die in der letzten Zeile stehenden beiden Formeln haben wir friiher, die
erste auf S. 197, die zweite auf S. 140, durch Rechnung gefunden; die
letzte driickte damals aus, daB zwischen der Maxwellschen Tensordichte
&# der Feldenergie und der ponderomotorischen Kraft der geforderte Zu-
sammenhang besteht.

Feldgesetze und Erhaltungssitze. Nimmt man in (70) fiir 0 eine be-
liebige Varijation, die auBerhalb eines endlichen Gebiets verschwindet und
fir X die ganze Welt oder ein solches Gebiet, auBerhalb dessen d = o
ist, so kommt

fomax =f(m?arp,~+;%s'* Sgin) dx.

Ist B dx die WirkungsgroBe, so erkennt man daraus, daB in dem Ha-
miltonschen Prinzip die folgenden invarianten Gesetze enthalten sind:

R Y J—
w,=o, B =o,

von denen wir die ersten als die elektromagnetischen, die zweiten als
die Gravitationsgesetze zu bezeichnen haben. Zwischen den linken Seiten
dieser Gleichungen bestehen 5 Identititen, die unter (74) und (79) auf-
geftihrt sind. Es sind also unter den Feldgleichungen 5 {iberschiissige
enthalten, entsprechend dem von 5 willkiirlichen Funktionen abhingigen
Ubergang von einem Bezugssystem zu einem beliebigen anderen.

Nach (75,) haben die elektromagnetischen Gesetze die folgende Ge-
stalt:
(82) ' s fund (67)]

N dxz .
— ganz im Einklang mit der Maxwellschen Theorie: 3% ist die Dichte
des Viererstroms, die lineare Tensordichte 2. Stufe §h#* die elektromagne-
tische Felddichte. Okne nock die Wirkungsgrofe zu spezialisieren, konnen
wir aus der Eichinvarianz allein die gansze Struktur der Maxwellschen
Theorie ablesen. Die besondere Gestalt der Hamiltonschen Funktion
W beeinfluft allein die Formeln, nach denen sich Strom und Feld-
dichte aus den ZustandsgroBen ¢:, g des Weltdthers bestimmen. Im
Falle der Maxwellschen Theorie im engeren Sinne (W =1}, die ja nur
im leeren Raum giiltig ist, wird, wie es sein muB, §* = {#, 8’ = o.

Wie die 8¢ die Dichte des Viererstroms konstituieren, so wird das
Schema der ©# als die Pseudotensordichte der Energie zu deuten sein;

im einfachsten Falle W = I stimmt diese Erklirung mit den Maxwell-
schen Ausdriicken {iberein. Zs gelten allgemein mnach (75,.) tnd (80,)
die Erhaltungssitze

28 e _

P v
Und zwar folgen die Erhaltungssitze auf doppelte Weise aus den Feld-
gesetzen.  Es ist nidmlich nicht nur
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28¢ i .
bix-E 66—1: , sondern auch = — 7 W,
28} 238"

— 1 = =T« g — i % |
37 nicht nur = P sondern auch = g% — fix w0

Die Gestalt der Gravitationsgleichungen geht aus (81) hervor. Die Feld-
gesetze und die zu ihnen gehorigen Erhaltungssitze lassen sich nach (75)
und (80) iibersichtlich zusammenfassen in die beiden Gleichungen

38 () IS (&)

dx; ! dx;

Die enge Beziehung, die zwischen den Erhaltungssitzen von Energie-
Impuls und der Koordinateninvarianz besteht, wurde schon frither von
uns erkannt. Zu diesen vier tritt aber als fiinfter der Erhaltungssatz der
Elektrizitidt hinzu, und ihm muB konsequenterweise eine Invarianzeigen-
schaft entsprechen, die eine fiinfte willkiirliche Funktion mit sich bringt;
als solche erscheint hier die Eichinvarianz. Ubrigens gewannen wir friiher
den Erhaltungssatz fiir Energie-Impuls aus der Koordinateninvarianz nur
dadurch, daf die Hamiltonsche Funktion aus zwei Teilen, der Wirkungs~
funktion des Gravitationsfeldes und der des »physikalischen Zustandess,
bestand; beide Teile muBten auf verschiedene Weise behandelt und die
Teilergebnisse in geeigneter Weise zusammengefiigt werden (§ 32). Kenn-
zeichne ich diejenigen GréBen, welche aus &% - dp# entstehen, wenn
ich die Variation der FundamentalgréBen aus (76) mit 7z = o statt aus

(78) entnehme, durch einen vorgesetzten Stern, so gelten allgemein zu-
*gk

3*Q;
© == 0. Aber
bxk

fir die seit § 27 zugrunde gelegte zweiteilige Wirkungsfunktion sind *&#
nicht die Energie-Impulskomponenten. Wohl haben wir flir den Gravita~
tionsbestandteil (¥ = ©) die Energie durch *&# definiert (§ 32), fir den
elektromagnetischen Bestandteil aber (B =&, § 27) W als Energie-
komponenten eingefiihrt. Dieser zweite Bestandteil & enthilt nur die
gix selber, nicht deren Ableitungen; fiir eine solche GréBe ist nach (8o )
Wk = ©f. Dadurch konnen wir (unter Benutzung derjenigen Transfor-
mation, welche die Fundamentalgrofen bei einer infinitesimalen Abinderung
der Eichung erfalkren) die beiden verschiedenen Definitionen der Energie
einander angleichen, wenn auch nicht ganz ausgleichen. Erst hier lésen
sich diese Diskrepanzen, da wir erst auf Grund der neuen Theorie zu einer
Erklirung des Stromes &, der elektromagnetischen Felddichte § und der
Energie ©% kommen, welche nicht mehr an die Voraussetzung gebunden
ist, daB die WirkungsgroBe aus zwei Teilen zusammengesetzt ist, von
denen der eine die @; und ihre Ableitungen, der andere die Ableitungen
der g;z nicht enthidlt. Die virtuelle Deformation des Weltkontinuums,
welche zur Definition von &# fiihrt, muB dabei Metrik und Linienelemente
in wnserem und nicht im ZEinsteinschen Sinne »ungedndert« mitnehmen,

folge der Koordinateninvarianz die »Erhaltungssitze«
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Die Erhaltungssitze fiir 8/ und &# sind dann ebenfalls an keine beson-
dere Annahme iiber die Zusammensetzung der WirkungsgroBe gebunden.
Von der in § 27 vertretenen Auffassung haben wir uns abermals, nach-
dem schon in § 32 die Totalenergie eingefiihrt war, zu einem hdoheren
und das Ganze einheitlicher umfassenden Standpunkt erhoben. Was die
Einsteinsche Gravitationstheorie fiir die Gleichheit von triger und schwerer
Masse leistet: daB sie ndmlich deren Ubereinstimmung als wesensnot-
wendig erkennt, nicht aber als AusfluB eines unbegriffenen Naturgesetzes,
das leistet die hier entwickelte Theorie fiir die in der Struktur der Max-
wellschen Gleichungen und den Erhaltungssitzen zum Ausdruck kommenden
Tatsachen. Die jetzt gewonnenen Resultate erscheinen mir als eine auBer-
ordentlich starke Stiitze unserer Hypothese vom Wesen der Elektrizitit.

§ 35. Materie, Mechanik und mutmafliches Weltgesetz.

Wir miissen jetzt zeigen, daB im Rahmen der neuen Theorie fiir B
ein Ansatz méglich ist, der in den durch die Erfahrung bestitigten Kon-
sequenzen mit der Einsteinschen iibereinstimmt. Rechnerisch am be-
quemsten durchzufithren ist der folgende {(von dem ich nicht behaupte,
daB er in der Natur realisiert ist):

(83) =—FVg+pL
I ist die Maxwellsche Wirkungsdichte; # der Skalar der Kriimmung
[§ 17, (62)], eine Invariante vom Gewichte — 1; die positive Konstante

@ eine reine Zahl. Es folgt

OB = — LFI(FVg) + L F0Vg 4 0L
Wir_nehmen an, daB — /# positiv ist; dann kann die Eichung durch
die Forderung, daB — F gleich einer vorzugebenden positiven Konstapten
24 ist, eindeutig festgelegt werden. Dadurch erreichen wir, daB die

Feldgleichungen die 2. Ordnung nicht iibersteigen. Wir dividieren %8
durch 22 und erhalten

;6(FV§)+-':-6V§+ adl (a=£)-

24
Benutzen wir fiir 7 die Formel § 17, (62), lassen die Divergenz
s 2Veg))
dx;

fort, die ja bei der Integration {iber die Welt verschwindet, und fiihren
durch eine partielle Integration das Weltintegral von 6(%RVg) iiber in
das Integral von 0® (§ 27), dann lautet unser Wirkungsprinzip

(84) 5f%dx =o, und es ist =& +%}J/§+ al — 3(p: ")V g-

Der Aufbau dieser Hamiltonschen Funktion B ist klar: @ und ol sind
die klassischen Terme der Einsteinschen Gravitations- und der Maxwell-
schen Elektrizitdtstheorie. Zu dem ersten tritt hinzu das kosmologische
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Glied £AVg, das sich hier ganz zwangsweise ergibt, zu dem zweiten der
einfachste Term, der nach der Mieschen Theorie iiberhaupt zur Maxwell-
schen Wirkungsdichte hinzukommen kann: (g;¢f)Vg (mit dem regativen
Koeffizienten — 2 versehen). Danach steht schon fest, daB bei Annahme
dieses Wirkungsprinzips nichts von unsern bisherigen Untersuchungen
preisgegeben zu werden braucht.
Variation der ¢; liefert die Maxwellschen Gleichungen
dfék
0xz

= &,
und dabei ist hier einfach

3Vg ;
e ¥

Variation der gz liefert die Gravitationsgleichungen

8 =

(85) R — T8 of = o,
T = {{+ Hop, 8} 07 — fir P — @u8*.
Die Erhaltung der Elektrizitat driickt sich in der Divergenzgleichung
3 (Veg?) _
dx;

aus; sie folgt einerseits aus den Maxwellschen Gleichungen, muB ander-
seits aber auch nach unsern allgemeinen Resultaten aus den Gravitations-
gleichungen hergeleitet werden konnen. In der Tat: verjiingen wir diese
nach ¢4, so kommt

(86)

R+ 2k = ${(g:)
und daraus in Vefbindung mit — F = 2 A abermals (86). Fiir di¢ Pseudo-
tensordichte von Energie-Impuls findet man, wie zu erwarten,

of = ot + {0+ L1vz o — 1252 oo 4.

Aus der Gleichung 6]%(130 = o fiir eine Variation ¢’, die durch eine

Verschiebung im eigentlichen Sinne hervorgebracht wird [Formeln (76)
mit & = konst., 7t = o], erhilt man nimlich zunichst

2(FSEE) _

(87) Sus

wo

)

vof = 80f — 3ot oY

Um die Erhaltungssitze zu gewinnen, muB man nach Fritherem die
Maxwellschen Gleichungen in der Form schreiben

Y A
b(ﬂ@l—l—m f’k)
Y =
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darin 7w = — (@&’ setzen und die so hervorgehénde Gleichung mit «
multipliziert zu (87) addieren. Dann kommt in der Tat
2SFE) _
dxp

£ . . . .

In &Ff ist der erste Teil aZf die Energie des materiellen Vorgangs, der
zweite, in geschweifte Klammern gesetzte der durch das kosmologische
Glied erginzte Einsteinsche Ausdruck fiir die Gravitationsenergie. Auch

T7 besteht noch wieder aus zwei Teilen, der Maxwellschen Energiedichte
(88) 18f — furf®

und dem nur im Innern eines materiellen Teilchens (Elektron oder
Atomkern) merklichen Mieschen Gliede

11 ar §F

(89) 39,8707 — @:8%.

Sein Vorzeichen ist solcher Art, daB es im statischen Fall einen allseitig
gleichen, den Coulombschen Fliehkriften entgegemwirkenden Druck ergibt.

—)IT ist der GréBenordnung nach gleich d<em Quadrat des Weltradius R,

« demnach ~ R'%, wo R’ == RVg. Unserer Theorie liegt eine bestimmte
Elektrizitdtseinheit zugrunde; sie sei in gewdhnlichen elektrostatischen
Einheiten = ¢. Da in (85) bei Benutzung dieser Einheiten statt der:

2% o
Konstanten o rechts —; auftritt, ist
¢

2

unsere Einheit ist diejenige Elektrizititsmenge, deren Gravitationsradius

a . .. . .
= V———NR' ist; sie ist daher ebenso wie das Wirkungsquantum 1 von
2

kosmischer GroéBe. Das »kosmologische« Moment, das Einstein erst
nachtriglich seiner Theorie einfiigte, haftet der unseren von ihren ersten
Grundlagen her an. — Ersetzt man, der ermittelten Gré8enordnung Rech-
nung tragend, in der Wirkungsdichte 8 die ¢ zunichst durch VA . ¢
und 140t dann die Konstante A unendlich klein werden, so ergeben sich
in der Grenze genau die fiir den Ather giiltigen Maxwell-Einsteinschen
Gesetze, und die Feldkomponenten der Gravitation, das sind die Kom-~
ponenten des affinen Zusammenhangs [z werden wie in der Einsteinschen

Theorie = {Z'é} . Der Umstand, daB in Wahrheit 4 == o ist, soll dariiber
r

hinaus die Existenz des Kosmos (rdumliche Geschlossenheit der Welt) und
die Existenz der Materie ermoglichen; beides geht Hand in Hand, da
unser Wirkungsprinzip die GroBe des Elektrons in Abhingigkeit setzt von
der Grofie des Weltraums (vgl. S. 261).
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Die statische Welt ist von Hause aus geeicht; es fragt sich, ob fiir
diese ihre Eichung 7 = konst. ist. Die Antwort lautet bejahend. Eichen
wir ndmlich die statische Welt um auf die Forderung F == -— 1 und
kennzeichnen die dadurch hervorgehenden GroBen durch Uberstreichung,
so ist

- i OF . .
$i=—"7, wo 5= P gesetzt ist (=1, 2, 3),
- -, ' g_{k -

&t = — Fgu, also g* = — vt V= F'Vg,

und die Gleichung (86) liefert
3% . -
Z' —%‘—o (ri}x__]/gpx)_

Daraus folgt aber F# = konst. — Bezeichnen im statischen Fall /¢ und
(@ @) diejenigen Invarianten im dreidimensionalen Raum mit der metrischen
Fundamentalform d¢? welche :
g ¥ o (b(p\’2 (b(p)' dp\*
ax:+ax;+ax;’ dx, + dx, +(W;)
im Euklidisch-Cartesischen korrespondieren, so lautet die (2)* der Gravi-
tationsgleichungen

Har+2r) =20"+ Ligg).

Hier ist wichtig, daB die rechte Seite positiv ist; dies bedeutet, daB die
Masse von materiellen Teilchen positiv ist und solche Teilchen anziehende,
nicht abstoBende Gravitationskrifte aufeinander ausiiben.

Indem wir voraussetzen, daB unser- Wirkungsprinzip die Existenz
materieller Teilchen erméglicht, wollen wir die meckanischen Gleichungen
aufstellen, welche die Bewegung solcher Teilchen regeln. Tatsichlich
haben wir bisher tiberhaupt noch keine haltbare Herleitung dieser Glei-
chungen im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie gegeben; das soll
hier endlich nachzuholen versucht werden. Der Vorstellung einer sich
bewegenden Substanz diirfen wir uns dabei nicht bedienen; die ihr ent-
sprechenden Ansitze (§ 26)

dmds = udx, T = pusit

sind nimlich hier ganz unmdoglich, weil sie den zu fordernden Invarianz-
eigenschaften widersprechen. Denn nach der ersten Gleichung ist ¢ eine
skalare Dichte vom Gewichte 3, nach der zweiten aber vom Gewichte o,
da Tf eine Tensordichte im eigentlichen Sinne ist. Und man sieht, da8
diese Ansitze in der neuen Theorie aus dem gleichen Grunde unméglich
sind, infolge dessen sie in der Einsteinschen, wie am Schluf von § 32
erwihnt, zu einem falschen Wert der Masse fiihren. Es hingt das offen-

bar aufs engste damit zusammen, daB jetzt das Integral f dmds tiberhaupt
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keine Bedeutung hat, also auch nicht als »Substanzwirkung der Gravitation «
eingefiihrt werden kann. Den ersten Schritt zu einem wirklichen Beweis
der mechanischen Gleichungen haben wir bereits in § 32 getan; dort
wurde der spezielle Fall erledigt, daB der Korper vollstindig isoliert ist,
auf ihn gar keine dulleren Krifte einwirken.

Wir ersehen daraus sogleich, daB wir ausgehen miissen von den fiir
die Gesamienergie K giiltigen Erhaltungssdtzen

~ 2&f

(90) Yar o.

Es werde. um das materielle Teilchen ein Volumen £2 abgegrenzt, dessen
Dimensionen gro sind gegeniiber dem eigentlichen Konzentrationskern
des Teilchens, klein gegeniiber denjenigen Abmessungen, in denen das
juBere Feld sich merklich #ndert. Bei der Bewegung beschreibt £ in
der Welt einen Kanal, in dessen Innern der Stromfaden des Materie-
teilchens hinflieBt. Das Koordinatensystem, bestehend aus der »Zeit-
koordinate« x,=# und den »Raumkoordinaten« x, x,x,, sei so beschaffen,
daB die Riume x, = konst. den Kanal durchschneiden (der Durchschnitt
ist das oben erwihnte Volumen £). Die in einem Raume x, = konst.
iber £ zu erstreckenden Integrale

[&dxdr,az, = 1,

welche Funktionen der Zeit allein sind, stellen die Energie (i = o) und
den Impuls {({ = 1, 2, 3) des materiellen Teilchens dar. Integrieren wir
die Gleichung (go) im Raume x, = konst. iiber £2, so liefert das erste

Glied (2 = o) die zeitliche Ableitung a;,—];, die Integralsumme {iber die

drei letzten Glieder aber verwandelt sich nach dem GauBschen Satz in
ein iiber die Oberfliche von 2 zu erstreckendes Integral — X;; K; hingt
demnach nur von dem Feldverlauf im AuPern des Teilchens (auf der
Oberfliche von £2) ab, nicht aber von den singuliren Zustinden, die im
Innern der Kapsel £ herrschen. So kommen die mechanischen Glei-
chungen zustande

2/ .

ar =&
auf der linken Seite stehen die Komponenten der » ZTrdgheitskrafte, auf
der rechten die Komponenten der duBeren »ZFeldkraft«. Nicht auf der
Trennung von Energie-Impuls in solche des dufleren Feldes und des Teil-
chens (wie wir die Sache in § 24 darstellten), sondern auf dieser durch
die Scheidung von Zeit und Raum bedingten Gegeniiberstellung des
ersten und der drei letzten Glieder in den Divergenzgleichungen der
Erhaltungssitze beruht in Wahrheit der Gegensatz von kinetisch und
potentiell, welcher im Grundgesetz der Mechanik zum Ausdruck kommt.

Wevyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 17
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Diese Auffassung wurde am deutlichsten von Mie in dem 3., von »Kraft
und Trigheit« handelnden Teil seiner bahnbrechenden »Grundlagen einer
Theorie der Materie« vertreten.?”) Es gilt jetat, diesen Standpunkt fiir
das gegenwirtig angenommene Wirkungsprinzip durchzufiihren.

Wir denken uns den auBlerhalb des Kanals herrschenden Wertverlauf
der giz glatt iiber den Kanal ausgedehnt, indem wir die feine tiefe Furche,
welche die Bahn des Materieteilchens in das metrische Antlitz der Welt
reiBt, ausglitten, und behandeln den Stromfaden des Teilchens als eine
Linie in diesem (fortan allein benutzten) ausgeglitteten metrischen Felde;
ds sei das zugehorige Eigenzeit-Differential (die Eichung ist ein fiir alle-
mal durch F= — 2 normiert). Wir kénnen zu einer Stelle des Strom-
fadens ein solches (»normales«) Koordinatensystem einfithren, daB8 dort

ds® = dxf — (dx? -+ dx) + dx3)

wird, die Ableitungen bs;x"ﬂ verschwinden und die Richtung des Strom-
fadens durch
(91) dx,idx, idx, dx, ==1.0.0:0

gegeben ist. Dann filit in den Oberflichenintegralen, welche die Kom-
ponenten X; der Feldkraft definieren, der von der Gravitationsenergie
herrtihrende Anteil fort; denn deren Komponenten hingen nicht nur linear,

sondern quadratisch von den Ableitungen b;:_’ﬂ ab. Ebenso fillt der
Anteil (89) fort, der nur innerhalb des Teilchens merklich ist, es bleibt
allein das Maxwellsche Glied (88). Setzen wir quasistationire Bewegung
voraus, so diirfen wir annehmen, daB die innere Konstitution des Teil-
chens von derjenigen nicht abweicht, die es im isolierten ruhenden
Zustand besitzt. In seinem Innern herrsche Ruhe. Von den fiber 2
erstreckten Integralen der & wird dann nur das dem Index i = o
korrespondierende von Null verschieden sein; dieses aber ist gleich der
Ladung e. Aus den Maxwellschen Gleichungen geht hervor, daB das
elektromagnetische Feld auf der Oberfliche von £ sich in die Form
setzen 1Bt fiz —+ fiz, Wo fu konstant ist und £z das auf  sehr schwache,
von dem Teilchen herriihrende statische Feld ist. (Unsere Voraussetzungen
bedingen, daB das Teilchén nicht »strahlt<.) Da die Komponenten der
Maxwellschen Energiedichte quadratisch vom Felde abhingen, setzt sich
demnach jede derselben aus drei Termen zusammen gemif der Formel

A ="+ 2/ + 7
Von ihnen liefert jeweils das erste Glied keinen Beitrag, da der Flu8

eines konstanten Vektors durch eine geschlossene Oberfliche o ist; das

letzte ist zu vernachlissigen, da es das schwache Feld fim Quadrat enthilt;
es bleibt nur das mittlere. Dies aber liefert nach dem Gauflschen Satz

K= ¢fui.
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Somit lauten die mechanischen Gleichungen

(92)

In einem statischen isolierten System sind /; die Komponenten eines
gegeniiber linearer Transformation kovarianten Vektors, und es ist in
demjenigenKoordinatensystem, in welchem dasSystem ruht, J,=/,=/,==o
(/, = m). Dies trifft nach Voraussetzung auch bei quasistationdrer Be-
wegung zu; es ist infolgedessen filir jedes Koordinatensystem, sofern man
annehmen darf, daB es aus dem »normalen¢ durch eine Transformation
hervorgeht, die im unendlich diinnen Querschnitt des Stromfadens als
linear betrachtet werden kann,
. dx;

Simm (=),
eine Formel, die also nicht nur an der ins Auge gefaBten Stelle des
Stromfadens gilt, sondern auch an den Stellen vorher und nachher, ob-
wohl fiir diese unser Koordinatensystem nicht normal ist. Infolgedessen
geht (92) iiber in

(93) d(z,m’) efoi.

. . . a
Die ote dieser Gleichungen liefert d_’:‘l

In einem beliebigen Koordinatensystem aber verwandeln sie sich zu

= o, also ist die Masse m = konst.

d(mu; . 08«
(94) (Ts) — 3 bgﬂ mutud = ¢ sz

Denn die Beziehungen (94) sind invariant gegeniiber Koordinatentrans-
formation und stimmen fiir das normale Koordinatensystem mit (g3)
iiberein. Von ihnen kann man die dem Index 7 = o entsprechende fort-
lassen, wenn das Gesetz von der Konstanz der Masse hmzugefugt wird.
Die 5 Erhaltungssdtze haben uns demnach geliefert:

du; ;9 € .

dsl = agaﬂuauﬁ_ —funt (=1, 2, 3)

und ¢ = konst., m = konst.

Diese Herleitung ist nicht eben sehr streng;-es liegt das aber wegen des
approximativen Charakters der mechanischen Gleichungen in der Natur
der Sache. Es ist noch einmal zu betonen, daB sich die GréBen gz,
fi# auf die glatt iiber den Kanal ausgedehnten duBeren Felder bezichen,
nicht auf die im Kanalquerschnitt stark verinderlichen Felder, welche
im Innern des Kanals wirklich vorhanden sind.

Mit demselben Grad von Plausibilitit wie in der Einsteinschen Theorie
diirfen wir aus unsern Ergebnissen schlieBen, daB eine UZr bei quasi-
stationsrer Bewegung diejenige Eigenzeit J[ds angibt, welche der Nor-
mierung # = konst. entspricht. Wiirde bei der Bewegung einer Ubr

17*
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(eines Atoms) mit unendlich kleiner Periode die von ihr wiihrend einer
Periode zuriickgelegte Weltstrecke sich von Periode zu Periode kongruent
verpflanzen im Sinne unserer Weltgeometrie, so wiirden zwei Uhren,
welche von dem gleichen Weltpunkt 4 mit derselben Periode ausgehen,
d. h. welche wihrend ihrer ersten Periode kongruente Weltstrecken in A4
zurticklegen, beim Zusammentreffen in einem spiteren Weltpunkt B im
allgemeinen verschiedene Perioden besitzen. In dieser Weise kann sich
der Umlauf der Elektronen im Atom also jedenfalls nicht vollziehen, da
die Atome Spektrallinien bestimmter Frequenz aussenden, unabhingig
von ihrer Vorgeschichte. Es liegt aber auch durchaus nicht im Sinne
unserer Theorie, daB sie a priori von Uhren ein derartiges Verhalten
voraussetzt; vielmehr liBt sich dariiber nur auf Grund der Naturgesetze
entscheiden. Und es zeigt sich bei dem jetzt als giiltig vorausgesetzten
Wirkungsprinzip, daB der Vorgang nicht in einer kongruenten Verpflan-
zung besteht, sondern: die wihrend einer Periode zuriickgelegte Welt-
strecke bewahrt ein konstantes Verhiltnis zu dem an jeder Stelle vor-

1 ..
handenen Kriimmungsradius der Welt V=7 Ubrigens leisten die ge-

wonnenen Erhaltungssitze, welche besagen, daB die zeitliche Anderung
von Ladung, Masse und Periode (in dem angegebenen Sinne) verschwin-
det, wegen ihrer nur approximativen Geltung im Grunde nicht das Ge-
ringste fiir das Verstindnis der Tatsache, daB alle Elektronen die gleiche
Ladung und Masse, alle Atome derselben chemischen Konstitution die
gleiche Masse und die gleichen Spektrallinien besitzen. Diese Tatsachen
konnen allein in dem Umstande begriindet sein (und daraus folgen sie
allerdings mit Notwendigkeit), daB die Naturgesetze nur eine diskrete
Zahl von statischen Losungen zulassen.

Von neuem erhebt sich hier das Prodlem der Materie, das wir am
Schlu@ von Kap. III im Rahmen der Mieschen Theorie formulierten.
Man kénnte glauben, daBl seine Losbarkeit auf Grund des Wirkungs-
prinzips {84) verneint werden miiite; denn in § 23 stelite sich heraus:
wenn zu der Maxwellschen Wirkungsdichte ein Glied hinzutritt, das

lediglich eine Funktion von ¢ = VW ist, so muB diese Funktion fiir
¢ = o mindestens in 5. Ordnung verschwinden. Doch entsprang diese
Bedingung daraus, daB Regularitit der kugelsymmetrischen statischen
Losung im Unendlichen gefordert werden muBte. Hier aber, bei Be-
riicksichtigung der Gravitation und des kosmologischen Gliedes, werden
jene Losungen zweifellos nicht zu einem unendlichen, sondern zu einem
geschlossenen Raum fiihren, so daB ganz andere Regularititsforderungen
zu stellen sind. Die Durchfihrung des Ansatzes®?) zeigt in der Tat,
daB die zur Verfiigung stehenden Konstanten gerade in solcher Anzahl
vorhanden sind, daB eine diskrete Zahl regulirer Losungen zu erwarten
ist; wennschon die gegenwirtigen Hilfsmittel der Analysis zum Nachweis
ihrer wirklichen Existenz und zur approximativen Beherrschung derselben
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kaum ausreichen werden. Die Behauptung ist aber nur dann richtig,
wenn auch die in das Wirkungsprinzip eingehende reine Zahl § nicht
einen von vorn herein vorgegebenen numerischen Wert hat; nur fiir
gewisse .singulire Werte dieser Konstanten, die »Eigenwerte«, existiert
eine reguldre statische Losung. Nur so kann man auch vielleicht be-
greifen, daB am Elektron, wie wir frither sahen, reine Zahlen auftreten,
deren Gro8enordnung ginzlich von 1 verschieden ist. Die den verschie-
denen moglichen Eigenwerten entsprechenden Korpuskeln miiSten aber
doch alle, sich gegenseitig feine Modifikationen der inneren Struktur auf-
zwingend, neben- oder ineinander in der gleichen Welt existieren; merk-
wiirdige Konsequenzen scheinen da aufzuddmmern flir die Organisation
des Weltalls, die uns vielleicht seine Ruhe im gro8en, Unruhe im kleinen
verstindlich machen konnen. Unser »Weltgesetz« aber miifite so formu-
liert werden: Jede auBerhalb eines endlichen Weltgebiets verschwindende
Variation, fir welche J/Y{dx verschwindet, macht auch die Variation von
S F*Vgdx zu Null.

Das bisher diskutierte ist dasjenige, mit dem neuen Grundsatz der
Eichinvarianz vertrigliche Wirkungsprinzip, welches der Maxwell-Einstein-
schen Theorie am nichsten kommt. Wir sahen, daB es mit allen Er-
fahrungen, iiber welche jene Theorie Rechenschaft gibt, gleichfalls im
Einklang steht, hinsichtlich der tiefer greifenden Fragen, der kosmologi-
schen und des Problems der Materie, ihr aber entschieden {iberlegen ist.
Ich glaube trotzdem nicht, daB die Hamiltonsche Funktion (83) der Wirk-
lichkeit entspricht. Wohl werden wir annehmen diirfen, daB 2 die Ge-
stalt besitzt W Vg, wo W eine in rationaler Weise aus den Kriimmungs-
komponenten gebildete Invariante vom Gewichte — 2 ist. Solcher In-
varianten lassen sich nur einige wenige (4, wenn ich nicht irre) aufstellen,
aus denen sich jede mittels numerischer Koeffizienten linear zusammen-
setzen liBt. Eine ist die Maxwellsche

(95) { = %ﬁk ik;

eine andere die eben benutzte #° Die Kriimmung aber ist von Hause
aus ein linearer Matrix-Tensor 2. Stufe: F;zdx;dxz Nach dem gleichen
Gesetz, nach welchem (g95), das Quadrat des absoluten Betrages, aus der
Streckenkriimmung #;z hervorgeht, kénnen wir aus der totalen Kriimmung
bilden:

(96) 1FF*,

Die Multiplikation ist hier als Zusammensetzung der Matrizen zu deuten;
(96) ist daher selber wiederum eine Matrix. Erst ihre Spur Z ist ein
Skalar, und zwar ein Skalar vom Gewichte — 2. Die beiden GroBen
Z und / erscheinen mir als die einzigen Invarianten der geforderten Art,
welche auf natiirliche Weise aus der Krlimmung gebildet sind, und nur
in einer vierdimensionalen Welt existieren iiberhaupt Invarianten von so
natiirlichem und einfachem Bau. Ich glaube also, daB /¥ eine lineare
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Kombination von Z und / ist; das Weltgesetz lautet dann: Fir jede
unendlich kleine virtuelle Verdnderung der Metrik, die auferhalb eines
endlichen Gebiets verschwindet, und bei welcher die Wirkungsgrife [1dx
ungeindert bleibt, verschwindet auch die Variation von f8dx. Akzeptiert
man dies Gesetz, so lauten die Maxwellschen Gleichungen wie oben:
bei Normierung der Eichung durch # = konst. ist 8 gleich einem kon-
stanten Multiplum von Vgg® und %# = f*. Die Gravitationsgesetze
stimmen im statischen Fall auch hier in erster Anniherung mit dem
Newtonschen iiberein. Aber in der Frage der mechanischen Gleichungen
und des Zusammenhangs der durch MaBstibe und Uhren gewonnenen
MeBresultate mit der quadratischen Fundamentalform Js* scheint der
Anschluf an die alte Theorie unterbrochen zu sein; hier kann man auf
neue Ergebnisse stofien. Augenblicklich steckt die Theorie aber noch
ganz und gar in den Kinderschuhen. DaB es mathematisch schwierig
ist, selbst diejenigen Tatsachen aus ihr zu gewinnen, welche sich aus
glteren, nicht so umfassenden Theorien ohne weiteres ablesen lieBen, ist
natiirlich kein Einwand gegen das Neue. Bei einer Theorie, die alles
enthalten soll, die Organisation des Kosmos so gut wie die feinen Struk-
turbeschaffenheiten der Atome, kann man es kaum anders erwarten. Die
brennendste Frage, welche sich erhebt, ist die: ob das angenommene
Weltgesetz von sich aus imstande ist, die Existenz des Wirkungsquantums
und die vom Wirkungsquantum beherrschte Mechanik des strahlenden
Atoms zu erkliren. —

Unser Weg erklomm eine solche Hohe, dal es von hier aus schwer
wird, wieder zu der vertrauten Fiille der Erscheinungen herabzu-
steigen, mit denen uns die Wirklichkeit umgibt. Der Glaube erscheint
nicht mehr verwegen, wir seien imstande, das Wesen der physischen
Welt, der Materie und der Naturkrifte, so volistindig zu begreifen, daB
sich aus dieser Einsicht mit vernunftmiBiger Notwendigkeit die Gesetze
eindeutig ergeben, welche den Ablauf der Naturvorginge regeln. Wer
auf den durchmessenen Weg zuriickschaut und in einem einzigen Blick
das Ganze umspannt, was nur sukzessive und in ein gegliedertes Mannig-
faltige aufgelost zur Darstellung kommen konnte, mul von dem Gefiihl
errungener Freiheit {iberwiltigt werden — ein festgefiigter Kifig, in den
das Denken bisher gebannt war, ist gesprengt —; er muf3 durchdrungen
werden von der GewiBlheit, daB unsere Vernunft nicht blof ein mensch-
licher, allzumenschlicher Notbehelf im Kampf des Daseins, sondern un-
geachtet aller Triibungen und alles Irrtums doch der Weltvernunft ge-
wachsen ist und das BewuBtsein eines jeden von uns der Ort, wo das
Eine Licht und Leben der Wahrheit sich selbst in der Erscheinung ergreift.
Ein paar Grundakkorde jener Harmonie der Sphiren sind in unser Ohr
gefallen, von der Pythagoras und Kepler triumten.

Dafl solchem Stolz die nur allzunétige Bescheidung nicht fehle, sei
diese Betrachtung hinzugefiigt. Je weiter sich die Physik entwickelt, um
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so deutlicher wird es, dafl die Beziehungen zwischen der Wirklichkeit,
die jeder von uns lebt, und jenen objektiven Wesenheiten, von denen
die Physik in mathematischen Symbolen handelt, durchaus nicht so ein-
fach sind, wie es der naiven Auffassung erscheint, und daB von dem
Inhaltlicken jener unmittelbar erfahrenen Wirklichkeit in die physikalische
Welt im Grunde nichts eingeht. Wir hatten erkannt, daB Physik und
Geometrie schlieBlich zusammenfallen, dafi die Weltmetrik eine, ja viel-
mehr die physikalische Realitit ist. Aber letzten Endes erscheint so diese
ganze physikalische Realitit doch als eine blofle Form; nicht die Geo-
metrie ist zur Physik, sondern die Physik zur Geometrie geworden. Wir
haben nicht mehr wie nach alter Anschauung einen leeren Raum als die
Form, in deren Rahmen sich eine Materie von gediegener Wirklichkeit
konstituiert, und als den Schauplatz, auf welchem sich die wirklichen
Geschehnisse, das sind dieser Materie Verinderungen abspielen; sondern
die gesamte physische Welt ist zur Form geworden, der aus ganz andern
Bezirken als denen der Physis ihr Inhalt zuwichst. Die Physik hat fiir
die Wirklichkeit keine weitergehende Bedeutung wie die formale Logik
fir das Reich der Wahrheit. Was die formale Logik lehrt, griindet ge-
wiB im Wesen der Wahrheit, und keine Wahrheit verletzt ihre Gesetze.
Ob aber eine konkrete Behauptung wahr ist oder nicht, dariiber lehrt
sie schlechterdings nichts, das Inhaltliche der Wahrheit 1Bt sie génzlich
dahingestellt; der Grund der Wahrheit eines Urteils liegt in der beur-
teilten Sache und nicht in der Logik. Ich meine, daB die Physik es nur
mit dem zu tun hat, was in einem genau analogen Sinne als formale
Verfassung der Wirklichkeit zu bezeichnen wire. Ihre Gesetze werden
ebensowenig in der Wirklichkeit jemals verletzt, wie es Wahrheiten gibt,
die mit der Logik nicht im Einklang sind; aber iiber das inhaltlich-Wesen-
hafte dieser Wirklichkeit machen sie nichts aus, der Grund der Wirklich-
keit wird in jhnen nicht erfaBt. Wenn es der Wahn der scholastischen
Methode ist, aus bloB Formalem Wesenhaftes deduzieren zu wollen, so
ist die Weltanschauung, welche man als Materialismus bezeichnet, nur
eine Spielart der Scholastik.
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Homogenitit der Welt 129.
homolog 10,

Hydrodynamik 174, 225.
hydrostatischer Druck 174, 228.

Jetzt 6, 124.

Impuls, elektrischer 177.

—, mechanischer 39, 234.

Impulsdichte 141 (vgl. Energie-Impuls-
tensor).

Impulsmoment 41.

Impulsstrom 141.

Induktion, magnetische 67.

Induktionsgesetz 135, 165.

Infinitesimalgeometrie §§ 13—16.

infinitesimale Verschiebung 92.

inhomogene lineare Gleichungen 21.

integrabel 97, 105.

IntensititsgroBen 98.

Joulesche Wirme 136.

Kathodenstrahlen 168.

Kausalititsprinzip 176, 236.

kinetischer Energie-Impulstensor 169,

kogrediente Transformation 3I.

kommutatives Gesetz 15.

Komponenten, kovariante und kontravari-
ante, einer Verschiebung 31.

— eines Tensors (in einer linearen Mannig-
faltigkeit) 33; (allgemein) 93.

— eines Vektors 18,

— des affinen Zusammenhangs 101,

kongruent 10, 88.

—e Abbildung 23.

Kontinuititsgleichung der Elektrizitdt 133.

— der Materie 158.

Kontinuum 73.

kontragrediente Transformation 30.

Kontraktionshypothese 144.

kontravariante Tensoren 32; (allgemein) 93.

Konvektionsstrom 134, 164.

Koordinaten (in ein  linearen Mannig-
faltigkeit) 18; (allgemein) 75.

Koordinatensystem 8, 18, 7s.

—, Cartesisches 26.

—, normales 145.

kovariante Tensoren 32; (allgemein) 93.

Kraft 34.

—, elektrische 177,

—, ponderomotorische (des elektrischen
Feldes) 59; (des Magnetfeldes) 66; (des
elektromagnetischen Feldes) 177; (des
Gravitationsfeldes) 189.

—: Feldkraft und Triigheitskraft 257.

Kreisel 45.

Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravi-
tationsfeld 2r1.

—, Gaubsche 83.

— Richtungskr. 111; Streckenkr. 11I;
Vektorkr. 106, III.

—, Riemannsche 120.

Kriimmungs-Skalar 120.

kugelsymmetrisches Gravitationsfeld 217,

Kurve 76, 94.

Ladung 58; (substantiell aufgefaft) 182;
(allgemein) 231,

Leitfghigkeit 68,

Leitungsstrom 164.

Lichtither 134.

Lichtstrahl 154; (krimmt sich im Gravi-
tationsfeld) 211.

Lichttheorie, elektromagnetische 136.

Linearform 2o.

lineare Gleichung 21.

—s Punktgebilde 18.

—r Tensor 51, 94.

— Tensordichte 98.

— Vektorabbildung 3s.

— Vektormannigfaltigkeit 17,

linear unabhingig 17.

Linie, gerade (in der Euklidischen Geo-
metrie) 10, 16; (allgemein) 102.

—, geoditische 102.

Linienelement (in der Euklidischen Geo-
metrie) 50; (allgemein) 92.

Lobatschefskysche Geometrie § 10.

Lorentz-Einsteinsches Relativititstheorem
138.

Lorentz-Kontraktion 144, 149, 154.

— -Transformation 138.

Magnetinduktion 67.

magnetische Feldstirke 63.

— Permeabilitit 67.

Magnetisierung 67.

Magnetismus 65.

Mannigfaltigkeit 75.

—, affin zusammenhéngende § 14.

—, metrische § 16.

Masse (beruht auf Energie) 171, 234.

—, gravitationsfelderzeugende 220.

—, trige und schwere 192.

Mabbestimmung (in einem Punkte) 108.

—, Cayleysche 73.

MafQeinheit 36; (ihre Relativitit) 242.

—, elektrostatische und elektromagnet. 135,

Mabzahl einer Strecke 109.

Materie § 24; (das Problem der Materie)
181, 260.
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Matrix 35.

Maxwellsche Spannungen 61, 66, 140.

— Theorie (stationdrer Fall) § 9; (allge-
mein) § 19; (Ubertragung der statio-
niren Gleichungen auf den Riemann-
schen Raum) 116; (im Rahmen der
allgemeinen Relativititstheorie) 189;
(Herleitung aus der Weltmetrik) 245,25 1.

— Wirkungsdichte 245.

mechanisches Grundgesetz (Newtonsches)
39, 59; (in der speziellen Relativitits-
theorie) 167; (in der allgemeinen) 189;
(Herleitung aus den Feldgesetzen) 257.

Mechanik des Relativititsprinzips § 23.

Messen 7.

metrisches Feld 88, 187.

— Fundamentalform (tensor) 25, 35.

— Zusammenhang 109.

Metrik 235; (allgemein) 108.

Michelsonscher Versuch 143.

Miesche Theorie § 25; 199.

Multiplikation eines Tensors mit einer
Zahl 38.

— von Tensoren 39.

— einer Tensordichte mit einer Zahl 98.

— — — — einem Tensor 98.

— eines Vektors mit einer Zahl 13.

Newtonsches Gravitationsgesetz 196.

nicht-ausgeartete Bilinearform und quadra-
tische Form 23.

Nicht - Euklidische Ebene (Beltramisches
Modell) 83; (Kleinsches Modell) 72;
(metrische Fundamentalform) 83.

— Geometrie § 10,

Normaleichung des Riemannschen Raums
111,

normales Koordinatensystem 145.

Nullinien, geoditische 114.

Ohmsches Gesetz 68.

parallel 12, 18,

Parallelenpostulat 69.

Parallepiped 18.

Parallelogramm 18.

Parallelprojektion 13I.

Parallelverschiebung, infinitesimale (eines
kontravarianten Vektors) 100; (eines
kovarianten) 102.

partielle Integration (Prinzip derselben) 100.

- passive Vergangenheit und Zukunft 147.

Perihelbewegung des Merkur 212, 222.

Permeabilitit, magnetische 67.

Phase 154.

Planetenbewegung 220.

Polarisation 63.

ponderomotorische Kraft des elektrischen,
des ‘magnetischen und des elektro-
magnetischen Feldes 59, 66, 136.

— — des Gravitationsfeldes 189.

positiv-definit 24.

Potential, elektromagnetisches 139.

—, elektrostatisches 58.

— des Gravitationsfeldes 189,

—, retardiertes 138.

—, Vektor- 66.

potentieller Energie-Impulstensor 169.

Poyntingscher Vektor 137.

Produkt, skalares 24.

— eines Tensors mit einer Zahl 38.

— von Tensoren 39.

— einer Tensordichte mit einer Zahl g8.

— — — mit einem Tensor g8.

— eines Vektors mit einer Zahl 15.

—, vektorielles 40.

‘Projektion 131.

Punktgebilde, lineares 18.

Pythagoreischer Lehrsatz 25, 82, 194.

quadratische Form 24.
Quantititsgréfen g8.

Raum (als Form der Erscheinungen) 5;
(als Projektion der Welt) 132, 151.

—, Euklidischer §§ 1—4.

—, metrischer § 16.

—, n-dimensionaler 21.

—, Riemannscher 111; § 17.

raumartiger Vektor 15I1.

Raumelement 50, 94.

rechter Winkel 12, 1009.

Relativgeschwindigkeit 152.

Relativitit der Bewegung 126, 186.

— — Gréle 243.

Relativitdtsprinzip, Einsteinsches (spezielles)
§ 20; (allgemeines) § 26.

—, Galileisches § 18.

Relativititstheorem, Lorentz-Einsteinsches.
138.

retardiertes Potential 138.

Richtungskriimmung 113.

Riemannsche Geometrie §§ 11, 12.

— Kriimmung 120.

—r Raum 1115 § 17.

Rotation (rot) 54; (allgemein) 95.

— (im geometrischenSinne) 12; (imkinema-
tischen) 42; (Relativitit derselben) 187.

Rotverschiebung der Spektrallinien in der
Nihe groller Massen 212.
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Ruhe 125.
Ruhdichte 158.
Ruhlinge 148.
Ruhvolumen 134.

Schiefsymmetrisch 34, 48.

schwere Masse 192.

senkrecht 12, 26; (allgemein) 109.

Skalar 34.

skalare Dichte 98.

—s Produkt 24.

Skalarfeld g2.

spiter 6,

Spaltung von Tensoren nach Raum und
Zeit 1359.

— von Vektoren 132, I51.

Spannungen, elastische 54.

—, Maxwellsche 61, 66, 140.

Sphire 228.

sphirische Geometrie 74.

Spiir einer Matrix 43.

stationirer Vektor 102, 103.

statisches Gravitationsfeld § 28; 245.

stetiger Zusammenhang 92.

Strecke (in der Euklidischen Geometrie)
18; (allgemein) 108.

Streckenkriimmung 111,

Stokesscher Satz 97.

Strom, elektrischer 65, 134; (konvektiver)
134; (Leitungsstrom) 164.

Stufe von Tensoren 32.

Substanz 182.

Substanzwirkung der Elektrizitit und Gravi-
tation (= Masse) 183.

Subtraktion von Vektoren 13.

Summe von Vektoren 13.

— — Tensoren 38.

— — Tensordichten 98.

symmetrisch 24, 48.

Tensor (im linearen Raum) 32; (allge-
mein) 93.

Tensordichte 98.

Tensorfeld 52; (allgemein) 94.

trige Masse 171, 192.

Trigheit (als Eigenschaft der Energie)
171,

Trigheitsgesetz der quadratischen Formen
27.

. Trigheitsindex 27.

Trigheitskraft 257.

Trigheitsmoment 42.

Trigheitsprinzip, Galileisches 127.

Traktrix 83.

Translation eines Punktes (im geometrischen
Sinn) 103; (kinematisch) 127.
— des Raumes 12, 1¢5.

Uhr 7, 148, 260.
unabhiingige Vektoren 17.

Vektor 14, 33; (allgemein) 93.

Vektorabbildung, lineare 35.

Vektordichte g8.

Vektorfeld 52, 94.

Vektorkriimmung 111.

Vektormannigfaltigkeit, lineare 17.

Vektorpotential 66.

vektorielles Produkt 4o0.

Vergangenheit, aktive und passive 147, 236.

Verjiingung von Tensoren 43, 93.

— — Tensordichten 98.

Verschiebung des Raumes 14.

—, elektrische 64.

—, infinitesimale, eines Punktes 92.

— —, eines Vektors 100.

Verschiebungsstrom 136.

Verzerrungstensor 54.

Viererkraft 140.

Viererstrom 139.

Welt (= Raum-Zeit) 129.

Weltgesetz 180, 261.

Weltpunkt 124.

Wilsonscher Versuch 162.

Winkel 12; (Winkelmessung) 26, 84.

—, rechter 12, 109.

Wirklichkeit 4, 6, 184, 263.

WirkungsgroBe 179, 246; (vgl. Hamilton-
sche Funktion), -

Wirkungsprinzip (vgl. Hamiltonsch. Prinzip).

Wirkungsquantum 244, 262.

Zahl 7.

Zeit 5, 151,

zeitartiger Vektor 15I.

Zentrifugalkraft 190.

Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit
151, 159, 207.

Zukunft, aktive und passive 147, 236.

Zusammenhang, affiner 100,

—, metrischer 109.

—, stetiger 92,

Zusammenhangsverhiltnisse einer Mannig-
faltigkeit im Grollen 235,

— der Welt 240.

zweiseitig 236.

zwischen 11,





