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Vorwort.

Das Buch iiber Integralgleichungen, das ich hier vorlege, ist aus
sechs doppelstiindigen Vorlesungen entstanden, die ich im AuBeninstitut
der Technischen Hochschule Berlin im Frithjahr 1937 gehalten habe.
Solche Vorlesungen haben den Zweck, Herren, die mitten in der Praxis
stehen, in einen ihnen weniger bekannten Gegenstand einzufithren und
zu zeigen, wie man ihn verwenden kann. Der Besuch zeigte, dal3 fiir
Integralgleichungen bei Ingenieuren und Physikern Interesse besteht,
und so folgte ich dem Angebot der Verlagsbuchhandlung Julius Springer,
die Vorlesungen herauszugeben.

Das Buch soll durchaus den Charakter der Vorlesungen behalten.
Daraus folgt, daB es im tiblichen Sinn kein Lehrbuch ist und noch weniger
ein Handbuch, auch nicht ein solches der Angewandten Mathematik.
Es soll in den Gegenstand einfithren, und zwar vor allem Méanner der
Praxis, denen eine schone Anwendung wichtiger ist als ein langer Existenz-
beweis. Darum stehen am Beginn stets einzelne bestimmte Aufgaben,
auch sind die Methoden der Rechnung betont, die Gedanken rein mathe-
matischer Art sind herausgearbeitet, die Beweise fehlen nicht, soweit sie
zum Verstdndnis wichtig sind, aber sie kommen oft spiter, auch sind
bewuBt Liicken gelassen, doch nur solche, die der Mathematiker emp-
findet; ich hoffe auBerdem, sie iiberall angegeben zu haben. Daher
kann auch der Student der Mathematik das Buch benutzen, namentlich
den ersten Teil; er mége nur die Originalarbeit von ERHARDT SCHMIDT
daneben legen. :

Dieser erste Teil ist fast wortlich meine Vorlesung. Der zweite bringt
weitere Ausfithrungen, die am Schreibtisch unter Benutzung von regel-
méBigen Vorlesungen iiber Integralgleichungen entstanden sind. Auch
der zweite Teil soll den Charakter des Buches wahren. Er enthilt viele
einzelne Probleme, die ganz durchgefiihrt sind; die Theorie von FRED-
HOLM ist soweit dargestellt wie im ersten die von ScHMIDT, dagegen
kann man die groBen Gedanken von HILBERT auf wenigen Seiten wohl
klarzumachen versuchen, aber nicht durchfiihren. Hier kann es sich
also nur um eine Art Referat handeln.

Der Charakter des Buches erstreckt sich auch auf die Angaben iiber
das Schrifttum. Vollstindige Literaturangaben sind dem Gelehrten
willkommen, der Anfinger kann mit ihnen nichts anfangen. Man muf
fir ihn auswdhlen. Daher zu Anfang die wichtigsten Lehrbiicher mit
einer kurzen Bemerkung {iber ihre Art und dann weiter wenige,
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ausgesuchte Literatur, die das tiefere Studium ermdglicht. Von da aus
wird der Leser selber weiter finden.

Etwas wesentlich Neues steht in dem Buche nicht drin. Sollten ein
paar Kleinigkeiten im zweiten Teil, so in den Nummern 5, 6, 7, 14b, 15
dem Kenner gefallen, so wiirde mich das freuen.

Mein Kamerad, Herr Dozent Dr. O. H. KELLER, hat mit Korrektur
gelesen und mir manchen wertvollen Verbesserungsvorschlag gemacht.
Herr Dipl.-Ing. GERHARD PAETZ hat den ersten Teil ausgearbeitet, zu
dem Ganzen die Abbildungen gezeichnet, Sach- und Personenverzeichnis
angefertigt und auch Korrektur gelesen. Das hat auch meine Tochter
INGEBURG getan, die darin Sachkenntnis besitzt. Ihnen allen meinen
besten Dank. Dieser gebiihrt aber besonders dem Verlag fiir die schnelle
und gute Arbeit und die Ausstattung, die wie immer bei Springer
mustergiiltig ist.

Berlin, im Oktober 1937.
HAMEL.



Inhaltsiibersicht.

Erster Teil.

Was ist eine Integralgleichung? Ergebnisse der mathematischen

Theorie, insbesondere bei den linearen Integralgleichungen zweiter

Art mit symmetrischem Kern.

. Einleitende Bemerkungen e e e e e
. Einfachste Schwingungsaufgaben fithren auf eine lineare Integral-
gleichung mit symmetrischem Kern
a) Eine Integralgleichung erster Art
b) Eine Integralgleichung zweiter Art e e e e e
c) Differentialgleichung der schwingenden Saite. Der Fundamentalsatz
fiir symmetrische Integralgleichungen zweiter Art . .
d) Die inhomogene Integralgleichung. Ankiindigung des Alternatlvsatzes
. Zusammenhang mit den gewo6hnlichen D1fferent1a1gle1chungen erster und
zweiter Ordnung .
a) Dieallgemeine D1fferent1a1gle1chung erster Ordnung und eine VOLTERRA-
sche Integralgleichung .
b) Die Differentialgleichung zwelter Ordnung
c) Die verallgemeinerte Schwmgungsglelchung
*U ou 2U
522 TP 5 Fa() U =7 -—5
. Der elementare Teil der Theorie
a) Die NEumaNNsche Reihe
b) Der losende Kern
c) Ein negatives Ergebnis; d1e ,,umgestellte Glelchung Orthogonahtat
von Funktionen .
d) Die VoLTERRAsche Integralglelchung Vererbungserschemungen
e) Zusammenstellung der Hauptsitze .

. Die Beziehungen der Integralgleichungen zu den partiellen Differential-
gleichungen der Physik und andere physikalische Anwendungen .
a) Die erste Randwertaufgabe der Potentlaltheorle in der Ebene
) 4u =f. GreeNsche Funktion
) Membran und Platte .
d) Der Skineffekt .
e) HiLBERTs Begriindung der elementaren Strahlungstheorle

. Durchfithrung der Theorie fiir die symmetrischen Kerne ..

a) Der Fundamentalsatz. Berechnung des niedrigsten Elgenwertes Die
Scuwarzsche Ungleichheit. .

b) Realitit der Eigenwerte, Orthogonahtat der Elgenfunktlonen .

c) Das Orthogonalisierungsverfahren

d) Frage der Entwickelbarkeit einer ,,w111kur11chen" Funktlon nach den
Eigenfunktionen eines Kerns

Seite
1

N

10

10
16

20

25
25
28

30
32
34

36
36
40
43
44
46

51
51
58
59

62



VIII Inhaltsiibersicht.

PN o R LN

9.
10.
11.
12.
13. .
14a. Eine Integralgleichung aus der Theorle der Tragflugel . A
14b. Die Integralgleichung von L. FéppL. (Héarteproblem von HErTZ) .
15.
16.
17.

Namenverzeichnis .

. Ausgeartete unsymmetrlsche Integralglelchungen zwe1ter Art

. QuellenmiaBige Darstellbarkeit und Entwickelbarkeit

e) BesseELsche Ungleichheit. ParsEvaLsche Gleichung. Vollstindigkeit .

f) Konvergenzsatze iiber die Entwicklung der Kerne bei bestimmten Vor-
aussetzungen

g) Beweise . .

h) Die Antwort auf 6d) Nachtrag zu 6a) .

i) Die Auflésung der inhomogenen Gleichung. Partlalbruchzerlegung des
16senden Kerns. Der Alternativsatz FREDHOLMSs fiir symmetrische Kerne

k) Positiv-definite Kerne. Abgeschlossenheit. Variationsprinzipe von
Gauss-HILBERT und DIRICHLET-RAYLEIGH. Der MERCERsche Satz.

Zweiter Teil.

Weitergehende Ausfiihrungen.

. Die lineare Integralgleichung erster Art .

Anhang zu 1: Wie erkennt man lineare Abhanglgkelt? Die Grawmsche
Determinante .

Die FrepHoLMsche Theorie
Das Verfahren von ENSKOG
E. Scumiprts Theorie der unsymmetrlschen Kerne

Die polare Integralgleichung .

Integralgleichungen .
Die Methode der unendlich v1elen Vanablen Der HILBERTSChe Raum .
Unendlich viele lineare Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten .
Die MatHIEUsche Gleichung .
ABELs Integralgleichung .
Singuliare Kerne. Beispiele.

Einige weitere Orthogonalsysteme und ihre Kerne .
Das Schwingungsproblem von DUFFING .
Nichtlineare Integralgleichungen

Sachverzeichnis

. 102
. 109
111
. 117
121
. HILBERTs erster Weg iiber ein algebralsches Problem zur Losung 11nearer
L1222

Seite
64

68
71
76
80

83

92

97

124
130

. 134
. 136
. 139
. 145
. 148
. 151
. 158
. 160

. 164

165



Erster Teil

Was ist eine Integralgleichung?

Ergebnisse der mathematischen Theorie, insbesondere
bei den linearen Integralgleichungen zweiter Art mit
symmetrischem Kern.

1. Einleitende Bemerkungen.

Wir wollen uns in diesem Buche mit Integralgleichungen und deren
Anwendungen an Hand von Beispielen befassen. Es wird sich im Verlauf
dieser Untersuchungen zeigen, daB uns die Theorie dieser Gleichungen
erlauben wird, viele Einzelprobleme zusammenzufassen und gemeinsam
zu behandeln. Diese allgemeine Theorie ist sehr umfassend, sie enthdlt
weitgehend die Theorie der gewdhnlichen und partiellen Differential-
gleichungen, greift aber weit iiber diese hinaus. So gehért alles, was
die Lehre der sog. Eigenwerte und Eigenfunktionen anbetrifft, hierher,
vor allem auch die Frage der Entwickelbarkeit einer Funktion nach
solchen Eigenfunktionen: z.B. nach sin und cos. Daher enthilt die
Theorie der Integralgleichungen auch die Theorie der FouRIERschen
Reihen. SchlieBlich miindet unsere Theorie ein in eine Analysis von
Funktionen unendlich vieler Variabler und in eine Geometrie des un-
endlich-dimensionalen HiLBERTschen Raumes. Auf solche Betrachtungen
wird man gerade von den Anwendungen her gefithrt: unendlich viele
Gleichungen mit unendlich vielen Variablen tauchen in vielen Aufgaben
der Mechanik, der Himmelsmechanik sowie der technischen Mechanik auf.

Die mathematischen Voraussetzungen fiir die folgenden Unter-
suchungen sind gering: Differenzieren, Integrieren, ein wenig aus der
Reihenlehre und aus der Funktionentheorie und gegen Ende das Auf-
16sen linearer Gleichungen durch Determinanten sind das einzige, was
zum Verstindnis gefordert wird.

Bevor nun das Auftreten der Integralgleichungen an Hand von
Beispielen gezeigt wird, sei noch einiges aus der Geschichte und der
Literatur dieser Theorie vorausgeschickt. Der norwegische Mathematiker
N. H. ABEL scheint als erster 1826 (Oeuvres Bd. I, Abh. IX) eine Inte-
gralgleichung geldst zu haben. Den Namen und den Hinweis auf die
Bedeutung dieser Gleichungen haben wir Du Bois-REYMOND (1888)
zu verdanken; einige Sonderfille sind von C. NEUMANN (1887) und
H. PoINCARE (1894, 1896—1897) behandelt worden.

Hamel, Integralgleichungen. 1



2 I. Was ist eine Integralgleichung?

Die systematische Theorie allerdings wurde erst spiter, in den Jahren
1899, 1903, 1904, 1905 usw., von dem Schweden FREDHOLM ! und
den Deutschen D. HiLBERT und ERHARD ScHMIDT entwickelt. Deren
Schriften, zumal die ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen“ von HiLBERT (Teubner 1912) und E. SCHMIDTs?2
Dissertation ,,Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen
vorgeschriebener* sind auch heute noch fiir unser Gebiet grundlegend.

An Literatur kénnen hier nur die zur Einfithrung geeignetsten Werke
aufgefithrt werden. Das Biichlein von Wiarpa (Teubner 1930) erfiillt
vielleicht am besten diesen Zweck, auch das Bidndchen von HOHEISEL
(Sammlung Goschen 1099, 1936) kann der Anfinger in die Hand
nehmen. Das Buch von KNESER (Vieweg 1922) ist zwar sehr gut,
aber etwas schwer geschrieben; auch das Buch von VivanTi (deutsch
von SCHWANK, Hannover 1929) stellt hoéhere Anspriiche; hervorzu-
heben ist bei letzterem ein ausfithrliches Literaturverzeichnis.

Nicht zu vergessen sind ferner die Abschnitte {iber Integralgleichungen
in dem Sammelwerk von FRANK-MisEs® und in COURANT-HILBERT%
Auch KowALEWsKIs ,Determinanten (1909) enthilt eine ausfiihrliche
Darstellung der FREDHOLMschen Theorie.

Zum Nachschlagen dient der Bericht von HELLINGER und ToEPLITZ
in der Enzyklopiddie der Mathematischen Wissenschaften (Bd. II, 3).

Von fremdsprachiger Literatur sei nur genannt: BOCHER®, GOUR-
sATS, HEYwooD-FRECHET?, LALESCO8, VOLTERRA-PERES ?.,

2. Einfache Schwingungsaufgaben fithren auf eine lineare
Integralgleichung mit symmetrischem Kern.

a) Eine Integralgleichung erster Art. Es scheint zur Einfithrung
in ein neues Gebiet der Mathematik das beste zu sein, da3 man alte,
schon mit bekannten Methoden gelGste Probleme in neuer Form be-
handelt. Daher soll hier auch die Einfiihrung der linearen Integral-
gleichungen im AnschluB an bekannte Probleme der gespannten Saite
vorgenommen werden.

! FREDHOLM: Acta math. Bd. 27 (1903).

2 Scumipt, E.: Diss. Gottingen 1905; Math. Ann. Bd. 63.

3 FraNk-Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Physik. Braun-
schweig 1930—35.

4 CouraNT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik. Berlin: Julius
Springer 1931.

5 BOCHER: An introduction to the study of integral equations (Cambridge
1909, Bd. 10).

8 Goursat: Cours d’Analyse, Bd. 3 (Paris 1923).

7 HEywoobp - FRECHET: L’équation de FREDHOLM et ses applications 2 la
physique mathématique (Paris 1923, 3¢ éd.).

8 LarEsco: Introduction & la théorie des équations intégrales (Paris 1922).

9 VoLTERRA-PERES: Théorie générale des fonctionelles, t. I (Paris 1936).



2. Lineare Integralgleichung mit symmetrischem Kern. 3

Es liege eine gespannte Saite mit der Spannung S und der Linge
vor; an der Stelle z soll eine Last P senkrecht zur Ruhelage angreifen
(Abb. 1): 7l

Das Gewicht der Saite soll vernachldssigt
werden kénnen, und ferner soll P klein gegen
S sein:

(1) P<S.

Dann sind die Winkel o, f zwischen der ur-

spriinglichen Lage der Saite und deren Lage

bei Einwirken von P klein, man darf daher auch die Saitenspannung S

als durch P nahezu unveridndert betrachten (die Saite soll also ,,scharf*

gespannt sein). Wir suchen y (z), die GréBe der Ausbiegung an der Stelle 2.
Da Gleichgewicht herrschen soll, folgt aus der Abbildung:

P = S(sina 4 sinf),
und da «, § klein sind, folgt weiter:

PmS(tgoc—}—tgﬂ):S(%_{- y >

! —=z

z  z z L zx

Abb. 1.

l-y
=S i=

und hieraus
Pz-(l—2)
(2) y(z) = S 1 .
Wir suchen jetzt y(x), d. h. wir suchen die Gleichung der Dreieckskurve
von Abb. 1. Diese Dreieckskurve werden wir noch oft wiedertreffen.
Hier sind nun die beiden Fille x <z und x >z zu unterscheiden.
Der Abbildung entnimmt man, da im ersten Fall

y(#) _ x

(3) y(z)  z’
und im zweiten Fall

v (%) =
(4) y(z)  1—z
gilt. Also folgt durch Einsetzen von (2) fiir x < z:

. x P x-(l—2)

(5) yx)=y@) =5 7>

und fiir x > z:
I — Pz . (l—
©) ) =y =r L2l

Fiir x =z ist die Dreieckskurve noch stetig, wenn sie dort auch einen
Knick hat. Wir fithren nun eine neue Funktion K(x,2) ein:
x-(I—2)

!
z- (Il — %)

!

x<z
(7) K(x,2) =
x=2,

1*
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und damit kénnen wir die Formeln (5) und (6) fiir die Dreieckskurve in
eine zusammenfassen:

(8) y(x)=§'K(x,z).

K (%, 2) hei3t aus bald ersichtlichen Griinden der ,,Dreieckskern’*; er wird
in Zukunft auch oft als ,,Musterkern* zitiert werden. Aus (8) folgt,
daB K selbst eine Dreiecksfunktion ist.

Wichtig ist die Symmetrie von K:

9) K(x,2) =Kz x),
die man aus (7) erkennt. Daher heit K auch ein ,,symmetrischer'* Kern.

Jetzt verallgemeinern wir unser Problem: An Stelle der Einzellast P
moge eine stetige Belastung p (2) - dz treten (Abb. 2). Auf diese differentiell

0 2 ; r Xleine Last wenden wir (8) an (P =p(2) -dz):
(10) dy:&zg'ﬂ-K(x,z).
y i2)dz Nun benutzen wir das Superpositionsprinzip:

man kann die Gesamtausbiegung durch Uber-
lagerung der Einzellasten $ (z) -dz finden (diese
Uberlegung ist nur bei kleinen Durchbiegungen zulissig). Wir finden
so aus (10):

1
(11) y(x):é-/;b(z)-K(x,z)dz.

Abb. 2.

Diese Formel erlaubt, zu gegebener Belastung ¢ - dz die Durchbiegungs-
kurve y(x) zu finden.

Sofort entsteht hier das Umkehrproblem: gegeben ist y(x) — wie
finden wir die zugehoérige Last 4 (x) ? Derartige Umkehrprobleme lieferten
oft fiir die Mathematik neue Anregungen (man denke an die Integral-
rechnung als Umkehrung der Differentialrechnung!). Das gilt auch
hier. Man sagt dann von (11), daB fiir $ (x) eine Integralgleichung vorliegt,
das soll heiBen, daB die gesuchte Funktion p(x) unter einem Integral-
zeichen vorkommt.

Allgemein werden wir daher eine Gleichung eine ,,Integralgleichung*
nennen, wenn die unbekannte Funktion darin unter einem Integral-
zeichen vorkommt.

Es ist niitzlich, noch einige weitere Bezeichnungen einzufiihren.
So heiflt eine Integralgleichung, in der die unbekannte Funktion p(x)
nur unter dem Integralzeichen vorkommt, von erster Art; sie heiBt
linear, wenn die Unbekannte p(x) nur linear auftritt. Die Funktion
K(x,2) in (11) ist gegeben zu denken und heiBt der Kern der linearen
Integralgleichung.

Schon jetzt ist zu bemerken, daB die Integralgleichung erster Art
mathematisch viel schwieriger zu behandeln ist als diejenige zweiter Art.
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Diese zweite Art soll nun ebenfalls an einem Beispiel erldutert werden:
sie wird im Mittelpunkte aller unserer Betrachtungen stehen.

b) Eine Integralgleichung zweiter Art. Wir betrachten wieder
die scharf gespannte Saite; die Schwere soll nach wie vor auBer Betracht
bleiben. Wenn g (z) die Massendichte an der Stelle z ist, hat das Linien-
element des Drahtes (der Saite) an der Stelle z die Masse

dm =p(2) -dz.

Nun mége der Draht mit der Winkelgeschwindigkeit & um seine Achse
rotieren. Hierbei kann die geradlinige Ruhelage erhalten bleiben; es kann
unter Umstidnden aber auch unter dem EinfluB der Zentrifugalkraft eine
Ausbiegung des Drahtes stattfinden. Diese Kraft dm -w?-y wirkt jetzt
wie vorher die Belastung p(z) -dz:

(12) P2 =0(2) y(2)
Daher finden wir als Bedingung fiir die Biegungskurve y(x) durch
Einsetzen in (11):

l
(13) () =% [e() v K(x2) d.
0

Hier steht das gesuchte y(x) sowohl auBerhalb wie innerhalb des Integral-
zeichens: das ist das Charakteristikum der Integralgleichung zweiter Avt.

Die Gleichung (13) ist wieder linear; der Kern ist jetzt:

(14) K'(x,2) =0(2) - K(x, 2)

(der Akzent bedeutet keine Ableitung!). Mit der Abkiirzung
w2

(15) A==

erscheint dann schlieBlich (13) in der Form:
1
(16) y(x):l-/K'(x,z)-y(z)-dz.
d

Jetzt nehmen wir eine Verallgemeinerung vor und verstehen unter
K’ irgendeinen Kern: dann stellt (16) die allgemeine Form der homogenen
linearen Integralgleichung zweiter Art dar. [Auf die Voraussetzungen,
die K’ erfiillen muB, damit das Integral in (16) einen Sinn hat, sei hier
nicht eingegangen. Wir nehmen zunichst alle Funktionen als stetig an.]

Die Gleichung (16) ist homogen, denn in der Mathematik heiBt eine
Gleichung in y homogen, wenn sie ungeidndert bleibt, falls man y durch

Const - y ersetzt. Eine solche Gleichung hat als Lésung stets die sog.
wiriviale' Losung

(17) y(x) =0.
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Physikalisch ist in unserem Beispiel diese L&sung durchaus méglich;
wenn der Draht straff gespannt und genau zentriert ist, tritt auch bei
Rotation im allgemeinen keine Durchbiegung auf: y =0.

Aber es entsteht natiirlich sofort die Frage: gibt es auch nichttriviale
Losungen y von (16)?

Vor Beantwortung dieser Frage sei noch auf etwas anderes eingegangen.

In (16) ist der Kern K’ unsymmetrisch. Wenn die Dichte g (2) +0
konstant ist, kann man ¢ zu A nehmen; wenn dagegen g nicht konstant
ist, kann man den Kern symmetrisch machen, falls nur stets g >0 ist.
Denn dann ist Vg ) reell (es sollen grundsitzlich alle vorkommenden
GroBen reell sein, falls nichts anderes gesagt wird), und aus (16) folgt
durch Multiplikation mit Vg

(18)  y(x)-o(x) =2 f1/9 (Ye@) - Ye@)-K(x,2) - y(2) - dz.

Wir fiihren jetzt eine neue Funktion und einen neuen Kern ein:

(19) VQ
K”(x z) (x, 2 1/@
Hier ist K" symmetrisch, und (18) schreibt sich:
7
(20) n(x) =4 [K"(x,2) n() -dz.
0

Das ist wieder eine Integralgleichung zweiter Art, aber mit symmetrischem
Kern. (Man spricht wohl auch von ,,symmetrischen Integralgleichungen.)

Um nun eine Antwort auf die oben angeschnittene Frage nach den
nichttrivialen Lésungen von (16) zu finden, betrachten wir wieder ein
Sonderproblem. Wir nehmen jetzt statt der rotierenden die in einer
Ebene schwingende Saite, auf die keine dulere Kraft einwirken soll.
Jedes Element der Saite soll senkrecht schwingen; die Ausbiegung vy
an der Stelle z soll eine Funktion nur von z und der Zeit ¢ sein.

Nun kann man nach NeEwTons Mechanik die negative Massen-
beschleunigung als Kraft auf die Kraftseite der Grundgleichung der
Mechanik bringen und dann die Aufgabe statisch behandeln. So kann
man in unserem Fall die Belastung #(z) durch

2
—o(2) aa_g

ersetzen. Mit Hilfe von (11) finden wir dann als Bedingung fiir die
Ausbiegung y:

(21) = S/ BN R (%, 2) - .

Hier kommt unter dem Integralzeichen &2 y/@#? vor: daher nennt man (21)
eine Integro-Differentialgleichung.
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Man hilft sich nun folgendermaBen: man sucht zunichst Partikular-
16sungen y von (21) zu finden, die harmonisch in der Zeit sind. D. h.
man sucht (21) mit dem Ansatz

(22) y(x,t) =Y (x)-sinwt oder y(x,¢) =Y (x)-coswt
zu erfiilllen. Dann ist

* . &
?% =—w?- Y (x) sinwf oder a—; =—w? Y (x) coswt,

und (21) wird zu einer Bedingung fiir Y (x):

i
(23) V() =% [e@ K(x2) Y da.
0

Das ist genau dieselbe Integralgleichung wie (13).

Physikalisch liegen ganz verschiedene Probleme vor, wihrend die
zugehdrigen mathematischen Probleme identisch sind.

Hier erheben wir wieder die Frage: Hat (23) auch nichttriviale
Lésungen ?

c) Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. Der Funda-
mentalsatz fiir symmetrische Integralgleichungen zweiter Art. Die
Integralgleichung (23) konnen wir zu-

nichst noch nicht 16sen, wohl aber kennen 4 T s
wir schon mit Hilfe der Differentialglei- R 4
chungen die Losung des physikalischen
Problems der schwingenden Saite. %
Wir betrachten eine Momentanlage Abb. 3.

der Saite (Abb. 3): Wieder machen wir

dabei die Voraussetzung, daB die Ausschlige y und die Richtungs-
winkel o klein sind. Auf das Bogenelement wirkt dann die Kraft als
Resultierende der beiden Zugkrifte in senkrechter Richtung zur Ruhe-

lage: ‘
d(Ssina) ~ d(S -tga) 2387(52—1) ax.

2
Diese Kraft muB gleich der Massenbeschleunigung d - %Z sein. Damit

erhalten wir die bekannte Differentialgleichung der schwingenden Saite:

2y ARy

T

(24) (%) 7@ =

(S war ja konstant). Mit dem obigen Ansatz (22) wird daraus:

(25) —orw Y (x) =S5 LX)

d x?

Weiter machen wir noch die Voraussetzung, daB die Dichte ¢ konstant
ist und schreiben noch

(26) A=22
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Dann erhilt (25) die endgiiltige Form:
; azy
(27) Y Y =0

Die Losungen Y dieser Gleichung miissen identisch mit den Lésungen Y
der Integralgleichung (23) sein:

(28) Y(x):l-/K(x,z)'Y(z)-dz,
0

denn beiden Gleichungen liegt dasselbe Problem der schwingenden Saite
mit denselben Vernachlissigungen und demselben Ansatz zugrunde.
[K(x,z) in (28) ist der Musterkern.]

Die Differentialgleichung (27) kann man nun allgemein 1dsen:

(29) Y(x):A-sin(l/z-x)+B-cos(]/z-x),
was man durch Einsetzen bestitigen kann. Dieses Y (x) muBl noch den

Randbedingungen der beiderseits eingespannten Saite geniigen; d. h.
es mul} gelten:

(30) Y()=0, Y( =0o.
Die erste Bedingung liefert uns B =0, also
(31) Y (x) =A-sin(y/2-x),
die zweite verlangt, daB

(32) A -sin(V;l-l) =0

gilt. Hier tritt wieder die doppelte Moglichkeit auf. Ist 4 =0, so ist
Y (x) die triviale Losung: Y = 0. Nichttriviale Losungen (also 4 ==0)
gibt es nach (32) nur dann, wenn (4==0!)

V:l-lzn-yt n=1,2,%,...,
oder

(33) A= 12
Es gibt also nicht fiir alle 2 nichttriviale Lésungen Y ==0, sondern

nur fiir diese A:

+(34) = 12 1, Ay =

2 n2
12‘22, 13:72*'32,...,
die wir uns der Gr6Be nach geordnet denken koénnen. Diese A, heiBen
die Eigenwerte des Problems.
Zu jedem A, gehért also ein Y,:
(35) Y, (%) =4,-sin (2, %) =4, -sin 2.
Das sind die nichttrivialen Ldsungen der Integralgleichung, sie heiBen
die Eigenfunkiionen des Problems. Daher gilt allgemein:
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Satz 1: Die Integralgleichung
!
Y(x) =21 [K(x,z2) Y() -dz,
0

wo K der Musterkern ist, hat nichttriviale Losungen (Eigenfunktionen)
nur filr gewisse A, (Eigenwerte). Und zwar sind die Eigenwerte des Muster-
kerns A _ n® 72 )

n="

alle diese unendlich vielen A, sind veell und liegen diskret. Die Eigen-

funktionen sind A

Yﬂ = Aﬂ : Sin l

Gilt der erste Teil dieses Satzes nun allgemein fiir (28), wenn K nicht
der Musterkern ist? Diese Frage ist das Hauptproblem der Theorie der
linearen Integralgleichungen: sie ist in dieser Allgemeinheit zu verneinen.
Ausschlaggebend ist hierbei die Symmetrie des Kerns, und der Funda-
mentalsatz von HirBERT und ERHARD ScHMIDT sagt unter gewissen
Regularitidtsvoraussetzungen iiber den Kern K aus:

Fundamentalsatz: Wenn K symmetrisch ist, gibt es stets wenigstens
einen reellen Eigenwert und wenigstens eine veelle Eigenfunktion, d. h.
wenigstens ein rveelles A und ein veelles vy, so daf

1
y(x) =24 [K(x2)y()dz
0

1st.  Alle vorkommenden Eigenwerte sind bei ,,veguliven’’ Kernen reell und
liegen diskret; sie hdufen sich auch dann nicht, wenn es von thnen unendlich
viele gibt. Hier heiBt ,,regulidr zunichst stetig; spiter in I.6f werden
wir den Begriff erweitern.

Ist aber der Kern K unsymmetrisch, und kann man ihn #icht sym-
metrisieren, dann kann es vorkommen, daf3 die Integralgleichung tiber-
haupt keine Eigenwerte hat. Wenn sie dagegen welche hat, kénnen unter
diesen auch komplexe Eigenwerte vorkommen. Diskret liegen sie aber
auch jetzt noch, falls nur der Kern ,regulir’ bleibt.

d) Die inhomogene Integralgleichung. Ankiindigung des Alter-
nativsatzes. Bisher hatten wir nur von der homogenen Integral-
gleichung gesprochen. Die inhomogene lineare Integralgleichung zweiter
Art hat die Gestalt ;

(36) y(x)=1'({K(x,z)'y(z)'dz+f(x)-

Hierin ist f(x)==0 die gegebene ,,Storungsfunktion’.

Hier gibt es natiirlich keine triviale Losung y = 0. Ferner hat die
inhomogene Gleichung (36) stets genau eine Lésung, wenn die homogene
Gleichung

!
(37) y(x)=2'0fK(x,z)~y(z)-dz
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ebenfalls nur eine Losung (d. h. die triviale) hat. Hat dagegen die
homogene Gleichung nichttriviale Ldsungen, ist also 4 ein Eigenwert,
so hat die inhomogene Gleichung nur dann Lésungen (unendlich viele!),
wenn f (x) gewisse Bedingungen erfiillt. Dieser Satz heiBt der ,,Aiternativ-
satz'* von FREDHOLM; ihn zu beweisen, wird ein Hauptziel der folgenden
Betrachtungen sein.

3. Zusammenhang mit den gewdéhnlichen Differential-
gleichungen erster und zweiter Ordnung.
a) Die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung und eine

VOLTERRAsche Integralgleichung. Einer allgemeinen Differentialglei-
chung erster Ordnung kann man die Gestalt geben

, y__ 4y
(1) v =FHxy, ¥=g,-
Hierbei muB3 man etwa folgende Bedingungen stellen — die fiir die
Praxis nahezu selbstverstindlich sind —: f(x, ¥) sei in einem gewissen

Bereich der x-y-Ebene eindeutig und stetig, und é//0y existiere in diesem
Bereich und sei dort integrabel und beschrinkt:

(2) I,/ <N.

Aber das ist auch alles, was wir brauchen. Bei folgendem Beispiel sind
alle diese Bedingungen erfiillt:

(3) Y=+,
und zwar in jedem beliebigen, im Endlichen gelegenen Stiick der x-y-
Ebene.

Die Differentialgleichung (1) lésen, heiBt eine Funktion y = y(x)
finden, fir die (1) identisch gilt:

(4) Y (%) =1(x v ).
Hierzu kann man noch das gesuchte y(x) einer Anfangsbedingung
(5) x=a, y=25b

unterwerfen. Geometrisch gesprochen heiBt dies: wir suchen eine
o Integralkurve” y = y(x) von (1), die durch den Punkt (a,b) geht.
An (1) kann man nun eine Schein-Integration vornehmen:

(6) y (%) :zf:’;‘(z,y<z))dz+b.

Hierin ist schon die Anfangsbedingung enthalten: fiir x = a wird in (6)
tatsichlich y=05. (6) liefert noch nicht die Lésung von (1) (daher
sprachen wir von einer ,,Scheinintegration®), vielmehr kommt das
unbekannte y(x) noch unter dem Integralzeichen vor. Es liegt also
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in (6) eine Integralgleichung fiir y(x) vor, die im allgemeinen nicht
linear ist.

Wir wollen uns den Sachverhalt an dem obigen Beispiel klarmachen.
Dieses geht durch die Integration tiiber in

y(%) = [ [22 4+ y2(z)]dz + b.

Der Einfachheit halber sei (2, ) = (0, 0) gewihlt, so daB wird

7) y(®) = [[22 + y2)]dz = 3 2 + [ y2(0) dz.
0 0

Das ist eine nichtlineare Integralgleichung zweiter Art; zu beachten
ist, daB in dem Integral von (7) — im Gegensatz zu den bisher auf-
getretenen Integralgleichungen — die obere Grenze variabel ist. Der-
artige Integralgleichungen heiBen nach dem Mathematiker VOLTERRA
von ,,VOLTERRAschem Typ' (VOLTERRA 1897).

An die genannte Scheinintegration, deren Nutzen man nicht ohne
weiteres einsieht, kniipft ein sehr wichtiges Verfahren zur Lésung der
Differentialgleichung (1) an, das wir mit Recht H. A. SCHWARz zu-
schreiben; es heiBt das Verfahren der ,,schrittweisen Verbesserung' (oder
,,Verfahren der sukzessiven Approximationen‘’).

Wir wollen einmal annehmen, wir hitten schon eine rohe Anniherung
yo(x) der gesuchten Kurve y(x) irgendwie gefunden. Man kann dann
unter dem Integralzeichen in (6) y(x) durch y4(x) ersetzen und ein
9, (%) ausrechnen:

8) v1(%) = [ F(z, %0 (2)) dz + b.

Dieses y; (%) ist noch nicht das gesuchte y(x). Da aber im allgemeinen
Differenzieren die Fehler vergrobert, Integrieren die Fehler ausgleicht,
darf man hoffen, daB y,(x) eine bessere Anndherung an y darstellt als
v,- Daher wiederholen wir die Operation mit y,:

x

©) Yo (%) = [1(z, 31 (2)) -dz 4+ b.

a

Wieder hoffen wir, daB y, eine bessere Naherung darstellt als y,.

So fahren wir fort. Allgemein erhalten wir also aus y, durch Ein-
setzen ¥y, 41

(10) yn+l(x) :ff('z: Yau (Z)) dz + b.

Wir wiederholen das Verfahren so lange, bis praktisch

yn(x) ~ y4+1(x) ~ y(x)
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geworden ist. Mathematisch gesprochen heiBt dies: wir hoffen, daB das
Verfahren konvergiert, daB also

(11) lim y, (%) =y (%).

#->»00

Hierbei bedeutet das Limes-Zeichen, daB man praktisch y, (x) so nahe
an y(x) heranbringen kann, wie man nur will — man muB nur # gro8
genug nehmen, d. h. man muB nur das Verfahren geniigend oft wieder-
holen.

In der Tat beweist die Mathematik, daB (11) gilt, falls nur | x| < | #|pax;
das Verfahren konvergiert mit der Giite einer Exponentialreihe. Das
soll weiter unten gezeigt werden.

Zunichst werde das Verfahren an dem schon benutzten Beispiel (7)

() =52+ [ 12 dz
0

vorgefithrt. Man kann als erste, rohe Niherung
(12) Yo(¥) =

nehmen; in unserem Beispiel setzen wir also y,(x¥) =& =0. Dann
erhalten wir

x
Vs (%) =1 3 —}—/izsdz
3 9
0
1 1
— 8

1, 16 2 10 1 s
ys (%) 3x+0f<92 —}-1892 +632z)dz

1 1 2 1
— 8 Y} 11 15
=3 % +63x +11-189x +15-632x ’

Allerdings bleiben bei diesem Verfahren die Anfangsglieder von z. B.
der dritten Naherung nicht fest, sondern sie werden durch die folgenden
Niherungen v,, ¥, ... noch beeinfluBt. ’

Es war gesagt worden, daB die Mathematik die Konvergenz des
Verfahrens beweist; welche Bedingungen dabei erfiillt sein miissen,
soll jetzt naher erdrtert werden. Hier wird verlangt, daB es um den An-
fangspunkt P einen Bereich gibt, in welchem fiir jeden willkiirlichen
Punkt (x, y) gilt

(13) [z y)|< M.
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In unserem Beispiel heiflt das:

(14) f=xt <M,

d. h. unser Bereich ist ein Kreis um den Ursprung O mit dem Radius Vﬁ
Es ist also in diesem Kreis, da y" = f(x, ) sein soll:

(15) v |<M.

Unsere Kurve y () ist dort also niemals steiler als M/1. Wir ziehen daher
durch O (bzw. P im allgemeinen Fall) die beiden Geraden mit dem
Anstieg M:

[tga] =M,

so daB wir folgende Abbildung erhalten im allgemeinen Fall (Abb. 4):

APl

Zmax

Abb. 4. Abb. 5.

und im Beispiel (Abb. 5). Wir sind dann sicher, dall die gesuchte
Kurve y(x) innerhalb des Kreises ganz in dem schraffierten Zwickel
liegen muB.

Wie weit darf man daher mit x gehen? Antwort: So weit, daB man
weder aus dem Kreis noch aus dem Zwickel herauskommt. Dieses %,
lesen wir aus der Abbildung ab; beim Kreis ist es

— — 1 _ YJm
(16) Xmax = VM cCOSo = ‘l/M -l/i__}.t—g2z _1/2_7_7»1“2 .

Fiir alle |%|<|#|n. konvergiert das Verfahren sicher. Es konver-
giert, wie unten bewiesen werden soll, wie die Reihe fiir eé¥*~%, wo

0
(17) N:Max‘%

in dem schraffierten Gebiet ist. In unserem Beispiel wird also:

F s MyM
N =Max2|y| =2]/M-smoc:21/m.
Je groBer wir das — zundchst willkiirliche — M wihlen, desto groer
wird der Kreis, aber desto mehr wichst auch « (tge = M): die schraf-
fierten Konvergenzzwickel werden durch den ersten Umstand ver-
groBert, durch den zweiten verkleinert. Man wihlt daher M so, daB
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Xmax MOglichst groB wird: das ist eine Aufgabe der elementaren Diffe-
rentialrechnung. In unserem Beispiel errechnet sich so

1
Xmax = 1/5 .

Dieses Beispiel zeigt deutlich die Uberlegenheit der Integral-
gleichungen gegeniiber den Differentialgleichungen, denn erst die Um-
wandlung in eine Integralgleichung gestattete, die Differentialgleichung
{(mit Anfangsbedingung) unter so allgemeinen Voraussetzungen zu lésen.

Diesem wichtigen Verfahren der schrittweisen Verbesserung werden
wir noch oft begegnen; es erscheint daher geboten, noch den Beweis
fiir setme Komnvergenz nachzuholen.

Die Voraussetzungen sind dieselben wie die von S. 10, N sei wieder
das Maximum von |2f/0y| in dem Konvergenzzwickel der Abb. 4.
Zu beweisen ist jetzt die Limes-Beziehung (11). Hierzu haben wir

erstens zu zeigen, daB der lim y, iiberhaupt existiert; ist dies geschehen
n >0

und nennen wir diesen Limes y:

(18) y(x) = lim y,(x),
n-—->0o
so haben wir nachzuweisen, daB dieses y eine Losung der Differential-
gleichung ist:
(19) Y'(x) =1(xyx).

SchlieBlich haben wir noch drittens zu zeigen, daB dieses y auch die
einzige Loésung der Differentialgleichung einschlieBlich der Rand-
bedingung ist.

Der erste Teil des Beweises schlieBt an (10) an. Aus

Vor1 = [1(x, v dx +b,  y,=[f(x y._1)dx+b
folgt " .

(20) Vo1~ Vn = [ [} (%, ) — (%, yu_1)] - d x.

Nun gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

/‘(x, yn) ‘*f(x’ 3"»—1) _ ﬂ(ﬂ
(21) Vi — Yn—1 ooy

wo 7 zwischen y,—; und y, liegt, also auch in dem schraffierten Bereich.
Nach (17) folgt hieraus

(22) ]f(x) yn)_f(x’ yn—l)|$N'Jyn_yn—13;

und wir bekommen aus (20) die Abschitzung

(23) Wwt1— Yl SN [|ys—yne] - dx.
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Fiir » =1 schreibt sich diese Formel:

(24) ]yz—ylléN'uflyl—yol'dx-

Da y, = b, folgt aus (10) fir » =0

(25) |1 Yo| = fxf(x,b)dxlgM(x—a),

|

wenn wir noch (13) berticksichtigen. AuBerdem sei etwa x >a; aber
der Fall x <a geht natiirlich genau so. Setzen wir (25) in (24) ein,
so erhalten wir

26) |yl SM-N-[(x—a)dx=M-N-3(x—a),

und aus (23) folgt ebenso fiir » = 2 unter Benutzung der letzten Formeln

x

1
=9l SN [|yp—y|dx SMNe- 2 [ (x—a)rdx

(27) a
3!

So findet man allgemein

(28) [)’n-)’n—ligM‘N"_l‘(’x%)'

Mithin konvergiert die Reihe

y =limy, =lim [y, 4+ (y1—%0) + Yo— 1) + -+ + (¥n—Vn-1)]
=Y+ (Y1— %) + (Vo—y1) + -+ (V= Yn—1) + -

besser als die Reihe

(29)

%n—1

(x_a)”+ ces,
da nach (25), (26), (28) jedes Glied von (29) absolut kleiner ist als das ent-
sprechende Glied von (30). (30) ist aber die Reihe von %(6”"‘“) —1) +5,

die Exponentialreihe, die fiir alle x konvergiert. Daher konvergiert die
Reihe (29) absolut und gleichmiaBig; sie hat einen Limes, den wir oben
Yy nannten.

Wegen der Stetigkeit von f(x, y) und der GleichmaBigkeit der Kon-
vergenz kénnen wir den GrenzprozeB (18) in

(30) b+M(x—a)+ or (x—a)p 4 + 22

n!

Yut+1 =0 —|—/f(x, V) A%

unter dem Integralzeichen ausfithren. Damit finden wir

(31) y=b+[f(xy) dx.
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y muB also differenzierbar sein (stetig ist es sicher — ndmlich als Grenz-
wert einer gleichmiBig konvergenten Folge stetiger Funktionen y,).
Durch Differentiation finden wir daher aus (31)

v =1{xy).
y geniigt also der Differentialgleichung.
Der dritte Teil des Beweises, die Frage nach der Eindeutigkeit, er-
ledigt sich so:
Wir nehmen an, wir hitten zwei Losungen y und Y, y== Y, unseres
Anfangswertproblems. Dann gilte also nach (31)

y=b+[f(x,y) dx
und .
Y =b+[f(x,Y)dx.

Die Subtraktion beider Gleichungen ergibe

x

(32)  |[Y—y|=|[[/(x ¥V)—f(x y)]dx gN-fx!Y~yi-dx,

wenn wir wieder den Mittelwertsatz der Differentialrechnung [vgl. (22)]
benutzen. Aus (32) wiirde die Abschitzung folgen

Max|Y —y| < Max|Y —y|-N-(x—a).
Da Max |Y — |40, wiirde dies heiBen
1< N-(x—a).

Hieraus erhalten wir sofort einen Widerspruch, wenn wir nur nehmen
N(x—a) <1, also in geniigender Nihe von a bleiben. Also fithrt die
Annahme y==Y auf einen Widerspruch: das Problem hat daher eine
eindeutig bestimmte Lésung y =Y ; wenigstens in der Nihe von x = a.
Durch Wiederholung der Uberlegung kann man die Eindeutigkeit all-
gemein beweisen. Damit ist der Beweis in allen Teilen erbracht.

b) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung. Noch wichtiger als
der geschilderte Zusammenhang der Integralgleichungen mit den Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung ist der mit den Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Wir beschrinken uns hier auf die Betrachtung des
auch praktisch wichtigsten Sonderfalles

(33) y'=1x1y).
Ein Beispiel dieser Art ist uns schon in (I. 2. 27) begegnet
y' +A-y=0.

Bei der Integration der Differentialgleichung erster Ordnung trat eine
Integrationskonstante auf, hier haben wir deren zwei. Man kann daher
die gesuchte Integralkurve zwei Bedingungen unterwerfen.
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Einfache derartige Bedingungen finden wir beim Anfangswertproblem.:
wir geben fiir x =a

(34) yl@) =b, ya=c

vor. Dieses Problem hat, wie man zeigen kann, stets eine Losung (falls
nur f(x, y) eindeutig und stetig und nach y so differenzierbar ist, dal
df/2y integrabel und beschriankt ist).

Es kommt hierbei darauf an, (33) auf eine Integralgleichung um-

zuformen. — Hierzu integrieren wir zweimal hintereinander:
65) - Y@ =[fey@)dite,
(36) y (%) =f[/f(z, y(z))dz]dx +c(x—a) +b.

Hier sind die Anfangsbedingungen gleich zur Bestimmung der Inte-
grationskonstanten benutzt worden.
Eine bekannte Umformung des Integrals iberfiihrt dann (36) in

(37) y(x) = [(x—2) [z, ¥ (@) -dz +c(x—a) +b.

Denn durch Differenzieren dieser letzten Gleichung erhilt man (Diffe-
rentiation eines Integrals nach der oberen Grenze und nach dem Para-
meter x):

y (%) = (x— %) - f(x, v (0) —i—f}‘(z, y(2)-dz + c.

Das ist aber (35), womit die Richtigkeit der Umformung erwiesen ist.
Nach (37) koénnen wir daher sagen:
Satz 2. Jede Differentialgleichung zweiter Ovdnung mit Anfangs-
bedingungen
y'=f(x79); yl@=>b y(@=c
kann man auf eine VOLTERRASche Integralgleichung

x

y (%) =f(x~2) flz,y@)dz +c(x—a) +b

a
auriickfiihren.

Schwieriger als dieses Anfangswertproblem ist das Randwertproblem
zu behandeln. Bei diesem Problem bestehen die Bedingungen fiir die ge-
suchte Kurve y(x) darin, daB zwei Punkte (Anfangs- und Endpunkt)
vorgeschrieben sind, durch die y gehen soll:

(38) y(0)=b, y()=c.

(Wir wihlen fiir den Anfangspunkt der Einfachheit halber x =0; x =4
ginge natiirlich genau so gut.)

Hamel, Integralgleichungen. 2
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Ein Beispiel bietet die Integration von
yl/ — 0.
Die Integralkurven sind hier Gerade; das Randwertproblem besteht
also in der einfachen Aufgabe, eine Gerade durch zwei gegebene Punkte
zu legen.
Im allgemeinen Fall 9" ={(x, y) kann man auch hier wieder die
Umformung (37) vornehmen

x

(39) y(x) =[(x—2)-f(z, y (@) dz +c; x + ¢,

0

Die Integrationskonstant_en €1, C; miissen so bestimmt werden, daB die
Randbedingungen erfiillt sind. Fir x =0 soll y = b sein, daher muB

=10

gesetzt werden; fiir ¥ =/ wird dann
!

c=y(@)=[(—z2) f-dz4c-l+b.

0
Wir wollen /=0 annehmen; dann folgt

!
—b 1
o=t [(—2) 1-dz,
0
und daher durch Einsetzen in (39)
!

y(x) = c7b 'x—]—b+/(x~—z)-/‘-dz—§-/(l—z)-f-dz
0 0
(40) —=F(x) + [ (v—2) f-de—T [(1—2)f-dz—
0 ]
l
— 5 [e—2)-fa.

Hierin stellt F(x) eine bekannte Funktion dar, die aus den gegebenen
Bedingungen errechnet werden kann:

C—

(41) Fx) =72 x+5.

Wir fassen in (40) zusammen
!

y(x) = F (x) +f (x—z)l:x(l—z) .f‘dz_-/‘x(ll—z) fdz
(42) Ox 4 ¥
=F(x)——_/-z—(ll_—x)-f-dz-/x(ll—z) -f-da.

0 x




3. Zusammenhang mit den gewdhnlichen Differentialgleichungen. 19

Die beiden Integrale fassen wir wieder zu einem Integral zusammen,

indem wir definieren
: z2(l—=x

) rxx

x(1—2)

(43) K(x,z2) =
. — x < 7.

K (x, z) ist der Musterkern von (I.2.7). Also wird (42) endgiiltig

1l
(44) y(x) =F(x)—[K(%,2) - (2, y(2) - dz.

Satz 3: Das Randwertproblem
y'=Hxy); v(0)=b, y(@)=c
fihrt auf die Integralgleichung

c—

v (%) =F(x)—/K(x, ) fey@)-dz, Fx)="7"x+8,

die aber nicht vom VOLTERRASchen Typus und auch tm allgemeinen nicht
linear ist. Man kann die Rechnung und damit auch den Satz umkehven.

Wir spezialisieren jetzt den allgemeinen Fall auf die lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

(45) Y =fHx ) =—p(x) ¥ +gx).

Sie heit nach S.5 homogen, wenn g(x) = 0. Setzen wir f(x,v)
hieraus in (44) ein:
’ !
(46) y(x) =F(x) + [K(x,2) p(2) y(z) dz— [ K (%,2) g(2) - dz.
0 0

Hier ist auch
i

(47) G(x) =F(x)— [K(x,2) - g(z) - dz

0
als bekannt zu betrachten. Daher schreiben wir

1
(48) Y (%) = G(x) +0/K<x,z)-za<z>-y(z>-dz.

Ist g(x) =0, und sind die Randbedingungen homogen (¢ =0, b =0),
dann ist nach (41) und (47) auch G (x) = 0: dann ist also auch die Integral-
gleichung homogen.

Der Gleichungstyp (48) war uns schon einmal in (I.2.13) begegnet:
dort war p(x) =p(x), d. h. gleich der Dichte. Wie dort kann man den
Kern K - unter der Voraussetzung

p(x) >0
2*
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symmetrisieren, indem man setzt

Y=y yp(x), K =K-p(» 5@,

womit (48) im homogenen Fall iibergeht in
!
(49) Y(x)=[K'(x,2) Y (2) -dz
0

mit symmetrischem Kern. Diese Integralgleichung ist also identisch
mit dem Randwertproblem

(50) y'+p(x)-y=0, y(0)=y({)=0.
Diese Identitit haben wir hier mathematisch bewiesen; wir hatten sie
schon friither aus physikalischen Griinden bei dem Problem

. y'+Ay=0, y(0)=y(@=0
erkannt.

¢) Die verallgemeinerte Schwingungsgleichung
U oU U
Sz +P@E) -+ q(®) - U=r(®)-57z, r®)>0.
Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor %Z(x) >0 kann man
diese Gleichung auf die sog. ,,selbstadjungierte” Form bringen:

61 a[b ] e B U= k) - S

man braucht nur %(x) so zu wihlen, dafl die Ableitung
K (x) = k(x) (%)

gilt, d. h. daB
(52) k(x) = const - ¢'/#(2)dx
ist. Denn rechnet man (51) aus, so erhilt man, wie verlangt, mit Hilfe
von (52) die Gleichung der Abschnittsiiberschrift.

Wir ersetzen jetzt wieder ¢k durch ¢ und 7% durch » und betrachten
von jetzt ab nur noch die Gleichung

0 ou U
(53) 2 (R0 ) a0 U=r() - G-
Die Voraussetzungen sind hier, daB3 2> 0, & vorhanden ist, # >0 und
k, k', q,r stetig sind. Wie in (I.2.22) setzen wir wieder an
Ulx ¢ sin w?

(54) (0 ) =3 ()| oo
und erhalten damit aus (53) die gewdhnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung fir y(x):

(55) Lk v +qx) v Fr(x)wy =0,
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die fiir k=1, ¢ =0 in die frither betrachtete Differentialgleichung (50)
iibergeht.
Die Randwerte, die das gesuchte y erfiillen soll, seien wieder

(56) y(0) =y () =o0.
Wir suchen zunichst die Hilfsaufgabe

(57) Ly 1+ g y=1®)

mit den gegebenen Randwerten (56) zu 1dsen. Wir nehmen hierzu noch
an, daB die homogene Gleichung

d ,
(58) o7 k-y1+q-y=0

mit den Randwerten (56) nur die triviale Lésung hat. Wie nun auf
S. 17 bemerkt wurde, ist das Anfangswertproblem stets l6sbar; wir
sind daher sicher, daB es zwei Losungen y; und ¥, von (58) mit den An-
fangswerten '

(59) y1(0) = y.()) =0, ¥1(0) =—,()) =1

gibt, die in 0< x <1 {iberall stetig und differenzierbar sind. Beide
Losungen sind auch nicht identisch oder proportional: y; = const -y,
denn sonst wiirde y, die Randbedingungen (56) erfiillen, also eine nicht-
triviale Losung von (58) darstellen, was ausge-
schlossen sein sollte.

Wir konstruieren uns nun eine Losung von (58),
die folgende Bedingungen erfiillt:

1. sie sei null fiir x =0 und x =/,

2. sie selbst sei iiberall stetig, aber ihre erste
Ableitung falle bei x =2(0 <z <) um 1, sonst
sei sie auch stetig.

[Eine Bedingung wie 2 ist natiirlich notwendig: die gesuchte Funktion
kann nicht durchweg regulir, d. h. differenzierbar sein, da sie sonst
eine nichttriviale Losung von (58) darstellen wiirde! (Abb. 6).]

Diese Losung, die eindeutig bestimmt ist, heiBe ¢(x, z). Wir kénnen
sie angeben; sie muB niamlich fiir 0 < x <z proportional zu y; sein

(60) p(x,2) =4y (%) 0 x< 2.

Entsprechend gilt im zweiten Intervall
(61) | ¢(%,2) = B 3(x) r<asl.
In x = z soll Stetigkeit herrschen

(62) 4-y,(z) = B-y:(9),
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dagegen gibt die Unstetigkeit der Ableitung in x ==z

(63) ¢ L =B i) —4-y1() =—1*.
Aus den beiden letzten Gleichungen (62), (63) bestimmen sich A und B
eindeutig zu

_ ¥ (2) . 1 (2)
(64) A= ¥y (2) ¥y (2)— 1 (2) - ¥p (2)° B= Yo (2) - vy (&) — 9, (2) 92 (2)

DafB3 der hier auftretende Nenner nie verschwinden kann, sieht man
folgendermafBen ein:

y; und y, geniigen beide der Differentialgleichung (58):
d ’
ik tg =0
d ’
kY tq y2=0.

Hieraus folgt durch Multiplikation mit y,, bzw. ¥;, und Subtraktion
beider Gleichungen

a, i
Yo' gy BN — Y1 g7 k=0,

oder

(65) k(v 9 —19y) & - (y2 71— ¥3 1) =0.

Setzt man fiir einen Augenblick fiir den negativen Nenner von (64)
(66) Y2y — 1Y, =D (%),

so ist

Ye Vi — 1y, =D,
und (65) schreibt sich

d. h.
(67) k-D = C = const.

k-D'4+Fk-D=0,

Entweder ist also C =0, also D(x) =0, d. h.

VoY1 — %Yy =0,

also y; = A-y,. Oder aber es ist C=0, also D(x) nie null. Der erste
Fall kann aber nicht eintreten, da Proportionalitit von y; und y, aus-
geschlossen wurde. Also ist der Nenner D stets von null verschieden,
was wir zeigen wollten. :

Aus (67) folgt noch

Y2 (2) 31(2) = ¥1(2) ¥2(2) = — D () =— 5755

* g

;fg heiBt ¢’ (¢4 0) — ¢’ (2—0) und z -+ 0 heiBt wieder, daB man mit
x an z von oben herangehen soll. Ebenso bei z—0 von unten.
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und damit schreibt sich ¢(x, 2) nach (60) und (61):

p(rd) =28 () yal) far 0w,
(68) ]
p(x,2) = ké) Yo (%) -y (2) fiir 2 x <

Setzen wir noch
p(x,2) =G(x,2) - k(2),

so ist ersichtlich G symmetrisch in Argument x und Parameter z:

REACEAC 0<x<2
(69) Gz =1
|+ 5200 %@ t<xsl.

Man erkennt ferner, daB G eine Losung der Differentialgleichung (58)
ist (da y, und y, dieser geniigen), daB G an den Intervallenden ver-
schwindet, im Intervallinnern iiberall stetig ist, auch fir x =z, wie
man durch Einsetzen aus (69) erkennt, wihrend die Ableitung an dieser
Stelle springt:

O lz+0 oG |2+ 0
(70) 7

372—-0 k(z) B z2—0 =—1

Fiir den Fall, da8 2=1 und ¢ =0 ist, ist G der Musterkern; denn
dieser hat ganz die entsprechenden Eigenschaften, insbesondere fillt
auch seine Ableitung an der Stelle x =z um 1 (vgl. 1.2.27).

G(x, z) heift die GREENsche Funktion des Problems, es ist die Ver-
allgemeinerung des Musterkerns und leistet auch dieselben Dienste wie dieser.

Das letzte werden wir sofort einsehen.

Die Konstante C in (69) ist wohlbestimmt, da y; und y, bestimmt
sind. Es wird nach (68)

C =k(0) - [¥2(0) - 1 (0) — ¥1(0) - ¥5(0)] = £(0) - ¥2(0)
=k 20 7O =30 701 =0 -0,

wenn man die Definitionen von y; und y, berticksichtigt.
Nun leiten wir den GREENschen Satz, eine Hilfsformel iiber G, ab.
Es sei zur Abkiirzung fiir die in y lineare Form

(72) k-y) +q-y

L(y) gesetzt. » und eine zweite Funktion #(x) seien im Intervall
a < x < b mit ihrer ersten und zweiten Ableitung stetig. Dann ergibt sich

I

(71)

b b

JIL(y) - u—Lw)-yldx=[[(k-y) u— (k') -y]-dx

a a

b
=k-(y u—u-vy [g—/(ky’-u'—ku’-y’)dx,
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und schlieBlich

(73) /[L () y]-dx =k(y -u—u'-y)[.

Das ist der GREENsche Satz. Wir wenden ihn auf y(x) und G(x, 2) im
Intervall 0 < x < z an, beachten, daB L(G) =0 ist, da G der Gleichung
(58) geniigt, und erhalten

JLB)-Gx,2)-dx=k(y'-G—C ) [T =k(2) - (Y G—C)ems0-
0
Analog bekommen wir fiir das Intervall z < x < 1

1
JLB) G2 dx=k(Y G—C3)[s0=k() () -GG 9)s_sr0-
Addieren wir (74) zu (75), so erhalten wir wegen der Eigenschaften
von G (Sprung von G'):
!
JL(y)-G(x,2)-dx =—y(2).
0

Wir wenden dies auf (57) an, L(y) ist nach (72) gleich f(x), und wir
konnen sagen:
Satz 4. Die Funktion

lost die Randwertaufgabe

L k) tgy=FE), yO) =yl —

Hierin ist G die durch (69) definierte GREENsche Funktion des Randwert-
problems.
Damit ist die Hilfsaufgabe erledigt. Soll nun

(76) ”;;(ky')+9(x)‘3’+w2-r(x)-y(x):f(x)

gelost werden, so kénnen wir Satz 4 anwenden, wenn wir f(x) durch
f(x) —w?-7(x) - y(x) ersetzen. Wir erhalten damit fiir y(x) die lineare
Integralgleichung zweiter Art

(77) x) = @?- fr dz—ff (x,2)-dz,

die wir in bekannter Weise symmetrlsleren kénnen, da wir 7(x) >0
voraussetzten. Wir fithren

= (@ -y(), K(x,2) = yr(x) 7() - G(x,2)

ein und setzen auBerdem

(78) %) =—1r(x) ff z,  w'=A.
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Damit erhalten wir eine lineare Integralgleichung mit symmetrischem Kern

l
(79) Y(x)=4-[K(x2) Y () dz +g(x).
0

g(x) = 0 entspricht nach (78) f(x) =0, also dem homogenen Problem.
Konnen wir also (79) 16sen, so haben wir das Randwertproblem geldst,
das wir uns zu Beginn dieses Abschnittes stellten.

4. Der elementare Teil der Theorie.

a) Die NEUMANNsche Reihe. Wir haben bisher eine Reihe von
Differentialgleichungen mit Randbedingungen auf Integralgleichungen
zuriickgefithrt ; wir miissen jetzt versuchen, diese direkt, ohne Riickgreifen
auf die Differentialgleichung, zu l6sen. Wir beginnen mit der Theorie
der linearen Integralgleichung zweiter Art

l
(1) y(x) =4 [K(x,2) y(2) -dz + f(x);
0

K, der ,Kern“, eine gegebene Funktion von x und z, f(x) ebenfalls
gegeben; y(x) gesucht, A ein Parameter; wir sehen, wie weit wir mit
einem bestimmten Losungsverfahren kommen. Es ist das uns schon
bekannte Verfahren der schrittweisen Verbesserung.

In (1) braucht K(x, z) nicht symmetrisch zu sein. K und f werden
im Intervall
(2) 0sx<!l, 021
zunichst als stetig, also auch als beschriankt vorausgesetzt, A wird spiter
passend beschrinkt.

[DaB wir in (1) als untere Grenze x = 0 nehmen, ist belanglos; der
Fall x = a als untere Grenze des Integrals kann durch die Substitution
{=x—a, d{ =dx sofort auf den vorliegenden zuriickgefithrt werden.]

Auch hier beginnen wir damit, daB wir fiir ¥ unter dem Integral-
zeichen eine Niherung einsetzen. Verfahren wir wie frither geschildert,
so bekommen wir schrittweise folgende Niherungen fiir y:

’ Yo =0,
y1=/‘(x)l,

yo =2 [K(x,2)[(z)dz+](x).
0

(Da K, f stetig sind, existieren die Integrale),

1
s =A- [K(%,2) y,(2) dz + f(%)

0

(4) = f(x) +2-/IK(x, 2) llflK(z, u)f(u)du} dz —}—lflK(x, 2)f(z) dz
0 0 0

(3)

i

= f(x) —}-Z/K(x,z)f(z) dz+/12-flf(u) [/K(x,z)K(z, w)dz| du.
0 0 0
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Denn man darf bei stetigen Funktionen die Reihenfolge der Integrationen
vertauschen (diese Operation werden wir noch oft auszufiihren haben,
es wird daher in Zukunft nicht mehr besonders darauf hingewiesen werden).
Unter dem zweiten Integralzeichen in (4) kommen die Kerne K (x, z),
K (z,4) durch die Integrationsvariable z gekoppelt vor. Man nennt
das Integral .

(5) [K(x,2) K (2, %) dz = K, (%, u)

den einmal ,itevierten’” (d. h. wiederholten) Kern. K, ist bei gegebenem K
als bekannt anzusehen, wenn vielleicht auch die Integration praktische
Schwierigkeiten bereitet.

Man kann also jetzt y5 so schreiben

!
vy =[(x) +4- _/K (%, 2) f(z)dz—i—lz-sz(x,u)f(u)du
(6) 0
x) +/fz)[ Ky (x,2) + 22 Ky(x, 2)] dz K,=K

0

(an das Vertauschen der Integrationsvariablen, das wir hier benutzt
haben, miissen wir uns ebenfalls gewohnen!). Der nichste Schritt voll-
zieht sich genau so:

l
Va(x) =f(x) +2- [K(x,2) y5(2) dz

0

7 —1(x) + A~ [ K(x,2) /() dz +

+22 [ [K(x,2) - K (2, u) f(u) dudz +

—{—Z“ffK(x, 2) - Koz, u) f(w)dudz.
Da fast immer Integrale von 0 bis / vorkommen, werden wir oft die Grenzen
fortlassen. Unsere Integrale sind also, wenn nicht anders angegeben,
stets bestimmte von 0 bis /.

Die Iteration von K2 liefert den dritten iterierten Kern K,

(8) K ( fouK(u 2)du
—//Kx u) K (u,v) K (v, 2)dudv .
Damit wird
. 1
) Ya(%) =f(x) + [f(z) [A- K +22- K, + 13- K, da.
0
Die Bildung der einmal, zweimal, dreimal, ... iterierten Kerne ist eine

Art Kettenbildung. Wie man aus (8) erkennt: iiber die koppelnden
Verdnderlichen wird integriert.

Allgemein treten also bei K, .; # + 1 gekoppelte Kerne auf, die
in » Variablen gekoppelt sind

1
K, K,(u,2)du =
(10) 1 #1{ 6/ )
=f...fK(x,u) (u, u) K (uz,u3).._.K(u,,,z) duduydug. ..du,.

0 0
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Durch andere Zusammenfassung der # -+ 1-Kerne erhilt man ebensogut
!
(11) K, i1(x,2) = [K,(x,u) K (4, 2) du.
0

Das Bildungsgesetz der Niherungen ¥, ¥,, ¥5, ... erkennen wir nun
leicht. Wir erwarten, daBl diese Niherungen gegen die gesuchte Funk-
tion y(x) konvergieren, d. h., daB sich fir hinreichend groBes # y,(x)
beliebig wenig von y(x) unterscheidet. Wir erwarten also, daB sich
y(x) darstellen 148t als

1
(12) y (%) = f(x) +Off(z) A-Ky+ 22Ky + 22 Ky +---]dz.

1
Diese Reihe mit dem allgemeinen Glied A*- f K, (x,2) f (z)dz heiBt die
0

NEUMANNSsche Rethe nach CARL NEUMANN, einem Vorlidufer von HILBERT,
ScumipT und FREDHOLM in der Theorie der Integralgleichungen (1887,
vgl. I.5a).
Entscheidend fiir die Anwendung der Methode der schrittweisen
Verbesserung ist die Frage: Wann konvergiert die NEUMANNsche Reihe ?
Zur Beantwortung betrachten wir den elementaren Fall: der Kern K
soll stetig sein. Dann hat K in 0< 2 </, 0<2<] ein Maximum &

(13) |K (x,2)| < .

Jetzt konnen wir die iterierten Kerne K, abschitzen. K, hat unter
dem Integralzeichen # einfache Kerne und #—1 koppelnde Variable
stehen; es ergibt sich also
I
|Ku(x,2)| < k- [ [duy-duy- - du,_,
(14) i ¢

»# — 1mal
=kl
Daher ist in (12)

(15)  |AK+2K,+--- )| < |A B+ |ARRRI4(APRE 4.
Rechts steht im wesentlichen ‘die geometrische Reihe

1
1—x

(mit x =|4|-k-]), die fir |x|<1 konvergiert. Unsere Reihe (15)
konvergiert also wenigstens dann, wenn ihre Oberreihe, die geometrische
Reihe, konvergiert, d. h. wenn

A k-1<1,
oder wenn

(16) |< 57
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ist. Die Abschitzung (13) war ziemlich roh; oft wird also (15) besser
als die geometrische Reihe konvergieren. Fiir |A|< 1/kl konvergiert
jedenfalls die NEUMANNsche Reihe sicher.

Gilt (16), so hat die Reihe in (12) unter dem Integralzeichen eine
endliche Summe und das Integral existiert. Man muf3l noch den
Nachweis erbringen, daB das durch die NEumMANNsche Reihe (12) ge-
wonnene y(x) tatsichlich die Integralgleichung 16st: das folgt einfach
durch Einsetzen der Reihe in die Integralgleichung.

b) Der losende Kern. Fiir das folgende ist es gut, einige Kennt-
nisse der elementaren Funktionentheorie zu besitzen, denn wir miissen
uns mit der Funktion von A

(17) I'A;x,2) =A-Ky(x,2) +22-Ky(x,2) + A3 - Kg(x,2) + - -~

beschiftigen. Wie stets seien x, 2, K, f reell, fiir 2 miissen wir allerdings
auch komplexe Werte zulassen [bei komplexem A wiirde auch y(x)
komplex werden; K und f bleiben nach wie vor reell].

I’ ist in der A-Ebene zunichst nur erkliart im Konvergenzkreis mit
dem Radius r der rechtsstehenden Potenzreihe, d. h. fiir alle A, fiir die

Al <7
gilt. Da wir schon oben die Konvergenz der Reihe
AK+12- Ky +13-Kg+---

(die man Ofters ebenfalls als NEuMANNsche Reihe bezeichnet) unter-
sucht hatten, wissen wir schon, daf3 sicher

1
(18) r= Wi

ist (und zwar fiir alle ¥ und z zwischen 0 und /).

Die Funktionentheorie, wie sie von WEIERSTRASS aufgebaut wurde,
lehrt nun, daB eine Potenzreihe in A wie (17) eine in A analytische Funk-
tion definiert. Das sei am Beispiel der geometrischen Reihe erldutert.
Innerhalb ihres Konvergenzkreises |A| <1 stellt die Potenzreihe

(19) 1+A+2+23 -
die Funktion

1
(20) T=7

dar. Man muB durchaus die Reihe, als Darstellung der Funktion, von
der Funktion selbst unterscheiden. Die Reihe (19) hat nur in ihrem
Konvergenzgebiet |1| <1 Sinn; wohl aber existiert die Funktion 1/1 — 2
auch auBlerhalb dieses Gebietes, sie ist, mit Ausnahme des Punktes
A =1, in der ganzen komplexen A-Ebene definiert und regulir (d. h.
differenzierbar).
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Es sei noch bemerkt, daB diese Zuordnung von Potenzreihe und
Funktion durchaus eindeutig und umkehrbar eindeutig ist: jede gegebene
Darstellung einer Funktion durch eine Potenzreihe erlaubt, den Funk-
tionsverlauf in der ganzen Ebene als bestimmt anzusehen.

Im allgemeinen wird also auch unsere Funktion I'(4; x, z) auBerhalb
des Kreises | 1| < 7 existieren, z. B. in dem gezeichneten Gebiet G (Abb. 7):
Hierbei ist zu beachten, daB nach WEIERSTRASS der Konvergenz-
kreis & einer Potenzreihendarstellung und die Grenze des Existenzge-
bietes G wenigstens einen Punkt S gemeinsam haben miissen. S heiBt
dann eine singulidre Stelle der Funktion. Es kann auch vorkommen, daB
Existenzgebiet G und Kreis & zusammenfallen: dann ist jeder Punkt
der Kreisperipherie singulir.

Kennen wir I'(4; %, z), so kennen wir auch
y(%). Denn es ist nach (12) und (17)

(21) y(x) =/(x) —f—/F(}-; x,2) f(z)dz=9y(A; x).
0

Daher heiBt I' auch der ,losende Kern' der Abb. 7.
Integralgleichung.

Nun gilt allerdings (21) zunéchst nur fiir das Innere des Kreises |1| <7,
denn nur dort ist zundchst I" bekannt. Man beweist aber in der Funk-
tionentheorie: gilt eine solche Gleichung (21) in irgendeinem Teilbereich
des Existenzbereiches G von I, so gilt sie auch iiberall in G. Denn (21)
gibt da, wo I fiir alle ¥ und 2z zwischen 0 und / regulir-analytisch in 4
ist, auch y reguldr-analytisch in A; die Integralgleichung wird von diesem
y iiberall erfiillt, weil in ihr A reguldr-analytisch (sogar linear) explizit
vorkommt.

Erinnern wir uns nun noch, da8 man I'(1; x, 2) in A regulir nennt,
wenn A im Existenzgebiet G von I liegt, und daB die Integralgleichung im
Falle f(x) = 0 homogen heilt, so kénnen wir (21) als Satz aussprechen:

Satz 5: Wo in der A-Ebene I'(X; x, z) reguldr ist, hat die Integral-
gleichung (1) mindestens eine Losung (21), die fiir die homogene Gleichung
wn die triviale Losung tibergeht.

Es sei an dieser Stelle darauf aufmerksam gemacht, dal} bei unserer
Behandlung der Integralgleichungen immer wieder dieselben Fragen
auftauchen:

1. Gibt es Losungen y(x) der vorgelegten Integralgleichung?

2. Falls 1. bejaht ist: gibt es mehrere Losungen?

In Satz 5 ist die erste Frage beantwortet; es bleibt noch die zweite
zu behandeln.

Hierzu nehmen wir an, wir hitten zwei Losungen y; und ¥,:

y1=1(x) + A K- y(2) dz,

(22) Yo = 1(#) + 1 [ K - y,(2) dz.
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Durch Subtraktion finden wir

(22a) yi—y2 =4 [ K (x,2) [y1(2) — yo(2)] dz.
Setzen wir noch

Y=y—1,,
so wird

Y(x) =1 [K(%2) Y(z)dz.
Y (x) ist also die Lésung der homogenen Gleichung, und wir kénnen
den Satz aussprechen:

Satz 6. Wenn die homogene Integralgleichung keine nichitrivialen
Losungen hat (d.h. Y =0), hat die inhomogene Gleichung hichstens
etne Losung (d. h. dann ist y; =1y,).

Die Umkehrung dieses Satzes, daB die inhomogene Gleichung auch
mindestens eine (d. h. zusammen mit dem Satz 6 genau eine) Ldsung
hat, falls die homogene Gleichung nur die triviale Lésung hat, gilt auch,
wird indessen erst spiter bewiesen (das ist der Alternativsatz von I. 2d).

c) Ein negatives Ergebnis. Die ,,umgestellte‘‘ Gleichung. Ortho-
gonalitit von Funktionen. Wir nehmen an

!
(23) y(x) =1(x) +10/K(x, 2) y(2) dz

habe eine Losung y; wir werden sehen, daB3 diese Annahme unter Um-
stinden zum Widerspruch fithren kann.

Wir multiplizieren zunichst beide Seiten der Gleichung mit irgend-
einer stetigen Funktion @(x) und integrieren nach x

f(p-ydx :f<p-fdx —{—l/fK(x,z)qp(x)y(z)dxdz.

Durch Vertauschung der Integrationen (wegen der Stetigkeit aller vor-
kommenden Funktionen erlaubt) erhalten wir

@) [y@leW)—2[K( 2) gl dz]dx = [p(x){(x) dx.
Jetzt sehen wir: wenn ¢(x)==0 und fiir alle x die Gleichung gilt

(25) p(x) =4 0/ K (z, %) g(2) dz,

kann es bei beliebigem f(x) keine Funktion y(x) geben, die unsere
Integralgleichung (23) 16st. Denn gibe es doch ein y, so folgte aus (24)

(26) [yv-0-dx=0=[¢p-f dx,

rechts steht aber im allgemeinen eine von null verschiedene GroBe;
es lige also ein Widerspruch vor.
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Die Gleichung (25), die sich hier von Wichtigkeit erweist, ist eine
homogene Integralgleichung fiir @(x). Sie unterscheidet sich von der
homogenen Form der Ausgangsgleichung (23)

(27) M@=%ﬂﬂ%@ﬂ@h

nur darin, daB im Kern K (x, z) die Veranderlichen vertauscht sind; daher
heiBt auch (25) die in bezug auf (27) ,,umgestellte (auch ,transponierte
oder ,,adjungierte”) Integralgleichung. Ist der Kern symmetrisch

K(x,2) =Kz %),

so fallt (25) mit ihrer umgestellten Gleichung (27) zusammen. Schon
hierin liegt ein Grund fiir die Bedeutung symmetrischer Kerne.
Jetzt kann man das oben gefundene Ergebnis so aussprechen:
Satz 7. Hat die umgestellte homogene Gleichung nichitriviale Losungen
@(x), so hat im allgemeinen die inhomogene Gleichung keine Lisungen
y(x), es set denn, daf i

1
(28) J¢MN@ﬂx=0

gilt fiir jede Losung @(x) der umgestellten homogenen Gleichung.

Denn in letzterem Falle stellt (24) einfach die Selbstverstindlichkeit
0 = 0 dar; die Annahme, daB eine Losung y von (23) existiert, wird also
dann nicht mehr durch (24) als falsch erwiesen. In diesem Falle kann
es also eine solche Ldsung geben.

Gilt (28), so heilen @(x) und f(x) ,,0rthogonal’ zueinander (iiber die
Herkunft dieses Ausdruckes vgl. I1.9). Mit Hilfe dieses. neuen Begriffes
kann man nun Satz 7 etwas anders formulieren. Wir nehmen dazu (25)
als Ausgangsgleichung; dann ist also (23) in bezug auf (25) als umgestellt
und inhomogen zu bezeichnen. Daher kénnen wir sagen

Satz 7a. Hat die homogene Gleichung (25) wichttriviale Liosungen
@(x), so hat die umgestellte inhomogene Gleichung (23) hochstens bedin-
gungsweise Losungen y(x), d. h. hiochstens dann, wenn das Storungsglied
f(x) von (23) zu allen @(x) orthogonal ist.

Wir kehren noch einmal zu dem l6senden Kern I'(4; x, z) zuriick.
Wir werden spiter allgemein zeigen, daB I' als Singularititen nur
Pole haben kann. Bekanntlich heit 4, ein Pol der analytischen Funk-
tion F (1), wenn F fiir A — 4, selbst gegen oo geht, jedoch in einer Um-
gebung von A, auBer in A, selbst, nur endliche eindeutige Werte an-
nehmen kann. Z.B. hat F(1) =1/1 — 4, die zur geometrischen Reihe
gehorige analytische Funktion, in A3 =1 einen Pol; F (1) = 1/sind hat
in den Punkten A4;=0, 4+, +2-7, 437, ... Pole, dasselbe gilt von
ctg 2. Die Behauptung geht nun dahin, daB I' von derselben Art ist.
Der Beweis hierfiir folgt in I.61 fiir symmetrische Kerne, fiir andere
Kerne in II.3.
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d) Die VOLTERRAsche Integralgleichung. Vererbungserscheinungen.
Hier werde nunmehr gezeigt, daB im VOLTERRAschen Falle der lésende
Kern I’ keine Pole hat, ja, daB fiir ihn die NEUMANNsche Reihe sogar
bestindig, d.h. in der ganzen A-Ebene konvergiert.

Es liege also die Integralgleichung vor

(29) y(x)=f(x)+1([K(x,z)y(z)d2-
Wir setzen fest, daB fiir z = x ‘
(30) K(x,2) =0

sein soll, was (29) nicht berithrt. K (x, z) verschwindet also in dem oberen
der beiden gezeichneten Dreiecke identisch (Abb. 8):
Damit wird (29)

% I
¢ (31) y(x) =[(x) + A [ K (x,2) y(z) dz.
= 0
Keo So ordnet sich also der Fall der VOLTERRAschen Inte-
= gralgleichung dem Fall der schon betrachteten Integral-
Abb. 8. gleichung (23) unter. Wir kénnen daher die geschil-

derte formale Theorie der schrittweisen Verbesserung

anwenden, die auf die NEuMANNsche Reihe (12) fithrt. Aber jetzt kann

man die iterierten Kerne besser abschiitzen als damals im allgemeinen Fall.
Es sei K wieder beschrinkt

|K(x,2)| <k,

und die Abschitzung von K, gibt, wenn man beachtet, daBB K (x,2) =0
ist, falls die zweite Variable (2) groBer ist als die erste (x):

MKxu uz)du!——‘/Kxu K(u,z)duE

U=z |

< k2| [ dul,
R2(x— =
\Kz(x,z)lgi (x=2) e
0 r <2
Dieselbe Uberlegung ergibt fiir K,
! x
Ky (x,2)| = | [ Ky(x, ) K (u,2) du| < B3 [ (x—u)du
0 z
1
_ o B x—2)? X2z
0 x <z,
und wir sehen so die allgemeine Formel ein
1 "o
o) B (x—2) ! X =2z

(32) | K, (x,2) | <
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daher wird |4l
l}»nK”I < Wk”(x—z)“‘l,

und wir kénnen die Reihe A K 4+ A2K, + - - - in (12) majorisieren

0 ) 0 Ao k(x—onn—1
A A
1 1 ;

SV P LLEE)

Also folgt

Satz 8. Die Potenzreihe fiir I'(1; x, z) hat im VOLTERRAschen Falle
die Exponentialreihe in M] als Oberreihe, und da letztere bestindig kon-
vergiert, ist I' in der ganzen A-Ebene vegulir.

Nehmen wir die Erkenntnis voraus, daB I" nur Pole als Singularititen
haben kann, so konnen wir den Satz auch so aussprechen, da I' im
VorTERRAschen Fall keine Pole hat.

Der eben bewiesene Satz gibt uns in der NEuMANNschen Reihe ein
stets brauchbares Mittel zur Lésung VOLTERRAscher Integralgleichurigen
an die Hand.

Wo kommen derartige Gleichungen praktisch vor? Wir wissen schon
nach Satz 2, daB das Anfangswertproblem linearer Differentialgleichungen
auf den hier betrachteten VoLTERRAschen Fall fithrt. Mit Satz 8 ist also
erwiesen, daf das Anfangswertproblem dieser Gleichungen stets losbar ist
(was frither ohne Beweis angefiihrt wurde).

VoLTERRAsche Gleichungen treten aber auch iiberall dort auf, wo
Nachwirkungs- (Vererbungs-) Vorginge im Spiele sind; es sei hierzu als
Beispiel ein Dehnungsversuch besprochen.

Bei hinreichend kleinen Groé8en gilt das HOOKEsche Gesetz, daB die
Dehnung ¢ der Spannung s proportional ist

(33)

i

(34) e=c-s.
Bei Wechselversuchen werden ¢, s Funktionen der Zeit, aber jetzt gilt
(35) e(t) =c-s(t)

nicht mehr so gut. Vielmehr muB man annehmen, daBl die Spannung
zur Zeit 7 <t nachwirkt. Zu c-s(f) hat man daher fir jedes 7 ein
Korrekturglied

(36) K({—1)-s(r)-dt

hinzuzufiigen. K hingt nur von {—7 ab, da die Nachwirkung um so
starker ist, je kleiner £—7 ist. Alle diese Glieder (36) sind zu summieren,
und wir erhalten daher statt (35):

(37) 8(t)=c-s(t)-{-%/K(t—r)-c-s(r)-dr.

Hamel, Integralgleichungen. 3
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Bei gegebener Spannung kann also ¢ berechnet werden. Hat man da-
gegen ¢ (f) beobachtet, und will man wissen, was der Korper durchgemacht
hat [d. h. sucht man s(¢)], so liegt in (37) eine VOLTERRAsche Integral-
gleichung zweiter Art vor.

Derartige Gleichungen kommen oft z. B. auch in der Astrophysik
vor. Physikalisch stellt auch (37) noch eine Idealisierung vor, da lediglich
eine lineare Abhingigkeit der Vererbung angenommen wurde.

(37) kann mit der NEuMaNNschen Reihe gelost werden:

(38) c-s(t):s(t)+fF(Z;t—T)-c-e(r)dr,
0/1 .

Hierin hingt jeder iterierte Kern, also auch I'= > 4*-K,, nur von
t—7 ab, denn es ist z. B.

t
(39) K,=[K({t—u) K@u—1)du
nach (32). Setzen wir
v=u—1t, dv=du, t—u=t—1—0,

so schreibt sich (39)
t—1

Ky=[ K(t—t—v) K@) dv=[{t—1),
0

und #hnliches gilt fir K3 K, .. ..

Grundsitzlich wird also (37) durch (38) gélést; praktisch kénnen
allerdings Schwierigkeiten bei der Bestimmung von I' und der Inte-
gration in (38) auftreten.

e) Zusammenstellung der Hauptsidtze. Am Schlusse des Ab-
schnittes I. 4, und vor der Behandlung einer gréBeren Anzahl von Bei-
spielen, erscheint es geboten, die gesamte Theorie der linearen Integral-
gleichungen (soweit sie hier iiberhaupt dargestellt werden soll) in einer
Reihe von Sitzen zusammenzufassen. Eine derartige Ubersicht erlaubt
dann auch, den logischen Zusammenhang der Sitze besser als bisher zu
erkennen. (Uber die genauen Voraussetzungen iiber K vgl. I. 6f; bisher
galten alle Funktionen als stetig.)

Hauptsatz I. Wenn die homogene Integralgleichung keine wnichi-
trivialen Losungen hat, hat die inhomogene Gleichung hochstens eine Lisung.
Dieser Satz ist als Satz 6 schon bewiesen worden.

Hauptsatz II. Wenn die homogene Gleichung keine nichttrivialen
Losungen hat, hat die inhomogene Gleichung mindestens (also nach Haupt-
satz 1 genau) eine Lisung.

Der Beweis fehlt noch.
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Hauptsatz III. Wenn die homogene Gleichung nichitriviale Losungen
hat, hat die umgestellte inhomogene Gleichung hichstens bedingungsweise
Lisungen. '

Das ist als Satz 7a bewiesen worden.

Hauptsatz IV. Wenn die homogene Gleichung wichitriviale Losungen
hat, hat die umgestellte inhomogene Gleichung wirklich welche, falls die
Bedingungen von Hawptsatz 111 erfiillt sind.

Der Beweis fehlt noch.

Hauptsatz V. Wenn die homogene Gleichung nichitriviale Losungen
hat, hat die umgestellte homogene Gleichung auch nichitriviale Lisungen.

Der Beweis fehlt noch.

Hauptsatz VI. Wo in der A-Ebene der lisende Kern I vegulir ist,
hat die inhomogene Gleichung genau eine, die homogene keine nichttrivialen
Losungen.

Wir haben in Satz 5 bewiesen, daB an regulidren Stellen von I" die
inhomogene Gleichung mindestens eine Losung hat. Nach (I. 4. 24) hat
dann die umgestellte homogene Gleichung nur die triviale L&sung.
Gilt also Hauptsatz V, dann wissen wir, daB die homogene Gleichung
auch nur die triviale Losung hat, und dann folgt nach (22a), daB die
inhomogene Gleichung genau eine Losung hat. Hauptsatz VI wird daher
zugleich mit Hauptsatz V bewiesen.

Hauptsatz VII. I' ist eindeutig und regulir bis auf Pole (in der
A-Ebene).

Der Beweis fehlt noch. Der erste Teil kann mit Hauptsatz VI zugleich
fiir bewiesen gelten: denn wire I' in einer reguliren Stelle mehrdeutig,
so wire dort auch die Losung der inhomogenen Gleichung mehrdeutig
nach (21) im Widerspruch zu Hauptsatz VI.

Hauptsatz VIII. In einem Pol von I’ hat die homogene Gleichung
mindestens eine nichitriviale Losung, mithin hat die nichthomogene Gleichung
nuy bedingungsweise welche.

Der Beweis fehlt noch.

Hauptsatz IX. Im symmetrischen Falle hat I" mindestens einen Pol.

Das ist der Fundamentalsatz {iber symmetrische Kerne von HILBERT
und ERHARD ScuMIDT. Der Beweis fehlt noch.

Hauptsatz X. Im VOLTERRASchen Falle hat I' keinen Pol.

Das wurde als Satz 8 bewiesen.

Die noch fehlenden Beweise werden, wenigstens fiir den Fall des
symmetrischen Kerns, in I. 6. erbracht werden; fiir den allgemeinen
Fall des unsymmetrischen Kerns wird man in einem Abri der FrRED-
HoLMschen Theorie in - II.3. die fehlenden Beweise skizziert finden.

3*
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5. Die Beziehungen der Integralgleichungen zu den
partiellen Differentialgleichungen der Physik
und andere physikalische Anwendungen.

a) Die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie in der Ebene.
Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts stand bei den mathematischen
Physikern unter dhnlichen Fragestellungen das erste Randwertproblem
der Potentialtheorie im Mittelpunkt des Interesses. Das Problem ver-
langt, eine Funktion #(x, v, z) zu finden, fiir die die Potentialgleichung

(1) Au =0
02 02 o2 )

(wo der LapLacische Operator 4 =g -}—a—yz +37

innerhalb eines gegebenen Bereiches B gilt, und die am Rande C des
Bereiches vorgeschriebene Werte #, annimmt. Wir beschrinken uns
auf das ebene innere Problem, d. h. wir bleiben
¥y . .
in der x-y-Ebene und verzichten auf Fragen
iiber Existenz und Verhalten von u(x, y)
auBerhalb des Bereiches (Abb. 9). Eine solche
Funktion # heiBt eine Potentialfunktion.
Wieder sind zwei Fragen wichtig: Gibt es
Abb. 9. Potentialfunktionen, und wenn ja, wie kann
man diese praktisch finden? Wenn es iiber-
haupt eine gibt, so gibt es auch nur eine, wie als bekannt vorausgesetzt
werden soll. Zur Beantwortung dieser Fragen, zumal der ersten, kann die
Funktionentheorie herangezogen werden. Wir kénnen dieser den Satz
entnehmen, daB es zu jedem #(x, y) eindeutig (bis auf eine additive
Konstante) ein v (x, y) gibt, das ebenfalls in diesem Bereich eine Potential-
funktion ist (das zu # ,konjugierte” Potential), so daB

fle)=u+iv

im Bereich analytisch in z = x 4+ ¢y ist. Mit diesem Ansatz kann man
heute ziemlich leicht die Existenz von u beweisen.

In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhundeits haben H. A. SCHWARZ
und CARL NEUMANN das Problem fiir viele Bereiche gelést. C. NEUMANN
und H. PoINCARE arbeiteten hierbei mit Methoden, welche die Theorie
der Integralgleichungen, wie schon in I.1. erwidhnt wurde, eingeleitet
haben. Da auBerdem ihre Methoden auch heute noch praktische Be-
deutung haben, gehen wir auf sie etwas niher ein.

Man weiB3, daB Inr stets Lésung von A# = 0 ist. Hierin bedeutet

r= Y= 8 + —)°
die Entfernung des variablen Punktes P(x, y) von dem Aufpunkte A

(¢,1). In7 hat in » =0 eine Singularitit, die man sich physikalisch
als Wirbel, Quelle oder Senke oder als Punktladung vorstellen kann.
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Wegen der Symmetrie kann man ebenso &, n wie x, y als Variable an-
sehen. Auf der Randkurve C des Bereiches fithren wir die Bogenlinge s
als Parameter ein (eine solche soll natiirlich existieren). Nun denken
wir uns C mit derartigen Ladungen belegt, so daB das Bogenelement ds
an der Stelle s die Ladung y(s) - ds trigt, wo y(s) noch unbekannt ist.
Dann ist In7-y(s) -ds eine Losung von A# = 0 auBerhalb von C, und
wegen der Linearitit der Differentialgleichung gilt dies auch von

() u (£, 7) =§§1nr-y(s)-ds

in den Variablen &,#. 7 ist der Abstand des Aufpunktes 4 von dem
Kurvenpunkte P(s); 4 soll im Innern von
B liegen.

Wenn man A auf dem Rande annimmt:
A= P(s) (Abb. 10), weil man, daB (2) eben-
falls noch gilt AA

(3) u(o) = $Inry-y(s) - ds;

# (o) sind die gegebenen Randwerte %, von #. Hieraus ist y(s) zu be-
stimmen; es liegt also eine lineare, inhomogene Integralgleichung erster
Art fiir y vor. 7 ist die Entfernung der Punkte P(g) und P(s), der Kern

K(x,y;&n) =Inr,

ist symmetrisch. Aber dieser Kern ist nicht mehr, wie bisher, iiberall
endlich und stetig, sondern er geht gegen unendlich fiir P(s) - P (o).
Eine solche Singularitat ist, wie spiter gezeigt werden soll, unwesentlich.
Unangenehmer an (3) ist dagegen, daB es eine Gleichung erster Art ist:
von diesen schwieriger zu behandelnden Gleichungen wurde bisher
itberhaupt noch nicht gesprochen. Neuerdings ist (3)

wieder als Ausgangspunkt zur praktischen Lésung vor- c
geschlagen worden (s. II.1.).

<"

Wir gehen hier anders vor, und zwar beweisen wir

Satz 9. Das erste Randwertproblem der Potential- g Ay
theorie kann auf eine lineave Integralgleichung zweiter
Avrt zuriickgefiihrt werden.

Abb. 11.

Um den Satz einzusehen, denken wir uns den Rand C mit einer
Doppelbelegung (Dipolen, Quellsenken) belegt. Anders ausgedriickt:
Wir setzen die Lisung von A# =0 zusammen aus

Olnv
(@) Lia

denn dies ist auch eine Losung der Potentialgleichung in 4 (Abb. 11).
(4) gibt die Anderung von In7 in der Grenze bei Fortschreiten in
Richtung der duBleren Normalen # von C an.
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Wieder kann man alle Doppelquellen des Randes superponieren,
und man erhilt fiir einen inneren Aufpunkt 4, daB

(5) O yls)ds =u;(&,m)

Cc

eine Potentialfunktion darstellt.

Wie oben werden wir uns dafiir interessieren, was geschieht, wenn 4
sich dem Rande nihert. Nun gilt nach der Potentialtheorie

dlnr 0O¢

(©) on T a5
Hier ist ¢ der Winkel von PA mit einer festen
Richtung (Abb. 12). Denn zu In# gibt es ein kon-
jugiertes Potential ¢, so daB

Abb. 12.

Inr +7¢ =logz
die zu In7 gehorige analytische Funktion wird. Ferner gelten fiir irgend-
ein rechtwinkliges Koordinatensystem (#,s) (mit positivem Drehsinn
n —s) stets die CAucHY-RIEMANNschen Gleichungen

ou ov ou ov

on @s’ &s  on
fiir jede analytische Funktion f(z) = # 4 ¢v. Hieraus folgt aber sofort (6).

(6) erlaubt nun, (5) umzuformen in

(7) u; ~9€as ds-y(s) =$y(s)-de,

da lings C ¢ eine Funktion von s ist.

Um nun den Wert von # zu erhalten, wenn 4 auf
- dem Rande liegt, machen wir einen Grenziibergang.
AbD. 13. A liege zunachst in der Nihe des Randes (Abb. 13).

Wir zerlegen (f>y do in f und in f (beide in positivem Sinne);

es sel noch vorausgesetzt daB der Rand in jedem Punkte eine Tangente
besitzt (,,glatt’ ist). Ausschlaggebend fiir den Grenziibergang ist nun

f y-d @, denn bei dieser Integration dreht sich ¢ fast um =z, sagen wir
b

um Ap. Wir wenden auf dieses Integral den Mittelwertsatz an und er-
halten P,

Pf:Aqﬂ-y(i),

wo P(s) einen Punkt zwischen P, (s;) und P,(s,) darstellt.
Das erste Integral bietet keine Schwierigkeiten:

P, 9"_' p—de
[y-dg=[y-dp= [ y-do.
Py 2 P
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Nun vollziehen wir den Grenziibergang: A fillt in den Randpunkt
P (o), gegen den auch P, und P, konvergieren. Das machen wir so,
daB dabei A gegen ; geht, so daB wir schlieBlich erhalten (u, ist der
gegebene Wert der Potentialfunktion am Rande):

P+

(8) =y d¢—11m<f+=f)—n y(0) + f y(s) - dyp.

P> P, \ F,

Das Integral hierin ist in ¢ periodisch; man kann daher mit einem be-
liebigen Winkel ¢, beginnen, wenn man nur {iiber alle Winkel von g,
bis ¢, + 7 integriert.

(8) ist eine Integralgleichung zweiter Art fiir die gesuchte Belegungs-
dichte y(s). Ihr Kern d¢/ds ist allerdings nicht symmetrisch, dagegen
ist er sogar iiberall dort endlich, wo -die Kriimmung der Randkurve
endlich bleibt (durch Ausrechnen zu beweisen). Haben wir y(s) aus
(8) berechnet, so 16st (7) unser Randwertproblem: Satz 9 ist also be-
wiesen. '

Dieses erste Randwertproblem war historisch der Ausgangspunkt
fiir die Theorie der Integralgleichungen: C. NEUMANN zeigte 1887, daB
die nach ihm benannte Reihe in unserem Problem konvergiert, wenn
die Kurve konvex gekriimmt ist. Auch H. POINCARE nahm 1894 bis
1897 an diesem Spezialproblem die Sitze der allgemeinen Theorie voraus,
die dann erst 1899 und 1903 von FREDHOLM ausgesprochen wurden.

Wir setzen nun den noch unbewiesenen Hauptsatz IT voraus, daf3 (8)
genau eine Losung hat, wenn die homogene Gleichung

9 0O=m-y(o) +$yis
nur die triviale Lésung y = 0 hat. Phy51kahsch gesprochen heiBt dies:
wir suchen eine derartige Belegung y(s) des Randes mit Doppelquellen,
daB3 die Randwerte der zugehérigen Potentialfunktion u; = Sfiy-d(p
verschwinden, und wir behaupten, daB dies nur bei der Belegung 0
moglich ist.

DaB nun (9) nur die triviale Lésung hat, kann mit Hilfe einiger Sitze
der Potentialtheorie bewiesen werden. Zunichst: wenn # am Rande
verschwindet, muf3 es auch im Innern null sein. Dann gilt aber auch

Da nach einem alten Satz der Potentialtheorie

Ou;\ [ Oug

on Jo < on >0
(#,: Werte von % auflerhalb des Bereiches, #,: auf dem Rande, #;: im
Innern) ist, muB3 auch
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gelten, und hieraus folgert man weiter

u, = Const.

Dabei ist oIny

on

Uy = y-ds,

wenn wir (5) fir einen duBeren Punkt hinschreiben. Durch Abschdtzung
dieses Integrales sehen wir dann, daB «, — 0 fiir r > col. Also ist iiberall

%, = 0.

Benutzen wir weiter den ebenfalls schon lingst bekannten Satz, daB
sich #; und #, am Rande um

Ui — Uq _
( 27 >0 - y (S)
unterscheiden, so folgern wir sofort
y(s) =o0.

Also hat die homogene Gleichung (9) tatsichlich nur eine Lésung; nach
dem obenstehenden hat daher die inhomogene Gleichung (8) fiir gegebene
Randwerte #,=F0 genau eine Losung: das erste Randwertproblem ist
also eindeutig geldst.

Uber die angefiihrten Sitze der Potentialtheorie kann man sich z. B.
an Hand des Buches von KELLOGG 2 orientieren, das wohl das modernste
Werk aus diesem Gebiete darstellt. Fiir die weitaus meisten Anwen-
dungen der Potentialtheorie geniigen auch schon die Bindchen von
STERNBERG (Sammlung Goéschen 901 u. 944), die auch einen Abrif3 der
FrepHOLMschen Theorie der Integralgleichungen enthalten.

b) Au =f. GREENsche Funktion. Wir hatten bisher die Diffe-
rentialgleichung A4 # = 0 zugrunde gelegt ; wir erweitern nun die Problem-
stellung dadurch, da wir zu der Betrachtung von

(10) Au(x,y) =f(x,y)

iibergehen. f(x, ¥) sei eine gegebene Funktion.
Wir bilden mit Hilfe einer zunichst noch nicht weiter festgelegten
Funktion v(x, y) den Ausdruck

v-Au—u-Av.

Die Integration dieses Ausdruckes iiber einen gegebenen Bereich liefert
uns dann den GREENschen Satz, der nach dem Physiker GREEN, einem
Zeitgenossen von GAUSS, benannt wurde:

0
(11) //(vAu—uAv)dxdy:f(v%—u%)ds.
B c

! Fiir einen weit entfernten Punkt 4 schrumpft namlich der gesamte Winkel
fldg| auf null zusammen.
2 KeLLOGG: Foundations of Potential Theory. Berlin: Julius Springer 1929.
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Wie in Abb. 11 sei C die Randkurve von %B; » sei die dullere Normale
von C. Der Beweis des Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Potential-
theorie oder der theoretischen Physik; man benutzt hierzu den Gauss-
schen Satz

(12) /f%dxdy:fu-cos(n,x)ds,
B

aus dem (11) sofort folgt (vgl. auch I.3c).
Die Hilfsfunktion v legen wir jetzt dadurch fest, daB3 wir im Innern
von B

(13) Av =0
und auf dem Rande C
(14) vy =v(s) =0

verlangen. Wire v im Innern iiberall regulir (zweimal stetig differenzier-
bar), so wire nach dem oben Mitgeteilten v =0 in B. Um das aus-
zuschlieBen, muB » in B mindestens eine Singularitit haben. Man
kann z. B. wihlen
(15) v=Inr+4+7V,

7= (x—&)+ (y—n)%

A = (&, n) sei ein fester Punkt innerhalb 8. In~» hat bei » =0 eine
Singularitit; V (x, v) soll in ¥ iiberall regulir sein, und auBerdem soll dort

(16) AV =0

gelten. \\\\\\\\\\\
Die Bestimmung von v liuft also darauf hinaus, eine \g\\
Potentialfunktion ¥ mit gegebenen Randwerten zu \\ \\\\

bestimmen Abb. 14
(17) AV =0, V,=—Inr,.

Wie man diese erste Randwertaufgabe mit Hilfe einer Belegung y(s)
lésen kann, wurde schon gezeigt. Gilt (17), so ist auch nach (15)

Av=0, v,=0.

Es 148t sich also stets eine solche Funktion v bestimmen ; die Funktionen-
theorie lehrt uns auBBerdem dieses v kennen fiir alle Bereiche B, die man
konform auf das Kreisinnere abbilden kann.

Um die Integration in (11) auszufiithren, schlieBen wir den Auf-
punkt 4 = (&, n) durch einen kleinen Kreis & aus dem Integrations-
bereich aus (Abb. 14).

In dem Restbereich ¥ — & sind dann # und v beide regulir, und man
kann den GREENschen Satz (11) anwenden

18) [ [o-du-aviy=—gudias + (v ot —ugt)as.
B - K] c 4
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Wir gehen jetzt zur Grenze ® — 0 iiber. Im Doppelintegral stort
die Singularitit des In7 in 4 nicht; denn man kann in Polarkoordinaten
Inz-r-dr-de -
statt
Inr-dx-dy
schreiben, und fiir » — 0 geht In7 - 7 ebenfalls gegen 0. Auf dem Rande
des kleinen Kreises & ist
ds=r-dp,
und da dort # und Ou/on stetig sein sollen, folgt nach dem Mittel-
wertsatz der Integralrechnung

hm/ *ds—hm< )mn /lnr r-de +1lim(V

r—>0 70

a —
an mit 27'7[-.—0,

und ebenfalls wegen der Stetigkeit von # wird

(20) hm/ ¥ “ds =u(d)- 2a=2n-u(,n),
r—0
da
61; Zj 1+%~f, ds=r-dg

ist. Beriicksichtigen wir noch, daB3 nach (10) 4% = f sein soll, so schreibt
sich schlieBlich (18)

(21) //v i dxdy+2,,<§uo d

Da wir v, f, u, als bekannt betrachten, haben wir damit Au = bei
gegebenen Randwerten #, geldst.

Die benutzte Hilfsfunktion v heit die GREENsche Funktion G(x, y;
&, m) des Bereiches B; sie ist in den Variablenpaaren (x, y) und (¢, )
symmetrisch (vgl. I. 3c). Diese Symmetrie beweist man, indem man die
vorhergehenden Uberlegungen auf zwei GREENsche Funktionen: G (x, y;
& m) und G(x, y; &, ;) anwendet, statt «, v, wobei kleine Kreise um &, 5
und &, n; auszuschlieBen sind. Man erhilt sofort

Géums; &m) =GEn; &um).

Zusammenfassend kénnen wir also sagen:
Satz 10. Es stellt sich im Innern des Bereiches B die gesuchte Losung
von Au=f so dar:

u(g, ) = —-~//Gfdxdy+m96uo 260 4

Hierin sind wuy(s) die vorgeschrzebenen Randwerte von u.

Auch diese Sitze findet man in der erwidhnten Literatur iiberall
bewiesen; sie konnen also dort nachgelesen werden. Hierzu besonders
das Buch von HEywooD-FRECHET (s. Einleitung!).
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¢) Membran und Platte. Wir machen nun sofort eine Anwendung
der soeben bewiesenen Sitze auf das Problem der schwingenden Membran.
Deren Schwingungen U(x, y,?) werden gegeben durch die allgemeine
Schwingungsgleichung

1 0*U

(22) AU = TRt
¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit. Da wir Schwingungen
in ¢ (in der Zeit) suchen, machen wir mit reellem w die schon wiederholt
benutzten Ansitze

(23) U=u(x,vy)-coswt, U=u(x,vy) sinwt.

In (22) eingesetzt, fithren beide auf
2

(24) Au=—"5u.

Die Membran soll nun am Rande eingeklemmt sein: das liefert die
Randbedingung

(25) %o =0.
Um Satz 10 anzuwenden, haben wir nur
w2
f=——Fmu

einzusetzen. Wir erhalten so
2
(26) (&) + e [ [ClxyiEm) ulx ) dudy =o.
B

Das ist eine homogene lineare Integralgleichung fir «.

Auf (26) kann man jetzt die ganze, uns schon bekannte Theorie der
Integralgleichungen anwenden, denn daB in (26) die gesuchte Funktion
von zwei Variablen abhingt statt wie frither nur von einer, ist belanglos.
In dieser leichten Ubertragbarkeit von einer auf beliebig viele Dimensionen
liegt ebenfalls ein groBer Vorzug der Theorie der Integralgleichungen.
Nur eines ist noch in (26) zu beachten: G wird in x =§, y = singulr.
Aber diese Singularitit stort nicht bei der Integration, wie wir schon
oben sahen: die Singularitit steckt in In# fiir » = 0; in Polarkoordinaten
ist jedoch

Inv-dx-dy
durch
Inv-7-dr-do

zu ersetzen, und das verschwindet fiir » — 0.

(Gehen wir zu drei Variablen x, v, z iiber, so haben wir als Grund-
16sung von

’ *u %u ?u
Adn=m+ 5 t 57 =0
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statt In» wie bisher, 4

*=—
4

zu nehmen. Hier ist die Singularitit fiir » = 0 schwerer, 14Bt sich aber
ebenfalls ungefihrlich machen, da bei Ubergang zu Polarkoordinaten hier

—rtdrdg-dd=r-dr-de-d?d
an die Stelle von .
~cdxdydz
tritt.)
(26) hat einen symmetrischen Kern G; wir wissen in Vorwegnahme
des Fundamentalsatzes, dal bei einem solchen sicher Eigenwerte

A Ay Ay, .

vorhariden sind. Unser Kern G hat sogar unendlich viele 4;, und alle
sind positiv, was ohne Beweis mitgeteilt sei. (Uber Kerne mit lauter
positiven Eigenwerten s. I.6k.) Da zu jedem dieser A mindestens eine
Eigenfunktion # gehért, heiBt das, daBl bei unserer Membran Schwin-
gungen U(x, y, ) =u(x, y) - coswt mit #==0 moglich sind.

Ahnlich liegt der Fall bei der schwingenden Platte, deren Durch-
biegungen U (x, y, ¢) der Differentialgleichung
1 U
2 01

(27) AAU =

geniigen. Hier miissen am Rande vorgegeben werden etwa

(28) U, (%%)0

Man braucht hier nur den GREENschen Satz auf AAwu auszudehnen,
um dann wieder die gesamte Theorie der Integralgleichungen anwenden
zu kénnen.

d) Der Skineffekt. Als Beispiel, das ebenfalls hierher gehért,
kann der Skineffekt der Elektrotechnik betrachtet werden. Wir be-
schrinken uns hierbei auf das bequemere ebene Problem: senkrecht
zur x-y-Ebene moge ein magnetisches Feld schwingen

(29) Hx, y,t) =h(x,y) e,

Urspriinglich sei 2 konstant ; bringt man aber einen Draht in das Feld,
so wird dieses hierdurch gestért, und es treten nach der MAXWELLschen
Theorie im Draht Schwingungen auf nach der Gleichung

o0H 1 ©*H
(30) A T N T
o ist die Leitfihigkeit des Drahtes, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, und I7
eine MaBkonstante :
IT =47 -107% Henry.
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Im AuBenraum soll aber gelten

1 ®H
(31) AH = 554
(30), (31) sind zu integrieren mit den Randbedingungen
0H,\ _ [0H;\
(32) (Hao = o, (F522)y=(Fat)s

ferner soll H im Unendlichen konstant sein, und dort soll ¢ H/o 7 von
zweiter Ordnung verschwinden.
Fihren wir 4 ein, so erhalten wir aus (30)

Ah =G~H-i-w-h———;;w2h
innerhalb des Drahtes. Aus physikalischen Griinden (w<€c¢) vernach-
lassigt man meist w?2/c?, so daB zu integrieren sind
(33) Ah;=0-1-i-w-h,
Ah, =0.

(Wir benutzen hier stark einen Vortrag von Herrn Doz. Dr.-Ing.
BucrHOLZ in der Berliner Ortsgruppe der Gamm.)
Wir nehmen wieder die GREENsche Formel (18) mit
v =Inr

und als Gebiet einen groBen Kreis. Beriicksichtigen wir die Rand-
bedingungen in der GREENschen Formel, so erhalten wir schlieBlich

(34) REn)=C+Ai-[[Inr-h(x, y)dzdy,
(£)

wobel .

(35) A=5—c-I-o

imagindr ist; C ist der Wert von % im Unendlichen.

Unbekannt ist 4;; kennen wir diese Funktion, kennen wir nach (34)
auch %,. Nehmen wir zunichst (£, #) genau wie (x, ¥) im Innern des
Drahtes an, so liegt in (34) eine Integralgleichung zweiter Art fiir 4
vor. Da der Kern In7 in den Variablenpaaren (£, ) und (x, y) symmetrisch
ist, hat die zu (34) gehérige homogene Integralgleichung nach dem
Fundamentalsatz wenigstens eine Eigenfunktion, und die zugehdrigen
Eigenwerte 4 sind reell. In (34) ist A imaginir, ist also kein Eigenwert,
und die homogene Gleichung hat folglich nur die triviale Losung 4 = 0.
Nach dem Alternativsatz hat daher die inhomogene Gleichung (34)
(C=#0) genau eine Losung. Es existiert also im Drahtinnern ein wohl-
bestimmtes Feld H.

Diese und #hnliche Probleme der Elektrodynamik findet man be-
handelt in folgenden Arbeiten:
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MANNEBACK: J. Math. Physics Bd. 1 (1922) S. 124f.

NoOETHER, F.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S.453. — Ann. Physik
Bd. 84 (1927) S. 225.

RotHE, E.: J. reine angew. Math. Bd. 120 (1934) S. 218.

STERNBERG: Composit. mathematica Bd. 3 (1936) S. 254.

StruTT: Ann. Physik Bd. 85 (1927) S. 281, 866; Bd. 88 (1931) S. 722.

Andere Probleme der Elektrotechnik unter Benutzung von Integral-
gleichungen findet man bei:

NoEeTHER, F.: Wiss. Ver6ff. Siemens-Konz. Bd. 1 (1921) Heft 3.

OLLENDORFF, F.: Wiss. Ver6ff. Siemens-Konz. Bd. 5 (1927) Heft 3, letzterer
auch in dem Buche Erdstréme. Berlin: Julius Springer 1928.

Zahlreiche Anwendungen iiber mechanische Schwingungen stehen bei:

vAN DEN DUNGEN: Cours de Techmique des Vibrations. Briissel 1926.

Ferner sind viele weitere Anwendungen der Integralgleichungen zu
finden in dem in I.1. genannten Werke von FRANK-MISES, sowie im
Handbuch der Physik von GEIGER-SCHEEL (insbesondere in Bd. 6).

Die Durchrechnung der Integralgleichungen gelingt BuciroLz und
anderen Autoren in einigen Fallen; darauf wollen wir hier aber nicht
weiter eingehen.

e) HILBERTs Begriindung der elementaren Strahlungstheorie. Wir
hatten bisher immer die zu 16senden gewdhnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit mehr oder weniger Rechnung erst in die Form
von Integralgleichungen gebracht, um Aussagen iiber ihre Losbarkeit
machen zu kénnen. Man wird versucht sein, dieses Verfahren als einen
Umweg zu bezeichnen, und man wird danach trachten, die Differential-
gleichungen direkt zu l6sen. Aber man wird feststellen: wenn ein direktes
Verfahren hier und da moglich ist, erhdlt man doch auf diese Weise
niemals jene ganz allgemeinen Sitze, die wir bisher benutzten. Will
man, von Differentialgleichungen ausgehend, zu allgemeinen Ergebnissen
emporsteigen, wird man notwendig auf die Methoden der Integral-
gleichungen gefiihrt; daher nahm schon POINCARE bei seinen potential-
theoretischen Untersuchungen einen groBen Teil unserer Theorie vorweg.

Aber die Bedeutung der Integralgleichungen geht noch weiter: Es
gibt physikalische Probleme, deren exakte mathematische Formulierung
nur mit Hilfe einer Integralgleichung mdglich ist. DaB also oft die
Integralgleichung das Primire ist, soll hier an dem Beispiel der HILBERT-
schen Begriindung der elementaren Strahlungstheorie dargelegt werden.
(HILBERTs Arbeit erschien in den Goéttinger Nachr. 1912; hierher gehéren
auch die ,,Bemerkungen zur Begriindung der elementaren Strahlungs-
theorie’’!). Wir nehmen mit HILBERT einen abgeschlossenen Raum
(Hohlraum), in dem {iberall die gleiche Temperatur herrscht. Energie-
austausch zwischen den einzelnen Punkten soll nur durch Strahlung
erfolgen; jeder Punkt emittiert und absorbiert Energie. Ferner machen

1 HiLeerT: Physik. Z. Jahrg. 14 (1913).
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wir noch die Voraussetzung, daB jede Frequenz fiir sich betrachtet
werden darf. AuBerdem sei der Raum konvex.

Es sei n(x, y,2) der Emissionskoeffizient an der Stelle (x, v, 2).
Das Volumenelement dV; strahlt also in der Zeit d¢ die Energie

(36) (%, Y1, 2) ~dV, - di
aus.

Zur Vereinfachung gegeniiber HILBERT sei noch die Lichtgeschwindig-
keit im ganzen Hohlraum konstant angenommen:

(37) g=1;

es seien also keine lichtbrechenden Medien vorhanden. Wir kénnen
dann annehmen, daB der Energietransport auf geradlinigen Bahnen
vor sich geht.

Wir schlagen um den Punkt (x,, y,, 2,) eine Kugel vom Radius 7,
so daB

(38) AF =7r2-d0
ihr Flichenelement ist, wenn 4O das Element der Einheitskugel um

P, = (x;, ¥4, 2) (der ,,rdumliche Winkel”) ist. Da die Gesamtemission
in der Zeit d¢ nach (36) n, -4V, - d¢ ist, ist der auf 40 entfallende Betrag

do
(39) 7]1"1V1'dt‘z;>
da der Fliacheninhalt der Einheitskugel
(40) 56 d0 =4n
ist.

Auf dem Wege des Energietransports von P, nach P = (%, ¥, z) wird
Energie absorbiert. Ist E die in jene Richtung ausgestrahlte Energie,
o (%, ¥, 2z) der Absorptionskoeffizient, so wird lings des Bahnelements
ds die Energie

(41) —dE =« E-ds

absorbiert. Nach Durchlaufen der Strecke PP trifft daher nur die
Energie e~ !4 E in P ein, und aus (41) folgt fiir den Abschwachungsfaktor

(42) e~ Ml=¢

Daher kommt von P, nach (39) in P in der Zeit d¢ die Energie
a0

(43) E‘E_]A\Zﬂl‘dVI'dt‘H'e_lAl

an. Nun ist das Volumenelement in P

(44) dV =dFds=dF -q-dt =dF -dt =72-40-dt,
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daher wird dem Punkte P von P, die Energiedichte zugestrahlt:

E.e~ 4l .dv,
(45) 7= g

Diese Dichte wird dem Punkte P von jedem anderen Punkte P, des
Hohlraums zugestrahlt; daher ist die gesamte durch Strahlung ent-
standene Energiedichte in P

(46) u(x, vy, 2) =/Z—lﬁ‘_i—;l ce— Ml
Vi
wobei die Integration iiber den gesamten Hohlraum V; zu erstrecken ist.
Wir verlangen nun, da im Hohlraum Energiegleichgewicht herrscht.
Es muB daher die von P je Volumen- und Zeitelement emittierte Energie
n (%, y,2) gleich der je Zeiteinheit in P absorbierten Energiedichte
#-o-q sein:

(47) nN=u-o-g=u-a,
und das liefert nach (46) in
— 4]
(48) n(x,y,z)=%,,-f87-m-dvl
Vi

eine lineare homogene Integralgleichung zweiter Art fiir #.
HILBERT setzt nun

(49) n=oa-g
und erhilt so aus (48)
1
(50) p=7 [0 K gds-d0;.
Vi

Hierin ist
(51) ds,-dF, =v*-ds, -d0,=dV,
das Volumenelement in P, und

— 4]
(52) K="5%

ist der symmetrische Kern der Integralgleichung.
Man kann nun zeigen, daB (50) die Lésung

(53) @ = const

hat. Wir beschrinken uns hierzu auf den Fall der vollkommen schwarzen
Wand, d. h. es soll sein

(54) [oy-dsy—~o0
0

wenn sich P, der Wand n#dhert. Die Wand absorbiert also jegliche
Energie.
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Nun ist aber

s, s,
—fa,ds, d _f“x'dsx
0 _ e 0
s

oy € _—
ds,

und daher strebt

S

s i) s 1
! : — [ ds, ' — [ ds,
ce— Al gs — e 0 —_ 2 0 —
oy et S ;=o€ = 75 \€ dsy =
1

(55) 0 0 0

Sl ‘SI s1
—fa,ds, —foz,dsl

— e 0 ]

o=1—¢e

gegen 1, wenn sich P, der Wand nahert. Nun ist nach (50)

1 1
(56) p=1= [ [are4ig-ds,-d0;,

hierin erstreckt sich die Integration iiber den gesamten Hohlraum.
Um einzusehen, daB (53) eine Losung ist, setzen wir ¢, = const und fithren
nach (55) die Integration iiber s; aus. Beachten wir noch (40), so er-
halten wir

. = 7,% : / 40, =@, .
(53) ist also tatsdchlich eine Lésung der Integralgleichung (50). Also
ist nach (49)
(57) n = const -
moglich; der Emissionskoeffizient ist aber wirklich proportional dem
Absorptionskoeffizienten.

Denn es zeigt sich weiter, daB ¢ = const die einzige Losung von (50)
ist. Wie wir nachher beweisen wollen, gilt der allgemeine Satz:

Ist in der Integralgleichung
<P=l'fK~(p1-dV1
Vl

>0, K symmetrisch und positiv (K = 0), und gibt es eine Losung ¢ >0,
dann ist dies auch die einzige Losung (d. h. alle anderen Losungen haben
die Form const - ¢).

Diesen Satz kénnen wir auf unsere Integralgleichung (48) fir »
anwenden. denn (50) hat die Eigenfunktion ¢ =1, also hat nach (49)

o 1 .
pm e [ iy an
die Eigenfunktion 7 = a, und daher hat die hieraus abgeleitete Gleichung

—
L Ve —jal gy,

/U B
8) AN

Hamel, Integralgleichungen. 4
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die stets positive Eigenfunktion +1/oz (58) hat aber auBerdem den stets
positiven, symmetrischen Kern

1 1/ococ1 -e‘[“”,

4 2
und ferner ist A =1. Die Singularitit des Kerns an der Stelle r =0
ist wegen d V; =% - d O, ungefihrlich. Es treffen also fiir (58) alle Voraus-
setzungen des Satzes zu; 5 = ]/; ist daher die einzige Lésung.
Wir schreiten nun zum Beweis des Hilfssatzes. Es sei also

(59) p=2[K-g-dV,
und ¢ >0, K = 0,9, >0,1>0. Also ist auch
(60) t=2-[K-Tav,,

Sei nun y eine weitere Losung, also
p=21[K-y -dV,,
so kann man wegen (60) dafiir schreiben

A-/%-Kdv;=1:z-/1<-i"wl-dV,

oder nach Multiplikation mit y?

K
(61) /W(%’P-Wﬂp)%del:O-
Diesen Ausdruck integrieren wir iiber ¥ und erhalten
K
(62) [ [ mv—wp) eip-av-avi—o.

Wir vertauschen jetzt (x, y,2) mit (x,, 3, 2,). Beachten wir noch die
Symmetrie von K in diesen Variablentripeln, so folgt

K
(63) //W(‘P%_‘w‘Pl)(P’Pde'dK:O-
Die Addition der Gleichungen (62) und (63) ergibt

K
/./w% @yi—we@)?-dV-dV; =0,

und da K, ¢, ¢, positiv sind, folgt zwangsliufig

PPy —ye; =0,
also
yY_ ¥
P ¢’

oder y = const - ¢, womit der Beweis erbracht ist. (Diese SchluBweise
stammt von HECKE.)
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6. Durchfithrung der Theorie fiir die symmetrischen Kerne.

a) Der Fundamentalsatz. Berechnung des niedrigsten Eigen-
wertes. Die SCHWARZsche Ungleichheit. Wir wenden uns wieder
der Theorie zu, und zwar der Theorie von ERHARD SCHMIDT, wie sie
in seiner Dissertation niedergelegt ist!. Auf die Theorie seiner zweiten
Arbeit2 konnen wir leider nicht eingehen.

Vorgelegt sei also eine lineare Integralgleichung zweiter Art, deren
Kern symmetrisch ist

(1) K(x,2) =K(z, x).

Der Fundamentalsatz besagt, daB ein solcher Kern stets mindestens
einen Eigenwert A besitzt, d. h. es gibt mindestens ein 4, so daB die
homogene Gleichung

1
(2) y(#) =2 [K(x2) y() dz
eine nichttriviale Lésung hat.

Der Beweis dieses Satzes ist etwas mithsam und soll daher hier nur
in der Hauptsache gebracht werden. Der Leitgedanke des Beweises
soll vor allem dazu dienen, ein Verfahren zu finden, mit dessen Hilfe
man wenigstens den kleinsten Eigenwert wirklich berechnen kann.

Wir gehen dazu von (2) aus und benutzen zur Bestimmung von y
das Iterationsverfahren von SCHWARz, das uns frither auf die NEUMANN-
sche Reihe fithrte. Aber jetzt ist das Problem schwieriger als friiher:
wir kennen jetzt weder A noch y; vielmehr sollen A und y gleichzeitig
so bestimmt werden, daBl y (2) 16st und nicht identisch verschwindet.
Nimmt man A zu klein, streben die Ndherungen y,, y,, . . . des Iterations-
verfahrens gegen 0; nimmt man A zu groB, wachsen die y, gegen oco.
Man mufB durch eine geeignete Normierung von y beide Klippen zu
vermeiden suchen.

Wir haben also als erste Niaherung y,(x) so zu wihlen, daB

(3) [K(x,2)-y(z) dz=0.

Wir nehmen vorldufig einmal an, daB3 die Grenzfunktion y (x), gegen die
unsere y, konvergieren, an einer von vornherein bekannten Stelle nicht
verschwindet

(4) y@®) +0, o0<b<li

[eine derartige Stelle b kann aus z. B. physikalischen Griinden des
Problems schon bekannt sein, bevor wir die Eigenfunktion y(x) be-
rechnet haben].

! ScumMIpT, ERHARD: Math. Ann. Bd. 63 (1905).
* ScuMIDT, ERHARD: Math. Ann. Bd. 64 (1907).

4*
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Wenn wir ein solches 4 kennen, wihlen wir die erste Niherung
so, daB3

(5) y1(6) =1

gilt. Die zweite Niherung ist dann

(6) Vo (%) =4 -OjK(x, z) -y (2) dz.
Da y(b) =0 sein soll, muB3 nach (2) auch
K(b,2)==0
sein; ¥y, sei ebenfalls in & von null verschieden:
(7) Y5 (8) F0.
A war bisher noch frei; wir wihlen ein A = A" so, daB3
(8) y2(b) =1,
also z
9) 1:WJKQQ%@M

gilt. So fahren wir fort. y, eingesetzt liefert die dritte Niherung

1
(10) Vs =4 [K(x, 2) yy(z) dz.
0

Wieder sei y;(b) 0. A wird wieder so zu einem A" bestimmt, daB3
I
(11) Y5 (b) =47 [K (b, 2) y,(2) dz = 1.
0

Wir setzen jetzt (6) in (10) ein:

1
Vs =4 2" [Ky(x,2) 3 (2) - dz
0
(12) { und fahren so fort:
1
Vo= X LAY K, (%,2) 9 (2) d.
0

Das ganze Verfahren wird davon abhingen, ob die A*) konvergieren
oder nicht:
(13) A — 7.
Ist das der Fall, dann bleibt noch zu zeigen, daB dieser Grenzwert A

tatsdchlich ein Eigenwert ist, und daB die y, gegen eine zugehérige
Eigenfunktion konvergieren.
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Das werde nicht weiter ausgefiihrt, wir wollen vielmehr dieses Ver-
fahren nur am Musterkern versuchen. Wir setzen dabei [ =x und
b =m/2, so daB nach der Definition (I.2.7)

z<1——%> 25 %
(14) K(x,2) =
x<1—§> 2= x

wird. Nach Satz 1 hat K den Eigenwert
{15) A=1

und die dazugehdrige Eigenfunktion

(16) y =sin x.
Als y, nehmen wir 1; dann ist natiirlich
T
(17) v (®) =9 (F) =1,

wie es (5) verlangt. Nach (6) wird

yo =4 [K(x,2) y,(2) dz
0

(18) :l'~/xz<1——;—)dz—|—l’-/nx<1——%>dz
:;(;(n—x). ’

Soll y,(m/2) =1 werden, muBl 2’ aus der Gleichung

Ao w\?
1=7(?>

(19) B =ty =081

zua

bestimmt werden. Das ist die erste Ndherung fiir A =1. Nach (18)

wird dann die Parabel
4

(20) Yo =z (m—2) %

die angeniherte Eigenfunktion, die mit der wirklichen Eigenfunktion

vy =sin x die Werte an den Stellen x =0, n/2, = gemeinsam hat.
Jetzt gibt der zweite Schritt nach (10)

yo—i’ [K(5,5) - 5,(2)ds
(21) =l”-:2~/xz<1—£—)z(n—z) dz +l”~%-/ﬂx<1—;)z(n—z) dz
0 x

L xr—x) (Rt x— Y,

__)//
=A

3at




54 I. Was ist eine Integralgleichung?

Soll y,(7/2) =1 sein, so muB sein

48
5 n?

(22) M=—75=097.

Das ist eine bessere Niherung von 4 =1 als A’ =0,81 (nur noch 3%
zZu wenig).

Wie gesagt, kann man dieses Verfahren nur dann durchfiihren, wenn
man eine Stelle & mit

y(®)+0

kennt. Will man jedoch den Fundamentalsatz so allgemein beweisen,
wie wir ihn oben ausgesprochen haben, so muBl man diese Voraussetzung
fallenlassen. Man wird dafiir alle Ndherungen v, etwa der Normierungs-
bedingung

l
(23) [¥2(x)-dx =1
0

unterwerfen. Auch dies ermdéglicht die Bestimmung eines Eigenwertes 4,
wobei allerdings die praktische Rechnung wegen der Integrationen
sich komplizierter gestalten diirfte als bei der fritheren Normierung.

Wieder gehen wir von einer ersten Ndherung y,(x) aus und erhalten

wie frither ¥,, ¥3,.... Zu jeder Niherung y, wird dann wieder ein A®™
bestimmt, aber nicht mehr aus der Bedingung ¥, (b) =1, sondern aus
!
f y2odx=1.
0

(Dieses A™ ist natiirlich im allgemeinen von dem A™ der fritheren Methode
verschieden.)
Es ist also beim (% + 1) - Schritt:

l
(24) Yos1 () =40 - [K (%, 2) - y,(2) -dz.
0

Um jetzt der Bedingung (23) zu geniigen, bestimmen wir A" so, daB mit

Vier = (A2 [[ K (x, 2) y,, (2) dz] [/ K (x, u) y, (u) du]
(") _/fK (%, 2) K (x, u) y,,() W () dzdu,
1—fy,,+1dx- A2 fffo 2) K(x, %) v, (2) y,(u) -dx-dz-du
= (A2 [ [ Ky(z,u) - yu(2) - yo(u) - dz-du,

(25)

gilt, da nach I.4a

Ky (2, u) :/K(z, %) - K(x,u)dx
und wegen der Symmetrie K (¥, z) = K (z, x) ist. Wir setzen jetzt in
(25) fir ¥,, ¥n—1, Yn—s,- - -, ¥; nacheinander (24) ein und erhalten:

1= (AMA=0_ )2 [[[[Ky(zu) Kuo (2, @) -y, () -

(26) K, _(u,t)-y,(t)-dz-du-dw-dt.
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(26) gibt umgeformt mit Hilfe der iterierten Kerne
(27) 1= 2. 22 [ [ Ky (0, 8) -y, (w) - 3, (b) - dw - dt.

Da wir die iterierten Kerne als bekannt betrachten, kénnen wir das
Integral in (27) berechnen.
Beim #. Schritt erhielten wir analog [# wird in (27) durch n —1 ersetzt]:

(28) =@ A" A0y [ Ky, o(w,8) -y, () vy (t) - dw - dt.
Die Division von (27) durch (28) liefert das gesuchte A™:

5 l(n)2___I/Kzn—z(“:t)'yl(“)'71(‘)"“"‘“'

(29) @) S Ko (w, t) - 91 (u)- 91 (28) - du-dt

Die wichtigste Behauptung des Fundamentalsatzes ist nun die: diese so
berechneten A™ konvergieren gegen einen Eigenwert 2.

Um sicher zu sein, daB nicht eines der y, null wird, :wihlt man als
erste Ndherung

(30) (%) = K(x, ).

Hierbei liuft w als Parameter mit. Da nun wegen der Symmetrie der
Kerne

[[Kanw,t) - K (4, 0) - K(t, ©) - du-dt = Ky, 15(w, ©)
ist, wird

61) () = 2

Koy 42w, w)’
w kapn durch irgendeine Zahl ersetzt werden und man zeigt leicht,
daB K,,(w, w) nicht fiir alle w verschwinden kann.

Diese letzte Formel gestattet uns nun, mit Hilfe des Grenziibergangs
(32) lim A® =2

H—>00
zu jedem symmetrischen Kern einen Eigenwert zu konstruieren, und
zwar, wie sich spiter (S. 79) zeigen wird, den kleinsten:

Satz 11. Der kleinste Eigenwert des symmetrischen Kernes K folgt aus

. Ky, (w, w)
A2 =lim 22 =
n—>ooK2”+2 (w' w)
wo w noch ein beliebiger Parameter ist.

Der Beweis der Konvergenz folgt am Ende der Nummer.

Wie hier nur erwihnt werde, streben die Naherungen y, gleich-
zeitig mit den A™ gegen eine zu A gehorige Eigenfunktion. Dariiber,
ob es mehr als einen Eigenwert gibt, sagt der Beweis nichts aus.

In der Aufzihlung der Hauptsitze von I.4e erscheint der Funda-
mentalsatz, wie dort schon erwihnt, unter der Nummer IX. Die Identitit
dieser beiden Formulierungen werden wir spiter einsehen.
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Wir wollen wieder den Musterkern (14) als Beispiel fiir die geschilderte
allgemeine Methode zur Gewinnung des kleinsten Eigenwertes heran-
ziehen. Damit (23) erfiillt ist, gehen wir aus von

M = =
und erhalten y, aus Ve

x(m— x)

/sz ydz=2A"- 1/7! 5

[man vergleiche das mit der zweiten Niherung (18) der fritheren Methode!]

Jetzt soll aber f y2dx =1 sein. Das gibt

T

1 1 nb
—_— '2 —_ 2 _ 2 — e, __
- im 2 —x)Pdx =2 7z 120’
0
also
. Y120
(33) V=" =11,

statt des wahren Wertes A =1. Damit wird

120 «
V2= | g ().
Der nichste Schritt gibt

@

" 120 A7
vy =4 ~/K(x,z)~y2-dz:l/7 T ﬂzx(n—x)(nz—f—nx—xz)
0

Hier gibt die Normierung

vy [120 1
1= | —om i Pla—x)? @ +ax—a%)dx
0
12 1
=A 2-%-;-/(n6x2—4n4x4+2n3x5+4n2x‘*—4nx7—}—x8)dx

0
5 1 @31

— e, 2
=4 24 @5 630 °

woraus A’ sich bestimmt zu

" 1 3 4
(34) =%

- =1 = 1,0007;

die Anndherung an 4 =1 ist also schon sehr genau. Wir werden spiter
sehen, dall die Anniherung an A bei dieser Methode stets von oben
erfolgt.
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Wir kehren zur Theorie zuriick. Wenn wir auch nicht alle Beweise
vollstandig bringen wollen — ihretwegen sei auf die Arbeit von E.ScumipT
und auf die Lehrbiicher verwiesen —, wollen wir doch vor allem das
Haupthilfsmittel fiir viele Beweise mitteilen. Es ist die ScHWARzZsche
Ungleichheit

o (freafsfre) (o)

die auch fiir Summen gilt:

(36) (ﬁ%-@,)zg (g’az)(;bﬁ)

Es braucht in (35) nur die Existenz der Integrale vorausgesetzt
zu werden.

Um (35) zu beweisen, betrachtet man den mit zwei Hilfsgr6Ben «
und v gebildeten Ausdruck

(37) f(uf—}—vg)%ix=u2~ff2dx+2uv~f}‘gdx+vz-fg2dx

3 =Au?+2Buv+ Cv%. '

Das ist eine quadratische Form in # und v, die im allgemeinen wegen
/(uf—}—vg)zdxzo

nur positive Werte annehmen kann. Sie kann nur dann verschwinden,
wenn

(38) w:v=—g(x):f(x) = const
moglich ist. Die Funktion

u u \2 )
F(y)=a(5)+28: () +c
hat daher héchstens eine reelle Nullstelle (#/v),; rechnet man diese in
bekannter Weise aus, erhilt man die , Diskriminantenbedingung*

(39) A-C—B*=0

als Bedingung fiir das Auftreten von héchstens einer reellen Wurzel.
Setzt man in (39) die Werte fiir 4, B, C ein, so steht die ScHwARzsche
Ungleichheit (35) da.

Quadratische Formen (37), bei denen stets
A-C—B2>0 und A4>0,

heiBen iibrigens positiv definit, weil sie nur positive Werte annehmen
kénnen; kommt daneben auch null vor, d. h. ist

A -C—B*=0,

so heiBt die Form semi-definit.
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Mit der ScHwARzschen Ungleichheit kénnen wir nun schnell und
einfach die Existenz des Gremzwertes von

Koy (w, w)
T Koy o (w, w)

(40) (A™)2 =
nachweisen. Es ist doch
Ky = [ Kanow(%, %) - Kp(0,2) du,
also nach SCHWARz
K2,(%,2) < [ K} (%, w)du- [ K% (u, 2) du
=Kyn-2(% %) Ky(2, 2),
wenn wir die Definition der iterierten Kerne beachten. Setzen wir
x =2z=1mw, so wird
K3, (w,w) < Kypom(®, @) Ky (w, w),
wo m ein beliebiger Index. Setzen wir weiter m =#n—1, so folgt

K}, (w,w) < Kapio(w, w)  Kyp(w, w),
oder
Kon—2(w, w) > Kan (w__ )

Kop- (@, w) = Kppyg(w,w)’

d. h. nach (40)
(AM)2 < (An-D)2,

Die Folge der positiven (A™)2 ist also absteigend und hat daher einen
Grenzwert. DaB3 die K,,(w, w) nie null sind, der Grenzwert von (40)
nicht verschwindet, und daB auch die Folge der y, konvergiert, soll
hier nicht mehr bewiesen werden.

b) Realitit der Eigenwerte. Orthogonalitit der Eigenfunktionen.
Angenommen, wir haben zu K (¥, z) mehrere Eigenwerte und zugehérige
Eigenfunktionen g, (x) gefunden. Dann behaupten wir:

Satz 12. Die Eigenfunkiionen eines symmetrischen Kerns, die zu
verschiedenen Eigenwerten gehb‘ren sind orthogonal:

f P1(%) o (x =0.
Zum Beweis schrelben wir die Definitionsgleichungen fiir ¢, und
@, auf:
1 =4 f K(x (Pl( z)dz
MF g,
%»%/K, 92(2) dz

multiplizieren die erste mit g,(x), die zweite mit ¢,(x) und integrieren
jedesmal tiber x:

(41) ftpltpzdx:llffK @ (2) po(x)dxdz,
(42) f(pl(pzdxf};z//K (%) o (2) dxdz.
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In (42) vertauschen wir im rechten Integral x mit z und erhalten, wenn
wir noch die Symmetrie von K beachten,

(43) [oiwdzn =0 [[ K(x 2 ¢:() 9y (x) dxdz.
Subtraktion von (41) und (43) gibt

(M—2) - [ [ K (%, 2) @1 (2) pa(x) dxdz =0.
Da A, #+2,, ist das Integral null, also nach (41) auch

f<pl<p2 dx =0.

¢, und ¢, sind also orthogonal.
Wir behaupten weiter

Satz 13. Die Eigenwerte eines symmetrischen Kerns sind veell.
Wir nehmen einmal an, wir hitten einen komplexen Eigenwert A:

%) =1 [K (% 2)p(z) dz.

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn man alle GréBen durch ihre kon-
jugiert-komplexen ersetzt. Da K reell ist, gilt also auch

o=12[K(x,2) p()-dz.

Also ist @ Eigenfunktion zu 1==4, und daher muB nach dem soeben
bewiesenen Satze sein

/(p@dxzo.
Da aber ¢ ¢ = |@[?, heiBt dies
f’(plzdeO,

und da wir alles stetig vorausgesetzt haben, folgt hieraus
lp|=0, also @=0

(wir werden spiter sehen, daB auch bei allgemeineren Voraussetzungen
iiber K die Eigenfunktionen stets stetig sind). Dann wire ¢ keine
Eigenfunktion im Widerspruch zur Voraussetzung; die Annahme, daf
es komplexe A gibt, fithrt also zu Widerspriichen.

c) Das Orthogonalisierungsverfahren. Zu einem Eigenwert 1
kénnen mehrere Eigenfunktionen 7, %y, ks, ..., h, gehoren. Da nach
Satz 13 A reell ist, kénnen wir auch die 4, reell annehmen; denn ist das
komplexe %, + 1k, Eigenfunktion, so sind es 4,, 4, einzeln auch: komplexe
Eigenfunktionen kénnen also stets in reelle zerspalten werden.

Wegen der Linearitit der Integralgleichung ist auch jede lineare
Kombination mit konstanten Koeffizienten

Clh1+02h2+-- : +cnhn

eine Eigenfunktion. Wir wollen nun aus den %, ein System von Eigen-
funktionen ¢, so herausheben, daB je zwei verschiedene ¢, orthogonal sind

[ogudx=0, vFpu
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Um das zu erreichen, benutzen wir das ERHARD ScHMIDTsche Ver-
fahren der Orthogonalisierung: wir bilden passende Linearkombinationen
der 4, setzen also an

(44) ¢r=h
(45) P =0+ fh,.
o: B wird so bestimmt, daBl

Jorpdr=afgidx+p-[ghdx=0.

Hierin ist f(pfdx#o; war schon /(plhzdx:O, setzen wir o =0,
g =1; ist f(pl-hz'dx#:O, so erhalten wir

(9 s=— Tl

@, ist nur dann identisch null, wenn mit diesem Verhiltnis «/f

o, +Phy=ah +Bhy,=0

ist, was nur moéglich ist, falls

hzz—g—hl,

d. h. falls A, von k, abhingig ist. Wenn einige der %, voneinander
abhingig sind, muB das Orthogonalisierungsverfahren notwendig ver-
sagen. Es sei z. B.
hy=c-hy.

Auf jeden Fall ist dann

P = (o + ) 1y
Entweder ist hier « + ¢ =0: dann ist ¢, =0, keine Eigenfunktion,
oder es ist o« 4+ fc=0, also auch f(plcpzdx = (a4 fBc) ~fh§dx sicher
nicht null; die Orthogonalisierung ist also nicht durchfiihrbar.

Damit also diese Orthogonalisierung stets durchfiithrbar ist, werden
wir die Funktionen von irgendwelchen Funktionensystemen, die im
Verlauf der Untersuchung auftreten werden, als wnabhdngig voraus-
setzen, indem wir uns die abhingigen Funktionen gestrichen denken.
»n Funktionen %y, A,, . . ., h, heiBen dabei voneinander unabhingig, wenn
aus der Gleichung

Ry +Robg+ -+ R B, =0

mit den Konstanten %y, &,, . . ., &, stets folgt, daB alle diese Konstanten
k, null sein miissen.

Wir nehmen unsere Orthogonalisierung wieder auf. Da 80 ge-
wihlt wird, kann man auch umgekehrt

1 o
hz:’lg’¢2“7‘l’1

schreiben, d. h. /#; und A, durch ¢, und ¢, ausdriicken.
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So fahren wir fort; wir setzen

hs =y @+ 0@y + e,

oder, da ¢ keinesfalls null sein soll,

(47) =y o+ 6 @, + € hy,

was die Ausdriickbarkeit durch %, h,, Ay verbiirgt; & = 1/e ist dann
auch nicht null. Nun werden §’, 6’ so bestimmt, daB

/‘Pl%dx:or f(p2¢3dx=0
gilt, d. h. daB

y",/.?’%dx‘l"b‘/'/%hadx:o, 6'-f(p§dx +e'-/¢2h3dx:0

ist. Da ¢, und @, schon bestimmt sind, berechnen wir hieraus 4" und ¢’
proportional zu &’; & =0 bleibt noch frei. ¢; kann nur dann identisch
null ausfallen, wenn

Yo+ 0@+ hy=0,

d. h. wenn 25 durch ¢; und ¢,, also nach (45) durch 4, und 7, linear und
homogen ausdriickbar wire. Da wir nach der oben gemachten Bemerkung
eventuell vorkommende, linear von A4, 4,, . . ., 4, abhingige Funktionen
h, uns gestrichen denken, kann dieser Fall nicht eintreten.

Ersichtlich kann man so fortfahren: von @; kommt man zu ¢,, ¢, . . . ;
die Orthogonalisierung ist also bei jedem geordneten System von un-
abhingigen Funktionen ausfithrbar.

DaB die zu einem bestimmten Eigenwert 1 gehorigen, voneinander
unabhingigen Eigenfunktionen sich ordnen lassen, werden wir bald sehen.
Es wird sich dann sogar herausstellen, daB es zu jedem A nur endlich
viele derartige Funktionen gibt. Nehmen wir diese Kenntnis voraus,
so kénnen wir diese Eigenfunktionen alle orthogonalisieren. Da die zu
verschiedenen 4 gehdrenden Eigenfunktionen sowieso orthogonal sind,
gilt der Satz:

Satz 14. Alle Eigenfunktionen eines Kerns, d. h. eine geeignete un-
abhingige Auswahl aus thnen, bilden ein Orthogonalsystem. Fiir je zwei
Funktionen von thnen gilt also

1
[o.(%) @ (x)dx=0 o

0

Dieses Verfahren der Orthogonalisierung wird auch auBerhalb der
Theorie der Integralgleichungen benutzt. Man erzeugt sich so z. B. aus
dem System der unabhingigen Funktionen

=1, hy=x, hy=x%  hy=2x% ...
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die LEGENDREschen Kugelfunktionen im Intervall (—1,..., +1)
Py(x) =1
P(x)=x
3.,
(48) hx=3%—7
5 3
Py(x) =5 28— x

Hierbei ist also fir v=Fpu
+1
[ B,(x)-P,(x)-dx = 0.
-1

Hat man sich so sein System der zu A gehdrigen Eigenfunktionen ¢,
orthogonalisiert, so normiert man noch jedes dieser ¢,: man multipliziert
@, mit ‘einem passenden Faktor

v=C9,
[y2dx=C2 [gtdx =1
gilt. Natiirlich sind auch die y, orthogonal.
/wkudxzch”-ftpv(pudx:O vEFu.

Die soeben erwihnten LEGENDREschen Polynome sind i{ibrigens aus
praktischen Griinden so normiert, daB

so daB

+1

(49) /Pf(x)dx:mq

ist. Weiteres siehe II. 15.

Wiy setzen hinfort auch die nach Satz 14 orthogonalisierten Eigen-
funktionen eines Kerns als normiert voraus, so dalB also fiir irgend zwei
Eigenfunktionen gilt

l 0 vEu
(50) Sl ) dx =6, =] .

Hierbei haben wir das KRONECKERsche Symbol 6,, benutzt, das durch
(50) definiert ist.

d) Frage der Entwickelbarkeit einer ,,willkiirlichen‘‘ Funktion
nach den Eigenfunktionen eines Kerns. Wir werfen folgende, prak-
tisch sehr wichtige Frage auf:

Welche Funktionen f(x) kann man als Reihe

1...00

(51) f(x) = Z Cv'(pv(x)

v

der Eigenfunktionen @, eines symmetrischen Kerns darstellen?
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Hierbei braucht der Kern nur endlich viele unabhingige ¢, zu be-
sitzen, alle folgenden Uberlegungen bleiben dann ohne weiteres bestehen.
Bei unendlich vielen @, nehmen wir die Kenntnis voraus, daf3 diese @,
sich abzihlen lassen.

Beim Musterkern (I. 2. 7)

i x <z
(52) K(x,2) =

X =z

fiihrt die Frage der Entwickelbarkeit auf die bekannten FOURIERschen
Reihen. Denn wir hatten nach Satz 1 als Eigenfunktionen von K
. VX
sin T
erkannt. Diese sind als Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns
orthogonal !
/siny;—’f-sin&?—fdxzo vEu,
0

und wir erhalten daher als normierte Eigenfunktionen

2 x

- NRTEREH
da .

/sin2v—7le dx zél

1]

ist. Beim Musterkern ist also das aufgeworfene Problem altbekannt:

jede nur im Intervall (0...J) definierte ,,verniinftige” Funktion laBt

. . . . . . . VT X
sich in eine FOURIER-Reihe entwickeln, die nur aus Gliedern c, - sin —;—

besteht, falls die Funktion an den Intervallenden verschwindet. Hierbei
soll der Ausdruck ,jede verniinftige Funktion“ genauer besagen: jede
Funktion beschrinkter Schwankung, z. B. jede Funktion, die in (0...7)
nur endlich viele Extremwerte aufweist.

Dieses Entwicklungsproblem soll also jetzt allgemein bei irgend-
einem System von Eigenfunktionen aufgeworfen werden. Wir verfahren
dazu nach BESSEL folgendermaBen:

Wir bilden

(54) C @yt Co@y + -0 T Ch@Pas

und wir wollen die darzustellende Funktion f(x) moglichst gut durch
diese Summe anndhern. Im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate
heiBt dies: wir wollen ¢, so bestimmen, daf3

l...n

1 2
(55) J=[{w— 23 o (x)]| dx

14
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ein Minimum wird unter allen Darstellungen
1

1...n 2
/[f(x)—z Cv%(x)] dx

0
mit irgendwelchen Koeffizienten C,. Dazu ist notwendig

i 1...n

# 0 v

fiir alle . Beachten wir jetzt, daB die @, orthogonal und normiert sind,
so folgt daraus

i 1
(57) cu=[1(x) @u(%) - dx.
0
¢, ist frei von #; es ist also gleichgiiltig, aus wieviel Gliedern die Summe
(54) bestand; stets erhalten wir eindeutig ¢;,¢,, ... . (57) entspricht

dem Fourier-Koeffizienten

. — l
a, = V%-ff(x) sin”rdx,
0

daher heiBen auch die ¢, allgemein ,, FOURIER-Koeffizienten” der Funk-
tion f(x) in bezug auf das Funktionensystem der ¢, (x).

Da also in (57) ¢, unabhingig von # ist, ist jeder Koeffizient der
formal hingeschriebenen Reihe

1...
(58) 2 69 (%)

nach (57) allein durch /(x) bestimmt. [Wir nehmen damit noch nicht an,
daB unser Kern unendlich viele verschiedene Eigenfunktionen g, (x)
besitzt, die Reihe (58) kénnte auch endlich sein.] Daher hei3t f(x)

Ldgquivalent mit (58):
1 =4}

(59) Fx) ~ 3 6, (1)

v

Das ist lediglich eine andere Schreibweise fiir (57), es soll weder bedeuten,
daB die Reihe konvergiert, noch, falls dies der Fall ist, daB die Reihe
dann auch f(x) darstellt.

e) BESSELsche Ungleichheit. PARSEVALsche Gleichung. Vollstédn-
digkeit. Wir rechnen jetzt Gleichung (55) aus: ]

1...n l1...n 1...»n

] ] :
0<J=[fdx—2- % ¢, [fodx+ X XN ¢ [ dx.
0 v 0 : 0

I

Wegen der Orthogonalitit und Normierung der ¢, gibt dies
/dex—z_Zc,w,, +Nc2=o,
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oder
1...n /3
(60) > < [rdx.
v 0

Dies gilt fiir jedes #; gehen wir mit # — oo (falls dies Sinn hat, d. h.
falls unendlich viele ¢, vorhanden sind), so sehen wir, daB3 die unendliche
Reihe konvergiert und daf

1...00 1

(61) Ya<[fdx
v 0

ist. Das ist die ,,BEssELsche Ungleichheit'*.
Gilt fiir jede Funktion f(x) (fiir die nur /fzdx existieren muB)
die ,,PARsEvVALsche Gleichung'

1...0 Yoy

(62) > 2= [fdx,

v 0
so heiit das Funktionensystem der ¢, vollstindig. Die PARSEVALsche
Gleichung ist offenbar mit

(63) lim [ [f— 3, %] dx =0

n—>00 ( v

1...n
identisch; gilt (63), so sagt man auch, daB >’ c, ¢, ,im Mittel" gegen
f(x) konvergiert. Nach (62) und (63) gilt also der

1...n
Satz 15. Bei vollstindigen Funktionensystemen @, konvergiert > c, g,

1m Mittel gegen f(x) fiir jedes quadratisch integrable f(x) (die c, sind die
FourieRr-Koeffizienten in bezug auf die @,).
Wir wenden diese Begriffe jetzt auf die Kerne selber an. Aus

L
1
(64) Of K(x,2) ¢,(0) &2 = ¢, (%)
sehen wir, daB3 %(p,(x) der Fourier-Koeffizient von K (x, z) ist. Es
folgt also
1...00
(65) K (x5~ 5 0 (3) 9,0,

Nach (61) wird jetzt die BEsseErLsche Ungleichheit
(66) Dl W < [ (x2) dz =Ky (x, x).

Wir setzen, auch wenn K nicht stetig und nicht beschrinkt sein sollte,
/K2 (x,2) dz = K, (x, x) als stetig und somit beschrinkt voraus. Diese
Voraussetzung iiber K wird in I. 6f genauer erdrtert werden.

Hamel, Integralgleichungen. 5
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Unter dieser Annahme konvergiert die linke Seite von (60) absolut
fir alle .
Ob die Gleichung

l...00
(67) K(x2) = D 5 0.(% 0,

gilt, wissen wir nicht, da nicht einmal die Reihe zu konvergieren braucht.
Aus (66) folgt durch Integration

Z%g/Kz(x, %) dx

v=1
1..00

fiir jedes #, die Summe ist also beschrankt; daher konvergiert >' 1/A2,
und es gilt v

oo
Satz 16. > 1/A% konvergiert, und es ist
1

(68) ﬁ’%g[}{z(x, x)dx.

Gibe es nun zu einem 4, unendlich viele unabhingige Eigenfunk-
tionen ¢,, so kime in (68) unendlich oft dies A2 > 0 vor: dann kénnte
die Reihe aber nicht konvergieren. Damit ist eine Tatsache bewiesen,
die wir schon mitteilten und auch benutzten:

Satz 17a. Zu jedem Eigenwert eines symmetrischen Kerns gibt es
nuy endlich viele verschiedene unabhingige Eigenfunktionen.

Aus (68) folgt auBerdem A

Satz 17b. Die Eigenwerte A, hdufen sich nichi im Endlichen.

Denn da die A, bisher eine abzihlbare Auswahl aus der Gesamtheit
aller Eigenwerte des Kerns darstellten, kénnten wir, falls diese sich doch
hduften, die 4, in (68) so auswihlen, dal von einer Nummer », ab alle
A, sich beliebig wenig voneinander unterschieden. Dann tritt dasselbe

o0
ein wie vorhin: >'1/42 kann nicht konvergieren, im Gegensatz zu (68).

1
Also war die Annahme falsch und es gilt Satz 17b.
Man kann daher alle Eigenwerte des Kerns numerieren

Y P P PR

indem man sie nach wachsenden Betrigen |4,| ordnet. Jedes 4, soll
so oft gezihlt werden, als es unabhingige Eigenfunktionen ¢, besitzt:
das ist mdglich, da jedes 4, nach Satz 17a nur endlich viele unabhingige ¢,
hat. Damit sind auch die ¢, geordnet:

@1, P2, P35 - - -
Diese Anordnung der 2, und ¢, wird im folgenden stets zugrunde gelegt.
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Die héheren iterierten Kerne K, haben, wie hier noch erwihnt sei,
A? zu Eigenwerten und ¢, zu Eigenfunktionen, d. h. wenn

(69) p(x) =2 [K(x, 2) () dz
gilt, gilt auch
(70) p(x) =2 [K,(x,2)¢(z)dz.

Denn aus (69) folgt durch Einsetzen von ¢ in das Integral
px) =22 [[K(x,2) Kz, w) p(u) dudz
=22 [ Ky (x, u) p(u)du.

Also ist ¢ Eigenfunktion von K, zum Eigenwert 12. Die Umkehrung dieses’
Satzes gilt in folgendem Sinne. Ist

(71) @(x) =22 [Ky(x, 2) p(z)dz =22 [ [ K (%, u) K (u, ) p(u) dudz,

so setze man, falls nicht schon ¢ Eigenfunktion von K ist,

(72) g1 =4 K (x,u)pu)du.
Dann folgt aus (71) sofort
(73) (%) =2 [ K (x,u) ¢y (u) du.

Addition von (72) und (73) gibt

¢+o=A[K (% 2) [p+q]dz,

es ist also @ + ¢, Eigenfunktion von K zum Eigenwert 1. Subtraktion
von (72) und (73) gibt ebenso

g—p=—2[K(x,2) [p—g;]dz,

also ist ¢ —¢q,; Eigenfunktion von K zum Eigenwert —A. Mindestens
eine der Funktionen g, + @, ist nicht null. 1 ist also reell. Durch Ein-
setzen von (73) in das Integral von (72) ergibt sich, daB auch ¢, Eigen-
funktion von K, zu A2 ist; es sind dann also auch ¢ + ¢,, ¢ — ¢, Eigen-
funktionen von K, zu A2. Wenn man also die Eigenfunktionen von K
durch C(p 4 ¢,) ersetzt, d. h. durch geeignete lineare Kombinationen,
hat man auch die Umkehrung, daB die Eigenfunktionen von K, zu A% auch
Eigenfunktionen von K zu + A oder — A sind. Diese Umkehrung gilt aber
nur, wie gezeigt, bei bestimmter Auswahl der Eigenfunktionen von K,.
Entsprechendes gilt auch bei den hoheren Kernen K,

Da man also jetzt die Eigenfunktionen von K,, kennt, sieht man sofort
die Aquivalenz ein

1...00
(74) K md)~ Dl sn@pk). =234

5*
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f) Konvergenzsitze iiber die Entwicklung der Kerne bei be-
stimmten Voraussetzungen. Wir wollen nun zeigen, daB bei den hoheren
iterierten Kernen nicht nur diese Aquivalenz (74) gilt, sondern daBl sogar
die Gleichung

1...00
(75) K,(x,2) = 2»?”(?’?’4(2) n=2,%4,...,

behauptet werden kann. Voraussetzung hierfiir ist nicht einmal die
volle Stetigkeit von K (x,2) in 0.../ (Stetigkeit ist hinreichend, aber
nicht notwendig); es gentigt vielmehr schon, wenn erstens K (x,2) in
0...l guadratisch integrabel ist (d. h. es sollen die Integrale

[K(x,2)dx, [[K(x,z)dxdz,
[K*(x,2)dz,  [[K*(x,2)dxdz,

existieren und beschriankt sein), und wenn zweitens K (x, z) eine mittlere

Stetigkeit besitzt, d. h. wenn der Ausdruck
1

(77) A(xy, %) = [ (K (x,2) — K (2, 2)]*dx

0
gegen null strebt fir x; — x. (Ist K stetig, so sind beide Voraussetzungen
erfiillt.)

Aus diesen beiden Voraussetzungen folgt schon, wie weiter unten
noch niher ausgefiihrt werden soll, daB K, (x, z) und erst recht die htheren
Kerne in beiden Variablen zusammen stetig sind: der IterationsprozeB
,glittet’ also die Kerne.

Diese Glittung zeigt sich auch an der Gleichung (75): fiir n =1
gilt sie im allgemeinen nicht, aber von n =2 ab gilt sie stets (unter
den genannten Voraussetzungen), und die Reihe

(76)

1...00
Z @y (%) u(2)
=
konvergiert fiir n =2, 3, ... absolut und gleichmiBig. Das ist die Be-
hauptung.
Insbesondere gilt also
#; (%)

(78) K, (x, x) = o

und hieraus erhdlt man durch Integration iiber x

l
(79) Z’%:/Kz(x, X dx,
0

da man wegen der gleichmiBigen Konvergenz Summation und Inte-
gration vertauschen kann, und da nach (50)

!
/(pfdx =1
0
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ist. Da nach der Voraussetzung das Integral in (79) existiert, ist die
Reihe ' 1/22 konvergent.

Nach (74) hat K die Fourier-Koeffizienten g, (x)/4,.
wir nun (78) in der Form

2 (4 !
(80) Z%}‘#Z/Kz(x, z)dz
Y 0

so sehen wir nach (62), daB fiir K (x,2) die ParsEvaLsche Gleichung
(statt der stets giiltigen BesseLschen Ungleichheit) gilt. Daraus folgt
allerdings noch keineswegs, daB das System der ¢,(x) vollstindig sein
muB, denn dann miite die PARsEvALsche Gleichung nach I. 6e fiir
jede quadratisch integrable Funktion f(x) gelten.

Wir sagten oben, daB im allgemeinen (74) fiir K (x, z) nicht erfiillt
ist. Wohl gibt es Kerne (wie z. B. den Musterkern), die sich nach ihren
Eigenfunktionen entwickeln lassen; allgemein jedoch muB man sich
begniigen mit

Satz 18. Wenn die (endliche oder unendliche) Reihe

Z P ,(%:PVEL

absolut und (wenigsiens in einer Variablen) gleichmdfig konvergiert, ist
thre Summe gleich K (x, 2):

K(x,z2) = 2% )92

Schreiben

Bei unserem Musterkern war z. B. nach (53) §

und Satz 1 =
2 . wmx vEa?
(pv(x):]/7~smT, Ay ="
Es gilt also die Aquivalenz ' |
z ( T
P 2 2 . vVax

81) Ki(x,2) l E g -sin . Abb. 15.

Nun konvergiert >'1/%%, und daher sieht man sofort, daB die rechte
Seite von (81) absolut und sogar in beiden Variablen gleichmiBig kon-
vergiert. Daher mull nach dem letzten Satze die Gleichung

yYmwx . ymz
(82) —l E pryy sin —— sin ——

gelten. Dieses Resultat kann auch aus der Theorie der FoURrIERschen
Reihen direkt gewonnen werden, denn es handelt sich bei der Ent-
wicklung von K einfach um die Entwicklung der Dreieckskurve (Abb. 15)

. VTX
nach sin —,— .

Uber den Beweis dieses grundlegenden Satzes soll im folgenden
Abschnitt noch einiges gesagt werden.
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Die Voraussetzungen, die wir oben an den Kern K steliten, nimlich
1. quadratische Integrabilitit und 2. wmiltlere Stetigkeit, werden wir von
nun an stets zugrunde legen.

Man kann sich nicht mit durchweg stetigen Kernen begniigen, auch
dann nicht, wenn man sich auf die Anwendungen der Theorie beschrinkt;
man muB vielmehr gewisse Singularititen zulassen. So muBten wir
z. B. in I. 5a lg7 als Kern nehmen, haben also dann die genannten um-
fassenderen Voraussetzungen 1., 2. der ScHMIDTschen Theorie an die Stelle
der alten Stetigkeitsbedingung zu setzen. Denn da lg7, trotz der Singu-
laritiat fiir » =0, noch quadratisch integrabel ist und von mittlerer
Stetigkeit, ist diese Singularitit in der neuen Theorie belanglos. Das-
selbe gilt sogar noch von

(83) |x—z|*

fiir &< 1/2 und 0< x, z< /. Dagegen bleibt die Singularitat von (83)
zunichst auch in der ScuMipTschen Theorie bestehen, wenn o = 1/2 ist:
denn dann ist das Quadrat

1

nicht mehr iiber das Intervall —1...4 1 integrabel.

Auch die Theorie der NEUMANNschen Reihe, die wir urspriinglich
nur fiir stetige Kerne entwickelten, 148t sich ohne Schwierigkeit auf
derartige Kerne, die lediglich den Voraussetzungen 1. und 2. geniigen,
iibertragen. Selbstverstindlich setzen wir noch, wie iiberall in diesem
Abschnitt, K als symmetrisch voraus.

Wir kénnen leicht beweisen, daB fiir den Kern

. 1
oy
mit o < 1/2 der iterierte Kern stetig ist. Es ist
I du
K, (%, 2) :/‘Tmz—j)
0
wir konnen hierbei 0 < x < z <! annehmen. Dann wird weiter
x z 1l

du du du
K C, = - -+ ———.
2%, 7) / (x—u)* (e —u)* * _/(u — )% (r—u)* /(u — %)% (1 — 2)

0 x z

Diese drei Integrale nennen wir Jj, J,, J;; wir wollen sie einzeln aus-
rechnen.
Im ersten Integral setzen wir
1 o
‘% dw,

w=x—(z—2x)w~"% dy=—(2—x)"

1—a
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also 1 1
x—u=(z—x) w %, z——u-—:(z—x)-<1 +w1_°‘>.

Damit erhalten wir »,

1 (z— )% dw
]1:1_m/ 1 \a ’
<1+w1““>
0

wobel w = w,; der unteren Grenze % =0 entspricht. D. h. es ist

w, =21 (z—x)” A=),

Also gilt

h= e e 2 wy),

wobei wir die Abkiirzung

wy

() = "dwfa
o

verwenden. @ (w,) ist ersichtlich eine stetige Funktion von w,, so lange
w; endlich, d.h. x <z bleibt; fir x—2, d h. w, >oco0 wird der

Integrand von ¢ von der Ordnung % null, daher ¢ von der Ordnung
1‘1—“(1 :%T:%x unendlich in w;, also in z—x von der Ordnung
1— 2o unendlich. Dies wird durch den Faktor (z—x)'~2% in J, gerade
aufgehoben, so daB3 dieses auch fiir x— 2 endlich, ja stetig bleibt.

Ebenso wird J, behandelt. In J, machen wir zweckmiBig die Sub-
stitution

u=2x4 (z—x) sin?¢p, du=2(z—x) -sing-cosg-dg;

wegen

u—x = (z—x)-sin?p, z—u=(2—x) cos?e

erhalten wir so -

_ do
Je=2(z—2x)! 2“/5 Sa—1  Ba—1_

in @ - cos P
0
=2(z—x)17%. B(a).

B(x) ist wegen 0<1—20 <1 eine endliche Zahl; der zweite Faktor
(z— x)1~2* ist mit EinschluB der Grenzen stetig, also gilt dies auch
von J,. Damit ist der Satz bewiesen: K, ist stetig.

Wir werden in I. 6g sehen, daB3 die Stetigkeit von K, die mittlere
Stetigkeit von K nach sich zieht.

g) Beweise. Die Beweise fiir die genannten Konvergenzsitze des
vorigen Abschnitts sollen jetzt nachgeholt werden.
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Aus der durchschnittlichen Stetigkeit von K folgt zunichst
Satz 19a. Jedes mit quadratisch integrablem f(x) darstellbare g(x)

1
x) :O/K(x, 2) f(z)dz

ist stetig. (Eine derartig darstellbare Funktion g(x) heift nach KNESER
,quellenmdfig'’ darstellbar.)
Denn mit Hilfe der ScuHwarzschen Ungleichheit folgt

1
g (x) —g(x) 2= /[K(xl, 2)—K(x,2)]f(2) - dz

!
g/ (%, 2) — K (x,2)]2dz- [ f2dz.
0

Nach (77) kénnen wir dafiir auch schreiben
(84) g(x) —g( P < A(x, 0) - B,

wenn wir fir die Konstante /f2 dz f2 setzen. Da wir K von mittlerer
Stetigkeit voraussetzen, folgt nach (77) aus (84), daB mit A (x,, x) — 0 auch

|g(x) —g (0]
nach null strebt fiir x; — x: das driickt aber gerade die Stetigkeit von
g(x) aus.
Das koénnen wir sofort auf die Eigenfunktionen anwenden; denn
da diese durch sich selbst quellenmiBig dargestellt werden:

x) =4 [K(x,2) p(z) dz,

folgt, wenn wir noch die ¢ als quadratisch integrabel verlangen,
Satz19b. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes sind stetig,
falls wir sie (was wir stets tun wollen) als quadratisch integrabel voraussetzen.
Da K selber quadratisch integrabel ist, erkennen wir aus der quellen-
miBigen Darstellung durch K

K,(x, 2) :/K(x, u) - K(u, z)du,

daB K,(x,z) in jeder der beiden Variablen fiir sich stetig ist.

Daraus folgt noch nicht ohne weiteres, da K,(x,2) in beiden
Variablen x und z zusammen stetig ist [bzw. K,(x, x) in x]. Es werde
also noch gezeigt, daB3

(85) Ky(x, x) = [ K (x, u)2du
in x stetig ist.
Wir bilden hierzu den Ausdruck

(K (2, ) — ={ /1K (), ) — K*(x, w)] du}?
_{/ xl, — K (%, u)] [K (%, u) + K (x, u)] du}?
< [[K (%, u)— K (x, w)]2du - [ [K (2, w) + K (x,0)]2du
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wenn wir noch die ScHwarzsche Ungleichheit benutzen. Mit Hilfe der
Abkiirzung (77) konnen wir schreiben

(Ko (27, 20)— Ky (2, %) 2P < Ay, x [fK (%, u) du +-
+2/K (%q, u K(x,u)du—}—_/]@(x,u)du]
= A (3, %) (K, (1, 3) + 2Ky (13, %) + Ko (3, 9)],

wobei die Definition der iterierten Kerne zu beachten ist.

Wir kénnen in der letzten Ungleichheit (86) noch nicht den Grenz-
iibergang x, — x ausfithren; wohl strebt dann 4 (x,, x) gegen null, aber
wir wissen noch nicht, wie sich K,(x,, x) dabei verhilt. Daher schitzen
wir mit abermaliger Anwendung der ScHWaRzschen Ungleichheit
weiter ab:

[Ky (%, 2— /K K (x, u) du]
g/l@ (%5, %) du-/KZ (x, u)du

=K, (%, %y) - K, (%, %).
Also wird

Ky (2, x)! = +[/K2 (%1, %) - Ky (%, x) .
und folglich

|Ky (29, %) + 2K, (%, %) + K, (x, x){g[K (21, 27)| +
+ 2, YK, (%, xl) K, (x, %) + |K, (x, %)
< [LVKs (2, %) + VK, (2, 2)]2.

Aus (86) erhalten wir damit
’Kz (1, %) — Ky (%, /ﬂl = h/]{;'(xl! %) —
‘_VKz (%, x) |ll/k2 (%1, %7) + VKz (x,T)‘
< Y4(x, %) H/K %y, %) + YK, (%, %) ) |-

Da K,(x, x) nach (85) positiv ist, kénnen wir beiderseits |]/K X1, %)
+]/K (x, x) | fortheben:

VK, (21, %) — YK (%, x) | < YA (2, %)

Mit x; — x erkennen wir hieraus schlieBlich die Stetigkeit von ]/K
und damit die von K, (x, x).

Analog beweist man den schon in I. 6f angekiindigten

Satz 20. K,(x,z) tst in beiden Variablen x,z stetig und daher be-
schrinkt.

Satz 20 1aBt sich umkehren zu

Satz 20a. Ist K quadratisch integrabel und K, (x, z) in beiden Variablen
stetig, so ist K von wmittlerer Stetigkeit.

v {
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Es ist ndmlich nach (77)
.
S A(x ) =[ (K (x,2)— K (x5, 7)) dz
0
=/K(x, 2) - K(x, 2) -dz—2fK(x,z) K (x,2)- ziz—{—
+ [K (%, 2) K(x,,2) - dz
=K, (x, x) —2- K, (%, %) + Ky (%, %)
= [Ky(x, 2) — Ky (x, %) ] — [Ky (%, %) — Ky (%1, %)),
woraus fiir x, — x sofort die Behauptung 4 — 0 folgt.
Wir skizzieren nun kurz den Beweis zu dem ebenfalls schon im vorigen

Abschnitt erwdhnten Satz 18.
Es sei also die Reihe

1...00
(87 K (7 ~ > 0L

absolut und in x und mithin auch in z gleichmiBig konvergent. Dann
ist auch

(88) H(x, 2) = K(x, 2) _2 7 (

ein symmetrischer Kern; er erfiillt alle Voraussetzungen: quadratische
Integrabilitit und mittlere Stetigkeit, wie man zeigen kann. Es ist
nimlich

/[H (xy,2) — H (x, 2)]2dz

/[ (%1, 2) — K (%, 2) 2% (g, (%) — @, (x ))rdz

= Ay ) —2 ) [ B K (5,0 — K (.91, (5) — g ()12

+ 20 7 () =, ()]
= A9 —2 D (g ) — g, 02+ s [ () — (02
= A (x _2; %, (%) — @, (9)]2

<A (x,

Daher hat H(x, z) nach dem Fundamentalsatz mindestens eine Eigen-
funktion y(x)==0, falls H(x, z) nicht identisch verschwindet.

Man kann aber sofort zeigen, daB y auch Eigenfunktion von K (x, z)
sein muB, woraus dann ein Widerspruch zu der Voraussetzung folgt,
daB die @, schon alle Eigenfunktionen von K darstellen sollten. Daher
muB H(x,z) = 0 sein, und die Aquivalenz (87) verwandelt sich in eine
Gleichung.
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Wir wissen nach (66), daB
(%)
(89) z

konvergiert (die absolute Konvergenz ist selbstverstandlich). Daraus
folgt aber auch, daB

(90) 2 Py (%) 9y (2)

in jeder Variablen absolut und gleichméiBig konvergiert. Denn nach der
ScuawaRrzschen Ungleichheit gilt

Sintine |

< Ky (x, )

oy P7) ~— 9Ee)
2, i 7
" n

Y 92 (2)
/12

”

nach (61). K,(x, x) ist nach Satz 20 stetig und beschrinkt, 2% )/A2

(1)

hangt nicht von x ab und kann wegen der Konvergenz von (89) beliebig
klein gemacht werden; daher kann auch der Rest (91) der Reihe (90)
unabhingig von x beliebig klein gemacht werden: (90) konvergiert also
in x gleichmiBig. Ebenso zeigt man die gleichméBige Konvergenz
von (90) in z.

Da nach (74)

ist, gilt nach Satz 18 das Gleichheitszeichen

_ oy (%) 9y (2)
(92) K, (x, 2) #2 PR
Daraus folgt, daB fir K die ParsEvaLsche Gleichung (62) gilt
7 (#)
(93) K, (x, x) =Z =/K2 (x,2) dz

(statt der stets giiltigen BEssELschen Ungleichheit. Man vergleiche
auch die Bemerkung in I. 61).

Es ndhern sich also die bestindig wachsenden stetigen Funktionen

SLAG
>

>
0 v

fiir n—> oo monoton der stetigen Funktion K,(x, x). Daraus folgt aber
nach einem Satze vor DiNI, daBl die Reihe in (93) gleichmdafig konvergiert.
(Der Satz von Dix1 besagt: Eine konvergente Reihe von positiven
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stetigen Funktionen, die zur Summe eine stetige Funktion hat, kon-
vergiert gleichm#Big.) Daraus kann man durch nochmalige Anwendung
der Scuwarzschen Ungleichheit das wichtige Resultat ableiten:

Satz 21. Es gult stets
oo

Kz(x, Z) :2 Py (x;2¢u(3) ,

1

und die Reihe ist in beiden Variablen gleichzeitig absolut und gleichmdifig
konvergent.
Ein #dhnlicher Satz gilt auch von den héher iterierten Kernen:

Satz 21a: Es gt stets
Ky(x,2) = > P00 — 3.4,
2 (%, 3) 1 " n =13, 4,

wo die Rethe erst recht absolut und gleichmdfig konvergiert.

h) Die Antwort auf 6d. Nachtrag zu 6a. Nachdem wir uns in
den vorhergehenden Abschnitten die ndétigen Hilfsmittel verschafft
haben, sind wir jetzt in der Lage, mit dem Beweis des HILBERTsc/en
Entwickiungssatzes die Frage nach der Entwickelbarkeit einer ,,will-
kiirlichen** Funktion f(x) zu beantworten:

Satz 22 (Entwicklungssatz). Es sei g(x) quellenmifig darstellbar:

(932) g(x) = [K(x,2) f(z) dz,

wo [(x) quadratisch integrabel ist. Dann laft sich g(x) nach den Eigen-
funkiionen des symmetrischen Kerns K entwickeln

() = N0,

1

und die Reihe konvergiert absolut und gleichmifig.
Wir setzen fiir die FoUurier-Koeffizienten von g und / ¢ und b,:

¢, =[gp,dx, b =[fpdx.
G =//K(x, 2)f(2) g, (x)dxdz
=[[[ K(x,2) g, (x) dx] [ (2) dz
= [e@) 1 dz
b

Dann ist

Also gilt die Aquivalenz
b,
(94) g~ D' g (x).
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Aber die Reihe in (94) konvergiert absolut und gleichmiBig; denn nach
der ScawaRrzschen Ungleichheit folgt fiir einen Abschnitt dieser Reihe

(Z22)<(39) (Z0) 3% 3w

”n " n

Nach (93) konnen wir weiter schreiben

<2 "’;f’”>2g1<2(x, %) Z’ 5.

2

K, ist beschriankt; Z b2 konvergiert nach der BEssELschen Ungleichheit,

m

daher wird Z b2 und damit Z @, b,/A, fir geniigend groBes » beliebig

klein, womit d1e glelchmaBlge Konvergenz erwiesen ist. Die absolute
Konvergenz folgt dhnlich aus

(2 ‘p> gaz ”.

"

Schwieriger ist nun zu beweisen, daf3 in (94) das Gleichheitszeichen
gilt. Um das einzusehen, setzen wir

(95) h(x) = f 6 (%),

h ist also die Summe der soeben als konvergent erwiesenen Reihe; wegen
der gleichmiBigen Konvergenz hat / dieselben Fourier-Koeffizienten
wie g:
/h%dx :Ec‘,_/%(pudx =c, :fg(p, dx.
"

Wir betrachten ferner die Funktion

(96) p(x) =g(x)—h(x).
#(x) hat natiirlich die Fourier-Koeffizienten 0:
(97) Jppdx=o.

Ist das System der ¢, (x) abgeschlossen, so wiirde nach I.G6k (siehe
dort!) hieraus folgen, daB p identisch verschwindet, d. h. daB g und %
identisch sind, womit unser Satz bewiesen wire.

Ist aber das System der g,(x) nicht abgeschlossen, miissen wir so
schlieBen: Aus (97) folgt

71, /P(x) @, (%) -9, (z)dx =0,
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und also erst recht

0=2 [0 PP ax= [0 (3PP ) ax
= [#(2) - Ky(x,2) dx

nach Satz 21. Also ist erst recht
O—-/fK (x,2)p(x) p(2)dxdz
= [[[K(x,u)K(u,z) p(x)p(z) dxdudz
= [(/ K (x, u)p(x)dx) (K (u, 2) p (2) d2) du
=f(fK(x,z) (=) z) dx
wegen der Symmetrie des Kerns. Nun ist
[K(x,2)p(z) dz
eine durch p quellenmiBig dargestellte Funktion in #, also nach Satz 19a
stetig. Das Integral iiber das Quadrat einer stetigen Funktion kann aber
nur dann verschwinden, wenn die Funktion identisch verschwindet, also ist
(98) K (x,2)p(z)dz=0.
Da aber p =g—~# ist, wird

[p2dx=[plg—h)dx
=[tedn—[p(Xc0,)dx
:fﬁgdx——Zc,/p(p,dx.

Nach (97) und (93a) ist dies

[p2dx = [[p(x) ()dxdz—~
—/[fo,z ]f(z)dz,
und nach (98) folgt hieraus
(99) [prdx=0.

g ist quellenmiBig dargestellt, also gewill stetig; ebenfalls ist dies /&
als Summe einer gleichmiBig konvergenten Reihe stetiger Funktionen.
Daher ist auch p = g—»% stetig, und aus demselben Grunde wie oben
folgt aus (99), daB p(x) identisch verschwindet, womit der Beweis
erbracht ist:

=239

Es ist niitzlich, darauf hinzuweisen, daBl man von f(x) und K (, 2)
nur die Fourier-Koeffizienten zu kennen braucht; diese Funktionen
brauchen durchaus nicht entwickelbar zu sein. Es gilt also die merk-
wiirdige Tatsache, daB die Aquivalenz

K (x, 2) NZ Mﬁ% (2)
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in eine Gleichung iibergeht, wenn man beide Seiten mit irgendeiner
quadratisch integrablen Funktion f(x) multipliziert und dann integriert:

g0 = [K (a6 dz = [[ S0 1 4z
= > [0 @) ax
=2b—,{v%(x)-

Der Entwicklungssatz gilt auch noch, wenn K nur endlich viele
Eigenfunktionen hat. Die Menge der quellenmaBig darstellbaren Funk-
tionen ist dann natiirlich entsprechend klein.

An dieser Stelle erscheint es angebracht, noch einen Blick auf den
Abschnitt I.6a zuriickzuwerfen. Wir beschéiftigten uns dort mit der
Gewinnung eines Eigenwertes aus einem GrenzprozeB, und wir erhielten
laut Satz 11:

{(100) A2 =lim

n—>00

Koy (w' w)
Konte (’UU, w)

’

w war ein Parameter. Wir hatten dort auch schon nachgewiesen, daB
der Grenzwert (100) existiert; daB wir aber auf diese Art wirklich einen
Eigenwert erhielten, nahmen wir damals ohne Beweis hin. Diese Be-
stimmungsweise von A wird aber jetzt klar, wo wir nach Satz 21 und
21b die Entwicklung der hoher iterierten Kerne kennen

1
K= 2D 500 9., n=23,...

Denn jetzt wird Y

1

Dl
. Kop(w, w) . Zl’
lim 75— @, ) = lim ] - =
e Dl @

(101) \2n . (_}.L)Zn
e Sy 20

(}»1"72”'*2 N =X .1 RSN
S e T e (3

},1 2n

(%)

gegen null fiir # — oo, da 4, der absolut kleinste Eigenwert ist (| 4] <] A0
Es bleiben also in (101) in der Summe nur diejenigen » stehen, fiir die

Wenn 4, =F A, strebt

A, = A, ist: das seien etwa v =1,2,...,m. Also wird
"
X A
; 2n 42 1 __ 12
(102) hmm_lll-n} —Zl.
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Wir erhalten daher durch unseren Grenzproze8 tatsichlich den kleinsten
Eigenwert A =1,, wie es Satz 11 verlangt. Diese Uberlegung ist aber
kein Ersatz fiir den fehlenden Beweis, denn der Satz von der Existenz.
eines Eigenwertes liegt unserer ganzen Theorie zugrunde.

i) Die Auflésung der inhomogenen Gleichung. Partialbruch-
zerlegung des losenden Kerns. Der Alternativsatz FREDHOLMs fiir
symmetrische Kerne. Wir koénnen nun an die Auflésung der in-
homogenen Gleichung

(103) y(x) =4 [K(x, 2)y() dz 4 [ ()

gehen. Der symmetrische Kern K sei, wie {iblich, quadratisch integrabel
und von mittlerer Stetigkeit, f(x) und das gesuchte y (x) sollen ebenfalls
quadratisch integrabel sein.

Wir denken uns zunichst alle (héchstens abzihlbar viele) Eigen-
werte 4, von K bestimmt, ebenfalls sollen die zugehérigen Eigen-
funktionen ¢, schon bekannt sein.

Schreiben wir nun (103) in der Form

(104) y—I =2 [K(x,2)y()dz,

so sehen wir, daB y—/ quellenmiBig dargestellt ist. Nach dem Ent-

wicklungssatz ist daher
!

(105) y—f:./lfcv%: Cy :_/(y_f)‘]%d-’(:
0

wobei die absolut und gleichmiBig konvergierende Reihe sich iiber alle
Eigenfunktionen erstreckt. (105) setzen wir in (104) ein, wobei wir wegen
der GleichmaBigkeit der Konvergenz Summation und Integration ver-
tauschen kénnen:

(106) X, () =4[ K(x,2) f(z) dz + X e,  [K(x,2) q,(2) dz.
1 1
f(x) habe die Fourier-Koeffizienten ,:
!
(106a) b= [1(%) @, (x) dx.
0

Dann ist nach dem Entwicklungssatz

[E ez = e, ),
da

(107)  K(mz)~ > PO oy o b (.
Also schreibt sich (106)

108 D=1 ram b+ D0
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Die GleichmiBigkeit der Konvergenz erlaubt, die Koeffizienten der
Reihen in (108) zu vergleichen:

b i
c, = l: 'l_i—l_,,c’”

A A
o 1—E)am i
oder, falls A#4,:
7.
(110) ¢, = bv m .

In diesem Falle kann man also die ¢, berechnen, daher ist mit (106a) die
inhomogene Gleichung geldst

(111) y(x) =1(0) + 2 by 7. (%)

Von f(x) brauchen wir nur die 5, zu kennen, f braucht selber gar nicht
entwickelbar zu sein.
Wir finden noch, wenn wir (106a) in (111) einsetzen

(112) +2;_;~% /f 9, (e

Falls A kein Eigenwert (4= 1,), sehen wir, daf die inhomogene Gleichung
stets genau eine Losung (112) hat.
Die homogene Gleichung

(113) y(x) =A[K(x,2) y(s) dz
hat dann wegen f(x) = 0 nur die triviale Loésung y == 0. Damut ist Haupi-
satz IT fiir symmetrische Kerne bewiesen.

Wir kénnen nun leicht den Zusammenhang mit der frither betrachteten

Theorie des 16senden Kerns I" herstellen. Wir fanden in (I. 4. 21) fiir
hinreichend kleine 4 als Lésung der inhomogenen Gleichung

(114) y(x) =f(x) + [f(z) - T@; x,2) dz.

Vergleichen wir das mit (1 12) so erwarten wir wenlgstens die Aquivalenz
‘Pv

(115) P x g~ 1> 2P0

Die Reihe wird im allgemeinen nicht konvergieren, da sie sich in bezug
auf Konvergenz ebenso verhilt wie

P LI

Man erhilt aber eine konvergente Reihe, wenn man betrachtet (Aqui-
valenzen diirfen addiert werden!)

I'(A; x,2)— A K (x, 2) ~22% (x) @, (2) (% ;i>

M'PZ %((:2 v(2)

Hamel, Integralgleichungen. 6

(116)
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Diese Reihe verhilt sich in der Frage der Konvergenz wie

Zﬂ% =K, (%, 2),

konvergiert also. Daher kann man zeigen, daB in (116) sogar das Gleich-

heitszeichen gilt o
I—iK =2 2 z —z ’
oder

(117) I %2 =1-K(x2) +122 P (% 4 _g)), A2,

Diese Darstellung gilt fir alle A= 4,; sie liefert uns die Partial-
bruchzerlegung von I'(A; x,2). (Man denke etwa an die Zerlegung einer

rationalen Funktion .

1
11— 2 (1—1+1+1>

hier sind A = +1, A =—1 deren Pole.) I' hat also in A den Charakter
einer rationalen Funktion mit hochstens abzdhlbar unendlich vielen
Polen A =1, (meromorphe Funktion in A): I" ist eindeutig und reguldr
in der A-Ebene bis auf Pole. (Dawmit ist Hauptsatz VII fiir symmetrische
Kerne bewiesen.) Die Pole des l6senden Kerns sind also die Eigenwerte
der Integralgleichung.

Wo daher in der 2-Ebene I” regulir ist (A= 1,), hat die inhomogene
Gleichung nach dem obigen genau eine, die homogene Gleichung keine
nichttrivialen Losungen: das ist Hauptsatz VI fiir symmetrische Kerne.

Der Fundamentalsatz von E. ScHMIDT sagt bekanntlich aus, daB
jeder symmetrische Kern wenigstens einen Eigenwert hat. Fiir I be-
deutet dies, daB I" in diesem Falle wenigstens einen Pol hat, womit auch
Hauptsatz IX bewiesen ist.

Die Reihe (117) folgt auch aus der NEuMANNschen Reihe I.4Db
unter Benutzung der Entwicklungen fir K, (n = 2) (siehe S. 76).

Nun verbleibt uns noch der Ausnahmefall

(118) A=4,.
Jetzt wird , 2
(1= )a=0.
und damit v
(119) (1—%)e =4,

auf keinen Widerspruch fiithrt, mul} sein
(120) b,=0.

Das gegebene f(x) muB daher zu allen Eigenfunktionen ¢, (x), die zu 4,
gehdren, orthogonal sein:

(121) b= [fe,dx=o0.
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Diese Bedingung fanden wir in Satz 7a als notwendig; wir erkennen
sie jetzt fiir symmetrische Kerne auch als hinreichend.

Erfiillt das f(x) diese Bedingung, so bleibt nach (119) ¢, frei fiir alle ¢,,
die zu A = A, gehdéren. Man kann dann diese ¢, willkiirlich wihlen und
erhidlt so unendlich viele Losungen der inhomogenen Gleichung.

Im symmetrischen Fall (K (¥, 2) = K (2, #)), den wir hier allein be-
trachten, ist die homogene Integralgleichung mit ihrer umgestellten
Gleichung identisch
(122) y(x) =4[ K (x,2) y(s) dz,
daher gilt zundchst Hauptsatz V fiir symmetrische Kerne.

Im Ausnahmefall (A =4,) ist 4 ein Eigenwert, es hat die homogene
Gleichung also nichttriviale Losungen; die inhomogene (oder, was das-
selbe ist, die umgestellte inhomogene) Gleichung hat dann, wie wir
soeben fanden, stets Losungen, wenn f(x) gewisse Bedingungen erfiillt
(zu den ¢, von 4, orthogonal ist). Damsit ist auch Haupisatz IV fiir
symmetrische Kerne bewiesen.

Es st also die Giiltigkeit aller in I. 4e aufgezihlten Hauptsatze wenigstens
fiir den symmetrischen Fall nachgewiesen worden. Wir kénnen schlieBlich
alle Ergebnisse zu dem Alternativsatz iiber symmetrische Kerne (von
FrEDHOLM) zusammenfassen:

Satz 23. Ist A kein Eigenwert (d. h. hat die homogene Gleichung keine
nichttrivialen Losungen), so hat die inhomogene Gleichung genau eine
Losung. Ist aber A ein Eigenwert A, (d. h. hat die homogene Gleichung
nichttriviale Losungen), so hat die inhomogene Gleichung im allgemeinen
keine Losung, es sei denn, daf f(x) 2u den ¢,, die zu A, gehoren, orthogonal
ist: dann gibt es unendlich viele Losungen der inhomogenen Gleichung.

k) Positiv definite Kerne. Abgeschlossenheit. Variationsprinzipe
von GAUSS-HILBERT und DIRICHLET-RAYLEIGH. Der MERCERsche
Satz. Wir schreiben wieder die uns schon vertraute Aquivalenz

K (x,7) ~ P12

auf. Dann gilt, wenn noch
f(x) ~ X'b,9,(x)

ist, nach den Ausfithrungen zum Beweise des Entwicklungssatzes in I. 6h:

[E @2t dz=D" 2 q.(x).

Wegen der gleichmiBigen Konvergenz kénnen wir nochmals integrieren

(123) //K(x,z)/(x)f(z)dxdz:i%.

6%
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An dieser Gleichung erkennt man die Wichtigkeit des Falles, daB
alle A, positiv sind; denn dann ist

2’— 2> 0.

Man nennt nun einen Kern positiv definit, wenn {iir alle quadratisch
integrablen Funktionen f(x)==0

(124) [[K(x,2) }(x)}(z)dxdz>0,
semidefinit, wenn

(125) _/_/Kx z) f)dxdz =0
ist.

Bei positiv definitem oder semidefinitem Kern sind alle 4,>0.
Denn wire 4, < 0, so wihle man f(x) :(pﬂ (%) und erhilt so

2—!)2 <0

im Widerspruch zur Voraussetzung. Wenn umgekehrt alle 4, >0 sind,
ist natiirlich auch der Kern positiv definit oder semidefinit. (Dies
Positivsein heiBt nicht dasselbe wie K >0 in I.5e))

Bei positiv definitem Kern kann man also aus
(120) b= [@.(x) f(x)dx =0,

falls dies fiir alle v gilt, schlieBen, daf3 f( %) == 0 sein muB. Diesen Schluf3
kann man nicht bei jedem Funktionensystem ¢, (x) ziehen (das sieht
man sofort, wenn man z. B. ein ¢, fortlalt). (126) charakterisiert also
eine besondere Eigenschaft des Systems aller ¢,, die wir auch besonders
benennen wollen: wir nennen ein Funktionensystem @, (x) abgeschlossen,

wenn aus
!

(127a) [Hx) @, (x)dx =0 fir alle »
0

stets fiir jedes quadratisch integrable f(x)
(127b) fx) =0

folgt.
Es sind also nicht alle Systeme ¢,(x) abgeschlossen. (Es kommt
auch auf das Intervall an. So ist, wie wir noch beweisen werden, die

Gesamtheit aller Sinv—rll—x fiir 0 < x <! abgeschlossen — s.u.—, aber
nicht fir —/ < x <41 Denn es ist z. B.
a1
naIx . rYax
/ cos —, ~ sin —;— dx =0
iy
fir alle # und ».)
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Man nennt auch einen Kern K (x, z) abgeschlossen, wenn aus

1
(128a) [EK(x,2)f(z)dz=0
folgt ’
(128b) f(z) =o0.

Abgeschlossenheit des Kernes K und Abgeschlossenheit des Systems
der zugehirigen Eigenfunktionen besagen dasselbe. Um das einzusehen,
verwandeln wir die Gleichung

(129) [K(x,2)f(z)dz=0.

Die linke Seite von (129) stellt eine quellenmaBig dargestellte Funktion
dar, fiir die nach I. 6h der Entwicklungssatz gilt

(130) [Ex 2@z =2 22 [4,6) fz) dz =o0.

Da die Reihe gleichm#Big konvergiert, kann man mit ¢, (x) multiplizieren,
integrieren und dann noch Summe und Integral vertauschen. So erhilt
man

(131) f(p,,f~dx-——0 fur alle »

als gleichwertig mit (129). Damit ist die Behauptung bewiesen.
Unser Musterkern ist fitr das Intervall 0. ..l abgeschlossen. Denn wir
hatten in Satz 3 die Identitit des Randwertproblems

(132) g'=—/ glo)=gl)=0
mit der Gleichung
!
(133) g(x) = [K(x,2)f(z)dz
0

erkannt. (K ist der Musterkern.) Ist nun g(x) =0, so folgt aus (132),
daB erst recht f(x) =0 ist. In Verbindung mit (128) besagt dies aber,
daBl der Musterkern abgeschlossen ist. Nach dem oben Bewiesenen
wissen wir also auch, daB} das System seiner Eigenfunktionen

VX
!

sin

im Intervall 0 < x </ abgeschlossen ist, womit sich obige Bemerkung
rechtfertigt.

Sind die b, die Fourier-Koeffizienten von f(x)==0, so kann, wie
man sofort sieht, bei abgeschlossenen Systemen und positiven 4, nie

sein.
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Vollstandige Systeme, d. h. nach I. 6e Systeme, in denen fiir jedes
quadratisch integrable f(x) die Parsevarsche Gleichung

(134) [fax=2X8;
gilt, sind auch abgeschlossen. Denn wiren sie dies nicht, so miite es
ein f(x) =0 geben mit allen b, =0, so da8

Sbt=0, [fdx=+o
wire im Gegensatz zu (134). Schwieriger zu zeigen ist, daBl auch die
Umkehrung gilt; die Begriffe ,vollstindig’ und ,,abgeschlossen’ fallen
also zusammen'. Auf den Beweis gehen wir nicht ein.

Wir hatten schon frither (in I.6a) ein Verfahren kennengelernt,
um den niedrigsten Eigenwert A; des symmetrischen Kerns zu berechnen.
HirBerT wies nun bei positiv definitem oder semidefinitem Kern eine
andere Methode zum Auffinden des niedrigsten Eigenwertes nach.
Diese lduft darauf hinaus, eine Funktion f(x) so zu bestimmen, daB
das Integral

(135) //Kx 2) f)dxdz
ein Maximum wird mit der Nebenbedmgung
(136) [frdx=1.

Wir machen noch die nicht unbedingt erforderliche Annahme, daB
das System der Eigenfunktionen von K abgeschlossen sei.

Nach (123) suchen wir also die Fourier-Koeffizienten b, von f(x)
so zu bestimmen, daB gleichzeitig gilt

S

by

7= Max.

Es sei der Einfachheit halber 4, = 2, angenommen, d. h. zu 4, gehére
nur eine Eigenfunktion. Da die positiven 4, der GréBe nach geordnet
sind, ist

(137)

1 1 1
W R RS

b3 1 1
5 _ 1 2 1
Z;W%va—zl-

Wir erhalten daher das Maximum 1/4; von D b4, wenn wir setzen

daher

by=1, by=by=---=0,
Nach (137) wird dann das Maximum des Doppelintegrales
(138) Max [ [K(x,2){(x) {() dxdz = -

1 Das ist ein Satz von F. Riess und E. Fiscuer: C. R. Acad. Sci., Bd. 144,
S. 615, 734, 1022, 1148, Paris 1907; auch Gottinger Nachrichten 1907, S. 116.
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Das genannte Variationsproblem kann man mit Hilfe des Ritzschen
Verfahrens 16sen, ohne daB man schon die Eigenwerte von K zu kennen
braucht. Hat man ein f(x) gefunden, das (135) zum Maximum macht,
so ist nach (138) dieses Maximum gerade 1/4;.

Das Rirzsche Verfahren besteht in folgendem. Man setzt mit
irgendwelchen orthogonalen und normierten y, das gesuchte f(x) an-

gendhert an: "
x) & % C,p, (%)
1
mit unbekanntem C,. f f2dx =1 gibt dann die Bedingungsgleichung
0
2 C:=1.

f f K(x,2)f(x)f(2)dxdz
/fKﬂn@wA@w”@dxdzzaw
angenihert die quadratische Form

2 avycvc,u’

vu=1

wie man durch Einsetzen von f und Ausrechnen findet. Diese Form

Das Integral

wird mit

macht man nun zum Maximum unter der Nebenbedingung Z Ct=1.
Man erhilt bekanntlich die Gleichungen

2 a,,C,=0C,
v=1
mit dem Parameter o. Fiir diesen ergibt sich aus dem notwendigen
Verschwinden der Determinante die Gleichung
”avu —0,, UH =0,

wo 6, , das KRONECKERsche Symbol ist. Vergleiche hierzu weiter I1.2 u. 8.
Man kann zu dem obigen Variationsproblem, das HILBERT nach Gauss
benennt, ein dhnliches nach DIrRICHLET und RAYLEIGH so formulieren:

Wir setzen
(139) g(x) = [K(x,2) {(z) dz;
dann suchten wir soeben eine Funktion f(x), so daB
(140) ff-gdx:Max.
[rrdx=1

gilt. Dieses Problem ist aber identisch mit dem anderen (nach DIRICHLET-
RaAYLEIGH), g(x) so zu bestimmen, daB

(141) { ff-gdx:Min.
fg2dx=1,
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oder, was dasselbe ist, da3

b .
(142) 273:1, Z:Mln.
gilt. Denn mit

f(x)Nva%(x), K(x,z)~2%ipv(2>

ist nach (139)
g(0) = D' (),

wenn wir den Entwicklungssatz beriicksichtigen. Das Minimum in
(142) tritt ein, wenn wir setzen

by=1, by=by=---=0,

b2 b2
2E=1 2 =h
Wir kénnen daher alle Ergebnisse zusammenfassen im
Satz 24. Nach Gauss-HILBERT erhalten wir den niedrigsten Eigen-

wert Ay eines positiv definiten oder semidefiniten Kerns K durch das Varia-
tionsproblem

und dann wird

1
W =Max [ [K(x,2){(x) }(z) dx =
fiir alle quadratisch integrablen f(x) mit

[rdx=1.

Nach DIRICHLET-RAYLEIGH gilt unter derselben Voraussetzung

h=Min [[K(x,z2)}(x)[(z)dxdz
fitr alle {(x), fiir die
[ K (%, 2)f(z) dz]?dx =1

wird.

Was bedeuten nun die beiden Variationsprobleme physikalisch?

Um hierauf eine Antwort zu finden, betrachten wir unseren Muster-
kern K, der wegen A, =»%2x%I? >0 positiv definit ist. Nach I.2c
[Satz 1 und (27), (28)] sind seine Eigenfunktionen sin 1%5 =, und
seine Eigenwerte 2, =#2xn%[? die Losungen des Randwertproblems

(143) y' +2Ay=0; y(0) =y =0.

Denkt man sich die Variable x als die Zeit, so liegt ein Schwingungs-
problem vor: die Eigenfunktionen y, sind harmonische Schwingungen.
Weiter ist

(144) g(x) = [K(x,2)[(z) dz
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nach Satz 3 identisch mit dem Randwertproblem

(145) g'=—f g0 =gl =o0.
Daher ist
S/ K2 f(x)fz)dxdz=[fgdx
(146 =—Jeg"as !
) =—[gg'lo+ [g2dx
0
:fg'zdx,

wie man durch partielle Integration bei Beriicksichtigung von (145)
findet. Der niedrigste Eigenwert 4; ist also nach Gauss-HILBERT ge-

geben durch

!
A ’2
(147) o= Max/g dx
0
mit ffzdx =1, bzw. nach (145) mit
1
(148) [g'2dx=1.
0
Dagegen ist nach DIRICHLET-RAYLEIGH
I
(149) )y =Min [g'2dx
0
mit
/4
(150) fg2dx:1.
[}
(€0 =g ) =0).

Dieses g(x), das das Minimum von (149) liefert, ist die zu 2, gehérende
Eigenfunktion y;, denn fiir diese muf} gelten

WAan=0 n0=nl=0 [ridx=1.
Durch Multiplikation mit ¥, und Integration folgt
h=—[y1yydx ny'12dx,
wenn man noch partiell integriert. Da aber
A= f g'tdx
sein soll, folgt wegen der Randbedingung
N=§
Man kann daher das Prinzip von RAYLEIGH so aussprechen:
Die Rinetische Emnergie ( / g'2d x) der harmonischen Schwingung wird

etn Mintmum bei gegebener Energie der Lage ( f g*d x) In dieser Form
Lipt sich das Prinzip auch auf allgemeinere Schwingungsprobleme iibertragen.
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Es liege z. B.
(151) K" (x,2) 1/9 (%, 2)

vor, wo K der Musterkern [vgl. (L. 2. 19)] ist. Das allgemeinere Schwin-
gungsproblem

(152) Y'42de(®) y=0; e(x)>0; yO)=y@=
ist dann nach (I. 3. 49), (I. 3. 50) identisch mit

x) =l_/lK” (%, 2)n(2) dz,
0

oder
‘ x):lfK(x,z)g(z)y(z)dz,
wenn wir L
= yeo(x) - y(x)
einfﬁhren.' Wir setzen wieder
(153) g(x)=[K"(x,2)f(z)dz
und fithren noch die Funktionen ein
(154) g(x)=1e(x)-G(x), f(x)=1ex)  F(x)
Dann ist nach (153)
=felz F(z) dz.

Nach Satz3 (I.3Db) entsprlcht dies dem Randwertproblem

G +o(x)-F(x)=0; G(0)=G()=o0.
Da ferner
[igdx=[oF - G-dx=— [GGC"dx=[G?dx

ist, wie man mit Hilfe partieller Integration findet, bekommt man den
niedrigsten Eigenwert 4, von K nach Gauss-HILBERT aus

(155) 4 =Max [G'2ax
mit der Nebenbedingung
t=[fdx=[g F2dx
(156) = [2G"ax; G0)=G)=0
=/ ; = =0.
Nach DiIRICHLET-RAYLEIGH ist entsprechend
(157) M= Mln/fgdx——Mm/G’zdx
mit der Nebenbedingung
(158) 1=/g2dx=fg~G2dx.
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Hierin ist das G(x), das uns das Minimum liefert, die zu A, gehorige
Eigenfunktion, wie man genau wie oben einsieht. Das RAYLEIGHsche
Prinzip, in der Fassung vom Minimum der kinetischen Energie f G'2dx
bei gegebener potentieller Energie f oG2dx gilt also auch hier, w.z.b.w.

Bemerkenswert fiir positiv definite Kerne ist noch der Satz wvon
MERCER, der hier ohne Beweis zitiert sei:

Satz 25. Ist K(x,2) stetig, und sind alle A, positiv, so gilt stait der
Aquivalenz die Gleichung

K(x, Z) — 2¢v(xav¢v(z) )
1

Es gilt dann weiter

/K(x, x)~d}c:2n;—y,
0 1

weshalb auch diese Reihe konvergent ist.



Zweiter Teil.

Weitergehende Ausfiihrungen.

1. Die lineare Integralgleichung erster Art.

Wir betrachten zunichst die lineare Integralgleichung erster Art
mit symmetrischem Kern. Sie hat nach I.2a die Form

(1) 0/K<x, 2)-f2)-dz =g(x).

Sie verlangt also die Umkehr der Definition der quellenmiBigen Dar-
stellbarkeit: g(x) ist gegeben, f(x) ist gesucht.

Wollen wir ein quadratisch integrables f(x) haben und machen wir
iiber K die alten Voraussetzungen von I. 6f (quadratische Integrabilitdt
und mittlere Stetigkeit), so ist g(x) durch f(x) quellenmiBig dargestellt.
Es gilt also fiir g der HiLBERTsche Entwicklungssatz, und wir miissen
daher iiber g die notwendige Voraussetzung machen, dal es nach den
Eigenfunktionen ¢@,(x) des Kernes K in eine absolut und gleichmiBig
konvergente Reihe entwickelbar ist:

(2) glx) =235, 9,(x).
Wenn nun
Hx)~ 2 e, 9, ()
gesetzt wird, gilt nach I. 6h

[E (2 1a)dz = D e (9),

und da dies gleich g (x) sein soll, bestimmen wir formal die gesuchten c, aus

1
T,, €y = bu
zu

(3) CU:A’V‘bV'

Wenn also g(x) nach den ¢, entwickelbar ist — was namentlich bei nicht
abgeschlossenen Kernen schon eine starke Einschrinkung bedeutet —
kann man diese ¢, berechnen, sofern man die ¢,(x) kennt.

- Soll nun f(x) wenigstens quadratisch integrabel sein, muB auf Grund
der BesserLschen Ungleichheit (I. 6. 61) die Reihe

(4) 2a=3Kb
konvergieren.
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Geniigt das schon, um die Existenz einer Funktion f (x) sicherzustellen ?
Das ist nach einem berithmten Satze von FISCHER und RIESs (siehe
Literaturangabe S.86) zu bejahen: wenn wir die ¢, kennen, so daB >'c?
konvergiert, gibt es stets eine quadratisch integrable Funktion f(x),
deren Fourier-Koeffizienten die ¢, sind. Allerdings miissen wir diese
Integrabilitit im modernen Sinne auffassen; bloBe Integrabilitit nach
RiEMANN geniigt nicht, die Funktion f(x) kann sehr unstetig sein. Soll
der Satz richtig sein, miissen LEBESGUEsche Integrale genommen werden:
f(x) wird als quadratisch integrabel nur im LEBESGUEschen Sinne
vorausgesetzt.

Ist das System der ¢, (oder, was nach I. 6k dasselbe ist, der Kern K)
abgeschlossen, so ist f(x) durch die FOURIER- Koeffizienten sogar im
wesentlichen eindeutig bestimmt, d.h. zwei verschiedene Funktionen
mit denselben ¢, kénnen im Intervall 0.../ nur auf einer Menge vom
LEBESGUEschen MaBe 0 verschiedene Werte annehmen.

Wir kénnen hier auf den Beweis des FiscHER-R1ESsschen Satzes nicht
eingehen. Man wird sich in der Praxis damit begniigen miissen, die
Konvergenz der Reihe (4) festzustellen, und dann f(x) durch diese ¢, als
definiert ansehen; vielleicht konvergiert auch die Reihe f (¥) = Y'¢, - @, ().

Was macht man aber, wenn man die Eigenwerte 4, nicht kennt und
auch nicht die Eigenfunktionen ¢,?

Hier kann man so vorgehen: Man nimmt zunichst irgendein ab-
geschlossenes System von Funktionen y,(x). Die g, brauchen durchaus
. . Co 2 .
kein Orthogonalsystem zu bilden. [Wir koénnen z. B. ]/7 ‘ sm%, aber
auch die Potenzen von x oder von (/—x), als g, verwenden.]

Nun bilden wir aus der Integralgleichung (1) durch Multiplikation
mit p, und Integration die unendlich vielen Gleichungen

5) [[EK(x,2) () p(x)-dvdz=[g(x) p,(x) dx=a,, v=1,2,....

Diese Gleichungen ersetzen (1) durchaus; denn da die o, ein ab-
geschlossenes System bilden sollen, folgt aus (5) oder

[[K(x,2) f@)dz—g®x)]y,(x)-dx =0 »=1,2,...
nach I. 6k wieder (1).
Setzen wir noch

©) u,(2) = [K (x,2) () - daz,
so schreibt sich (5)
7) [1@) () - dz =a,.

Hierin sind die #, (z) und die a, grundsitzlich als bekannt zu betrachten.
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Nun orthogonalisieren wir die #,(x) nach dem in I. 6b mitgeteilten
ScumipTschen Verfahren; wir erhalten so aus den #, das System der
v,(x). Diese v, denken wir uns auBerdem normiert ( / viedx = 1):

U =0y
(8) ve=Pu +y-uy
Vg =0u ety + 1t

Wir wissen nach I.6¢, daB die Orthogonalisierung versagt, falls
einige der #, voneinander linear abhingig sind, falls also z. B. fiir ein
bestimmtes #» gilt

) Sk,ou,=0
1

mit konstanten nicht simtlich verschwindenden £,. Hieraus folgt dann

nach (7)
[0 = [t [ Xk -u @) -dz =Xk [[ () u,(2)]-dz
I =jk,-a,,.

Nk, -a,=0 ist mithin eine notwendige Bedingung, falls einige der #,
voneinander abhingig sind. Kommt man also im Verlauf der Ortho-
gonalisierung zu einem #,, das von den vorhergehenden Uy, Uy v v oy Uy

(10)

abhingig ist, ist also Z k,-u,=0, und ist auch Z k,a, = 0, so 148t man

das abhingige u, emfach fort. Die zuruckblelbenden u, sind dann von-
einander unabhingig.

Ist auf diese Weise die Orthogonalisierung der #, gelungen, so bildet
man aus (8) unter Beriicksichtigung von (7)

/f(z)-vl-dz:a.alzcl
0
!
(11) 0/J‘(z).1;2.azz=541+y%=c2

!
ff(z)-v3-dz=6a1+ea2+77a3:c3.
0

Da die a, bekannt sind, sind es auch die ¢,: wir kennen also die FOURIER-
Koeffizienten ¢, von f(x) in bezug auf das System der v, Wie oben
gesagt, geniigt es nach dem Satze von FIscHER-RIEsSS, um die Existenz
von f(x) zu sichern, daB

2a

konvergiert, und sind die v, auch noch abgeschlossen, ist f(x) sogar
im wesentlichen eindeutig durch die ¢, festgelegt.
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Nimmt man fiir die y,(x), wie oben vorgeschlagen, die Potenzen
(l— x)*~1, so kommt die Berechnung der 4, darauf hinaus, die gegebene
Integralgleichung fortgesetzt nach x zu integrieren. Denn es ist, wie man
leicht einsieht,

a—fg dz—fg c(l—2)p—1-dz

(12) :(y_1)!ff...fg(z)-dz-dx...dx
00 0

v mal

Vergleiche (36) und (37) in I.3b.

Wenn wir dieses zweite Verfahren zur Bestimmung von f(x), das
unabhingig von der Kenntnis der Eigenfunktionen von K ist, noch
einmal durchdenken, werden wir finden, daB die Voraussetzung iiber die
Symmetrie des Kerns K nirgends benutzt worden ist. (Im ersten Ver-
fahren wurde diese Voraussetzung bei der Anwendung des HILBERT-
schen Entwicklungssatzes benutzt.) Wir haben also mehr erhalten als
wir erwarteten: das zweite Verfahren ist auch auf nichtsymmetrische
Kerne anwendbar.

Wir wollen die Sache an dem Beispiel

ff In|x—z|dz=g(x) —1<x<1
erproben. Wir setzen zuerst
X = —cosa
z= —cosf,

so daB « und g beide von O bis = laufen und erhalten mit
f(— cosp)sinp = F (B)
g (— cosa) = G (o)

die neue Integralgleichung

/nF(ﬂ) In|cosa—cos B|df = G ()

Nun kénnen wir von dem neuen symmetrischen Kern
K (a, f) = In|cos & — cos f|
die Entwicklung nach Eigenfunkiionen angeben. Es ist
a—p ’ o« +/3
2

|cos o — cos B| = 2sin sin ——

(Da Og—+—’3§n ist sin =

-;ﬁ von selbst nicht negativ). Also gilt

—In2.

K (o, f) = anSin.a_BI + ln2sina—12_ﬂ
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Es ist aber nach der Theorie der FouRriERschen Reihen!

| %] cos3x

—anSinT=cosx—{—%c052x+
Also ist
K (o, f) =—1n2—cosa—ﬁ—%cosz(oc—ﬂ)—~%cos3 (@—p) ...

+o o< |4

Py
J

—cos(oc—{—ﬁ)—%cosz(oc+/3)—%c053(oc—}—ﬁ).‘..
Oder
K (B =—In2—2cosacos f—
1 : 1
— 25 C0os20c0s2f— 2" cosFacos3f.. ..

Nun bilden aber wegen

T
fcosnoccosmocdoczo n=Fm,
g .

T
4

/cosznocdoc =,

0

fn1doc=n,
0

f1 ccosunado =0
0
die Funktionen _
1 /2
¢0::|7T:, (p,,:]/"}{COSVOC, V:/I,Z,‘..

ein normiertes Orthogonalsystem in 0 < o < 7.
Folglich ist mit diesen ¢

K (o, f) = 2’ ﬁ(i);i&(,@
y=0

1
aln2’

mit
i = — 2y —v
‘:p_‘ 7['2 —_ T .

ho =

Wir haben hier das Beispiel eines Kerns, der alle Bedingungen der
ScuMiDTschen Theorie erfiillt, aber nicht stetig ist und fiir den zwar
die vorstehende Darstellung im allgemeinen gilt (nicht fiir o = f),
die Reihe aber nicht gleichmiBig konvergiert.

Um nun unsere Aufgabe zu lgsen, haben wir von dem gegebenen
G () die Fourier-Koeffizienten

T
b, =[G ¢, () do y=0,1,2,...
0
1 Siehe Knopp: Theorie und Anwendungen unendlicher Reihen, 2. Aufl,
S. 328, Formel 214. Berlin: Julius Springer 1924.
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zu berechnen, d. h

dx
b= VfG “‘—fﬂ*ﬁfﬁ
, sinoczO),

/2
b,,=]/;/G(oc)cosvocd¢x v=1,2,....
0 .

Diese Integrale miissen also existieren, sie miissen sogar fiir groBe »
so klein werden, daB3

D B = St + Z'va?

F(B) =sinfi () ~ Y45,

. d
<es ist dao = d

sin o

konvergiert.
Dann gilt

oder

sin 8 f(2) ~ ”11‘121/”—*21:6 cosvfi.

Da sinff = 1/71':'2-, kann f(z) an den Grenzen unendlich ausfallen.

Ebenso wie die Gesamtheit der sinv x bilden auch 1 und die cosv x
fitr das Intervall 0 < x < 7 ein abgeschlossenes System. Wiren nimlich
fir ein integrables f(x)

j!f(x)dx=0 und ff(x)cosvxdx:O,
6

so setze man /f dx=g(x), so daB g(0) =0, g(n) = 0. Partielle
Integration erglbt aber

ff(x) cosvxdxz——vfg(x) sinvxdx =0.
0 0

Da die sinv x ein abgeschlossenes System bilden, ist g(x) =0, also
auch f(x) =0

Anhang zu 1:

Wie erkennt man lineare Abhingigkeit?
Die GRrRAMsche Determinante.

Fiir die Theorie der Funktionensysteme und damit auch der Integral-
gleichungen ist es wichtig, die lineare Abhingigkeit einer Anzahl von
Funktionen ¢y, g,, . . ., @, festzustellen. Diese @, brauchen nicht ortho-
gonal zu sein (sie sind es auch gar nicht, falls sie abhingig sind).

Hamel, Integralgleichungen. 7
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Es handelt sich also um die Frage, ob es Konstanten %, gibt, die
nicht simtlich null sind, so daB fiir alle x die Beziehung

(13) | .$k,-¢,(x) -

gilt. Sind die Funktionen g, beliebig oft differenzierbar, so folgt durch
Differenzieren

2 kv : (Psfl) (x =
Schreibt man diese Gleichungen fiir u =0 [das ist (13)], ferner fiir
=1, 2,...,n—1 auf, so hat man » homogene und lineare Gleichungen

fir die k,, die nur die triviale Lésung &, =0 hétten, wenn nicht die
sogenannte WRONSKische Determinante

y=1,...,n
(14) H(Pf,”) H_O p=01,...,n—1
ware.

(14) ist also eine notwendige Bedingung fiir die Abhéangigkeit der ¢, ;
man beweist in der Lehre von den Differentialgleichungen, da8 sie auch
hinreichend ist.

Fiir unsere Zwecke ist ein anderes Kriterium besser und handlicher,
schon weil es nicht die Differenzierbarkeit der ¢, voraussetzt. Sicher
hat doch

l » 2 ”

(15) f<§¢,-k,> dx= Y a,, kk,=F(ky -, k)
0 \1 ru=1

mit

l
Ay u :f(Pv(Pydx

0
als Funktion der %, aufgefalt das Minimum null. Sind die Funktionen ¢,

unabhingig, so errelcht f(...k,...) dieses Minimum nur fiir &, =0
(v =1, 2,...,n); andernfalls gllt f = 0 auch fiir andere Werte %,, namhch
fiir diejenigen, fur die
kg, =0

ist.

Die notwendige Bedingung fiir die %,, die das Minimum von Da, kk,
liefern, ist aber ik
(19 T bk =2 20k =

pu=1

Wenn nun die Determinante von Gram
(17) [
nicht verschwindet, hat dieses Gleichungssystem (16) nur die triviale
Losung &, =0 (u = n). Ist die Determinante aber null, so hat (16)

auch andere Losungen k Fur solche &, ist die Form Da,, k, k, stationar.
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Sie kann aber dann nur null sein. Denn hitte sie einen Wert /=0, so
wire bei Abinderung aller %2, um %,-dt(k, =%,- (1 + 67))

fri, o ky) =f-(1 +61)2 =f+2f - 6v+[ 67,

die Form > a,,k, k, wire also fiir dieses System £, nicht stationir
entgegen der Voraussetzung.
Daraus sieht man, daf das Verschwinden der GRAMschen Determinante

(18) la,.]|=0

mit 3

a,,= [0, (%) @,(x) dx
0

hinveichende wund notwendige Bedingung fiiv die lineare Abhingigkeit
der @,(x) #st. Denn verschwindet (18) nicht, so erreicht die in Rede
stehende quadratische Form > a, « B, kB, ihr Minimum null, wie wir
oben sahen, nur fiir 2, =0: es besteht also nach (15) keine Abhingigkeit
der @,. Verschwindet aber (18), so hat die Form auch fiir gewisse andere
Werte %, einen stationiren Wert: dieser kann aber nach dem obigen
nur null sein. Dann sind also nach (15) die ¢, abhingig.

2. Ausgeartete unsymmetrische Integralgleichungen
zweiter Art.

Wir nehmen an, daB der im allgemeinen unsymmetrische Kern eine
Darstellung durch eine endliche Summe gestattet (,,ausgearteter Kern*):

(1) K(n 2 =3 o) B,

v=1

o, (x), B,(z) seien stetig. Man kann die «, als unabhingig voraussetzen.
In der Praxis wird man damit schon in vielen Fillen auskommen,
da man nach WEIERSTRASS jede stetige Funktion durch Summen

;c,-a,(x)

von hinreichend vielen ebenfalls stetigen Funktionen «,(x) mit beliebiger
Genauigkeit annihern kann [in unserem Falle wire C, = §,(z)]. Man

kann z. B. als «,(x) die Funktionen sinv—jlz—x unter Hinzufiigung der 1

und von x im Intervall 0 < x </ nehmen. (Man zieht von der ge-
gebenen Funktion erst ein ax + f so ab, daB sie an den Enden null wird.)
Die Integralgleichung hat also die Form

n 1
) () =1 () +4 X [a,(x)B,(0) v () dz

7*
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mit .

(3) cy=ofﬂ,,(z) cy(2)-dz.

Setzt man y aus (2) in (3) ein, erhdlt man
l l

(4) Co=[Bu&) D) dz+23C,- [a,(2) () -dz.
0 0

Mit den Abkiirzungen

!
b= [B.() 1 (2) dz,
(5) 0,
ayy = [ %) Bu2) -dz
wird weiter 0
(6) C,=b,+4>C,-a,,, w=1,2,...,n.
y=1

Da die b, und a,, als bekannt gelten diirfen, sind dies # lineare Glei-
chungen fiir die C,. Mit Hilfe des KRONECKERschen Symbols

0 fir wvu

6 =
7) M1 fir o v=pu

kann man das Gleichungssystem auch schreiben

(8) ch(év;‘—z"av,u):b# M:'l, 2,..., 1.
v=1

Hat man hieraus die C, bestimmt, so 16st

9 y(x)=f(x)+ﬂ.-§6,-a,(x)

die Integralgleichung, denn multipliziert man mit 8, (x) und integriert,
so erhilt man wieder (6).

Es kommt also auf die Auflssung des Gleichungssystems (8) an.
-Man weiB aus der Algebra, daB hierbei die Determinante

1—Aay —Ady ... —Aay,
—Aayp 1—Aay, ... —ha,
(10) 1AW =8,—A-a,] = —H0e 1T TS
—Aay, —Aas, ... 1—Aa,,

ausschlaggebend ist.

Wir beschéftigen uns zuerst mit dem Regelfall 4 (1) = 0. Nach den
Sitzen der Algebra kann man dann die Gleichungen (8) nach den C,
auflésen, und zwar erhilt man diese in der Form

l...n
1
(11) o= D by
"
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Hierin bedeutet 4,, diejenige Unterdeterminante von 4, die entsteht,
wenn man in A4 die »-te Spalte und die u-te Zeile streicht und das Zeichen
(—1)*+# zusetzt.

Folglich ist nach (9)

y(2) = [(2) + 5 > a(x) b

(12) ”’”

A/Z %) Bu2)- A, ,-f(2)-dz

vp

wenn wir noch b, aus (5) einsetzen. In (12) tritt y(x) in der Form auf,
in der wir es mit Hilfe des 16senden Kerns I'in (1. 4. 21) geschrieben hatten:

I
y (%) =1(%) +f1“(z; x,2)-f(2) - dz.

Man hat also

zu setzen. I erscheint so als gebrochene Funktion von 4; der Nenner 4
ist in 4 héchstens vom Grade #, wie man aus (10) sieht, der Zihler
Sa,-B,-4,, ist (wegen A4,,) hochstens vom Grade n—1 in A.

Im Ausnahmefall 4(4) =0 ist das Gleichungssystem (8) im all-
gemeinen widerspruchsvoll. Es hat nur dann eine L&sung, wenn f(x)
so beschaffen ist, daBl in (12)

J 2 (@) Bule) A1 (2) - dz
fiir alle x so stark null wird, da der Rang des Gleichungssystems (8)
den Rang von A nicht iibersteigt. Insbesondere hat dann die homo-
gene Gleichung (f(x) =0, d.h. b,=0) stets nichttriviale Losungen,
und zwar so viel unabhingige, wie sich der Rang der Matrix von 4
erniedrigt. Obige Bedingung ist fiir unabhangige o, mit }'5,4,,=0
identisch.

Im Ausnahmefall ist also A ein Eigenwert: Eigenwerte smd die Null-
stellen von A, also die Pole von I'. Wir treffen hier also wieder den Haupt-
satz VIII von I. 4e an.

Vertauscht man

2) = Yo, (%) B, (2)
x) :Zﬁ” %) - o, (2),

K'(x,2) =3 o, (2
so geht (2) nach I. 4c in die ,,umgestellte Integralgleichung

mit

d. h. setzt man

:j,flK(z, x) vy (2) -dz :lflK’(x, 2)-y(z)-dz
0 0
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iiber. Es vertauschen sich dabei die «, mit den §,, und a,, geht
in a,, iiber. In A vertauschen sich also die Zeilen mit den Spalten, wo-
durch aber 4 ungeindert bleibt. Da aber die Nullstellen von 4 die Eigen-
werte der Integralgleichung sind, heilt dies, daf die umgestellte Integral-
gleichung dieselben Eigenwerte hat wie die wrspriingliche.
Im symmetrischen Fall
K(x, z) = K(z, x)

fillt die Integralgleichung mit der umgestellten zusammen; es muf} also

a,, =4a,,

sein: die Matrix ((a,,)) ist symmetrisch. Dann sind aber die Wurzeln A
der Gleichun
er ichung A@) =0

reell, denn diese ist fiir A die sogenannte ,,Sdkulargleichung®, die aus der
Theorie der Schwingungen bekannt ist (man findet den Beweis hierfiir
in jedem Lehrbuch der Algebra, auch in vielen Lehrbiichern der
Mechanik). DaB der symmetrische Kern stets reelle Eigenwerte hat,
wissen wir natiirlich nach Satz 13 (I.6b) auch aus der allgemeinen
Theorie der symmetrischen Kerne.
Es kann aber auch vorkommen, daB 4 (1) konstant ist:
44 =1

(fiir A =0 ist A stets gleich 1). In diesem Fall hat also 4 (%) =0 gar
keine Wurzeln. Man kann sich einen derartigen Fall leicht konstruieren:
man braucht nur alle «,(x) zu allen 8,(z) orthogonal zu nehmen, was
z. B. bei dem Kern 2mz

K(x, 2) =sin _li sin - 5

im Intervall 0.../ der Fall ist. Denn dann sind alle ,, gleich null nach
(5), und A4(4) wird konstant.

Es kann also bei unsymmetrischem Kern durchaus eintreten, daf es
gar keine Eigenwerte gibt; wir haben damit eine Bestitigung fiir diese
schon in I. 2d mitgeteilte Tatsache gefunden.

3. Die FREDHOLMsche Theorie.

Wir sahen im vorigen Abschnitt bei dem ausgearteten Kern, daf
der lésende Kern I' die Form hatte

(1) ', x,2) AZ _l—(/—ﬂ.

"
Es gilt also, wo es sich um endliche Summen handelt, nach (II. 2. 5)

1
[D@G; %, x)dx=34,,- foc -dx

(2) 0 T
>4,
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Hieraus sieht man aber, da3

i
aA
3) [D@; 0 dx=—57
0

ist. Denn bildet man dA4/dA, so hat man dies so zu tun, daB man nach
jedem Vorkommen von A besonders differenziert und die Ergebnisse
addiert. Die Ableitung einer Determinante nach dem Element der
v-ten Zeile und u-ten Spalte ist die Unterdeterminante 4, ,; dann hat
man noch dies Element nach der Kettenregel nach A zu differenzieren:
das gibt —a,,, da 1 in dem Element der »-ten Zeile und u-ten Spalte
mit —a,, multipliziert ist. Summiert man die Ergebnisse der einzelnen
Differentiationen, so erhilt man

- Z Avu Ay
worin iiber alle » und u summiert wird: das ist aber gerade (2).
Diese fiir ausgeartete Kerne gewonnene Beziehung (3) zwischen dem
Zahler D(A; x, z) und dem Nenner A des 16senden Kerns ist aber von »
und der Gestaltung des Kernes ganz unabhingig. Wir vermuten daher,
daB fiir alle Kerne der l6sende Kern I’ die Form

D(4;
(4) I'Q; =, z)=/1~—(D(—f)i)
hat, und daB weiter stets
!
dD (7
(5) [D@;x, 9 dx=—257
0

gilt. Wir werden zwar nicht (wie beim ausgearteten Kern) D(4; x, z)
und D(A) als ganze rationale Funktionen von A annehmen diirfen, aber
wir vermuten, daB D(4; x, z) und D(A) ganze Funktionen sind. Wir
vermuten also, daB D (4; x, z) und D (1) eine Darstellung durch bestiandig
(d. h. in der ganzen A-Ebene) konvergente Potenzreihen zulassen:

(6a) D(ixz) =5 Ay(x,2) i,

(6b) DG =Sa, 2.

Bei dem ausgearteten Kern war 4 (0) = 1; man kann also sicherlich,
wenn die anderen Vermutungen zutreffen, auch
(7) D(0) =1,
d. h.
(8) a4 =1
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annehmen, denn eine multiplikative Konstante in D ist belanglos und
A =0 sicher kein Eigenwert, also D (0)=0. (5) wird daher nach (6a)

und (6b): o !
— X nea, =314, i(x %) dx.
1 1 0
Koeffizientenvergleich liefert hieraus

1
9) n-an:——fA”_l(x, x)-dx n>0,
0

wozu noch (8) tritt.
Fiir kleine 4 ist die NEuMANNsche Reihe nach I.4a konvergent;
es gilt also nach (I.4.17) fir kleine 4

(10) TG, 2,20 =402 K,i1(x,2).
0

Wir gehen jetzt mit unserem Ansatz (4), (5), (6) in diese Reihe fiir I"
hinein, so daB wir nach Multiplikation mit D(A) erhalten

vln <2 K 1 <2 s as)
O 0
y m+1 : as)

ot

= szw(

m+s=0

_Zln'( Y;“ Koy s)'

Hier ergibt der Koeffizientenvergleich

(11) Ay(x,2) =D ag- K1 n=0,1,2,....
also nach (8) =0
(12) Ag(x,2) =ay- K, =K (x, 2)
(13) | Am D) =ay Kyt a0 K
=Ky(x,2) +a,- K(x,2).

Es ist aber nach (9) )
(14) ay=—[Ao(x, x)dx =— [ K(x, %) -dx,

0 0

wenn wir das soeben gefundene Resultat (12) benutzen. Daher wird
weiter nach (13) und (14)

Al(x,z):K(xz) K(x,2)- fKuu ~du

~f (x,0) K(u,z)—K(x,2)- K(u, u)]-du

HK(x,2) K(x u)
/ K(u,z) K(u,u)

(15)

-du,

wobei wir die Defmltlon des iterierten Kernes beachten miissen.
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Indem man &hnlich A4,, A;,... und a,, 45, ... der Reihe nach be-
rechnet (s. die genannten Lehrbiicher iiber Integralgleichungen), erhilt
man schlieBlich durch SchluB von # auf # +1 die FREDHOLMSschen

Formeln K(x z) K(x,ul) oo K(x,u,)

Ay (x

ul’ Ml) ul) et K(ul: un) dul adu
. .. 0 .

— |K(u,,2) K(uyu) ... K(u,u,)

(Die hier vorkommende Determinante heiBt FREDHOLMscke Determinante.)
Es treten also im Integral # Integrationsvariable auf.

Unser Ansatz (4), (5), (6) fithrte also zunichst zur eindeutigen Berech-
nung der Koeffizienten 4, von D(4; #, z) und damit nach (9) auch zur
Berechnung der 4, von D(4).

Es muB nun noch nachgewiesen werden, da8 die Reihen (6a) und
(6bh), die auf diese Art bestimmt worden sind, auch wirklich bestindig
konvergieren. Hierzu schitzt man zuerst mit Hilfe des Determinanten-
satzes von HADAMARD (s. u.!) die 4, ab:

(17) A, (%, 2)] < o B (YAt

Um diese Abschitzung zu erhalten, muB3 man die Kerne K nicht nur
als integrabel, sondern auch als beschrinkt annehmen

(18) K (x,2)| < k.

(Die Voraussetzungen fiir derartige ,,FREDHOLMschen'* Kerne sind also,
von der Symmetrie abgesehen, enger als in der E. ScHMiDTschen Theorie,
wo nur quadratische Integrabilitit und mittlere Stetigkeit gefordert
wurde. Doch siehe iiber ,,Glitten' der Kerne II. 13!)

Der HabpamarDpsche Determinantensatz besagt nichts anderes, als
daB ein Spat mit den Kantenlingen /;, /,,...,/, hochstens den Inhalt
ly-ly-...-1, haben kann. Sieht man diesen fiir ein, zwei, drei Dimensionen
selbstverstindlichen Satz auch fiir » Dimensionen als richtig an, und
nimmt man weiter als bekannt an, dal der Inhalt eines Spates aus den
1 Vektoren

by by ... by,
by by .. by
b;zl b;zz o.. b;tn
(in den Zeilen stehen die # Koordinaten des 1., 2.,..., n-ten Vektors)
durch die Determinante
4= H by H

gegeben ist, so ist nach dem erwihnten Satz

A= 1ln=11) 2.
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»,;]:'!KI kleiner als &, also ist

L<ymn+1)-B=yYn+1-k,

und somit gilt fiir die Determinante in (16)

In unserem Falle sind nach (16) alle |b

4] < Yram e

Die »n Integrationen in (16) geben dann noch den Faktor /*. Damit
ist die Giltigkeit von (17) bewiesen.

Mit der Abschitzung (17) kann man jetzt die Konvergenz der Reihe
D' A, - fir alle A nachweisen, denn unter Anwendung des bekannten
Konvergenzkriteriums sieht man, daB fiir die majorante Reihe

Apir [P [ k-l YuF 2"\ g 1 \"+!
e _("va"“ —mrw(ttars) 02

gegen null strebt fiir #» — oo, also schlieBlich bestimmt kleiner als ein
echter Bruch wird. Der Konvergenzradius ist also co. Die Reihe fiir
D(Z; x, z) konvergiert mithin in der ganzen A-Ebene, und nach (5) gilt
dies auch fir die Reihe von D(4).

Unser Ansatz (4), (5), (6) hat also durchaus zum Ziele gefiithrt. Die
Funktionen D (4; x,2) und D(A) erscheinen als eindeutig bestimmte
ganze Funktionen; I" ist daher, als Quotient zweier ganzer Funktionen,
meromorph, d. h. im Endlichen iiberall vom Charakter einer rationalen
Funktion: I' hat als Singularititen nur Pole (vgl. I. 6i), die sich im
Endlichen nicht hiufen. Denn die Pole von I" sind die Nullstellen von
D(A); nach einem elementaren Satze der Funktionentheorie kann aber
eine ganze Funktion nur diskret liegende Nulistellen A4, haben und jede
nur von endlicher Ordnung.

Damit ist der Hauptsatz VII in I.4e bewiesen worden, wobel wir
gleichzeitig eine Prizisierung der notwendigen Voraussetzungen tiber K
erlangt haben.

Nun 4Bt sich leicht nachweisen, daB die homogene Gleichung

l
(19) y(x):z‘ofK(x,zry(z)-dz

in einem Pol 4, von I' wenigstens eine nichttriviale Lésung (Eigen-
funktion) besitzt: das ist Hauptsatz VIII in I. 4¢. Beweis:

Ist A, eine n-fache Nullstelle von D (4), also ein héchstens n-facher

Pol von F:lD(;—;(;)'z—),

theorie in der Umgebung von A; die LAURENT-Entwicklung

so besteht nach den Sitzen der Funktionen-

Apom®a) | g 7%%? TR %, 2),

2 (—=a)" " (At
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wo R fiir A— J; regulir bleibt. Wegen

l

D@ % xdx=—22
0
1 dlog D
7/]"(1; x, X)dx = — Y
also

(20) 2)_;)/xvxxdx+/Rlxx)dx_ ,dhl_;’if"

Andererseits ist D = (A—24,)" (by + b, A—4;) + ---) mit b,50, also

dlogD = by+2by(A—24) + - L m
G o =i a T e Enoo 1 — =i T RO,

wo B das Zeichen fiir eine regulire Potenzreihe ist.
Vergleich beider Darstellungen gibt

)
(22) /xv(x,x)dxzo fir v=2,3,...n
aber ’ )
(23) _ le (x, x)dx = —n=F0.
0

Daraus folgt, daBl y; sicher nicht identisch null ist.
Aus dem fiir A==4,, aber hinreichend kleine 1— 1, giiltigen

ﬂ@=ﬂ@+/FwaﬂﬂM

2

+Z’ BB FAS ().

folgt

!
//,,xz dz—i—l/R(l;x,z)f(z)dz
0

Dabei ist
! !
=[x, f()dz; S x) = [R(; x,2) f(z) dz.
0 0

Setzt man in die Integralgleichung ein, so erhilt man nach Fortheben
von f(x) und Weglassen eines Faktors 4

1 = >
2(3?/11)” b (%) + S(4; %) “Z (2—2

! {
+4 [ K(x2) S x)dz+ [ K(x2)f()dz,
0 0

(2)dz +
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Wenn man noch rechts in der ersten Summe iiberall =4, 4+ (A — ;)
setzt, steht beiderseits eine LAURENT-Reihe. Der Vergleich ergibt

1
pn (x) = Z'lé/K(x: Z) pn (z) dz
1l 1l
Pu1(x) = [K(x,2) pa(e) dz+ 1y [ K(x,2) p_1(2) d2
0 ]

l l
Po-2(®) = [K(x,2) pp_1(2)dz+ 1y [ K (%,2) py_s(2) dz
usw. 0 0

Daraus sieht man: Wenn p,(x) ==0, ist es eine Eigenfunktion zu 4;;
ist es wohl identisch null, so ist p,_; eine Eigenfunktion, falls dies nicht
identisch null ist, usw. Ein $,(x) kann nicht identisch null sein, denn
sonst miiBte, da f(x) beliebig ist, auch y,(x, z) = 0 fiir alle » sein, aber
wir sahen oben (23), daB y; nicht identisch null ist. Damit ist der Beweis.
erbracht.

Es gilt auch der in I1. 2 zunichst fiir ausgeartete Kerne ausgesprochene
Satz allgemein: D(A) ist symmetrisch, d.h. D dndert sich nicht, wenn
man in K (¥, z) x mit z vertauscht, wenn man also zu der umgestellten
Integralgleichung iibergeht. Man erkennt es an der Symmetrie der FRED-
HoLMschen Determinanten. Da die Nullstellen von D.(2) die Pole von I,
also nach dem soeben Gesagten die Eigenwerte der Integralgleichung
sind, folgt, daB die Integralgleichung dieselben Eigenwerte hat wie ihre
umgestellte Gleichung. Hat also die homogene Gleichung (19) nicht-
triviale Losungen, hat auch die umgestellte homogene Gleichung

l
y(x)=2 [ Kz x)-y()-dz

nichttriviale Loésungen: das ist der Hauptsatz V von I. 4e.

In A==, ist I'(4; x, z) nach (4) vollkommen reguldr. Nach (I. 4. 21)
gibt dann

1
y(x) =1 (%) +0fF(z; x,2) - f(2)-dz

die Losung der inhomogenen Integralgleichung. Damit ist der Haupt-
satz II bewiesen.

Die FreDpuormsche Theorie erlaubt also, wie hier gezeigt wurde,
alle in I. 4e aufgezdhlten Sitze zu beweisen, die bisher lediglich fiir den
Spezialfall des symmetrischen Kerns in I. 61 als giiltig nachgewiesen
wurden. Die FrREpHOLMsche Theorie gilt, wie noch einmal betont sei,
allgemein fiir nichtsymmetrische und symmetrische Kerne; zum prak-
tischen Rechnen allerdings ist das elegante Resultat von FREDHOLM
bisher noch kaum benutzt worden.
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4, Das Verfahren von ENSKOG.

Das Verfahren von Enskoc! dient ebenfalls zur Aufldsung linearer
Integralgleichungen zweiter Art mit nichtsymmetrischem Kern.

Es werde
!
(1) TO)=y(®)—1[K(x,2)-y(z) -dz
und 0
1
(2) T(y)zy(x)—zo/mz, %) - y(2)-dz

gesetzt; hierbei ist in der zweiten Gleichung der Kern umgestellt worden.
Man sieht nun leicht die Richtigkeit folgender Formel ein:

l 1]

(3) Ju@)-J@) -dx=[v(x) T(u) dx;

0 0

sie hat Ahnlichkeit mit der GREENschen Formel (I. 3. 73). Man braucht
sie nur ausfiihrlich hinzuschreiben, um ihre Richtigkeit einzusehen, auch
war sie in (I. 4. 24) schon einmal vorgekommen [y statt «, @ statt v gesetzt]

[y@) e —Af K 2)-9)-dz]dx =
=[o@y®—2[K(x,2) y(2)-dz] dx.
Soll nun

4) J() =1

sein (das ist unsere zu lSsende inhomogene Integralgleichung), so be-
kommt man fiir die gesuchte Funktion y(x) aus (3) die Beziehung

(5) /y T (u) dx—fu fx)-dx,

wenn man v = y setzt. Diese Gleichung mulB fiir alle # gelten.
Wir nehmen nun fiir # alle Funktionen eines vollstindigen Systems

Y1 Y2 Y3 - - .-
Dann erhalten wir aus (5)

(6) fy T (y,) dx«/wv f(x)-dx=a,.

Jetzt orthogonalisieren und normieren wir die 7 (y,):

1 EnNskoG: Math. Z. Bd. 24, 25, 31.
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Diese Orthogonalisierung gelingt dann und nur dann, wenn die T (y,)
voneinander linear unabhingig sind. Sind sie es nicht, gilt vielmehr
mit konstanten %, eine Beziehung der Form

(®) k. T(y,) =0,

"'[\43

so gilt auch die Beziehung, die wir erhalten, wenn wir (8) mit y (x) multi-
plizieren und integrieren:

(9) 0= y®) Dk -Ty,) dx=k,-a,
Somit mufl bei abhingigen T (y,) notwendig

”n
(10) Dk,a,=0
1

gelten (vgl. das dhnliche Kriterium in II.1). Gilt (8), aber nicht (10),
so liegt in (6) ein Widerspruch vor: es gibt dann keine Lésung y von (4).
Gilt dagegen (10) zugleich mit (8), so kann man die abhingigen T (y,)
streichen; die zuriickbleibenden 7" sind dann unabhingig und lassen
sich also orthogonalisieren. Allerdings ist das System von Funktionen,
das man so erhidlt, nicht mehr vollstindig.

(8) stelit eine uns schon bekannte Bedingung dar. Um das zu er-
kennen, setzen wir
(11) x(x) =

—

Ry, (%)

(2

(8) besagt dann wegen der Linearitit von T (y)
0 :Skv : T(%) = T(Zkv%) = T(Z):

d. h. es gibt nach (2) eine Eigenfunktion y (x) der umgestellten homogenen
Gleichung. Wir wissen aber schon nach Satz 7 (I. 4c), daB dann im
allgemeinen (4) keine Ldsung hat.

Die notwendige Bedingung (10) schreibt sich jetzt

0=k -a,=[ix) (Xt -p)dx=[f(x) y(x) - dx.

Soll also kein Widerspruch auftreten, muB f(x) zu diesen y (x) orthogonal
sein: nur in diesem Fall kann es noch L&sungen der inhomogenen
Gleichung geben. Auch das ist uns schon aus Satz 7a bekannt.

Wir nehmen fiir das folgende an, daB diese Widerspriiche behoben
seien oder iiberhaupt nicht vorhanden sind. Wir bekommen dann fiir
y(x) aus (7) die Gleichungen

/y-vl-dxzoc'alzCl
(12) [y vydx=F-a;+y-a,=C,
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hierin sind die C, als bekannt zu betrachten: sie stellen die FOURIER-
Koeffizienten von y(x) nach dem Orthogonalsystem der », dar. Wenn
dann noch vz

konvergiert, ist die Existenz von y(x) als quadratisch integrabler Funk-
tion nach dem FiscHER-RiEssschen Satze gesichert.

Waren keine Eigenfunktionen y der umgestellten Gleichung vor-
handen, so wird das System der v, zugleich mit dem System der v,
vollstindig: y(x) ist dann sogar wesentlich eindeutig bestimmt (vgl. IL. 1).
Gibt es aber ein derartiges y, und ist f(x) zu diesem y orthogonal, dann
ist das System der v, nicht mehr vollstindig, aber man kann es zu einem
solchen erginzen. Man kann dann die fehlenden FouriEr-Koeffizienten
C, willkiirlich wihlen. Wenn es also bei Vorhandensein von Lésungen x
iiberhaupt ein y(x) gibt, gibt es sogar unendlich viele y(x) (man ver-
gleiche Satz 23 in I. 6i).

Es sei noch erwihnt, daBB es ENSKOG von hier aus gelang, die ganze
Theorie der Integralgleichungen neu aufzubauen.

5. E. ScHMIDTs Theorie der unsymmetrischen Kerne'.

Mit einem K, das wieder als quadratisch integrabel in beiden Variablen
und von mittlerer Stetigkeit, aber nicht als symmetrisch vorausgesetzt
sei, bilden wir

(1) H(x,z)E/IK(x,u)-K(z,u)-du.
0

Dieses H ist symmetrisch und positiv definit oder semidefinit, denn fiir
irgendeine quadratisch integrable Funktion f(x) gilt

ffH(x,z)-f(x)-f(z)-dx‘dz=//fK(x,u)~K(z,u)~f(x)-f(z)-dx~du-dz
=[[[K(x,u) f(x)-dx|*du=0,

womit K nach I. 6k als positiv definit oder semidefinit erwiesen ist.

H besitzt also Eigenwerte: diese sind reell und sogar positiv (nach
1. 6k), sie sollen daher mit A2 bezeichnet werden. H ist auch stetig, da
es durch K quellenmiBig dargestellt wird. Wir konnen also den MERCER-
schen Satz (Satz 25 in I. 6k) benutzen:

@ H(x 9= D 5 o0 0,

wo die ¢, das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen von H
darstellen. Die Reihe ist absolut und gleichmiBig konvergent.
Analog zu H konnen wir bilden

(3) V(x,z)zflK(u, %) K(u,2)- du,
o 0

1 Math. Ann. Bd. 63, Kap. III.
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und alle soeben bewiesenen Sitze iiber H iibertragen sich sofort auf 1":

(4) Vinz) = 7w (®) v, ().

Die o, stellen das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen
von V dar; die zugehérigen Eigenwerte seien mit 1,2 bezeichnet.

Wir behaupten nun, daf
(5) Ay =2,

gilt, und daf

(6) (%, 2) ~2 7 P (%) - (

st (bei geeigneter Auswahl der @, und y,).
Um das zu zeigen, setzen wir

(,/“”’(")'Kw v)-dx =5 2,(0)
7)

!
[ K, 2)-dz =7 -B,).
(]

Dann bilden die «, und die B, fiir sich je ein normiertes Orthogonal-
system, denn es ist

1

l
m'/m,(v)-oc/,(v)-dv://f%(x)-(pﬂ(z) K(x,v) K(s,0) dv-dz-dv
0

://‘Pu(x) @ (2) - (271;(}7,,(1’) -<pa(z)> dx-dz

Hieraus folgt die Behauptung; dabei ist (1) benutzt worden unter Be-
achtung der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe in (2). Ebenso verlauft
natiirlich der Beweis fiir die §,:

(9) /ﬂ cdu=9,,

Man kann nun die Defmltlonsformeln fir die o, und f, umkehren,
d. h. (7) nach ¢, und y, auflésen. Denn aus (7) folgt durch Multiplikation
mit K (z,v) und Integration iiber v:

ff(py K (x,v)-K(z,v)-dx- dv—»/(p,, ) H(x,2)-dx
:{;/a,(v)-K(z,v)-dzz,

oder nach (2)

[o.2 (2;";%(9() -(pu(z)> dx=- [a,@) K(z0) dv,
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also wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe

700 =7 [0 K -dv,

und schlieBlich

(10a) —,(2) zfoz,(v) K (z,v) - dv.
0

Ebenso folgt natiirlich

(10b) A, @) = [ B du.

Bevor wir nun im Beweis von (5) weiter gehen, sei folgender Hilfs-
satz eingeschaltet:

Es gibt ebenso viele unabhingige o, wie @, zu einem 4, (und ent-
sprechend ebenso viele unabhingige f, wie y, zu einem 14,).

Zum Beweis erinnern wir daran, daB nach (7), (10) zu jedem «,
(bzw. $,) ein @, (bzw. y,) gehért und umgekehrt. Wiren nun gewisse a,
linear voneinander abhingig, so bestiinde eine Relation

>Cra,=0
1
mit konstanten Koeffizienten C,, die nicht alle verschwinden. Dann

folgte aber auch aus (10) "
Co iy —
25 m=0
1

die zugeordneten @, wiren also ebenfalls abhingig. Der gleiche Schluf3
gilt wegen (7) auch umgekehrt, und da alles fiir 8, und y, analog gilt,
ist der Hilfssatz bewiesen.
Nun behaupten wir weiter, daf die o, tm wesentlichen die p, und die B,
im wesentlichen die ¢, sind.
Denn setzt man (40) in (7) ein, so bekommt man
v) =4, ffK (%, ) z cot, () - K (%, u) -dx-du
=22 / o, (v, u) - du

nach (3). Beachten wir (4), so wird

ay(0) =22 [ o, ) (2%.%@) () ) du
11 w )
Y l 21’ Pulv /ot.,(u)-y)”(u)-du.

«, (v) ist also nach den ¢, (v) in eine absolut und gleichmaBig konvergierende
Relhe entwickelbar. Es gilt natiirlich auch die allgemeine Formel fiir
eine derartige Entwicklung

(12) o, () = Yy, [a, )-du,

Hamel, Integralgleichungen. 8
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wo die f «, -y, du die FOURIER-Koeffizienten von «, sind. Da eine
solche Entwicklung notwendig eindeutig ist, folgt durch Koeffizienten-
vergleich von (11) und (12)

?
A
(1—F)'/°‘v(“) ", () -du =0,
£ 0
es ist also entweder

(13) B =r
oder
1

(14) o [y @)y, () - du=0.

0
Entsprechend liefert uns die Betrachtung der g, auch wieder
(15) B=nt,
oder
(16) / Bulw) @, ( =0.
Geht man mit diesen Resultaten (13),...,(16) in (11) hinein, so er-
hilt man

ZWIJ f{l M du, ﬂu( ._, _/.ﬂy v

Hier ist die Summation (Z') nur iiber diejenigen 4 zu erstrecken, fiir
die 4,* =22 gilt, da fiir die anderen (14) [bzw. (16)] gilt. Die Summe
ist daher endlich, denn da » ein fester Index ist, kann es nur endlich
viele 4, geben, fiir die (13) gilt (sonst wiirde die Reihe >’ 1/2,? im Wider-
spruch zu I. 6f nicht konvergieren).

Nun ist aber a, (v) #0 [denn sonst wire nach (10a) auch ein ¢, =0,
also keine Eigenfunktion, was ausgeschlossen ist], daher ist auch die
Summe in (17) nicht identisch null: es muB also zu jedem A? mindestens
ein gleiches 4,2 geben. Die Betrachtung der B, liefert die Umkehrung:
jedes 4,2 kommt auch unter den A2 vor. Das heiBt aber, daB die A2 mit
den 4,2 (Von der Numerierung abgesehen) identisch sind; H und ¥ haben
also tatséchlich dieselben Eigenwerte.

Nach (17) sind die «, lineare Kombinationen derjenigen v,, die zu
demselben A7 = 4,2 gehéren; die Zahl der «, ist also kleiner oder hichstens
gleich der Zahl der y,. Nach dem Hilfssatz gibt es aber ebenso viele
o, wie @, zu einem A%: daher muB es weniger oder héchstens ebenso viele
@, als yp, geben.

Geht man von f, aus, so kehrt sich die Betrachtung um, und man
findet &hnlich, daB es weniger oder hichstens ebenso viele y, als g, gibt.

Aus beiden Ergebnissen folgern wir dann, daf es genau so viele ¢,
wie y, gibt und daher auch (nach dem Hilfssatz) genau so viele o, und B,



5. E. ScamipTs Theorie der unsymmetrischen Kerne. 115

Sind die ¢, [die Eigenfunktionen von H (x, z) zu den Eigenwerten 2]
einmal ausgewahlt, so sind nach (7) die «, bis auf das Vorzeichen von 4,
eindeutig bestimmt. Man kann dieses Vorzeichen etwa als positiv fest-
setzen.

Wie wir sahen, sind die «, stets Linearkombinationen der vy, [der
Eigenfunktionen von V(x,2)]. Wir werden daher die v, zweckmiBig
so wihlen, daB3

(18) %, =1,
ist; nach (8) werden dann diese y, von selbst ein normiertes Orthogonal-

system. Wir haben dann wegen (17) A, = 4- 4, zu setzen, wobei wir noch
iiber das Vorzeichen verfiigen kénnen. Wihlen wir dieses positiv

A=2,

so sind nach (7) auch die 8, eindeutig festgelegt. Nach (7) und (10) ist
also dann ¢, =p,. Die Beziehungen (7) schreiben sich jetzt mit diesen
Vereinbarungen

w@ =24 g K@) dx
7)) =2 [p.() K 2) - dz.

Wir haben also gesehen, daf dieses gekoppelte Paar von Integralgleichungen
wivklich Losungen @, und vy, besitzt, die wiv als Eigenfunktionen von H (x, 2)
und V (x, z) erkannt haben. ERHARD SCHMIDT ist von dem Gleichungs-
paar (19) ausgegangen; er hat in seiner Arbeit im wesentlichen unseren
Weg umgekehrt beschritten.

Es sei bemerkt, daB dieses Paar zugeordneter Eigenfunktionen ¢,
und v, nichts mit der Eigenfunktion y (zu dem Eigenwert 1"’) zu tun

hat, die in der FrREDHOLMschen Theorie der unsymmetrischen Kerne
auftritt:

(19)

2(0) =47 [ K (%, u) x(u) du.

Das Gleichungspaar (19) hat vielmehr stets derartige Losungen g,, v,;
wogegen es solche y gar nicht zu geben braucht (es gibt Kerne ohne
Eigenfunktionen, siehe II,2!). Auch kann A” komplex sein.

Fiir K(x, 2) findet man (und zwar auf zwei Arten) nach (19) sofort
die Aquivalenz

(20) K(x,2) ~ D T 00 0,

denn es ist z. B. /(p,, (%) - K(x, 2) - d x der FouRIER-Koeffizient von K (x, z)
in bezug auf das System der ¢,(x). E. SCHMIDT bewies nun noch, daB
diese Aquivalenz nach Multiplikation mit einer quadratisch integrablen
Funktion f(x) und darauf folgender Integration in eine Gleichung iiber-
geht; d. h. es ist

(21) g =[K(x2) 1) -de =2 1 b g (),

8*
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wobei
(22) b=/ 1() dz =4 [e(x) ,(x) dx
gilt.

Damit also eine Funktion g (x) nach den @, (x) entwickelbar ist (absolut
und gleichmifig), geniigt schon die quellenmifige Darstellbarkeit durch
etnen Kern K(x, 2), der auch unsymmetrisch sein kann, wenn fiir diesen
nur die Aquivalenz (20) gilt und er quadratisch integrabel sowie im Mittel
stetig ist. Der Beweis ist wesentlich der gleiche wie in I. 6h und kann
daher hier fortfallen.

Diese Bemerkung ist praktisch wichtig wegen der Umkehrbarkeit
der Gedanken ,,quellenméiBige Darstellbarkeit* und ,,Entwickelbarkeit,
die wir im nichsten Abschnitt betrachten wollen.

Vorher noch das Beispiel des antisymmetrischen Kerns. Es sei

K(x,2) =—K(z, ),
sonst moégen die Voraussetzungen der Theorie gelten. Dann gibt es
nach (19) ¢,, v,, 4,, so daB
p() =2, [ ¢,(x) K (x, ) dx
7)) =2, [p, () K@ x)dx =—1, [ K(x,u)y,(x)dx

ist. Setzen wir .
@+ 1Y, =2,
so bekommen wir durch Zusammenfassen mit ¢

1 !
2o ) =32, [ K (x,u) 5, (%) dx :—mofK(u, x)y,(x)dx.

Also ist — 1A, ein rein imagindrer Eigenwert von K, 12, natiirlich
auch. K kann auch nur rein imagindre Eigenwerte haben. Denn aus

!
@ (%) :lfK(x,z)q;(z) dz
folgt durch Iterieren 0

@ (x) =/12.fl.flK(x,z)K(z,u)<p(u) dzdu :—szlK(x,z)K(u,z)qJ(u) dzdu
00 0

!
=—22fH(x, u) @ (u)du.
0
1
H= /K(x, 2) K (u, %) dz ist symmetrisch und positiv (siehe I. 6k!), weil
0
11 111

[ H(x,w)f(x) f)dxdu= [[[K(x2) Kz f(x)fu) dxdudz

00 600
1/ 1 2
=f<fK(x,z)f(x)dx> dz > 0.
0 \o

Also hat H nur positive Eigenwerte, also ist A2< 0, w.z.b. w.
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6. QuellenmifBige Darstellbarkeit und Entwickelbarkeit.

Es sei H(x,2) ein positiv definiter Kern und stetig; es gilt dann
nach dem MERcERschen Satz (I. 6k)

(1) ) =2 595 @l

wo die Reihe absolut und gleichmiBig konvergiert. Die ¢, sind die
Eigenfunktionen, die A2 die Eigenwerte von H.

Von dieser Art ist unser Musterkern (I. 2. 7), da wir fiir thn nach
(I. 6. 82) die Darstellung

2 1 YT X . Ytz
(2) H(x,2) = E —EE SN —7— - sin——
kennen. Hier ist

? n? 2 . vmx
(3) lfzvl—zn, (p,(x)zl/T-smw; .

Man kann sich nun, wenn man an den vorigen Abschnitt zuriickdenkt,
dieses H in (1) aus einem unsymmetrischen Kern K(x, z) entstanden
denken, fiir den die Aquivalenz

) K(5,2) ~ D 100

gilt. Hierbei stellen die y,(x) ein beliebig gewidhltes Orthogonalsystem
vor; vorgeschrieben sind uns nur die ¢, als Eigenfunktionen von H.

Da nach (1) die Reihe der Quadrate der Fourier-Koeffizienten
von K in bezug auf die vy,

D m AW =Hx

konvergiert, existiert nach dem FiscHER-RiEssschen Satze (II. 1) eine
solche Funktion K (%, z), von der wir noch wissen, daB sie in z quadratisch
integrabel ist. Soll K auch nach x quadratisch integrabel sein, so muB
notwendig die BessiELsche Ungleichheit (I. 6e) gelten, also auch

(5 > E e

konvergieren. Diese Bedingung kann eine Einschrinkung fiir die ge-
wihlten v, bedeuten; sind jedoch alle y, beschrinkt, so konvergiert (5)

sicherlich, da
_S. < const - E —12—
17

gilt (vgl. I.6f). Wenn wir also an das Ende des vorigen Abschnitts
zuriickdenken, kénnen wir sagen, daB zur Entwicklung einer Funktion
g(x) nach den g, (x)

1 2
AL

glx)=2¢c, ¢, (x)
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schon die quellenmaBige Darstellbarkeit durch irgendeinen derartigen
unsymmetrischen Kern K geniigt:
= [K(%,2) f(2) - daz.

Das sei am Musterkern (den wir hier mit H bezeichnen wollen) niher
ausgefithrt. Wir kénnen hier wihlen

2 YR
1/),,(2) = ]/T.COST'

Diese y, sind beschrinkt; sie bilden in 0 < x </ ein normiertes Ortho-
gonalsystem.

Differenzieren wir (2) rein formal nach z, ohne Ricksicht auf die
Konvergenz der entstehenden Reihe, so erhalten wir

Vz . sinv——ﬂx- V}: . coswzz
(6) ! ! l l — Py (x) 9, (2)
2 va _j_ B

v l

Das ist also ein Beispiel fiir einen Kern K, wie er in (4) vorkommt.
Nach der Definition (I.2.7) von H ist andererseits

X
oH -7 r<<z
(7) 9z )i—x
7 x>2.
W
gz
Iz Als Funktion von z ist also 0 H/¢z abteilungs-
‘ ~ ! weise konstant und springt bei z = x um
) I x l—x
7 A A |
Abb. 16 4 !

(Abb. 16).
Diese Treppenkurve kann man mit Hilfe der Theorie der FOURIER-

schen Reihen nach cosiilti entwickeln: man erhdlt dann tatséchlich (6).
Also gilt, was wir oben nur vermuteten,

vz
K(xz_az lZvn eosTT

Was bedeutet es nun, wenn eine Funktlon g(x) durch den Muster-
kern H(x,z) quellenmiBig dargestellt wird? Laut Definition besagt
dies zunichst, daB es ein quadratisch integrables f(x) gibt, so da83

:le(x,z)-f(z)-dz
0

gilt. Wir wissen aber nach Satz3 (I.3b), daB dies identisch ist mit
dem Randwertproblem

g =—fx, g0)=¢g@=0.
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Also heiBt ,,quellenmiBig darstellbar“ im Falle des Musterkerns:
Jede Funktion, die zweimal differenzierbar ist, deven zweite Ablettung
quadratisch integrabel ist, und die selber an den Endpunkien des Intervalls
verschwindet, ist durch den Musterkern quellenmdfig darstellbar. Sie lift

sich also nach den sinwlt—x (den Etgenfunktionen von H) absolut und

gleichmifig entwickeln.
Was heilt es aber, wenn g(x) durch K(x, z) = 8H/0z quellenmiBig
darstellbar ist? Es ist dann zunichst

1

(8) () = [K(x2)f(2)dz,
0

d. h. bei Beachtung von (7)

x

SO Y [

0
i
=—§/f<z)-dz+/f<z) dz
0 0

g(0)=¢g(l) =

=—7 /f ) dz + f(x

Daraus folgt

(8) ist also identisch mit dem Gleichungssystem

9) gx) =f(x)+c, g(0)=g@=

¢ bestimmt sich aus den beiden letzten Bedingungen. Da f2 noch inte-
grabel sein soll, muB offenbar auch g'? integrabel sein. (9) beantwortet
also die oben gestellte Frage, und nach Ende von II.5 kénnen wir
daher sagen:

Jede Funktion g(x), fiir die g quadratisch integrabel ist, und die an

den Intervallenden verschwindet, laBt sich nach den sin 222

; absolut und

gleichmifiig entwickeln.

Das ist eine Verschirfung des ersten Satzes.

Ahnliche Uberlegungen wie die soeben angestellten lassen sich auf die
Differentialgleichung

Y+ () +Ae(n]y=0
[mit p(x) > 0] tibertragen (vgl. I.3c), wenn noch die Randbedingungen

y(0) =y() =
y(©0) =y0@), (0 =y,
y'(©0)=4-y(0), y@=py@

oder

oder
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mit gegebenem 4,y (z. B. A =0, y = 0) gelten. Alle diese Bedingungen

sind zusammen mit der Differentialgleichung als ,,linear* und ,,homogen‘*

zu bezeichnen, weil mit y auch const - y eine Losung des Problems ist.

Von hier aus fithrt der Weg weiter zu den STURM-LIOUVILLEschen

Oszillationstheoremen, die etwas iiber die Anzahl der Nullstellen der

Eigenfunktionen im Zusammenhang mit dem Index » des Eigenwertes 4,
Tx

- . 2 . .
aussagen. Beispielsweise hat ¢, = VT sin > 7 auBerin x=0 und x =/

noch »—1 Nullstellen im Intervall 0 < x < /. Hierauf wollen wir aber
nicht weiter eingehen; man findet Niheres in den Lehrbiichern iiber
Differentialgleichungen, von denen hier nur BieBeErBacH! und Hom-
EISEL? erwidhnt seien.

E. ScEMIDT hat in § 15 seiner ersten Arbeit einen Satz bewiesen, der
ungefihr folgendes besagt: bei einem abgeschlossenen System wird
aus einer Aquivalenz durch Integrieren eine Gleichung. Mit diesem
Satz, der an sich nichts mit Integralgleichungen zu tun hat, erhilt man
sofort das Resultat dieser Nummer.

Noch eine Bemerkung. Man kann den Musterkern auch als Iterierten
des symmetrischen Kerns _

ymx . YL

sin sin
K(%,2) ~ E %:Mz)z% g lm !

l
auffassen. Dieser Kern 148t sich angeben. Fiir /== handelt es sich

um die Reihe 2 2 siny ¥ sinv 2z
P 7 v .

Nach der schon S. 96 in II.1 benutzten Reihe

cos2 ¥ cos3x (o x
cosx+—,—+ 3—A—+-~-=—1n(251n7‘)

ist aber

275invxsinvz__1 zYcosv(x—z) 1 ZYcosv(x—}—z)
v T2 v 2 v

:._% (ln (ZSin_“f,;vZ“) + In (Zsin sz)>

=
sin —--
_ 1 2
= m ¥ +z
sin
2
Mithin ist das obige
| . x—2z]|
sin
K=—211 I R
=—Gnl—r ir I =m).
sin 2

! BieBerBAcCH: Theorie der Differentialgleichungen. Berlin: Julius Springer 1930.
2 HonrkiseL: Gewohnliche Differentialgleichungen (Sammlung Goschen).
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7. Die polare Integralgleichung.
HILBERT nennt so die Integralgleichung

(1) N@=1Jwa?WM@MZ+ﬂ@,

wo K symmetrisch und positiv sei, ¢ (x) stetig sei, aber kein festes Zeichen
habe, vielmehr eine endliche Anzahl von Zeichenwechseln besitze,
so daB das Verfahren von I.2b, S. 6 nicht geht.

Zerlegen wir nun K nach der vorigen Nummer in

() K(x,2) = /H(x, w)H(z,u)du,

multiplizieren die obige Integralgleichung mit H(x,v) und integrieren
iiber x, so bekommen wir
111

_/y(x)H(x,v)dx:fofH(x,u)H(z,u)H(x,v);b(x) y'(z)dzdxdu—}—

000
!

+ [H(xo) f(x)dx

0

oder mit

1 !

[y(x) H(x,v)dx =Y (v), [ F(x)H(x,v)dx =F (v)
und ’ °
l
L(u,v) :fH(x,u)H(x,v)p(x)dxEL(v,u):
0 1

(3) V() =2 L(u0)Yudu+F@).

Damit ist die Symmetrisierung erreicht, es gibt nur reelle 4 und zugehérige
Y bei F = 0. Falls K abgeschlossen ist und H auch, was wir annehmen
wollen, kann Y nicht null sein, wenn nicht auch y = 0 ist.

L ist sicher nicht positiv definit, denn

SJLw,v)f@)[@)dudo = [[[ H(x,u) H(x,v)p(x) f(u) f (v) dudvdx
= [(J H(x,u) f ) du)* p (x) d .

Nun kann man g(x) so wihlen, daB es beliebig klein ist, wo p > 0, ~ 1
ist, wo p << 0 ist (oder umgekehrt), dann f(u#) so, daB

l
!Humnwmm=gm

wird (s.II.1). Dann wird das vorstehende Doppelintegral negativ
(bzw. positiv).

Eine polare Integralgleichung hat reelle, und zwar stets negative und
positive Eigenwerte; wenn K abgeschlossen ist (also positiv definit), sogar
unendlich viele. Letzteres sei ohne Beweis mitgeteilt.
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Ist nun

D (u) :lflL(u,v)(D(v)dv
0

eine Eigenfunktion von L, so setze man

:fl;b(x)H(x,u)@(u)du
0
!

=){f;b(x)H(x,u)flle(z,u)H(z,v)p(z) D(v)ydudvdz
00

0
!
=,10/;b(x)K(x,z)<p(z)dz

und hat somit auch die Eigenfunktion von K.

Vertauscht man in (1) p (%) mit p (2), so bekommt man die umgestellte
Integralgleichung. Diese hat, wie immer, dieselben Eigenwerte. Nach
Multiplizieren mit (%) und Einfithren von

p(x) y(x) =n(x)

geht aber ;
4) y(x) = [K(x,2) p() y(z) dz + f(x)
in (1) iiber. 0

Damit kann auch die Differentialgleichung in I, 3¢ fiir » < 0 oder 7
mit Zeichenwechsel als gelost angesehen werden.

8. HILBERTs erster Weg iiber ein algebraisches Problem
zur LoOsung linearer Integralgleichungen.

Es sei K(x,z) nach RIEMANN integrabel und daher beschrinkt.
Bekanntlich ist nach der Definition des RiEMaNNschen Integrals

(1) _ ff z—hmZ—f

[ee)
n—> Y=

Hierbei sind die z, Werte in den Intervallen

(- %), (L2, (23, L (i),

Man kann also niherungsweise setzen
!

@ JE@D @) dim - S K(x)-y()

0

Wir schreiben nun konsequenterweise auch die Integralgleichung

1
3) y(x) =4 [K(x,2) y(z) -dz + f (%)
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nur fiir die entsprechenden Werte x, hin; damit bekommen wir die
Gleichungen

4) (%)

I

l ”
2k ST R () ) 1) =12 m
v=1

als Niherung fiir (3). (Wir kénnen den Buchstaben z ruhig durch x
ersetzen:)
Setzen wir noch

!
(5) y(x,,)=y,,, f(xu):f;u IK(x[l’ xV)zkl""
so steht in (4) da 1...n
yu_}“zkw'yv:fw

i...n

(6) Z(a#v~lkyv)y7:fy ,u:1,2,...,n,

v

oder

wobei wir das KRONECKERsche Symbol (II.2.7) benutzen. Die Glei-
chung (6) stellt # Gleichungen fiir die » Unbekannten y, dar, mit denen
wir die gesuchte Funktion y(x) angenihert bestimmen wollen.

Ist die Determinante des Gleichungssystems (6)

von null verschieden, so ist die Auflésung nach den y, moglich, dhnlich,
wie wir schon in II. 2 sahen. Ist aber 4 ein (angendherter) Eigenwert,
d. h. ist
4(2) =o,
so ist im allgemeinen die Auflésung nach den y, unmoglich, es sei denn,
daB zwischen den f, gewisse Beziehungen bestehen. In diesem Falle
aber haben die homogenen Gleichungen von (6) (d.h. die Nidherungs-
gleichungen der homogenen Integralgleichung)
1...n

> (6, —A-k,,)y,=0 nw=1,2,...,n
mindestens eine nichttriviale Ldsung v,, denn hierfiir ist das Verschwinden
der Determinante charakteristisch. Wir treffen also wieder die Ergebnisse
des FrREDHOLMschen Alternativsatzes an und sehen hier seine eigent-
liche Quelle.

Ist der Kern symmetrisch, so ist

k,,=k

uv v
die Matrix der %,, ist dann also auch symmetrisch. Dann hat aber auch
die Gleichung

(8) ﬁl () =o0
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n reelle Losungen A, wie schon seit langem aus der Algebra bekannt
ist (vgl. II.2). (8) hat dort iibrigens den Namen ,,Sékulargleichung'.
Dieser Name entstammt der Astronomie; aber dieselbe Gleichung und
dieselbe Frage nach den Wurzeln von (8) treten in ungezihlten Schwin-
gungsaufgaben der Mechanik und der Elektrotechnik auf.

HirLBERT gelang nun von hier aus der strenge Grenziibergang von (4)
oder (6) zu dem urspriinglichen analytischen Problem (3); wir haben
uns hier lediglich auf die Mitteilung des Ergebnisses beschrinkt.

DaB aber HiiBERTs Gedanke auch praktisch brauchbar ist, hat
NvYsTROM gezeigt!. Bekanntlich bekommt man nach Gauss bei gleicher
Punktezahl # eine doppelt so groBe Genauigkeit bei der Berechnung
des Integrals, wenn man das Intervall nicht gleichmiBig in Teile Ijn = Az
teilt, sondern nach den Nullstellen der LEGENDREschen Kugelfunktionen.
NvystrOM benutzt dies sowie verwandte Integrationsmethoden von
TscHEBYCHEFF und bespricht weiter die praktische Auflésung des
Gleichungssystems, endlich vergleicht er die verschiedenen Methoden
untereinander.

9. Die Methode der unendlich vielen Variablen.
Der HILBERTsche Raum.

Auch diese Methode wurde, wie die soeben besprochene, von HILBERT
geschaffen.

Man nimmt irgendein abgeschlossenes normiertes Orthogonalsystem
von Funktionen g, (x). Dann kann man unsere Integralgleichung

l
(1) y(x)—A- [ K(x,z2) - y(z) - dz = f()
ersetzen durch 0
fy x)dx—7- ffoz Y (2) (%) -dx- dz—ff (x) - dx.

Denn durch Multlphkatlon von (1) mit ¢, und Integratlon folgt (2);
gilt aber (2), so gilt fiir alle yp,

!
Sy ) =2 T K(x,2) y(e) - dz—(9)] -, (x) - dx =0,

und daraus folgt wegen der Abgeschlossenheit der y, nach I. 6k wieder
(1) (vgl. II.1).

Wir fithren noch folgende Bezeichnungen fiir die FouriEr-Koeffi-
zienten von y und f ein:

1 l
(3) o=y p, (%) dx, a,=[F(x)-p,(x) -dx

1 Nvstr6M: Uber die praktische Aufldsung von linearen Integralgleichungen
mit Anwendungen auf Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Soc. Sci. Fenn.
Comm. Physic., Math. IV, 15, V. 5. Siehe auch Acta math. Bd. 56 (1931).
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Die Aufgabe besteht also darin, die unbekannten ¢, zu bestimmen.
Verlangen wir noch, daB y quadratisch integrabel sein soll, so muB
nach der Besserschen Ungleichheit (I. 6Ge)

2
konvergieren, und ist dies der Fall, so ist y(x) nach dem Fi1scHER-RIESs-

schen Satze (II. 1) durch die ¢, wesentlich eindeutig bestimmt. Da auch
f(x) quadratisch integrabel sein soll, muf3 ebenso

. 2 a
konvergieren.
Wir nehmen nun weiter an, dal K (x, z) nach den y, (z) entwickelbar ist

4) K(x,2) =2 5(%) ()

Fithren wir noch als Abkiirzung

(5) v,u—‘/Xv dx

ein, so nimmt schlieBlich (2) die Gestalt an

o
(6) c_u—lZa,,”w,,:a# nw=1,2,...,00.
v=1

Das ist ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen mit un-
endlich vielen Unbekannten ¢, das als Verallgemeinerung (# = oo)
des Systems aus II.2 betrachtet werden kann.

Es sei bemerkt, daB das System (6) auch dann aufgestellt werden
kann, wenn (4) nur eine Aquivalenz ist. Nun ist nach I.6k ein ab-
geschlossenes System auch vollstindig; es gilt also statt der BEssELschen
Ungleichheit die PArsevaLrsche Gleichung (I. Ge)

=) l
(7) %‘xﬁ(x) =O/ K2(x,2)-dz.

%» hat nach (5) die Fourier-Koeffizienten a,,; daher konvergiert auch

v,u;
1
Sal, =[x dx
u 0
Daher liefert die Integration von (7)
fo,, dx=2a%, = [[K*(x,2)-dx-dz.
v,

Da das Integral rechts existiert, sind alle Summen beschrinkt; daher
ist auch

(7a) 2'a, und erst recht a2,
v, 1 v

konvergent. Unter den gemachten Voraussetzungen iiber K, f, y ist
also die Summe {iber die Zeilenquadrate Z a2, des Gleichungssystems (6)
konvergent.
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Nun legt die Analogie der analytischen Geometrie des dreidimensio-
nalen Raumes eine geometrische Redeweise nahe. So, wie man die drei
Koordinaten (x,, x,, x;) eines Punktes auch als die drei Koordinaten
(Komponenten) eines Vektors ¢ auffaBt, kann man auch hier unendlich
viele Variable (x,, x,, x5,...) als die Koordinaten eines Vektors ¢ im
sogenannten HILBERTschen (unendlichdimensionalen) Rawm betrachten.

Man fithrt die Analogie noch weiter. Im Dreidimensionalen ist

A+ =P
das Quadrat der Linge von r; ebenso nennt man daher im HILBERT-
schen Raum
(8) R+ + x5+t =1]
die Liange des Vektors g, falls die Summe existiert.

Das Kennzeichen des HILBERTschen Raumes besteht gerade darin,
daf die Lange von allen in Frage stehenden Vektoren y als existent an-
genommen wird. Der HILBERTsche Rawum hat also eine Mafbestimmung.

Aus der ScuwaRzschen Ungleichheit [fiir Summen: (I. 6. 36)] folgt

m 2
o) (Znn)=sxa30
Daher existiert fiir unsere Vektoren das ,,snnere Produkt”

(10) Ly =12xv Yy

Nach (9) ist weiter (£ ) (3 % 9,)°

EenE - T =t
und dies berechtigt zur Einfithrung eines reellen Winkels «, den wir
(in Analogie zum inneren Produkt dreidimensionaler Vektoren) den

Winkel zwischen ¢ und Y nennen:

(11) znz);xyy,ﬂzl-\né-cosa-
Wir wissen, daB in der ScHwaRrzschen Ungleichheit (9) nach I. 6a
nur dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn
X, =21y,
oder anders geschrieben
r=424-y,
wo A eine reine Zahl ist. In diesem Falle ist also
cosa =1,

d.h. &« =0 oder ==, die Vektoren ¢ und y sind also ,,gleichgerichtet
oder ,,entgegengesetzt gerichtet*. Im Falle o = 90° dagegen ist

cosa =0,
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also nach (11)
(12) rp=2xy,=0.

r und y heiBen dann ,,senkrecht (orthogonal) zueinander. Jetzt konnen
wir auch den Grund fiir die schon in I. 4c benutzte Redeweise einsehen,
zwei Funktionen f(x) und g(x) orthogonal zu nennen, wenn

(13) [tg-azx=0
ist. Denn lassen sich f und g nach einem vollstindigen Orthogonal-
system von Funktionen y, entwickeln

(14) f=2a-y, g=2bv,
so kann man, da > @ und > b2 nach der ParsEvaLschen Gleichung
(I. 6. 62) konvergieren, f und g im HILBERTschen Raum durch die Vektoren

a={a,ay ...}, b={b,by,...}
darstellen. Gilt dann (13), so sind wegen

(15) 0=[fg-dx=2a, b =ab
auch die zugeordneten Vektoren orthogonal. Ubrigens gilt (15) nach
einem von HURWITZ zuerst bewiesenen Satze auch dann, wenn (14)
nur Aquivalenzen sind (vgl. die Bemerkung am Schlu von II. 6 zur
Arbeit von SCHMIDT).

Man kann nun im HILBERTSChen Raum auch quadratische Formen

(16) S‘av,u Xy u avu:auv

studieren: das sind dann, glelch einer Konstanten gesetzt, Verall-
gemeinerungen von Ellipsoiden, bzw. allgemeinen Flichen zweiten Grades
mit Mittelpunkt.

Fiir n =13 aber sind die Lsungen von

3
(17) Cy_}‘zatu'cvzo /‘:112’3(avu:aur)

v=1
dieselben wie die des Hauptachsenproblems der Fliche zweiten Grades

(18) Za,ﬂc,cﬂ—1 Ay, =a,,;

v, 1
die Losungen von (17) (¢, ¢,, ¢3) & 0 geben die Richtungen der Haupt-
achsen von (18) an. Die Ausdehnung auf » Dimensionen ist ohne weiteres
moglich.
In weiterer Verallgemeinerung stellen die Gleichungen

1...00
(19) A > a,,¢,=0 p=12,...

das Hauptachsenproblem im HILBERTschen Rawm dar (falls man sich
auf den symmetrischen Fall a, = Ay beschrinkt).
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Zur Behandlung des Hauptachsenproblems studiert man im ge-
wohnlichen Raum Drehungen. Das sind bekanntlich lineare Trans-
formationen, die den Vektor (c;, ¢, ¢5) in den Vektor (¢}, ¢, ¢3) tiberfiihren:

1...3

C:f:vau.cu

n
20, b,,=0,,, |b,]]>0.
"

Das 148t sich ebenfalls auf den HiLBERTschen Raum {ibertragen.
Man kann nun im dreidimensionalen Raum durch eine geeignete
Drehung gleichzeitig die quadratische Form

mit

. Z avu Cy Cy
in die Form Y H
c'2 ch?

1 +£5.2.
(20) R Tl

iiberfithren (Transformation auf Hauptachsen), wihrend 'c? fest
bleibt, also gleich >'¢,? wird:
2= D¢2
(Die Linge bleibt bei der Drehung erhalten.)
Damit aber geht das Gleichungssystem (17)
c,—A> a,,c,=0

in das System y

cl
(21) cp—A 55 =0 w=1,2%

"
iber, da nach (20) durch die Drehung a,, zu §,,/A, wird (die 4 sind
invariant). (21) liefert entweder A =41, oder ¢, =0. Also sind die
drei 4, die Eigenwerte, und die neuen Koordinatenachsen ¢, =0 (u =1, 2

oder 2,3 oder 3, 1) sind die Hauptachsen der Fliche zweiten Grades,
wie oben behauptet wurde.

All dieses geht genau so im HirLBErTschen Raum. Das liegt an
folgender Eigenschaft der Form

1...00
D, %, %,
v, u

wenn die Form im oben geschilderten Sinne von einem quadratisch
integrablen Kern herkommt, d. h. wenn

Z ufu
v, u
konvergiert, ist die Form ,vollstetig, d. h. es ist

(22) D Ay Xy Xy — D Ay Xy %,
v, 4 v, u
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beliebig klein (kleiner als & > 0), falls
(23) | —x,[ < ()
fiir jedes » ist, und falls X' 42 =1 gilt. Denn es gilt folgende Abschitzung

( > a,”x,x”)zgrgyz (2a xx)

v+pu=n u

da |x,| < |z|. Nach ScHwARZ ist weiter

oo Smenl) 23 3= 3= (3],

yv+pu=n y+pu==n vipu=mn

falls nur 7 groB genug gew#hlt wird, da die Reihe (7a) konvergiert. Also
ist auch

| oo ‘v-l—u«n—l v+u=n—1
| , ,\
za;y Xy Xy Zam y_< 2 a, xx_- 2 av,uxx +
1 i v+,u—1 v+u=1 ‘

0

¥ '

+‘ 24 avu v ;4 P av,uxx#
[r+p=n vip=n

€
<Ftsts=e

Denn das erste Glied rechts ist als endliche Summe stetiger Funktionen
von endlich vielen Variablen selber stetig, wird also mit (23) beliebig
klein, wihrend bei den anderen Gliedern die Abschiatzung (24) benutzt
worden ist. Damit ist also die Vollstetigkeit der quadratischen Form
nachgewiesen. [Vollstetigkeit ist bei # = co mehr als Stetigkeit. Diese
verlangt die Kleinheit von (22) bei der stirkeren Einschrinkung
D (w—x)t< ]
1

Diese Formeln gelten im HirBERTschen Raum zunichst nur fir

a,, = a,,; aber auch fiir den unsymmetrischen Fall
al’[l =%—_- au v
gewann HIrBERT die Ergebnisse FREDHOLMs.
Eine ganz groBe Leistung HILBERTs bestand aber darin, die Theorie
auf quadratische Formen
.
2 avu X, xu ’

Zavp v,
auszudehnen, die nicht mehr Vollstetlg, sondern nur noch beschrinkt
sind, d. h. fiir die bei endlich langen Vektoren

"
Za,,”x X
1

Hamel, Integralgleichungen. ]

bzw. auf Bilinearformen
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gleichmaBig beschrinkt ist. Diese Theorie fiihrt zur Theorie der Integral-
gleichungen mit singulidrem Kern, bei denen das Spektrum (d.h. die
Gesamtheit der Eigenwerte) nicht mehr diskret zu liegen braucht, sondern
auch Kontinuen enthalten kann. Derartige Spektren spielen in der
Quantentheorie eine ausschlaggebende Rolle (vgl. II. 13!).

Uber quadratische Formen mit endlich vielen Variablen unterrichten
die Lehrbiicher der Algebra, der Determinanten, der analytischen
Geometrie und der quadratischen Formen.

10. Unendlich viele lineare Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten.

Auf solche Gleichungen, die wir z. B. in (II. 9. 6) erhielten und die
wir immer

o0
(1) vgla,”-x,.zc” u=1,2...

schreiben wollen, fithren noch viele andere Aufgaben, wie etwa die
Integration der Gleichung von HiLL

(2) Y '+ y=0,
wo
p(x)=0by+ b -cosx +b,-cos2x + -

eine periodische Funktion von x ist. Gefragt wird nach den periodischen
Losungen von (2) (vgl. II.11).

Der Praktiker wird ein solches Problem [die x, aus (1) zu bestimmen ]
so anfassen, daB er nur # Gleichungen hinschreibt und auch nur » Un-
bekannte nimmt. Er geht also aus von

(3) Zav,uxv:cy [521,2,...,71.

v=1
Er weiB, daB es bei der Auflésung dieses Systems nach den unbekannten x,
auf die Determinante
(4) Ap=llay,|
ankommt, darauf, ob sie gleich oder ungleich null ist. Der Praktiker
wird daher versuchen, ob eine Theorie der ,,unendlichen Determinanten'
(5) A=1lim 4,
> 00

moglich ist, d. h. er wird versuchen, die gesuchte Losung von (1) aus
der von (3) durch Grenziibergang (# — co) zu finden.

Herce von KocH hat nun eine solche Theorie geschaffen. (Die
Literatur findet man bei F. Riess! angegeben, wo man auch tiiber alle

1 Riess, F.: Les systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues.
Collection Borel. Paris 1913.
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alteren Versuche Literaturangaben findet.) v. KocH zeigt: der Praktiker
ist mit seinem Versuch auf dem rechten Wege, wenn folgende Voraus-
setzungen erfiillt sind:

(©) ;ﬁlla»»—ﬂ

und

(7) 1;2;[“1'#_61'#‘2

konvergieren (4,, ist das KRONECKERsche Symbol), und ebenfalls kon-
vergiert

(8) 26

Man verlangt von den Unbekannten x,, daB3

9) 2%

konvergiert. Da man jede der Gleichungen (1) durch einen Faktor
dividieren kann, kann man stets erreichen, daBB 2 ¢ konvergiert : (8) kann
also stets als erfiillt angesehen werden.

Man ist mit diesen v. Kocuschen Voraussetzungen schon nahezu
im HiLBERTschen Raum, den nun ERHARD ScHMIDT, unter Verall-
gemeinerung HILBERTscher Ergebnisse, konsequent betritt .

Man kann das Gleichungssystem (1) in der geometrischen Sprache
des HiLBERTschen Raums (nach II. 9) schreiben

(10) A, r=c¢, w=1,2,...
mit
U, ={a Ao+ -}

Wie HELGE von KocH verlangt E. ScumipT, daB |z existiert (d. h.
endlich ist), im ibrigen trifft ScHMIDT nur die Voraussetzung, daB ||
endlich ist. Es soll also

(11)

Mg

2
as,

v=1

fiir jedes p konvergieren. [Im Schema der Gleichungen (1) soll also die
Summe der Zeilenquadrate konvergieren.] Das ist erheblich weniger
als das, was v. Kocr in (6) und (7) verlangt.

Man kann weiter mit Hilfe eines Einheitsvektors A" schreiben

A, = |‘II”1 U
Damit hat man statt (10)

( ‘n
(12) 91;40)'?:‘: lQ{;‘A :b;z.

1 ScumipT, ERHARD: Uber die Auflésung von linearen Gleichungen mit abzihl-
bar unendlich vielen Unbekannten. Rend. Circ. Mat. Palermo, Bd. 25 (1908).

9*
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Hierin sind die &, als bekannt zu betrachten. Die unendlich wvielen
Gleichungen (1) haben in der Form (12) den Sinn erlangt, daf man im
HiLBERTSChen Raum einen Vektor ¢ sucht, dessen Projektionen b, auf
die unendlich vielen Einheitsvektoren A gegeben sind.

ERHARD ScHMIDT orthogonalisiert nun die AP analog zu dem in
I. 6¢ geschilderten Verfahren. Er wiahlt also neue Einheitsvektoren B, ":

’ 58(10) — %lo)
B = UL + AL,
so dal B BY — 0 AL 4 FAY YL =0,
und B2 — o2 YO 4 26 f AT UL + f2ALE = 1

ist. Hieraus werden «, 8 bestimmt, falls % und ¥ voneinander
unabhingig sind:

AP =2 AL .
So fahren wir fort. Wir erhalten so aus (12) das Gleichungssystem
BV =b=aq,
(13) BYr=0ob +Pb,=a,.

Es kann sein, daB die Orthogonalisierung bei dem #. Schritt versagt:
das tritt dann und nur dann ein, wenn AL von A, AL, ..., AV,
linear abhingig ist, wenn also
(14) 2k U =0

1

gilt mit nicht sidmtlich verschwindenden Konstanten %, Dann muf
nach (12) die entsprechende Beziehung zwischen den b, bestehen:

(15) S'k,-b,=0.

Gilt dies nicht, so sind die unendlich vielen Gleichungen (1) [oder (12)]
widerspruchsvoll: sie haben dann iiberhaupt keine Lésung ¢. Gilt aber (15)
zugleich mit (14), dann liBt man im Verlauf der Orthogonalisierung
einfach die abhingigen %Y fort und streicht die zugehérigen abhingigen,
also iberfliissigen Gleichungen

QI;? ! L= bn-

Liegt also kein Widerspruch vor, so erhalten wir aus (12) nach (13)
das Gleichungssystem

(16) B¢ =a, v=1,2,.

mit orthogonalen Einheitsvektoren B.
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Wir sehen also, daB die a,, die als bekannt gelten diirfen, die Koordi-
naten des gesuchten Vektors ¢ in dem Orthogonalsystem der B sind;
es ist also

1...00
(17) r=2'a,BY

eine Losung des Systems (16). Diese Gleichung schreibt sich auch

l...00
xﬂzzuﬂ.buv %5:0):{61,,, bg,,,...}.

Soll ¢ ein HiLBERTscher Vektor sein, so mu3 er nach II. 9 eine end-
liche Linge haben, also muf}
2'a;

konvergieren. Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend fiir die
Existenz von g.

Die gefundene Loésung p ist eindeutig, wenn das System der B
,,Vollstindig’* ist: d. h. wenn ein Vektor, dessen simtliche Koordinaten
in bezug auf die B\ verschwinden, identisch null sein muB (vgl. die
Vollstandigkeit von Funktionensystemen in I. 6k).

Diese Vollstandigkeit der B sowie die Abhingigkeit der UA® von-
einander kann von vornherein durch die Betrachtung gewisser Determi-
nanten aus den a,, festgestellt werden. Diese Determinanten haben
als Elemente die inneren Produkte

1...00
QI# 9’[0:: Z Ay Ay :I?I#I 'IQ«[,J[ *COS o, 5.

Nach der geschilderten Umformung der ¥, zu den 9" haben diese inneren
Produkte den Wert §,,,, so daB also die Determinante (GRaMscke Determi-
nante geheillen)

(18) Ay =2, %, ’;}:1,2,...,n

den Wert 1 hat. Notwendig und hinreichend dafiir, da3 die # ersten %,
voneinander unabhingig sind, ist nun, daB die 4, auch vor der Um-
formung nicht null sind (vgl. II. 1, Anhang).

Damit die B} vollstindig sind (d.h. daB man sicher ist, die ein-
deutige Losung des Systems gefunden zu haben, wenn man eine Lésung
kennt), miissen die a,, noch eine weitere Bedingung erfiillen. Es diirfen
in unserem System (1) gewissermalBen keine Gleichungen fehlen. Aber
woran erkennt man das bei unendlich vielen Gleichungen ?

Wenn wir # Gleichungen mit # Unbekannten haben, und wir haben
sie orthogonalisiert und normiert

n

(19) By =2 b,,%x,=a, y=1,2,...,n,
u=1
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so bedeuten die Koeffizienten b,, einer Zeile (4 =1, ..., n) die Koordi-
naten des Einheitsvektors 8% im #z-dimensionalen Raum. Aber auch
die Koeffizienten b,, (v =1, ..., n) einer Spalte bedeuten die Koordinaten.
eines Vektors: nimlich des ». Achseneinheitsvektors, ausgedriickt im
System der B?. Diese Achseneinheitsvektoren bilden auch ein #-Bein
(d. h. sie sind orthogonalisiert und normiert). Wie also aus der ana-
lytischen Geometrie wohlbekannt ist, mu3 auch die Summe der Koeffi-
zientenquadrate einer Spalte

(20) Zf b2, =1

v=1
sein (denn das ist das Quadrat der Linge des ». Achseneinheitsvektors).
Wiirde (20) kleiner als 1 sein, so fehlte im Gleichungssystem (19)
eine Zeile: wir haben mehr Unbekannte x, als Gleichungen. Das 148t

sich nun auf den HiLBERTschen Raum iibertragen: nach vorgenommener
Orthogonalisierung und Normierung (B{'? =1) muB auch hier

D02, =1 fir alle u

v=1
sein, wenn in dem unendlichen System (1) keine Gleichung fehlen soll.
Auch diese Bedingung 148t sich als eine Bedingung der a,, (also vor der
Orthogonalisierung der %,) ausdriicken. Gilt diese Bedingung, so sind
unsere unendlich vielen Gleichungen eindeutig auflésbar.

11. Die MATHIEUsche Gleichung.

Als Beispiel fiir die Methode der unendlich vielen Gleichungen mit
unendlich vielen Unbekannten nehmen wir einen Sonderfall der Hirr-
schen Gleichung (II. 10. 2)

(1) y' 4+ A+2h-cosx)-y=0,

die sogenannte MaTHIEUsche Gleichung. Von dieser suchen wir ins-
besondere die MaThHIEUschen Funktionen erster Art als Loésung, d. h.
Lésungen der Form

(o]
(2) y=-12—00+ Ec,~cosvx*.
v=1
(Also gerade und von der Periode 2 7.)
Durch Einsetzen dieses Ansatzes nebst
Y =—D'v%-c,-cosvx
erhilt man

* Vgl. den Aufsatz von StrutT: Erg. Math. Bd. 1 (1932) Heft 3, wo man weiteres
findet.
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2(&—1}2)-c,-cosvx—|—%).co+hco-cosx—l—

1

o0
+2h- E c,-cosvx-cosx =0,
1

oder o
2(l—v2) -cv-cosvx—f—%lco-—i—hco-cosx%—
1 0
+h-2 ¢, [cos(v + 1) x + cos(v—1) x] =0,
oder 1
(%lco —i—hcl> +cosx [(A—1)c, +hcyg+ hey] +
3)

+Zcosvx [(A—»®-c,+ ey +he,01] =0.
-

Hieraus folgt sofort das System der unendlich vielen homogenen
Gleichungen fiir die unendlich vielen Unbekannten c,:
%Z co+he;=0
hecg+@A—1)c;+hey,=0
(4) hoci +(A—2%cy+he;=0

hey_y+ (A—12)c, +he,p1=0.

Hier ist die ScumiDTsche Theorie direkt anwendbar, da in jeder Zeile
nur drei Glieder stehen, die Summe der Zeilenquadrate [nach (II. 10. 11):
Zafu] also existiert. Ebenfalls stellt man unschwer fest, daB alle Zeilen

unabhingig voneinander sind (bei beliebigem % und 2). Es muB dann
weiter die Theorie ScHMIDTs fiir die homogenen Gleichungen angewendet
werden, die wir nicht einmal angedeutet haben (§ 9, 10, 11 der ScCHMIDT-
schen Arbeit).

Wollen wir die v. Kocasche Theorie (II. 10) anwenden, so dividieren
wir erst die Zeilen durch 4,A—1, A—22,...,A—»2, ..., wobei wir noch
annehmen wollen, daB keine dieser GréBen null sei. Dann bekommen wir
ein Gleichungssystem mit lauter Einsen in der Hauptdiagonale (bis auf
die linke obere Ecke). Wir schreiben uns das Koeffizientensystem
von (4) auf:

Tk
2 a
h B
(5) per L Ry
h h
A—22 1 A—22
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Man sieht sofort, daB alle v. Kocuschen Voraussetzungen erfiillt sind:

bis auf » =0 ist stets
a

vy~ =0,

also konvergiert '|a,,—1| bestimmt. Ferner entnimmt man dem
Schema, daB3 v

h? h? h?
Z(a“‘—évﬂ)zz%;{_ﬁ_}_z (1_1)2 +2(1_22)2 + -

v, 0

ist. Diese Reihe konvergiert wie 3 1/»%. SchlieBlich konvergiert auch
N2, da alle ¢,= 0 sind.

Wir kénnen also nach II. 10 die Folge der Determinanten A4, bilden,
und wir sind dann sicher, da die Gleichungen

4,=0
bei hinreichend groBem # die gesuchte Beziehung zwischen 4 und 4

mit beliebiger Genauigkeit finden lassen.
So gibt z. B. die dritte Naherung

1 h
22
h h 1 1 h? h?
d=\7=7 1 =7 =332 (1_1)(;.—4)_;.(;.—1):0’
h
0 A— 22 1
oder

AA—1)(A—4) =h2(31—8).

Natiirlich ist diese Naherung nur fiir hinreichend kleine A und % brauchbar.

12. ABELs Integralgleichung.

Diese Integralgleichung, die wir jetzt betrachten wollen, ist vielleicht
die dlteste (siehe Einleitung!). Sie entstammt folgendem Problem der
i Mechanik:

z Auf einer glatten Bahn in vertikaler Ebene
gleitet ein Koérper widerstandslos unter alleiniger
Einwirkung der Schwerkraft herab. Wie groB ist

7 seine Fallzeit (Abb.17)?

Abb. 17. ’ Um diese Frage beantworten zu kénnen, fithren
wir folgende Bezeichnungen ein:

x sei die Hohe der Anfangslage P des Ké&rpers, den wir punktférmig
annehmen, z sei die Hohe irgendeiner Zwischenlage, und 0 sei die Hohe
der Endlage. s sei die Bogenlidnge des in der Zeit { vom K&rper zuriick-
gelegten Weges.

Nach dem Energiegesetz gilt nun fiir die Bahngeschwindigkeit des
Koérpers

Y4

ds
v=—, =) 2g(x—2)

I
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(g = 9,81 m/sec?), daher ist die Fallzeit, die der Kérper braucht, um
von P nach 0 zu kommen,

0
1 s'(2)-dz

dt = —
" /‘ Vzg(x—z) " V2 V—x—z
,1 2=

r =2

Bei gegebener Bahn s =s(z) gibt uns diese Formel die gesuchte Fall-
zeit 7. Wir fragen nun umgekehrt: 7T'(x) sei als Funktion von x gegeben

(2) T(x) =f(x).

Welche Kurve s(z) ist dann so beschaffen, daB die Fallzeit fiir einen
Korper, der auf ihr von P nach 0 fillt, f(x) ist? [Ist f(x) konstant, so
liegt das Problem der Isochromen vor: man sucht Kurven, bei denen
die Falizeit von der Fallhéhe unabhingig ist.]

Wir suchen also

) y(2) =—

(s" ist negativ, da die Kurve fallen muB). Aus (1) folgt dann fiir y(z)
eine VOLTERRAsche Integralgleichung

. xy(z)~dz
(4) f(x) = / e
mit dem Kern K = 7 . Dieser Kern wird von der Ordnung —- an der

X — Z

Stelle ¥ = z unendlich: er ist daher nicht quadratisch integrabel, da zwar

: dz

Vo—z’
0

aber nicht mehr

x
dz
=
0

existiert (vgl. I.6f). Die ScumiDTsche Theorie ist also nicht mehr
anwendbar.

Hier hilft uns der Prozef des ,,Glattens weiter, den wir im nichsten
Abschnitt allgemeiner besprechen werden.

Wir multiplizieren (4) mit dem Kern

1

Vi—x
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und integrieren nach x von O bis #. Wir bekommen so:

uf(x)dx:f dx fy(z)-dz
) Vu—x Vu—x Yr—z
=0 x=0 z2=0

Das zweifache Integral rechts kann man als Doppelintegral in der
x-2-Ebene iiber das schraffierte Dreieck auffassen (Abb. 18): statt erst
wie oben iiber z von 0 bis ¥ und dann iiber x von O bis u
zu integrieren, iiberstreicht man das Integrationsgebiet,
nimlich das schraffierte Dreieck, auch gerade einmal,
wenn man erst iiber x von z bis # und dann iiber z von 0
N bis % integriert. Daher kann man die rechte Seite von (5)

u A X
Abb. 18. auch so schreiben

%

(6) /[ /Vu—xz()x—z dx] dz= /y LJ;W?—_%%]dZ

xX=1z

Das innere Integral ist der iterierte Kern K,(u, z); er kann elementar
berechnet werden und ergibt den konstanten Wert z. Also bleibt nach
(5) und (6)

(7 [ y() - dz = ’;j_x .

! sei die gesamte Bogenlinge, die der K(')'rper auf der Kurve durchliuft;
da nach (3)

1 ’
3’=—E'S(z)

ist, wird also (7):

\ 1 I
(8) I—s(u 1/2 f u-—x’

dx

(9) =" VZ du *ﬁ:

Damit die Kurve eine nach der Vertlkalkoordmate u differenzierbare
Bogenlinge besitzt, mull daher

f
Vu—x

eine differenzierbare Funktion von # sein, was wegen des Nenners ]/;t—x
im Integral auch bei stetigem f(x) keineswegs selbstverstindlich ist.
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Das Problem der Isochrone (f(x) = T =const) l6st sich jetzt so:
es ist doch
T /Vu_x —2T -V,

s’ 1/2gnv‘

also nach (9)

& sei die horizontale Koordinate der gesuchten Kurve (s. Abb. 17), so da3

2
It =d@ +d =2g 5 L .az,

also
T2 1 Ya—z

worin T2

a :2g.—ﬁ?>0
ist. Setzt man weiter (da 0 < z< a sein muB)

. a
(11) z=a-sinp=--(1—cos2¢),
so folgt aus (10) ’
(12) E:f2“'0052¢'d¢=%(2¢—I—sin2(p).

0

(p =0 ist in den Anfangspunkt O gelegt worden, wo z und & ebenfalls
null werden.) Die Kurve bestimmt sich also nach (11) und (12) als eine
spitze Zykloide.

Wir haben bisher nur bewiesen, daB, falls {iberhaupt eine Losung
unseres Problems existiert, es die in (7) gefundene ist. Durch Einsetzen
dieser Loésung in die Integralgleichung (4) ist nun noch, besonders im
allgemeinen Fall, nachzuweisen, daB sie wirklich dieser Gleichung geniigt.
Man erkennt so in der Tat die Richtigkeit unserer Losung (vgl. das
Buch von BOCHER).

13. Singulare Kerne. Beispiele.

In der Praxis sind die Kerne meist regulir im Sinne von 1. 6f, sogar
analytisch, bis auf die Stelle x =z oder x =0 oder x =!. Der Kern
ist jedenfalls dann quadratisch integrabel, wenn die Ordnung des even-
tuellen Unendlichwerdens kleiner als 1/, ist (vgl. II. 12). Daher stort
eine logarithmische Unstetigkeit nicht, da lg ] x— z| von niederer Ordnung
unendlich wird fiir x = z als jede Potenz | *: sie zerstort auch nicht
die mittlere Stetigkeit des Kerns (vgl. I. 6f).

Ist die Ordnung des Unendlichwerdens aber 1/, oder groBer als Y/,
jedoch kleiner als 1 (sonst ist der Kern tiberhaupt nicht mehr integrabel),
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so ist der Kern nicht mehr quadratisch integrabel. Man kann dann aber
die Integralglelchung

(1) x) =21 foz y(z)-dz +f(x)

,.gldtten”, indem man sie mit K (#, x) multipliziert und nach x integriert,
womit man

/y K (u, x) dx-—lfK (u, 2) y(z)-dz—{—flK(u,x)-f(x)-dx

erhdlt (K sei im folgenden als symmetrisch vorausgesetzt). Die linke
Seite dieser Gleichung ist nach (1) aber gleich % (v () —fw)), so daB
man schlieBlich

1
() y(w) =22 Ky(u,2)-y(z) - dz + f(u +1/K (u, x) - f(x) - dx
6
bekommt.
K, ist in der Regel ,,glatter* als K. Ist z. B. K von der Form (x =
sei die einzige singulire Stelle)
H(x,z)
|#—z
wo H (x, z) stetig ist, so zeigt man leicht, daB
1

a<1,

Ky(x,2) = [ -zwHws)

[ e[ —ul®

die Form 0
__H, (%.2)

‘x_z‘Za—I

hat, wo H, regulir ist. (Beweis dhnlich wie am Schlusse von I. 6f.)
Es ist aber
20—1 =a—(1—a) < «,

da o< 1. Eine nochmalige Glittung von (2), d. h. Ubergang von K,
zu K,, ergibt als Ordnung des Unendlichwerdens von K,

22a—1)—1=4a—3,
eine abermalige Glittung ergibt die Ordnung

2(40—3)—1 =8a—7,
und ein . Schritt ergibt schlieBlich die Ordnung

P — (2" —1) =1—2"1—a).

Wenn o<1, wird 1—2"(1 —«) sicher einmal null oder negativ, also
auch einmal kleiner als ¥/,. Der zugehérige Kern K, ist dann quadratisch

integrabel; auf ihn wird also nach I. 6f die ScumipTsche Theorie und
schlieBlich auch die FREDHOLMsche anwendbar.
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Mit anderen Worten: die Konvergenz, bzw. Gleichheit von

Ky 2)= D 5 9a(0) 02

tritt erst bei den hoheren Kernen ein (vgl. Satz 21a in I.6g). Das
dndert wenig an den Ergebnissen der ScaMiptschen Theorie.

Dagegen dndert sich das Evgebnis ganz wesentlich, wenn die Ordnung
des Unendlichwerdens des Kernes (etwa filr x = z oder an den Enden des
Integrationsintervalles) die erste wird (d. h. K wird unendlich wie z. B.
1/x—z). Es braucht dann weder der Satz von der Existenz eines Eigen-
wertes noch der von threr diskveten Lage vichitg zu bletben. Wiy werden
im allgemeinen kontinuierliche Spekira zu evwarten haben, so, wie wenn
in der HILBERTschen Theorie nach Schiufl von II. 9 die bilineare Form

Z avyxr yy

zwar noch beschrankt, aber wnicht mehr vollstetig ist.

Derartige Verhiltnisse liegen auch bei Integralgleichungen mit un-
begrenztem Integrationsintervall vor

(3) y(x)= [ K(x,2)-y(2) -dz + f(x).
(1]

Setzt man . ] it

z=lg7:—lgt, x:lg?, dz:—T,
so folgt L

dt
(4 Y@ =24 [ K (~lgr,—1gt) Y (§) 5 +F (1),
0

wenn man noch
y(@) =y(=lgr) =Y(), [(*)=F/—lgr)=r(r)
setzt. Der Kern der neuen Integralgleichung (4)

1
+ K(—lgr,—1gt)

wird aber fiir £ =0 in der Regel unendlich von der ersten Ordnung,
wenn K (x, 2) fiir z— oo beschriankt bleibt.
Hat der Kern die Form
H(x,2)

X —2z

(H sei stetig), so muB3 man dem Integral der Integralgleichung (1), damit
es iiberhaupt einen Sinn hat, den sogenannten CAUCHYschen Hauptwert
geben, d.h. den Wert

z—¢ 1
(42) lim(f + />:
e—>0 \0 z+ &

oder man muB einen anderen Wert vereinbaren.
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-Wir betrachten nun mehrere Beispiele fiir derartige singuldre Kerne.

1. Wir machen folgende Voraussetzungen: die Funktionf (x +:y) =f(2)
sei in einem Gebiet G der komplexen Zahlenebene regulir analytisch,
und eine geschlossene Kurve C liege so in diesem Gebiet, daB auch das
Innere von C ganz zu G gehért. Dann gilt bekanntlich die CAucHysche
Formel

{f(C) fiir ¢ innerhalb von C
~ lo fiir ¢ auBerhalb von C.

1 f(2)-dz
5) R

(Abb. 19). Wenn aber { auf C liegt, und wenn diese Kurve in { eine
Tangente hat, gilt

(6) e R LR I oF
¢

hierbei ist fiir das Integral der oben erklirte CAuCHY-
sche Hauptwert zu nehmen. (6) ist eine singuldre
Integralgleichung fiir f({) mit dem Kern 1/z—{ und
dem Eigenwert 1/7¢; alle im geschilderten Sinne in
dem Gebiet G reguliren Funktionen f({) sind Eigenfunktionen (daB
alle Funktionen komplex sind, ist unwesentlich). Hier sehen wir schon
eine Abweichung von den Verhiltnissen bei reguliren Kernen: zu einem
Eigenwert (A =1/m?) gehéren unendlich viele unabhingige Eigen-
funktionen f({). Der Kern ist auch noch antisymmetrisch; vgl. II. 5!

2. Das Fouriersche Integraltheorem kann im einfachsten Fall so
formuliert werden:

Ist f(x) stetig, von beschrinkter Schwankung, und ist es absolut
integrabel von 0 bis co, so existiert

Abb. 19.

) e =2 [10-cos(xn) - dz, x20,
0

und diese Gleichung 148t sich umkehren zu

(8) f(x):_V%-/g(z)-cos(xz)-dz.

[f(x) ist z. B. von beschrinkter Schwankung in 0...co, wenn es
in jedem endlichen Intervall 0. ../ nur endlich viele Maxima und Minima

hat; es ist in 0...oco0 absolut integrabel, wenn f\f(x)[dx existiert.]

Die Addition von (7) und (8) gibt mit A(x) i]‘(x) +g(x):

) h(x) =‘I/% -/h(z) -cos(x2) -dz.
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Der symmetrische beschrinkte Kern cos(x2) hat also im Intervall 0. . .00
beim Eigenwert 1/2—/7} (dies ist iibrigens sein einziger) die unendlich
vielen Eigenfunktionen % =/f 4-g.

3. HILBERT gab ein dhnliches Beispiel an. Es ldBt sich

(10) (x) =0f1 ctg(x—2) g (2) - dz
bei

0/l'g(z) dz=0
umkehren zu
(11) g(%) =—fctgn<x—z) f(z) -dz
mit

flf(z) dz=0

[Da ctgx an der Stelle 0 einen Pol besitzt, sind diese Integrale als
CaucHysche Hauptwerte (4a) aufzufassen.]

Setzen wir hier

h(x) =f(x) +i-g(x),

so erhalten wir aus (10) und (11)
1
(12) h(x):—i/ctgn(x-z)-h(z)-dz.
0

Also hat der singulire antisymmetrische Kern ctgm (x—z) (=—ctgm (z—%))
zu dem Eigenwert — ¢ unendlich viele komplexe Eigenfunktionen, natiir-
lich ebenso zu - 1.

4. Von PicaRrD rithrt folgendes einfache Beispiel fiir einen singulidren
Kern her. Man zeigt leicht, daB die Integralgleichung

+ o0
(13) y(x)=2- [ e7l*=y () -dz+ £ (%)
bei zweimal differenzierbarem f(x) mit der Differentialgleichung

(14) V' +@2A—1) -y =¢gx) =["—

wesentlich identisch ist. Man fithre nur die rechtsstehende Operation
aus. Die Losung der zu (14) homogenen Gleichung

y' +@2A—1)-y=0

(15) y=2A" et* 4 B-e #*
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mit
(16) ut=1—22.
A und B sind konstant.

Die selbstverstdndliche Forderung, daBl das Integral in (13) existieren
soll, liefert uns noch als Bedingung fiir den reellen Teil von u:
(17) —1<Ru) < +1.
Alle u, die (17) erfiillen, liefern in (15) Lésungen der homogenen Integral-
gleichung (f (x) = 0): die dazugehérigen A sind also Eigenwerte von (13).
Diese 1 erfiillen aber das Innere einer Parabel der komplexen A-Ebene;
die Eigenwerte liegen also nicht mehr diskret, wir haben vielmehr ein
kontinuierliches Spektrum. Da A und B frei bleiben, gibt es zu jedem
dieser 4 noch zwei unabhingige Eigenfunktionen. Dabei ist der Kern
e~ 1#~%l symmetrisch und beschriankt; er konvergiert sogar fiir x — 4- oo
starker als jede Potenz |x—z|°‘ gegen null. Die Abweichung von den
Ergebnissen der ScumipTschen Theorie wird hier also allein durch das
Intervall —oo...co hervorgerufen.

Zur Literatur ist noch zu bemerken, daB die Integralgleichung

+00
y (%) :l-_fooK(z—x) y(z) - dz

von BocuNER! untersucht wurde, wihrend N. WieNeEr und E. Hopr2
die schwierigere Gleichung

y(x) =24 [K(z—x) y(2)dz
betrachteten. ’
An diesen Teil der Theorie der singuliren Kerne grenzt auch das
ganze Kapitel der Integraltransformationen an, wie z. B. die Theorie der
LArLACESchen Transformation 3

Fa) = o=t g(e) -z,

iiber die eine umfangreiche Spezialliteratur besteht. Wir dienen unseren
Lesern vielleicht am besten, wenn wir auf die zahlreichen Arbeiten von
DoETscH mit ihren vielen Anwendungen hinweisen, besonders auf die
zusammenfassenden und orientierenden Aufsitze in dem Jahresbericht
d. Dtsch. Math. Ver. und in CRELLEs Journal. DOETSCH hat in diesen
Arbeiten auch eine strenge Grundlage fiir die HEaviSIDEsche Operatoren-
methode geschaffen.

Die #ltere Literatur tber singulire Integralgleichungen findet man
in dem Enzyklopidieartikel von HELLINGER und TOEPLITZ verzeichnet.

1 BocHNER: Berl. Akad. Ber. 1930.

2 WiIENER, N. u. E. HopF: Berl. Akad. Ber. 1931.

3 DoEtscH, G.:Theorie und Anwendung der LarLacE-Transformation. Berlin:
Julius Springer 1937.
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14a. Eine Integralgleichung aus der Theorie
der Tragfliigel.

Nach Fucus-Horr-SEEWALD! spielt in der Theorie der Tragfliigel
die Integralgleichung va
1 -d
(1) Ty %Z)_—x—z:f(x) —a<x<+a
eine Rolle; f(x) ist gegeben, y(z) gesucht. Das Integral ist als CAucHY-
scher Hauptwert zu verstehen; die Integralgleichung ist (wegen der
Stelle ¥ =z) singuldr.

(Vergleiche zum folgenden das Beispiel in II. 1!)

Wir setzen zunichst

(2) z=—a-cosy, x=-—a-cos@p, dz=a-siny-dy

und erhalten damit

6) i [ ey =l cosq).
Es sei weiter ‘

y(—a-cosy) siny =Y (p)
@ { fl—a-cosq) —F (p)

gesetzt. Dann nimmt die Integralgleichung (3) die Form an

\ [ Y(y)-dy _

(5) 27 ) cosg— cosy =F ().
0
Alle hier vorkommenden Funktionen sind im Intervall 0...n erklirt
oder gesucht. Fir dieses Intervall spielen nun die Funktionen cosng
(rn=0,1,2,...) die Rolle eines abgeschlossenen Systems (s. II.1 u. IL.15!).
Setzen wir insbesondere Y (y) = cosny, so erhalten wir den Hilfssatz:
Es ist

©)

~‘/‘ cosn y d sinn(p n=0,1,2,...
COS @ — COS Y Y= sin @ O<op<m.

Zum Beweis schreiben wir, was wir bei geraden Funktionen stets
tun diirfen, fiir die linke Seite von (6)
+

1 cosn
(7) 27 COsS p — Ccos Yy ¥
-
und setzen jetzt
1, . . 1 . .
coszp:;(e“/’%—e*”/’), cosnzp:;(em"’—%—e"”"’),

dy = d(e'¥) e

7

1 FucHs-HoPF-SEEWALD: Aerodynamik Bd. 2, 2. Aufl. S. §2f.
Hamel, Integralgleichungen. 10
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Wir erhalten so aus (7)..:
p=n ) -
1 etnw+e—z1tw ;
B —aiw [ m e,
Wir setzen noch v=-=

eV =z
und fithren demnach die Integration in (8) iber den Einheitskreis der
komplexen z-Ebene aus:

© T e st

T 2ia S 2+ 1—2cosg-z

Nun hat die in (9) zu integrierende Funktion singuldre Stellen:
erstens auf dem Rande des Einheitskreises, nimlich dort, wo
224+1—2cosp-2=0
ist, d. h. wo + S@a

z=Ccosp+ )/ cos?p—1=cosg+i -sing =e*i?
ist, und zweitens fiir z = 0.

Nach dem Residuensatz der Funktionentheorie kénnen die Residuen
des Integranden in (9) fiir diese drei singuldren Stellen gesondert be-
rechnet und dann addiert werden: die Summe dieser Residuen gibt
dann den Wert des Integrales (9).

Nach (II. 13. 6) ergeben die beiden ersten singuliren Stellen gemiB

der Darstellung von (9) — es handelt sich wieder um Hauptwerte —
1 P
— . ETE g
2im Sg(z_ew> (Z_e—w> z
den Anteil ) . ) )
1 { e1ttw+e—1uq7 e—rzfup +7e"“pl

!

. e e —e . ,
e’ —e 7 e~ P __giv |

2

der im ganzen null ergibt. Es bleibt daher nur noch das Residuum
fiir z = 0 zu bestimmen. Hierbei gibt das Glied mit z” iiberhaupt nichts,
es bedarf nur

1 Z_ n
(10) —zmﬁlg(z_ew)(z_e—wﬂz
einer Untersuchung.
Das Integral in (10) kénnen wir jetzt, da die Wirkung der Randstellen
¢'? e~ *?untersucht worden ist, auf einen kleinen Kreis um z= 0 erstrecken.
Dort gilt die Entwicklung

— —1
z= " 2"

(z— ei"’) (z— e_i"’) B (1— ze““”) (:;ei—q’)




(11)
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Von dieser Reihe gibt nach dem Residuensatz aber nur das Glied mit
1/z, also mit » 4+ p =#n—1, etwas von null Verschiedenes, niamlich

n—1

. ) ) 1_8—2»~i-<p
N 61(;4—1')11) — 61(11-1—21')<p — gt(n-l)(p L z .
1 ~2i¢
— €
v+u=n—1 =0
et(n-l)(p_e(—n—l)~1~(p ein(p_e—znq; sinn(p
= § — o 2i® P __ 9~ sing °

Das ist bis auf das Vorzeichen der Wert des Integrales (9), d. h. des
Integrales (7), womit der Hilfssatz (6) bewiesen ist.

In diesem Hilfssatz ist fiir # =0 der Sonderfall
(12) L dw

7 ) cosp—cosy =
0

enthalten, so daB sicher im Y () eine additive Konstante frei bleibt.
Nun kénnen wir daran gehen, die Integralgleichung (5) unter geringen
Voraussetzungen zu lésen.
Auch die sinng(n =1,2,3,...) bilden im Intervall 0 < ¢ <z ein
abgeschlossenes System. Wir setzen nun voraus, da3
F(p)-sing =f(—a-cosg) - sing

die FouriErsche Entwicklung

1 .
- E b, sinng
[e9)

(13) Flg) =— 5 D bt

n=1

ist. Dann ist nach dem Hilfssatz (6) und nach (12) offenbar

gestattet, so daB

(14) Yy = ;—bo+26n'cosnw

n=1

eine Losung fir Y (), wo by noch frei bleibt; es muB nur angenommen
werden, daB3 die Reihe i
2 b,-cosny

auch konvergiert. Das gesuchte y(z) bestimmt sich dann nach (4) zu
Y( 1 /1
y(0) = y(—a-cosy) =) =gy (200t an'ws’“”)
1 1 \
(15) = <Ebo—f—2bn~cosnw},

1 —

at
10*
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wo dann nach (2) fiir cos#y die bekannten Polynome in

. z

Cosy = 7

eingesetzt werden konnen.
Suchen wir nur Loésungen, die zu der Klasse der so darstellbaren

Funktionen gehoren, so sind unsere Losungen (15) offenbar die einzigen.
Auch flugtechnisch bemerkenswert ist, daB y(z) an den Enden des

Intervalls O...7 unendlich werden kann wie

14b. Die Integralgleichung von L. FOpPPL
(Héarteproblem von HERTZ).

L. FoppL! hat die Ableitung der HErTzschen Hirteformel auf die
Integralgleichung

P (g)-ak
(1) P =)

zuriickgefiihrt; insbesondere soll die gegebene Funktion f(x) konstant
sein. p(x) wird gesucht. Das durch HERrTz bekannte Resultat wird
von FOPPL nur verifiziert; daher wollen wir es hier ableiten, indem
wir die vorstehende Integralgleichung mit nur wenig einschrinkenden
Voraussetzungen iiber f(x) l6sen; die Methode ist dieselbe wie in 14a.
Die Integralgleichung (1) ist von erster Art, sie hat einen bei x = + &
singuldren Kern; daher ist das Integral als CaucHyscher Hauptwert
zu verstehen.
Wir nehmen wie FOppL an, daB f(x) und p(x) gerade Funktionen
sind. Wir setzen
(2) E=a-sing
(—a <& < 4+ a) und erhalten aus (1)

+
(3) a/‘p(a-singv)-cosqy-dzp —f(x).

2 — g?-sin @

Ferner setzen wir

(4) 2=y
und verlangen iiberdies von der gesuchten Funktion # (x), daB 4 (a-sin ¢)
-cosg die gleichmiBig konvergente Entwicklung gestattet

oo +oo
(5) ﬁ(aSimP)'COS(P:%Co +20n-cosmp=%c"2ei"w,
1 — o0

L FoppL, L.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 16, Heft 3, S. 169, Formel 19.
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wobei wir noch
(6) Cen =Cip
setzen (cos nyYy= % (@"v+ei¥); ¢, ist reell).

Diese Voraussetzungen iiber 4 (x) driicken neben gewissen Regularitéts-
eigenschaften dieser Funktion aus, daB erstens p (x) eine gerade Funktion
ist, und daB zweitens p(a -sing) - cos@ die Periode z besitzt, da in der
Entwicklungsformel (5) nur die geraden Vielfachen von ¢ auftreten.
p(a - sing) ist zunédchst nur im Intervall —z/2- - - + /2 definiert, daher
muB, um die Fourier-Entwicklung (5) zu ermdglichen, iiber die Grenzen
-+ m/2 hinaus periodisch fortgesetzt werden; das bedeutet aber keine
Beschrinkung fiir ¢ (x).

Wir fithren nun ein

; dz .
v g=v, =idy 2] =1.
Damit wird
(8) plasing) - cosgp= .2 6 =F

Damit gehen wir in die Integralglelchung (3) hinein

:7‘27 F(z)-dz ) —
(9) f(x) 23 %%az[zz—kiﬁ—':z3(’*2“’;“2)]

denn es ist nach (7)

2

a
2 2.q1n2pm — 1«2 — —
x*—a?-sinf@ = x*— - (1—cosy)

@ lauft in (3) von — /2 bis 4 n/2, also lduft ¢ nach (4) von — x bis
+ @, und z nach (7) von —1 bis — 1: die Integration muB also in (9)
iiber den ganzen Einheitskreis erstreckt werden.

Im Nenner des Integranden von (9) steht eine Funktion zweiten
Grades in z; sie mége die Nullstellen z; und z, haben:

(10) 241+ <x2 ;A az) = (2—2)) (2—2,).
(9) wird demnach
(11) 10 = ey

z; und z, liegen natiirlich auf dem Integrationsweg (dem Einheitskreis),
und da der Nenner eine reelle Funktion ist, miissen sie konjugiert
komplex sein

(12) z=€%, zy=—eix,
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Dann ist nach (10)
4
(13) zl+z2=20057(:2—§x2.

Nach (8) wird weiter
[0 =7 ¢, 552_21 o =

:i?;<c° f(z-—zl (2 — 23) +2 95.2—221_}_22—:‘22 dz)'

Man hat also nur noch die Integrale

_dz S
(15) beaye—m Pt
auszurechnen. Diese Aufgabe ist bereits in II. 14a erledigt worden.
Danach bekommen wir (vgl. II. 14a. 11)

27 smny
(16) fla) =20 D e, gk
1
Dabei ist nach (13)
222 -
cosy =1——5",
oder
2 %%
1— Cosy = 22
—a-sin’
(17) x=a-sin-.

Wir haben also das Ergebnis gewonnen:
Wenn die FOPPLsche Integmlgleichung

[owes_

—a

eine Losung $(E) der Form

p(&)- ‘/1—4‘; =p(a-sing): cosg =f;co +Zc,,c052n(p
1

haben soll, mufl f(x) die Form haben
4 . 2n sinn y
f(x) =f(a - sin ‘2~> =— -ch Sny
1
und umgekehrt. '

Um also (&) zu finden, setze man fir —a < x < +a

— in %
x=a-sin-
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und entwickle die ungerade Funktion

f(x)-singy =f (a -sin%) -siny
in die Reihe -
27 .
- 1 cpSinmy.
Dann wird mit
E=a-sing

unser gesuchtes p (&) nach (5)

(18) p(&) :E%q? <% Co +2 €, COS 27 (p) :
1

Hierin bleibt ¢, frei, es muB3 aus der Bedingung bestimmt werden, daf
p (&) fir ¢ = 4 7/2 endlich bleiben soll.
Bei FoprL ist

f(x) = const = 2z

a ‘1

alle anderen ¢, sind also null; p(§) wird

1 1
p(f) Im (360 -+ ¢, Cos 2(p) .
Damit dies fiir ¢ = £ /2 endlich bleibt, muf3

1
S t=0

sein, also ist

1
l ﬁzwclﬂ + cos2¢) =2¢; -cosg

S —2a )1k

Das ist die HErTzsche Lésung.

15. Einige weitere Orthogonalsysteme und ihre Kerne.
Yy x

Das System der sin—;

ist ein vollstdndiges Orthogonalsystem fiir

das Intervall 0...7/. Ebenso ist 1 zusammen mit den cos’% ein solches
(vgl. II. 1!). Beide zusammen bilden das bekannte Orthogonalsystem fiir
das Intervall der doppelten Linge —1I... 1.

Fiir das Intervall von — 1 bis +1 bilden auch die LEGENDREschen
Kugelfunktionen (s. 1. 6e, S. 62) ein Orthogonalsystem. Es sind Poly-
nome. Man kann sie bis auf einen Normierungsfaktor durch

d” (1 . xz)n

dxr"
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darstellen. Denn erstens sind das ersichtlich Polynome #-ten Grades,
zweitens sind diese Polynome orthogonal. Es ist ndmlich fir m >z

+1
* ar i
a2, — g
| 5 a—wr =
-1
nach partieller Integration gleich
ar , dm—l +1
dx" (1—’62)1' dx m—1 (1_x2)m 1
dn+1 " dm—l
—j Tt =27 g (1 =% dx

s

Der Ausdruck vor dem Integral ist null, weil bei weniger als m-maliger
Differentiation mindestens einmal der Faktor 1 — x? iibrigbleibt, der
an beiden Grenzen verschwindet. Mit dem zweiten Glied setzt man das
Verfahren fort, bis der erste Faktor
d2 n41
dx2"+l (1 - x2)” =
geworden ist, wihrend als zweiter Faktor
am—n— 1

dxm*n—l

(1 . x2)”'

iibrigbleibt, was immer noch eine Differentiation bedeutet (wegen m > #),
eventuell die nullte. Also kommt identisch null heraus, w. z. b. w.
Man kann nun n dhnlicher Weise auch Polynome finden, die zwar
nicht selbst, aber nach Multiplikation mit esnem geeigneten positiven Faktor
fiir unendlich grofe Intervalle orthogonal werden.
So sind die LAGUERREschen Polynome durch
d”( n —x)

d xﬂ

Lﬂ (x) =

erklirt. Es sind ersichtlich Polynome. Es ist

Lo(x) =1,
d
Lilx)=¢"5 (xe7")=1—x
2
Lz(x)ze"dd (#%e %) =2—2-2x+ %% usw

L, (x)L,(x)e *dx=0 nEm,

wihrend
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Es bilden also die 1
L,(x)e 2"

ein Orthogonalsystem fiir das Intervall 0. ..0c0. Man beweist dies dhnlich
wie vorhin, indem man den Satz schreibt:

o0
dn xn B—Z d"l me— x .
fe" (d” ) (:m )dx=0 fir m>n.
X X
0
Partielle Integration gibt
oo o
o ar (xne—x) dm—l <xme—1) d . ar (xne—x) dm—l (xme—x) P
" dxm=1 ) ax¢ dx" ds™ *

0 o

Der Ausdruck vor dem Integral ist wieder an beiden Enden null: fiir
%= 0 bleibt ein Faktor x iibrig, fiir x — oo sorgt der Faktor ¢~ * fiir die
Konvergenz gegen null. Das zweite Glied formt man abermals durch
partielle Integration um und fihrt so fort, bis durch fortgesetztes Dif-
ferenzieren das erste Polynom aufgebraucht ist. Fiir die Glieder vor
dem Integral lassen sich stets dieselben Schliisse ziehen.

Fir das Intervall —oco--- + co leisten die HERMITEschen Polynome

" dne—x-

H,(x)=(—1)"e
dieselben Dienste. Es sind Polynome #-ten Grades und es gilt

[ H, (%) H,(x) e "dx =0 nEm,

/OOH,Z,,(x) e~ Fdx=2"m!yn.

Beweis fiir die erste Tatsache wie vorhin.
Zu einem Orthogonalsystem kann man nun in der mannigfaltigsten

Weise symmetrische Kerne bilden. Zum Beispiel kann man zu den sin w; o

fiir 0 < x </ irgendwie o
. Ynx . vz
2 SXHTSIH_T
K(x,2) ~ 2 7

v=1

ansetzen, es muB3 nur, soll K quadratisch integrabel sein und K, stetig,

LG VAX
sin® -———
!
2
Ai’

gleichmaBig konvergieren. Alle diese Kerne lassen sich in folgender
Weise charakterisieren:

Ky(x, x) =

~|
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Es ist — etwa fir l=n —
2 sinyx sinvz
K (x,2) ~— E -1

_ 2 cosv (¥ —z) 2 cosy (¥ + 2)
- le 22 7!2 24 )

(Dies gedacht als Aquivalenz in cos» x und sinv x.)
Also ist ersichtlich

K(x,z)=H(x—z|)—H(x + 2).

Somit sind diese Kerne, soweit sie abteilungsweise zweimal differenzier-
bar angenommen werden diirfen, die in den Variabeln x, z symmetrischen
und in den Variabeln x4z und ’x—z] antisymmetrischen, an den Grenzen
verschwindenden Lisungen der partiellen Differentialgleichung

*K *K

o2 92 0.
So kann man den Musterkern
x (m— 2)
T x <z
K(x,2) =
|t vz

auch schreiben

{x+2)—x—z][2a—lx—z|— (¢ + #)]
47

(4t ) — g b ] [y [ — 2 — g .

So gibt es auch zu den Kugelfunktionen, zu den LAGUERREschen und
HerMmiTEschen Polynomen unzihlige Kerne.
Man kann leicht den Satz beweisen:
Geniigen die ,(x) einer Differentialgleichung 2 -0
a(x) @, +b(x) g, + (Co(x) +C,) @, =0,

wo a, b, Cq von v, C, von x unabhdngig ist, so geniigt jeder zugehbrige symmie-
trische Kern 0o

K "‘2 @ (%) 9 (2)

Fp
1

da, wo er zweimal differenzierbar ist, der partiellen Differentialgleichung
PK oK #K oK .
a(x) 5+ b(x) 5, + Co(x) K =alz) 5+ b(z) 5, + Col2) K.

Wir beschrinken uns zum Beweis auf den Fall, daB die Aquivalenz
eine Gleichung ist und zweimalige Differentiation gestattet.
Wenn dann eine Gleichung gilt

a,(x) g, +b,(x) @, + C,(x) p, =0
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und es soll
RK 0K

2K 0K
:A(z,x)a—z.‘,+B(z,x)—a-z—+C(z,x)K

gelten (so angesetzt wegen der vorausgesetzten Symmetrie), so folgt
durch Einsetzen

SN g, f”((")- + 0w+ 4 (20 20—z, m)
+ 2B A 2+ B )

;, b4 p \ X bv 2
_ 2*?’_()'5& (46 %BA + Bz ) =o0.

Das soll fiir alle A, gelten, so daB man das >-Zeichen und A, fort-
lassen kann. Setzt man jetzt fiir z irgendeinen festen Wert ein, so ent-
steht eine Differentialgleichung fiir ¢, von der ersten Ordnung. Soll eine
solche nicht bestehen, was wir annehmen wollen!, so miissen die drei
Klammern fir sich verschwinden und das gibt zunichst

by(x) __ B(x2)

a,(x) — A(x,z)°

also dieses Verhiltnis sowohl von » als von z unabhingig, was wegen
eines willkiirlichen Faktors in den Differentialgleichungen durch

a,(x) =a(x); b,(x)=05b(x); A(x,2)=a(x); B(x 2 =b(x)
wiedergegeben werden kann.
Die erste Klammer gleich null gesetzt ergibt dann
C,(2) = C,(x) + C(x,2) —C(z, %) = 0,
also C,(z) —C,(x) von v unabhingig
= Co(2) — Cy(x)
oder
Co(2) = Colr) = Co(%) — Co (%) = C
von x und z unabhingig, oder
C,(x) = Go(x) + C,.
Weiter C(x,2) —C(z, x) = Cy(x) — C, (2).
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Hierher gehéren nun die LEGENDREschen Kugelfunktionen, die

LAGUERREschen und die HERMITEschen Polynome. Denn diese geniigen
den Differentialgleichungen:

»

! Diese Annahme brauchen wir nur zum Beweise der Notwendigkeit der
Voraussetzungen.
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LEGENDRE: (1—a2)¢) —2x¢, +v (v +1)p,=0.
LAGUERRE: xL)+ (1—=x) L) +vL =0.
HERMITE: H'—2xH +2vH,=0.
Ihre Kerne geniigen also alle den entsprechenden partiellen Differential-

gleichungen (s. Bem. am Schluf3!).
Ebenso gehiren die BESSELschen Funktionen I, (kx) hierher mit

RI7 4 x4 (B a2—0?) I, = 0.
Sollen die ¢,, die '
a(x) g, +b(x) g, + (Co(x) +C,) g, =0

geniigen, zueinander fiir « < x < f orthogonal sein, evtl. nach Multi-
plikation mit einem p(x), so folgt nach Multiplikation mit ¢, (x) p(x)
(#=Fv) und Integration

f[a )@l +0(%) .0, + (Co®) +C,) @91 p(¥)dx =0

und nach Vertauschung von » und g und Subtraktion

wobei / P (%) @, (%) p,(x) dx = O gebraucht ist.
Mit

Pu ¥ —Pou =D
PuPy — Py =D’
heiBt das, nach partieller Integration

BB
a(®)p(x) D, + [D[bp—(ap)ldx=

Die Orthogonalitit zu p(x) besteht also, wenn

1. bp—(ap) =0 und

2 a(x) (%) (@ P — P @) = 0
ist. Bei den Kugelfunktionen sind diese Bedingungen fiir p =1 erfiillt
fir o =—1, =41 wegen a = 1 — 2, fiir die LAGUERRESchen fiir p = ¢~ *

und a =« fir « =0, f=o0, fiir die HERMITEschen fiir p = ¢=** bei
o = —00, f = +oo, fiir die Zylinderfunktionen 1. Art (d. h. BEssELschen
Funktionen) fir p=1/x, «a =0, f=o0c0 (»,u=0,1, 2...), da diese
Funktionen im Unendlichen hinreichend stark verschwinden.

Die BEsseLschen Funkiionen gehiren in einer zweiten Weise hierher,
wie man sieht, wenn man ihre Gleichung so schreibt:

2
L+ Lot (B—)L=0
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und nun eine Auswahl von k:
Ry, ko, By ..

als Parameter ansieht. Esist danna=1, b=1/x, p = x; « = 0; dagegen
ist 8 bestimmt durch

In(kvﬂ)I;(k,ulg I, k ﬂ k/lﬁ _O
also etwa die %, bei gegebenem g durch
L,(k,f) =0,

d. h. die Nullstellen der BessELschen Funktion [,. Doch kdénnte man
sie auch durch

- =

I (k, B)
I" (kv ﬂ)

festlegen. Immer wire jetzt

B
Ik, %) I(k, %) xdx =0 fiir vp.

0

Zu dem Satz auf S. 156 bemerken wir noch, daB die Differential-
gleichungen erst noch auf die entsprechenden Orthogonalfunktionen
umzuschreiben sind, d. h. auf

o, =L, e_é—x bei LAGUERRE,
%zH,-ebéﬁx: bei HERMITE,
@, = 71 (k x) bei der ersten,
= ]/x I, (%, x) bei der zweiten Betrachtungsweise

der BEssELschen Funktionen. Man erhilt

: ” ' 1 1
bei LAGUERRE: x¢, + ¢, + ¢, (—?x+7+v> =
bei HERMITE: o) +@,(1 +2v—2%) =0,
bei BESSEL: 1. x2¢1'+2x(p,',+<k2x2+%—v2>¢pv=o,

" 1 /1 '
2. ¢ +<kf+;f(z'—”2))¢v=0-

Am Typus hat sich nichts gedndert.

Hieriiber, iiber die zugehérigen Differentialgleichungen und die Ent-
wicklungssitze gibt es eine umfangreiche Literatur. Dazu siehe

PascaLs Repertorium, zweite Auflage von SALKOwWsKI besorgt, Bd. 1, 3,
Kap. XXVI. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1929.

Als Lehrbuch: WHITTAKER and WaTsoN, A Course of Modern
Analysis. Cambridge 1927.
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16. Das Schwingungsproblem von DUFFING.

DuFrFING entdeckte, daB ein gewohnliches Pendel, welches von auBen
durch eine schwingende Kraft angeregt wird, bei endlichen Schwingungen
ein eigentiimliches Verhalten zeigen kann: bei hinreichend groBen Aus-
schligen gibt es mehrere periodische Lésungen, von denen eine stabil
ist, wihrend die anderen instabil sind, so daB ein Uberschlagen aus einer
Bewegung in eine andere erfolgen kann. DUFFING hat diesem Gegen-
stande eine Monographie gewidmet?!.

Die genaue Pendelgleichung heiBt bekanntlich bei Weglassen aller
duBeren Widerstdnde
(1) @ +o?-sing =0,
hierbei ist beim mathematischen Pendel a? = g//, wihrend beim physi-
kalischen Pendel «® =m-g-s/J ist (p ist der Ausschlag, m die Masse,
J das Trigheitsmoment, ! die Linge des Pendels, s der Abstand des
Schwerpunkts vom Aufhingepunkt und g die Erdbeschleunigung).

Findet nun von auBen eine Erregung der Pendelbewegung durch
ein antreibendes Moment statt, so tritt auf der rechten Seite von (1)
eine stérende Funktion f(¢) auf. f(¢) sei periodisch mit der Periode 2m:

: fe+2a)=1(),
es sel z. B.
(2) [ =pBsint.
Wir haben dann die Pendelausschlige ¢ zu bestimmen aus der nicht-
linearen Differentialgleichung

3) @ +osing =/(t).
Hierbei machen wir noch die Voraussetzung, daBl ¢ nicht klein ist,
sin @ also nicht durch ¢ ersetzt werden kann. (3) soll also tatsichlich
nichtlinear sein.

Wir suchen nun ebenfalls periodische Losungen dieser Differential-

gleichung ol +27) —gl).
Schwingt das Pendel ungestért, gilt also (1):

¢ +a-sing =0,
so kann die Gleichung mit Hilfe elliptischer Funktionen integriert
werden. Wir wollen hier nur zur Kenntnis nehmen, da8 diese elliptischen
Funktionen periodisch sind (sogar doppeltperiodisch, aber nur eine
Periode ist reell), daB die reelle Periode fiir sehr kleine Amplituden
nahezu gleich der bekannten Periode 27/o fiir sogenannte unendlich kleine
Schwingungen (sin ¢ A ¢) ist, und daB diese Periode mit der Amplitude
gegen unendlich wichst. Je stirker also die freie Schwingung ist, desto
langsamer ist sie.

! DurrING: Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz.
Monographie 41/42. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1918.
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Wenn daher die Periode der Stérungsfunktion
(4) 2n< 2t

ist, sind wir auBerhalb jeder Resonanzmdéglichkeit, und es ist daher nur
eine periodische Losung der gestérten Gleichung (3) zu erwarten. Wenn
aber

a>1
ist, sind wir nach (4) im Bereich mdéglicher Resonanz (bei entsprechend
groBer Amplitude), und wir miissen auf ungewdhnliche Bewegungs-
vorginge gefaBt sein.

Wir vereinfachen uns die Aufgabe, indem wir erstens wie im Bei-
spiel (2) f(¢) als ungerade Funktion von ¢ voraussetzen, und indem wir
zweitens nur ungerade Ldsungen ¢ = y(f) von (3) suchen. Ob (3) noch
andere Losungen hat, bleibe dahingestellt. Mit y ist dann auch y"" peri-
odisch zur selben Periode und ungerade, es liegt also in der Differential-
gleichung (3) wenigstens von vornherein kein Widerspruch vor. (Gerade
Losungen kann es, wie man sofort sieht, nicht geben.) Dann gentigt es,
y({) die Grenzwerte

y(0) =y(m) =0

aufzulegen. Die Differentialgleichung
(5) y="F()
wird aber bei diesen beiden Grenzbedingungen nach Satz 3 (I. 3b) durch

(6) 0 :—/?K(t, 7)-F(7)-dt

gelost. K ist unser Musterkern fiir das Intervall 0.. .7, also ist nach
(I. 6. 82)

[o°]
> 2zjsinvt-sinvr
(7) 1\(!,‘[):; 'T—‘-

v=1

Um (3) zu lésen, haben wir
F(t)y=f({)—a?-siny
zu setzen. Damit kommen wir nach (6) auf die Integralgleichung

(8) V) =02 [K(t, 1) siny(z) - dv +g(0).
0

Hierin ist g(¢) als bekannt zu betrachten:

) ¢t) —— [K(t,71)-(2) - dx.

Nach Satz 3 (I.3b) ist g(¢) also die periodisch ungerade Lé&sung
(g(0) =g () =0) von . ’
gt =10.



160 II. Weitergehende Ausfithrungen.

Im Falle des Beispiels (2) ist also
g(t) = —pfsint.

Wir haben es in (8) mit einer nichtiinearen Integralgleichung zweiter
Art mit symmetrischem Kern zu tun.

17. Nichtlineare Integralgleichungen.

Wir wollen die soeben gefundene Gleichung
(1) y(t) =o2- [K(t,7)-siny(r) -dr +g(t)
0

weiter behandeln. Falls «?2< 1 ist, kann man mit Hilfe des in I. 4a
besprochenen Verfahrens der schrittweisen Verbesserung beweisen, dal
eine Losung von (1) existiert und eindeutig bestimmt ist.

Wir nehmen hierbei als erste Nidherung
(2 %) =g,
dann wird die zweite Ndherung
Yo (t) =02 [ K(t, 7)-siny (v) -dr +¢(t),
0
und allgemein gilt
) Yurrl) =a- [K(t7)-siny, (@) dv +g(t).
0
Hieraus folgt
)/”+1(t) —Yu (t) =o?- _/K(tr T) ' [Sin y,;(T) —sin Yn—-1 (T)] dt
0

T
. - —_— /, —
:2a2-/K(t,r)-51n Yn z;v,, l-cosi"—*-zy" L.dr;
0

und da
. Jeosp|<1, K=o

[sing| <[
ist, folgt weiter

lyn+1—3’nl = 0‘2‘fK(t: T) '|yn—yn—1f -dv.
Also ist fir n =2,3,... ’

|y3—y21 = oc2~fK(t, T)']ya—yll -dr,
0
[y4_y3‘ < ocsz‘(t, T)'b’a_yzl -dT
0

= 0‘4"/K2(t: 7) [y — 1| -d7,
0
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ganz so wie bei der NEuMANNschen Reihe (I. 4a). Indem wir so fort-
fahren, erhalten wir schlieBlich

(4) lyn+1_'yn| < “z(n_l)'fKn—l(t’ T) : Iyz_y1| dr.
0
Nun ist nach (II. 16. 7) und Satz 21b (I. 6h)
2 ¢ ¢
K,1(7)= ?2 Sm:;(nfllr;”~— sint-sint + — Z vaz(nflgw ,
rv=1

also ist auch

. 2 . .
limK,_, ({,7) ==sint-sint,
n —> 00 T

so daB nach (4) | ¥s+1— ¥,| mit # > oo klein wird wie

_a2(n~1), iy2‘—yl \’max-
Daher konvergiert die NEuMaNNsche Reihe

oo

(S) Z (yn+1——yn)

n=1
besser als die geometrische Reihe

oo

> (),

1

und da diese wegen «? < 1 konvergiert, tut dies auch (5). Durch Ein-
setzen in (1) erkennt man dann, daB

y = 21’ Vo+1— yn

die Integralgleichung lést. Die Eindeutigkeit dieser Ldsung kann mit
denselben Mitteln, mit denen soeben die Existenz bewiesen wurde,
gezeigt werden.

Man kann aber auch die Existenz von y bei beliebigem «? nach-
weisen: einen derartigen Beweis hat HAMMERSTEIN auf einem Mmlmal—
prinzip aufgebaut.

Aus

v (¢) :oc2~/nK(t,r) ~siny(z) -dv 4+ g(¢)

kann geschlossen werden, daB y(f) —g(¢) quellenmiBig darstellbar ist.
Es gilt daher nach I. 6h der Entwicklungssatz (da alle Voraussetzungen
der ScumipTschen Theorie erfiillt sind)

(6) y_g:ZCv(pv(t)

Hamel, Integralgleichungen. 11
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wo die @, die Eigenfunktionen des Musterkerns K sind:

0 Ked=5e0- a0, 60=]2snr 4=

[vgl. (L. 6. 82)]. Setzen wir (6) in (1) ein, so bekommen wir

(8)26% =a?: /Z;q) sm< +20 % )

Wir erhalten also unendlich viele Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten ¢,

9) C,,z%j/(pv(r)-sin<g(‘[) —1—20”%(1))-01‘5 r=1,2,....
0 1

Man wird dieses System nach II. 8 u. 9 angendhert zu 16sen suchen, in-
dem man es nur fiir » =1, 2, ..., » hinschreibt und unter das Integral
nur eine endliche Summe setzt

T

2
(10) cvz—jf: @, (T) sm< —f—ZC . (T ) y=1,2,...,n.
0

Dieses Gleichungssystem ist aber die notwendige Bedingung fiir die
Aufgabe, den Ausdruck

(11) Flcy ey ..., c,) = 2’1 242 /cos(g(r) +ﬁc#¢”(r)).d1

durch geeignete Wahl der ¢, zu einem Minimum zu machen. Denn bildet
man 0F/0c,_,, so erhilt man gerade die vorstehende Gleichung (10).

Wegen 2, =2 >0 ist das erste Glied in (11) sicher positiv, und das
zweite ist sicher groBer als —a?-m. Also ist der ganze Ausdruck (11)
nach unten beschrinkt, er hat also eine untere Grenze. Nunist F (¢;,. . ., ¢,)
als Funktion der c, sicher stetig, F hat also nach bekannten Sitzen der
allgemeinen Analysis ein wirkliches Minimum. D.h. es gibt ein Wert-
system (c¢y, ¢, - .., ¢,), das F zu einem Minimum macht, und dieses
Wertsystem 16st dann natiirlich auch das Gleichungssystem (10), das
wir als Ersatz fiir das unendliche System (9) nahmen. HAMMERSTEIN
konnte nun den Nachweis fithren, daB wir tatsichlich eine Losung des
unendlichen Systems (9) mit beliebiger Genauigkeit durch eine Lésung
von (10) annihern kénnen, wenn wir nur # groB genug wihlenl.

! HAMMERSTEIN: Acta math. Bd. 54, und ein Vorbericht auf der Jahresver-
sammlung der Dtsch. Math. Ver. in Hamburg 1928: Jahresber. Dtsch. Math. Ver.
Bd. 38, S. 21 (kursiv!).
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Es sei noch erwidhnt, daB unsere Integralgleichung (1) eine sogenannte
Integralpotenzreihe enthilt, d. h. sie ist von der Form

!
y(x) =4 [K(x,2) - B(y@) dz +[(%),

wo B(y) eine Potenzreihe in y darstellt.

Wir fithren noch die wichtigste deutsche Literatur {iber nichtlineare
Integralgleichungen an.

E. ScamipT hat in der dritten Arbeit! hauptsichlich die Frage
der Verzweigung geklirt, also die Weiterbildung dessen, was bei der
Gleichung zweiten Grades

x¥24+2b-x4+c=0

der Fall ¢ = &% und seine Umgebung ist.

HAMMERSTEIN hat in mehreren Arbeiten in den Jahresber. d. Dtsch.
Math. Ver. und der Berl. math. Ges., besonders aber in der groBen Arbeit
in den Acta math. Bd. 54 (1930), die Frage der Existenz und Eindeutig-
keit von Ljsungen bei bestimmten, genau formulierten Bedingungen ge-
férdert. Von ihm stammen besonders die SchluBweisen zu dhnlichen
Extremumsaufgaben wie oben.

IcrLiscH hat eine groBe Anzahl von Arbeiten iiber nichtlineare
Integralgleichungen veréffentlicht. Besonders seien drei Noten zur
Theorie der Schwingungen? genannt. Wiederholt hat er das DUFFING-
sche Schwingungsproblem behandelt3. IcLiscH hat nicht nur die grund-
legenden Ergebnisse von ScHMIDT vertieft und weiter ausgebaut, er
hat auch das DuFriNGsche Problem geférdert. So weill man nach ihm,
daB bei festem g die Gleichung
(12) @ +o?-sing =p-sint
bei hinreichend groBem o« groenordnungsmiBig 2« periodische Losungen
hat, bei festem « und hinreichend groBem f aber genau eine Ldsung.

Dagegen ist die Frage der Stabilitit der Ldsungen von (12) noch
ganz ungeklirt.

Von einem astronomischen Problem (dem der Gleichgewichtsfiguren)
her ist LICHTENSTEIN zu den nichtlinearen Integralgleichungen ge-
kommen; er bevorzugt die Methode der unendlich vielen Variablen.
Sein Buch: Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integral-
gleichungen und Integrodifferentialgleichungen (Berlin: Julius Springer
1931), faBt seine Methoden zusammen und gibt zahlreiche Anwendungen.
Von solchen seien genannt: Oberflichenwellen, Warmestrahlung, Rand-
wertaufgaben der elliptischen Differentialgleichung.

! Scumipnt, E.: Uber die Aufldsung der nichtlinearen Integralgleichungen und
die Verzweigung ihrer Losungen. Math. Ann. Bd. 65.

? IgLiscH: Mh. Math. Physik, Wien 1930, 1932, 1935.

3 So auch in den Math. Ann. Bd. 111 (1935); Bd. 112 (1936).

11%*
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