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MEINER FRAU 

GEWIDMET 



Vorwort zur ersten Auflage. 
GewiB ist die mathematische Literatur nicht arm an guten Werken 

iiber Differential- und 1ntegralrechnung; und doch wird der Anfanger 
nur schwer ein Buch finden, das ihm einen geraden Weg in das 
lebendige Wesen der Wissenschaft 6ffnet und ihm verstandnisvolle Be­
wegungsfreiheit gegeniiber den Anwendungen gibt. Der Anfanger will 
weder durch Weitschweifigkeit und Inhaltslosigkeit ermiidet werden, 
noch kann er jene Pedanterie ertragcn, weIche keinen Unterschied 
zwischen Wesentlichem und Unwesentlichem kennt und - der axio­
matischen Systematik zuliebe - vor die eigentlichen Triebkrafte der 
Wissenschaft, vor ihren gegenstandlichen Kern, einen undurchsichtigen 
S2hleier zieht. 

Sicherlich ist es leichter, Mangel zu sehen und zu fiihlen, als sie 
abzustellen. 1ch bin weit entfernt von der Vorstellung, dem Anfiinger 
das ideale Lehrbuch darbringen zu k6nnen. Trotzdem glaube ich nicht, 
daB die Herausgabe meiner Vorlesungen iiberfliissig ist; sie weichen 
in der Anordnung und der Auswahl des Stoffes, in der Tendenz und 
vielleicht auch in der Darstellungsform erheblich von der landlaufigen 
Li teratur abo 

Am meisten wird auffallen, daJ3 der Bruch mit der iiberlebten Tradi­
tion vollzogen ist, Differentialrechnung und 1ntegralrechnung vonein­
ander zu trennen. Diese sachlich wie didaktisch unbegriindcte Trennung, 
ein Produkt von historischen Zufalligkeiten, verhindert die Klarlegung 
des Kernpunktes: des Zusammenhanges zwischen bestimmtem Integral, 
unbestimmtem Integral und Differentialquotienten. 1m miindlichen 

. Vorlesungsbetrieb hat sich seit dem Vorgange von Felix Klein und 
anderen schon mehr und mehr die gemeinsame Behandlung durch­
gesetzt. Hier nun wird versucht, dieser auch einen Platz in unserer 
Literatur zu sichern. Der vorliegende erste Band behandelt Integral­
und Differentialrechnung fUr Funktionen einer Veranderlichen; der 
zweite weniger umfangreiche Band wird den Funktionen mehrerer Ver­
anderlicher gewidmet sein und einige weitere Erganzungen enthalten. 

Es ist me in Bestreben, dem Leser eine deutliche Einsicht in die enge 
Verbundenheit der Analysis mit den Anwendungen zu vermitteln und­
bei aller Wahrung mathematischer Strenge und Prazision - der An­
schauung als dem Urquell mathematischer Wahrheiten volle Ge-
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rechtigkeit widerfahren zu lassen. Gewill, die Darstellung der Wissen­
schaft als geschlossenes System in sich ruhender Wahrheiten ohne 
eine Erinnerung an He..rkunft und Ziel hat einen asthetischen Reiz 
und bedeutet die Erfiillung eines tiefen philosophischen Erkenntnis­
dranges. Aber als ausschlieI31iche grundsatzliche EinsteUung oder als 
didaktisches Prinzip gegeniiber Anfangern ist der Standpunkt der ab­
strakt logischen, in sich gekehrten Wissenschaft eine groBe Gefahr. 
Mathematische Analysis treiben und dabei den Anwendungen und der 
Anschauung den Riicken drehen, das heiBt, die Wissenschaft rettungs­
los dem Schicksal der Vertrocknung und Verkiimmerung preisgeben. 
Es scheint mir eine iiberaus wichtige Aufgabe, den Lernenden von An­
fang an vor einem diinkelhaften allzu bequemen Purism us zu bewahren; 
nicht zuletzt diesem Zwecke solI mein Buch dienen. 

Es wendet sich an jedermann, der sich auf der Grundlage normaler 
Schulkenntnisse ernstlich urn die Wissenschaft und ihre Anwendungen 
bemiihen will, sei er Student an einer Universitat oder technischen 
Hochschule, sci er Lehrer oder Ingenieur. Es verspricht nicht, dem Leser 
das eigene Nachdenken zu ersparen, aber es fUhrt ohne Z6gern und ohne 
iiberfliissige Umwege direkt zu interessanten und fruchtbaren Gegen­
standen und versucht das Verstandnis zu erleichtern, indem es nicht 
bloB Schritt fUr Schritt beweist, sondern auch die Zusammenhange llnd 
Motive des Ganzen beleuchtet. 

Fiir den jungen Leser, der sich naiv der Fiihrung dieses Buches an­
vertrauen will, sei noch folgendes bemerkt: Ich habe es vermieden, den 
Zugang zu den konkreten Tatsachen der Differential- und Integral­
reehnung durch Grundlagenbetrachtungen zu verbarrikadieren, deren 
N otwendigkeit man doch erst hinterher ganz begreifen kann; statt 
dessen sind diese Dinge in Anhangen zu den einzelnen Kapiteln 
zusammengefaBt, und der Anfanger, dem es in erster Linie urn die rasche 
Durchdringung des Stoffes oder urn die Anwendungen zu tun ist, mag 
ruhig die Lektiire dieser Teile hinausschieben, bis das Bediirfnis dazu 
erwacht ist. 1m iibrigen enthalten die Anhange stoffliehe Erganzungen 
zur Entlastung der fortlaufenden Darstellung in den einzelnen Kapiteln. 
Sie sind verhaltnismaBig knapp gefaBt. Aueh sonst wird der Leser be­
merken, daB die anfangs breite Schreibweise gegen den SehluB des Ban­
des hin in eine knappere iibergeht. Er soUte sich aber durch vereinzelte 
Schwierigkeiten, die er vielleicht in den letzten beiden Kapiteln findet, 
nicht abschreeken lassen; solche Lucken des Verstandnisses pflegen sich 
spater von selbst zu schlieBen, wenn sie nicht aUzusehr gehauft auf­
treten. 

Ieh kann diesen AniaB nicht voriibergehen lassen, ohne in Dankbarkeit 
den Namen meines groBen Vorgangers im Lehramte Felix Klein zu 
nennen; was ieh hier versuche, liegt ganz in der Richtung seiner Be-
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strebungen. Auch meinem Freunde Otto Toeplitz in Kiel, der wie 
kaum ein anderer die hier vorliegenden didaktischen Probleme in ihrer 
Tiefe durchdacht hat, verdanke ich bewuBt und unbewuBt emp£angene 
Anregungen. 

Die Niederschrift und Drucklegung dieses Buches an Hand einer Vor­
lesungsausarbeitung in so kurzer Zeit ware mir inmitten anderer 
Arbeiten unmoglich gewesen, wenn ich nicht das Gluck hatte, in einer 
Schar hillsbereiter junger Kollegen zu wirken. Ihnen allen, die kri­
tisch und tatig mir beigestanden haben, gilt mein herzlicher und 
frcundschaftlicher Dank. 

G6ttingen, im Juni 1927. 

R. Courant. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Die vorliegende zweite Auflage dieses Bandes unterscheidet sich 

von der ersten lediglich durch Beseitigung von Druckfehlern und Irr­
tumern und durch Anderungen bei Einzelheiten der Darstellung. 

Auch diesmal habe ich wieder treuen Helfern bei der Druck­
legung meinen herzlichen Dank auszusprechen. Vor allen Dingen 
Herrn Dr. Werner Weber und Herrn Theodor Zech. 

G6ttingen, im Fcbruar 1930. 

R. Courant. 
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Vorbemerkungen. 
Der Anfanger, welcher zum erst en Male mit der sogenannten hoheren 

Mathematik in Beriihrung kommt, wird sich dem Gefiihl einer gewissen 
Diskontinuitat zwischen der Schulmathematik und der Mathematik, wie 
sie an den Hochschulen getrieben wird, nicht entziehen konnen. Dieses 
Gefiihl hat seine innere Begriindung nicht nur in den historisch gegebenen 
Verhaltnissen, welche den Unterricht an den Hochschulen von dem an 
den Schulen so sehr verschieden gestaltet haben. Auch im Wesen 
der hoheren oder besser neueren Mathematik, die sich in den letzten 
drei Jahrhunderten herangebildet hat, liegt ein Unterschied gegen 
die Elementarmathematik, welche bis vor kurzem den Schulunterricht 
vollig beherrschte und deren Inhalt vielfach fast unmittelbar der 
klassischen Mathematik der Griechen entnommen ist. 

Der elementaren Mathematik eigentiimlich ist zunachst ihre enge 
Beziehung zur Geometrie. Auch dort, wo die Entwicklung aus dem 
geometrischen Gebiet in das arithmetische hiniiberwachst, bleibt doch 
die Geometrie fast immer das Fundament. Als zweiten charakteristi­
schen Zug der alten Mathematik miissen wir wohl ihre Tendenz an­
sehen, das Augenmerk auf die einzelnen mathematischen Objekte 
gerichtet zu halten. Dinge, die wir heute als spezielle FaIle einer all­
gemeinen Erscheinung unterordnen wiirden, stehen dort haufig unver­
mittelt ohne sichtbare gegenseitige Beziehung nebeneinander. Die enge 
Beziehung zur geometrischen Anschauung und das Haften an den 
individuelIen Einzelheiten verleiht der alten Mathematik einen eigen­
tiimlichen Reiz. Aber es war doch ein entscheidender Fortschritt, daB 
sich mit dem Beginn der Neuzeit in der Mathematik ganz andersartige 
Tendenzen durchsetzten und zu einer groBen neuen Entwicklung AniaB 
gaben, nachdem viele Jahrhunderte hindurch wahrend des Mittelalters 
trotz mancher Fortschritte im einzelnen doch ein gewisser Stillstand 
geherrscht hatte. 

Die Grundtendenz alIer neueren Mathematik ist die Ersetzung von 
Einzelbetrachtungen durch immer allgemeinere systematische Me­
tho den, welche vielIeicht nicht immer den individuelIen Ziigen des 
einzelnen FalIes in vollem MaBe gerecht werden, aber doch durch 
die Kraft ihrer Allgemeinheit eine Fiille neuer Resultate versprechen. , 

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Auf I. 1 
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Auf der anderen Seite gewinnt die Zahl, die analytische Behandlung 
der Dinge, immer mehr ein selbstandiges Recht, urn schlieJ31ich ganz­
lich zur Herrschaft iiber die Geometrie zu gelangen. 1hren deutIichsten 
Ausdruck finden diese neuen Tendenzen nach mannigfachen voran­
gehenden Ansatzen durch die Ausbildung der analytischen Geometrie, 
urn deren Entwicklung Fermat und Descartes die gr6J3ten Verdienste 
haben, und der Differential- und 1ntegralrechnung, als deren Vater 
man gew6hnlich Leibniz und Newton betrachtet. 

Die neuere Mathematik hat in den 300 Jahren ihres Bestehens 
eine so groJ3artige, sowohl fiir die reine Wissenschaft als auch fiir die 
mannigfachsten technischen und naturwissenschaftlichen Anwendungen 
bedeutungsvolle Entwicklung genommen, daJ3 ihre Grundbegriffe, vor 
allem der Funktionsbegriff, allmahlich sich weiteste Verbreitung er­
zwangen und schlieJ31ich auch in den Schulbetrieb eindringen muJ3ten. 

1ch will in diesen Vorlesungen, ohne auf Vorkenntnisse der h6heren 
Mathematik aus der Schule zuriickzugreifen, die wichtigsten Tatsachen 
aus der Differential- und 1ntegralrechnung so weit entwickeln, daB 
die Zuh6rer am SchluJ3 einerseits zum Studium der h6heren mathe­
matischen Disziplinen und zur Vertiefung der Grundlagen, andererseits 
zur Handhabung der Differential- und 1ntegralrechnung in den ver­
schiedenen Anwendungsgebieten geriistet sind. 

Dabei m6chte ich auf eine Gefahr, die aus der eingangs erwahnten 
Diskontinuitat entspringt, besonders hinweisen. Der elementare Stand­
punkt der Schulmathematik verleitet dazu, an den Einzelheiten haften 
zu bleiben und den Blick fiir die allgemeinen Zusammenhange und 
systematischen Methoden zu verlieren. Der "h6here Standpunkt" der 
allgemeinen Methoden birgt aber die umgekehrte Gefahr in sich, daB 
der Zusammenhang mit dem konkreten Einzelnen verloren geht und 
daJ3 man den einfachsten individuellen Schwierigkeiten ratIos gegen­
iibersteht, weil man in der Welt allgemeiner Begriffe verlernt hat, 
das Konkrete zu sehen und zu fassen. Der Leser muJ3 mit eigenen 
Kraften dafiir sorgen, durch dieses Dilemma hindurchzukommen. 
Nur das immer wiederholte selbstandige Durchdenken der Einzel­
heiten und das vollstandige Erfassen der allgemeinen Gedanken im 
speziellen Beispiel kann zu diesem Ziele fiihren, und hierin liegt die 
Hauptaufgabe fUr jeden, der sich urn das Studium der Wissenschaft 
bemiiht. 
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Erstes Kapitel. 

Vorbereitungen~ 

Die Differential- und Intcgralrechnung und mit ihr die ganzc 
hahere Analysis beruht, abgesehen von dem Zahlbegriff, vor allen 
Dingen auf zwei Bcgriffsbildungen, namlich dem Begriff der Funktion 
und dem Begriff des Grenzwertes, die zwar schon im klassischen Altcr­
tum gelegentlich erkennbar werden, aber doch ihre charakteristische 
Pragung und Bedcutung erst in der modernen Mathcmatik erhalten. 
In dicsem einleitenden Kapitel wollen wir versuchen, diese Begriffe 
auf maglichst einfachc und anschauliche Art zu erfassen. 

§ 1. Der Zahlbegriff. 

Was fiir eine Art von Dingen eigcntlich dic Zahlen sind, das ist eine 
Frage, dic mchr dcn Philosophen als dcn Mathematiker angeht und 
mit der sich auch die Philosophen vic! beschaftigt habcn. Die Mathe­
matik muB jedoch darauf bedacht scin, sich von dcm EinfluB wider­
streitender philosophischer Mcinungcn frei zu haltcn; sie braucht 
gliicklicherwcise keine erkenntnistheoretischcn Vorstudien iiber das 
tiefere Wesen des Zahlbegriffes. So wollen wir die Zahlen, und zwar 
zunachst die ganzen positiven oder naturlichcn Zahlen 1,2,3, ... als 
etwas Gegebenes hinnehmcn; cbenfalls wollen wir die Regeln, nach 
denen man mit diesen Zahlcn rechnen kann, als etwas Gegebenes 
betrachten und uns nur noch einmal kurz in Erinnerung zuruckrufen, 
in welcher Wcise man dcn Begriff der ganzcn positiven Zahlcn oder 
der natiirlichen Zahlen notgedrungen hat erweiterri mussen. 

1. Das System der reellen Zahlen. 

1m Bereich der naturlichcn Zahlcn sind die Grundoperationen der 
Addition und Multiplikation immer unbcschrankt ausfUhrbar, d. h. 
Sum me und Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist immer wieder cine 
naturliche Zahl. Aber die Umkehrung dieser Operationen, d. h. Sub­
traktion und Division, ist im Bcreichc der naturlichen Zahlcn nicht 
mehr ausnahmslos durchfUhrbar, und diesc Tatsache drangte die mathe­
matische Erfindungskraft schon fruhzcitig zur EinfUhrung der Zahl 0, 
der negativen Zahlcn und der positiven und negativen Bruche. Die Ge­
samtheit aller dieser Zahlen pflegt man als die rationalen Zahlen zu be­
zeichnen, weil sie allc aus der Einheit durch Anwcndung der "rationalen 
Rechenoperationen" Addition, Multiplikation, Subtraktion und Divi­
sion entstehen. 

Man pflegt die Zahlen anschaulich durch Punkte einer geraden 
Linic, der "Zahlengeraden", zu reprasentieren, indem man auf dieser 

1* 
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geraden Linie einen beliebigen Punkt als den Nullpunkt festsetzt, 
einen anderen als den Punkt 1; die Strecke zwischen dies en beiden 
Punkten dient dann als MaBstab, urn jeder positiven oder negativen 
rationalen Zahl eine bestimmte Stelle auf der Zahlengeraden zuzu­
ordnen, wobei iiblicherweise die positiven Zahlen auf der rechten, die 
negativen Zahlen auf der linken Seite des NuUpunktes eingetragen wer­
den (vgl. Fig. 1). Versteht man in der iiblichen Weise unter dem absoluten 
Betrag'/ a' einer Zahl a den Wert a selbst, wenn a > 0 1), dagegen den 
Wert - a, wenn a < 0 ist, so bedeutet / a' einfach die Entfernung 
des betreffenden Punktes auf der Zahlengeraden yom Anfangspunkt. 

I I r I I I I" 
-3 -2 -1 o 1 2 3 

Fig. 1. Zahlengerade. 

Die geometrische Deutung der rationalen 
Zahlen durch Punkte auf der Zahlengeraden 
weist uns auf eine wichtige Eigenschaft hin, 
die man durch die Wendung bezeichnet: "Die 

Menge der rationalen Zahlen ist iiberall dieht." Dies besagt, daB es zwischen 
zwei belie big nahe aneinanderliegenden rationalen Zahlen noch weitere 
rationale Zahlen gibt oder daB in jedem noch so kleinen Intervall 
der Zahlengeraden noch rationale Zahlen liegen; geometrisch ge­
sprochen, daB jede noch so kleine Strecke auf der Zahlengeraden 
rationale Punkte enthalt. Diese Dichtigkeit der rationalen Zahlen 
wird sofort klar, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, daB die Zahlen 
1 1 1 1 .' kl' d d' h't h 2" 22 , 23 ' ••• , 2" ' • •• Immer emer wer en un SIC mi wac sen-

dem n der Null immer mehr nahern. Teilen wir nun, yom Nullpunkt 

beginnend, die Zahlengerade in gleiche Teile der Lange 2~ ein, so 

stellen die Endpunkte dieser Intervalle ~, ~, 23 , ••• rationale Zahlen 
2" 2" " 

der Form ~ dar; iiber die Zahl n diirfen wir dabei noch beliebig ver-
2" 

fiigen. Raben wir irgend ein fest vorgegebenes Intervall der Zahlen­
geraden, mag es auch noch so klein sein, so brauchen wir nur n hin-

reichend groB zu wahlen - namlich so groB, daB ;" kleiner als die 

Intervallange wird -, die obige Einteilung also entsprechend fein 
zu machen, urn sicher zu sein, daB Punkte der Einteilung in das Inter­
vall hineinfallen. 

Trotz dieser Eigenschaft der Dichtigkeit aber reichen die rationalen 
Zahlen nicht aus, urn alle Punkte auf der Zahlengeraden darzustellen. 
Schon die Griechen haben erkannt, daB es Strecken gibt, welche nach 
Wahl einer Strecke der MaBzahl 1 nicht durch eine rationale Zahl 
reprasentiert werden k6nnen, sog. mit der Einheit inkommensurable 
Strecken. So z. B. ist die Hypotenuse eines rechtwinklig-gleichschenk-

1) Durch das Zeichen 2:: soIl angedeutet werden. daB entwedel' das Zeichen 
> odeI' das Zeichen = gelten soli. Entsprechendes gilt fiir das hernach ein­
zllfiihrende Zeichen ± (bzw. =f). 
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ligen Dreieckes, dessen Katheten die Lange 1 haben, nicht kommen­
surabel mit der Strecke 1, d. h. ihre Lange ist nicht durch eine ratio­
nale Zahl gegeben. Das Quadrat dieser Lange l muG namlich nach 
dem pythagoreischen Lehrsatz gleich 2 sein; es muGte also, wenn l ratio-

nal, also von der Form t mit ganzzahligen, selbstvcrstandlich von 0 
q 

verschiedenen. p und q ware, p2 = 2q2 sein. Dabei konnen wir annehmen, 
daG p und q keinen gemeinsamen Teiler haben, weil wir einen solchen 
von vornherein hatten wegheben konnen. Da p2 infolge der obigen Glei­
chung eine gerade Zahl ist, so muB auch peine gerade Zahl sein, etwa 
p = 2P'; set zen wir diesen Ausdruck ein, so erhalten wir 4p'2 = 2q2 
oder q2 = 2p'2; es muBte also auch q2 und daher ebenso q selbst eine 
gerade Zahl sein, entgegen un serer Voraussetzung, daG p und q keinen ge­
meinsamen Teiler, also auch nicht beide den Teiler 2 besitzen. Unsere 

Annahme, daB die Hypotenuse durch einen Bruch!.. darstellbar ist, 
q 

hat sich daher als widerspruchsvoll, mithin als falsch erwiesen. 
Die eben durchgcfiihrte - ffu das Wesen eines "indirekten Be­

weises" charakteristische - SchluGweise lehrt uns, daG dem Zeichen 
Y2 keine rationale Zahl entsprechen kann. 

Wir sehen aus dieser Betrachtung, daB wir genotigt sind, auGer 
den rationalen Zahlen noch andere, "irrationale" Zahlen einzufUhren, 
wenn wir jed e m Punkt der geraden Linie eine Zahl zuordnen wollen. 
Und diese Forderung, daB den Punkten einer geraden Linie in umkehr­
bar eindeutiger Weise - nach Wahl einer Einheitsstrecke - Zahlen 
zugeordnet sein sollen, wollen wir durchaus festhalten. Das System 
dieser in umkehrbar eindeutiger Weise den Strecken zugeordneten 
rational en und irrationalen Zahlen nennt man das System der reellen 
Zahlen. 

Die obige Einteilung der Zahlengeraden in Intervalle der Lange : .. 

zeigt uns: Eine Irrationalzahl CI. laJ3t sich durch rationale Zahlen be­
liebig genau annahern, d. h. wir konnen immer eine rationale Zahl 
finden, deren Abstand von CI. kleiner ist als eine belie big kleine von 

uns gewunschte Schranke, z. B. kleiner als 1~0 oder 10100' Ebenso 

kann man natfulich jede irrationale Zahl in ein belie big kleines 
Intervall einschlieBen, dessen Grenzen durch rationale Zahlen gegeben 
werden. 

Wir setzcn als cine fundament ale Tatsache voraus, daG man mit 
den reellen Zahlen nach den ublichen formalen Rechengesetzen rechnen 
darf. Dabei soIl nicht unerwahnt bleiben, daG die EinfUhrung der 
irrationalen Zahlen und die Rechtfertigung der Gilltigkeit der Re­
chengesetze fUr sie Gegenstand einer genaueren Untersuchung sein 
kann und sein muG. Ebenso jedoch wie die Entwicklung der modernen 
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Mathematik sich bis in die zweite HaUte des 19. Jahrhunderts hinein 
ohne eine solche genaue Betrachtung ungestort vollzogen hat, ist 
es ganz naturgemaB, sich den Weg zu der eigentlichen hoheren Ana­
lysis nicht erst durch eine axiomatische Untersuchung des Zahl­
begriffes hindurch zu bahnen oder - zu versperren. lch mochte dem 
Leser aber den Rat geben, nach Erlangung einer gewissen Reife der 
Ausbildung eine dervielen guten Darstellungen dieser Fragen zu stu­
dieren 1). 

Was die Rechengesetze selbst anbetrifft, so will ich nur an die ein­
fachsten Regeln fur das Rechnen mit Ungleichungen erinnern, das in 
der ganzen Analysis eine viel groBere Rolle spielt als in der Elementar­
mathematik. Es ist stets 

/a±b/</a/+/b/, /a±b/>/a/-/bl. 
Ferner darf man Ungleichungen addieren und mit positiven Faktoren 
multiplizieren; bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt 
sich der Sinn der Ungleichung urn. Weiter folgt aus a > b > 0 und 
o < a' < b' die neue Ungleichung 

a b 
(II>/?' 

2. Die Zahlensysteme. 
Man pflegt fiir numerische Rechnungen die Zahlen 1m Dezimal­

system folgendermaBen zu schreiben: 

a = ... a2 a1 ao' a_I a_2 •••• 

Es ist hier ao die Anzahl der Einer, a1 die Anzahl der Zehner, a2 die 
Anzahl der Hundcrter, a-I die Anzahl der Zehntel usw. Dies bedeutet 
nichts weiter als eine Darstellung der Zahl a in folgender Form: 

a = ao + a1 • 10 + a2 • 102 + ... + a_I' 10-1 + a_2 • 10-2 + ... , 
wobei 

Ziffern der Folge 0, 1,2, ... ,9 sind. 
Dem Leser wird aus der Schule noch das einfache Resultat gelaufig 

sein, daB eine rationale Zahl durch einen rein periodischen oder ge­
mischt periodischen Dezimalbruch dargestellt wird (speziell durch einen 
abbrechenden), wahrend ein Dezimalbruch ohne Periode stets eine 
irrationale Zahl darstellt. 

Die dezimale Schreibweise tragt in gewisser Hinsicht den Charakter 
des Zufalligen, z. B. hinsichtlich def GrundzahllO. Fur rein theoretische 
Zwecke empfiehlt sich haufig die Darstellung der Zahlen im sog. Dual-

1) Z. B. K. Knopp: Theorie undAnwendung der unendlichen Reihen, 2. Aufl., 
Berlin 1924, insbes. Kap. 1. 
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system, d. h. in einem System mit der Grundzahl 2. In einem solchen 
System wtirde eine ganze positive Zahl a in der Form 

a = (1.0 + (/.1 • 2 + (/.2' 22 + (/.3.23 + ... 
dargestellt werden, wobei die Ziffern ()(O' (/.1' C(?' ••• jeweils nur 0 oder 1 
sein kannen. Die Zahl 9 wiirde z. B. im Zweiersystem folgendermaBen 
zu schreiben sein: 1001 = 1.23 + 0.22 + 0.21 + 1·2°. Man sieht, daB 
im Zweiersystem die Zahlen verhaltnismaBig lange Ausdrticke haben~ 
Gleichviel aber in welchem Zahlensystem wir die Zahlen schreiben, 
stets lassen sich in ihm die samtlichen rationalen und irrationalen 
Zahlen ausdrticken 1). 

§ 2. Der Funktionsbegriff. 

Der Begriff der Funktion verdankt seine klare Erfassung und Her­
vorhebung erst der neueren Zeit. Wir wollen ihn zunachst an einer 
Reihe von Beispielen erlautern. 

1. Beispiele. 

a) Wenn ein ideales Gas durch einen Stempel in einem GefaB ein­
geschlossen ist, so besteht zwischen dem Druck p und dem Volumen v 
(wenn die Temperatur stets denselben Wert behalt) die Beziehung 

v·p=c, 
wo C cine Konstante bedeutet. Dieses sog. Boylesche Gesetz sagt nichts 
tiber die GraBen v und p selbst aus, sondcrn bedeutet: Wenn p einen 
bestimmten, innerhalb gewisser Grenzen beliebig wahlbaren Wert hat, 
so kann ich daraus v bcstimmen und umgekchrt: 

c v=­p' 
p=~. 

v 

Man sagt dann: v ist cinc Funktion von p, resp.: p ist eine Funktion 
von v. 

b) Erhitzen wir cinen Metallstab, der bei der Temperatur von Null 
Grad dic Lange 10 bcsitzt, auf die Temperatur {) Grad, so wird untcr 
den einfachsten Annahmen seine Lange I durch das Gesetz 

gegeben, wo der "Ausdehnungskoeffizient" f3 eine Konstante ist. Wir 
sagen wieder: list eine Funktion von {). 

1) Dbrigens hat man im Dezimalsystem an sich zwei Moglichkeitcn, die 
lom-iachen (m ganz) dcr ganzen Zahlcn darzustellen. So ist z. B. 1 = 0,999 ... ; 
wir wahlen in diesem Faile stets die erste Art der Darstellung. Analoges gilt in den 
andercn Zahlensystcmen. 
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2. Begriffliche Formulierung. 

Urn den mathematischen Funktionsbegriff allgemein zu formulieren, 
fassen wir ein bestimmtes Intervall unserer Zahlenskala ins Auge, etwa 
das Intervall zwischen den Zahlen a und b, und betrachten die Gesamt­
heit der Zahlen x, welche diesem Intervall angehoren, d. h. der Be­
ziehung 

geniigen. 
Wenn wir die GroBe x als beliebig in diesem Intervall wahlbar 

betrachten, so nennen wir sie eine (stetige) Veriinderliche oder Variable 
in diesem Intervall. 

1st nun durch irgendeine Vorschrift jedem Werte x dieses Inter­
valles ein bestimmter Wert y zugeordnet, so sagen wir: y ist eine Funk­
tion von x, und schreiben symbolisch: 

y = I (x) oder y = F (x) oder y = g (x) 

oder ahnlich. Man bezeichnet dann x als die unabhiingige, y als die 
abhiingige GroBe oder Veranderliche; oder auch x. als das Argument 
der Funktion y. 

Es sei schon hier bemerkt, daB es fUr gewisse Betrachtungen einen 
Unterschied macht, ob man zu dem Intervall von a bis b die Endpunkte 
hinzurechnet, wie wir es oben getan haben, oder nicht; im letzteren 
FaIle hatten wir die GroBe x durch die Ungleichungen 

a<x<b 

zu beschranken. Wir sprechen, wenn sonst MiBverstandnisse moglich 
sind, im ersten Fall von einem abgeschlossenen, im zweiten Fall von 
einem (beiderseits) ollenen Intervall. Wird nur ein Endpunkt, nicht 
der andere, zum Intervalle mit gerechnet (z. B. a < x <b), so 
sprechen wir von einem halb oder einseitig ollenen Intervalle. Endlich 
kann man offene Intervalle auch nach einer oder nach beiden Seiten 
hin ins Unendliche ausgedehnt denken. Man sagt dann: die stetige Ver­
anderliche x lauft in einem unendlichen (offenen) IntervaIle, und schreibt 
symbolisch: a < x < 00 oder - 00 < x < b oder - 00 < x < 00. 

In der allgemeinen Definition des Begriffes einer in einem Intervall 
gegebenen Funktion ist iiber die Art der Vorschrift, durch welche die 
abbangige Variable zu der unabbangigen Variablen konstruiert wird, 
nichts Naheres gesagt. In der Tat entbalt der Funktionsbegriff bei 
dieser Allgemeinheit noch etwas Unbestimmtes und Vages. Er bedarf 
fiir aIle Anwendungen einer weitgehenden Einschrankung in der Hin­
sicht, daB an das Abhangigkeitsgesetz prazisere Forderungen gestellt 
werden miissen. 
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3. Graphische Darstellung. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit. 
Stetigkeit. 

Zu einer solchen vernunftigen Einschrankung, durch welche der all­
gemeine Funktionsbegriff erst wirkIich anwendbar wird, fuhrt uns 
der Zusammenhang mit der Geometric. Der Grundgedanke der anaIy­
tischen Geometric ist ja, eine geometrisch gegebene Kurve dadurch 
analytisch zu charakterisieren, daB man cine der beiden rechtwinke­
ligen Koordinaten, etwa y, aIs Funktion y = t (x) der andern Koordi­
nate x betrachtet; z. B. wird cine ParabeI durch die Funktion y = X2, 

der Kreis mit dem Radius 1 urn den Nullpunkt durch die Funktion 
y = "VI ~ x2 dargesteIIt. Beim erst en Beispiel konnen wir die Funk­
tion im unendlichen Intervall - 00 < x < 00 definiert denken; beim 
zweiten ist es notwendig, sich auf das Intervall - 1 < x < 1 zu be­
schranken, da auBerhalb die Funktion (im Reellen) keinen Sinn hat. 

Gehen wir umgekehrt nicht von einer geometrisch gegebenen Kurve 
aus, sondern betrachten eine Funktion y = t (x) als das primar Ge­
gebene, so konnen wir uns die funktionale Abhangigkeit der GroBe y 
von der GroBe x graphisch darstellen, indem wir dazu in der bekannten 
Weise ein rechtwinkliges Koordinatensystem (siehe Fig. 2) benutzen. 
Tragt man zu jeder Abszisse x die zugehOrige y 
Ordinate y = t (x) auf, so erhaIt man aIs geo­
metrisches BiId der Funktion eine K urve. Die Y 
Einschrankung, welche wir dem Funktions­
begriff auferlegen wollen, besteht nun darin, 
daB dieses geometrische Bild wirkIich auch eine 
anschaulich erfaBbare Kurve darstellt. Dann 
werden wir z. B. folgende Funktion auszu-

o 
Fig. 2. Koordinatensystem. 

x 

schlieBen haben: FUr jeden rationalen Wert x sei y = I; fUr jeden 
irrationalen Wert x sci y = O. Man erkennt, daS bei dieser Funktion 
der Funktionswert unendlich oft zwischen 0 und I hin- und herspringen 
muS, wenn man auch nur ein noch so kIeines Intervall von x durch­
Iauft. 

An Hand der graphischen VeranschauIichung der Funktionen durch 
Kurven mochte ich auf einen Punkt hinweisen, welcher dem Anfanger oft 
gewisse Schwierigkeiten bereitet. Das Gesetz, welches der Variablen x die 
Funktion y zuordnet, solI, wenn nicht das Gegenteil ganz ausdrucklich ge­
sagt ist oder aus dem Zusammenhang hervorgeht, diese Zuordnung in ein­
deutiger Weise vermittcln; z.B. die Zuordnung y=x2 oder y=sin x. 
Will man diese Eindeutigkeitsforderung hervorheben, so spricht man von 
"eindeutig ddinierten" oder "eindeutigen" Funktionen. Es kann jedoch 
vorkommen, daB das Zuordnungsgesetz uns zunachst in einer Form ent­
gegentritt, bei welcher eine Mehrdeutigkeit vorliegt; z. B. y = "V x oder 
y = "VI - -x2, wo ja weg\n der DoppeIdeutigkeit der Quadratwurzel 
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die Wahl zwischen zwei Vorzeichen offen bleibt. LaBt man diese Doppel­
deutigkeit in der Funktionsdefinition bestehen, so spricht man von 
einer "mehrdeutigen" Funktion, in diesem Faile von einer zweideutigen. 

In vielen Fallen wird es jedoch angenehm sein, diese Mehrdeutigkeit 
zu beseitigen. Dies kann man ohne weiteres tun, indem man durch 
eine besondere Vorschrift eine der verschiedenen Moglichkeiten aus­
zeichnet, in unserem FaIle z. B. durch die Vorschrift y > O.Man 
spricht dann von ~inem "eindeutigen Zweig" einer mehrdeutigen Funk­
tion; der andere eindeutige Zweig wird in unserem FaIle durch die 
Beziehung y < 0 charakterisiert. Jeder solche Zweig der Funktion 

y 
'Y 

o x 

Fig. 3 Mehrdcut'ge Funktionen. Fig. 4. 

y = -Vi--=- x2 ist dann in dem Intervalle - 1 < x < 1 eine eindeutige 
Funktion von x. Wenn im folgenden nichts Besonderes gesagt ist, wollen 
wir unter "Funktion" immer einen derartigen eindeutigen Zweig ver­
stehen, insbesondere bei mehrdeutigen Wurzeln den nicht negativen. 

y 1st die Funktion in ihrem ganzen 
Verlauf eindeutig definiert, so wird die 
sie darstellende Kurve von jeder Paral­
lelen zur y-Achse nur in einem Punkte 
geschnitten. Handelt es sich jedoch urn 
eine mehrdeutige Funktion, wie z. B. 

x y = ± fl=X2, so werden solche Paral­
lelen mehrere Schnittpunkte mit der 

Fig. 5. Ganze lineare Funktionen. Kurve haben konnen, und verschie-

denen Schnittpunkten werden verschiedene eindeutige Funktionszweige 
entsprechen. Die Kurvenstiicke, welche zu verschiedenen eindeutigen 
Funktionszweigen gehoren, konnen dabei miteinander zusammenhangen 
und so den Gesamtverlauf einer geometrisch mit einem Schlage defi­
nierbaren Kurve bilden wie beim Kreise (vgl. Fig. 3) Y = + -VI -::':"" xli; 
die verschiedenen Zweige konnen aber auch vollig getrennt verlaufen, 
wie bei der Hyperbel y = ± -VI +X2 (vgl. Fig. 4). 
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lch gebe im folgenden noch einige 
Darstellung von Funktionen. 

Beispiele fUr die graphische 

(X) y = ax. 
y ist x proportional. Das graphische Bild (vgl. Fig. 5) ist cine 

rade durch den Nullpunkt des xy-Systemes. 

P) y = ax + b. 

Gc-

y ist eine "ganze lineare Funktion" von x. Das Bild ist cine Gerade 
durch den Punkt x = 0, y = b, die im FaIle a =F 0 auch noch durch 

b 
den Punkt x = - - y = ° geht, im FaIle a = 0 horizontalliiuft. 

II ' 

a 
y = 'X. y) 

y ist X umgekchrt proportional. 1st speziell a = 1, also 
1 

y = 'X, 

so ist z. B. 

fUr x = 1 y = 1, 
1 

flir x =:2 y = 2 , fur x = 2 
1 

Y=2' 
Das Bild (vgl. Fig. 6) 

Achsen symmetrisch 
liegende Kurvc, eine 
glcichseitige Hyperbel. 

ist CiIlL' zu den \\'inkelhalbierenden der 

DieseletztereFunk­
tion ist fUr den Wert 
x = ° offcnbar nicht 
definiert; denn die Di­
vision durch 0 hat kei­
nen Sinn. Die Stelle 
x = 0, die ein Aus­
nahmepunkt fur die 
Funktion ist, in dessen 
Umgebung positiv und 
ncgativ belie big groDe 
Funktionswerte vor­
kommen, stelIt das ein­
fachste Beispiel einer 

y 

2 

i 1 
2 

-~-Y=.1 
2 ---------x 

dar, worauf wir spater 
U nendlichkeitsstelle 

Fig. {j. L:nerldlichkeitsstt-lIt'. 

(vgl. § 8, Nr. 2) 110ch ausfiihrlich zunlckkommen. 
b) y = x2 • 

Diesc Funktion wird bekanntlich durch cine 
(vgl. Fig. 7). 

Ebenso wird die Funktion y = x 3 anschaulich 
bischc Parabel bcschricbcn (vgl. Fig. 8). 

Parabel dargestellt 

durch die sog. ku-
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Die eben betrachteten Funktionen und ihre graphischen Bilder 
zeigen eine Eigenschaft, welche von der groBten Bedeutung fur die Dis­
kussion jeder Funktion ist, namlich die Eigenschaft der Stetigkeit. Wir 
werden diesen Begriff spater (vgl. § 8) noch genauer analysieren; sein 
anschauliches Wesen, mit dessen Hervorhebung ich mich an dieser 
Stelle begniigen kann, besagt, daB 
bei einer kleinen Anderung von x 
der Wert von yauch nur eine kleine 
Anderung erleidet und nicht plotz­
lich springt, d. h. daB die reprasen­
tierende Kurve nirgends zerreiBt. 

Eine Funktion, die fUr alle 
Werte von x in einem Intervall den­
selben Wert y = a besitzt, nennt 

y 

x 
Fig. 7. Parabe!. 

y 

x 

Fig. 8. Kubiscbe Parabe!. 

man eine Konstante a; sie wird durch eine horizontale gerade Linie 
reprasentiert. Eine Funktion y = t (x), welche die Eigenschaft hat, 
daB in einem Intervall zu groJ3eren Werten von x immer groJ3ere Werte 

y y 

:r :r 

Fig. 9. Monotone Funktionen. 

von y gehoren, heiBt eine in diesem Intervall monoton wachsende Funk­
tion; gehort aber zu groBerem x immer ein kleineres y, so heiJ3t sie 
in diesem Intervall eine monoton abnehmende Funktion. Anschaulich 
werden solche monotone Funktionen durch Kurven dargestellt, welche 
in dem betreffenden Intervall immer ansteigen oder immer abfallen 
(vgl. Fig. 9). 

1st die durch y = t (x) dargestellte Kurve symmetrisch zur y-Achse, 
d. h. gehort zu x = - a derselbe Funktionswert wie zu x = a oder ist 

1(- x) = t (x) , 
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so sprechen wir von einer geraden Funktion. Z. B. Y = x2 (vgl. Fig. 7). 
1st dagegen die Kurve symmetrisch zum Nullpunkt, d. h. ist 

f (- x) = - f (x) , 

so sprechen wir von einer ungeraden Funktion; z. B. y = x oder y = x 3 

I (vgl. Fig. 8) oder y = -. 
x 

4. Umkehrfunktionen. 
Wir konnten bereits bei unserm ersten Beispiel unter Nr. 1 be­

mer ken , daB man ('inc formale Abhangigkeit zwischen zwei GroBen 
verschieden auffassen kann, indem man ebenso bercchtigt ist, die erste 
Grof3e als Funktion der zweiten, wie die zweite als Funktion der erst en 

y x 

x y 

Fig. 10. Umkehrung eiller Funktioll. 

anzusehen. 1st z. B. Y = a x + b, wobei wir a =f= 0 annehmen, so 

wird x als Funktion von y durch die Gleichung x = y - b dargestellt. 
a 

Ebenso konnen wir den durch die Gleichung y = x 2 dargestellten 
funktionalen Zusammenhang zwischen y und x auch durch die Glei­
chung x = ± Y Y darstellen. Ganz ahnlich konnen wir versuchen, bei 
einer beliebigen Funktion y = f (x) auch x als Funktion von y auf­
zufassen oder, wie wir sagen wollen, die Funktion y = f (x) durch ihre 
"Umkehrfunktion" x = rp (y) zu ersetzen. 

Geometrisch bedeutet dies folgendes: Man kann das graphische Bild 
ciner Funktion y = f (x) auch betrachten, indem man es urn die Gerade 
umklappt, die den Winkelraum zwischen der positiven x-Achse und der 
positiven y-Achse halbiertl) (vgl. Fig. 10). Man hat dann ohne weiteres 
graphisch x als Funktion von y rlargestellt und somit die Umkehr­
funktion x = rp (y) reprasentiert. 

Man erkennt aber schon aus dieser geometrischen Betrachtung sofort, 
daB die e i n d e uti g e U mkehrbarkeit einer Funktion y = f (x) in einem 

1) Statt diese Umklappung vorzunehmen, k6nnten wir zunachst das Koordi­
natensystem mit der Kurve y = t (x) urn einen rechten Winkel drehen und dann 
urn die x-Achse klappen. 
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Intervall an gewisse Bedingungen gebunden ist. Sobald die zu der 
Funktion gehorige Kurve von einer Parallelen y = e zur x-Achse in 
mehreren Punkten geschnitten wird, wird dem Werte y = e mehr als 
ein Wert x entsprechen, die Funktion in dem betrachteten Intervall 
also nicht eindeutig umkehrbar sein. Dieser Fall tritt nicht ein, wenn 
die Funktion y = t (x) dort stetig und monoton ist. Dann lehrt uns 
Fig. 10, daB tatsachlich zu jedem Werte von y in dem betrachteten 
Intervall Xl < X < X3 gerade ein Wert von X gehOrt, und wir ent­
nehmen der Figur die Tatsaehe, dafJ sieh eine in einem I ntervalle monotone 
stetige Funktion in diesem Intervall stets dureh eine eindeutig bestimmte 
stetige Funktion umkehren lafJt (Genaueres auf S. 52). 

§ 3. Nahere Betrachtung der elementaren Funktionen. 
1. Die rationalen Funktionen. 

Wir gehen nun dazu iiber, die elementaren Funktionen, die dem 
Leser von der Schulmathematik her schon bekannt sind, noch einmal 
kurz zu durchmustern. Die einfachsten Klassen von Funktionen 
erhalten wir durch wiederhoIte Anwendung der elementaren Rechen­
operationen: Addition, MuItiplikation, Subtraktion. Wenden wir diese 
Rechenoperationen auf eine unabhangige Veranderliche X und irgend­
welche rationale oder irrationale Zahlen an, so erhaIten wir als ResuItat 
die ganzen rationalen Funktionen oder Polynome: 

y = ao + a l X + ... + an xn . 

Die ganzen rationalen Funktionen sind wegen ihres einfachen Baues 
sozusagen die Grundfunktionen fiir die ganze Analysis. 

Bilden wir noch die Quotienten derartiger Funktionen, d. h. Aus­
driicke der Form 

aO+alx+.·.+anxn 
y =-- - --- - ----, 

bo + bl X + ... + bm x'" 

so gelangen wir zu den allgemeinen oder gebroehenen rationalen Fmtk­
tionen, die iiberall definiert sind, wo der Nenner von Null verschieden ist. 

Die einfachste ganze rationale Funktion ist die (ganze) lineare 
Funktion 

y = ax + b. 

Sie wird durch eine gerade Linie dargestellt. Jede qttadratisehe Funk­
tion von der Form 

y = ax2 + bx + e 

-wird durch eine Parabel dargestellt. Die Kurven, welche eme ganze 
rationale Funktion dritten Grades 

y=ax 3 +bx2 +ex+d 

darstellen, nennt man gelegentlich Parabeln dritter Ordnung, usw. 
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Als anschauliche Beispiele fUgcn wir in Fig. 11 die graphischen 
Bildrr der Funktion y = xn fUr die Exponenten n = 1,2,3,4 hei. 

\ \ yt 
\ \ I 
\ , 
\ \ 
\\ 
\\ 
\\ 

\\ 
"'.\ 

\
\\ 

... \ 

I
, ........ \ 

". , 
.... , 

.... "-
". "-

........ ~ ........ 

Fig. 11. Potenzfunkti<lllcfl. 

Man crkcnnt, daB fur gerade Werte 
von n die Funktion y = xn der Glci­
chung 1 (- x) = 1 (x) geniigt, also cine 
gerade Funktion ist, wahrend fur un-
gerades n die Funktion die Bedingung 
1(- x) = -/(x) bdricdigt, d. h. un-
grrade ist. 

Das einfachste Beispiel fur cine ratio­
nale Funktion, die keine ganze rationale 
Funktion ist, ist die schon fruher bc-

trachtete Funktion v =0 1, deren Bilcl 
- x 

durch dir gleichseitigl' H ypcrbel gcgeben 
wird. Ein anderes ist die Funktion 

- 1 ( I F' y I")) y - ~ vg. 1~. _. 

2. Algebraische Funktionen. 

y 

Fig.l:!. 

Aus dem Bereich der rationalcn Funktionen fuhrt uns sofort das 
Problem hinaus, Cmkehrfunktioncn von ihncn zu bilden; z. B. wird 
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fiir die Potenz y = X" dieses Problem ge16st durch Einfiihrung der 

n-ten Wurzel yy = x oder, wenn wir die Bezeichnungen von ab­
hangiger und unabhangiger Variabler vertauschen, durch die Funktion 

1 tI- _ 

Y = lX =xn. 
Allgemeiner konnen wir 

Y = yR(x) 

betrachten, wo R (x) eine rationale Funktion bedeutet. Zu weiteren 
Funktionen von ahnlichem Typus gelangt man, indem man auf eine 
oder mehrere solcher spezieller Funktionen rationale Rechenprozesse 
anwendet. So gewinnt man beispielsweise die Funktionen 

Funktionen dieser Art sind spezielle "algebraische Funktionen". 

3. Die trigonometrischen Funktionen. 

Wahrend die rationalen und die eben betrachteten algebraischen 
Funktionen unmittelbar durch die elementaren Rechenoperationen und 
ihre Umkehrungen definiert werden, ist die Quelle, aus welcher wir die 
Kenntnis der iibrigen, der sog. transzendenten 1) Funktionen schopfen, 
zunachst die Geometrie. Wir wollen uns hier mit den elementaren 
transzendenten Funktionen beschaftigen, namlich mit den trigonome­
trischen Funktionen, der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. 

Bei allen Betrachtungen der hoheren Analysis, in welchen Winkel 
vorkommen, pflegt man diese Winkel nicht nach Grad, Minuten und 
Sekunden zu messen, sondern legt der Winkelmessung das Bogenma/3 
zugrunde. Man denkt sich den zu messenden Winkel mit seinem 
Scheitel in den Mittelpunkt eines Kreises vom Radiu!? 1 gelegt und 
miBt die GroBe des Winkels durch die Lange des Bogens, den der 
Winkel aus der Kreisperipherie ausschneidet. Ein Winkel von 180 0 

hat also das BogenmaB n, ein Winkel von 90 0 das BogenmaB ; , ein 

Winkel von 45 0 das BogenmaB : ' ein Vollwinkel von 360 0 das Bogen­

maB 2n. Umgekehrt berechnet sich ein Winkel mit dem BogenmaB 1 
in Grad zu 

1800 oder angenahert 570 17' 45" . 
:rt 

1) Das Wort "transzendent" bedeutet keineswegs etwas besonders Geheimnis­
volles oder Schwieriges, sondern deutet lediglich die Tatsache an, daB die Defini­
tion dieser Funktionen mit Hilfe der elementaren Rechenoperationen nicht mehr 
moglich ist: "quod algebrae vires transcendit". 
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Grundsatzlich werden wir von nun ab immer, wenn wir von einem 
Winkel x sprechen, einen Winkel meinen, des sen BogenmaB x ist. 

8 cfgx-< 

Fig.1H. 
Die trigoDometrischen Funktionen. 

Nach diesen Vorbemerkungen erinnere ich 
noch kurz an die Bedeutung der trigonometri­
schen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x, 

y 

Fig. 14. 

indem ich auf Fig. 13 verweise, in welcher der Winkel x von dem 
Schenkel OC (Lange 1) aus abgetragen ist und als positiver Drehsinn 
der durch die Pfeilrichtung angegebene, dem Uhrzeiger entgegengesetzt 

, x 

Fig. if>. 

laufende verstanden wird. Die rechtwinkligen Koordinaten des Punk­
tes A liefern uns einfach die Funktionen cos x und sin x. Die graphischen 
Bilder der Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x werden durch Fig. 14 
und 15 gegeben. 

4. Exponentialfunktion und Logarithmus. 

Man betrachtet neben den trigonometrischen Funktionen als wei­
tere elementare transzendente Funktionen die Exponentialfunktion mit 
der positiven Basis a 

y = aOJ 

Courant I Differcntialrecbnung. I. 2. Auf!. 2 
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und deren Umkehrfunktion, den Logarithmus zur Basis a 

x = logy. 
a 

Man pflegt auf der Schule iiber eigentiimliche Schwierigkeiten in der 
Definition dieser FUI1ktionen hinwegzugleiten, und auch wir wollen die 
genauere Diskussion dieser Funktionen noch ein wenig verschieben, bis 
wir feinere Hilfsmittel zur Hand haben (vgl. drittes Kapitel, § 6). Aber 
schon jetzt konnen wir sagen, wie wir diese Funktionen aufzufassen haben. 

1st x = .P... eine rationale Zahl (p und q > 0 ganze Zahlen) - die Zahl a 
q 11 

setzten wir als positiv voraus -, so definieren wir aX als yaP = aq , 
wo die Wurzel verabredungsgema13 positiv zu nehmen ist. Da die ratio­
nalen Werte von x iiberall dicht liegen (vgl. S. 4), so liegt es nahe, die 
so definierten Werte von aX dadurch zu einer fiir alle, auch irrationale 
Werte von x definierten stetigen Funktion, der "Exponentialfunktion", 
zu erganzen, da13 man fiir irrationale Werte von x die Werte von aX 

einfach an die definierten Werte stetig anschlie13t und demgema13 
unter aX diejenige stetige Funktion versteht, die fiir alle rationalen 
Werte von x oben definiert wurde. Da13 diese Festsetzung einwandfrei 
und nur auf eine Weise moglich ist, wollen wir fiir den Moment hin­
nehmen, indem wir uns dessen bewu13t bleiben, da13 wir spater dafUr 
eine Begriindung nachzuholen haben 1). 

Die Funktion 
x = logy 

a 

laBt sich dann fUr y > 0 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion 
definieren. 

§ 4. Funktionen einer ganzzahligen Veranderlichen. 
Bisher haben wir die unabhangige Veranderliche als in einem ganzen 

Intervall stetig variabel betrachtet. Es kommen aber in der Mathe­
matik auch zahlreiche FaIle vor, in denen eine Gro13e nur von einer 
ganzen Zahl, einer Nummer n, abhangt, welche die samtlichen 
Werte 1,2,3,... annehmen kann. Wir sprechen dann von einer 
Funktion einer ganzzahligen Veranderlichen, von einer zahlentheoretischen 
Funktion oder auch von einer Funktion eines Index, indem wir die 
ganzzahlige unabhangige Veranderliche, die Nummer, als Index be­
zeichnen. Am besten verstehen wir diese Begriffsbildung an der Hand 
von Beispielen. 

1. Die Summe der ersten n ganzen Zahlen 
n(n + 1) 

Sdn) = 1 + 2 + 3 + 4 + .,. + n =--2-

1) Vgl. S.54 und 139. 
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ist eine Funktion von n. Ebenso ist die Surnrne der erst en n Quadrat. 
zahlen 

eine Funktion der ganzzahligen Veranderliehen n 1). 
2. Andere einfaehe zahlcntheoretisehe Funktionen sind der Aus­

druek 
nl=1·2···n 

und die Binornialkoeffizienten 

(11)' =ll(n-l), ,(n-k+l) 
\k k! 

bei festern k. 

n! 
k!(n-k)! 

3. Jede ganze Zahl n > 1, die nieht Prirnzahl ist, laJ3t sieh dureh 
rnehrere positive ganze Zahlen teilen, wahrend die Prirnzahlen nur 
dureh 1 und dureh sieh selbst teilbar sind. Offenbar k6nnen wir nun 
die Anzahl T (n) dieser Teiler einer Zahl n als Funktion der Zahl n 
selbst ansehen. Fur die ersten Zahlen ist diese zahlentheoretisehe Funk­
tion dureh die folgende Tabelle gegeben: 

11 = : 1 2 3 I 4 5 i 6 I 7 I 8 I 9 i 10 III 112 

T (n) = , 1 1 2 : 2 i 3 i 2 : 4 ; 2 i 4 ! 3 i4T2-16 
4. Eine vie! kornpliziertere zahlentheoretisehe Funktion ist die An­

zahl A (n) der Prirnzahlen, die unterhalb der Zahl n liegen. Ihre nahere 
Untersuehung bildet eines der interessantesten und anziehendsten 
Problerne der hOheren Zahlentheorie. Ieh will hier nur das Haupt-

1) Man kann tibrigcns diese lctzte Summe in folgendcr Weise leicht durch 
einen einfachen rationalen Ausdruck in n darstcllen. Wir gehcn aus von der 
Formel 

(l' + 1)3 - 1,3 = 31'2 + 31' + 1, 

schreibcn diese Gleichung ftir die Wcrte v = 0, 1,2, •.• , n und addieren. Dann 
find en wir: 

(n + 1)3 = 352 + 351 + 11 + 1, 

woraus durch Einsetzen von 51 folgt 

352 = (n + 1) {(II + 1)2 - 1 - : n} = (n + 1) {n2 + ! n} 
und somit 

11 (n + 1) (2 11 + 1) 
52 =-- --6-- . 

Ebenso kann man die zahlentheoretischen Funktionen 

53 (n) = }3 + 23 + ... + n3 , 

54 (n) = 14 + 24 + ... + n4, 

durch ein ganz ahnliches Verfahren wie oben als rationale Funktionen von n 
ausdrticken. 

2* 
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result at dieser Untersuchungen andeuten; es besagt, daB die Anzahl A (n) 

fiir groBe Werte von n angenahert durch die Funktion ~- gegeben 
logn 

ist 1), wenn man unter log n den Logarithmus zu der spater zu definie­
renden "natiirlichen Basis" e versteht (vgl. drittes Kapitel, § 6). 

§ 5. Der Begriff des Grenzwertes einer Zahlenfolge. 
Beispiele. 

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Aufeinanderfolge von 
unendlich vielen (nicht notwendig verschiedenen) Zahlen ai' a2, a3, ... , 

a", ... , welche uns durch irgend eine Vorschrift gegeben sein konnen -
im Grunde genommen also eine Funktion der ganzzahligen Verander­
lichen n. Wir wollen uns zunachst an einer Reihe von Beispielen orien­
tieren. 

1 
1. an = n' 

Wir betrachten die Zahlenfolge 

I 1 
a1 = 1, a2 = 2" ' a3 = :.I ' 

Keine Zahl der Folge ist Null; aber wir erkennen, daB, je groBer der 
Index n wird, die Zahl an desto naher an Nullliegen muB. Wenn wir 
also urn die Zahl 0 ein Intervall abgrenzen, das wir so klein wahlen 
mogen, wie wir wollen, so wird von einem bestimmten Index ab jede 
Zahl der Zahlenfolge an in dieses Intervall hineinfallen. Diesen Sach­
verhalt bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir sagen: Die 
Zahlen an streben mit wachsendem n gegen 0, oder sie besitzen den 
Grenzwert (Limes) 0, oder die Zahlenfolge ai' a2, a3' . .. konvergiert 
gegen O. 

Anschaulich bedeutet dies bei der Darstellung der Zahlen durch 

Punkte auf der Zahlengeraden, daB die Punkte ~ sich mit wachsen-
n 

dem n immer dichter gegen den Grenzpunkt 0 andrangen. 
Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse bei der Folge 

1 1 1 (-1)"-1 
a1 = 1, a2 = - 2"' a3 = :.I' a4 = - "4' ... , an = -- n--
Auch hier streben die Zahlen an mit wachsendem n gegen Null; der 
Unterschied ist nur der, daB sie bald groBer, bald kleiner als der Grenz­
wert 0 sind, daB sie, wie man sagt, urn den Grenzwert herum oszillieren. 

1) D. h. der Quotient der Zahl A (n) durch die Zahl _11_ unterschcidet sich 
. logn 

von 1 urn belie big wenig, wenn nur n genligend groB ist. 
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Symbolisch pflegt man die Konvergenz der Zahlenfolge gegen 0 
durch die Gleichung 

lim an = 0 
n~oo 

oder auch gelegentlich durch die Abkiirzung 

an -.. 0 

auszudriicken. Die Buchstaben lim sind eine Abkiirzung fiir das Wort 
limes (Grenze). 

1 
2. a" m =-; 

~ m 

Bei den obigen Beispielen wird mit wachsendem n die Differenz 
zwischen an und dem Grenzwert absolut genommen immer kleiner. 
DaB dies nicht immer so zu sein braucht, zeigt das Beispiel der Zahlen­
folge 

1 1 1 1 1 
al = 9' a. = 1, as = 4' a4 = 2' a5 = 6' as = 3' ... ; 

d. h. allgemein: fiir gerades n = 2m sei an = a2m = ~, fiir ungerades 
m 

n = 2m - 1 sei an = a~m-l = 2~' . Auch diese Zahlenfolge hat einen 

Grenzwert, namlich den Grenzwert Null; d. h. in jcdes noch so kleine 
Intervall urn die Zahl Null herum werden von einem gewissen n an 
alle Zahlen an hineinfallen; aber doch nicht mehr so, daB jede Zahl 
naher als die vorangehende an dem Grenzwerte Null liegt. 

n 
3. an = n + 1 • 

Wir betrachten die Folge 

2 Q 

a2 = 3' .... an = )1 + l' '" . 

wobei der ganzzahlige Index n aIle Werte 1,2,3, ... durchlauft. 

Schreiben wir an = 1 - 11 : 1 ' so erkennen wir ohne weiteres, daB mit 

wachsendem n die Zahl an sich immer mehr dem Grenzwert 1 nahern 
wird, in dem Sinn, daJ3 in jedes noch so kleine urn die Zahl 1 abge­
grenzte Zahlenintervall aIle auf ein gewisses aN folgenden Zahlen an 
hineinfallen miissen. Man schreibt: lim an = 1 . 

n-'oo 
Ganz ahnlich liegt es z. B. bei der Zahlenfolge 

n 2 - 1 a - 0 ~ o. 

n - n2+ n + l' 

Auch diese Zahlenfolge strebt mit wachsendem n einem Grenzwert, 
und zwar dem Wert 1 zu: lim an =-c 1; man erkennt dies z. B. folgender-

"---+-00 



22 1. Vorbereitungen. 

maBen. Wir sehreiben 

a =1- _n+~ =l-rn 
n n2 + n + 1 

und brauehen nur noeh zu beweisen, daB mit waehsendem n die 
Zahlen rn gegen 0 streben. Nun ist, sobald n gr6Ber als 2 gewahlt wird, 
sieherIich n + 2 < 2n und n 2 + n + 1 > n 2• Also gilt dann fiir den 
Rest 

(n> 2), 

und daraus erkennt man sofort, daB dieser Rest rn bei waehsendem n 
gegen 0 strebt. Unsere Betraehtung gibt uns gleichzeitig eine Ab­
sehatzung dafiir, urn wieviel die Zahl an (fiir n > 2) ungiinstigstenfalls 
sich von dem Grenzwerte 1 unterseheiden kann; dieser Untersehied 

wird sicherlieh nicht mehr als ~ betragen. 
n 

Der eben betraehtete Grenziibergang bringt die von vornherein 
sehr plausible Tatsaehe zum Ausdruek, daB im Zahler und Nenner des 
Bruehes fiir an die Glieder mit den hOehsten Exponenten bei groBen 
Werten von n iiberwiegen und fUr die Bildung des Quotienten den 
Aussehlag geben. 

4. un = VP. 
Es sei p irgend eine positive Zahl. Dann betraehten wir die Zahlen­

folge a1 ,a2 ,a3 •.•. ,an , ... , wobei 

an = 'jrp 
gesetzt ist. Wir behaupten, daB 

lim an = lim l"p = 1 
n-+oco fl.--+- co 

ist. Urn hierfiir den Bew~is zu fUhren, stiitzen wir uns am einfaehsten 
auf einen aueh fiir andere Zweeke niitzlichen Hilfssatz: 1st heine 
positive Grope, so gilt 

(1) (1 + h)n > 1 + nh fUr n> 1. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sieh unmittelbar aus dem bino­
misehen Satze 

(1 + h)n = 1 + nh + n (~.; 1) h2 + .,. , 
da alle Glieder reehts positiv sind 1). Aus dem binomisehen Satz ergibt 

1) Wenn wir den binomischen Satz nicht als bekannt voraussetzen wollen, 
konnen wir den Beweis fiir die obige Ungleichung folgenderma13en fiihren: 
Nehmen wir an, die Ungleichung 

(1 + lI)m > 1 + mh 
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sich iibrigens noch eine zweite niitzliche Hilfsungleichung fill positives h: 

(l + h) n > 1 + 11 (~ 2- 1) h2 filr n > 1 , 

11 
aus welcher, sobald n 2 2, also n - 1 >2" ist, folgt: 

(2) 

Wir unterscheiden den Fall p > 1 und den Fall p < 1 (wenn p = 1 

ist, wird YP fill jeden Wert von n selbst gleich 1 sein, und unsere Be­
hauptung stellt dann eine Trivialitat dar). 

1st zunachst p > 1, so wird auch yP> 1 sein; wir setzen dann 
n_ 
y p = 1 + hn' wo hn cine positive von n abhangige GroJ3e ist, und 
haben unter Beriicksichtigung un serer obigen Ungleichung (1) . 

woraus sofort folgt 

P = (1 + hn)n > 1 + nhn' 

p-l o <hn < --. 
11 

Wir erkennen also, daB bei wachsendem n die GroBe hn gegen 0 streben 
muB, wodurch die behauptete Konvergenz der GraBen an gegen die 
Zahl 1 bewiesen ist. Gleichzeitig haben wir ein Mittel an der Hand, 
urn uns eine Schatzung dariiber zu verschaffen, wie nahe wir uns bei 
der Wahl einer Zahl n schon an dem Grenzwert 1 befinden; die Ab-

weichung der Zahl an von 1 ist namlich sicherlich nicht groBer als p - I. 
n 

1st p < 1, so wird 'VP ebenfalls kleiner als 1 sein und daher gleich 

~ gesetzt werden k6nnen, wo hn cine positive Zahl ist. Daraus folgt, + • 
wiederum unter Beriicksichtigung unserer Ungleichung (1). 

1 I 
P = (1 +-'h-;:>" < I + nh" . 

(Wenn wir den Nenner verkleinern, vergroBern wir den Bruch.) Nun­
mehr folgt 

1 
1 + nhn < p 

ware fiir einen gewissen Wert m > I schon bewiesen; dann multiplizieren wir 
reehts und links mit I + h und erhalten 

(1 + h)m+l > (1 + mh) (1 + h) = I + (m + I) h + mh2 • 

Lassen wir reehts die positive GroGe mh 2 fort, so steht unsere Ungleichung fiir den 
Exponenten m + 1 vor uns. Sie folgt also, wenn sie fiir den Exponenten m gilt, 
aueh fiir den Exponenten m + 1; da sie nun fiir den Exponenten m = 2 
riehtig ist, so besteht sie aueh fiir den Exponenten m = 3, daher auch fiir den 
Exponenten m = 4 usw., also fiir jeden Exponenten. - Dies ist ein einfaehes 
Beispiel fiir die sag. vollstandige lnduktion, eine oft angewandte SchluGweise. 
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und somit I --1 
P hn <--, n 

woraus wiederum folgt, daB h" bei wachsendem n gegen 0 strebt. Als 
reziproker Wert einer gegen 1 strebenden GroBe strebt p also offenbar 
sel bst gegen 1. 

5. un = an. 

Wir betrachten bei festem ex die Zahlenfolge a" = ocfi , wo n die 
Reihe der positiven ganzen Zahlen durchlauft. 

Es sei zunachst oc eine positive Zahl, die kleiner ist als I. Dann 

konnen wir ex = I! h mit positivem h setzen und erhalten, wieder 

unter Benutzung der obigen Ungleichung (I), 
I I I 1 I 

an = (1 +Jiyn < 1+ nh < nh = II' n' 
Da h und daher auch ! hier eine nur von oc abhangige, d. h. gegeniiber 

der Veranderlichkeit von n feste Zahl ist, erkennen wir aus dieser Be­
ziehung, daB exn mit wachsendem n dem Grenzwert 0 zustrebt: 

lim ocn = 0 (0 < ex < 1). 

Dieselbe Beziehung gilt auch, wenn oc Null oder negativ, aber groBer 
als - 1 ist. Man erkennt dies sofort, da jedenfalls lim loci" = 0 ist. 

fI->OO 

1st ex = I, so wird offenbar ocn stets gleich 1 sein, und wir werden 
dann als Grenzwert von ocn die Zahl 1 anzusehen haben. 

1st ex > 1, so setzen wir (Y. = 1 + h mit positivem h und erkennen 
aus unserer Ungleichung unmittelbar, daB exn mit wachsendem n keinem 
bestimmten Grenzwert zustrebt, sondern iiber alle Grenzen wachst. Wir 
driicken diesen Sachverhalt aus, indem wir sagen: exn strebt mit wach­
sendem n gegen Unendlich, oder: exn wird unendlich; in Zeichen 

lim exn = 00 (ex > I). 
n->co 

Das Symbol 00 bedeutet jedoch, worauf ausdriicklich hinge wiesen werden 
soIl, nicht etwa eine Zahl, mit der man recknen kann, wie mit irgend 
einer anderen Zahl; Gleichungen oder Aussagen, bei denen es heiBt, 
daB eine GroBe unendlich ist oder unendlich wird, haben niemals den 
Sinn einer Gleichung zwischen bestimmten Zahlen. Trotzdem aber ist 
eine solche Ausdrucksweise und die Einfiihrung des Symbols 00 au Berst 
bequem, wie wir im folgenden noch des ofteren sehen werden. 

1st ex = - I, so wird exn keinem Grenzwert zustreben, sondern, 
wenn n die Zahlenreihe durchlauft, zwischen den Werten + lund 
- I hin- und herpendeln. Ebenso wird, wenn ex < - list, der 
Wert von exn zwar absolut genommen iiber alle Grenzen wachsen, aber 
in seinem Vorzeichen abwechselnd positiv und negativ sein. 
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6. Zur geometrischen Veranschaulichung der Grenzwerte von 
n,-

un und lp. 

1 _ n-
Betrachten wir die Kurven y = xn bzw. die Kurven y = x n = y x 

und beschranken uns dabei der Bequemlichkeit halber auf nicht 
negative Werte von x, so werden die y A 

obigen Grenzwerte durch Figur 16 und 17 . 
veranschaulicht. Wir erkennen bei den 
Kurven y = xn , daJ3 diese sich bei wach­
sendem n im Intervall von 0 bis 1 immer 
mehr der x-Achsc nahern, wahrcnd sic 
auJ3erhalb dieses Intervalles immer steiler 
ansteigen und sich immer genauer einer 
Parallelen zur y-Achse anschmiegen. AIle 
diese Kurven aber laufen durch den Punkt 
mit den Koordinaten x = 1, Y = 1 und 
durch den ~ullpunkt hindurch. 

1 

I "" ' .. . i~ 'f.! 
\ h,'" :~)'~ 

: / 
. : / 
~ ! I 
if 

.: I , / 
:/ 
!I 

·:1 
Iii 
" ·i 

x 

Bei den Kurven y = x"- = yx nahert 
sich der Funktionswert y fur aIle posi­
tiven Werte von x immer mehr der 1, 
die Kurven also immer mehr der Paral­
lelen im Abstande 1 zur x-Achse; anderer­

Fig. 16. z· fur wachsende n. 

seits mussen aIle Kurven durch den Nullpunkt gehen. Die 
werden also in der Grenze sich dem Linienzug annahern, 

1 

Kurven 
welcher 

aus der y-Achse zwi­
schen den Ordinaten 
\' = 0 und y = 1 einer­
,;eits, der Parallelen 
y = 1 zur x-Achse an­
dererseits besteht. Beide 
Figuren stehen ubrigens 
in engstem Zusammen­
hang rniteinander, ent­
sprechend der Tatsache, 
daJ3 die Funktionen 

n- ----~~-------------------------~ 

y = y x gerade die Um-
kehrfunktionen der n­
ten Potenzen darstellen. 
Daraus k6nnen wir ent­

1 

Fig. 17. Ill;; ffir wacbsende n. 

nehmen, daJ3 beide Figuren durch Umklappung urn die Gerade y = x 
ineinander ubergehen. 
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7. Die geometrische Reihe. 

Ein von der Schule her mehr oder weniger geHi.ufiges Beispiel fiir 
einen Grenzwert liefert die "geometrische Reihe" 

1+ q + q2 + ... + qn-1 = S .. , 

wobei die Zahl q der Quotient der Reihe heIDt. Der Wert dieser Summe 
laBt sich bekanntlich, wenn q =!= I ist, in folgender geschlossenen Form 
angeben: 

1- q" 
S .. =- -1--' -q 

wie man sofort erkennt, wenn man diese obige Summe S .. mit q mul­
tipliziert und die so entstehende Gleichung von der urspriinglichen 
Gleichung abzieht. 

Es entsteht nun die Frage, was aus der Summe S" wird, wenn n 
iiber alle Grenzen wachst. Das Resultat lautet: Die Summe S" hat 
einen bestimmten Grenzwert S, wenn q zwischen - lund + I mit 
AusschluB der Grenzen liegt, und zwar gilt dann 

S =limS,,=~. 
,,->-co - q 

Urn die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, schreiben wir die 

Zahlen S" in die Form S" = 11- qn = -1 1 - -1 q" ; nun haben wir 
-q -q -q 

vorhin gezeigt, daB unter der Voraussetzung \ q\ < I die GroBe q" 

- und damit auch -1 qn - mit wachsendem n gegen 0 strebt, und 
-q 

daraus folgt sofort, daB die Zahl S" unter dieser Voraussetzung bei 

wachsendem n den Grenzwert -1 1 besitzt, wie wir behauptet hatten. 
-q 

Den Grenziibergang I + q + q2 + ... + q,,-l -+- -1 1 pflegt man ,,-+co _ q 

auch dadurch zu kennzeichnen, daB man sagt, man konne die geometrische 
Reihe im FaIle I ql < I ins Unendliche fort set zen und die Summe dieser 
unendlichen geometrischen Reihe sei der A usdruck -1 1 . 

-q 
Die Summen S" der endlichen geometrischen Reihe nennt man auch 

die T eilsummen oder Partialsummen der unendlichen geometrischen Reihe 
I + q + q2 + .... (Man hat also die Zahlenfolge S1' S2' ... , S,,' ... 
von der geometrischen Reihe scharf zu unterscheiden.) 

Die Tatsache, daB die Teilsumme S" der geometrischen Reihe 

mit wachsendem n gegen S = _1_ konvergiert, driickt man auch 
l-q 

durch die Redeweise aus: Die unendliche geometrische Reihe 

1 + q + q2 +. . . konvergiert bei I q I < 1 gegen die Summe S = -1 1 . -q 
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Wir wollen zeigen, da/3 die Folge der Zahlen 

,/- ~/-
a l = 1, a2 = y 2, a3 = Y 3, 

mit waehsendem n gegen 1 strebt: 

1· ~I 1myn=1. 
1t-+ro 

Hier geniigt die oben S.22 benutzte Ungleiehung (1) zum Beweise 
nieht mehr, sondern wir miis~en uns, indem wir von vornherein n > 2 
voraussetzen, der Ungleiehung (2) S. 23 bedienen. Wir k6nnen jeden­
falls setzen 

~/-
Y n = 1 + h", 

wo n" eine von n abhangige positive Zahl bedeutet, und es ist daher 
naeh der Ungleichung (2) 

" n 2 2 n=(I+hn ) >4hn (n>2), 

woraus folgt 

Also ist gewi/3 0 < h" < ~, und somit wird h" mit waehsendem n 
fn 

gegen 0 streben. Dies aber bedeutet gerade unsere behauptete Limes-
relation. 

Ieh behaupte, da/3 
lim ( y n + 1 - in) = 0 

n-+ro 

ist. 
Zu diesem Zweeke brauehen wir nur den zu untersuehenden Aus­

druek in die Form 

Vn + 1 - yn = (yn + !_ - Y~Uln_ ~1 -t Vn) = __]_-= 
tn + 1 + l n yn + 1 + Y n 

zu setzen; an diesem Ausdruck erkennt man unmittelbar, daB er 
mit waehsendem n gegen 0 strebt. 

n 
10. un = 2i/o 

Wir behaupten, daB bei waehsendem n die Folge der Zahlen an = ~~ 
den Grenzwert 0 besitzt: 

1. 11 
1m 2n- = o. 

u-+oo 
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Wir brauchen zum Beweise nur zu beachten, daB fiir n > 2 nach der 
Abschatzung (2) 

ist, woraus 

folgt. Somit ist bewiesen, daB unsere Zahlenfolge den Grenzwert 0 hat. 

§ 6. Genauere Erorterung des Grenzwertbegriffes. 
1. Allgemeines. 

Aus den Beispielen des vorangehenden Paragraphen abstrahieren 
wir den folgenden allgemeinen Begriff des Grenzwertes: TV enn eine 
unendliche F olge von Zahlen al , a2 , aa, ... , an, ... gegeben ist und wenn 
es eine weitere Zahl g gibt, derart, dafJ in jedes noch so kleine um g ab­
gegrenzte Intervall alle Zahlen an mit A usnahme von hOchstens endlich 
vielen l ) hinein/allen, so sagen wir.· dieZahl gist der Grenzwert der Zahlen­
folge a l , a2 , a3 , ••. , an' ... , oder: die Zahlen/olge a l , a2 , • • • konvergiert 
gegen g: in Zeichen: lim an = g. Darunter ist, wie ausdriicklich be-

n-HO 

merkt sei, auch z. B. der triviale Fall mit einbegriffen, daB alle Zahlen 
an einander gleich sind und somit auch mit dem Grenzwert g zu­
sammenfallen. 

In allen vorangehenden Beispielen lagen die VerhaItnisse so, daJ3 
der Grenzwert der betrachteten Zahlenfolge wieder eine uns schon 
bekannte Zahl war. Wenn der Begriff des Grenzwertes uns nichts 
anderes lieferte als die Erkenntnis, daB wir gewisse bekannte Zahlen 
durch gewisse Folgen anderer bekannter Zahlen belie big genau an­
nahern k6nnen, so wiirde mit ihm nicht viel gewonnen sein. Die 
Fruchtbarkeit des Grenzwertbegriffes fiir die Analysis beruht aber 
wesentIich darauf, daJ3 wir durch Grenzwerte bekannter Zahlen neue un­
mittelbar nicht mehr bekannte oder ausdriickbare Zahlen erfassen k6nnen. 

Die ganze hOhere Analysis bildet eine Kette von Beispielen fiir 
dieses Faktum, das uns in den spateren Kapiteln immer deutIicher 
werden wird. Die Darstellung der irrationalen Zahlen als Grenzwerte 
rationaler Zahlen kann man als ein erstes Beispiel auffassen. Weitere 
werden wir sogleich noch in diesem Paragraphen kennenlernen. Bevor 
wir uns diescn zuwenden, wollen wir jedoch noch einige allgemeine 
Bemerkungen voranschicken. 

Wie erkennt man an einer gegebenen Zahlenfolge al>a2,aa, ... ,an ,.·. 

von vornherein, daB sie einem Grenzwert zustrebt, auch wenn man 
diesen Grenzwert nicht vorher angeben kann? Diese wichtige Frage 

1) Statt "mit Ausnahme von h6chstens endlich vielen" k6nnten wir auch 
"von einem gewissen Werle des Index n an" sagen. 
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wird uns durch die Konvergenzregel von Cauchy beantwortet, weIche 
folgenderma13en lautet: Es werde in der Zahlenlolge aI' a2 , ••• , an' ... 
der A usdruck I an - am I kleiner als eine belie big klein gewiihlte positive 
Zahl f, sobald man llur die Zahlen n und m beide hinreichend gro/3 
"ii'iihlt, etwa gro/3er als eine - im allgemeinen natiirlich noch von f ab­
hiingige - Zahl N = N (f), weIche fiir f -+ 0 selbst iiber aIle Grenzen 
streben wird; dallll folgt die E xistenz eines Grenzwertes 

g = lim an. 
n ..... oo 

Die Bedeutung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums liegt darin, 
da13 wir mit seiner Hilfe von dem Grenzwert einer Zahlenfolge auf 
Grund einer Betrachtung der Zahlenfolge selbst sprechen konnen, 
ohne vorher den Grenzwert anderweitig charakterisieren zu miissen. 

Umgekehrt folgt aus der Existenz cines Grenzwertes lim an das 
n ..... oo 

Kleinwerden von I an - am I. Denn wenn die Zahlenfolge aI' a2 , ••• 

gegen den Grenzwert g strebt, so mu13 fiir belie big kleines f > 0 nach der 

Definition der Konvergenz Ig - ani <; und Ig - ami < ~ sein, 

wenn nur n und m gro13 genug sind; also I an - am I = I (g - a".) -(g-an) I 
~ I g - am 1 + I g - an I < e. Diese Beziehung driickt, da e beliebig 
klein gewahlt werden kann, un sere Behauptung aus. 

Die Aussage des Cauchyschen Kriteriums ist auBerst einfach und 
fast unmittelbar einleuchtend, wenn man sich die Zahlen auf der 
Zahlengeraden reprasentiert denkt; es besagt namlich, da13 eine Zahlen­
folge sicher einen Grenzwert hat, wenn von einer gewissen Stelle N 
ab die Werte der Zahlenfolge sich iiberhaupt nur noch in einem klein en 
Spielraum andern ki:innen, der belie big klein wird, wenn N hinreichend 
groB gewahlt ist. Einen prazisen Beweis fiir unser Kriterium werden 
wir im Anhang dieses Kapitels, § 1, Nr. 2, besonders erbringen und fiir 
den Moment uns mit unserer anschaulichen Betrachtung begniigen. 

Besonders einfach lal3t sich die Frage nach der Konvergenz einer 
gegebenen Folge gegen einen Grenzwert entscheiden, wenn die Folge 
eine sog. monotone Folge ist, d. h. wenn entweder jede Zahl der Folge 
groBer ist als die vorangehende (monoton zunehmende Folge) oder 
jede Zahl kleiner ist als die vorangehende (monoton abnehmende 
Folge). Es gilt der Satz: ] ede monoton zunehmende Folge, deren Zahlen 
nach oben beschriinkt sind, d. h. unterhalb einer lesten Zahl liegen, 
besitzt einen Grenzwert; ebenso besitzt jede monoton abnehmende Folge, 
deren Zahlen nicht unter eine leste untere Schranke sinken konnen, 
einen Grenzwert. Auch diese beiden Satze wollen wir vorlaufig unter 
Hinweis auf die nahere Begriindung im Anhang als anschaulich evident 
betrachten. Eine konvergente monoton zunehmende Folge kann 
natiirlich nur gegen einen Grenzwert streben, der gro13er als jede 
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Zabl der Folge ist, wahrend sich bei monoton abnehmenden Folgen 
die ZaWen gegen einen Grenzwert anhaufen, der kleiner ist aIs jede 

zaW der Folge. So z. B. bilden die Zablen ~ eine monoton abnehmende 
n 

Folge mit dem Grenzwert 0, die Zahlen 1 - ~ eine monoton zuneh-
11 

mende Folge mit dem Grenzwert 1. 
Fiir manche Falle ist es angenehmer, an Stelle der Forderung des 

monotonen Zunehmens einer Folge die schwachere Forderung zu 
stellen, dal3 die Glieder der Folge jedenfalls nicht abnehmen; mit 
anderen Worten, zu erIauben, dal3 aufeinanderfolgende Glieder der 
Folge einander gleich sind. Man spricht dann von einer monoton 
n i c h tab n e h men den F olge oder von einer monoton zunehmenden 
Folge im schwacheren Sinne. Unser Grenzwertsatz bleibt auch 
fiir soIche Folgen bestehen, eben so auch fiir Zahlenfolgen, weIche 
mono ton nicht zunehmen oder im schwacheren Sinne monoton 
abnehmen. 

Es ist ntitzlich, sich zu vergegenwartigen, dafJ jede konvergente 
Zahlen/olge beschriinkt ist; d. h.zu jeder Zahlenfolge aI' a2 , aa, ... , fiir 
weIche ein Grenzwert ~ existiert, gibt es eine von n unabhangige posi­
tive Zahl M, so da/3 fiir aIle an der Folge I an I < M gilt. 

Aus unseren Definitionen folgt dieser Satz leicht: Sicher gibt es 
namlich einen Index N, so dal3 fUr n > Nimmer I an - ~ I < 1 ist. 
Unter den N Zahlen la1 - n la2 - n ... , IaN - ~I sei A die grol3te. 
Dann diirfen wir M = I ~ I + A + 1 setzen. Denn es ist sieher naeh der 
Definition von A die Ungleichung I an - ~ I < A + 1 fUr n = 1,2, ... , N 
erfilllt, wahrend fiir n > N gilt I an - ~ I < 1 < A + l. 

Eine Zahlf.Dfolge, weIche nicht konvergiert, heil3t divergent. Wachsen 
mit wachsendem n die Zahlen an positiv tiber alle Grenzen, so sprechen 
wir von einer nach + 00 divergent en FoIge und schreiben, wie schon 
friiher geIegentIich: lim an = 00. Entsprechend schreiben wirlim an = -00, 

wenn bei wachsendem n die Zahlen - an positiv tiber alle Grenzen 
streben. Divergenz einer Folge kann sich aber auch in anderer Weise 
auspragen, wie z. B. bei der Folge a1 = - 1, a2 = + 1, aa = - 1, 
af, = + 1, ... , deren Glieder zwischen zwei verschiedenen WerteT' hin­
und herpendeln 1). 

2. Rechnen mit Grenzwerten. 
Endlich noch eine letzte Bemerkung tiber das Rechnen mit 

Grenzwerten. Aus dem Begriff des Grenzwertes folgt fast unmiUel-

1) Eine weitere niitzliche Bemerknng: An dem Konvergenzverhalten einer 
Folge andert sich nichts, wenn wir endlich viele Zahlen a,. darans fortlassen. 
Wir machen im folgenden haufig davon Gebrauch, indem wir auch bei solchen 
Folgen von Konvergenz oder Divergenz reden, wo flir endlich viele 11 kein a" 
definiert ist. 
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bar, daB man die elementaren Rechenoperationen der Addition, Multi­
plikation, Subtraktion und Division mit Grenzwerten nach den folgen­
den Regeln ausfiihren kann: 

1st aI' a2 , •.• eine F olge mit dem Grenzwert a und bI , b2 , ... eine 
Folge mit dem Grenzwert b, so hat auch die Folge der Zahlen en=an + bn 
einen Grenzwert, und es ist 

limen = a + b. 
n~oo 

Ebenso konvergiert die Folge der Zahlen en = an bn und geniigt der 
Gleichung 

limen = abo 
n~oo 

Falls der Grenzwert b von 0 verschieden ist, gilt weiter auch die Gleichung 

r a 1m en = b' 
11,-*00 

wenn en = ~~ gesetzt wird. In Wort en: Man kann die rationalen 
bn 

Rechenoperationen mit dem Prozesse der Grenzwertbildung vertausehen; 
d. h. es ist fiir das Resultat gleiehgiiltig, ob wir zuniiehst einen Grenz­
iibergang und dann eine rationale Rechenoperation vornehmen oder um­
gekehrt. 

Zum Bewei~e dieser einfachen Regeln geniigt es, ein Beispiel heraus­
zugreifen, nach dessen Muster sich der Leser die weiteren Behauptungen 
leicht selbst klar machen kann. Wir betrachten etwa die Multipli­
kation von Grenzwerten. Die Beziehungen an -- a und bn -- b besagen 
folgendes: Wenn wir eine noch so kleine GraGe /0 vorgeben, so brauchen 
wir nur n groGer als N zu nehmen, wobei N = N (/0) eine zu /0 hinzu­
zubestimmende hinreichend groDe Zahl ist, und es wird sicherlich 
I a - ani < /0, sowie I b - bn I < /0 sein. Schreiben wir a b - an bn 
= b (a - an) + an (b - bn) und beachten, da/3 es eine von n unabhan­
gige positive Schranke M geben muG, so daG I an I < Mist, dann er­
halten wir la b - an bn I <I b II a-an I + I an II b - bn I < (i b I + M) Co Da 
die GraGe (i b I + M) emit /0 gegen 0 strebt, d. h. beliebig klein 
wird, wenn nur /0 hinreichend klein gewahlt wird, so sehen wir, daG 
bei geniigend groGem n tatsachlich die Zahlen a b und an bn sich von­
einander beliebig wenig unterscheiden; das aber ist gerade die durch 
die Gleichung ab = lim anbn gemachte Aussage. 

Auf Grund dieser Regeln bestimmen sich viele Grenzwerte besonders 
einfach; Z. B. wird 
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da wir in dem zweiten Ausdruek sofort den Grenziibergang im Zahler 
und Nenner fiir sieh vornehmen k6nnen. 

Noeh eine weitere einfaehe und selbstverstandliche Regel verdient 
eine besondere Formulierung: 1st lim an = a und lim bn = b, ist ferner 
an > bn fiir jedes n, so gilt sieherlich a > b. Wir diirfen aber keineswegs 
allgemein erwarten, daB a > b sei; das lehrt uns das Beispiel der beiden 

Folgen an = ~, bn = -21 ,fiir welche a = b = 0 ist. 
n n 

Wir wenden uns nun einigen neuen wiehtigen Beispielen zu, die 
das oben gesehilderte allgemeine Prinzip naher erlautern sollen. 

3. Die Zahl e. 
Als erstes Beispiel fiir die Erzeugung einer nicht von vornherein 

eharakterisierbaren zaW als Grenzwert einer Folge bekannter Zahlen 
betraehten wir die Summe 

111 
Sn = 1 + IT + 2T + ... +-;;y. 

Ieh behaupte, daB diese Zahl Sn mit waehsendern n einem bestimmten 
Grenzwert zustrebt. 

Urn die Existenz des Grenzwertes zu beweisen, beaehten wir, daB 
die Zahlen Sn mit waehsendern n monoton zunehmen. Andrerseits 
gilt fiir aIle n 

1 
1 1 1 1-2-

5 <1+1+-+-+·· ·+-=1+--<3. n 2 22 2n -1 1 
1- -

2 

Die Sn besitzen also die obere Sehranke 3 und haben somit als monoton 
waehsende Zahlenfolge einen Limes, den wir mit e bezeiehnen: 

e = limSn • 
n--+oo 

leh behaupte nun weiter, daB gegen die dureh den obigen Grenz­
wert definierte Zahl e aueh die ZaWenfolge 

konvergiert. 
Der Beweis ist einfaeh und zugleich lehrreich fiir das Operieren 

mit Grenzwerten. Naeh dem binomisehen Satze, den ieh hier voraus­
setzen will, ist 

T = (1+ ~') .. =1+n. ~+ ~-1) ~ + ... + 11 (n_-l)(n -2) ... 1.~ 
n ,n n 2! n 2 n! nn 

1( 1) 1( 1)( 2\ (' n-l\ = 1 + 1 + 2T ,1--;- + ... + 0,1--:;;, 1--:;;)'" \1----;,--). 
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Man erkennt hieraus sofort, da13 einmal T" < Sn ist und da13 zweitens 
auch die Tn cine monoton ansteigende Folge bilden!), woraus die Exi­
stenz des Grenzwertes lim Tn = T folgt. Urn die Gleichung T = e 

n-700 

zu beweisen, beach ten \Vir, da13 jedenfalls 

I ( I ) I ( 1 ) ( n - 1) T >1+1+- 1-- + ... +-- 1-- ···1--
m 2! 111 12! 111 m 

ist, sobald m > n wird. Lassen wir nun, indem wir n festhalten, m 
tiber aile Grenzen wachsen, so entsteht links der Grenzwert T, rechts 
gerade die Zahl Sn. und wir erhalten T > 5". Somit wird schliel3lich 
T > 5" > Tn. N unmehr erst lassen wir n wachsen, wobei T" gegen 
T strebt und aus der hingeschriebenen Doppelungleichung sofort 
T = lim Sn = e folgt. Dies aber war un sere Behauptung. 

n-+oo 
Wir werden tibrigens auf diese Zahl e spater (drittes Kapitel, § 6) 

noch von anderen Gesichtspunkten her gefiihrt werden. 

4. Die Zahl 7t als Grenzwert. 

Eine schon von der Schule her gelaufige Grenzwertbetrachtung, 
die im Kern auf das klassische Altertum (Archimedes) zurtickgeht, 
ist diejenige, durch welche man die Zahl n definiert. Die geometri­
sche Bedeutung von n ist der Flacheninhalt des Kreises mit dem 
Radius l. Die Existenz dieser Zahl n entnehmen wir also der An­
schauung, indem wir es als sclbstverstandlich ansehen, da13 dieser 
Flacheninhalt sich durch eine (rationale oder irrationale) Zahl messen 
lai3t, die wir dann eben einfach mit n bezeichnen. Mit dieser Fest­
setzung aber ist wenig gewonnen, wenn man die Zahl wirklich mit 
einer gewissen Genauigkeit bercchnen will. Man kann dann nicht 
anders vorgehcn als so, daB man die Zahl durch einen Grenzproze/3 
darstellt, namlich sie als Grcnzwert einer Zahlenfolge wohlbekannter 
und leicht zu berechnender Zahlen auffaBt. Schon Archimedes hat in 
seiner Exhaustionsmethode diesen Weg beschritten, indem er den 
Kreis durch immer feiner sich ihm anschmiegende regelmaBige Poly­
gone von wachsender Seitenzahl mehr und mehr ausschopfte. Be­
zeichnen wir den Inhalt des dem Kreise einbeschriebenen m-Ecks 
mit 1m' so berechnet sich aus ihm der Inhalt des 2m-Ecks durch die aus 
der Elementarmathematik bekannte Forme! 

1) Wir erhalten namlich Tn+1 aus Tn, indem wir die Faktoren 

1 - -.!.., 1 - ~, ... durch die groBercn 1 - ~1' 1 - _2_ ersetzen 
n n n+ 11+1' 

und ein lctztes positives Glied hinzufiigen. 
Courant, Differentialrecbnung. I. 2. Aua. 3 



34 I. Vorbereitungen. 

Lassen wir m nicht die Reihe aller Zahlen, sondern nur die Reihe der 
Potenzen von 2durchlaufen, m = 2n , bilden wir mit anderen Wort en 
gerade diejenigen regelmaBigen Polygone, deren Ecken wir durch 
fortgesetzte Halbierung des Kreisumfanges erhalten, so wird der Fla­
cheninhalt des Kreises durch den Grenzwert 

n = lim 12ft 
n->oo 

gegeben sein. Diese Grenzwertdarstellung von n ist tatsachlich eine 
Handhabe zur angenaherten numerischen Berechnung; denn wir k6nnen, 
ausgehend von dem Werte 14 = 2, der Reihe nach die Zahlen unserer 
gegen n strebenden Zahlenfolge berechnen. 

Es sind dies iibrigens Dinge, die dem Leser mehr oder weniger 
gelaufig sein werden. Worauf ich aber schon hier hinweisen will, ist, 
daB die Berechnung von Flacheninhalten durch AusschOpfung mittelst 
leicht berechenbarer geradlinig begrenzter Flachenstiicke die Grund­
lage fUr.. den im nachsten Kapitel zu entwickelnden Integralbegriff gibt. 

5. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 

Sind IX und fJ zwei positive Zahlen, von denen wir fJ ;£ IX annehmen 
wollen, so ist immer ihr arithmetisches Mittel mindestens gleich dem 
geometrischen Mittel, d. h. es gilt immer 

ex + f3 ,/--. 
-2- > rlXfJ, 

das Gleichheitszeichen hat nur im FaIle IX = fJ statt. Der Beweis 
dieser Tatsache besteht in der Bemerkung, daB 

als Quadrat nicht negativ ist und nur fUr IX = fJ verschwindet. 
Wir set zen nun IX = ao und fJ = bo' wo ao > bo > o. Dann bilden 

wir das arithmetische Mittel 

und das geometrische Mittel 

bi = yao bo · 

Offenbar ist bo < bi < al < ao. Weiter bilden wir jetzt sowohl das 
arithmetische als auch das geometrische Mittel aus a l und bl : 
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usw. Man erkennt sofort, daB die Zahlenfolge an den Ungleichungen 

ao > a1 > a2 > a3 > . . . > bo, 

die Zahlenfolge bn den Beziehungen 

bo < b1 < b2 < b3 < ... < ao 

geniigt. Die an bilden also eine absteigende, die bn eine ansteigende 
monotone Zahlenfolge. Da aber diese Zahlen samtlich zwischen den 
Schrank en bo und ao liegen, so existieren nach unseren obigen Betrach­
tungen die Grenzwerte 

lim an = A und limbn = B. 

Nun erkennt man leicht, da/3 A = B sein muB; denn es ist 

1 \. l' a"_l + b"-l 1 (r + r b ) _ A + B . = 1m an = 1m 2 = "2 1m an _1 1m n -1 -"2 :2 ' 
n~ro n~oo n~co n-7O) 

also A = B. 

Diesen gemeinsamen Grenzwert nennt man das arithmetisch-geometri­
sche Mittel der Zahlen ao und bo' 

§ 7. Der Begriff des Grenzwertes bei stetigen Veranderlichen. 
Wir haben bisher den Grenzwert von Zahlenfolgen, d. h. Funk­

tionen an einer ganzzahligen VeranderIichen n, betrachtet. Der Begriff 
des Grenzwertes tritt jedoch vielfach auch in Verb in dung mit dem 
Begriff einer stetigen Veranderlichen x und einer Funktion f (x) bei 
folgender Frage auf: 

Wir denken uns die Funktion durch eine Kurve reprasentiert und 
einen Punkt mit der Abszisse x auf der Kurve so bewegt, da/3 die 
Abszissc· sich immer mehr eincr bestimmten Zahl ~ niihert, - dabei 
kann die Bewegung auch hin und her laufen. Dann kann es der 
Fall sein, daB auch der Funktionswert f (x) einem bestimmten Grenz­
wert zustrebt. Einen solchen Grenziibergang konnen wir dadurch 
prazis formulieren, daB wir ihn in folgender Weise auf Grenziibergange 
mit Zahlenfolgen zuriickfiihren. 

1st x cine stetig veranderliche GroBe und ; ein bestimmter Wert, 
so sagen wir: x strebt gegen ;, oder symbolisch ausgedriickt: x -+;, 
wenn x eine Folge von Werten Xl' x2 , xa, ... , xn ' . .. durchlauft, 
welche aUe von ; verschieden sind und fiir welche Xn -+; gilt. Ob 
die Wertefolge Xn monoton von rechts oder monoton von links gegen; 
strebt, ob sie urn den Wert; oszilliert, ist dabei ganz gleichgiiltig. Es 
sei nun f(x) eine Funktion der stetigen VeranderIichen x. Dann sagen 
wir, daB fiir x -+; der Funktionswert f (x) gegen einen Grenzwert g 
strebt, in Zeichen 

lim f (x) = g, 
x---+~ 

3* 
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wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir j ede unserer Zahlenfolgen 
Xl' X2 , ••• , xn , ... soIl der Grenzwert der Zahlen I (Xn ) existieren, und 
dieser Grenzwert soIl nicht von der speziellen Wahl der Folge ab­
hangen 1), sondern fUr aIle Folgen dieselbe Zahl g darstellen. 

Eine andere, gleichwertige Formulierung ist die folgende: Grenzt 
man ein beliebig kleines Intervall JII urn die Zahl gab, so fallen alle 
Funktionswerte I (x) in dieses IntervaU, wenn nur der von ~ verschie­
dene Punkt x hinreichend nahe an der Stelle ~ lipgt, d. h. innerhalb 
eines Intervalles J~ urn die Stelle ~, dessen Lange von dem vorgege­
benen Intervall J II urn die Zahl g noch abhangen kann und im allgemeinen 
urn so kleiner sein wird, je kleiner J II ist. 

Wir wollen uns diese abstrakte Definition an· einigen einfachen 
Beispielen klar mach en und betrachten zunachst die Funktion 

I (x) = ~in x . 
x 

Wir behaupten, daB 
I· sin x 1 lm--= 
%-+0 X 

ist. Diese Behauptung konnen wir nicht etwa dadurch beweisen, daB 
wir den Grenziibergang in Zahler und Nenner fiir sich ausfiihren; denn 

o 
Zahler und Nenner verschwinden fiir x = 0, und das Symbol 0" als 

solches hat gar keinen Sinn. Wir schlagen zum Beweise dieser Limes­

o 
Fig. 18. 

gleichung folgenden Weg ein. 
Aus Figur 18 entnehmen wir durch Ver­

gleichen der Flacheninhalte der Dreiecke 0 A B 

und 0 A C und des Sektors 0 A B fiir 0 < x < ; 
sin x < x < tg x; 

daraus folgt fUr 0 < I x I <~. : 
x I 

1 < -,-- < --. slnx cosx 
sinx 

Mithin ist der Quotient zwischen den Grenzen 1 und cos x ein-x 
geschlossen. Mit x -->- 0 strebt bekanntlich cos x gegen 1, und daraus 

1) Diese zweite Forderung ist iibrigens cine Konsequenz der ersten. D. h. 
wenn fur j ede Zahlenfolge xn mit x" -->- ~ ein Grenzwert g = lim! (xnl existiert, 

n-+oo 

dann ist dieser Grenzwert derselbe fur aIle Folgen. 1st namlich x~ eine zweite 
Zahlenfolge mit x~ -->- ~ und dem Grenzwert g' = lim! (x~), so strebt auch die 
Zahlenfolge Xl' x~, x 2 ' x2' ... , x n' x~, .. , gegen ~, und daherexistiert nach Vor­
aussetzung auch ein Grenzwert g" der Wertefolge !(x1l, t(xi). .. ·, t(x n ), 

t (x~). .... Da dieser Grenzwert sieh aber bei hinreichend groJ3em n sowohl von 
t (Xn) als aueh von ! (X~) nur belie big wenig unterscheidet, so muJ3 er sowohl mit 
gals aueh mit g' identisch sein, woraus die behauptete Gleichheit von g und g' 
folgt. 
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folgt unmittclbar, daB der Quotient sin x sich von 1 nur beliebig wenig 
x 

unterscheiden kann, wenn nur x hinreichend nahe an ° liegt. Dies aber 
ist gerade der Inhalt der behaupteten Limesgleichung. 

Aus dem bewiesenen Resultat folgt die Relation 

und die weitere 

1· tg x l' sin x l' I ~ 1 Im- = Im-- Im--- -
x_o x x_o X •• _ocosx 

lim I - cos x = 0. 
x 

Diese letztere ergibt sich aus der fur ° < I x I < % giiltigen Formel 

l-cosx (I-cosx) (1-J.,co5x) I-cos2 x sinx I . 
------ =--------.. .- = =--. '---'5111% 

... x (1 + cos x) x (I + cos x) x I + cos x • 

Fur x --.. ° strebt rechts der erste Faktor gegen 1, der zweite gegen 

! und der dritte gegen 0, das Produkt also gegen 0, wie wir behaup­

teten. 
Zum SchluB dieser Betrachtung uber Grenzwerte bei stetigen Ver­

anderlichen sei noch bemerkt, da13 wir selbstverstandlich auch Grenz­
werte betrachten konnen, bei denen die stetige Veranderliche x uber 
aIle Grenzen wachst. Z. B. ist ohne weiteres die Schreibweise ver­
standlich: 

I 1+-. x 2 + I. ).2 

hm x 2 _ 1 = hm I = 1. 
x~co x~co 1 __ ~ __ _ 

x 2 

Sie bedeutet, daB die Zahl links sich von 1 urn beliebig wenig unter­
scheidet, sobald nur die Zahl x hinreichend groB gewahlt ist. 

§ 8. Der Begriff der Stetigkeit. 
1. Definitionen. 

Wir haben schon in § 2 den Begriff der Stetigkeit an Beispielen 
veranschaulicht. Nunmehr sind wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes 
in der Lage, den Begriff der Stetigkeit vollstandig zu prazisieren. 

Das Bild einer in einem Intervall stetigen Funktion war fUr uns 
eine Kurve uber diesem Intervall, die aus einem nicht zerreiBenden 
Stikk hfstfht; wir sagtfll anch, daG die Andernllg der FUllktioll y 
beliebig klein bleiben mu13, wenn nur die Anderung der unabhangigen 
Veranderlichen x sich auf ein hinreichend kleines Intervall beschrankt. 
Diesen Sachverhalt pflegt man etwas umstandlicher, aber praziser 
folgendermaBen zu formulieren: Eine Funktion f (x) heiSt in dem 
Punkte ~ stetig, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Fiir die Stelle ~ 
wird der Funktionswert I (~) mit belie big vorgegebener Genauigkeit e 
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dureh aIle Funktionswerte / (x) angenahert, fUr die x hinreichend nahe 
an der Stelle ~ liegt; d. h. ist e eine belie big klein gewahlte positive 
Zahl, so kann man zu ihr eine andere positive Zahl () = () (e) hinzu­
bestimmen, derart, daB fUr aIle Punkte, fUr welche I x - ~ I < () ist, 
auch li(x) - f(~) I < e wird. Mit noeh anderen Worten: die Stetig­
keitsforderung verlangt, daB fUr die Stelle ~ die Limesgleichung 

lim/(x) =/(~) x-+e 
gilt. Der Funktionswert an der Stelle ~ laBt sieh als Grenzwert der 
Funktionswerte fUr die Zahlen jeder beliebigen Folge auffassen, welche 
gegen die Stelle ~ konvergiert. 

Es ist wiehtig, zu beaehten, daB unsere Forderung zweierlei verlangt, 
namlieh erstens die Ex i s ten z des Grenzwertes lim / (x) und zweitens 

x-+; 
die Ubereinstimmung dieses Grenzwertes mit dem an dt'r Stelle ~ 
definierten Funktionswert / (~). 

Naehdem so die Stetigkeit in einem Punkte erklart ist, definieren 
wir: Eine Funktion / (x) heiBt in einem Intervalle stetig, wenn sie in 
jedem Punkte des Intervalles stetig ist. 

2. Unstetigkeitspunkte. 

Man versteht den Begriff der Stetigkeit besser, wenn man sieh ihn 
an seinem Gegenteil, an dem Begriff der Unstetigkeit erlautert. Die 
einfaehste Art von Unstetigkeitcn zeigcn solche Stellen, bei denen die 
Funktion einen Sprung macht, d. h. bei denen die Funktionswerte sieh 
versehiedenen, aber bestimmten Grenzwerten nahern, je naehdem, ob 
wir von reehts oder links der Sprungstelle zustreben; ob und wie in der 
Sprungstelle selbst der Funktionswert definiert ist, bleibt dahingestellt. 
Z. B. hat die dureh die Gleiehungen 

/(x) = 0 fUr X2> I, /(x) = I fUr x2 < I, /(x) = ! fUr x2 = I 

definierte Funktion an den Stellen ~ = I und ~ = - I Unstetigkeits­
punktc. Die Grenzwerte von reehts und von links bei Annaherung an 
diese Stellen unterscheiden sieh urn I (und die Funktionswerte stimmen 
mit keinem der Grenzwerte iiberein, sondern sind deren arithmetisches 
Mittel). 

Nebenbei bemerkt, wird uns unsere Funktion mit Hilfe des Grenz­
bcgriffes dureh den Ausdruek 

/(x) = lim 1 +1%211 
n-+oo 

geliefert. Sobald namlieh x 2 < list, d. h. x in dem Intervall 

-l<x<l 
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liegt, wird x2n den Grenzwert 0 haben; die Funktion wird also den 
Wert 1 besitzen. 1st jedoch x 2 > 1, so wird x2n mit wachsendem n 
uber aIle Grenzen wachsen; un sere F unktion wird also den Wert 0 
haben. Endlich ist fUr x2 = 1, d. h. fUr x = + 1 und x = - 1, der 

Funktionswert offenbar gleich ~. Vgl. Fig. 19. 

Weitere Kurven mit Spriingen sind in Fig. 20a und 20 b gezeichnet 
und reprasentieren Funk-
tionen, die an den betref- Y 
fenden Stellen Unstetig-
keitspunkte haben. 

Wahrend bei den 
Sprungstellen der Grenz­
wert von rechts wie der 
von links existiert, be­
trachten wir nun Unstetig-
keitsstellen, in welchen 
diese Forderungen nicht 

o x 

Fig. 19. 

erfilllt sind. Die wichtigsten derartigen Stellen sind die Unendlich­
keitsstellen. Diese sind Stellen wie die Stelle ; = 0 fUr die Funktion 

1 d f" d' F k' 1 . - 0 er ur Ie un bon 2' ill x x 
denen der Funktionswert gar nicht 
definiert ist und bei welch en fur 
x -+; der Betrag I f (x) I uber aIle 

!J 

o x 

Fig.20a. 

y 

x 

Fig.20b. 

y 

Fig. 21. Unendlichkeitsstellen. 

Grenzen strebt. Bei der Funktion -.!.. streben die Funktionswerte 
x 

positiv bzw. negativ uber aIle Grenzen, wenn x sich von rechts 
bzw. von links her dem Nullpunkte nahert. Dagegen hat die 
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1 
Funktion y =.;2 fUr x = 0 eine Unendlichkeitsstelle, bei welcher 

von beiden Seiten her der Funktionswert positiv unendlich wird 

(vgl. Fig. 6 S. II und Fig. 12 S.15). Die Funktion y = x 2 ~ l' welche 

durch Figur 21 reprasentiert wird, hat sowohl an der Stelle x = + 1 
wie auch an der Stelle x = - 1 eine Unendlichkeitsstelle. 

Endlich erwahnen wir noch an der Hand cines Beispieles einen 
weiteren Typus von Unstetigkeiten, bei denen kein Grenzwert von 
rechts oder links existiert. Wir betrachten die Funktion 

. 1 
Y = SIllX-' 

Die Funktion nimmt aIle Werte zwischen - 1 und + 1 an, wenn die 

Zahl ! die Werte (2n- !) 1'l bis (2n + !) 1'l durchlauft, gleichgiiltig, 

welches die ganze Zahl n ist. An de~ Stellen x = (4 n! 1) 7l wird die 

Funktion den Wert 1, an den Stellen x = (4n ':1)7l den Wert -1 

annehmen. Man erkennt hieraus, daB die Funktion immer rascher 
y 
1 

a l.7e 

~ ( ~.~~, 
1 j. Jf 

x 

zwischen den Wert en + 1 und - 1 
hin- und herpendelt, je mehr wir uns 
der Stelle x = 0 nahern, und daB in 

Fig. 22. Oszillierende Funktion mit Unstetigkeit. Fig. 23. Stetige oszilJierende Funktion. 

unmittelbarer Umgebung der Stelle x = 0 unendlich viele derartige 
Oszillationen stattfinden (vgl. Fig. 22). An der Stelle x = 0 selbst ist 
die Funktion gar nicht mehr definiert. 

Es ist von Interesse, daB dagegen die Funktion y = x sin ! ' deren 

Bild (vgl. Fig. 23) ebenfalls nebenstehend gezeichnet ist, an der Stelle 
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x = 0 stetig bleibt, wenn man ihr dort den Funktionswert 0 zu­
schreibt. Diese Stetigkeit wird dadurch erzwungen, daB der Faktor x 
bei Annaherung an den Nullpunkt die Oszillationen des Sinus dampft. 

Diese Funktion y = x sin! hat in der Nahe der Stelle x = 0 jedoch 

nicht mehr die Eigenschaft, nur endlich oft zwischen monotonem 
Wachsen und monotonem Abnehmen abzuwechseln; vielmehr oszil­
liert sie noch unendlich oft hin und her, wenn auch die Ausschlage 
bei diesen Oszillationen mit Annaherung an den Nullpunkt beliebig 
klein werden. Immerhin zeigt uns dieses Beispiel, daB der bloBe Be­
griff der Stetigkeit noch allerlei merkwiirdige und der naiven An­
schauung fremdartige Moglichkeiten offen laSt. 

Bei alledem mochte ich auf einen Umstand hinweisen, den man 
zur Prazisierung der Begriffe beachten muB. Es kann vorkommen, 
daB eine Funktion durch das urspriinglich gegebene Zuordnungsgesetz 
an einer bestimmten Stelle nicht definiert ist, wie z. B. die beiden 
zuletzt behandelten Funktionen an der Stelle x = O. Bei dem letzteren 
Beispiel konnen wir nun an dieser Stelle durch eine neue Festsetzung, 
namlich durch die Forderung y = 0 fUr x = 0 den Funktionswert an 
dieser Stelle so erganzen, daB nach dieser Erganzung die Funktion 
auch noch an dieser Stelle stetig bleibt; dazu ist nur notig, daB die 
Grenzwerte von rechts und von links existieren und einander gleich 
sind; wir brauchen dann nur den Funktionswert an der Stelle gleich 
dem betreffenden Grenzwert zu sctzen, urn dort die Funktion stetig 

zu machen. Bei dem vorangehenden Beispiel )' = sin -.!.. aber ist dies . x 
nicht moglich. 

3. Satze tiber stetige Funktionen. 

Zum Schlusse seien noch folgende wichtigen allgemeinen TatsachcIl 
angefiihrt, deren Beweis sich nach den Bemerkungen iiber das Rechnen 
mit Grenzwerten S. 31 von selbst versteht: Summe, Differenz und 
Produkt von zwei stetigen Funktionen sind wieder stetig. Der Quotient 
zweier stetiger Funktionen ist dort stetig, wo der N enner nicht verschwindet. 

Insbesondere ergibt sich hieraus sofort die Stetigkeit aller ganzen 
rationalen Funktionen und aller gebrochen rationalen Funktionen, 
abgesehen von den Nullstellen des Nenners. DaB die iibrigen elemcn­
taren Funktionen, wie die trigonometrischen, stetig sind, wird sich 
bei unseren spateren Betrachtungen ganz von selbst mit ergeben (vgI. 
S.53 und S.76). 
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Anhang zurn ersten Kapitel. 
Vorbemerkungen. 

In der griechischen Mathematik war weitgehend das Prinzip durch­
gefiihrt, alle Satze in logisch biindiger Form dadurch zu beweisen, 
daB man sie auf ein System von moglichst wenigen nicht weiter zu 
beweisenden Axiomen zuriickfiihrte. Diese axiomatische Form der 
Darstellung, die zugleich einen Priifstein fiir die Vollkommenheit 
der Untersuchung bildete, wurde zu Beginn der Neuzeit vorbildlich 
fiir Darstellungen in anderen Wissenszweigen; namentlich in der Philo­
sophie haben Manner wie Descartes und Spinoza geglaubt, ihren Unter­
suchungen durch eine axiomatische oder, wie man es nannte, "geome­
trische" Darstellung groBere Uberzeugungskraft zu geben. 

Aber anders war es mit der modernen Mathematik, die sich etwa 
gleichzeitig mit der neueren Philosophie zu entwickeln begann. In der 
Mathematik gab man vielfach sehr bald das antike Prinzip der axio­
matischen Durchdringung des Stoffes auf. Anschauliche Evidenz in 
jedem einzelnen Falle wurde ein Hauptbeweismittel; ein gewisses 
gefiihlsmaBiges, gelegentlich von mystischen Beimengungen nicht freies 
Operieren mit den neuen Begriffen (vor aHem mit den ominosen 
"unendlich kleinen GroBen") findet sich auch bei Forschern ersten 
Ranges. Eine Art blinder Glaube an die AHmacht der neuen Rechen­
methoden riB die Forscher in ihren Betrachtungen auf Wege mit fort, 
die sie unter dem Drucke der Anforderungen voller Strenge niemals 
hatten gehen konnen. Kein Wunder, daB nur ein sicherer, genialer 
Instinkt vor groben Irrtiimern schiitzen konnte. 

Und doch ist es ein Gliick, daB es so war und daB die spater im 
18. Jahrhundert einsetzende und sich im 19. Jahrhundert systematisch 
durchsetzende kritische Gegenstromung erst kam, als sie nicht mehr 
die Entwicklung hemmen, sondern nur noch ihre Friichte sichern und 
fordern konnte. Aber das Bediirfnis nach solcher kritischen Erfassung 
und Sicherung des Gewonnenen steigerte sich allmahlich in einem 
Grade, daB seine Befriedigung mit Recht als eine der wichtigsten Lei­
stungen in der Mathematik des 19. Jahrhunderts erscheinen muB. 

Fiir die Integral- und Differentialrechnung ist hier besonders Cauchy 
zu. nennen, welcher durch einwandfreie und klare Formulierung der 
Grundbegriffe das schon im 18. Jahrhundert begonnene Werk einer 
leicht faBlichen und von allen Unklarheiten des unendlich Kleinen 
befreiten Darstellung der hoheren Analysis zu einer in vielen Ziigen 
vorbildlichen VoHendung brachte. 

Was hauptsachlich noch zu tun iibrig blieb, war, in den Begriin­
dungen der Satze und Methoden die anschaulichen Betrachtungen 
durch rein analytische zu ersetzen, die sich allein auf die Zahl und die 
mit Zahlen m6glichen Operationen aufbauen, oder, wie man heute sagt, 
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die Analysis zu arithmetisieren. In der Tat stellt die Berufung auf die 
geometrische Anschauung bei Beweisen in der Analysis ein fUr den 
kritisch geschulten Geist bedenkliches Element dar. Man braucht gar 
nicht auf die Frage nach der Genauigkeit oder Ungenauigkeit der 
Anschauung oder auf die Frage nach der Existenz einer "reinen An­
schauung a priori" im Sinne Kants einzugehen, urn zu erkennen, daB 
die naive anschauliche Betrachtung hinreichend viele Unbestimmtheiten 
enthalt, die ihre Heranziehung zu vollstandig strengen Beweisen in 
der Analysis verbieten. In den spiHeren Kapiteln wird uns das mehr­
fach deutlich vor Augen treten. Schon jetzt aber mochte ich darauf 
hinweisen, daB z. B. der Begriff der stetigen Kurve anschaulich sehr 
schwer zu erfassen ist. Eine stetige Kurve braucht keineswegs in 
jedem Punkte eine bestimmte Richtung zu haben; ja, es hat sich sogar 
gezeigt, daB es stetige Kurven gibt, die in keinem Punkte eine Richtung 
besitzen; eben so gibt es stetige Kurven, fiir die nirgends der Begriff der 
Kriimmung einen Sinn hat, und Kurven, denen man keine Lange zu­
schreiben kann. Angesichts solcher Tatsachen wird auch der Anfanger 
das Bediirfnis nach Arithmetisierung der Analysis anerkennen miissen 1). 

Wir wollen dariiber aber nicht vergessen, daB eine jahrhunderte­
lange glanzende, iiberaus erfolgreiche Entwicklung der Mathematik ohne 
eine Befriedigung dieses Bediirfnisses moglich war. Trotz aller Einwen­
dungen bleibt die Anschauung doch immer die wichtigste lebendige 
Triebkraft fUr die mathematische Erfindung, und nur sic kann die 
Briicke von der Theorie zu den Anwendungen schlagen. 

Ich will nun im AnschluB an Begriffsbildungen von Bolzano und 
WeierstrafJ diejenigen Gedankengange entwickeln, welche die scharfe 
Begriindung und Erganzung der im erst en Kapitel nur unter Berufung 
auf die Anschauung formuliC'rten Satze geben. 

Zum SchluB des Anhangs werden noch einige hiermit nicht zu­
sammenhangende Erganzungen zum ('rsten Kapitel folgen. 

§ 1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen. 
1. Das Haufungsstellen-Prinzip. 

Bei der strengen Begriindung der Analysis pflegt man das Hiiujungs­
stellen-Prinzip von WeierstrafJ an die Spitze zu stellen, ein Prinzip, 
welches yom Standpunkte der naiven Anschauung aus cine Selbst­
verstandlichkeit formuliert, jedoch gerade als kurze Formulierung eines 

1) Grundsatzlich muB man sich davon Rechenschaft geben, daB die schaden 
mathematischen Begriffe immer weitgehende Idealisierungen der Vorstellungen 
darstcllen, zu denen uns eine naive Anschauung ftihrt, und daB daher die Fragen 
der letzten Grundlegung der Mathematik nicht durch Berufung auf die naive 
Anschauung beantwortet werden konnen. Erst in einer allmahlichen Entwickelung, 
die bis in unsere Tage reicht und noeh nicht zum AbschluB gekommen ist, haben 
die Grundlagenprobleme tIer Mathematik cine wcitgchcnde Klarung crfahren. 
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immer wiederkehrenden Sachverhalts au/3erst bequem zu verwenden ist 
wie eine Scheidemiinze im taglichen Verkehr. Es lautet: Wenn in einem 
endlichen Intervall unendlich viele Zahlen gegeben sind, so besitzen die~e 
Zahlen mindestens eine H iiufungsstelle ~; d. h. es gibt mindestens einen Wert 
~ derart, dafJ in jedes auch noch so kleine um den Punkt ~ abgegrenzte 
Intervall immer noch unendlich viele der gegebenen Zahlen hineinfallen. 

Urn das Haufungsstellen-Prinzip rein arithmetisch zu beweisen, 
nehmen wir zunachst an, das gegebene Zahlenintervall sei das Intervall 
von 0 bis 1. Wir teilen es nun in zehn gleiche Teile durch die Punkte 0,1; 
0,2; ... ; 0,9. Dann mu/3 jedenfalls in mindestens einem der zehn Teil­
intervalle noch eine unendliche Anzahl der gegebenen Zahlen liegen. 
Dieses Teilintervall oder, wenn es mehrere gibt, eines von ihnen mage 
das Intervall sein, das mit der Zahl 0, a l beginnt. Dann teilen wir 
dieses Intervall wiederum in zehn Teile durch die Teilpunkte 0, all; 
0, a1 2; 0, a l 3; ... ; 0, a l 9 und schlie/3en nun wiederum, da/3 in min­
destens einem dieser Teilintervalle noch unendlich viele Zahlen liegen 
miissen; ein solches Teilintervall mage mit dem Punkt 0, a l a2 beginnen. 
Indem wir dieses Teilintervall wiederum in zehn gleiche Teile ein­
teilen, unsere Schlu/3wcise wiederholen und dann immer weiter in 
derselben Art fortfahren, gelangen wir zu einer Folge von Ziffern aI' 
a2 , aa, ... , deren jede zwischen 0 und 9 liegt. Wir betrachten nun den 
Dezimalbruch 

~ = 0, al a2 aa ... 

und erkennen unmittelbar, da/3 er eine Haufungsstelle unserer Zahlen­
menge ist; denn jedes noch so kleine Zahlenintervall, in dessen Innern 
die Zahl ~ liegt, enthalt von einer gewissen Feinheit unserer Dezimal­
teilung ab aIle jene oben gekennzeichneten TeilintervaIle, in denen noch 
unendlich viele Zahlen der Zahlenmenge lagen. 

Wenn das betrachtete Zahienintervall nicht gerade das Inter­
vall 0 < x < 1 ist, sondern etwa das Intervall von a bis a + h, so 
andert sich nichts Wesentliches an unserer Betrachtung. Die fragliche 
Haufungsstelle wird uns dann einfach durch eine Zahl der Form 

a+h·0,al a2aa··· 
dargestellt. 

2. Grenzwerte von Zahlenfolgen. Beweis des Cauchyschen 
Konvergenzkriteriums. 

Von dem gewonnenen Standpunkte aus erfahrt der Begriff des 
Grenzwertes einer unendlichen Zahlenfolge aI' a2 , aa, ... , an' . . . eine 
neue Beleuchtung. Nehmen wir zunachst den Ausnahmefall vorweg, 
da/3 unendlich viele Zahlen der Folge einander gleich sind, so wollen 
wir diesen oder diese gemeinsamen Werte in Erweiterung unserer obigen 
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Definition ebenfalls als Haufungsstelle un serer Zahlenfolge bezeichnen. 
Befinden sich in der Folge unendlich viele verschiedene Zahlen und 
setzen wir voraus, daB die Zahlen an dieser Folge "beschriinkt" sind, 
d. h. daB es eine Zahl M gibt, fUr weIche unabhangig von der Wahl 
des Index n die Beziehung I an I < M gilt, so bilden die Zahlen unserer 
Folgc cine unendlichc Zahlenmenge in eincm cndlichen Intervall, da 
sie ja aile zwischen - M und M liegen. Sie mussen also mindestens 
einen Haufungspunkt ~ besitzen. Wenn es tatsachlich nur einen ein . 
zigen Haufungspunkt gibt, dann ist unsere Zahlenfolge offenbar kon­
vergent mit genau demsclben Grenzwert ~ = lim an' Wenn es dagegen 

n->oo 

mehrere H iiufungspunkte gibt, so besitzt ltnSere Zahlenfolge keinen 
Grenzwert. Die Existenz cines Limes und die Einzigkeit der Hau­
fungsstclle einer beschrankten Zahlenfolge sind ab:o gleichbedeutende 
Begriffe. 

Der Fall der Nichtexistenz eines Limes ist durchaus als Regel zu 

betrachten. Z. B. besitzt die Zahlenfolge mit den Gliedern a2n = ~, 
n 

a2n - 1 = I - ~ (n = 1,2, ... ) die beiden Haufungsstellen 0 und 1. 
n 

Die Gesamtheit der positiven rationalen Zahlen laCt sich als cine 
Zahlenfolge auffassen, wobei allerdings die Ordnung nach der GroBe voll­
standig zerstort wird. Zu einer 
soIchen Anordnung als Zahlen­
folge gclangen wir am einfach­
sten, indem wir die rationalen 
Zahlen nach dem beistehenden 
Schema anordnen, dieses Schema 
dann langs des eingezeichneten 
Linienzuges durchlaufen und da­
bei jeden Wert, der schon einmal 

vorgekommen ist (z. B. !), nich t 

mehr berucksichtigen. Offen­
Abzahlung der rationalen Zahlen. 

bar hat das System der rationalen Zahlen samtliche rationalen und 
irrationalen Zahlen zu Haufungspunkten; es bildet alc;o ein einfaches 
Beispiel fur eine Zahlenfolge mit unendlich vielen Haufungsstellen. 

Wir konnen dem Haufungsstellen-Prinzip mit Hilfe des Begriffes 
der Konvergenz eine bemcrkenswerte und fUr manche Anwendungen 
bequeme Formulierung geben: A us jeder beschriinkten 1tnendlichen 
Zahlenmenge liifit sich eine unendlicke Teilfolge aI' a2 , a3 , ••• keraus­
greifen, welcke gegen einen Grenzpunkt ~ konvergiert. Hierzu brauchen 
wir nUT eine Haufungsstelle ~ der gegebenen unendlichen Zahlenmenge 
zu nehmen, dann cine Zahl a l aus der Zahlenmenge auszuwahlen, deren 

Abstand von ~ kleiner als It ist; sodann eine weitere Zahl a2 aus 
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der Zahlenmenge, deren Abstand von ~ kleiner als l~ ist, eine dritte 

a3 , deren Abstand von ~ kleiner als l~ ist, usw. Man erkennt, daB 

diese Zahlenfolge tatsaehlieh gegen den Grenzwert ~ strebt. 
Kehren wir nunmehr zu den konvergenten Zahlenfolgen, d. h. den be­

sehranktenFolgen mit nur einer einzigenHaufungssteIle, zuriiek. Das frii­
her in Kap. 1, § 6 ausgesproehene Cauehysehe Konvergenzkriterium wird 
nunmehr fast cine Selbstverstandliehkeit. Setzen wir namlieh voraus, 
daB / am - an / belie big klein wird, wenn nur m und n hinreiehend groB 
sind, dann liegen aIle Zahlen an in einem endliehen IntervaIl, besitzen 
also mindestens eine Haufungsstelle r Gabe es noeh eine andere Hau­
fungsstelle 'Yj, so miiBte diese von ~ einen Abstand / ~ - 'Yj / = IX > ° 
haben. Beliebig nahe an~, etwa urn weniger als ; von ~ entfernt, miiBten 

noeh unendlieh viele Zahlen an liegen, d. h. aueh Werte an' fUr welche 
n> N ist, wie groB wir aueh N vorgeben. Ebenso miissen in beliebiger 

Nahe der Haufungsstelle 'Yj, jedenfalls also aueh urn weniger als ; von 

'Yj entfernt, noeh unendlieh viele Zahlen am unserer Zahlenfolgc liegen, 
also aueh Zahlen am, deren Index m > N ist. Fiir diese Werte an 

und am gilt aber nunmehr sieherlieh / am - an / > ; , und diese Be­

ziehung ist unvereinbar mit der Voraussetzung, daB / am - an / bei 
hinreiehend groBem N beliebig klein wird, sobald m und n gleiehzeitig 
den Wert N iibersteigen. Mithin gibt es nicht zwei versehiedene Hau­
fungssteIlen, und das Cauehysehe Kriterium ist bewiesen. 

Ebenso einfaeh erkennen wir, daB eine monoton zunehmende und 
eine monoton abnehmende beschriinkte Zahlenjolge einen Grenzwert be­
sitzen mujJ. Denn ist im ersten FaIle ~ cine Haufungsstelle - eine 
solche gibt es ja sieher -, dann muB ~ graBer sein als jede Zahl der 
ZahIenfolge. Ware namlieh eine ZahI at der ZahlcnfoIge graDer oder 
gIeich ~, dann wiirde fUr aIle ZahIen an mit n > 1 + 1 gelten 
an >at+1 > at>~; aIle Zahlen der Zahlenfolge, haehstens mit Ausnahme 
der I + 1 ersten, wiirden also auDerhalb eines IntervaIIes von der 
Breitc2/~ - al+ 1/ liegen, dessen Mittelpunkt der Punkt ~ ist. Dies 
aberwidersprieht der Voraussetzung, daf3 ~ eine HaufungssteIIe ist. Ober­
halb ~ kannen daher keine Zahlen und urn so mehr aueh keinc Hau­
fungsstellen der Folge liegen. Falls auBer ~ noch eine Haufungsstelle 'Yj 

existiert, miiDte also 'Yj < ~ sein. Dureh Wiederholung un serer Uber­
legung mit 'Yj statt ~ erhielten wir aueh ~ < 'Yj und damit eincn Wider­
sprueh. Eine ganz entspreehende Betrachtung gilt natiirlieh fiir monoton 
abnchmende FoIgen. 

Wir kannen librigens, wie auf S. 30, un sere Aussage liber monotone 
FoIgen noch erganzen, indem wir bei einer solchen FoIge auch den 
Grenzfall zuIassen, daB aufeinanderfoIgende Zahlen der FoIge einander 
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gleich sind. Wir sprachen dann besser von einer monoton nicht ab­
nehmenden bzw. nicht zunehmenden Folge. Der Satz von der Existenz 
eines Grenzwertes bleibt fiir solche Folgen bestehen. 

3. Oberer und unterer Haufungspunkt, obere und untere Grenze 

einer Zahlenmenge. 

Wenn wir in der Konstruktion, die uns in Nr. 1 zu einer Haufungs­
stelle ~ gefuhrt hat, die jeweilige Auswahl der Teilintervalle durch die 
Bedingung treffen, daJ3 stets das lctzte Teilintervall genommen werden 
5011, welches noch unendlich viele Punkte der Zahlcnmenge enthalt, 
so werden wir auf cinen bestimmten Haufungspunkt fJ gefiihrt, den 
wir den "oberen H aufungspunkt" oder "Limes superior" der Zahlen-

menge nennen und abgekurzt mit lim sup odf'~ lim bezrichnen. Er ist 
der am weitesten rechis liegende Haufungspunkt unserer Zahlen­
menge; d. h. es konnen zwar noch unendlich viele Zahlen der Menge 
oberhalb fJ liegcn, aber, wie klein man auch die positive Zahl f wahlt, 
nicht mchr unendlich viele obcrhalb fJ + f. 

Wenn wir in der Konstruktion aus Nr. 1 stcts das erste Teilinter­
vall herausgreifcn, in dem noch unendlich viele Punkte der Menge 
liegcn,. so wrrden wir auf cinen Haufungspunkt IX gefiihrt, den "unteren 
Haufungspunkt" oder "Limes inferior" der Zahlenmengc (abgekiirzt: 
lim inf oder lim), unterhalb des sen cs keinen weiteren Haufungspunkt 

mehr gibt. Es konnen zwar noch unendlich viele Zahlen unterhalb IX 

liegcn, aber, wic klein auch die positive Zahl f gewahlt wird, nicht 
mehr unter IX - F. Den Beweis dieser Tatsachen kann ich dem Leser 
uberlassen. 

Der obere Haufungspunkt fJ braucht cbenso wenig wie der untere IX 

selbst zur Zahlenmenge zu gehoren. Fur die Menge der Zahlen a. n = -.!.. ; 
- n 

a2n - 1 = 1 -.!.. ist z. B. IX = 0, fJ = 1, aber die Wertt' (t und I. be· 
n 

finden sich nicht in der gegebenen Zahlenmengc. 

Bei unserem Beispiel gibt es oberhalb fJ = 1 keine Zahl der Menge. 
Man sagt, es ist in diesem Falle fJ = 1 auch die obere Grenze G der Menge, 
indem man allgemein folgendc Definition gibt: G heiJ3t obere Grenze einer 
Zahlcnmenge, wenn es keine Zahl der Menge gibt, welche groLler als G 
ist, aber wcnn bei jedem noch so klein gewahlten positivcn f immer 
mindestens eine Zahl der Menge vorhandcn ist, die oberhalb G - f liegt. 
Entsprechend wird die l;ntere Grenze g definiert. Die oberc Grenze kann, 
wie wir sehen, mit dem oberen Haufungspunkt zusammcnfallen. Aber 

das Beispiel der Zahlenmenge an = 1 + -!... (n = 1,2, ... ) zeigt uns 
n 
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schon, daB dies nicht notwendig der Fall zu sein braucht. Hier ist 
G = 2 und p = 1. 

Wir sehen jedenfalls, daB stets G > P sein muB, und erkennen ferner, 
daB die obere Grenze, falls sie nicht mit dem oberen Hiiufungspunkt Z'lt­

sammenfiillt, eine "isolierte" zur Zahlenmenge wirklich gehOrende Zahl 
sein muB. Entsprechend gilt fiir die untere Grenze g stets g < CI.; es 
muB, wenn g und CI. nicht zusammenfallen, g eine isolierte, zur Menge 
gehorende Zahl sein. 

§ 2. Siitze iiber stetige Funktionen. 
1. GroBter und kleinster Wert stetiger Funktionen. 

Eine beschrankte unendliche Zahlenmenge muB eine obere Grenze G 
und eine untere Grenze g besitzen. Diese Zahlen G und g brauchen 
aber, wie wir sahen, nicht mehr selbst zu der Zahlenmenge zu ge­
horen, oder, wie man sagt, die Zahlenmenge braucht keinen groB­
ten Wert und keinen kleinsten Wert zu besitzen. So besitzt z. B. 

die Zahlenfolge 1, !, ~, ... die untere Grenze 0; aber 0 gehort nicht 

zur Zahlenmenge, und die Zahlenmenge enthalt daher keine kleinste Zahl. 
Angesichts dieser Tatsache ist der folgende Satz tiber stetige Funk­

tionen durchaus nicht so selbstverstandlich, wie er der naiven An­
schauung nach erscheinen mag: Jede in einem abgeschlossenen 
I ntervall a < x <b stetige Funktion f (x) nimmt dort mindestens 
einmal einen groj3ten und mindestens einmal einen kleinsten Wert an, 
oder, wie man sagt, sie besitzt einen groj3ten und einen kleinsten Wert. 

Der Beweis ergibt sich leicht folgendermaBen. Jedenfalls stellt der 
Wertevorrat der stetigen Funktion f (x) im Intervall a < x < b eine be­
schrankte Zahlenmenge dar und besitzt daher eine obere Grenze G. Denn 
sonst gabe es eine Folge von Zahlen ~l' ~2' ... , ~ .. , ••• unseres Inter­
valles, fUr die f (~ .. ) unbeschrankt wachst. Diese Folge hatte wenigstens 
einen Haufungspunkt ~* im Intervall. Dann gabe es aber in beliebiger 
Nahe von ~* immer noch Zahlen ~ .. un serer Folge, fUr die II (~n) - I (~*) I 
> 1 (ja sogar beliebig groB) ware, d. h. die Funktion ware im Punkte ~* 
unstetig. Da es also eine obere Grenze G gibt, muB es auch eine Folge 
von Zahlen Xl' X2 ' ••• , .X .. , .•• des Intervalles geben, derart, daB 

lim f(xn) = G 
n---+-oo 

ist. Nach dem Haufungsstellen-Prinzip in der Fassung von S. 45 
konnen wir aus der Folge der Zahlen x .. eine Teilfolge auswahlen, 
die gegen einen Grenzwert ~ konvergiert; nennen WIT sie wieder 
~ I' ~ 2' . . ., ~ .. , . . ., so daB also 

lim ~n = ~ 
n ...... '" 
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ist. E~ wird nun sicherlich auch 

lim I (';n) = G 

sein. Andererseits ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funk­
tion I(x). da .; zum Intervall geh6rt, 

lim I (';n) =! (.;) . 

Somit ist 1(';) = G. Der Wert G wird also an einer bestimmten Stelle .; 
im Innern oder am Rande des Intervalles angenommen, was un sere 
Behauptung darstellt. Genau die entsprechende Betrachtung gilt 
natiirlich fiir den kleinsten Wert. 

Der Satz yom gr6J3ten und kleinsten Wert stetiger Funktionen wiirde 
iibrigens nicht allgemein richtig sein, wenn wir nicht ausdriicklieh das 
Intervall als abgeschlossen voraussetzen, d. h. die Endpunkte in die 

Stetigkeitsvoraussetzung mit einbeziehen. Z. B. ist die Funktion )' = ~ 
x 

in dem offenen Intervall 0 < x < 00 stetig; sie hat aber dort keinen 
gr6J3ten Wert, sondern besitzt in der Nahe von x = 0 beliebig groBe 
Werte. Ebenso hat sie keinen kleinsten Wert, sondern wird fiir hin­
reiehend groBes x beliebig klein, ohne den Wert 0 anzunehmen. 

2. Die GleichmaBigkeit der Stetigkeit. 

Die Stetigkeit einer Funktion I (x) in einem abgeschlossenen Inter­
vall a < x < b laBt, wie wir schon gesehen haben (vgl. S.41) und 
wie wir noch weiter erkennen werden, einen so groBen Spielraum fiir 
verschiedenartige unanschauliche Vorkommnisse, daB wir noch einige 
weitere, yom naiven Standpunkt aus sozusagen selbstverstandliche 
Dinge iiber stetige Funktionen aus dem Begriff der Stetigkeit heraus 
logisch streng bewciscn wollen. Unser Bcgriff der Stetigkeit besagt 
lediglich, daB aus der Beziehung lim Xn =.; die Beziehung liml (xn) = I (.;) 

folgt. Wir k6nnen dies auch so ausdriicken: Fiir jede Stelle'; gibt es zu 
jeder noch so kleinen Genauigkeitsschranke 8> 0 eine Zahl <5 > 0, derart, 
daB II (x) -I (.;) r < 8 wird, wenn nur I x - .; I < <5 ist, sobald aIle 
betrachteten Zahlen x in dem gegebenen Intervall a < x < b liegen. 
z. B. ist bei c =l= 0 fiir die Funktion )' = ex eine solche Zahl <5 

durch die Relation <5 = 1 ;-1 gegeben; fiir die Funktion )' = x 2 k6nnen 

wir uns folgendermaBen eine solche Zahl konstruieren: Wir nehmen 
z. B. an, daB a = 0 und b = 1 ist, und fragen: Wie nahe sollen wir x 
an'; wahlen, damit der Ausdruck Ix2 - ';21 < 8 wird? Zu dem Zweck 
schreiben wir I x 2 - ';21 = I x - .;11 x +.;1 < I x -.; 1(1 + ';). Wenn 

wir also t5 ::::::; 1 ~ ~ wahlen, so werden wir sieher sein, daB I x 2 - ~21 < 8 

wird. Wir sehen an dies em Beispiel, daB die gewonnene Genauigkeits­
grenze <5 nicht nur von 8 abhangt, sondern auch noch von der Stelle .; 

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aull. 4 
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des Intervalles, an welcher wir die Stetigkeit der Funktion betrachten. 
Wir konnen nun aber, wenn wir darauf verzichten, die Schranken­
bestimmung besonders giinstig zu gestalten. diese Abhangigkeit der 
GroBe () von ~ auch noch beseitigen, indem wir rechts ~ durch die 
GroBe 1 ersetzen, wodurch () wegen 0 < ~ < 1 hOchstens verkleinert 

und schlimmstenfalls gleich ; wird. 

Es entsteht nun die Frage, ob etwas .Ahnliches fur jede in einem 
abgeschlossenen Intervall stetige Funktion gilt, d. h. ob man - unter 
Verzicht auf die jeweils giinstigste Bestimmung von () - fiir·das ganze 
Intervall gleichzeitig oder, wie man besser sagt, gleichmiifJig in bezug 
au! ~ zu jedem e eine nur von e und nicht mehr von ~ abhangige 
Schranke () = () (e) bestimmen kann, so daB die obige Beziehung 

I t (x) - t (~) I < e 

gilt, sobald I x - ~I < () ist. In der Tat ist dies nun moglich lediglich 
auf Grund der allgemeinen Stetigkeitsdefinition und ohne weitere, spe­
ziellere Voraussetzungen. Diese Tatsache, auf die sich erst spat im 
19. Jahrhundert die Aufmerksamkeit gerichtet hat, heiBt der Satz von 
der gleichmiifJigen Stetigkeit stetiger Funktionen. 

Sein Beweis solI indirekt gefiihrt werden. Wir werden also 
aus der Annahme, es gabe eine in einem abgeschlossenen Intervall 
a < x < b stetige, aber dort nicht gleichmaBig stetige Funktion t(x), 
einen Widerspruch herleiten. Die gleichmaBige Stetigkeit bedeutet: 
Wenn man erreichen will, daB die Differenz It (u) - t (v) I, wo u und v 
aus dem abgeschlossenen Intervall a < x < b zu nehmen sind, kleiner 
wird als eine positive, beliebig klein wahlbare GroBe e, so braucht man 
nur u und v nahe genug beieinander zu wahlen, namlich naher als urn 
eine geeignet zu e hinzuzubestimmende Zahl () = () (e); wo ein solches 
Wertepaar u, v im Intervaliliegt, ist im iibrigen gleichgilltig. Ware nun 
t (x) nicht gleichmaBig stetig, so gabe es danach eine feste positive (viel­
leicht sehr kleine) ZahllX und zu jeder Zahl ()n einer beliebigen gegen 0 
strebenden Folge {)l' ()2' ()3' ... ein Wertepaar Un' vn im Intervall, 
derart, daB fiir alle Werte von n gilt I Un - Vn I < ()n und I t (Un) - ! (v n) 1 

> IX. Die Zahlen Un mussen nach dem Haufungsstellenprinzip eine 
Haufungsstelle ~ besitzen und somit die Zahlen Vn dieselbe Haufungs­
stelle. Grenzen wir urn diese Haufungsstelle ~ ein beliebig kleines 
Intervall Ix - ~ I < () ab, so werden also unendlich viele Werte­
paare Un' Vn in dieses Intervall hineinfallen. Die "Schwankung" der 
Funktion t (x) wiirde also innerhalb eines beliebigen solchen Intervalles 
noch immer groBer als die feste ZahllX bleiben. Dies aber steht mit der 
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion t (x) an der Stelle ~ im Wider­
spruch; denn diese verlangt, daB fUr nahe an ~ gelegene Xl und x2 

It(~) - !(-"'1) i <; und It(~) - t(x2) 1< ; , 
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also II (Xl) - I (x2) I < oc ist. Damit ist die behauptete GleiehmaBig­
keitseigensehaft bewiesen. 

Bei unserem Beweis haben wir die A bgesehlossenhei t des Inter­
valles wesentlich benutzt 1). In der Tat ist der Satz von der Gleieh­
maBigkeit der Stetigkeit fUr nieht abgesehlossene Intervalle aueh gar 

nieht allgemein riehtig. Z. B. ist die Funktion ~ in dem offenen Inter-
x 

vall 0 < X < 1 stetig, aber nieht mehr gleiehmaBig stetig. Denn wie 
klein man aueh die Breite c5 « 1) eines Intervalles wahlt, so wird 
doeh die Schwan kung der Funktion in diesem IntervalIe immer groBer 
als eine feste Zahl, z. B. 1, sein, wenn das Intervall nur nahe genug am 

Nullpunkt, etwa als ~ < x:::::: 32~ gewahlt wird. Die _UngleiehmaBig­

keit der Stetigkeit beruht natiirlieh darauf, daB in dem abgesehlossenen 
Intervall 0 < X < 1 die Funktion eine Unstetigkeitsstelle im Anfangs­
punkt besitzt. Hatten wir die obige Funktion y = x 2 im ganzen 
(offenen) Intervalle - 00 < x < 00 statt in einem abgesehlossenen 
Teilintervall betraehtet, ware aueh sie nieht gleiehmaBig stetig gewesen. 

3. Der Zwischenwertsatz. 

Ein weiterer in der Analysis sHi.ndig benutzter Satz ist der folgende: 
Eine in einem abgeschlossenen Intervall a < x < b stetige Funktion I(x), 
welche lur x = a negativ, lur x = b positiv ist (oder umgekehrt) , nimmt 
im Intervall mindestens einmal den Wert 0 an. Dieser fUr die geometrisehe 
Ansehauung triviale Satz, welcher besagt, daB eine stetige Kurve, die 
am Anfang unterhalb, am Ende oberhalb der x-Aehse liegt, dazwisehen 
einmal die x-Aehse sehneiden muB, ist aueh analytiseh sehr einfaeh 
zu beweisen. Es gibt sieher im Intervall unendlieh viele Punkte x, fiir 
weIche t (x) < 0 ist - wegen der Stetigkeit der Funktion ist sie ja 
sieher in einem ganzen an den Anfangspunkt ansehlie13enden In tervall 
negativ -. Die Menge dieser Punkte x mit I (x) < 0 besitzt eine obere 
Haufungsstelle ~, die im Innern des Intervalles liegen mu13. Da in deren 
beliebiger Nahe Punkte x mit I (x) < 0 liegen mussen, so ist jedenfalls 
wegen der Stetigkeit I (~) < O. Es kann aber nieht I (~) < 0 sein, da 
sonst aueh in einer passend klein gewahlten Umgebung von ~ die 
Funktion I (x) negativ ware, also aueh in Werten x, fUr die x > ~ ist; 
dies widersprieht der Voraussetzung, daB ~ die groBte Haufungs­
stelle der Werte x mit I (x) < 0 ist. Also gilt I (~) = 0, und unsere 
Behauptung ist bewiesen. 

Wir konnen unseren Satz leieht ein wenig verallgemeinern: Setzen 
wir vora1tS, dafJ I (a) = oc, I(b) = P sei, und t'st fl irgendein Wert zwischen 
oc und p, dann nimmt die stetige Funktion I (x) in dem I ntervall den Wert p 

1) Sonst brauchte namlich der Haufungspunkt e nicht zum Intervall zu 
gehoren. 

4* 
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mindestens einmal an. Denn die stetige Funktion IP (x) = 1 (x) - ft 
wird an beiden Endpunkten des Intervalles verschiedene Vorzeichen 
haben, also im Intervall den Wert 0 annehmen. 

4. U mkehrung einer stetigen monotonen Funktion. 
Wenn die stetige Funktion Y = 1 (x) in dem Intervall a < x < b 

monoton ist, so wird jeder Zwischenwert ft ein- und nur einmal angenom­
men; es geh6rt also, wenn Y das abgeschlossene Intervall zwischen 
den Wert en IX = 1 (a) und (J = I(b) durchHiuft, zu jedem Wert von Y 
genau ein Wert von x. Wir k6nnen daher x in diesem Intervall auch 
als eindeutige Funktion von y betrachten, d. h. wir k6nnen die Funk­
tion y = I(x) eindeutig umkehren. Wir behaupten: Diese Umkehr­
funktion x = IP (y) ist wicderum einc stetige und monotone Funktion 
von y, wenn y im Intervall zwischen IX und (J variabel ist. 

Der monotone Charakter der Umkehrfunktion x = IP (y) versteht 
sich von selbst. Urn den Beweis fiir ihre Stetigkeit streng zu fUhren, 
beachten wir, daB aus dem monotonen Charakter von I(x) folgt: 
II (x2) - 1 (Xl) 1 = 1 Y2 - Yll > 0, sobald Xl und x2 verschiedene Zahlen 
unseres Intervalles sind. 1st nun 17, eine positive Zahl kleiner als b - a, 
so ist die Funktion II (x + h) - 1 (x) 1 im abgeschlossenen Intervalle 
a < x < b - 17, stetig, besitzt also an einer Stelle x = ; cinen kleinsten 
Wert 1/(; + h) - f(m = IX (h), welcher unserer obigen Bemerkung 
zufolge nicht Null istl). Wir schlieBen hieraus: Wenn Xl und x2 zwei 
Stellen des Intervalles sind, fiir welche 1 Xl - x2 1 > 17, gilt, so wird 
If(xl ) - f(x 2) I > IX (h). Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit der Um­
kehrfunktion. Denn sobald IYl - Y21 unter die positive Zahl IX (h) 
sinkt, muB 1 Xl - x2 1 < 17, sein; ist also eine Genauigkeitsschranke e 
vorgegeben, so brauchen wir nur ~ = IX (e) zu wahlen, damit fiir alle 
Werte y, fiir die 1 Yl - yl < ~ ist, auch lIP (Yl) - IP (y) 1 < e wird. 

5. Weitere Sitze tiber stetige Funktionen. 
Ich iiberlasse dem Leser den Beweis der folgenden fast selbstverstand­

lichen Tatsache: Eine stetige Funktion von einer stetigen Funktion ist 
wieder stetig; d. h. ist lP(x) eine im Intervall a < x < b stetige Funkfion, 
deren Wertevorrat das Intervall IX ~ IP < {J ausfiillt, ist femer f (IP) 
cine in dicsem letzteren Intervall stetige Funktion von IP, so ist f(1P (X)) 

auch eine im Intervall a <x< b stetige Funktion von x. (Satz von der 
Stetigkeit der aus stetigen Funktionen zusammengesetzten Funktionen.) 

Schon auf S. 41 wurde der Satz erwahnt, daB Summe, Ditferenz, 
Produkt von stetigen Funktionen wieder stetig sind und daB auch der 
Quotient stetiger Funktionen stetig ist, solange der Nenner von 0 ver­
schieden bleibt. 

1) "Obrigens strebt oc(h) wegen der Stetigkeit von t(x) mit unbegrenzt ab­
nehmendem h selbst gegen Null. 
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§ 3. Bemerkungen tiber die elementaren Funktionen. 
1m ersten Kapitel haben wir stillschweigend angenommen, daB die 

elementaren Funktionen stetig sind. Der Beweis dafiir ist in der Tat 
nunmehr fast selbstverstandlich. Zunachst ist f (x) = x eine stetige 
Funktion, also auch x2 = X· x als Produkt zweier stetiger Funktionen 
und ebenso jede Potenz von x und daher jede ganze rationale Funktion 
als Summe von stetigen Funktionen; somit ist auch jede gebrochene 
rationale Funktion als Quotient stetiger Funktionen stetig in jedem 
Intervall, in welchem der Nenner nicht verschwindet. 

Die n-te Wurzel aus x ist als Umkehrfunktion der n-ten Potenz - die 
Funktion xn ist offen bar fUr x > 0 monoton und stetig - stetig, und 
also nach der Regel von der Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen 
z. B. auch die n-te Wurzel aus einer rationalen Funktion. 

Die Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen, die dem Leser von 
der Schule her gelaufig ist, konnten wir jetzt un schwer unter Be­
nutzung der oben gegebenen Begriffsbildungen beweisen; ich unterlasse 
das aber hier, weil sich im nachsten Kapitel, § 3, diese Stetigkeit ganz 
von selbst als Folge der Differenzierbarkeit mit ergeben wird. 

Einige Bemerkungen sind lediglich noch tiber die Definition und 
Stetigkeit der Exponentialfunktion aZ , der allgemeinen Potenz xa. und 
des Logarithmus notig. Wir set zen wie im ersten Kapitel (§ 3) voraus, 
daB a eine positive Zahl, etwa groBer als 1 ist, und verstehen, wenn 

r =.P... eine positive rationale Zahl bedeutet (p und q ganze Zahlen), 
q p 

unter ar = a-i den positiven Wert dieser Gro/3e. 1st at irgend cine irratio­
nale Zahl und bedeutet Y1 , Y2 , •.• , Ym , ..• eine beliebige Folge rationaler 
Zahlen, welche gegen at streben, so behaupten wir, daB lim arm existiert; 

wir nennen diesen Grenzwert dann aa.. 
Urn die Existenz dieses Grenzwertes zu zeigen, brauchen wir nach dem 

Cauchyschen Konvergenzkriterium nur nachzuweisen, daB I arn _arm I 
beliebig klein wird, sobald nur n und m hinreichend gro/3 gewahlt sind. 
Wir nehmen etwa an Yn > Ym , d. h. Yn - Ym = (j > O. Dann wird 

arn - arm = arm (ab - 1) . 

Wir brauchen also, da arm beschrankt bleibt, nur noch zu zeigen, daB 
I a~ - 11 = ad - 1 bei hinreichend groBem n und m belie big klein ist. 
Es ist aber (j eine rationale Zahl, die sicherlich, wenn n und m hin­
reichend groB sind, beliebig klein wird. 1st also l eine beliebig groBe 

nattirliche Zahl, so ist (j < -}, sob aid n und m hinreichend groB 

sind. Nun istl) wegen (j < -} und a > 1 

1) Diese Tatsache dad ich wohl aus der Schulmathematik als bekannt 
voraussetzen. 
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1 

1 < a~< aT, 
1 

und da a I mit wachsendem 1 gegen 1 strebt (vgl. S. 22), folgt unmittel­
bar un sere Behauptung. 

lch kann es wiederum dem Leser iiberlassen, zu zeigen, daB die 
so auch fiir irrationale Werte x definierte Funktion afll iiberall stetig 
ist, ferner, daB sie eine monotone Funktion von x darsteIlt. Fiir negative 
Werte von x wird diese Funktion naturgemaB durch die Gleichung 

1 
afll =­

a-X 

erklart. Sie nimmt dann, wenn x von - 00 bis + 00 lauft, in mono­
toner Folge aIle Werte zwischen 0 und + 00 an. Daher besitzt sie eine 
stetige und monotone Umkehrfunktion, die wir alsLogarithmus zur Basis a 
bezeichnen. -Ganz ahnlich kann man die Stetigkeit der allgemeinenPotenz 
y = XIX in x beweisen, wobei IX eine feste rationale oder irrationale Zahl, 
x eine im lntervalle 0 < x < 00 laufende unabhangige Veranderliche ist. 

Die hier skizzierte "elementar-mathematische Betrachtung" der 
Exponentialfunktion, des Logarithmus und der Potenz X«, wie sie 
zum groBen Teil schon von der Schule her gelaufig ist, werden wir im 
dritten Kapitel, § 6, durch eine prinzipiell viel einfachere Betrach­
tungsweise ersetzen. 

§ 4. Polarkoordinaten. 
Wir haben im erst en Kapitel den Funktionsbegriff an die Spitze ge­

stellt und ihn durch das geometrische Bild einer Kurve veranschaulicht. 
Es ist jedoch niitzlich, daran zu erinnern 1), daB die analytische Geo­
metrie den umgekehrten Weg einschlagt, namlich von einer geometrisch 
gegebenen Kurve ausgeht und dann diese Kurve durch eine Funktion 
darsteIlt, etwa durch eine Funktion, welche die eine Koordinate eines 
Kurvenpunktes vermittelst der anderen ausdriickt. Diese Auffassung 
filhrt ganz naturgemaB dazu, auBer den bisher von uns im ersten Ka­
pitel allein benutzten rechtwinkligen Koordinaten auch noch andere 
zu betrachten, deren Einfiihrung der geometrisch gegebenen Kurve 
besser angepaBt sein kann. Das wichtigste Beispiel dafiir sind die 
Polarkoordinaten r, {}, welche mit den rechtwinkeligen Koordinaten x, y 
eines Punktes P durch die Gleichungen 

x = rcos{}, y = r sin{}, tg{} = 1:. 
x 

verbunden sind und deren geometrische Bedeutung durch Figur 24 
klar wird. 

1) Vgl. auch S.9. 
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Betrachten wir etwa die Lemniskate: sie ist geometrisch definiert 
als der Ort aller Punkte P, fiir welche das Produkt der Abstande r1 

und r 2 von den fest en Punkten Fl und F2 mit den rechtwinkeligen 

y 
y 

Fig. 24. Polarkoordinaten. Fig. 25. Lemniskate. 

Koordinaten x = a, y = 0 bzw. x = - a, Y = 0 den Wert a2 besitzt 
(vgl. Fig. 25). Da 

ri = (x - a)2 + y2, r~ = (x + a)2 + y2 

ist, so ergibt sich nach einfacher Umrechnung als Lemniskatengleichung 

(x2 + y2)2 _ 2a2 (X2 - y2) = O. 

Fiihren wir nun Polarkoordinaten ein, so erhalten wir 

r4 - 2a2r2 (cos2 {) - sin2 {}) = 0 

oder schlieBlich nach Weglassung des Faktors r2 gemaB einer einfachen 
trigonometrischen Formel 

r2 = 2a2 cos2{}. 

Wir sehen also, daB die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten 
einfacher wird als in rechtwinkligen. 

§ 5. Bemerkungen fiber komplexe Zahlen. 
Die Gesamtheit der reellen Zahlen wird fiir uns die Grundlage 

der Betrachtung abgeben. Ich mochte jedoch schon an dieser Stelle 
im Hinblick auf die Anwendungen im achten, neunten und zehnten 
Kapitel daran erinnern, daB die Aufgaben der Algebra noch zu einer 
umfassenden Erweiterung des Zahlbegriffes gefiihrt haben, namlich 
zur Einfiihrung der komplexen Zahlen. Ebenso wie die Erweiterung 
des Zahlbereichs der natiirlichen Zahlen zu dem alIer reellen Zahlen 
dem Bestreben entspringt, Ausnahmeerscheinungen zu beseitigen bzw. 
gewisse Operationen, wie Division, Subtraktion, Zuordnung von Zahlen 
und Strecken ausnahmslos moglich zu machen, wird man zur Ein­
fiihrung der komplexen Zahlen durch die Forderung genotigt, jeder 
quadratischen Gleichung und sogar jeder algebraischen Gleichung 

x 
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eine Losung zuschreiben zu konnen. Will man z. B. erreichen, daB 
die Gleichung 

Wurzeln besitzt, so ist man gezwungen, neue Symbole + i und - i 
als Wurzeln dieser Gleichung einzufiihren (und dadurch erreicht man, 
wie in der Algebra gezeigt wird, gleichzeitig die Auflosbarkeit aller 
algebraischen Gleichungen) 1). 

Sind a und b gewohnliche reelle Zahlen, so bedeutet die komplexe 
Zahl c = a + ib ein Zahlenpaar (a, b), wobei das Rechnen mit solchen 
Zahlenpaaren einfach nach folgender allgemeinen Regel zu erfolgen 
hat: Man addiert, multipliziert, dividiert komplexe Zahlen (unter 
denen fiir b = 0 als Spezialfall auch die reellen Zahlen enthalten sind), 
indem man das Symbol i wie eine unbestimmte RechengroBe behan­
delt, aber stets aIle Ausdriicke durch die Benutzung der Beziehung i2 = -1 
so vereinfacht, daB hohere Potenzen dieser GroBe als die erst en nicht 
stehen bleiben und daB wieder ein Ausdruck der Form a + bi ent­
steht. 

Ich darf voraussetzen, daB der Leser eine gewisse Bekanntschaft 
mit diesen komplexen Zahlen mitbringt. Trotzdem will ich eine beson­
ders wichtige Beziehung hier noch hervorheben, indem ich an die 
geometrische bzw. trigonometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
ankniipfe. Ist c = x + i y eine solche Zahl, so reprasentiert man sie 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch den Punkt P mit 
den Koordinaten x und y. Fiihren wir nun (vgl. Fig. 24, S.55) durch 
die Gleichungen x = r cos f), y = r sin f) an Stelle der rechtwink­
ligen Koordinaten Polarkoordinaten r und f) ein, wobei wir r > 0 

und - n < f) < n wahlen, so wird r = "f.X2+.'}'2 der Abstand des 
Punktes P yom Koordinatenanfangspunkte 0, und f) ist der Winkel 
zwischen der positiven x-Achse und dem Strahl 0 P. Die komplexe 
Zahl c stellt sich dann in der Form dar 

c = r (cos f) + i sin f)) • 

Wir nennen den Winkel f) den zur Zahl c gehorigen Winkel oder Arcu.!, die 
GroBe r ihren absoluten Betrag, fiir den man auch 1 c 1 schreibt. Zur "kon­
jugiert komplexen" Zahl c = x -i y gehOrt offenbar derselbe absolute Be­
trag r, aber, auBer im FaIle eines negativ-reellen c, der Winkel -{}. Es ist 

r2 = I c 12 = C C = x2 + y2 • 

Mit Hilfe der obigen trigonometrischen Darstellung nimmt die Mul­
. tiplikation der komplexen Zahlen eine besonders einfacheForm an. Es 

ist namlich 

1) Die Tatsache, daB jede algebraische Gleichung reelle oder komplexe Wur­
zein besitzt. ist die Aussage des "Fundamentalsatzes" der Algebra. 
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c· c' - ., r (cos {} + i sin {}) . r' (cos {}' -: i sin {}') 

~-, r r' . ( (cos {} cos {}' - sin {} sin {}') + i (cos {} sin {}' + sin {} cos {}'») ; 

wenn man die bekannten Additionsgesetze fiir die trigonometrischen 
Funktionen beachtet, ergibt sich hieraus 

c . c' ~- r r' . (cos ({) + {}') + i sin ({) + {}'») . 

Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre absoluten 
Betrage multipliziert und ihre Winkel addiert. Die merkwiirdige Formel 

(cos {} + i sin {}) (cos {}' + i sin fJ') = cos ({) + fJ') + i sin (fJ + iF) 

pflegt man die Formel von M oivre zu nennen; sie fiihrt im iibrigen 
unmittelbar zu der Beziehung 

(cos fJ + i sin fJ)n = cos nfJ + i sin nfJ, 

weIche uns z. B. gestattet, die Gleichung xn = 1 fUr ganzzahliges 
positives n aufzulOsen, indem man so fort ihre Wurzcln 

271 .. 2:7 
El = f =. cos -;;- + ~ Sill -:;; - , 

__ 2 _ _ 471 + .. 471 . 
E2 - - E - co::. - t sin -, ... , 

n n 

E -1 = c:,,-1 = cos (II - 1) 271 + i sin (11- 1) 271 
n 1/11 

hinschreiben kann. 
Denkt man sich iibrigens den Ausdruck auf der linken Seite der 

Gleichung (cos fJ + i sin fJ)n = cos n{) + i sin n{} nach dem binomi­
schen Satz entwickelt, so liefert uns die Gleichung, wenn wir Reelles 
und Imaginares trennen, eine Darstellung von cos nfJ und sin n{} 
durch Potenzen und Potenzprodukte von cos {} und sin fJ. 

Zwei tes Ka pi t el. 

Grundbegriffe der Integral- und 
Differentialrechnung. 

Unter den Grenzwertbildungen der Analysis spielen zwei eine be­
sonders wichtige Rolle, nicht nur weil sie immer wieder in den ver­
schiedensten Zusammenhangen auftreten, sondern vor allem weil sic 
miteinander in einer engen Wechselbeziehung stehen. Diese beiden 
Grenzwertbildungen, das Integral und der Differentialquotient, wurden 
an Hand vereinzelter Beispiele schon seit langer Zeit, z. T. sogar SChOll 
im klassischen Altertum betrachtet; aber erst die Tatsache, daJ3 man 
ihren engen gegenseitigen Zusammenhang erkannte und sie, gestiitzt 
darauf, zur Grundlage ganz neuer methodischer Rechenverfahren 
machte, bildet den Beginn der eigentlichen systematischen Integral­
und Differentialrechnung. Das Verdienst, diese Entwicklung angebahnt 
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zu haben, gebiihrt gleichmaBig den zwei groBen Geistern des 17. Jahr­
hunderts Newton und Leibniz, die, wie man heute weiB, ihre Entdeckun­
gen unabhangig voneinander machten. Wenn vielleicht Newton in 
seinen Untersuchungen zu groBerer begrifflicher Klarheit durchdrang, 
so haben sich doch die Leibnizschen Bezeichnungen und Rechenmethoden 
in hoherem Grade durchgesetzt als die Newtonschen; noch heute bilden 
diese formalen Seiten der Leibnizschen Gedankenentwicklung ein un­
entbehrliches Element in der Theorie. 

§ 1. Das bestimmte Integral. 
Als ersten Punkt behandeln wir das Integral, welches aus sachlichen 

und historischen Griinden bei jeder Darstellung der hOheren Analysis. 
viel mehr im Vordergrund stehen miiBte, als dies einer auf Zufillig­
keiten beruhenden und bis heute fortwirkenden Lehrtradition ent­
spricht. Das Integral tritt uns urspriinglich entgegen bei dem Problem, 
den Flacheninhalt eines krummlinig begrenzten Stiickes der Ebene aus­
zumessen. Eine verfeinerte Betrachtung fiihrt dann sofort zu einer 
Los16sung des Integralbegriffes von der naiven anschaulichen Vor­
stellung des Flacheninhaltes und zu einer rein auf dem Zahlbegriff 
aufgebauten analytischen Fassung. Die Bedeutung dieser analytischen 
Integraldefinition werden wir nicht nur darin erkennen, daB sie allein 
uns volle begriffliche Klarheit liefert, sondern eben so sehr auch in der 
Moglichkeit zu mannigfachen, iiber die Flacheninhaltsbestimmung weit 
hinausgehenden Anwendungen. 

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung. 

1. Das Integral als FHicheninhalt. 

1st eine in einem Intervall stetige positive Funktion f(x) gegeben und 
sind x = a und x = b (a < b) zwei Werte in dies em Intervall, so denken 
wir uns die Funktion durch eine Kurve reprasentiert und betrachten den 
Inhalt der FHi.che, welche von der Kurve einerseits, den beiden geraden 

y Linien x = a und x = b andererseits und 
schlieBlich dem Stiick der x-Achse zwischen 
den Punkten a und b begrenzt ist (Fig. 26). 

DaB es einen bestimmten Sinn hat, von 
diesem Flacheninhalt zu sprechen, ist eine 
von der Anschauung inspirierte Annahme, 
welche wir hier ausdriicklich als Voraus­

oL_~~~ili:2;~~_ setzung formulieren. Wir nennen diesen 
IL b x b 

Fig. 26. 

und b. Wenn 
eine MaBzahl 

Flacheninhalt F" das bestimmte Integral 
der Funktion f (x) zwischen den Grenzen a 

wir versuchen, diesen Flacheninhalt wirklich durch 
zu charakterisieren, so werden wir davon ausgehen 
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mUssen, daB wir zwar nicht Flachenstiicke mit krummlinigen Randern, 
wohl aber geradlinig begrenzte Polygone ausmessen kannen, indem wir 
sie in Dreiecke bzw. Rechtecke zerlegen. Dies ist im allgemeinen exakt 
bei unserem Flachenstiick nicht maglich. Wohl aber liegt es sehr nahe, 
den Flacheninhalt in folgender Weise als Grenzwert einer Summe 
von Rechtecksinhalten aufzufassen. Teilen wir die Strecke zwischen 
den beiden Punkten a und b der Abszissenachse in n gleiche Teile 
und errichten in allen Teilpunkten die Ordinaten bis zur Kurve, so 
wird die ganze Flache ebenfalls in n Streifen zerlegt. Jeden dieser 
Streifen kannen wir zwar im allgemeinen ebensowenig direkt mit 
Hilfe der Funktion I (x) berechnen wie den genannten Flacheninhalt; 
aber wenn wir, wie in Figur 27 ersichtlich, in jedem Teilintervall je­
weils den kleinsten und den graBten Funk­
tionswert von I (x) aufsuchen und den betref­
fenden Streifen einmal durch ein Rechteck 
ersetzen, dessen Hahe gleich dem kleinsten 
Funktionswert ist, das andere Mal durch ein 
Rechteck, dessen Hahe gleich dem graBten 
Funktionswert ist, so erhalten wir zwei trep­

y 

penfOrmige Figuren; in der einen ist der oL~~=~*,,~~L.... 

treppenfarmige Linienzug ausgezogen, in der 
Fig. :27. Obersumme und Untersumme. 

anderen punktiert. Die erste treppenfOrmige 
Figur besitzt offenbar einen Flacheninhalt, der hochstens so groB ist 
wie der zu bestimmende Flacheninhalt F!; die zweite einen Flachen­
inhalt, der mindestens so groB ist wie F!. Bezeichnen wir die Summe 
der Flacheninhalte der in der einen bzw. in der anderen Art ge-

bildeten Rechtecke mit F n (" U ntersumme") bzw. F n ("Obersumme") , 
so gilt die Beziehung 

b -
Fn<Fa<Fn· 

Machen wir nun die Einteilung feiner und feiner, d. h. lassen wir n 
iiber aIle Grenzen wachsen, so entnehmen wir der Anschauung, daB 

die beiden GraBen F n und F n sich einander immer mehr nahern und 
-b 

dem gemeinsamen Grenzwert Fa zustreben werden. Wir kannen also 
unser Integral als den Grenzwert 

F! = limFn = limFn 
11 -1'00 n-+oo 

auffassen. 
Die anschauliche Betrachtung zeigt uns sofort die Maglichkeit 

einer Verallgemeinerung. Es war keineswegs notwendig, die n Teil­
intervalle einander gleich lang zu machen. Sic diirfen vielmehr ver­
schiedene Langen besitzen, wenn wir nur voraussetzen, daB bei wach­
sendem n die Lange des langsten der Teilintervalle gegen 0 ~trebt. 
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2. Die analytische Definition des Integrales. 

Wahrend wir soeben das bestimmte Integral als eine durch den 
Flacheninhalt gegebene, gewissermal3en von vornherein bekannte Zahl 
angesehen haben, die wir nur hinterher als Grenzwert darstellen 
konnten, wollen wir jetzt das Verhiiltnis umkehren. Wir wollen uns nicht 
mehr auf den Standpunkt stellen, dal3 wir aus der Anschauung schon 
wiil3ten, dal3 und wie einer krummen stetigen Linie in der obigen Weise 
ein Flacheninhalt zugeordnet werden kann; sondern wir wollen um­
gekehrt von rein analytisch gebildeten Summen, wie den vorhin defi­
nierten Ober- und Untersummen, ausgehen und dann beweisen, dal3 
diese Summen einem bestimmten Grenzwert zustreben. Diesen Grenz­
wert betrachten wir als Definition des Integrals bzw. des Flachen­
inhaltes. Wir werden dabei ganz von selbst auf diejenigen formalen 
Bezeichnungen gefiihrt, welche seit Leibniz fiir die Integralrechnung 
iiblich geworden sind. 

Es sei I (x) eine positive stetige Funktion im Intervall a < x < b. 
Wir den ken uns das Intervall von der Lange b - a durch n - 1 Teil-

y punkte Xl' x2 , ... , 

I , 

xn _ l in n beliebige 
gleiche oder ungleiche 
Teilintervalle geteilt 
und aul3erdem Xo = a, 
Xn = b gesetzt; in je­
dem Teilintervall wab-

nt=::-t:::--'-'--'--~: ~<-::':~-'-.L.LJ.......Lu..L--L---'..J'--;:--l;--~x len wir einen ganz be-
Xv-tt.x. Xn-ltn b=Xn liebigen Punkt, der im 

Fig. 28. Zur analytischen integraldefinitioD. Innern oder am Rande 

des Intervalls liegen kann, etwa im erst en Intervall den Punkt ~l' 

im zweiten den Punkt ~2"'" im n-ten den Punkt ~n' Wir betrachten 
nunmehr statt der stetigen Funktion ! (x) eine unstetige Funktion 
(Treppenfunktion), die im ersten Teilintervall den konstanten Wert 
I(~l)' im zweiten Teilintervall den konstanten Wert 1(~2)' ... , im n-ten 
den konstanten Wert I(~n) besitzt. Das Bild dieser Treppenfunktion 
definiert auf die in der Figur 28 angegebenen Art eine Reihe von Recht­
ecken, deren Inhaltssumme durch den Ausdruck 

Fn = (Xl - xo) I(~l) + (X2 - Xl) !(~2) + ... + (Xn - Xn _ l ) I(~ .. ) 
gegeben ist. Abgekiirzt pflegt man sie unter Verwendung des Summen­
zeichens 1: in der Form 

n 
Fn = .2 (x,. - X~_l) I(~J 

v=l 

zu schreiben oder schliel3lich, wenn wir zur weiteren Abkiirzung den 
Ausdruck 
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einfiihren, m der Form 

"=1 
- Das Symbol L1 ist hier nicht etwa ein Faktor, sondern bedeutet 
"Dijjerenz". - Unsere grundlegende Behauptung lautet nun folgender­
maBen: Lassen wir die A nzahl der T eilpunkte uber alle Grenzen wachsen 
und dabei zugleich die Lange L1 x des langsten T eilintervalles gegen 0 
streben, so strebt die obige Summe einem Grenzwerte zu, Der Grenzwert 
ist unabhiingig davon, wie wir die Teilpunkte und die Zwischenwerte ~1' 
~2' ' . "~n in den einzelnen Teilintervallen gewiihlt haben. 

Diesen Grenzwert nennen wir das bestimmte Integral der Funk­
tion j (x) zwischen den Grenzen a und b und betrachten ihn, wie schon 
erwahnt, geradezu als Definition des Flacheninhaltes 1), 

Wir konnen und miissen diesen Satz von der Existenz des Integrales 
einer stetigen Funktion rein analytisch ohne Berufung auf die An­
schauung bewcisen. Ich will den Beweis jedoch hier noch iibergehen und 
erst im Anhang am SchluB des Kapitels nachholen, nachdem der Leser 
durch den Erfolg unserer Begriffsbildung ein groBeres Interesse an 
ihrer exakten Fundierung gewonnen hat. Einstweilen wollen wir uns 
damit begniigen, daD die anschauliche Betrachtung aus Nr. 1 uns 
den Satz auDerordentlich plausibcl macht. 

3. Erganzungen, Bezeichnungen und Grundregeln fiir das 
bestimmte Integral. 

Die eben gegebene Definition des Integrals als Grenzwert einer 
Summe hat Leibniz dazu veranlaDt, das Integral durch folgendes 
Symbol anszudriicken: 

b 

J f (x) dx. 
a 

Das Integralzeichen ist dabei entstanden durch Stilisierung eines 
Summenzeichens, welches die Gestalt eines lateinischen 5 hatte. Der 
Grenziibergang von der Intervalleinteilung in endliche Differenzen L1 Xv 

zu verschwindenden Differenzen ist angedeutet, indem statt des Sym­
boles L1 das Symbol d geschrieben ist. Wir miissen uns aber davor 
hiiten, hier etwa das d X als "unendlich kleine GroBe" und das Integral 
als "Summe aus unendlich vielen unendlich klein en Summanden" auf­
zufassen; eine solche Auffassung wiirde jedes klaren Sinnes entbehren; 
was in ihr einem richtigen sachgemaBen Gefiihl entspricht, wird eben 
gerade durch den oben ausgefiihrten Grenziibergang prazisiert. 

1) Man kann natiirlich den FIa.cheninhaltsbegriff auch rein geometrisch defi­
nieren und dann die Aquivalenz einer solchen geometriscben Definition mit der 
obigen Grenzwertdefinition beweisen. Vgl. fiinftes Kapitel, § 2, Nr. 1. 
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In unseren obigen Figuren hatten wir einmal vorausgesetzt, daB 
die Funktion f(x), der "Integrand", in dem ganzen Intervall positiv 
ist, und zweitens, daB b > a ist. Die Formel, welche das Integral als 
Grenzwert einer Summe definiert, ist aber von jeder solchen Voraus­
setzung unabhangig. 1st zunachst f (x) in unserem Intervall oder in 
einem Teile desselben negativ, so sind eben einfach in un serer Summe 
die betreffenden Faktoren f (~v) negativ. Wir werden dem betreffenden 
von der Kurve begrenzten Flachenstiick dann naturgemaB einen 
negativen Flacheninhalt zuschreiben, was ja mit dem von der analy­
tischen Geometrie her bekannten Vorzeichenprinzip durchaus im Ein­
klang steht. Der Gesamtflacheninhalt, der von einem Kurvenstiick 
begrenzt ist, wird sich also im allgemeinen aus positiven und negativen 
Summanden zusammensetzen, je nach der Anzahl der Kurventeile, 
die oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlaufen 1). 

Lassen wir auch noch die Voraussetzung a < b fallen und nehmen 
zunachst an, es sei a > b, so konnen wir unsere arithmetische Integral­
definition doch beibehalt~n; nur werden die Differenzen L1 x., wenn 
wir das Intervall von a bis b durchlaufen, negativ werden. Wir werden 
so ohne weiteres zu der fUr beliebiges a und b giiItigen Relation 

b (I 

f f (x) dx = - f f (x) dx 
(I b 

gefiihrt. Ihr entsprechend setzen wir fest: 

II oX 

Fig. 29. 

f/ 

f f(x) dx = o. 
II 

Ebenso ergibt sich aus un serer Integraldefi­
nition ohne weiteres (vgl. Fig. 29) die grund­
legende Beziehung 

b c, C 

f f(x) dx + f f(x)dx = f f(x) dx 
II b (I 

fiir a < b < c. Wegen der obigen Beziehungen gilt diese Gleichung 
ohne weiteres auch bei beliebiger Lage der drei Punkte a, b, c. 

Zu einer wichtigen einfachen Grundregel iiber das Integral ge­
langen wir, wenn wir die Funktion c f (x) betrachten, wobei c eine Kon­
stante ist. Aus der Definition des Integrales ergibt sich unmittelbar 

b b 

f c f (x) dx = c J f (x) dx. 
/I /I 

Weiter erwahne ich noch die folgende Summenregel: Wenn 

f (x) = qJ (x) + 1p (x) 

1) Uber den durch beliebige geschlossene Kurven begrenzten Fliicheninhalt 
vgl. ftinftes KapiteI, § 2. 
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ist, so wird 
b b b 

.r I (X) dx = f cp (X) dx + f 1p (X) dx . 
a a a 

Ihr Beweis ist ebenfalls sehr einfach. 
Endlich noch eine an sich selbstverstandliche, aber doch fUr die 

Handhabung wichtige Bemerkung iiber die Bezeichnung der "Inte­
b 

grationsvariablen". Wir haben unser Integral in der Form f I (x) dx 
a 

geschrieben. FUr die Auswcrtung des Integrals ist es belanglos, ob 
wir die Abszissen des Koordinatensystemes, d. h. die unabhangige 
Vcranderliche mit x oder irgendwie anders bezeichnen. Es ist daher 
vollstandig gleichgiiltig, wie wir diese Integrationsvariable nennen, 

b b b 

und wir k6nnen ebensogut wie f I (x) dx auch J I (t) dt oder J I (u) du 
a a a 

oder ahnlich schreiben. 

§ 2. Beispiele. 
Wir k6nnen den GrenzprozeB, den unsere Integraldefinition vor­

schreibt, nun tatsachlich in vielen Fallen bis zu einer vollstandigen Be­
rechnung des fraglichen FlacheninhaItes durchfiihren und wollen dics 
an einer Reihe von Beispielen erlautern, wobei wir uns, auGer in N r. 5, 
nur der Ober- oder Untersummen bedienen werden 1). 

1. Erstes Beispiel. 
Wir wollen zunachst die Funktionen I (x) = xn betrachten, wo n 

cine ganze Zahl > ° ist. FUr n = 0, d. h. fUr I (x) = 1 ist das Ergebnis 
ohne jeden Grcnziibergang so selbstverstand­
lich, daB ich es einfach hinschreiben kann: 

b b 

J 1 dx = J dx = b - a. 
a a 

Auch fUr die Funktion I (x) = x ist die 
Integration geometrisch eine Trivialitat. Das 
Integral der Funktion f (x) = X 

b 

J xdx 
a 

ist einfach der FlachcninhaIt des in Figur 30 

!I 

x 

Fig. 30. 

angedeuteten Trapezes und besitzt so mit nach einer clementaren Formel 
den Wert b+a b2 _ a2 

(b - a) -2- = ----"2-- . 

1) Ich tiberlasse es dem Leser als niitzliche Ubungsaufgabe. sich in den nach­
folgenden Beispielen selbst davon zu iiberzeugen. daB tatsachlich bei Benutzung 
,-:on Obersummen und Untersummen derselbe Grenzwert entsteht. 
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Bestatigen wir, daB dieses Resultat auch auf Grund unserer Grenz­
wertbildung herauskommt! Dabei k6nnen wir uns zur Berechnung 
der Grenzwerte auf die Diskussion der Obersummen oder Unter­
summen beschranken. Wir teilen das Intervall von a bis b in n gleiche 
Teile durch die Teilpunkte 

a+h, a+2h, a+(n-l)h, 

wobei h = b - a ist. Das Integral muB dann der Grenzwert der folgenden 
n 

Untersumme (bei b > a) bzw. Obersumme (bei b < a) sein: 

h {a + (a + h) + (a + 2h) + ... + (a + (n - 1) h)) 

= h {n a + h + 2h + ... + (n - 1) h}. 

Nun ist 
(n-I)1l 

1 + 2 + ... + (n - 1) =-2- J 

und unser Ausdruck geht daher uber in 

nh{a + h n; I} = (b _ a) (a + b ~ a n ~ 1). 
Bei wachsendem n strebt die rechte Seite offenbar gerade gegen den 
Grenzwert 

( b - a) b2 - a2 
(b - a) a + --2- = -2 -, 

was bewiesen werden soUte. 

2. Zweites Beispiel. 

Nicht ganz so einfach ist das Beispiel der Funktion t(;) = Xl oder, 
geometrisch gesprochen, die Bestimmung des von einem Parabelseg­

ment, einem Stuck x-Achse und zwei Or­
dina ten begrenzten FHi.chenstuckes. Wir 
berechnen etwa das Integral 

b 

f x2 d:x 
o 

fill b > 0 (vgl. Fig. 31) und teilen das Inter­
vall 0 < x < b in n gleiche Teile von der 

Lange h = ~; dann ist der gesuchte Flachen-
o~~~-LJ-~~-L~~ n 

b x inhalt der Parabel der Grenzwert des 
Fig. 31. folgenden Ausdruckes (Obersumme): 

h (h2 + 22 h2 + 32 h2 + ... + n2 h2) = h3 (l2 + 22 + ... + n2) 
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Die Summe in der Klammer haben wir aber auf S.19 (Anm. 1) 
durch die folgende Gleichung ausgedruckt: 

2 2 2 n(n+l)(2n+l) 1 + 2 + ... + n = --- -6-----. 

Set zen wir diesen Wert oben ein, so erhalt unsere Summe nach einer 
selbstverstandlichen Umformung die Gestalt 

b3 
Bei unbegrenzt wachsendem n ergibt sich also als Grenzwert 3' und 

wir erhalten die gesuchte Integralformel 
b 

f X2 dx = ~3. 
o 

Hieraus ergibt sich so fort nach unseren obigen Relationen die all­
gemeinere Formel 

b b a 

f x2 d X = f x2 d X - f x2 d X = b3 ;_a3 

a 0 0 

3. Integration von XX bei beliebigem positiven ganzzahligen a. 

Ais drittes Beispiel betrachten wir die Integration der Potenz 

y = /(x) = x'x, 

WO rJ. eme beliebige ganze positive Zahl sei. Fur die Ausfiihrung des 
Integrales 

b 

J x'1.dx, 
a 

wobei Wlr 0 < a < b voraussetzen, wiirde es unpraktisch sein, das 
Intervall in n gleiche Teile einzuteilen 1). Der Grenzubergang voll­
zieht sich aber sehr einfach, wenn man eine Einteilung in "geome-

trischer Progression" folgendermal3en vornimmt: Wir setzen V ~ = q 

und teilen das Intervall durch die Punkte 

a, aq, aq'J, 

1) Wir mtil3ten die Ausftihrung des Integrales dann auf die Bestimmung der 
1 

Grenzwerte von (l'1. + 2'1. + ... + n'1.) fiir n __ <Xl stiitzen, was der Leser n'1.+1 
nach den Bemerkungen von S. 19, Anm. 1 selbst durchftihren mag. 

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Auf]. 5 
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Das gesuchte Integral ist dann der Grenzwert der folgenden Summe: 

af1. (aq - a) + (aq)f1.(aq2 - aq) + (aq2)f1. (aqL aq2) + ... + (aqn-l)f1.(aqn_ aqn-l) 

= aHl (q -1) {l + qf1.+l + q2(f1.+l) + q3(f1.+1) + ... + q(n-l) (f1.+1)} , 

fiir unbegrenzt zunehmendes n. 
In der letzten Klammer steht eine geometrische Reihe mit dem 

Quotienten rf+l 9= 1. Summieren wir sie, so erhalten wir fiir den 
gesamten Ausdruck den Wert 

qn(f1.+l) 1 
af1.+l (q - 1) ---=-- . qf1.+1_ 1 

Setzen wir hier q = ( :)~ ein, so ergibt sich fUr un sere Sum me der 

Ausdruck 

W+1- aH1) ---.L -::-~ . 
qf1.+1_ 1 

Lassen wir nun n iiber aIle Grenzen wachsen, so behalt der erste Faktor 
seinen Wert; der zweite Faktor, den wir wegen q 9= 1 nach der eben 
benutzten Formel fiir die geometrische Reihe in die Gestalt 

1 
qf1. + qf1.-1 + ... + 1 

set zen k6nnen, wird, da q wegen q = ( :)~ mit n -+ 00 gegen I strebt, 

den Grenzwert IX : 1 haben, und somit ergibt sich schlieBlich der gesuchte 

Wert unseres Integrales durch die Formel 
b 

f XZdx = IX: 1 (bH1 - af1.+1). 
a 

Wir werden spater (vgl. § 4) sehen, daB wir diese zwar im Prinzip 
einfache, aber in der Durchfiihrung doch etwas umstandliche Rech­
nung vollstandig vermeiden konnen, wenn wir unser Integrationsproblem 
in einem etwas groBeren methodischen Zusammenhang anfassen. 

4. Integration von x;a fiir beliebiges rationales a 9= - 1. 

Das gewonnene Ergebnis laBt sich ohne wesentliche Komplikation 

der Dberlegungen erheblich verallgemeinern. Es sei ~ = ~ eine ratio-s 
nale positive Zahl, r und s ganze positive Zahlen; dann andert sich an 
unserer eben durchgefiihrten Bestimmung des Integrales nichts als die 

Bestimmung des Grenzwertes von qf1.~-;~ 1 fur q-+ 1. Dieser Ausdruck 
1 

ist jetzt einfach -~~?~. Set zen wir q" = 'r (=l= 1), so wird 'r zugleich 

q' -1 
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mit q gegen 1 streben, und wir haben also den Grenzwert von ;:::-..:...1 i fUr 

l' -. 1 aufzusuehen. Dieser Grenzwert ergibt sieh, wenn wir Zahler und 
Nenner zunaehst durch l' - 1 dividieren und die vorhin angewandte 
algebraisehe Umformung sowohl fUr den Zahler als aueh fUr den Nenner 
vornehmen, einfaeh als 

und laBt sich unmittelbar bestimmen, indem wir im Zahler und Nenner, 
die beide in l' stetig sind, einfaeh l' = 1 einsetzen; so ergibt sich der 

Wert -.!-- = ~l ' w daB wir aueh fiir beliebiges positives rationales 
r + s IX + 

rt. die Integralformel 

a 

erhalten. Diese Formel bleibt aber aueh fUr negatives rationales rt. 

giiltig, wenn wir nur rt. + - 1 annehmen, wo offenbar die oben an­
gewandte Summationsformel fiir die geometrisehe Reihe ihren Sinn 

verliert. Urn bei negativem rt. = -!- die Grenzwertbestimmung von 
s 

1 

-q--=--~- vorzunehmen set zen wir q- s- =1'; demgemaB ist q =1'-8 und 
q<x+l - 1 ' 

r-s 

8 =rr-s, und wir haben den Grenzwert von 

r-'-I I-r' 

zu bestimmen. Ieh kann es dem Leser iiberlassen, zu beweisen, daB dieser 

Grenzwert wiederum gleieh -}--I ist, und somit ergibt sich ganz allgemein C(+ 
fUr positives oder negatives rationales rt., mit Ausnahme des Wertes 
rt. = - 1, die Integralformel 

b 

f x"dx = C(! 1 (b"-i-l - a<X+1). 
a 

Die Gestalt der reehten Seite zeigt uns im iibrigen deutIieh, daB 
die Forme! versagt, wenn rt. = - 1 ist, weil irn Zahler und Nenner 
des Quotienten dann Null stehen wiirde. 

Es liegt nahe, zu vermuten, daB sich der Gilltigkeitsbereieh unserer 
letzten Formel aueh auf irrationale Werte von rt. ausdehnt. In der Tat 
werden wir dies in § 7 dureh einen einfaehen Grenziibergang be­
statigen. 

5* 
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5. Integration von sin x und cos x. 

Als letztes Beispiel, das wir eben falls mit Hilfe eines speziellen Kunst­
griffes behandeln wollen, betrachten wir die Funktion t (x) = sin x. 
Wir werden das Integral 

b 

J sinxdx 
a 

als Grenzwert der folgenden Sum me auffassen: 

SIl = h (sin (a + h) + sin (a + 2h) + ... + sin (a + nh)) , 

wo h = b - Ii gesetzt ist. Multiplizieren wir die Klammer rechts mit 
n 

2 sin ~ und beriicksichtigen die bekannte trigonometrische Forme! 

2 sin u sin v = cos (u - v) - cos (u + v) , 

so erhalten wir, wenn h kein Vielfaches von 2n ist, die Formel 

S 11 = -.~ 1 cos ( a + ~ ) - cos ( a + ~ h) + cos ( a + i h) - cos ( a + % h)) 

2 Sill - ( 2 n - 1 ) (2 n + 1 ) 2 + ... + cos a + --2- h - cos a + -2- h 

= -.~ { cos ( a + ~) - cos ( a + 2 n t 1 h) } . 
2 slll2 

Das Integral wird also wegen a + nh = b der Grenzwert von 

~ { cos (a + ~) - cos (b + ~)} 
2 Sill 2 

fiir h ---+ O. 
Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, daB bei abnehmendem h 

der Ausdruck ~ . ~ gegen 1 strebt. Der gesuchte Grenzwert wird also 
sin-

2 
einfach cos a - cos b, und wir erhalten die Integralformel 

b 

J sin x d x = - (cos b - cos a) . 
a 

Ganz eben so erhalten wir, wie der Leser selbst uberlegen mag, die Integral­
formel 

b 

J cos x d x = sin b - sin a . 
a 

Fast jedes der behandelten Beispiele haben wir auf Grund einer be­
sonderen Dberlegung, eines besonderen Kunstgriffes durchfiihren mussen. 
Es wird nun gerade der wesentliche Punkt in der methodischen Integral-
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und Differentialreehnung sein, daB an Stelle solcher spezieller Kunst­
griffe Uberlegungen allgemeinen Charakters treten, die ganz zwangs­
laufig zu den gewiinsehten Resultaten fiihren. Urn zu diesen Methoden 
zu gelangen, miissen wir uns dem anderen Grundbegriffe der h6heren 
Analysis, dem des Differcntialquotienten, zuwenden. 

§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient. 
Ebenso wie der Integralbegriff ist aueh der Begriff der Ableitung 

oder des Differentialquotienten ansehauliehen Ursprunges. Seine 
Quellen sind einmal die Aufgabe, an eine gegebene Kurve in einem 
Punkte die Tangente zu legen, und sodann die Aufgabe, fUr den Begriff 
der Geschwindigkeit einer beliebigen Bewegung eine prazise Definition 
zu finden. 

1. Differentialquotient und Kurventangente. 
leh kniipfe zunaehst an das Tangentenproblem an. 1st P ein Punkt 

auf einer gegebenen krummen Linie (vgl. Fig. 32), so werden wir der 
. naiven Ansehauung gemaB die Kurventangente in P dureh folgenden 
geometrisehen Grenziibergang kennzeiehnen: Wir betraehten auBer 
dem Punkte P einen zweiten Punkt P l 

auf der Kurve und legen dureh die Y 
beiden Punkte P, PI eine gerade Linie, 
eine Sekante der Kurve. Lassen wir 
dann den Punkt P l langs der Kurve in 
den Punkt P hineinriieken, so strebt 
diese Sekante einer Grenzlage zu, welche 
ganz unabhangig davon ist, ob PI von 
links oder von reehts in P hineinriiekt. 
Diese Grenzlage der Sekante ist die oL------------,:: x 
Tangente, und daB tatsaehlieh eine solche Fig. H2. Sehne und Tangente. 
bestimmte Grenzlage der Sekante exi­
stiert, ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB die Kurve im Punkte P 
eine bestimmte Tangente oder eine bestimmte Richtung besitzt. (Das 
Wort "Annahme" soli uns dabei andeuten, daB wirklieh eine Voraus­
setzung zugrunde liegt, die selbst bei stetigen Kurven nicht immer 
erfUllt zu sein braueht - z. B. an jeder Ecke einer Kurve nicht gilt.) 

Sob aid wir nun die Kurve durch eine Funktion y = I (x) dar­
gestellt haben, entsteht die Aufgabe, den geometrischen Grenziiber­
ganganalytiseh mit Hilfe dieser Funktion I(x) darzustellen. Verstehen 
wir unter dem Winkel, den die positive x-Achse mit ciner geriehteten 
Geraden g bildet, denjenigen Winkel, urn den man die positive x-Aehse 
in positivem Sinne 1) drchen muB, his sie zum ersten Male der Geraden g 

1) D. h. in dern Sinne. bei welchern sie durch cine Drehung urn ; in die 
positive y-Achse ubergeht. 



70 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung. 

parallel wird, und bezeichnen wir den Winkel, den die Sekante P PI 
mit der positiven x-Achse bildet, mit lXI' den Winkel, den entsprechend 
die Tangente mit der positiven x-Achse bildet, mit IX (vgl. Fig. 32), dann 
wird offenbar, wenn man zunachst von dem Fall einer wagerechten 
Tangente absieht, in unmittelbar verstandlicher Bezeichnung 

Wenn x, Y = I (x) und Xl' YI = I (Xl) die Koordinaten der Punkte P 
bzw. PI bedeuten, so erhalten wir unmittelbar 

und somit stellt sich unser Grenziibergang durch die Gleichung 

lim f(x1)-=-lJxJ = tg IX 
%1-+% Xl - X 

dar. Den Ausdruck 

bezeichnen wir als den Dillerenzenquotienten der Funktion Y = I (x), 
indem wir durch die Symbole Ll Y und Ll X die Differenzen der Funktion 
Y = f (x) und der unabhangigen Variabeln x bezeichnen. (Ll bedeutet 
also hier, wie auch in § 1, nicht einen Faktor, sondern eine Ab­
kiirzung fur Differenz.) Es ist also der Tangens des Richtungswinkels 
der Kurve gleich dem Grenzwert, den der Differenzenquotient un serer 
Funktion erhalt, wenn Xl gegen X strebt. 

Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung oder den Dilferential­
quotienten der Funktion Y = I (x) an der Stelle X und bezeichnen ihn 
nach Lagrange durch das Symbol y' = /' (x) oder nach Leibniz durch 

das Symbol ~ ~ o:ier d: ~x) oder d~ I (x). Die Leibnizsche Schreibweise 

werden wir ihrer Bedeutung nach in N r. 7 noch naher diskutieren; 
hier weise ich darauf hin, dal3 wir durch die Bezeichnung /'(x) zum 
Ausdruckgebracht haben, da/3 die Ableitung wiederum eine Funk­
tion von x ist, entsprechend der Tatsache, da/3 sie fUr jeden Wert x 
des betrachteten Intervalles zu bilden ist. Ich schreibe noch einmal 
die Definitionsgleichung der Ableitung hin: 

1) Damit diese Gleichungen einen Sinn haben, miissen wir 0 < I x - Xl 1< (J 
mit hinreichend kleinem (J voraussetzen. Entsprechende Voraussetzungen machen 
wir bei Vorbereitungen von Grenziibergangen im folgenden oft stillschweigend. 
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oder 

~ y = d!0) = j'(x) = lim U~l) - !(x) = lim LI y = lim !(x + h) - !(x), 
dx dx x.-+x xl-x 'lx-+oLlx 11-+0 h 

wobei zuletzt Xl durch X + h ersetzt wurde 1). 

Man kann den Differentialquotienten nicht etwa unmittelbar bilden, 
indem man in dem Ausdruck des Differenzenquotienten einfach Xl = X, 

d. h. Zahler und Nenner gleich Null setzt, was zu dem sinnlosen Symbol 

-~ fiihren wiirde. Vielmehr beruht die wirkliche Ausfiihrung des Grenz­

iiberganges im Einzelfalle immer auf gewissen Vorbereitungen (Um­
formung des Differenzenquotienten). 1st z. B. f (x) = X2, so wird 

!'J:l)~J(X) = ~t- x2 = Xl + X 2). Nach dieser Umformung steht 
x l - x Xl - X 

rechts eine Funktion von Xl' die auch fiir Xl = X einen Sinn hat 
und dort stetig ist, und wir diirfen nun den Grenziibergang Xl -+ X 

einfach ausflihren, indem wir rechts Xl = X setzen, wobei wir sofort 
erhalten: 

f'(X) = ~~) = 2x. 

Die Ausfiihrung eines solchen Dberganges, d. h. die wirkliche Bil­
dung des Differentialquotienten, nennt man die Differentiation oder 
das Differenzieren der Funktion f(x). Wir werden im Folgenden sehen, 
daB und wie man diesen ProzeB des Differenzierens bei allen wich­
tigen Funktionen tatsachlich durchflihren kann. 

Es ist nun von groBer Bedeutung, daB die Aufgabe der Diffe­
rentiation einer gegebenen Funktion f (x) 10sge16st von der geome­
trischen Anschauung der Tangente einen bestimmten Sinn besitzt. 
Ganz ebenso wie wir bei der Integraldefinition uns von der ur­
spriinglichen geometrischen Anschauung des Flacheninhaltes 10sge16st 
und im Gegenteil den Flachcninhaltsbegriff auf die Integraldefi­
nition gestiitzt hatten, werden wir jetzt unabhangig von der geome­
trischen Deutung einer Funktion y = f (x) durch eine Kurve als die 
Ableitung der Funktion y = f (x) die neue Funktion y' = I' (x) ge­
maB der obigen Gleichung definieren, vorausgesetzt, daB der Grenz­
wert des Differenzenquotienten existiert oder, wie man auch sagt, 
daB die Funktion differenzierbar ist. Wir werden diese Voraussetzung 
der Differenzierbarkeit im iibrigen stillschweigend immer dort machen, 
wo nichts besonderes Gegenteiliges gesagt ist 3). Man muB beachten, 
daB flir die Differenzierbarkeit der Funktion f (x) an der Stelle X der 

b· G !(x+h)-!{x) foo h 0 .. B o 1ge renzwert von ~- ~ h-~~~ ur -+ eXlstIeren mu , un-

1) Gelegentlich findet man in der Literatur, insbesondere in der englischen. 
auch die auf Cauchy zuriickgehende Bezeichnung D I (:r) ( .. De,ivie,te" von f). 

2) Vgl. auch S.70, Anm.1. 
3) Beispiele fiir Faile, wo die Voraussetzung nicht erfiillt ist. werde ich spater 

geben (vgl. Nr.5). 
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abhangig davon, wie h gegen Null strebt, ob durch positive 
oder durch negative Werte oder ohne Vorzeichenbeschrankung. 

Nachdem wir den Differentialquotienten j'(x) gewonnen haben, 
k6nnen wir der Kurve als Tangentenrichtung im Punkte (x, y) die­
jenige Richtung zuschreiben, fiir welche der Winkel IX mit der posi­
tiven x-Achse durch die Gleichung tg IX = j'(x) gegeben ist. Wir ver­
meiden so die Schwierigkeiten, welche sich aus der Unbestimmtheit 
der geometrischen Anschauung ergeben, indem wir die geometrische 
Definition auf die analytische stiitzen und nicht umgekehrt. 

Selbstverstandlich ist immer die Veranschaulichung des Differen­
tialquotienten durch die Kurventangente ein wichtiges Hilfsmittel fUr 

y 

OL---------------I~ o~----------------~x 

Fig. 33. Tangente bei steigender und falJender Funktion. 

das Verstandnis auch bei rein analytischen 'Oberlegungen. So halten 
wir von vornherein die anschauliche Vorstellung fest: Wenn ,t'(x) 
positiv ist und man die Kurve in Richtung wachsender x durchlliutt, so 
weist die Tangente nach oben; es steigt also die Kurve an der betreftenden 
Stelle bei wachsendem x an; wenn dagegen j'(x) negativ ist, wdst die Tan­
gente nach unten, die Kurve tlillt also. Vgl. Fig. 33. Analytisch ergibt 
sieh diese Tatsaehe aus der Bemerkung, daJ3 der Grenzwert von 

f(x + hl- f(x) nur dann positiv sein kann, wenn die Funktion an der 

Stelle x wachst, d. h., wenn wenigstens fiir hinreichend nahe an 0 
gelegenes positives bzw. negatives h aueh t(x + h) - t(x) positiv bzw. 
negativ ist. (Entsprechendes gilt natiirlich fUr negatives j'(x).) 

2. Der Differentialquotient als Geschwindigkeit. 
Ebenso wie die naive Anschauung uns ein unmittelbares Gefiihl fiir 

den Begriff der Richtung und damit den der Tangente einer in einem 
bestimmten Sinne durchlaufenen Kurve gibt, fordert sie von uns 
auch, einer Bewegung eine Geschwindigkeit zuzuschreiben. Die 
Definition dieser Geschwindigkeitfiihrt uns ebenfalls auf genau denselben 
Grenziibergang, den wir soeben als Differentiation bezeichnet haben. 

Betrachten wir z. B. die Bewegung eines Punktes auf einer geraden 
Linie, auf welcher die Lage des Punktes durch die Koordinate y, seinen 
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mit einem Vorzeichen versehenen Abstand von einem festen Anfangs­
punkt, gemessen wird. Die Bewegung ist gegeben, wenn wir Y = f (t) 
als Funktion der Zeit t kennen. 1st diese Funktion f (t) eine ganze 
lineare F unktion f (t) = c t + b, dann nennen wir die Bewegung eine 
gleichformige Bewegung mit der Geschwindigkeit c und 
konnen fUr beliebige verschiedene Werte t und t1 schreiben 

1 (11) - 1 (I) 
C =--11 ~I - • 

Die Geschwindigkeit ist also der Differenzenquotient der Funktion 
ct + b, und dieser Differenzenquotient ist ganzlich unabhangig davon, 
welche beiden Zeitmomente t1 und t wir herausgreifen. Was aber werden 
wir unter der Geschwindigkeit der Bewegung im Zeitmoment t zu ver­
stehen haben, wenn die Bewegung nicht mehr gleichfOrmig ist? 

Wir betrachten, urn zu dieser Definition zu gelangen, den Differenzen-

quotienten 1 (tl) -I (I) , den wir als Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeit-'1- , 
intervall zwischen t1 und t bezeichnen wollen. Wenn nun die Durch-
schnittsgeschwindigkeit einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald 
wir den Zeitmoment t1 immer mehr an den Zeitmoment t heranriicken 
lassen, so werden wir diesen Grenzwert als die Geschwindigkeit im Zeit­
moment t zu definieren haben. Mit anderen Wort en : Die Geschwindig­
keit im Zeitmoment t wird dureh den Differentialquotienten 

f'(t) = lim !jtl)-j(l) 
t, ->-/ 'I - t 

gemessen. 
Wir sehen an dieser neuen Bedeutung des Differentialquotienten, 

welche an und fUr sich mit dem Tangentenproblem nichts mehr zu tun 
hat, daB es tatsachlich sachgemaB ist, den Grenziibergang des Diffe­
renzierens als analytische Operation unabhangig von der geometrischen 
Anschauung zu definieren. Die Differenzierbarkeit der Bewegungs­
funktion Y = f (t) ist auch hier wieder eine Voraussetzung, die wir 
stets stillschweigend machen werden und die durchaus notwendig 
dafUr ist, daB der Geschwindigkeitsbegriff einen Sinn erMlt. 

Ein einfaches Beispiel fUr den Zusammenhang zwischen Bewegung 
und Geschwindigkeit gibt uns der freie Fall. Gehen wir von dem durch 
Beobachtungen gewonnenen Fallgesetz aus, daB die beim freien Fall 
von einem Massenpunkt in der Zeit t durchfallene Strecke proportional 
der GroBe t2 ist, daB also diese Strecke durch cine Funktion der Form 

Y = f (t) = at2 

mit konstantem a dargestellt wird, so gewinnen wir sofort, ahnlich 
wie in Nr. 1, fUr die Geschwindigkeit den Ausdruck f'(t) = 2 at, 
welcher uns zeigt, daB die Geschwindigkeit beim freien Fall pro­
portional der Zeit wachst. 
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3 .. Beispiele. 

Wir wollen nun die Differentiation von Funktionen an einer Reihe 
von Beispielen wirklich durchfiihren und betrachten als erstes die Funk­
tion y = f(x) = c, wo c eine Konstante ist. Es wird f(x + h) - f(x) 
= c - c = 0, also auch lim! (x + hl- ! (x) = 0; d. h. der Differential-

h~O 

quotient einer Konstanten ist Null. 
Fur eine ganze line are Funktion y = c x + b ergibt sich 

lim 1J~±h) -lJx) = lim ch = c 
h~O h h~O h . 

Weiter differenzieren wir die Funktion 

Y = f (x) = x« , 
wobei wir zunachst voraussetzen, daB (1. eine positive ganze Zahl ist. 
Im FaIle Xl 9= x wird 

x~ - xa 
-x-;~x-, 

und die rechte Seite ist nach einer bekannten elementaren Formel der Al­
gebra (vgl. auch § 2, Nr. 3) gerade gleich X 1a - 1 + x1a - 1l X + ... + xa - 1 • 

Nach dieser Umformung konnen wir wegen der Stetigkeit des erhal­
tenen Ausdruckes unmittelbar den Grenziibergang Xl -+ x ausfUhren, 
indem wir in dem letzten Ausdruck einfach uberall die GroBe Xl durch x 
ersetzen, so daB jeder Summand gleich X,,-l wird. Da die Anzahl der 
Summanden genau (1. ist, so erhaIten wir 

d(xa) 
y' = f'(x) = IiX = (1.%,,-1. 

Genau zu demselben Resultat gelangen wir, wenn (1. = - (J eine 
negative ganze Zahl ist; dabei machen wir aber ausdrucklich die Vor­
aussetzung, daB x von 0 verschieden ist. Es wird dann 

1 1 

!(x1) -=.l(x) = x~ xII = _ xII - x~. _1_ = _ xll - 1 + xll - 2 Xl + ... + x~-l 
Xl - X Xl - X X - Xl xII X~ x1 xP 

Nunmehr konnen wir wiederum den Grenzubergang Xl -+ x ausfUhren, 
indem wir uberall Xl durch X ersetzen. Wir erhalten dann genau wie 
oben fUr den Grenzwert den Ausdruck 

P-l 
y' = _{Jx 2fJ = - {Jx-P- 1 • 

X 

Mithin wird auch fiir negatives ganzzahliges (1. = - {J fUr die Funktion 
y = xa der Differentialquotient 

y' = (1.X",-l. 

Endlich wollen wir dieselbe Formel fiir den Fall beweisen, daB 

X positiv und (1. eine beliebige rationale Zahl ist, etwa (1. = t, wo p q 
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und q ganze rationale Zahlen sind, die wir etwa beide als positiv vor­
aussetzen. (Wenn eine von ihnen negativ ware, so wiirde sich in der 
Betrachtung nichts Wesentliches andern; fUr IX = 0 aber ist uns das 
Ergebnis schon vorhin begegnet.) Es ist jetzt 

E ~ 
xy - x" 
x 1 - X 

1 1 

Setzen wir xq = ~ und Xlq = ~1' so wird 
!(x1) - !(x) ~r - ~p ~r-l + ~r-2 ~ + ... + ~P-l 

X 1"::: x- = ~f - ~" = ~1- 1 + ~1- 2 ~ + : .. -+$" - 1 • 

Nach dieser letzten Umformung k6nnen wir den Grenziibergang Xl ->- X 

oder, was jetzt auf dasselbe herauskommt, ~l ->- ~ wieder unmittelbar 
vornehmen und erhalten fUr den Grenzwert den Ausdruck 

y' = t3P~ 1 = :t ~p_q = :t /i" = :t X~-l 
q ~"-l q q q 

oder schliel3lich 
f'(X) = y' = IXxa- 1 , 

also formal genau dasselbe Resultat wie oben. Ich iiberlasse es dem Leser, 
selbst zu bestatigen, daB auch fUr negative rationale Exponenten IX 

dieselbe Differentiationsformel besteht. 1m iibrigen kommen wir auf 
die Differentiation der Potenz spater noch einmal in mehr systemati­
schem Zusammenhange zuriick. 

Schliel3lich behandeln wir als weiteres Beispiel die Differentiation 
der trigonomctrischen Funktionen sin X und cos x. Es wird unter Be­
nutzung einer elementaren trigonometrischen Formel 

sin (x + h) - sin x 
II 

sin x cos h + cos x sin h - sin x 
---------

II 

. cos II - 1 sin II = smx--i/ - + cosx-J/. 

Nun wissen WIT aus dem erst en Kapitel' § 7, daB 

1· sin II - 1 Im-,- - , 
h-O 1/ 

1· cos II - I 0 
1m = 

h-O II. 

wird. Somit erhalten wir unmittelbar als den gesuchten Differential­
quotient en 

, d sinx 
y = --;r;- = cos x. 

Ganz ahnlich erfolgt die Differentiation der Funktion 

y = cosx. 
Es wird 

cos(x+/z)-cosx cosh-I. sinh 
---- ---h---- -- = cos X II - sm X -11- , 
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und der Grenziibergang h --+ 0 liefert uns sofort die Ableitung 
, dcosx . 

Y = -----;["X = - SIn x. 

4. Einige Grundregeln fiir die Differentiation. 

Ebenso wie beim Integral ergeben sich auch fiir den Differential­
quotient en einige einfache Grundregeln unmittelbar aus der Definition: 
1st cp(x) = 1 (x) + g(x), so wird cp'(x) = /,(x) + g'(x). 1st ?p(x) = cl(x) 
(c eine Konstante), so wird ?p'(x) = c/,(x). Denn es ist ja 

qJ(x + h) - qJ(x) = I(x + h) -/(x) + g(x + h) - g(x) 
h h h 

bzw. tp (x + h) - tp (x) I(x + h) - I (x) 
h = c h ' 

und nunmehr ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar durch 
Grenziibergang. 

Nach diesen Regeln ist z. B. der Differentialquotient der Funk­
tion cp(x) = I(x) + ax + b bei konstantem a und b durch die Gleichung 

cp'(x) = f'(x) + a 
gegeben. 

5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit der Funktionen. 

Es ist niitzlich, zu bemerken, daB wir von einer Funktion, die 
wir differenzieren konnen, die Stetigkeit niemals besonders zu be­
weisen brauchen. Vielmehr ist die Stetigkeit einer Funktion eine Folge 
ihrer Dillerenzierbarkeit. Wenn namlich der Differenzenquotient 

I (x + i-I (x) einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald die GroBe h 

gegen 0 riickt, so muB notwendig mit h zugleich auch der Zahler des 
Bruches, d. h. die Zahl 1 (x + h) - 1 (x) gegen 0 streben; und durch 
diese Tatsache driickt sich gerade die Stetigkeit der Funktion t (x) an 

Fig.3!. 1 (x) = Ixl. 

der betreffenden Stelle x aus. 
Es ist aber keineswegs umgekehrt 

so, daB eine stetige Funktion sich 
auch iiberall differenzieren laBt. Das 
einfachste Gegenbeispiel gegen eine 
solche Annahme gibt uns die Funk­
tion t(x) = I xl, d. h. I(x) = - x 
fiir x <0, I(x) = x fiir x >0, wel­
che in Figur 34 gezeichnet ist. An 
der Stelle x = 0 ist diese Funktion 
zwar stetig, hat aber keinen 

Differentialquotienten. Der Grenzwert von t(x + hl- I(x) wird nam­

lich gleich 1, wenn h durch positive Werte gegen Null strebt, und gleich 
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- 1, wenn h durch negative Werte gegen Null strebt. Man sagt: 
un sere Funktion besitzt an der Stelle x = 0 verschiedenen vorderen 
und hinteren Differentialquotienten, indem man allgemein als vorderen 

bzw. hinteren Differentialquotienten den Grenzwert von f (x + h1- f(x) 

definiert, wenn das eine Mal h durch positive Werte, das zweite Mal h 
durch negative Werte gegen Null riickt. Differenzierbarkeit einer 
Funktion verlangt dann neben der Existenz die Gleichheit von vor­
derem und hin terem Differen tialq uotien ten. Die Verschiedenheit 
der beiden bedeutet geometrisch das Auftreten einer Ecke der Kurve. 

Als we it ere Beispiele von Stellen, wo eine stetige Funktion nicht 
differenzierbar ist, betrachten wir die Unendlichkeitsstellen des Dilferen­
tialquotienten, d. h. solche Stellen, wo weder der hint ere noch der vordere 
Differentialquotient existiert, sondern wo fiir h -+- 0 der Differenzen-

. f(x+h)-f(x) "b 11 G h B' . 1 .. d' quotIent -- --h---- u er a e renzen wac st. elsple swelse 1st Ie 

Funktion y = I (x) = Vx = xi fUr aIle Werte von x definiert und 

stetig - iibrigens eine ungerade Funktion -. Ihr Differentialquotient 

ist fUr x =f= 0 nach Nr. 3 durch y' = ! x -i gegeben. An der Stelle x = 0 

. d t(x+h)-j(x) hi 7.- i d' k h' f d I3f" Wlr -----h--- = h = ,~ ,un Wlr er ennen leraus so ort, a ur 

h --. 0 kein Grenzwert existiert, vielmehr der Differenzenquotient 
gegen 00 strebt. Die Funktion besitzt dort, 
wie man kurz sagt, einen unendlich grofJen Y 
Di fferentialquotienten oder den Differen tial-

.r 

Fig. 35. Fig. 36. 

quotienten 00. Geometrisch bedeutet dies das Auftreten einer senk­
rechten Tangente an die Kurve bei glattem Verlauf (vgl. Fig. 35). 

Auch die Funktion y = f (x) = yx, die ja fi.ir x >0 definiert und 
stetig ist, wird im Punkte x = 0 nicht mehr differenzierbar sein. Wir 
sind hier, da y fiir negatives x nicht definiert ist, auf die Bildung des 

vorderen Differentialquotienten angewiesen; wegen Dh) ~JJf!l = l~ . 



78 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung. 

wird auch dieser unendlich sein: Die Kurve wird im Nullpunkt die 

!I 

or 

y-Achse beriihren (vgl. Fig. 36). 
Endlich erkennen wir in der 

Funktion y = V x2 = xi das Bei­
spiel eines Falles, wo der vordere 
Differentialquotient fUr die Stelle 
x = 0 positiv unendlich, der hintere 
dagegen negativ unendlich wird, 
wie aus der Beziehung 

I{h) -/{O) I 
Fig. 57. Spitze. --h-- = fh 

sofort hervorgeht. Die stetige Kurve y = xi selbst, eine sog. Neilsche 
Para bel, setzt im Nullpunkt des Koordinatensystemes senkrecht zur 
x-Achse mit einer Spitze auf (Fig. 37). 

6. Hahere Ableitungen und ihre Bedeutung. 
Der Differentialquotient /'(x) einer Funktion ist selbst wieder eine 

Funktion von x, deren Bild man als die "Difterentialkurve" der gegebenen 
Kurve bezeichnet. Beispielsweise wird die Differentialkurve der 

x 

Parabel y = x2 eirie 
gerade Linie, darge­
stellt durch die Funk­
tion y = 2 x, und die 
Differentialkurve der 
Sinuskurve y = sin x 

die Cosinuskurve 
y = cos x, sowie die 
Differentialk1,U"ve der 
Kurve y = cos x die 
Kurve y = - sin x. 
(Diese letzteren Kur­
yen gehen, wie Fi­
gur 38 zeigt, durchPar­
allelverschiebungen in 
Richtung der x-Achse 

Fig. 58. Diflereotialkurven voo sin x uod COS X. auseinander hervor.) 

Es liegt nun nahe, zu diesen Differentialkurven wieder die Diffe­
rentialkurven zu bilden, d. h. den Differentialquotienten der Funktion 
/,(x) = tp(x) aufzusuchen. Diesen Differentialquotienten 

tp'(x) = lim I' (x + h)~!jx) 
11-+0 h 

nennen wir dann, vorausgesetzt, daB er wirklich existiert, den zweiten 
Difterentialquotienten oder die zweite Ableitung der Funktion 1 (x) und 
bezeichnen ihn mit I"(x). 
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Ebenso konnen wir den Differentialquotienten von f" (x) zu bilden 
versuchen, den sog. dritten Differentialquotienten von f (x), den wir 
dann mit f"'(x) bezeichnen. Bei den meisten wichtigen Funktionen 
hindert uns nichts, diesen ProzeB belie big weit fortgesetzt zu denken 
und auf diese Weise einen n-ten Differentialquotienten oder eine n-te Ab­
leitung rl(x) zu definieren. Zuweilen wird es zweckmaBig sein, als den 
O-ten Differentialquotienten die Funktion f (x) selbst zu bezeichnen. 

Wenn man die unabhangige Veranderliche x als Zeit t deutet 
und wie oben durch die Funktion f (t) die Bewegung eines Punktes 
reprasentiert, so ergibt sich die physikalische Bedeutung des zweiten 
Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung als die Geschwindig­
keit, mit der sich die Geschwindigkeit j'(t) andert, oder, wie man 
sagt, die Beschleunigung. Die geometrische Bedeutung des zweiten 
Differentialquotienten werden wir spater noch eingehend diskutieren. 
Schon hier aber erkennen wir unmittelbar folgendes: An einer Stelle, 
an welcher f" (x) positiv iit, wird bei wachsendem x auch j' (x) wachsen; 
ist dagegen f"(x) negativ, so wird j'(x) abnehmen. 

7. Differentialquotienten und Differenzenquotienten; 
Bezeichnungen von Leibniz. 

Die Tatsache, daB bei unseren die Ableitung definierenden Grenz­
iibergangen die Differenz LI x gegen 0 strebt, pflegt man auch durch 
die Formulierung auszudriicken: Die GroBe LI x wird unendlich klein. 
Man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB man den Grenziiber­
gang als einen ProzeB empfindet, wahrend dessen die GroBe LI x niemals 
Null ist, aber sich doch der Null beliebig nahert. Im AnschluB an Leibniz 
hat man symbolisch den Grenziibergang bei der Bildung des Differential­
quotienten, das Differenzieren, dadurch zum Ausdruck gebracht, daB 
man das Symbol LI durch das Symbol d ersetzte, so daB wir dieses 
Leibnizsche Symbol durch die Gleichung 

dy = lim L1y 
dx Jx->oL1x 

definieren k6nnen. Seit Leibniz hat man fUr die Ableitung, welche ja 
als Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert ist, das Wort 
Differentialquotient eingefiihrt. Wenn wir aber den Sinn der Differen­
tialrechnung klar erfassen wollen, miissen wir uns davor hiiten, in 
dem Differentialquotienten einen Quotienten zweier tatsachlich "un­
endlich kleiner Grol3en" zu erblicken. Es ist durchaus so, dal3 wir 

stets den Differenzenquotienten ~; bilden miissen mit Differenzen 

LI x, die von 0 verschieden sind. N ach Bildung dieses Differenzen­
quotienten mul3 man auf Grund von Umformungen oder sonst irgend­
wie den Grenziibergang ausgefiihrt denken. Man hat aber kein Recht 
dazu, e r s t so etwas wie einen Grenziibergang von LI x zu einer un end-
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lich kleinen GroBe, welche doch nicht 0 ist, auszufiihren, etwa von 
L1x bzw. L1y zu dx bzw. dy, und sodann den Quotienten dieser "un­
endlich kleinen GraBen" zu bilden. Eine solche Auffassung des Diffe­
rentialquotienten ist mit der Forderung mathematischer Klarheit der 
Begriffe unvereinbar, ja vallig sinnlos. Sie hat unzweifelhaft fiir manchen 
naiven Menschen einen gewissen Reiz, eben den Reiz des Geheimnis­
vollen, der mit dem Wort "unendlich" stets verbunden ist, und in 
den Anfangen der Differentialrechnung, insbesondere auch bei Leibniz 
selbst, mischt sich eine solche unklar-mystische Auffassung mit einer 
durchaus klaren Erfassung des Grenziiberganges. Zwar hat dieser 
Nebel, der iiber den Grundlagen der neuen Wissenschaft schwebte, 
Leibniz, wie seine groBen Nachfolger, nicht an dem Auffinden der rich­
tigen Wege gehindert. Aber wir sind dadurch nicht von der Pflicht 
entbunden, in der Begriindung der Differential- und Integralrechnung 
jede solche nebelhafte Vorstellung zu vermeiden. 

Der Grund, warum die Leibnizsche Bezeichnung nicht nur eine 
solche Anziehungskraft ausiibt, sondern tatsachlich 'von auBerstem 
Nutzen und groBer Geschmeidigkeit ist, liegt darin, daB man in vie len 
Rechnungen und formalen Umformungen mit den Symbolen dy 
und dx so umgehen kann, als ob sie einfach RechengraBen waren 
wie irgendwelche Zahlen. Viele Rechnungen gewinnen auf diese 
Weise, wenn sie sich prinzipiell stets auch ohne diese Symbolik durch­
fiihren lassen, wesentlich an Ubersichtlichkeit. Wir werden diese Tat­
sache im folgenden immer wieder bestatigt finden und die Berechtigung 
begriinden, von ihr ausgiebig Gebrauch zu machen, wenn wir uns nur 
des symbolischen Charakters der Zeichen d y und d x bewuBt bleiben. 

Auch fiir den zweiten und haheren Differentialquotienten hat Leibniz 
eine Bezeichnung von suggestiver Kraft und von groBer praktischer 
Niitzlichkeit geschaffen. Er faBt namlich den zweiten Differential­
quotienten als Grenzwert des "zweiten Differenzenquotienten" auf 
folgende Art auf. Wir betrachten neben dem Argument x die Argu­
mente Xl = X + h und X2 = X + 2h. Dann verstehen wir unter dem 
zweiten Differenzenquotienten den ersten Differenzenquotienten des 
ersten Differenzenquotienten, d. h. den Ausdruck 

1 (Y2 - Y1 Y1 - Y) 1 ( ) h -h- - -h- = h2 Y2 - 2YI + y , 

wo y = j (X), YI = j (Xl)' Y2 = j (X2) gesetzt wird. Schreiben wir noch 
h = L1 X und Y2 - YI = L1YI' YI - Y = L1y, so werden wir sinngemaB 
den Ausdruck in der letzten Klammer als die Differenz der Differenz 
von yoder die zweite Dijjerenz von Y bezeichnen und symbolisch 
schreiben 

1) LILI =Ll2 bedeutet also hier nicht ein Quadrat, sondern nur ein Symbol 
fUr "Differenz von Differenz" oder "zweite Differenz". 
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Der zweite Differenzenquotient wird in dieser symbolischen Schreib­

weise dann einfach (~:~2 geschrieben werden, wobei im :i\enner wirklich 

das Quadrat von .LI x steht, wahrend im Zahler die Zahl 2 symbolisch 
die Wiederholung des Differenzenprozesses bezeichnet. Diese Schreib­
weise des Differenzenquotienten 1) veranlaJ3te Leibniz dazu, auch fiir 
den zweiten und ebenso fiir die hOheren Differentialquotienten die 
symbolische Bezeichnung 

" = j"(x) = ~ y dx2 ' 
'" j"'() d3 y Y = X = dxa usw. 

~inzufiihren, eine Bezeichnung, die sich ebenfalIs, wie wir spater sehen 
~erden, formal sehr bewahrt. 

8. Der Mittelwertsatz. 

Zwischen dem Differentialquotienten :; = f'(x) und dem Diffe­

'enzenquotienten besteht cine einfache, fiir viele Zwecke wichtige Be­
dehung, der Mittelwertsatz, zu dem wir folgendermaJ3en gelangen: Wir 
)etrachten den Differenzenquotienten 

f(x 1) - f(x 2) _,1j 
X 1 -X2 --,1x 

~iner Funktion j (x), von der wir voraussetzen, daJ3 sie iiberall in dem 
Jetrachteten Intervall einen Differentialquotienten besitzt, deren Kurve 
lisa iiberall eine bestimmte Tangente 
1aben solI. Unser Differenzenquotient Y 
oVird uns in Figur 39 durch die Richtung 
der Sekante reprasentiert, und zwar als 
der Tangens des in der Figur angegebenen 
Winkels rI.. Denken wir uns nun diese 
Sekante parallel zu sich verschoben, so 
wird dabei mindestens einmal eine Lage 
eintreten, bei welcher diese Gerade die 
Kurve in einem Zwischenpunkte zwischen 0 x, 5 Xt x 
den Abszisscn Xl und x2 beriihrt, nam- Fig. H9. Mittelwertsatz. 

lich in einem solchen Punkte des Kurven-
bogens, der von der Sekante m6glichst weit entfernt ist. Es wird 

1) Ich rnochte nicht einen Hinweis darauf unterlassen, daB die Darstellbarkeit 
des zweiten Differentialquotienten als Grenzwert des oben hingeschriebenen 
zweiten Differenzenquotienten eines Beweises bedarf. Denn wir haben vorher 
die zweite Ableitung nicht auf diese Weise definiert, sondern als Grenzwert des 
ersten Differenzenquotienten der ersten Ableitung. Den Nachweis, daB beide 
Definitionen bei stctiger zweiter Ableitung aquivalent sind, kann ich hier urn so 
eher iibcrgehen, als er sich spater irn Anhang zum sechsten Kapitel von selbst 
ergeben und irn iibrigen fiir uns keine Bedeutung gewinnen wird. 

COUTant, Differentialrechnung. I. 2. Aufl. 6 
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also einen solchen Zwischenwert ~ geben, daB 

f(xl ) - f(~2) = /'(~) 
Xl - xa 

wird. Diese Tatsache heiBt der Mittelwertsatz der Dillerentialrechnung. 
Wir ki:innen ihm noch eine etwas andere Form geben, indem wir beachten, 
daB die Zahl ~ sich in der Gestalt ~ = Xl + {} (X2 - Xl) darstellen laBt, 
wobei {} eine gewisse Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet, die man bei 
Anwendungen des Mittelwertsatzes oft nicht naher bestimmen kann, 
aber - wie sich herausstellen wird - auch nicht naher zu kennen 
braucht. Der Mittelwertsatz lautet dann, genau formuliert: Wenn I (x) 
in dem abgeschlossenen I ntervall Xl < X < x2 stetig und wenigstens an 
jeder Stelle des ollenen Intervalles Xl < X < x2 di//erenzierbar ist, so 
gibt es mindestens einen Wert {} zwischen 0 und 1: 

O<{}<l, 
derart, dafJ 

ist. 
Ersetzen wir Xl durch X und x2 durch X + k, so ki:innen wir den 

Mittelwertsatz auch durch die Formel 

/(x_ + h1 ~l(x) = f'(~) = /,(x + {}k), X < ~ < X + It 
reprasentieren. 

DaB man zwar die Stetigkeit von / (x) bis in die Randpunkte des 
Intervalles hinein voraussetzen muB, aber die Existenz der Ableitung 
in den Randpunkten nicht vorauszusetzen braucht, ist eine zunachst 
unscheinbare Bemerkung, die jedoch fill manche Anw€ndungen niitzlich 
sein wird. 

Wenn die Ableitung an einer Stelle im Innern nicht mehr existiert, 
so braucht iibrigens der Mittelwertsatz nicht mehr richtig zu sein, 
wie bei dem obigen Beispiel I (x) = I x I auf Seite 76. 

y Unsere anschauliche Begriindung ki:in­
nen wir durch folgende Betrachtung er­
ganzen: Auf der Kurve gibt es sicherlich 
mindestens einen Punkt P, der eine 
gri:iBtmi:igliche Entfernung von der Sehne 
hat (vgl. Fig. 40). In diesem Punkte hat 
die Kurve nach Voraussetzung eine be­

x stimmte Tangente, und diese Tangente 
muB der Sehne parallel sein; denn die Tan­
gente ist die Grenzlage einer Sekante und 

entsteht, wenn wir P mit einem Punkt Q des Kurvenbogens ver­

o .xz 

Fig. 40. MitteIwertsatz. 

binden und Q gegen P riicken lassen. Da nach Voraussetzung P nicht 
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weniger we it von der Sehne entfernt ist als Q, muD jedesmal die Ver­
langerung der Strecke PQ in Richtung von P nach Q die Schne schneiden 
oder ihr parallel laufen; und da dies der Fall sein muD, auf welcher 
Seite von P der Punkt Q auch liegt, so ist dies nur moglich, wcnn die 
Grenzlage parallel zu der Sehne ist, welche die Endpunkte dcr Ordi­
naten in Xl und x2 verbindet. Fur die oben mit ~ bezeichnete Zahl 
kann also einfach die Abszisse des Kurvenpunktes P genommen werden. 

Den strengen Beweis des Mittelwertsatzes pflcgt man in folgender 
Form zu fUhren. :Man schickt den Hiljssatz von Rolle voraus, der cinen 
Spezialfall des allgemeinen Mittelwertsatzes darstdlt: ,,\Venn cine 
Funktion T (x) im abgeschlossenen Intervall Xl:;;: X :;;: x2 stetig ist, 
wenn ferner q; (Xl) = 0 und q; (x2) = 0 ist, wenn endlich q; (x) im Innern 
differenzierbar ist, so gibt es sicherlich mindestcns cinc Stelle ~ im 
Innern des Intervalles, fur welche q;' (~) = 0 ist." In der Tat muB es 
gewiB im Innern mindestens einen Punkt ~ gebcn, fUr wdchen die Funk­
tion q; (x) einen groBten oder einen kleinsten Wert annimmt (vgl. erstes 
Kapitd, Anhang, § 2); wir setzen etwa voraus, daB ~ cine solche Stelle 
sei, fUr welche q; (~) nicht kleiner ist als alle andern im Intervall an­
genommenen Funktionswerte q; (x). Dann ist fUr kleines I h I sicher 

.. rp(~ + Ii) - rp(~) 
q;(~) -q; (~+ h) > O. Lassen Wir nun lD dem .-\usclruck .- - -jl---

die GroBe h von positiven Werten her gegen Null streben, so folgt 
durch Grenzubergang q;' (~) < O. Da aber ebenso, wenn h durch 

negative Werte gegen ~ull strebt, .Tlt+ Ii~ =-'Pj~ > 0 ist und 

also der Grenzwert nicht negativ sein kann, so muB q;' (¢) = 0 sein, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Den Rolleschen Satz wenden wir nun auf die Funktion 1) 

an, welche offcnbar den Bedingungen T (Xl) = T (x2) = 0 genugt und 
die Form ? (x) = f (x) + a x + b mit den konstanten Koeffizienten 

a = _1(~2) ~ t(xl ) und b besitzt. Xach Nr. 4 ist q;'(x) = j'(x) + a 
X 2 - Xl 

und somit wegen des Rolleschen Satzes fur einen geeigneten Zwischen­
wert ~ 

o ~~ q;/(~) = j'(~) + a, 

was mit der Aussage des Mittelwertsatzes gleichbcdeutend ist. 

1) Dicse stcllt tibrigcns, wie der Leser leicht selbst iiberlegen kann, his auf 
cinen von X unabhangigen Faktor den Abstand des Kurvcnpunktes von der 
Seka'nte dar. 

6* 
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9. Angenaherte Darstellung beliebiger Funktionen durch lineare. -
Differentiale. 

Die Definitionsgleichung lim f(x + h] =D~) = t'(x) des Differential-
h-+O I 

quotienten ist gleichbedeutend damit, daB 

t(x + h) - t(x) = t'(x)h + eh 

oder 

t (x + Ll x) = y + Ll y = t (x) + t' (x) Ll x + eLl x 

wird, wobei e eine mit h = Ll x zugleich gegen Null strebende GroBe ist. 
Denken wir uns fUr den Augenblick die Stelle x festgehalten und den 
Zuwachs h = Ll x veranderlich, so ist durch diese Formeln der Zuwachs 
der Funktion, d. h. die GroBe Lly, in zwei Summanden zerlegt, namlich 
einen zu h proportionalen "linearen" Anteil ht'(x) und einen "Fehler", 
welcher im Verhaltnis zu h urn so kleiner wird, je kleiner der Zuwachs h 
selbst bleibt. Die Funktion t (x + h) wird also bei festem x in ihrer 
Abhangigkeit von h durch den linearen Anteil t(x) + ht'(x) urn so 
besser dargestellt, auf ein je kleineres Intervall urn den Punkt x herum 
wir uns beschranken. Dieser angenaherten Darstellung der Funk­
tion t (x + h) durch die angegebene lineare Funktion von h entspricht 
geometrisch die Ersetzung der Kurve durch ihre Tangente im Punkte x. 
Wir kommen auf die praktische Anwendung dieser Uberlegung zur 
Ausfiihrung von Naherungsrechnungen noch spater im siebenten Ka­
pitel zuriick. 

Hier will ich nur beilaufig die Bemerkung anschlieBen, daB man 
an diese genaherte Darstellung des Zuwachses Lly durch den linearen 
Ausdruck ht'(x) eine logisch einwandfreie Definition des Begriffes 
"Differential" anschlieBen kann, wie es nach dem Vorgange von Leibniz 
vor allem Cauchy getan hat. 

Wenn auch der Begriff eines Differentials als unendlich kleine 
GroBe keinen Sinn hat und es deshalb unsinnig ist, den Differential­
quotient en als den Quotienten zweier solcher GroBen zu definieren, so 

kann man dennoch eine Deutung der Gleichung t'(x) = :: erstreben, 

bei welcher der Ausdruck ~; nicht bloB symbolisch zu verstehen ist, 

sondern als wirklicher Quotient zweier Gro13en d y und d x. Man defi­
niert zu diesem Zwecke zunachst die Ableitung t'(x) durch unseren 
Grenziibergang, denkt sich x festgehalten und betrachtet den Zuwachs 
h = Ll x als Veranderliche. Diese GroBe n e n n t man jetzt das Ditte­
rential von x und schreibt It, = dx. Nunmehr definieren wir als Dil/e­
rential der Funktion y den Ausdruck dy = y'dx = ht'(x) , also 
wiederum eine Zahl, die mit unendlich kleinen GroBen nicht~ zu 
tun hat. Jetzt ist wirklich der Differentialquotient y' = t'(x) der 
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Quotient der beiden Differentiale dy und dx; aber in dieser 
Aussage steckt nichts Merkwiirdiges mehr, sondern eine bloBe Tauto­
logie, eine Umschreibung der Wortdefinition. Das Differential d y ist 
also der lineare Anteil des Zuwachses L1 y (vgl. Fig. 41). 

Wir werden von diesen Differentialen zunachst keinen Gebrauch 
machen. Ich machte jedoch der Voll- !I 
standigkeit halber noch erwahnen, da/3 
man nun auch zweite und hahere Diffe­
rentiale bilden kann. Denkt man sich 
namlich jetzt h irgendwie gewahlt, und 
zwar denselben Wert h fUr verschiedene 
x, so wird dy = hf'(x) cine Funktion 
von x sein, von der man wieder das 
Differential bilden kann. Diese GraBe o'-------:'---..L.,-----~ 

x x+h x 
wird man zweites Diflerential von y nen-
nen und durch das Symbol d2y = d2f(x) 

Fig. H. Differential dy. 

bezeichnen. Sie ist der line are Anteil des Zuwachses hf'(x + h) - hf'(x), 
d. h. es wird d2y = h2 f"(x). Ebenso kann. man natiirlich beliebig 
we iter gehen und gelangt zu dritten, vierten Differentialen von y 
usw., welche durch die Ausdriicke h3 1''' (x) , h4 pv (x), . .. definiert 
werden kannen. 

10. Bemerkungen tiber die Anwendungen unserer Begriffe in der 
Naturwissenschaft. 

In den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen 
haben wir es niemals mit scharf definierten GroBen zu tun. Ob eine 
Lange exakt gleich einem Meter ist, das ist eine Frage, welche durch 
kein Experiment entschieden werden kann und welche infolgedessen 
keinen "physikalischen Sinn" hat. Ebensowenig hat es einen 
unmittelbaren physikalischen Sinn, von einem materieHen Stabe zu 
sagen, seine Lange sei rational oder sie sei irrational; wir werden sie 
immer mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit durch rationale Zahlen 
messen kannen, und was hauptsachlich interessiert, ist, ob wir bei 
einer solchen Messung durch rationale Zahlen mit verhaltnisma/3ig 
kleinen Nennern auskommen oder nicht. Ebenso wie die Frage nach 
Rationalitat oder Irrationalitat in der strengen Bedeutung der "Pra­
zisionsmathematik" keinen physikalischen Sinn hat, wird auch sonst 
in den Anwendungen die wirkliche DurchfUhrung von Grenziibergangen 
gewohnlich nur eine mathematische Idealisierung darstellen. Die 
Bedeutung solcher Idealisierungen fiir die Anwendungen beruht vor 
aHem darin, da/3 durch sie alle analytischen Ausdriicke wesentlich 
einfacher und handlicher werden. Z. B. ist es au/3erordentlich viel 
einfacher und bequemcr, mit dem Begriff der Momentangeschwin­
digkeit zu arbeiten, die Funktion nur eines bestimmten Zeitmomentes 
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ist, als mit dem Begriff der Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen 
zwei verschiedenen Zeitmomenten. Jede rationelle Naturbetrachtung 
ware ohne derartige mathematische Idealisierungen zu hoffnungsloser 
Komplikation verurteiIt und mtiBte in den erst en Anfangen stecken 
bleiben. Ich will mich jedoch hier nicht in eine Betrachtung tiber 
das Verhaltnis der Mathematik zur Wirklichkeit einlassen; ich machte 
lediglich fiir unsere gegenwartige BegriffsbiIdung hervorheben, daB 
man bei den Anwendungen das Recht hat, einen Differenzenquotienten 
an die Stelle eines Differentialquotienten zu setzen und umgekehrt, 
sob aid die betrachteten Differenzen nur klein genug sind, urn bei 
der Annaherung eine gentigende Genauigkeit zu gewahrleisten. Der 
Physiker oder der Biologe oder der Techniker, oder wer sonst mit 
diesen Begriffen praktisch zu tun hat, wird dann das Recht haben, 
innerhalb seiner Genauigkeitsgrenzen den Differenzenquotienten mit 
dem Differentialquotienten zu identifizieren. Er wird dann fiir den 
Zuwachs h der unabhangigen Veranderlichen (nach der Ausdrucksweise 
von Nr. 9 das Differential h = dx) den Zuwachs Lly = j(x + h) -j(x) 
urn so genauer durch die GraBe hf'(x) (das Differential dy) dar­
stellen kannen, je kleiner h ist. Solange er bei dieser Ersetzung inner­
halb der Genauigkeitsgrenzen bleibt, die ihm bei der Aufgabe jeweils 
gesteckt sind, pflegt er die Zuwachse d x = h und d y = h f' (x) als 
"unendlich kleine GraBen" zu bezeichnen. Diese"physikalisch un end­
lich kleinen" Gro/3en haben einen prazisen Sinn. Es sind durchaus end­
liche, von Null verschiedene GraBen, nur ftir die betreffende Betrachtung 
klein genug gewahlt, z. B. kleiner als der Bruchteil einer Wellenlange 
oder kleiner als der Abstand zweier Elektronen im Atom oder dgl., 
allgemein kleiner als der verlangte Grad der Genauigkeit. 

§ 4. Das unbestimmte Integral, die primitive Funktion und 
die Fundamentalsatze der Differential- und Integralrechnung. 

Wie schon erwahnt, ist gerade der Zusammenhang zwischen dem 
Problem der Integration und dem Problem der Differentiation der 
Angelpunkt der Differential- und Integralrechnung. Diesen Zusammen­
hang wollen wir nunmehr entwickcln. 

1. Das Integral als Funktion der oberen Grenze. 

Das bestimmte Integral einer Funktion j (x) hangt in seinem Wert 
von der Wahl der beiden Integrationsgrenzen a und b abo Es ist eine 
Funktion sowohl der unteren Grenze a als auch der oberen Grenze b. 
Urn diese Abhangigkeit naher zu studieren, stellen wir uns zunachst 
einmal die untere Grenze a als eine bestimmte feste Zahl VO[, bezeichnen 
die Integrationsvariable nicht mehr mit x, sondern mit u, was ja doch 
vollstandig gleichgiiltig ist (vgl. S. 63), und bezeichnen die obere Grenze 
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statt mit b mit x, urn anzudeuten, daB wir die obere Grenze variabel 
lassen und den Wert des Integrales als Funktion der oberen Grenze 
untersuchen wollen. Wir setzen demgemaB 

til 

J t(u) du = rJ>(x). 
a 

Diese Funktion rJ> (x) nennen wir ein unbestimmtes Integral der Funk­
tion t(x). Wenn wir von einem und nicht von dem unbestimmten 
Integral sprechen, so deuten wir damit 
an, daB wir statt der unteren Grenze a Y 

auch irgend eine andere hatten wahlen 
und so einen anderen Wert Hir das In­
tegral erhalten k6nnen. Geometrisch wird 
Hir jeden Wert von x das unbestimmte 
Integral durch den aus Figur 42 ersicht­
lichen Flacheninhalt gegeben, der zur 
Kurve y = t (u) gehOrt und von den 

f(u) 

Ordinaten u = a und 1t = x begrenzt oL_~~~==~-~ a. x 
wird; das Vorzeichen des Flacheninhaltes Fig. 4~. 

ist dabei natiirlich nach den friiher 
(§ 1, Nr. 3) angegebenen Regeln zu bestimmen. 

Wenn wir statt der unteren Grenze a eine andere untere Grenze rJ. 

wahlen, so erhalten wir das unbestimmte Integral 
til 

lP(X) = Jt(u)du. 
ex 

Die Differenz lJI(x) - rJ>(x) wird offenbar durch das Integral 
a 

J f(u) du 
ex 

gegeben, ist also, da rJ. und a als jeweils fest gegebene Zahlen zu be­
trachten sind, eine Konstante. Es ist also 

lJI (x) = rJ> (x) + const.; 

d. h. un sere verschiedenen tmbestimmten Integrale derselben Funktion 
unterscheiden sich lediglich durch eine additive Konstante. 

Man konnte auch eben so das Integral als Fllnktion der unteren 
Grenze bctrachten, indem man die Funktion 

b 

rp (x) = J f (11) d It 
x 

einfiihrt, wobei die Zahl b fest gewahlt ist. Auch hier unterscheiden 
sich zwei Funktionen mit verschiedenen oberen Grenzen b und f3 ledig­

fI 
lich urn eine additive Konstante, namlich J I (tt) d 11. 

b 
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2. Der Differentialquotient des unbestimmten Integrales. 

Wir wollen nun das unbestimmte Integral cP (x) nach der Variablenx 
differenzieren. Das Ergebnis dieser Differentiation wird der folgende 
Satz sein: . 

Das unbestimmte Integral 
x 

CP(x) =Jj(u)du 
a 

einer stetigen Funktion j(x) besitzt stets einen Dijjerentialquotienten CP'(x), 
und zUJar ist 

CP'(x) = j(x), 

d. h. die j)ijjerentiation des unbestimmten Integrales der gegebenen 
stetigen FU1'ktion liejert wieder diese Funktion. 

Diese T atsache bildet den Kernpunkt der ganzen Dijjerential- und 
Integralrechnung. Ihr Beweis ergibt sich au13erordentlich einfach an 
Hand der Bedeutung des Integrales als Flacheninhalt. Wir bilden 

cI>(x + h) - cI>(x) 
h 

und deuten den Zahler 
x+h x x+h 

CP(x + h) - W(1;) = J j(u) du - J j(u) du = J j(u) du 
a a x 

als Flacheninhalt von der Ordinate, die zu x gehOrt, bis zur Ordinate, 
y die zu x + h gehOrt. 

1st Xo in dem Intervall zwischen 
x und x + heine Stelle, fill welche 
j (x) den gro13ten, und Xl eine 
Stelle, fill die j (x) den kleinsten 
Wert annimmt (vgl. Fig. 43), so 

L..---'a------xL...Xt.L.-xo-'-.r-'-"h;----x~ wird der fragliche Flacheninhalt 
Fig. 43. Differentiation des unbestimmten Integrales. zwischen den Werten hj(xo) und 

h j (Xl) liegen, welche die Inhalte 
von Rechtecken mit diesem Intervall als Grundlinie und den Hohen 
f (xo) bzw. j (Xl) darstellen. Analytisch ausgedriickt ist also sicherlich 

cI>(x + h) - cI>(x) 
j (xo) 2: ----- -- h--- > j (Xl) , 

wie man auch ohne Berufung auf die geometrische Deutung des Integrales 
aus der Definition des Integrales als Grenzwert folgenderma13en ent­
nimmP). Es sei 

x+h n 
Jj(u)du= lim ~j(u,,)L1up, 
x n~co ,.=1 

wobei Uo = X, U I , •• • , Un = X + h Teilpunkte des Intervalles von X bis X + h 

1) Vergleiche hierzu tibrigens auch die spateren Betrachtungen, S. 102. 
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bedeuten und der graBte der absoluten Betrage der Differenzen 

J u~ = u~ - U,,-l mit wachsendem n gegen Null strebt. Dann wird ~:" 
sicherlich positiv sein, gleichviel ob h positiv ist oder negativ. Da nun 
I (xo) > I (u,,) > I (Xl) gilt und da die Sum me der GraBen J u" gleich h 
ist, so folgt 

1 
I (xo) > h 2: I (uJ J u" > I (Xl) 

und somit durch Grenzubergang n ......... 00 zum Integral die oben behaup­
x+h ... If tP(x+h)-tP(x) tete RelatIOn fur h- f (11) du = --- h-- -- - . 

Wenn jetzt h gegen 0 strebt, mussen gleichzeitig f (xo) und f (Xl) 
wegen der Stetigkeit der Funktion gegen den Wert I (x) streben. Wir 
erkennen also unmittelbar, daB 

<J>'(x) = lim (~J:±!,) -.cJj(x) = f(x) 
"->0 II 

ist, eine Gleichung, die genau den lnhalt un serer Behauptung ausmacht. 
Aus der so bewiesenen Differenzierbarkeit der Funktion <J> (x) 

folgt mit Rucksicht auf § 3, Nr. 5 sofort: Das Integral einer stetigen 
Funktion f (x) ist wiederum eine stetige Funktion der oberen Grenze. 

-Als Erganzung zu unserem Ergebnis sei bemerkt, daB, wenn man 
dalbestimmte Integral nicht als Funktion der oberen Grenze, sondern 
als Funktion rp (x) der unteren Grenze auffaBt, der Differentialquotient 
nicht gleich f(x), sondern gIeich - f(x) wird; in Formeln: Wird 

b 

rp(x) =Jf(u)du 
x 

gesetzt, so gilt 

ist. 

rp'(x) ,= -I (x). 

Der Beweis dieser Tatsache blgt sofort aus der Bemerkung, daB 
b x 

JI(u)du=-JI(u)du 
x b 

3. Die primitive Funktion (Stammfunktion); allgemeine 
Definition des unbestimmten Integrales. 

Der eben bewiesene Satz zeigt uns, daB das unbestimmte Integral 
<J> (x) ganz von selbst die Lasung des folgenden Problemes gibt: Zu 
einer gegebenen Funktion I (x) ist eine Funktion F (x) zu bestimmen, 
derart, dafJ 

P(x) = f(x) 

wird. Dieses Problem verlangt von uns, den ProzefJ der Dilferentiation 
umzukehren. Es ist eines der typischen Umkehrungsprobleme, wie sie 
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in der Mathematik an vielen Stellen vorkommen und wie wir sie in 
dieser Vorlesung schon mehrfach als fruchtbares mathematisches Er­
zeugungsprinzip kennengelernt haben. (Z. B. geschah die erste Er­
weiterung des natiirlichen Zahlbegriffes unter dem Drucke der Forde­
rung, gewisse einfache Rechenprozesse umzukehren. Die Bildung. der 
Umkehrfunktionen fiihrte uns zu neuartigen Funktionen und wird uns 
zu neuen Funktionen fiihren.) 

Eine solche Funktion F(x), fiir welche F'(x) = f(x) ist, nennen wir 
eine zur Funktion f(x) gehOrige primitive Funktion oder Stammlunk­
tion; man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB aus ihr die Funk­
tion f(x) durch Ableitung oder Differentiation entsteht. 

Dieses Problem der Umkehrung der Differentiation oder der Auf­
findung einer primitiven Funktion zu f (x) tragt zunachst einen ganz 
andersartigen Charakter als das Problem der Integration. Das Resultat 
aus Nr. 2 sagt uns nun jedoch: Jedes unbestimmte Integral (j)(x) der 
Funktion I(x) ist eine zu I(x) primitive Funktion. 

Wir haben mit diesem Ergebnis aber das Problem der Auffindung 
primitiver Funktionen noch nicht vollstandig ge16st. Denn wir wissen 
noch nicht, ob wir damit aIle Losungen der Aufgabe gefunden haben. 
Die Frage nach der Gesamtheit aller primitiven Funktionen wird 
nun durch den folgenden, gelegentlich ebenfalls als Fundamentalsatz 
der Differential- und Integralrechnung bezeichneten Satz beantwortet: 
Es ist 

F 1 (x) -F2 (x) = C, 

d. h. die Differenz zweier verschiedener primitiver Funktionen F 1 (x) und 
F 2 (x) zu f(x) ist stets eine Konstante. Wir erhalten also zu einer beliebigen 
primitiven Funktion F (x) alle anderen in der Gestalt 

F{x) + c, 

bei geeigneter Wahl der Konstanten c. Umgekehrt stellt der A usdruck 
F 1 (x) = F(x) + c fur jeden Wert der Konstanten c eine primitive Funk­
tion zu f(x) dar. 

DaB fiir jede beliebige Wahl dieser Konstanten die Funktion F (x) + c 
zugleich mit der Funktion F(x) eine primitive Funktion zu t(x) wird, 
ist fast selbstverstandlich. Denn es ist (vgl. auch § 3, Nr. 4) 

(F(x+hJ+c)-(F(x)+c) _ F(x+h)-F(x) 
h -----Ji---

und da der Grenzwert der rechten Seite bei abnehmendem h nach Vor­
aussetzung gleich I(x) wird, so gilt dies auch fiir den Grenzwert der 
linken Seite, d. h. es ist 

:x (F(x) + c) = j{x) = F'{x). 

Wir brauchen nun zum Beweise un serer obigen Behauptung Ie dig­
lich zu zeigen, daB die Differenz zweier beliebiger primitiver Funk-
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tionen FI (x) und F2 (x) auch stets cine Konstante ist. Zu dem Zwecke 
betrachten wir die Differenz 

und bilden 
G'(x) = lim {Fl (x --!-~)_~~d'~) _ ~-2 (x + h) - F2 (X)}. 

h->O h h 

Beide Ausdriicke auf der rechten Seite haben bei abnehmendem h nach 
Voraussetzung den Grenzwert f(x); d. h. fUr jeden betrachteten 
Wert von x ist G'(x) = O. Eine Funktion aber, deren Ableitung 
durchweg 0 ist, mu13 durch cine Kurve reprasentiert werden, deren 
Tangente iiberall parallel zur x-Achse verlauft, d. h. sie muB selbst 
eine Konstante sein; es ist also G(x) = c, wie wir behaupteten. Ohne 
Berufung auf die Anschauung leitet man diese letzte Tatsache mit 
Hilfe des Mittclwertsatzes folgenderma13en ab: Es -wIrd 

G(X2) - G(XI) = (X2 - Xl) G'(~); XI < ~ < x2 • 

Da die Ableitung G' (x) nach Voraussdzullg fiir jeden betrachteten 
Argumentwert, also z. B. auch fUr den Wert ~ verschwindet, so 
folgt sofort G(X2) = G(xl ), und da Xl und Xz bcliebige Werte von x in 
dem betrachteten Interval! sind, so muB G (x) dort konstant sein. 

Man kann also jetzt, wenn man das Resultat von Nr. 2 heranzieht, 
sagen: Jede primitive Funktion F(x) zu f(x) liifJt sich in der Form 

x 
F(x) = c + (/J(x) = c + J j(u) du 

a 

darstellen, wo C und a Konstante sind, und umgekehrt stellt unser A us­
druck bei belie big fest gewahltem a ttnd beliebigem Wert von c eine primi­
tive Funktion dar. 

Es liegt nahe, zu vermuten, daB man die Konstante c allgemein 
weglassen kann, da ja durch Anderung der unteren Integrationsgrenze a 
sich das unbestimmte Integral urn eine additive Konstante verandert. 
Man wiirde jedoch bei Weglassung von c in viclen Hillen tatsachlich 
nicht aIle primitiwn Funktionen erhalten, wie schon das Beispiel der 
Funktion f (x) = 0 zcigt. Hier ist das unbestimmte Integral (/J (x) 
aus Nr. 1 immer X uU, unabhangig von der unteren Grenze a; primitive 
Funktion zu f(x) = 0 ist aber jede beliebige Konstante. Ein zweites 
Beispicllicfert die Funktion f(x) = 11 x; sie ist nur fiir nicht negative 
Werte von X dcfiniert, und wir wollen uns auf den Funktionszweig 
f(x) > 0 beschranken. Es wird dann 

2 3 2 ~ 
(/J(x) = x~ - -a~ 

3 3' 

und wir sehen, daB, wie wir auch immer die untere Grenze a wahlen, 

stets das unbestimmte Integral (/J (x) aus ~ xt durch Addition einer 
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Konstanten < 0, namlich der Konstanten - ! a~ entsteht, wahrend 

z. B. auch ! x~ + 1 eine primitive Funktion zu fX ist. Daher k6nnen 

wir in dem allgemeinen Ausdruck der primitiven Funktion die additive 
Konstante nicht entbehren. Der gefundene Zusammenhang legt es 
nahe, nunmehr den Begriff des unbestimmten Integrales ein wenig 
zu erweitern. Wir wollen namlich von nun an jeden Ausdruck der 

11) 

Form c + (J)(x) = c + J I(u) du als ein unbestimmtes Integral von 
II 

I (x) bezeichnen. Mit anderen Worten, wir wollen keinen Unterschied 
zwischen den primitiven Funktionen und den unbestimmten Integralen 
mehr machen. Trotzdem aber ist es fiir das VersHindnis der Zusammen­
hange unbedingt erforderlich, sich dariiber klar zu sein, daB zunachst 
Integration und Umkehrung der Differentiation zwei vollstandig von­
einander verschiedene Dinge sind und daB erst die Erkenntnis ihres 
Zusammenhanges uns das Recht gibt, fiir die primitive Funktion auch 
das Wort "unbestimmtes Integral" zu verwenden. 

Es ist ublich, das unbestimmte Integral durch eine an und fiir 
sich vielleicht nicht ganz klare Bezeichnungsweise symbolisch dar­
zustellen. Man schreibt namlich 

11) 

F(x) = c + JI(u) du = J I (x) dx, 
II 

d. h. man laBt die obere Grenze x fort, eben so die untere Grenze a 
und die additive Konstante c und schreibt fiir die Integrationsvariable 
den Buchstaben x, den man konsequenterweise eigentIich vermeiden 
soUte, urn eine Verwechselung mit der oberen Grenze x, der unabhangigen 
Veranderlichen in F(x), auszuschlieBen. Bei der Bezeichnung f I (x) dx 
fiir das unbestimmte Integral muG man sich stets der damit ver­
bundenen Unbestimmtheit bewuBt bleiben, namlich der Tatsache, daB 
dieses Symbol immer nur ein unbestimmtes Integral bedeutet. 

4. Die Verwendung der primitiven Funktion zur Ausfiihrung 
bestimmter Integrate. 

Nehmen wir an, daB wir irgend eine primitive FunktionF(x) = J t (x) dx 
b 

zu I (x) kennen und daB wir das bestimmte Integral J I (u).du berechnen 
II 

wollen. Dann wissen wir, daB das unbestimmte Integral 
11) 

(J)(x) = Jj(u)du, 
II 

wei! es auch eine primitive Funktion zu j(x) ist, sich von F(x) nur 
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urn eine additive Konstante unterscheiden kann. Es ist also 

rp (x) = F (x) + c, 

und die additive Konstante c bestimmt sich sofort durch Beriicksichti-
II: 

gung der Tatsache, daB das unbestimmte Integral (/J (x) = J I (u) du 
a 

fiir X = a den Wert 0 haben muB. Es ist also 0 = (/J(a) = F(a) + c 
und daher c = -F(a) und (/J(x) =F(x) -F(a), speziell also fiir 
x=b 

b 

JI(u)du=F(b) -F(a), 
a 

und somit ergibt sich die wichtige Regel: Man erhiilt das bestimmte 
Integral der Funktion I(x) zwischen den Grenzen a und b, indem man 
mit irgend einer primitiven Funktion F (x) die Dillerenz F (b) - F (a) 
bildet. 

Wir k6nnen die eben gefundene Regel unter Benutzung der Be­
ziehung F'(x) = I(x) auch folgendermaBen schreiben: 

b b 

F(b) -F(a) = fF'(x) dx = f~t~X) dx. 
a a 

Diese Formel Hi.f3t sich nun sehr einfach direkt verstehen und beweisen. 

Ersetzen wir rcchts den Differentialquotienten :: durch den 

Differenzenquotienten 4-5 und das Symbol dx durch Llx, das Integral 

durch die Summe 21:-Llx", so erhalten wir gerade die Summe der 
" Diffcrenzen L1F, und es ist klar, daB diese Sum me unabhangig von der 

Intervalleinteilung den Wert F(b) - F(a) bcsitzt. Andererseits aber ist sie 

gleich dem Integral. Nach dem Mittelwertsatz ist namlich ~~. = F'(~,,), 
" wo ~"einen Zwischenwert zwischen x" und x .. +1 bedeutet. Unsere Summe 

ist also gleich .2 L1 Xv F' (~v); sie geht also zufolge der Integraldefinition 
b 

bei Verfcinerung der Einteilung tatsachlich in das Integral fF'(x) dx 
a 

tiber, womit un sere Formel bestatigt ist. 
Bei der Handhabung unserer Regel bedient man sich oft des 

Zeichens I, urn die Differenz F (b) - F (a) auszudrticken. Man schreibt 
namlich 

b b. 

J I (x) dx = F(b) -F(a) = F(x) 
a a 

und deutet also mit dem Strich an, daB in dem davorstehenden Ausdruck 
fiir x einmal der Wert b, dann der Wert a einzusetzen ist und schlieBlich 
die Differenz der beiden so entstehenden Zahlen zu bilden ist. 
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5. Einige Beispiele. 
Wir sind ohne weiteres in der Lage, den dargelegten Zusammenhang 

zwischen bestimmtem Integral, unbestimmtem Integral und Differential­
quotienten an einer Reihe einfacher Beispiele zu verfolgen. Verm6ge 
des Satzes von Nr. 2 k6nnen wir aus jeder der in § 2 direkt hewiesenen 
Integralformeln eine Differentiationsformel ahleiten. 

In § 2 waren wir fiir heliehige von - 1 verschiedene rationale ex. 

und positive a, b zu der Integralformel 
b 

f xadx = _ 1_. (ba+1_ a"+l) 
(X + I . 

a 

gelangt, die wir, indem wir die Integrationsvariable mit u und die 
obere Grenze mit x hezeichnen, in die Form 

a 

setzen k6nnen. Daraus folgt nach unserem Fundamentalsatz, daB die 
rechte Seite eine primitive Funktion zum Integranden ist, d. h. daB die 
Differentiationsformel 

~X"+l = (IX + 1) x" 
dx 

gilt, und zwar fiir alle rationalen Werte von ex. mit Ausnahme des Wertes 
IX = -1 und fUr aUe x > O. Durch Einsetzen zeigt sich ubrigens, daB diese 
Formel auch fur ex. = -1 gilt, wenn wieder x > 0 ist. Das gewonnene 
Resultat stimmt genau mit dem uberein, das wir in §3 durch direkte Durch­
fiihrung der Differentiation erhalten hahen. Wir hatten uns also, gestutzt 
auf den Fundamentalsatz, die besondere Muhe dieser Differentiation 
sparen k6nnen, nachdem wir einmal die Integration ausgefiihrt hahen. 

Weiter folgt aus der in § 2 hewiesenen Integralformel 

z 

J cos u d u = sin x - sin a 
II 

die Differentiationsformel :x sin x = cos x in 'Obereinstimmung mit 

dem in § 3 gewonnenen Ergehnis. 
Wir k6nnen aber auch umgekehrt jede direkt bewiesene Differen­

tiationsformel F'(x) = I(x) als Verkniipfung zwischen primitiver 
Funktion F (x) und abgeleiteter Funktion I (x) ansehen, also als For­
mel der unbestimmten Integration auffassen und dann gemaB Nr.4 
hieraus das bestimmte Integral von I (x) erhalten. - Gerade von dieser 
letzten Methode macht man, wie wir im Kapitel IV sehen werden, 
auBerordentlich haufig Gebrauch. - Insbesondere k6nnen wir von 
den Resultaten des § 3 ausgehen und aus ihnen vermoge des Fun-
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damentalsatzes die. Integralformeln des § 2 beweisen. Es ist z. B. 
d a 1 a . xa+l. .. . 

nach § 3 -d X + = (~ + 1) x. Also 1St .·1 bel ~ =1= - 1 eIlle pnml-
x OCT 

tive Funktion oder ein unbestimmtes Integral zu x .. , und somit ergibt 
sich jetzt nach Kr. 4 die obige Integralformel. 

§ 5. Einfachste Methoden zur graphischen Integration. 
Ein unbestimmtes Integral oder cine primitive Funktion zu f(x) ist 

eine Funktion y = F (x), die man zweckmaBigerweise nieht nur durch 
Flacheninhalte veranschauliehen wird, sondern fiir die man auch 
ebensogut wie fiir jede Funktion cine graphische Darstellung durch 
eine Kurve geben kann. Aus der Definition unserer Begriffe ergibt 
sich unmittelbar die M6glichkeit, diese Kurve in einfacher Weise ge­
nahert zu konstruieren und sich so ein anschauliches Bild von der 
Integralfunktion zu machen. 

Man muB zunachst bedenken, daB diese letztere Kurve nieht ein­
deutig, sondern wegen der willkiirlichen additiven Konstanten nur 
bis auf eine willkurliche Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse 
bestimmt ist. Man kann also von der Integralkurve noch verlangen, 
daB sie durch einen bestimmten, willkiirlich vorgeschriebenen Punkt 
geht, z. B., wenn x = 1 dem Definitionsintervall von f (x) angehOrt, 
durch den Punkt mit den Koordinaten x = 1, Y = O. Dann ist die 
Integralkurve durch die Forderung bestimmt, dail ihre Richtung fUr 
jeden Wert von x durch den zugehOrigen Wert von f (x) gegeben wird. 
Urn eine angenahcrte Konstruktion einer diesen Bedingungen geniigen­
den Kurve zu gebcn, versucht man, statt der krummen, durch y = F (x) 
dargestellten Linie einen aus geradcn Stucken bestehcndcn Polygonzug 
zu konstruieren, dcssen Eckpunkte uber 

y 
vorgegebenen Teilpunkten der x-Achse 
liegen und dessen Seiten jeweils ein Stuck 
we it die Richtung der gesuchten Kurve 
annahern. Hierzu teile man das betrach-
tete Intervall der x-Achse durch die 
Punkte x = 1, Xl' x2 , . •• in eine gewisse 
Anzahl von Teilen ein, weIche ubrigens 
nieht notwendig gleich sein mussen, und 
errichte in jedem Teilpunkt die Parallele 
zur y-Achse. Dann lege man (vgl. Fig. 44) 

Fig. 44. Graphische Integration. 

durch den Punkt x = 1, Y = 0 die gerade Linie, deren Richtungs­
tangens gerade gleich f (1) ist; durch den Schnittpunkt dieser Geraden 
mit der Linie x = Xl lege man die Gerade mit dem Richtungstangens 
f (Xl)' schneide sic wieder mit der Linie x = X2 und setze dies Ver­
fahren fort. Urn die Geraden mit den vorgegebenen Richtungen prak-
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tisch zu konstruieren, errichte man in jedem Teilpunkt die Ordinate 
der Kurve y = t (x). Diese Ordinate projiziere man auf irgend eine 
Parallele zur y-Achse, z. B. auf diese selbst. Dann erhalt man die 

-1 

Fig. 45. Graphische Integration von _1_. 
x 

x 

Richtung der Integralkurve, indem man - bei der letzten Annahme 
- den Punkt mit den Koordinaten x = 0 und y = t (x) mit dem 
Punkt x = -1, Y = 0 verbindet (vgl. die Figuren 45 und 46). Indem 
man diese Richtungen parallel zu sich selbst iibertragt, konstruiert 

y man einen Polygonzug, dessen Eck­

~-----"i-1 

Fig. 46. Graphische Integration von x. 

punkte iiber den gegebenen Teilpunk­
ten der x -Achse liegen und dessen 
Richtungen jeweils in den Anfangs­
punkten mit den dortigen Richtungen 
der Integralkurven iibereinstimmen. 
Macht man die Intervalleinteilung hin­
reichend fein, so werden die Polygone 

x eine belie big genaue Annaherung an 
die Integralkurve darstellen. Man kann 
haufig die Genauigkeit der Konstruk­
tion noch etwas verbessern, indem 
man fiir jede Polygonseite diejenige 
Richtung wahlt, welche nicht zum 
Anfangspunkt des betreffenden Inter-

valles, sondern zu dessen Mittclpunkt gehort (vgl. die Figuren) 1). 

1) Beilaufig mochte ich erwahnen, daB die graphische Integration, d. h. die 
zeichnerische Ermittlung einer primitiven Funktion F (x) zu einer durch eine 
Kurve gegebenen Funktion I (x), auch durch mechanische Apparate, die sog. 
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In Figur 46 ist die geschilderte Konstruktion fUr die Funktion 
I (x) = x durchgefiihrt. Wir erhalten so durch graphische Integration 

als Integralkurve die Parabel y = x; - ~. Weiter ist in Figur 45 fur 

die Funktion I (x) = ~ die Integralfunktion gezeichnet, eine Funk-
x 

tion, die wir spater (vgl. drittes Kapitel, § 6) noch eingehend 
untersuchen werden - sie wird sich namlich als die Logarithmus­
funktion erweisen. Endlich rate ich dem Leser, selbst weitere Bei­
spiele durchzufiihren, ctwa die graphische Integration der Funktionen 
sin x und cos x. 

§ 6. Weitere Bemerkungen iiber den Zusammenhang 
zwischen dem Integral und dem Differentialquotienten. 

Bevor wir zu einer systematischen Verfolgung der im § 4 gefun­
denen Zusammenhange iibergehcn, will ich diese noch von einem 
anderen Gesichtspunkte aus beleuchten, der in engster Beziehung 
mit der anschaulichen Vorstellung von Massendichte und anderen 
physikalischen Begriffen steht. 

1. Die Massenverteilung und Dichte; Gesamtquantitat und 
spezifische Quantitat. 

Denken wir uns auf einer geraden Linie, der x-Achse, irgendwelche 
Massen verteilt, und zwar stetig, aber nicht notwendig gleichformig. 
Stellen wir uns etwa eine vertikale Luftsaule vor, welche iiber einem 
Flachenstiick von der GroBe 1 steht - als x-Achse nehmen wir dabei 
die senkrecht nach oben wei sen de Gerade, als Nullpunkt x = ° den 
Punkt am Erdboden. Die Gesamtmasse zwischen zwei Abszissen x = Xl 

und x = x2 wird durch eine sog. Summenfunktion F(x) folgender­
maBen charakterisiert. Man geht von dem Anfangspunkt der Massen­
verteilung langs der Geraden, dem Punkte x = 0, aus und versteht 
unter F(x) die Gesamtmasse zwischen der Abszisse ° und der Abszisse X. 

Der Massenzuwachs von der Abszisse Xl bis zur Abszisse x 2 wird dann 
einfach durch 

F (x2) - F (Xl) 

gegeben, wobei diesem Zuwachs ein Vorzeichen zugeschrieben wird, 
welches sich bei Vertauschung von Xl und x2 andert. 

Integraphen, ausgefiihrt werden kann, bei denen ein Stift langs der gegebenen 
Kurve Y = f (x) gefiihrt wird und ein Zeichenstift automatisch eine der Kurven 
y = F(x) beschreibt, fUr weIche F'(x) = f(x) ist. Die unbestimmt bleibende 
Integrationskonstante driickt sich in einer gewissen Willkiirlichkeit bei der Wahl 
der Anfangsstellung des Apparates aus. Naheres vgl. z. B. bei A. Galle, Mathe­
matische Instrumente, Leipzig 1912, IX. Abschnitt. 

Conrant, Differentialrechnung. 1. 2. AufJ. 7 



98 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung. 

Der Durchschnittswert der Masse pro La.ngeneinheit in dern Inter­
vall Xl bis x2 ist 

F (x¥) - F (Xl) 

X 2 - Xl 

Nehrnen wir an, daB die Funktion F(x) differenzierbar ist, so strebt 
fiir x2 - Xl dieser Wert gegen die Ableitung F'(x1). Und diese GroBe 
ist gerade das, was man als speziliscke Masse oder Dickte unserer 
Verteilung an der Stelle Xl zu bezeichnen pflegt - sie ist natiirlich 
im allgemeinen mit dern Ort veranderlich -. Zwischen der Dichte I (x) 
und der Sumrnenfunktion F (x) besteht also einfach die Beziehung 

" F(x) = JI(u)du; f(x) =F'(x). 
o 

Die Summenfunktion ist eine primitive Funktion der Dickte, oder gleich­
bedeutend: Die Masse ist das Integral der Dickte; und urngekehrt: Die 
Dickte ist der Diflerentialquotient der Summenfunktion. 

Genau das entsprechende Verhaltnis finden wir auch sonst viel­
fach in der Physik vor. Bezeichnen wir z. B. die gesamte Warrnernenge, 
die man braucht, urn eine gegebene Einheit eines Stoffes von der Tempe­
ratur to auf die Ternperatur t zu bringen, mit Q (t), so wird fUr eine 
Ternperaturerhohung von der Ternperatur tl auf die Ternperatur t2 
die Warrnernenge 

Q (t2) - Q (t1) 

gebraucht. Zwischen t1 und t2 ist die durchschnittliche fiir die Er­
hohung urn die Ternperatureinheit aufgewandte Warrnernenge 

9(12)_=_Q(t1:) . 
t2 - t1 ' 

wenn wir wiederurn die Differenzierbarkeit der Funktion Q (t) voraus­
setzen, erhalten wir in der Grenze eine Funktion 

die wir als spezifiscke Warme des Stoffes bezeichnen. Diese spezifische 
Warme ist allgernein als eine Funktion der Temperatur t anzusehen. 

Auch hier besteht zwischen spezifischer Warrne und gesamter 
Warmemenge die fiir das Verhaltnis des Integrals zurn Differential­
quoti~nten charakteristische Relation 

b 

f q(t) dt = Q(b) - Q(a). 
a 

Ganz ahnliche Verhaltnisse treffen wir iiberall dort, wo man einer 
gesarnten Quantitat eine spezifische Quantitat gegeniiberstellen kann, 
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wie der elektrischen Ladung die Dichte der elektrischen Ladung, einer 
Gesamtkraft auf eine Flache die Kraftdichte oder den Druck in jedem 
Punkt usw. 

In der Natur liegt die Saehe gewohnlich so, daB uns von vornherein 
nieht etwa die spezifisehen GraBen, d. h. die Diehte, sondern vielmehr 
die Gesamtquantitat gegeben ist; daB also die Integrale das Primare 
sind (was ja auch dureh die Bezeichnung "primitive Funktion" zum 
Ausdruek kommt) und daB erst ein Grenziibergang, namlieh die Diffe­
rentiation uns zu den spezifischen GraBen fUhrt. 

Beilaufig bemerke ich iibrigens, daB bei un serer Auffassung, wenn 
wir die Massen als von Natur positiv ansehen, die Summenfunktion F (x) 
eine mit x monoton zunehmende Funktion sein muB und daB dem­
entspreehend die spezifisehe GroBe, die Dichte t (x), positiv ist. An 
und fUr sieh aber hindert uns niehts, aueh die Vorstellung negativer 
Massen heranzuziehen (wie z. B. negative Elektrizitat); dann sind 
un sere Summenfunktionen F (xl durch keine Monotoniebedingung mehr 
eingeschrankt. 

2. Gesichtspunkte der Anwendungen. 

Das Verhaltnis der primitiven Summenfunktion zu der Verteilungs­
dichte wird vielleicht noeh deutlicher, wenn man sich wieder ver­
gegenwartigt, daB yom Standpunkte der physikalischen Tatsachen 
aus sowohl der Grenziibergang bei der Integration als auch der bei 
der Differentiation rine Idealisierung darstellt und daB diesen Grenz­
iibergangen exakt in der Natur nichts entsprieht, daB man vielmehr 
an Stelle des Integrals in der physikalischen Wirklichkeit genau ge­
nom men nur eine Sum me sehr vieler kleiner Summanden und an 
Stelle cines Diffcrentialquotientcn einen Diffcrenzenquotienten aus sehr 
kleinen GrolJen hilden muS. Die GraBen LI x bleiben von 0 verschieden; 
der Grenziibergang LI x ---.0 hat lediglich die mathematisehe Bedeutung 
einer weitgehenden Vereinfachung, bei welcher dennoch die Genauig­
keit der mathematisehen Darstellung der Wirklichkeit nieht merklich 
beeintrachtigt wird. 

Beispiclsweise werden wir uns entsprechend der atomistisehen Struk­
tur der Materie die Masse in einer Luftsaule nieht wirklieh stetig als 
Funktion von x verteilt denken konnen; wir wollen uns vielmehr 
(was allerdings wiederum eine idealisierende Vereinfachung ist) vor­
stellen, daB die Masse in Form von sehr vielen, sehr dieht beieinander­
liegenden, aber punktformigen Molekiilen iiber die x-Achse verteilt sei. 
Dann wird die Summenfllnktion F (xl keine stetige Funktion sein; 
sie wird vielmehr in dem Intervall zwischen zwei Molekiilen eincn 
konstanten Wert haben und plOtzlich springen, wenn wir mit der 
Variablen den Ort cines neuen Molekiiles passieren; die GroBe dieses 
Sprunges ist gerade gleich der Masse des Molekiiles, die durchschnitt-

7* 
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liehe Entfernung zweier Molekille wird dabei naeh den Ergebnissen 
der Atomtheorie die GroBenordnung von 10-8 em haben. Wenn wir 
unsere GroBen L1 x zwar sehr klein, aber doeh noeh groB genug gegen­
fiber der Lange 10-8 em machen, etwa 10-4 em, dann liegen in jedem 
Intervall zwischen x und x + L1 x noeh so viele Molekille, namlich der 
GroBenordnung naeh 104, daB man aueh von ihnen noeh den Ein­
druek einer stetigen Verteilung behalt und sich das Recht nimmt, 
diese Verteilung dureh eine stetige und differenzierbare Funktion zu 
idealisieren. Ais Verteilungsdiehte wird man dann einfaeh den Diffe-

. LlF(x) F(x + Llx) - F(x) .. 
renzenquotrenten ~- = ----Ll.i----·-- betraehten; selbstverstand-

lieh ist es dabei eine wesentliehe physikalisehe Annahme, daB die 
Bildung dieses Differenzenquotienten nieht zu merklieh versehiedenen 
Ergebnissen fUhrt, wenn wir die GroBe L1 x innerhalb gewisser Grenzen 
verandern, etwa innerhalb der Grenzen 10-4 em und 10-0 em. 

Man sieht unmittelbar, daB diese Dichte mit der Gesamtverteilung 
dureh die jetzt selbstverstandliehe Gleichung . 

F(x) =2Ll~~xlL1x 

zusammenhangt. 
Es ist vielleicht angebraeht, noeh ein weiteres Beispiel fiir die Be­

griffe: Summenfunktion und Verteilungsdichte zu bespreehen. In der 
Statistik, z. B. in der kinetisehen Theorie der Materie oder in der stat i­
stischcn Biologie, treten diese Begriffe haufig in einer Form auf, bei der 
der Charakter der mathematisehen Idealisierung besonders deutlieh wird. 
Betraehten wir etwa die Molekille eines in einem GefaB eingesehlos­
senen Gases. Ihre Anzahl sei N. Die Anzahl derjenigen, weIche eine 
Gesehwindigkeit kleiner als x haben, sei N ifJ (x). Dann bedeutet ifJ (x) 
das Verhaltnis der Anzahl derjenigen Molekiile, weIche sieh mit einer 
zwischen 0 und x gelegenen Gesehwindigkeit bewegen, zur Gesamt­
zahl (die ganze Betraehtung bezieht sich auf einen bestimmten Zeit­
moment). Diese Summenfunktion ist natiirlieh nieht stetig, sondern 

sie wird wieder stiickweise konstant sein und jeweils urn die Zahl ~ 
sprunghaft anwaehsen, wenn bei waehsendem x gerade ein x-Wert 
passiert wird, dem ein Molekill mit der Geschwindigkeit x entspricht. 

Die mathematisehe Idealisierung, die wir vornehmen, ist nun die, 
daB wir die Zahl N in der Idee iiber alle Grenzen waehsen lassen. Wir 
nehmen an, daB bei diesem Grenziibergang N -+ 00 die Sum men­
funktion ifJ (x) gegen eine bestimmte stetige Grenzfunktion F (x) 
strebt. DaB dies wirklich der Fall ist (d. h. daB man mit hinreichender 
Genauigkeit ifJ (x) dureh eine soIche stetige Funktion F (x) ersetzen 
darf) , stellt selbstverstandlich eine wesentliche physikalisehe Annahme 
dar; und eine weitere soIche Annahme ist es, wenn wir voraussetzen, 
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daD diese Summenfunktion F (x) einen Differentialquotienten F' (x) = f (x) 
besitzt, den wir dann als Verteilungsdichte bezeichnen werden. Die 
Summenfunktion hangt mit der Verteilungsdichte durch die Gleichungen 

x b 

F(x) =Jf(u)du; F(b) -F(a) =Jf(x)dx 
U a 

zusammen. 
Man nennt diese Verteilungsdichte gelegentlich auch die spezifische 

Wahrscheinlichkeit dafiir, daD ein Molekiil die Geschwindigkeit x be­
sitzt. Die eben durchgefiihrte Idealisierung, weIche in der auf Maxwell 
zuriickgehenden kinetischen Gastheorie eine groDe Rolle spielt, stellt 
sich mathematisch in genau derselben Form bei zahlreichen Fragen 
der mathematischen Statistik ein. 

§ 7. Integralabschatzungen und Mittelwertsatz der 
Integralrechnung. 

Wir schlie Den dieses Kapitel mit einigen Bctrachtungen iiber eine 
Frage von allgemciner Bedeutung, deren ganze Wichtigkeit allerdings 
erst etwas spater zutage treten wird. Es handelt sich urn die Ab­
schatzung von Integralen. 

1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung. 

Die erste und einfachste dieser Abschatzungsregeln lautet: Wenn 
die stetige Funktion f (x) in einem Intervall a < x < b iiberall nicht 
negativ ist, d. h. iiberall entweder positiv oder )Jull ist, so ist auch 
das bestimmte Integral 

b 

Jf(x) dx 
a 

nicht negativ. Ebenso ist dieses Integral nicht posit iv, wenn die Funk­
tion in dem Intervall nirgends positiv ist. Der Beweis dieser Tatsache 
ergibt sich ohne wei teres aus der Definition des Integrales. 

Hieraus entspringt der folgende Satz: Wenn in dem Intervalle 
a ::::;: x < b iiberall 

f(x) > g (x) 

ist, so ist auch 
b b 

J f(x) dx > J g(x) dx. 
a a 

Denn das Integral der Differenz f (x) - g (x) ist nach der erst en Be­
merkung nicht negativ, und nach unserer Summenregel (S.62f.) ist 

b b b 

JU(x) - g(x)) dx = J f(x) dx - J g(x) dx. 
a it a 
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Es sei nun M der groOte, m der kleinste Wert der Funktion f (x) 
in dem Intervall a bis b. Dann ist die Funktion M - f (x) in dem Inter­
vall nicht negativ, und dasselbe gilt fiir die Funktion f (x) - m. Es 
ergibt sich also nach den obigen Bemerkungen sofort die doppelte 
Ungleichung: 

b b b 

J mdx < Jf(x) dx < J Mdx, 
a a a 

b b b 

und da Jmdx=mJdx=m(b-a) und ebensoJMdx=M(b-a) 
a a a 

b 

ist, folgt m (b - a) :s J f (x) dx :S M (b - a). 
a 

Das betrachtete Integral la13t sich daher darstellen als das Produkt 
von b - a mit einem Werte f-l zwischen m und M: 

b 

Jf(x) dx = f-l(b - a), 
a 

Die genaue Gro13e dieses Zwischenwertes f-l brauchen wir nicht all­
gemein anzugeben. Wir konnen aber aussagen, daB er an einer gewissen 
Stelle; des Intervalles a <; < b von der Funktion angenommen wird, 
da eine stetige Funktion in einem Intervalle aIle Werte zwischen ihrem 
gro13ten und ihrem kleinsten Wert annimmt (vgl. S. 51£.). Wie beim 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist bei vielen Anwendungen 
die genaue Angabe des Wertes ; unwichtig. Wir diirfen also f-l = f (;) 
setzen, wo ; ein solcher Zwischenwert ist, und konnen dann schreiben 

b 

J f (x) dx = (b - a) 1(;), a < ; < b. 
a 

In dieser letzteren Formulierung bezeichnen wir un sere Abschatzungs­
formel als Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir konnen dies en Mittel­
wertsatz noch ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle des Inte­
granden f(x) einen Integranden der Form f(x) P(x) betrachten, wobei 
p (x) eine beliebige positive Funktion bedeutet, die wir, ebenso wie f (x), 
als stetig annehmen. Da mp (x) < f (x) P (x) < M p (x) ist, so erhaIten 
wir sofort die Beziehung 

b b b 

m J p (x) dx :S J f (x) p (x) dx < M J p (x) dx 
a a a 

oder, in eine Gleichung zusammengefaflt, 
b b 

J f (x) p (x) dx = f (;) f p (x) dx, 
a a 

wo ; wieder ein Mittelwert ist. 
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2. Anwendungen. Die Integration von xa fUr beliebiges irrationales a. 
Der Mittelwertsatz bzw. die mit ihm gleichbedeutenden Integral­

abschatzungen liefem uns sofort eine sehr wichtige Einsicht in eine 
anschaulich iibrigens so fort einleuchtende Tatsache: Der Wert eines In­
tegrales andert sich nur wenig, wenn die Funktion selbst iiberall wenig 
geandert wird. Prazis ausgedriickt: Wenn zwei Funktionen / (x) und 
g(x) sich in dem ganzen Intervall a < x < b absolut genommen urn 
weniger als eine Zahl e unterscheiden, so unterscheiden sich ihre 
Integrale voneinander absolut genommen urn weniger als e(b - a). 
In Formeln: Wenn in unserem Intervalii/(x) - g(x)1 < e gilt, so ist 

b b 

If f(x) dx - f g(x) dx 1< e(b - a) 
a a 

odcr, was damit gleichbedeutend ist, 

b b b 

- e(b - a) + fg(x) dx < fj(x) dx < f g(x) dx + e(b - a). 
a a a 

Figur 47 zeigt uns diese Tatsache 
der Kurvc y = / (x) die "Parallelkur­
ven" y=/(x)+e und y=/(x)-e. 
In dem durch diese beiden "Parallel­
kurven" gebildeten Streifen verlauft 
nach Voraussetzung die Funktion 
g(x). Es wird hieraus sofort klar, 
daB die Flacheninhalte, die von den 
Kurvcn /(x) und g(x) begrenzt sind, 
sich urn weniger als den halben 
Streifeninhalt voneinander unter­
scheiden, und der Streifeninhalt ist 
gerade die Zahl 

b b 

sehr deutlich. Wir ziehen z u 

!I 

oL--a~------------7n--~x 

Fig. 47. Stetigkeit eines Integrales. 

f (I (x) + e) dx - f (I (x) - e) dx = 2e(b - a). 
" a 

Ohne Berufung auf die Anschauung folgt (analcg zu den Betrach­
tungen in Nr.1) aus den Ungleichungen -e+g(x)<!(x)<e+g(x) 
die Beziehung 

b b b 

f (- e + g(x») dx < f !(x) dx < f (g(x) + e) dx, 
a a a 

welche sofort infolge der Grundregeln iiber Integrale die Gestalt 

b b b 

- e(b - a) + f g (x) dx < f! (x) dx < f g (x) dx + e(b - a) 
a a a 
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annimmt - wir haben dabei nur das Integral einer Summe durch die 
entsprechende Summe der Integrale ersetzt und beachtet, daB 

b 

f edx = e(b - a) 
a 

ist. 
Zur Erlauterung der eben bewiesenen Tatsache will ich zeigen, 

daB man mit ihrer Hilfe imstande ist, die Funktion x" fiir irgend 
einen irration~len Wert von IX zu integrieren, genauer, das be­

II 

stimmte Integral f xa dx zu bilden. Wir setzen dabei voraus, daB 
a 

0< a < b ist. 
Den Exponenten IX stellen wir als Grenzwert einer Folge von ratio­

nalen Zahlen lXI' 1X2' ••• , 1Xt!' • " dar, IX = lim IXn' wobei wir voraus-
n-+oo 

setzen diirfen, daB keiner dieser Werte IXn mit - 1 zusammenfli.llt; 
denn IX selbst ist ja von - 1 verschieden. Fiir die Potenz x" be­
nutzen wir dann die Definition 

x'" = lim x"'n 
n-+oo 

und beachten folgendes: Wie klein auch immer wir die positive Zahl e 
wahlen, stets konnen wir den Index n so groB hinzubestimmen, daB 
in dem ganzen Intervalle a < x < b gilt: 'x" - x"'" < e 1). 

Nunmehr brauchen wir nur unsere obige Beziehung auf die Funk­
tionen t(x) = x" und g(x) = xa" anzuwenden und erhalten 

b b b 

- e(b - a) + f x"'ndx < f xadx < f X"'ndx + e(b - a). 
R a a 

Rechts und links aber konnen wir die Integrale gemaB dem Resultat 
aus § 2, Nr. 4 ausfiihren und erhalten 

I ~ 1 
-e(b-a) +--(b"n+l-a"n+1) <J xrl.dx<--(brl.n+l-a"'n+ 1)+e(b-a). 

IX" +1 a IX .. + 1 
Lassen wir nunmehr die Zahl e immer kleiner werden und gegen 0 streben, 
so miissen wir n immer groBer und groBer wahlen; da die Zahlen IXn 

1) Der Beweis ergiht sieh, wenn wir der Kiirze halher voraussetzen, daB 
IX" > IX > 0, also 15" = IX" - IX > 0 ist. sehr einfaeh folgendermaBen: Unter 
Beriieksichtigung des monotonen Charakters von x" wird 

I x a - xan I = x a 11 - x On I ::;::;: ba (II - aOn I + 11 - bOn I)· 
Da lim aOn = lim bOn = 1, also lim 11 - aOn I = lim 11 - bOn I = 0 ist, so strebt 

n-+co n-+oo 
die von der Lage von x im Intervall gar niebt mehr abbangige Zabl 
8 .. = ba (11 - aOn I + 11 - bOn Il mit waehsendem n gegen Null, woraus die 
Bebauptung folgt. 
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gegen IX und aa" bzw. bUll gegen aa bzw. ba konvergieren, erhalten wir 
unmittelbar das Resultat 

b 

f xadx = -.-~ (b<X+l - a ot+1). 
a IX + 1 

Mit anderen Worten: A uch liir irrationale Exponenten IX gilt dieselbe 
Integra1lormel wie liir rationale. Beilaufig bemerkt folgt hiernach aus 
dem Fundamentalsatz von § 4 fiir positives x, daB auch fUr irrationale IX 

die Differentiationsformel 

gilt. 

~xot+1 = (IX + l) x ot 
dx 

Anhang zum zweiten Kapitel. 
§ 1. Die Existenz des bestimmten Integrates einer stetigen 

Funktion. 
Ich bin noch den analytischen Beweis der Tatsache schuldig, daB 

das bestimmte Integral einer stetigen Funktion I (x) zwischen den 
Grenzen a und b (a < b) stets existiert. Hierzu betrachten wir in der 
Bezeichnung des zweiten Kapitels, § 1, die Summe 

n 
Fn = L I(~.) Ltx~. 

,-=1 

Es ist sicherlich 

wo I (v,.) den kleinsten, I (u~) den groBten Funktionswcrt im 'V-ten Teil­
intervall bedeutet. Die Aufgabe ist, zu beweisen, daB F n gegen einen 
bestimmten, von der speziellen Art der Intervalleinteilung und der 
Wahl der ~ .. unabhangigen Grenzwert konvergiert, wenn bei wachsen­
dem n die Lange des langsten Teilintervalles Lt x~ gegen 0 strebt. Offen­
bar ist es zu diesem Zwecke notwendig und hinreichend, zu zeigen, 

daB die Ausdriicke F n und F 11 beide gegen einen und denselben Grenz­
wert konvergieren. 

Wenn die Intervalleinteilung so fein gewahlt ist, daB in jedem Inter­
vall die Schwankung II (u,,) -I (V,.) I der stetigen Funktion kleiner als 
eine beliebig klein vorgegebene Zahl e wird (was wegen der Gleich­
maBigkeit der Stetigkeit der Funktion I(x) stets moglich ist), dann 
ist gewiB 

- .. 
o <F .. - Fn = L Ltx" (f(u~) -/(v~») < c(b - a), 

- .=1 
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und wir sehen also, daB diese Differenz bei wachsendem n gegen 0 
strebt, so daB wir uns damit begniigen k6nnen, z. B. die Konvergenz 
von F .. zu beweisen. Diese Konvergenz ist bewiesen, sobald gezeigt ist, 

daB \ F .. - F m \ belie big klein wird, wenn nur die beiden entsprechenden 
Einteilungen, die wir als "Einteilung n" bzw. "Einteilung m" bezeichnen 
wollen, einen bestimmten Grad der Feinheit iibersteigen. Dieser "Grad 
der Feinheit" solI dadurch charakterisiert werden, daB fiir beide Ein­
teilungen die Schwankung der Funktion t (x) in jedem Teilintervalle 
kleiner als e bleibt (e > 0). Dann gehen wir zu einer dritten Einteilung 
iiber, deren Teilpunkte wir erhalten, wenn wir samtliche Teilpunkte 
der beiden Einteilungen, die zu den Zahlen n und m geh6ren, zusammen­
nehmen. Diese Teilung, welche 1 Teilpunkte haben m6ge, bezeichnen 

wir durch den Index 1 und betrachten einen zugehOrigen Wert F z• Wir 
werden nun den Ausdruck \ F .. - F m \ abschatzen, indem wir erst fiir 

die Ausdriicke \ F n - F 1\ und \ F": - F 1\ Abschatzungen gewinnen. 
rch behaupte, daB folgende beiden Beziehungen gelten: 

Der Beweis folgt sofort aus der Bedeutung unserer Ausdriicke. Be­
trachten wir etwa das v-te Teilintervall der Einteilung n, dann ent­
sprechen dies em Teilintervall ein oder mehrere Teilintervalle der Ein­
teilung 1; samtliche zu diesen Intervallen gehOrigen Summanden be­
stehen aus zwei Faktoren, deren erster eine Differenz LI x und deren 
zweiter sicherlich nicht groBer als I (u,,) und nicht kleiner als t (v .. ) 
wird. Die Summe der Differenzen ..1 x bei der feineren Einteilung 1, 
die zu dem betrachteten v-ten Intervall der gr6beren Einteilung n 
geh6ren, ist aber gerade ..1 x". Wir sehen also, daB der betreffende 
Beitrag zu dem Ausdruck FI zwischen den Grenzen LI x"/(u,,) und 
..1 x,,1 (v.) liegt. Indem wir jetzt die Summe iiber samtliche n Teil­
intervalle bilden, erhalten wir sofort die erste der beiden obigen Un­
gleichungen, und die zweite ergibt sich genau so, wenn wir statt von 
der Einteilung n von der Einteilung m ausgehen. 

Wir haben vorhin gesehen, daB F .. - F n < e (b - a) ist; ebenso 

gilt Fm -Fm < e(b - a). Nach den eben bewiesenen Ungleichungen 

fUr Flfolgt also 0 < F .. -Fz < e(b - a) undO < Fm - Fl < e(b - a). 
Mithin gilt sicherlich auch 

IF .. -Fm I = I (Fn -Fl) - (Fm -FI) 1< 2e(b - a). 

Diese Beziehung lehrt, da e beliebig klein vorgegeben werden kann, 
tatsachlich nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium die Konver-
genz unserer Zahlen F ... Gleichzeitig erkennen wir aus unserer Betrach-
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tung unmittelbar, daB der Grenzwert von der Art der Einteilung voll­
standig unabhangig ist 1). 

Der Existenzbeweis fur das bestimmte Integral einer stetigen Funk­
tion ist damit gefuhrt. 

Unser Beweisverfahren lehrt noch mehr. Es zeigt uns, daB man 
in vielen Fallen auch durch etwas allgemeinere Grenzwertbildungen 
zum Integral gefUhrt wird. Wenn z. B. I(x) = cp(x) "P(x) ist und das 
Integrationsintervall von a bis b durch die Teilpunkte Xv in n Teile 
geteilt ist, so betrachten wir jetzt statt der Summe .2 1 (~v) ,1 X,. die 
allgemeinere Summe 

wo nunmehr ~: und ~~ zwei nicht notwendig zusammenfallende Punkte 
des 'V-ten Teilintervalles sind. Auch diese Summe wird bei wachsendem 
n gegen das Integral 

b b 

J 1 (x) dx = J cp(x) "P (x) dx 
it it 

streben, wenn dabei die gr6Bte IntervalHinge gegen Null konvergiert. 
Entsprechendes gilt fUr aIle analog gebildeten Summen: z. B. wird 

die Summe 
n 

n ' (1:')2.L (1:")2 A .2.; ,cp ~ ,. ", 'If' ",' LJ x,. 
,'=i 

gcgen das Integral 
b 

J ,'T(xj2 +""P(xj2dx 
it 

konvergieren. Der Beweis fiir diese Tatsachen verlauft vollstandig 
eben so wie der oben gefUhrte und braucht daher nicht besonders aus­
gefiihrt zu werden. 

§ 2. Zusammenhang des Mittelwertsatzes der 
Differentialrechnung mit dem Mittelwertsatz 

der Integralrechnung. 
Zwischen dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und dem der 

Integralrechnung besteht eine einfache Beziehung, welche durch den 
Fundamentalsatz gegeben wird und die ich als lehrreiches Beispiel fiir 
seine Handhabung bier ausfiihren will. Nehmen wir zunachst den 
Mittelwertsatz der Integralrechnung in seiner speziellen Form 

b 

JI(x) dx = (b - a) I(~), 
it 

1) Vgl. hierzu Anm. I auf S.36. 
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dann erhalten wir, wenn wir I I (x) dx = F (x), also I (x) = F'(x) setzen, 
unmittelbar als Ausdruck des eben hingeschriebenen Mittelwertsatzes 
die Gleichung 

F (b) - F(a) = (b- a) F'(~) 
oder 

F(b) - F(a) , ----- ----- = F (~) . 
b-a 

Hierbei konnen wir fiir F (x) offen bar eine beliebige Funktion wahlen, 
deren erste Ableitung F'(x) = I (x) stetig ist, und damit ist der Mittel­
wertsatz der DifferentiaIrechnung fiir solche Funktionen bewiesen. 

Die alIgemeinere Fassung des Mittelwertsatzes der IntegraIrechnung 

b b 

II(x)p(x)dx =/(~)Ip(x)dx, 
a a 

wo p (x) eine in unserem Intervall positive, I (x) eine dort beliebige stetige 
Funktion bedeutet, fiihrt entsprechend zu einem verallgemeinerten 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Set zen wir 

II (x) P(x) dx = F (x), d. h. I (x) P(x) = F'(x); 

fp(x)dx=G(x), d.h. P(x) = G'(x) , 

so nimmt die obige Mittelwertformel die Gestalt an 

F(b) -F(a) = (G(b) -G(a))/(~) 

d d I() F'(x). t f" ..L b o er, a x = G'(x)- IS, ur a ., 

F(b) - F(a) F'($) 
G (b)-:":'-G(a) = G'($) . 

Diese Forme!, in welcher ~ wieder einen gewissen Zwischenwert zwi­
schen a und b bedeutet, nennt man den verallgemeinerten Mittelwert­
satz der Dillerentialrechnung. Fiir seine Giiltigkeit braucht offenbar 
lediglich vorausgesetzt zu werden, daB Fund G stetige Funktionen 
mit stetigen Differentialquotienten sind und daB iiberdies G'(x) iiberall 
positiv (oder auch iiberall negativ) ist. Man kann namlich unter diesen 
Voraussetzungen die ganze Betrachtung unmittelbar umkehren. 

Es sei schlieBlich darauf hingewiesen, daB wir bei den hier gegebenen 
Herleitungen fiir die Mittelwertsatze der Differentialrechnung engere 
Voraussetzungen machen miissen, als es an sich notig ist. (Vgl. hierzu 
zweites Kapitel, § 3, Nr. 8 und spater S. 165.) 
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Drittes Kapitel. 

DifIerential- und Integralrechnung der 
elementaren Funktionen. 

§ 1. Die einfachsten Differentiationsregeln und ihre 
Anwendungen. 

In der hOheren Analysis und ihren Anwendungen ist die Saehlage 
gewohnlieh die, daB die Probleme des Integrierens wichtiger sind als 
die des Differcnzierens, daB jedoch die Differentiation we it weniger 
Schwierigkeiten bietet. DemgemaB erscheint es im Aufbau der Inte­
gral- und Differentialreehnung als das naturgemaBe Verfahren, zu­
naehst moglichst weite Klassen von Funktionen differenzieren zu lernen 
und die gewonnencn Resultate vermoge der Fundamentalsatze des § 4 
vom zweiten Kapitel zur Losung von Integrationsproblemen nutzbar 
zu machen. Die Durchfiihrung dieses Programmes wird die Aufgabe 
der nachstcn Paragraphen sein. Wir wollcn dabei gewissermaBen noeh 
einmal von vorn anfangen, indem wir die wiehtigsten Differentiationen 
und Integrationen ohne Bcrufung auf die Resultate des vorigen Kapitels 
in systematischem Zusammenhange ausfiihren. Dabei spielen einige 
Differentiationsregeln, von denen wir die ersten iibrigens schon kennen­
gelernt haben (zweites Kapitel, § 3, Nr. 4), eine wichtige Rolle. 

1. Differentiationsregeln. 

Wir setzen voraus, daB in dem betraehteten Intervalle die Funk­
tionen f (x) und g (x) differenzierbar sind; dann lauten unsere Regeln: 

1. Regel. Multiplikation mit einer Konstanten. 1st c cine Konstante 
und tp(x) = cf(x), so ist tp(x) differenzierbar, und es wird 

tp' (x) = c f'(x) . 

Dcr Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung 

cp(x + Ii) - cp(x) f(x + h) - f(x) 
" -- h---- = C -- jl -

und dem Grenziibergang h ...... O. 
2. Regel. Differentialquotient einer Summe. 1st r(x) = f(x) + g(x), 

so ist tp(x) differenzicrbar, und es wird 

cp'(x) = f'(x) + g'(X) , 

d. h. wir konnen die Prozesse der Differentiation und Addition mitein­
ander vertauschen. Dasselbe gilt bci einer Summc aus einer beliebigcn 
Anzahl, etwa n Summanden 

n 
(('(x) = ~fy(x). 

1'=--' 1 
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Es ist dann 
n 

cp' (x) = 2.' t: (x) . 
,,=1 

Den Beweis kann ich nach dem zweiten Kapitel, § 3, als fast selbst­
verstlindlich iibergehen. 

3. Regel. Dillerentialquotient eines Produktes. 1st 

cp (x) = 1 (x) g (x) , 

so ist cp(x) differenzierbar, ·und es wird 

cp'(x) = I(x) g' (x) + g(x) I' (x). 

Der Beweis folgt aus der Gleichung 

rp(x + h) - rp(x) I(x + h) g(x + h) - f(x) g(x) 
---~-h-- = -- --h---~-- ~ 

_ f(x + lI)g(x + II) -/(x + II) g(x) + I(x + h) g(x) -/(x) g(x) - ~------ --- --- --h-------------- ~-~-~-

g(x + h) - g(x) f(x + h) -/(x) 
=/(x+h)-----II--- - -+g(x) ----h-- ~. 

In dem letzten Ausdruck lliBt sich der Grenziibergang h _ 0 ohne 
weiteres ausfiihren und fiihrt unmittelbar zu der behaupteten Formel. 

Diese Formel gewinnt eine noch iibersichtlichere Gestalt, wenn wir 
sie durch cp(x) = I(x) g(x) dividieren 1). Wir erhalten dann 

p'(x)_ = ((xl + g'(x) 
'1' (x) I(x) g(x) . 

Wendet man diese Produktregel mehrfach an, so erhaIt man fiir den 
Differentialquotienten des Produkts von mehreren, etwa n Funktionen 
einen Ausdruck aus n Summanden, deren jeder aus dem Produkt der 
Ableitung eines der Faktoren mit den iibrigen Faktoren des urspriing­
lichen Produktes besteht. Als Formel geschrieben: 

cp'(x) = d: (ll(X) 12(x) . . ·In(x)) = I{(x) 12(x) . .. In (x) 
n 

+ 11(x) I~(x) 13(x).· ·In(x) + ... + 11(x) 12(x) .. ·/~(x) = 2)1: (x) f:~;ll) 
,,=1 

oder iibersichtlicher nach Division durch cp (x) = 11 (x) 12 (x) ..• In (x) 

4. Regel. Dillerentialquotient eines Quotienten. Fiir den Quotienten 

cp(x) = f(x) 
g(x) 

1) Wobei wir allerdings annehmen miissen, daB rp (x) nirgends verschwindet. 
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gilt die folgende Differentiationsregel: An allen Stellen, an denen g (x) 
nicht verschwindet, ist 91 (x) differenzierbar, und es ist 

oder bei 91 (x) + 0 

91' (x) = ~ (x) /'(x) - [," (x) j (x) 
g (X)2 

(P'(x) 

'P (x) 

f'(x) 
t (x) 

[,"(x) 
g (x) . 

Set zen wir die Differenzierbarkeit von 91 (x) schon voraus, so k6nnen 
wir nach der Produktregel aus t (x) = 91 (x) g (x) schlieBen: 

I' (x) = 91 (x) g' (x) + g (x) 91' (x) . 

Setzt man hier rechts fUr 91 (x) den Quotienten ; ~;) ein und rechnet aus 

der gewonnenen Gleichung 91'(x) aus, so erhiilt man ohne weiteres die 
obige Regel. Urn jedoch die Differenzierbarkeit von 91 (x) gleichzeitig 
mit zu beweisen, geben wir dem Beweise folgende Wendung. Wir 
schreiben: 

t(X+~I) _t~) j(x+h)-f(x) g(x+h)-g(x) 
g(x)- -h·· -- - h f(x) 

rp(x+h)-rp(x) dx+lI) !,'(x) 
---- _._- -- --- - ---- -
h II g(x)g(x+h) 

Lassen wir jetzt h gegen Null streben, so erhaIten wir das behauptete 
Resultat; denn nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte der 
beiden nach Ausfiihrung der Division sich ergebenden Summanden 

rechts und sind gleich f.?i!;~X) bzw. gleich (!~~~X) , womit dann auch die 

Existenz des Grenzwertes der linken Seite und die Differentiations­
formel folgt. 

2. Differentiation der rationalen Funktionen. 

Wir leiten zunachst noch einmal fiir jedes ganzzahlige positive n 
die Differentiationsformel 

d _xn = nxn- 1 
dx 

ab, indem wir uns auf die Produktregel stiitzen. Wir fassen xn auf 
als ein Produkt von n Faktoren: xn = X· •• x und erhalten daraus 

Ii 
d x xn = 1· xn -1 + 1· xn -1 + ... + 1. xn - 1 = n xn -1 . 

Der zweite Differcntialquotiellt der FUllktion xn ergibt sich JlUJl­

mehr unter Benutzung der eben gewonnenen Formel und der ersten 
Differentiationsregel sofort: 

d 2 

dx2xn =n(n-l)xn- 2 , 

und eben so folgt hieraus 
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d3 

dx3 Xn = n(n -I) (n - 2) xn- a, 

dn 
_xn = 1·2···n = n! 
dxn 

Man erkennt, daB der (n + I)-te Differentialquotient von xn iiberall 
verschwindet. 

Mit der Differentiation der Potenzen ist auf Grund unserer beiden 
ersten Regeln sofort auch die Differentiation einer beliebigen ganzen 
rationalen Funktion 

y = ao + al x + a2 x2 + ... + an xn 

moglich. Es wird einfach 
y'= al + 2a2x + 3aax2 + ... + nanxn- l 

und weiter 

y"= 2a2 + 3·2aax + 4·3a4 x2 + ... + n· (n -I) anxn- 2 , usw. 

Die Differentiation der gebrochenen rationalen Funktion ergibt 
sich nun mit Hilfe der Quotientenregel. Speziell wollen wir noch 
einmal die Differentiationsformel fiir die Funktion xn ableiten, wenn 
n = - m eine ganze negative Zahl ist. Die Anwendung der Quotienten­
regel ergibt, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB der Differential­
quotient des Zahlers gleich Null ist, das Resultat 

d ( 1 ) mxm - 1 m 
dx xm =-~=- xm + 1 

oder, wenn wir m = - n einsetzen, 
d _xn = nxn- l 

dx 

in genauer formaler Obereinstimmung mit der Formel fiir positives n 
und ebenso wie diese im Einklang mit dem friiher (zweites Kapitel, 
§ 3, Nr. 3) gewonnenen Resultat. 

3. Differentiation der trigonometrischen Funktionen. 

Fiir die trigonometrischen Funktionen sin x und cos x hatten wir 
schon friiher (S. 75f.) die Differentiationsformeln 

d . d d . 
dxsmx=cosx un dxcosx=-smx 

gewonnen. Wir konnen nunmehr mit Hilfe der Quotientenregel auch 
die Funktionen 

sinx cos x 
y = tg x = - und y = ctg x = -. -cosx smx 

differenzieren. Der Differentialquotient der ersten Funktion wird nach 
dieser Regel 

, cos2 x + sin2 x 
y = - -co-s2-x -... - CO.;2 x' 1 
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und wir erhalten das Resultat 
d I 

-d tg X = I + tg2 X = -2- . 
X cos x 

Ganz ebenso ergibt sich 
d I 

- ctg X = - (I + ctg2 x) = - -. - . dx sm1x 

§ 2. Die entsprechenden Integralformeln. 
1. Allgemeine Integrationsregeln. 
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Der Fundamentalsatz des § 4 yom zweitcn Kapitel bzw. die Defini­
tion des unbestimmten Integrales er6ffnet uns die M6glichkeit, jeder 
Differentiationsformel eine entsprechende aquivalente Integralformel 
gegeniiberzustellen. Mit den ersten drei Differentiationsregeln des 
vorigen Paragraphen sind offenbar die folgenden z. T. schon im zweiten 
Kapitel, § I, erwahnten Integrationsregeln vollstandig aquivalent. 

Multiplikation mit einer Konstanten: 1st c eine Konstante, so ist 

fcl(x)dx = cfl(x)dx. 

Integration einer Summe: Es ist stets 

f(j(x) + g(x))dx = fl(x) dx + fg(x) dx. 
Der dritten Differentiationsregel entspricht die Regel der Produkt­

integration oder T eilintegration (partielle Integration). Durch Integra­
tion erhalten wir aus der Produktregel 

f(j(x) g(x))' dx = fl(x) g'(x) dx + fg(x) /'(x) dx. 
Das unbestimmte Integral auf der linken Seite ist offenbar (bis auf 
eine additive Konstantc) I (x) g (x), und wir konnen daher die Regel 
der Produktintegration in der folgenden Gestalt schreiben: 

fl(x) g'(x) dx = I(x) g(x) - fg(x) /,(x) dx. 
Ich habe diese Integralformel nur der Vollstandigkeit halber als Gegen­
stuck zu der Produktregel der Differentiation angegeben; von Wichtig­
keit wird sie fur uns erst im nachsten Kapitel werden (siehe dort § 4). 

2. Integration der einfachsten Funktionen. 

Den oben gewonnenen Differentiationsformeln fiir spezielle Funk­
tionen stellen wir nun die inhaltlich gleichbedeutenden Integrations­
formeln gegeniiber. Die Formel 

d 
_XR = nxn-1 
dx 

lautet als Integralformel 

xR-1dx =-S xn 

n ' n =f= O. 

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Auf!. 8 



114 III. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen. 

Denn diese Formel besagt nichts anderes, als daB der Differential­
quotient der rechten Seite gleich dem links unter dem Integralzeichen 
stehenden Integranden ist. - Ersetzen wir n durch n+ 1, so gewinnen 
wir die Integralformel 

fxndx = _1_%,,+1 
n + 1 ' 

n+-l. 

Diese Formel gilt fiir jeden ganzzahligen Exponenten n (bei n < 0 
natiirlich nur fiir x + 0), ausgenommen fiir n = -1, wo der Nen­
ner n + 1 verschwinden wiirde. Dieser Ausnahmefall n = - 1 soIl 
uns spater im § 6 noch ausfiihrlicher beschaftigen. 

Der Fundamentalsatz der Integralrechnung erlaubt uns sofort, 
unsere Integralformeln zur Flacheninhaltsbestimmung, d. h. zur Be­
rechnung bestimmter Integrale, auszuniitzen. Wir erhalten un­
mittelbar nach Kap. II, § 4, Nr. 4 

b 

fxndx = _1_ (bn+ 1 _ an +1) 
n+l ' 

n+-l, 
a 

wobei wir, wenn n negativ ist, a und b beide als gleichen Vorzeichens 
voraussetzen, wei! sonst der Integrand im Integrationsintervall un­
stetig wird. 

Den Differentiationsformeln fiir sin x, cos x, tg x und ctg x ent­
sprechen als Integralformeln die folgenden: 

feosxdx = sin x , fsinxdx = - eosx, 

f-\-dx = tgx, cos :It f+dx =-etgx. 
Sill :It 

Aus diesen Formeln erhalten wir sofort nach der Grundregel yom 
zweiten Kapitel, § 4, die Werte des bestimmten Integrales zwischen 
irgendwe1chen Grenzen, z. B. 

b b 

f cos x dx = sin x I = sin b - sin a. 
a a 

DaB es mit Hilfe der erst en beiden Integrationsregeln nunmehr 
moglieh ist, beliebige ganze rationale Funktionen, sowie mit beliebigen 
konstanten Koeffizienten gebildete line are Kombinationen der iibrigen 
hier integrierten Funktionen zu integrieren, brauche ich hier kaum 
noch besonders zu betonen. Ieh mochte aber noch auf den folgenden 
Punkt hinweisen. Integrationsregeln und Differentiationsregeln miissen 
nach dem Fundamentalsatz einander aquivalent sein; man kann daher 
auch die allgemeinen Integrationsregeln dieses Paragraphen zuerst be­
weisen und aus ihnen die Differentiationsregeln des vorangehenden 
Paragraphen ablesen. Ich mochte dem Leser raten, dies en Gedanken 
allein durchzufiihren. 
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§ 3. Die Umkehrfunktion und ihr Differentialquotient. 
1. Die allgemeine Differentiationsformel. 

Wir haben fruher (S. 14 und 52) erkannt, daB eine stetige Funktion 
Y = I (x) sich in einem Intervall, in welch em sie monoton ist, ein­
deutig umkehren laI3t. Genauer: 1st a < x < b ein Intervall, in welchem 
die stetige Funktion y = I (x) monoton verlault ~tnd wird I (a) = IX und 
I (b) = P gesetzt, so ist x eine in dem Interval! zwischen IX und p ein­
deutig bestimmte stetige und monotone Funktion x = cp (y) von y. 

Der Begriff des Differentialquotienten gibt uns ein sehr einfaches 
Mittel, um den monotonen Charakter und damit die Umkehrbarkeit 
einer Funktion zu erkennen. Eine differenzierbare Funktion ist namlich 
sicherlich stets dann monoton zunehmend, wenn in dem betreffenden 
Intervall uberall /,(x) > 0 ist, und entsprechend monoton abnehmend, 
wenn dort uberall /'(x) < 0 ist. Diese anschaulich einleuchtende Tat­
sache folgt analytisch sofort aus dem Mittelwertsatz I (x + h) -I (x) 
= hf'(x + Oh) (0 < {}- < I). 1st /,(x) uberall positiv bzw. negativ und 
liegt x sowie x + h im Intervalle, so wird also I (x + h) -I (x) stets 
das gleiche bzw. das entgegengesetzte Vorzeichen wie h besitzen. 

Wir zeigen nun folgenden Satz: 1st y = I (x) im I ntervall a < x < b 
dillerenzierbar und dort entweder iiberall /,(x) >0 oder iiberall /,(x) <0, 
dann besitzt in diesem Interval! auch die Umkehrlunktion x = cp(y) einen 
Dillerentialquotienten, und zwischen dem Dillerentialquotienten der ge­
gebenen Funktion y = I (x) und dem der Umkehrlunktion x = cp (y) 
besteht liir zusammengehorige Werte x,y die Beziehung /'(x)'cp'(y) =1, 
welche wir auch 

dy 1 
dx dx 

dy 

schreiben kOnnen. 
In der letzten Schreibweise kommt wieder die Schmiegsamkeit der 

Leibnizschen Bezeichnung zum Ausdruck. Es ist eben tatsach1ich so, 
als ob die Symbole dy und dx RechengroBen waren, mit denen man 
operieren kann wie mit wirklichen Zahlen. Entsprechend einfach ergibt 
sich auch der Beweis dieser Formel, wenn man die Differentialquo­
tienten als Grenzwerte von Differenzenquotienten auffaBt: 

, I'() l' A y l' YI - Y Y = x = 1m - = 1m- --- I 

h->oAx ",->" Xl -- X 

wobei x und y = f (x) bzw. Xl und Yl = I (Xl) zusammengehOrige Werte­
paare bedeutcn. Da nach Voraussetzung der erste dieser Grenzwerte 
nicht Null ist und da die Gleichung lim L1 x = 0 mit der Gleichung 
lim L1 y = 0 wegen der Stetigkeit von y = f (x) und x = cp (y) gleich­
bcdeutcnd ist, also auch die Beziehungen yl ........ Y und x\ ........ x gleich-

8* 
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bedeutend sind, so existiert auch der Grenzwert 

und ist gleich f~X). Andererseits bedeutet dieser Grenzwert nach 

Definition den Differentialquotienten 9"(Y) der Umkehrfunktion 9'(Y), 

y 

Fig.48. Zur Differentiation der 
U mkehrfunktion. 

und damit ist unsere Formel bewiesen. 
Dbrigens hat diese Formel eine ein­

fache geometrische Bedeutung, welche 
an Figur 48 unmittelbar klar wird. Die 
Tangente an die Kurve y = f (x) oder 
x = 9' (y) bildet mit der positiven x-Achse 

x einen Winkel ~, mit der positiven y-Achse 
einen Winkel {3, und zufolge der geometri­
schen Bedeutung der Differentialquotienten 
ist 

j'(x) = tg~, 9"(Y) = tg{3. 

Da aber die Winkel ~ und {3 sich gerade zu i erganzen, so ist tg ~ tg {3 = 1, 

und diese Relation driickt genau unsere Differentiationsformel aus. 
Wir haben bisher ausdriicklich 

vorausgesetzt, daB entweder j' (x) > 0 
oder j'(x) < 0 sei, daB also nirgends 
j'(x) = 0 wird. Was geschieht nun, 
wenn diese Gleichung doch besteht ? 
Gilt iiberall in e,inem Intervaile 
I'(x) = 0, so ist die Funktion dort 
konstant, also gewiB nicht umkehr­
bar, weil demselben Werte von y 

y 

x 
Fig. 49. 

y 

x 

Fig. 50. 

aile Werte x dieses Intervailes entsprechen miiBten. Gilt jedoch die 
Gleichung j'(x) =0 nur an isolierten Stellen und wird j'(x) der Einfach­
heit halber stetig angenommen, so hat man zu unterscheiden, ob beim 
Durchgang durch diese Stellen j'(x) sein Zeichen wechselt oder nicht. 
1m ersten Faile trennt diese Stelle ein Intervail, wo die Funktion 
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monoton zunimmt, von einem solchen, wo sie monoton abnimmt. 
In der Umgebung einer solchen Stelle ist eine eindeutige Umkehrbarkeit 
nicht vorhanden. 1m zweiten Falle start die Nullstelle der Ableitung 
den monotonen Charakter der Funktion y = t (x) nicht, also auch 
nicht die eindeutige Umkehrbarkeit. Nur wird die Umkehrfunktion 
an der betreffenden Stelle nicht mehr diffcrenzierbar sein; vielmehr 
wird dort ihre Ableitung unendlich werden. 

Beispiele fiir beide Vorkommnisse liefern die Funktionen y =x2 bzw. 
Y = x3 an der Stelle x = O. Die Figuren 49 und 50 veranschaulichen uns das 
Verhalten der beiden Funktionen beim Durchgang durch den NUllpunkt 
und zeigen zugleich, daJ3 man die Funktion y = x3 in der Umgebung des 
NUllpunktes eindeutig umkehren kann, die Funktion y = x2 aber nicht. 

2. Die Umkehrfunktionen der Potenzen und der trigonometrischen 
Funktionen. 

Das einfachste Beispiel bieten die Funktionen y = x1l fiir ganzes 
positives n und, wie wir zunachst allgemein voraussetzen wollen, 
positives x. Es ist dann y' immer positiv, so daB wir iiberall fiir posi­
tives y in eindeutiger Weise eine positive Umkehrfunktion 

1 

X= fY=y·u 
bilden k6nnen. Der Differentialquotient dieser Umkehrfunktion ergibt 
sich nach der obigen allgemeinen Regel nunmehr unmittelbar durch 
die folgende Rechnung: 

.!. 1 
.dyn _ dx __ 1 ___ 1 __ .!. ~_~ _.!. -;-1 
dy - dy - dy - nxn - 1 - n n-l - n Y 

dx y n 

und wir k6nnen als SchluJ3resultat, indem wir jetzt wieder die un­
abhangige Variable mit x bezeichnen, schreiben 

iibrigens in Ubereinstimmung mit dem in Kap. II, § 3, Nr. 3 direkt ab­
geleiteten Ergebnis. 

Eine besondere Beachtung verlangt der Grenzpunkt x = O. Nahert 
1 

sich x von positiven Werten her der Null, so wird d;;1 fUr n> 1 offenbar 

iiber alle Grenzen wachsen, was der Tatsache entspricht, daJ3 die Ab­
leitung der n-ten Potenz t (x) = xn fiir n > 1 im NuUpunkt verschwindet. 

1 

Geometrisch bedeutet dies, daB die Kurven Y = xn fUr n> 1 im Null­
punkte alle die y-Achse beriihren (vgl. Fig. 17 von S.25). 
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Erganzend sei bemerkt, daB wir fiir ungerades n die Voraussetzung 
x > 0 aufgeben und die Funktionen y = Xfl fiir aIle Werte von x be­
trachten diirfen, ohne daB ihr monotoner Charakter und ihre eindeutige 

1 

Umkehrbarkeit durch die Funktion x = yn verloren geht. Auch die 
1 1 

Differentiationsformel dd y-;; = ~y-;;-l bleibt dann fUr negative y be-
y n 

stehen; fUr x=O, n > 1 wird ~:n) = 0, was einem unendlich groBenDiffe-

rentialquotienten :; an der Stelle y = 0 bei der Umkehrfunktion 

entspricht. 
Urn die trigonometrischen Funktionen umzukehren, betrachten wir 

nochmals die Kurven von sin x, cos x, tg x, ctg x. Wir erkennen sofort aus 
Figur 14 und 15 (S. 17), daB fiir jede dieser Funktionen ein bestimmtes 
Intervall ausgewahlt werden muB, wenn man von einer eindeutigen 
Umkehrung sprechen will; denn die Parallelen y = c zur. x-Achse 
schneiden diese Kurven, wenn iiberhaupt, in unendlich vielen Punkten. 

Fiir y = sin x wird die Ableitung y' = cos x z. B. im Intervall 

- i- < x < i- positiv sein. In diesem Intervall k6nnen wir also den 

Sinus eindeutig umkehren; wir schreiben diese UmkehrIunktion des 
Sinus in der Form 

x = arc siny 
(gesprochen arcus sinus y; man meint damit den Bogen, dessen Sinus 

den Wert y hat). Diese Funktion lauft monoton von - i- bis + i-, 
wenn y eben so das Intervall von - 1 bis + 1 durchlauft. Will man 
besonders betonen, daB man die Umkehrung des Sinus gerade fiir dieses 
Intervall meint, so spricht man von dem Hauptwert des Arcussinus. 
Fiihrt man die Umkehrung fiir ein anderes Intervall aus, in welchem 

sin x monoton verlauft, z. B. das Intervall i- < x < 321l, so erhalt 

man "einen andern Zweig" des Arcussinus; ohne genaue Angabe des 
Intervalles, in dem die Funktionswerte liegen sollen, ist der Arcussinus 
eine mehrdeutige und zwar unendlich vieldeutige Funktion. 

Allgemein kommt die Mehrdeutigkeit von arc sin y dadurch zum 
Ausdruck, daB zu demselben Wert y des Sinus zugleich mit dem 
Bogen x auch der Bogen 2kn + x, sowie der Bogen (2k + 1) n - x 
gehOrt, wie auch immer die Zahl k als ganzzahliger Wert gewahlt 
wird (vgl. Fig. 51). 

Die Differentiation der Funktion x = arc sin y vollzieht sich nun­
mehr ohne weiteres vermoge unserer allgemeinen Regel durch die fol­
gende kleine Rechnung: 

dx 1 1 
d Y = y' = cos x = }l -=- s~SX = ~ 1 _ yi ' 
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wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, wenn wir uns in dem 
zuerst angegebenen Intervall befinden 1). 

Schreibt man schliel3lich wieder fiir die unabhangige Veranderliche x 

Fig.51. Umkebrung von sin x. 

statt y, SO erhalt man die Differentiationsformel der Funktion arc sin x 
in folgender Form: 

d. 1 
dx arc SID x = p~-=;2 . 

Dabei ist vorausgesetzt, daB arc sin x zwischen - i und + i liegt, 

und das Vorzeichen der Quadratwurzel ist positiv zu wahlen. 
Genau ebenso ergibt sich fiir die Umkehrfunktion von y = cos x, 

die wir mit arc cos x bezeichnen, die Differentiationsformel 
d 1 

dx arc cos x = - ~r"'::=x2 . 
Hier ist das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen, wenn man 

y=cos :r: 

Fig. 52. Umkebrung von cos x. 

die Werte von arc cos x im Intervall zwischen 0 und n (nicht Wle 

beim arc sin x zwischen - i und + i) wahlt (vgl. Fig. 52). 

Noch ein Wort ist uber die Endpunkte x = - 1 und x = + 1 
des Intervalles fiir x zu sagen. Die Differentialquotienten werden bei 
Annaherung an diese Endpunkte unendlich, entsprechend der Tatsache, 
daB die Kurven, welche den arc sin bzw. den arc cos darstellen, an 
diesen Stell en vertikale Tangenten besitzen mussen. 

n 3n 
1) Wenn wir statt dessen das Intervall "2 < x < 2 zugrunde leg ten, was 

der Ersetzung von x durch x + n entspricht, so hatten wir das negative Vor­
zeichen der Wurzel zu wahlen, weil dort cos x negativ ist. 
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Analog konnen wir die Umkehrfunktion des tg und ctg behandeln. 

Die Funktion y = tg x, deren Differentialquotient ~ fUr x 9= ~2 + kn cos x 

iiberall positiv ist, 111Bt sich im Intervalle - i < x < i eindeutig 

umkehren. Wir nennen diese Umkehrfunktion x = arc tg y bzw. 

y 

Fig. 53. Arcustangens. 

x 

(unter Vertauschung der Buchstaben x 
und y). y = arc tg x und erkennen so­
fort aus Figur 53, daB die urspriing­
lich, d. h. ohne genaue FestIegung eines 
Intervalls fiir die Werte der Funktion 
arc tg x, vorhandene Mehrdeutigkeit bei 
der Umkehrung zum Ausdruck kommt, 
indem wir zu jedem x an Stelle eines 
Wertes y in unserem Intervall auch 
den Wert y + kn fiir beliebiges ganz­
zahliges k hatten wahlen konnen. Fiir die 
Funktion y = ctg x wird die Umkehr­
funktion x = arc ctg y bzw. (unter Ver­
tauschung von x und y) y = arcctg x ein­
deutig bestimmt sein, wenn wir fiir deren 
Werte das Intervall von 0 bis n fest-

legen; die Mehrdeutigkeit von arc ctg x ist im iibrigen dieselbe wie 
bei arc tg x. 

Die Differentiationsformeln ergeben sich wieder in der folgenden 
Art: 

x = arc tgy, 
dx 1 2 I -=-=cos x=----­
dy dy 1 + tg 2 x 

dx 
1 + y2' 

dx _ . 2 _ 1 _ 1. 
x = arc ctg y , d Y - - sm x - - I-=t- ctg2 x - -1 + yl' 

oder, wenn wir schlief3lich wieder die unabhiingige Veranderliche mit x 
bezeichnen, 

d 1 
dx arc tg x = 1 + Xl ' 

d 1 
dx arc ctg x = - 1 + Xl • 

3. Die zugehOrigen Integralformeln. 

In der Sprache der unbestimmten Integration ausgedriickt, lauten 
unsere eben abgeleiteten Formeln folgendermaBen: 

f 1 d x = arc sin x , 
VI-xl 

f 1 ~ Xl dx = arc tg x , 

f --!-- dx = - arc cosx, 
fl- x 2 

f 1 ~ x2 d x = - arc ctg x • 
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Zwischen den ersten beiden Formeln und zwischen den letzten beiden, 
die den unbestimmten Integralen zwei anscheinend ganz verschiedene 
Funktionen zuordnen, besteht kein Widerspruch. Wir miissen bedenken, 
daB im unbestimmten Integral eine beliebige additive Konstante ver-

fiigbar bleibt. Ziehen wir aus dieser Konstanten den Bestandteil j heraus 

und beachten, daB j-arccosx = arcsinx ist und ebenso i- arcctgx 

= arc tg x, so klii.rt sich diese formale Unstimmigkeit sofort auf. Diese 
Unbestimmtheit beruht also lediglich darauf, daB das unbestimmte 
Integral nicht eine bestimmte Funktion, sondern eine ganze Schar von 
Funktionen bedeutet, welche sich untereinander durch beliebige additive 
Konstanten unterscheiden. Eine Gleichung fiir ein unbestimmtes In­
tegral legt nicht den Wert, sondern nur einen Wert desselben fest. 
Es ware, wie schon erwahnt, korrekter, diese Tatsache stets dadurch 
zum Ausdruck zu bringen, daB man die unbcstimmtcn Integrations­
konstanten besonders mitschreibt, also statt 

f I (x) dx = F (x) 
stets 

fl(x)dx=F(x) +c. 

Aus Bequemlichkeitsgriindcn aber pflegt man von dieser umstandlicheren 
Schreibweise abzusehen; man muB sich urn so mehr der Unbestimmtheit, 
die mit der abgekiirzten Schreibweise verbunden ist, stets bewuBt 
bleiben (vgl. auch zweites Kapitel, S.92). 

Aus den Formeln der unbestimmten Integration folgen sofort be­
stimmte Integralformeln, wenn man gemaB dem zweiten Kapitel, § 4, 
Nr. 4, die Integrationsgrenzen einfiihrt. Speziell ist 

b b 

f f ~ x2 = arc tg x I = arc tg b - arc tg a . 
a a 

Setzen wir a = 0, b = 1 und 
beachten, daB tg 0 = 0 und 

tg i = 1 ist, so gewinnen wir 

die merkwiirdige Formel 
1 

I = f f~X2dx. 
o 

Die Zahl n, die ursprunglich 

y 

Fig. 54. :!... als F1acheninhalt. aus der Betrachtung des Kreises ~ 

x 

heraus entstand, wird durch diese Formel mit der rationalenFunktion _1_. 
l+x 

in eine sehr einlache Verbindung gebracht und als Fliicheninhalt gedeutet, 
welcher in der durch Figur 54 angegebenen Weise definiert ist. 
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§ 4. Die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen. 

1. Die Kettenregel. 

Die friiheren Differentiationsregeln gestatten uns, jede Funktion zu 
differenzieren, die sich durch Funktionen mit bekannten Differential­
quotient en linear gebrochen ausdriicken Hi.fit. Wir konnen aber noch 
einen ganz wesentlichen Schritt weitergehen und aile diejenigen Funk­
tionen differenzieren, welche sich durch Zusammensetzen aus Funk­
tionen mit bekannten Differentialquotienten ableiten lassen. Es sei 
/fJ(x) eine in einem Intervall a < x <b differenzierbare Funktion, 
die dort aile Werte eines Intervalles CI. < /fJ < f3 annimmt. Dann wollen 
wir eine zweite differenzierbare Funktion g(/fJ) der unabhangigen 
Veranderlichen /fJ betrachten, bei der diese Veranderliche das letzte 
Intervail von CI. bis f3 durchlauft, und nunmehr g(/fJ) = g(/fJ(x)) = t(x) 
als Funktion von x in dem Intervall a < x < b auffassen. Es wird 
dann die Funktion t (x) = g (/fJ (x)) als eine aus den Funktionen g 
und /fJ zusammengesetzte Funktion der unabhangigen Veranderlichen x 
im Intervalle a < x < b bezeichnet. 

1st z. B. /fJ (x) = 1 - x2 und g (/fJ) = fi, so heiBt diese zusammen­
gesetzte Funktion einfaeh t(x) = Yl.:-.~. Als Intervall a < x < b 
werden wir hier das Intervall 0 ~ x < 1 nehmen. Der Wertevorrat der 
Funktion /fJ (x) fiillt dabei ebenfalls das gesamte Intervall 0 ~ /fJ < 1 

aus; es ist also die zusammengesetzte Funktion t (x) = Yl - x 2 in dem 
Intervall 0 < x ~ 1 definiert. 

Ein anderes Beispiel fiir die Zusammensetzung von Funktionen ist 

die Funktion t (x) = -VI + X2, wobei die Zusammensetzung durch die 
Gleiehungen 

/fJ (x) = I + x2 , g (/fJ) = fq; 
gekennzeichnet wird und wobei der Funktionswert /fJ (x) die Gesamt­
heit ailer positiven Zahlen > 1 durchlauft und dementsprechend die 
Funktion I(x) = g(/fJ (x)) fUr aIle Werte von x gebildet werden kann. 

Bei der Zusammensetzung von Funktionen in dieser Art hat man 
natiirlich immer zu beachten, daB man sich auf solche Intervaile 
a < x <b beschrankt, bei welchen die zusammengesetzte Funktion 
in dem ganzen zugehOrigen Intervail definiert ist. Z. B. existiert die 

zusammengesetzte Funktion -VI - x 2 nur in dem Gebiet - 1 < x < 1 
der unabhangigen Veranderlichen x, nicht aber in dem Gebiet 1 < x <2, 
weil der Wertevorrat der Funktion /fJ(x) dort aus negativen Zahlen 
besteht, fiir welche die Funktion g (/fJ) nieht definiert ist. 

Ebenso wie man zwei Funktionen miteinander zusammensetzen 
kann, konnen und miissen natiirlieh aueh Funktionen betrachtet werden, 
bei denen ein solcher ZusammensetzungsprozeB ofter vorgenommen wird. 
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Z. B. die Funktion 

VI + arc-tg x2 , 

weIche durch den Zusammensetzungsprozel3 

rp(x) =X2, 1p(rp) = 1 + arctgrp, g(1p) = y1p(rp) =/(x) 

erklart ist. 
Fur die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen gilt nun 

folgender grundlegende Satz, die Kettenregel der Dilferentialreehnung: 
Die Funktion /(x) = g(rp (x)) ist dilferenzierbar, und ihr Dilferential­
quotient wird gegeben dureh die Gleichung 

f'(x) = g'(rp) . rp'(x) , 

oder in der Leibnizschen Bezeichnung 

dy dy dcp 
dx = dcp' dx • 

In Wort en: Man erhiilt die A bleitung der zusammengesetzten F unktion 
als das Produkt der A bleitungen der bei der Zusammensetzung benutzten 
Funktionen. Der Bewcis dieser Formel gelingt sehr einfach, wenn wir 
auf die Bedeutung des Differentialquotientcn zuruckgreifen. Zu be­
liebigem L1x =F 0 und zugehOrigen Werten von L1rp und L1g gibt es 
zwei mit L1 x gegen 0 strebende Gr613en e und r; mit 

Llg=g'(rp)Llrp+ulrp und L1rp=rp'(x)L1x+r;Llx; 

man braucht nur r; aus der zweiten und im FaIle Ll rp =F 0 auch e 
ailS der ersten Gleichung auszurechnen, im FaIle L1 rp = 0 aber e = 0 
zu wahlen. Set zen wir nun in die erste der beiden Gleichungen den 
Ausdruck fUr L1 rp aus der zweiten ein, so ergiht sich 

oder 
Llg = g'(rp) rp'(x) L1x + (r; g'(rp) + erp'(X) + er;) Llx 

~; = g'(rp) rp'(x) + (1] g'(rp) + e rp'(x) + e r;). 

In diescr Gleichung aber k6nncn wir nunmehr L1 x gegen 0 streben 
lassen und erhalten sofort das behauptcte Ergebnis, da die Klammer 
auf der rechten Seite fiir L1 x -+ 0 selbst gegen 0 strebt. Mithin besitzt 
auch die linke Seite unserer Gleichung einen Grcnzwert f'(x), und 
dieser ist glcich dem ersten Glied der rcchten Seite, wie bchauptet 
wurdel). 

1) Wir hatten die Regel auch beweisen konnen, indem wir den Grenz­

ii bergang d x -+ 0 und den daraus folgenden d cp -+ 0 in der Beziehung d g 
dx 

=, ~. d cp ausfiihren. Der im Text ge6eb~ne Weg ist jedoch vorzuziehen, weil 
dcp dx 

er Sonderbetrachtungen fUr den Fall cp' (x) = 0 vermcidct. 
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Unsere Regel dehnt sieh, wenn wir sie mehrfach hintereinander 
anwenden, unmittelbar auf den Fall aus, daB eine Funktion I (x) durch 
Zusammensetzung von mehr als zwei Funktionen entsteht. 1st z. B. 

Y = g (u) , u = tp (v) , v = 11' (x) , 

so k6nnen wir y = I (x) als Funktion von x auffassen; ihre Differentiation 
vollzieht sich nach der Regel 

d Y I '() '() '() d Y d u dv 
dx = Y = g u tp v 11' x = du • dv • dx ' 

und analog liegen die Dinge, wenn wir eine beliebige Anzahl von Funk­
tionen miteinander zusammensetzen. Den Beweis dafiir kann ich dem 
Leser selbst iiberlassen. 

2. Beispiele. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Funktion y = XO', wo 

oc = t gesetzt ist und q eine positive ganze Zahl, peine positive 
q 

oder negative ganze Zahl, oc also eine beliebige positive oder negative 
rationale Zahl bedeuten darf. Es sei x > O. N ach der Kettenregel er-
gibt sieh fur 

y=tp'P, 
die Formel 

~-1 E.-I 
y' = Ptp'JI-l • ~xq = fx q , 

so daB wir fiir beliebige rationale oc die Differentiationsformel 

d a a-I 
dxx =ocx 

erhalten, in Dbereinstimmung mit der schon friiher m Kap. II, § 3 
auf anderem Wege gegebenen Ableitung. 

Als zweites Beispiel betrachten wir 

y = 1'1 x2 oder y = 1'fj, 

wo tp = I - x 2 und - I < x < I ist. Die Kettenregel liefert 

y' = ~. (_ 2 x) = _ . x . 
2·VfP fl-x 2 

Weitere Beispiele sind durch die folgenden kleinen Rechnungen ge­
geben. 
1. y = arc sin 1':I=-- x2 , 

dy 1. ~J 1 - x 2 = _1_. ~ = __ I __ 
dx = f 1 - (1 - Xi) dx I x I }I - x 2 =F }l _ x 2 • 
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2. =J/l + x Y 'I-x' 

-1-- 3 • 

(1 + x)' (1 - xl'lf 
Auch die Kettenregel der Differentialrechnung konnen WIT In die 

Gestalt einer Integrationsformel setzen, entsprechend der Tatsache, 
daB jeder Differentiationsformel eine Integrationsformel als vollstiin­
diges Aquivalent entspricht. Wir wollen jedoch diese Formel an dieser 
Stelle iibergehen, da wir sie zuniichst noch nicht brauchen werden 
und ohnehin an einer spateren Stelle (viertes Kapitel, § 2) ausfiihrlich 
behandeln miissen. 

3. Nochmals Integration und Differentiation von x!'- fiir 
irrationales a. 

Entsprechend der elementaren Definition der Potenz XCI fiir irratio­
nales (X durch die Gleichung 

x"- = lim X"" , 

wo die Zahlen r fI eine Folge rationaler Zahlen mit dem Limes (X be­
deuten, konnte man versucht sein, die Differentiation von x« durch die 
direkte Ausfiihrung des Grenziiberganges in der Differentiationsformel 

d 
-- X'" = r X",,-1 
dx fI 

durchzufiihrcn. Man miiBte hierzu das Recht haben, aus der Beziehung 

X""- x"- auch auf die Gleichung :x X"n - :x x"- zu schlieBen. Es steht 

aber einem solchen Grenziibergang ein schwerwiegendes prinzipielles 
Bedenken entgegen. Man kann namlich 
in beIiebig naher Nachbarschaft einer 
Kurve andere Kurven ziehen, deren 
Richtung von der Richtung der ur-
spriinglichen Kurve an beliebigen Stel-

'""'vvvv 

len belie big viel abwcicht; z. B. kann /"\. /'\. 
man eine gerade Linie durch einen "-/~ "-....7 
beliebig nahe an ihr verlaufenden Wel­
lenzug annahern, dessen Wellen gegen­

Fig. li5. Approximation einer Geraden 
durch Wellenlinien. 

iiber dieser geraden Linie immer wieder eine Steilheit von 45 0 erreichen 
(vgl. Fig. 55). Mit anderen Worten, es lehrt uns dieses Beispiel: Man 
darf aus der Tatsache, daB zwei Funktionen sich iiberall nur wenig 
voneinander unterscheiden, nicht ohne weiteres schIieBen, daB auch ihre 
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Differentialquotienten liberall nahe aneinander liegen; und dieser Ein­
wand verbietet uns, den so naheliegenden Grenzlibergang ohne be­
sondere Rechtfertigung auszufiihren. 

Ganz anders aber als bei dem Differentialquotienten liegen die 
VerhaJ.tnisse beim Integral. Hier haben wir im zweiten Kapitel, § 7, 
Nr.2, erkannt, daB die Integrale zweier Funktionen, die sich in einem 
ganzen Intervall von a bis b liberall urn weniger als e unterscheiden, 
selbst urn weniger als e(b - a) voneinander verschieden sind. Daraus 
haben wir an jener Stelle mit Hilfe des Fundamentalsatzes die Gilltig­
keit der Differentiationsformel 

_1_ ~ XC'+1 = XC' 
ex + 1 d:; 

oder bei Ersetzung von oc + 1 durch oc 

~XC' = OCXC'-l 
d:; 

auch fUr irrationales oc abgeleitet, so daB also auf diesem indirekten Wege 

schlieBlich doch die oben angegebene Beziehung d~ X"a_ d~ XC' ihre Be­

statigung gefunden hat. 
Jene Betrachtung war fUr uns ein charakteristisches Beispiel fUr das 

Ineinandergreifen von Differentialrechnung und Integralrechnung. Wir 
werden es jedoch aus prinzipiellen Griinden vorziehen, in § 6 an Stelle 
der elementaren Definition von XII eine andere, innerlich einfachere zu 
setzen, welche uns von neuem und ohne Umwege zu dem gewonnenen 
Resultat hinfiihren wird. 

§ 5. Maxima und Minima. 
Nachdem wir zu einer gewissen Beherrschung des Problemes der 

Differentiation der elementaren Funktionen und der aus ihnen zusam­
mengesetzten gelangt sind, bietet sich uns die Moglichkeit zu mannig­
fachen Anwendungen. Ich mochte die elementarste dieser Anwen­
dungen, die Theorie der Maxima und Minima einer Funktion, im 
Zusammenhang mit einer geometrischen Diskussion der zweiten Ab­
leitung, schon an dieser Stelle besprechen, urn dann im nachsten Para­
graphen den Faden der allgemeinen Theorie wieder aufzunehmen. 

1. Allgemeine Vorbemerkungen tiber die geometrische Bedeutung 
der Differential quotienten. 

Nach Definition des Differentialquotienten d~ 1 (x) einer Funktion 1 (x) 

gibt dieser die Steigung der Kurve y=/(x) an. Diese Steigung konnen 

wir wiederum durch eine Kurve y' = ~/(x) = I'(x) reprasentieren, 

die Dilferentialkurve zu der gegebenen. Die Steigung dieser letzteren 
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K'urve wird durch den Differentialquotienten d~ /,(x) = dd;2 1 (x) = I" (x) , 

den zweiten Differentialquotienten von 1 (x), gegeben usw. Ist der 
zweite Differentialquotient /,,(x) an einer Stelle x - und infolge der 
hier vorausgesetzten Stetigkeit dann auch in einer gewissen Nachbar­
schaft dieser Stelle - positiv, so bedeutet dies, daJ3 beim Passieren 
dieser Stelle in Richtung wachsender x-Werte der Differentialquotient 
der Kurve y=/ (x) zunimmt. Die Kurve wird also ihre konvexe Seite nach 
der Richtung abnehmender y-Werte zeigen. Umgekehrt ist es, wenn /,,(x) 

y y 

x x x 

Fig. 56 a. f' > o. Fig. 56 b. f' < O. 

negativ ist. Im ersten Falle wird also die Kurve in der Umgebung 
der Stelle x oberhalb ihrer Tangente, im zweiten FaIle unterhalb ihrer 
Tangente verlaufen (vgl. Fig. 56a und b). 

Eine besondere Beachtung verlangen nur die Stellen, wo /,,(x) = 0 
ist. Im allgemeinen wird beim Durchgang durch eine soIche Stelle die 
zweite Ableitung t" (x) ihr Vor- y 
zeichen wechseln. Dann wird ein 
soIcher Punkt eine Ubergangs­
stelle zwischen den beiden oben 
gezeichneten Typen sein; d. h. 
die Tangente in diesem Punktc 
wird auf der einen Seite oberhalb, 
auf der anderen Seite unterhalb 
verlaufen, also die Kurve nicht 
nur beriihren, sondern zugleich 
durchschneiden (vgl. Fig. 57). 0 

Ein soIcher Punkt heiJ3t Wende-
punkt, die zugehOrige Tangente 

x 
Fig. 57. Wendepunkt. 

Wendetangente der Kurve. Das einfachste Beispiel gibt uns die Funk­
tion y = x 3, die kubische Parabel, fUr weIche im Punkt x = 0 
die x-Achse selbst eine Wendetangente ist. Ein anderes Beispiel lic-

fert die Funktion 1 (x) = sin x, fUr welche /' (x) = :x sin x = cos x, 

I"(x) = :;2 sin x = - sin x wird. Es ist hiernach /,(0) = 1 und 
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1"(0) = 0; die Sinuskurve hat also, da I"(x) fur x = 0 das Zeichen 
wechselt, im Nullpunkt eine urn 45 0 geneigte Wendetangente. 

Man muB jedoch beachten, daB es auch Stellen geben kann, bei 
denen zwar /"(x) =0 ist, bei denen jedoch die Tangente die Kurve nicht 
schneidet, sondern ganz auf einer Seite der Kurve bleibt. Dies gilt z. B. 
fUr die Kurve y = x4, welche ganz oberhalb der x-Achse liegt und fur 
welche ebenfalls fiir x = 0 die zweite Ableitung I"(x) verschwindet. 

2. Maxima und Minima. 

Wir sagen, daB eine stetige Funktion oder eine Kurve y = t (x) 
an einer Stelle x = ~ ein Maximum bzw. ein Minimum besitzt, wenn 
wenigstens in irgend einer Umgebung dieser Stelle x = ~ die Funk­
tionswerte t (x) fiir x =F ~ samtlich kleiner bzw. groBer als t (~) sind. 
Unter einer Umgebung einer Stelle ~ verstehen wir dabei ein Inter­
vall tX < X ~ p, welches den Punkt ~ im Innern enthlilt. Geometrisch 

y 

P, 

gesprochen sind also solche 
Maxima und Minima Wellen­
berge bzw. WellentaIer der 
Kurve. Ein Blick auf Figur 58 
zeigt uns, daB sehr wohl der 
Wert des Maximums an einer 

Fig. 58. Maxima und Minima. 

:r Stelle P 6 kleiner sein kann als 
der Wert des Minimums an einer 
anderen Stelle P 2; dem Bcgriff 

des Maximums und Minimums haftet also zunachst stets etwas Rela­
tives, namlich die Beziehung auf eine jeweils abzugrenzende Umgebung an. 

Will man den wirklich kleinsten Wert oder den wirklich groBten 
Wert der Funktion feststellen, so muB man noch besondere Betrach­
tungen anstellen, urn zu entscheiden, ob und wie man ihn aus den 
Minima oder Maxima aussondern kann. 

Fiir uns kommt es zunachst darauf an, die (relativen) Maxima oder 
Minima oder, wie wir mit einem neutralen Wort sagen wollen, die rela­
tiven Extrema (Extremum heiBt auBerster Wert) einer Funktion oder 
Kurve zu finden. Diese Aufgabe, welche von der Geometrie, der Mecha­
nik und der Physik sehr haufig gestellt wird und welche auch sonst in 
zahlreichen Anwendungen immer wieder auf tritt, hat einen der ersten 
Anlasse zur Ausbildung der Differential- und Integralrechnung im 
17. Jahrhundert gebildet. 

Man erkennt sofort, daB bei vorausgesetzter Differenzierbarkeit 
fiir eine solche Extremumstelle ~ die Tangente an die Kurve horizontal 
verlaufen muB. Es ist also die Bedingung 

1'(,) = 0 

eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums; 
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durch Aufl6sung dieser Gleichung nach der Unbekannten ; erhalten wir 
die Stellen, fur weIche ein soIches Extremum eintreten kann. Unsere 
Bedingung ist aber keineswegs etwa eine hinreichende Bedingung 
fur ein Extremum; cs kann namlich Stellen geben, fUr weIche die Ab­
leitung verschwindet, d. h. die Tangente horizontal verlauft, fur weIche 
die Kurve aber weder ein Maximum noch ein Minimum besitzt. Dieser 
Fall tritt dann ein, wenn die Kurve an der betreffenden Stelle eine 
horizontale sie durchschneidende Wendetangente besitzt, wie in dem 
obigen Beispiel der Funktion y = x 3 an der Stelle x = O. 

Hat man aber einmal eine Stelle; gefunden, fUr weIche 1'(;) ver­
schwindet, so kann man sofort schlieBen, daB die Stelle eine Maximum­
stelle ist, wenn 1"(;) < 0 wird, eine Minimumstelle, wenn 1"(;) > 0 
ist; denn im crsten FaIle liegt in der Umgebung dieses Punktes die 
Kurve ganz unterhalb der Tangente, im zweiten ganz oberhalb. 

Statt uns bei der Ableitung un serer notwendigen Bedingungen auf 
die Anschauung zu berufen, hatten wir natiirlich leicht auch einen rein 
anal ytischen Beweis ge ben k6nnen (vgl. hierzu die ganz entsprechenden Be­
trachtungen zum Rolleschen Satz auf S. 83). 1st die Stelle; eine Stelle des 
Maximums, so muB bei hinreichend kleinem von 0 verschiedenem I hIder 

Ausdruck 1 (;) -I (;+h) positivsein. Also wird der Quotient 1(; + ~l~Ji~ 
positiv oder negativ, je nachdem h negativ oder positiv ist. Wenn h 
von negativen Wert en her gegen 0 strebt, kann also der Grenzwert 
dieses Quotienten nicht negativ sein, wahrcnd er, wenn It von positiven 
Wcrten her gcgen 0 strebt, nicht positiv sein kann. Da beide Grenzwerte 
wegen der vorausgesetzten Existenz der Ableitung cinander gleich und 
zwar gleich 1'(;) sein mussen, so konnen sie nur den Wert Null haben; 
d. h. es muB I'm = 0 sein. Eine entsprechende Schlul3weise gilt fur 
ein Minimum. 

Wir konncn ubrigens notwendige und hinreichende Bedingungen 
fUr das Eintre,ten eines Maximums oder Minimums auch formulieren 
und analytisch beweisen, ohne die zweite Ableitung heranzuziehen. 
Es besteht an einer Stelle ; dann und nur dann ein Minimum oder 
ein Maximum, wenn die Ableitung I'(x) beim Durchgang durch diese 
Stelle ihr Vorzeichen wechselt; und zwar liegt ein Minimum vor, wenn die 
Ableitung links von; negativ, rechts positiv ist, andernlalls ein Maximum. 

Zum Beweise bilden wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes 
1(; + It) -/(;) = hf'(; + Bh). Ein Extremum liegt dann und nur 
dann vor, wenn 1 (; + h) -I (;) bei hinreichend klein gewahltem I It I 
dassel be Vorzeichen hat, glcichviel ob h positiv oder negativ ist; und 
hieraus ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit unscrer Behauptung. 

Gleichzeitig erkennen wir, daB tatsachlich der Funktionswert 1 (;) 
den kleinsten bzw. den graBten Wert in jedem den Punkt ; enthaltenden 
Intervalle darstellt, in weIchem kein weiterer Zeichenwechsel der Ab­
leitung mehr eintritt. 

Courant, DifferentiaJrechnuog. I. 2.Aull. 9 
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Da der Mittelwertsatz, auf den allein wir diese Betraehtung ge­
stiitzt haben, aueh dann noeh anwendbar bleibt, wenn I (x) an der 
Stelle ~ selbst nieht mehr differenzierbar ist, wohl aber an allen andern 
betraehteten Stellen, wenn also z. B. die Kurve y = I (x) fiir x = ~ eine 
Eeke oder Spitze hat, so sind wir auf diese Weise noeh zu einem etwas 
allgemeineren Resultat gelangt: Wenn die Funktion I (x) in einem die 
Stelle ~ enthaltenden Intervalle stetig und, haehstens mit Ausnahme 
dieser Stelle, differenzierbar ist, so hat sie an dieser Stelle dann und 
nur dann ein Extremum, wenn dort zwei Intervalle mit versehie­
denem Vorzeichen von f'(x) getrennt werden. Beispielsweise hat die 
Funktion y = I x I an der Stelle x = 0 ein Minimum, weil y' > 0 
fiir x > 0 und y' < 0 fiir x < 0 gilt (vgl. Fig. 34, S. 76). Ebenso 

hat die Funktion y = lfX2 an dieser Stelle ein Minimum, obwohl dort 
1 

der Differentialquotient ~ x--a unendlich wird (vgl. Fig. 37, S.78). 

1m iibrigen maehte ieh zur allgemeinen Theorie der Maxima und 
Minima noeh folgende Bemerkung maehen: Die Aufsuehung der Maxima 
und Minima ist nieht ohne weiteres gleichbedeutend mit der Aufsuehung 
der graBten und kleinsten Funktionswerte in einem abgesehlossenen 
Intervalle. Bei einer monotonen Funktion werden diese graBten und 
kleinsten Werte am Rande des Intervalles angenommen und sind dann 
keine Maxima und Minima in unserem Sinne mehr - denn dieser Be­
griff bezog sieh immer auf eine volle U mge bung der betreffenden Stelle. 
So hat z. B. die Funktion I (x) = x im Intervall 0 :s:: x <1 an der 
Stelle 0 ihren kleinsten und an der Stelle 1 ihren graBten Wert, 
und Entspreehendes gilt fiir jede monotone Funktion. Die Funktion 

y = arc tg x mit der Ableitung y= d x2 ist fiir -00 <x <00 monoton 

und besitzt in diesem offenen Intervall weder ein Maximum oder 
Minimum noeh einen graBten oder kleinsten Wert. 

Will man naeh Aufsuehung der Nullstellen von f'(x) sieher gehen, 
daB man damit aueh die Stellen eines kleinsten oder graBten Wertes 
gefunden hat, so wird man sieh oft des folgenden Kriteriums be­
dienen: Eine N ullstelle ~ von f' (x) gibt sicherlich dann lur ein ganzes 
Intervall den kleinsten oder grofJten Wert von I(x), wenn in dem ganzen 
Intervall f"(x) > 0 bzw. f"(x) < 0 ist. Es ist namlich dann wegen 
des Mittelwertsatzes, wenn auBer ~ aueh noeh ~ + h zum Intervall 
gebOrt, 

f'(~ + h) = f'(~ + h) - f'(~) = hf"(~ + {)h). 

Es hat also die Ableitung f'(x) an der Stelle x = ~ + It das Vorzeiehen 
von h oder das entgegengesetzte, je naehdem f"(x) > 0 oder f"(x) < 0 
vorausgesetzt wurde; hieraus aber folgt die Behauptung naeh der Be­
merkung am SehIuO von S. 129. 
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3. Beispiele fUr Maxima und Minima. 

1. Aufgabe. Unter allen Rechtecken gegebenen Flacheninhaltes ist 
cines mit kleinstem Umfang zu suchen. 

Der Flacheninhalt sei a2, die cine Seite x (wobei wir fur x das Intervall 
a2 

0< X < 00 zu betrachten haben), dann ist die andere Seite -~ , und 
x 

der halbe Umfang wird gegeben durch 

a 2 

I(x) = x + -. x 

Es wird 
a2 

t(x) = 1-2' x 
/,,(x) = 2:2. 

x 

Die Gleichung /'(~) = 0 hat die einzige positive Wurzel ~ = a. Fur 
diese wird I"(x) positiv (eben so wie fur jedes positive x); sie liefert 
also den gesuchten kleinsten Wert, und wir erhalten das sehr plausible 
Resultat, daB von allen betrachteten Rechtecken das Quadrat den 
kleinsten Umfang besitzt. 

2. A ufga be. Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und 
gegebenem Flacheninhalt ist dasjenige von klein stem Umfang zu be­
stimmen. 

Urn diese Aufgabe zu lOsen, machen wir die gegebene Grundlinie 
A B zu einem Tei! der x-Achse eines Koordinatensystems, den Mittel­
punkt 0 von A B zum Nullpunkt. 1st C die Spitze des betreffenden 
Dreiecks, h seine - fest gegebene - Rohe und x, h die Koordinaten 
der Spitze, so wird die Summe der beiden zu bestimmenden Seiten A C 
und BC des Dreiecks offenbar, wenn die Lange der gegebenen Grund­
linie 2 a ist, durch 

I(x) = i(x+ a)2+-h2 + {(x~ a)2 + h2 

gegeben, und wir erhaIten weiter: 

/,(x) = . ~+a.:-_ .. +cxc--;a-:.~_ 
l (x + a)2 + h2 • (x - a)2 + h2 

" - (x + a)2 I - (x - a)2 I 
1 (x) = (f(~-+~)2+-h2)3+l(x+-a)2+;;2+ (J(x--a) 2--t II 2) 3 + H;~-~)2+h2 

112 112 

(tix +;)2+ h2)3 + {J (X"-~~)2 + h~P . 

Man erkennt sofort, daB erstens /,(0) verschwindet, daB zweitens /"(x) 
stets positiv ist; daher wird die Stelle x = 0 tatsachlich ein Minimum 
liefern; da /,,(x) > 0 ist, nimmt f'(x) immer zu, und es kann also 
an keiner andern Stelle /,(x) = 0 sein, so daB die Stelle x = 0 tat­
sachlich den kleinsten Wert geben muB. Dieser kleinste Wert wird 
also durch das gleichschenkelige Dreieck geliefert. 

9* 
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Ganz ahnlich erkennt man, daB unter allen Dreiecken gegebenen 
Umfangs und gegebener Grundlinie das gleichschenkelige den graBten 
Flacheninhalt besitzt. 

3. A ufga be. Kleinste Entfernungssumme eines Punktes einer Ge­
raden von zwei gegebenen festen Punkten. 

Es seien eine gerade Linie und zwei feste Punkte A, B auf derselben 
Seite der Geraden gegeben. Auf der geraden Linie ist ein Punkt P gesucht, 

y 

A 

h 

so daB die Entfernungssumme 
P A + P B maglichst klein wird. 

0fE----_-'--
I 

>:1 

Wir machen die gegebene Ge­
rade zur x-Achse eines Koor­
dinatensystems und wahlen die 
Bezeichnungen von Figur 59. Dann 
wird die gesuchte Entfernungs­
summe gegeben durch 

l(x)=yX2+h2+y(X a)2+hi, 
Fig. 59. Reflexionsgesetz. und wir erhalten weiter 

, x x - a 
I (x) = t;2+ h2 + l(x --~)2-+hi' 

f"(x) = - x~_ + _-=-I _ + - (x - a)2 + _ I_=-
(}X2 + h2)3 tx2 + hZ (nx - a)2 + hi)3 }(x - a)2 -~ h¥ 

_ h2 hi 
- (l~2+ h2)3 + (}(x - a)2+ hi)3' 

Die Gleichung 1'($) = 0 liefert uns also 

~ a - ~ -=------
g2+h2 l(~-a)2+hi' 

cos IX = cos {3 , 

und dies bedeutet, daB die beiden Geraden PA und P B mit der ge­
gebenen Geraden gleiche Winkel bilden mussen. DaB wir damit tat­
sachlich den kleinsten Wert erhalten, zeigt uns das positive Vorzeichen 
von f"(x). 

Die Lasung dieser Aufgabe stebt in engstem Zusammenhang mit 
dem Spiegelungsgesetz der Optik. Nach einem wichtigen Prinzip 
der Optik, dem sog. Fermatschen Prinzip der kurzesten Lichtzeit, wird die 
Bahn eines Lichtstrahls durch die Eigenschaft charakterisiert, daB 
die Zeit, die das Licht braucht, urn von einer Stelle A zu einer Stelle B 
unter gewissen Bedingungen zu kommen, moglichst kurz sein muG. 
Wird dem Lichtstrahl die Bedingung auferlegt, auf seinem Wege von A 
nach B einen Punkt der gegebenen Geraden (etwa eines Spiegels) zu 
passieren, so sehen wir, daB die kurzeste Lichtzeit von einem solchen 
Strahl erreicht wird, bei dem "Einfallswinkel" gleich "Ausfallswinkel" ist. 
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4. Aufgabe. Brechungsgesetz. 
Es seien zwei Punkte A und B auf verschiedenen Seiten der x-Achse 

gegeben. Welcher Weg fiihrt in moglichst kurzer Zeit von A nach B, 
wenn die Geschwindigkeit auf der einen Seite der x-Achse c1 , die Ge­
schwindigkeit auf der anderen Seite der x-Achse C2 ist? 

Es ist klar, daD dieser "kiirzeste" Weg aus zwei geradlinigen Strecken 
bestehen muD, wclche in einem Punkte P der x-Achse zusammenstoDen. 
Mit den Bezeichnungen von Fi­
gur 60 erMlt man fiir die Lange 
der Strecken P A und P B die 
beiden Ausdriicke 

Yh2+x2 bzw. {hi +(~~-X)2, 
und wir erhalten die Zeit, die 
zu dem Wege benotigt wird, 
indem wir die beiden durch­
messenen Wege jeweils durch 

h 

.x 

Fig. 60. Brechungsgesetz. 

die entsprechende Geschwindigkeit 
brauchte Zeit ergibt sich also als 

dividieren. Die fiir den Weg ge-

Durch Differentiation erhalten wir hieraus: 

f'(x) = ~ _. ; __ ~ ~~. a -=-x .~ , 
c11h2+X2 C2 )hi+(a-x)2 

-____ x 2 -----.- (a - X)2 
lh2 + x2 - -=-= lhi + (a - X)2 - ~-' _ _='=_'_' 

,,1 lh2 + x 2 1 lhi + (a - X)2 
I (x) = -;:-; ·----Oh2+-~2F-- + c; -.-- (r';l-+(~- xj2)2---· 

h 2 1 h2 

~ -0 h-2 + X-2)3 + C; (t hi'+===:=( ;'=-=x:=;:) 2'"t • 

1 x 1 a-x 
Die Gleichung f'(x) = 0, d. h. - -=c.=._-= = --=-====-:- ist, Wle 

c 1 lh2 + x 2 C2 1 hi + (a - X)2 

man aus der Figur lcicht abliest, glcichbedeutend mit der Bedingung 
1. l. p d 
- SIn IX = - SIn 0 er 
C1 (2 

Ich kann es dem Leser iibcrlassen, zu beweisen, daD es nur eine 
einzige Stelle gibt, welche dieser Bedingung geniigt, und daD diese Stelle 
wirklich den kleinsten Wert liefert. Die physikalische Bedeutung unseres 
Beispieles ergibt sich wiedcrum aus dem optischen Prinzip der kiirzesten 
Lichtzeit. Ein Lichtstrahl beschreibt zwischen zwei Punkten dicjenige 
Bahn, fUr die er die kiirzeste Zeit braucht. Bedeuten c1 und C2 die 
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Lichtgeschwindigkeit auf beiden Seiten einer Trennungsebene zweier 
optischer Medien, so wird dieser Lichtweg gemaB unserem Ergeb­
nisse verlaufen; unser Ergebnis liefert also das Snelliussche Brechungs­
gesetz. 

§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 
In dem systematischen Zusammenhange der Integral- und Diffe­

rentialrechnung ergibt sich ganz von selbst ein beque mer Zugang zu 
der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. Wenn wir diese Funk­
tionen auch schon frliher behandeIt haben, so wollen wir sie nunmehr, 
ohne von den frliheren Definitionen und den auf ihnen 
beruhenden UberIegungen Gebrauch zu machen, hier von 
neuem definieren und ihre Theorie entwickeln. Wir gehen dabei von 
dem Logarithmus aus und gewinnen erst aus ihm durch Umkehrung 
die Exponentialfunktion. 

1. Definition des Logarithmus. Differentiationsformel. 

Wir haben gesehen, daB das unbestimmte Integral der Potenz xn 
fUr ganzzahliges n im allgemeinen wieder zu einer Potenz fUhrt; die 

einzige Ausnahme fan den wir bei der Funktion ~, weIche nicht als 
x 

Differentialquotient einer der von uns bisher behandelten Funktio­
nen erschien. Es liegt daher nahe, zu vermuten, daB das unbestimmte 

Integral der Funktion ~ eine neuartige Funktion darstellen wird, und 
x 

dieser Vermutung nachgehend, wollen wir im Folgenden die Funktion 

x 

f d~ 
Y = T = I (x) 

1 

fiir x > 0 untersuchen. Wir bezeichnen sie als den Logarithmus von x, 
genauer als den naturlichen Logarithmus von x, und schreiben sie 
y = log x oder auch y = log nat x. Die Integrationsvariable haben 
wir, urn eine Verwechslung mit der oberen Grenze x auszuschIieBen, 
mit g bezeichnet. 

DaB wir als untere Grenze des Integrals die Zahl 1 genom men 
haben, ist eine zunachst wiIlkiirIiche Festsetzung, die sich jedoch bald 
als zweckmaBig erweisen wird. 

DaB die hier definierte Logarithmusfunktion mit dem friiher auf 
"elementare Art" definierten Logarithmus iibereinstimmt, wird sich 
im Laufe der folgenden Betrachtung ganz von selbst ergeben. Die Er­
gebnisse der folgenden Uberlegungen sind aber, worauf ich noch einmal 
hinweise, von den frliher gewonnenen unabhangig. 
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Geometrisch bedeutet unsere Logarithmusfunktion den in Figur 61 
schraffiert gezeichneten Flacheninhalt, welcher von der gleichseitigen 

Hyperbel y = ~ und der ;-Achse einerseits und den Geraden ~ = 1 

und ; = x andererseits begrenzt ist. Er ist dabei positiv zu rechnen, 
wenn x > 1, negativ, wenn x < 1 wird. Fur x = 1 verschwindet der 
Flacheninhalt, und wir haben daher 
log 1 = O. 

GemaB der obigen Definition wird 
die Differentiation des Logarithmus 
durch die Formel 

dlog x 1 
dx x 

gegeben. 
Es sei ausdrucklich hervorgehoben, 

daB wir fur das Argument x stets Fig.61. log .• als Flacheninhalt. 

voraussetzen, es sci positiv; den Log-
arithmus von 0 oder gar von negativen Werten gemaJ3 un serer obigen 
Formel zu bilden, verhindert uns die Tatsache, daB der Integrand 

i- fiir ; = 0 unendlich wird. Dagegen kann man natiirlich, wenn man 
~ 

nur als untere Grenze eine negative Zahl, etwa -1 wahlt, das Integral 
mit einer negativen oberen Grenze x bilden, d. h. den Ausdruck 

(x < 0) 

betrachten. Auf Grund der Bedeutung des Integrals als Grenzwert 
einer Summe oder als Flacheninhalt 
erkennt man, daB fiir x < 0 

x -x I xl 

f·Y = f !V-- = f -V- = log [ x [ 
-1 1 1 

ist. Wir k6nnen demgemaJ3 all­
gem e i n als F ormel der unbestimmten 
Integration 

f d: = log[x[ 

schreiben. 

y 

Fig. 62. 

Den Logarithmus wird man sich naturlichauch durch eine Kurve 
veranschaulichen k6nnen. Diese Kurve, die Logarithmuskurve, ist in 
Figur 62 gezeichnet. Wie man zu ihrer graphischen Konstruktion 
gelangen kann, ergibt sich aus den Ausfiihrungen im zweiten Ka­
pitel, § 5, 
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2. Das Additionstheorem. 

Der so definierte Logarithmus gentigt dem folgenden fundamentalen 
Gesetz: 

log (a b) = log a + log b. 

Der Beweis dieses Additionstheoremes ergibt sich sehr einfach aus 
der Integraldefinition und ihrer geometrischen Bedeutung. Es ist 
namlich 

ab a ab 

f d~ fd~ fd~ log (a b) = T = T + T', 
1 1 a 

und es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, daB 
ab b 

f·d~ =f d~ 
~ ~ 

a 1 

ist. 
Wir k6nnen schreiben: 

wobei 

b n-1 

f d~ - I' ,"J Lf~. - - 1m L.J-
~ n->oo 0 ~. ' 

1 .= 
't h b-l m1 =--

n und LI~. = ~.+l -~,. 

ist. Setzen wir die Summe rechts in die Form 

mit 

1]. = a ~,., d. h. 
ab -a 

')1 =a+y----'')I n' und Ll1],. = 1]v+ 1 - 1]., 
ab 

SO erkennen wir sofort, daB sie flir n --.00 in das Integral f d/ uber-
a 

geht, und dam it ist die behauptete Gleichheit der Integrale bewiesen, 
welche eine bemerkenswerte geometrische Tatsache tiber die von der 

Hyperbel y = ! begrenzten Flacheninhalte ausspricht. 

Aus dem Additionstheorem des Logarithmus folgt nun fiir belie­
bige positive Zahlen a1 , a2 , ••• , an die Gleichung 

log (a1 a2 ••• an) = log a l + log a2 + ... + log an' 

Sind speziell aIle Zahlena1 , a2 , ••• , an gleich einer und dersel ben Zahl a, 
so ergibt sich 

logan = nloga. 
Ebenso folgt 

1 
log a + log- = log 1 = O. a 
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§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 

1 
loga = -log-. 

a 

Setzen Wlr weiter Va = IX, so folgt log a = n log IX oder 

n.- ~ 1 
log 1/ a = log an = -log a . 

11 

137 

Hieraus aber folgt durch nochmalige Anwendung des Additionstheo­
remes, wenn m eine natiirliche Zahl ist, 

Die Gleichung 

m m n--
-loga = log yam = logan. 
n 

log ar = r log a 

ist so mit fUr aIle positiven rationalen Werte von r bewiesen und offen­
bar auch fUr r = 0 richtig. Fiir negative rationale r gilt sie gleichfalIs; 
denn es wird 

1 
log ar = log a-; = -log a- r = rlog a. 

3. Monotoner Charakter und Wertevorrat des Logarithmus. 

Offenbar wachst der Wert der Funktion log x, sob aid x waehst, 
und nimmt entspreehend ab, sobald x abnimmt: der Logarithmus 
ist eine monotone Funktion. 

Da die Ableitung ~ bei wachsendem x immer kleiner wird, wird das 
x 

Anwachsen der Funktion mit waehsendem x immer sehwaeher vor sich 
gehen. Trotzdem aber nahert sich' die Funktion log x fUr unbegrenzt 
wachsendes x nieht etwa einem bestimmten positiven Grenzwert, son­
dem sie wird unendlich, d. h. zu jeder noch so groBen positiven Zahl A 
gibt es Werte von x, so daB log x > A wird. Diese Tatsaehe folgt sehr 
leieht aus dem Additionstheorem. Es ist namlieh log 2n = n log 2. Da 
log 2 eine positive Zahl ist, so wird fUr x = 2n bei hinreichend groBem n 
die Funktion log x offenbar positiv beliebig groB werden. 

1 
Da log 2n = - n log 2 ist, so erkennen wir, daB log x, sob aid x 

von positiven Werten her gegen Null strebt, in negativem Sinne iiber 
alle Grenzen waehst. 

Zusammenfassend k6nnen wir sagen: 
Die Funktion log x ist eine monotone Funktion, weIche alle Werte· 

zwischen - 00 und + 00 annimmt, wenn die unabhangige Verander­
liehe x das Kontinuum der positiven Zahlen durchwandert. 

4. Die Umkehrfunktion des Logarithmus (Exponentialfunktion). 

Da die Funktion y = log x (x > 0) eine monotone Funktion von 
x ist, die samtliche reellen Werte annimmt, so ist die Umkehrfunktion, 
die wir zunaehst mit x = E (y) bezeichnen, eine eindeutige monotone, 
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fUr jeden Wert von y definierte Funktion; sie ist differenzierbar, wei 1 
log x selbst differenzierbar ist (s. § 3, S. 115). Indem wir die Be­
zeichnung der abhangigen und unabhangigen Veranderlichen ver­
tauschen, wollen wir diese Funktion E (x) naher studieren. Zunachst 
erkennen wir, daB sie fur jeden Wert von x positiv sein muB. Ferner 
sehen wir, daB 

E(O) = 1 

sein muB; denn diese Gleichung ist gleichbedeutend damit, daB der 
Logarithmus von 1 den Wert 0 hat. 

Zweitens folgt aus dem Additionstheorem fur den Logarithmus 
sofort das "M ultiplikationstheorem" 

E(!1.)E(P) = E(!1. + P). 
Zum Beweise brauchen wir nur zu beachten, daJ3 die Gleichungen 

E(!1.)=a, E(P)=b, E(!1.+P)=c 
gleichbedeutend sind mit 

!1. = log a , P = log b, !1. + P = log c . 

Da (nach dem Additionstheorem fur den Logarithmus) !1.+P = log ab 
ist, so mul3 c = ab sein, womit wir das Multiplikationstheorem be­
wiesen haben. 

Aus dies em Theorem ergibt sich eine Grundeigenschaft der Funk­
tion y = E(x), welcher wir die Berechtigung entnehmen werden, un sere 
Funktion als Exponentialfunktion zu bezeichnen und symbolisch in der 
Form 

y = ell: 

zu schreiben. Um zu dieser Eigenschaft zu gelangen, bedenken wir, 
dal3 es eine Zahl - wir wollen sie e nennen 1) - geben mul3, fUr welche 

loge = 1 

ist. Gleichbedeutend damit ist die Definition 

E(l)=e. 

Wegen des Multiplikationstheorems der Funktion E (x) schliel3t man 
nun analog wie oben beim Logarithmus fUr jedes ganzzahlige positive n 

E(n) = en 

"lind eben so bei ganzzahligen positiven n und m 

E(m) = e'!f; 
n ' 

was wir ubrigens auch direkt aus dem Additionstheorem des Logarith­
mus hatten entnehmen k6nnen. 

1) Ihre Identitat mit der im ersten KapiteI betrachteten ZahI e werden wir 
in Nr. 6 dieses Paragraphen nachweisen. 
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Die so fiir positive rationale Zahlen r bewiesene Gleichung E (r) = er 

gilt wegen der Gleichung 

E (r) E (- r) = E (0) = 1 

auch fiir negative rationale Zahlen r. 
Es ist also die Funktion E(x) einc fiir aIle Werte von x stetige 

Funktion, weIche fur rationale Werte von x mit eX ubereinstimmt. 
Diese Tatsache rechtfertigt es, auch fiir bcliebige irrationale Werte von x 
un sere Funktion mit eX zu bezeichnen 1). (Man beachte dabei , daB die 
Stetigkcit der Funktion eX bei dieser Definition als Umkehrfunktion 
einer stetigen monotonen Funktion von vornherein feststeht , wahrend 
sie bei der clemcntaren Definition bewiesen werden muB.) 

Die Differentiation der Exponentialfunktion wird durch die Formel 
d 

-dx- eX = ea: oder y' = y 

gelcistet. Diese F ormel driickt die wichtige T atsache aus I dafJ die E x-
ponentialfunklion bei der Dilleren- y 
tiation sich reproduziert. Ihr Beweis 
ist auBerst einfach. Es ist namlich 
x = log Y, woraus mit Rucksicht auf 
die Differentiationsformcl fUr den Log-

arithmus folgt _ddX = ~ I also nach 
y y 

der Regel fUr inverse Funktionen 
dy -i; = y = eX, 

wie behauptet war. 
Die Kurve, durch weIche man die 

Exponentialfunktion eX darstellt, die 
sog. Exponentialkurve I ergibt sich 
einfach durch Spiegelung der Log­
arithmuskurve an der Winkelhalbierenden 
Sie ist in Figur 63 gezeichnet. 

Fig. 63. Die Exponentialfunktion. 

des positiven Quadranten. 

5. Die allgemeine Exponentialfunktion aX und die allgemeine Potenz xc:. 
Die Exponentialfunktion aX fiir cine beliebige positive Grundzahl a 

definieren wir jetzt einfach durch die Gleichung 

y = aX = eX log a , 

1) Nimmt man das aus Nr. 6 hervorgehende Ergcbnis der IdcntiUi.t unsercr 
Zahl emit dcr fri'lher so bczcichneten ZahI vorweg. so ist nunmehr gezeigt. 
daB unsere jetzt gegebene Definition diesel be Exponentialfunktion mit der 
Basis e liefert. welche fri'lher e1ementar durch Potenzieren definiert wurde. 
Denn nach jener elementaren Definition hat man fUr einen irrationalen Wert 
von x die Funktion eX durch den Grenzwert der AusdrUcke ern erklart. wobei 
xn cine Folge von rationalcn Zahlen mit dem Grcnzwert x durchlauft. 
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was wegen 
e loga = a 

mit der elementaren Definition iibereinstimmt. Es ergibt sich nun 
ohne weiteres mit Hilfe der Kettenregel 

d d -aX= __ exloga= eXloga.loga 
dx dx ' 

d -aZ = aZloga. 
dx 

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = aZ bezeichnet man 
\lIs den Logarithmlls zlIr Basis a und schreibt 

x = logy, 
a 

wahrend man den oben eingefiihrten Logarithmus, wo eine Unterschei­
dung natig ist, als natiirlichen Logarithmus bezeichnet. 

Man entnimmt unmittelbar aus der Definition die Relation 

x log a = log a . log y = log y , 
a 

welche uns zeigt, da/3 man den Logarithmus einer Zahl y fiir eine be­
liebige positive Basis a =1= 1 aus dem natiirlichen Logarithmus erhalt, 
indem man diesen mit dem reziproken natiirlichen Logarithmus von a, 
dem Modtll des Logarithmensystems der Basis a 1), multipliziert. 

Anstatt un serer friiheren Definition fiir die allgemeine Potenz x(X 

(x> 0) ist also nunmehr diese Potenz durch die Gleichung 

xct = e(Xlogx 

definiert. 
Die Differentiationsregel fiir die Potenz x(X ergibt sich nach der 

Kettenregel aus dieser Definition unmittelbar; denn es ist 

d IX 
_ x(X = e(Xlog x_ = ocxct-1 , 
dx x 

in Dbereinstimmung mit unserem friiheren Resultat (vgl. S. 105). 

6. Exponentialfunktion und Logarithmus dargestellt durch 
Grenzwerte. 

Un sere Betrachtungen erlauben uns, fUr die eingefiihrten Gra/3en 
in einfacher Weise wichtige Grenzwertbeziehungen aufzustellen. Wir 
gehen aus von der Differentiationsformel fiir die Funktion I (x) = log x 

lim f(x + h) - f(x) = ~ .. 
h~O h x 

1) Fur a = 10 erhalt man die von der Schule bekannten und fur die Zwecke 
des numerischen Rechnens vorzugsweiseverwendeten "Briggschen" Logarithmen. 
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FUr x = 1 ergibt sich speziell 

1(1) = log 1 = 0 
und daher 

lim ! log (1 + h) = 1, "_0 
1 

1 -
erne Beziehung, welche wir wegen h log (1 + h) = log (1 + h) h auch 

schreiben k6nnen 1 

lim log (1 + h)k = 1. "_0 
Set zen Wlr log (1 + h)" = 1 + lJ, so wird also fiir h -+ 0 auch lJ 

1 
-- 1 ~ J 

gegen Null streben. Nun wird. (1 + h)" = e + = e· e , und es ist 
lim e3 = 1. Also ergibt sich die folgende wichtige Tatsache: 
3_0 1 

Wenn die GrofJe h gegen Null strebt, so strebt der Ausdruck (l + h)h 
gegen die Zahl e: 1 

lim (1 + h)"- = e. 
,,~O 

Ihr entnehmen wir, daJ3 die jetzt mit e bezeichnete Zahl gerade mit 
derjenigen Zahl e ubereinstimmt, die wir auf S. 32 als Beispiel fur 
Grenzwertbildungen betrachtet hatten. Speziell k6nnen wir namlich fur 

die Zahl h der Reihe nach die Werte 1, ~, !, ... , ! ' ... einsetzen 

und gelangen so zu der Gleichung 

. ( 1 )n e =hm 1 + n . 
n_ro 

Fur beliebiges reelles x ergibt sich die entsprechende Limesgleichung 
1 

eX = lim (1 + x h) ),- . 
"_0 

ZUIn Beweise ersetzen wir die Zahl h in der obigen Gleichung fUr e 
durch x' h, das ja zugleich mit h gegen 0 strebt. Man erhalt fUr 

1 

h-+o dann (1 + xhfx"-+e und somit 

[(1 + xhy\T = (1 + xh)} -ex, 1) 
1 

Speziell erhalten wir wieder, wenn h die obige Zahlenfolge 1, 2' 
1 I 
3' ... , 11' . .. durchlauft, 

eX = lim (i + ~ r . 
n-7OO n / 

1) Wenn eine Folge von Zahlen aI' a2 . . ,. gegen einen positiven Grenz­
wert a konvergiert, so streben auch die Potenzen a~, a~ • ... gegen die Potenz aa 
des Grenzwertes; denn die Funktion xa ist im Punkte x = a stetig. 
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Aus der Differentiationsformel fiir a'" 
x • iI<+h - a< 

a log a = hm --_ .. 
11-..0 Ii 

ergibt sich fiir x = 0 
. a A -l loga = hm ----

"--0 Ii ' 

eine Formel, welche uns unmittelbar den Logarithmus von a dureh 
einen Grenzwert ausdriiekt. 

Ieh sehlieBe an diese Gleichung noeh die Bemerkung an, daB dureh 
sie die Auffassung unserer friiher gewonnenen Beziehung 

b 

f xa dx = --~- (ba+1 - aa+l) 
(%+1 .. 

(a> 0, b > 0) 

in befriedigender Weise erganzt wird. Wir muBten hier stets den 
Fall (X = - 1 aussehlieBen. Jetzt k6nnen wir aber verfolgen, was 
gesehieht, wenn wir die auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkom­
mende Zahl (x. gegen den Grenzwert - 1 streben lassen. Die linke Seite 
wird, wenn wir a = 1 setzen, auf Grund unserer Definition des Log­
arithmus gerade den Grenzwert 

b 

f dx x = 10gb 
1 

haben 1); die reehte Seite hat daher fiir (X -+ - 1 denselben Grenzwert. 
Und diese Tatsache steht im Einklang mit der Formel 

. bA -l 
10gb =hm -h-' 

11--+0 

Wir brauchen nur (X + 1 = h zu setzen. 
Wir haben damit die Ausnahmestellung der Zahl (X = - 1 in der 

so oft von uns betrachteten Integralformel beseitigt: Un sere obige Formel 
verliert zwar fiir (X = - 1 ihren Sinn; sie behalt aber fiir (X -+ - 1 
als Grenzwertformel ihre Bedeutung beL 

7. SchluBbemerkungen. 

leh m6ehte noehmals kurz den Gedankengang dieses Paragraphen 
zusammenfassen: Wir haben zunaehst den natiirlichen Logarithmus 
y = log x fiir x > 0 dureh ein Integral definiert und daraus sofort 
Differentiationsformel, Additionstheorem und Umkehrbarkeit gefolgert. 
Sodann haben wir die Umkehrf~nktion y = e'" untersucht - wobei 
die Zahl e sich als diejenige Zahl ergab, deren Logarithmus 1 war -, 

1) Wir haben den Grenziibergang ex -+ -1 ohne weiteres unter dem Inte­
gralzeichen vollzogen (vgl. hierzu die Betrachtungen im zweiten Kapitel. § 7. Nr.21. 
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ihre Differentiationsformel sowie Grenzwertdarstellungen fUr sie und 
den Logarithmus hergeleitet. Die Hineinziehung der Funktionen 
y = x" = ealogx und y = aX = ezloga ergab sich dabei von selbst. 

In der hier gegebenen Darstellung im Gegensatz zu der "elemen­
taren" entstehen bei den Stetigkeitsfragen keinerIei Schwierigkeiten, 
da von vornherein der Logarithmus als Integral und somit als eine 
stetige und differenzierbare Funktion seines Argumentes gekennzeichnet 
ist und die Stetigkeit der Umkehrfunktion sich von selbst versteht. 

§ 7. Einige Anwendungen der Exponentialfunktion. 
Wir wollen in diesem Paragraph en eine Reihe verschiedenartiger 

Beispiele fUr das Auftreten der ExponentiaIfunktion kennenlernen 
und so einen Einblick in die fundament ale Wichtigkeit dieser Funktion 
fur die mannigfachsten Anwendungen gewinnen. 

1. Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine 
Differentialgleichung. 

Wir k6nnen die ExponentiaIfunktion durch einen einfachen Satz 
charakterisieren, dessen Benutzung uns viele Einzelbetrachtungen er­
sparen wird. 

Wenn eine Funktion y = / (x) einer Gleichung der Form 

y'=or;y 

geniigt, wo or; =l= 0 eine Konstante ist, so hat y die Form 

y=/(x) =ceu , 

wo c eben/alls eine Konstante ist; und umgekehrt hat jede Funktion der 
eben hingeschriebenen Gestalt ceaz die Eigenschaft, der obigen Gleichung 
zu geniigen, die man kurz als "Di//erentialgleichung" bezeichnet, da in 
ihr die Funktion und ihr Differentialquotient zueinander in Be­
ziehung gesetzt werden. 

Urn uns den ausgesprochenen Satz klar zu machen, beachten wir 
zunachst, daB im einfachsten FaIle, wo or; = list, unsere obige Glei­
chung in y' = y ubergeht. Wir wissen, daB y = eX dieser Gleichung 
genugt, und es ist klar, daB dasselbe fUr y = ceX gilt, wenn c eine be­
liebige Konstante ist. Aber auch umgekehrt k6nnen wir leicht sehen, 
daB keine andere Funktion un sere Differentialgleichung befriedigt. 
Denn ist y eine solchc Funktion, so betrachten wir die Funktion u = ye-x• 

Es muB dann sein: 

u'= y'e- Z - ye- Z = e- X (y'- y). 

Die rechte Seite aber verschwindet auf Grund der vorausgesetzten 
Beziehung, und somit ist u' = 0, d. h. nach S. 91 u glcich einer Kon­
stanten c und y = cex, wie behauptet wurde. 
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Genau so wie der Spezialfall ex = 1 la13t sich nun auch der Fall 
eines beliebigen nicht verschwindenden ex behandeln. Fiihren wir 
u = y·e- cxx als neu zu bestimmende Funktion ein, so ergibt sich 
u' = y' e-a.~ - exye-a.z und somit wegen der vorausgesetzten Differen­
tialgleichung u'= 0, also u = c und y = cea.~. Die Umkehrung ist klar. 

Wir wollen nun die gewonnene Einsieht an einer Reihe von Bei­
spielen anwenden und des naheren verstandlich machen. 

2. Stetige Verzinsung. Radioaktiver Zerfall. 

Ein Kapital, dessen Zinsen in gewissen Zeitabstanden immer wieder 
zum Kapital geschlagen werden, vermehrt sich in diesen Zeitpunkten 
sprungweise folgenderma13en: 1st 100 ex der Zinsfu13 in Prozenten, wird 
weiter das Kapital am Ende jedes Jahres urn die aufgelaufenen Zinsen 
vermehrt, so ergibt sich nach x Jahren aus dem Anfangskapital 1 die 
Summe 

(1 + ex)z. 

Wiirde jedoch das Kapital nieht zum Schlusse jedes Jahres, sondern 
am Schlusse jedes n-ten Teiles eines Jahres urn die aufgelaufenen 
Zinsen vermehrt, so wiirde das Kapital nach x Jahren den Wert 

1+-( 
0( )n '" 
n 

erreieht haben. Nehmen wir der Einfachheit halber x = 1, d. h. eine 
auf das Jahr gerechnete 100ex-prozentige Verzinsung, so wiirde nach 
einem Jahre aus dem Kapital 1 bei der letzteren Art der Zinsberech­
nung das Kapital 

geworden sein. Lassen wir nun n iiber alle Grenzen wachsen, lassen 
wir also in immer kiirzeren Abstanden die Verzinsung erfolgen, so wird 
der Grenzfall bedeuten, da13 die Verzinsung gewisserma13en stetig in 
jedem Zeit moment wirksam wird, und wir sehen, da13 der Betrag des 
Kapitals nach einem Jahre das ea.-fache des Ausgangskapitals geworden 
ist. Ebenso wird sieh bei dieser Art der Verzinsung nach Ablauf 
von x Jahren (x kann dabei eine beliebige ganze oder auch nicht 
ganze Zahl sein) als Kapital die Summe &~ ergeben. 

Dies Beispiel und ahnliche kann man im Rahmen der unter Nr. 1 
gegebenen Uberlegungen folgenderma13en verstehen: Man hat irgend 
eine durch die Zahl y gegebene Menge vor sieh, welche mit der Zeit 
sich vermehrt (oder auch vermindert). Die Geschwindigkeit, mit der 
diese Menge sich vermehrt oder verminclert, sei nun proportional cler 
Gesamtmenge. Dann gilt fiir die Geschwincligkeit y' dieser Vermeh­
rung - als unabhangige Veranderliche x werden wir dabei die Zeit 
betrachten - ein Gesetz cler Form y' = exy, wobei cler Proportionali-
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tatsfaktor IX positiv oder negativ ist, je nachdem, ob es sich urn eine 
Vermehrung oder Verminderung handelt. Die GroBe y selbst wird 
gemaB Nr. 1 clann durch cine Formel 

y = ceax 

gegeben werden, wobei die Bedeutung der Konstanten c sofort erkennbar 
wird, wenn wir den Zeit moment x = 0 betrachten. Es wird dann e<X X = 1, 
und es ergibt sich c = Yo als die Menge zu Beginn der Betrachtung, 
so daB wir schreiben konnen: 

y = yoeax. 

Ein charakteristisches Beispiel fiir diese Betrachtung bietet uns der 
radioaktive Zerfall. Die Geschwindigkeit, mit der sich die Ge­
samtmmge y der radioaktiven Substanz vermindert, wird, wie von 
vornherein plausibel, der gesamten im Moment vorhandenen Menge 
proportional sein, da jeder Bestandteil der Substanz sich ebenso schnell 
verringern wird. wie jeder andere. Wir werden also fiir die Menge y 
der Substanz als Funktion der Zeit x eine Beziehung der Form y' = - k Y 
ansetzen diirfen, wobei die Zahl k positiv zu nehmen ist, da es sich urn 
eine Substanzverminderung handelt. Fiir die Substanzmenge als Funk­
tion der Zeit x ergibt sich hieraus: y = yoe- kX , wobei Yo die Substanz­
menge zum Beginn der Betrachtung (x = 0) ist. 

Nach einer gewissen Zeit i wird sich die radioaktive Substanz auf 
die Halfte ihrer urspriinglichen Menge verringert haben. Diese sog. 
H albwertsztJit ergibt sich aus der Gleichung 

Yo = y e-kr 
2 0 , 

. f" f d W log 2 woraus WIr ur i so ort en ert i = -k- erhalten. 

3. Abkiihlung oder Erwarmung eines Korpers in einem 
umgebenden Medium. 

Ein anderes typisches Beispiel fiir das Auftreten der Exponential­
funktion bietet der Vorgang der Abkiihlung eines Korpers, Z. B. einer 
Metallplatte, weIche in ein sehr groBes Bad von gegebener Tempe­
ratur getaucbt ist; bei der Betrachtung dieser Abkiihlung machen 
wir die Voraussetzung, daB das umgebende Bad derart groB ist, daB 
seine Temperatur durch den ProzeB nicht beeinfluBt wird. Wir set zen 
ferner voraus, daB der eingetauchte Korper jederzeit iiberall dieselbe 
Temperatur besitzt und daB die Geschwindigkeit, mit der die Tempe­
ratur sich andert, proportional der Temperaturdifferenz zwischen Korper 
und umgebendem Bade ist (Newtonsches Erkaltungsprinzip). 

Bezeichnen wir die Zeit mit x, die Temperaturdifferenz mit y = y (x), 
so wird s.ich dieses Erkaltungsgesetz in der Gleichung 

y'=-ky 
ausdriicken, wobei wir unter k eine positive, von dem Material ab-

Courant, Diflecentialrechnung. I. ~. Autl. 10 
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hangige Konstante verstehen. Es handelt sich nun darum, aus diesem 
Momentangesetz, welches die Tendenz des Erkaltungsvorganges fUr 
einen bestimmten Zeit moment x ausdriickt, ein "Integralgesetz" herzu­
leiten, welches erlaubt, von einem Anfangsmoment x = 0 auf einen 
beliebigen spateren Moment x zu schlieBen. Dieses Integralgesetz wird 
uns nun sofort durch den Satz aus Nr. 1 geliefert, und zwar in der Form 

y = ce-kz, 

wobei k die obige Materialkonstante ist. Es zeigt sich also, daB die 
Temperatur im Laufe der Zeit "exponentiell" sich senkt und der AuBen­
temperatur zustrebt. Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, 
wird durch die Materialkonstante k charakterisiert. Die Bedeutung 
der Konstanten c erhalt man wieder, indem man den Zeit moment x = 0 
betrachtet, wobei sich Yo = c ergibt, so daB wir unser Erkaltungsgesetz 
schlieBlich in der Form 

y = Yo e- lcz 

schreiben konnen. 
1m iibrigen sei hierzu bemerkt, daB dasselbe, was fiir die Abkiihlung 

eines Korpers gilt, selbstverstandlich auch fiir die Erwarmung gelten 
wird. Der einzige Unterschied ist dabei der, daB die anfangliche Tem­
peraturdifferenz Yo in diesem Falle nicht posit iv, sondern negativ ist. 

4. Abhangigkeit des Luftdruckes von der Hohe tiber dem Erdboden. 
Als wei teres Beispiel fiir das Auftreten der Exponentialfunktion 

lei ten wir das Gesetz der Abhangigkeit des Luftdruckes von der Rohe 
ab, die barometrische Hohenformel. Wir benutzen dabei einmal die 
physikalische Tatsache, daB der Luftdruck gleich dem Gewicht der 
senkrecht tiber einer Flache vom Inhalt 1 befindlichen Luftsaule der 
Atmosphare ist; zweitens das Boylesche Gesetz, nach welchem der Luft­
druck P bei konstanter Temperatur proportional dem spezifischen Ge­
wicht a der Luft ist - in einer Formel: p = aa mit konstantem a, das 
nur von einer speziellen physikalischen Eigenschaft der Luft abhangt 
und im iibrigen, worauf es aber hier nicht ankommt, der absoluten 
Temperatur der Luft proportional ist. Unsere Aufgabe ist, p = t (l) 
als Funktion der Rohe 1 iiber dem Erdboden zu berechnen. 

Bezeichnet man mit Po den Luftdruck am Erdboden, d. h. das ganze 
Gewicht der iiber einer Flacheneinheit lastenden Luftsaule, und mit 
a (A) das spezifische Gewicht der Luft in der Rohe A iiber dem Erd­
boden, so wird das Gewicht der Saule bis zur Rohe 1 durch das Inte-

l 

gral f a (A) dA gegeben werden. Der Druckpin der Hohel wird also gleich 
o 

I 

P = f (l) = Po - fa (A) dA 
o 

sem. Rieraus aber ergibt sich durch Differenzieren zwischen dem 
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Druck P = 1 (l) und dem spezifischen Gewicht a (l) der Zusammenhang 

a (l) = - f' (l) = - p'. 
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit dem Boyleschen Gesetz elimi­
nieren wir die GroBe a, so daB wir zu der die unbekannte Druckfunktion 
allein enthaltenden Gleichung 

P'= _!:..-P 
a 

gelangen. Aus Nr. 1 ergibt sich somit: 
I 

P = 1 (l) = c . ea. 
Bezeichnen wir wie oben den Druck an der Erdoberflache, d. h. den 
Wert 1(0), mit Po' so folgt sofort c = Po und daher 

P = 1 (l) = Po ea. 
Gehen wir zu Logarithmen uber, so erhalten wir: 

l = alogt't. 

Diese beiden Formeln finden haufige Anwendung. Sie gestatten z. B., 
wenn man die Konstante a kennt, aus der Messung des Luftdruckes die 
Rohe des Standortes zu bestimmen, bzw. aus der Messung der Luft­
drucke zweier Orte ihre Rohendifferenz. Ebenso erlauben diese Formeln, 
wenn Luftdruck und Rohe l bekannt sind, die Konstante a zu bestimmen, 
welche in der Gastheorie eine groBe Rolle spieIt. 

5. Verlauf chemischer Reaktionen. 
Wir betrachten noch ein Beispiel aus der Chemie, und zwar das der 

sog. unimolekularen Reaktionen. Nehmen wir an, daB ein Stoff in einem 
quantitativ sehr viel reichlicheren Losungsmittel gelost ist, etwa eine 
Menge von Rohrzucker in Wasser, so werden wir bei eintretenden che­
mischen Reaktionen das sog. Massenwirkungsgesetz der Chemie in die­
sem einfachen FaIle so formulieren konnen: Die Reaktionsgeschwindig­
keit ist proportional der noch vorhandenen Menge der sich umwan­
deinden Substanz. Denken wir uns, daJ3 durch katalytische Wirkung 
der Rohrzucker sich in Invertzucker verwandelt, und bezeichnen wir 
die Menge des zur Zeit x noch nicht umgewandelten Rohrzuckers mit 

u (x), so ist die Reaktionsgeschwindigkeit - ~;, und es gilt dann gemaJ3 

dem Massenwirkungsgesetz eine Gleichung der Form 

dlt = -ku 
dx ' 

wo k eine Materialkonstante ist. Aus dies em Momentangesetz erhaIten 
wir gemaJ3 Nr. 1 sofort ein Integralgesetz, welches uns die Menge u (x) 
des ubrigbleibenden Rohrzuckers als Funktion der Zeit unmittelbar 

angibt: u (x) = a e-kz , 

10· 
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eine Formel, welche uns deutlich vor Augen fiihrt, in welcher Weise die 
chemische Reaktion asymptotisch ihrem Endzustand u = 0, der volligen 
Umwandlung, zustrebt. Die Konstante a ist offenbar die zur Zeit x = 0 
vorhandene ~enge. 

6. Ein- und Ausschalten eines elektrischen Stromes. 

Als letztes Beispiel betrachten wir den Vorgang, der beim Einschalten 
(und entsprechend auch beim Ausschalten) eines elektrischen Gleich­
stromes sich abspielt. 1st W der Widerstand des Stromkreises, E die 
auBere Spannung, so wird die Stromstarke J von ihrem Anfangswert 0 

E 
allmahlich zu dem stationaren Endwert w anwachsen. Wir haben 

also J als Funktion der Zeit x zu betrachten. Rei diesem Einschalt­
vorgang spielt die Selbstinduktion eine Rolle; es gehi:irt zu dem Sirom­
kreis eine bestimmte Konstante L, der Selbstinduktions-Koeffizient, 
derart, daB bei jeder Anderung der Stromstarke zu der auBeren 
Spannung E eine entgegengesetzt gerichtete Spannung von der GroBe 

L ~~ hinzutritt, deren Tendenz auf eine Verringerung der Stromstarke 

gerichtet ist. Zufolge des Ohmschen Gesetzes, nach welchem in jedem 
~oment das Produkt aus Stromstarke und Widerstand gleich der 
tatsachlich wirksamen Spannung ist, erhalten wir die Beziehung 

dJ 
J·W=E-L dx' 

Vergleichen wir diese mit unserem Satz aus Nr. I, indem wir 
E ! (x) = J (x) - W 

w 
setzen, so ergibt sich so fort /,(x) = - ~ ! (x), also ! (x) = ! (0) e -J:Z 

und somit wegen J(O) = 0 oder ! (0) = -! fUr die Stromstarke als 

Funktion der Zeit der Ausdruck 

J = ! (x) + ! = ! ( 1 - e -~z). 
Wir sehen an diesem Ausdruck, wie sich der Strom beim Einschalten 

asymptotisch seinem stationaren Endwert ! annahert. 

§ 8. Die Hyperbelfunktionen. 
1. Analytische Definition. 

Bei zahlreichen Anwendungen tritt die Exponentialfunktion nicht 
isoliert auf, sondern in Kombinationen von der Art 

~ (e z + r"') oder ~ (e'" - e- x ). 
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Es ist zweckmai3ig, solche und ahnliche Kombinationen als besondere 
Funktionen einzufuhren; wir bezeichnen sie folgendermai3en: 

eZ + e- Z 

[ofx = -2-' 

und nennen sie den hyperbolischen Sinus, den hyperbolischen Cosinus 
bzw. hyperbolischen Tangens und Cotan­
gens 1). Die Funktionen !Sin x, [of x, ~g x 
sind fur aIleWerte von x definiert, wahrend 
bei [tg x die Stelle x = 0 ausgeschlossen 
werden muB. Man bringt mit dieser 
Bezeichnung eine gcwissc Analogie mit den 
trigonometrischen Funktionen zum Aus­
druck; und gerade diese Analogie, die wir 
sogleich im einzclnen studieren werden, 
rechtfertigt die besondere Betrachtung 
un serer neuen Funktionen. In den Figu-
ren 64,65 und 66 ist der Verlauf der hyper-
bolischen Funktionen gezeichnet; zum 
Vergleich ist in Figur 64 punktiert der Ver-

1 1 
lauf der Kurven y = "2 eX, y = "2 e- x an-

-2 

y 

-1 z x 

Fig. 64. 

gcgeben, aus denen sich die gesuchtcn Kurven von !Sin x und [of x 
so fort konstruieren lassen. 

Man erkennt, daB [of x cine gerade Funktion ist, d. h. eine solche 
Funktion, die sich nicht andert, wenn man x in - x verwandelt, 
wahrend Gin x cine 
ungerade Funktion 
ist, d.h. bci Ersetzung 
von x durch - x das 
Vorzeichen wechscl t. 
(Vgl. S. 12 f.) 

Die Funktion 

eX + e-Z 
(£of X = 2 

ist ihrer Definition 
nuch fUr aIle Werte x 
positiv. Sie hat ihren 

y 

-1 

Fig. GO. 

kleinsten Wert fUr x = 0; und zwar wird [of 0 = 1. 
Zwischen [of x und !Sin x besteht die grundlegende 

[oF x - !Sin2 x = 1, 

Beziehung 

1) Man schreibt auch sinh x, cosh x, tgh x, ctgh x ftir diese Funktionen. 
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wie man so fort aus der Definition dieser Funktionen erkennt. Bezeichnen 
wir die unabhangige Veranderliche nunmehr mit t statt mit x und set zen 

x = [oft, Y = Sint, 
so ergibt sich also 

x2-y2=1; 

d. h. der Punkt mit den Koordinaten x = [of t, y = Sin t lauft auf der 

y 

l 
-2 -1 o 2 

Fig. 66. 

x 

gleichseitigenHyperbel x2_y2= 1, 
wenn t die ganze Werteskala von 
- 00 bis + 00 durchlauft. Dabei 
ist zufolge unserer Definitionsglei­
chung x > 1, und wir iiberzeugen 
uns leicht davon, daB y zugleich 
mit t durch die ganze Werteskala 
von - 00 bis + 00 geht; denn, 
wenn tins Unendliche wachst, so 
wachst et ins Unendliche, wah-
rend e- t gegen Null strebt. Daher 
k6nnen wir jetzt genauer sagen, 
daB durch die Gleichungen x = [of t, 
Y = Sin t der eine, und zwar 
der rechts gelegene Ast un serer 
gleichseitigen Hyperbel geliefert 
wird, wenn t von - 00 bis + 00 

lauft. 

2. Additionstheoreme und Differentiationsformeln. 

Aus der Definition un serer Funktionen folgen die nachstehenden als 
A dditionstheoreme bezeichneten F ormeln : 

[01 (a + b) = [01 a [01 b + Sin a Sin b, 
Sin (a + b) = Sin a [of b + [of a Sin b . 

Die Beweise foIgen sofort, wenn man schreibt 
ea eb + e-a e- b 

[of (a + b) = 2 ' 

und hierin 

einsetzt. 

ea = [of a + Sin a, 
eb = [of b + Sin b , 

ea eb - e-a e-b 

Sin (a + b) = 2 

e-a = [of a - Sin a , 

e- b = [of b - Sin b 

Die Analogie unserer Formeln mit den entsprechenden trigono­
metrischen Formeln ist deutlich. Ein Unterschied der Additionstheo­
reme besteht nur in einem Vorzeichen der ersten Formel. 

Eine entsprechende Analogie erhalten wir fUr die Differentiations­
formeln. Es ergeben sich aus unseren Definitionen, wie man ohne Miihe 
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auf Grund der Tatsache, daB ~~ = eft: ist, feststellt, die Differentiations­

formeln 

d~ lrof x = Sin x, d~ Sinx = lrof x, 

d 1 
dx %gx = @:oj2 x' d 1 

-d lrtg x = -~. x' ~tn X 

3. Die Umkehrfunktionen. 

Zu den Hyperbelfunktionen x = lrof t, Y = Sin t gehoren Umkehr­
funktionen, die wir mit 

t = m:r lrof x, t = m:r Sin y 

bezeichnen (m:r spricht man "area" aus). Da die Funktion Sin t eine 
durchweg monoton mit t wachsende Funktion ist, ist ihre Umkehrfunk­
tion fiir alle y eindeutig bestimmt; wahrend, wie ein Blick auf die 
Kurven (vgl. Fig. 64, S. 149) lehrt, die Umkehrfunktion t = m:r lrof x 
nicht eindeutig, sondern nur bis aufs Vorzeichen bestimmt ist, indem 
namlich zu einem gegebenen Werte von x zugleich mit dem Wert t 
auch der Wert - t gehort. Da stets lrof t > 1 ist, ist 2£r lrof x nur 
fUr x > 1 definiert. 

Man kann diese Umkehrfunktionen sehr leicht mit Hilfe des Logarith­
mus ausdriicken, indem man in den Definitionsgleichungen 

el + e- I 
X= -----

2 ' 

die GroBe et = u als Unbekannte auffaBt und die so entstehenden 
quadratischen Gleichungen fiir u auflost; es ergibt sich 

u = x ± yx2 "':":'1; U = y + yy2-+ 1 

und daher, wenn man zu den Logarithmen iibergeht, 

t=log(x± -YX2 - I) =2(r(£ofx, 

t = log (y + (y2 -+1) = 2!r Sin y. 

Die Variable x ist bei m:r (£of x auf das Intervall x > 1 beschrankt, 
wahrend m:r Sin y fUr aIle Werte von y definiert ist. 

In der Formel fiir m:r Sill y ist die Quadratwurzel notwendig posi­
tiv zu nehmen (andernfalls wiirde die Klammer negativ werden und 
der Logarithmus keinen Sinn mehr haben); dagegen ist in der Formel 
fiir m:r lrof x sowohl das positive als auch das negative Vorzeichen der 
Quadratwurzel zulassig. Wir haben also fUr die Funktion m:r lrof x 

die beiden Werte log (x + -yxi=l) und log(x- -YX2 1), die den 
beiden Zweigen von 2fr lrof x entsprechen. Da 

(x + -yx2 -=-1) (x - -YX2 ~ i) = 1 
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ist, so ist in der Tat die Summe dieser beiden Werte gleich Null in 
lTbereinstimmung mit dem fruher Gesagten. 

Ganz analog kann man naturlich auch eine Umkehrfunktion zum 
hyperbolischen Tangens und Cotangens definieren und durch Logarith­
men ausdrucken. Fill diese Funktionen, die wir mit 2ft ~g x und 
2ft (£tg x bezeichnen wollen, erhalt man ohne Schwierigkeit, wenn 
durchweg die unabhangige Veranderliche mit x bezeichnet wird, 4ie 
Gleichungen: 

1 1 + x. 
2(t~gx = Tlog I-x 1m Intervall -1 < x < 1, 

1 x + 1 . 
2ft (£tg x = Tlog x-I III den Intervallen x < - 1, x > 1. 

Die Differentiation unserer Umkehrfunktionen mag der Leser selbst 
durchfiihren; man kann sich dabei entweder der DiffereI:ltiationsregel 
fill die Umkehrfunktion oder der direkten Darstellung der Umkehr­
funktion durch den Logarithmus und der Kettenregel bedienen. Man er­
halt, wenn durchweg die unabhangige Veranderliche mit x bezeichnet wird, 
dId. I 

d-2{t(£ofx = ±-, d-2ft6mx =-=, 
x t x 2 - 1 x l x2 + 1 
dId 1 

-d 2(t ~g x = -1 --2 ' -d 2ft (£tg x = -1 --2 • x -x x -x 

Die beiden letzten Formeln stehen nicht miteinander im Wider­
spruch, da die erste nur im Intervall - 1 < x < 1, die zweite nur 
fill x < - 1 und 1 < x gilt. . 

4. Weitere Analogien. 

Bei der 0 bigen Darstell ung der gleichseitigen H yperbel durch die Grol3e t 
haben wir zunachst darauf verzichtet, fill diese Grol3e eine geometrische 
Bedeutung aufzuzeigen; indem wir dies jetzt nachholen, werden wir 
un sere Einsicht in die Analogie zwischen trigonometrischen und hyper­
bolischen Funktionen noch weiter vervollstandigen. Wenn wir einen 
Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 durch einen "Parameter" tin der 
Form x = cos t, Y = sin t darstellen, so konnen wir die Grol3e t als Winkel 
bzw. Bogen auf der Kreisperipherie deuten; wir konnen aber auch t 
als den doppelten Flacheninhalt des zu dem betr. Winkel gehOrenden 
Kreissektors auffassen, wobei dieser Flacheninhalt positiv oder negativ 
gerechnet wird, je nachdem derWinkel positiv oder negativ zu rechnen ist. 

Nunmehr behaupten wir, dal3 ganz analog fill die hyperbolischen 
Funktionen die Grol3e t gleich dem doppelten Flacheninhalt des in 
Figur 67 schraffierten "Hyperbelsektors" ist. Der Beweis dieser Tat­
sache ergibt sich ohne Schwierigkeit, wenn wir die Hyperbel x2_y2 = 1 

durch die Koordinatentransformation x - y = y2~, x + y = Y2'YJ oder 

x = ~- (~ + 'YJ), y = ~ ('YJ - ~) l2 ,2 
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auf ihre Asymptoten beziehen, wobei die Hyperbel die Gleichung 

~ 'rj = ~ erMlt. Es ergibt sich nun ohne weiteres, daB der fragliche 

Flacheninhalt dem Flacheninhalt der trapezformigen Figur A BQ P 
gleich ist; denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke 0 PQ und 0 A B 
sind wegen der Hyperbelgleichung flachengleich. Die beiden Punkte A 
und P entsprechen nun offen bar den Wert en 

1 
~ = ---:=:, 

1"2 
1 x- y 

1}= ::-::- bzw. ~ = ---=-, 
12 12 

und es ergibt sich daher fiir den doppelten FlacheninhaIt un serer Figur 
1 

--;= (x+y) 
1'2 

2.J 2\d'rj = log (x + y) = log (x ± YX2 -1). 
1 

V2 

Ein Vergleichen dieses Ausdruckes mit der Formel von S.151 fiir die 

Fig. 6i. Zur ParameterdarstelJung der 
HyperbeI. 

!I 

Fig. 68. Veranschaulichung der 
Hyperbe1funktionen. 

Umkehrfunktion 12ft (£01 x zeigt uns, daB tatsachlich un sere Behauptung 
iiber die Grol3e t zutrifft. 

Hiermit ist iibrigens auch die Bezeichnung Area = FIacheninhalt 
fur die Umkehrfunktionen gerechtfertigt. 

Endlich sei zum SchluB noch darauf hingewiesen, daB, wie in 
Figur 68 angedeutet ist, die hyperbolischen Funktionen sich an der 
gleichseitigen Hyperbel ganz ahnlich veranschaulichen lassen wie die 
trigonometrischen Funktionen am Kreise 1). 

1) Die Werte der Hyperbelfunktionen, deren Benutzung fiir viele numerische 
Rechnungen sehr bequcm ist, sind vielfach in Tabellen zusammengestellt. 
Genannt seien die Tabellen von Hayashi, Fiinfstellige Tafeln fiir die Kreis­
und Hyperbelfunktioncn, Berlin-Leipzig 1921. 



154 III. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen. 

§ 9. Die GroBenordnung von Funktionen. 
Die verschiedenen Funktionen, die uns in diesem Kapitel' begegnet 

sind, unterscheiden sich voneinander sehr wesentlich hinsichtlich ihres 
Verhaltens fUr groBe Argumentwerte oder, wie man auch sagt, der 
;\GrofJenordnung" ihres Anwachsens. rch werde auf diese Dinge wegen 
ihrer groBen Bedeutung hier noch kurz eingehen, obwohl sie unmittel­
bar nicht mit dem Begriff des Integrals oder des Differentialquotienten 
zusammenhangen. 

1. Begriff der GroBenordnung. Einfachste FaIle. 

Wenn die Variable x liber aIle Grenzen wachst, so werden mit ihr 
zugleich fUr rx. > 0 auch die Funktionen XIX, log x, eZ , elX Z liber alle 
Grenzen wachsen. Hinsichtlich der Art dieses Anwachsens konnen wir 
aber so fort wesentliche Unterschiede feststellen. Z. B. wird die Funk­
tion x3 von hoherer Ordnung unendlich werden als X2; wir meinen 

3 

damit, daB der Quotient .\ bei wachsendem x selbst noch liber aIle 
x 

Grenzen wachst. Entsprechend werden wir sagen, daB die Funktion XIX 

von starkerer Ordnung unendlich wird als xP, wenn rx. > fJ > 0 ist, 
usw. 

Ganz allgemein werden wir von zwei Funktionen j(x) und g(x), 
deren absolute Betrage mit x liber aIle Grenzen wachsen, sagen: j (x) 
wird von hOherer Ordnung unendlich als g(x), wenn bei wachsendem x 

der Quotient r :i:~ r tiber aIle Grenzen wachst; wir werden sagen, daB 

j(x) von geringerer GroBenordnung als g(x) unendlich wird, wenn der 

Quotient i ~ ~;) I gegen 0 strebt; und wir werden sagen, daB beide Funk­

tionen von derselben Gro13enordnung unendlich werden, wenn der 

Quotient I ~~;) ! bei wachsendem x einen von 0 verschiedenen Grenz­

wert besitzt oder wenigstens zwischen zwei festen po sit i v e n Schranken 
bleibt. Es wird also z. B. die Funktion a x3 + b x 2 + c = j (x), wo a 9= 0 sei, 
von derselben GroBenordnung sein wie die Funktion x3 = g (x); denn 

der Quotient '111-"& I = [ ~x3j-_b~_~ I hat den Grenzwert 'a ,. Dagegen 
. g (x) I I x3 

wird die Funktion x 3 + x + 1 von hoherer GroBenordnung unendlich 
als die Funktion x 2 + x + 1. 

Eine Summe von zwei Funktionen j(x) und tp(x), von denen j(x) 
eine hOhere Gro13enordnung als tp (x) besitzt, hat dieselbe GroBe nord-

nung wie j (x) . Denn es ist I f (x) f~x)rp (x) I = 11 + ~(~) !, und dieser 

Ausdruck strebt nach Voraussetzung bei wachsendem x gegen 1. 

Man konnte versucht sein, die GroBenordnungen von Funktionen 
nach einer Skala zu messen, indem man der Gro13e x die Gro13enordnung 1 
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und der Potenz X CX fUr positives IY. die GroJ3enordnung IY. zusehreibt. 
Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades hat dann offenbar die 
GroJ3enordnung n; eine gebroehen rationale Funktion, deren Zahler 
einen urn h hOheren Grad als der Nenner hat, wiirde die GroJ3enord­
nung h besitzen. 

2. Die GroBenordnung der Exponentialfunktion und des 
Logarithmus. 

Es zeigt sieh nun, daJ3 ein Versueh, die Gr6J3enordnung beliebiger 
Funktionen dureh die obige Skala festzulegen, seheitern mu/3. Es 
gibt namlieh Funktionen, welche starker unendlich werden als jede 
noeh so hohe Potenz x<X von x; ebenso gibt es Funktionen, welche 
sehwaeher unendlieh werden als jede noeh so kleine Potenz von x. Diese 
Funktionen wiirden sieh also in un sere Skala gar nieht einreihen lassen. 

Ohne auf eine genauerc Theorie der Gr6J3cnordnung hier einzugchen, 
will ieh folgende Tatsaehe beweisen: Wenn a irgend eine Zahl grofJer als 1 

ist, so strebt der Quotient aX bei wachsendem X gegen Unendlich. 
x 

Zum Beweise bilden wir die Funktion 
aX 

ip(x) = log- = xloga -logx; 
x 

offenbar geniigt cs, zu zeigen, da/3 sie iiber aIle Grenzen waehst, wenn 
x positiv unendlieh wird. Hierzu betraehten wir die Ableitung 

1 ip'(x) = loga - -
x 

und bemerken, daB diese fUr x ~ c = IO~ a nicht kleiner als die posi­

tive Zahl ~ log a ist. Hiernach ergibt sich fUr x ~ c 

x x 

ip(x) - ip(c) = S ip'(t) dt ~ S! logadt = x; c loga, 

ip(x) ~ip(c) + .1';c 1oga , 

und die rechtc Scite strebt mit waehsendcm x gegen Uncndlieh. 
1eh will fUr den so bewiesenen wiehtigen Satz noeh einen zweiten 

Beweis geben. Es ist 
. ( .1'10" a)n aX = eX log a = hm 1 + -----;;-- . 

n~CXl 

Andererseits gilt nach S. 23 fiir n 2: 2, x> 0 die Absebatzung 

( x log a)n 122 .1'2 (log a)2 
I + --11- >"4' n2 

.1'2 (log a) 2 
----

4 
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also sieher aueh 
~>~oga~_oo 
x = 4 . 

Aus der bewiesenen Tatsaehe folgt sogleieh noeh sehr viel mehr, 
namlieh: Fiir jeden positiven Exponenten IX und jede Zahl a > 1 

strebt der Quotient a: bei wachsendem X gegen Unendlich; d. h. die x 
Exponentiulfunktion wird starker unendlich als jede Potenz von x. Urn 
dies einzusehen, brauehen wir nur zu zeigen, daB die IX-te Wurzel aus 

ar 
dem Ausdruck Ii' d. i. 

x 
... ... 

aa. 1 a" -=-0-=-0-
X IXX IXY 

IX 

gegen Unendlich strebt. Das folgt aber unmittelbar aus dem voran-
x . 

gehenden Satz, wenn er auf y = - an Stelle von x angewandt wird. 
IX 

Ganz ahnlieh konnen wir folgende Tatsache beweisen. Fur jeden 

positiven Wert von IX strebt die GroBe lo~~ gegen Null, wenn x gegen 
x 

Unendlieh strebt; d. h. der Logarithmus wird schwaclter unendlich als 
jede noch so niedrige positil1e Potenz. 

Der Beweis folgt sofort, wenn wir log x = y setzen, wodurch unser 

Quotient ubergeht in ~. Setzen wir ea = a, so wird a eine Zabl, die 
ea.1I 

graDer ist als 1, und unser Quotient :. wird also bei wachsendem y 

gegen Null streben. Da nun y zugleich mit x gegen Unendlich strebt, 
so ist damit un sere Behauptung bewiesen 1). 

Offenbar sind wir auf Grund unserer ResuItate imstande, uns 
Funktionen von weit hoherer Gro13enordnung als der der Exponential­
funktion und we it schwacherer als der des Logarithmus zu bilden. 
Z. B. wird die Funktion eez starker anwachsen als die Exponential­
funktion und die Funktion log log x schwaeher als der Logarithmus, 
und wir konnen offenbar derartige Wiederholungsprozesse belie big 
ubereinander turmen und miteinander komhinieren. 

3. Allgemeine Bemerkungen. 
Unsere Uberlegungen zeigen uns, da13 es prinzipiell nicht moglich 

ist, jeder Funktion eine bestimmte Zahl als Gro13enordnung zuzuweisen, 

1) Ein anderer sehr einfacher Beweis sei angedeutet : Es ist fiir x > 1 und E > 0 
... ... 

IOgx=fd~ <f~£-ld~=~(x'-l); 
.; E 

1 1 
wahlen wir E kleiner als IX und dividieren wir die so erhaltene Ungleichung 

logx 
durch Xli, so folgt flir x ---+ 00 sofort -a- ---+ O. 

;If 
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derart, daO einer Funktion mit hOherer GroOenordnung eine hohere 
Zahl zukommt. Wenn z. B. die Funktion x die GroOenordnung 1 hat 
und die Funktion x1+t die GroOenordnung 1 + e, so miiOte die Funk­
tion x log x eine GroOenordnung haben, die groOer ist als 1 und kleiner 
als 1 + e, wie klein auch immer wir die positive Zahl e wahlen. Eine 
solche Zahl gibt es aber nicht. Aber auch abgesehen von dem eben 
erwahnten Umstande, ist es leicht zu sehen, daB Funktionen nicht 
cine klar definierte GroJ3enordnung zu besitzen brauchen. Z. B. wird 

d· F k· x 2 (~in X)2 + x b . h d k . b· t Ie un bon ----- ---- el wac sen em x emem esbmm en 
• x 2 (COSX)2 + x 

Grenzwert zustreben; vielmehr wird fiir x = nn (n ganzzahlig) der 

Funktionswert gleich --2- 211+1f = _1+ 1 werden, fUr x = (n + 21 ) n 
n:'l: 11:'1: 111f 

dagegen gleich (n + !) n + 1. Obwohl Zahler und Nenner fUr sich 

unendlich werden, tritt also keiner der drei FaIle ein, daO bei wach­
sendem x der Quotient zwischen festen positiven Schranken bleibt 
oder gegen N uIl oder gegen U nendlich stre bt , so daB wir nach 
unserer Definition nicht sagen konnen, ob der Zahler oder der Nenner 
eine hohere GroBenordnung besitzt oder ob sic beide von derselben 
GroBenordnung sind. 

4. Die GroBenordnung einer Funktion in der Umgebung eines 
beliebigen Punktes. 

Genau so, wie man das Verhalten von Funktionen bei unbegrenzt 
wachsendem x untersuchen kann, wird man sich auch die Frage stellen, 
ob und wie man Funktionen, die an der Stelle x = ~ unendlich werden, 
dort hinsichtlich ihres Anwachsens zu unterscheiden hat. Wir wollen 

wieder sagen: Die Funktion I (x) = ~~-fI wird an der Stelle x = ~ 
von erster Ordnung unendlich und entsprechend die Funktion l x ~ ; la 
von der Ordnung ~, sobald ~ positiv ist. _1_ 

Man erkennt dann wiederum, daB die Funktion el z-~ I von hOherer 
Ordnung, die Funktion log I x - ~ I von niedrigerer Drdnung unendlich 
wird als alle diese Potenzen, d. h. dal3 die Grenzwertbeziehungen 

1 

lim(lx_~la.elx-;I) =00 und lim(!x-~Ia.loglx-~D =0 
x_~ x_~ 

gelten. 

Urn dies einzusehen, braucht man nur I x ~ ~ I = y zu setzen und hat 

dann un sere Behauptungen auf die in der Nr. 2 bewiesenen Tatsachen 
1 

zuriickgefiihrt, da I x - ~ la .el x-~ I = e: und I x - nr • log I x - ~ I 
y 

lo!! Y • d d' I: b d W . b = _--':"',,- Wir un emem gegen \0 stre en en erte von x em ii er aIle 
Y 
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Grenzen wachsendes y entspricht. - Die Methode, das Verhalten in 
einem endlichen Punkte auf das Verhalten im Unendlichen durch die 

"Substitution" TX~---n = y zuriickzufiihren, erweist sich iibrigens auch 

sonst haufig als nutzlich. 

5. Gro13enordnung des Verschwindens einer Funktion. 

Ganz ebenso, wie man das Unendlichwerden einer Funktion durch 
den Begriff der GroBenordnung naher zu charakterisieren sucht, kann 
man auch das Null-Werden einer Funktion f(x) kennzeichnen. Man 

sagt etwa: Die GroBe ~ versehwindet fUr x -+ 00 von der ersten Ordnung, 
x 

die GroBe x-a: bei positivem 0: von der GroBenordnung 0:. Dann zeigt 

sieh wieder, daB dieFunktion -I 1 von schwiicherer Ordnung verschwindet 
ogx 

als jede Potenz x-a:, d. h. daB fUr jedes positive 0: die Beziehung 

lim (x-a·logx) =0 

gilt. 
Entspreehend werden wir sagen, daB fur x = ~ die GroBe x - ~ 

von erster Ordnung, die GroBe 'x - ~,a: von der Ordnung 0: ver­
sehwindet. Die naeh dem Obigen leicht zu beweisenden Beziehungen 

1 

lim (, x I-a. e- I-';;) = 0 lim (lxr·1oglxl) = 0, 
;<-...0 ;<-...0 

1 
pflegt man dann folgendermaBen auszuspreehen: Die Funktion log I x I 

versehwindet fiir x -+ 0 von geringerer Ordnung als jede Potenz, die 
1 

Exponentialfunktion e - ~ verschwindet fur x -+ 0 von hOherer Ordnung 

als jede Potenz. 

Anhang zurn dritten Kapitel. 
§ 1. Betrachtung einiger spezieller Funktionen. 

Wir haben uns gelegentlieh an Beispielen klar gemaeht, daB in 
dem allgemeinen Funktionsbegriff zahlreiehe der naiven Ansehauung 
fremdartig seheinende Mogliehkeiten steeken. Diese Beispiele waren im 
allgemeinen nicht dureh einheitIiehe analytisehe Ausdrueke gegeben. 
reh moehte daher jetzt zeigen, daB man dureh sehr einfaehe Aus­
driicke mit Rilfe der elementaren Funktionen verschiedene typische 
Unstetigkeiten und anormale Erseheinungen darstellen kann. reh be­
ginne allerdings mit einem Beispiel, bei welchem keine Unstetigkeit 
auftritt. 
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1. Die Funktion y = e -Xi. 

159 

Diese Funktion (vgl. Fig. 69), weIche zunaehst nur fUr aIle von 0 ver­
sehiedenen Werte x definiert ist, hat offenbar fUr x-O selbst den Grenz-

wert O. Denn dureh die Transformation ~ = ; geht un sere Funktion in 
x 

1 

y = e-~ tiber, und es ist lim e-~ = o. Urn also die Funktion y = e- xi 
i; --+00 

zu einer aueh fill x = 0 stetigen Funktion zu erganzen, setzen wir dureh 
die Gleiehung y (0) = 0 den Funktionswert an der Stelle x = 0 fest. 

Der Differentialquotient unserer Funktion ergibt sieh fill x =+= 0 naeh 
1 

der Kettenregel als y' = ~e -Xi. Strebt x gegen 0, so wird dieser Differen­
x 

tialquotient selbst den Grenzwert 0 haben, wie man ohne weiteres aus 
dem dritten KapiteJ, § 9, entnehmen kann. An der Stelle x = 0 selbst 

1 
-hi 

ergibt sieh der Differentialquotient y'(O) = lim y (hL -2'(Q} = lim ~--
h--+O h h--+O h 

ebenfalls selbst als o. 
y 

1 
--- ----- - - - --- .-- - - -----

x 
Fig. 69. 

Bilden wir die weiteren Differentialquotienten, zunaehst fUr x=+=O, 
1 

so erhalten wir offenbar stets das Produkt der Funktion e -Z; mit 

einer ganzen rationalen Funktion von ~, und stets gibt der Grenz­
x 

tibergang x - 0 den Wert O. Aueh aIle hoheren Differentialquotienten 
versehwinden also ebenso wie y' an der Stelle x = o. 

Wir erkennen so, daB un sere Funktion eine fiir aIle Werte von x 
stetige und belie big oft differenzierbare Funktion ist, weIche an der 
Stelle x = 0 mit ihren samtliehen Differentialquotienten versehwindet, 
ein Verhalten, dessen Merkwilldigkeit' fiir uns spater noeh deutlieh 
hervortreten wird (vgl. seehstes KapiteJ, Anhang, § I). 

I 

2. Die Funktion y = eX. 

Diese Funktion hat, wie man sieh leieht iiberlegen kann, fiir posi­
tive Werte von x denselben Habitus wie die eben behandelte Funktion: 
wenn x von positiven Werten her gegen 0 strebt, so nahert sieh 
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die Funktion dem Grenzwert 0, und dassel be gilt fUr jeden Differential­
quotienten. Setzt man ffu x = 0 als Funktionswert y (0) = 0 fest, 
so haben auch aIle vorderen Differentialquotienten an der Stelle x = 0 
den Wert O. Ganz anders aber ist es, wenn x sich von negativen Werten 
her der Null nahert; dann werden die Funktion und ihre samtlichen 
Differentialquotienten unendlich werden, und hintere Differential­
quotienten an der Stelle x = 0 existieren nicht. Die Funktion hat 

y 

--------------------------- ---------------------------

o .x 
Fig. 70. 

also an der Stelle x = 0 eine merkwfudige Art von Unstetigkeit; 
anders als die Unendlichkeitsstellen, die wir bei rationalen Funk­
tionen im ersten Kapitel betrachtet haben (vgl. Fig. 70). 

3. Die Funktion y = ~g.!... x 
Wir haben schon in Kap. 1, § 5, Nr. 6 und § 8, Nr. 2 gesehen, daB 

wir Funktionen mit sprunghaften Unstetigkeiten vermittelst eines 
Grenziiberganges aus einfachen Funktionen erhalten k6nnen. Die im 
dritten Kapitel definierte Exponentialfunktion und das Prinzip der 

y 

1 

-1 

Fig. 71. 

Zusammensetzung von Funktio­
nen liefem uns ein weiteres Mittel, 
Funktionen mit derartigen Un­
stetigkeiten auch direkt ohne Be­
nutzung neuer Grenziibergange 
aus elementaren Funktionen auf­
zubauen. Ein Beispiel daffu ist 
die Funktion 

1 1 
- --I eX _ e X 

y = ;t9-X = 1 1 

eX + e X 

und ihr Verhalten in der Umgebung der Stelle x = O. An dieser Stelle 
ist die Funktion zunachst nicht definiert. Nahem wir uns der Stelle x = 0 
von positiven x-Wert en her, so erhalten wir offenbar den Grenzwert 1; 
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nahern wir uns dagegen der Stelle x = 0 von negativen x-Wert en her, 
so erhalten wir den Grenzwert - 1. Der Punkt x = 0 ist also fiir 
die Funktion eine Sprungstelle, bei deren Oberschreiten der Funktions­
wert urn die Zahl 2 springt (vgl. Fig. 71). Der Differentialquotient 

, I I I 4 
Y =- O:-S-O-j2-l 7=-7( 1 1)2 

X e" + c x 

nahert sich dagegen von beiden Seiten her dem Grenzwert 0, wie sich 
ebenfalls aus dem dritten Kapitel, § 9, leicht ergibt 1). 

4. Die Funktion y = X ~g.!... x 
Bei der Funktion 

1 1 - -.-
1 eX_e x 

V =x~g- =x , xlI 
---

eX + e x 

ist die oben betrachtete Unstetigkeit durch den Faktor x beseitigt. 
Von beiden Seiten her hat 
diese Funktion fiir x ---+ 0 
den Grenzwert 0, so daB 
wir wiederum zweckmaBig 
y (0) = 0 definieren wollen. 
Un sere Funktion ist dann 
zwar fiir x = 0 stetig, da­
gegen wird ihre erste Ab­
leitung 

y' = :tg ~ _ ~ _1 _ 
x x O:oj2~ 

X 

-1 

y 

o x 

Fig. 72. 

gerade die oben betrachtete Unstetigkeit haben; d. h. die Funktion 
stellt eine Kurve mit einer Ecke dar (vgl. Fig. 72): an der Stelle x = 0 
selbst besitzt die Funktion keinen Differentialquotienten, aber einen 
vorderen mit dem Werte + 1 und einen hinteren mit dem Werte - 1. 

5. Die Funktion y = X sin.!.., y (0) = O. x 
Von dieser Funktion haben wir schon erkannt, daB sie sich zwar 

nicht mehr aus einer endlichen Anzahl monotoner Stucke zusammen­
setzt, daB sie nicht mehr "abteilungsweise monoton" ist, wie man sich 
auch ausdruckt, daB sie aber nichtsdestoweniger stetig bleibt (S.40). 

1) Ein wei teres Beispiel fur das Auftreten einer Sprungstelle giht die Funk­
.1. 0 tlon y = arctg -; bel x-+ . 

(omant, DifferentiaJrechnung. I. :!. Aufl. 11 
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Dagegen wird ihr erster Differentialquotient 

, . I 1 I (..L ) Y = SIn -x- - X cos X X .., 0 

bei Annaherung an die Stelle x = 0 eine Unstetigkeit haben, indern 
er dort fortwahrend zwischen absolut genornrnen wachsenden positiven 
und negativen Grenzen hin und her schwankt. An der Stelle x = 0 

seIber ist der Differenzenquotienty(ht ~y(O) = sin ! ; da dieser fur 

h -- 0 unendlich oft zwischen 1 und - 1 hin und her pendelt, so 
besitzt die Funktion weder einen vorderen noch einen hinteren Diffe­
rentialquotienten. 

§ 2. Bemerkungen iiber die Differenzierbarkeit von 
Funktionen. 

Wenn eine Funktion stetig ist und an jeder Stelle einen Differential­
quotienten besitzt, so braucht dieser Differentialquotient noch keines-

.... 
" . 

......... 

.. --.. ' ... 

y wegs stetig zu sein. Als 

--x 

einfachstes Beispiel da­
fiir betrachten wir die 
Funktion 

Y = 1 (x) = x2 sin ~ , 
x 

welche zunachst nur fiir 
x =+= 0 definiert ist und 
welcher wir durch be-
sondere Festsetzung fiir 

Fig. 73. x=O den Wert 1(0) =0 
zuschreiben, so daB sie 

nunrnehr eine liberall definierte stetige Funktion darstellt. Fiir alle 
von Null verschiedenen Werte von x wird der Differentialquotient 
durch den Ausdruck . 

f' (x) = - x2 cos ~. ~ + 2 x sin ~ = - cos -.!- + 2 x sin ~ 
x x2 X X X 

gegeben. Strebt x gegen 0, so existiert fiir I' (x) kein bestimrnter Grenz-
hi' 1 

I(h) - 1(0 Slll-,;- 1 
wert. Bilden wir dagegen den Ausdruck --h---J = -h- = h sin -,;- , 

so erkennen wir sofort, daB er bei abnehrnendern I h I gegen Null strebt. 
Es existiert also die Ableitung fiir x = 0, und zwar ist 1'(0) = o. Urn 
dieses paradoxe Verhalten anschaulich zu erfassen, stellen wir die 
Kurve graphisch dar (vgl. Fig. 73). Sie pendelt zwischen den beiden 
Kurven y = x 2 und y = - x 2 hin und her, die sie abwechselnd be­
riihrt. Dabei wird zwar die Hohe der Wellenberge unserer Kurve im 
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VerhaItnis zu ihrem Abstand vom Nullpunkt immer kleiner; aber sie 
werden trotzdem dabei nicht flacher, sondern ihre durch den Diffe-

rentialquotienten f' (x) = 2 x sin ~ - cos ~ gemessene Steilheit wird in 
x x 

den Punkten x = -21 (n = 1, 2, ... ), wo cos ~ = 1 ist, gieich -1 
nn oX" 

und in den Punkten x = (211 ~ 1) n gleich + 1. 

rm Gegensatz zu der hier geschilderten Moglichkeit einer zwar uber­
all existierenden, aber nicht uberall stetigen Ableitung gilt offenbar 
der einfache Satz, welcher eine Reihe von fruheren Beispielen und 
Uberlegungen beleuchtet: Wenn wir wissen, daB die Ableitung /'(x) 
uberall in der Umgebung eines Punktes x = a existiert und stetig ist, 
und wenn lim /'(x) = b gilt, dann existiert auch im Punkte x = a 

x ->a 

die Ableitung /'(a), und zwar ist /,(a) = b. Der Beweis folgt sofort aus 

d M· 1 E' l' h i (a + h) - 1 (a) 1'(1:) 1:' em Itte wertsatz. s 1St nam lC .- .. - h- - = ~,wo Ii" em 

Zwischenwert zwischen a und a + h ist. Strebt nun h gegen 0, so strebt 
nach Voraussetzung auch /'(~) gegen b, und daraus folgt sofort un sere 
Behauptung. 

Ein Gegenstiick hierzu ist der foigende genau entsprechend zu be­
weisende Satz: Wenn die Funktion 1 (x) fUr a < x < b stetig ist und 
fUr a < x < b eine stetige Ableitung /,(x) besitzt, die bei Annaherung 
des Punktes x an den Punkt a uber aIle Grenzen wachst, so wachst 

auch der vordere Differenzenquotient fla.±l'l-= 1(1 bei Abnahme von 

h zu ° uber aIle Grenzen, so daB kein endlicher vorderer DifferentiaI­
quotient vorhanden ist. Die geometrische Deutung dieses Vorkomm­
nisses ist ein im Endlichen gelegener Kurvenpunkt mit vertikaler 
Tangente. 

§ 3. Verschiedene Einzelheiten. 
1. Beweis des binomischen Satzes. 

Auf Grund unserer Differentiationsregeln ergibt sich fUr den bino­
mischen Satz ein einfacher Beweis, den ich ais Beispiel einer fUr uns 
spater wichtigen Betrachtungsweise, der "Methode der unbestimmten 
Koellizienten", hier anfUhren will. Wir suchen fUr beliebiges ganz­
zahliges positives n eine Entwicklung der GroBe (1 + x)n nach Po­
tenzen von x. Wir erkennen sofort, daB die Funktion (1 + x)n eine 
ganze rationale Funktion n·ten Grades sein muB, d. h. die Gestalt 
(1 + x)n = ao + a l x + az x2 + ... + an xn hat, und es handelt sich 
Iediglich urn die Bestimmung der Koeffizienten a~. Setzen wir x = 0, 
so erhalten wir sofort ao = 1. Differenzieren wir die linke und die 
rechte Seite der Gleichung nach x einmal, zweimal, dreimal usw., so 

11* 
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erhalten wir die Gleichungen 

n(1 + x)n-l = at + 2a2 x + ... + nanxn-l , 

n(n - 1) (1 + x)n-2 = 2a2 + 3· 2a3 x + '" + n(n-l) an xn - 2, 
......................... , 

da diese Gleichungen fiir aIle Werte von x bestehen, so k6nnen wir 
in jeder von ihnen wiederum x = 0 setzen und erhalten so fUr die 
Koeffizienten al , a2 , a3 , ••• der Reihe nach die Ausdriicke 

n(n-l) n(n-l)(n-2) 
al=n, a2=-f.2' aa= 1.2.3 ' 

a = n(n -1) (n -=-~)~.~ (n - k2~ = (n) 
k kl k ' 

so daB wir schIieBlich den binomischen Satz in der Gestalt 

(1 + x)n = 1 + nx + G) x2 + ... + G) xk + ... + xn 

gewinnen. 

2. Fortgesetzte Differentiation. 

Als Obungsaufgabe iiberlasse ich dem Leser, im AnschluB hieran 
zu beweisen, daB sich die mehrfache Differentiation eines Produktes 
nach der folgenden Formel (Leibnizsche Regel) vollzieht: 

oder 

(f g) (n) = /(n) g + (~) /(n-l) g' + G) /(n-2) gil + ... 

+ (11: 1) /'g(n-l) + /. g(n). 

Keinem so iibersichtlichen Bildungsgesetz geniigt iibrigens die fort­
gesetzte Differentiation einer zusammengesetzten Funktion y = I(q; (x)). 
Nach den Differentiationsregeln des vorigen Kapitels (Produktregel 
und Kettenregel) wird 

!:J!.. - !l. dg; - (. ' 
dx - dg; dx - q;, 

~~ = /"q;'2 + j'q;", 

d3 y = /'" '3 + 3/" , II + I' If' dx3 q; q; q; q;, 
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3. Weitere Beispiele fUr Anwendung der Kettenregel. 
Verallgemeinerter Mittelwertsatz. 

Den Differentialquotienten der Funktion XX bildet man, indem 
man setzt XX = e2:)og2:, worauf man nach der Kettenregel erhalt 

d -;Ix XX = XX (log x + 1) . 

Ganz ebenso vollzieht sich die Differentiation des allgemeineren Aus­
druckes f(x)l(2:) = e/(2:))og/(2:) nach der Kettenregel folgendermaJ3en: 

d~ t (x)f(x) = t (x)fcJ) . r (x) (log f (x) + 1) . 

Als we it ere Anwendung der Kettenregel gebe ich einen Beweis fUr den 
schon in Kap. II, Anhang, § 2 genannten verallgemeinerten Mittelwert­
satz der Differentialrechnung, wobei sich dieser Satz unter milderen 
Voraussetzungen ergibt. Es. sei G (x) = u eine im abgeschlossenen 1nter­
vall a < x < b monotone stetige und im offenen 1ntervalle a < x < b 
differenzierbare Funktion, deren Ableitung G' (x) dort nirgends ver­
schwindet, und es sci F (x) cine in denselben Gebictcn stetige bzw. diffe­
renzierbare Funktion. Fiihren wir in F (x) durch die Umkehrfunktion 
x = ifJ(u) von G(x) anstatt x die GroJ3e u als neue unabhangige 
Veranderliche ein, d. h. betrachten wir die zusammengesctzte Funktion 

j(u) = F(ifJ(u»), so wird nach der Kettenregel f'(u) = F' (x) ifJ'(1I) = ~:~}. 
Der gewohnliche Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion f (u) und 
das 1ntervall zwischen ul = G (a) und u~ = G (b), ergibt nun fUr einen 
Zwischen wert OJ 

oder 
F (b) F (a) F'(;) 
----------
G (b) - G (II) (;'(E) , 

wo $ = ifJ (OJ) ein Zwischenwert zwischen a und b ist. 

Viertes KapiteJ. 

Weiterer Ausbau der Integralrechnung. 
Wir sind im vorigen Kapitel durch Aufstellung der Differentia­

tionsregeln zu einer weitgehenden Beherrschung der Aufgabe gelangt, 
gegebene Funktionen zu differenzieren. Aber gerade das um­
gekehrte Problem, das des 1ntegrierens, geht fast iiberall an Wichtig­
keit dem des Differenzierens voran. DemgemaJ3 sind wir nunmehr 
genotigt, uns mit der Kunst des 1ntegrierens gegebener Funktionen 
zu befassen. 
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Das mit Hilfe unserer Differentiationsregeln gewonnene Ergebnis 
konnen wir dahin zusammenfassen: J ede mitteJs der elementaren Funk­
tionen durch einen "geschlossenen Ausdruck" 1) gebildete Funktion lii/Jt 
sich dilferenzieren, und ihr Differentialquotient ist eine Funktion, die 
sich ebenfalls mit Hilfe der elementaren Funktionen geschlossen ausdrucken 
liifJt. Dagegen haben wir keine vollstandig entsprechende Tatsache fUr 
das Integrationsproblem bei elementaren Funktionen kennengelernt. 
Wir wissen zwar, daB jede element are Funktion, ja jede stetige Funk­
tion, sich integrieren laBt, wir haben auch zahlreiche elementare Funk­
tionen direkt oder durch Umkehrung von Differentiationsformeln mittels 
elementarer Funktionen integriert, aber wir sind weit davon entfernt, das 
folgende Problem allgemein lOs en zu konnen: Gegeben ist eine Funk­
tion f (x), die irgendwie geschlossen mit Hilfe der elementaren Funk­
tionen aufgebaut ist. Gesucht ist ein Ausdruck fiir ihr unbestimmtes 
Integral F(x) = Jf(x) dx, und zwar gesucht in dem Sinne, daB F(x) 
wiederum durch elementare Funktionen geschlossen ausgedriickt wird. 

Es besteht nun sogar die Tatsache, daB eine solche Aufgabe im 
allgemeinen nicht mehr lOsbar ist; keineswegs fiihrt das Integral 
jeder elementaren Funktion wiederum auf eine element are Funktion 
oder ist, wie wir sagen wollen, "elementar ausfuhrbar". Trotzdem aber 
ist es auBerordentlich wichtig, solche Integrationen, wo sie moglich 
sind, tatsachlich durchfiihren zu konnen und iiberhaupt eine gewisse 
technische Fertigkeit bei der Integration gegebener Funktionen zu 
gewinnen. 

Hilfsmittel hierfiir zu entwickeln, wird die Aufgabe des erst en 
Teiles dieses Kapitels bilden. Dabei mochte ich gerade den Anfanger 
ausdriicklich vor dem Versuche warnen, etwa rein gedachtnismaBig 
die Fiille der Formeln, welche man durch Anwendung dieser tech­
nischen Hilfsmittel erhaIt, sich einzupragen. Das Bestreben darf ledig­
lich darauf gerichtet sein, die Methoden der Integration innerlich 
verstehen und handhaben zu lernen. 

Zweitens aber werden wir uns in diesem Kapitel - im wesent­
lichen unabhiingig von der Frage der Technik des Integrierens -
noch mit einigen mehr prinzipiellen Vertiefungen und Erganzungen 
unserer Auffassung von Integration und Integral zu befassen haben. 

§ 1. Zusammenstellung der elementaren Integrale. 
Ich erinnere vorab nochmals daran, daB jeder der friiher bewiesenen 

Differentiationsformeln eine gleichbedeutende Integrationsformel ent-

1) Wir verstehen darunter eine Funktion, welche sich durch rnehrmaJige 
Anwendung von Zusarnmensetzungsprozessen und rationalen Operationen aus 
den elementaren Funktionen bilden laBt. 

Dabei mache ich darauf aufmerksam, daB die Unterscheidung zwischen 
"elementaren" Funktionen und anderen etwas an sich recht Willktirliches ist. 
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spricht. Da diese elementaren Integrale immer wieder als Material 
der Integrierkunst auftreten, so stellen wir sie in einer Tabelle zusam­
men. In jeder Zeile dieser Tabelle steht rechts eine elementare Funk­
tion, links ihr Differentialquotient. Lesen wir die Tabelle von links 
nach rechts, so erhaIten wir zu der links stehenden Funktion rechts 
ein unbestimmtes Integral. 

P(x) = f(x) 

1 I xa (if f ~ I) 

2 
x 

3! eZ 

4: a% (a 'P) 

5; sinx 
I 

6: cos x 
I 

7 . 1 
I sin2 x 

8 i 
cos2 x I 

I 

91 6inx 
I 

10 1 (£0\ x 
I 1 

II 6in 2 x 

1 
12 I 

(£0\2 X 

13 I 
1 (I x 1< 1) 

11 ~ x 2 

1 
14 

1 + x 2 

1 

15 I 11 + x 2 

1 
(lxl>l) 

± I x 2 -- 1 
16 

17 I 

F(x) = J j(x) dx 

aT 1 

log Ix I 

log a 

- cos x 

sinx 

- ctgx 

tgx 

~o\x 

6inx 

I - ~tgx 

{
arc sin x 

~ arc cos x 

{
arctg x 

- arc ctg x 

2ft ~of x = lo~ (x ±I x2 - - I) 

1 I +x 
<lft C!"g x = -10" ---, :u ..It, 2 "l~x 

1 x + I 
2ft ~tg x = 2 log :; ~ 1 

Ich erinnere ferner an die im zweiten Kapitel, § 4, bewiesenen funda­
mentalen Satze der Differential- und Integralrechnung; insbesondere 
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an die Tatsache, daB man aus dem unbestimmten Integral F (x) das 
11 11 

bestimmte Integral durch die Formel f j(x) dx = F(x) I = F(b) - F(a) 
a a 

erhiilt. Endlich muB man fiir die Technik des Integrierens die im 
zweiten Kapitel in § 1 zusammengestellten elementaren Integrations­
regeln bereit haben. 

In den nachsten Paragraphen werden wir nun versuchen, die Aus­
fiihrung von Integralen iiber gegebene Funktionen irgendwie auf die 
in dieser Tabelle zusammengestellten elementaren Integrale zuruck­
zufiihren. Abgesehen von Kunstgriffen, die der Anfanger doch nicht 
systematisch lernen kann, die vielmehr Sache langerer Erfahrung sein 
mussen, beruht eine solche Zuruckfiihrung immer wesentlich auf der Ver­
wendung von zwei Hilfsmitteln. Jedes dieser beiden erlaubt uns, in 
mannigfacher Weise ein gegebenes Integral umzuformen, und das Ziel 
solcher Umformungen wird sein, mit einem Schritt oder mit einer 
Reihe von Schritten eine gegebene Integrationsaufgabe auf eine oder 
mehrere der oben angeschriebenen elementaren Integralformeln zu 
reduzieren. 

§ 2. Die Substitutionsregel. 
Das erste dieser Hilfsmittel fiir die Behandlung von Integrations­

problemen ist die Einfiihrung einer neuen Veranderlichen (Substitution 
oder Transjormation). Die entsprechende Integralformel ist nichts 
anderes als die Kettenregel der Differentialrechnung, in Integralform 
ausgedruckt. 

1. Die Substitutionsformel. 
Wir denken uns in einer Funktion F (x) durch die Gleichung x = q; (u) 

eine neue Veranderliche u eingefiihrt, so daB F (x) eine mittelbare 
Funktion von u wird: 

F(x) = F(q;(u)) = G(u). 

Die Kettenregel der Differentialrechnung besagt nun 

dG _ dF '( ) 
du - dx q; u . 

Schreiben wir jetzt 
F'(x) = j(x) und G'(u) = g(u) 

oder damit gleichbedeutend 

F(x) = f j (x) dx und G (u) = J g (tt) d It , 

so geht einerseits die Kettenregel iiber in 

g(u) =j(x)q;'(u) , 

anderseits ist nach Definition 

G(u) =F(x), d.h. fg(u)du = Jj(x)dx, 
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und wir erhalten die mit der Kettenregel aquivalente Integralfonnel 

J f(rp (u)) rp'(u) du = f 1 (x) dx (x = rp (u)) . 
Diese Formel ist die Grundlage fur die Einfuhmng neuer Veriinderlicher 
in ein Integral. Sie besagt: Wenn wir ein unbestimmtes Integral iiber 
eine Funktion von u zu bilden haben, welche in der besonderen Ge­
stalt f(rp(u)) rp'{u) gegeben ist, so konnen wir statt dessen die Funk­
tion 1 (x) der Integrationsvariabeln x unbestimmt nach x integrieren 
und haben nach Ausfiihrung dieser letzten Integration x = rp (u) zu 
setzen und damit wieder u einzufiihren. 

Wenden wir die Formel z. B. auf den Integranden ~:1 an, so er­

halten wir sofort 

f!PJl/~ du = f·t!! = log 1 x 1 = log 1 rp (u) 1 cp (u) x 

oder, indem wir jetzt wieder x statt u schreiben, 

f :'(~~ dx = log 1 rp (x) I· 
Setzen wir in diese wichtige Formel beispielsweise rp (x) = log x oder 
rp(x) = sin x oder rp(x) = cos x ein, so erhalten wir 

f dl x = log 1 log x I , x ogx I 

J ctg x dx = log 1 sin xl, f tg x dx = -log i cos x 1·1) 

Ein weiteres Beispiel ist das Integral 

J J ~ 1 
rp (u) rp'(1/) d1l = x dx = 2" = "2 [rp (U)]2, 

wo also f(x) = x wird. Es ergibt sich so z. B. fUr rp(u) = log u 

f logU 1 
-U du = 2" (logu)2. 

Endlich betrachten wir das Beispiel 

J sinn u cos u d 1/ • 

Hier ist x = sin u = rp{u), und es ergibt sich 

J . J xn+l sinn+lu 
smnucosudtt = xndx = --1 = l' n+ n, 

In vielen FaIlen wollen wir nun aber unsere obige allgemeine Formel 
in der umgekehrten Richtung anwenden, indem wir von der rechten 
Seite, dem Integrale J 1 (x) dx, ausgehen. Jetzt handelt es sich also 
darum, ein vorgelegtes unbestimmtes Integral F(x). = f 1 (x) dx zu 

1) Man bestatige diese und die folgenden Formeln, indem man zeigt, daB 
durch Differentiation des Ergebnisses der Integrand entsteht. "Obrigens werden 
die Formeln natiirlich nur behauptet, soweit die darin vorkommenden Ausdriicke 
Sinn haben. 
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berechnen oder zu vereinfachen, indem wir durch die Transformations­
gleichung x = q; (u) die neue Integrationsvariable u einfiihren, dem-
gemaB dann das unbestimmte Integral G (u) = J /(q; (u)) q;'(u) du auf­
suchen und schlieJ31ich in diesem die Variable u durch x ausdriicken. 
Urn diesen letzten Schritt ausfiihren zu konnen, miissen wir eine 
Sicherheit haben, daB tatsachlich dem Werte x ein bestimmter Wert u 
zugehOrt, d. h. daB die Funktion x = q; (u) sich umkehren laBt. Dem­
gemaB setzen wir jetzt, indem wir die Variable x als das Prim are an­
sehen, folgendes voraus: In dem betrachteten Intervalle sei u = 11' (x) 
eine monotone differenzierbare Funktion mit dem Differentialquo­
tienten 11" (x) , der nirgends im Intervalle verschwindet. Die Um­
kehrfunktion - ihre eindeutige Bestimmtheit ist eine Folge der Vor­
aussetzung - nennen wir x = q; (u); ihre Ableitung ist dann gegeben 

durch q;'(u) = vAx)' Ais Grund/ormel fUr die Einfiihrung einer neuen 

Veranderlichen u in ein Integral erhalten wir daher 

J / (x) dx = J / (q; (u)) q;'(u) d u (u=tp(x)). 

Man erhalt das unbestimmte Integral J / (x) dx, indem man das un­
bestimmte Integral J /(q; (u)) q;'(u) du bildet und am Sehlusse anstatt 
u wieder x als Variable dureh die Gleiehung u = 11' (x) ein/iihrt. 
Es ist also nicht etwa so, daB man einfach in der zu integrieren­
den Funktion die alte VeranderIiche x durch die neue u ausdriickt 
und dann nach dieser neuen VeranderIichen integriert; sondern 
man muB vor der Integration noch mit der Ableitung der ur­
spriinglichen Veranderlichen x nach der neuen VeranderIichen u 
multiplizieren. 

Ais Integralformel fiir die bestimmte Integration zwischen zwei 
Grenzen haben wir entsprechend zu schreiben 

b 'I'(b) 

J/(x) dx = J /(q;(u))q;'(u)du; 
a 'I'(a) 

d. h. wir haben in dem neuen Integral diejenigen I ntegrationsgrenzen 
zu wahlen, welehe dureh die Trans/ormation x = q;(u), u = 11' (x) den 
alten I ntegrationsgrenzen entspreehen. 

Meistens wird bei den Anwendungen der Integrand / (x) von vorn­
herein als zusammengesetzte Funktion erscheinen, etwa / (x) = h (u), 
wo u = tp(x) ist. Dann ist es bequemer, unsere Integralformel ein 
wenig anders zu schreiben, indem wir den Ausdruck / (q; (u)) mit der 
Funktion h (u) identifizieren. Machen wir fiir u die Substitution 
u = 1p(x), x = q;(u), so lautet unsere Transformationsformel einfach 

fh (1p(x)) dx = fh(u)~~du. 
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Als ein erstes Beispiel betrachten wir die Integration der Funktion 
I(x) = sin 2x mit u = lp(x) = 2x und h(u) = sin u. Es ist dabei 

d tt '() 2 dx = 11' x = . 

Fiihren wir u = 2 x in dem Integral als neue Veranderliche ein, so 
geht das Integral nicht iiber in fsin udu, sondern in 

I I 1 . -f sin tl d 1t = - - cos u = - -- cos 2 x 2 2 2' 

wie man im iibrigen natiirlich sofort durch Differenzieren der rechten 
Seite bestatigen kann. 

Integrieren wir zwischen den Grenzen x = 0 und x = :' so sind 

die entsprechenden Grenzen u = 0 und u = ~ ; wir erhalten 
:r: - - --

422 

f · 2 d If' d I i I SIn X X = 2 SIn U U = - -f cos 1t I = 2' 
000 

4 

Ein anderes einfaches Beispiel ist das Integral f dx. Hier nehmen 
Ix _ 1 

wir u = 11' (x) = Y x. Es wird also x = tp (u) = u2• Da weiter tp'(u) = 2u 
ist, so ergibt sich 

422 

fdX_ = 2f~~~ = 2j'dU = 2. 
1 x It 

1 1 1 

2. Neuer Beweis der Substitutionsformel. 
Wir konnen uns im iibrigen un sere Integralformel auch noch auf 

eine andere, direkte Weise klar machen, indem wir auf die Formel fiir 
die bestimmte Integration abzielen und uns auf die Bedeutung 
des bestimmten Integrales als Grenzwert einer Summe stiitzen. Urn 
(etwa im Falle a < b) das Integral 

b 

f h{lp(x)) dx 
a 

zu berechnen, konnen wir in dem Intervall a < x ~ b eine beliebige 
Einteilung zugrunde legen, die wir dann immer weiter verfeinern. 
Wir wahlen diese Einteilung folgendermal3en. Dem Intervall a < x < b 
der x-Achse entspricht, wenn u = 11' (x) als monoton wachsend voraus­
gesetzt ist, in umkchrbar eindeutiger Weise ein Intervall Cl < u ~ (J 
fiir die zugehOrigen u-Werte u = 11' (x), wobei Cl = 11' (a), (J = lp(b) 
gesetzt ist. Dieses u-Intervall teilen wir in n Teile der Lange L1 u 1) 
ein; dieser Einteilung entspricht eine nun im allgemeinen nicht mehr 

1) Die Annahme der Gleichheit dieser Teilintervalle ist iibrigens keineswegs 
wesentlich fiir den Beweis. 
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aquidistante Einteilung des x-Intervalles. Wir bezeichnen des sen 
Teilpunkte mit a, Xl' ••. , Xn = b, die zugeh6rigen Intervallangen mit 

LI Xl' LI X2 ' ••• , LI Xn • 

Das betrachtete Integral ist nunmehr der Grenzwert 1) der Stimme 
n 

2 h(1jJ(;,')) Llx", 
,,=1 

wo wir die Werte ;" ganz beliebig im v-ten Teilintervall der x-Einteilung 
n 

wahlen k6nnen. Diese Summe schreiben wir jetzt .2) h(u,,) ~:: LI u, 
,,=1 

wo U" = 1jJ (;,,) gesetzt ist. Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Dif-

ferentialrechnung ~x; = g/('YJ,,), wo 'YJ" ein passend zu wahlender 

Zwischenwert der Variabeln u im v-ten Teilintervall der u-Einteilung 
ist und X = P (u) wiederum die Umkehrfunktion von u = 1jJ (x) be­
zeichnet. Verfiigen wir nun iiber die Werte ;" so, daB gerade ;" und 
'YJ" zusammengeh6ren, d. h., daB ;" = p('YJ,,), r;" = 1jJ(;,,) ist, so erhalt 
un sere Summe die Gestalt 

n 
2 h('YJ") (P'('YJ,,) LI U. 

,,=1 

Machen wir hier den Grenziibergang, so erhalten wir unmittelbar 
als Grenzwert, d. h. als den Wert des betrachteten Integrals 

fJ f dx 
h(u) dudu 

ex 

in Ubereinstimmung mit der oben gegebenen Forme!' 

3. Beispiele. Integrationsformeln. 
Mit Hilfe der Substitutionsregel k6nnen wir in vielen FaIlen ein 

gegebenes Integral JI(x) dx auswerten, indem wir es durch eine 
geeignete Substitution x' = rp (u) auf cines der elementaren Integrale 
un serer Tabelle zuriickfiihren. Ob es solche Substitutionen gibt und 
wie man sie findet, dariiber lassen sich keine allgemeinen Aussagen 
machen; vielmehr ist hier ein Punkt, wo Ubung und Geschicklichkeit 
gegeniiber der systematischen Methode zu ihrem Rechte kommen. 

Das Integralfl2dX 2 berechnen wir z. B. vermittelst der Substitu­a -x 

tion 2) x=rp(u)=au, u=1jJ(x)=~, dx=adu, durch welche wir 
a 

1) Dieser Grenzwert (fiir L1 u ->- 0) existiert und ist das Integral, wei I wegen 
der gleichmaBigen Stetigkeit von x = tp (u) mit LI u ->- 0 auch das gr6Bte der 
LI x gegen 'Null konvergiert. 

2) Wir nehrnen uns die Freiheit, der Kiirze halber die Syrnbole dx und du 

getrennt zu schreiben, also dx = tp'(u) du statt dx = tp'(u) (vgl. S.84 his 85) . 
. du 
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mit Riieksieht auf Nr. 13 der Tabelle erhalten: 

f dx f a du . . X fu"r 
l~S":':':-X2 = a ~ 1 _ u 2 = arc sm u = arc sm --; Ixl < lal· 

Ebenso ergibt sieh dureh dieselbe Substitution 

f dx . =f_adl~_. =J.aretgu =~aretg!., 
(/2+X 2 a2 (lTu2) a a a 

= ~ r \tim -, f d x CI( ",.. X 

la2Tx2 a 

f d x = 2ft [of-=- flir I X I > I a I ' 
Ix2 - ,,2 a 

\ 
~ 2ft stg -=- fUr I x I < I a I J dx a a 

(/2 -- .\2 = ~ % [tg -=- fUr I x I > I a I 
a a 

Formeln, die sehr haufig vorkommen und die im iibrigen sich leicht 
dureh Differentiation der rechten Seite bestatigen lassen. 

Zum SehluB will ich noeh einmal folgenden Umstand ausdriieklich 
hervorheben. Wir hatten bei unserer Substitution die Voraussetzung 
gemaeht, daB in dem betraehteten Intervall iiberall 1jJ'(x) =l= 0 ist, 
woraus sieh die eindeutige Umkehrbarkeit der Substitution dureh die 
Gleiehung x = rp(u) ergibt. Wenn unsere Voraussetzung nicht erfi.i11t 
ist, kann man bei der Anwendung der Substitutionsformel leicht zu 
Fehlsehliissen verleitet werden. Will man solchen Sehwierigkeiten ent­
gehen, wenn im Integrationsintervall an einzelnen Stellen 1jJ'(x) = 0 
ist, so muB man dieses Intervall in einzelne Teile einteilen, so daB 
nur an den Endpunkten der Teile 1p'(x) = 0 sein kann, und dann die 
Substitution fUr jedes Teilgcbiet einzeln vornchmen. 

§ 3. Weitere Beispiele zur Substitutionsmethode. 
In den folgcnden Zcilen stelle ieh kurz eine Reihe von weiteren 

Beispiclen zusammen, die der Leser als Ubungsmaterial sorgfaItig 
durehdenken mag. 

Dureh die Substitutionen u = 1 ± ,x2, du = ± 2x dx folgt 

f ~~ = ±li1 ±-x2 , 
11 ±X2 

f xdx - 1 1 2 
1 ± X2 - ± 2 log 1 ± x I· 

In diesen Formcln hat an allen drei Stellen entweder stets + oder 
stets - zu stehen. 

Dureh u = ax + b, du = a dx (a =l= 0) erhalten wir 
r dx 1 
J ~ x + b = ~ log I ax + b I, 
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f (ax + b)" dx = __ l~ (ax + b)"+1 (oc 9= -1), 
a(rx+l) 

f sin (ax + b) dx = - ~ cos (ax + b); 
a 

ebenso wird rnittels tt = cos x, du = - sin x dx 

Jtgxdx = -loglcosxl 

und rnittels u = sin x, du = cos x dx 

J ctg x dx = log I sin x I 

(vgl. S. 169). Durch die ganz analogen Substitutionen u = ~of x, 
du = Sin x dx und u = Sin x, du = ~of x dx erhalten wir die Forrneln 

J%gxdx =logl[ofxi 
und 

J[tgxdx =logISinxl· 

V d S b ·· a d a dx 1 . ermoge er u shtutlOn u = -b tgx, u = -b • -2- ge angen Wlr zu 
cos x 

den beiden F ormeln 

f 2 . 2 d X b2 2 = b~ I 2 I . ~ = ~b arc tg (ba tg x) a Sill x + cos x a 2 1 cos x a 
"b2tg x + 

und 

f d x I (' a) I (a) ---. -,~ -·=--l2{r%g -tgx bzw. = --2fr[tg -tgx . 
a2 Slll2 x - b2 cos2 x ab , b a b b 

Das Integral 

f dx 
sin x 

b h .. d .. 2· x x 2t x 2 x erec nen Wlr, m em Wlr sm x = sm"2 COS "2 = g"2cos"2 
x dx 

ben und u = tg"2' also d u = ,- x' set zen ; es wird dann 
2 cos 2 "2 

f~ -= fd U = log I tg'::" I • 
Sill X U 2 I 

Ersetzen wir in dieser Formel x durch x + ; , so geht sie tiber in 

f. d~ = log; tg (.::.. + ;r \ i . 
co; x I 2 4/1 

schrei-

Die Substitution u = 2 x liefert in Anbetracht der bekannten trigono­
metrischen Formeln 2 cos 2 x = 1 + cos 2x und 2 sin 2 x = 1 - cos 2x 
die oft gebrauchten Formeln 

f Cos2 X dx = ! (x + sin x co" x) 
und 

f O' 2 d _ I ( o· -)' sm x x - 2 x - SID X co" X • 
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Durch die Substitution x = cos u, also u = arc cos x, oder allgemeiner 
x = a cos u (a =\= 0) werden 

f }1-=:-x2 dx bzw. f }a2--- x2 dx 

auf diese Forme1n zuriickgefiihrt. Wir erhalten so 

f ' a2 X X ,- -. -ra2 - x2 dx = - '2 arc cos -; + '2 1 a2 - x2 • 

Ganz entsprechend erhalten wir auch durch die Substitution x = a (£01 u 
die Formel 

und durch die Substitution x = a 6in u 

S Va 2-+x2 dx = a; mt 6in : + ; }'a2 + x2 • 

Die Substitution u =!!... dx = - !!...du fiihrt uns auf die Formeln: x' u2 

. = - - arc SIn - , f dx 1. a 

x lx2 - a2 a x 

. . = - -mr 6m-, J dx 1. a 

x Ix2 + a2 a x 

f dx =-~9(r[of!!... 
x ta2 - x 2 a X 

Wir betrachten schlieBlich noch die drei Integrale 

Jsin mxsin nxdx, J sin mx cos nxdx, J cos mx cos nxdx" 

wobei m und n positive ganze Zahlen sind. Nach bekannten trigono­
metrischen Formeln k6nnen wir diese Integrale je in zwei zerlegen, 
indem wir schreiben: 

. . 1 ( \ smmxsmnx = 2" cos (m - n) x - co.'; (m + n) XI' 

sin mxcosnx = ~ (sin (m + n) X + sin (m - n) x), 

1 
cos mxcosnx = 2" (cos (m + n) x + cos (m - n) x). 

Fiihren wir nun die Substitutionen u = (m + n) x bzw. u = (m - n) x 
ein, so ergibt sich ohne weiteres das Formelsystem: 

1 
~ (Sin (111 - n) x _ sin(~_ -t n) X) , wenn m=\= n, 

J 2 111-11 1II+n 

sin mx sin nx dx = + (x _ sin2~m..:), wenn m = n, 
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1 
I (COS (m + n) x + cos (m - n) X) =+= - "2 m + n - m _ n ,wenn m n, 

fsinmxcosnxdx = 1 2 . cos mx 
- 2' 2m ' wenn m = n, 

2 m+n m-n' wenn m =+=n, 1-1 (Sin (m + n)x + sin (m - n)x) 

I cosmxcosnxdx = I . 2 
( sm mx ) 2 2m- + X , wenn m = n. 

Integrieren wir insbesondere von - 1E bis + 1E, so erhalten wir aus 
diesen Formeln die iiberaus wichtigen Beziehungen 

I sin mxsin nxdx = 
. +n {O, wenn m =+= n, 
-n 1E, wenn m = n, 
+n 
I sinmxcosnxdx = 0, 

+n {o wenn m =+= n, _:£ cosmxcosnxdx = ".,,' ,. J. wenn m = n. 

Es sind dies die "Orthogonalitiitsrelationen" der trigonometrischen 
Funktionen, mit denen wir uns noch im neunten Kapitel zu beschaf­
tigen haben werden. 

§ 4. Die Produktintegration. 
Das zweite technische Hilfsmitte! fiir die Behandlung von Integra­

tionsproblemen liefert uns die Formel fiir die Differentiation eines 
Produktes: U g)' = I' g + g' f. 

1. Allgemeines. 

Schreiben wir diese Forme! als Integralformel, so erhalten wir (vgl. 
drittes Kapitel, § 2, Nr. 1) 

I (x) g(x) = Ig(x) j'(x) dx + II (x) g'(X) dx 
oder 

II (x) g'(x) dx = I (x) g(x) - I g(x) j'(x) dx. 

Diese Forme! wird als die Formel der Produktintegration (auch partielle 
Integration oder Teilintegration) bezeichnet. Sie gestattet die Zuriick­
fiihrung eines Integrales auf ein anderes. Wenn man namIich in einem 
Integrale f co (x) dx den Integranden in ein Produkt co (x) = I (x) cp (x) 
zerlegt hat und wenn man von dem einen Faktor cp{x) das unbe­
stimmte Integral 

g{x) = I cp(x) dx 
elementar ausfiihren kann, so ist cp{x) = g'{x), und dann wird durch 
unsere Formel das Integral I co (x) dx = II (x) cp{x) dx = II (x) g'(X) dx 
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auf das andere fg(x) j'(x) dx reduziert, das unter Umstanden einfacher 
zu behandeln sein kann als das erste. Da man cine als Integrand auf­
tretende gegebene Funktion OJ (x) in mannigfacher Weise als ein Pro­
dukt 1 (x) !P (x) = 1 (x) g' (x) auffassen kann, so bietet uns diese Formel 
eine weitreichende Handhabe zur Umformung von Integralen. 

Ais Formel der bestimmtcn Integration geschricben, lautet die Formel 
der Produktintegration 

b b b 

ff(x) g' (x) dx = f(x) g(x) I - f g(x) j'(x) dx 
a a a 

b 

= 1 (b) g (b) -I (a) g (a) - f g (x) f'(x) dx. 
a 

Denn wir brauchen nur in der unbestimmten Integralformel auf beiden 
Seiten fUr die auftretende Variable das eine Mal den Wert x = b, das 
andere Mal den Wert x = a einzusetzen und die Differenz der ent­
stehenden Ausdriicke zu bilden, urn gema/3 dem zweiten Kapitel, § 4, 
aus der Formel fUr die unbestimmte Integration cine solche fUr die 
bestimmte Integration zu erhalten. 

2ur erst en Erlauterung diene folgendes Beispiel: 

J log x d x = flog X· 1 . d x . 

Wir deuten durch diese Schreibweise an, da/3 wir 1 (x) = log x und 

g' (x) = 1 setzen wollen, so da/3 wir also t' (x) = ~ und etwa g (x) = x 
x 

haben. Die rechte Seite un serer Formel geht drnn iiber in 

Slogxdx=xlogx- S; dx=xlogx-x. 

Diesel' letztere Ausdruck ist also das Integral des Logarithmus, wie 
man nunmehr auch unmittelbar durch Differenzieren bestatigt. 

2. Beispiele. 

Folgende weiteren Beispiele mogen dem Leser die Handhabung der 
Methode naherbringen. 

Setzen wir I(x) = x, g'(x) = eX, so erhalten wir f'(x) = 1, g(x) = eX, 

f xexdx = eX(x - 1); 

ganz ahnlich ergibt sich 

f x sin x d x = - x cos x + sin x 
und 

f x cos x d x = x sin x + cos x. 

FUr I(x) = log x, g' (x) = xa folgt die Relation 

f xa log x dx = x·+l (log x __ 1_) . 
a+l a+l 

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Auf!. 12 
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Hierbei muB a + -1 vorausgesetzt werden. Fiir a = -1 erhalten 
wir (vgl. S. 169) 

f! logxdx = (logx)2 - Jlogx. d:, 
also, wenn wir das Integral von der rechten Seite auf die linke bringen, 

f 1 1 
-Xlogxdx = 2" (log X)2. 

Das Integral J arc sin x dx berechnen wir, indem wir t (x) = arc sin x, 
g' (x) = 1 setzen. Es wird dann 

arc SIn X x = xarCSInX - -==; J . d . f xdx 
p _Xl 

wir k6nnen nach § 3 die Integration reehts sofort ausfiihren und er­
haIten 

J arc sin x d x = x arc sin x + y 1 x2 • 

Auf die gleiche Art berechnet sich auch das Integral 

J arc tg x d x = x arc tg x - ! log (1 + x2 ) 

wie auch viele ahnlich gebauten. 
Einen etwas anderen Charakter zeigen folgende Beispiele, bei denen 

man nach zweimaliger Anwendung der Produktintegration wieder auf 
das Ausgangsintegral zuriickkommt und so zu einer Gleichung fiir das­
selbe gelangt. 

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir 

J eB x sin b x d x = - ! eB x cos b x + : f ea x cos b x J x 

1 b a . b a2 f . b d = - - eB x cos x + - eB x SIn X - - ea x SIn X x 
b b2 b2 

und daher, indem wir nun aus dieser Gleiehung das Ausgangsintegral 
J eBX sin b x d x berechnen: 

J eBX sin bx dx = ~b2 eGX (a sin bx - b cos bx). 
a + 

Auf die gleiche Art folgt auch 

J . 1 
ea x cos bx dx = as + bZ eGX (a cos bx + b sin bx). 

3. Rekursionsformeln. 

In vielen FaIlen hangt der Integrand auBer von der unabhangigen 
Veranderlichen noch von einem ganzzahligen Index nab, und es ge­
lingt durch Produktintegration, das Integral zwar nicht sofort auszu­
werten, aber doeh auf ein solches derselben Form, nur mit einem klei­
neren Wert des Index n zuriickzufiihren, bis wir sehlieBlich naeh einer 
Anzahl von Sehritten zu einem Integral gelangen, welches wir vermoge 
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unserer Integrationstabelle beherrsehen. Ein solches Verfahren nennt 
man Rekursionsverfahren. Ieh erlautere es an einigen Beispielen: Dureh 
wiederholte Anwendung der Produktintegration konnen wir die tri­
gonometrisehen Integrale 

J cosn xdx, J sinn X dx, J sinm X cosn xdx 
bereehnen, wenn m und n positive ganze Zahlen bedeuten. Es wird 
namlieh z. B. 

J eosn X dx = cosn-1 X sin x + (n - 1) J cosn-2 X sin2 x dx; 
die reehte Seite konnen wir aueh in die Form 

cosn-1 X sin x + (n - 1) J cosn-2 X dx - (n - 1) J cosn x dx 
set zen und erhalten daraus die Rekursionsformel 

f cosn xdx = ~cosn-1xsinx + n -lfcosn-2xdx. 
n n 

Diese Formel gestattet uns, den Exponenten des Integranden lmmer 
weiter zu vermindern, bis wir endlieh zum Integral 

J cosxdx = sin x bzw. J dx = x 
gelangen, je naehdem n ungerade oder gerade ist. Ebenso ergeben sieh 
aueh die analogen Rekursionsformeln 

f sinn x dx = - ~ sinn -1 x COS X + n -2fsinn-2 X dx 
n n 

und 

smmxcosnxdx=---------- + ----- smmxcosn- 2 xdx. f . sinm+1xcosn-1x n-I f . 
m+n m+n 

Insbesondere gestatten diese Formeln, die Integrale 

fsin2xdx = ! (x-sinxcosx) 
und 

f cos2xdx =} (x + sin x cos x) 

zu berechnen, was wir schon fruher vermoge der Substitutionsmethode 
taten. 

Es braueht wohl kaum erwahnt zu werden, daJ3 sieh die entspre­
ehenden Integrale fUr die Hyperbelfunktionen ganz auf dieselbe Art 
bereehnen lassen. 

Weitere Rekursionsformeln liefern uns die folgenden Umformungen: 

J(log x)m dx = x (log x)m - m J (log x)m-1 dx, 

Jxm exdx = xm eX - m J xm- 1 eX dx, 

Jxmsinxdx = -xmcosx + mJxm-1cosxdx, 

J xm cos x d x = xm sin x - m J xm -1 sin x d x, 

J xa+l(Joax)m m f xa (log x)m dx = -----"'--- - -- xa (log x)m-1 dx 
a+l a+l 

(a + -1). 

12* 
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4. Die Wallissche Produktzerlegung von 3'C. 

Die Rekursionsformel fUr das Integral J sinn X dx fiilirt in elemen­
tarer Weise zu einer hochst bemerkenswerten Darstellung der Zahl n 
durch ein unendliches Produkt. Setzen wir fUr n > 1 in die Formel 

f · d I. 1 n-If' 2 d smnx X = - -;;smn- xcosx + -n-- smn- X X 

die Grenzen 0 und ; ein, so ergibt sich 

~ n 
2 "2 
f sinn X dx = n ~ 1 f sinn- 2xdx fiir n> 1. 
o 0 

Wenden wir nun auf das Integral der rechten Seite wieder die Re­
kursionsformel an und fahren so fort, so erhalten wir - wenn Wlr 
noch die Falle n = 2 m und n = 2 m + 1 unterscheiden -: 

2 2 

sm mx dx = ---.---- ... -. dx f . 2 2m -12m - 3 1 f 
2m 2m - 2 2 ' 

o 0 

2 2 

f . 2 1 d 2m 2m - 2 2 f' d sm m+ X X = ---.---- ... -. smx x. 
2m+12m-1 3 

o 0 

somit 

2 

f . 2 2m - I 2m - 3 I:rr: 
sm m X dx = 2m' 2;; _ 2 ... "2'"2' 

o 

2 

f sin2m+1 X dx = ~ __ . 2m - ~ ... ~. 
2m+12m-l 3 

o 

Durch Division ergibt sich hieraus: 

2 

J sin2m x dx 
:rr: 2·2 4·4 6·6 2m·2m 0 

"2 = 1-:3' 3.5' 5--=7 ... (2m -1)·(2m + 1)-"----
2 .r sin 2 m + 1 X d x 

o 

Der Quotient der beiden Integrale auf der rechten Seite konvergiert nun 
mit wachsendem m gegen I, wie wir aus folgender Betrachtung erkennen. 

:rr: 
1m Intervall 0 < x < 2 ist 0 < sin 2m + 1 x < sin2mx < sin 2m - 1 x; 
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folglich 
2- 2 2 

0< J sin2m +l X dx::;;; J sin2m X dx < J sin2m - 1 X dx. 
o u U 

:ll 

'2 
Dividieren wir hier jedes Glied durch J sin2m+l X dx und beachten, 

o 
daB nach der oben zuerst bewiesenen Formel 

ist, SO finden wir 

n 
2 

Jsin2m - 1 xdx 
o =2m+I=I+.L 

:r 2m 2m 
2 

J sin2m + 1 xdx 
o 

2 

J sin2m x dx 

1< ~~~~-<l +2~' 
2 

J sin2m +1 xdx 
o 

woraus die obige Behauptung folgt. 
Infolgedessen besteht die Beziehung 

7C • 2 2 4 4 6 6 2m 2m - = 11m ------ •.. --- ---
2 m~oo I 3 3 5 5 7 2m -12m + I' 

Diese von Wallis herriihrende Produktdarstellung stellt eine durch 
ihr iibersichtliches Bildungsgesetz hOchst merkwiirdige Verkniipfung der 
Zahl :rc mit den ganzen Zahlen dar. Wir k6nnen ihr noch verschiedene 

andere Gestalten geben. Beachten wir, daB lim 2·~-m-i = I ist, so 
m~oo + 

k6nnen wir schreiben 

lim ~2.42 .-,:_(~_m - 2)~ 2m =.!!.. 
m-+oo 32 .52 ••• (2m - 1)2 2 

und, indem wir die Quadratwurzel ziehen und dann den Bruch mit 
2·4··· (2m - 2) erweitern, 

1 In = lim 2.'!-,-,.-j2~1~~) V 2 m = lim 22 .42 -' .... ~m -=-2j2 1'2 m V2 m~oo3.5 ... (2m-I) m~oo (2m-I)! 

= lim 22.4~-,.~...:(2m)~E1Il. 
m~oo (2m)! 2m 

Hieraus erhalten wir endlich 

lim (nd)2 ~2-=- = F., 
m~oo (2m)!}m 

eine Gestalt der Wallisschen Formel, die wir spater noch (vgl. Kap. VII, 
Anhang) verwenden werden. 
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§ 5. Integration der rationalen Funktionen. 
Die wichtigste allgemeine Klasse von Funktionen, deren unbestimmte 

Integration sich mit Hilfe der elementaren Funktionen stets ausfiihren 
HiBt, sind die rationalen Funktionen: 

wo 

Polynome sind. 

R(x) = f(~) 
g (~)' 

I(x) = amxm + am_1xm- 1 + ... + ao' 
g(x) = bn xn + bn- 1 xn- 1 + ... + bo 

Ieh erinnere daran, daB jede ganze rationale Funktion sieh sofort 
integrieren HiBt und dabei wieder zu einer ganzen rationalen Funk­
tion fiihrt. 

Wir brauchen daher unsere Aufmerksamkeit Iediglich auf die ge­
brochen rationalen Funktionen zu richten, bei welch en der Nenner 
g(x) keine Konstante isP). Urn eine solche gebrochene Funktion zu 
integrieren, k6nnen wir weiter bemerken, daB sie sich als Sum me der 

Funktionen ;v(;; darstellen IaBt und daB wir daher nur Integrale tiber 
~v 

Funktionen der Form g(x) zu betrachten brauchen. 

1. Aufstellung der Grundtypen. 
Wir werden die Integration zunachst noch nicht fiir die allgemeinste 

derartige rationale Funktion durchfiihren, sondern nur fiir solche, deren 
Nenner g(x) einen besonders einfaehen Typus zeigt; und zwar: 

g(x) = x oder g(x) = 1 + x2 

oder allgemeiner 

mit beliebigem ganzen positiven Exponenten n. 
Auf diesen Fall laBt sich sofort die Integration in dem etwas all­

gemeineren FaIle zuriickfiihren, daB g(x) = (IXX + {J)n eine Potenz eines 
linearen Ausdruckes IXX + {J (IX 9= 0) oder g(x) = (ax 2 + 2bx + c)n eine 

1) Den Grad des Zahlers fIx) diirfen wir dabei stets als geringer als den 
Grad n des Nenners g (x) voraussetzen. Denn man kann bekanntlich sonst das 
Polynom I (x) durch das Polynom g (~) dividieren, so daB der Rest ein Polynom 
von geringerem als n-tem Grade ist: mit anderen Worten, man kann schreiben 
I(~) = q(~) g(x) + r(x), wo auch q(x) und r(x) Polynome sind und r(x) einen 

geringeren Grad als n hat; es ist somit die Integration von I((~) auf die des 
g x) 

Polynomes q(x) und die des "echten" Bruches r((x) zuriickgefiihrt. 
g x) 
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Potenz eines definiten quadratisehen Ausdruekes 1) ist. 1m ersten Falle 

ftihren wir ; = IX X + fJ als neue Veranderliehe ein. Es wird dann :! = IX, 

und x = -.!.. ; _.t ist aueh eine lineare Funktion von ;. Somit geht 
at; at; 

jeder Zahler f (x) in ein Polynom !p (;) vom selben Grade iiber, und 
es wird 

f _f(x)_ dx=-.!..ftp(~)d;. 
(at; x + fl)n at; ~n 

1m zweiten Falle sehreiben wir 

1 d 2 
ax2 + 2 bx + c = - (ax + b)2 + - (d2 = ac - b2 , d> 0), a a 

indem wir beaehten, daB wegen der vorausgesetzten Definitheit unseres 
Ausdruekes a =l= 0 und ac - b2 positiv sein muB. Dureh Einfiihrung 
der neuen Veranderliehen 

; = ax:+- b 
d 

gelangen wir nun sofort zu einem Integral mit dem Nenner d2 (1 + ;2) 

bzw. [~2 (1 + ;2)T- a 

Urn also rationale Funktionen zu integrieren, deren Nenner eine 
Potenz eines linearen Ausdruekes oder eines definiten quadratisehen 
Ausdruekes ist, geniigt es, die folgenden Typen von Funktionen inte­
grieren zu k6nnen: 

xn' (x2+I)n' (x2 +1)n' 

Wir werden sogar sehen, daB wir aueh diese Typen gar nieht allgemein 
zu behandeln brauehen, da/3 wir namlieh aIle Integrationen rationaler 
Funktionen auf die Integration dieser Funktionstypen fiir den Spezial­
fall v = 0 zuriiekfiihren k6nnen. DemgemaB wollen wir uns zunaehst 
mit der Integration der drei Ausdriieke 

1 1 x 
-:;n' (x2 + l)n' (X2 + l)n 

befassen. 

2. Integration der Grundtypen. 

Die Funktion des ersten Typus x~ ergibt fUr n = 1 integriert log I x I, 
fUr n> 1 die Funktion - ( ----11-)---1, also wieder eine rationale Funk-

1/- xn -

tion. Die Funktion des dritten Typus la/3t sieh sofort integrieren, 
wenn wir x2 + 1 = ; als neue Veranderliche einfiihren, wodureh wir 

1) Ein quadratischer Ausdruck Q(x) = ax2 + 2bx + c heil3t definit. wenn 
er fiir reelle Werte von x nur Werte eines Vorzeichens annehmen kann. wenn 
also die Gleichung Q (x) = 0 keine reellen Wurzeln besitzt. Hierzu ist not­
wen dig und hinreichend. dal3 ac - b2 eine positive Zahl ist. 
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2x dx = d;, also 

x 1 d; l'~log(X2+1) f (x 2 + 1 )R d X = '2 f F = 1 

- 2(n -I) (x 2 + 1)"-1 

fUr n = 1, 

fur n> 1 

erhalten. Urn endlich das Integral 

In = f (x2 ~ 1 )R 

fiir beliebiges n > 1 auszuwerten,. bedienen wir uns eines Rekursions­
verfahrens. Set zen wir namlich 

also 
f dx f dx f x 2 dx 

(Xi + I)R = (Xi + 1)R-l - (x 2 + I)R' 

so konnen wir das zweite Integral auf der rechten Seite durch Produkt­
integration umformen, indem wir in die Formel der Produktintegration 
(S. 176) einsetzen: 

I(x) = X, g'(x) = (xl ~ I)R' 

Es ist demnach (siehe oben): 

1 1 
g (x) = - '2 (n _ I) (Xl + I)n-i' 

und infolgedessen erhalten wir 

f dx x 2n - 3 f dx 
In= (xl+l)n=2(n-I)(xl+l)n-l+2(n-l) (x2+1)n-l' 

Es ist also das Integral In auf das Integral J n- 1 zuriickgefiihrt. Wenden 
wir (bei n - 1 > 1) auf das letztere das Verfahren nochmals an und 

schreiten so fort, bis wir schlieBlich auf den Ausdruck f x2d~1 = arc tg x 

stoBen, so erkennen wir, daB sich das Integral J n explizite durch ratio­
nale Funktionen und die Funktion arc tg x ausdriicken laBt 1). 

Beilaufig bemerke ich, daB wir zur Integration der Funktion (x2-~-f);' 
auch ohne weiteres durch die Substitution x = tg t hatten gelangen 

konnen; wir wiirden dann erhalten dx = ~2t und 1 +1 2 = cos2 t, also 
cos t x 

f dx -f 2n-2tdt 
(Xi + I)" - cos , 

und dieses Integral haben wir schon in § 4, Nr. 3 auszuwerten gelernt. 

1) In genau derselben Art k5nnen wir iibrigens auch das Integral der Funk­

tion -( -2_1_ berechnen, indem wir es durch ein entsprecbendes Rekursions-
x -1)R dx 

verfahren auf das Integral f 1 _ Xi = 2ft:tg x bzw. = 2ft @:tg x zuriickfUbren. 
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3. Die Partialbruchzerlegung. 
Die Integration der allgemeinsten rationalen Funktionen gelingt 

nun auf Grund der Tatsache, daB man jede soIche Funktion als Summe 
von sog. Partialbriichen darstellen kann, d. h. als Summe aus einer 
ganzen rationalen Funktion und endlich vielen rationalen Funktionen, 
deren jede entweder als Nenner nur cine Potenz eines linearen Aus­
druckes und als Zahler cine Konstante oder als N enner eine Potenz 
eines definiten quadratischen Ausdruckes und als Zahler eine lineare 
Funktion hat. 1st der Grad des Zahlers I (x) geringer als der Grad des 
Nenners g(x), so tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funk­
tion auf. AIle diese Funktionen konnen wir nach dem Vorangehenden in­
tegrieren. Denn nach Nr. 1 lassen sich die Faktoren der Nenner auf die 
speziellen Formen xn und (X2 + l)n zuruckfiihren, und durch nochmalige 
Partialbruchzerlegung stellt man sich hieraus die in Nr. 2 integrierten 
Grundtypen her. 

Ich will darauf verzichten, den allgemeinen Beweis fill die Moglich­
keit einer soIchen Partialbruchzerlegung vollstandig durchzufiihren. 
Vielmehr will ich mich darauf beschranken, dem Leser die Aussage dieses 
Satzes verstandlich zu machen und an Beispiclen zu zeigen, wie man 
tatsachlich im gegebenen FaIle die Partialbruchzerlegung praktisch 
ausfiihrt - es kommen in der Praxis dafill nur verhaltnismaBig ein­
fache Funktionen in Frage, da sonst die Rechnung allzu kompliziert wird. 

Man kann, wie die element are Algebra lehrt, jedes Polynom g (x) 
in die Gestalt setzen 

g (x) = a (x - 1X1)l, (x - 1X2)l, • •• (x2 + 2 b1 X + CIt' (X2 + 2 b2 X + C2)T, • ••. 

Dabei sind die Zahlen lXI' 1X2' . .. die voneinander verschiedenen reellen 
Wurzeln der Gleichung g(x) =0, und die ganzen positivenZahlenll,z2' ... 
geben ihre Vielfachheit an; die Faktoren x 2 + 2 b" x + c" bedeuten lauter 
verschiedene definite quadratische Ausdrucke mit konjugiert komplcxen 
Wurzcln, und die positiven ganzen Zahlen r1' r2, ... geben wiederum 
die Vielfachheit dieser Wurzeln an. 

Stellen wir uns vor, daB der Nenner g (x) entweder von vornherein 
in dieser zerlegten Form gegeben ist oder daB wir ihn durch Auf­
suchen der reellen und imaginaren Wurzeln in diese Form zerlegt haben. 
Setzen wir ferner voraus, daB der Zahler I (x) einen niedrigeren als 
den Grad n des Nenners besitzt (vgl. Anm. 1 auf S. 182), so lautet 
der Satz von der Partialbruchzerlegung: Zu jedem Faktor (x - IX)' 
- wo IX gleich irgend einer der reellen Wurzeln IX" sein kann und 1 die 
ihr entsprechende Zahl lv ist - laCt sich ein Ausdruck der Form 

Al A2 AI 
X - IX + (x=- ~)2 + ... + (~-=-IX)i 

mit konstanten Koeffizienten AI' ... , A lund zu jedem quadratischen 
Faktor Q (x) = x 2 + 2 b x + c un serer Produktzerlegung, dessen Viel-
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fachheit r ist, ein Ausdruck der Form 

Bl + C1 X + B2 + C2 X + ... + Br + Cr x 
Q Q2 Qr 

bestimmen, so daB {~;~- gleich der Summe aller dieser AusdrUcke wird. 

Mit anderen Worten, der Quotient : ~;~ HiBt sich als Summe von 

"Stammbriichen" darstellen, deren jeder einem der durch Nr. 1 und 2 
erledigten Typen angehortl). 

1m einzelnen Falle kann eine soIche Partialbruchzerlegung sehr einfach 
aussehen. 1st z. B. g(x) = x2 -1 oder allgemeiner g(x) = (x -IX) (x -p), 
d. h. ist g(x) ein nicht definiter quadratischer Ausdruck mit zwei ver­
schiedenen reellen Wurzeln IX und p, so erhalten wir sofort 

und daher 

I 1 I I 1 
x2 ----=1 = 2" x=1 - 2: x + f 
11111 

bzw. (~-~ (x - p) = rx. - 7J' x - rx. - rx. - fl' x - fl 

bzw. f dx = _1_ 10 I x - rx. I 
(x - rx.)(x - fl) rx. - fl g x - fll' 

4. Beispiel. Chemische Reaktionen. 
FUr die Anwendung der letzten einfachen Partialbruchzerlegung 

!iefem die sog. Bimolekillreaktionen ein einfaches Beispiel. Raben wir 
zwei Ausgangsstoffe mit den anHinglichen in Mol pro Volumeinheit 
gerechneten Konzentrationen a und b, wobei wir a < b voraussetzen, 
und bildet sich in der Volumeneinheit wahrend der Zeit t durch che­
mische Reaktionen eine Menge x (in Mol) des Reaktionsproduktes, so 
wird nach dem Massenwirkungsgesetz (vgl. drittes Kapitel, § 7, Nr. 5) 
im einfachsten Fall - Zusammentreten je eines Molekills von beiden 

1) Der Gedanke ftir den Beweis der Moglichkeit un serer Zerlegung sei hier 
wenigstens kurz skizziert: Wenn g (x) = (x - rx.)k h (x) und h (rx.) =F 0 ist, so 
verschwindet offen bar auf der rechten 5eite der Gleichung 

I (x) I(rx.) l/(x)h(rx.)-/(rx.)h(x) 
g (Xl - h (rx.) (x - rx.)k = h~)' - Tx~ rx.)kh(X)-

der Zahler fo.r x = rx.; er hat daher die Gestalt h (:x) (x - rx.l m • It (x), WO 11 (xl wieder 

ein Polynom, 11 (rx.l =F 0 und die ganze Zahl m ~ 1 ist. Mit -~ ~:~ = fl folgt also 

I (xl fl 11 (xl 
if;) - (x - ;lk (x - rx.l k - m h (x)' 

50 weitergehend kann man den Grad der im Nenner auftretenden Potenz 
von x - IX immer weiter erniedrigen, bis schlief31ich keine soiche Potenz im Nen­
ner mehr auftritt. Indem man auf den dann verbleibenden Bruch dasselbe 
Verfahren ffir eine andere Wurzel von g(x) anwendet und dieses so oft wieder­
holt, als g (x) verschiedene Faktoren enthalt, gelangt man schlief31ich unter Bertick­
sichtigung auch der komplexen Wurzeln zu der vol1standigen Partialbruchzerlegung. 
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Reaktionskomponenten - die GroBe x als Funktion der Zeit sich mit 

der Reaktionsgeschwindigkeit ~: = k(a - x) (b - x) vermehren; Auf­

gabe ist die Bestimmung der Funktion x(t). Fassen wir umgekehrt die 
Zeit t als Funktion von x auf, so ergibt sich 

:; = k(a ~ x~ (b = x) = k (b ~ a) C ~ x - b ~ x); 

also durch Integration 
1 a-x 

k t = -- --log -- -+ c, fUr x < a < b, a-b b-x 

wobei wir die Integrationskonstante c aus der Forderung bestimmen, 
daB fiir t = 0 noch kein Reaktionsprodukt vorhanden ist, daB also 

I-~ 

a ~ b log ab + C = 0 wird. Wir erhalten schlieBlich k t = -~-b-Iog __ a 
a- l-~ 

b 
oder durch Auflosung nach x die gesuchte Funktion x (t) : 

ab (1- eca-b)kl) 

X = --b ~-aei';":bikl' 

5. Weitere Beispiele fur Partialbruchzerlegung. (Methode der 
unbestimmten Koeffizienten.) 

1st g (x) = (x - IXI ) (x - 1X2)' •• (x - IXn), WO IXt 9= IXk fiir i 9= k, 
hat also g (x) lauter einfache rcelle Wurzeln, so lautet die Partial­
bruchzerlegung einfach 

1 a1 __ + _~2 + ... + __ a,, __ • 
g (x) = x - IXI X - 1X2 X - IX .. 

Fiir die Koeffizienten, z. B. aI' erhaIten wir eine explizite Darstellung 
sofort, indem wir diese Gleichung mit x - IXI multiplizieren, links 
und im ersten Gliede rechts den Linearfaktor x - IXI kiirzen und danach 
x = IXI setzen. Es ergibt sich so 

a1 = - __ _ ___ -_____ 1________ ______ I). 
(IXI - 1X2) (IXI - lXa) ••• (IXI - IX,,) 

Ais typisches Beispiel fiir Nenner g(x) mit mehrfachen Wurzeln 

betrachten wir die Funktion X2-(xl=1), deren Nenner die Doppel­

wurzel x = 0 besitzt. Hier fiihrt uns entsprechend Nr. 3 der Ansatz 
1 abc 

x 2-(x'::"'-i) = i-~ 1 + -; + x2 

zum Zicl. Multiplizieren wir diese Gleichung mit X2(X - 1), so erhalten 
wir zur Bestimmung der Kocffizienten a, b, c die Gleichung 

1 = (a + b) x2 - (b - c) x - c, 

1) Der Leser mag sich ubedegen, daB der Nenner rechts nichts anderes ist 
als g'(1X1), d. h. die Ableitung der Funktion g (xl, genommen an der Stelle x = 1Xl" 
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die fiir alle Werte von x erfiillt sein soIl. Hierzu mussen aIle Koeffi­
zienten des Polynomes (a + b) x 2 - (b - c) x - c - 1 Null sein, d. h. 
es mul3 a + b = b - c = c + 1 = 0 oder c = - I, b = - I, a = 1 sein. 
Wir erhalten so die Zerlegung 

111 
xi(x - 1) = x -- 1 - -; - ;2-' 

und es ist 

f dx 1 
x2 (x _ 1) = log I x - II-log I x I + x' 

Die Funktion x (X2\ 1) (Beispiel fUr komplexe Wurzeln des Nenners) 

werden wir gemaB der Gleichung 
___ 1 ___ ~ b x + c 
X (X2 + 1) - x + x2 + 1 

zerlegen. Fiir die Koeffizienten gilt: a + b = c = a-I = 0; also 
1 1 x 

und hiernach 

S x (X~: 1) = log I x 1- ! log (x2 + 1). 

Ais drittes Beispiel betrachten wir die Funktion x' : 1 ' deren Inte­

gration noch Leibniz grol3e Schwierigkeiten bereitete. Wir k6nnen 
den Nenner als Produkt zweier quadratischer Faktoren darsteIlen: 
X4 + 1 = (x 2 + 1)2 - 2x2 = (x 2 + 1 +Y2 x) (X2 + 1 -l'2 x) und wer­
den infolgedessen folgende Partialbruchzerlcgung ansetzen: 

1 _ ax+b + cx+d 
x' + 1 - x2 + }2x + 1 ;2 -}2x + i' 

Zur Bestimmung der Konstanten a, b, c, d erhalten wir die Gleichung 

(a + c) x3 + (b + d - a {2 + c f2) x2 + (a + c - b f2 + d f2) x 
+ (b + d - 1) = 0, 

die durch die Werte 
] 1 

a=---=, b=2' 
2}2 

befriedigt wird. Es ist also 
1 1 x +l2 x -}2 

x' + 1 = 212' x 2 + }2 x + 1 - 2}2' x2 - }2 x + I' 

und wir erhalten unter Anwendung der in Nr.I angegebenen Methode 

f ,d+X 1 = ~ log I x2 + f2 x + 1 i - -~ log I x2 - Y2 x + 11 
x 4}2 412 

+ ~arctg (f2x + 1) + ~ arctg (Y2x - 1), 
2}2 212 

ein Ergebnis, das man hinterher leicht durch Differenzieren bestatigen 
kann. 
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§ 6. Integration einiger anderer Funktionenklassen. 

1. Vorbemerkungen tiber die rationale Darstellung der 
trigonometrischen und Hyperbelfunktionen. 
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Auf die Integration der rationalen Funktionen HiBt sich die Inte­
gration einiger anderer allgemeiner Funktionenklassen zuruckfiihren. Wir 
verstehen diese Zuruckfiihrung am besten, wenn wir uns vorher einige 
e!ementare Tatsachen uber die trigonometrischen und hyperbolischen 
Funktionen klar machen. Aus der elementaren Trigonometrie ergeben 

sieh, wenn t = tg -;- gesetzt ist, die folgenden einfachen Formeln: 
. 2/ 1 - /2 

SIn X = 1 + 12 ' cos x = 1 + 12 1). 

x D. h. sin x und cos x lassen sick rational durck die Grof3e t = tg"2 aus-
drucken. Aus t = tg; folgt durch Differentiation 

dill + 12 dx 2 
dx = ----x = -2- also di- = 1 + 12 ; 

2CO,2 "2 

also auch der Differentialquotient ~; druckt sich rational durch taus. 

Die geometrische Bedeutung und Veranschaulichung un serer 
meln gibt uns Figur 74. In ihr ist der Kreis 
u 2 + v2 = 1 in einer uv-Ebene gezeichnet. 
Bedeutet x den in der Figur gezeichneten 
Winkel PO T, so wird u = cos x, v = sin x. 
Der Winkel des Dreiecks OS P an der 
Spitze 5 im Punkte u = -I, v = 0 ist nach 

einem elementaren geometrischen Satz i, und 

man entnimmt der Figur nunmehr sofort die 
geometrische Bedeutung der GroBe t; es ist 

v 

-1 
s 

For-

namlich t = tg x2 = 0 R. Durchlauft der Fig. 74. Parameterdarstellung der 
trigonometrischen Funktionen. 

Punkt P, von 5 angefangen, im positiven 
Sinne einma! den Kreis, d. h. durchlauft x das Intervall von - n bis 
+ n, so wird die GroBe t gerade einmal die ganze Werteskala von 
- 00 bis + 00 durchlaufen. 

Ganz entsprechend ki)nnen wir auch die Hyperbelfunktionen 

[of x = ! (eX + e- X) und @Jin x = ! (eX - e- X) als rationale Funk­

tionen einer dritten GroBe darstellen. Das Nachstliegende ist, eX = T 

1) E' [. 1 _ 2 X t2 _. 2 X . 
S 1St nam lch 1 + 12 - cos "2' 1 + 12 - Sill "2' und hleraus erge ben 

sich wegen sin x = 2 cos2 ; tg; und cos x = cos2 ; - sin2 ; sofort die oben 

hingeschriebenen Formeln. 
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zu seizen, wodurch wir 

~of x = ~ (. + ~), elinx =~(.-~) 2 "C' 

also tatsachlich cine rationale DarstclIung von ein x und ~of x erhalten. 

Auch hier wird ddX = ~ rational in •. Es ergibt sich jedoch eine groBere 
"C "C 

Analogie zu den trigonometrischen Funktionen, wenn wir die GroBe 

t =;tg; einfiihren; wir gelangen dann zu den Formeln 

. 2/ 1 + /2 
elm x = 1 _ /1' ~of x = 1 _ /2 . 

Bier folgt wie S. 189 durch Differentiation von t = ;tg ; die rationale 

Darstellung dx 2 
Tt = 1- /2 

des Differentialquotienten ~;. Auch hier hat die GroBe t eine ganz 
ahnliche geometrische Be­
deutung wie bei den trigono­
metrischen Funktionen, was 
man der Figur 75 leicht ent­
nimmt. 

v 

Wahrend jedoch bei den 
trigonometrischen F unktio­

---i:;'"""--------:otL---==---;\-,,-u'-----j>u nen t das Intervall von -00 

Fig. 75. ParameterdarsteJlung der Hyperbelfunktionen. 

bis +00 durchlaufen muB, 
damit wir die Gesamtheit 
der Wertepaare von sin x und 
cos x bekommen, wird bei den 
hyper bolischen Funktionen 
die GroBe t auf das Inter­
vall - 1 < t < 1 beschrankt 
sem. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wlr an unser Integrations­
problem. 

2. Integration von R (cos x, sin x). 
Es bedeute R (cos x, sin x) einen rationalen Ausdruck in den beiden 

Funktionen sin x und cos x, d. h. einen Ausdruck, der aus diesen beiden 
Funktionen und Konstanten in rationaler Weise gebildet ist, wie z. B. 

3 sinl x + cos x 
3 cos2 X + sin x . 

Wenden wir die Substitution t = tg; an, so geht das Integral 

fR(cosx,sinx)dx in das Integral 

f ( 1 - /2 2 /) 2 d / 
R 1 + /2' I + /2 • 1 + /2 
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liber, und unter dem Integralzeichen steht jetzt eine rationale Funk­
tion von t. Die Integration unseres Ausdruckes ist daher im Prinzip 
geleistet, da wir das Integrationsproblem jetzt nach den Methoden des 
vongen Paragraphen losen konnen. 

3. Integration von R (6:01 x, Eiin x). 

1st ganz entsprechend R (([of x, 6in x) ein rationaler Ausdruck in 
den hyperbolischen Funktionen ([of x und Sin x, so gelingt seine Inte-

gration durch die Substitution t = ;tg ;; es wird also unter Beach­

tung von 
dx 2 
dt 1 - t2 

J . f (I + t2 2 t ) 2 R (([of x, Sm x) dx = R 1 _ t2' 1 _ [2 1 _ [2 dt. 

(Wir hatten im librigen entsprechend der obigen Bemerkung auch 
einfach "t' = eX als neue unabhangige Veranderliche einfiihren und ([of x 

und Sin x durch"t' ausdriicken konnen.) Wiederum ist die Integration 
auf die einer rationalen Funktion zurlickgefiihrt. 

4. Integration von R(x, -Y1-x!!). 

Das Integral J R (x, -YI- x2 ) dx fiihren wir durch die Substitu­
tion x = C03 U, -V1-x2 = sin u, dx = - sin udu auf den unter Nr. 2 

behandelten Typus zuruck; durch die Substitution t = tg ; konnen wir 

von da aus sofort zu einem Integral liber eine rationale Funktion ge­
langen. Wir konnen aber, wie ich beilaufig bemerke, diese Zurlick­
fiihrung statt mit zwei Schritten auch auf einmal vornehmen, indem 
wir sofort die Substitution 

1/1 - x 
t=Vl+x; 

1 - [2 

X = 1+12; 
dx 
dt 

ausfiihren, weIche unser Integral in eines uber eine rationale Funktion 

von t verwandelt; d. h. wir fiihren sofort t = tg ~- als neue Verander­

liche ein und erhalten dam it ein Integral einer rationalen Funktion. 

5. Integration von R (x, -y x2 -1 ) . 

Das Integral JR (x, yx2 -I)dx gehtdurchdie Substitutionx= ([of u 
in den unter Nr. 3 behandelten Typus liber. Hier konnten wir auch 
direkt durch Einfiihrung von 

zum Ziele kommen. 
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6. Integration von R (x, -Vis + 1). 

Das IntegralfR (x, -YX2 + 1) dx wird durch die Substitution X= Sin u 
ebenfalls auf den Typus unter Nr. 3 zuriickgefiihrt, ist somit elementar 
ausfiihrbar. Anstatt die weitere Reduktion auf das Integral einer 

rationalen Funktion nun durch die Substitution eU = 7: oder ~9 ; = t 
vorzunehmen, hatten wir iibrigens auch mit einem Sehlage durch die 

S b · . ,r:::2I11 d h t - 1 + 1 x2 + 1 d I t al u stItutIon 7: = x + rX- + ~ 0 er aue = -- ----- as n egr 
x 

einer rationalen Funktion erhalten k6nnen. 

7. Integration von R(x, YaXS+-2bx+c). 
Das Integral fR(x, -yax2-+-ibX+-c)dx iiber einen Ausdruck, 

welcher sich rational aus x und einer Quadratwurzel aus einem belie­
bigen Polynom zweiten Grades in x zusammensetzt, 1aJ3t sich sofort 
auf einen der eben behandelten Typen zuriickfiihren. Wir schreiben 
(vgl. zum folgenden S. 183) 

1 a c - b2 
ax2 + 2bx + c = - (ax + b)2 + --a a 

und fUhren im Falle a c - b2 > 0 durch die Transformation; = a x + b_ 
t ac - b2 

eine neue Integrationsvariable ; ein, wobei sich un sere Quadratwurzel 

in ya c:;; b2 -V;2 + 1 verwandelt. Das Integral wird also in der Va­

riablen ; genau den Typus aus Nr. 6 zeigen. Die Konstante a muG 
hierbei positiv sein, damit die Quadratwurzel iiberhaupt reelle Werte 
besitzt. 

1st ac-b2=O, a>O, so ist wegen -Yax2-+2bx+c= -va (x + ~) 
der Integrand von vornherein rational in x. 

1st endlich a c - b2 < 0, so setzen wir ; = ~~ + b und erhalten 
lb2 - ac 

Yb2-=-ac (-~--) I . . 
fUr unsere Quadratwurzel den Ausdruck --li- s- - 1 . st a posItIv, 

so ist damit unser Integral auf den Typus unter Nr. 5 zuriickgefiihrt; 
ist jedoch a negativ, so schreiben wir un sere Wurzel in der Form 

y b2 -=-aa c -y 1 _ ;2 und erkennen, daB die ZuriickfUhrung auf den Typus 

Nr. 4 geleistet ist. 

8. Weitere Beispiele fUr ZuriickfUhrung auf Integrale 
rationaler Funktionen. 

Von weiteren Funktionstypen, deren Integration durch Zuriick­
fiihrung auf rationale Integranden gelingt, nenne ich kurz noch zwei: 
einmal rationale Ausdriicke in zwei verschiedenen Quadratwurzeln 
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aus linearen Ausdrucken: R (x, YaX+b, ic<x -+11), zweitensAusdrucke 

der Form R (x, V::!;) :,wobei a, b, (I., {3 Konstante sind. Fuhren wir 

im ersten Falle ~ = llXX + {3 al5 neue unabhangige Veranderliche ein, 
d 13 {3 1:2 1 /;2 - fJ d x 2!; . d 'bt . h so a (I. x + =", a :;0 X = --, d F = '- Wir , so ergi SIC 

IX s IX 

JR(x, Vax+b, YIXX+P) dx= f R (!;2 ~ {3 , V~ (a~2'--(ap-b~)), ~ )2:- d~, 
also der unter Nr. 7 behandelte Typus. 

Fiihren wir im zweiten Falle als neue unabhangige Veranderliche 

dl'e G "13 I: "l/a x + b. . d ro e ,,= --{3 em, so Wir 
IXX+ 

~n_ax+b x=-{3!;"+b_ !.!....=.!'p-_b,1X .n1:n-l 
- IXX+{3' IX!;" - a' d!; (lX!;n - a)2 ~ , 

und wir gelangen unmittclbar zu der Formel 

fR (x In/ax+b)dX=fR(-{3!;n+b ~) a{3-~.n~n-ldl: 
, IXX+{3 lX!;n-a' (lX!;n-a)2 ", 

also zu dem Integral einer rationalen Funktion. 

9. Bemerkungen zu den Beispielen. 

Die obigen Uberlegungen haben vor allem ein prinzipielles theo­
retisches Interesse. Die wirkliche Durchfiihrung bei verwickelten Aus­
drucken wiirde haufig allzu kompliziert werden. Es ist daher zweck­
mal3ig, unter Umstanden die spezielle Natur der zu integrierenden 
Funktionen zu benutzen, urn grol3ere Einfachheit zu erzielen. Z. B. 

wird man fUr die Integration des Ausdrucks i ' 2 ,+lb2' 2 statt der 
a SIn X co~ X 

unter Nr. 2 angegebenen Substitution besser t = tg x als neue Ver­
anderliche einfUhren, da sich sin 2 x und cos 2 x schon rational durch 

tg x ausdrucken lassen und daher ein Zuriickgehen auf tg; nicht mehr 

notig ist. Dassclbe gilt fUr jeden Ausdruck, del' sich aus sin 2 x, cos 2 x 
und sin x cos x rational aufbaut 1). In vieIen Fallen wird man iibrigens 
fUr die AusfUhrung von Integralen nicht eine rationale Gestalt, sondern 
eine trigonometrische vol'ziehen, falls man von diesel' aus durch ein 
iibersichtliches H.ekursionsverfahl'en zum Ziele kommen kann. Z. B. wird 
man das Integral J xn (1'1 - x2)m dx statt in eine rationale Form lieber 
durch die Sub;titution x = sin u in die Gestalt J sinn u co,:;m+1 udu 
setzen, in der man es leicht durch ein Rekursionsverfahren nach § 4 
behandcln kann (oder auch, indem man mittels der Additionstheoreme 

1) Denn sin x cos x = tg X cos2 x laJ3t sich naturlich rational durch tg x aus­
driickcn. 

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Aut!. 13 
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die Potenzen der sin und cos auf die sin und cos der vielfachen Winkel 
zuruckfiihrt) . 

lur Auswertung des Integrals 

f dx (a2 + b2 > 0) 
a cos x + b sin x 

werden wir, statt auf die allgemeine Theorie zuruckzugehen, eme 
lahl A und einen Winkel {} so bestimmen, daB 

a = A sin {} , b = A cos {} 

ist; d. h. Wir setzen 

Das Integral geht dann in 

1 f dx 
A sin(x+fJ) 

uber, als dessen Wert sich nach Einfiihrung von x + {} als neuer Ver­
anderlichen 

1 i x+fJl Alcg i tg -2-

ergibt (vgl. S.174). 

§ 7. Bemerkungen iiber Funktionen, die sich nicht mittels 
der elementaren Funktionen integrieren lassen. 

1. Definition von Funktionen durch Integrate. Elliptische Integrale. 

Mit den angegebenen Beispielen von Funktionentypen, deren Inte­
gration sich auf die von rationalen Funktionen zuruckfiihren 1aJ3t, 
ist im wesentlichen der Bereich der elementar integrierbaren Funktionen­
klassen erschopft. Die Bemuhungen, z. B. allgemeine Integrale der 
folgenden Art: 

ffao+a;x-r:~~+~anX~' fYa·o+a~x~+.-.·.-+anxndX oder f~ dx 
durch element are Funktionen auszudrucken, sind stets gescheitert; 
im 19. Jahrhundert gelang sogar der Beweis fur die prinzipielle Un­
moglichkeit, diese Integrationen mittels der elementaren Funktionen 
auszufiihren. 

Wenn es also das liel der Integralrechnung ware, Funktionen 
elementar zu integrieren, so waren wir rasch am Ende dieser Kunst 
angelangt. Aber ein solches liel hat tatsachlich keine innere Berechti­
gung; im Gegenteil, es haftet ihm etwas Kunstliches an. DaB das 
Integral einer stetigen Funktion existiert und als Funktion der oberen 
Grenze wiederum eine neue stetige Funktion darstellt, ist eine Tat­
sache, die mit der Ausdruckbarkeit dieser letzten Funktion durch 
element are Funktionen nichts zu tun hat. Was die elementaren Funk-
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tionen auszeichnet, ist im Grunde nur die Tatsache, daB sic in ihren 
Eigenschaften leicht tibersehbar sind, daB ihre numerische Verwendung 
vielfach durch bequeme Tabellen erleichtert ist bzw. daB man sie, wie 
die rationalen Funktionen, auf einfache Weise mit beliebiger Genauig­
keit berechnen kann. 

Nid.ts hindert uns, wenn das Integral einer Funktion sich durch die 
uns geHi.ufigen Funktionen nicht ausdrticken laJ3t, dieses Integral als 
cine neue, "hahere" Funktion in die Analysis einzufiihren, d. h. im 
Grunde nur, ihm einen Namen zu geben. Ob die Einfiihrung einer solchen 
neuen Funktion zweckmaJ3ig oder unzweckmaBig ist, wird davon ab­
hangen, was fUr Eigenschaften sie besitzt, wie haufig man auf sie ge­
fiihrt wird und wie leicht man sie theoretisch oder numerisch be herr­
,;chen kann. In diesem Sinne bildet also der IntegrationsprozeB ein 
Prinzip zur Erzeugung neuer Funktionen. 

1m Grunde genommen kcnnen wir dieses Prinzip schon von den 
dementaren Funktionen hrr. So sahen wir uns genotigt (drittes 

Kapitel), das zunachst noch nicht bekannte Integral von ~ als neue 
x 

Funktion cinzufiihrell, die wir als Logarithmus bezeichnet haben und 
deren Eigenschaften wir dann leicht feststellen konnten. Ganz ahnlich 
hatten wir auch, lediglich auf die rationale Funktion, den Integrations­
prozeB und den UmkehrungsprozeB gesttitzt, die trigonometrischen 
Funktionen einfiihren konnen; man braucht dazu nur etwa eine der 
heiden Gleichungen 

x J dt 
arc tg x = -1 + t2 

U 

x 

oder arc "in x = J d t 
11- t2 

U 

als Definition der Funktion arc tg x hzw. arc sin x an die Spitze zu 
.~teIlen, urn dann aus ihr durch Umkehrung die trigonometrischen Funk­
tionen zu gewinnen; ein Verfahren, durch welches man die Definition 
dieser Funktionen von der Geometrie loslost, sich aber nattirlich die 
Vcrpflichtung auferlegt, ihre Eigenschaften nunmchr auch unabhangig 
von der Geometrie aus der Definition durch Integrale zu entwickeln 1). 

Das erste und wichtigste Beispiel, welches tiber den Bereich der ele­
mentaren Funktionen hinausfiihrt, geben uns die elliptischen Integrate. 
Es sind dies Integrale, bei denen der Integrand in rationaler Weise eine 
Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder vierten Grades enthalt. 
Als besonders wichtig hat sich unter diesen Integralen die Funktion 

s 

it (s) = J l(T:=:~2;(~-~-k2:;2) 
u 

1) Auf die Ausfiihrung dieses Gedankens will ieh hier nieht eingehen. Das 
Wesentliehe ist, daB man die Additionstheoreme der l'mkehrfunktionen, d. h. 
des Sinus und des Tangens, beweist. 

13* 
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erwiesen. Ihre Umkehrfunktion s (u) spielt eben falls eine groBe Rolle. 
Fiir k = 0 erhalten wir speziell u (s) = arc sin s bzw. s (u) = sin u. Die 
Funktionen s (u) hat man in ihren Eigenschaften genau so gut er­
forscht und in Tabellen festgelegt wie die elementaren Funktionen. 
Dies fiihrt uns jedoch aus dem Rahmen dieser Betrachtung hinaus in 
das Gebiet der sog. elliptischen Funktionen, welches ein Kernsttick der 
Funktionentheorie bildet. 

Rier mochte ich nur erwahnen, daB das Wort elliptische Integrale 
von der Tatsache herrtihrt, daB solche Integrale bei dem Problem 
der Langenbestimmung eines Ellipsenbogens auftreten. (Vgl. fii'1ftes 
Kapitel, S. 229.) 

Ieh mochte ferner bemerken, daB Integrale von scheinbar ganz 
anderem Aussehen sich durch einfache Substitutionen als elliptische 
Integrale erweisen. Beispielsweise geht das Integral 

f dx 

1c030( - cos x 

durch die Sub3titution u = cos; in das Integral 

- k Y2 f l(C'=' -U2nr~ck2~2)' 
tiber; das Integral 

J dx 

1 co; 2 x 

durch die Substitution u = sin x in 

f l (C- U2--::~=-~I""· --:-2--=u2) ; 

schlief31ich verwandelt sich das Integral 

f ll~=~~~~~2cx 
durch 1t = Sill X 1Il 

k=_l_, 
ex 

cO'2 

2. Grundsatzliches tiber Differentiation und Integration. 

Noch eine allgemeine Bemerkung tiber das Verhaltnis der Diffe­
rentiation zur Integration sei eingeschaltet. Die Differentiation ist, da 
sie aus dem Bereich des Gegebenen nicht herausfiihrt, der elemen­
tarere ProzeB gegentiber der Integration. Andererseits aber mtissen 
wir uns vor Augen halten, daB die Differenzierbarkeit irgend einer 
stetigen Funktion keineswegs selbstverstandlich ist, sondern eine sehr 
einschneidende Voraussetzung darstellt. \Vir haben ja gesehen, daB 
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es stetige Funktionen gibt, die an cinzelnen Stellcn nicht mehr diffe­
renzierbar sind, und ich erwahne ohne Beweis die Tatsache, daB man 
seit WeierstrafJ zahireiche Beispiele fill stctige Funktionen konstruieren 
kann, weIche sogar nirgends einen Differentialquotienten besitzen 1). 
(Es steckt also in der mathematischen Definition der Stetigkeit vie! 
weniger, ais die naive Anschauung zunachst vermuten Iii-Bt.) 1m Gegen­
satz dazu ist zwar die Integration im allgemcinen nicht mehr elementar 
ausfiihrbar, dafill abcr ist man untLr allen Umstanden der Existenz 
des Integralcs einer stetigen Funktion sicher. 

Alles in allem erkC'nnen wir, daB Differentiation und Integration 
nicht schiechthin ais mehr oder weniger elementar einander gegen­
iiberstehen, sondern daB in der einen Hinsicht der eine, in der anderen 
der andere ProzeB ais der clementarere bezeichnet zu werden verdient. 

Was den Integralbegriff betrifft, so wLrden wir sogleich im nachsten 
Paragraphen erkennen, daB er nicht einmal an die Voraussetzung der 
Stetigkeit der zu integrierenden Funktion gekniipft ist, sondern sich 
auf weite Klassen von Funktionen mit Unstetigkeiten ausdehnen lal3t. 

§ 8. Erweiterung des Integralbegriffes. Uneigentliche 
Integrale. 

1. Funktionen mit Sprungstellen. 
Zunachst sehen wir sofort, daB der Erweiterung des Integralbegriffs 

keinerlei Schwierigkeit entgegensteht, wenn y 

die zu integrierende Funktion f (x) an einer 
oder mehreren Stell en des Intervalles sprung­
haft unstetig ist. Dann brauchen \Vir als 
Integral der Funktion nur die Summe der 
Integralc tiber die einzclnen Teilintervalle 

o a 

zu verstehen, in denen die Funktion stetig Fig. iii. Integral uber unstetige 
Funktion. 

bleibt 2). Auch anschaulich behalt das Inte-
gral als Flacheninhalt seine Bedeutung bri (vgl. Fig. 76). 

2. Funktionen mit Unendlichkeitsstellen. 
Anders liegt jedoch die Sache, wenn das Integrationsintervall im 

Innern oder an einem Endpunkt cine Unendlichkeitsstelle der Funk­
tion besitzt. Urn den Integralbegriff fill diesen Fall noch formulieren 
zu k6nnen, miissen wir cinen weiteren Grenziibergang heranziehen. 

1) Vgl. F. Klein, Elementarmathematik yom hoheren Standpunkt aus, III. 
S. 39 If. Berlin: J ul; us Springer 1928. 

2) Eigentlich mui3ten wir beachten. daB wir fruher bei der Integraldefinition 
die Intervalle als abgcschlossen betrachteten und die Funktion als stetig in dem 
abgeschlossenen Intervalle voraussetzten. Es entsteht aber hieraus jetzt keine 
Schwierigkcit fur uns, da wir fur jedes abgeschlosscne Teilintervall die Funktion 
f (x) zu einer stetigen erganzen konnen, indem wir einfach die Grenzwerte der 
Funktion bei Annaherung an die Entlpunkte yom Inncrcn des Intervalles als 
Funktionswerte in diesen Endpunktcn hinzunchmcn. 
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Wir erHiutern die moglichen Vorkommnisse zunachst an eImgen Bei­
spielen, bevor wir die allgemeinen Begriffsbildungen formulieren, und 
zwar betrachten wir das Integral 

f~: , 
wo Cl eine positive Zahl ist. Der Integrand Ja wird fUr x - 0 unendlich, 

x 
und wir konnen das Integral daher nicht von der unteren Grenze 0 
an erstrecken. Dagegen konnen wir untersuchen, was herauskommt, 
wenn wir es von der positiven Grenze E etwa bis zur Grenze 1 erstrecken 
und zum SchluB E gegen 0 streben lassen. Nach den elementaren Inte­
grationsregeln erhalten wir, auBer im FaIle Cl = 1, 

I 

f~ = _1_(1_ i-a). 
x a 1 - ex 

Wir erkennen nun sofort, daB folgende Moglichkeiten bestehen. Erstens: 
Es ist Cl > 1. Dann strebt die rechte Seite mit abnehmendem E gegen 00. 

Zweitens: Cl < 1. Dann strebt die rechte Seite gegen den Grenzwert 

1 ~ a:' 1m zweiten FaIle werden wir also diesen Grenzwert einfach ab 

das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1 betrachten. 1m ersten 
Falle werden wir sagen, daB dieses Integral nicht existiert. 1m dritten 
FaIle Cl = 1 wird das Integral gleich - log E sein und daher ebenfalls 
mit abnehmendem E keinem endlichen Grenzwert zustreben, sondern 
unendlich werden, d. h. nicht existieren. 

Ein anderes Beispiel dafiir, daB man eine Integration bis in eine 
Unendlichkeitsstelle einer Funktion hineinerstrecken kann, gibt der 

1 
Integrand;=. Es wird 

II - x2 

l-E 

J. dx =arcsin(I-E). 
ll-x2 

o 

LaSt man Egegen 0 streben, so wird die rechte Seite gegen einen 

bestimmten Grenzwert, namlich ; , konvergieren; man wird daher 
I 

diesen Wert als J dx _ bezeichnen, obwohl der Integrand an der 
}1 - x2 

o 
Stelle x = 1 unendlich wird. 

Urn aus diesen Beispielen einen allgemeinen Begriff zu abstrahieren, 
bedenken wir zunachst, daB es ganz gleichgilltig ist, ob die Unstetig­
keit einer zu integrierenden Funktion am oberen oder unteren Ende 
des Integrationsintervalles liegt; denn wir konnen obere und untere 
Grenze eines Integrales bei gleichzeitiger Anderung des Vorzeichens 
vertauschen. Nunmehr sagen wir: Wenn in einem Interval! a ::;; x ~ b 
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die Funktion j (x) hochstens mit A usnahme des EndPunktes b stetig ist, 
b 

so dejinieren wir als .r I (x) dx den Grenzwert 
a 

b-E 

lim f I (x) dx 
E-+O II 

- wobei die Stelle b - e vom Innern des Intervalles her gegen den End­
punkt b strebt -, t'orausgesetzt, dafJ dieser Grenzwert existiert. 

b 

Wir sagen in diesem Falle, das Integral f I (x) dx ist ein konvergentes 
II 

uneigentliches Integral. Wenn abe~ unser Grenzwert nicht existiert, 
b 

sagen wir, daB da" Integral fl(x) dx nicht existiert oder nicht kon-
a 

ve;-giert oder daB es divergiert. 
Eine analoge Definition gilt nach dem Gesagten, wenn nicht die obere, 

sondern die untere Grenze des Integrals def Ausnahmepunkt ist. 
Auch ein uneigentliches Integral kann man durch einen Flachen­

inhalt deuten. Es hat zwar zunachst keinen Sinn, von dem Flachen­
inhalt cines sich ins Unendliche erstreckenden Gebietes zu reden; aber man 
kann doch versuchen, einen solchen Flacheninhalt zu definieren, indem man 
einen Grenziibergang von beschriinkten Gebieten mit endlichem Flachen­
inhalt vornimmt. Beispielsweise besagt das obige, auf die Funk-

tionen la bezugliche Resultat, daB der Flacheninhalt, der von der 
x 

x-Achse, der Geraden x = 1, der Grraden x = e und der Kurve 
1 Y = xii begrenzt ist, flir e ~ 0 einem endlichen Grenzwert zustrebt, 

sobald IX < 1 ist, daB er aber y 
unendlich wird, sohald IX >1 ist. 
Man driickt diese Tatsache ein­
fach so aus: Der Flacheninhalt 
zwischrn x-Achse, y-Achse, un­
srrer Kurve und drr Geraden 
x = 1 ist endlich hzw. un­
endlich. 

Die Anschauung kann uns 
natiirlich iiber Endlichkeit oder 0 

()(.>1 

x 

Unendlichkeit des Flacheninhal­
tes eines sich bis ins Unrndliche 

Fig. 77. Zur KOllvergenz und Divergenz lI11eigentJicher 
Integral •. 

erstreckenden Flachenstiickes nichts Prazises aussagen. Man kann nur 
sagen, daB ein Flachenstiick, das ins Unendliche reicht, urn so eher 
doch noch einen endlichen Flacheninhalt be sit zen wird, je schmaler es 
sich zusammenzieht. In diesrm Sinne veranschaulicht uns die Figur 77 
die Tatsache, daB fiir IX < 1 die Flacheninhalte unter unseren Kurven 
<'ndlich bleibrn, w1thrrnd sit' fiir "- > 1 unendlich werden. 
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Urn zu erkennen, ob eine Funktion 1 (x), weIche fUr x = b eine 
Unendlichkeitsstelle besitzt, sich in die Stelle x = b hineinintegrieren 
laBt, wird man nicht stets eine besondere Untersuchung anstellen 
wollen, sondern sich haufig des folgenden Kriteriums bedicnen k6nnen: 

Es sei im Intervall a <x < b die Funktion I(x) positivI), und es 
b 

gelte lim I(x) = 00. Dann konvergiert das Integral JI(x) dx, falb es 
z-b a 

eine unterhalb I liegende positive Zahl fl und eine feste, von x uhab-
hangige Schranke M gibt, derart, daB in dem Intervall a::;;: x < b 

I(x) < (b ~S)i-< bleibt; mit anderen Worten, wenn die Funktion I(x) 

an der Stelle x = b von geringerer GrofJenordnung als von dey ersten 
unendlich wird. Das Integral divergiert dagegen, wenn es eine Zahl 'V > I 

und eine positive Schranke N gibt, derart, daB 1 (x) ::::: (b !!. xl' wird; mit 

anderen Worten, wenn die Funktion an der Stelle x = b von min­
destens erster Ordnung unendlich wird. 

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus dem Vergleich mit dem ein­
fachsten schon oben diskutierten Fall. Uill etwa den ersten Teil des 
Satzes zu beweisen, beachten wir, daB fUr 0 < f, < b - a 

b-E b-E 

o <fl(x) dx < f(b ~X)I'-dx 
a a 

ist und daB das Integral rechts fUr 8-0 - es entsteht aus dem 
Integral zu Anfang dieser Nummer durch einfache Bezeichnung:oande­
mng - einen Grenzwert hat, also beschrankt bleibt, daB ferner die 

b-E 

Werte J 1 (x) dx fUr 8 - 0 monoton zunehmen. Diese Werte besitzen 
a b 

also einen Grenzwert, d. h., das Integral J 1 (x) dx konvergiert. 
a 

Den genau parallellaufenden Beweis fUr den zweiten Teil des Satzes 
kann ich dem Leser selbst iiberlassen. 

Ebenso erkennt man sofort, daB genau die entsprechenden Siitze 
auch geIten, wenn die untere Grenze des Integrales eine Unendlich­
keitsstelle ist. Liegt eine Unendlichkeitsstelle im Innern des betrach­
teten Intervalles, so braucht man dieses nur durch diese Stelle in zwei 
Teilintervalle zu zerIegen und auf jedes der beiden die obigen Betrach­
tungen anzuwenden. 

Als wei teres Beispiel betrachten wir das elliptische Integral 
1 

J. .~-- (k2 < 1). 
t(f - X2) (1 _liix2) 

o 

1) 1m achten Kapitel. Anhang. werden wir iibrigens sehen. daB eine solche 
Vorzeichenbeschrankung leicht beseitigt werden kann. 
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Man sieht sofort, daB fur x = 1 der Integrand nur von der GroBen­

ordnung ! unendlich wird, woraus die Existenz des uneigentlichen 

Integrales folgt. 

3. Unendliches Integrationsintervall. 
Eine andere, ebenso wichtige Erweiterung des Integralbegriffes be­

steht darin, daB wir eine Integrationsgrcnzc ins Unendliche verlegen. 
Wir fUhren, um diese Erweiterung des Begriffes zu prazisieren, folgende 
Bezeichnungen ein: Wenn das Integral 

A 

J j (x) dx 
a 

bei festem a einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sob aId A positiv 
uber alle Grenzen wachst, bezeichnen wir diesen Grenzwert mit 

00 

J j (x) dx 
a 

und nennen ihn das bis ins Unendliche erstreckte Integral der Funk­
tion j (x). Selbstverstandlich braucht ein soIches Integral nicht immer 
zu existieren oder, wie man sagt, zu konvergieren. Einfache Bei­
spiele fur die moglichen Vorkommnisse liefern uns wied<:>r die Funk-

tionen j(x) = ~: A XCX 

JdX =_I_(AI-CX_I)' 
XCX 1 - ex ' 

1 

wir erkennen hieraus, wenn wir wieder den Fall rJ. = I ausschlieBen, 
daB im Falle rJ. > I das ins Unendliche erstreckte Integral existiert, 
und zwar, daB genau 

00 

J :: = ex ~ 1 
1 

wird; daB dagegen im Falle rJ. < I das Integral nicht mehr existiert. 
FUr den Fall rJ. = I existiert das Integral selbstverstandlich auch nicht, 
da log x mit x gegen Unendlich strebt. Wir sehen also, daB die 

Funktionen :cx hinsichtlich der ins Unendliche erstreckten Integrale 

sich anders verhalten als bei Integration in den Nullpunkt hinein. 
Auch diese Tatsache wird durch einen Blick auf die Figur 77 
plausibcl gt'macht. Denn wir sehen, daB, je groBer rJ. ist, desto enger 
sich die Kurven fur groBe Werte von x an die x-Achse anschmiegen, 
so daB die Konvergenz des betreffenden Flacheninhaltes fur groJ3ere 
Werte von A verstandlich wird. 

FUr die Existenz eines ins Unendliche erstreckten Integrales ist 
oft das folgende Kriterium nutzlich, bei dem wir wiederum vor­
aussetzen, daB fUr hinreichend groBe Werte von x, etwa fUr x > a, 



202 IV. Weiterer Ausbau der Integralrechnung. 

der Integrand t (x) von einem Zeichen bleibt - wir diirfen ihn ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit positiv wahlen 1) -. Dann gilt: Das 

'" 
Integral f t (x) dx konvergiert, wenn die Funktion t (x) im Unendlichen 

a 

von h6herer als erster Ordnung verschwindet, d. h. wenn es eine Zahl 
')I > 1 gibt, derart, daB fUr aIle noch so groBen Werte von x die Be-

ziehung 0 < t (x) < ~ besteht, wobei Meine von x unabhangige feste 

Schranke bedeutet. Ebenso divergiert das Integral, wenn die Funktion I (x) 
positiv bleibt und im Unendlichen von nicht h6herer als erster Ordnung 
verschwindet, d. h. wenn es eine feste Schranke N > 0 gibt, derart, daB 
x I (x) > N bleibt. Der Beweis dieser Kriterien, der dem obigen voll­
standig parallel lauft, kann dem Leser iiberlassen bleiben. 

ro 

Das einfachste Beispiel ist das Integral f x~ dx (a >0). Der Integrand 
a 

verschwindet im Unendlichen von zweiter Ordnung. Tatsachlich sehen 
..4. 

wir sofort, daB das Integral konvergiert, denn es ist f~ dx =..!.. - 41 , 
x a. 

a 
nnd so eihalten wir 

'" 
f~dx =..!... 

x 2 a 
a 

Ebenso nahe liegt das Beispiel 
00 

f 1+1 2 dx = lim (arc tg A - arc tg 0) = ; . 
X ..4. ..... '" o 

Ein weiteres, fUr die Analysis besonders wichtiges Beispiel bieten 
die sog. F-Integrale 

ro 

F(n) = J e- x xn - 1 dx 
o 

(n > 1). 

Auch bei ihnen ist das Konvergenzkriterium erfilllt ; denn z. B. fUr v = 2 
ist lim x'·· e- X xn - 1 = 0, da ja die Exponentialfunktion e- X von hoherer 

z ..... '" 
Ordnung Null wird al:; jede Potenz xlm (m> 0). Diese F- Integrale, 

welche wir als Funktionen F(n) der (nicht notwendig ganzen) Zahl n 
auffassen ki:innen, erfiillen eine bemerkenswerte Beziehung, zu welcher 
wir durch Produktintegration folgendermaBen gelangen: 

J e- X xn - 1 dx = - e-x xn - 1 + (n - 1) J e- X xn - 2 dx. 

Nehmen wir die Formel zwischen den Grenzen 0 und A und lassen 

1) Die Aufhebung dieser Vorzeichenbeschrankung ergibt sich von selbst iIll 
Anhang zum achten Kapitel. 
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dann A iiber aIle Grfnzen wachsen, so frhalten wir sofort 
00 

F(n) = (n -1) J e- x xn - 2 dx = (n -1) F(n -1) 
u 

lind aus dieser Rekursionsformel, falls fl eine ganzeZahl und 0 <p < n ist, 
00 

F (n) = (n - 1) . (n - 2) ... (n - fl) J e-J' xn-/1 - 1 dx . 
u 

1st n l'ine ganze positive Zahl, so ergibt sich 

lind da 

00 

F (tt) = (11 - 1) (n - 2) ···3·2·1 J e-" dx, 

ex 

J e-xdx = 1 
() 

IJ 

ist, folgt schlieBlich 

F(n) = (n - 1) (n - 2) .. ·2·1 = (n - 1) 1. 
Diese Darstellung der Fakultaten durch Integrale spielt in sehr vielen 
Anwendungen eine groJ3e Rolle. 

Auch die Integrale 
00 00 

J e- x' dx, J xn e- x' dx 
u 0 

konvergieren, wovon man sich so fort nach unseren Kriterien iiberzeugt. 
Ein filr viele Anwendungen wichtiges konvergentes Integral, dessen 

Konvergenz wir nicht direkt nach dem obigen Kriterium nachweisen 
konnfn, ist das "Integral 1'on Dirichlet" 

J= f Si ::: dx . 
o 

Seine Konvergenz beruht auf dem periodischell Vorzeichenwechsel des 
Integranden, wobei die von benachbarten Integrationsintervallen der 
Lange n herriihrenden Bestandteile sich gegenseitig nahezu zerstoren. 
Urn diesen Umstand auszullutzen, schreiben wir den Ausdruck 

B 

f Sinx DAB = -X- dx 
A 

--- dessen Verschwinden im Limes filr unbegrenzt wachsendes A und B 
gleichbedeutend mit der zu bewfisenden Konvergenz ist - in der Form 

A+:r B-,-;r B+:, 

J) -f sinx d f sinx d + f ,inl dt A B - -x X - -x - x - -,- , 
A B A+:r 

fiihren in dem letzten der drei Integrale rrchts x = t - n als neue 
I ntegrationsvariable ein, wobei sin t = - sin x wird, und frhaltfn 

A +;r B+:r B 

D AB = - - lix- -----dx- -dx. f sin x f sin x f sin x 
x x x +:'l 

A B A 
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Addition zu dem ursprunglichen Ausdruck fUr DAB ergibt 
A+", B+", B 

2DAB = -dx - -·-dx +n --·---dx. f
Sinx fSinx f sinx 

x x x (x + JT) 
.4 B A 

Hieraus folgt sofort, wenn wir etwa B > A annehmen, 
B 

'D . 2n f dx 12 ABI<--+n -. . A x2 

A 

Da die rechte Seite mit wachsendem A und B gegen Null strebt (siehe 
die Betrachtungen auf S. 202), so ist damit die Konvergenz des Inte­
grales J bewiesen. Wir werden spater in Kap. VIII, Anhang, § 3 einen 
weiteren Beweis dieser Tatsache kennenlemen und in Kap. IX, § 5 

daruber hinaus feststellen, dal3 J den Wert i besitzt. 

Selbstverstandlich behalten ane Regeln uber Substitution neuer 
Veranderlicher usw. auch bei konvergenten uneigentlichen Integralen 

co 

ihre Giiltigkeit. Urn beispielsweise das Integral J x e-z' dx zu be­
o 

rechnen, fiihren wir u = x 2 als neue Veranderliche ein und erhalten 
co co 

J xe-z'dx = ~Je-UdH = lim ~ (1- e- A ) = ~. 
2 A-+co 2 2 

o 0 

Ein anderes Beispiel fiir die Anwendung der Transformationstheorie 
zur Untersuchung uneigentlicher Integrale !iefem die in der Theorie 
der Lichtbeugung auftretenden "Fresnelschen Integrate" 

co 

FI = J sin (x2) dx, 
o 

Die Substitution x 2 = ~t liefert 

co 

F2 = J cos (X2) dx . 
o 

co co 

1 f sin U F = ~ f cos U d FI = '2 fit du, 2 2 fit H. 

o 0 

Nun wird nach AusfUhrung einer Produktintegration 
B B 

J si~u dH = co~A - cosB - ~f cosu duo 
t u fA tB 2 ut 

A A 

Hier strebt mit wachsendem A und B der erste Bcstandteil rechts gegen 
Null, ebenso der zweite Bestandteil nach dem Kriterium von S. 202. 
Es ist somit die Konvergenz unseres Integrales FI bewiesen. 

In genau derselben Weise wird der Konvergenzbeweis fur F2 gefUhrt. 
Vielfach wird durch eine Substitution ein uneigentliches Integral in 

ein eigentliches iibergehen. Z. B. liefert die Transformation x = sin u 
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Andererseits gehen eben so Integrale iiber stetige Funktionen I (x) in 
uneigentliche Integrale iiber, wenn in dem Endpunkt des Integrations­
intervalles bei einer Transformation 11 = tp (x) die Ableitung tp'(x) 

verschwindet, also ~~ unendlich wird. 

Fiinftes Kapitel. 

Anwendungen. 
Wir wollen, nachdem wir eine gewisse Bewegungsfreiheit gewonnen 

haben, in diesem Kapitel die Anwendbarkeit des Gelernten nach ver­
schiedenartigen Richtungen hin in Geometrie und Physik dartun. 

§ 1. Darstellung von Kurven. 
1. Die Parameterdarstellung. 

Bei der Darstellung einer Kurve durch eine Funktion y = I (x) 
miissen wir uns, wie wir im erst en Kapitel sahen, jeweils auf einen 
eindeutigen Zweig beschranken. Es ist daher vi elfach , insbesondere, 
wenn es sich urn geschlossene Kurven handelt, bequemer, andere 
analytische Darstellungen heranzuziehen. Die allgemeinste und zu­
gleich handlichste Darstellungsform gibt uns die Parameterdar­
stellung von Kurven. Man betrachtet nicht die eine rechtwinklige 
Koordinate als Funktion der anderen, sondern man faJ3t beide Ko­
ordinaten x und y als Funktionen einer dritten unabhangigen Ver­
anderlichen t, einer sog. Hilfsvariabeln oder eines Parameters, auf; 
dabei durchlauft dann der Punkt mit den Koordinaten x und y die 
Kurve, wenn t ein bestimmtes Intervall durchlauft. SoIche Para-
mcterdarstellungen sind uns schon be­
gegnet. Z. B. erhalten wir fUr den 
Kreis x 2 + y2 = a 2 cine Parameter­
darstellung in der Form x = a cos t, 
y = a sin t. Hier hat t in der bekannten 
Weise die geometrische Bedeutung eines 
zum Kreise gehorigen Zentriwinkels. 
Ebenso ergibt sich fUr die Ellipse 

x2 y2 
~+b2=1 

die Paramcterdarstellung x = a cos t, 

!I 

y = b sin t, wobei t die sog. exzentrische Fig. 78. 

Anomalie bedeutet, namlich den Zentri-
winkel, der zu dem senkrecht tiber bzw. unter dem Ellipsenpunkt P liegen­
den Punkte des urn beschriebenen Kreises gehort. (Fig. 78.) In diesen beiden 
Fallen beschreibt der Punkt mit den Koordinaten x,y den ganzen Kreis 
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bzw. die ganze Ellipse, wenn der Parameter t das 1ntervall von 0 bis 2n 
durchlauft. 

Allgemein k6nnen wir nun eine Kurve darzustellen versuchen, indem 
wir setzen 

x = rp (t) = x (t) , y = 1p (t) = y (t) , 
d. h. zwei Funktionen eines Parameters t betrachten - die kiirzere 
syrnbolische Bezeichnungsweise x (t) und y (t) werden wir fort an benutzen, 
wo sie zu keinem MiBverstandnis AnlaB geben kann -. Und zwar 
miissen zu einer gegebenen Kurve diese beiden Funktionen rp (t) und 
1p (t) so hinzubestimmt werden, daB man durch die Gesamtheit der 
Paare von Funktionswerten x (t) und y (t) eines gegebenen 1ntervalles 
fUr t gerade die Kurvenpunkte und nur diese erhalt. 1st eine Kurve 
zunachst in der Gestalt y = /(x) gegeben, so kann man zu einer solchen 
Parameterdarstellung gelangen, indem man zuerst x = rp (t) setzt, 
wo rp (t) eine beliebige stetige monotone Funktion ist, welche in einem 
bestimmten 1ntervalle aIle in Frage kommenden Werte von x gerade 
einmal annimmt; es wird dann y =-/(rp(t)) = 1p(t), d. h. die zweite 
Funktion 1p (t) bestimmt sich durch Zusammensetzung von / und (I" 
Wir sehen hieraus, daB wir wegen der Willkiir bei der Wahl der Funk­
tion rp noch eine groBe Freiheit in der Parameterdarstellung einer 
gegebenen Kurve haben; insbesondere k6nnen wir t = x selbst wahlen 
und daher die urspriingliche Darstellung y = / (x) als Parameterdar­
stellung mit dem Parameter t = x auffassen. 

Der Vorteil der Parameterdarstellung ist nun der, daB man die ver­
bleibende Willkiir zu einer Vereinfachung ausnutzen kann. Z. B. wer-

den wir die Kurve y = \'X2 darstellen, indem wir set zen : x = t3 , 

Y = t2, also rp (t) = t3, 1p (t) = t2. Es wird dann der Punkt mit den 
Koordinaten x, y die ganze Kurve (Neilsche Parabel) durchlaufen, 
wenn t von - 00 bis 00 variiert. 

1st umgekehrt eine Kurve von vornherein in der Parameterdar­
stellung x = rp(t), Y = 1p(t) gegeben und will man die Kurvengleichung 
in rechtwinkeligen Koordinaten erhalten, so braucht man nur aus 
den beiden Gleichungen x = rp (t), Y = 1p (t) den Parameter t zu elimi­
nieren. Bei der obigen Parameterdarstellung fUr Kreis und Ellipse 
gelingt dies ohne weiteres durch Quadrieren und Beriicksichtigung der 
Gleichung sin 2 t + cos 2 t = 1. (Weiteres Beispiel siehe unten.) All­
gemein Mtte man taus der Gleichung x = rp (t) durch die Umkehr­
funktion t = <P(x) auszudriicken und in y = 1p(t) einzusetzen, urn die 
Darstellung y = 1p (<P (x)) = / (x) zu erhalten 1). Allerdings muB man 

1) Es kann dabei aber vorkommen. daB die so erhaltene Gleichung y = t (x) 
mehr Punkte darstellt als die urspriingliche Parameterdarstellung. So liefert 
z. B. x = a sin t. y = b sin t nur das endliche zwischen den Punkten x = - a. 

b . 
Y = - b und x = a. y = b gelegene Stuck der Geraden y = - x. wahrend die 
letztere Gleichung die ganze Gerade darstellt. a 
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bei dieser Elimination sich im allgemeinen auf ein Stuck der Kurve, 
namlich einen eindeutig uber der x-Achse liegenden Zweig, beschranken. 
Mit der Parameterdarstcllung ist ein wachsenden Parameterwerten 
entsprechender Durchlaufungssinn der Kurve verbunden; wir werden 
diesen Durchlaufungssinn haufig als positiven Durchlaufungssinn be­
zeichnen. 

In sehr vielen Fallen lant sich dem Parameter t cine unmittelbare 
physikalische Bedeutung geben, namlich die Bedeutung der Zeit. Jede 
Bewegung eines Punktes in der Ebene wird mathematisch ihren Ausdruck 
dar in finden, daB die Koordinaten x und y als Funktionen der Zeit er­
scheinen. Diese beiden Funktionen geben also in Parameterdarstellung 
die Bewegung auf einer Bahnkurve, z. B. bei den Zykloiden, die entstehen, 
wenn ein Kreis auf einer y 
Geraden oder auf einem an­
deren Kreise abrollt. Jeder 
Punkt der rollenden Kreis­
scheibe beschreibt dabei eine 
Z ykloide. Wir beschranken --"I--'::--"'--'--"'--------------i..-x~ 
uns hier auf den einfachsten 
Fall, daG ein Kreis yom Ra- Fig. 79. Zykloide. 

dius a auf der x-Achse ro11t und ein Punkt der Kreisperipherie be­
trachtet wird. Dieser Punkt beschreibt dann eine "gewohnliche" Z ykloide. 
Wahlen wir den Anfangspunkt des Koordinatensystemes und den 
der Zeitrechnung so, daB der Kurvenpunkt fur t = 0 gerade in den 
Ursprung WIt, so ergibt sich (vgl. Fig. 79) fUr die Zykloide die Para­
meterdarste11ung 

x = a (t - sin t) , y = a (1 - cos t) ; 

dabei bedeutet t den \Yinkel, urn den sich der rollende Kreis aus seiner 
Anfangslage heraus gedreht hat und der bei gleichfOrmiger Rollbewe­
gung der Zeit proportional ist. 

Man kann nach Elimination des Parameters t die Gleichung der 
Zykloide auch in rechtwinkligen Koordinaten schreiben, allerdings 
unter Preisgabe del' tbersichtlichkeit. Man erhalt 

a-y 
cost = --, 

a 
also 

a-y t = arccos-a-, sin t = + Jit __ (a - y~ 
- a2 ' 

x = a arc cos a - y =f -y (2a ~ y) y , 
a 

d. h. x als Funktion von y. 
FUr die Parameterdarstellung einer geometrisch gegebenen Kurve 

bleibt uns, wie schon auf S. 206 gesagt wurde, in der Wahl des Para­
meters noch eine groGe Freiheit. Man konnte z. B. statt der Zeit t 
auch die GraGe 't' = t2 als Parameter wahlen oder schlieJ31ich einen 
ganz beliebigen Parameter T, welcher mit dem ursprunglich gegebenen 
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Parameter t durch eine beliebige Gleichung der Form l' = w (t) ver­
knupft ist, wobei wir voraussetzen, da13 diese Gleichung durch eme 
Gleichung t = "('f) in einem gewissen Intervall sich eindeutig um­
kehren HiI3t. Wenn dabei wachsenden Werten von t wachsende Werte 
von l' entsprechen, so bleibt der positive Durchlaufungssinn erhalten; 
andernfalls wird er umgekehrt. 

Naturlich kann man nicht nur die rechtwinkligen Koordinaten einer 
Kurve in Parameterdarstellung geben, sondern ebenso gut auch z. B. 
die Polarkoordinaten r und {}, welche in der bekannten Weise mit den 
rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen x = rC03 {}, y = rsin {} 

oder r=yx2+y2, {}=arctg~ verknupft sind, also r=r(t), {}={}(t). 

Beispielsweise erhalten wir eine Gerade durch die Parameterdarstellung 

y 

Fig. 80. 

(siehe Fig. 80) 

r=~ 
cos 1 ' 

(p und ex sind Konstanten), aus welcher durch 
Elimination des Parameters t sich sofort 

r=--P--
cos (if - ()(,) 

als Gleichung der Geraden in Polarkoordi­
naten ergibt. 

2. Die zu einer Kurve gehorigen Differentialquotienten bei 
Parameterdarstellung. 

1st eine Kurve einmal durch eine Gleichung y = I (x), anderer­
seits in Parameterdarstellung durch x = x (t), Y = Y (t) gegeben, so 
mu13 y(t) = I(x(t)) sein. Nach der Kettenregel der Differentialrechnung 
ist dann 

oder 
, dy Y 

y =Tx=T' 

wobei wir zur Abkiirzung fur die Differentiation nach dem Parameter t 
an Stelle des Zeichens ' einen tiber die Gro13e gesetzten Punkt ver­
wendet haben (im Anschlu13 an Newton). 

Beispielsweise ergibt sich fUr die Zykloide 

• ( ') '21 " .1 t 
X = a 1 - cm t = 2 a sm 2' y = a SID t = 2 a sm 2 cos 2 . 

Diese Formeln lassen erkennen, da13 die Zykloide in den Punkten 
t = 0, ± 2n, ± 4n, ... , in denen sie die x-Achse trifft, eine Spitze 
mit senkrechter Tangente besitzt; denn es wird bei Annaherung an 

diese Stellen der Differentialquotient y' = ~ = ctg ~ unendlich wer­

den; im Punkte selbst ist y = 0 und in der Umgebung sonst tiberall y > o. 
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Die Gleichung der Tangente an unsere Kurve wird, wenn auf der 
Tangente die laufenden Koordinaten mit ~ und r; bezeichnet werden, 
durch 

(~ - x) :Y - (r; - y) x = 0 
gegeben. Eben.so ist die Gleichung fiir die Normale der Kurve, d. h. 
die in einem Kurvenpunkt auf der Tangente senkrecht stehende Gerade, 

(~ - x) X + (r; - y) y = O. 

Die "Richtungskosinus" der Tangente, d. h. die Cosinus der Winkel 
(1.., {3, welche die Tangentc mit der x-Achse bzw. der y-Achse bildet, 
werden, wie man elcmentar bestatigt, durch die Ausdrucke 

x 
co.'; (I.. = 

I.P +y2' 
gegeben, wahrer.d die entsprechenden Richtungskosimts der N ormalen 
durch y 

cos (1..' = _. y cos (3' _ x 
112 + y2 ' - lx2+y2 

geliefert werden (Fig. 81). 
Aus einer bekannten Formd der Trigono­

metric bzw. der analytischen Geometrie er­
gibt sich nun fUr den Winkel <5 zwischen zwei 
Kurven mit den Darstellungen x = cp(t), 
Y = 1p(t) bzw. Xl = cpdt) , Yl = 1pl(t) (d. h. 
fUr den Winkel zwischen ihren Tangenten x 
odcr N ormalcn) der Ausdruck Fig.81. Richtungskosinus ftirTangente 

cos <5 = ~ XI ±} ~l.::c .. , lind Normale. 

I 1:2 + y2 l xi + yi 
Die Unbcstimmtheit des Vorzeichens der hier uberall auftretenden 

Quadratwurzel deutet an, daJ3 un sere Winkel nicht vol1ig bestimmt 
sind, da man auf der Tangente bzw. Normalen noch einen beliebigen 
Richtungssinn als "positiv" auszcichnen kann. Wenn wir, wie ublich, 
die Quadratwurzcl positiv nehmen, so bedeutet dies, daJ3 wir als posi­
tive Tangentenrichtung die nach wachsenden Parameterwerten weisende 
bezcichnen und als positive Normalenrichtttng die hieraus durch positive 

Drehung 1) urn 'f hervorgehende Drehung. 

Die zweite Ableitung y" = ~~ erhalten wir durch Benutzung der 

Kettenregel und der Quotientenregel folgendermaJ3en: 

" dy' dy' dt d (Y) 1 xy-yx 1 
Y = dX = dt'Tx = dt\T '~= -~2 'T' 

aho " d2y xy - yx 
y = dx2 = p"'" 

1) D. h. eine Drehung im selben Sinne wie die ktirzeste Drehung, welche die 
pos;tive x·Achse in die positive y-Achse iiberftihrt. 

Courant, Differentialrcchnung. 1. ~. Aul!. 14 
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3. Ubergang zu neuen Koordinatensystemen bei Parameterdarstellung. 

Drehen wir das Koordinatensystem urn den Winkel IX in positivem 
Sinne, so bestehen zwischen den neuen rechtwinkeligen Koordinaten 
~, 'YJ und den alten x, y die Beziehungen 

x = ; co.:; IX - 'YJ sin IX , 

Y = ; sin IX + 'YJ co.:; IX , 

; = x cos IX + y sin IX , 

'YJ =- x sin IX + Y cos IX • 

Es sind also zugleich mit x und yauch die neuen Koordinaten ; und 'YJ 

als Funktionen des Parameters t bekannt. Durch Differentiation er­
halten wir unmittelbar 

x = ~ co.:; IX - ~ sin IX , 

Y = ~ sin IX + ~ cos IX , 

i = x cos IX + Y sin IX , 

~ = - x sin IX + Y C031X USW. 

1st die Kurve durch Polarkoordinaten gegeben und sind sowohl 
die Polarkoordinaten als auch die rechtwinkligen Koordinaten als 
Funktionen eines Parameters t dargestellt, so folgen aus x = r cos {}, 
y = r sin {} durch Differentiation nach t die Beziehungen 

x = r cos {} - r sin {} . if , 
(*) 

y = r sin {} + r cos {} . if , 
die bei dem Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar­
koordinaten vielfach Anwendung finden. Als ein Beispiel hierfiir 

!I betrachten wir die Gleichung einer Kurve in Polar-
koordinaten r = f ({}), die etwa aus einer Para­
meterdarstellung r = r (t), {} = {} (t) durch Elimi­
nation des Parameters t entstanden ist. Dann 
wird der Winkel f-l zwischen dem Radiusvektor 

IL...J=---"""-'-----~x nach einem Kurvenpunkte und der dort an die 
Fig. 82. Kurve gelegten Tangente durch 

f ({}) 
t g f-l = f'(&) 

gegeben. Wir iiberzeugen uns von dieser Tatsache z. B. folgender­
maBen. Denken wir uns die Kurve durch eine Gleichung y = F (x) 
gegeben und als Parameter speziell t = {} verwandt, so daB if = 1, 
r = f' ({}) wird, so ist 

, y r tg {} + r 
y = tglX = T = r-rtg& 

(vgl. Fig. 82 und (*»). Ferner ist f-l = IX - {}, also 

y' - tg f} r + rtg2 f} r 
tg f-l = 1 + yi tg f} = ;. + ;. tg2 {} = T ' 

eine Formel, die sich leicht auch geometrischen Uberlegungen ent­
nehmen laBt. 
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4. Allgemeine Bemerkungen. 
Bei der Diskussion gegebener Kurven betrachtet man einmal 

Eigenschaften, die nichts iiber die Gestalt der Kurve selbst, sondern 
lediglich etwas iiber ihre Lage zum Koordinatensystem aussagen: z. B. 
das Auftreten einer horizontalen Tangente, ausgedriickt durch die 
Gleichung y = O. oder das Auftreten einer vertikalen Tangente, aus­
gedriickt durch x = O. Bei einer Drehung des Koordinatensystemes 
werden solche Eigenschaften nicht bestehen bleiben. 

Dagegen wird ein Wendepunkt der Kurve auch nach einer Drehung 
ein Wendepunkt bleiben. Die Bedingung fUr einen Wendepunkt lautet 
namlich in Paramrterdarstellung mit Riicksicht auf un sere obige Um­
rechnungsformel 

xy-xY=O. 
Ersetzen wir links die Ausdriicke x, y, x, Y durch ihre Werte in den 
neuen Koordinaten ~, r;, so finden wir sehr leicht 

xy-xy=i1j-$~, 

und so ergibt sich, daB aus x y - x y = 0 auch i 'i - $ ~ = 0 folgt, 
dal3 also un sere Gleichung eine yom Koordinatensystem unabhangige 
Eigenschaft des Punktes der Kurve ausdriickt. 

Wir werden noch lifter sehen, dal3 eigentliche geometrische Eigen­
schaften ihren Ausdruck in Formeln finden, deren Gestalt sich bei 
einer Koordinatendrehung nicht andert. 

§ 2. Anwendung auf die Theorie der ebenen Kurven. 
Wir werden bei Kurven zwei verschiedene Arten von geome­

trischen Eigenschaften oder GraBen betrachten, solche, die nur von 
dem Verhalten der Kltrve im Kleinen, d. h. in der unmittelbaren Um­
gebung eines Punktes, abhangen und die sich analytisch mit Hilfe 
der Differentialquotienten in diesem Punkte ausdriicken lassen, und 
solche, die mit dem Gesamtverlauf der Kurve oder eines Kurvenstiickes 
zusammenhangen und ihre analytische Formulierung mit Hilfe des 
Integralbegriffes finden. Wir beschiiftigen uns zunachst mit Eigen­
schaften des zweiten Typus. 

1. Der Flacheninhalt in rechtwinkligen Koordinaten. 
Der Flacheninhalt war unser Ausgangspunkt fill die Integraldefi­

nition; aber dem Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral 
und Flacheninhalt haftet noch etwas Unbefriedigendes an. Das, 
worauf es uns in der Geometrie ankommt, ist der Flacheninhalt, der 
von beliebig gegebenen geschlossenen Kurven eingegrenzt wird; 

.', 
dagegen besteht bei dem Integral J y dx die Begrenzung des Flachen-

'<0 

inhaltes nur zu einem Teil aus der jeweils vorgegebenen Kurve y = f (x), 
14* 
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zum anderen Teile aber aus Linien, welche von der Willkiir des Koor­
dinatensystemes abhangen. Will man den Flacheninhalt einer ge­
schlossenen Kurve, wie Kreis oder Ellipse, durch Integrale dieser Art 
bestimmen, so muB mJ.n etwa die Flache in mehrere Teile zerlegen, 
deren jeder von einem eindeutig iiber der x-Achse liegenden Ast der 
Kurve und der x-Achse sowie den zugehorigen Ordinaten begrenzt ist. 

Fiir die Diskussion dieses allgemeinen Falles ist es zweckmaBig, 
einige Bemerkungen iiber die Bestimmung des Vorzeichens der be­
trachteten Flacheninhalte vorauszuschicken. Wir haben im zweiten 
Kapitel gesehen, daB durch bestimmte Integrale nicht Flacheninhalte 
an und fiir sich gegeben werden, sondern daB den dort betrachteten 
Flachenstiicken durch den Integralausdruck ein bestimmtes Vorzeichen 
zugeschrieben wird. Wir k6nnen nun diese Vorzeichenbestimmung des 
Flacheninhaltes - und zwar sogleich fiir ein beliebiges von einer ge­
schlossenen Kurve begrenztes Flachenstiick - mit dem rein geome­
trischen Begriff des Umlaufungssinnes durch folgende Festsetzungen 
in Verbindung bringen: Wir sagen, daB ein Fliichenstiick positiv um­
lau/en wird, wenn man seine Berandung so durchlauft, daB dabei das 
Innere des Flachenstiickes zur Linken bleibt 1); den entgegengesetzten 

y 

o 
Umlaufssinn nennen wir negativ. Bei einem mit 
einem Umlaufungssinn versehenen Flachenstiick, 
einem sog. orientierten F!iichenstiick, solI dann der 
Flacheninhalt negativ bzw. positiv gerechnet wer­
den, je nachdem, ob der Umlaufungssinn positiv 
oder negativ ist (vgl. Fig. 83). DaB man dem Um-

I laufungssinn gerade das entgegengesetzte Vorzei­
Fig. 83. Pf~~~~t~r FIachen- chen wie dem Flacheninhalt zuschreibt, ist eine an 

sich willkiirliche, aber, wie sich zeigt, durchaus 
zweckmaBige Festsetzung. 

Nunmehr betrachten wir speziell den Linienzug, der aus dem yom 
Punkte x = b = Xl bis zum Punkte X = a = Xo durchlaufenen Stiick 
der x-Achse, der anschlieBenden Ordinate X = a = Xo bis zur Kurve 
y = /(x), dem oben betrachteten Kurvenstiick und schlieBlich dem 
Stiick der Ordinate X = b = Xl von der Kurve bis zur x-Achse besteht 
(vgl. Fig. 84 und 85). Dieser Linienzug gr~nzt ein oder mehrere Flachen­
stiicke ein, die positiv oder negativ umlaufen sein k6nnen. Ihre Flachen­
inhalte, mit dem nach obiger Regel bestimmten Vorzeichen verse hen und 

b 

addiert, werden dann gerade durch das Integral FOl = f / (x) dx ge-
a 

1) Will man die Worte "links" und "rechts" bei einer solchen ErkHi.rung 
vermeiden, so sagt man: Das Dreieck, dcssen Eckpunkte der Reihc nach der 
Nullpunkt, der Punkt ;>; = 1, y = 0, endlich der Punkt ;>; = 0, y = 1 sind, wird 
positiv umlaufen, wenn die angegebene Reihenfolge der Ecken innegehalten wird. 
Jede im selben Sinne umlaufene Flache heiBt in diesem Koordinatensystem posi­
tiv, jede im entgegengesetzten Sinne umlaufene Flache negativ umlaufen. 
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geben, wie ein Vergleich mit den Festsetzungen vom zweiten Kapitel, 
§ 1, zeigt. 

Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun in einfachster Weise mog­
lich, den zu Anfang genannten Schwierigkeiten zu entgehen, indem 
man namlich die Parameterdarste11ung x = x (t), Y = Y (t) fUr unsere 
Kurve heranzieht. Fiihrt man nach der Substitutionsregel formal t 

y 

o 
a ~ x 

Fig. 84. Vorzeichen des Fliicheninhaltes. Fig. Ai). 

als neue unabhangige Veranderliche in dem obigen Integral em, so 
erhalt man die Darste11ung 

I J 

FOl = J Y (t) x (t) dt, 
I., 

wo to und tl die den Abszissen xo'= a und Xl = b entsprechenden 
Parameterwerte sind. Dabei ist zunachst vorausgesetzt, daB dem 
betreffenden Zweig der Kurve y = f (x) in eindeutiger Weise ein Interva11 
to < t < tl zugeordnct ist, daB ctwa x (t) in diesem Interva11 nicht ver­
schwindet. Unser Ausdruck ste11t dann in der eben geschilderten Weise 
das zum Kurvenbogen gehOrige Flachenstiick dar, d. h. den Flachen­
inhalt, der begrenzt wird von diesem Kurvenbogen, den beiden Ge­
raden x = Xo und x = Xl sowie der x-Achse. Es ist nun das Eigentiim­
liche unseres Ausdruckes fUr den Flacheninhalt bei Parameterdarste11ung, 
daB er auch fur gcschlossene Kurvcn giiltig bleibt. 

Eine geschlossene Kurve ist in Parameterdarste11ung durch zwei 
Funktionen x = x (t) und y = y (t) gegeben, welche den Bedingungen 
x (to) = X (tl) und y (to) = y (tl) geniigen miissen, wenn bei Durchlaufung 
des Parameterintervalles to:S t ::;:; tl die ganze Kurve einmal umlaufen 
wird. Wenn die Kurvr nirgends Ecken hat, so diirfrn wir die Ablei­
tungen x (t) und y (t) als durchweg vorhanden und stctig voraussetzen, 
wahrend etwa vorhandenen Ecken Unstetigkeitspunkte dieser Ableitungen 
entsprechen. DurchHiuft der Parameter t sein Intervall to ~ t ~ fl' so ent­
spricht dem ein bestimmter Umlaufungssinn der Kurve, den wir, wie ge­
sagt, positiv rechnen wollen, wenn er im entgegengesctzten Sinne des 
Uhrzeigers geh( andernfalls negativ. - In Figur 83 ist der negative Um­
laufungssinn durch eincn Pfeil angedeutet. 

Sehen wir zunachst von Ecken ab und sctzen die Kurve als konvex 
voraus, so daB sic von einer geraden Linie in hochstens zwei Punkten 
gcschnitten wird. Diejenigen Ste11en, an welchen die Kurve vertikale 
Tangentcn oder, wie man auch sagt, "Stiitzgeraden" brsitzt, an drnen 
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also X (t) = 0 ist, seien PI und P2. Wir konnen dann ihren FHichen­
inhalt wie in Figur 86 auffassen als die Summe des unterhalb des 
oberen Bogens P I P2 liegenden Flacheninhaltes F12 und des unter­
halb des unteren Bogens P 2 PI Iiegenden Flacheninhaltes F 21' Dabei 
nehmen wir den Umlaufssinn, wie in der Figur, negativ an; Fap bedeutet 
wie oben den mit einem Vorzeichen versehenen zu dem betreffenden 

Ia 
!! !! 

Fig. 86. Flacheninhalt geschlossener Kurven. 

Kurvenbogen gehorigen Flacheninhalt, wobei hier FI2 positiv, F2I nega­
tiv sein wird. Wir nehmen dabei an, daB der Punkt x (t), Y (t) auf 
dem oberen Teil der Kurve von PI 'bis P2 lauft, wenn t von to bis • 
geht, und auf dem unteren Teil von P2 bis PI bei .::::: t < ti . Wir 
erhalten dann sofort 

T 

FI2 = f Y (t) X (t) dt 
10 

und 
I J 

F2I=Jy(t)x(t)dt; 
T 

es ergibt sich daher fUr den gesamten Flacheninhalt der konvexen 
Kurve 

I, 

F = f Y (t) x (t) dt . 
10 

Dieser Ausdruck stellt uns nun stets bis aufs Vorzeichen den Flachen­
inhalt dar. Andert man den Durchlaufungssinn der Kurve, so bedeutet 
dies, daB man in dem Integral den Parameter t nicht von to bis tI , 

sondern umgekehrt von tl nach to laufen laBt; das Integral wechselt 
dann sein Vorzeichen, und wir erkennen: Der durch unsere Formel 
dargestellte Fliicheninhalt besitzt ein positives oder negatives Vorzeichen, 
je nachdem der Umlau/ungssinn der Kurve negativ oder positiv istl). 

1) Wir haben in der Figur angenommen, daB langs der Kurve iiberall y > 0 
ist. Tatsachlich liegt hierin keine Beschrankung der Allgemeinheit. Denn ver­
schieben wir die Kurve parallel der y-Achse urn die Strecke a, ersetzen mit anderen 
Worten y durch y + a, so andert sich der Flacheninhalt nicht; zugleich bleibt 
der Wert des Integrals erhalten, da bei einer so1chen Verschiebung an Stelle 

I, 

des obigen Integrales das Integral J (y + a) x d t tritt und da wegen der Be-
10 I 

dingung fiir die Geschlo'isenheit der Kurve fax dt = a (x (t1) - x (10)) = 0 ist. 
tv 
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Wir erweitern nun unser Ergebnis mit Hilfe zweier Bemerkungen. 
Einmal konnen wir ohne weiteres auch Ecken der Kurve zulassen, 
ohne daB die Giiltigkeit unserer Formel aufhort. Es wird dann lediglich 
die Ableitung x (t) oder :Y (t) an den Ecken sprunghafte Unstetigkeiten 
aufweisen; unser Integral be halt dann nach dem vierten Kapitel, § 8, 
seinen Sinn. Zweitens gilt un sere Formel auch noch dann, wenn 
die Kurve nicht mehr die einfache konvexe Gestalt aus Figur 86 
hat, sondern eine allgemeinere geschlossene Form zeigt, wie z. B. 
Figur 87. Wir zerlegen dann einfach die Kurve durch die Punkte 
Po, PI' P 2 , ..• , in welchen vertikale Stutzgeraden auftreten, in ein­
deutig uber der x-Achse liegende Aste und erhalten dann so fort 
wie in der Figur den umgrenzten Flacheninhalt F in der Gestalt 
F = FOI + FI2 + F23 + F30 . Driicken wir jeden dieser Teilflachen­
inhalte in Paramderdarstellung aus und fUgen diese Ausdrucke zu 

y 
y 

x 
Fig. 87. Fig. 8~. 

einem cinzigen Integrale zusammen, so erhalten wir genau wle oben 
als Flacheninhalt der geschlossenen K urY(' den Ausdruck 

dessen entgegengesetzt genommenes Vorzeichen uns gleichzeitig den Um­
laufungssinn angibt. 

Das Integral auf der rechten Seite unserer Formel hat sogar 
dann noch einen Sinn, wenn die geschlossene Kurve sich iiberschliigt (vgl. 
Fig. 88). Es stellt dann die Summe der negativ umlaujenen vermindert 
um die Summe der positiv U1nlaujenen von der Kurve begrenzten Fliichen­
stiicke dar. Unsere Darstellung des Flacheninhaltes gilt fiir jedc ge­
schlossene Kurve, wenn x(t), y(t) stetige Funktionen sind, deren Ab­
leitungen bis auf hOchstens endlich viele Sprungstellen stetig bleiben 
und fur welche es nur endlich viele vertikale Stutzgeraden gibt. 

Man kann unsere Formel fUr den Flacheninhalt in eine elegantere 
symmetrische Gestalt bringen. wenn man das Integral zunachst durch 
Produktintegration umformt: 

t. tl t I 

jyxdt =-Jxydt+xYi, 
(, tn f,. 
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woraus wegen 

sich sofort 
I, I, 

F=Jyidt=-Jxydt 
I. 10 

ergibtl). Bilden wir das arithmetische Mittel beider Ausdriicke, so 
erhalten wir die symmetrische Darstelheng 

I, 

F = ! f (y i-x y) dt. 2) 
I. 

1) Statt den zweiten Ausdruck flir den Flacheninhalt durch Produktintegra­
tion zu finden, hatten wir auch von der Bemerkung ausgehen konnen, daB fiir 
die Definition des Inhaltes die x-Achse und die y-Achse gleichberechtigt sind, 
abgesehen davon, daB der Drehungssinn, der die x-Achse auf dem kiirzesten 
Wege in die y-Achse iiberfiihrt, demjenigen entgegengesetzt ist, durch den um­
gekehrt die y-Achse auf dem kiirzesten Wege in die x-Achse iibergefiihrt wird. 

I) An diese Formel kniipfe ich beilaufig eine Bemerkung von grundsatz­
lichem Interesse an: Man bestatigt, daB unsere Flacheninhaltsdefinition dUTCh 
ein Integral tatsachlich von der speziellen Wahl des rechtwinkeligen Koordi­
natensystemes nicht abhangt, wie es bei jeder echten geometrischen GroBe der 
Fall sein muB. Denken wir uns namlich das Koordinatensystem irgendwie 
um den Winkel IX gedreht, indem wir statt x und y durch die Gleichungen 
x = ~ cos IX - 1) sin IX, y = ~ sin IX + 1) cos IX neue Veranderliche ~ und 1) ein­
fUhren, die dann ihrerseits wieder Funktionen des Parameters t werden; beriick­
sichtigen wir dann, daB x = ~ cos IX - ~ sin IX und y = ~ sin IX + ~ cos IX ist, 
so finden wir durch eine kurze Rechnung y x - x Y = 1) € - ~ ~, so daB 

~ ~ 

F= !fCyx-XY)dt= !fC'1k-~~)dt 

wird, eine Gleichung, we1che die behauptete Unabhangigkeit der Flacheninhalts­
definition vom Koordinatensystem ausspricht, indem sie zeigt, daB der Flachen­
inhalt sich im ~1)-System durch dieselbe Formel wie im urspriinglichen 
xy-System ausdriickt. Ebenso wird der Flacheninhalt nach unserer Definition 
von der Wahl des Parameters t unabhangig; d. h. unsere Formel behi!.lt ihre 
Gestalt, wenn wir statt t durch die Gleichung T = T(t) einen neuen Para­
meter T einflihren. Es wird namlich 

dx dx dT 
de =di'de' 

also 

11 tl - 'I 

f( dx dy ) f( dx dY ) dT f( dx dY ) y--x- dt= y--x- -dt= y--x- dT, dt dt dT dT dt dT dT 

wobei To und T1 die den Parameterwerten to und t1 entsprechenden Anfangs­
und Endwerte des neuen Parameters sind. 

Wir waren bisher bei der Definition des Flacheninhaltes vom Integralbegriff 
ausgegangen und haben nun gezeigt, daB diese analytische Flacheninhaltsdefinition 
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Als Beispiel fiir die Anwendung unserer Flacheninhaltsformel be­

trachten wir die Ellipse y = !!.- ya2-__ x2 • Um ihren Inhalt in recht-
a 

winkligen Koordinaten auszudriicken, konnen wir die obere und die 
untere Halfte der Ellipse getrennt betrachten und ihn demgemaB 
durch das Integral 

a 

darstellen. In der Parameterdarstellung x = a cos t, y = b sin t jedoch 
erhalten wir unmittelbar fiir den Flacheninhalt, absolut genommen, 
den Ausdruck 

2", 

a b f sin 2 t d t , 
o 

der sich zufolge dem vierten Kapitel, § 4, integrieren laBt und den 
Wert a b n besitzt. 

2. FHicheninhalt in Polarkoordinaten. 

Fiir viele Zwecke ist die Darstellung des Flacheninhaltes in Polar­
koordinaten von Wichtigkeit. Es sei also Y = f (D) die Gleichung einer 
Kurve in Polarkoordinaten. F W) sei 
der Inhalt der Flache, die von der 
x-Achse, dem Strahl durch den 
Nullpunkt, welcher mit ihr den Win­
kel D bildet, und dem zwischen­
liegenden Stiick der Kurve be­
grenzt wird. Dann ist 

F'(D) = ~ y2. 
o·~----~--------------~~ 

Denn betrachten wir auGer dem zu Fig. 89. "Flachcnelement" bei Polarkoordinaten. 

D gehorigcn Radiusvektor den zum 
Winkel D + L1 D gehOrigcn und ist Yo der kleinste, Y1 der groBte Radius­
vektor in diesem Winkelintervall (siehe Fig. 89), so wird der zwischen 
dem Radiusvekton9 und dem Radiusvektor D + L1 D gelegene Sektor einen 

Flacheninhalt L1 F besitzen, welcher zwisch~n den Grenzen ! Y~ L1 D 

d I 2 A.<l l' . 1 1 2 < L1 F < 1 2 d d G "b un "2YtLJU Itgt; es 1St a30 2 YO=LI{}=2"Y1 ' un er renzu er-

tatsachlich geometrischcn Charakter tragt, indem sie ihren Ausdruck unabhangig 
vom Koordinatensystem findet. Man kann aber leicht auch unmittelbar geo­
metrisch den Flacheninhalt der oben betrachteten Kurven folgendermaBen 
definieren: Der Flacheninhalt ist der obere Haufungswert der Flacheninhalte 
aller im Inncrn der Kurve liegenden Polygone. Den an sich einfachen Beweis 
ftir die Aquivalenz bcider Definitionen iibergche ieh hier. 
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gang L1 0--+ 0 Hefert uns sofort die obige Relation. Aus ihr folgt nach 
dem Fundamentalsatz der Integralrechnung fiir den Inhalt des Sektors 
zwischen den Polarwinkeln oc und p der Ausdruck 

Ii 

! f r 2 dO. 
at 

Als Beispiel betrachten wir etwa die FHiche, die von einer Lemnis­

katenschleife begrenzt ist. Dabei lauft der Winkel 0 von - : bis + : ' 
und wir erhalten fiir diesen Flacheninhalt gemaB der Lemniskaten­
gleichung r2 = 2a 2 cos 20 (vgl. S. 55) den Ausdruck 

:r 

4 

a2 f cos 2 0 dO, 
:r 

4 

der sich durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen u = 20 sofort 
ausrechnen laBt und den Wert a2 hat. 

3. Lange einer Kurve. 

Der zweite wichtige, mit einer Kurve zusammenhangende geome­
trische Begriff, der auf eine Integration fiihrt, ist die Bogenlange. 

Wir machen uns zunachst geometrisch klar, wie wir die Lange 
einer beliebigen Kurve zu definieren haben. Der elementare ProzeB 
des Messens einer Lange besteht darin, daB man die zu messenden 
Langen mit genidlinigen MaBstaben vergleicht; das einfachste Ver­
fahren wird dann das sein, daB man einen solchen MaBstab auf der 
zu messenden Linie immer wieder abtragt und zahlt, wie oft diese 
Abtragung hintereinander moglich ist; daB man sodann je nach Be­
darf diesen MessungsprozeB verfeinert, indem man zum Gebrauch 
immer kiirzerer MaBstabe iibergeht. Dieser elementaren anschaulichen 
Vorstellung entsprechend werden wir bei der Definition der Lange 
einer Kurve folgendermaBen vorgehen: Wir schreiben der Kurve 
ein geradliniges Polygon ein und messen dessen Lange. Diese wird 
davon abhangen, in welcher Art dieses Polygon gewahlt wird, z. B. wie 
groB die Anzahl seiner Ecken genommen wird. Lassen wir die Anzahl 
der Seiten eines solchen, einem Kurvenbogen einbeschriebenen Poly­
gones iiber aIle Grenzen wachsen, wahrend gleichzeitig die Lange der 
langsten Polygonseite gegen Null strebt, so werden wir den Grenzwert 
der Gesamtlangen der Polygone als die Lange des betreffenden 
Kurvenbogens bezeichnen. Diese Definition der Lange setzt voraus, 
daB einmal der beschriebene Grenzwert existiert und daB er zweitens 
unabhangig von der speziellen Wahl der Polygonfolge ist, mit der 
man die Kurve immer feiner annahert. Nur wenn diese Voraussetzung 
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der sogenannten "Rektijizierbarkeit" erfiillt ist, werden wir von der 
Lange einer Kurve sprechen k6nnen. Wir werden bald sehen, daB 
unter sehr weiten Voraussdzungen die Rektifizierbarkeit sich leicht 
heweisen laBt. 

Urn die Lange durch einen analytischen Ausdruck, und zwar durch 
ein Integral darzustellen, denken wir uns die Kurve zunachst durch eine 
Funktion y = j (x) mit stetiger Ableitung y' rcprasentiert und das 
Intervall a :S:: x :S:: b der x-Achsc, y 

welches dem betrachteten Kur­
venbogen entspricht, durch die 
Punkte a = Xl"'" Xn = b in n -1 
Teile von der Lange Ll Xl' ... , 

Ll X n - 1 eingeteilt. (Tber diesen 

-- ----- n 

Teilpunkten der x-Achse mogen -"ol--ox!:-1--'----:X;!;-:i-~----L----d---';>-x 
die Ecken des einheschriebenen 
Polygones liegen. Die Gesamt­

Fig. 90. Zur Rektifizierung VOIl Kurvcn. 

lange des einbeschriebenen Polygones wird dann gemaB 
goraischen Lehrsatz (vgI. Fig. 90) durch den Ausdruck 

dem pytha-

gegeben. Der Differenzenquotient ~ y,. ist aber nach dem Mittelwertsatz 
LJ x" 

der Differentialrechnung gerade gleich f'(~,,), wo ~" ein Zwischenwert 
im Intervall Ll X" ist. Lal3t man nun n uber alle Grenzen wachsen 
und dabei das langste Intervall Ll X" gegen Null streben, so wird 
gemaB der Definition des Integrales unser Ausdruck gegen den Grenz­
wert 

b 

I yi +y'2 dx 
a 

streben, der somit die Lange un serer Kurve zwischen den Punktell 
mit den Abszissen a und b darstellt. 

Da unser Grenzubergang von der Sum me zum Integral stets zum 
selben Resultat fiihrt, unabhangig von der Art der Einteilung des Inter­
valles, so zeigen uns un sere Bctrachtungen die Giiltigkeit des folgen­
den Satzes: J ede K urve y = j (x) mit stetigem Dijjerentialquotienten is! 
rektifizierbar, und ihre Liinge zlc'ischen den Punkten x = a und X = b ::::;: a 
ist gegeben durch: 

b 

S (a, b) = IiI + y'2dx. 
a 

Fur den Differentialquotienten der Bogenlange nach der unabhan­
gigen V cranderlichen x entnimmt man, wenn man dies(' Bogenlange, 
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von irgend einem Anfangspunkt aus bis zur Abszisse x gezahlt, mit s 
bezeichnet, aus unserer obigen Gleichung sofort die Beziehung 

ds ;---ax = 11 +y'2. 

Unserem Ausdruck fUr die Bogenlange haftet noch die spezielle 
und kiinstliche Voraussetzung an, daB der betrachtete Kurvenbogen 
als eindeutiger Zweig iiber der x-Achse liegt. Von dieser Einschrankung 
befreit uns die Parameterdarstellung. 1st un sere Kurve in Parameter­
darstellung x = x(t), Y = y(t) gegeben, so finden wir durch EinfUhrung 
des Parameters t in unsern obigen Ausdruck sofort die Parameter­
darstellung der Bogenlange 

f! 
s (oc, fJ) = f l'i2 + -,?dt, 

IX 

wobei oc und fJ die Werte von t sind, die zu unseren Kurvenpunkten 
x = a und x = b gehoren. 

Diese Parameterdarstellung der Lange besitzt gegeniiber der friiheren 
den groBen Vorzug, daB sie wiederum nicht mehr auf eindeutige Zweige 
der Kurven - dargestellt durch Gleichungen der Form y = ! (x) -
beschrankt ist, sondern fiir beliebige Kurvenbogen, auch fUr ge­
schlossene Kurven gilt, vorausgesetzt, daBlangs dieser Kurvenbogen x (t) 
und y (t) stetig sind. 

Wir erkennen dies am einfachsten, indem wir auf die obige Aus­
gangsformel fiir die Lange des einem Kurvenbogen einbeschriebenen 
Polygones zuriickgehen. Es seien langs dieses Bogens x (t) und y (t) 
mit stetigen Differentialquotienten x (t) und y (t) versehen. Es mogen 
den Eckpunkten des eingeschriebenen Polygones die Parameterwerte 
t1 , t2 , ••. , tn mit den Differenzen L1 ti entsprechen, und bei dem Grenz­
iibergang n -.... 00 moge die jeweils groBte dieser Differenzen gegen Null 
streben. Schreibt man nun die Lange des Polygones in der Form 

~l'L1x; +~; = ~V(~·~T+ (~~~r Llt,., 

so erkennt man sofort, daB diese Summe gegen das Integral J YX2 + y2 dt 
strebt. Man braucht sich hierzu nur der allgemeinen Integralbildung 
(vgl. S. 107) zu erinnern. 1st eine Kurve aus mehreren derartigen 
Bogen zusammengesetzt, weIche in Ecken oder Spitzen aneinander 
grenzen diirfen, so erhalt man als Ausdruck fUr die Bogenlange die 
Summe der entsprechenden Integrale. Ais Resultat fassen wir zu­
sammen: Wenn langs eines Kurvenbogens oc ~ t < fJ die Funktionen x (t), 
y (t) stetig sind und auch die A bleitungen x (t), :Y (t) bis au! endlich "iefe 
Sprungstellen stetig bleiben, dann besitzt der Bogen eine d1trch 

tI 
Jl!;2+y2dt 
IX 
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gegebene Lange, wobei dieses Integral im Sinne des vierten Kapitels 
notigenfalls als uneigentliches Integral zu verstehen ist 1). Auf Grund 
dieser Formcl, in welcher 0; < P scin muB, hat es Sinn, Einem im 
Sinne fallender Parameterwerte t durchlaufenen Bogen (ine nega­
tive Lange zuzuschrciben, die sich alsdann Ebenfalls durch das obige 
Integral ausdriickt. Das Vorzeichen der Bogenlange hangt also von 
der Wahl des Kurvenparameters abo 

Ieh gebc noch den Ausdruck fiir die Bogenlange an, falls Polar­
koordinaten zugrunde liegen. Wir brauchen dann nur in dem zuletzt 
gdundenen Ausdruck fiir x und y die Werte aus der Formel (*) von 
S. 210 einzutragrn und rrhalten 

i2 + y2 = ;'2 + r2 -82 
lind somit 

rI 
S (0;, Pl = J 1';2 + r2 j)2 dt. 

0< 

Gehen wir hier von der Parameterdarstcllung zu der Darstellung r = I ({}) 
tiber, indem wir t = {} selbst als Parameter einfiihren, so ergibt sich 

sofort fUr die Bogenlange wegen {} = 1 
{f l 

s({}o, {}1) =j'-y;,2 + r2d{}. 
Ifo 

Ein einfaches Beispiel zur expliziten Berechnung der Bogenlange 

gibt uns die Parabel y = ! X2; fUr ihre Bogenlange er halten wir 
b 

sofort das Integral J -yl + X2 dx, welches durch die Substitution 
a 

X = Gin U iibergeht in 

'Ilr @lill b ~(r @lill b 'Ilr @lill b 

flroj2Udlt = ! f(1 + lroj2u) du = ! (u + Gin ulroj u) I, 
'Ilr@lilla 'Ilr @lill a 'Ilr @lill a 

so daB fiir die Lange des Parabelbogens zwischen den Abszissen a 
und b der Ausdruck 

s (a, b) = ~ {9ft Gin b + b 1/1 + b2 - ~(r Gin a - a 1/1 + a2 } 

l"ntsteht. 

1) DaJ3 der Ausdruck fur die Bogenlange von der 'Wahl des Parameters 
unabhangig ist, bestatigen wir sofort, wenn wir durch T = T(I) einen neuen 

Parameter T einfiihrcn. Es wird dann, fall> !!!.. =L 0 
dl ' 
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b 

Fiir die Kettenlinie y = lrof x ergibt sich s (a, b) = j il + 6in2 x dx 
b a 

=jlrofxdx oder s(a, b) = 6inb- 6ina. 
a 

SchlieI3lich sei bemerkt, dal3 es in vie len Fallen bequem ist, die von 
einem festen Anfangspunkt Po der Kurve aus gerechnete Bogenliinge s 
als Parameter zu wahlen, d. h. x = x (s) und y = y (s) zu betrachten. 
Den Kurvenpunkten auf den beiden Seiten von Po werden dabei Werte 
von s mit verschiedenen Vorzeichen entsprechen. Es ist dann 

·2 ·2 (dS)2 
X + y = di = 1, 

woraus durch Differentiation 

xx + y y= 0 

folgt; zwei Relationen, die vielfach Anwendung finden. 

4. Die Krummung einer Kurve. 
Wahrend der FlacheninhaIt und die Bogenlange von dem G e sam t -

verla uf der Kurve abhangen, mochte ich hier die Besprechung eines 
Begriffes einschaIten, der sich auf das Verhalten der Kurve nur in 
der Umgebung eines Punktes bezieht, namlich der Kriimmung. 

Denken wir uns die Kurve gleichformig in positivem Sinne durch­
laufen, derart, dal3 in gleichen Zeiten gleiche Bogenlangen zuruckgelegt 
werden, so wird sich die Richtung der Kurve mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit andern. Diese Geschwindigkeit betrachten wir als 
Mal3 fUr die Kriimmung der Kurve an der betreffenden Stelle. 1st also 
IX der Winkel zwischen der positiven Tangente und der positiven x-Achse 
und fassen wir IX als :funktion der Bogenlange s auf, so werden wir die 
Kriimmung k an der Stelle, zu der die Bogenlange s gehort, durch die 

Gleichung k = d(1.. definieren. Nun ist IX = arc tg y', und daher gilt 
d S d (1.. d (1.. d 5 y" 1 (b. . . 

nach der Kettenregel - = - : - = ._--,-.-. ---__ -. -. wo el posltives 
ds dx dx 1+y2 l1 + y'2 

Zeichen der Quadratwurzel bedeutet, dal3 wachsendem x wachsen­
des s entspricht); mithin wird die Kriimmung durch den Ausdruck 

geliefert. 

y" 
k=----

3 
(1 + y'2)~ 

Mit HiIfe der in § 1, Nr. 2 gegebenen Urnrechnungsformeln fiir y' 
und y" auf Parameterdarstellung ergibt sich nunmehr in Parameterdar­
stellung fUr die Kriimmung der einfache Ausdruck 

k_ XY - YX 
- (xl + y2)~·' 

der natiirlich auch sofort aus der Gleichung 
Y x 

IX = arc tg --;- = arc ctg -;-
x y 
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erhalten werden kann. 1m Gegensatz zu dem obigen Ausdruck, der an 
die Kurvengleichung y = / (x) gekniipft ist und daher eine spezielle 
Voraussetzung iiber die Lage des betrachteten Kurvenbogens zur 
x-Achse macht, gilt die Parameterdarstellung der Kriimmung wieder 
fur beliebige Kurvenbogen, langs deren x, )1, x, y stdige Funktionen 

von t sind, insbesondere auch fur solche Stellen, wo x = 0 ist, wo also dd Y 
. x 

unendlich wird. 
Fiihren wir die Bogenlange s als Parameter ein, so wird wegen 

x2 + y2 = 1 und x x + y ji = 0 einfach 

k .. , ..... (. 'Y) Y :~ =xy-vx=y x+y--;- =--;-=---;-. 
, \ X X Y 

Wir erhalten also besonders einfache Ausdrucke fUr die Krummung. 
Das Vorzeichen der Krummung andert sich, wenn wir den Durch­

laufungssinn umkehren, d. h. analytisch: s durch a = - s ersetzen. 
Man muG also stets Kurven mit bestimmtem Durchlaufungssinn betrach­
ten, urn die Kriimmung nicht nur nach ihren Absolutwerten, sondern 
auch nach ihrem Vorzeichen eindeutig festzulegen. 

Ais Beispiel betrachten wir die Krummung eines positiv umlaufenen 
Kreises mit dem Radius a. Gehen wir von der Parameterdarstellung 
x = a cos t, y = a sin taus, so ergibt sich so fort 

k=~. 
a. 

Die Kriimmung eines positiv umlau/enen Kreises ist also gleich seinem 
reziproken Radius. Dies Ergebnis bestatigt uns, daG unsere Kriimmungsde­
finition wirklich zweckmaGig war; denn bei einem Kreise werden wir ganz 
naturgemaG als MaG fUr die Kriimmung den reziproken Radius ansehen. 

Setzt man e = ! ' so nennt man allgemein I () I =ril den Krummungs­
radius der Kurve an der betreffenden Stelle. Denjenigen die Kurve in 
einem gcgebenen Punkte beruhrenden und dart in derselben Richtung 
wie die Kurve durchlaufenen Kreis, welcher dieselbe Krummung k 
wie die Kurve besitzt und dessen Mittelpunkt auf der Seite der posi­
tivcn cd2r ncgativen N ormalenrichtung licgt, je nachdem k positiv oder 
ncgativ ist, nennt man den zum Kurvenpunkte gehorigen Krummungs­
kreis. Denken wir uns seine Gleichung in der Form y = g (x) geschrieben, 
so muG fUr den bdreffenden Kurvenpunkt llicht nur g (x) = / (x), 
g'(x) = f'(x) sein, was die Beriihrung zwischen Kreis und Kurve aus­
driickt, sondern es muG auch wegen 

die Gleichung 

bestehen. 

-:---Cf="=(X) .. = k = __ g"0:L_ 
(ll + t'(X)2)3 (t I-t-f.'(x) 2 )3 

j"(x) = g"(x) 
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Den Mittelpunkt des Kriimmungskreises nennt man den zum 
Kurvenpunkte gehOrigen Krummungsmittelpunkt. Seine Koordinaten ~ 
und'Y} driicken sich in Parameterdarstellung durch 

aus; wir brauchen hierzu nur die oben gegebenen Formeln fiir die 
RichtungEkosinus der Normalen - auf welcher der Kriimmungsmittel-

punkt ja im Abstande f ~ I = I e I von der Tangente liegt - anzuwenden . 

. Die obigen Formeln stellen uns den Kriimmungsmittelpunkt durch 
den Parameter t ausgedriickt dar. Durchwandert t sein Intervall, so be­
schreibt der Kriimmungsmittelpunkt eine Kurve, die sogenannte 
Evolute der gegebenen Kurve, und un sere Formeln geben uns, da wir 
zugleich mit .'t und yauch x, y und f! als bekannte Funktionen von t 
anzusehen haben, diese Evolute in Parameterdarstellung. 

Hinsichtlich einzelner Beispiele verweise ich auf den nachsten Para­
graphen und den Anhang. 

5. Schwerpunkt und statisches Moment einer Kurve. 

Wir kommen nunmehr zu einigen Anwendungen, die uns in das 
Gebiet der Mechanik hineinfiihren. Wir betrachten ein System von n 
in einer Ebene liegenden Massenpunkten. Es seien ml , m2, ... , mn die 
Massen dieser einzelnen Punkte; es seien weiter YI' Y2' ... , Y n die 
y-Koordinaten der einzelnen Punkte. Man bezeichnet dann 

n 

T= .L;m"Y" = mlYI + m2Y2 + ... + mnYn 
,,-1 

als das statische Moment unseres Punktsystems in bezug auf die x-Achse. 

Der Ausdruck 'Y} = ~ gibt uns die H ohe des Schwerpunktes unseres 

Punktsystems iiber der x-Achse an, wobei 

M = mi + m2 + ... + mn 

die Gesamtmasse des Punktsystems darstellt. Entsprechend definiert 
man das statische Moment in bezug auf die y-Achse und die x-Koordinate 
des Schwerpunktes. 

Wir wollen uns nunmehr iiberlegen, was man unter dem statischen 
Moment einer gleichmaBig mit Masse belegten Kurve y = f (x) zu ver­
stehen hat und wie man dementsprechend die Koordinaten ~ und TJ 
des Schwerpunktes einer solchen Kurve bestimmt. Dabei machen wir 
der Kiirze halher die Voraussetzung, daB die Massendichte auf der Kurve 
konstant, etwa gleich I' sei. 

Wir fiihren unsere Aufgabe zuriick auf die Betrachtung eines Systems 
von endlich vielen Punkten und auf einen Grenziibergang. Zu diesem 
Zwecke den ken wir uns auf der Kurve die BogenHinge s als Parameter 
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eingefiihrt und den betrachteten Kurvenbogen durch n -1 Teilpunkte 
in Teile der Langen Ll Sl' Ll S2' •.• , Ll S1I zerlegt. Die Massen ,uLlsi dieser 
Teilstiicke stellen wir uns jeweils in einem beliebigen Punkt des Inter­
valles mit der Ordinate y, konzentriert vor. 

GemaB der Definition des Momentes erhalten wir also fiir das Mo­
ment dieses Punktsystemes in bezug auf die x-Achse den Wert 

T = ,u"EYiLlsi. 
Strebt nun das groBte Ll Si gegen 0, so liefert uns der Grenziiber­

gang fiir das Moment der Kurve in bezug auf die x-Achse den Ausdruck 
81 Xl 

T = ,uJydS =,uJ yVI + y,2dx. 
80 Xu 

Da die Gesamtmasse der Kurve gleich ihrer Lange mal ,u: 

,u j'ds = ,u (S1 - so) 
80 

zu set zen ist, so ergeben sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes 
die Ausdriicke 

8 1 8 1 

j'yds Jxds 
'YJ=~o_---, ~=~o ___ . 

S 1 .. - So S 1 .- So 

6. FUi.cheninhalt und Volumen einer Rotationsflache. 

LaBt man die Kurve y = j(x), wobei wir j(x) > ° voraussetzen, urn 
die x-Achse rotieren, so beschreibt sie eine sog. Rotationsflache. Der 
Flacheninhalt dieser Oberflache, soweit ihre x-Koordinaten zwischen 
den Grenzen Xo und Xl > Xo liegen, laBt sich unmittelbar durch eine 
der obigen ganz analoge Betrachtung ableiten. Ersetzt man namlich 
zunachst die Kurve durch ein einbeschriebenes Polygon, so wird an 
Stelle der krummen Flache ein Gebilde cntstehen, das aus einer Anzahl 
schmaler Kreiskegelstiimpfe zusammcngesetzt ist. Der Flacheninhalt 
des ~antels eines solchen Kegelstumpfes ist aber bekanntlich gleich 
der Lange der Seitenlinie, multipliziert mit dem Umfang des mittleren 
Kreisquerschnittes. Addiert man aIle diese Ausdriicke und fiihrt dann 
den Grenziibergang von dem Polygon zur Kurve aus, so erhalt man als 
Flacheninhalt den Ausdruck 

Xl 81 

0= 2nJ y 1'1 + {2dx = 2nJyds. 
X'D 80 

Man kann dieses Resultat in Worten dahin aussprechen, daB der Flachen­
inhalt der Rotationsflache gleich der Lange der Kurve multipliziert 
mit dem Wege des Schwerpunkts der Kurve ist (Guldinsche Regel). 

Ganz eben so ergibt sich fiir das von unserer Rotationsflache ein­
geschlossene Volumen, welches durch die Ebenen x = Xo und x = Xl > Xo 

Courant, Differentialrechnung. I. ~. Aufl. Ii. 
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abgeschlossen wird, der Ausdruck 

<to 

Die Herleitung beruht auf der aus der Anschauung entnommenen 
Festsetzung, daB man das fragliche Volumen als Grenzwert der Summe 
der Volumina der eben betrachteten Kegelstiimpfe auffassen muB. 
Hiernach darf ich dem Leser den Beweis der Formel selbst iiberlassen. 

7. Tragheitsmoment. 
Bei allen Drehbewegungen spielen in der Mechanik gewisse GroBen 

eine wichtige Rolle, welche man Tragheitsmomente nennt. Auch diese 
Ausdriicke sollen hier nur kurz erwahnt werden. 

Wir denken uns, daB ein Massenpunkt m mit dem Abstand Y von 
der als Rotationsachse betrachteten x-Achse gleichformig urn diese 
Achse rotiert, und zwar mit der Winkelgeschwindigkeit w (dies bedeutet, 
daB in der Zeiteinheit eine Drehung urn den Winkel w erfolgt). Die 
lebendige Kraft oder kinetische Energie des Punktes, ausgedriickt als das 
Produkt aus halber Masse und Quadrat der Geschwindigkeit, wird 
offenbar 

~(YW)2. 

Wir nennen den Faktor von ! w2, d. h. die GroBe m y2, das Tragheits­

moment des Punktes um die x-Achse. 
Ebenso bezeichnen wir, wenn n Massenpunkte mit den Massen 

ml , m2 , ••• , mn und den Ordinaten YI' Yz, ... , Yn gegeben sind, den 
Ausdruck T = .2 mi yl 

i 

als das Tragheitsmoment des Massensystems urn die x-Achse. Das 
Tragheitsmoment ist eine GroBe, welche dem Massensystem als solchem 
ohne Bezug auf seinen Bewegungszustand zukommt. Seine Bedeutung 
besteht darin, daB wir durch Multiplikation mit dem halben Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit aus dem Tragheitsmoment die kinetische 
Energie des Massensystems erhalten, sobald es in Rotation urn die be­
treffende Achse versetzt wird, ohne daB dabei die gegenseitigen Abstande 
geandert werden. Das Tragheitsmoment urn eine Achse spielt bei Dreh­
bewegungen urn sie eine ahnliche Rolle wie die gesamte Masse des 
Massensystems bei geradliniger Bewegung. 

Urn nun das Tragheitsmoment fiir eine beliebige mit einer Masse 
von der Dichte 1 belegte Kurve Y = f(x) zwischen den Abszissen Xo 

und Xl (> xo) zu definieren, miissen wir ganz entsprechend verfahren 
wie bei der Definition des statischen Momentes; es ergibt sich in genau 
derselben Art fUr das Tragheitsmoment urn die x-Achse die Definition 

·~l Xl 

T = Til: = J y2 d s = f y2 VI + -y'2 d X. 
80 ::to 
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Entsprechend erhalten wir als Tragheitsmoment urn die y-Achse den 
Ausdruck 

8 1 ZJ 

Ty = Jx2 ds = J x2 il + y'2dx. 
,1:0 2:0 

§ 3. Beispiele. 

Die Theorie der ebenen Kurven mit ihren mannigfaltigen speziellen 
Gestalten und Eigenschaften bietet in Fiille Beispiele fiir aIle unsere 
Begriffsbildungen. Ich kann mich aber hier nicht in allzu viele Ein­
zelheiten verlieren und muB mich auf einige wenige charakteristische 
Anwendungen bcschrankcn. 

1. Die gemeine Zykloide. 

Aus den Gleichungen (vgl. § 1, N r. 1) x = a (t - sin t), Y = a (1 - cos t) 
erhalten wir ohne weitercs x = a (1 - cos t), y = a sin t und daraus die 
Bogenlange 

'" '" s = J 11 .i2 + y2 dt = J 1/ 2a2;(i-~-cost) dt. 
o 0 

Nun i"t aber 1 - cos t = 2 ~in2 ~ ; damit ergibt sich fur 0 < (1. < 2n 

'" '" 
s = 2a r.,in~dt = -4acos1- = 4a (1 - cos ~) = 8asin2 ~ • 

o 0 

Betrachten wir insbesondere die BogenHi.nge zwischen zwei aufeinander­
folgenden Spitzen, so ist (1. = 2 n einzusetzen, da diese Bogenlange der 
Zykloide einem vollen Umlaufe des rollenden Kreises cntspricht. Wir er­
halt en somit 8 a; d. h. der Umfang der Zykloide zwischen zwei auf­
einanderfolgenden Spitzen ist gleich dem vierfachen Durchmesser des 
rollcndcn Kreises. 

Auf dieselbe Art berechnen wir auch den Flacheninhalt, der von 
einem Zykloidenbogen und der x-Achse eingeschlossen wird: 

27 2.7 2:< 

J = J y.i dt = a2 J(1 - cos t)2dt = a2 J(I- 2 cos t + C052 t) dt 
() () 0 

2" 

2 ( 2' t + t + sin 2t) 3 2 = a t - SIn "2 4,' = an. 
o 

Der berechnete Flacheninhalt ist somit gleich dem dreifachen Inhalt 
des rollenden Kreiscs. 

Fur die reziprok€ Krummung (} = ! findet man 
3 

(.i-2+y2)i ".,_.,' , . t 
(1= J;ji--y:r = -2a 12 (I-cost) = -4a.sIn"2 

15* 



228 V. Anwendungen. 

an den Stell en t = 0, t = ± 2 n, ... wird dieser Ausdruck gleich 
Null. Es sind dies gerade die Spitzen, in denen die Zykloide unter 
rechtem Winkel auf die x-Achse trifft. 

Die Oberflache des Rotationskorpers, welcher entsteht, wenn sich 
der Zykloidenbogen urn die x-Achse dreht, ergibt sich gemaB unserer 
Formel (S. 225) als 

8a 2:< 

o = 2n I y ds = 2n I a (1 - cos t) . 2a sin ~ dt 
o 0 

2n ~ 

= 8a2 n I sin3 ~ dt = 16a2 n I sin3 udu = 16a2 n I (1 - cos2 u) sinu dlt. 
o 0 0 

Das letzte Integral berechnet sich durch die Substitution cos u = v, 
und man findet 

:r 

o = 16 a2 n ( - cos u + ! cos3 u) I = 64;2~. 
o 

Zur Obung mag der Leser selbst noch die Rohe 'Y} des Schwer­
punktes der Zykloide tiber der x-Achse und das Tragheitsmoment T~ 
berechnen. Das Resultat ist: 

4 0 T_2563 
'Y} = 3 a = 2n S und ~ - 15 a • 

2. Kettenlinie. 

Die Bogenlange der Kettenlinie haben wir schon als Beispiel 1m 
vorigen Paragraph en berechnet und haben den Wert 

b 

s = J 1£01 x dx = Sin b - Sin a 
a 

gefunden. 
Fiir den Flacheninhalt der Rotationsflache, die durch Drehung 

der Kettenlinie urn die x-Achse entsteht, des sog. Katenoids, finden wir 
b b 

O=2n I a:o)2xdx=2n Il + ~Oj2x dx =n(b-a +} Sin2b- ~ Sin2a). 
a a 

Daraus folgt wieder die Hohe des Schwerpunktes des Bogens von a 
bis b: 

b - a + 2. Gin 2 b - 2. Gin 2 a a 2 2 
'Y}=i!-ns = - --'Z(Ginb-Gina) 

Endlich ergibt sich fiir die Krtimmung 

y" (£0\ x 1 k -, - -- -, --- - -- ' 
- ( )~ - (£0\3 X - (£0\2 x' 

1 + y'2 2 
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3. Ellipse und Lemniskate. 

Die Bogenlangen dieser beiden Kurven lassen sich nicht mehr auf 
elementare Funktionen zuruckfiihren, sondern geharen schon unter die 
im vierten Kapitel, § 7, erwahnten "elliptischen Integrale". 

b ,._---
Wir erhalten namlich fur die Ellipse y = - va2 - x2 

a 

S = ]- f J/~~--~:2 -- b2) x 2 dx = af 1 - %2 ~2 d~, 
II • 1/"- x 2 HI _ ~2) (1 _ %2 ;2) 

x b2 2 . I al 1 h . h wenn wir - = ~, 1 -- -if = X ,;etzen, em ntegr ,we c es SIC ver-
a 1/ 

mage der Substitution .x = sin rp noch auf die Form 
II 

s = f l'a2 =--:'- (a2 ~ b2) sin2r drp = af v(--=- u2sin2-rp drp 

bringen laSt. Fill den halben Ellipsenbogen hat man hierin x von 
- a bis + a laufen zu lassen, was dem Intervall -1 < ~ < + 1 bzw. 

dem Intervall -.~ < rp < + ; entspricht. 

Fiir die Lemniskate, deren Gleichung m Polarkoordinaten 
y2 = 2a2 cos 2t war, erhalten wir analog 

s =j,/y 2 + ,,2 dt =j,ha2~os 2t + 2a2 sin~ 2.1 dt 
y cos 2 I 

, r ilt I J dl 
= aV 2 v I cos :2 t = a 1 2 ll-'= 2 ~~2- t . 

Fuhren wir in dem letzten Integral 1£ = tg t als unabhangige Verander­
liche ein, so wird 

dt = du 
1 _.1. 1(2 ' 

und es ergibt sich 

aY2J _::~11 • 

ll- tI' 
Fur eine volle Lemniskatenschleife lauft u von - 1 bis 1, und die Bogen­
Hinge wird daher gleich 

+1 

aT2J dl( 
11 - u" 

-1 

einem speziellen elliptischen Integral, welches in den Untersuchungen 
von Gau/3 eine groSe Rolle gespielt hat. 

§ 4. Die einfachsten Probleme der Mechanik. 
Neben der Geometrie ist es vor allen Dingen die Mechanik gewesen, 

welcher die Integral- und Differentialrechnung ihre erste Entwicklung 
verdankt. Die Mechanik beruht auf einigen Grundprinzipien, die von 
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Newton aufgestellt wurden, zu deren Formulierung der Begriff des 
Differentialquotienten und zu deren Verwertung die Theorie der Inte­
gration notwendig ist. Ohne die Grundprinzipien naher zu analysieren, 
will ich an einfachen Beispielen die Anwendung der Integral- und 
Differentialrechnung in der Mechanik erlautern. 

1. Grundvoraussetzungen aus der Mechanik. 

Wir beschranken uns auf die Betrachtung eines Massenpunktes, 
d. h. eines Punktes, in dem wir uns eine Masse von der GroBe m kon­
zentriert vorstellen. Wir wollen weiter annehmen, daB die Bewegung 
nur auf einer fest vorgegebenen Kurve vor sich gehen kann, auf welcher 
wir die Lage der Massenpunkte durch die von einem fest en Anfangs­
punkt gezahlte Bogenlange s charakterisieren; speziell kann es sich auch 
urn eine gerade Linie handeln, auf welcher wir dann statt s als Orts­
koordinate die Abszisse x einfiihren. Die Bewegung ist durch die An­
gabe der Koordinate s = cp (t) als Funktion der Zeit t charakterisiert. 
Vnter der Geschwindigkeit der Bewegung haben wir den Differential­
quotienten cp'(t) oder, wie wir auch schreiben wollen, 

ds '(t) . 
dt = cp = s 

zu verstehen. Als Beschleunigung bezeichnen Wlr den zweiten Diffe­
rentialquotienten 

d2 . 

"at: = cp"(t) = s. 
Die Mechanik geht von der Vorstellung aus, daB die Bewegung der 

Massenpunkte durch Kriifte zu erklaren bzw. zu beschreiben ist, denen 
eine bestimmte Richtung und GroBe zukommt. Das Newtonsche Grund­
gesetz der Mechanik sprechen wir dann fiir den Fall der Bewegung 
auf un serer gegebenen Kurve so aus: Die Masse m multipliziert mit 
der Beschleunigung s ist gleich der auf den M assenpunkt in der Richtung 
der Kurve wirkenden Kraft, die wir mit 5 bezeichnen, in Formeln 

ms =5. 
Die Richtung der Kraft ist hiernach immer dieselbe wie die der Be­
schleunigung: sie liegt in Richtung wachsender s-Werte, wenn die 
Geschwindigkeit in dieser Richtung wachst, andernfalls ist sie der 
s-Richtung entgegengesetzt. 

In diesem Newtonschen Gesetz liegt zunachst nur eine Definition 
des Kraftbegriffes. Die linke Seite un serer Gleichung ist eine durch 
Beobachtung der Bewegung feststellbare GroBe, durch welche wir 
die Kraft messen. Aber diese Gleichung hat eine viel weitergehende 
Bedeutung. Es zeigt sich namlich in Wirklichkeit, daB wir in sehr 
vielen Fallen ohne Kenntnis der betreffenden Bewegung die wirken­
den Krafte aus anderen physikalischen Voraussetzungen heraus von 
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vornherein bestirhmen k6nnen; dann wird das 0 bige N ewtonsche 
Grundgesetz nicht mehr Kraftdefinition sein, sondern eine Be­
ziehung darstellen, aus der wir wichtige Schliisse auf die Bewegung 
ziehen k6nnen. 

Das wichtigste Beispiel einer von vornherein bekannten Kraft gibt 
uns die Schwere. Aus direkten Messungen wissen wir, daB die Schwer­
kraft, welche auf cine Masse m in der Vertikalrichtung nach unten 
wirkt, gleich mg ist, wobei die Konstante g, die sog. Erdbeschleunigung, 
ungefahr gleich 981 ist, wenn wir die Zeit in Sekun­
den, die Lange in Zentimetern messen. Bewegt sich 
eine Masse auf einer gegebenen Kurve, so entnehmen 
wir der Erfahrung, daB die Schwerkraft in Rich­
tung dieser Kurve gleich mg cos IX ist, wenn IX den 
Winkel der Vertikalen mit der Tangente in dem 
betreffenden Punkte der Kurve bedeutet (vgl. 

mg 

Fig. 91). Fig. 91. Schwerkraft in 
Richtung einer Kurve. 

Das Grundproblem der Mechanik ist fiir den Fall 
einer Bewegung auf unserer gegebenen Kurve folgendes: Wir kennen 
irgendwoher die auf den Massenpunkt wirkende Kraft, Z. B. die Schwer­
kraft, und sollen die Lage des Massenpunktes, d. h. seine Koordinate s 
oder x als Funktion der Zeit bestimmen. 

Beschranken wir uns auf den einfachsten Fall, daD wir diese Kraft 
5 = mf(s) 1) von vornherein als Funktion der Bogenlange kennen -
daB sie also von der Zeit unabhangig ist -, so wollen wir zeigen, daB und 

wie wir aus der Gleichung s = ~S = f(s) den Veri auf der Bewegung m 
auf der Kurve entnehmen k6nnen. 

Wir haben es hier mit einer Differentialgleichung zu tun, d. h. einer 
Gleichung, aus der man eine unbekannte Funktion - hier s (t) -
zu bestimmen hat und in welcher auBer dieser unbekannten Funktion 
auch noch Differentialquotienten von ihr vorkommen (vgl. drittes 
Kapitel, § 7). 

2. Freier Fall. Reibung. 
Beim freien Fall eines Massenpunktes auf der vertikalen x-Achse 

liefert uns das Newtonsche Gesetz die Differentialgleichung 

x =g. 

Aus ihr folgt x (t) = gt + vo, wo Vo eine Integrationskonstante ist. 
Ihre Bedeutung ergibt sich, wenn wir t = 0 setzen. Es wird x (0) = vo; 
d. h. Vo ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes zum Beginn der 

1) Die Herausnahme des Faktors m aus dem Ausdruck fiir die gegebene Kraft 
erfolgt lediglich der formalen Einfachheit wegen. 
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Zeitzahlung, die A nfangsgeschwindigkeit. Durch nochmalige Integration 
erhalten wir 

wo auch Xo eine Integrationskonstante ist, deren Bedeutung sich wiederum 
ergibt, wenn wir t = 0 setzen: Xo ist die Anfangskoordinate, d. h. die 
Koordinate des Punktes zu Beginn der Bewegung. 

Umgekehrt k6nnen wir bei der Bewegung die Anfangslage Xo und 
die Anfangsgeschwindigkeit Vo willkiirlich wahlen und erhalten dann 

stets in der Gleichung x = ! g t2 + Vo t + Xo die vollstandige Dar­

stellung des Bewegungsvorganges. 
Wollen wir den EinfluB der auf den fallenden Massenpunkt wirkenden 

Reibung beriicksichtigen, so miissen wir die Reibung als eine Kraft be­
trachten, welche entgegengesetzt der Schwerkraft wirkt und iiber die 
wir bestimmte physikalische Hypothesen zu machen haben. Wir wollen 
zwei verschiedenartige physikalische Annahmen verfolgen: a) Die Rei­
bungskraft sei proportional der Geschwindigkeit, sie werde gegeben 
durch einen Ausdruck der Form - r %, wo r eine positive Konstante 
ist. b) Die Reibungskraft sei proportional dem Quadrat der Geschwin­
digkeit; sie hat dann die Form - r %2. - Als Bewegungsgleichungen 
gemaB dem N ewtonschen Grundgesetz erhalten wir dann 

a) 
.. " mx=mg-rx, b) mx = mg-rx2 • 

Betrachten wir zunachst einmal % = u (t) als die gesuchte Funktion, 
so ergibt sich x (t) = u (t), also 

a) m u = m g - r u • b) mu =mg - ru2 • 

Aus diesen Gleichungen bestimmen wir jetzt nicht u als Funktion von t. 
sondern umgekehrt t als Funktion von u, indem wir von der Schreib­
weIse 

dt 1 
a) dU =- r' 

g-m u 
b) 

dt 1 

unserer Differentialgleichungen ausgehen. Wir k6nnen dann mit Hilfe 
der Integrationsmethode des vorigen Kapitels ohne wei teres die Inte­
gration ausfiihren und erhalten 

a) t(u) =_~log(l __ r u) +to' 
r mg 

b) 
1 ug - u 

t(u) =-2 xlog ug--J.-"u + to' 

wobei wir 11m = x gesetzt haben und wo to eine Integrationskonstante Vy-g 
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ist. Durch Auflosung un serer Gleichungen nach u ergibt sich jetzt 

mg (l -~(t-t,,) \ 
a) 16 (t) = - -y- e m - II ' 

2(t-t,,) ----

b) 
c " - 1 

u (t) = - g X -2 (I-='-t,,)- . 
----

e " + 1 

Wir erkennen aus diesen Gleichungen schon eine wichtige Eigenschaft 
un serer Bewegungen: Die Geschwindigkeit wachst mit der Zeit nicht 
iiber alle Grenzen, sondern sie nahert sich bestimmten, iibrigens von 
der Masse m abhangigen Grenzwerten. Es wird namlich 

a) lim 1~ (t) = m g , 
t--+-oo r 

. }0il~ b) lun u (t) = --y-- . 
t-+ Cf) 

Durch nochmalige Integration un serer gewonnenen Ausdriicke erhalten 
wir, was sich eben falls mit Hilfe der Methoden des vorigen Kapitels 
leicht durchfiihren und durch Differentiation bestatigen laBt. 

a) 

r 
JIl2 -;nit-to) mg 

X (t) = -2 g e + - t + c, r y 

b) HI ~ii x (t) = - log ~of - (t - to) + c, 
r m 

wo c eine neue Integrationskonstante ist. Die beiden Integrations­
konstanten to und c bestimmen sich im iibrigen sofort, wenn wir 
Anfangslage x (0) = Xo und Anfangsgeschwindigkeit X (0) = u (0) = Vo 
unseres fallenden Massenpunktes kennen. 

3. Die einfachste elastische Schwingung. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines in Richtung 
der x-Achse beweglichen und durch eine elastische Kraft an den Null­
punkt gebundenen Massenpunktes. Von der elastischen Kraft nehmen 
wir an, daB sie stets auf den Nullpunkt zu gerichtet ist und daB ihre 
GroBe proportional dem Abstand yom Nullpunkt ist. Mit anderen 
Worten: Wir setzen die Kraft gleich - kx, wobei die GroBe des Koef­
fizienten k die Festigkeit der elastischen Bindung miBt. Die Kraft 
ist, da kals positiv angenommen wird, negativ, wenn x positiv 
ist, und posit iv, wenn x negativ ist. Die Newtonsche Gleichung be­
sagt also jetzt 

mx=-kx. 

Wir konnen nicht erwarten, daB diese Differentialgleichung den 
Vorgang vollstandig bestimmt; vielmehr ist plausibel, daB wir in einem 
bestimmten Moment, etwa zur Zeit t = 0, die Anfangskoordinate x(O) 
= Xo und die Anfangsgeschwindigkeit x(O) = Vo wiIIkiirlich vorschreiben 
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diirfen, d. h., physikalisch ausgedriickt, den Massenpunkt zum Beginn 
von einer beliebigen Anfangslage mit einer beliebigen Geschwindig­
keit ablaufen lassen diirfen und daB dann erst der Vorgang gemaB der 
Bewegungsgleichung festgelegt ist. Mathematisch findet dies seinen 
Ausdruck darin, daB die ailgemeinste Losung un serer Differentialglei­
chung zwei zunachst unbestimmte Integrationskonstanten enthalt, die 
erst durch die beiden Anfangsbedingungen zu bestimmen sind, eine 
Tatsache, die wir sogleich beweisen werden. 

Wir konnen sehr leicht direkt eine solche Losung angeben. Setzen 

wir w = ~, so wird namlich unsere Differentialgleichung, wie man 

durch Differenzieren sofort bestatigt, durch aile Funktionen 

x (t) = C1 cos w t + c2 sin w t 

befriedigt, bei welchen C1 und C2 beliebig gewahlte Konstanten bedeuten. 
Wir werden in Nr. 4 sehen, daB es andere Losungen un serer Differential­
gleichung nicht gibt und daB daher jede solche Bewegung unter dem 
EinfluB einer elastischen Kraft durch den obigen Ausdruck dargestellt 
wird, den wir iibrigens auch leicht in die Form 

x (t) = a sin w (t - <5) = - a sin w <5 cos w t + a cos w <5 sin w t 
bringen konnen, wenn wir -asinw<5 = c1 ' a cosw<5 = C2 set zen und somit 
statt der Konstanten c1 und c2 die neuen Konstanten a = y ci + c~ 
und <5 = - J.. arc tg 2 einfiihren. Bewegungen dieser Art nennt man 

w C2 

reine Sin-us- oder Kosinusschwingungen. Sie stellen periodische Be­
wegungen dar; jeder Zustand (d.h. Lage x(t) und Geschwindigkeit xU)) 

kehrt namlich nach der Zeit T = 271: , der "Schwingungsdauer", wieder, 
w 

weil die Funktionen sin wt und cos wt die Periode T besitzen. Die GroBe 
a heiBt die Amplitude oder der maximale A usschlag der Schwingung; 
die Zahl w heiBt die Frequenz der Schwingung, sie miBt die Geschwin­
digkeit, mit welcher die periodische Bewegung sich wiederholt. 1m 
iibrigen komme ich im zehnten Kapitel auf die Theorie der Schwin­
gungen noch zuriick. 

4. Die allgemeine Bewegung auf einer vorgegebenen Kurve. 

Endlich erortere ich noch das oben aufgestellte Problem in seiner 
allgemeinsten Form, namlich die Frage der Bewegung auf einer Kurve 
bei beliebig vorgegebener Kraft ml(s). 

Es handelt sich hier einfach urn die Bestimmung der Funktion s (t) 
als Funktion von taus der Differentialgleichung 

S = I(s), 

wo 1 (s) eine gegebene Funktion ist. Man kann diese Differentialgleichung 
zur Bestimmung von s durch folgenden Kunstgriff vollstandig auflosen. 



§ 4. Die einfachsten Probleme der Mechanik. 235 

Wir betrachten zunachst irgend eine primitive Funktion F (s) von 
f (s), so daJ3 also F'(s) = t (s) wird, und muItiplizieren nunmehr die 
Differentialgleichung s = t (s) = F'(s) beiderseits mit 5. Dann konnen 

wir die linke Seite in der Form schreiben :t (~ 52), wie man ohne 

weiteres durch Differentiation des Ausdruckes 52 erkennt; die rechte 
Seite F'(s) saber ist gerade der Differentialquotient von F (s) nach der 
Zeit t, wenn man in F (s) die GroJ3e s als Funktion von t auffaJ3t. Es 
ergibt sich also so fort 

~- (~52)' = -~ F(s) 
d t 2 dt 

oder durch Integration 

~ 52 = F (s) + c, 

wo c eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. 

Schreiben wir diese Gleichung in der Form :: = l' 2 (F (s) + c), 
so erkennen wir, daJ3 wir zwar hieraus nicht unmittelbar s als Funktion 
von t durch Integration gewinnen kannen, dal3 die Lasung der Auf­
gabe aber gelingt, wenn wir uns zunachst mit der Auffindung der 
Umkehrfunktion t(s) begnugen, d.h. der Zeit t=t(s), die der Massen­
punkt braucht, urn zu einer bestimmten Stelle s zu gelangen. Fur diese 
ergibt sich die Gleichung 

dt 1 
--- - ----

ds 12 (F(S)-+ c)' 
d. h. der Differentialquotient der Funktion t (s) ist uns bekannt, und 
es wird 

t = Jt2 (F ~:)+-C) + C1' 
WO c1 eine neue Integrationskonstante bedeutet. Sobald wir also dieses 
letzte Integral ausfiihren, haben wir das Problem gelost, indem wir 
zwar nicht die Ortskoordinate s als Funktion der Zeit, sondern um­
gekehrt die Zeit als Funktion der Ortskoordinate s bestimmt haben. 
Die Tatsache, dal3 die beiden Integrationskonstanten c und C1 noch 
verfiigbar sind, ermaglicht es, die allgemeine Losung speziellen Anfangs­
bedingungen anzupassen. 

In unserem obigen Beispiel der elastischen Bewegung haben wir 
x mit s zu identifizieren; es wird t (s) = - 0)2S und entsprechend etwa 

1 . 
F (s) = - 20)2 S2. Wir erhalten also 

dt 

ds lfc - W 2 S2 

und weiter 
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Dieses Integral aber konnen wir leicht auswerten, indem wir OJ S als 
12c 

neue Veranderliche einfiihren, und es ergibt sich 

t 1 . OJS + = -arCSIn -= Cl 
OJ }2 c 

oder, indem wir wieder zu den Umkehrfunktionen ubergehen, 

S = t2 c sin co (t - cl ) . 
OJ 

Wir sehen, daB wir gerade die schon oben direkt angegebene Losung 
erhalten. 

Wir erkennen aber auch an diesem Beispiel wieder, was die Integra­
tionskonstanten bedeuten und wie sie zu bestimmen sind. Verlangen wir 
z. B., daB zur Zeit t = 0 der Massenpunkt sich gerade an der Stelle s = 0 
b~findet und daB seine Geschwindigkeit S (0) in diesem Augenblick 

den Wert 1 hat, so erhalten wir die beiden Gleichungen 0 = Y2 C sin co c1 ' 
OJ 

1 = 12 C cos co C1 , woraus sich ffir die Konstanten die bestimmten Werte 

c1 = 0, C = ! ergeben. Genau ebenso lassen sich die Integrations­

konstanten C und Cl bestimmen, wenn wir im Zeitmoment t = 0 die 
Anfangslage So und die Anfangsgeschwindigkeit So ganz beliebig vor­
schreiben. 

§ 5. Weitere Anwendungen: Fall eines Massenpunktes 
auf' einer Kurve. 

1. Allgemeines. 

In besonders einfacher Weise ltiBt sich nach der zuletzt geschilderten 
Methode die Bewegung eines Massenpunktes behandeln, welcher unter 

y 

Fig. 92. 

dem EinfluB der Schwerkraft reibungsIos auf einer 
ebenen Kurve gleitet. Ich will diese Bewegung 
zunachst allgemein und dann an dem Beispiel des 
gewohnIichen Pendels und des Zykloidenpendels 
diskutieren. Wir legen das Koordinatensystem 
x, y so, daB die y-Achse senkrecht nach oben, 
d. h. entgegengesetzt der Richtung der Schwer-

.x kraft weist, und denken uns die Kurve durch 
einen Parameter 00 in der Parameterdarstellung 
x = rp(Oo) = x(Oo), y = 'IjJ(00) = y(Oo) gegeben. 

Ein Stuck der Kurve, auf dem wir die Bewegung gerade betrachten 
wollen, ist in Figur 92 angedeutet. In jedem Punkt der Kurve 
wirkt auf die Masse m unseres Massenpunktes die Schwerkraft 
vertikal nach unten, d. h. entgegengesetzt der y-Richtung, mit der 
Starke mg. Verstehen wir unter (X den Winkel zwischen dieser 
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Vertikalrichtung und der Tangente an die Kurve, so ist nach der 
in § 4, Nr. 1 formulierten Voraussetzung die Schwerkraft langs der 
Kurvenrichtung 

mgcos!X = - mg y' , 
lX'2 + y'2 

wo 
,drp '(-'1) 

X = df} = rp U" , y' =~~ = v/({}) 

ist - man beachte, daB wir hier durch den Strich nicht die Ableitung 
nach x, sondcrn die Ableitung nach {} bezeichnet haben -. Fiihren wir 
insbesondere die Bogenlange s als Parameter an Stelle von {} ein, so 
finden wir fiir die in Richtung dcr Kurve wirkende Kraft den Ausdruck 

- mg ~~ , und somit ergibt sich fUr die Funktion s (t) auf Grund des 

Newtonschen Gesetzes so fort die Differentialgleichung 
.. dv 
s = - g d~' 

Auf der rechten Seite steht eine bekannte Funktion von s, da wir die 
Kurve kennen, also die GraBen x und y als gegebene Funktionen von s 
anzusehen habcn. 

Wenn wir wieder wie im vorigen Paragraphen diese Differential­
gleichung mit S multiplizieren, so erhalten wir links den Differential-

quotienten von ~,52 nach t, rechts den Differentialquotienten von 

- gy nach t - wir habcn uns dabei in der Funktion y (s) die GraBe s 
durch t ausgedriickt zu den ken - und gewinnen nun durch Integration 

1 . 2 2's =-gy+c, 

wobei c eine Integrationskonstante ist. Urn die Bedeutung der 1nte­
grationskonstanten von vornherein zu fixieren, nehmen wir an, daB 
unser Massenpunkt zur Zeit t = 0 sich an einer Stelle der Kurve mit 
dem Parameterwcrt {J = {}o und den Koordinaten Xo = rp ({}o) , Yo = '!jJ ({}o) 
befindet und daB in diesem Moment seine Geschwindigkeit Null ist, 
d. h. daB s (0) = 0 wird. Dann ergibt sich sofart, wenn wir t = 0 oben 
einsetzen, - gyo + c = 0, also 

I '9 ( ) '2- s- = - g y - Yo . 

Ebenso wie wir bei der Bewegung s als Funktion von t auffassen kannen, 
diirfen wir auch die Umkehrfunktion t (s) betrachten und erhalten fiir 
diese sofort 

dt 1 
-- =, -I-

"s ~- , 2 g (Yo - y) , 

cme Gleichung, weIche gleichbcdeutend mit 

t = c1 ± ftig(:: _ y) 
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ist, WO C1 eine neue Integrationskonstante bedeutet. Rechts steht 
nun unter dem Integralzeichen ein Ausdruck, den wir als Funktion 
des Parameters {} kennen, da uns die Kurve bekannt ist. Wir erhalten 
durch Einfiihrung von {} als unabhangiger Veranderliehen 

f ds df} fll X'2+ y'2-
t = c1 ± df) t2g (y~-=-::-;) = c1 ± V 2g (Y~Yi d{), 

und hier sind uns die Funktionen x' = q/({}), y' = tp'({}), y = tp({}) 
bekannt. Urn die Integrationskonstante C1 zu bestimmen, beachten wir, 
daB fiir t = 0 der Parameterwert gleich {}o sein soll. Wir erhalten daher 
sofort unsere Losung in der Form 

{} 

t = ± f V:/;,,! ~/:~ d{}. 
1Jo 

Diese Gleiehung stellt uns mit Hilfe eines Integrationsprozesses die 
Zeit t dar, welche der Massenpunkt bei seiner Bewegung yom Para­
meterwerte {}o bis zum Parameterwerte {} braucht. Die Umkehrfunk­
tion {} (t) der so definierten Funktion t ({}) erlaubt, den Bewegungs­
vorgang vollstandig zu beschreiben; denn wir k6nnen fiir jeden Zeit­
moment t den Punkt x = q;({}(t)), Y = tp({}(t)) der Kurve bestimmen, 
welchen unser beweglicher Massenpunkt gerade passiert. 

2. Diskussion der B~wegung. 

Aus unseren Gleichungen laBt sieh, ohne daB wir die Inte­
gration mit Hilfe elementarer Funktionen auszufiihren brauchen, die 
allgemeine Art der Bewegung durch eine einfache anschauliche Diskus-

y sion entnehmen. Wir set zen voraus, daB 
'* un sere Kurve den in Figur 93 gekennzeichne-

o x. 

Fig. 93. 

ten Typus besitzt, d. h. aus einem nach unten 
konvexen Bogen besteht. Wenn zu Beginn der 
Bewegung der Massenpunkt an der links oben 
in der Figur gezeichneten Stelle A mit den Ko­
ordinaten x = xo,y = Yo' entsprechend {} ={}o, 
losgelassen wird, nimmt seine Geschwindig­

keit zu - die Beschleunigung s ist nach unserer Bewegungsgleichung 
positiv. Der Massenpunkt wird bis zum tiefsten Punkt mit immer 
wachsender Geschwindigkeit herunterfallen. Nach dem Passieren dieses 
tiefsten Punktes aber wird die Beschleunigung negativ, da nunmehr die 

rechte Seite - g ~~ der Bewegungsgleichung negativ ist. Somit muB 

die Geschwindigkeit wieder abnehmen. Wir erkennen sofort aus der 
Gleiehung 52 = - 2g (y - Yo), daB die Geschwindigkeit erst dann 0 
wird, wenn der Punkt in die Hohe der Ausgangslage an der Stelle B 
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zuriickgekehrt ist. Da die Beschleunigung noch immer negativ ist, so 
muB der Massenpunkt an dieser Stelle umkehren und bis zur Stelle 
A zuriickpendeln, und dieses Spiel muB sich - die Reibung haben 
wir ja dabei nicht beriicksichtigt - fortwahrend wiederholen. Die Zeit, 
weIche der Punkt bei dieser Pendelbewegung braucht, urn von B nach A 
zuriickzugelangen, mul3 offen bar diesel be wie fill die Bewegung von A 
nach B sein. Nennen wir die Zeit fill einen solchen Hin- und Riickweg T, 
so wird sich die Bewegung offenbar periodisch mit der Periode T wieder­
holen. Bezeichnen wir mit f}o und f}1 die Parameterwerte, weIche zu den 
Punkten A und B gehOren, so ist die halbe Schwingungsdauer unserer 
Pendelbewegung durch den Ausdruck 

1?1 ,'II 

T =_1 fl/X '2 IY'2 d f} =.1 I. JI/IP'2(&)+lP'2(&)df} 
2 12 15, Yo-Y t2g·, r ~I(&O)-lj1(&) 

0 0 /)u 

dargestellt. Ist f}2 der Parameterwert, weIcher dem tiefsten Punkt 
der Kurve entspricht, so wird die Fallzeit von A nach diesem tiefsten 
Punkte durch den Ausdruck 

1/ 1 !f,1;/X/2 +-y'2 d {} I' 

r 2 Ii V Yo - Y 
do 

geliefert. 

3. Das gewohnliche Pendel. 

Das einfachste Beispiel einer soIchen Gleichung liefert uns das 
sogenannte mathematische Pende!' Hier ist die betrachtete Kurve ein 
Kreis vom Radius l: 

x = l sin f} , y = - l cos {}. 

Dabei haben wir den Winkel f} in positivem Sinne vom tiefsten 
Punkte aus gemessen. Aus unserem obigen allgemeinen Ausdruck er­
haIten wir so fort 

T = 1/21 
r Ii 

.. 

ex 
• 

-ex 

d& 

I cos {} - cos ex 

ex 

-I' = V~ . ~------ -. 
g VI'2ex '2{} SlU - - SlU -2 . 2 .. 
-ex 

Es bedeutet dabei ct. (0 < ct. < n) den Ausschlagswinkel des Pendels, 
d. h. diejenige Winkelstellung, von der aus wir ctwa zur Zeit t = 0 
den Massenpunkt mit der Geschwindigkeit 0 losgelassen denken. Durch 
die Substitution 

. {} 
sm 2 

u = .. --- ex ' 
sin ~-

2 

du 

d& 

{} 
cos-Z 

2 . ex sm 2 
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geht unser Ausdruck fUr die Schwingungsdauer des Pendels uber m 
1 

T ~ 2 V; J V(1 =u.) (;~~~:;n~ ~) . 
-1 

Wir haben also die Schwingungsdauer des Pendels durch em ellip­
tisches Integral ausgedruckt. 

Nehmen wir an, daB der Ausschlagswinkel oc klein ist und daB 
wir daher den zweiten Faktor unter dem Wurzelzeichen mit hinreichen­
der Genauigkeit durch 1 ersetzen durfen, so erhalten wir als Annaherung 
fUr die Schwingungsdauer den Ausdruck 

1 

2'/; fll~~2. 
-1 

Wir k6nnen rechts das Integral nach Formel 13 unserer Integrations­
tabelle (S. 167) auswerten und bekommen als angenaherten Wert fUr 

T den Ausdruck 2n Vf. 
4. Das Zykloidenpendel. 

Die Tatsache, daB die Schwingungsdauer des gew6hnlichen Pendels 
nicht streng unabhangig von dem Ausschlagswinkel ist, hat Christian 
Huygens im Zusammenhang mit seinen Bemiihungen urn die Konstruk­
tion von Prazisionsuhren dazu veranlaBt, nach einer Kurve zu suchen, 
bei welcher die Schwingungsdauer streng unabhangig davon wird, an 

OL---------~~--~~--------~2a~~=-~X~ 

Fig. 94. Bahn des Zykloidenpendels. 

welcher Stelle der 
Kurve der schwin­
gende Massenpunkt 
seine Bewegung be­
ginnt. Als solche 
Kurve erkannte Huy­
gens die Zykloide. 

Damit ein Mas­
senpunkt uberhaupt 
auf einer Zykloide 
schwingen kann, 

mussen die Spitzen der Zykloide entgegengesetzt der Richtung der 
Schwerkraft weisen; d. h. wir haben die Zykloide, wie wir sie bis jetzt 
betrachteten, etwa urn die x-Achse urnzuklappen (vgl. Fig. 94). Wir 
schreiben daher jetzt die Gleichung der Zykloide in der Form 

x = a ({) - sin {}) , 
y = a (1 + cos {}) , 
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was noch einer Verschiebung urn 2a in der positiven y-Richtung ent­
spricht. Die Zeit, welchc der Massenpunkt braucht, urn von emem 
Punkt von der Hi:ihe 

Yo = a (1 + cos <X) (0 < (J. <:7) 

bis zum tiefstcn Punkt zu gclangen, ist gemai3 der in N r. 2 entwickelten 
Formel 

.• .f 

E = 1/_i~IJ!<2 --I- y'2 d{} = 1/ a IV- 1 - cos!!.. d{}. 
4 2 g r Yo -- Y R cos ex - cos if 

a a 

Nun bcnutzen wir die Glcichung 

cos <X - cos f} = 2 (cos2 ; - cos2 :); 

es wird 
:ll • if 

: = V a f V --"" "2 -- dO. 
R cos2 -==- _ cos2 !!.. 2 . 2 

a 

Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral, und zwar durch die 
Substitution 

if ex 
cos 2 = ucos 2 , . if df} _ ') ex d sm 2 - - - cos 2 u. 

Es wird 

r . if 
SlU 2 I du . -V- --;-!X ----:--2=-f}- d f} = - 2 1I _ UZ = - 2 arc sm u, 

co:.,'" -- - cos -
.22 

und daher erhalten wir 

f} 

T = - 811 a arc sin cos 2 ! = 4n JI a • r g ex . g 
cos-

2 : 
a 

Es ist also die Schwingungsdauer T in der Tat unabhangig von dem 
Ausschlagswinkel <x. 

§ 6. Arbeit. 

1. Allgemeines. 

Auf die Betrachtung der letzten Paragraphen und auf viele andere 
Fragen der Mechanik und Physik wird ein neues Licht geworfen durch 
den Begriff der Arbeit. 

Courant, Differentialrecbnung. I. 2. Auf!. 16 
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Denken wir uns wieder den Massenpunkt auf einer Kurve unter dem 
EinfluB einer in dieser Kurve wirkenden Kraft bewegt und die Punkte 
der Kurve durch die von irgend einer Anfangsstelle gemessene Bogen­
Hi.nge S charakterisiert. Dann wird die Kraft im allgemeinen selbst 
von S abhangig sein. Wir nehmen an, daB sie eine stetige Funktion 1 (s) 
der Bogenlange sei. Diese Funktion moge positive Werte besitzen, sobald 
die Richtung der Kraft nach der Richtung wachsender s-Werte weist, 
negative Werte, wenn· die Kraftrichtung der Richtung wachsender s 
entgegengesetzt ist. 

Wenn die GroBe der wirkenden Kraft langs des Weges kon­
stant ist, so versteht man unter der von der Kraft geleisteten Arbeit 
das Produkt aus der Kraft und dem von dem Massenpunkt zuriick­
gelegten Wege S1 - so' wobei S1 den Endpunkt, So den Anfangspunkt 
der Bewegung bezeichnet. Ist die Kraft nicht konstant, so hat man 
die geleistete Arbeit durch einen Grenziibergang zu definieren. Man 
zerlegt das Intervall von So bis S1 in n gleich oder verschieden lange 
Teile und stellt sich vor, daB in jedem Teil die Kraft einen beinahe 
konstanten Wert besitzt, etwa gleich der tatsachlichen GroBe der 
Kraft in irgend einem willkiirlich im betreffenden Teilintervall ge­
wahlten Punkt a~. Wir konnen dann fiir eine solche sprunghaft von 
Intervall zu Intervall sich verandernde Kraft den Ausdruck fiir die 
Arbeit in der Form 

" Z 1 (a~) L1 s~ 
",=1 

hinschreiben, wobei wir unter a1> a2 , •.• , an die benutzten Zwischen­
werte der Kraft im ersten, zweiten usw. Intervall verstehen und mit 
L1 S1' L1 S2' . " die Langen der zugehorigen Teilintervalle bezeichnen. 
Machen wir nunmehr den Grenziibergang, indem wir n iiber alle Grenzen 
wachsen und dabei die Lange des jeweils langsten Teilintervalles gegen 
Null streben lassen, so wird unsere Summe auf Grund der Integral­
definition einfach gegen das Integral 

" 
A = !I(s) ds 

So 

streben, und dieses Integral werden wir naturgemaB als die bei der 
Bewegung geleistete Arbeit bezeichnen. 

Sind die Kraftrichtung und die Bewegungsrichtung dieselbe, so ist 
die geleistete Arbeit positiv; man sagt dann auch kurz, daB von der 
Kraft (positive) Arbeit geleistet wird. Sind dagegen Kraftrichtung 
und Bewegungsrichtung entgegengesetzt, so wird die Arbeit negativ; 
man spricht dann von gewonnener Arbeit 1). 

1) Man muB beachten, daB es bei dieser Ausdrucksweise noch ganz darauf 
ankommt, weiche Kraft man ins Auge faOt. Z. B. wird beim Heben eines Gewichtes 
die von der Schwer kraft geieistete Arbeit negativ. Vom Standpunkte des Hebenden 
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Betrachten wir die Ortskoordinate s und die Kraft ! (s) = p 
beide als Funktionen der Zeit t als Parameter, so wird in einer Ebene 
mit den rechtwinkligen Koordinaten s und p der Punkt mit diesen 
Koordinaten s (t), P (t) als Funktion der Zeit eine Kurve beschreiben; 
diese Kurve nennen wir das Arbeitsdiagramm des Vorganges. Wenn es 
sich urn einen periodischen Vorgang handelt, wie bei allen Maschinen, 
so wird der mit der Zeit sich bewegende Punkt s (t), P (t) nach der Zeit T 
(einer Periode) immer wieder an seine Stelle zuruckkehren, d. h. das 
Arbeitsdiagramm cine geschlossene Kurve sein. Die Kurve kann in 
diesem Faile einfach aus einem und demselben vorwarts und ruck­
warts durchlaufenen Bogen bestehen, namlich dann, wenn die Kraft 
bei dem Vorgang als eindeutige Funktion von s gegeben ist, wie z. B. bei 
clastischen Schwingungen; sie kann aber auch eine eigentliche ge­
schlossene Kurve darstellen, wie z. B. bei jeder Maschine, bei welcher 
der Druck auf cinen Kolben beim Hingang nicht derselbe wie beim 
Ruckgang ist. Die geleistete Arbeit wird dann einfach durch den 
Flacheninhalt des Arbeitsdiagrammes gegeben, namlich durch das Integral 

to+T 

f P(t) :: dt, 
to 

wo das Zeitintervall von to bis to + T gerade eine Peri ode der Bewegung 
darstellt. Wird ein Flacheninhalt positiv umlaufen, so entspricht ihm 
eine negative, wird er negativ umlaufen, so entspricht ihm eine posi­
tive Arbeit. Besteht die Kurve aus mehreren Schleifen, die teils posi­
tiv, teils negativ umlaufen werden, so ist die gesamte geleistete Arbeit 
durch die Sum me der mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmenden 
cinzelnen Schleifeninhalte dargestellt. 

2. Erstes Beispiel. Massenanziehung. 
Ein Massenpunkt wirke nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz 

auf einen zweiten Massenpunkt; wir betrachten dann als erstes Beispiel 
die Arbeit, welche von dieser Anziehungskraft geleistet wird, wenn sich 
der zwtite Massenpunkt im Anziehungsbereich des ersten auf der Ver­
bindungslinie bewegt. Das Newtonsche Anziehungsgesetz besagt, daB 
die anziehenden Krafte umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent­
fernung sind. Denken wir uns den anziehenden Punkt im Nullpunkte 
ruhend, den angezogenen Punkt in der Entfernung r vom Nullpunkt, 
so wird die anziehende Kraft gegeben durch einen Ausdruck 

I f (r) = - ft -;2- , 

aus wiirde man die Arbeit als positiv geleistet und nicht als gewonnen bezeichnen. 
Der Mensch, welcher hebt, lei stet namlich Arbeit mit einer der Schwere entgegen­
gesetzten Kraft. 

16* 
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wo fl eine positive Konstante ist. Die Arbeit, welche von dieser Kraft ge­
leistet wird, wenn der Punkt unter ihrem EinfluB aus der Entfemung r 
in die Entfemung'l < r gelangt, ist daher positiv und gleich dem Integral 

" 
- Lt S ~. 5 = Ii (1_ - !-) . 

j '12 \ r 1 r 

Wird der Punkt durch eine Gegcnkraft vom Nullpunkt fort bewegt, 
gelangt er also aus der Entfemung r in eine Entfemung '1 > r, so wird 
die von der Anziehungskraft geleistete Arbeit natiirlich wieder durch 
dieses (nunmehr negative) Integral gegeben. Die von der Gegenkraft 
geleistete Arbeit hat den entgegengesetzt gleichen, also positiven Wert 

fl (1 - 1). Denken wir uns die Endlage immer weiter und we iter ent-
r rl 

femt, so erhalten wir als Grenzwert fiir die Arbeit, welche gegen die An­
ziehung geleistet werden muB, urn den beweglichen Punkt aus dem An­
ziehungsbereich des festen vollstandig ins "Unendliche" zu entfemen, den 

Ausdruck !!:..... Man nennt diesen wichtigen Ausdruck das Potential der 
r 

beiden Punkte aufeinander. Das Potential ist also hier definiert 
als Arbeit, die zur vollstandigen Trennung zweier einander anziehender 
Punkte gebraucht wird; beispielsweise die Arbeit, die geleistet werden 
muB, urn ein Elektron aus dem Verbande eines Atoms vollstandig 
herauszureiBen (Ionisierungsspannung, bezogen auf das Elektron). 

3. Zweites Beispiel. Spannen einer Feder. 

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Arbeit, welche beim Spannen 
einer Feder geleistet wird. Wir machen (vgl. auch § 4) die in der Elasti­
zitatstheorie iibliche Annahme, daB die Kraft, die zur Federspannung 
notwendig ist, proportional der VergroBerung x der Federlange ist, 
d. h. P = kx, wo k eine Konstante bedeutet. Die Arbeit, die wir leisten 
mUssen, urn die Feder aus der Ruhelage x = 0 in eine Endlage x = Xl 

zu bringen, wird also durch das Integral 
x, 

f kX2 
kxdx = 21 

gegeben. 
o 

4. Drittes Beispiel. Aufladen eines Kondensators . 

.Ahnlich steht es mit dem Begriff der Arbeit in anderen Gebieten 
der Physik. Betrachten wir z. B. das Aufladen eines Kondensators. 
Bezeichnen wir mit Q die Elektrizitatsmenge auf dem Kondensator, mit 
C seine Kapazitat, mit V seine Spannung, so besteht die Relation 
Q = C V. Ratte die Spannung des Kondensators bei der Aufladung 
einen konstanten Wert V, so wiirde die "elektrische Arbeit", welche 
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notig ist, urn eine Elektrizitatsmenge Q auf den ungeladenen Kon­
densator zu bringen, durch das Produkt QV gemessen werden. Da 
sich jedoch bei der Aufladung die Spannung sdbst vermehrt, so erhalten 
wir durch einen dem bei der obigen Definition der Arbeit in Nr. 1 
durchgefiihrten ganz analogen Grenziibergang als Arbeit beim Auf­
laden cines Kondensators den Ausdruck 

Q, Q, 

Iv d Q = 1. J'Q d Q = QJ = Q 1 r 1 
C 2C 2' 

u u 

wo Ql die gesamte auf den Kondensator gebrachte Elektrizitatsmenge, 
VI die Spannung am Schluf3 des Ladevorganges bedeutet. 

Anhang zum ftinften Kapitel. 
Eigenschaften der Evolute. 

Un sere obige Parameterdarstellung 

t=~_() ~ i 
.., .V ~ li2 +~~2 ' 1] = )' + g F!+ ~2 

fiir die Evolute einer gegebenen Kurve x = x (t), Y = Y (t) (vgl. S. 224) 
erlaubt uns, einige interessante geometrische Beziehungen zwischen 
ihr und der gegebenen Kurve abzulesen. Der Bequemlichkeit halber 
bedienen wir uns dabei wieder der Bogenlange s als Parameter, so daB 

i~ + y2 ,1 und .1: x + y y = 0, 
1 V ~ ... = k =, -'- c· - -- oder e y = x und 
I! .i ~ 

wird. Es ist dann also 
~=x-(}y, r;=Y+l]x; 

durch Differentiation ergibt sich 

.. . 
gx =-y 

~ = i - g ~\; - 9 y = - i! y, Ii = ~i' + I] x + e i = i! x 
und somit 

~ x + tjy = o. 
Da die Richtungskosinus der Kurvennormale durch - y und x gegeben 
werden, so folgt hieraus: Die Kurvennormale beruhrt die Evolute im 
Krummungsmittelpunkt,. oder: Die Tangenten an die Evolute sind 
die Normalen der gegebenen Kurve; oder: Die Evolute ist die von den 
Normalen "eingehiillte" Kurve (vgl. Fig. 95). 

Nennen wir weiter die von einem beliebigell Anfangspunkt der 
Evolute aus gezahltc Bogenlange auf ihr a, so wird 

( drJ)2 '.J /:.-> + '.J ds = a- = ,,-tr· 
Aus den obigen Formeln ergibt sich sofort wegen X 2 + Y 2 = 1 

0-2 = i!2, 



246 Anhang zum fiinften Kapitcl. 

also bei geeigneter Zahlung der Bogenlange a - jedenfalls solange 
if =+= 0 bleibt -

a=(] 

oder integriert 
a1 - ao = (]1 - (]o· 

D. h. die Bagenliinge der Evalute zwischen zwei Punkten ist gleich der 
Dil/erenz der zugehOrigen Krummungsradien, salange lur den betretfen­
den Bagen e van Null verschieden bleibt. 

Die letzte Bedingung ist nicht iiberfliissig. Wenn namlich e das Vor­
zeichen wechselt, so wiirde die Formel if = i! beim Weiterwandern iiber 

C den betreffenden Punkt der Evolute hinaus be­
deuten, daB die Bogenlange a ein Maximum 
oder Minimum hat, d. h. daB man a nicht 
einfach weiterzahlt, sondern auch bei dieser 
Zahlung das Zeichen umkehren muB. Will 
man das vermeiden, so hat man beim Uber­
schreiten dieser Punkte in der Formel das 
Zeichen zu wechseln, d. h. jetzt if = - e zu 
setzen. 

1m iibrigen erwahne ich noch, daB die 
Kriimmungsmittelpunkte, welche zu einem 
Maximum oder Minimum des Kriimmungs­

Fig. 95. EvoJute (E). radius gehoren, Spitzen lur die Evalute sind. 
(Den Beweis iibergehe ich hier.) 

Man kann dem eben gefundenen geometrischen Zusammenhang 
noch einen andern Ausdruck geben: Denkt man sich einen biegsamen, 
nicht dehnbaren Faden urn einen Bogen der Evolute gelegt und so 
gespannt, daB ein Teil desselben sich von der Kurve ab16st und tangen­
tial zu ihr steht, so wird der Endpunkt Q, falls er zuerst auf der Aus­
gangskurve C liegt, auch beim Abwickeln des Fadens einen Bogen dieser 
Ausgangskurve beschreiben. Diese nennen wir deshalb eine zur Evolute E 
geharige Evolvente (evolvere = abwickeln). Man kann diesen Zu­
sammenhang umkehren, von einer beliebigen Kurve E ausgehen und 
zu ihr durch den beschriebenen AbwickelungsprozeB eine Evolvente C 
konstruieren. Dann zeigt sich, daB umgekehrt E die Evolute von C 
wird. 

Zum Beweis denken wir uns die jetzt als gegeben betrachtete Kurve E 
in der Form ~ = ~ (a), rJ = rJ (a) dargestellt, wobei die laufenden recht­
winkeligen Koordinaten mit ~ und rJ bezeichnet sind und als Parameter 
die Bogenlange a angenommen werden mage. Die Aufwickelung mage 
erfolgen wie in Figur 96 angedeutet; d. h. der Endpunkt Q des im verander­
lichen, zur Bcgenlange a geharigen Kurvenpunkte P mit den Koor­
dinaten ~, rJ beriihrenden Fadens mage bei voller Aufwickelung gerade 
in den festen, zur Bogenlange a > a geharigen Kurvenpunkt A fallen. 
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Dann ist die Strecke PQ gleich a - a, und die Richtungskosinus der 

Tangente PQ sind i und ~, wenn nunmehr der Punkt die Ableitung 
nach a bedeutet. Somit ergeben sich fUr die Koordinaten x und y des 
Punktes Q die Ausdriicke 

x = ~ + (a - a) ~ , Y = rJ + (a - a)i], 

weIche die Parameterdarstellung der vom Punkte Q beschriebenen 
Evolvente mit a als Parameter geben. 
Durch Differentiation nach a folgt so­
fort 

x = ~ - ~ + (a - a) ~ = (a - a) ~., 

y = ~ - ~ + (a - a) ij = (a - a) ij. 

Somit ergibt sich wegen ~ ~ + i] ~ = 0 

x~+y~=O, 
und diese Gleichung besagt, daB die 
Gerade PQ auf der Evolvente C normal 
steht. Wir k6nnen somit sagen: Die 
N ormalen der K urve C beriihren die 

Fig. 96. EvolveDte (e,. 

Kurve E. Durch diese Beziehung aber ist E als die Evolute zu C charak­
terisiert. Also: ]ede Kurve ist die Evolute jeder ihrer Evolventen. 

Ais Beispiel fUr un sere allgemeinen Erorterungen betrachten wir 
die Evolute der Zykloide x = t - sin t, y = 1 - cos t. Es ist (siehe 
S.222ff.) 

" . i2 + y2 
~=x-y ...... , xy - yx 

. i2 + y2 
'Yj=y+ x ... ... ; xy - yx 

also erhalten wir die Evolute durch den Parameter t dargestellt m 
der Form ~ = t + sin t, rJ = -1 + cos t. Setzt man t = i + n, so 

" yl 
I 

I ,;,. ". "."'."" 'W,"" ,,' ,,,"'"",,. 

x" 

wird ~ - n = i-sin i, rJ + 2 = 1 - cos i, und diese Gleichungen zeigen, 
daB die Evolute wieder eine der urspriinglichen kongruente Zykloide 
ist, die durch Verschiebung, wie in Figur 97 angedeutet, aus der ge­
gebenen entsteht. 
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Als weiteres Beispiel stelle ich die Gleichung der Kreisevolvente auf. 
Wir gehen demgemaB von dem Kreise ; = cos t, 'Y) = sin taus und 
wickeln die Tangente auf, wie in Figur 97 a angedeutet. Dann ergibt 

Fig. 97a. Kreis· 
evolvente. 

sich die Kreisevolvente in der Gestalt 

x = cos t + t sin t, Y = sin t - t cos t 
durch den Parameter t dargestellt. 

Endlich bestimmen wir noch die Evolute der Ellipse 
x = a cos t, y = b sin t. Es ergibt sich sofort 

und 

~ . ;2 + y2 
~=x-y--;-;;- .-.. 

xy - yx 

. ;2 + y2 a2 - b2 • 3 
1) = Y + X -;-..----.-.. = - --b- SIn t. xy-yx 

Eliminiert man t in der iiblichen Weise, so erhaIt man aus der gefun­

y 

X 

Fig.98. EvoJute der Ellipse. 

denen Parameterdarstellung 
der Evolute deren Gleichung 
in rechtwinkeligen Koordi­
oaten 

2 

= (a2 _ b2)'ii. 

Diese Kurve ist eine soge­
oannte A steroide. Ihre Ge-
stalt ist durch Figur 98 
angegeben. DaB tatsachlich 
die Kriimmungsmittelpunkte 
fUr die Scheitel der Ellipse 
Spitzen der Asteroide sind, 
erkennt man iibrigens leicht 
aus deren. Parameterdar­
stellung. 

Sechstes Kapitel. 

Die Taylorsche Formel und die Annaherung 
von Funktionen durch ganze rationale. 
Die rationalen Funktionen stellen sich in vieler Hinsicht als die 

prinzipiell einfachsten Funktionen der Analysis dar; sie entstehen, 
indem man eine endliche Anzahl von Malen die rationalen Rechen­
operationen auf die Variable x anwendet, wahrend letzten Endes die 
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Bildung jeder anderen Funktion mehr oder weniger versteekt die 
Ausfiihrung eines Grenzuberganges von rationalen Funktionen aus ver­
langt. Es ist daher eine Frage von groBer theoretiseher wie praktiseher 
Bedeutung, ob und wie genau man eine gegebene Funktion t (x) dureh 
rationale und insbesondere dureh ganze rationale Funktionen ange­
nahert darstellen oder, wie man aueh sagt, approximieren kann. 

§ 1. Der Logarithmus und der Arcustangens. 
1. Der Logarithmus. 

Zunaehst betraehten wir einige spezielle FaIle, bei denen uns die 
Integration der geometrisehen Reihe fast unmittclbar die gewunsehte 
Annaherung liefert. Ieh erinnere vorab noeh cinmal an die folgende 
Tatsaehe. Es ist fUr q =l= 1 und ganzes n > 0 

wo 

I . 
1- q = I + q + q2 + ... + q,,-l + r lt , 

qn 
rn = I -q 

gesetzt ist. 1m FaIle i qi < I wird mit waehsendem n der Rest rn gegen 
o streben, und wir erhalten dann, wie im erst en Kapitel, S. 26, aus­
einandergesetzt wurde, die unendliche geometrische Reihe 

I 
1 + q + q2 + ... mit der Summe .~. 

I-q 

Nunmehr gehen wir von der Farmcl 
x 

log (I + x) =J ~t 
1 + t 

o 

aus und entwickcln den Integranden gemaB der obigen Formel, wo 
q = - t zu set zen ist. Dann ergibt sieh sofart dureh Integration 

~ ~ ~ ~ 
log (1 + x) = x - T + :f - 4 + - ... + (_I)n-1 -;- + R n , 

wobei 1; x 

R ~-'Jr dt = (_I)nJ tndt 
"n I + I 

U 0 

gesetzt ist. Wir haben damit die Funktion log (1 + x) bei beliebigem 
positivem ganzzahligem n durch eine ganze rationale Funktion 11 - ten 

G d ·· '1· h d' F k· x 2 .1'3 () 1 x" ra es nam Ie le un hon x _. . +.. - + ... + - 1 n - -, ~ 3 II ' 

approximiert; die GroBe Rn , der Rest, gibt uns an, einen wie graBen 
F ehier wir bei dieser A ppraxima tion begehen. 

Urn die Genauigkeit dieser Approximation abzusehatzen, brauehen 
wir nur eine Absehatzung fUr den Rest Rn; und diese Absehatzung 
wird uns ohne weiteres dureh die Integralabsehatzungen aus Kap. II, 
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§ 7, Nr. 1 gegeben. Nehmen wir zunachst an, es sei x >0, dann ist 
der Integrand in dem ganzen Integrationsintervall nirgends negativ 
und iiberall ::;; tn. Es wird also 

.. 
f xn+l 

I Rn I < tndt = n + I' 
o 

und wir sehen hieraus, daB fiir alle Werte von x, welche in dem Inter­
vall 0 < x ::;; 1 liegen, dieser Rest so klein wird, wie wir wollen, wenn wir 
nur n hinreichend groB wahlen (vgl. erstes Kapitel, § 5, Nr.5). Liegt 
die GroBe x dagegen in dem Intervall -1 < x ::;; 0, so wird der Inte-

grand das Vorzeichen nicht wechseln und wird absolut genommen < Il~nx 
sein, und wir erhaIten fiir den Rest sofort die Abschatzung 

Ixl 
I f I x In+l I Rn I < 1+ x tndt = (I + x) (n + I)' 

o 
Wir sehen also, daB auch hier der Rest bei hinreichend groBem n be­
liebig klein wird. Un sere Abschatzung versagt aber naturgemaB, wenn 
wir x = -1 setzen. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: Es ist 

x 2 .r xn 
log (1 + x) = x -""2 + 3 - + ... + (_I)n-1-:; + R,., 

wobei der Rest Rn mit wachsendem n gegen 0 strebt, sobald x in dem 
Gebiet -1 < x <1 liegtl). Wir k6nnen fiir den Rest aus unseren 
obigen Ungleichungen sogar eine und dieselbe Abschatzung fiir aIle 
Werte x eines Intervalles -1 + h < x < 1 geben, wobei heine Zahl 
bedeutet, die der Ungleichung 0 < h < 1 geniigt. Dann wird namlich 

I 1 
[Rnl <T';Ti' 

eine Formel, die uns zeigt, daB in dem ganzen Intervall die Funktion 
log (1 + x) durch unser Polynom n-ten Grades mindestens mit der 

Genauigkeit ~ n! i approximiert wird. Ich iiberlasse es dem Leser, 

sich davon zu iiberzeugen, daB fiir alle Werte von x, fiir welche I xl > 1 
ist, der Rest nicht nur nicht gegen 0 streben kann, sondern sogar ab­
solut genommen mit wachsendem n iiber aIle Grenzen wachsen muB, 
so daB fiir solche Werte von x durch un sere Polynome keine ange­
naherte Darstellung des Logarithmus geliefert wird. 

Die Tatsache, daB in dem obigen Intervall R" gegen 0 strebt, driickt 
man auch dadurch aus, daB man sagt, in diesem Intervall haben wir 

1) Man beachte, daB dieses Gebiet nach der linken Seite offen, nach der 
rechten abgeschlossen ist. 
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lur den Logarithmus die unendliche Reihe 
~2 ~3 x' 

log (1 + x) = x - 2 + 3" - 4" -+ --
hergeleitet. Sctzcn wir in dieser Reihe spcziell x = 1, so erhalten wir 
die merkwiirdigc Formel 

1 1 1 
log 2 = 1 - 2 + 3 - 4 + - ... , 

cine der Beziehungen, deren Entdeckung auf die Gemiiter der ersten 
Pioniere der Differential- und Integralrechnung einen tiefen Eindruck 
gemacht hat. 

Die oben gegebcnc Approximation fiir den Logarithmus fiihrt zu 
einer anderen, fiir viele Zwecke, insbesondere auch fiir numerische 
Rechnungen niitzlichen Formel, wenn man im Falle -1 < x < 1 noch 
den Ausdruck 

~I ~3 X' 
log (1 - x) =--, -- x -- 2 - 3" - 4" - ... - R! 

bildet und durch Subtraktion fiir gerade n Zu der Gleichung 
1 1 + X ~3 ~5 ~n - 1 

210g 1 _ ~ = x + 3" + 5 + ... + n __ 1 + Rn 

iibergeht. Hierbei ist der Rest durch den Ausdruck 
.t .t 

R = - (R + R ) = - tn. + .... dt = ... dt . 1 * 1 S f II} S tn 

" 2" n 2 11+11-1 1-/2 
o 0 

gegeben. Der Rest R" strebt wegen der Beziehung 

- '< I~n+ll 1 
I Rn t = 11 + 1 1- x2 

bei wachsendem n gegen Null, was wir wiederum zum Ausdruck bringen, 
indem wir die fiir I x I < 1 giiltige Entwicklung 

1 1 + x r ~5, ~7 
-log = mr ~9 x = x + - + - ~ - + ... 2 1--- x 3 5' 7 

in eine unendliche Reihe hinschreiben. 

2. Der Arcustangens. 

Ganz 30hnlich l30Bt sich die Funktion Arcustangens behandeln, 
indem wir von dcr fiir jedes ganze positive n giiltigen Formel 

1 = 1 _ t2 + t4 _ + ... + (_ l)n-1 t2n- 2 + r 
1 -1- t l n 

mit 
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ausgehen. Durch Integration erhalten wir 

x3 xa .x2n - 1 
arctgx=x---+--:;--+···+(-I)"-1_- -- +R 3 ;) 211-1 II' 

.r 

f /2" 
Rn=(-I)n l+t2dt, 

o 
und wir erkennen sofort, daB im IntervaIl -1 < x < 1 der Rest Rn 
mit wachsendem n gegen 0 strebt; denn fiir diesen Rest gilt zufolge 
des MittcIwertsatzes der Integralrechnung 

I x: 
IR ':s::ft2ndt= IxI 2 "+1 

n! -- 2n + I 
o 

Wir sehen aus der Restdarstellung auch leicht, daB fiir I xl > 1 der 
absolute Betrag des Restes bei wachsendem n iiber aIle Grenzen wachsen 
wird. Fiir I x I < 1 haben wir somit die unendliche Reihe 

x3 x5 
arc tg x = x - 3 + 5 - + .,. 

abgeleitet, aus der wir fur den spezieIlen Wert x = 1, wegen arc tg 1 = : ' 

die Reihe 
n I I 
-=1--+--+··· 4 3 5 

erhalten. Ein eben so merkwiirdiges Resultat wie das oben fill log 2 
gefundene. 

§ 2. Die allgemeine Taylorsche Formel. 
Eine angenaherte Darstellung durch rationale Funktionen, wie in 

den oben betrachteten speziellen Fallen, gelingt nun auch in dem Fall 
einer beliebigen Funktion I (x), von der wir nur voraussetzen, daB 
sie fiir aIle betrachteten Werte der unabhangigen Veranderlichen eines 
vorgegebenen abgeschlossenen Intervalles stetige Ableitungen bis min­
destens zur (n + I)-ten Ordnung besitzt. In den meisten vorkommen­
den Fallen wird von vornherein die Existenz und Stetigkeit aller Ab­
leitungen der Funktion feststehen, so daB wir fiir n jede bcIiebige 
Zahl wahlen k6nnen. 

Die Annaherungsformel, die ich sogleich ableiten werde, ist in den 
ersten Zeiten der Differential- und Integralrechnung von Taylor, einem 
Schiller Newtons, entdeckt worden und tragt den Namen Taylorsche 
FormeP). 

1) Haufig bezeichnet man einen Spezialfall von ihr ohne jeden sachlichen 
oder historischen Grund als Formel von MacLaurin, ein Brauch, dem wir uns 
nicht anschlieBen. 
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1. Die Taylorsche Formel fUr ganze rationale Funktionen. 

Wir bdrachten zunachst, urn uns zu orientieren, den Fall, daB 
I (x) = ao + al x + ... -;- an xn selbst cine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades ist. Dann konnen wir die Koeffizienten dieser Funktion 
in einfacher Weise durch die Ableitungen von I (x) an der Stelle x = 0 
ausdriicken. Differenzieren wir namlich unsere Gleichung einmal, zwei­
mal usw. nach x und set zen dann x = 0 ein, so ergibt sich sofort fUr die 
Koeffizienten die Darstellung 

ao =/(0), a l =/'(0), a~ = :J"(O), 1 a = --/(n)(o). 
n 111 

. ]ede ganze rationale Funktion n-ten Grades I (x) laBt sich also in der 
Form 

t (x) =1 (0) + x/, (0) + ;~ f" (0) + ;~ /,1/(0) + .. , + :>(n) (0) 

schreiben, eine Formel, weIche lediglich besagt, daB und wie die 
Kocffizienten av sich durch die Ableitungen am Nullpunkt aus­
driicken lassen. 

Wir konnen diese "Taylorsche Darstellung" der ganzen rationalen 
Funktionen noch ein wenig verallgemeinern, wenn wir x durch ~ = x + h 
ersetzen und nunmehr die Funktion t(~) = I(x + It) = g(h) als Funk­
tion der GroBe It auffasscn, indem wir uns fUr den Moment x als 
feste Zahl vorstellen und h als die unabhangige Veranderliche betrach­
ten. Es folgt dann 

g'(h) = f'(~), gIn) (h) = I(n) (~), 

also, wenn wir h = 0 setzen, 

g'(O) = f'(x) , gIn) (0) = I(n) (x). 

Wenden wlr unsere Taylorsche Darstellungsformel auf die Funktion 
I(x + h) = g(h) an, die ja ebenfalls eine ganze rationale Funktion n-ten 
Grades in It ist, so erhalten wir sofort die Taylorsche Darstellung 

I (~) = I (x + h) = I (x) + h f'(x) +~>"(X) + ~~ f"'(x) + ... + ~ I(n) (x). 

2. Die Taylorsche Formel fUr eine beliebige Funktion. 

Die gewonnene Formel gibt uns den Fingerzcig, auch fUr eine be­
liebige. nicht notwendig ganz rationale Funktion I (x) eine ahnliche 
Darstellung aufzusuchen, die aber nunmehr, im Gegensatz zu der Dar­
stellung ganzer rationaler Funktionen, nur noch zu einem angenaherten 
Ausdruck der Funktion durch eine ganze rationale fUhren kann. 

Wir wollen die Funktionswerte von I an der Stelle x und an der 
Stelle ~ = x + h miteinander verglcichen, wo also It = ~ - x gesetzt 
ist. ]etzt wird, wenn n irgendeine natiirliche Zahl ist, der Ausdruck 

(~- x)n 
I (x) + (~ - x) f'(x) + '" +--;,- I(n) (x) 
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im aIlgemeinen nicht mehr eine exakte DarsteIlung des Funktions­
wertes 1(';) sein. Wir werden also setzen miissen 

1(';) = I(x) + (,; - x) f'(x) + (~~t)2 f"(x) + ... +~~t)" I(n) (x) + Rn , 

wobei der Ausdruck Rn den Rest bei der Ersetzung von I(~) durch 
den Ausdruck I (x) + f'(x) (,; - x) + ... bedeutet. Diese Gleichung 
ist zunachst nichts anderes als eine bloB formale Definition des Aus­
druckes Rn. 1hre Bedeutung besteht aber darin, daB wir fUr diesen 
Rest Rn sehr leicht eine iibersichtliche und handliche Darstellung finden 
k6nnen. Zu dies em Zwecke denken wir uns die GroBe ,; fest und die 
GroBe x als unabhangige Veranderliche. Der Rest wird dann eine 
Funktion Rn (x). Diese Funktion verschwindet, wie sofort aus un serer 
Definitionsgleichung hervorgeht, fill x = ,;: 

Rn (,;) = o. 
Weiter erhalten wir durch Differentiation 

R~ (x) = - (~ -,x)" r +1) (x) . 
n. 

Denn differenzieren wir unsere Definitionsgleichung nach x, so entsteht 
links N uIl, weil 1(';) nicht mehr von x abhangt und also als Funktion 
von x angesehen konstant ist ; rechts differenzieren wir jeden Summanden 
auBer Rn (x) nach der Produktregel und erkennen, daB dabei aIle Aus­
driicke sich gegenseitig zerstoren bis auf den oben mit dem Minus­
zeichen hingeschriebenen letzten. 

Nunmehr besagt der Fundamentalsatz der 1ntegralrechnung: 
x e 

Rn (x) = Rn (x) - Rn (,;) = JR~ (t) dt = - JR~ (t) dt; 
~ x 

also erhaIten wir fUr den Rest die DarsteIlung 
x+h 

f (x + h - t)" n 1 Rn (x) =-- n-'-- I( + ) (t) dt, 

welche, wenn wir eine neue 1ntegrationsveranderliche -r durch die Glei­
chung -r = t - x einfUhren, in 

iibergeht. 

10 

Rn = ~, f(h - -r)n tIn +1) (x + -r) d-r 
o 

1ch fasse unser Ergebnis noch einmal zusammen: Wenn die Funk­
tion I (x) in dem betrachtetenlntervalle stetigeAbleitungen bis zur (n + 1) -ten 
Ordnung besitzt, so gilt 

h2 h3 h" 
t(x + h) =/(x) + hf'(x) + 2j t"(x) + 3J"(x) + ... + n!j<n)(x) + Rn 
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oder damit gleichbedeutend lur h = ; - X 

I (~) = I (x) + (~- x) f'(x) + ($- ;!~)~ I" (x) + ... + ~ :!X)~ I(n) (x) + Rn , 

wobei der Rest Rn durch die Formel 
h 

dargestellt wird. 

Rn = 1~! f (h - 1')n I(n+l) (x + 1') d1' 

o 

Setzen wir speziell x = 0 und schreiben dann statt h wieder X, 

so erhalten wir die Formel 

I(x) = 1(0) + ;! 1'(0) + ;~ 1"(0) + ... + :~ I(n) (0) + Rn 

mit dem Rest 
x 

Rn = 1~! f (x - 1')n l(n+1) (1') d1'. 

o 

Un sere Formeln heiBen die Taylorschen Formeln. Sie geben einen Aus­
druck fill die Funktion I (x + h) bzw. fill die Funktion I (x) durch 
ein Polynom n-ten Grades in h bzw. in x, das sogenannte n-te Niiherungs­
odcr Approximationspolynom, und ein Restglied. Das Naherungs­
polynom ist dadurch charaktcrisiert, daB es selbst sowie seine n ersten 
Ableitungen fUr h = 0 bzw. x = 0 mit der Funktion bzw. ihren ersten 
n Ableitungen iibcreinstimmt. Zum Unterschiede von der Taylorschen 
Darstellung ganzer rationaler Funktionen 1) sind hier das Restglied und 
seine Darstellung wesentlich. Die Bedeutung der Formeln liegt darin, 
daB dieses Restglied, wenn es auch cine kompliziertere Gestalt als die 
iibrigen Glieder der Formel hat, doch ein handliches Instrument zu 
cincr Abschatzung der Genauigkeit bietet, mit welcher die Summe 
der ersten n + 1 Glieder: 

1(0) + t! 1'(0) + ;: 1"(0) -; ... + :~/(n)(o), 
die Funktion I(x) darstellt. 

3. Abschatzung des Restgliedes. 

Ob die ersten n + 1 Glieder der Taylorschen Formel tatsach­
lich eine hinreichend gute Annah~rung an die Funktion geben, 
wird natiirlich davon abhangf.n, ob das Restglied hinreichend klein 
bleibt, und die Aufmerksamkeit wird sich also auf die Abschatzung 
dieses Restgliedes zu konzentrieren haben. Fur eine solche Abschatzung 
bietet sich als naturgemaBes Hilfsmittel der Mittelwertsatz der Integral­
rcchnung (zweites Kapitel, § 7). 

1) Bei deren Darstellung tritt namlich iiberhaupt kein Restglied auf. 
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Wenden wir diesen Mittelwertsatz in der Form 

h h 

f P(T) <p(T) dT = <p(o.h) fp(T) dT 
o 0 

an - es ist hierbei P (T) als eine in dem Integrationsintervall stetige 
nicht negative, <p (T) lediglich als eine dort stetige Funktion vorausgesetzt, 
und 0. bedeutet einen Wert aus dem Intervall 0 <0.< 1 -, einmal, 
indem wir P (T) = (h - T)n, und zweitens, indem wir P (T) = 1 setzen, 
so erhalten wir fiir das Restglied das eine Mal den Ausdruck 

hn +1 
R =- __ /(n+l)(x + o.h) 

n (n + I)! 

und das andere Mal die fiir uns weniger wichtige und hier nur der Voll­
standigkeit wegen erwahnte Darstellung 

Es bedeutet in diesen Formeln 0. cinen gewissen nicht naher festzu­
stellenden Wert in dem Intervall 0 < 0. < 1; dieser Wert ist natiirlich 
im allgemeinen in den beiden Formen des Restgliedes verschieden und 
zudem von n, x und h abhangig. Die erste Form des Restgliedes 
riihrt von Lagrange, die zweite von Cauchy her; sie werden entspre­
chend benanntl). 

Das Hauptinteresse wird sich einmal darauf richten, ob mit wachsen­
dem n der Rest Rn gegen 0 strebt; wenn dies der Fall ist, so wird die 
Funktion t(x + h) mit urn so groBerer Genauigkeit durch die ent­
sprechende ganze rationale Funktion von h dargestellt werden, je 
groBer n ist. Wir sagen dann, daB wir fiir die Funktion eine Entwicklung 
in eine unendliche T aylorsche Reihe 

!(x + h) = /(x) + :! t'(x) + ~~ t"(x) + :: f'''(x) + ... 

1) Man kann iibrigens diese - wie auch noch andere - Ausdriicke fiir den 
Rest auch ohne weiteres aus dem Mittelwertsatz der Differentiarrechnung bzw. 
aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (S. 165) erhalten. Man hat diesen 
auf die Funktion R,. (x) = R,. (x) - R" (~) bzw. auf die Funktionen R" (x) und 
(x - ~) n+ 1 anzuwenden, wobei ~ als fester Wert anzunehmen und die Formel 

R~ (x) = - (~ -: ~)"--/(" + 1) (x) 

zu benutzen ist. Bei dieser Ableitung der Restformeln tritt der Charakter der 
Taylorschen Darstellung als Veraligemeinerung des Mittelwertsatzes mehr hervor; 
man hat iiberdies den fiir manche theoretischen Zwecke wesentlichen Vorteil, 
daB man nur die Existenz, nicht aber die Stetigkeit der (n + I)-ten Ableitung 
vorauszusetzen braucht. Dagegen verzichtet man hierbei auf die exakte Dar­
stellung des Restes durch eine IntegraiformeJ. 



§ 3. Anwendungen. Entwicklung der elementaren Funktionen. 257 

bzw. speziell, wenn wir wieder erst x = 0 setzen und dann x statt h 
sehreiben, 

I(x) = 1(0) + ;! 1'(0) + ;: 1"(0) + ;~ /'" (0) + '" 
erhalten haben. Wir werden im naehsten Paragraphen Beispiele hierfiir 
kennen lernen. 

Zunaehst will ieh jedoeh den zweiten wesentliehen Gesiehtspunkt 
bezeiehnen, welcher sieh aus der Betraehtung der Taylorsehen Reihe 
ergibt. Denken wir uns in der ersten Formel die GroBe It kleiner und 
kleiner werdend und gegen 0 strebend, so werden in der Ausdrueksweise 
des dritten Kapite1s, § 9, die einzelnen Glieder der Reihe von verse hie­
denen GroBenordnungen klein werden; wir nennen dementspreehend den 
Ausdruek I (x) das Glied nullter Ordnung in der Taylorschen Formel, 

den Ausdruek It f'(x) das Glied erster Ordnung, den Ausdruck ;~ I"(x) 

das Glied zweiter Ordnung usw. Wir sehen aus der Form unseres Rest­
gliedes, dafJ wir bei einer Entwicklung bis zu Gliedern n-ter Ordnung 
einen Fehler begehen, der von der (n + I)-ten Ordnung mit It klein wird. 
Auf dieser Tatsaehe beruhen viele wiehtige Anwendungen. Sie zeigt uns, 
daB man dureh das Approximationspolynom cine urn so bessere Dar­
steHung der Funktion I (x + h) erhalt, je naher die Stelle x + It an 
der Stelle x liegt, und daB man diese Annaherung in der unmittelbarrn 
Umgebung der Stelle x gegebenenfalls dureh VergroBerung von n 
verbessern kann. 

§ 3. Anwendungen. Entwicklung der elementaren Funktionen. 
Wir benutzen die allgemeinen Resultate des vorigen Paragraphen 

dazu, urn die elementaren Funktionen dureh ganze rationale Funk­
tionen zu approximieren bzw. in Taylorsche Reihen zu entwickeln. 
Dabei will ieh mieh allerdings auf diejenigen Funktionen beschranken, 
bei denen sieh die Koeffizienten der Reihenentwieklungen naeh ein­
fachen Bildungsgesetzen ergeben. Auf die Reihenentwicklungen einiger 
anderer Funktionen werde ieh erst im achten Kapitcl eingehen. 

1. Die Exponentialfunktion. 

Das einfaehste Beispiel bietet die Exponentialfunktion I (x) = eX. 
Bier sind alle Ableitungen mit I (x) identiseh, besitzen also fiir x = 0 
den Wert I, und wir erhalten daher unter Benutzung der Lagrangeschen 
Form des Restgliedes fiir die Exponentialfunktion gemaB § 2 sofort die 
Formel 

;t x x 2 x3 xn xn+l {}x 

e = 1 + IT + 2! + 3t + ... + nT + (n +-i)fe 

Lassen wir n tiber aile Grenzen waehsen, so wird das Restglied gegen 
o streben, was aueh immer der fest gewahlte Wert x sei. Denn zunaehst 

Courant, DillerentialrechDung. I. 2. Aull. 17 
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ist 1 eh I ::;;: ei x I. Sodann wahlen wir eine feste ganze Zahl m groBer 
als 21 xl. Dann wird fUr n > m 

Ixl<I. i_xn~l __ !=I~J.~ ...... ~<lxml_ I_<12xlm .. ~ 
-;;- 2'! (n + I)!: m! m + 1 n + 1 = m I 2n+ 1- m = m! 2n ' 

also IR 1< 12 xlm .elxl.~ 
n = ml 2n' 

und da die beiden ersten rechts stehenden Faktoren von n un­

abhangige feste Zahlen sind, wahrend die Zahl 2In bei wachsendem n 

gegen 0 strebt, so folgt unmittelbar un sere Behauptung. Wenn wir 
die Zahl x nieht als fest ansehen, sondern frei im Intervall - a < x < a 
variieren lassen, wo a eine bestimmt gewahlte positive Zahl ist, so 
folgt aus un serer Betrachtung, sobald wir dann nur m > 2 a wahlen, 

i R 1 < ~a): ea . J._ 
I n, m! 2n' 

Wir haben damit fUr den Rest eine von x unabhangige, nur von a 
abhangige Schranke angegeben, welche fUr n -- 00 gegen Null strebt. 
Wir konnen also fUr die Funktion eX sofort die Entwicklung in eine 
unendliche Reihe 

hinschreiben 1) und bemerken, daB diese Reihenentwieklung fUr alle 
Werte von x gilt. Damit ist aufs neue bestatigt, daB die im ersten 
Kapitel betrachtete GroBe e (vgl. S. 32) mit der Basis der natUrlichcn 
Logarithmen ubereinstimmt (vgl. drittes Kapitel, § 6). Fur nume­
rische Zwecke alIerdings mussen wir uns der abbrechenden Taylorschen 
Formel mit dem Restglied bedienen; z. B. liefert sie fUr x = 1 

1 1 1 e~ 
e = 1 + 1 + 2T + 3C + ... + -;r + (n-+ i)! . 

Wollen wir e mit einem F ehIer von hochstens 1110000 berechnen, so brauchen 
wir z. B. nur n so groB zu wahlen, daB das Restglied sieher kleiner 

als 1/10000 wird; und da dieses Restglied sieher kleiner als (n~ I)! ist 2), 

so genugt es, n = 7 zu wahlen, weil 8! > 30000 ist. Wir finden so den 

00 

1) Das Summenzeichen Z ist aueh hier und im folgenden eine Abkiirzung der 
,,=0 

Vorsehrift: Man setze in dem unter dem Summenzeichen stehenden Ausdruek 
fiir vaile Werte 0, 1. 2, ... ein und addiere dann. 

2) Wir haben hierbei von der Tatsaehe Gebraueh gemaeht, daB e < 3 ist. 
Diese folgt sofort (vgl. aueh S. 32) aus unserer Reihe ftir e; denn es ist sieher 
1 1 1 1 1 - < .~ und daher e < 1 + 1 + - + - + ... = 1 + -- = 3. 

n l = 2n - 1 2 4 1 . . 1--
2 
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angenaherten VVert 
e = 2,71822 

mit einem Fehler, der sieher kleiner als 0,0001 ist. Die Abrundungs­
fehler haben wir dabei nieht berueksiehtigt. 

2. sin x, cos x, ISin x, 6:0; x. 

Fur die Funktionen sin x, cos x, (Sin x und (£0\ x erhalten wir die 
folgenden Formcln 1) : 

i(x) smx eosx (Sin x (£0\ x, 

f'(x) cosx -smx (£ofx (Sin x, 

i"(x) = - sin x - cosx ~inx (£0\ x, 

i'" (x) =c - eosx smx (£0\ x (Sin x , 

jIIV)(X) = smx eosx (Sin x (£ofx, 

Bei den Approximationspolynomen fUr sin x und (Sin x werden also 
die Koeffizienten der geraden Potenzen von x verschwinden, bei den 
Approximationspolynomen fUr cos x und (£01 x die der ungeraden, so 
dal3 im' ersten Faile das (2n + 1)-te und das (2n + 2)-te Polynom 
identiseh sind, im zweiten Falle das 2n-te und das (2n + 1)-te. Denken 
wir uns die jeweils hi:ichsten dieser Polynome benutzt, so erhalten wir 
sofort mit dem Restglied von Lagrange 

. x 3 x 5 n x2n+1 n 1 X2n+3 
smx=x-:rr+5!'- + ... + (-1) (2n+l)i +(-1) + (2n+3)! cos (-&x), 

x2 X4 x2n X 2n +2 
cos X =1- --.. +- - + ... + (-l)n - - + (_I)n+l_ ._- -cos (-&x). 2! 4! (2n)! (2n+2)! . 

x3 x5 x2 n + 1 X2 n + 3 

(Sinx=x+ 3! +5! +"'+(2n+1)! + (2n+3)!(£of (-&x) , 
x2 X4 X2 n X2 n +2 

(£:0) X = 1 + 2T + '41 + ... -T- (210! + (2n+2)! ltO) ({}x) , 

wo natiirlieh -& im allgemeinen in jeder der vier Formeln eine andere 
Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet, die auBerdem noch von n und x ab­
hangt. Aueh in diesen Formeln kann man fUr jeden VVert von x die 
Annaherung belie big genau machen, da der Rest mit waehsendem n 
gegen 0 strebt. VVir erhalten so die vier Reihenentwicklungen 

1) 1st t (x) = sin x oder t (x) = cos x, so lallt sich ubrigens stets die note Ab­
lei tung durch den Ausdruck 

t(nl(x) = t (x + 11 ;) 

einheitlich darstellcn. 

17* 
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. x3 x5 em x = x + - + - + ... 3! 5! 

_ x2 x' 
<rof X = 1 + 2T + "".iT + ... 

von denen iibrigens die beiden letzten sich formal auch aus der Reihen­
entwicklung von eX gemaB den Definitionsformeln der . Hyperbel­
funktionen ergeben. 

3. Die binomische Reihe. 

Wahrend ich darauf verzichten kann, die Funktionen log (1 + x) 
und arc tg x, die wir schon im § 1 direkt behandelt haben, nochmals 
mit Hilfe der Taylorschen Formel zu entwickeln, muB ich noch auf 
die Verallgemeinerung des binomischen Satzes fiir beliebige Exponen­
ten eingehen, die eine der folgenreichsten mathematischen Entdeckun­
gen von Newton war und eines der wichtigsten Beispiele fiir die Taylor­
sche Reihenentwicklung iiberhaupt darstellt. Es handelt sich darum, 
die Funktion 

I(x) = (1 + xt 

bei beliebigem positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen rx 
fiir x > - 1 nach der Taylorschen Formel zu entwickeln. DaB wir nicht 
die Funktion XX, sondern gerade die obige Funktion gewahlt haben, hat 
natiirlich seinen Grund in der Tatsache, daB fiir XX an der Stelle x = 0 
nicht mehr samtliche Ableitungen stetig sind, abgesehen von dem tri­
vialen Falle eines nicht negativen ganzen IX. Wir berechnen zunachst 
die Ableitungen von 1 (x) und erhalten 

f'(x) = 1X(1 + xt- 1 , f"(x) = IX (IX -1) (1 + xt- 2 , 

j<"J (x) = IX (IX - 1) ... (IX - Y + 1) (1 + x t -" . 
Speziell fiir x = 0 ergibt sich 

/,(0) = IX, 1"(0) = IX (IX -1), ... , j<")(O) = IX (IX -1) ... (IX - y + 1). 

Es ergibt sich also die Taylorsche Formel 

a iX(oc-l) oc(oc·-l)(oc-2)···(oc-n+l) (1+x) =1+OCX+-2T- x2 + ... +-- -----nf - _.- xn+Rn, 

wo uns nun noch die Aufgabe der Diskussion des Restes bleibt. Diese 
Aufgabe ist zwar nicht schwierig, jedoch nicht ganz so einfach wie 
in den schon behandelten Fallen. leh will daher auf die Durchfiihrung 
der Restabschatzung hier verzichten, da ich im iibernachsten Kapitel 
den allgemeinen binomischen Satz auf eine etwas andere und ein-
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fachere Art vollstandig ableiten werde. Das Ergebnis, welches 
ich schon hier nenne, ist, daB jedenfalls fiir I x I < 1 das Restglied 
gegen 0 strebt und also der Ausdruck (1 + x)<X in die unendliche bino­
mische Reihc 

0, 

(1 ~- x)U oco 1- _ ~x .:. rl(rl -1) x2 -+- ... = )'(rl)x1' 
11 '2! k..J II y=o 

entwickelt werden kann, wobei wir zur Abkiirzung die allgemeinen 
( rl\ rl(x-l)"'(rl-l,+l) (rl) Binomialkoeffizienten .. ! = -', (flir v> 0), 0 = 1 
d, II. 

eingefiihrt haben. 

§ 4. Geometrische Anwendungen. 

Die Taylorsche Formel erlaubt uns, das VerhaIten einer Funktion j (x) 
in der Umgebung einer Stelle x = a bzw. das Verhalten einer ge­
gebenen Kurve in der Umgebung cines Punktes genauer zu untersuchen, 
da sic den Zuwachs der Funktion bei Ubergang zu einer Nachbarstelle 
x ~, a + h in cine Summe von GroBen erster, zweiter, dritter usw. 
Ordnung auflost. 

1. Beriihrung von Kurven. 

Wir machen hiervon Gebrauch, urn den Begriff der Beriihrung zweier 
Kurven zu analysieren. 

Wenn zwei Kurven y = j(x) und y = g(x) an einer Stelle, etwa 
an der Stelle x = a. sich nicht nur treffen, sondern noch eine gemein· 
same Tangente besitzen, so sagen wir, daB sie einander an dieser Stelle 
beriihren. Die Taylorschrn Entwicklungen der Funktionen i (a + h) und 
fda + It) stimmen dann in den Gliedern O-ter und I-ter Ordnung in h 
iiberein. Wenn an der Stelle x = a auch noch die zweiten Ableitungen 
von j (x) und g (x) miteinandcr iibereinstimmen, so sprechen wir von 
l~iner Beriihrung z71'citer Ordnung. Die Taylorschen Entwicklungen 
stimmen alsdann auch noch in den Gliedern zweiter Ordnung iiberein, 
und die Differenz D(x) = j(x) - g(x) wird sich, wenn wir die Stetig­
keit der Ableitungen bis mindestens zur dritten Ordnung voraussetzen, 
in der Form _ 

D(a -:- h) = i(a -+- h) - g(a + h) = ~~ D"'(a + {}h) = {f~F(h) 

darstellen lassen, wobei der AusdruckF (h) fiir h- 0 gegen j'''(a) - g"'(a) 
strebt. Die Differenz D (a + It) wird also mit It von mindestens dritter 
Ordnung Null. 

So konnen wir weitergehen und den allgemeinen Fall betrachten, 
daB die Taylorschen Formeln fiir j (x) und g (x) in den Gliedern bis zur 
n-ten Ordnung iibereinstimmen, d. h. daB 

j(a) =g(a), /'(a) = g/(a) , j"(a) = g"(a) , j(n)(a) =g(n)(a) 
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ist, wobei wir weiter voraussetzen, daB noch die (n + I)-ten Ableitungen 
stetig sein sollen. Wir sagen unter diesen Voraussetzungen, daB die 
Kurven an dieser Stelle eine Beruhrung n-ter Ordnung besitzen. Die 
Differenz der beiden Funktionen wird dann die Form haben 

hn +1 

j (a + h) - g (a + h) = (n +1)! F(h) , 

wo F (h) = D(n +1) (a + -&h) wegen 0 < -& < I fUr h -+ 0 gegen 
j(n+1) (a) - g(n+l) (a) strebt. Man erkennt aus diesen Formeln. daB 
die Differenz j (x) - g (x) im Beriihrungspunkt von mindestens 
(n+ I)-ter Ordnung Null wird. 

Die Taylorschen Polynome sind geometrisch einfach dadurch de­
finiert, daB sie diejenigen Parabeln n-ter Ordnung darstellen, welche 
an der betreffenden Stelle mit der zur gegebenen Funktion gehOrigen 

\.11 
\ 
\ 

\ 
\ , , 

y 

'" ..-....... _---

o x 

Fig.' 99. Schmiegungsparabeln von eX. 

Kurve eine Beriihrung moglichst hoher 
I Ordnung haben. Man nennt sie darum 

gelegentlich Schmiegungsparabeln oder 
oskulierende Parabeln. Figur 99 gibt 
uns fUr das Beispiel y = eX an der 
Stelle x = 0 die ersten Schmiegungs­
parabeln. 

Wenn zwei Kurven y = j (x) und 
y = g(x) sich von n-ter Ordnung be­
riihren, so ist durch die Definition 
nicht ausgeschlossen, daB die Beriih-
rung sogar von noch hoherer Ordnung 

ist, d. h. daB auch noch j(n+l) (a) = g(n+l) (a) wird. 1st dies jedoch 
nicht der Fall, ist also r+ 1 ) (a) =!= g(n+1) (a), so sprechen wir von 
einer Beriihrung genau n-ter Ordnung oder sagen, die Ordnung der 
Beriihrung 1) ist genau n. 

Wir konnen aus unseren Formeln wie aus unseren Figuren eine 
bemerkenswerte, gerade von Anfangern haufig nicht beachtete Tat­
sache ablesen. Wenn die Beriihrung zweier Kurven von genau gerader 
Ordnung ist, d. h. wenn eine gerade Anzahl n von Ableitungen der beiden 
Funktionen an der betreffenden Stelle miteinander iibereinstimmt, 
die (n + I)-ten Ableitungen aber nicht mehr, so wird die Differenz 
j (a + h) - g (a + h) der beiden Funktionen gemaB der obigen Formel 
fUr hinreichend kleine positive h und fUr absolut genommen hin­
reichend kleine negative h verschiedene Vorzeichen besitzen. Es wer­
den sich die beiden einander beriihrenden Kurven bei der Beriihrung 
durchschneiden. Dieser Fall tritt z. B. ein bei einer Beriihrung zweiter 

1) DaB die Ordnung der Bertihrung zweier Kurven cine echte geometrische 
Beziehung ist, die durch eine Bewegung des Koordinatensystems nicht beeinfluBt 
wird, ist eine Tatsache, die man leicht den Formeln ftir die Bewegung des Ko­
ordinatensystemes entnebmen kann. 
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Ordnung, wenn tatsachlich die Ableitungen dritter Ordnung nicht mehr 
iibereinstimmen. Betrachten wir aber den Fall einer Beriihrung un­
gerader Ordnung, z. B. den Fall einer gewohnlichen Beriihrung erster Ord­
nung, so wird die Differenz j (a + h) - g (a + h) fiir absolut genommen 
hinreichend kleine positive und negative h dasselbe Vorzeichen haben; 
die beiden einander beriihrenden Kurven werden also in der Um­
gebung der Beriihrungsstelle einander nicht durchschneiden. Die Be­
riihrung einer Kurve mit ihrer Tangente ist dafUr das einfachste Bei­
spiel; nur an Punkten, wo wir eine Beriihrung zweiter Ordnung haben, 
muB die Tangente die Kurve durchsetzen, es sei denn, daB fill die 
Kurve an der betreffenden Stelle auch noch die Ableitung dritter 
Ordnung verschwindet (oder allgemeiner aIle Ableitungen bis zu einer 
ungeraden Ordnung einschlieBlich), wie z. B. fUr die Kurve y = X4 an 
cler Stelle x = o. 

2. Der Kriimmungskreis als Oskulationskreis. 

In dieser Auffassung gewinnt der Begriff der Kriimmung einer 
Kurve y = j (x) eine neue anschauliche Bedeutung. Betrachten wir 
einen bestimmten Kurvenpunkt mit den Koordinaten x = a und 
y = b, so gibt es durch diesen Punkt unendlich viele Kreise, welche 
die Kurve dort beriihren. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf 
der Kurvennormale, und zu jedem Punkt dieser Normalen gehort genau 
ein solcher beriihrender Kreis. Man darf erwarten, daB wir durch ge­
eignete Wahl des Kreismittelpunktes eine Beriihrung zweiter Ordnung 
zwischen Kreis und Kurve erzielen konnen. 

Nun wissen wir in der Tat aus dem fiinften Kapitel, daB fUr den 
Kriimmungskreis im Punkte x = a, dessen Gleichung y = g (x) sei, nicht 
nur g(a) = j(a) und g'(a) = j'(a), sondern auBerdem noch g"(a) = f"(a) 
wird. Der Kriimmungskreis ist also zugleich der Schmiegungskreis oder 
oskulierende Kreis fiir den betreffenden Kurvenpunkt, d. h. der Kreis, 
welcher dort mit der Kurve eine Beriihrung von zweiter Ordnung be­
sitzt. 1m Grenzfall eines Wendepunktes oder allgemein einer Stelle, 
wo die Kriimmung ~ull, der Kriimmungsradius unendlich wird, artet 
der Kriimmungskreis in die Tangente aus. Der Kriimmungskreis wird 
im allgemeinen, d. h. wenn die Beriihrung nicht zufallig an der betref­
fenden Stelle von hoherer als zweiter Ordnung ist, die Kurve nicht nur 
beriihren, sondern an der Beriihrungsstelle noch durchschneiden. 

3. Z ur Theorie der Maxima und Minima. 
Wie wir friiher im dritten Kapitel gesehen haben, liefert eine Stelle 

x = a, fill welche j'(a) = 0 ist, ein Maximum bzw. ein Minimum fill die 
Funktion j(x), wenn f"(a) negativ bzw. positiv ist. Die letzten Be­
dingungen sind also hinreichend fiir das Auftreten eines Maximums 
oder Minimums. Sie sind aber keineswegs notwendig; denn im Falle 
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j"(a) = 0 bleibt noch jede der drei Moglichkeiten offen, daB ein Maxi­
mum oder ein Minimum oder keine der beiden Erscheinungen vorliegt. 
Beispiele fiir die drei Erscheinungen bieten die Funktionen y = - X4, 

Y = x' und y = x 3 an der Stelle x = O. Die Taylorsche Formel gibt uns 
sofort die Maglichkeit einer allgemeinen Formulierung hinreichender Br­
dingungen. WiT brauchen nur die Funktion I (a + h) nach Potenzen 
von h zu entwickeln; dann kommt es darauf an, ob das erste nicht 
verschwindende Glied eine gerade oder eine ungerade Potenz von h 
enthalt. 1m erst en Falle haben wir ein Maximum oder Minimum, je 
nachdem der Koeffizient von h negativ oder positiv ist; im zweiten 
Falle haben wir eine horizontale Wendetangente und weder ein Maxi­
mum noch ein Minimum. Der Leser mage sich diesen Zusammenhang 
an Hand des Restgliedes seIber genauer durchdenken 1). 

Anhang zurn sechsten Kapitel. 
§ 1. Beispiel einer Funktion, die sich nicht in eine Taylorsche 

Reihe entwickeln laBt. 

Die Moglichkeit der Taylorschen Darstellung mit Restglied (n + 1 )-ter 
Ordnung beruhte wesentlich auf der Differenzierbarkeit der Funktion 
an der betreffenden Stelle. Deshalb ist z. B. die Funktion log x nicht 
durch eine Taylorsche Formel nach Potenzen von x darstellbar, 

ebenso nicht die Funktion y~, deren Ableitungen flir x = 0 unend­
lich werden. 

Damit eine Funktion in eine un e n dli c h e Taylorsche Reihe entwickel­
bar ist, muss en jedenfalls an der betreffenden Stelle alle Ableitungen 
existieren; aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend. 
Eine Funktion, deren samtliche Ableitungen in einem lntervall vorhanden 
und stetig sind, braucht sich trotzdem keineswegs in eine Taylorsche Reihe 
entwickeln zu lassen; d. h. das Restglied Rn der Taylorschen Formel 
braucht nicht mit wachsendem n gegen 0 zu streben, nicht einma!, wenn 
das Gebiet, in welchem wir entwickeln wollen, hinreichend klein gewahlt 
wird. Das einfachste Beispiel fur diese Erscheinung bietet uns die Funk-

1 

tion y = t (x) = e - X2 flir x 9= 0, I (0) = 0, die wir schon im Anhang 
zum dritten Kapitel betrachtet haben. Die Funktion ist mit ihren 
samtlichen Ableitungen in jedem lntervalle. stetig, auch fiir x = 0, 
und wir haben gesehen, daB in diesem Punkte alle Ableitungen ver-

1) 1m ubrigen ist die fruher (S. 129) gegebene notwendige und hinreichende 
Bedingung allgemeiner und fur Anwendungen bequemer: Notwendig und hin­
reich end ftir das Vorliegen eines Maximums oder Minimums ist, daG beim Durch­
gang durch die betreffende Stelle die erste Ableitung /,(;1;) ihr Vorzeichen wechselt. 
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schwinden, d. h. daB I(n) (0) = ° ist. In der Taylorsehen Formel ver­
sehwinden also aIle Koeffizienten des Approximationspolynomes, wie 
wir aueh n wahlen; mit anderen Worten: Das Restglied ist und bleibt 
gleich der Funktion selbst, strebt also, auBer fur x = 0, nieht gegen 0, 
da die Funktion fUr jedes x =F ° positiv ist. 

§ 2. Beweis der Irrationalitat von e. 

Aus der Formel e = 2 + 211 + ... + ~ + "( ~11-) 1 e'~ ergibt sieh sofort 
• 11. 11 + . 

die Tatsaehe, daB die Zahl e irrational ist. Ware das Gegenteil riehtig, 

namlich e = P..., wo p und q ganze Zahlen bedeuten, so konnten wir 
q 

gewiB n groBer als q wahlen. Dann m uB n! e = n ! t eine ganze Zahl 
q 

sein. Andererseits ist n! e = 2n! +12_1_11 -+ '" + 11; + +1 1 e"}, und da 
{t • 11. 11 

e'~ < e < 3 ist, wird ° < ~( -1 < 1. Es miiBte abo die ganze Zahl n! e 
11+ 

gleieh der ganzen Zahl 2n! + ~; + ... -I- 1 plus einem nieht versehwin­

denden eehten Bruehe sein, was nieht maglieh ist. 

§ 3. Nullstellen, Unendlichkeitsstellen von Funktionen und 
sogenannte unbestimmte Ausdriicke. 

Die Taylorsche Entwieklung einer Funktion in der Umgebung einer 
Stelle x = a gibt uns Veranlassung, das Verhalten der Funktion in 
der Umgebung dieser Stelle dureh folgende Definition zu kennzeieh­
nen. Wir sagen: eine Funktion I (x) hat fUr x = a einc genau n-Iache 
Nullstelle, oder: sie versehwindet dort genau von der Ordnung n, wenn 
zuglcich I (a) = 0, /,(a) = 0, f"(a) = 0, _ .. , I(n-ll (a) = 0 und I(n) (a) =F ° 
ist. Dabci setzen wir voraus, daB die Funktion in der Umgebung die­
scr Stelle stetige Ableitungcn bis mindcstens zur n-ten Ordnung bc­
sitzt. Mit unsercr Definition wollen wir andeuten, daB die Taylorsche 
Entwieklung der Funktion in der Umgebung dieser Stelle sieh in die 
Form setzen laJ3t 

h" t (a + h) = -;rF(h) , 

wobei der Faktor F (h) fUr h- 0 gegen einen von Null versehiedenen 
Grenzwert, namlieh den Wert fIn) (a), strebt. 

1st eine Funktion cp (x) in alIen Punkten der Umgebung einer Stelle 
x = a definiert, nieht aber notwendig fUr x = a selb.st, und zwar durch 
eincn Ausdruck der Form 

f(x) 
cp(x) = g(x) , 

wo an der Stelle x = a der Zahler nieht verschwindet, wahrend der 
Nenner eine v-fache Nullstelle besitzt, so sagen wir: die Funktion 
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cp (x) wird an der Stelle x = a von der v-ten Ordnung unendlich. Be­
sitzt an der Stelle x = a auch der Zahler eine ,u-fache Nullstelle und 
ist ,u > v, so schreiben wir der Funktion dort eine (,u - v) -fache Null­
stelle zu, wahrend wir fur im Falle ,u < v eine (v-,u) -fache Unendlich­
keitsstelle zuspreehen. 

Alle diese Definitionen stehen im ubrigen in Dbereinstimmung mit 
den Festsetzungen, die wir schon friiher im dritten Kapitel, § 9, hin­
sichtlich des Verhaltens von Funktionen getroffen haben .. Urn diesen 
Zusammenhang zu prazisieren, stellen wir uns Zahler und Nenner ge­
maB der Taylorschen Formel mit dem Restglied von Lagrange entwickelt 
dar: die Funktion erhalt dann die Gestalt 

(a + h) = jja + h) = ~ hP. t'p.)(a + {} II) 
cp g(a + h) 1'1 II" g(")(a + {}lh) , 

wobei {} und {}1 zwei Zahlen zwischen 0 und 1 sind und die Faktoren 
liP. b h". d G h 0 . h h . d . d .. von I zw. --. m er renze -+ mc t verse wm en, m em Sle m 
1'- v. 

die von Null verschiedenen Ausdriicke 1(P.)(a) und g(")(a) iibergehen. Es 
wird dann fiir ,u > v 

I · (+ h) -1' v! hP.-v t'p.)(a) - 0 1m cp a - 1m I -- - . 
h_O h_O I' - g(")(a) 

Der Ausdruck cp(x) wird also von der Ordnung,u - v Null. FurY>,u 
erkennen wir, daB der Ausdruck cp (a + h) fiir h -+ 0 von der Ordnung 
'V - ,u unendlich wird. 1m Falle ,u = 'V erhalten wir die Gleichung 

lim cp(a + h) = 1'p.)(a) • 
h_O g(P.) (a) 

Den Inhalt der letzten Gleichungen k6nnen wir in folgender Form 

aussprechen: Wenn Zahler und Nenner eines Bruches cp(x) = :~;~ fUr 

x = a verschwinden, so bestimmt man den Grenzwert des Bruches 
fUr x -+ a einfach, indem man Zahler und Nenner gleich oft so lange 
differenziert, bis mindestens einer der Differentialquotienten von Null 
verschieden ist. Tritt dies gleichzeitig fiir Zahler und Nenner ein, so 
ist der gesuchte Grenzwert gleich dem Quotienten dieser beiden Ablei­
tungen. Verschwindet als erster der Differentialquotient des Nenners 
nicht, so strebt der Bruch gegen 0: verschwindet als erster der Diffe­
rentialquotient des Zahlers nicht, so wachst der absolute Betrag des 
Bruches uber alle Grenzen. 

Wir haben damit eine Regel zur Festlegung der sog. unbestimmten 

Ausdrucke % vor uns: ein Gegenstand, der in manchen Darstellungen 

der Differential- und Integralrcchnung mit ubertriebener Breite behan­
delt wird. In Wirkliehkeit handelt es sieh urn niehts als die sehr ein­
fache Bestimmun g eines Grenzwertes eines Quotienten, bei dem Zahler 
und Nenner fiir sich gegen 0 streben. Die in der Literatur iibliche Be-



§ 3. Sogenannte unbestimmte Ausdriicke. 267 

zeichnung "unbestimmte Ausdriicke" ist eine irrefiihrende unprazise 
Ausdrucksweise. 

Wir k6nnen iibrigens unserer Betrachtung noch cine etwas andere 
Wendung geben, indem wir uns anstatt auf die Taylorschc Formel 
auf den verallgemeinerten Mittelwertsatz stiitzen (vgl. S. 108) 1). Nach 
diesem gilt. wenn g'(x) 9= 0 ist, allgemein 

f(a + h) - f(a) _l'{a + ffh) 
. g(,i-+-hj--- g (a) - g'(a--+ ff Ii) 

mit demselben OinZahler undNenner, und also speziell fUr I (a) = g (a) = 0 

I(a + h) _ f'(a + ffh) 
g(;-::j..-il) - g'{,i-+ffh)' 

Dabei ist 0 ein Wert des Intervalles 0< 19< 1, und es wird somit, 
wenn wir k = Ok setzen, 

lim f (a + h) = limt'(a.. + k)_ 
h-->-og (a + h) k-->-Og'(a + k) , 

vorausgesetzt, daB der Grenzwert rechts existiert. 1st a uch f' (a) = g' (a) = 0, 
so kann man in derselben Weise weiter schlieBen, bis man zu einem 
ersten Index fl kommt, fiir den nicht f!,I)(a) = g(/') (a) = 0 ist. Es gilt 
dann stets 

lim f(a + !!)_ = lim p"')(a + l) , 
h-->-O g(a + h) 1-->-0 g("')(a + I) 

wobei wir auch den Fall einbeziehen, daB auf beiden Seiten der 
"Grenzwert Unendlich" steht. 

Als Beispiele betrachten wir 

sinx 1 - cosx e2z -1 

log (I + x)' 

x1tgx 

-X' x }I - x!-I 

fUr x -..... O. Es wird 

lim sinx = ~~so = 1, 
%-->-0 X 1 

lim _I -- c~~ = sin 0 = 0, 
%-->-0 X 1 

. eh - 1 . 2 eh 
hm ----. =hm .--- = 2, 
%-->-0 log (I + x) ,-->-0 _1_ 

I+x 

x 2 
2xtgx+--

. x2 tg x. cos! X • ( hm -'-_--- - = hm .--.. --- = - hm 2 tg X -f 
%-+011-x2 -1 %-->-0._. x .T-+O 

P -x2 

-'\'-11/1-- x2 = O. 
cos· Xi 

1) Diese Wendung unserer Regel hat den Vorteil, daB bei ihr von der Existenz 
der Ableitung im Punkte x = a selbst kein Gebrauch gemacht wird; ferner I1m­
faBt man so auch den Fall mit, daB cp (xl nur fiir x :2: a dcfinicrt ist und man 
also nur von einer Seitc her den Grenziibergang x ...... a oder Ii ........ 0 Zll machen hat. 



268 Anhang zum sechsten Kapitel. 

leh bemerke ferner, daB aueh andere sog. unbestimmte Formen 
sieh genau auf unseren Fall zuriiekfUhren lassen. Z. B. erseheint der 

Grenzwert von _._1_ - ~ fUr x ~ 0 a1s Grenzwert der Differenz zweier 
smx x 

Ausdriieke, die beide unendlieh werden, als eine "unbestimmte" Form 
00 - 00. Dureh die Umformung 

1 I x - sin x 
sinx xsinx 

ge1angen wir sofort zu einem Ausdruek, dessen Grenzwert fiir x ----+ 0 
wir dureh un sere Regel als 

1· 1 - cos x l' sin x 1m --_. . = 1m 
.t -0 X cos x + ~lll X x-->O 2 co., x - x sin x 

=0 

bestimmen. 

§ 4. Das Problem der Interpolation und sein 
Zusammenhang mit der Taylorschen Formel. 

Die Taylorsehe Formel HiJ3t sieh als Grenzfall einer allgemeinen 
lnterpolationsfonnel auffassen, weIche uns nieht nur einen genaueren 
Einbliek in das Wesen der Taylorsehen Formel geben wird, sondern 
aueh an und fUr sieh cine groJ3e theoretisehe und praktisehe Bedeutung 
besitzt. leh moehte auf diese Dinge hier urn so lieber kurz eingehen, 
als sie in den iibliehen Darstellungen gewohnlieh vernaehlassigt werden. 

1. Problemstellung und Vorbemerkungen. 
Wir gehen von folgender Aufgabe aus: Ein Polynom, d. h. eine ganze 

rationale Funktion rp(x), von n-tem Grade solI so bestimmt werden, 
daJ3 es an n + 1 versehiedenen gegebenen Stellen XO' Xl' ... , Xn bzw. die 
n + 1 gegebenen Werte 10' 11' ... , In annimmt, SO daJ3 also 

rp(xo) =/0' rp(Xl) =/1,00" rp(x")=I,, 

wird. Dabei ist es bequem, sieh die gegebenen Werte Ii als diejenigen 
Werte vorzustellen, die von einer gegebenen Funktion I (x) in den Punkten 
X = Xi angenommen werden, d. h. Ii = I (Xi) zu setzen. Wir werden 
dann das Polynom rp (x) oder rp" (x) das Interpolationspolynom n-ten 
Grades der Funktion I (x) fUr die Stellen XO' Xl' ... , X" nennen. 

leh bemerke zuerst, daJ3 es hoehstens ein einziges solches Polynom 
n-ten Grades geben kann. Hatten wir narnlich in rp (x) und 'ljJ (x) zwei 
verschiedene soIche Polynome vor uns, so ware bei passendem gan­
zen m mit 0 < m < n ihre Differenz 

D(x) = rp(x) - 'ljJ(x) = coxm + cixm-.l + ... + Cm (co =F 0) 

ein in den Punkten Xl' ... , xm versehwindendes Polynom m-ten Grades, 
also naeh einem bekannten Satze der Algebra 

D(x) = Co (x - Xl) (X - x2)··· (x - x,,). 
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Da aber auch D (Xo) = 0 ist, also 

Co(Xo - Xl) (xo - x2)··· (Xo - Xn) = 0 

gilt, so folgt (da die Werte XO' Xl' ... , Xn nach Voraussetzung samtlich 
verschieden sind), daB die Konstante Co verschwindet, entgegen der 
Annahme. Damit ist die Eindeutigkeit der interpolierenden Funktion 
gesichert. 

Wir konnen im ubrigen die eindeutige Bestimmtheit des Inter­
polationspolynomes noch nach einer anderen, unmittelbar an den Be­
griff des Differentialquotienten anschlieBenden Methode beweisen, welche 
auf dem allgemeinen Satz von Rolle beruht: Wenn eine in einem I nter­
vall mit stetigen A bleitungen bis zur n-ten Ordnung versehene Funktion F (x) 
an mindestens n + I verschiedenen Stellen xO' Xl' ... , Xn des I ntervalles 
verschwindet, so gibt es im I nnern des I ntervalles sicherlich eine Stelle;, 
fur welche p<n) m = 0 ist. Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich 
einfach folgendermaBen. Denken wir uns die Zahlen xo, Xl' ... , Xn 
nach wachsender GroBe geordnet. Dann muB nach dem Mittelwertsatz 
der Differentialrechnung die erste Ableitung F'(x) im Innern eines 
jeden der n Teilintervalle (Xi'" Xi+ 1) mindestens einmal verschwin­
den. Dieselbe Betrachtung fur die Funktion F'(x) und die Inter­
valle zwischen ihren Nullstellen ergibt das Vorhandensein von 
n - I Stellen, fUr welche die zweite Ableitung F"(x) verschwindet; 
indem man so weiter schlieBt, gelangt man unmittelbar zu dem behaup­
teten Ergebnis. 

WendenwirdiesenSatzaufdieDifferenzF(x) =D(x) = rp(x)-tp(x) 
= do xn + dl xn- l + ... + dn an, welche ja nach Voraussetzung an 
n + I Stellen verschwindet, so folgt das Verschwinden der tHen Ab­
lcitung D(n) (';) an einer Stelle .; des Intervalles. Diese n-te Ableitung 
aber ist gerade n! do. Es ist also do = 0; d. h. die Differenz ist ein 
Polynom von hochstens (n - I)-tern Grade, das an unseren n + I 
Stellen verschwindet. In derselben Weise erkennen wir, indem wir auf 
dieses Polynom den Rolleschen Satz anwenden, daB d l = 0 ist, und 
so fortfahrend, daB auch aIle anderen Koeffizienten des Polynomes 
D (x) verschwinden, was die behauptete Eindeutigkeit ausdruckt. 

2. Konstruktion der Lasung. Die Steigungen einer Funktion. 
Die Newtonsche Interpolationsformel. 

Wir gehen nun an die Aufgabe, ein Polynom n-ten Grades rp (x) zu 
bilden, fiir welches die Gleichungen rp (xo) = fo' ... , rp (xn) = f n be­
stehen. Urn dieses Polynom schrittweise aufzubauen, gehen wir von der 
Konstanten fo aus, einem Polynom "O-ten Grades" <Po (x), das uberall, 
also auch fiir X = Xo den Wert fo = Ao annimmt. Zu ihm addieren wir 
ein Polynom erst en Grades, welches fUr x = Xo verschwindet, also die 
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Form A1(X - xo) besitzt, und bestimmen Al so, daB die Summe auch 
noch fiir x = Xl den richtigen Wert 11 erhaIt. Das entstehende Polynom 
ersten Grades nennen wir 9?1 (x). Weiter addieren wir zu 9?1 (x) ein Poly­
nom zweiten Grades, welches fiir x = Xo und x = Xl verschwindet, 
also die Form A2 (x - xo) (x - Xl) besitzt, dessen Hinzufiigung an diesen 
beiden Stellen also nichts mehr andert, bei dem wir jedoch den Faktor A2 
so bestimmen, daB das entstehende Polynom zweiten Grades 9?2 (x) auch 
noch fiir x = %2 den richtigen Wert 12 erhaIt, usw. Wir schreiben dem­
gemaB 

9?(x)=9?n(x)=Ao+A1(X-xo)+A2(X- XO)(x-x1)+, . +An(x-xo)'" (x- xn- 1 ) 

und, wie ich gleich hinzufiige, daher 

I (x) = 9?n (x) + Rn (x), 
wobei Rn (x) ein Rest ist, der jedenfalls an den Stellen x = Xi (i = 0, 
I, ... , n) verschwindet. Allgemein setzen wir fiir 11 < n 

I(x) = 9?)x) + R)x) , 
wo dann der Rest R,,(x) an den Stellen xO' Xl' ... , x" verschwindet. 

Urn den Koeffizienten Ai und den Rest iibersichtlich auszudriicken, 
denken wir uns zunachst aus R" den Faktor (x - xo) (x - Xl) ... (x - x,,) 
herausgezogen und schreiben demgemaB 

R" = (x - xo)(x - Xl)'" (x - x,,) I(x, x,., ... , xo) 
oder 

I (x) = 9?" (x) + (x - xo) ... (x - x,,) 1 (x, x"' ... , xo). 
Dabei ist t (x, x"' ... , Xo) ein Polynom in x, dessen Koeffizienten 
von der Lage der Stellen x .. , X"_I' ... , Xo und den Funktionswerten 
I(x .. ), ... , I(xo) abhangen. Es ist zunachst lediglich indirekt durch die 
obige Gleichung definiert; wir werden es jedoch gleich direkt berechnen. 

Zunachst beachten wir, daB fiir 11 < n nach Definition 

I(x) = IP,,(x) + A,,+l(X - xo)··· (x - x,,) + ... 
ist, wo die letzten Punkte Glieder bezeichnen, welche fiir x = Xi (i = 0, 
I, ... , 11 + I) verschwinden. Set zen wir also x = x,,+l ein, so erhaIten 
wir durch Vergleichen mit der obigen Definitionsgleichung 

A"+1 = l(x,,+l' x"' ... , xo)· 
Man erkennt somit, daB allgemein die Gleichungen 

Ao=1 (xo), Al =1(x1 , xo), A2 = 1 (X2, Xl' xo), ... , An =1 (xn, xn- 1' ... , Xo) 
bestehen. Die Lasung un serer Interpolationsaufgabe wird also durch 
die folgende nach Newton genannte Interpoiationsformel gegeben: 

9?n(x)=/(xo)+/(x1 , xo) (x--xo) + ... +/(xn, ... , xo) (x-Xo) (X-Xl)'" (X-Xn _ 1 )· 

Urn nun die Koeffizienten A" sukzessive zu berechnen, schreiben 
wir einerseits 

t(X)=9?" -1 (x) +1 (x"' X,,_1' ... , xo) (x- xo) ... (X-X,,_I) + 1 (x, x"' ... , xo) (x-xo) .. · (x-x .. ), 
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andererseits 

I(x) = rrv_1(X) + I(x, Xv_1' ... , xo)(x-xo)'" (x - XV _ 1) 

und erhalten durch Vergleichung sofort 

I(x, xv' ... , xo) = ;-=~{/(x, X"_1' ... , xo) -/(xv' xv_1' ... , xo)}. 
I' 

Somit ergibt sich fur un sere Koeffizienten, die sog. Steigungen dey 
Funktion 1 (x) fiir die SteIIen xo,"" Xn ' das folgende System von 
Rekursionsformeln: 

erste Steigung 

zweite Steigung 

dritte Steigung 

IJ~n: __ X'C~~xn~3"'" xo) -llxn-:-l' Xn-2-'-~~.:...:...~i!l.=/(x X x) n-te 
n' n-1"'" 0 St . Xn - Xn-l elgung 

Die Steigungen besitzen eine wichtige Eigenschaft: Die n-te Steigung 
1 (xn, ... , xo) andert sich nicht, wenn man die Argumente xo, ... , Xn 
irgendwie untereinander vertauscht. Oder, wie man auch sagt, die n-te 
Steigung ist ein symmetrischer A usdruck in ihren n + 1 Indizes. Der 
Beweis hierfur ergibt sich so fort aus unserem in Nr. 1 bewiesenen 
Eindeutigkeitssatz. Denn der Ausdruck I(xn , •.. , xo) erscheint aIs 
der Koeffizient der hOchsten Potenz xn in unserem Interpolations­
polynom, und dieses Interpolationspolynom, also auch sein hOchster 
Koeffizient, bleibt nach dem Eindcutigkeitssatz immer dasselbe, gleich­
giiltig, in welcher Reihenfolge man die Stellen xO' Xl> ••• , Xn hinschreibt. 

Urn die Steigungen ubersichtIich explizit auszudrucken, beach ten 
wir, daB die 'V-te Steigung offenbar eine lineare Kombination der Funk­
tionswerte 10' 11' ... , Iv ist und daB insbesondere 

I(xn,xn-l,···,xo) =CO/O+CI/I + ... +cnln 

gelten muB, wo die Koeffizienten Ci nur noch von den Stellen xo, Xl' ... , 
Xn , aber nicht von den 10' ... , In abhangen; wegen der Symmetrie 
muB sich Ci mit Ck vertauschen, wenn man Xi mit Xk vertauscht. Nun 
ist, wenn wir die Interpolationsformel fur X = Xn anwenden, 

In=Ao+ ... +A n_1 (xn-xO)'" (xn-xn_2) +/(xn, Xn- I' .. ·, xo) (xn-xo) ... (xn-xn_1 )· 

Beachten wir, daB in den Koeffizienten A 0' ... , An -1 die GroBe In 
nirgends auftritt, so folgt hieraus 

I(xn , ... , xo) = (" ____ ) 1,,( ) + .... x,.-Xo ... X,.-X"-l 
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wo die Punkte Glieder bedeuten, in denen In nicht vorkommt. Also ist 
1 - = (Xn - Xo) ... (Xn - X n - 1), und wir haben somit wegen der 

e .. 
Symmetrie in 

I(x x ) = _. In __ + ... + _ Io_ 
n"'" 0 (x,,-XO)'··(X .. -X .. _ 1) (XO-x1)",(xo-x .. ) 

den gesuchten expliziten Ausdruck fiir die n-te Steigung gefunden. 
Ein einfacher Spezialfall der Newtonschen Forme! ergibt sich, wenn 

die Punkte xo' •... , Xn aquidistant liegen, d.h. wenn 

X,,=xo+yh, y=O,l, ..• ,n, 
ist. Dann sind die Steigungen bis auf konstante Faktoren die Diffe­

renzenquotienten ~:! der Funktion l(x).I) Es ist namlich, wenn man 

die Symmetrie der Steigungen beachtet, nach der Formel auf S.271 

I(x x) = k:=J2. = ,11/0 
l' 0 hit' 

I ( . ) - I ( ) - [(X2_' Xl) ~Lixo, Xl) _ LIllI - .1 110 _ ~:!2 ~ 
x 2 , Xl' Xo - x 2 , Xo ' Xl - X2 _ Xo - 2! 1t2 - 21 h2 , 

I(x .. , -!:"::l' ___ ' ___ .'..x1) - l(xn _ 1, X .. _ 2 , "" xo) 

Lln- 1 / 1 - Lln-l 10 
n:-hTn-=-i)! .kn --1 

n·1t 

Lln 10 
n!.h n • 

Setzen wir, indem wir statt x durch die Gleichung x - Xo = th eine 
neue Variable t einfiihren, zur Abkiirzung wie frillier 

( I) = ~-1) ... (I - v + 1) 
v vI 

(allgemeine Binomialkoellizienten), so nimmt unser Interpolationspoly­
nom die einfache Gestalt 

q;(x) = q;n(x) = 10 + U) L1~/o h + (~) LI:~h2 + ... + (~) LI;:o hn 

an. 

3. Zusammenhang zwischen Steigungen und Ableitungen. 
Restabschatzungen. 

Bisher war es fiir un sere Uberlegungen im Grunde gleichgilltig, 
wie die Werte 10,/1' ... , In gegeben waren. Sind diese Werte z. B. 

1) Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten lliBt sich die v-te Differenz LIvia fol· 
gendermaBcn schreiben: 

Llvlo = I" - (n 1"-1 + (;) 1,,-1- + ... + (-1)"/0' 

wie man leicht durch SchluB von v auf v + 1 beweist. 
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durch physikalische Messungen gewonnen, so wird durch die Kon­
struktion des Polynomes g; (x) un sere Interpolationsaufgabe vol1ig ge16st 
sein; wir hahen dann in g; (x) cine moglichst einfache Funktion, weIche 
an den vorgegebenen Ste1len die vorgegebenen Werte annimmt. 1st 
jedoch von vornherein die Funktion I (x) gegeben, so entsteht ein neues 
Problem, namlich das Problem, die Differenz R(x) = I (x) - g;(x), den 
"Fehler" bei der Interpolation, abzuschatzen. Zunachst wissen wir 
nur, daB die n + I Werte R (xo), R (Xl), ... , R (Xn) samtlich ver­
schwinden. Urn mehr aussagen zu k6nnen, mussen wir von der Funk­
tion I (X) und damit von R (X) weitere Voraussetzungen machen. Wir 
nehmen an, daJ3 I (X) in dem betrachteten Interva1le stetige Ableitungen 
bis mindestens zur (It + I)-ten Ordnung besitzt. 

Unter dieser Voraussetzung beweisen wir zunachst einen auch an 
sich wichtigen Hilfssatz uber den Zusammenhang zwischen Steigungen 
und A bleitungen: Es ist 

I(xo' ... , xn) = :! I(n)(~), 
wo ~ einen Zwischen wert zwischen dem gr6Bten und dem kleinsten 
unter den Werten Xv bedeutet. Nach dem in Nr. I bewiesenen Satz von 
Rolle gibt es namlich einen solchen Zwischenwert ~, fUr welch en 

R(n) (~) = I(n) (~) - g;(n) (~) = O. 

Nun ist die n-te Ableitung des Polynomes g; (x) gerade gleich 
n! I (xo.·· ., xn ); es ergibt sich daher sofort I(n)(~) - n! I (xo' ... , xn) = O. 

Der gefundene Zusammenhang zeigt uns sofort weiter: Wenn alle 
n + I Stellen xo, ... , X ll in eine Stelle a zusammenriicken, so strebt die 
durch I (xo' ... , xn ) definierte Steigung gegcn den durch n! dividicrtcn 
n-ten Differcntialquoticlltcn im Punktc a. und insbesondcre strebt der 
1t-te Dillerenzenquotient gegen den n-ten Dillercntialquoticnten. 

Mit Hilfe des gewonnenen Resultates erhalten wir nunmehr sehr 
leicht auch cine Restabschatzung fUr den bei der Interpolation einer 
bcliebigen Funktion I (x) begangenen Fehler R (x). Da dieser Rest an 
den Stellen X~, Xl' ... , x 1, verschwindet, so lag es nahe, ihn in der 
Form 

R (x) = A (x - xo) (x - Xl) ... (X - xn ) 

zu schreiben; die Aufmerksamkeit ist nunmehr auf die Bestimmung 
des von den GroDen x und xo, Xl' ... , Xn abhangenden Koeffizienten A 
zu richten. Die Betrachtungen von Nr. 2 ergaben fUr A den Ausdruck 

A=/(x, xn , xn- 1 ' ••• , xo). 

Der KoeffIzient A ist also cine Steigung fUr die n + 2 Argumente 
x, xO' Xl' ... , Xn . Da wir voraussetzen, daB un sere Funktion I (x) 
stetige Ableitungen bis mindestens zur (n + I)-ten Ordnung besitzt, so 
ergibt sich nunmehr nach unserem gefundenen Satz uber den Zusammen-

Courant, Diffcrcntialrechnung. I. 2. Aufl. 18 
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hang zwischen der Steigung und dem Differentialquotienten die Rcst­
darstellung 

A = __ I __ /(n+l) (;) 
(n + I)! ' 

R( ) = (X-Xo) (X-XI) ... (x-x")/(n+l) (I:) 
X (n + 1)1 ~ , 

wo ; einen im iibrigen nicht naher festzulegenden Zwischenwert zwischen 
der gr6Bten und der kleinsten der Stellen x, XO' Xl' ... , Xn bedeutet. 

Damit ist das allgemeine Problem der Interpolation einer gegebenen 
Funktion vollstandig ge16st. Zugleich erkennen wir, daB un sere Inter­
polationsformel, wenn aIle Stellen XO' Xl"'" Xn aquidistant in eine und 
dieselbe Stelle, etwa in den Nullpunkt hineinriicken, Glied fiir Glied in 
die Taylorsche Formel mit der Lagrangeschen Form des Restgliedes iiber­
geht. Die Taylorsche Formel ist also als ein Grenzlall der Newtonschen 
I nterpolationslormel anzusehen. 

Durch diese Formel erhaIt die in der Geometrie iibliche Sprechweise 
einen prazisen Sinn: Die Schmiegungsparabel, welche eine gegebene 
Kurve in einem Punkte von der n-ten Ordnung beriihrt, hat in diesem 
Punkte n + 1 "zusammenlallende" Schnittpunkte mit der gegebenen 
Kurve gemeinsam. Wir erhalten namlich diese Schmiegungsparabel 
ohne weiteres, indem wir die Parabel zunachst durch n + 1 verschie­
dene Punkte legen und diese Punkte dann alle zusammenriicken lassen. 
Ganz Ahnliches gilt bei der Oskulation beliebiger Kurven. Z. B. ist der 
Krummungskreis gerade derjenige Kreis, welcher mit einer gegebenen 
Kurve drei zusammenjallende Schnittpunkte besitzt. 

Man wird die Interpolationsformeln stets dann anzuwenden haben, 
wenn man eine Funktion, dcren Werte man in gewissen Stellen kennt, 
in dem Zwischengebiete dieser Stellen mit einigermaBen iiberall gleich 
guter Annaherung darstellen will. Wenn die Stelle x auBerhalb des 
Zwischengebietes der Stellen XO' Xl"'" Xn liegt, so spricht man von 
einer Extrapolation. Man wird bei einer solchen Extrapolation urn so 
weniger auf gute Dbereinstimmung rechnen k6nnen, je weiter sich die 
Stelle X von dem Zwischengebiet entfernt. Bei der Taylorschen Formel 
haben wir es gewissermaBen mit einer vollstandigen Extrapolation zu 
tun, und dies ist der Grund dafiir, daB die Taylorsche Formel tatsachlich 
haufig nur zu einer Darstellung der Funktion in der unmittelbaren 
Umgebung einer Stelle geeignet ist. 

4. Die Interpolationsformel von Lagrange. 
Zum SchluB mochte ich die Interpolationsformel noch in eine 

etwas andere Gestalt bringen, die gewohnlich nach Lagrange bezeichnet 
wird und welche sich von der Newtonschen Interpolationsformel nur 
dadurch unterscheidet, daB die einzelnen Glieder nicht nach den Diffe­
renzenprodukten, sondern nach den Funktionswerten I .. selbst geordnet 
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sind. Wir gdangen zu dieser umgeformten Interpolationsformel, wenn 
wir von unserem expliziten Ausdruck fur die Steigung ausgehen: 

f (xo) f (Xl) 
I (xo, Xl' ... , Xn) = (Xo ~ Xl) . ''-(Xo '=-Xn) + (;;~ Xo)Tx;:=-x2f-:-· (x1- --.:. x~j 

+ ... + .j(xn ) _ _ _ 
(Xn - Xo)··· (xn - Xn-l) 

Wenden wir diese Darstellung auf die Steigung I(x, Xo, Xl' ... , xn) 
mit einer veranderlichen Stelle X an, so erhalten wir 

f (x) f (xo) 
I (x, xo' ... , xn) = (x _ xo) ... (x=' xn) + (xo - X)(Xo -Xl) .. . (xo -.: Xn) 

f (Xn) 
+ ... + (xn--;')(xn'~xo~" (Xn -=X~=l) 

Zur Abkurzung fiihren wir nun den Ausdruck 

ein; er ist eine zugleich mit den Stellen Xv gegebene ganze rationale 
Funktion (n + I)-ten Grades. Differenzieren wir nach der Produkt­
regel und set zen dann fiir X einen der Werte xO' ••• , xn ein, so erhalten 
wir die Beziehungen 

1p'(xo) = (xo - Xl) (xo - x2) ••• (xo - xn), 

1p'(xvl = (Xv - xo) .. , (Xv - xv_J (Xv -xv+ 1) ••• (Xv - xn) (1 ~ v ~ n -1), 

1p'(xn) = (xn - xo) (xn - Xl) ... (xn - xn- l )· 

Nunmehr konnen wir un sere obige Darstellungsformcl fur I (x, xo, ... , xn) 
nach I (x) auflosen und gewinnen sofort 

{ I (xo) I (x}) I(xn) } 
j (x) = 1p (x) (x -xo) lP'(xo) + (x'-x}) ;P'(x;) + ... + (x _ xJtj'-(x-:) + R, 

wo das Restglied 

R = 1p (x) I (x, xo, Xl' ... , Xn) 

dasse!be wie in der Newtonschen Forme! ist. Diese Formcl ist die 
Interpolationsjormel von Lagrange. Sie stellt uns bis auf das Restglied R 
die Funktion j (x) als eine lineare Kombination der Funktionswerte 
I (xo), I (Xl)' ... dar, mit Koeffizienten, die wir aus der Kenntnis der 
Stellen xO' Xl' ... , X" sofort berechnen konnen. 

Zu dieser lagrangeschen Darstellung des n-ten Interpolations­
polynomes konnen wir auch ohnc den Umweg uber die Newtonsche 
Formel, sogar leichter, gelangen. Wir brauchen nur von der Bemerkung 

auszugehen, daB ( lPJ)X),( -). ein Polynom n-ten Grades ist, welches 
x - Xv lP Xv 

im Punkte X = Xv den Wert I, in den ubrigen vorgegebenen Punkten Xi 

dagegen den Wert Null annimmt. Dann ist so fort klar, daJ3 der obigc 
Ausdruck das gewiinschte Interpolationspolynom darstellt. 

18* 
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Siebentes Kapitel. 

Exkurs tiber numerische Methoden. 
Vorbemerkungen. 

Wer die Analysis als Instrument zur Behandlung physikalischer 
oder technischer Erscheinungen verwenden solI, steht vor der Frage, 
ob und wie sich aus den theoretischen Einsichten praktische Hilfsmittel 
zur wirklichen numerischen AusfUhrung der Rechnungen ergeben. 
Aber diese Frage besitzt auch vom Standpunkt des Theoretikers, der 
nicht die Natur beherrschen, sondern Zusammenhange erkennen 
will, ein kaum geringeres Interesse. Hinsichtlich einer systematischen 
Behandlung numerischer Methoden muB ich auf spezielle Darstellungen 
verweisen l ). Hier kann ich nur nebeneinander einige besonders wichtige 
mehr oder weniger un mittel bar an das Vorangehende ankniipfende 
Punkte behandeln. Dabei hebe ich grundsatzlich hervor, daB jede 
genaherte Berechnung erst dann einen prazisen Sinn besitzt, wenn sie 
durch eine Abschatzung des begangenen Fehlers erganzt wird, wenn 
man also bei ihr eine Sicherheit fUr den Grad der erreichten Genauig­
keit gewonnen hat. 

§ 1. Numerische Integration. 

Wir haben gesehen, daB sich schon verhaltnismaBig einfache Funk­
tionen nicht mehr mit Hilfe der elementaren Funktionen integrieren 
lassen und daB das Bestreben der Integralrechnung nicht auf ein 
solches prinzipiell unerreichbares Ziel gerichtet sein kann. Anderer­
seits ex i s tie r t doch das bestimmte Integral einer stetigen Funktion, 
und es ergibt sich daher die Aufgabe, Methoden zu seiner numerischen 
Berechnung zu finden. Die einfachsten und nachstliegenden dieser 
Methoden will ich hier an Hand der geometrischen Anschauung be­
sprechen und dann auf die Fehlerabschatzung eingehen. 

b 

Es handelt sich urn die Berechnung des Integrales J = J I (x) dx, 
a 

wobei a < b sei. Wir den ken uns das Integrationsintervall in n gleiche 

Teile von der Lange h = ~ -~ eingeteilt und bezeichnen die Teilpunkte 
n 

mit Xo = a, Xl = a + h, ... , Xn = b, die Funktionswerte in den Teil­
punkten mit 10' 11, ... , In und entsprechend auch die Funktionswerte 
in den Mittelpunkten der Intervalle mit he, h,.", je.-l. 

2 2 2 

1) Vgl. etwa Runge-Konig, Vorlesungen tiber numerisches Rechnen, Berlin 
1924, und Whittaker-Robinson, The Calculus of Observations, London 1926. 
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Unser Integral deuten wir als Flacheninhalt und zerschneiden 
das Flachenstiick nach der iiblichen Art in Streifen der Breite h. Es 
kommt jetzt nur noch darauf an, fiir jeden solchen Streifeninhalt eine 
Annaherung zu erhalten, d. h. die Integrale 

x,,+h 

I,,= JI(x) dx 
x. 

angenahert zu berechnen. 

1. Rechtecksregel. 

Die roheste und nachstliegende Methode zur angenaherten Berech­
nung von I kniipft unmittelbar an die Integraldefinition an; wir ersetzen 
namlich einfach den Inhalt des Streifens I" durch den Rechtecks­
inhalt I" It, und erhalten dann fUr das Integral I die angenaherte Dar­
steHung 1) 

2. Trapezformel und Tangentenformel. 

Eine feinere Annaherung bei demselben Aufwand an Rechnung 
erhalten wir, wenn wir den Streifeninhalt Iv nicht durch den obigen 
Rechtecksinhalt, sondern durch das in Figur 100 gezeichnete Trapez mit 

dem Flacheninhalt ! (/,. + 1"+1) It, ersetzen. Fiir das ganze Integral 

ergibt sich dann die angenaherte Darstellung (Trape:!.formel) 
h 

I:=::! It, (/1 + 12 + ... + In-I) + 2 (/0 + In), 

da bei Addition der Trapezinhalte jeder Funktionswert auBer dem ersten 
und letzten zweimal vor­
kommt. 

N och etwas besser wird 
die Annaherung im aHge­
meinen, wenn wir nicht 
das von der Sehne A B 
begrenzte Trapez als An­
naherung des Streifenin­
halts I v wahlen, sondern 
dasjenige Trapez, welches 
von der Tang-cntc an die 
Kurve im Punkte mit drr 

Abszisse x = x +~. be-
" 2 

grenzt wird. Der Inhalt 

y 

O~--~,---+~~--~--~--~~~h-~-r--~ 

Io Xn-1 Xn 

Fig. 100. Trapezformel. 

dieses Trapezes ist einfach It, I,,+t, und 

1) Das Zeichen "" bedeutet hier und im folgenden: "angenahert gleich". 
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wir erhalten also fiir das gesamte Integral die Annaherung 

J t;:::j h (I!. + 1 ~ + . . . + l2_"--:J) , 
2 2 2 

die T angentenlormel. 

3. Die Simpsonsche Regel. 

Zu einer im allgemeinen noch sehr viel genaueren numerischen 
Berechnung bei kaum gr6/3erer Miihe gelangen wir durch die Simpson­

y 
sche Regel. Diese beruht 
darauf, da/3 man den Inhalt 
J" + Jv+1 eines Doppelstrei­
fens zwischen den Abszissen 
x = x,. und x = Xv + 2 h 
= X,,+2 berechnet, indem 
man ihn nach oben zu 
nicht mehr geradlinig, son­
dem durch eine Parabel be­

oL..---'x,Lv---X-=-yL,_, --X-::l"L,Z------::x;.. grenzt; und zwar durch 
Fig.l01. Simpsonsche Regel. 

mit den Abszissen x"' x,,+1 = Xv + h, 
Fig. 101). Die Gleichung dieser Parabel 
Interpolationsformel, S. 272) 

diejenige Parabel, welche 
durch die drei Kurvenpunkte 
xv+2 = Xv + 2h geht (vgl. 
ist (nach der Newtonschen 

Integrieren wir diese ganze Funktion zweiten Grades zwischen den 
Grenzen x" und Xv + 2h, so ergibt sich nach kurzer Rechnung als 
Flacheninhalt unterhalb des Parabelstiickes der Ausdruck 

Dieser stellt also die gesuchte Annaherung an unseren Streifeninhalt 

J,. + J"+1 dar. 
Setzen wir nun voraus, da/3 n = 2m, d. h. eine gerade Zahl ist, so 

erhalten wir durch Addition solcher Streifeninhalte fiir das ganze 
Intervall die Simpsonsche Naherungsdarstellung 

4h 2h h 
J t;:::j '3 (f 1 + 13 + ... + 12 m -1) + '3 (f 2 + 14 + ... + 12 m - 2) + 3" (f 0 + 12 m) . 
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4. Beispiele. 
2 

Wir wollen diese Methoden anwenden, urn log 2 = fdxX zu be­
l 

rechnen. Zerlegen wir das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiche Teile, 

so wird h = 1~' und wir erhalten zunachst nach der Trapezformel 

Xl = 1,1 
x2 = 1,2 
X3 = 1,3 
X~ = 1,4 
x:; = 1,5 
X6 = 1,6 
X 7 = 1,7 
Xs = 1,8 
X9 = 1,9 

Xo = 1,0 
x10 = 2,0 

It = 0,90909 
12 = 0,83333 
13 = 0,76923 
14 = 0,71429 
15 = 0,66667 
16 = 0,625 
17 = 0,58824 
Is = 0,55556 
19 = 0,52632 

Summe 6,18773 

Vo = 0,5 
VlO = 0,25 

I 
6,93773'10 

log 2 ~ 0,69377 

Dieser Wert ist zu groB, wie es auch der Urnstand erwarten lieB, daB 
die Kurve der x-Achse ihre konvexe Seite zuwendet. 

Nach der Tangentenregel folgt 

Xo + th = 1,05 

Xl + th = 1,15 

x2 + th = 1,25 

X3 + th = 1,35 

X 4 + th = 1,45 

X5 + th = 1,55 

X6 + th = 1,65 

x7 + th = 1,75 

Xs + th = 1,85 

X9 + th = 1,95 

11 = 0,95238 
2 

la = 0,86957 
2 

t" = 0,8 
2 

I? = 0,74074 

I!· = 0,68966 
2 

111 = 0,64516 

1:3 = 0,60606 

I:~= 0,57143 
2 

117 = 0,54054 
2 

119 = 0,51282 

1 
6,92836'10 

log 2 ~ 0,69284 

Wegen der Konvexitat der Kurve ist dieser Wert zu klein. 
Das genaueste Resultat erzielen wir bei der gleichen Intervall­

einteilung verrnoge der Sirnpsonschen Regel. Wir erhalten: 
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Xl = 1,1 
X3 = 1,3 
Xs = 1,5 
x7 = 1,7 
Xo = 1,9 

11 = 0,90909 
13 = 0,76923 
15 = 0,66667 
17 = 0,58824 
10 = 0,52632 

Summe 3,45955.4 

13,83820 

X2 = 1,2 
x4 = 1,4 
Xs = 1,6 
Xs = 1,8 

Xo = 1,0 
XIO = 2,0 

Es ist tatsachlich 

log 2 = 0,693147 .... 

5. Fehlerabschatzung. 

12 = 0,83333 
14 = 0,71429 
Is = 0,625 
Is = 0,55556 

Summe 2,72818.2 

5,45636 
13,83820 

10 = 1,0 
110 = 0,5 

1 
20,79456'30 

log 2 ~ 0,69315 

In allen unseren Beispielen von Integrationsmethoden ist es leicht, 
eine Fehlerabschatzung zu geben, wenn die Ableitungen der Funktion 
j(x) in ihrem Verlauf bekannt sind. Wir verstehen unter MI , M2, ••• 

obere Schranken fiir den absoluten Betrag der ersten bzw. zweiten 
Ableitung usw.; d. h. wir nehmen an, daB in dem ganzen Inter­
valli r) (x) I < Mv gilt. Dann lauten die Abschatzungsforineln folgender­
maBen: 

Fiir die Rechtecksregel 

1 
IJ~-hj~1 < 2MIh2 oder 

Fiir die Tangentenregel 

I J~ - hj .. +t 1< ~2 h3 oder 

Fiir die Trapezregel 

IJ~- ~ (f~+j~+I)I<~2h3. 
Fiir die Simpsonsche Regel 

I J~ + J~+1 - ~ (f~ + 4j~+1 + j~+'J) I < :04 h5 • 

Aus den beiden letzten Abschatzungen folgen noch soIche fiir das 
gesamte Integral J. Wir sehen, daB die Simpsonsche Regel einen in h 
von viel hOherer Ordnung kleinen Fehler gibt als die andern Regeln, 
so daB sie, falls nur nicht M4 zu groB wird, fiir die wirkliche Rechnung 
sehr vorteilhaft erscheint. 

Urn den Leser nicht mit der Durchfiihrung der an sich sehr einfachen 
Beweise fiir unsere Abschatzungen zu ermiiden, begniige ich mich mit 
dem Beweis fiir den Fall der Tangentenformel. Zu diesem Zwecke ent-
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wickeln wir die Funktion j(x) im (v + I)-ten Streifen nach der Taylor­
schen Formel: 

I(x) =Iv+l+ (x-xv-+)I'(xv+ ~) + ! (x-xv- ~rl"(;), 
wo ; ein gewisser Zwischenwert in dem Streifen ist. Integrieren wir die 
rechte Seite tiber das Intervall Xv < X < Xv + h, so gibt das Integral 
des mittleren Gliedes Null. Da, wie man leicht nachrechnet, 

Xv+/o 
~S(x - x _ !:.)2dx = h3 

2 v 2 24 

ist, so folgt nunmehr sofort 

'v 

d. h. unsere Behauptung. 

§ 2. Anwendungen des Mittelwertsatzes und des 
Taylorschen Satzes. 

1. Die "Fehlerrechnung". 

In ganz anderer Richtung liegen die numerischen Anwendungen. 
die man von dem Mittelwertsatz oder allgemeiner dem Taylorschen Satz 
mit dem Restgliede oder schlieBlich auch von der unendlichen Taylor­
schen Reihe macht. Ich betrachte zunachst als ganz einfaches, aber flir 
die Praxis recht wichtiges Beispiel die Fehlerrechnung. Diese beruht 
auf dem -,flir die ganze Differentialrechnung grundlegenden - Ge­
danken, daB wir cine hinreichend oft differenzierbare Funktion f (x) 
in dcr Umgebung einer Stelle durch eine linearc Funktion bis auf cinen 
F ehler von kleinerer als erster Ordnung oder durch eine quadratische Funk­
tion bis auf einen Fehler von kleinerer als zweiter Ordnung ersctzen 
k6nnen usw. Betrachten wir die linean~ Annahcrung fiir cine Funk­
tion y = f(x). 1st Y + Lly = f(x + L1 x) = I(x + h). so haben wir 
nach der Taylorschen Formel 

Ll y = h /,(x) + ~2 j"(;) , 
wo ~ = x + {)h (0 < {) < 1) ein Zwischenwert ist, den wir nicht naher 
zu kennen branchen. 1st h = A x pinp k1pinp Grol3p, so erhalten wir 
als praktische Naherung 

Lly~/'(x)h. 

Mit anderen Worten: Man ersetzt den Differenzenquotienten angenahert 
durch den Differentialquotientcn, die Differenz angenahert durch ihren 
in h linearen Anteil. 
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Man wendet diese fast selbstverstandliche Betrachtung praktisch 
folgendermaBen an. Es seien zwei physikalische GroBen x und y durch 
eine Beziehung y = 1 (x) miteinander verkniipft. Dann ist die Frage, 
welchen EinfluB eine Ungenauigkeit in der Messung von x auf die Be­
stimmung von y hat. Beobachtet man statt des "wahren" Wertes x 
den ungenauen Wert x + h, so wird der entsprechende y-Wert sich von 
dem wahren Wert y = 1 (x) urn Lly = I(x + h) -/(x) unterscheiden. 
Der Fehler wird also angenahert durch die obigen Beziehungen gegeben. 

Am best en verstehen wir die Verwendung dieser Dinge an Hand 
einiger Beispiele. 

1. Beispiel: Tangentenbussole. Bei einer Tangentenbussole 
handelt es sich urn die Funktion y = c·tg a, wobei a der Ablenkungs­
winkel der MagnetnadeI, c eine Apparatkonstante und y = ] die Strom­
starke ist. Es ergibt sich 

dy c 
d ex = cos! ex 

und daher LI y ~ ---;- A a. Die prozentuale Genauigkeit der Messung 
cos ex 

wird durch 

lOOAy ~~cA~ =~Lla 
y c • cost ex • tg ex sin 2 ex 

gegeben. Man erkennt hieraus, daB die prozentuale Genauigkeit mog­
lichst groB wird, d. h. daB einem Fehler der Winkelmessung ein pro­
zentua! moglichst kleiner Fehler der Stromstarkebestimmung entspricht, 

wenn der Winkel a gleich ~, d. h. gleich 45° wird. 

Beispielsweise sei es moglich, die Tangentenbussole auf halbe Grade 
1 

abzulesen; dann ist im BogenmaB gemessen ILlal < 2"0,01745 ... , 

und die prozerituale Genauigkeit wird 1.7245 . Wird etwa der Winkel 
SIn ex 

a = 30° abgelesen, wobei sin 2 a = ! fa = ! " 1,73205 . .. wird, so 

ergibt sich eine prozentuale Genauigkeit von 2 ~: ~:~, d. h. etwa von 2%. 

2. Beispiel. In einem 
Dreieck ABC (vgl. Fi­
gur 102) seien die Seiten b 
und c genau gemessen, 
wahrend der Winkel a=x 
nur innerhalb einer Feh-

L-__ -L. ___ ~--------"'-C' lergrenze I A x I < ~ ge-
A C 

nau gemessen werden 
kann. In welchen Fehler-

Fig. 102. 

grenzen bewegt sich der Wert von y = a = fb2+ c2 - 2b c cos a ? 
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Es wird 

L1 a ~ ~ be sin 1XL11X; 
a 

d' I G . k 't' tal 100L1a 100bc. L1 N h 1e prozentua e enaUlg e1 1S so ~a - ~ -a-2 - sm IX IX. e men 

wir als Zahlenbeispiel b = 400 m, e = 500 m und IX = 60°, so ergibt 
sich naeh dem Kosinussatze y = a = 458,2576 m und we iter 

200000 1,/9 
L1 a ~ 458:2576·2" y3 L11X; 

bei zehn Bogensekunden Genauigkeit der Messung, d. h. bei L11X = lO" 
= 4848· lO - 8 im BogenmaJ3 ergibt sieh 

L1a ~ 1,83 em, 

d. h. eine Genauigkeit von etwa 0,004 %. 
Wollen wir die Genauigkeit weitertreiben, so brauehen wir nur 

statt der Annaherung dureh lineare Funktionen naeh dem Taylorsehen 
Satz dureh ein Polynom zweiten oder hoheren Grades anzunahern und 
erhalten dadureh ohne weiteres Korrektionen hoherer Ordnung und 
Fehlerabsehatzungen, wie der Leser selbst des Naheren durehdenken mag. 

2. Berechnung von :c. 
. nIl 1 

Die Leibnizsehe Re1he 4" = 1 - 3 + 5 -7 + - .. " welche Wlr 

(seehstes Kapitel, § 1, Nr. 2) aus der Entwieklung des Areustangens 
erhalten hatten, ist zur Bereehnung von n wegen ihrer langsamen 
Konvergenz ungeeignet. Man kann jedoeh dureh folgenden Kunst­
griff zu einer verhaItnismaJ3ig miihelosen Bereehnung von n ge-

langen. Aus dem Additionsgesetz des Tangens tg (IX + (3) = It~cx.t: cx.t;:fJ 
folgt dureh Obergang zu den Umkehrfunktionen IX = arc tg u, f3 = arc tg v 
die Formel 

u -t v 
arc tg 1~ + arc tg v = arc tg 1 _ u~; . 

Wahlt man nun U und v so, daJ3 111 + v = 1 wird, so erhalt man reehts 
- uv 

den Wert : und kann, wenn u und v kleine Zahlen werden, die linke 

Seite mit Hilfe der uns bekannten Reihenentwieklung leieht bereehnen. 

Setzt man z. B. mit Euler 1~ = ! ' v = ! ' so erhalt man 

~ 1 1 
4 = arc tg 2" + arc tg 3 . 

1 1 -+-
Indem man weiter die Gleiehung ~ - 2 beaehtet, ergibt sieh 

1--
21 
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111 
arc tg -~f = arc tg 3 + arc tg '1 J also 

11: 1 1 
4" = 2 arc tg 3 + arc tg '1 ' 

eine Formel, mit welcher Vega die Zahl 11: auf 140 Stellen genau be­
rechnet hat, 

1 1 -+-
, H'lf d GI' h 5 8 1 hI' , MIt leer elc ung --1- = 3 er a ten wlr welter 

1- 40 

III 
arctg 3 = arc tg'5 + arc tgg 

oder 
11: '1 1 1 
4" = 2 arc tg '5 + arc tg '1 + 2 arc tg g' 

Diese Darstellung ist auBerordentlich geeignet zur Berechnung von 11: 

mit Hilfe der Reihe arc tg x = x - ; + ~5 - + ' . '; denn wenn wir 

fUr x den Wert !, ~ oder ! einsetzen, erhalten wir schon mit wenigen 

Gliedern eine groBe Genauigkeit, da die Glieder sehr rasch abnehmen. 
Man kann aber die Rechnung noch bequemer gestalten, wenn man 
von der Formel 

11: 120 1 1 1 
4" = arc tg 119 - arc tg 239 = 4 arc tg '5 - arc tg 239 

ausgeht, zu der man durch ahnliche Betrachtungen wie oben gelangt, 

3. Berechnung der Logarithmen. 
Zur numerischen Berechnung der Logarithmen formt man zweck-

.. B' d' I 'h' h R 'h 1 I 1 + X x3 
X

S + (I I 1) rna 19 Ie ogant mIse e el e 2 og I-=-x = x + 3 + '5 . , , x < 
fUr 0 < x < 1 durch die Substitution 

1 
x = 2pL':' i 

urn in die Reihe 

1 1 1 1 
log P = 2 log (p - 1) + 2 log (p + 1) + 2P2-~ 1 + 3" (2 pC"'-1)1i + ... J 

wo dann 2p2 - 1 > 1, d, h, p2 > 1 ist, Diese letztere Reihe erlaubt 
uns, wenn peine ganze Zahl ist und p + 1 sich in kleinere ganze 
Faktoren zerIegen laBt, den Logarithmus von p durch Logarithmen 
kleinerer Zahlen und eine Reihe darzusteIlen, deren Glieder sehr rasch 
abnehmen, die sich also mit wenigen Gliedern schon genau genug 
berechnen laBt, Wir konncn daher aus dieser Rcihe sukzessive die 
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Logarithmen aller Primzahlen und somit aller Zahlen berechnen, 
wenn wir nur schon den Wert fiir log 2 zuvor berechnet haben. 

Was die Genauigkeitsbestimmung bei unseren Reihen anbetrifft, 
so wird man zweckmaf3igerwcise nicht auf die allgemeine Restformel 
zuriickgreifen, sondern viclmehr besser mit Hilfe der geometrischen 
Reihe abschatzen. Fur den Rest Rn der Reihe, d. h. dic Summe der 

Glieder, die auf das Glied 11~(2p:-~1)n folgen, ergibt sich 

1 - 1 1 ] 
Rn < (n+2Y(2p2 -=-i)n+2l1 + (2-P2 - 1)2 + (2p2 - 1)' + ... 

1 1 
(il~-+~-2j (2 p2_T)n . ~(2 p2- _I)2 - 1 ' 

und diese Formel gibt uns sofort eine Fehlerabschatzung der gewunschten 
Art. Wir berechnen z. B. log 7, indem wir die erst en vier Glieder der 
Reihe benutzcn. Wir finden 

p = 7, 2 p2 - 1 = 97, 
1 1 1 

log 7 = 2 log 2 + 2" log 3 + 97 + 3.973 + ... ; 
1 1 

97 ~ 0,01030928, 3.973 I=/::j 0,00000037, 

I 
210g2 ~ 1,38629436, 2" log 3 ~ 0,54930614, 

also 
log 7 ~ 1,94591015. 

Die Abschatzung des Fehlers ergibt 

111 
Rn < 5.973 . 972-1 < 36.109 ' 

Wir miissen noch beachten, daf3 jede der vier Zahlen, die wir addiert 

haben, nur bis auf einen Fehler von 1~9 genau angegeben ist, so daf3 

die letzte in dem Wcrt von log 7 angegebene Stelle sich noch urn 2 
andcrn kann. In Wirklichkcit ist aber auch die letzte Stelle richtig. 

§ 3. Numerische Auflosung von Gleichungen. 
Zum Schluf3 mochte ich einigc Bemerkungen uber numerische Auf-

16sung von Gleichungcn I (x) = 0 hinzufiigen, wobei I (x) nicht not­
wen dig eine ganze rationale Funktion zu sein braucht 1). Jedcs solche 
numerische Verfahren beruht darauf, daf3 man von einer schon irgendwie 
bekannten Annaherung Xo an cine der Wurzcln au~g~ht und diese wciter 
verbessert. \'Voher man eine solche erste Annaherung fUr die gesuchte 

1) Es handelt sich natiirlich hier immer nur urn die Bestimmung reeller 
Wurzeln von I (x) = o. 
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Wurzel der Gleichung gefunden hat und wie gut diese Annaherung ist, 
kann dabei dahingestellt bleiben. Man wird sich haufig eine erste An­
naherung durch eine rohe Uberschlagsbetrachtung verschaffen oder 
besser an Hand einer graphischen Darstellung der Funktion y = I (x) 
durch eine Kurve, deren Schnittpunkte mit der x-Achse die ge­
suchten Wurzeln liefern (natiirlich mit einer durch den MaBstab und 
die Feinheit der Zeichnung bedingten Ungenauigkeit). 

1. Das Verfahren von Newton. 

Auf dem Grundgedanken der Differentialrechnung - Ersetzung 
einer krummen Linie durch eine gerade Linie, die Tangente, in der un­
mittelbaren Umgebung des Beriihrungspunktes - beruht das folgende 
von Newton herriihrende Verfahren: Hat man einen Naherungswert Xo 
fiir eine Wurzel der Gleichung I(x) = 0, so betrachte man auf der Kurve 
fiir die Funktion y = I (x) den Punkt mit den Koordinaten x = Xo und 
y = I (xo); man versuche sodann, indem man moglichst nahe an der 
Kurve bleibt, in Richtung der Kurve auf den Schnittpunkt mit der 
x-Achse zuzugehen. Dies wird man, ohne die Kurve einzeln in ihrem 
Verlauf beriicksichtigen zu miissen, am einfachsten dadurch erreichen, 
daB man in Richtung der Tangente wandert. Der Schnittpunkt dieser 
Tangente mit der x-Achse wird dann in seiner Abszisse Xl einen neuen, 
unter Umstanden verbesserten Wert fiir die gesuchte Gleichungswurzel 

!I 

darstellen. 
Aus Figur 103 ergibt sich vermoge 

der Bedeutung des Differentialquotien­
ten unmittelbar die Beziehung 

f (xo) = f' (.oro) 
XO-Xl 

und daraus als Formel zur Berechnung 
des neuen Naherungswertes Xl die Glei­

OL-----~~?-~~---x~ chung 

Fig. 103. Newtonsches Niiherungs· 
verfahren. 

f (xo) 
Xl = Xo - I'(xo) • 

Hat man einen Wert mit Hilfe dieses 
Verfahrens verbessert, so kann man diesen verbesserten Wert wieder 
in einen Wert x2 verbessern uSW., und das Verfahren wird, wenn 
die Kurve die in Figur 103 gezeichnete Gestalt hat, immer genauer 
gegen die gesuchte Losung konvergieren. 

Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens hangt wesentlich von dem 
Verlaufe der Kurve y = lex) abo In Figur 103 erkennen wir, daB 
das Verfahren, wenn man es ofter wiederholt, mit immer groBerer 
Genauigkeit gegen die gesuchte Wurzel konvergieren wird. Dies 
beruht darauf, daB die Kurve ihre konvexe Seite der x-Achse 
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zuwendet. In Figur 104 jcdoch zeigt sich, dal3 wir bei un­
gcschickter Wahl des Anfangswertes Xo uns keineswegs mit unserer 
Konstruktion der gesuchten Wurzel nahern werden. Man erkennt 
hieraus, dal3 man auch bei dieser Newtonschen Methode in jedem 
Einzelfall besonders 
priifen muB, ob bzw. Y 
mit welcher Genauig­
keit man die Glei­
chung schliel3lich tat­
sachlich gelost hat. 

2. Regula falsi. 

Die N ewtonsche 
Methode, bei welcher 
die Tangente an die 
Kurve cine entschei-

Fig. 104. 

dende Rolle spielte, ist nur der Grenzfall einer alteren Methode, die 
man als Regula falsi bezeichnet und bei welcher die Sekante an 
Stelle der Tangente tritt. Nehmen wir 
an, wir kennen zwei Punkte xo' Yo und y 
Xl' Yl der Kurve Y = f (x) in der Nahe 
des gesuchten Durchschnittspunktes mit 
der x-Achse. Ersetzen wir nun die Kurve 
durch die Kurvensekante, welche diese 
beiden Punkte verbindet, so werden wir 
in dem Schnittpunkt dieser Kurven­
sekante mit der x-Achse einen unter 
Umstanden verbesserten Naherungswert 
fUr die gesuchte Wurzel der Gleichung 

Fig. 105. Regula falsi. 

zu erblicken haben. 1st ~ die Abszisse dieses Schnittpunktes, so ergibt 
sich aus Figur 105 die Gleichung 

~ - Xo ~ - Xl 
1 (Xo) =~' 

und hieraus berechnet man: 

~ = ~o f(X1)~ _Xl 1 (x~) = Xo 1 (Xl) - XoJJxo) + Xo 1 (Xol - xli (Xo) 
1 (Xl) - 1 (Xo) 1 (Xl) - 1 (Xo) 

oder 
1 (xo) 

~ = Xo - 1 (Xl) ::- 1 (Xo) 

X1 - Xo 

Diese Formel, welche aus Xo und Xl den weiteren Naherungswert ~ 
bestimmt, nennt man die Regula falsi. Man wird sie mit Vorteil an­
wenden, wenn ein Funktionswert positiv und der andere ncgativ ist, 
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etwa, wie in Figur 105, Yo> 0 und Yl < o. Sie wird im iibrigen stets 
bei Wiederholung zum Ziele fiihren, wenn bei jedem Schritt je ein 
positiver und ein negativer Funktionswert benutzt wird, zwischen denen 
dann notwendig die gesuchte Wurzel eingegrenzt ist. 

Die obige Newtonsche Formel ergibt sich aus dieser Regula falsi 
als Grenzfall, wenn wir Xl gegen Xo streben lassen. Denn der NenneI 
des zweiten Gliedes auf der rechten Seite der Regula falsi strebt, 
wenn Xl gegen Xo riickt, tatsachlich gegen f'(xo). 

3. Beispiel. 

Als Beispiel behandeln wir die Gleichung 

/(x)=x 3 -2x-5=0. 

Fill Xo = 2 wird / (xo) = -1, fiir Xl = 2,1 wird / (Xl) = 0,061; als 
weiteren Naherungswert erhalten wir 

I: = 2.0,061-:-~,l.(-:!l "'" 2 0943 
\; 0,061- (-1) "'" I • 

Nun ergibt sich /(~) ~ - 0,0028, und wir setzen daher weiter III 

un serer Formel Xo = 2,0943 und Xl = 2,1. Es wird dann 

~l ~ 2,0946, 

und es ist / (~l) ~ 0,00054. Setzen wir jetzt Xo = 2,0943, Xl = 2,0946, 
so erhalten wir 

~2 ~ 2,09455, 

und dieser Wert ist schon recht genau. 

Anhang zum siebenten Kapitel. 
Die Stirlingscbe Forme!. 

In sehr vielen Anwendungen, vor aHem in der Statistik und der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, tritt uns die Notwendigkeit entgegen, fill 
den Ausdruck n! eine einfache angenaherte Darstellung durch eine 
element are Funktion von n zu besitzen. Einen solchen Ausdruck liefert 
uns der folgende, nach Stirling benannte Satz: Es gilt fiir n --+ 00 

und zwar ist g~nauer 
1 I I 

Y2nn n +-2- e- n < n! < y2nnn +2 e- n e4n • 

I 

Mit anderen Worten, da e4n mit wachsendem n gegen 1 strebt: der Aus-
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druck n! unterscheidet sich prozentual immer weniger von f2n-n nn r", 
je groJ3er n ist, oder n! ist "asymptotisch" gleich diesem Ausdruck, und 

1 

zugleich gibt uns der Faktor e4n eine Genauigkeitsschiitzung fUr den 
crrcichtcn Grad der 
Annaherung. 

Man wird aufdiese Y 
mcrkwiirdige For­
mel gefiihrt, wenn 
man den Ausdruck 
logn!= log 1 + log 2 
+ ... + logn unter 
Heranziehung der 
geometrisehen Deu­
tung mit einem In-
tegral vergleicht. 
Wir bdraehten 
namlich die Kurve Fig. 106. 

Y = log x fUr x > 1. 
Aus Figur 106 entnehmen wir so fort wegen der geometrischen Be­
deutung des Intcgrales Hir n > 3 die doppelte Ungleiehung 

n 

log (n -I)! = log 2 + log 3 + ... + log (n -1) <flog x dx 
1 

< log 2 + ... + log n = log n ! . 

Da nun 
n It 

flog x d x = x (log x-I) I = n log n - n + 1 
1 1 

ist, so ergibt sich 

log (n - I)! < n log n - tl + 1 < log n ! , 

woraus weiter unmittelbar 

n logn - n + 1 < logn! < (n + 1) log (n + 1) - n 

oder 

folgt. Es liegt daher, weil (1 + ! t+ l gegen e strebt, die Vermutung 

nahe, daJ3 n! von der GroJ3enordnung nn+!e-n sein wird. DaJ3 dies in 

der Tat der Fall ist, darin besteht die wesentliche Aussage des Stirling­
sehen Satzes. 

Courant, Differetltialrechnung. I. 2. Auft. HI 
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Um ihn nun nach dieser Vorbetrachtung wirklich zu beweisen, 
haben wir vor aHem zu zeigen, daB die Folge der Zahlen 

nl a =-----
n n+t 

n e- n 

emem Grenzwert zustrebt. Wir bilden zu diesem Zwecke den Quo­
tienten 

und von diesem den Logarithmus 

log a:: 1 = (n + ~) log ( 1 + ~) - 1 . 

Zur Abschatzung dieser GroBe betrachten wir die Hyperbell} = ~, von 

1]=/ 

der in Figur 107 das Stuck zwischen den 
Abszissen ~ = n und ~ = n + 1 in etwas 
nach derl]-Richtung vergroBertem MaB­
stabe gezeichnet ist. Die Kurve ist nach 
unten hin konvex. Der unter der Kurve 
liegende, von den Ordinaten ~ =n, ~ =n + 1 

---'---'--;----'-:-------:~t und der ~-Achse begrenztc FHichcninhalt ist 
n nit 

also gri.iBcr als dcr entsprechendc FHichcn­
Fig. 107. 

inhalt des Trapezcs untcr dcr im Punktc 
1 1 

~ = n + 2"' 'Y) = --1 gezogenen Tangente und kleiner als der 
n+2" 

FHi.chcninhalt unter der in der Figur gezeichnetcn Sekante. Da der 

FHicheninhalt unter der Kurve gleich log (n + I) -log n = log (1 + !) 
ist, so crgibt dies sofort die Beziehung 

o < log (1 + ~) __ 1 _ < ~ (~ -j- __ 1_) __ 1 _ 
. n 1 2 n n+l 1 

. n+2" n+2" 

oder nach Multiplikation mit n + ~ 
1 

o < (n + ~) log (1 + ~) _ 1 < n + 2 (~ + _1_) _ 1 
2 n 2 n 11.+1 

und nach Umformung der rcchtcn Seite 

an ] (1 1) o < log- <- ---- . 
an + 1 4 n n + 1 

Es ist also 
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Hieraus aber ergibt sich unmittelbar, daB an mit wachsendem n gegen 
einen Grenzwert IX = lim an konvergiert, da die Zahlen an eine mo-

n~co 

noton abnehmende Folge bilden und positiv sind. Schreiben wir noch 
die entsprechenden Beziehungen fur die Indizes n + 1, ... , n + k - 1 
hin und multiplizieren, so folgt sogleich 

und erst recht 

1 (1 1) 
1 < --.!!"- -< e 4 n - ,,+ k 

an + k 

1 
- a" -4 
1 < --- < e ", 

afl+k 

fUr jedes positive, beliebig groB gewahlte k. Es gilt also wegen des 
monotonen Charakters der F olge 

1 
a -

1 < ~< e4". 
IX -

Urn endlich den Grenzwert IX, von dem wir zunachst nur die Exi­
stenz bewiesen haben, wirklich zu bestimmen, greifen wir auf die im 
vierten Kapitel bewiesene Wallissche Formel bzw. auf die aus ihr 
gefolgerte Forme! 

~ . (nl)222o Vn = bm -----.:: 
,,~co (2n)qn 

zuriick. Ersetzen wir hier n! durch ann"+!c- n und (2n)! durch 

a2n22n+in2"+te-2n, so ergibt sich sofort 

oder IX = V2n. Damit ist die zu Beginn des Paragraphen aufgestellte 
Behauptung vollstandig bewiesen. 

Die Stirlingsche Formel ist - abgesehen von ihrer groBen theoreti­
schen Bedeutung - ein sehr nutzliches Hilfsmittel, wenn es sich urn die 
numerische Berechnung von n! fiir groBe Werte von n handelt. Man 
braucht dann nicht tatsachlich die ganzen Zahlen miteinander zu multi­
plizieren, sondern lediglich mit Hilfe der Logarithmentafel den Stirling­
schen Ausdruck zu berechnen. So wird z. B. fUr n = 10, mit sieben­
stelligen Logarithmentafeln berechnet, n! ~ 3598696, wahrend der 
gcnaue Wert n! = 3628800 ist. Der prozentuale Fehler ist kaum 5/6%, 

19* 
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Achtes Kapitel. 

Unendliche Reihen und andere 
Grenzprozesse. 

Vorbemerkungen. 
Die geometrische Reihe, die Taylorsche Reihenentwicklung und 

eine Anzahl spezieller BeispieIe, die uns in diesem Buche bisher be­
gegnet sind, legen es nahe, von einem etwas aligemeineren Stand­
punkte aus diejenigen besonderen Grenzwertbildungen zu studieren, die 
man als unendliche Reihen bezeichnet. 1m Prinzip IaBt sich jeder 
Grenzwert 

S=limsn 
n-->cx:> 

als unendliche Reihe schreiben; wir brauchen, wenn n etwa von 1 an 
Iauft, nur Sn = Sn-l + an (flir n> 1) zu set zen und SI = al zu wahlen, 
dann ist 

Sn=al +a2 +···+an , 

und der Wert 5 erscheint ais Grenzwert der Summe Sn aus n Gliedern. 
Man driickt diese Tatsache aus, indem man sagt: 5 ist die "Summe 
der unendlichen Reihe" 

al +a2+aa+···· 

Es ist also eine unendliche Reihe nur eine Form der Darstellung 
eines Grenzwertes derart, daB jeder foigende Naherungswert aus dem 
vorangehenden durch den einfaehen ProzeB der Addition eines weiteren 
Gliedes entsteht. Das Prinzip der Dezimalbruehentwicklung z. B. ist 
niehts anderes als die Darstellu'ng einer Zahl a in der Form einer unend­
lichen Reihe a = a l + a2 + aa + "', wobei z. B., wenn 0 < a::;;: I war, 
an = O(n ·10 -n gesetzt ist und O(n eine der Zahlen zwischen 0 und 9 be­
deutet. Da sieh jeder Grenzwert in der Form einer nnendlichen Reihe 
schreiben IaBt, ki:innte man eine besondere Behandlung der Reihen 
fiir iiberfliissig halten; aber es zeigt sieh, daB in vielen Fallen ganz 
von selbst Grenzwerte sieh als unendliehe Reihen darbieten und daB 
durch solche Darstellungen besonders einfaehe GesetzmaBigkeiten her­
vortreten. Natiirlieh wird nicht jede Reihenentwickiung iibersichtIiche 
Gesetzmal3igkeiten zeigen. Z. B. IaBt sich zwar die Zahl :7t an und fiir 
sich durch einen unendlichen Dezimalbrueh darstel1en; wir kennen je­
doch kein einfaches Gesetz, welches uns ermi:iglicht, eine beliebige, 
etwa die 7000. Ziffer dieser Dezimalbruehentwicklung anzugeben. Ver­
zichten wir jedoeh auf die Darstellung von :7t durch einen Dezimal­
bruch und nehmen wir dafiir etwa die Leibnizsche Reihe, so erhalten 
wir eine Darstellung mit vol1standig iibersichtliehem allgemeinem 
Bildungsgesetz. 
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Ganz ahnlich wie fiir unendliche Reihen, bei denen die Annaherung 
an den Grenzwert durch fortwahrendes Addieren neuer Glieder ge­
schieht, liegt der Sachverhalt bei' unendlichen Produkten, wo die An­
naherung an den Grenzwert durch fortgesetztes Multiplizieren mit wei­
teren Faktoren erfolgt. 1m iihrigen werden wir im folgenden nur nehenhei 
auf unendliche Produkte eingehen k6nnen. Der Hauptgegenstand dieses 
und des folgenden Kapitels werden unendliche Reihen sein. 

§ 1. Die Begriffe Konvergenz und Divergenz. 

1. Grundbegriffe. 

Wir betrachten eine unendliche Reihe, deren "allgemeines Glied" 
wir mit an bezeichnen 1); die Reihe hat dann formal die Gestalt 

CD 

a1 + a2 + ... = 2)a". 
,,=1 

Das Summenzeichen bedeutet ahnlich wie friiher, daB man fiir v der 
Reihe nach alle Werte 1,2,3, ... einsetzen und dann summieren soil. 

Je nachdem nun die "n-te Partialsumme" 

" 
Sn = a1 + a2 + ... + an = 2)a" 

"=1 

mit wachsendem n einem Grenzwert 

5 = limsn 

zustreht oder nicht, heiBt die Reihe konvergent oder divergent, und im 
ersten FaIle nennen wir 5 die Summe der Reihe, 

Beispiele fUr konvergente Reihen haben wir vielfach kennengelernt; 
etwa die geometrische Reihe 1 + q + q2 + . .. mit der Summe 

1 ~ q' falls I q I < 1 ist, die Leihnizsche Reihe, die Reihe fUr log 2 

oder fUr e und andere. 
Das Konvergenzprinzip von Cauchy (vgl. Kap. 1, § 6) sagt in 

der Sprache der unendlichen Reihen aus: Fiir die Konvergenz der 
Reihe ist notwendige und hinreichende Bedingung, dafJ die Zaltl 

ISm - Sn I = I an+1 + an+2 + ... + am I 
belie big klein wird, wenn nur m und n beide hinreichend grofJ gewahlt 
werden (m > n). Mit anderen Worten: Konvergenz der Reihe besteltt dann 
und nur dann, wenn /olgende Bedingung er/iillt ist: Wie klein auch immer 
man eine Genauigkeitsschranke t: > 0 vorgibt, es lafJt sich stets zu ihr 

1) Aus formalen Grunden lassen wir dabei auch zu, da13 gewisse der Zahlen 
a,. Null sind. Falls al1e an von einer Zahl Nab, d. h. fur n > N, verschwinden, 
sprechen wir von einer abbrechenden Reihe. 
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ein Index N = N (e) - der im allgemeinen jur e -- 0 uber aile Grenzen 
streben wird - derart wahlen, dafJ d~r obige A usdruck ISm - Sn I kleiner 
als e wird, wenn nur zugleich m > N und n > N ist; gleichgultig, wie 
wir sonst diese beiden Zahlen m und n wahlen. 

Machen wir uns die Bedeutung des Konvergenzkriteriums z. B. an 

der geometrischen Reihe klar, indem wir speziell q =! setzen. Wahlen 

wir e = 1~' so brauchen wir nur N = 4 zu wahlen. Es ist namlich 

I 1 1 1 (1 1 1 \ 1 
ISm - Sn 1= 2" + ... + 2m-1 = 2,,-1 2 + 22 + ... + 2m- .. ) < 2"-1 

und 2"~-i < 1~' sobald n > N = 4 ist. 

Geben wir als Genauigkeitsschranke e = I~O an, so geniigt es, entspre­

chend fiir N die Zahl 7 zu nehmen, wie man leicht nachpriifen kann. 
SelbstversHindlich ist es fiir die Konvergenz einer Reihe eine not­

wendige Bedingung, daB 

ist. Denn sonst kann das Konvergenzkriterium gewiB nicht erfiillt 
sein. Aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend fUr 
die Konvergenz; vielmehr kann man sehr leicht unendliche Reihen 
angeben, deren ailgemeines Glied an mit wachsendcm n gcgen 0 strebt 
und deren Summe nicht existiert, indem die Partialsumme s" mit 
wachsendem n tiber alle Grenzen strebt. Ein Beispiel dafiir ist die Reihe 

1+ 1_+ 1_+ ... + ~+"" 
12)3 )n 

bei welcher also das allgemeine Glied durch ~ gegeben wird. Offen­
tn 

bar ist 
lIn ~ 

s" > -= + ... + -= = -= = yn. tn tn)n 

Es strebt also bei wachsendem n die n-te Partialsumme tiber aIle 
Grenzen, und die Reihe divergiert daher. 

Dasselbc gilt fiir das klassische Beispiel der harmonischen Reihe 

111 1+ 2 +'3+4+ .... 

E . 1 1 1 + + 1 1 Da 
slsta"+1+"'+a2"=n+l+"'+2n>2n .,. 2n=2' 

n und m = 2n beliebig groB genommen werden k6nnen, divergiert 
also die Reihe, weil das Kriterium von Cauchy nicht erfiillt ist, und 
zwar strebt die note Partialsumme offenbar gegen Unendlich, da aile 
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Glieder positiv sind. Hingegen konvergiert die mit abweehsclndem 
Vorzeichen aus densclben Zahlen gebildete Reihe 

1- 2- + 2- _ 2- + 2- _ . ..L '" + (=-1)~-1 + ... 
2 3 4 5' 11 

naeh dem seehsten Kapitcl, S. 251, und besitzt die Summe log 2. 
Die Divergenz einer H.eihe braueht sieh keineswegs immer da­

dureh auszudrueken, daB Sn mit waehsendem n gegen + 00 oder - 00 

strebt. So sehen wir bei der Reihl' 

l-l+l-I+1-1+ -"', 
da/3 die Partialsumme Sn abweehselnd die Werte 1 und 0 besitzt und 
wegen dieses Hin- und Herpendelns weder einem bestimmten Grenz­
wert zustrebt noeh absolut genommen uber alle Grenzen waehst. 

Hinsiehtlieh der Konvergenz und Divergenz einer unendliehen 
Reihe maehe ieh noeh folgende zwar sclbstverstandliche, aber doeh 
prinzipiell wiehtige Bemerkung: An der Tatsaehe der Konvergenz und 
Divergenz wird niehts geandert, wenn man cine endliehe Anzahl von 
Gliedern zu der Reihe hinzufugt oder aus ihr fortnimmt. Es ist 
also hinsiehtlieh der Frage der Konvergenz und Divergenz ganz gleieh­
gultig, ob man die Reihe mit einem Glied ao oder erst mit dem Glied al 

oder a5 oder einem bcliebigen anderen beginnt. 

2. Absolute und bedingte Konvergenz. 

Die Reihe mit den Gliedern 1, ~, !, !, ... divergiert, sob aid wir 

sie mit positiven, konvergiert, sobald wir sie mit abweehselnden Vor­
zeiehen versehen. Anders liegt es bei der geometrisehen Reihe, wo 

fiir Iql <1 gleiehzeitig mit der Reihe ~Ji(-l)"ql'= l~q die 

00 

Reihe 2) qV konvergent ist und die Zahl ~ darstellt. 
~=O - q 

Hier kommt ein Unterschied zum Vorsehein, den wir ein wenig 
naher betraehten mussen. Bei einer Reihe, deren Glieder samtlieh 
positiv sind, sind offenbar nur zwei Falle moglieh: entweder sie kon­
vergiert, oder ihre Partialsumme Sn strebt mit waehsendem n liber 
alle Grenzen. Denn die Partialsummen mussen als monoton wach­
sende Folge konvergieren, sob aid sic besehrankt bleiben. Konvergenz 
herrseht dann, wenn die Glieder mit waehsendem n hinreiehend raseh 
gegen 0 streben, Divergenz dagegen, wenn sie dies liberhaupt nieht 
oder zu langsam tun. Bei Reihen aber, deren Glieder teils positives, 
teils negatives Vorzeiehen haben, kann die Konvergenz dureh den 
Weehscl dieser Vorzeichen erzeugt werden, indem ein zu starkes An­
wachsen der Partialsummen, welches von den positiven Gliedern her-
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riihrt, durch die negativen Glieder kornpensiert wird, so daB schlieBlich 
doch ein bestimmter Grenzwert zustande kornrnt. 

00 

Urn diese Tatsaehe besser zu erfassen, ordnen wir einer Reihe .2 a .. 
,,=1 

mit positiven und negativen Gliedern die Reihe der Absolutbetriige ihrer 
Glieder zu, d. h. die Reihe 

00 

la1 1 + la2 1 + ... =.2la,.l· 
,.=1 

Konvergiert diese Reihe, so wird bei hinreichend groBem n und m > n 
sicherIich der Ausdruek 

1 an + 11 + I an + 21 + ., . + I am I 
beliebig klein sein; es wird daher wegen der Beziehung 

lan+l + ... + ami ~ /an+ l l + ... + laml 
auch der Ausdruek hier links beliebig klein, und somit konvergiert 

00 

sieherlieh auch die urspriingliehe Reihe .2 a,.. Die urspriingliche Reihe 
,,=1 

heiBt in diesern Faile absolut konvergent. Ihre Konvergenz ist durch 
die absolute Kleinheit ihrer Glieder gesichert und besteht unabhiingig 
von dern Vorzeichenwechsel. 

Wenn dagegen die Reihe der Absolutglieder divergiert und die 
urspriingliche Reihe doch konvergiert, so nennen wir die urspriingliche 
Reihe bedingt konvergent. Die bedingte Konvergenz ist eine Folge der 
durch den Vorzeichenwechsel sich ergebenden Kornpensationen. 

'Ober bedingte Konvergenz sei hier. nur der folgende haufig niitz­
Hehe Konvergenzsatz von Leibniz angefiihrt: Wenn die Vorzeichen 
der Reihenglieder abwechseln und auperdem der absolute Betrag 1 an I 
monoton gegen 0 strebt (also lan+l l < lanl ist) , so konvergiert die 

00 

Reihe .2 a,.. (Beispiel: Die Leibnizsehe Reihe.) 
,,=1 

Zurn Beweis nehmen wir ohne wesentliche Beschrankung der All-
gemeinheit al > 0 an und schreiben unsere Reihe in der Form 

bl - b2 + bs - + ... , 
wo nunmehr die Glieder bn samtlich positiv sind, gegen 0 streben und 
der Bedingung bn+l < bn geniigen. Indem wir die Glieder auf die fol­
genden beiden Arten zusammenfassen: 

und 
bl - (b2 - bs) - (b4 - b5) - ••• 

(bl - b2) + (bs - b4 ) + (b5 - b6) + "', 
erkennen wir sofort, daB fiir die TeiIsummen foIgende Beziehungen 
bestehen: 

SI > Ss > S5 > ... > s2m+l > . ", 
S2 < S4 < S6 < ... < S2 m < ... , 
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wahrend andererseits s2n < S2n+ 1 und s2n < S2 n -1 ist. Es bilden also die 
ungeraden Teilsummen SI' sa, ... eine monoton absteigende Folge, die 
jedenfalls nicht unter den Wert S2 herabsinkt; daher mul3 diese Folge 
einen Grenzwert G besitzen (vgl. erstes Kapitel, § 6). Ebenso bilden 
die geraden Teilsummen S2' S4' ... eine moncton aufsteigende Zahlen­
folge, deren Glieder jedenfalls nieht grol3er als die feste Zahl SI werden; 
diese Folge mul3 also eben falls einen Grenzwert G' haben. Da sich nun 
die Zahlen s2n und S2n + 1 nur um die bei waehsendem n gegen 0 stre­
bende Zahl b2n + 1 voneinander unterseheiden, so mlissen die beiden 
Grenzwerte G und G' einander gleich sein. D. h. die geraden und die 
ungeraden Teilsummen streb en dem- s 
selben Grenzwert zu, den wir nun- -~sz--£~'¥--?S6-S?'8+ls""~-S-7 -s?"~---'s"";-~S.~1-

mehr mit 5 bezeichncn (vgl. Fig. 108). Fig. 108. Konvergenz der "a1ternierenden" 

Das aber bedeutet niehts anderes als Reihen. 

die behauptete Konvergenz unserer Reihe; ihre Summe ist gleieh S. 
Zum Sehlul3 noeh eine allgemeine Bemerkung liber den grundsatz­

lichen Unterschied von absolut konvergenten und bedingt konvergenten 
Reihen: Wir bezeichnen die positiven Glieder der von uns betraehteten 

co 

Reihe .L: ay der Reihe nach mit PI' P2' Pa, .. " die negativen Glieder 
}'=l 

mit - q1' - Q2' - Qa, .. " Bilden wir dann die n-te Partialsumme 
n 

Sn = .L: ay der gegebenen Reihe, so mussen in deren Summanden eine 
y=1 

gewisse Anzahl, etwa n', von positiven und eine gewisse Anzahl, etwa 
n", von negativen Gliedem auftreten, und es mul3 dabei n' + n" = n 
sein; femer werden, wenn sowohl die Anzahl der positiven Glieder als 
aueh die Anzahl der negativen in der Reihe unendlieh ist, mit n zugleich 
beide Zahlen n' und n" liber aIle Grenzen waehsen. Die Partialsumme Sn 

n' 

ist nun, wie wir sofort ~ehen, einfaeh gleieh der Partialsumme .L: Pv 
v=1 

nO 

der Reihe der positiven Glieder, vermehrt um die Partialsumme -.L: Q y 

v=l 
der Reihe der negativen Glieder. Wenn die gegebene Reihe absolut kon-

co 

vergiert, so kon vergieren sieher auch die Reihe ihrer posi tiven Glieder .L: P y 

v=l 
co 

und die Reihe der a bsoluten Betrage ihrer negativen Glieder .L: qv jede 
y=l 

fUr sieh 1); die summe der gegebenen Reihe ist dann ein/ack gleich 
der Sum me der nur aus den positiven und der nur aus den negativen 
Gliedern gebildeten Reihe, mit anderen Worten: die Di//erenz zweier 

1n m 
1) Denn die Teilsummen .2 py und .L: qy sind bei wachsendem m monotoll 

v=l v=l 

nicht abnehmende Zahlcnfolgen mit der oberen Schranke i I av I . 
v=l 
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Reihen mit positiven Gliedern 1). Besitzt die Reihe nur endlich viele 
Glieder von einem der beiden Vorzeichen, so vereinfacht sich der Sach­
verhalt entsprechend. 

1st dagegen die Reihe nicht mehr absolut, sondern nur noch bedingt 
00 00 

konvergent, so mfissen notwendig die beiden Reihen 2 p" und .J) q" 
,,=1 y=1 

divergent sein. Denn waren be ide' konvergent, so wiirde die gegebene 
Reihe absolut konvergieren, entgegen der Voraussetzung. Ware nur eine 

00 

divergent, etwa die Reihe 2P", die andere aber konvergent, so zeigt die 
"=1 

n' nil 

Zerlegung Sn = 2P" - 2q", daB die gegebene Reihe fiberhaupt nicht 
,.=1 "=1 n' 

konvergieren konnte; denn bei wachsendem n streben n' und 2 p" fiber 
n" ~=l 

alle Grenzen, wahrend der Bestandteil 2q" einem bestimmten Grenz-
·,,=1 

wert zustrebt, so daB die Teilsumme Sn mit wachsendem n fiber aIle 
Grenzen wachsen miiBte. 

Wir sehen also, daB eine bedingt konvergente Reihe sich nicht als 
Di//erenz zweier aus ihren Reihengliedern gebildeten konvergenten Reihen 
mit jeweils nur positiven Gliedern auffassen laBt. Mit dieser Tatsache 
hangt eng ein weiterer Unterschied zwischen absoluter und bedingter 
Konvergtmz zusammen, den ich jetzt noch kurz erortern mochte. 

3. timordnung der Reihenglieder. 
Es ist cine Eigenschaft endlicher Summen, daB wir die Reihenfolge 

der Glieder beliebig andern oder, wie man sich ausdriickt, die endliche 
Summe belie big umordnen konnen. Es entsteht die Frage, welchen 
Sinn der Begriff der Umordnung fiir eine unendliche Reihe besitzt 
und ob bei einer solchen Umordnung der Summenwert der Reihe 
geandert wird. Wahrend es bei ciner endlichen Summe ohne weiteres 
einen Sinn hat, die Summanden z. B. in umgckehrter Reihenfolge zu 
addieren, fa11t eine solche Moglichkeit bei einer unendlichen Reihe 
fort; es gibt eben kein letztes Glied, mit dem man anfangen konnte. 
Vielmehr wird eine Umordnung nur folgendes bedeuten konnen: Wir 
sagen, cine Reihe a1 + a2 + aa + ... geht durch Umordnung in eine 
Reihe bi + b2 + ba + ... iiber, wenn jedes Glied an der ersten Reihe 
auch genau einmal in der zweiten vorkommt und umgekehrt. Es kann 
z. B. dabei von seinem Platze urn so weiter verschoben werden, je 
groBer n ist. Nur muB es irgend einmal in der umgeordneten Reihe 
wieder erscheinen, wahrend andererscits in dieser Reihe Glieder aus 

n n' ,," 
1) Denn cs ist 2 a" = 2p" - 2q,,; b.ei waehsendem n wachsen aueh n' 

"=1 ,,=1 .,=1 
und n" iiber alle . Grenzen. und der Grenzwert der linken Seite muO also gleich 
der Differenz der Grenzwerte der heiden Summen reehts sein. 
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der ersten Reihe an einer fruheren Stelle als an der urspriinglichen auf­
treten. So z. B. stellt die Reihe 

1 + q + q2 + q4 + q3 + q8 + q7 + q6 + q5 + qI6 + .. . 
eine Umordnung der geomctrischen Reihe 1 + q + q2 + ... dar. 

Es besteht nun hinsichtlich dieser Umordnung ein grundlegender 
Unterschied zwischen absolut und bedingt konvergenten Reihen. 

Bei absolut konvergenten Reihen wird durch eine Umordnung die Kon­
vergenz nicht gestort, und die Summe der Reihe behiilt ihren Wert bei, 
genau so wie das fur eine endliche Summe gilt. 

Bei einer bedingt konvergenten Reihe hingegen kann man stets durch 
eine geeignete Umordmmg den Summenwert der Reihe beliebig iindern 
und, wenn man will, auch die Reihe divergent machen. 

Die erste, auf absolut konvergente Reihen bezugliche Tatsache ist 
sehr leicht einzusehen. Setzen wir zunachst voraus, da/3 un sere Reihe 

" nur positive Glieder hat, und betrachten die n-te Teilsumme Sn =,l; avo 
v=1 

Dann kommen gewi/3 aUe Summanden dieser Teilsumme auch in der 
In 

m-ten Teilsumme tm =..E b,. der umgeordneten Reihe vor, wenn nur m 
,'=1 

hinreichend groB genommen wird. Es ist dann sicherlich tm > sn' An­
dererseits aber kann man zu dem Index m wiederum einen Index n' 

n' 

hinzubestimmen, so daB in der Teilsumme Sn' = .2: av der ersten Reihe 
v=1 

alle Summanden bl , b2 , ••• , bm enthalten sind. Es ist also dann sicher-
Hch sn' > tm. Jede Teilsumme der einen Reihe liegt also zwischen zwei 
Teilsummen der anderen Reihe, und daraus geht unmittelbar hervor, 
daB die umgeordnete Reihe konvergiert und denselben Grenzwert 
hat wie die Ausgangsreihe. 

Hat die absolut konvergente Reihe positive und negative Glieder, so 
ist sie als Differenz zweier Reihen mit jeweils nur positiven Gliedern 
aufzufassen. Da bei der Umordnung auch jede dieser beiden Reihen 
nichts anderes als eine Umordnung erfahrt, also den Wert beibehalt, 
gilt dasselbe auch fUr die umgeordnete Ausgangsreihe; denn diese 
konvergiert nach dem schon erledigten Fall wieder absolut, ist also 
die Differenz der beiden umgeordneten Teilreihen. Damit ist der Um­
ordnungssatz auch fur solche Reihen bewiesen. 

Dem Anfanger mag die eben bewiesene Tatsache als eine Selbst­
verstandlichkeit erscheinen. DaB sie eines Beweises bedarf und daB 
bei diesem Beweis die absolute Konvergenz wesentlich benutzt werden 
muB, soU uns zunachst ein Beispiel des entgegengesetzten Ver­
halt ens bei bedingt konvergentenReihen zeigen. Wir nehmen 
die uns schon bekannte Reihe 

1111111 
1 - 2 + '3 '- '4 + 5 - "6 + 7" - '8 + - ... = log 2, 
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schreiben, indem wir mit dem Faktor ! multiplizieren, darunter 

1 1 1 1 1 
"2 - "4 + "6 - "8 + - ... = 2" log 2 

und addieren, indem wir die untereinanderstehenden Glieder zusammen­
ziehen 1). So erhalten wir 

11111111 3 
1+ 3' - 2" + 5 + '7 - 4" + 9 + IT - "6 + ... = 2" log 2 . 

Diese letzte Reihe HiJ3t sich aber offenbar durch eine Umordnung aus 
der urspriinglichen herstellen, und der Wert der Reihe hat sich dabei 

mit dem Faktor ; multipliziert. Man kann sich leicht vorstellen, 

wie die Entdeckung dieses scheinbaren Paradoxons auf die Mathe­
matiker des 18. Jahrhunderts gewirkt haben muB, weIche gewohnt 
waren, mit unendlichen Reihen ohne Riicksicht auf ihr Konvergenz­
verhalten zu operieren. 

lch will fUr den oben formulierten Satz· von der Wertanderung 
bedingt konvergenter Reihen bei Umordnung den Beweis hier durch­
fiihren, obwohl wir von dieser Tatsache spater keinen Gebrauch 
zu machen haben. Es seien PI' P2' . .. die positiven Glieder und 
- qI' - q2' . .. die negativen Glieder der Reihe. Da der absolute 
Wert I an I mit wachsendem n gegen 0 strebt, so miissen auch die 
Zahlen Pn und qn mit wachsendem n gegen 0 streben. Ferner muB, wie 

00 00 

wir oben sahen, 2)P" 2) divergieren und ebenso 2)q". 
1 1 

Nunmehr konnen wir leicht eine Umordnung der urspriinglichen 
Reihe finden, bei der ein beliebiger Grenzwert a herauskommt. Wir 

n, 

addieren zunachst so viele positive Glieder, bis die Summe ::..' p" 
n, 1 

gerade den Wert a iibersteigt. Da die Summe 2)P" mit wachs en-
1 

dem n i iiber aIle Grenzen wachst, werden wir sicher nach Benutzung 
einer gewissen Anzahl von Gliedern wirklich iiber den Wert a hinaus­
kommen. Von dem genauen Werte a weicht sie dann hochstens 

m, 
urn Pn, abo Dann addieren wir so viele negative Glieder: -2)q" , bis 

1 
die Summe gerade unterhalb des Wertes a liegt; daB dies moglich 

00 

ist, folgt wiederum aus der Divergenz der Reihe 2) q". Der Fehler 
1 

gegeniiber a betragt jetzt h6chstens qm" Nunmehr addieren wir von 
n, 

den weiteren positiven Gliedern so viele: 2) P", daB die Summe 
----- n,+1 

1) Zur Addition von Reihen vgl. Nr.4. 
00 

2) Diese abkiirzende Schreibweise fiir 2)p" wird mutatis mutandis auch im 
,,=1 

folgenden ofters angewandt werden. 
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wieder gerade oberhalb des Wertes a liegt, was wiederum infolge der 
Divergenz der Reihe der positiven Glieder moglich ist. Der Fehler 
gegeniiber a betragt hikhstens Pn.. Durch Addieren weiterer nega-

m, 
tiver Glieder: - .2q", von dem zuletzt benutzten angefangen, ver-

m.+1 
klcinern wir die Summe nunmehr so lange, bis sie gerade unterhalb a 

liegt, und fahren in dieser Weise ins Unbegrenzte fort. Die Summen­
werte, die wir so erhalten, werden urn den Wert a herumschwanken; 
und zwar wird, wenn wir nur den ProzeB hinreichend weit gefiihrt haben, 
diese Schwan kung nur noch in beliebig kleinen Grenzen vor sich gehen 
konnen; denn da die Glieder Pv und qv bei hinreichend groBem 'JI selbst 
gegen 0 streben, wird der Spielraum fUr diese OsziIlationen ebenfalls 
gegen 0 konvergieren. Damit ist der gewiinschte Beweis gcfiihrt. 

Durch ganz diesclbe Methode kann man die Umordnung so vor­
nehmen, daB Divergenz eintritt; man braucht nur z. B. die positiven 
Glieder gegeniiber den negativen so haufig zu machen, daB cine Kom­
pensation nicht mehr eintritt. 

4. Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 
Es ist selbstverstandlich, daB man zwei konvergente unendliche Reihen 

a l + a2 +. .. = S und bl + b2 + . .. = T gliedweise addieren darf, 
d. h. daB die Reihe, welche aus den GIiedern Cn = an + bn gebildet ist, 
konvergiert und als Summenwert die Summe S + T der beiden ersten .. .. .. 
Reihen besitzt. Denn es ist .2 Cn = .2 an + .2 bn ---+ S + T I) . 

v=l ,,=1 ,,=1 

Ferner ist ohne weiteres klar, daB man eine unendliche Reihe mit 
einem Faktor multiplizieren kann, indem man jedes Glied mit diesem 
Faktor multipliziert. 

Diese Tatsachen sind unabhangig davon, ob die Konvergenz der 
Reihen absolut oder bedingt ist. Dagegen zeigt ein genaueres, fUr uns 
hier nicht notiges Studium, daB die Multiplikation zweier unendlicher 
Reihen miteinander nach demselben Schema, nach dem man die Multi­
plikation endlicher Summen auszufUhren p£legt, allgemein nur dann 
vorgenommen werden darf, wenn mindestens cine der beiden Reihen 
absolut konvergiert (vgl. Anhang, § 1). 

§ 2. Untersuchung der Konvergenz und Divergenz. 
Wir haben soeben ein Kriterium von allgemeinem Charakter fUr 

-die Konvergenz von Reihen kennengelernt, welches sich auf Reihen 
mit abwechselndcn Vorzeichen und abnehmenden Absolutbetragen der 

1) Dieser Reihensatz ist eigentlich nur eine andere Formulierung der schon 
im ersten Kapitel, § 6, Nr. 2, vorgekommenen Tatsache, daB der Grenzwert einer 
Summe aus zwei Summanden gleich der Summc der beiden entsprechenden 
Grenzwerte ist. 
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Glieder bezog und zummindesten bedingte Konvergenz solcher Reihen 
aussprach. Nunmehr wollen wir uns lediglich mit Kriterien befassen. 
welche sich auf absolute Konvergenz beziehen. 

1. Das Prinzip der Reihenvergleichung. 

AIle solchen Konvergenzbetrachtungen beruhen darauf. daB man 
die betreffende Reihe mit einer zweiten Reihe vergleicht. (leren 
Glieder absolut genommen gr6Ber sind als die Glieder der urspriing­
lichen; man versucht dann. die zweite Reihe geeignet so zu wahlen, 
daB sie hinsichtlich ihrer Konvergenzverhaltnisse iibersichtlich wird. 
Das allgemeine Prinzip der Reihenvergleichung k6nnen wir folgender­
maBen aussprechen: Sind die Zahlen b1 • b2 • • •• siimtlich positiv und 
gilt jur jedes n 

ro ro 
so ist die Reihe .2 a,. absolut konvergent, wenn die Reihe .2 b,. konvergiert. 

10-1 10-1 
Der Beweis ist bei Verwendung des Cauchyschen Kriteriums fast 

selbstverstandlich. Fiir m > n ist namlich 

I an + ... + am I ::;; I an I + ... + I am I ::;; b,. + ... + bm, 

und da bei hinreichend groBem n und m die rechte Seite beliebig klein 
. ro 

wird, vorausgesetzt, daB die Reihe .2 bn konvergiert, so folgt auch die 
.. -I 

beliebige Kleinheit der linken Seite und damit die Konvergenz der 
gegebenen Reihe; daB diese Konvergenz eine absolute ist, ergibt sich 
aus der Tatsache, daB un sere Betrachtung zugleich die Konvergenz 
der Reihe aus den Absolutbetragen I a,. I zeigt. 

Den analogen Beweis fUr die folgende Tatsache kann ich dem Leser 
iiberlassen. 1st 

ro ro 
so ist die Reihe .2 an sicher nicht absolut konvergent, wenn die Reihe .2 b,. 

10-1 .. -I 
divergiert. 

2. Vergleichung mit der geometrischen Reihe. 

Die haufigste Anwendung findet unser Prinzip, indem wir als 
Vergleichsreihe eine geometrische Reihe wahlen. Es folgt dann sofort 

ro 
folgender Satz: Die Reihe .2an ist absolut konvergent, wenn - von 

.. -I 
einem gewissen Gliede an - sHindig eine Beziehung der Form 

I 

gilt, wobei c eine von n unabhangige positive Zahl und q einen posi-
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tiven "echten Bruch", d. h. irgend cine Zahl zwischen 0 und 1, bc­
deutet. Gewohnlich bringt man diescs Kriterium in cine der beiden 

00 

foigenden, schwacheren Formen: Die Reihl' .4 an konvergiert abso­
H=l 

Iut, wenn von einem gewissen Gliede an cine Beziehung der Form 

IIa 

gilt, wobei wieder q ein positiver, von n unabhangiger echter Bruch 
ist, oder: wenn von einer gewissen Stelle ab mit einem positiven echten 
Bruch q cine Beziehung der Form 

n 
lIb vTa..T < q 

besteht. Die Bedingungen dieser Kriterien sind gewi/3 z. B. dann 
erfuIIt, wenn eme Beziehung der Form 

IlIa lim I a:+ 1
1 = k < 1 

n~co n 

oder der Form 
n 

III b lim V I an i = k < 1 
t£ --7 co 

vorliegt. Der Beweis fiir un sere Behauptungen ergibt sich sehr leicht 
foIgendermaf3en. 

Das Kriterium II a, das Quotientenkriteriltm, mi:igc etwa von dem 
Index 110 ab, d. h. fiir n > no, erfullt sein. Dann setzen wir zur Ab­
kurzung ano + m +1 = bm und haben 

usw., also 
I bm I < qm I bo ! ' 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. Bei dem Kriterium II b, dem 
Wurzelkriterium, ergibt sich sofort I ani < q" und damit die Richtig­
keit unserer Bchauptung. 

Urn endlich die Kriterien III zu bcweiscn, betrachten wir eine 
bcliebige Zahl q derart, daf3 k < q < 1 ist. Dann wird von einem 

. b d h f" . h l' h h: a n + 1 1 b gewlssen no a, . . ur It> no' SIC er IC auc: I < q zw. 
! an i 

'V Ian I < q sein, da der Wert der Zahlen ,a~:ll bzw. Vi ani sich bei 

gcnugend grof3em n belie big wenig von k unterscheidet. Somit ist 
der Beweis durch Zuruckfuhrung auf das soeben gewonnene allgemeinere 
Ergebnis gefiihrt. 

Ich mache darauf aufmerksam, daf3 die vier aus dem ursprunglichen 
Kriterium I an I < c qn gewonnenen Kriterien nicht miteinander oder 
mit dem ursprunglichen gIcichwertig sind, d. h. da/3 sie sich nicht 
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wechselseitig auseinander ableiten lassen. Wir werden sogleich an Bei­
spielen sehen, daB bei einer Reihe, bei der das eine von ihnen erfiillt 
ist, kcineswegs jedes der anderen erfiillt zu sein brauchtl). 

Zur Erganzung bemerke ich noch, daB eine Reihc sicherlich diver­
giert, wenn von einem gewissen Gliede ab bei passend gewahltem posi­
tiven c 

oder wenn von einem gewissen Gliede ab 

Ylanl > 1 
oder wenn 

lim I afl+ I! = k oder lim f I an I = k 
H-4CO an I n-+oo 

ist, wo k eine Zahl oberhalb 1 bedeutet. Denn, wie man sofort erkennt, 
k6nnen bei einer solchen Reihe die Glieder mit wachsendem n nicht 
gegen Null streben; die Reihe muB also divergieren. (Auch bedingte 
Konvergenz kommt also nicht in Frage.) 

Un sere Kriterien stellen im iibrigen lediglich hinreichende Be­
dingungen fUr die absolute Konvergenz einer Reihe dar; d. h. man 
kann aus ihrer Erfiillung die absolute Konvergenz schlieBen. Jedoch sind 
sie durchaus keine notwendigen Kriterien; d. h. es kann sehr wohl 
absolut konvergente Reihen geben, bei denen sie nicht erfiillt sind. 

Es laBt sich z. B. keine allgemeine Aussage mehr machen, wenn 

lim I ~"-±! I = I oder lim f I an I = I 
n-+co aft. "-+00 

ist. Derartige Reihen k6nnen konvergent oder divergent sem. Z. B. 
ist die Reihe 

00 

,\"'l~ 
.LJ " , 
n=1 

bei welcher lim fra~-I = 1 und lim I afl+~ I' = 1 ist, nach § 1, Nr. 1 di-
n-+oo n-+co an 

00 

vergent. Dagegen werden wir sogleich sehen, daB die Reihe .2 ~, 
.. =1 

fUr welche dieselben Beziehungen bestehen, konvergiert. 
Als Beispiel fiir die Anwendung unserer Kriterien nenne ich zunachst 

die Reihe 

Es ist 

q + 2q2 + 3q3 + ... + n qn + .... 

lim 'V I an I = I q I· lim y; = I q I ' 

1· I an + 1 I I I l' n + 1 I I 1m - a- = q • 1m .-- = q • 
n-+oo n n-+co n 

1) Genauer: Wir k5nnen zwar aus der Erfiillung von IlIa bzw. IIIb auf 
die von IIa bzw. lib und I schlie13en, aber nicht umgekehrt. 
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DaB die Reihe konvergiert, sobald I ql < 1 ist, folgt sowohl aus dem 
Quotienten- als auch aus dem Wurzelkriterium, sogar in der schwa­
cheren Form III. 

Bdrachten wir dagegen die Reihe 

1 + 2 q + q2 + 2 q3 + ... + q2" + 2 q2" + 1 + ... , 
so konnen wir ihre Konwrgenz fUr ~ < l q I < 1 nach dem Quotienten-

k ·· . h h b . d .. 202n+l I I ntenum mc t me r ewelsen; enn es 1st Ja ~2n = 2 q > 1. 

Dagegen liefert das Wurzelkriterium sofort lim VTa~1 = I q lund zeigt die 
n --+00 

Konvergenz der Reihe fur I q I < I, was wir naturlich auch direkt 
hatten einsehen konnen. 

3. Vergleichung mit einem Integral!). 

Neben den eben durchgefuhrten Konvergenzbetrachtungen hat eine 
andere, auf sie nicht zuruckfuhrbare eine selbstandige Bedeutung. Wir 
fuhren sie an dem einfachsten und wichtigsten Beispiel der Reihp 

00 >' 1 1 1 .:....; na = 1 + 2a + 3a + ... 
n~1 

durch, wo also das allgemeine Glied an gleich -~ ist; unter IX soli dabei 
n 

eine positive Zahl verstanden werden. Urn die Konvergenz bzw. Divergenz 
dieser Reihen zu untersuchen, steIlen 

1 
wir uns die Kurve y = x a vor und y 

markieren auf der x-Ach~e die ganz­
zahligen Abszissen x = 1, x = 2, .... 
Wir legen einmal uber das Stuck 
n - 1 ::;: x <n der x-Achse (n > 1), 
das andere Mal tiber die Strecke 
1t < X ::;: n + 1 das Rechteck von der 

Hohe ~ und vergleichen es mit dem 
11 

(in der Figur 109 schrag bzw. ge­
kreuzt schraffierten) Gebiet, das von 
demsclben Stuck der x-Achse, den 
beiden Ordinaten in den Endpunkten O~----::'-"'::""'""''="'~~.-------:;::-=:;~ 
und dem von ihncn ausgeschnittenen lL n+1 :r 

1 Fig. 109. Vergleichung einer Rcihe mit cioem 
Stuck der Kurve y = Ii begrenzt Integral. 

X 

wird. Offenbar ist der Flacheninhalt des genannten Gebietes im ersten 
FaIle grol3er, im zweiten kleiner als der Inhalt des Rechtecks, der 

I) Vgl. hicrzu aueh den Anhang zum siebenten Kapitcl. 
Courant, Differentialrechnung. I. 2. Autl. 20 
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gerade 1 betragt. Es ist mit anderen \\Torten 
na 

n+l n 

f dX 1 fdX 
xa < na = an < xa ' 

n n-l 

wie man naturlich auch direkt an den Integralen erkennt. (Vgl. zweites 
Kapitel, § 7, Nr. 1.) Somit erhalten wir fur die n-tc Pariialsumme 

m 

sm = }; :a, indem wir die Ungleichungen fur n = 2, n = 3, ... , n = m 
n=l 

summieren, sofort die Beziehung 1) 
m+l m 

1 + f x1a dx < sm < 1 + f :a dx. 
2 1 

Nun strebt (vgl. viertes Kapitel, § 8) bei wachsendem m das lntegral 
m 

f x1a dx einem endlichen Grenzwert zu oder nicht, je nachdem, ob 
1 

C1. > 1 oder (X ~ 1 ist. Die monotonc Folge der Zahlcn Sm ist also bzw. 
beschrankt oder uber aIle Grenzen wachsend, und wir entnehmen 
hieraus sofort den folgenden Satz: Die Reihe 

~ 1 1 1 1 
L.J n a = F + 2a + sa + ... 
n=l 

ist dann und nur dann konvergent -- und zwar naturlich absolut kon­
vergent -, wenn (X > 1 ist. Die oben auf andere Art bewiesene Diver­
genz der harmonischen Reihe ist, wie wir sehen, eine unmittelbare 
Folge hiervon. Speziell folgt im ubrigen die Tatsache, da/3 die Reihen 

111 
12 + W + 32' + ". , 
1 1 1 

13+"23+33+"" 

konvergieren. 

1) Aus dieser Beziehung fur rx = 1 folgt ubrigens unmittelbar, dal3 die 

lahlenfolge Cn = 1 + 21 + ... + ~ - log n nach unten beschrankt ist. Da sie 
n 

n+l 
. 1 fdX , iiberdles wegen --1 < - = log (n + 1) - log n bel wachsendem n monoton 

n+ x 
" abnimmt, so existiert 

lim Cn = lim (1 + -1-- + ... + ,~ - log n) = C. 
n_oo n_oo 2 n 

Diese lahl C, deren Wert 0,5772 ... ist, heil3t die Eulersche ]{onstante. 1m Gegen­
satz zu anderen wichtigen besonderen lahlen der Analysis wie e oder n ist es 
bei der Eulerschen Konstanten nicht gelungen, neben der Definitionsgleichung 
andere Darstellungen mit einfachen arithmetischen Bildungsgesetzen zu finden. 
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ro 

Die eben hinsichtlich ihrer Konvergenz untersuchten Reihen .2) :/l 
y=l 

dienen nun wiederum haufig als Vergleichsreihen bei Konvergenzunter-
ro 

suchungen. Z. B. ,ehen wir sofort, daJ3 fUr rJ. > 1 die Reihe .2) :: 
.=1 

absolut konvergiert, wenn der absolute Betrag I c. I der Koeffizienten 
unterhalb einer festen, von v unabhangigen Schranke bleibt. 

§ 3. Grenziibergange und Reihen von Funktionen emer 
Veranderlichen. 

1. Allgemeines. 

Die Glieder der unendlichen Reihen, die wir bisher betrachtet haben, 
waren konstant; demgemaJ3 stellten diese Reihen auch immer bestimmte 
Zahlen dar. Fur die Theorie und fUr die Anwendungen sind aber vor 
aHem soIche Reihen von Bedeutung, bei welchen die Reihenglieder 
Funktionen einer Veranderlichen sind und demgemaJ3 auch die Reihen­
sum me eine solche Funktion darstellt; wie z. B. die in Kap. VI behan­
delten Taylorschen Reihen. 

Wir betrachten jetzt also allgemein eine Reihe 

gl(X) ~ g2(X) ~ g3(X) ~ ... , 

bei der gn(x) cine in einem festen Intervall a <x< b definierte Funktion 
von x ist. Die n-te Partialsumme dieser Reihe, gl (x) ~ ... ~ gn(x), be­
zeichnen wir mit In(x). Dann ist die Summe I(x) unserer Reihe, falls 
sie existicrt, nichts anderes als der Grenzwert lim f n (x). 

n->ro 

Wir konnen also eine unendliche Reihe von Funktionen auffassen als 
Grenzwert einer Folge Funktionen fd x) , f2(X), ... , fn(x), ... , ebenso wie 
wir auch umgekehrt zu jeder solchen Funktionenfolge f n (x) eine mit ihr 
gleichwertigc Reihe bilden konnen, indem wir gn(x) = In(x) -In-l(X) 
(fUr n> 1) und gl (x) = 11 (x) setzen. Wir diirfen daher, Wle es uns 
hequem ist, an Stelle der Betrachtung von unendlichen Reihen die 
von Funktionenfolgen set zen und umgekehrt. 

2. Grenziibergange mit Funktionen und Kurven. 

Wir wollen nun genau formulieren, wann in einem bestimmten 
Intervall eine Funktion I (x) die Grenzfunktion einer Funktionenfolge 
il(X), 12 (X), ... , In(x), ... ist. Wir sagen: die Funktionenfolge 11(X), 
12 (X), ... konvergiert in dicsem Intervalle gegen die Grenzfunktion I (x), 
wenn an jcder Stelle x des Intervalles im gewohnlichen Sinne der 
Wert fn(x) gegen den Wert f(x) strebt, und schreiben lim fn(x) = I(x) 

n->ro 

oder fn(x) -I(xl. Nach dem Konvergenzprinzip von Cauchy (vgl. 
n --+ 00 

20* 
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erstes Kapitel, § 6) konnen wir die Konvergenz der Funktionenfolge 
auch zum Ausdruck bringen, ohne von vornherein die Grenzfunktion I(x) 
kennen oder erwahnen zu mussen. Es wird namlich unsere Funktionen­
folge sicherlich dann und nur dann gegen eine Grenzfunktion I (x) 
konvergieren, wenn an jeder Stelle x in unserem IntervaII zu jedem 
noch so klein vorgegebenen positiven 8 die Gro/3e I/n(x) - 1m (x) I 
kleiner als 8 wird, sob aid wir nur die Zahlen n und m hinreichend 
gro/3 - d. h. gro/3er als eine im allgemeinen von 8 abhangende und mit 
unbegrenzt abnehmendem E unbegrenzt wachsende Zahl N = N (8) -
wahlen. 

Beispiele fUr solche Grenzwerte von Funktionen sind uns vielfach 
begegnet. Ich nenne nur die Definition der Potenz x'" fUr irrationales !1. 

durch die Gleichung 
XU = lim x"", 

n~ro 

wobei unter r1' r2, ... , r n' ... eine Folge von rationalen gegen !1. kon­
vergierenden Zahlen verstanden war; oder die Gleichung 

I . ( x \ n 
eX = 1m 1 + n) , 

1£-+00 

wo rechts die Funktionen In (x) ganze rationale Funktionen n-ten 
Grades sind. 

Die Darstellung der Funktionen durch Kurven legt es nahe, auch 
von einem Grenzubergang bei Kurven zu sprechen und zu sagen, 
daB die Kurven fUr die obigen Grenzfunktionen x'" und eX als Grenz-

kurven der Kurven fUr die Funktionen x"n und (1 + : r aufzu­

fassen sind. Es besteht jedoch zwischen den Grenzubergangen mit 
Funktionen und mit Kurven ein feiner Unterschied, dessen Bedeutung 
bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts nicht genugend beachtet worden 
ist und dessen klare Erfassung dennoch allein gewisse scheinbare Para­
doxien zu vermeiden gestattet. 

Betrachten wir als Beispiel die Funktionen 

(n=I,2, ... ) 

im Intervalle 0 < x < 1. AIle diese Funktionen sind stetig, und es 
existiert die Grenzfunktion lim In (x) = I (x). Diese Funktion ist aber 

n~oo 

nicht mehr stetig. Vielmehr ist, da ja fur jedes n der Funktions­
wert In (1) = 1 ist, 

1(1) = 1, 

wahrend andererseits fUr 0 < x < 1, Wle wir schon im ersten 
Kapitel, § 5, S.24, sahen, j(x) = 0 wird; die Grenzfunktion I(x) ist 
also in unserem Intervalle eine unstetige Funktion, weIche fUr x = 1 
den Wert 1 und 50nst uberall den Wert 0 besitzt. 



§ 4. GleichmaLligc und unglcichmaBigc Konverg('llz. 309 

Diese schon friiher betrachtete Unstetigkeit wird uns anschaulich sofort 
"erstandlich, wenn wir die Kurven Cn betrachten, weIche zu den Funk­
tionen y = In (x) gehoren. Sie sind (vgl. Fig. 11 S. 15) stetige Kurven­
ziige, die aIle durch den Null punkt und den Punkt x = 1, Y = 1 
gehen und die sich um so mehr der x-Achse anschmiegen, je groJ3er n ist. 
Diese Kurven besitzen eine Grenzkurve C, weIche keineswegs 
unstetig ist, sondern (vgl. Fig. 110) aus dem Stuck der x-Achse von 
x = 0 bis x = 1 und dem dazu senkrechten Stiick der Geraden x = 1 
von y = 0 bis Y = 1 besteht. Also die K urven konvergieren gegen 
eine stetige Grenzkurve mit einem 
senkrecht verlaufenden Stuck, die .!I 
Funktionen dagegen gegen cine un­
stetige Grenzfunktion. So er­
kennen wir, daJ3 diese Unstetigkeit der 
Grenzfunktion sich geometrisch durch c, 
das Auftreten eines zur x-Achse senk­
rechten Stuckes der Grenzkurve aus­
pragt. Ein soIches Stiick m u 13 in der 
Funktion immer eine Unstetigkeit be- 0 

deuten; denn eine Funktion I (x) ordnet 
jedem x einen bestimmten Wert 

Fig. 110. GrclIzkur\'c und Grenzfullktion. 

zu, und diesc Bestimmtheit kann bei der Veranschaulichung ciner 
Funktion durch eine Kurve nur vorliegcn, wo keine soIchen senk­
rechten Stucke vorhandcn sind, vielmehr die Kurvc von jeder soIchen 
senkrechten Linie genau in einem Punkte geschnitten wird. 

Was bisher fUr Funktionenfolgen gezeigt wurde, gilt naturlich ('nt­
sprechend fur unendlichc Reihen von Funktionen (vgl. S. 307). 

§ 4. GleichmaBige und ungleichmaBige Konvergenz. 

1. Allgemeines und Beispiele. 

Die Unstimmigkeit zwischen dem Begriff der Konvcrgenz von Funk­
tionen und von Kurven bildet den Kern einer Erscheinung, deren klare 
Erkenntnis fiir das Studium der Konvergenz unentbehrlich ist: der 
sog. ungleichmafJigen Konver{!,enz von Funktionenfolgen oder unend­
lichen Reihen von Funktionen. Da erfahrungsgemaB gerade hicr der 
Anfanger Schwierigkeiten zu finden pflegt, so mochte ich diesen Punkt 
('in wenig ausfuhrlicher behandeln. 

DaB cine Funktion I (x) der Limes einer Funktionenfolge In (x) im 
Intervalle a ~ x < b ist, besagt nach der Definition nur, daD die ge­
wohnliche Limesbeziehung I(x) = lim tn(x) an jeder Stelle x des 

Intervalles gilt. VOIl einem naiven Standpunkte aus wird man nun 
\'ielleicht erwarten, daB mit diesem Konvergenzbegriffe ganz von selbst 
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auch folgende Tatsache verbunden sei: Wenn man einen beliebigen 

Genauigkeitsgrad vorschreibt, z. B. e = 1O~ oder e = l~O' so werden 

von einem gewissen Index N ab die Funktionen I,. (x) fiir alle x des 
Intervalles zwischen I(x) + e und I (x) - e liegen, die Kurven y = I,. (x) 
also ganz in dem in Figur III gezeichneten Streifen verlaufen; d. h. es 
gibt eine zu e hinzubestimmbare lahl N = N (e) - die natiirlich im 
allgemeinen bei abnehmendem e immer gr6Ber werden wird -, 

y 

so daB fiir n > N stets 
I/(x) -I,. (x) 1 <e bleibt, wo 
auch immer wir im Intervall 
den Wert x wahlen. (1st diese 
Forderung erfiillt, so bleibt 
also 1/,.(x) -lm(x)1 <2e, 
sobald gleichzeitig n > N 
und m > N gilt.) DaB der 
Genauigkeitsgrad der An-

: naherung iiberall im Inter-
o'----a-=--------------;br--:x;:-;,..;. valle. gleichzeitig, ·d. h. 

Fig. 111. GJeichmliBige Konvergenz. durch Wahl derselben von 
x nicht abhiingigen lahl 

N (e), mindestens gleich einer vorgeschriebenen lahl e gemacht werden 
kann, bezeichnet man alS GleichmafJigkeit der Annaherung. Es ist nun 
eine zunachst iiberraschende Einsicht, daB jene naive Annahme, als 
ob jede Konvergenz notwendig gleichmaBig sein miisse, durchaus 
nicht zutrifft; daB, anders gesprochen, die Konvergenz sehr wohl un­
gleichmafJig sein kann. 

1. Beispiel. UngleichmaBige Konvergenz zeigt sich schon bei 
der oben behandelten Folge der Funktionen I,.(x) = X"; sie kon­
vergieren im Intervalle 0 < x < 1 gegen die Grenzfunktion I (x) = 0 
fiir 0 < x < I, 1(1) = 1. An j eder Stelle des Intervalles findet 
Konvergenz statt; d. h.: gibt man irgend eine noch so kleine 
positive lahl e vor und wiihlt einen bestimmten festen Wert 
x = ~, so braucht man nur n hinreichend groB zu machen, damit 
1 ~,. - I (~) 1 < e gilt. Und doch ist diese Annaherung nicht gleich-

maBig; denn nehmen wir etwa e = {, so k6nnen wir, wie groB auch 

immer die lahl n genommen werden mag, immer noch Stellen x = r; 9= 1 

in der Niihe von x = 1 finden, wo Ir;" - I(r;) 1 = r;" > { ist; namlich 

allesolchen Stellen x = r;, fiirwelche I > 1]> V~- ist. Es ist also nichtmog­

lich, die lahl n so groB zu wahlen, daB im ganzen Intervalle der Unter­

schied zwischen I (x) und In (x) kleiner als ~ wird. 
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Dieses Verhalten wird uns verstandlieh, wenn wir die Funktionen geo­
metriseh reprasentieren und uns davon Reehensehaft geben, daB die 
Kurven fur die Funktionen f n (x) in der Nahe des Punktes x = 1, Y = 1 
immer steiler werden, daB der steile Anstieg sieh aber auch bei waehsen­
dem n auf cine immer klein ere Umgebung dieses Punktes besehrankt und 
daB sehlieBlieh diese Kurven der oben betraehteten Grenzlage zustreben. 

Ein ganz ahnlirhes Verhalten zeigen die Funktionen 

1 
I n (x) = Ctx2n 

1Il der Umgebung der Stellen x = 1 und x = - 1, wie man sieh 
leieht uberlegt. (Man vergleiche aueh die Betraehtungen im erst en 
Kapitel, § 8.) 

2. Beis piel. Bei den ersten beiden Beispiclen hing die Ungleieh­
maBigkeit der Konvergenz damit zusammen, daB die Grenzfunktion un­
stetig war. Wir konnen uns aber aueh leicht eine Folge von stetigen 
Funktionen bilden, die zwar gegen eine stetige Grenzfunktion konver­
gieren, aber trotzdem ungleiehmaBig. Wir legfn das Intervall 0 ~ x < 1 
zugrunde und definieren fUr n 2': 2: 

f oo 0 - < 1 ur <... x _-, 
- - II 

In (x) = (~ - x) na fur 

wobei (J.. eine zunaehst 110eh verfUgbare, aber fur unsere Funktionen­
folge dann fest zu wahlen de positive Zahl ist. Geometriseh werden 
un sere Funktionen reprasentiert 
durch ein dachartigcs, aus zwei 
geraden Linien bestchcndes zur 

G d 1 . h era en x = n symmetnsc es 

Gebilde uber dem Stuck zwi­
schen der Abszissc x = 0 und 

der Abszisse x = ~ der x-Aehse 
11 

und im ubrigen die x-Achse 
selbst (vgl. Fig. 112). 

1st CI. < 1, so wird die Hohe 
dicses aufgesetzten Dreieckes, 
weIche allgemein na - 1 betragt, 
mit waehsendem n gegen 0 

y 

na.-1. ------'7t. 
/1\ 

I I \ 

/ : \\ 
I : 

I I \ 
I I \ 

I : \ 
I I \ 

I : \ 
I I \ I I 

I I \ 
I : \ 

o 1 
n; 

Fig. 112. Ungleichrnallige KOI!\,ergenz. 

streben; die Kurven werden dann gegen die x-Aehse, die Funktionen 
f n (x) gleichmaBig gegen den Grenzwert 0 streben. 

1st CI. = 1, so wird die aufgesetzte Zaeh fUr jedes n die Hohe 1 
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besitzen. 1st ex. > 1, so wird die Hohe der aufgesetzten Zacke sogar 
mit wachsendem n uber aile Grenzen wachsen. 

Wie aber auch ex. gewahIt werden moge, die Funktionenfolge In(x) 
wird doch stets der Grenzfunktion I (x) = 0 zustreben. Jedes positive x 
des lntervalles bleibt namlich bei hinreichend groBem n doch gewiB 
auBerhalb der Grundlinie des aufgesetzten Daches; fur x = 0 aber sind 
aIle Funktionen In (x) selbst 0, also auch ihr Grenzwert 1(0) = lim In (0). 

n-+(X) 

Die Konvergenz ist aber fur ex. > 1 sicher ungleichmaBig; denn es 
ist nicht mehr moglich, durch Wahl eines hinreichend groBen n gleich­
zeitig fur aIle Werte von x im ganzen IntervalI den Ausdruck 

11 (x) -In (x) I = In (x) kleiner als etwa ! zu machen. 

3. Beispiel. Ein ganz ahnliches Verhalten zeigt die - im Gegen­
satze zum vorigen Beispiel - durch einen einheitlichen analytischen 
Ausdruck dargestelIte Funktionenfolge 

In(x) = xnae- nx 

(vgl. Fig. 113). Auch hi er wird fUr positives x ganz gewiB lim In (x) = 0 

gelten, da die Fun ktion e- n x bei wachsendem n sHirker 0 wird 

als jede Potenz von ~ (vgl. y 

a. 

n 
drittes Kapitel, § 9). Fur 
x = 0 ist aber stets In (x) = 0, 
und so erhalten wir in dem 
ganzen lntervall 0 < x < a 
bei beliebigem positivem a 

I(x) = lim In (x) =0. 
n-+(X) 

x Aber auch hier ist die Kon-
Fig. 113. vergenz der Funktionenfolge 

gegen die Grenzfunktion nicht immer gleichmaBig. Es wird namlich 
1 

fiir die Stelle x = - (die Stelle des Maximums von Inex») n 

In (x) =In C) = 1La~_l, 

und wir erkennen dara us, daB die durch den Buckel an der mit n 

veranderlichen Stelle x = ~ gemessene "Hohe" der Annaherungskurve n 
im Faile ex. 21 bei wachsendem n gewiB nicht gegen 0 strebt. 1m 
ubrigen liegen die Verhaltnisse bei diesem Beispiel genau wie bei dem 
eben betrachteten. 

4. Beis pie!. Die Begriffe der gleichmal3igen und unglcichmal3igen 
Konvergenz ubertragen sich naturlich auch auf unendliche Reihen. \Vir 
nennen eine Reihe gl (x) + g2 (x) + ... gleichmal3ig konvergent oder 
nicht, je nach dem Verhalten der FoIge ihrcr Partialsummen In(x). Ein 
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sehr einfaches Beispiel fUr eine nicht gleichmii/3ig konvergente Reihe 
finden wir in 

2 

Fur x = 0 ist jede Partialsumme (11 (x) = x2 + ... + (1 +:2)n":'l = 0; 

also ist auch t (0) = O. Fur x =F 0 haben wir einfach eine geometrische 

Reihe mit dem positiven Quotienten 1 ~ ~2 < 1 vor uns; also 

konnen wir nach den elementaren Regeln summieren und erhalten 
unter der Voraussetzung x =F 0 als Sum me der Reihe den Wert 

2 

~ 1 = 1 + x2• Die Grenzfunktion t (x) wird also ub~rall auBer 
1 - --

I +~2 

fUr x = 0 durch den Ausdruck /(x) = 1 + x2 gegeben, wahrend 
t (0) = 0 ist; ihr ist mithin im Nullpunkt gewisserma/3en kiinstlich 
eine Unstetigkeit aufgepragt. 

Auch hier haben wir es in jedem den Nullpunkt enthaltenden 
Intervall mit einer ungleichmal3igen Konver~enz zu tun. Die Differenz 
t (x) - t n (x) = r n (x) ist namlich fur x = 0 selbst 0, wahrend sie fUr 
jeden anderen Wert von x durch 

1 
den Ausdruck rn (x) = (1 -;_ ~2)n-l 

gegeben wird. Verlangen wir, daB 
dieser Ausdruck etwa kleiner als 
1 . d k" . db' 2 WIr ,so O:1.l1en WIr a~ 21 

festgehaltenem x stets durch die 
Wahl cines hinrcichcnd groBcn n 
erreichen. Wir konnen aber 
stets fur jeden beliebigen festen 
Wert von n noch immer nahe 
am Nullpunkt Ste11en x = $ 

1 
angeben, flir welche rn(~) > '2 
wird; eme gleichma/3ige Er­
zielung des vorgeschriebenen 
Genauigkeitsgrades ist also un­

!! 

, 
'Ii:\ /' 

\ I 

\ / 
\ I 

\ ,'" " 
\ \ \ 1 ~!:& /1 

\ \' ~:f<...1f I 
\ \\ ~ ""'Y 
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Fig. 114. 

moglich. Anschaulich wird der Sachverhalt sofort wieder durch Be­
trachtung der Naherungskurven klar (vgl. Fig. 114). Diese Naherungs­
kurven werden sich bei wachsendem n, abgesehen von der un­
mittelbaren Umgebung der Stelle x = 0, immer besser der Para­
bel y = 1 + x 2 anschmiegen; in der Umgebung der Stelle x = 0 aber 
werden diese Kurven einen immer schmaler werdenden russelartigen 
Fortsatz nach dem Nullpunkt herunterstrecken, und dieser Fortsatz 

:r 
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wird sich bei wachsendem n immer mehr auf ein gewisses geradliniges 
Stuck der y-Achse zusammenziehen, so daB als Grenzkurve die Parabel 
mit einem geradlinigen senkrecht nach unten bis zum NuUpunkt reichen­
den Fortsatz erscheint. 

Ais weiteres Beispiel fUr ungleichmal3ige Konvergenz nenne ich die 
ro 

Reihe 2:g~(x) mit g~(x) = x' _x·- 1 fiir '1'2: 1, go(x) = 1 im Intervalle 
.=0 

o < oX ~ 1, deren Partialsummen die oben als erstes Beispiel betrachte­
ten Funktionen x" sind. 

2. Kriterium der gleichmaBigen Konvergenz. 

ABe un sere UberIegungen zeigen uns, daB die GleichmaBigkeit der 
Konvergenz in einem Intervalle stets eine besondere Eigenschaft einer 
Funktionenfolge bzw. einer unendlichen Reihe ist. Wir wollen nun 
den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz noch einmal formulieren. 
Die konvergente Reihe gl (x) + g2 (x) +. .. heifJt in einem I ntervalle 
gleichmafJig konvergent, wenn man die Summe I (x) mit jeder noch so 
klein gegebenen Genauigkeitsgrenze e berechnen kann, so bald man eine liir 
das ganze Intervall leste hinreichend grofJe Zahl von Gliedern verwendet; 
m. a. W., wenn man zu jedem noch so klein en e eine nur von e, nicht mehr 
von x abhangige Zahl N angeben kann, derart, dafJ liir n > N stets gilt 
II (x) -In (x) I = I Rn (x) I < e, wobei mit Rn (x) der Rest der Reihe liir 
die n-te Partialsumme In (x) bezeichnet wird. 

Wenn wir statt von einer unendlichen Reihe von einer Funktionen­
folge 11(x), Mx), . .. mit der Grenzfunktion I(x) sprechen, so werden 
wir demgemaB wie oben die gleichmaBige Konvergenz durch die Eigen­
schaft definieren, daB der Ausdruck II (x) -In (x) I oder auch der Aus­
druck I In (x) - 1m (x) I bei hinreichend groBem n bzw. bei hinreichend 
groBem n und m fur das ganze Intervall gleichzeitig unter jede vor­
gegebene Schranke e sinkt. 

Wir werden sogleich sehen, daB erst durch die Forderung der Gleich­
maBigkeit unendliche Reihen oder sonstige Grenzwertbildungen von 
Funktionen zu schmiegsamen Hilfsmitteln der Analysis gemacht werden; 
glucklicherweise zeigt es sich, daB die UngleichmaBigkeit der Kon­
vergenz eine Art Ausnahmeerscheinung ist, die uns in der Handhabung 
der Methoden der Analysis kaum sWrt. 

Gewohnlich beweist man die GleichmaBigkeit der Konvergenz einer 
ro 

Reihe aus folgendem Kriterium: Wenn die Glieder der Reihe 2: g~ (x) den 
~=1 

Bedingungen I g~ (x) I < a~ geniigen, wo die a~ Konstante sind und eine 

konvergente Reihe i a" bilden, so konvergiert die Reihe .f g" (x) gleich-
,,=1 .=1 

miifJig (und, nebtnbei bemerkt, auch absolut). 
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In der Tat ist dann 
m til m 

J;g,.(x): < J;igy(x) I < J; a,. , 
) y=n 1'=-tt "=H 

m 
und da nach dem Cauchyschen Kriterium .J: ay schlieJ31ich beliebig klein 

1'=n 

wird, driickt sich hierin un sere Behauptung unmittelbar aus. 
Ein erstes Beispiel bietet uns die geometrische Reihe 1 + x + x2 + ... , 

wenn man sich auf das IntervaH I xl < q beschrankt, wo q irgend eine 
positive Zahl kleiner als 1 ist. Die Glieder der Reihe sind dann absolut 
genommen nicht grol3er als die Glieder der konvergenten geometrischen 
Reihe J;q'. 

Ein weiteres Beispiel gibt die "trigonometrische Reihe" 

c1 sin (x - 151) c2 sin (x - 152) c3 sin (x - 153) , 
--f2- +--22 --- - + ----32--- I ... , 

sobald I c" I < c ist, unter c eine von n unabhangige positive Kon-

d E · d . f h () en sin (x - 15n ) d stante ver~tan en. S 1St ann em ac gn X = - - n2--~ un 
00 

I gn (x) ! < ~~, woraus wegen der Konvergenz der Reihe .2 :2 die 
y=l 

gleichmal3ige und absolute Konvergenz unserer trigonometrischen 
Reihe folgt. 

3, Stetigkeit gleichmaBig konvergenter Reihen stetiger Funktionen. 

Die Bedeutung der gleichmal3igen Konvergenz unendlicher Reihen 
liegt, wie schon angedeutet, vor aHem darin, daB eine gleichmiWig 
konvergente Reihe in vieler Hinsicht sich genau so verhalt wic eine 
Summe von cndlich viclen Funktionen. SO Z. B. ist cine Summc end­
lich vicler stetiger Funktionen wieder stetig, und ganz entsprechend 
gilt der Satz: 

Eine in einem Intervall gleichmiifJig konvergente Reihe, deren Glieder 
stetige Funktionen sind, stellt dart wieder eine stetige Funktion dar. 

Der Beweis ist sehr einfach: Wir zerlegen die Reihe 

f(x) = gl(X) + g2(X) + ... 
in die n-te Partialsumme fn (x) und den "Rest" Rn (x). Es ist da­
bei In (x) = gl (x) + ... + gn (x). Wird nun cine belie big kleine positiVe 
Zahl e vorgegeben, so konnen wir zunachst wcgcn der vorausgesetzten 
Gleichmal3igkeit der Konvergenz die Zahl n so groB wahlen, daB 

der Rest im ganzen Intervall kleiner als : wird und daher erst recht 

i Rn{x + h) - Rn(x) 1< -i-
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gilt, wenn X und X + h irgendwelche Zahlen des Intervalles bedeuten. 
Die Partialsumme In (X) besteht aber nur aus endlieh vielen stetigen 
Summanden und ist daher gewiB wieder stetig; wir k6nnen also zu jeder 
Stelle X des Intervalles ein so kleines positives !5 wahlen, daB 

I/n(x+h)-ln(x)I<{ 

ist, wenn I h I <!5 ist und X + h im Intervallliegt. Daher gilt dann erst recht 

I/(x + h) - I (x) I = I In (x + h) - In (x) + Rn(x + h) - Rn(x) I 
< I In (x + h) - In (x) I + I Rn(x + h) - Rn(x) 1< B; 

diese Beziehung driickt aber die Stetigkeit der Funktion I (x) aus. 
Die Bedeutung dieses Satzes wird erst klar, wenn wir uns vergegen­

wartigen, daB bei ungleiehmaBig konvergenten Reihen stetiger Funk­
tionen die Summe keineswegs stetig zu sein braucht, wie uns un sere frii­
heren Beispiele unmittelbar zeigen. Wir k6nnen aus unserem obigen 
Resultat schlieBen: Wenn die Summe einer konvergenten Reihe stetiger 
Funktionen an einer Stelle unstetig ist, so konvergiert die Reihe in 
einer Umgebung dieser Stelle sieher ungleiehmaBig. Es beruht also 
jede Darstellung unstetiger Funktionen durch Reihen stetiger Funk­
tionen immer gerade darauf, daB man dabei ungleichmaBig konvergente 
Grenziibergange verwendet. 

4. Die Integration gleichmaBig konvergenter Reihen. 
Eine Summe von endlieh vielen stetigen Funktionen laBt sieh "g Ii e d­

weise in tegrieren"; d. h. das Integral der Summe laBt sieh bilden, 
indem man die einzelnen Funktionen integriert und die Integrale addiert. 
Bei einer konvergenten Reihe von Funktionen, einer unendliehen Summe, 
ist nun ein solches Verfahren eben falls gestattet, vorausgesetzt, daB die 
Reihe in dem Integrationsintervall gleichmaBig konvergiert. Eine in 
einem Intervall gleichmiifJig konvergente Reihe stetiger Funktionen 

IX) 

17 g,,(x) = I(x) darl dort gliedweise integriert werden. Genauer: Wenn 
.. =1 

a und x zwei Zahlen in diesem Intervalle sind, so konvergiert die 
% 

Reihe i J g,. (t) dt, und zwar gleichmiifJig in x (bei lestem a), und ihre 
,,=1 a 

" 
Summe ist gleich J/(t) dt. 

a 
Zum Beweise schreiben wir mit unseren friiheren Bezeichnungen 

ro 

I(x) = .2g,.(x) = In (x) + Rn(x) 
.. =1 

und setzen voraus, daB die einzelnen Reihenglieder, also auch die Summe 
I (x) in dem gegebenen Intervall stetig sind, sich also integrieren lassen. 
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Dann konnen wir zu jedem c jedenfalls n so groB wahlen, daB im ganzen 
Intcrvall I Rn (x) I < E wird und so mit auch I t (x) - In (x) I < f. Nach 
dem Mittelwcrtsatz der Intcgralrechnung ist nun 

x 

J (f (t) - In (t)) d t S:. d , 
" 

wo I die Lange des Integrationsintervalles bezeichnet; da wir aber das 
Integral tiber die endliche Summe In (x) ohne wciteres gliedweise aus­
fiihren dtirfen, erhalten wir 

:t l! r 

iJI(t)dt-~fgv(t)dt: < d. 
Il 1 a 

Lassen wir nun E gegen 0 streben und dementsprechend n tiber alit' 
Grenzen wachsen, so ergibt sich aus dieser letzten Beziehung unmittel­
bar unser Satz von der Moglichkeit, cine gleichmaBig konvergente Reihl' 
gliedweise zu integriercn. 

\Venn man statt von unendlichen Reihen einfach von cinem Grenz­
wert 

I (x) = lim In (x) 
'l-+CO 

spricht, so kann man unser H.esultat auch folgendermaBen aussprechen: 
Wenn in einem Intervalle die Beziehung I (x) = lim In (x) gleichmiifJig 

n-+co 

erfiillt ist, d. h. wenn die Funktionenlolge In (x) gleichmiifJig gegen die 
Fttnktion I (x) konvergiert, so gilt, lalls a und b im Intervallliegen, 

b b 

JI(x) dx = lim Jln(x) dx, 
a 11-+00 a 

d. h. mit anderen Worten, wir diirfen dann die Reihenfolge der Opera­
tionen des Integrierens und des Grenziiberganges bei In (x) miteinander 
vertauschen. 

Diese Tatsache ist keineswegs von vornherein sdbstverstandlich. 
Zwar von cinem naiven Standpunkt aus, wie er bis ins 19. Jahrhundert 
herrschte, wird man die Vertauschbarkeit der beiden Prozesse kaum 
bezweifeln; aber ein Blick auf die Beispiele aus diesem Paragraphen, 
Nr.l, zeigt uns, daB bci nicht mehr gleichmaBig konvergenten Grenz­
wertbildungen un sere Behauptung unzutrcffend sein kann. Man 
braucht nur Beispiel 2 zu betrachten, bei dem das Integral der 
Grenzfunktion 0 ist, wahrcnd das Integral der Funktion In (x) tiber 
das Intervall 0;;:; x ;;:; 1, d. h. dcr Inhalt des aufgcsetztcn Dreiecks, 
den Wert 

1 

Jfn(x)dx = n<>-2 
u 
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besitzt und also im Falle IX ::::: 2 nicht gegen Null strebt. Wir erkennen 
hier anschaulich sofort den Grund fUr den Unterschied zwischen 
1 1 

fl(x) dx und lim fin (x) dx in derUngleichmaBigkeit der Konvergenz. 
o 1I->ex> 0 

Dagegen zeigt sich im Falle 1 < IX < 2, daB trotz ungleichmal3iger 
1 1 

Konvergenz die Gleichung lim !In(x) dx = fl(x) dx bestehen kann. 
1I->ex> 0 0 

Dasselbe zeigen uns auch die anderen in Nr. 1 gegebenen Beispielt:'. 
ex> 

Wir durfen z. B. die Reihe .2 gn (x) mit gn (x) = xn - xn- 1 fUr n > 1 
o 

und mit go (x) = 1 trotz ihrer ungleichmaBigen Konvergenz zwischen 
den Grenzen 0 und 1 gliedweise integrieren, d. h. wir erhalten so ein 
richtiges Resultat. Es ist also fUr die Moglichkeit, gliedweise zu inte­
grieren, die Gleichmaf3igkeit der Konvergenz zwar eine hinreichende, 
aber keineswegs eine notwendige Bedingung. Die Nichtbeachtung die­
ses Punktes gibt leicht zu MiBverstandnissen Anlaf3. 

5. Differentiation unendlicher Reihen. 

Anders als bei der Integration verhalten sich gleichmaBig konver­
gente Reihen oder Funktionenfolgen gegeniiber der Differentiation. 

. 2 

Z. B. ist fUr die Funktionenfolge In (x) = sm n ~ sicherlich gleichmaBig 
n 

lim In (x) = 0, aber der Differentialquotient I~ (x) = n cos n2 X kon-
n->ex> 

vergiert bei wachsendem n keineswegs gegen den Differentialquotienten 
der Grenzfunktion, d. h. gegen den Wert 0, z. B. nicht fUr x = O. Wir 
diirfen also trotz der GleichmaBigkeit des Grenziiberganges hier keines­
wegs die Prpzesse der Differentiation und des Grenziiberganges ver­
tauschen. 

Fiir eine unendliche Reihe gilt naturlich Entsprechendes. Z. B. ist 
die Reihe 

absolut und gleichmaBig konvergent; denn ihre Glieder sind sicher 
absol)lt genommen nicht groBer als die Glieder der konvergenten Reihe 
III 

12 + 22 + 32 + .. '. Differenzieren wir aber unsere obere Reihe glied-

weise, so entsteht die Reihe 

cos x + 22 cos 24 X + 32 cos 34 X + ... , 
weIche ganz offenkundig nicht tiberall konvergicrt, z. B. nicht fUr x = O. 

Das einzige brauchbare Kriterium, welches uns in speziellen Fallen 
Sicherheit dafUr gibt, daB die Differentiation gliedweise erlaubt ist, gibt 
folgcnder Satz: Wenn durch gliedweises Dillerenzieren einer konvergenten 
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<Xl 

unendlichen Reihe .2 G,. (x) = F (x) eine gleichmiifJig konvergente Reihe 
,,=0 

<Xl 

stetiger Funktionen 2,;' g" (x) = I (x) entsteht, so ist der Wert dieser letzteren 
v=o 

gleich dem Dillerentialquotienten der Summe der ersten Reihe. Dieser Satz 
verlangt also ausdriicklich, daB man sich nach Ausfiihrung der glied­
weisen Differentiation noch davon iiberzeugt, ob das Resultat dieser 
Differentiation eine gleichmal3ig konvergente Reihe ist. 

Der Beweis des Satzes versteht sich fast von selbst. Denn man darf 
ja nach dem Satz von Nr.4 die durch Differentiation entstandene 
Reihe in unserem Intervall gliedwcise integrieren, wobei wir die obere 
Grenze x unbestimmt lassen konnen. Mit Riicksicht auf g" (t) = G; (t) 
erhalten wir also 

% X % 

ft(t) dt= fCEg" (t») dt= i fg,,(t) dt = i (G,,(x) -G,,(a») =F(x)-F(a). 
" a "=0 ,·=0 a ,,=0 

Daher ist 
I(x) = F'(x) , 

wie es behauptet wurde. 

§ 5. Potenzreihen. 
Unter den unendlichen Reihen stehen die Potenzreihen an wich­

tigster Stelle. Unter einer Potenzreihe verstehen wir eine Reihe der Form 
<Xl 

\l! (x) = Co + c1 X + c2 x2 + . .. =.2 c" XV 
.=0 

("Potenzreihe in x") oder auch allgemeiner 
<Xl 

~ (x) = Co + C1 (x - xo) + C2 (x - XO)2 + ... = 2Jc" (x - xo)" 
v=o 

("Potenzreihe in x - xo"), wo Xo eine feste Zahl ist. Wenn wir in der 
letzten Reihe x - Xo = x' alS neue unabhangige Veranderliche ein-

fUhren, so geht sie in die Potenzreihe ..2c"x'J· in der Variablen x'iiber, 
. v=o 

und wir k6nnen uns daher bei unseren Betrachtungen, ohnc der All­
gemeinheit Abbruch zu tun, auf Potenzreihen der spezielleren Form 

<Xl 

2: Cv XV beschranken. 
,,=0 

Wir haben schon im sechsten Kapitel ausfiihrlich die Annaherung 
von Funktionen durch ganze rationale und im Zusammenhang damit die 
Entwicklung in Taylorsche Reihen - die ja Potenzreihen sind - behan­
delt. In diesem Paragraphen wollen wir die Potenzreihen etwas naher 
studieren und werden dadurch neue und in vieler Hinsicht gegeniiber 
dem damaligen Kapitcl einfachere und bequemere Zugange zu den 
Reihenentwicklungen der wichtigsten Funktionen gewinnen. 
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1. Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe. 
Es gibt Potenzreihen, weIche fUr keinen Wert von x konvergieren, 

natiirlich abgesehen von dem Werte x = 0; z. B. die Reihe 
x + 22 x2 + 33 x3 + ... + nn xn + .... 

Denn ist etwa I x I > ~ , wo N eine natiirliche Zahl ist, so werden aIle 

Glieder nn xn fUr n > N absolut genommen gr6Ber als 1 sein, sogar 
mit wachsendem n tiber alle Grenzen wachsen, wahrend sie doch bei 
einer konvergenten Reihe gegen 0 streben muBten. 

Andererseits gibt es Potenzreihen, weIche fUr jeden Wert von x 
konvergieren, wie z. B. die Potenzreihe fur die Exponentialfunktion 

x 2 x3 

eX =I+x+2T+3T+"" 
wo die Konvergenz fur jeden Wert von x gemaB dem Kriterium IlIa 
aus § 2, Nr. 2 sofort folgt. Das (n + l)-te Glied, durch das n-te divi-

diert, ergibt namlich -~-, und, wie auch immer wir die Zahl x wahlen, 
11 

stets wird dieser Quotient bei wachsendem n gegen 0 streben. 
Das Konvergenzverhalten VOI\ Potenzreihen wird nun allgemein 

durch den folgenden grundlegenden Satz beherrscht: Wenn eine Potenz­
reihe uberhaupt fur einen Wert x = ~ konvergiert, so konvergiert sie 
absolut fur jeden Wert x, ft'ir welehen I x I < I ~ list, und die Konvergenz 
ist gleiehmafJig fur jedes I ntervall I x I < 'Yj, sobald nur 'Yj eine positive 
Zahl kleiner als I ~I - aber im ubrigen belie big nahe an I ~I gelegen - is!. 

Der Beweis ist sehr einfach. Wenn die Reihe i ep ~v konve rgi Eft , 
v~O 

so mussen ihre Glieder mit wachsendem 'V gegen 0 streben; sie werden 
also gewiB, was ja viel weniger besagt, absolut genom men unterhalb 
einer von'll unabhangigen Schranke M liegen, d. h. es wird I e. ~. I < M 
sein. 1st nun q eine den Bedingungen 0 < q < 1 genugende feste Zahl 
und beschranken wir x auf das Intervall I x I ~ q I ~ I, so wird 

le.x'·1 < le.flg" < Mq'·.· Die Gliederunserer Reihe i;evx" sind also 
o 

absolut genommen in diesem Intervalle kleiner als die Glieder der 
aus positiven Konstanten bestehenden, konvergenten geometrischen 
Reihe .2 M q". Hieraus folgt nunmehr nach dem Satze von § 4, Nr. 2 
so fort die behauptete absolute und glcichma/3ige Konvergenz im Inter­
vall - q I ~ I < x < q I H 

Wenn eine Potenzreihe nicht uberall konvergiert, wenn es vielmehr 
einen Wert x = ~ gibt, fUr den sic divergiert, so muB sie fur jeden Wert 
von x divergieren, fUr weIch en I x I > I ~ list. Denn ware sie fUr einen 
solchen Wert von x konvergent, so miiJ3te sie erst recht nach dem 
vorhin bewiesenen Satze fUr den absolut kleineren Wert ~ konvergieren. 

Man erkennt hieraus, da/3 es fUr cine Potenzreihe, die in mindestens 
einem von 0 ver,chiedenen Punkte konvergiert und in mindestens 
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einem Punkte divergiert, eine Konvergenzstrecke gibt; d. h. es gibt eine 
ganz bestimmte positive Zahl e, derart, daB fiir I x I > e Divergenz, 
fUr I xl < e Konvergenz herrscht, wahrend man fUr I xl = e von vorn­
herein keine alIgemeinen Aussagen machen kann. Die GrenzfalIe, daB 
die Potenzreihe nur fUr x = 0 konvergicrt bzw. daB sie fUr aIle Werte x 
konvergiert, drucken wir symbolisch durch die Schreibweise e = 0 
bzw. e = 00 aus 1). 

Z. B. ist fur die geometrische Reihe 1 + x + x2 + ... der Wert e = 1 ; 
in den Endpunkten der Konvergenzstrecke herrscht Divergenz. Ebenso 
ist fUr die uns aus dem sechsten Kapitel bekannte Arcustangens-Reihe 

.r x5 

arctg x = x - ""3 + "5 - + ... 
Q = 1, und in beiden Endpunkten der Konvergenzstrecke, namlich 
fur die Werte x = ± 1, herrscht Konvergenz, wie man sofort aus dem 
Leibnizschen Kriterium § 1, Nr. 2 erkennt. 

Als Folge der gleichmaBigen Konvergenz nenne ich die wichtige 
Tatsachc, daB eine Potenzreihe im Innern ihres (etwaigen) Konver­
genzintervalls immer eine stetige Funktion darstellt. 

2. Die Integration und Differentiation von Potenzreihen. 

Wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz ist es ohne weiteres 
erlaubt, eine Potenzreihe 

00 

1 (x) = L; c" XV 
,,=0 

uber ein ganz im Innern ihres KonvergenzintervalIes gelegenes ab­
geschlossenes Intervall gliedweise zu integrieren. Wir erhalten so die 
Funktion 00 

fur weIche 

F(x) = c +.2. -'" X V +1 , 
1'=0' v + 1 

F'(x) = I(x) 

ist. Ubrigens bemerke ich, daB stets I '''1 < I c, I ist, daB also die 
111 + . 

1) Es laBt sich direkt angeben, in welcher Weise die Konvergenzstrecke von 
,,--

den Koeffizienten '" der Reihe abhangt. Existiert der Grenzwert lim 1'1 'n I, so ist 
1 "-+00 

n-+oo 

Allgemein driickt sich (! durch die Formel 
1 

(! =--

lim YI-ZI' 

aus (wobei lim das im ersten Kapitel. Anhang. definierte Symbol der oberen 
Haufungsstelle ist). 

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. AlIlI. ~1 
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absolute Konvergenz durch die Integration gegeniiber der urspriing­
lichen Reihe verbessert wird. 

Wir durfen aber eine Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzinter­
valls auch gliedweise differenzieren und gelangen so zu der Gleichung 

f'(x) =.2vc"X"-l. 
y=1 

Urn die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, brauchen wir nur 
zu zeigen, daB die rechts stehende Potenzreihe gleichrnaBig konver­
giert, sobald x auf ein Intervall beschrankt wird, welches ganz irn 
Innern der Konvergenzstrecke liegt. Mit den obigen Bezeichnungen aus 
Nr. I sei derngernaB I xl ~ q I ~I. Die Glieder der in Frage stehenden 
Reihe sind absolut genornrnen nicht groBer als die Glieder der Reihe 

,,~I vc"t-1 ~"-ll; also brauchen wir, da IC,.~"-ll < I~ =N ist, nur die 

Konvergenz der Reihe 2 N v q"-l zu beweisen. In dieser Reihe ist aber der 
,,=1 

Quotient des (n + I)-ten Gliedes, dividiert durch das n-te Glied, gerade 

gleich n + 1 q. Er strebt bei wachsendern n gegen den Wert q, der seiner-
n 

seits ein echter Bruch ist, und daraus folgt nach dern Kriteriurn IlIa 
von § 2, Nr. 2 die Konvergenz dieser Reihe, deren Glieder nicht rnehr 
von x abhangen. Die oben betrachtete Potenzreihe konvergiert also 
gleichrnaBig und stellt daher nach dern Satz des vorigen Paragraphen 
den Differentialquotienten f'(x) der Funktion f (x) dar, wornit un sere 
Behauptung bewiesen ist. 

Wenden wir dieses Ergebnis wiederum auf die Potenzreihe 

f'(x) =.2v C" X,,-l 
,,=1 

an, so erkennen wir, daB sich durch nochrnalige gliedweise Differentia­
tion die Potenzreihe 

f"(x) = i;v (v-I) C,.x"-Il 
,,=2 

ergibt, und gelangen, so weiter schlieBend, allgernein zu dern Satze: 
Jede durch eine Potenzreihe darstellbare Funktion lapt sich im Innern 
des Konvergenzintervalls belie big oft differenzieren, und diese Differen­
tiation darf gliedweise an der Potenzreihe vorgenommen werden1). 

1) Als expliziter Ausdruck der k-ten Ableitung ergibt sich 

'" t<k) (x) = 2'11 ('11- 1) ... ('11- k + 1) c"x,,-k 
,,=R 

oder, ein wenig anders geschrieben. 

t<:~X) = i'(~)cyxY-k= 1;(kt")Ck+Yx"; 
"=R ,,-0 

zwei hliufig gebrauchte Formeln. 
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3. Das Rechnen mit Potenzreihen. 

Das durch die vorigen Satze gekennzeichnete Verhalten der Potenz­
reihen bildet die Grundlage fiir die Tatsache, daB man mit Potenz­
reihen ganz genau so rechnen kann wie mit ganzen rationalen Funk­
tionen. DaB man zwei Potenzreihen addiert und subtrahiert, indem 
man die entsprechenden Koeffizienten addiert bzw. subtrahiert, ist 
selbstverstandlich (siehe S. 301). Ebenso versteht es sich von selbst, 
daB man eine Potenzreihe - wie jede Reihe - mit einem kon­
stanten Faktor multipliziert, indem man diese Multiplikation an jedem 
Gliede ausfiihrt. Dagegen bedarf die Multiplikation und Division 
zweier Potenzreihen ciner etwas naheren Betrachtung, fiir die ich auf 
den Anhang verweise. Rier erwahne ich ohne Beweis nur, daB man 
zwei Potenzreihen 

und ex> 

g(x) =.2b,.x" 
,,=0 

miteinander multipliziert wie ganze rationale Funktionen. Es gilt 
namlich der Satz: Das Produkt der beiden obigen Potenzreihen wird 
in dem beiden Potenzreihen gemeinsamen Konvergenzgebiete durch 

ex> 

eine dritte Potenzreihe .2 c,. x" dargestellt, deren Koeffizienten durch 
,,=0 

die Formeln 
Co = aobo, 

c1 = ao b1 + a1 bo, 

c2 = ao b2 + a1 b1 + a2 bo, 

gegeben werden. (Beweis siehe Anhang, § 1.) 

4. Eindeutigkeitssatz fur die Potenzreihen. 
Fiir die Theorie der Potenzreihen ist folgende Tatsache von 

ex> ex> 

Wichtigkeit: Wenn man von zwei Potenzreihen .2 a,. x" und .2 b,.x" 
,,=0 ,,=0 

weiB, daB sie in einem gemeinsamen, den Punkt x = 0 im Innern 
enthaltenden Intervall konvergieren und dort eine und dieselbe Funk­
tion f (x) darstellen, so sind sie miteinander identisch, d. h. fur jedes n 
besteht die Gleichung an = bn. Oder mit anderen Worten: Eine 
Funktion f(x) kann, wenn Uherhaupe, nur auf eine Art durch eine Po­
tenzreihe in x dargestellt werden. Kurz: Die Darstellung durch eine 
Potenzreihe ist "eindeutig". 

21* 
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Zum Beweise dieser Tatsache brauchen wir nur zu beachten, daB 
die Differenz dieser beiden Potenzreihen, d. h. die Potenzreihe 

<Xl 

cp (x) = }; c" x~ mit den Koeffizienten c .. = a .. - b .. fur alle in dem Inter-
v=o 

vall gelegenen Werte von x den Wert 0 besitzt, d. h. die Funktion 
cp (x) =0 darstellt. Speziell muB also fiir x = 0 der Wert der Potenz­
reihe 0 sein, d. h. Co = 0, also ao = boo Differenzieren wir nun die 
Potenzreihe im Innern des Intervalls und beachten, daB der Diffe­
rentialquotient cp' (x) wieder uberall 0 ist, so ergibt sich, daB auch die 

Potenzreihe l'llc .. x~-l im ganzen Innern des Intervalls den Wert 0 
v=1 

be sit zen muB, woraus speziell fiir x = 0 die Gleichung Cl = 0 oder 
a l = b1 folgt. In derselben Weise konnen wir fortfahren zu differen­
zieren und danach x = 0 zu setzen und finden dabei, daB samtliche 
Koeffizienten c,. verschwinden, was gerade un sere Behauptung darstellt. 

Wir sehen iibrigens, daB wir unseren Dberlegungen auch folgende 
Wendung geben konnen: Differenzieren wir eine Reihe /(x) = };a"x~ 

'II-mal und setzen dann x = 0, so erhalten wir sofort 

a = -.!.. /»(0)' ,.. v! ' 

d. h. : jede Potenzreihe, die nicht nur im Punkte x = 0 konvergiert, ist die 
Taylorsche Reihe der durch sie dargestellten Funktion. Die Eindeutigkeit 
der Entwicklung kommt hierbei darin zum Ausdruck, daB sich die 
Koeffizienten in eindeutiger Weise aus dem Funktionsverlauf bestimmen. 

§ 6. Entwickelung gegebener Funktionen in Potenzreihen. 
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Beispiele. 

Jede Potenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzgebiets eine stetige 
Funktion mit stetigen Ableitungen aller Ordnungen dar. Wir behandeln 
nun die umgekehrte Aufgabe, eine vorgegebene Funktion / (x) in eine 
Potenzreihe zu entwickeln. Man kann hierzu im Prinzip stets die Taylor­
sche Formel heranziehen, sWBt dabei aber im Einzelfalle oft auf Schwie­
rigkeiten bei der wirklichen allgemeinen Berechnung der n-ten Ab­
leitung sowie bei der Restabschiitzung. Aber man kommt hiiufig in viel 
einfacherer Weise zum Ziele, wenn man folgendermaBen vorgeht: Man 
macht mit zunachst noch unbekannten Koeffizienten c .. den Ansatz 

<Xl 

I (x) = ]; c" x~, bestimmt dann die Koeffizienten aus irgendwelchen be-
v=o 

kannten Eigenschaften der Funktion / (x) und beweist hinterher die 
Konvergenz der gefundenen Reihe. Diese Reihe stellt dann eine Funk­
tion dar, und man hat sich jetzt nur noch davon zu iiberzeugen, daB diese 
mit / (x) identisch ist. Wegen der bewiesenen Eindeutigkeit der Potenz­
reihenentwicklung ist man sicher, daB keine andere als die gefundene 
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Reihe die gewunschte Entwicklung darstellen kann. Fur dieses Verfahren 
werden wir sogleich Beispiele kennen lernen. Ubrigens haben wir im 
sechsten Kapitel schon die Reihen fUr arc tg x und log (1 + x) auf einem 
Wege erhalten, der eigentlich in den Gedankenkreis des gegenwartigen 
Kapitels hineingehOrt. Wir haben namlich die Reihen fUr die Differen­
tialquotienten dieser Funktionen, die wir als geometrische Reihen 
angeben konnten, einfach gliedweise integriert. 

1. Die Exponentialfunktion. 

Stellen wir uns die Aufgabe, eine Funktion 1 (x) zu finden, fUr welche 
/,(x) = I(x) und 1(0) = 1 ist, und machen wir mit unbestimmten 
Koeffizienten den Potenzreihenansatz 

so erhalten wir durch Differentiation 

Da diese beiden Potenzreihen nach Voraussetzung libereinstimmen 
sollen, ergibt sich so fort fUr jedes n:2:: 1 die Gleichung 

Beachten wir noch, daB wegen 1 (0) = 1 der Kocffizient Co den Wert 1 
haben muB, so k6nnen wir nun sukzessive aile Koeffizienten berechnen 
und erhalten die Potenzreihe 

Diese Potenzreihe - wir machen bei diesen Betrachtungen absichtlich 
von dem frliher liber die Exponentialfunktion Gelernten keinen Ge­
brauch - konvergicrt, wie wir mit Hilfe des Quotientenkriteriums 
leicht schen, fUr aIle Werte von x und stellt daher cine Funktion 1 (x) 
dar, fUr welche tatsachlich die Bedingungen /,(x) = I(x), 1(0) = 1 
erfiillt sind. 

DaB diese Funktion 1 (x) mit der Exponentialfunktion eX uberein­
stimmt, folgt sofort, wenn wir beachten, daB jedenfalls die Funktion eX 
den obigen Bedingungen genligt. Bilden wir nun den Quotienten 

( f (x~ d d' f' 'b . h I () e" t' (x) - e" f (x) <p x) = eX un 1 ferenzleren, so ergl t SlC <p x =--e2~- . = O. 

Also ist die Funktion <p (x) eine Konstante, und zwar muB sie, da sie flir 
x = 0 den Wert 1 hat, gleich 1 sein, womit die Ubereinstimmung 
unserer Potenzreihe mit der Exponentialfunktion bewiesen ist. (Vgl. 
auch die ganz analoge Betrachtung auf S. 143.) 



326 VIII. Unendliche Reihen und andere Grenzprozesse. 

2. Die binomische Reihe. 

Die Herleitung der binom~schen Reihe (sechstes Kapitel, § 3, Nr. 3) 
kCinnen wir jetzt leicht mit Hilfe der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten nachholen. Wir wollen die Funktion I (x) = (1 + x)a in 
eine Reihe entwickeIn und setzen mit unbestimmten Koeffizienten an 

I(x) = (1 + xt = Co + cI X + c2 x2 + '" . 
Beachten wir nun, daB fiir unsere Funktion offenbar die Beziehung 

co 

(l + x) /,(x) = oc/(x) = 2occ" x" 
v-o 

gilt, und bilden wir, indem wir die obige Reihe gliedweise differenzieren 
und mit dem Faktor 1 + x multiplizieren, die Reihe 

(1 + x)l'(x) = cI + (2c2 + cI ) x + (3ca + 2c2) x2 + "', 
so erhalten wir durch Koeffizientenvergleichung die Beziehungen 

occo = cI ' occI = 2c2 + cI ' occ2 = 3ca + 2c2 , 

Nun ist gewiB Co = 1, da unsere Reihe fiir x = 0 den Wert 1 darstellen 
muB, und so erhalten wir der Reihe nach fiir die Koeffizienten die Aus­
driicke 

(IX - 1) IX 
c2 = 2 ' 

_ (ex - 2)(ex - 1) IX 

ca - 3.2 ' 

und, wie man leicht bestiitigt, ailgemein 

(ex - v + l)(ex - v + 2) ... (ex - 1) ex (ex) 
C,.= v(v-l) ... 2.1 = v' 

so daB wir tatsachlich die binomische Reihe 
co 

(1 + xt = Z(:)x" 
,,=0 

gewinnen. Das Quotientenkriterium zeigt uns, daB diese Reihe fiir 
I xl < 1 konvergiert und fiir I xl > 1 divergiert, wenn oc nicht ganz­
zahlig :2=: 0 ist; denn es ist in diesem Falle der Quotient des (n + I)-ten 

durch das n-te Glied gIeich ex - n + 1 x, und dieser Ausdruck strebt ab-
n 

soIut genommen gegen I xl, wenn n iiber alle Grenzen wachstl). Unsere 
Reihe stellt uns also fiir I x 1< 1 eine Funktion I (x) dar, die, wie aus der 

1) Ohne Beweise gebe ich noch die genauen Konvergenzbedingungen fiir die 
Entwicklung an. 1st der Exponent ex ganzzahlig und 2: 0, so bricht die Reihe 
ab und gilt daher fiir alle x (gewOhnlicher binomischer Satz). Bei allen anderen 
Werten von ex ist die Reihe fiir I x I < 1 absolut konvergent, fiir I x I > 1 divergent. 
Fiir x = + 1 liegt bei ex > 0 absolute Konvergenz, bei - 1 < ex < 0 bedingte 
Konvergenz, bei ex :;;;: - 1 Divergenz vor. Fiir x = - 1 schlieLllich ist die Reihe 
absolut konvergent bei ex > 0, divergent bei ex < O. 
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Bildung der Koeffizienten hervorgeht, der Beziehung (1 + x) f' (x) 
= ~ t (x) geniigt. AuBerdem ist t (0) = 1. Diese letzten Bedingungen 
aber charakterisieren un sere Funktion t (x) als identisch mit der Funk-

tion (1 + xt. Denn es ist flir den Quotienten cp (x) = (/~l)'i 

m'(x) = [~+x)ali:2 - ex ~±_x)a~~f~) = o. 
T (1 + X)2<l ' 

es ist cp (x) also eine Konstante, und zwar gerade 1, da (j1 (0) = 1 ist. 
Ich will von der binomischen Reihe die folgenden Spezialfalle be­

sonders anfiihren: die geometrische Reihe 

f}x = (1 + X)-l = 1- x + x2 - x3 + X4 - + ... =.2( - lr xv, 
+ .-0 

die negative Ableitung der geometrischen Reihe 

_1_ = (1 + X)-2 = 1-2x + 3x2 -4x3 + -'" = .2(-lr (v+ l)xV 
(1 + X)2 >,-0 

und die Reihen 

,I--~ 1 1 1 1·3 1·3·5 
r 1 + x = (1 + x)2" = 1 + - x - - x2 + -- x3 - -~- x' + - "', 

2 2·4 2·4·6 2·4·6·8 

_. 1 __ = (1 + xt t = 1 _ ~ x + ~ x2 _ I· 3·5 x3 + ! __ 3· 5. 7 X4 _ + '" , 
fl + x 2 2·4 2·4·6 2·4·6·8 

von denen die erst en beiden oder die ersten drei Glieder beliebte Nahe­
rungsformeln geben. 

3. Die Reihe fUr arc sin x 

erhalten wir am einfachsten, indem wir den Ausdruck -J .~ nach dem 
fI- f2 

binomischen Satz in die Reihe 

(1- t2)-t = 1 + ~t2 +~3t4 + ... 
2 2·4 

entwickeln und diese fiir I t I < q < 1 glelchma/3ig konvergente Reihe 
zwischen 0 und x integrieren; wir gewinnen auf diese Art sofort die 
Entwicklung 

. I x3 1.3 x6 

arc sm x = x + 23"+ 2.45" + "', 

we1che fiir I x I < 1 konvergiert und, wie man aus dem Quotienten­
kriterium von S.304 leicht sieht, fur I xl > 1 divergiert. 

Die Herleitung dieser Reihe aus dem Taylorschen Satz wiirde wegen 
der Schwierigkeit der Restabschatzung wesentlich unbequemer sein. 
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4. Die Potenzreihenentwicklung von ~t ®tn X = log (x + rff. Xi) 

erhalten wir ganz ebenso, indem wir fiir ihre Ableitung die Entwicklung 

1 = 1 _ -.!.- x2 + 1·3 X4 _ !"_3 __ 5 x 8 + _ ... 
11+-,;-2 2 2·4 2·4·6 

auf Grund des binomischen Satzes hinschreiben und dann gliedweise 
integrieren. So gelangen wir zu der Reihenentwicklung 

. 1-r' 1·3,;-5 
2lr elm x = x - 2" 3" + 2.4 '5 - + ... , 

deren Konvergenzstrecke das Intervall - 1 < x < 1 ist. 

5. Beispiel ftir Reihenmultiplikation. 

Die Entwicklung der Funktion 

log (1 +,;-) 
~~--

1+,;-

gibt uns ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung der Multiplikations­
regel fur Potenzreihen. Wir brauchen namlich nur die logarithmische 

,;-2 x3 x' 
Reihe log (1 + x) = x - 2 + 3 - 4 + - ... mit der geometrischen 

Reihe 1 ~ ,;- = 1 - x + x2 - x3 + X4 - + ... zu multiplizieren, dann 

erhalten wir, wie der Leser leicht ausrechnen kann, fiir I x I < 1 die 
merkwiirdige Entwicklung . 

!og(l+';-)=X_(1 + ~-)x2+(1 +1+1_)x3_r'1 +~.+.1+1)x4+ _ ... 
1+,;- 2 2 3 \ 2 3 4 - . 

6. Beispiel ftir gliedweises Integrieren. Elliptisches Integral. 

In friiheren Anwendungen ist uns das elliptische Integral 

2 

K = f 11.- ~:sin2 rp (k2 < 1) 
o 

entgegengetreten (Schwingungszeit eines Pendels). Urn das Integral 
auszuwerten, konnen wir so vorgehen, daB wir zuerst den Integranden 
nach dem binomischen Satz entwickeln: 

-1+ 1k2 . 2 +1.3 k4 · 4 +1.3.5 k6 · 6 + 
::=-==..'~.~-- - - -2 Sill cp 2-4 Sill cp 2--4 6 Sill cp .... tI - hI sm2 rp •• • 

Da die Reihe fUr alleWerte von cp gleichmaBig konvergiert (k 2 sin2 cp 
ist nie groBer als k2), so konnen wir sie gliedweise integrieren: 

2 2 2 2 

K =f drp - =fdcp + '!'k2 fsin2 cpdcp +!~ k4 fsin 4 cpdcp + .... p _ h2 sin' rp 2 2·4 
000 0 
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Die hier auftretenden Integrale haben wir schon fruher berechnet 
(vgl. viertes Kapitel, § 4, Nr. 4). Set zen wir ihre Werte em, so er­
gibt sich 

n 
2 

K=f- ~-t:p - = :T{1+(1)\2+(;~~)2k4+(1._3.~)2k6+ ... }. 
P _ k2 sin2 t:p 2 2 2·4 2·4·6 

o 
Hinsichtlich weiterer Beispiele zur Reihentheorie verweise ich auf 

den Anhang. 

§ 7. Potenzreihen mit komplexen Gliedern. 

1. Einfiihrung komplexer. Glieder in Potenzreihen. 

Die Ahnlichkeiten zwischen Potenzreihen fUr scheinbar ganz ver­
schiedenartige Funktionen haben schon Euler dazu veranlaBt, einen 
Zusammenhang rein formal herzustellen, indem er fUr die Variable x 
in den Potenzreihen auch komplexe Werte zulieB und insbesondere 
auch rein imaginare Werte einsetzte. Wir wollen dies zunachst einmal 
unbekummert tun und den Erfolg eines solchen Verfahrens studieren. 

Die erste frappierende derartige Beziehung ergibt sich, wenn wir 
in der Exponentialreihe fiir ell: die GroBe x durch die rein imaginarc 
GroBe irp ersetzen, wo 'I' wieder eine reelle Zahl bedeutet. Beachten 
wir die Grundbeziehung fiir die imaginare Einheit i, namlich i 2 = - 1, 
aus der i 3 = - i, i4 = 1, is = i, ... folgt, und trennen in der ent­
stehenden Reihe Reelles und Imaginares, so erhaIten wir sofort 

i cp ( rp2 t:p' t:p6 ). ( t:p3 rp6 ) e = 1- 21 + 41 - 61 +-,,, +~ 1J?-3!+5!-+'" 

oder anders geschrieben 

eicp = coslJ? + isinrp. 

Diese zunachst rein formale hOchst wichtige "Eulersche Relation" steht 
im Einklang mit dem Moivreschen Theorem, welches wir schon im 
Anhang zum ersten Kapitcl in Erinnerung gebracht haben, namlich 
der Gleichung 

(cos IJ? + i sin IJ?) (cos'IjJ + i sin 'IjJ) = cos (IJ? + 'IjJ) + i sin ('I' + 'IjJ). 

Diese Gleichung besagt jetzt vermoge der Eulerschen Relation nur, 
daB auch fiir rein imaginare Werte x = i IJ?, Y = i'IjJ die Beziehung 

besteht. 
Ersetzt man in der Potenzreihe fUr cos x die Variable x durch die 

rein imaginare GroJ3e ix, so erhalt man sofort die Reihe fUr (£0] x, eine 
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Beziehung, die wir durch die Gleichung 

<ror x = cos i x 

ausdriicken konnen. Ganz ebenso erhalten wir 

1:'::' 1.. 
I::Iln x = --:- SIn ~ X • 

$ 

Die EulerscheRelation liefert uns, da nach ihr auch e-i'P = cosqJ -isin qJ 

gilt, fiir die trigonometrischen Funktionen die Exponentialdarstellungen 
elz + e-/z 

cos x = 2 ' 

welche zu den Exponentialdarstellungen der Hyperbelfunktionen in 
voller Analogie stehen und in diese sofort durch die Beziehungen 
fr' r . 1:'::' 1.. "b h \2.0 x = cos ~ x, I::Itn x = T SIn ~ X U erge en. 

Ganz entsprechende formale Beziehungen gelten nunmehr natiirlich 
auch fUr die Funktionen tg x, stg x, ctg x, <rtg x, welche durch die 

Gleichungen stg x = ~ tg ix, <rtg x = i ctg i x verkniipft sind. 
t 

SchlieBlich bestehen iihnliche Beziehungen auch fiir die Umkehr­
funktionen der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen. 

Wir berechnen z. B. aus 

sofort 

21:1: _ 1 + i y 
e -I-iy' 

Logarithmieren wir diese Gleichung und schreiben wir x anstatt y und 
arc tg x anstatt x, so erhalten wir die Gleichung 

1 1 + i~ 
arc tg x = 2-: log -I --:-, 

t - Z~ 

die einen merkwiirdigen Zusammenhang des arc tg x mit dem Log­

arithmus andeutet. Setzen wir in die bekanntePotenzreihe fUr ! log ~ ~; 
die GroBe i x an Stelle von x ein, so erhalten wir tatsachlich die Potenz­
reihe fUr arc tg x 

1 (. (iX)3 (i~)5 ) 
arctgx=y u+-3-+-5-+ .. · 

r X5 

=x- 3 +5"-+ .. ·· 
Die obigen Beziehungen tragen zunachst einen rein formalen Cha­

rakter, und es bedarf natiirlich einer genaueren Prazisierung, was ihre 
inhaltliche Bedeutung sein soil. Wie dies mit Hille der Funktionentheorie 
geschehen kann, wird in der nachsten Nummer angedeutet werden. 
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Fur das Folgende wird jedoch fUr uns lediglich die Eulersche Relation 
ei'P = cos ({i + i sin ({i eine Rolle spielen, und zu ihrer Begrundung 
kannen wir eine solche eingehendere Analyse mit Hilfe der Funktionen­
theorie entbehren, indem wir hier einfach das Symbol ei'P als eine for­
male A bkurzung fUr die rechte Seite cos ({i + i sin rp auffassen, wobei 
dann die Moivresche Formel eirp'ei'P= ei(rp+'P) als einfache Folge der 
elementaren trigonometrischen Additionstheoreme erscheint. Weiter werden 
wir von diesem formalen Standpunkte aus, urn die Beziehung eZ'e!l 

= eZ+!I auch fUr komplexe Argumente allgemeingultig zu machen, 
definieren : 

eX = i' (cos 1) + isin1)) fUr x = ~ + i1) (~, 1) reell). 

2. Ausblick auf die allgemeine Funktionentheorie. 
Trotzdem der gekennzeichnete rein formale Standpunkt in sich ein­

wandfrei ist, bleibt doch der Wunsch bestehen, in den obigen Formeln 
mehr als bloB form ale Verknupfungen zu erkennen. Die Verfolgung 
dieses Zieles fUhrt zu der allgemeinen Funktionentheorie, wie man ab­
gekurzt die Theorie der sogenannten analytischen Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen nennt. In ihr kann man davon ausgehen, 
daB man eine allgemeine Theorie der Potenzreihen mit komplexen Ver­
anderlichen und mit komplexen Koeffizienten aufstellt. Der Aufbau 
einer solchen Theorie der Potenzreihen hat in der Tat keinerlei Schwie­
rigkeiten, wenn man zunachst den Limesbegriff im Gebiet der komplexen 
Zahlen definiert hat, und vollzieht sich fast genau so wie bei reellen 
GraBen. Da wir jedoch im folgenden von diesen Dingen keinen Ge­
brauch machen mussen, so will ich mich hier mit der Angabe einiger 
Tatsachen begnugen und auf die Beweise verzichten. Es zeigt sich, 
daB fiir Potenzreihen im Komplexen der folgende Satz gilt, der eine 
unmittelbare Verallgemeinerung des Satzes in § 5, Nr. 1 ist: Wenn 
eine Potenzreihe fur irgend einen komplexen Wert x = ~ konvergiert, so 
konvergiert sie absolut fur jeden Wert x, fur den \x\ < \ ~\ ist; wenn sie 
fur einen Wert x = ~ divergiert, so divergiert sie jiir jeden Wert x, jur den 
\ x \ > \ ~ \ ist. Eine Potenzreihe, die nicht iiberall und auch nicht blofJ 
jiir x = ° konvergiert, besitzt einen Konvergenzkreis, d. h. es gibt eine 
Zahl e > 0, derart, dafJ die Reihe jur \ x \ < e absolut konvergiert, jur 
I x I > e divergiert. 

Hat man diesen Begriff der durch Potenzreihen dargestellten Funk­
tionen einer komplexen Veranderlichen x und die Regeln fUr das 
Rechnen mit ihnen einmal begriindet, so kann man die Funktionen 
eZ , sin x, cos x, arc tg x usw. als Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen x einfach durch dieselben Potenzreihen definiert 
denken, durch die sie fUr reelle Werte von x dargestellt werden, 
und aIle die obigen formalen Relationen sind dann tatsachlich Selbst­
verstandlichkeiten. 
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Ieh moehte nur an zwei Beispielen den Nutzen der Heran­
ziehung des Komplexen fUr das Verstandnis der elementaren Funktionen 

andeuten. Die geometrische Reihe ffir f-~ x2 hart beim Verlassen 

der Strecke (-1 ... + 1) auf zu konvergieren, ebenso die Reihe fUr 
arc tg x, obwohl diese Funktionen an den Enden der Konvergenz­
streeke keinerlei Besondel;heiten aufweisen, sondern fiir alie reellen 
Werte von x mit alien ihren Ableitungen stetig sind. (DaB die Kon-

vergenz der Reihen fiir -1 1 2 und fUr log (1- x) beim Dberschreiten 
-x 

der Stelle x = 1 aufhort, ist uns dagegen ohne weiteres verstandlich, 
weil die Funktionen an diesen Stellen unendlich werden.) Das Auf-

horen der Konvergenz der Arkustangensreihe und der Reihe i (-lr X2~ 
.=0 

fiir I x I > 1 wird aber so fort klar, wenn man auch komplexc Werte 
von x in Betraeht zieht. Fiir x = i werden namlieh diesc Funktionen 
unendlieh, konnen also nicht mehr dureh eine konvergente Reihe dar­
gestellt werden; und daher verbietet von selbst der Satz yom Konver­
genzkreise die Konvergenz im Reellen auBerhalb der Streeke I x I < 1. 

Ein zweites Beispiel gibt uns die friiher (S. 264) behandelte Funktion 
1 

I (x) = e -%I fUr x =F 0, 1(0) = 0, die sich trotz ihres augenseheinlieh 
regularen Verhaltens nieht in eine Taylorsehe Reihe entwiekcln lieB. 
In der Tat hart aber die Stetigkeit der Funktion in der Umgebung des 
Nullpunktes sofort auf, wenn man rein imaginare Wertc x = i~ heran-

. 1 

zieht. Die Funktion geht dann in eEl tiber und strebt fUr ~ ---+0 tiber 
alie Grenzen; es ist daher nunmehr verstandlieh, daJ3 eine Potenzreihen­
entwieklung naeh Potenzen von x fUr sie nieht existiert. 

Mit diesen Andeutungen tiber die Theorie der Funktionen und 
Potenzreihen im Komplexen muJ3 ieh mich hier begniigen. 

Anhang zum achten Kapitel. 
§ 1. MUltiplikation und Division von Reihen. 

1. Multiplikation absolut konvergenter Reihen. 

Es seien 
OJ 

A = ~a ..:;.; ~, 

,,=0 

OJ 

B =.2b" 
,,=0 

zwei absolut konvergente Reihen, mit denen wir gleiehzeitig die Reihen 
OJ <Xl 

ihrer absoluten Betrage A =.21 a" I, B = .21 b" 1 betraehten. Wir 
,,=0 ,,=0 

setzen ferner 
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n 

An=2.:a~, 
,·=0 

00 

n 

Bn = 171 b,.1 
),=0 
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Unsere Behauptung ist, daB die Reihe .2 c~ absolut konvergiert und daB 
~=O 

ihre Summe glcich A· B ist. 
Zum Beweise denken wir uns die n-ten Partialsummen 

An und Bn bzw. An und Bn 

miteinander muItipliziert: 

An Bn = ao bo + a1 bo + ao b1 + a1 b1 + ... + an bn , 

An Bn = I ao II bo I + I a1 II bo I + I ao II bI I + I a1 II bI I + ... + I an II bn I· 
LiSt man n wachsen, so erkennt man, daB rechts Reihen erscheinen, 
deren einzelne Glieder die Form avb" bzw. I av II b" I haben. Diese 
letzte Reihe besteht aus nicht negativen Gliedern. Ihre Partialsummen 
wachsen also bestandig. Da diese Partialsummen wegen An < A, 
Bn < B untcrhalb der festen Schranke AB liegen, konvergiert also 
die zweite Reihe; somit konvergiert auch die erste Reihe absolut ge­
nommen. Die Summen der beiden Reihen sind offenbar A B bzw. A B. 
Da man in konvergenten Reihen an beliebig vielen Stellen aufeinander­
folgende Glieder zusammenfassen kann, ohne ihren Wert zu andern, 
da ferner absolute Konvergenz dabei offensichtIich erhaIten bleibt 

00 

und da die Reihl' .2 c~ auf solche Art aus der oben hingeschriebenen 
,,=0 

Reihe entsteht, so ist dam it der gewiinschte Nachweis erbracht. 

2. Multiplikation und Division von Potenzreihen. 

Die Hauptanwendung findet unser Satz in der Theorie der Potenz­
reihen. Man folgert aus ihm ohne wei teres die folgende Tatsache: Das 
Produkt der beiden Potenzreihen 

~a x" 
,L; " ,,=0 

wird im Innern jedes den beiden Potenzreihen gemeinsamen Konvergenz-
00 

gebietes durch eine dritte Potenzreihe .2 c" xl' dargesteIlt, deren Koeffi-
"=0 

zienten durch die Formel 

c" = aob~ + a1 b~_l + ... + a~bo 
gegeben werden. 

Was die Division von Potenzreihen anbetrifft, so kann man den 
Quotienten der obigen beiden Potenzreihen ebenfalls durch eine Potenz-

• 00 v 
reihe .2 q" x dar,;;teIlen, falb das konstante Glied bo des Nenners nicht 

,'=0 
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versehwindet. (1m letzten FaIle ist eine solche Darstellung offen­
bar deswegen im allgemeinen unmoglieh, weil sie fiir x = 0 wegen 
des Versehwindens des Nenners nicht konvergieren konnte, wahrend 
doeh andererseits j ede Potenzreihe in x fiir x = 0 konvergieren muB.) 
Die Koeffizienten der Potenzreihe 

00 

2)q"x" 
~=O 

lassen sich der Reihe naeh bereehnen, indem man beaehtet, daB 
00 00 00 

2) q" x" . 2) b" x" = 2) a" XV sein muB, daB also die Gleichungen 
,,=0 1'=0 ~=o 

ao = qobo, 

al = qo bl + ql bo , 

a2 = qo b2 + ql bl + q2 bo, 

a~ = qob" + ql b"_l + ... + q"bo 
gelten miissen. Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sieh qo, aus 
der zweiten konnen wir den Wert ql ausreehnen, aus der dritten so­
dann, indem wir die gefundenen Werte immer mit benutzen, den Wert q2 

usw. Urn die Darstellung des Quotienten der beiden Potenzreihen 
dureh die dritte Potenzreihe jedoeh streng zu reehtfertigen, miissen wir 

00 

noch untersuehen, wo die formal gefundene Potenzreihe 2) q" XV kon-
~=o 

vergiert. leh moehte diese allgemeine Untersuehung, von deren Resultat 
wir keinen weiteren Gebraueh maehen werden, iibergehen und mieh 
hier mit der Angabe begniigen, daB die Reihe fUr den Quotienten tat­
saehlieh konvergiert, solange x auf ein passend klein zu wahlendes 
Intervall beschrankt bleibt, fUr welches jedenfalls der Nenner nicht 
versehwindet und sowohl Zahler als aueh Nenner konvergiert. 

§ 2. Grenziibergange, die mit der Exponentialfunktion 
zusammenhangen. 

1. Die GleichmaBigkeit des Grenziiberganges (1 + ~ r- eX. 

Fiir jede positive Zahl a ist der Grenziibergang (1 + : r -+ eX 

im Intervalle 0 < x < a gleiehmaBig, ebenso wie der Grenziibergang 

(1- : r- e-X • Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu be­

weisen, da der Beweis fiir den zweiten Teil genau so verlauft. Zu dem 
Zweek gehen wir von der Grenzwertformel 

I 

(1 + h)h_e 

aus, deren Sinn folgender ist: Zu jeder vorgegebenen positiven, wenn 



§ 2. Grenziibergange. die mit der Exponentialfunktion zusammenhangen. 335 

auch noch so kleinen ZaW b kann man eine positive GroBe k ge­
ntigend klein wahlen. derart, daB fUr 0 < h < k die Beziehung 

1 

e (1 - b) < (1 + h)h < e (1 + b) 

besteht. Nun ist ffir h = -~ offenbar 
n 

(1+ :r= (I+h)~=((I+h)}r 
Wenn ~ = k gesetzt wird, wo k nur von n und a, nicht von x abhangt n 
und bei wachsendem n gegen Null strebt, so ist fiir das ganze Intervall 

= = h ~ k, und somit ist fUr beliebig kleines b mit 0 < b < 1 bei ge­

niigend groB gewahItem n, etwa fUr n> N = N (b), 
1 

e (1- b) < (1 + h) 11< e (1 + b), 
also auch 

" 
e:l: (1- b):I::::; (1 + h)k = (1 + : r < e:l: (1 + b):I:, 

gleichgiiltig, wo man in unserm Intervall den Punkt x = nh wahlt. 
Nun ist fUr 0 ::::;;: x < a 

und 
(1 + b):I: < (1 + b)a 

(1- b)X ~ (1- b)a. 
Wir erhalten also 

eX (1 - b)a < (1 + : r::::;;: eX (1 + b)a, 

ea: ((I-b)a_l) < (I + :r -eX < ea: ((I + b)a_I) fUr n > N(b). 

Die letzte Ungleichung aber driickt - da (I-b)O und (I +15)0 beliebig 
nahe an 1 liegen, wenn b hinreichend klein gewahIt wird, und da 
femer der Faktor ea: in unserm Intervall beschrankt ist - die be­
hauptete GleichmaBigkeit aus. Wir erkennen namlich aus ihr, daB tat­
sachlich, wenn man eine beliebig kleine positive Zahl vorgibt, bei 

jedem hinreichend groB gewahIten n der Ausdruck I (I + : r -eX i 

im ganzen Intervall 0 ::::;;: x < a unter die betreffende Zahl hinabsinkt. 

2. Bemerkung tiber Integration und Differentiation der 
Exponentialfunktion. 

Die bewiesene GleichmaBigkeit gestattet folgende zur Illustration 
unserer friiheren Integrationssatze ntitzliche Betrachtung. Es ist 

s 

f(l+ ~)"dt= n:-i((I+ :t+1
_ 1), 

o 
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wie wir sofort durch die Substitution u = 1 + ~ in der linken Seite der 
n 

Gleichung erhalten. Nunmehr diirfen wir wegen der GleichmaBigkeit 
der Konvergenz den Grenzubergang n -+ 00 unter dem Integralzeichen 
ausfiihren und erhalten 

x 

f et d t = eX - 1 , 
o 

also die Integrationsformel fur die Exponentialfunktion. 

co 

3. Beweis der Formel f e- x9 dX=} yJr. 
o 

Eine andere, tiefer gehende Anwendung machen wir unter Zuhilfe­
nahme des in etwas abweichender Gestalt fruher (viertes Kapitel, § 4, 
Nr. 4) bei der Wallisschen Formel erhaltenen Resultates 

" 2 

In = Ynfcos2n+1xdx = (n .2.~.~~ __ -+~ V; 
3·5· .. (2n+l) 2 

o 

und des Begriffes "uneigentliches Integral". Fuhren wir in die eben 
hingeschriebene Integralformel u = sin x als neue Integrationsvariable 
ein, so erhalten wir sofort cos x dx = du und 

1 

lim -yn f (1- U2)n du = ! fit. 
n-+-co 0 

S t. . 
etzen Wlr u = -. , so gewmnen wlr 

In 
v" 

] n = f (1- ~r dt -+ ! -y n. 
o 

Nunmehr schreiben wir, indem wir unter A eine feste positive Zahl 

< r; verstehen, 

wo 
A I'n 

KA=f(l- :)"dt, Rn = f(1-~~rdt 
o A 

gesetzt ist. 
Wir notieren ferner die Beziehung 

l-lX<e- a fUr IX>O, 
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welche sofort aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in der 
Form 

e- a _ 1 = e- a - eO = - oc e- ffa > - oc 

t2 
folgt. Insbesondere ergibt sich ftir oc = n (~ 1) 

t' 
t2 --

1--<e " 
n ' 

( t2
)" 1- n < e-t•• 

1st nun, was wir voraussetzen wollen, A > 1, so wird fUr t > A 
sieher e- t' < r', und wir erhalten ftir den zweiten Bestandteil R" die 
Absehatzungen 

r ,,' ],,, 
o < R" <] e-t' dt <} e-t dt = e-A - e-l'n , 

d. h. jedenfaIls 0 < R" < e-A • Nunmehr fUhren wir den Grenztiber­
gang n -- 00 aus. Wegen der in Nr. 1 bewiesenen GleichmaBigkeits­

A 

eigensehaft geht dabei das Integral KA in fe-I' dt tiber, und wir erhalten 

also sofort 
o 

A 

o < ! in - f e-t' dt = lim (]" - K A ) = lim R" < e-A • 
o n-+ co n-+co 

J etzt diirfen wir die bisher festgehaltene positive Zahl A < rn- eine 
beliebige tiber aIle Grcnzen waehsende Folge positiver Werte dureh­
laufen lassen, wobei n tiber aile Grcnzen waehst und e-A gegen 0 
strebt; es ergibt sieh die Gleiehung 

A OJ 

lim fe-I'dt = fe-I' dt = 2.. r;;;, 
A_OJ 2 

o 0 

die wir beweisen wollten und die sieh tibrigens, da e-t' eme gerade 
Funktion ist, aueh in der Form 

schreiben liiBt. 

§ 3. U nendliche Reihen und uneigentliche Integrale. 
Die unendlichen Reihen und die bei ihnen angewandten Begriffs­

bildungen fUhren zu einfachen Anwendungen und Analogien in der 
Theorie der uneigentliehen Integrale (vgl. viertes Kapitel, § 8). Ieh 
besehranke mieh hier auf den Fall eines konvergenten Integrales 
mit unendliehem IntegrationsintervaIl, etwa eines Integrales der Form 
ex> 

fl(x) dx. Teilt man das Integrationsintervali durch die monotongegen 00 
o 

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Auf}. 22 
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strebende Zahlenfolge Xo = 0, Xl' ••• ein, SO kann man das uneigent­
liche Integral in die Gestalt 

00 

fl(x)dx = a1 + a2 + ... 
o 

setzen, wobei jedes Glied un serer unendlichen Reihe wieder ein Inte­
gral, namlich 

x, x, 

a1 =ft(x)dx, a2 =fl(x)dx, 
o 

ist. Dabei ist die Wahl der Punkte Xv gleichgiiltig. Man kann also den 
Begriff eines konvergenten uneigentlichen Integrales in mannigfacher 
Weise auf den einer unendlichen Reihe zuriickfUhren. 

Besonders be quem ist es, die Stellen Xv so zu wahlen, daB der Inte­
grand innerhalb jedes einzelnen Teilintervalls das Vorzeichen nicht 

00 

wechselt. Der Reihe 21 av I wiirde dann das Integral des absoluten 
1'-1 

Betrages unserer Funktion: 
00 

fl/(x)ldx 
o 

entsprechen. Wir werden so ganz von selbst auf folgenden Begriff 
00 

gefiihrt: Ein uneigentliches Integral ft(x) dx heiflt absolut konvergent, 
00 0 

wenn das Integral J II (x) I dx existiert. Andernfalls heiBt unser Integral, 
o 

wenn es uberhaupt existiert, bedingt konvergent. 
Die fruher betrachteten Integrale 

00 00 00 

fl~x2dx, fe-x'dx, r(x) = fe- tt:l:-1 dt 
000 

sind alle absolut konvergent. Dagegen bildet das schon auf S. 203 f. 
behandeIte Integral 

00 .4 

f sin x . f sin x ... --dx = lim---dx 
x .4-+-00 x o 0 

ein einfaches Beispiel fUr ein bedingt konvergentes Integral. Urn fiir 
die Konvergenz des Integrales einen von dem friiheren unabhangigen 
Beweis zu geben, zerlegen wir das Intervall von 0 bis A durch die 
Stellen Xv = 'lin (v = 0, I, 2, ... ). Wir zcrlegen somit das Integral in 

,.", 

f~x . 
Summanden der Form av = --x- dx (v = 1, 2, ... ), von denen wlr 

(v-I)", 

sofort erkennen, daB sie abwechselnde Vorzeichen haben und daB 
.4 

f Sinx . 
la"+11 < I a" list, und in einen Rest -X- dx mit ° <A - fln < n, 

1'''' 
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der mit wachsendem A gegen 0 strebt. Die Reihe a l + a2 + a3 + '" 
konvergiert, da a. -+ 0 gilt, nach dem Leibnizschen Kriterium yom 

achten Kapitel, § 1, und hieraus folgt die Konvergenz un seres Integrales, 
DaB diese Konvergenz nur bedingt ist, ergibt sich durch Vergleich 
mit der harmonischen Reihe, 

§ 4. U nendliche Produkte. 

Schon in den Vorbemerkungen zu diesem Kapitel haben wir hervor­
gehoben, daB die unendlichen Reihen nur eine, allerdings eine be­
sonders wichtige Art der Darstellung von GroBen oder Funktionen durch 
unendliche Prozesse sind. Ich mochte hier ohne Beweise als Beispiel 
fiir einen anderen derartigen ProzeB die unendlichen Produkte anfiihren, 

1m vierten Kapitel, § 4, haben wir die Wallissche Formel 

n 2 2 4 4 6 6 
2" = 1'3'3'5'5'7'" 

kennengelernt, welche die Zahl ; durch ein "unendliches Produkt" 

darstellt. Als den Wert eines unendlichen Produktes 
ro n a" = al ,a2,aS,a4, '" 

,·=1 

bezeichnen wir dabei den Grenzwert der Folge der Teilprodukte 

... , 
falls er existiert. 

Die F aktoren all a2, as, ... eines solchen Produktes konnen natiirlich 
auch Funktionen einer Variablen x sein, Ein besonders interessantes 
Beispiel ist die "Produktzerlegung" der Funktion sin n x, die wir im 
nachsten Kapitel, § 4, Nr. 7, able it en werden, 

sin n x = n x (1 -~) (1 - ~) (1 - ~) '" 12 22 32 • 

Eine sehr groBe Rolle spieIt in der Zahlentheorie die Produktzer­
legung der "Zetajunktion", Urn mit der in der Zahlentheorie ublichen 
Bezeichnungsweise im Einklang zu bleiben, will ich hier die unabhan­
gige Variable mit s bezeichnen und diese Funktion fiir s > 1 durch 
die Darstellung 

ro 

C(s) = J; ~ 
.::...J n' 
»=1 

definieren. Wir wissen aus Kap. 8, § 2, Nr. 3, daB fur s > 1 die Reihe 
rechts konvergiert. 1st nun p irgend eine Zahl groBer als 1, so erhalten 

22* 
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wir dureh Entwicklung in eine geometrisehe Reihe ohne weiteres die 
Gleichung 

1 ". 1 1 1 
-1 = 1 + p' + p-' + p3. + .... 
1--

p' 

Denken wir uns hier fUr P der Reihe naeh aile Primzahlen PI' P2' Pa, ... 
in waehsender Folge eingesetzt und alle die entstehenden Gleichungen 
miteinander multipliziert, so erhalten wir links ein Produkt der Form 

1 1 
1=pi" 1= p;' ... 

Wenn wir die Reihen auf der rechten Seite un serer Gleiehung mitein­
ander, unbekummert um eine nahere Rechtfertigung dieses Verfah­
rens, ausmultiplizieren und dabei beaehten, daB sich nach einem ele­
mentaren Satze jede ganze Zahl n> 1 auf eine und nur eine Weise 
als Produkt von Potenzen verschiedener Primzahlen darstellen laSt, 
so bemerken wir, daB reehts gerade die Funktion '(s) entsteht, und 
wir gelangen so zu der merkwurdigen Produktzerlegung 

111 
'(s) = l=p~'l- p~'T=--p~;'''' 

Diese Produktzerlegung, deren Beweis ieh hier nur kurz skizziert habe, 
ist tatsaehlieh eine Zerlegung der '-Funktion in ein unendliehes 
Produkt, da es unendlieh viele Primzahlen gibt. 

In der ailgemeinen Theorie der unendliehen Produkte pflegt man 
den Fall auszusehlieBen, da/3 das Produkt a l a2 ' • 'an den Grenzwert Null 
hat. Insbesondere darf also keiner der Faktoren an versehwinden. Es 
mussen dann, dam it das Produkt konvergiert, die Faktoren an mit 
waehsendem n gegen 1 streben. Indem wir notigenfalls eine endliche 
Anzahl von Faktoren fortlassen, was fUr die Frage der Konvergenz un­
erheblieh ist, k6nnen wir also erreichen, daB an> 0 ist. Auf diesen Fall 
bczieht sich die folgendc Tatsache: N otwendig und hinreiehend fUr die 

co 
Konvergenz des Produktes II a,. mit a,. > 0 ist die Konvergenz der un-

.. =1 
co 

endliehen Reihe 2J log a,.. Denn es ist klar, daB die Teilsummen dieser 
,,=1 

Reihe dann und nur dann einem Grenzwert zustreben, wenn die Teil-
produkte a l a2 ' • ·an dnen positiven Grenzwert besitzen. 

Gewohnlieh bedient man sich, indem man an = 1 + oc,. setzt, bei 
Konvergenzuntersuehungen des folgenden hinreichenden Kriteriums: 
Das Produkt 

co 

H(l + oc,,) 
,.=1 

konvergiert, wenn di(' Reihe 
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konvergiert. Zum Beweise diirfen wir, notigenfalls unter Weglassung 

einer endlichen Anzahl von Faktoren, ann ehmen, daB jedes I (tv I < ! 
sei. Es ist dann also auch 1- ! (tv I >.~. Nun wird nach dem Mittelwert­

satz log (1 + h) = log (1 + h) -log 1 = h C} {fiz mit 0 < {} < 1. Somit 

ist 

ro 

und daher folgt die KOllvergenz der Reihe '): log (1 + iXv) au~ der 
00 ~=1 

Konvergenz Vo:1 2,' I iXv I· 
v=l 

Aus unserem Kriterium ergibt sich ohne weiteres die Konvergenz 
der oben fUr den sin nx angegebenen Produktdarstellung fUr alle Werte 
von x. - Ferner schlieJ3t man leicht fiir p > 2 und s > 1 

_1 _ 1 1 
-p-,- +P'-l' 

1 2 
o < P"_ 1 < F . 

Da nun, wenn wir p die Reihe der Primzahlen durchlaufen lassen, die 

Reihe }; :' konvergieren muJ3 - ihre Glieder bilden ja nur einen 
ro 

Teil der Glieder der konvergenten Reihe 2) :. -, so ist die Konver-
)'=1 

genz des Produktes II i_I p __ ' flir s> I bewiesen. 

§ 5. Weitere Beispiele fiir unendliche Reihen. 

1. Verschiedene Entwicklungen. 

Ais Beispiele fUr die Methode der unbestimmten Koeffizienten gebe 
ich die folgenden Reihenentwicklungen: 

(1) arc sin x 2 3 2 . 4 5 =x+-x+ x+ .. · p-x2 3 3·5 

. x2 2 X4 2.4 x6 
(arc sm X)2 = _ + __ + _ _ _I •.• 

1 3 2 3.5;,,' , (2) 

aus deren letzter durch Differentiation die Reihe 

~in (~ar;sin x) = £ x _ IIJp-: - 2~2 x3 + II (liZ ~ ~~) _(liZ -=-4Z) x5 _ + '" 
}I - x2 1 ! 3! 5 ! 

foIgt. Ferner die Reihe 
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1 .. 2_12) (2_1 2)1 .. 2_32 ) 
(4) sin (" arc sin x) = E.. x _ ~-- x 3 + Il Il It" x5 - + ... 

If" 11 3! 51 ' 

aus der sieh 

cos (Il arc sin x) = 1 _ III - 12 x 2 + (Ill - 12)(1l2 - 32) X4 _ + ... 
VI- Xl 21 41 . 

ableitet. AIle diese Reihenentwicklungen sind fiir I xl < 1 giiltig. 
Aus den Reihen (3) und (4) ergeben sieh, indem wir x = sin cp setzen, 

die Entwicklungen der Funktionen cos flCP und sin flCP nach Potenzen 
von sin cpo Diese Potenzreihen brechen ab, d. h. aus ihnen werden 
Polynome, wenn fl eine ganze Zahl, und zwar in der erst en Reihe gerade, 
in der zweiten ungerade oder auch Null ist. 

Wir gewinnen diese Reihen folgendermaBen: Zunachst machen wir 
fiir die zu entwickelnde Funktion y = f(x) einen Ansatz mit un-

00 

bestimmten Koeffizienten: ,,=2- c,. x", stellen dann - in der Form 
,,-0 

von Differentialgleichungen und Bedingungen fUr die Stelle x = 0 -
Forderungen fiir die Funktion f (x) auf, aus denen sieh die Koeffizienten 
bestimmen, beweisen die Konvergenz der so gefundenen Potenzreihe 
und haben schlieBlich zu zeigen, daB deren Summe cP (x) mit f (x) iden­
tisch ist. 

Zunachst behandeln wir die Funktion ,,= f (x) = arc sinx. FUr sie 
Vl-x2 

. 1 x arc sinx 
1st ,,' = -1 -2 + (.~)3' also ,,'(1- x2) - X" - 1 = 0 und ferner -x p_x2 

00 

f (0) = o. Setzen wir die Potenzreihe Z c,. x" links in die obige Gleichung 
,.=0 

ein und ordnen die Hnke Seite nach Potenzen von x, so finden wir, daB 
die Potenzreihe 

(C1 - I) + (2cs - co) x + (3ca - 2cl ) x2 

+ ... + (v + 2) c .. + 2 - (v + 1) C,.) X"+l + ... 
fiir alle Werte verschwinden muB; d. h. (nach S. 324) es mussen aile ihre 
Koeffizienten verschwinden, woraus wir der Reihe nach samtliche Werte 
co' cl , c2 ' ••• bestimmen konnen. Beachten wir namlich, daB wegen 
f (0) = 0 auch Co = 0 sein muB, so ergibt sieh Co = C2 = C4 = ... = 0 
und 

Ct = I, 
2 

cs=:r' 

so erhalten wir die Reihe 

2 2·4 
cP (x) = x + :rX3 + a:S x6 + ... , 

deren Konvergenz fiir I xl < I man sofort dem Quotientenkriterium ent­
nimmt. 
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Wir haben noch zu zeigen, daB die so gefundene Funktion lP(x) mit 

f (x) = arc si~~ ubereinstimmt. Jedenfalls genugt IP (x) den Bedingungen 
~1-x2 

tp(O) = Ound(1 - x2) tp'(x) - xtp(x) -1 = 0, wie man aus der Reihen-
darstellung von IP (x) entnimmt. FUr die Funktion u(x) = -VI x2 1P (x) 

ist u'(x) = -V1-x2 tp' - ---:~ f/J __ , und hieraus folgt leicht, daB u den 
tl - x2 

beiden Bedingungen u (0) = 0 und u'(x) = -__ ~-= genugt, aus deren 
tI - x2 

zweiter durch Integration u (x) = u (0) + arc sin x und somit wegen der 
. f 1 D .. d' Gl' h () arc sin x d ersten u = arc Sill x 0 gt. amlt 1st le elC ung tp x = -_c----c un 

)1- x2 

. eli R ih . kl (1) b' D arc sin x 1 d ( . )2 somlt e e enentwlC ung eWlesen. a -,-- =- = -2 d- arc Sill x 
p_x2 x 

ist, so folgt die Reihenentwicklung (2) durch gliedweises Integricren 
zwischen den Grenzen 0 und x. 

Fiir die Funktion 1 (x) = cos (p, arc sin x) findet man 

f'(x) = - ~ fI: _ sin Cu arc sin x), also (1- X2) f'(X)2 = .u2 (1- 1 (X)2) 
tI - Xl 

und durch nochmalige Differentiation und Weglassung des Fak­
tors 2j'(x) 

(1 - x2) t" - x f' + .u21 = O. 

AuJ3erdem ist 1(0) = 1 und 1'(0) = O. Wissen wir umgekehrt von einer 
F unktion 1 (x), daJ3 sie diese drei Bedingungen erfiillt, dann konnen wir 
riickwarts schlieJ3en, daJ3 1 (x) = cos (.u arc sin x) sein muB. Denn zu­
nachst ergibt sich durch Multiplikation mit 2j'(x) die Differential­
gleichung 2 (1 - x 2) /' f" - 2 X/,2 + 2 fiN f' = 0, die wir auch in der 
Form 

d~ {(1- x2)r - .u2 (1- 12)} = ° 
schreiben konnen; hicraus folgt, daJ3 (1- x 2) r- .u2 (1 - 12) = const., 
und zwar, da fUr x = 0 die linke Seite wegen 1'(0) = 0 und 1 (0) = 1 
verschwindet, (1 - X2) 1'2 - .u2 (1 - 12) = 0 sein muJ3. Fiihren wir 
statt x eine neue Veranderliche t durch die Gleichung cos t = I(x) oder 
t = arccos 1 (x) ein, so geht nach kurzer Rechnung un sere Diffe-

rentialgleichung in (1 - x2) (:; r -.u2 = 0 iiber, woraus wir unter 

Beriicksichtigung von 1 (0) = 1, d. h. t (0) = 0 das gewiinschte Resultat 
t (x) = ±.u arc sin x, also f (x) = cos (p, arc sin x) erhalten. 

Wenn wir jetzt in der Gleichung (1 - X2) f" - x f' + .u21 = 0 den 
Ansatz 1 (x) = Co + C1 X + C2 x2 + ... machen, den Koeffizienten von 
xn links sammcln und gleich Null setzcn, so finden wir, daB sie mit 
dem System der folgenden Relationen gleichbedeutend ist: 
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2 c2 + #2 Co = 0, 

3·2 c3 + (p,2 - P) c1 = 0 , 

4·3 c4 + (#2 - 22) c2 = 0, 

(n + 2) (n + 1) Cn +2 + (p,2 - n2) Cn = 0, 

Aus dieser Rekursionsformel und den Bedingungen Co = 1 und c1 = 0 
bestimmen wir nunmehr der Reihe nach die Koeffizienten: C2m- 1 = 0, 

14' 14' (142 - 22). • • 
Co = 1, c2 = - 2' C4 = --41---' .... Wlr erhalten also die III (3) 

angegebene Reihe, deren Konvergenz fiir I x I < 1 aus dem Quotienten­
kriterium folgt. N ach dem Bewiesenen muB diese Reihe mit cos (p, arcsin x) 
identisch sein. 

Genau eben so folgt mit Hilfe derselben Differentialgleichung unter 
Beriicksichtigung der anderen Bedingungen 1(0) = 0 und f' (0) = # 
die Reihenentwicklung (4). 

2. Reihen, in denen die Bernoullischen Zahlen auftreten. 

Wir haben bisher fiir einige unter den elementaren Funktionen 
keine Potenzreihenentwicklungen angegcben, z. B. nicht fiir die Funk­
tion tg x. Der Grund hierfiir ist, daB die hier auftretenden Zahlen­
koeffizienten sich nicht mehr ganz leicht iibersehen lassen. Man kann 
nun diese Koeffizienten ebenso wie die Entwickelungskoeffizienten 
einer Anzahl anderer Funktionen durch die sogenannten Bernoullischen 
Zahlen ausdriicken, gewisse rationale, in ihrem Bildungsgesetz nicht ein­
fache ZaWen, die an vielen Stell en der Analysis auftreten. Zu dies en 
ZaWen gelangt man am einfachstcn, wenn man versucht, die Funktion 

in eine Potenzreihe der Form 

-x x2 

1+-+-+ .. · 21 31 

zu entwickeln. Schreibt man diese Gleichung in der Form 
ex> 

X = (e"'-l) ~B .. x" L..J vi 
.. =0 

und tragt rechts iiir e'" - 1 die Potenzreihe ein, so erhaIt man in 
der ·auf S.334 geschilderten Weise fiir die ZaWen By eine Rekursions-
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formel, welche die Bereehnung aller By gestattet. Diese Zahlen nennt 
man die Bernoullisehen Zahlen. Es sind, da bei ihrer Bildung nur 
rationale Reehenoperationen auftreten, rationale Zahlen, welche, wie 
man leieht erkennt, fur ungeraden Index auGer fur'JI = 1 versehwinden; 
die ersten werden dureh die Ausdrueke 

Bo = 1, 

1 
Bs = - 30' 

gegeben. 
Ieh muG mieh mit einer kurzen Andeutung begnugen, wie diese 

Zahlen in die fraglichen Potenzreihenentwicklungen eingehen. Man 
erhalt zunachst, indem man von der Umformung 

Gebraueh macht, 

Ersetzt man hierin x durch 2 x, so entsteht die fUr I x I < n gultige 
Reihenentwieklung 

aus welcher wir, indem wir x dureh - i x ersetzen, die Entwieklung 

Ixl <n, 

gewmnen. 
Mit Hilfe der Gleichung 2 ctg 2 x = ctg x - tg x gelangt man nun 

zu der Reihenentwieklung 

t - \;(_ I)Y-l 2h (22~ -1) BgV 2v-l 
g X - L.; (2 v) !---- x , 

v=! 

die fiir I x I < ; giiltig ist. 

1m ubrigen muG ich wegen der DurehfUhrung der Beweise auf die 
spezielle Literatur verweisen1). 

1) Vgl. z. B. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 
2. Aufl.. Berlin 1924. S. 181 ff. 
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Neuntes Kapitel. 

Fouriersche Reihen. 
Neben den Potenzreihen spielt sowohl in rein mathematischen Diszi­

plinen als auch bei den Anwendungen noch eine andere Klasse von 
unendlichen Reihen eine besonders wichtige Rolle, die Fourierschen 
Reihen, bei welchen die einzelnen Glieder trigonometrische Funktionen 
sind und die Summe der Reihe eine periodische Funktion wird. 

§ 1. Die periodischen Funktionen. 
1. Allgemeines. 

Funktionen der Zeit, welche periodisch sind, d. h. sich in ihrem Ver­
laufe mit bestimmten Zeitabstanden regelmaBig wiederholen, treffen 
wir in vielen Anwendungen. Bei den meisten Maschinen wird ein perio­
discher Vorgang im Rhythmus der Umdrehungen eines Schwungrades 
erzeugt, wie z. B. der Wechselstrom einer Dynamomaschine. Perio­
dische Funktionen treten weiter bei allen Schwingungsvorgangen auf. 

Eine periodische Funktion mit der Periode 21 ist durch die fiir 
alle Werte von x bestehende Gleichung 

f(x + 21) = 1 (x) 
charakterisiert, wo 21 die Periode heiBtl). Haben wir nur in einem 
bestimmten Intervall, etwa dem Intervalle - 1 ~ x ~ 1 eine beliebige 
Funktion 1 (x) gegeben, so laBt sie sich stets als periodische Funktion 
fortsetzen, indem man auBerhalb des Intervalles die Funktionswerte 
durch die Gleichungen I(x + 2 nZ) = 1 (x) festlegt (n bedeutet dabei 
eine beliebige ganze positive oder negative Zahl). Dabei ist allerdings 
zu beachten, daB durch die Fortsetzung in den Punkten x = (2n + 1)1 
eine Unstetigkeit der Funktion erzeugt wird, falls nicht ganz von selbst 
schon bei der urspriinglich gegebenen Funktion Anfangs- und Endwert 
miteinander iibereinstimmten, d. h. 1(-1) = 1 (I) war; und Ent­
sprechendes gilt natiirlich auch fiir die Ableitungen der Funktion. 
Wir wollen, urn ein anschauliches Bild bei der Hand zu haben, die 
unabhangige Variable x als die Zeit deuten - demgemaB auch gelegent-

1) Fiir die Darstellung periodischer Funktionen ist es manchmal bequem, die 
unabhangige Variable x nicht durch einen Punkt auf einer Zahlengeraden, 
sondern unter Verwendung der Peripherie eines Kreises zu deuten. Hat eine 
Funktion j(x) etwa die Periode 2 '1'&, d. h. besteht fiir jedes x die Gleichung 

t (x + 2 '1'&) = /(x) , 

und deuten wir x als den von irgend einer Anfangslage aus gerechneten Zentri­
winkel eines Kreises vom Radius 1, so driickt sich die Periodizitat der Funktion j (x) 
einfach darin aus, daB die Funktionswerte eindeutig den Punkten der Kreisperi­
pherie zugeordnet sind (z. B.. den Stellungen des Schwungrades einer Maschine). 
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lich t statt oX schreiben - und durch die Funktion f (x) dann einen 
periodischen Vorgang oder, wie wir auch sagen wollen, eine Schwingung 
reprasentieren. Die Peri ode 2 l = T heiBt dann die Schwingungsdauer. 

Gleich hier merke ich eine durch die Gleichung 
I-a I 

ft(x)dx =ff(x)dx 
-I-a -I 

fiir eine periodische Funktion ausgedriickte allgemeine Tatsache an, 
welche in Worten besagt, daS das Integral einer periodischen Funktion 
iiber ein Intervall von der Periodenlange T = 21 stets denselben Wert 
hat, wo auch das Intervall hingeschoben werden mag. Der Beweis 
ergibt sieh, wenn wir beachten, daJ3 wegen t(~ - 2/) = t(~) bei be­
liebigem IX und (J durch die Substitution x = ~ - 21 

Ii 11+21 11+21 

ft(x) dx = f t(g) dg = f t(x) dx 
IX IX+21 IX+21 

folgt. Speziell wird fUr IX = -I - a und (J = -I 
-I I 

ft(x) dx = ft(x) dx 
-I-a I-a 

und daher 
I-a -I I-a I I-a I 

ft(x) dx = ft(x) dx + ft(x) dx = ft(x) dx + ft(x) dx = ft(x) dx, 
-/-a -/-a -I I-a -I -I 

was unsere Behauptung ausdriickt. 1m iibrigen veranschaulieht sieh 
dies an Hand der beistehenden Figur 115 wegen der geometrischen 
Bedeutung des Integrales. 

Die einfachsten perio- !I 

dischen Funktionen, in 
denen wir die Bausteine 
der allgemeinsten periodi­
schen Funktionen erkennen 

I 
I 
I 
I ' 
I ~ T=2l 1 __ >-

~T-2l-- ~ 
werden,sind die Funktionen Of-----'-----.J.----------~.r 

asinwx und a cos wx oder 
allgemeiner a sin w (x - g) 

Fig. 115. Integral tiber eine volle Periode. 

und a cos w (x - g), wobei a >0, w> 0, g Konstanten bedeuten. Die 
durch sie dargestellten Vorgange nennen wir reine Schwingungen. Die 

Schwingungsdauer ist T = 2n; die Zahl w heiSt die Frcquenz der 
w 

Schwingung, sie ist, da ~ die Anzahl der Schwingungen in der Zeit­

einheit ist, gleieh der Schwingungszahl in der Zeit 2 n. l ) Die Zahl a heiSt 

1) Vielfach. besonders in der Technik. nennt man die hier eingefiihrte Anzahl 
1 

der Schwingungen in der Zeit 2 n die Kreisfrequenz. wahrend man die Zahl T' 
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die Amplitude der Schwingung; sie gibt uns den maximalen Wert, 
welchen die Funktion a sin w (x -;) oder a cos w (x -;) annehmen 
kann. Die Zahl w (x -~) nennen wir die Phase und die Zahl w ~ die 
Phasenverschiebung. 

Graphisch erhalten wir diese Funktionen, indem wir die Sinuskurven 
(vgl. Fig. 116) nach den Koordinatenrichtungen im MaBstab 1: w bzw. 
a: 1 dilatieren und noch eine Verschiebung urn w ~ in der x-Richtung 
vornehmen. 

y 

Fig. 116. Reine Schwingungen. 

Nach den Additionsformeln der trigonometrischen Funktionen kann 
man un sere rein en Schwingungen auch in der Gestalt 

IX cos W X + {3 sin w x bzw. {3 cos w x - IX sin w x 

ausdriicken, wo IX = - a sin w g, {3 = a cos w gist. Umgekehrt reprascn­
tiert jede Funktion der Form 

IX cos w X + {3 sin w x 
eine reine Schwingung a sin w (x -~) mit der Amplitude a = i1X2+ {32 
und der durch die Gleichungen IX = - asinw~, {3 = acoswg gegebenen 
Phasenverschiebung. Wir erkennen hieraus, daB die Summe solcher 
Funktionen mit derselben Frequenz w stets wieder eine reine Schwin­
gung mit der Frequenz w darstellt. 

2. Zusammensetzung von reinen Schwingungen. 
Obertone. Schwebungen. 

Wenn auch oft Bewegungen sich als reine Schwingungen erweisen 
(vgl. fiinftes Kapitel, § 4, und zehntes Kapitel), so werden doch meistens 

die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit. schlechthin als Frequenz be­
zeichnet. 1m folgenden ist mit dem Wort Frequenz jedoch stets die Kreisfrequenz 
gemeint. 
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die periodischen Bewegungen einen komplizierteren Charakter tragen, 
namlich sich als "Superposition" von rcinen Schwingungen darstellen. 
Mathematisch bedeutet dies einfach folgendes: Die Bewegung, z. B. 
die Entfernung eines Punktes aus seiner Ruhelage als Funktion der 
Zeit, wird durch eine Funktion gegeben, welche die Summe einer 
Anzahl von rein periodischen Funktionen der obigen Art ist. Die 
Sinuswellen der Funktion lagern sich dann geometrisch iibereinander, 
oder, wie man sagt, sie superponieren sich. Bei einer solchen 0ber­
einanderlagerung werden wir die Perioden bzw. Frequenzen der zu­
sammenzusetzenden Schwingungen als voneinander verschieden an­
nehmen; denn die Ubereinanderlagerung zweier reiner Schwingungen 
mit derselben Frequenz W liefert wiederum eine reine Schwingung 
mit derselben Frequenz, nur mit veranderter Amplitude und Phase, 
wie zum SchluB von Nr. 1 ausgefiihrt wurde. 

Betrachten wir als einfachsten Fall die Superposition von zwei 
Schwingungen mit den Frequenzen WI und wz, so finden wir, daB ein 
fundamentaler Unterschied besteht, je nachdem die beiden Frequenzen 
in cinem rationalen Verhaltnis zueinander stehen oder nicht oder, wie 
man sagt, je nachdem die Frequenzen kommensurabel oder inkom­
mensurabel sind. Behandeln wir zunachst den ersten Fall und nehmen 
als Beispiel fUr die zweite Frequenz den Wert W z = 2WI an. Dann 
wird die zweite Schwingung genau die halbe Schwingungsdauer 

22~ = T2 = ~l der ersten besitzen, und sie wird ganz von selbst 

nicht nur die Periode T z, sondern auch die doppelte Periode TI haben, 
da sich der Funktionsverlauf erst recht auch nach dieser doppelten 
Periode wiederholt. Man nennt eine solche Schwingung mit der doppel­
ten Schwingungszahl und der halben Schwingungsdauer eine erste 
harmonische Oberschwingung zu der urspriinglichen. 

Ganz Entsprechendes gilt, wenn wir nun noch eine weitere Schwin­
gung mit der Frequenz W3 = 3Wl hinzufiigen. Auch hier wird die 

. Schwingungsfunktion sin 3 WI X ganz von selbst sich mit der Pe-

riode 2n = TI wiederholen. Eine solche Schwingung heiBt zweite har-
WI 

monische Oberschwingung zu der gegebenen; ebenso k6nnen wir eine 
dritte, vierte, ... , (n - 1)-te Oberschwingung betrachten mit den 
Frequenzen W4 = 4w l , W5 = 5wl , ••. , Wn = nWl und im iibrigen 
beliebigen Phasenvcrschiebungen. Jede solche Oberschwingung wird 

sich auch ganz von selbst nach der Schwingungsdauer Tl = ~n 
WI 

periodisch wiederholen, und daher wird jede Superposition einer An-
zahl von Schwingungen, die samtlich harmonische Oberschwingungen 
zu einer gegebenen Grundfrequenz WI sind, wiederum eine periodische 

Funktioll mit der Periode 2n = Tl sem. Indem wir Schwingungen 
WI 
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von der Grundschwingung bis zur (n - I)-ten Oberschwingung super­
ponieren, erhalten wir eine periodische Funktion der Form 

" S (x) = ot + .J:(a"COsvrox + b"sinvrox) 
,.=1 

- die hinzugefiigte Konstante ot andert an der Periodizitat nichts, 
sie ist eine periodische Funktion fiir j ede Periode -. Durch die in 
dieser Funktion enthaltenen 2n + 1 Konstanten, iiber die wir frei 

Fig. 1171). 

oX 
\~ / , __ /,1C 

........ "--" 
o 

___ sin r_sin2X 
"2 • 

Fig. 119 '). 

$ ''1/" x_sm2x+smJX -.-.- •. 2 3 

sin" x_sin2X+ sin Jx_sin Ij.X 
------ 2 .J If 

Fig.11S. 
Zusammensetzung von Schwingungen. 

verfiigen k6nnen, gewinnen wir die M6glichkeit, recht komplizierte 
und an die urspriingliche Sinusform kaum noch erinnernde Kurven-

~~~ 1) Die MaBverhiUtnisse der Figur entsprechen der Annahme co = 1. 
2) Die in der Figur eingezeichneten Kurven entsprechen den durch Abbrechen 

bei 3. 5. 6 bzw. 7 aus der Reihe 

sin3 2sin23 sin33 sin53 2sin63+sin73+sin93+ 
-1- + 2- + -3- + -5- + -6-- -7- --9- .•. 

entstehenden trigonometrischen Polynomen. 

oX 



§ 1. Die periodischen Funktionen. 351 

bilder zu erzeugen. Die Figuren 117 bis 119 geben davon eine an­
schaulichere Vorstellung als eine Schilderung. 

Die Bezeichnung "harmonische Oberschwingungen" stammt aus der 
Akustik, wo sich zeigt, daB, wenn einer Grundschwingung mit der 
Frequenz W ein bestimmter Ton zugeordnet ist, dann der ersten, zweiten, 
dritten usw. Oberschwingung die Reihe der harmonischen Obert6ne 
zum Grundton entspricht, d. h. die Oktave, Oktave + Quinte, Dop­
peloktave usw. 

Ganz allgemein lassen sich bei der Zusammensetzung von Schwin­
gungen, bei denen die Frequenzen in rationalen Verhaltnissen stehen, 
die Perioden als ganzzahlige Vielfache einer gemeinsamen Grund­
periode darstellen. Einen grundsatzlich anderen Typus von Erschei­
nungen stellt jedoch die Zusammensetzung zweier Schwingungen mit 
inkommensurablen Frequenzen WI und W 2 dar. Hier wird der durch 
Superposition reiner Schwingungen entstehende Vorgang nicht mehr 
rein periodisch werden. Ich kann auf die hiermit zusammenhangenden 
mathematischen Gesichtspunkte nicht eingehen. Nur mochte ich 
bemerken, daB solche Funktionen doch immer noch einen nahezu 
periodischen Charakter tragen, d. h. daB sie sich "beinahe" periodisch 
wiederholen oder, wie man sagt, fastperiodisch sind. Derartige Funk­
tionen sind gerade in neuerer Zeit besonders eingehend untersucht 
worden. 

Eine letzte Bemerkung tiber die Zusammensetzung von reinen 
Schwingungen betrifft die sog. Schwebungserscheinungen. Setzen wir 
zwei Schwingungen mit derselben Amplitude 1 und zwei verschie­
denen Frequenzen WI und W 2 zusammen und nehmen wir der Ein­
fachheit halber ftir beide (im Sinne von S. 347) dasselbe ~ an - die 
Verallgemeinerung auf beliebige Phasen kann dem Leser tiberlassen 
bleiben -, so handelt es sich einfach urn das Studium der Funktion 

y = sin WI x + sin W 2 x 

Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ergibt sich sofort 

2 Wl - WB • Wl + WI y= cos--2-x·sm -2-- x, 

und diese Gleichung stellt uns einen Vorgang dar, den wir folgendermaBen 
auffassen konnen: Wir haben eine Schwingung mit der Frequenz 

Wl +2 W2 und der Periode 4+:rt • Diese Schwingung aber hat keine 
Wl WI 

konstante Amplitude; die "Amplitude" wird vielmehr durch den Aus-

druck 2 cos ~l ~ ~2 X gegeben, sie andert sich mit einer langeren Periode, 

namlich der Peri ode ~--. Diese Auffassung wird besonders dann 
Wl- W2 

ntitzlich und anschaulich sein, wenn die Frequenzen WI und W 2 beide 
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verhiiltnismaBig groB sind, ihre Differenz COl - CO2 aber eine im Ver­
gleich dazu sehr kleine ZaW wird. Es wird dann die Schwingung 

mit der Schwingungsdauer -~- ihre Amplitude 2 cos WI - WI X nur 
WI + W2 2 

langsam im Verhiiltnis zu dieser Schwingungsdauer andem, und 
diese Anderungen werden sich wieder selbst periodisch vollziehen, 

eben mit der langen Periode --~. Diese rhythmischen Amplituden-
WI - Ws 

schwingungen nennt man Schwebungen. Jedermann kennt insbeson-
dere aus der Akustik und vielleicht auch aus der drahtlosen Tele­
graphie diese Erscheinung. In der drahtlosen Telegraphie pflegt 
man die Frequenzen COl und CO2 weit oberhalb der Frequenzen der 

Fig. 120. Schwebung. 

akustisch wahrnehmbaren Tone zu legen, wahrend die Differenz W I - W 2 

in den Bereich der akustisch horbaren Tone fiillt. Die Schwebung 
wird dann in einen akustisch horbaren Ton umgesetzt werden konnen, 
wahrend die eigentlichen Schwingungen fiir das Ohr unwahrnehmbar 
bleiben. 

In Figur 120 ist ein Beispiel fiir eine Schwebung graphisch dar­
gestellt. 

§ 2. Die Verwendung der komplexen Schreibweise. 
1. Allgemeine Bemerkungen. 

Die Behandlung von Schwingungsvorgangen und periodischen Funk­
tionen gewinnt an formaler Einfachheit, wenn wir uns der komplexen 
Zahlen bedienen, indem wir je zwei trigonometrische Funktionen cos co x 
und sin cox durch Ausdriicke der Gestalt cos cox + i sin cox = e;wz 
zusammenfassen (vgl. hierzu achtes Kapitel, § 7). Dabei mussen 
wir uns dessen bewuBt bleiben, daB eine Gleichung zwischen kom­
plexen GroBen mit zwei Gleichungen zwischen reellen GroBen gleich­
bedeutend ist und daB wir unsere Resultate stets im Reellen zu deuten 
und zu verstehen haben. 
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Indem wir gema/3 den Formeln 

2 cos f} = eiff + e- iff , 2isinf} ,= eiff _ e- iff 

iiberall die trigonometrischen Funktionen durch Exponentialfunktionen 
ersetzen, gelangen wir zu der Darstellung reiner Schwingungen durch 
die komplexen Gro/3en eiw~, e- iw % bzw. 

a eiw(x-O, a e- ;o,(x-O, 

wobei wiederum a, w und w; reelle GroDen: Amplitude, Frequenz und 
Phasenverschiebung sind. Die reellen Schwingungen ergeben sich aus 
dieser komplexen Darstellung einfach als der reelle und der imagi­
nare Teil. 

Die Annehmlichkeit einer solchen Darstellung fur viele Anwendungen 
beruht darauf, da/3 man die Differentialquotienten der reellen Schwin­
gungen nach der Zeit x formal erhalt, indem man die komplexe Ex­
ponentialfunktion genau so differenziert, als ob i eine reelle Konstante 
ware, was durch die Formel 

~ a {cos w (x-~) + i sin w (x-~)} = a w {- sin w (x -~)+i cosw (x-m 

= i a w {cos w (x -;) + i sin w (x - m 
oder 

d iw(x-I;) . i<o(",-I;) dx ae = tawe 

seinen Ausdruck findet. 

2. Anwendung in der Lehre vom Wechselstrom. 

lch erlautere diese Dinge an Hand eines wichtigen Beispieles. Wir 
wollen dabei die unabhangige Veranderliche, die Zeit, nicht mehr mit x, 
sondern mit t bezeichnen. 

Stellen wir uns einen Stromkreis mit dem Ohmschen Widerstande R 
und der Selbstinduktion L vor, dem wir von au/3en her eine elektro­
motorische Kraft E aufpragen. 1m Falle des idealen Gleichstroms 
ist E konstant, und es gilt fUr die Stromstarke J das Ohmsche Gesetz: 

E=RJ. 
Handelt es sich jedoch urn Wechselstrom, so ist E und demgema/3 auch 
J eine Funktion der Zeit t, und das Ohmsche Gesetz nimmt die Gestalt 

E-L dJ = RJ 
dt 

an. 
1m einfachsten Falle, den wir als vorliegend voraussetzen, wird nun 

die au/3ere elektromotorische Kraft E eine reine harmonische Schwin­
gung von der Frequenz w sein. Statt nun aber diese Schwingung in 
der Form a cos wt oder a sin wt anzunehmen, fassen wir beide Mog-

Courant, Difterentialrechnung. I. 2. Auf!. 23 



354 IX. Fouriersche Reihen. 

lichkeiten in komplexer Gestalt formal folgendermaBen zusammen: 

E iwt t' . = e e = e cos w + t e S111 w t , 

wobei e (> 0) die Amplitude darstellt. Wir rechnen nUll mit dieser 
"komplexen Spannung", als ob i ein reeller Parameter ware, und 
werden aus ihr eine komplexe Stromstarke I gewinnen. Die Be­
deutung der so zwischen den komplexen GraBen E und I entstehenden 
Beziehungen ist dann, daB einer elektromotorischen Kraft e cos wt der 
reelle Teil von I, einer elektromotorischen Kraft e sin wt der imaginare 
Teil von I als Stromstarke entspricht. Die komplexe Stromstarke I 
kannen wir sofort berechnen, wenn wir I in der Form 

I = rt. eiOJt = rt. (cos w t + i sin w t) 

an set zen ; d. h. wenn wir zunachst einmal hypothetisch voraussetzen, 
daB I wieder durch eine harmonische Schwingung mit der Frequenz w 
gegeben wird. Es wird dann der Differentialquotient von I formal 
durch 

dJ . i OJ t (. . ) de = t rt. w e = rt. w - S111 W t + t cos w t 

dargesteIlt, und wir erhalten aus dem verallgemeinerten Ohmschen Ge­
setz durch EinfUhrung un serer GraBen und Weglassung des iiberall 
auftretenden Faktors eiwt sofort die Gleichung f - rt.Liw = Rrt. oder 

e 
rt.=R . L,also 

+IW 

E=(R+iwL)I=WI· 

Diese letzte Gleichung kannen wir als das Ohmsche Gesetz fUr den 
Wechselstrom in komplexer Form allsehen, wenn wir die GroBe 

W=R+iwL 

als den komplexen Widerstand des Stromkreises bezeichnen. Das Ohm­
sche Gesetz lautet dann genau so wie im FaIle des Gleichstromes: 
Stromstarke gleich Spannung durch Widerstand. 

Stellen wir den komplexen Widerstand in der Form 

W = w eiJ = w cos b + i w sin b 
dar, wo 

w = -VR2+I)~2 , t b = wL g H 

ist, so erhalten wir 

I - e i(wt-~) --e . 
w 

Nach dieser Formel hat der Strom dieselbe Schwingung~dauer (und 
Frequenz) wie die Spannung; die Amplitude a des Stromes hangt 
mit der Amplitude 8 der Spannung durch die Beziehung 

e 
a=­

w 
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zusammen, und femer tritt eine Phasenverschiebung des Stromes gegen 
die Spannung ein. Der Strom erreicht sein Maximum nicht zu der-

~elben Zeit wie die Spannung, sondern erst urn i spater, und dasselbe 
()) 

gilt nattirlich auch ftir das Minimum. Die Gro/3e w = y R2-+ L2 cO2 
nennt man in der Elektrotechnik haufig den Wechselstromwiderstand 
oder die Impedanz des Stromkreises fur die Frequenz OJ. 

3. Komplexe Darstellung der Superposition von reinen 
Schwingungen. 

Bisher bedeutete die komplexe Schreibweise die Zusammenfassung 
zweier reiner Schwingungen. Wir k6nnen aber auch eine einzelne 
reine Schwingung oder auch eine Superposition von reinen Schwin­
gungen (der Einfachheit halber werde OJ = 1 angenommen) in der Gestalt 

" S(x) = IX + 2J(avcosvx + bvsinvx) 
v=1 

sofort in komplexe Schreibweise uberfuhren, indem wir 

1 ( i I' X - i I' X) d' 1 ( iI· x - i ""') cos v x = '2 e + e un SlIl v x = 2 i e - e 

f:insdzen. "Unser Ausdruck geht dabei uber in einen Ausdruck der Form 

" S(x) =2JIX.eil'X, 
l'=-1t 

wobei die komplexen Zahlen IXv mit den reellen Zahlen IX, av und bv durch 
die Gleichungen 

av = !Xv + !X_v' 

verknupft sind. Damit die Gleichung av = IXv + IX_v auch den Fall 

v = 0 formal umfa/3t, setzen wir gelegentlich IX = lXo = ~o. 

l'mgekehrt konnen wir jeden beliebigen Ausdruck der Form 

" . 2J IX. e' I'X 

.'=-tS 

als Superposition komplex geschriebener Schwingungen ansehen; damit 
das Resultat dieser Superposition reell ist, mu/3 nur IXv + IX_v reell 
und IXv - IX_v rein' imaginar sein, d. h. IXv und O(_v mussen konjugiert 
komplex sein. 

4. Ableitung einer trigonometrischen Formel. 

Durch die komplexe Schreibweise erhalten wir einen sehr einfachen 
Beweis fiir die folgende spater zu verwendende, fUr IX =\= 0, ± 2 n, 

23* 
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± 4 n, ... gultige trigonometrische Summationsformel: 

Zum Beweise ersetzen wir die Kosinusfunktionen durch ihre Ex­
ponentialausdrucke und bringen dadurch die Summe an (a) in die Gestalt 

n 

() 1 ~ il'a an a ="2 ..::..; e . 

Hier steht rechts eine geometri~che Reihe mit dem Quotienten q = e;" 
=1= 1, die wirsofort summieren k6nnen. Wir erhalten 

ia 

und, indem wir Zahler und Nenner mit e 2 multiplizieren, 

wie behauptet wurde. 

§ 3. Trigonometrische Interpolation. 

1. Losung des Interpolationsproblems. 

Wir verlassen jetzt die einleitenden Betrachtungen und wenden 
uns einer Aufgabe zu, welche den natiirlichen Ausgangspunkt sowohl 
fUr die Theorie als auch fUr praktische Anwendungen der trigono­
metrischen Reihen bildet, einem Interpolationsproblem. Wenn wir eine 
periodische Funktion f (x) etwa mit der Peri ode 2 I gegeben haben, so 
liegt es nach den Vorbemerkungen aus § 1 nahe, zu fragen, ob und wie 
wir eine solche Funktion durch Superposition von reinen Schwingungen 
darstellen k6nnen, und zwar genauer von einer Schwingung mit der 

Grundfrequenz 7 und dazu harmonischen Oberschwingungen mit den 
2n 3n 

Frequenzen T' 'T' .... 
Eine solche Darstellung wird im allgemeinen nur eine Annaherung 

sein, die wir allerdings hernach durch einen Grenziibergang zu einer 
exakten Darstellung auszugestalten trachten werden. Es entsteht die 
Frage, in welcher Weise wir cine solche Annaherung versuchen k6nnen. 

Urn zunachst allcs Uberfliissige in der Schreibweise zu vermeiden, 
nehmen wir als das Intervall, fUr das die Funktion f (x) gegeben sein 
solI, das Intervall - n < x < nan, set zen also die Zahl I gleich n, 
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eme Einschrankung, die wir zum Schlu13 leicht aufheben konnen, 

indem wir x durch ~ x ersetzen. Wir b2trachten nun rein periodische 

Schwingungen von der Form 

" 5 11 (x) = (J. + .2 (ap cos v x + bp sin v x) 
~=1 

und wollen eine Annaherung an unsere Funktion f (x) durch eine solche 
Funktion vornehmen, wobei wir die Zahl n als gegeben betrachten. 

In den Funktionen Sn (x) sind im ganzen 2n + 1 Konstanten verfiig­
bar, namlich die Zahlen (J., aI' bI , ... , an, bn. Wir werden also erwarten, 
da13 wir bei der Annaherung der Funktion 2n + 1 Bedingungen erfiillen 
k6nnen. Die nachstliegende Art solcher Bedingungen wird durch die 
Interpolationsaufgabe formuliert: Man solI die verfiigbaren Konstanten 
so bestimmen, da13 die Funktion Sn (x) an 2 n + 1 gegebenen Stellen 
des Intervalles mit der gegebenen Funktion f (x) iibereinstimmt. Dies 
ist das allgemeine Problem der trigonometrischen Interpolation. Es 
stellt eine genaue Analogie zu dem schon im sechsten Kapitel, Anhang, 
§ 4, behandelten Problem der Interpolation durch ganze rationale Funk­
tionen dar. Das Interpolationsproblem fiihrt zu dem einfachsten Ergeb­
nis, wenn die 2n + 1 Stellen, an welch en wir Ubereinstimmung von 
j (x) und Sn (x) fordern, in gleichen Abstanden und zwar im Abstande 

2 =2}-:-i voneinander liegen und das Intervall symmetrisch bedecken. 

Wir werden demgema13 die Strecke 2 = 21~: l' weIche gerade den 

(2n + I)-ten Teil des G2samtintervalles darstellt, vom Nullpunkt aus 
nach rechts und links n-mal hintereinander abtragen, so daB wir 
2n + 1 Teilpunkte 

x = - 11)., - (n-ljA, ... , 0, ... , (11-1)2, n2 

erhalten, die wir der Reihe nach mit 

x_n = -nA, ... , x" = UA, ... , Xn = n2 

bezeichnen. Die beiden Endpunkte - n und n des Gcsamtintervalles 
sind nicht selbst Teilpunkte, liegen vielmehr gerade urn die Lange 

! 2 von dem ersten bzw. letzten Teilpunkt entfernt. Die vorgegebenen 

Funktionswerte in diesen Tcilpunkten wollen wir der Reihe nach mit 

l-1"l' .. "' lx' ... , In 
bezeichnen, sodaJ3 also /,,= j(x) wird. (1m iibrigen wird von un serer 
vorgegebenen Funktion f(x) nichts als eben diese 2n + 1 Werte /" bei 
unseren Betrachtungen in Erscheinung treten.) 

In formaler Hinsicht erleichtern wir uns die Durchfiihrung der Inter­
polationsaufgabe, wenn wir uns der komplexen Schreibweise bedienen. 
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Wir setzen also un sere Interpolationsfunktion gemaB § 2, Nr. 3 in 
der Form 

" . 5 .. (x) = .2 IX,. e' ,.", 
'J'=-n 

an, wobei die GroBen IX. komplexe Zahlen sind. Un sere Aufgabe ist, 
die 2n + 1 GroBen IX_ .. , 1X_ .. + 1, •.. , lXo' ... , IXn so zu bestimmen, daB 
die 2n + 1 Gleichungen 

n 
" -dln 

£.J IX,. e 
,'=-n 

=/- .. , 

" " -dl(tI-l) _/ 
£.J IX" e - _ n + 1 , 

)'=-n 

=/", 
1'=-" 

" .21X,.edltl = / .. 
,'=-n 

oder kurz gesehrieben 

Sn(x,.) =/,,' x. -n, ... , 0, ... , n, 

erfilllt sind. (Diese Gleichungen besagen einfaeh, daB die Funktion 5" (x) 
an den Stellen x" die vorgegebenen Werte /" be sit zen solI.) 

Sie stellen ein System von 2n + 1 linearen Gleichungen fiir die 
2n + 1 Unbekannten IX_ n' ... , lXo, ••• , IXn dar und konnen sehr leicht 
explizite aufge16st werden. Wir wahlen irgend eine ganze ZaW p 
unter den Zahlen - n, - n + 1, ... , n, multiplizieren die erste 

GI . h . iI''''' d' 't 't il'}.(n-l) d' 1 unserer ele ungen mIt e ,Ie zwel e ml e , ... , Ie etzte 
mit e-il'}.n und addieren sodann die samtlichen Gleichungen. Rier-

n 
durch erhalten wir auf der reehten Seite den Ausdruek .2/" e-il'h; 

x=-n 
auf der linken Seite ordnen wir das entstehende Aggregat 

n n 
.2 .2 IX" eiAy.(v-I'), 

x=-n ,'=-n 

indem wir jeweils die Faktoren von IX. sammeln, d. h. die Doppel­
summe in der Form 

)'=-n x=-1& 

sehreiben. Der Faktor von IX,. ist gerade die Summe 
e-iJ.('·-I')n + e- i}.('·-I')(n-l) + ... + ei}.('·-I')JI, 

und die3e Summe k6nnen wir wie auf S. 356 bereehnen. Wir 
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setzen zur Abkiirzung V - fl = () und eil.a = e und beachtcn, daB 

e2n + 1 = e2i1f~ = 1 

ist oder, wie man sich auch ausdriickt, daB die Zahl e eine (2n + l)-te 
Einhcitswurze1 ist. 

1st v = fl' so werden alle Ausdriicke e- ;)'("-1')", ... , eii.('·-I')n gleich 1, 
und wir erhalten als Faktor von oc,. die Zahl 2n + 1. 

1st aber l' =f= fl, so stellt unsere Summe eine geometrische Reihe 
mit einem von 1 verschiedenen Quotienten e dar, die wir mit unserer 
Abkiirzung folgendcrmaBen schreiben und summicren konnen: 

/120+1 - 1 e-" + e-n+l + ... + en = e-n "------:-­
/1- 1 

Nun brauchen wir nur zu beachten, daB e2n +l = 1 ist, und haben damit 
als Wert un serer Sum me den Wert Null gefunden. 

Somit fallen bei un serer Zusammenfassung der Gleichungen auf 
der linken Seite aIle GHeder fort bis auf das Glied mit (/.~I' dessen 
Faktor 2n + 1 ist, und wir erhalten als Auflosung die einfache 
Gleichung 

n 

Mit dieser Gleichung ist das Interpolationsproblem gelOst; denn dies 
besteht ja nach dem Obigen in nichts anderem als der Bestimmung 
dieser GroBen (/./1' 

Mit Hilfe des doppelten Summenzeichens konnen wir die Losung 
des Interpolationsproblemes in der folgenden eleganten Form schreiben: 

U 1& 

Sn(x) =2t1+1.2 .21"ei ..{x-y.i.l. 
,'=-n X=-1I 

Was an unseren obigen Formeln vor allem in die Augen faUt, ist 
ihre Symmetrie, die wir noch einmal zusammenfassend zum Ausdruck 
bringen: Damit die Gleichungen 

" 

,'=-n 

liir ,,= - n, ... , 0, 
Gleichungen 

.. "' n bestehen, miissen die GrofJen (/.,. durch die 

n 

(/.,. = 2n~'1 .2: /"e-iY.l'A 
x=-n 

gegeben werden und umgekehrt. Die Symmetrie 

konnen wir noch vollkommener machen, wenn 

dieser Gleichungen 
. 1 

wlr (/. = C -"_-:.:...-:-
,. "}2t1 + 1 
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setzen. Wir erhalten dann das Resultat in der folgenden, vollig 
symmetrischen Gestalt: Damit die Gleichungen 

/I 

l ID i.·,,). 
=--= /,c e 

" t2n + 1 P:::II P 

bestehen, ist es notwendig und hinreichend, dafJ das andere Gleichungs-
system . 

II 

_ 1 ~I -ix";' c - ---===.L.,; e 
P t2n + 1 ,,=_n" 

erliillt ist. 
Gewohnlich ist es notig, unser Ergebnis in einer reellen Form 

zu schreiben. Indem wir fUr die Exponentialfunktion die trigono­
metrischen Funktionen einfiihren, geht unser Interpolationsausdruck 

II . 

Sn (x) = .J)rxp eHX in die Gestalt 
J1=-n 

II 

Sn(X) = ~ + 2(a"cosYx + bpsinyx) 
p=1 

iiber, die Koeffizienten ap und bp ergeben sich durch die Formeln 

a" = rxp + rx_ p, b" = i (rxp - rx_ p) , 
und wir erhalten also die Losung un seres Interpolationsproblems in 
reeller Gestalt durch folgenden Satz: Die Koellizienten des trigono­
metrischen A usdruckes n-ten Grades 

/I 

~ + .2 (a" cos YX + b"sin Y x), 
,,=1 

welcher an den vorgeschriebenen Slellen x" = "A (" = - n, ... , n) die 
vorgeschriebenen Werte 1 (x,,) = /" annimmt, werden durch die Summen 

II n 

a .. = 2n ~ 1 21" cos 'V" A, 
x=-n 

b" = 2 n ~ 1 21" sin Y " A 
x=-n 

gegeben. 
Natiirlich kann man das eben rein im Reellen formulierte Resultat 

auch gewinnen, ohne die komplexe Schreibweise zu benutzen. Man 
hat an Stelle der einfachen Rechnungen mit der Exponentialfunktion 
und der geometrischen Reihe sich dann entsprechender trigonome­
trischer Formeln zu bedienen. Die Durchfiihrung dieser Betrachtung 
mag dem Leser iiberIassen bleiben. 

2. Grenziibergang zur Fourierschen Reihe. 

Ahnlich wie wir bei der Interpolation rationaler Funktionen durch 
einen Grenziibergang zu der Darstellung von Funktionen durch die 



§ 3. Trigonometrische Interpolation. 361 

Taylorsche Reihe kommen, werden wir hier von einer Annaherung der 
Funktion durch das trigonometrische Interpolationspolynom n-ten 
Grades zu einer exakten Darstellung der Funktion durch eine un end­
liche trigonometrische Reihe gelangen, indem wir die Anzahl der Inter­
polationsstellen iiber alle Grenzen wachsen lassen. Ich begniige mich 
damit, diesen Grenziibergang hier rein formal auszufiihren, indem ich 
die strenge Begriindung fUr die Reihenentwicklung auf den § 5 ver­
weIse. 

Bei dem Grenziibergang kniipfen wir zunachst an die reellen eben 
abgeleitcten Formeln an. Lassen wir n iiber alle Grenzen wachsen, 
so werden' die Zahlen av und bv in der Grenze iibergehen in die GraBen 

:r :r 

a,. = ~fl(x)cos')lxdx, b,.= ~fl(x)sin')lxdx, 
-;r: -1t 

2 Llx 
da ==-=-

2n+ 1 
I n n 

gegen Null strebt, wobei nur etwa vorausgesetzt zu werden braucht, 
daB die Funktion 1 (x) in dem Intervalle - n < x < n stetig ist. Wir 
werden also rein formal von der Interpolation zu der Darstellung 
einer willkiirlich im Intervalle - n < x < n v 0 r g e g e ben e n stetigen 
Funktion 1 (x) durch die Reihe 

00 

I(x) = '; + 1) (a,. cos ')I x + bvsin ')I x) 
),=1 

mit den Koeffizienten 
:r :r 

a,. = ~ f 1 (t) cos ')I t dt, b,. = ~ f I(t) sin ')Itdt 
-1t 

gelangen. Diese einer Funktion 1 (x) zugeordnete Reihe heiJ3t ihre 
Fouriersche Reihe, nach dem gro13en franzasischen Mathematiker 
Fourier, der im Zusammenhang mit Fragen der mathematischen Physik 
solche Reihen als Erster systematisch zur Darstellung willkiirlicher 
Funktionen benutzt hat. Nach der vorangegangenen Lasung des Inter­
polationsproblemes ist es zwar plausibel, daB die so gefundene unend­
liche Reihe konvergiert und die Funktion iiberall darstellt. In der 
Tat jedoch miissen wir un serer Funktion gewisse Einschrankungen 
auferlegen, damit dies der Fall ist. 

Wir werden finden, daB sich in eine Fouriersche Reihe sicherlich 
jede Funktion entwickeln la13t, fUr welche der Funktionswert und die 
erste Ableitung bis auf endlich viele Sprungstellen stetige Funktionen 
in dem Grundintervall sind. Dabei braucht die Funktion in den ver­
schiedenen Intervallen keineswegs demselben analytischen oder geome­
trischen Bildungsgesetz zu gehorchen; sie dad "willkiirlich" sein. 
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In dieser Tatsache, ebenso wie in der Tatsache, daB die Koeffi­
zienten der Fourierschen Reihe von dem gesamten Verlauf der Funk­
tion abhangen, zeigt sich ein tiefgehender Unterschied gegen die Potenz­
reihen. Man kann namlich in einer Potenzreihe die Koeffizienten durch 
die Ableitungen der Funktion in einer bestimmten Stelle ausdriicken. 
Die Potenzreihe ist uns also gegeben, wenn wir die Funktion in einer 
noch so kleinen Umgebung einer Stelle kennen. Die durch Potenzreihen 
darstellbaren Funktionen, die "analytischen" Funktionen, tragen daher 
einen ganz speziellen Charakter: Ihr Gesamtverlauf ist bekannt, sobald 
der Verlauf in einem wenn auch noch so kleinen Intervalle gegeben ist. 
Analytische Funktionen stellen also gewissermaBen ein organisches 
einheitliches Gebilde dar. Bei einer Fourierschen Reihe dagegen ist 
nach dem eben Gesagten hiervon nicht die Rede. Der Funktionsverlauf 
in der Umgebung einer Stelle kann ganz unabhangig von dem Funk­
tionsverlauf in der Umgebung einer anderen willkiirlich abgeandert 
werden, ohne daB die Entwickelbarkeit in eine Fouriersche Reihe ge­
stort wird. 

Nehmen wir den Grenziibergang von der trigonometrischen Inter­
polation zur Fourierschen Reihe in der komplexen Schreibweise vor, 
so gelangen wir formal zur Fourierschen Reihe in der Gestalt 

+00 
f(x);= Zrx,.e ilX 

1'=-0) 

mit den Koeffizienten 

'" 
rx,. = 2~ff(t)e-iddt. 

-:l 

Dabei bedeutet die Summation von - 00 bis + 00 nichts anderes als 
einen Ubergang, bei dem zunachst von - n bis + n summiert und 
dann ein Grenziibergang n ~ 00 gemacht wird .. 

Bevor ich nun dazu iibergehe, unseren Grenziibergang von der 
Interpolation zur Fourierschen Reihe streng zu begriinden, mochte ich 
- indem ich den erwahnten Satz von der Entwickelbarkeit in eine 
Fouriersche Reihe hypothetisch voraussetze - an einer Reihe von Bei­
spielen die auBerordentliche Fruchtbarkeit und Eleganz der Fourier­
schen Reihenentwicklung dartun. 

§ 4. Beispiele fiir die Fouriersche Reihe. 

1. Vorbemerkungen. 
Wir nehmen als Periode un serer Funktionen ! (x) die GroJ3e 2 'JT 

und als das betrachtete Intervall dasjenige zwischen - 11: und + 11:. 

Die Funktionen ! (x) sind dann zunachst nur fUr das Interval! 
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- n < X < n definiert und mussen gemaD § 1 periodisch uber dieses 
Intervall hinaus nach rechts und links fortgesetzt werden. 

Ich schicke unseren Rechnungen eine einfache Bemerkung voraus: 
1st f (x) cine gerade Fu nk t ion (vgl. S.12 f.), so wird offen bar f(x) sin y x 
nngeradr, f (x) cos l' x gerade und daher .. 

b,. = ! J f (x) sin y x dx = 0; 
-;r 

;r 

a,. = !ff(x)cosyxdx. 
o 

Wir erhalten also eine "Kosinusreihe". 1st dagegen die Funktion f (x) 
eine ungerade Funktion, so wird 

:r '" 
a,. = ! f f (x) cos y x dx = 0; b,.= !ff(x)sinyxdx. 

-n II 

Wir erhalten also cine "Sinusreihe" 1). 

2. Entwicklung der Funktionen t/'{x) = X und <p (x) = x2• 

7r 

Fur die ungerade Funktion x wird b,. = ! f x sin y x dx und durch 
o 

Anwcndung der Produktintegration 
;r '" 

~ b - - x cos p x + 1 f . d _ ( I)" + 1 n '2 ,. - p" -;- cos y x x - - -;- . 
o 0 

Wir erhalten also fUr die pcriodische im Intervalle - n < x < n durch 
die GroDe x selbst dargestellte Funktion (vgl. Fig. 12]), die wir mit 
1jJ (x) bezrichnen, die Rcihenentwicklung 

() _2(sinX sin2x sin3x ) 
1p x - I -2 + 3 - -I- .... 

n 'b Setzt man x = 2" so ergl t 

sich die uns schon von fruher 
bekannte Leibnizsche Reihe 

:7 _ 1 I 
-4-=1--.,+7-+··· . 

• ) .J 

Die durch unsere obige Reihe 
dargestellte Funktion 1p (x) ist 
als Ganzes keineswegs stetig; 

y 

Fig. 121. 

sie springt vielmehr an den Stellen x = k n, k = ± 1, ± 3, ± 5, 
urn den Wert 2n. In den Sprungstellen selbst, d. h. fiir x = kn, 

1) 1st also die Funktion t (x) von vornherein nur im Intervalle 0 < x < n 
gegeben. so kiinnen wir sie in das Intervall - 7l < X < 0 entweder als gerade 
oder als ungerade Funktion fortsetzen und demgemaJ3 im Intervalle 0 < x < 7l 

entweder in eine blol3e Kosinusreihe oder in eine blol3e Sinusreihe entwickcln. 
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k = ± 1, ± 3, wird jedes Reihenglied Null und daher der Funk­
tionswert selbst Null. In den Sprungstellen wird also das arithmetische 
Mittel zwischen dem Grenzwert von links und dem Grenzwert von 
rechts durch die Reihe dargestellt. 

1st ; irgend eine feste Zahl zwischen - n und n und ersetzt man 
in der obigen Reihe x durch x - ;, so erhalt man die Reihe 

1p (x _;) = 2 ein (~- ~) _ ~~_2_~ - ~) + sin 3 (; - ~) _ + ... ) 

2 . I: 2 1:' 2. 21: 2 = - T sm s- cos x + T cos" sm x + "2 sm "cos x 

- ~ cos 2; sin 2x - isin 3; cos3x + ~cos 3; sin 3x +"', 
die man ebenfalls in Form einer Fourierschen Reihemit den gegen Null 
strebenden Koeffizienten 

( _1)n 
a = 2--sinn I: 

( l)n-1 
b = 2---- cosn; fI. n t;, n n 

schreiben kann und welche eine Funktion darstellt, die lediglich an den 
Stellen x = ; ± n, x = ; ± 3 n, ... die eben beschriebene Unstetigkeit 
aufweist. 

Fur die gerade Funktion ljJ(x) = x 2 ergibt sich durch zweimalige par­
tielle Integration 

" 
a" = !fX2cosvxdx=(-I)I'~ (v> 0), 

o 
2712 

aO=3' 

so daB die Entwicklung 

712 ( cos X cos 2 x cos 3 x '. 
cp(x) = 3 - 4 12 ---22- + ---32 - + .. ") 

entsteht, aus der man formal durch gliedweise Differentiation und 
Division durch die Zahl 2 die Reihe fUr 1p(x) = x zuruckerhalt. 

3. Entwicklung der Funktion X cos 

Fur diese ebenfalls ungerade Funktion ergibt sich 

a" =0, 

:l 

b" = ! f x cos x sin 'V x dx 
o 

und, unter Benutzung der in Nr. 2 gewonnenen Formel 

f x sin ft x dx = (- 1 t + 1 ; 

o 
(ft = 1, 2, ... ), 
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~ n 

b). =! 5 X cos X sin v X dx = ! 5 x (sin (v + 1) x + sin (v - 1) x) dx 
o 0 

(-It+~ (- I)' ). 2v 
= v+1 +-v-=-1 =(-1) v2-I (v=2,3, ... ), 

1 
b1 = -2' 

\Vir erhalten also die Reihenentwicklung. 
00 

1. 2\'1(-1)Vv. 
x cos x = - 2 S1l1 X + L.J' p2"':'-1 S1l1 v x 

l'=2 

und durch Addition der in Nr. 2 gefundenen Reihe die Reihenentwick­
lung 

3 . (Sin 2x sin 3x sin 4x ) x (1 + cos x) = -Slll X + 2 --.-- - -- -+i---- - + .... 
2 1·2·3 2·3·4 .~·4·5 

Die Funktion x cos x im Intervall - n < x < n (vgl. Fig. 122) besitzt, 
wenn sie periodisch liber die Intervallendpunkte hinaus fortgesetzt 

Jr X 

Fig. 122. 

wird, beim Uberschreiten der Endpunkte des Intervalles dieselbe Un­
stetigkeit wie die in Nr. 2 betrachtete Funktion 'Ij' (x); dagegen wird die 
Funktion x (1 + cos x), wenn man sie periodisch fortsetzt, aucli beim 
Oberschreiten der Endpunkte sogar mit ihrer Ableitung stetig bleiben, 
da die Unstetigkeit durch den in den Endpunkten mit seiner Ableitung 
wrschwindenden Faktor 1 + cos x beseitigt wird. 

4. j(x) =Ixl. 
" 25 Diese Funktion ist gtrade; es wird also bv = 0, a = ---- x cos v x dx 

P :r ' 
u 

und man erhalt leicht mit Hilfe der Produktintegration 
:r 

j' 1 
xcosvxdx = v xsin vx 

1 :t. [0, wenn v gerade ur.d +0, 
--5S1I1vxdx=1 2 

I' - --- wenn v ungerade o v2 ' , o 
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also 
7(, 4 ( cos 3x cos 5x ) 

j (x) = "2 - n cos x + - 32- + 52- + .. , . 
Setzt man hier x = 0 ein, so gewinnt man die merkwiirdige Formel 

7(,2 1 1 
8" = 1 + 32 + 52 + .... 

5. Beispiel. 

Die Fouriersche Reihe fUr die durch die Gleichungen 

j(x) =1 0, wenn x =0, 
Yj f - 1, wenn -:rr; < x < 0, 

1 ':_1 ~ ,r;- l bzw d:'~ ::~ 123 0 :;:n::: 
Fig. 123. Funktion lautet, da av = 0, 

2 " r 0, wenn v gerade, 
b =--fsinvxdx =14 

v 7(, -, wenn v ungerade, o 7(, V 

ist, 

4 (Sin x sin 3x ) j (x) = - --. + - + ... . 
n 1 3 

Speziell ergibt sich hieraus fi.ir x =; wieder die Leibniz~che Reihe. 

6. /(x) =Isinxl. 

Die gerade Funktion j (x) = I sin x I konnen W1r In eine Kosinus­
reihe entwickeln, wobei sich der Wert von a,. durch die folgende Rech­
nung ergibt: 

.-r :r 

; av = jsinxcosvxdx= ~f{sin(v+l)X-sin(v-l)x}dx 
o 0 

- 2 1 
0, wenn v ungerade, 

- v2~1' wenn v gerade. 

Wir erhalten also 

I . ~ 2 4 ZOO cos 2 fl x 
j(x) = S1I1 X 1= - - - ---. n n 4fl2 - 1 

11=1 

7. Entwicklung der Funktion cos [-tX. Partialbruchzerlegung des 
Kotangens. Produktzerlegung des Sinus. 

FUr -:rr; < x <:rr; sei j (x) = cos fLx, wobei fL nich t ganzzahlig 
ist. Man erhalt, da j (x) gerade ist, wieder b" = 0 und 
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~ ~ 

; a" = f cos ft x co~ ~'x dx = ! f {co,; (ft + 11) X + cos (ft - 11) x} dx 
o 0 

= ~ (~r: (fl ±~t~ + ~iI1_(ft_- v) n) 
2 fl+v !I-V 

Il (-It, 
= ,---- SIn ft n. 

fl2 -- 1'2 

Abo ergibt sich 

Diese Funktion bleibt beim Uberschreiten der Stellen x = ± n stetig. 
Setzt man x = n cin, dividicrt die Gleichung durch sinft n und schreibt 
dann x statt ft, so erhalt man die Gleichung 

2x ( 1 1 1 ) 
ctg n x = n 2x2 + x2 = }2 + x2 _ 22 + . .. , 

welche die sog. Partialbruchzerlegung des Kotangens darstellt, eine in 
der Analysis haufig diskutierte sehr wichtige Formel. Wir schreiben 
diese Reihe nun in die Form 

1 2x {II} ctg n x - - - = - _. . + - -- +. .. . 
:e x n}2 - x 2 22 - x2 

Das n-te Glied der Reihe auf der rechten Seite ist, wenn x in einem In­

tervall 0 < x :::::: q < 1 liegt, absolut genommen kleiner als ~ -2 !-2' - - n n -q 
Die Reihe konvergiert also gleichmaJ3ig in diesem Intervall, und wir 
diirfen sie gliedweise integrieren. Wir erhalten so 

r 

f( 1 \ sin:e x . sin n a sin n x n ctg n t - - ) d t = log - hm log - = log - - .-
o :et :ex a_O na nx 

" 
= log ( 1 -{;) + log ( 1 - ;:) + ... = lim };log ( 1 - ::). 

n-+oo v=1 

Gehen wir vom Logarithmus zur Exponentialfunktion iiber, so ergibt 
sich 

. ~ , x2 
) ;', ( "') n , I,m 2, log ( 1- --:;- 2, log 1- , 2 

s.mnx_ "-OO,~l ,.- -I' ,'~1 v_I' JI(l X) --- - e - 1m e - 1m --- . 
nx ~ 

I£-)-CO 11-+00 )'=1 

Es ist also 

, (X2 ) ( x2 \ ( x2 ) SIn n x = n x 1 - - 1 - -) 1 - - ... 12 22 32 • 

Wir haben so die beriihmte Zerlegung des Sinus in ein unendliches 
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Produkt gewonnm 1). Aus ihr erhalten wir fUr x =} das Wallissche 

Produkt 

m Ubereinstimmung mit S. 181. 

8. We it ere Beispiele. 

Durch kleine Rechnungen nach den hier durchgefiihrten Mustern 
erhalt man die folgenden weiteren Beispiele fUr Reihenentwicklungen. 

Die fUr -. n < x < n durch j (x) = sin ,u x definierte Funktion j (x) 
laBt sich in die Reihe entwickeln 

. 2 sin {In ( sin x 2sin 2x 3sin3x ) 
j(x) = sm,ux = - n-' p2-=-1 -it2~22 + p!i'=32 - + ... , 

aus dEf fur x =; (unter Ber.utzung von sin,u n = 2 sin,u ; cos,u ;) 

die Partialbruchzerlegung des Sekans, d. h. von _1_ liergeleitet 
n 

cos {t 2" 

werden kann, die, wenn man fUr ~ wieder x ~chreibt, lautet: 

00 

n sec n x = ~ - = 4 ~.t-.!r(~v-=!) . 
cosnx .L.J 4x2 - (2v - 1)2 

Y=1 

Die Reihen fur die Hyperbelfunktionen crol,u x und 6in,u x 
(- n < x < n) lauten 

§ 5. Strenge Begriindung der Fourierschen 
Reihenentwicklung. 

Man kann zu einer strengen Begrundung der Fourierschen Reihe 
bei einer genaueren Untersuchung des im § 3 nur formal ausgefiihrten 
Grenziiberganges gelangen. Aber dieser Weg ist recht miihsam, und wir 
wollen daher hier anders vorgehen. 

1) Diese Formel ist vor allem dadurch interessant, daB sie unmittelbar das 
Verschwinden der Funktion sin nx an den Stellen x = 0, ± 1. ± 2, ... erkennen 
laBt; sie entspricht in dieser Hinsicht der elementaren Produktzerlegung einer 
ganzen rationalen Funktion mittels ihrer Nullstellen. 
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1. Die Konvergenz der Fourierschen Reihe einer stiickweise 
glatten Funktion. 

Wir bilden zunachst zu einer gegebenen Funktion f(x) gemaB den 
Formeln 

+n +n 

a = J-fl(t) cosytdt, b = ~fl(t) sinytdt 
¥ n ¥ n 

-n -n 

die sog. Fourierschen Koellizienten, was immer moglich ist, sobald die 
Funktion f (x) stetig ist oder hOchstens an einer endlichen Anzahl von 
Stellen eine Unterbrechung der Stetigkeit durch endliche Spriinge 
("Sprungstellen") erfahrt. Wir konnen dann zweitens die formal gebil­
dete unendliche Reihe 

00 

~ + 2(a¥cosYx + b¥sinYx) 
¥=1 

auf ihre Konvergenz hin untersuchen. 
Urn das zu beweisende Resultat zu formulieren, stell en wir die fol­

genden Definitionen auf. Eine Funktion 1 (x) heiBt in einem Intervall 
stuckweise glatt, wenn sie selbst stuckweise stetig, d. h. im Intervalle bis 
auf endlich viele Sprungstellen stetig ist und wenn ferner auch die erste 
Ableitung I'(x) stiickweise stetig ist. 

Von vornherein denken wir uns die Funktion I(x) pcriodisch fiber 
das Intervall - n < x <n hinaus fortgesetzt. 

An einer Sprungstelle wollen wir der Funkti9n 1 (x) den Wert zu­
schreiben, der gleich dem arithmetischen Mittel aus den Grenzwerten 
von rechts und links ist; wir setzen also in unmittelbar verstandlicher 
Schreibweise 

1 I (x) = -2 (f (x - 0) + I (x + 0») , 

eine selbstverstandlich auch fill Stetigkeitsstellen bestehende Beziehung. 
Unser Ziel ist der folgende Satz: Die zu einer stuckweise glatten 

Funktion I (x) gehOrige Fouriersche Reihe konvergiert an ieder Stelle x 
und steW die Funktion dar!). 

Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir die Partialsummen 
n 

Sn (x) = ~o + 2) (a,. cos yx + b¥ sin yx) 
¥=1 

und formen sie urn, indem wir fUr die Koeffizienten die obigen Integral­
ausdriicke einsetzen; vertauschen wir danach Summation und Inte-

ly Beilaufig sei be merkt, daB man diesen Satz auch noch fiir allgemeinere 
Funktionenklassen nachweisen kann. Jedoch reicht das bier formulierte Resultat 
fiir aile Anwendungen aus. 

Courant, DifferentialrechlitlIlg. I. 2. AufI. 24 
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gration, so gewinnen wir den Ausdruck 
n " 

S" (x) = ! f I (t) U + S (cos"t cos"x + sin"t sin "x) } dt 
-n ..... 1 

oder auf Grund des Additionstheorems des Kosinus 
.. " 

S" (x) = ! f I (t) g + S COS" (t - x)} dt. 
-n .. =1 

Wenden wir nun die in § 2, Nr.4 abgeleitete Summationsformel an, 
so ergibt sich 

1 n sin ( n + ~) (t - x) 
S" (x) = 2n f I(t) --. t _ x . __ . dt; 

-n sm --2-~-

und endlich, wenn wir die Transformation T = t - x ausfiihren und 
die Periodizitiit des Integranden beachten: 

1 n sin ( n + ~) T 

S" (x) = 2n f I (x + T) ---.-T -- dT. 
-n sm 2 

Wir werden die Konvergenz von S,,(x) gegen I(x) an Hand dieser 
Gestalt der Partialsummen S" (x) auf Grund zweier Hilfssiitze leicht 
erkennen. 

Hillssatz I. 1st s(x) eine im Intervall a ~ x ~ b stikkweise stetige 
Funktion, so strebt aas Integral 

b 

J = f s(t) sin Mat 
/I 

mit wachsenaem A- gegen Null. 
Beim Beweise diirfen wir s(x) im ganzen Intervall als stetig voraus­

setzen, da wir andernfalls die Betrachtung fiir jedes Teilintervall, in 
dem s(x) stetig ist, gesondert durchfiihren konnen. 

Wir beachten nun ganz analog wie in der iihnlichen Betrachtung 
auf S. 338 f., daB bei positivem A- die Funktion sin A- t jeweils im Ab-

stande h = ~ ihr Vorzeichen wechselt, so daB sich bei geniigend 

groBem A- die von zwei benachbarten Intervallen herriihrenden Bestand­
teile des Integrales nahezu zerstoren werden, weil die Werte von s (x) 
in zwei so1chen Intervallen wegen der Stetigkeit nur wenig voneinander 
abweichen. Wir nutzen diesen Umstand aus, indem wir den Ausdruck J 
durch die Substitution t = T + h mit h = ~ transformieren, wobei 
sin A t = - sin A- T wird und die Relation 

b-" 
J = - f S(T + h) SinA-TaT 

/1-" 
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entsteht. Schreiben wir hier fUr die Integrationsvariable wieder t 
statt • und addieren die beiden verschiedenen Ausdrticke fUr I, so 
ergibt sich 

a b-h b 

2 1=- f s (t +h) sin A t dt+ f (s (t) - s (t + h») sin At dt + f s (t) sin A t dt. 
a-II a b-h 

Verstehen wir unter Meine obere Schranke fUr den absoluten Betrag 
von s (x), d. h. gilt 

! s (x) I :s; M, 

so folgt aus dieser Darstellung von I sofort die Ungleichung 

b-h 

21 I I :s; 2 M h + f I s (t) - s (t + h) I dt. 
a 

Es seinunirgend eine positive GroBe e gegeben; wahlen wir dann A sogroB, 
daB im ganzen Intervall a:S; t :s; b - h der Ausdruck Is (t) - s (t + h) I 
kleiner als b ~ a bleibt und ferner M h = Mt < ; gilt, so ergibt sich 

III <e 
und daher - weil e beliebig klein gewahlt werden kann - lim 1= 0 1) . 

a 

Hil/ssatz 2. Bei beliebigem a> 0 konvergiert das Integral f in/ t dt 
mit wachsendem A gegen den Wert ; . 0 

DaB der Limes existiert und von a nicht abhangt, erkennen wir, 
wenn wir vermoge der Substitution. = }.t schreiben 

" a). 

f~in At dt = fSilll" d T' 
t l"' 

o 0 

denn das Integral rechts besitzt nach S. 203 f. und 338 f. einen von a 
co 

unabhangigen Limes, den wir mit SSi: T d. bezeichnet haben. Wir be­
o 

weisen hier tiber das frtihere Resultat hinaus, daB dieses uneigentliche 

Integral den Wert -;- besitzt. 

1) Dnter der Voraussetzung, daJ3 s (x) aueh noeh eine stiiekweise stetige 
Ableitung s' (x) besitzt, ergibt sich der Beweis VOIl Hilfssatz I einfaeh dureh 
Produktintegration. Es ist namlieh 

b b 

S s(t) sin}.t dt = ! {s(a) coda - s(b) codb + S s'(t) cod tdt}. 
a a 

Hier erkennt man aber sofort, daB die reehte Seite mit waehsendem A gegen Null 
konvergiert. 

24'" 
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Zu dem Zwecke schlie Ben wir aus Hilfssatz I auf das Bestehen 
der Relation 

" 
lim JSin At (+ - _1_t ) dt = 0, 

l-+CXl 2 sin-
o 2 

wo a eine beliebige positive Zahl unterhalb 2:1t sein kann, so daB der 

Faktor ..!.. - _1_ im Integrationsgebiet stetig bleibt1). 
t 2' t sm 2 

Speziell diirfen wir a =:It setzen und erkennen auf diese Weise, 
daB die beiden Ausdriicke 

" 
und f sin It dt 

2 . t 
o sm 2 

bei wachsendem A demselben Grenzwert zustreben. Wir konnen diesen 
bestimmen, indem wir fiir A die Zahlen n + 1 einsetzen, wobei n die 
Folge der ganzen Zahlen durchHiuft. 

Nunmehr konnen wir auf Grund unserer Summationsforme1 fiir jeden 
Wert A = n + I das Integral 

:n: :n: 

f · (1) f sm n + 2 tIn 
. t dt= ('2+ 2)cosvt)dt 

25m 2 1 
o 0 

ausfiihren. Wir erhalten 

" 
--'-----,-- dt = -f sin ( n + ~) t n 

2 . t 2 
sm 2 

o 

l} An der Stelle t = 0 ist dabei fiir diesen Faktor der Grenzwert von rechts, 
d. h., wie man leicht aus der Ungleichung 

t .t t .t 1 t 
2 - sm 2 tg 2 - sm 2 - cos 2 

0< t . t < t. t =I--t- fiir 0 < t <n 
2 sm 2 2 sm 2 2cos2 

erkennt, der Wert Null zu nehmen. Denn nach Seite 37 strebt der Ausdruck 

I-cos:" 
2 

----
t t 
2cos2 

mit t gegen Null. (Vgl. auch S. 268.) 
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und daher allgemein 
a n 

lim S5in At dt = lim f 5i~ dt = .::. . 
i.-+oo I '--+00 2. t 2 

o 5m "2 
o 

Beweis des H auptsatzes. Mittels dieser beiden Hilfssatze folgt unser 
Hauptsatz, d. h. die Formel 

n 

. . 1 J sin ( n + ~) I 
llill Sn(x) = hm - t(x+t)------dt=t(x) 

n ....... oo n .... ro 2 Jt . 1 
sm 2 

-n 

leicht. 
Wir zerlegen zunachst das Integrationsgebiet durch den NnIlpunkt. 

Nun ist bei festem x die Funktion 

s(t) = l(x+I)-/(x+O) 1) 
. I 

2 sm 2 

im Intervall 0 < t < n stiickweise stetig. Denn diesc Aussage gilt jeden­
falls fUr das Gebiet 0 < t ::;; n, wahrend die Stetigkeit fUr t = 0 aus der 
vorausgesetzten Existenz des vorderen Differentialquotienten 

2 sin~ 
lim l(x+I)-/(x+O) = lim l(x+I)-/(x+O) • __ 2 

1 ....... 0.1>0 I 1-++0 2. 1 I sm 2 

= lim 1 (x + I) - 1 (x + 0) 

1 ....... +0 2 sin~ 
2 

folgt. Folglich strebt das Integral 
n :It n 

~fs (t) sin At dt = -.!..ft (x + t) sin At dt - -.!..ft (x + 0) sin AI d t 
Jt 2Jt. I 2Jt . t 

sIn - sIn-
o 0 2 0 2 

mit wachsendem .1.= n + ~ gegen Null. 

Da aber aus dem zweiten Bestandteil t (x + 0) als Faktor heraus-
n 

tritt und f sin AI dt nach dem Beweis von Hilfssatz 2 gegen 
2 . t 

5m 2 
o 

vergiert, so ergibt sich sofort die Gleichung 
n 

. 1 f sinAi 1 hm -2 t (x + t) -- dt = -2 t (X + 0) . 
!.->oo Jt . t 

sm-
o 2 

1) Zu dieser Schreibweise vgl. S. 369. 

.:: kon-
2 
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Ebenso bekommen wir fUr das Intervall - n < t :::s 0 
o 

lim ~II(X + t) sinAI dt = ]-I(x - 0) 
l-+oo 2n . t 2 

Slll-
-n 2 

und durch Addition 
n: 

. 1 f sinAI hm -2 I(x + t) -t dt = I (X) . 
A-+OO n . 

Slll-
-n 2 

2. Genauere Untersuchung der Konvergenz. 

In der Umgebung derjenigen Steilen, wo die Funkfion I (x) un­
stetig wird, konvergiert die Fouriersche Reihe ungleichmaBig; denn 
nach Kapitel VIII, § 4 besitzt eine gleichmaBig konvergente Reihe 
stetiger Funktionen eine stetige Summe. Es gilt aber der folgende 
wichtige Satz: Besitzt eine stuckweise glatte periodische Funktion 
keinerlei Unstetigkeitsstellen, so konvergiert ihre Fouriersche Reihe absolut 
und gleichmafJig. Die Konvergenz der Reihe lur eine beliebige stuckweise 
glatte Funktion ist gleichmiifJig in iedem abgeschlossenen I ntervall, 'l2'elches 
keinen Unstetigkeitspunkt enthillt. 

Urn dies en Satz zu beweisen, gehen wir von einer fundamenthlen 
Ungleichung aus, welcher die Fourierschen Koeffizienten einer belie­
bigen stiickweise stetigen Funktion j(x) geniigen - es ist also hierbei 
nicht einmal stiickweise Glattheit vorausgesetzt -. Diese sog. Bessel­
sche Ungleichung lautet mit beliebigem n 

n n 

a25 + ~ (a; + b;) < ~ f j (X)2 dx. 

-n: 

Der Beweis folgt aus der Tatsache, daB der Ausdruck 

'" 
f{/(X) - ~o - ~1 (a"cosYx + b"sinyx)fdx 

-n 

stets positiv oder Null ist. Fiihrt man das Integral aus, indem man 
das Quadrat unter dem Integralzeichen bildet und die Orthogonali­
tatsrelationen sowie die Definition der Fourierschen Entwicklungs­
koeffizienten beriicksichtigt, so erhaIt man sofort die Besselsche Un­
gleichung in der Form 

" f f (X)2 dx - n {a2~ + j; (a; + b;) } > O. 
,,=1 

-n 
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Neben der Besselschen Ungleichung benutzen wir noch eine einfache 
algebraische Ungleichung von Schwarz. Sind uI , u2, ... , u" und VI' 

V2 , ••• , V" beliebige Zahlen. so gilt stets 

( 
II )2 II II 

. .L:U,.v" ::;;; .2u;· .2v;, 
,.:::=11 .,,=1 v=-1 

wobei das Gleichheitszeichen nur dann eintritt, wenn die Folge der u" der 
Foige der v" proportional ist. Der Beweis folgt sofort aus der Identitat 

~ i i (a"bl' - al'b,,)2 = i a;. i b~ - (i a"b"t 
",=1 1'=1 ,.=1 ,-=1 1'=1 

wo links eine Summe von Quadraten steht, die nur bei Proportiona­
litat der a" und b" verschwindet. 

Nunmehr setzen wir zunachst voraus, daB die stiickweise glatte 
periodische Funktion I(x) stetig ist. Die Ableitung g(x) = /,(x) ist 
stiickweise stetig, und fUr die Fourierschen Entwicklungskoeffizienten 
c" und d" von g (x) gelten die Relationen 

Co =0. 

c,.='IIb". } ('1121). 
d,,=-'IIa .. 

Die Besselsche Ungleichung. angewandt auf die Funktion g (x), 
lautet infolgedessen 

II II n 

:§ '112 (a; + b;) = :§ (c;' + de)::;;; ! f g(x)2dx. 

-:r; 

Schreiben wir fUr die rechte Seite dieser Ungleichung zur Abkiirzung M2. 
so erhalten wir. wenn m > n ist. dnrch Anwendnng der Schwarzschen 
Ungleichung 

i I a" cos 'II X + b"sin 'II X I < j; (I a .. I + I b"D::;;; Y2M2 Y-}-~. 
v=lI+l v=,,+1 ,-=,,+1 

ex> 

nnd da wegen der Konvergenz von .2) :z die von x unabhangige rechte 
v-I 

Seite bei hinreichend groBen n und m beliebig klein wird, so ist damit 
die absolute und gleichmaBige Konvergenz der Reihe bewiesen 1). 

1) Nebenbei bemerkt zeigt dieselbe Betrachtung, daB fiir periodische Funk­
tionen mit stetiger Ableitung {h-l)-ter Ordnung und wenigstens stiickwcise stetiger 

II 

Ableitungh-terOrdnungdie Summe .2'112 A (a: + b!) unterhalb einer festen Schranke 
1 

bleibt. eine Tatsache, die cine charakteristische Aussage iiber die Art des Klein­
werdens der Fourierschen Koeffizienten gibt. Fiir eine solche Funktion konver­
gieren sod ann auch die Fourierschen Reihen der Ableitungen bis zur Ordnung 
h - 1 absolut und gleichmaBig. 
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Urn nun auch fiir unstetige stiickweise glatte Funktionen die For­
mulierung des obigen Satzes zu beweisen, betrachten wir zunachst 
eine spezielle Funktion tp(x) dieser Art. 

1m Intervall - n < x < n sei tp (x) mit der GroBe x identisch 
und werde auBerhalb dieses Intervalles periodisch fortgesetzt. Nach 
§ 4 lautet dann ihre Fouriersche Reihe 

2 Ci~ x _ sin22 x + sin33 x _ + ... ) . 

Diese Reihe kann nicht gleichmaBig konvergieren, da ihre Summe 
die unstetige Funktion tp(x) darstellt. Wir werden jedoch zeigen, daB 
die Konvergenz in jedem Intervall - 1 < x < 1, fUr welches 0 < 1 < n 
gilt, gleichmaBig ist. 

Den Beweis fiihren wir durch einen Kunstgriffl). Wir beachten, daB 

die Funktion cos; im Intervalle - 1 < x <1 nirgends unterhalb 

der positiven GroBe cos ~ =" liegt. Multiplizieren wir den Betrag der 

Differenz der m-ten und der n-ten Partialsumme der obigen Reihe 
(m > n), d. h. den Ausdruck 

I I sin (n + 1) x sin (n + 2) x sin m x I I Sm (x) - S1I (x) = 21-n+T- - --n+2-- + - ... ±--;n-

mit der Funktion cos ; , so erhalten wir infolge der bekannten trigono­

metrischen Formel 2 sin u cos v = sin (u + v) + sin (u - v) den Betrag 
des Ausdrucks 

2 cos ~ (s~n (!! ±J)~ _ ~i~ (n t 2)~ + _ ... ± sin ~~) 
2 n+1 n+2 m 

Fassen wir die Glieder rechts in der Art zusammen, Wle Sle unter­
einanderstehen, so ergibt sich der Ausdruck 

1) Auf diesen wird man ganz naturgemiiJ3 gefiihrt, wenn man bedenkt, daB 

die Funktion 2 y cos y, aus dem IntervaJle - ; ;S y ::;;; periodisch fortgesetzt, 

stetig bleibt, daB also ihre Fouriersche Reihe nach dem ersten Teil des Satzes 
gleichmaBig konvergieren und die Funktion darstellen muE. Diese Reihe wird 
aber aus der Fourierschen Reihe fiir 2 y durch Multiplikation mit cos y entstehen. 

Setzen wir nun y = ; , so fiihrt diese Multiplikation gerade auf die Betrachtungen 

des Textes. 
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sin (n + !) x sin (In + }) x 
n + 1 ± m-

sin ( n + :) x sin (11 + ~) x sin ( m - !) x 

+ (n -tl)-(n +2) - (II +2)(n +3) + - ... =t= -(In -l)m- , 

und wir erhalten daher wegen cos; >" und I sin u I s 1 die Ab­

schatzung 

I s - 5 I < ~ [ ___ 1 + ~ + __ J~ __ + ... +_ -1 -- -J 
m n =" n + 1 m (n + l)(n + 2) (In - 1) In • 

Der Ausdruck rechts aber hangt nicht mehr von x ab und wird, wenn 
nur n und m be ide hinreichend groB genommen sind, wegen der 

00 

Konvergenz der Reihe 2 ~ (v +1) unter jede vorgeschriebene Grenze 
y=l 

herabsinken. Das aber ist gleichbedeutend mit der behaupteten gleich­
maBigen Konvergenz unserer Fourierschen Reihe. 

Nachdem wir so die Reihenentwicklung fUr eine spezielle unstetige 
Funktion gewonnen haben, ki:innen wir (vgl. § 4) durch Parallelver­
schiebung des Kurvenbildes bzw. des Koordinatensystemes diese Un­
stetigkeit an eine beliebige Stelle des 1ntervalles verlegen. Es wird 
namlich die Funktion 

tp (x _ ~) = 2 (~~Ji=:J) _ sin 2 ~_-=-~ + sin 3 (;_=- ;) _ + ... ) 
bis auf die Stellen (2 k - I) n + ~ (k eine ganze Zahl) stetig sein. An 
diesen Stellen aber wird die Funktion beim Dberschreiten von links nach 
rechts einen Sprung" von der GroBe 2 n", namlich von dem Werte n auf 
den Wert - n machen und in dem Punkte selbst den Wert 0 annehmen. 

1st nun! (x) eine beliebige stiickweise glatte Funktion, die im 1nter­
vall - n < x S n nur die Unstetigkeitsstellen ~1' ~2' ••• , gm besitzt, 
und sind die Spriinge, welche die Funktion dort beim Durchgange von 
links nach rechts erleidet, bI , b2 , • •• , bm , so wird die Funktion 

!(x) - :~ tp(x + n-~I) - :~ tp(x + n - ~2) - ... - :: tp(x + n - gm) 

stetig und stiickweise glatt sein, sich also nach dem bisherigen Resultat 
in eine gleichmaBig konvergente Fouriersche Reihe entwickeln lassen. 
Wir erhalten nunmehr ohne weiteres die Fouriersche Reihe der 
Funktion ! (x), indem wir die endlich vielen Fourierschen Reihen 

der Funktionen 26~ tp(x + n - gIl. "', ::tp(x + n - ~m) gliedweise 

hinzufiigen. Damit aber ist der oben formulierte Hauptsatz bewiesen. 
Dieses Resultat ist fUr die meisten mathematischen Untersuchungen 

und fUr die Anwendungen voll ausreichend. 1ch mi:ichte aber zum 
SchluB doch noch darauf hinweisen, daB die Untersuchung der Fourier-
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schen Reihen sehr viel weiter getrieben worden ist. Die Bedingungen, 
die wir fiir die Entwickelbarkeit hier aufgestellt haben, sind hinreichende 
Bedingungen, aber keineswegs notwendige; es ist m6glich, Funktionen­
klassen mit sehr viel weitergehenden Unstetigkeiten durch Fouriersche 
Reihen darzustellen, und es hat sich an diese Fragen und iiberhaupt 
an die Frage der Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Fouriersche 
Reihe eine groBe spezielle Literatur angekniipft. Als merkwiirdiges 
Ergebnis solcher Untersuchungen nenne ich nur die Tatsache, daB 
es stetige Funktionen gibt, deren Fouriersche Reihe in keinem auch 
noch so klein en Intervalle konvergiert. Ein solches Resultat besagt 
natiirlich nichts gegen die Brauchbarkeit der Fourierschen Reihen; 
man wird es im Gegenteil als einen Beleg dafUr ansehen miissen, daB 
der bloBe abstrakte Begriff der stetigen Funktion unmittelbar gar nicht 
zu iibersehende M6glichkeiten in sich schlieBt, wie ja auch das Beispiel 
stetiger, aber nirgends differenzierbarer Funktionen zeigt. 

§ 6. Die mittlere Approximation durch trigonometrische 
Polynome. 

Bei der Fourierschen Reihe wie iiberhaupt bei allen unendlichen 
Reihen und sonstigen unendlichen Prozessen muB man sich immer wieder 
vor Augen halten, daB der Sinn jeder solchen Entwicklung in der 
Tatsache der Approximation der zu entwickelnden Funktion durch 
einen endlichen Ausdruck besteht; Entwieklung in eine unendliehe 
Reihe heiBt, daB die endliche Summe, die durch Abbrechen nach dem 
n-ten Gliede entsteht, eine Annaherung an die entwickelte Funktion 
darstellt, und zwar eine Annaherung, die durch Wahl eines hinreichend 
groBen n beliebig gut gemacht werden kann. 

Die Annaherung einer Funktion t (x) durch das trigonometrische 
Interpolationspolynom aus § 3 ist nur eine unter vielen m6glichen 
Approximationen. Das Prinzip der Annaherung ist hier 'Oberein­
stimmung mit der gegebenen Funktion an 2n + I gegebenen Stellen, 
wamend fUr andere Stellen niehts mehr verlangt wird. Approximiert 
man dagegen eine Funktion t (x) durch dasjenige trigonometrische 
Polynom, welches entsteht, wenn man die Fouriersche Reihe nach dem 
Gliede an cos nx + bn sin nx abbricht, so hat man eine Annaherung 
anderer Art; denn die Koeffizienten stimmen jetzt nieht mehr exakt 
mit den Koeffizienten des Interpolationspolynomes iiberein. Diese An­
naherung durch die Partialsummen der Fourierschen Reihe hat eine 
einfache Bedeutung, die ieh jetzt kurz entwickeln will. 

Man kann sich folgende Aufgabe stellen: Unter allen trigono-
metrischen Polynomen n-ten Grades ' 

" 
Sn(x) = i + 1)(OC" cos 'JI X + p"sin'JIx) 

,,=1 
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soIl durch geeignete Wahl der Koeffizienten lXy und p,. dasjenige ge­
funden werden, fUr welches der Ausdruck 

+:r +:r n 

21n f tf (x) - Sn (x) }2dx = 21n f {I (x) - ~o - ..E (IX. cos YX + pysin yx)Ydx, 
-.;r _.. 1'=-1 

das "mittlere F ehlerquadrat", moglichst klein wird. \Vir sagen, daB 
das so bestimmte Polynom die beste Approximation im Mittel fUr die 
Funktion I (x) liefert. 

Diese Forderung bzw. diese Bezeichnung rechtfertigt sich un mittel­
bar durch folgende Erwagung. Je kleiner das zum Minimum zu machende 
Integral wird, desto kleiner muB durchschnittlich auch der Integrand, 
d. h. die Abweichung von I (x) und sn (x) sein, wenn auch die Kleinheit 
dieses Integrales es nicht prinzipiell ausschlieBt, daB in der engen Um­
gebung einzelner Stellen noch betrachtliche Abweichungen der Funk­
tionen vorkommen. Diese Aufgabe, die beste mittlere Approximation 
zu finden, laBt sich nun unmittelbar 16sen: Fiihren wir das Quadrat 
unter dem Integralzeichen aus, so erhalten wir fUr den Integranden 
den folgenden Ausdruck: 

.. 
I(X)2 - lXo/(x) - 21..'(IX.!ex) COSYX + p./ex) sin yx) 

.=1 
n 

+ (~o + ..E (IX. cos Y X + fJ. sin Y x) r . 
,·=1 

Beachten wir nun, daB die Ausdriicke 
;r II 

~ f I (x) cos Y x dx = a,. , ~!- S! (x) sin Y x dx = b. 

gerade die in dem vorigen Paragraphen eingefiihrten Fourierschen 
Koeffizienten der Funktion I(x) sind, und fUhren die Integration 
gliedweise aus, so gelangen wir unter Beachtung der Orthogonalitats­
relationen (vgl. § 5, Nr. 2, S. 374) sofort zu der Gleichung 

f {t (x) - Sn (x)}2dx 

~ n n 

= f I(X)2dx + n{ ~5 + ..E (IX; + P;,) -lXoao -2}; (lX.a. + P,. bJ} 
-ll v=1 "=1 

II n 

= f l(x)2dx + n {! (lXo - ao)2 + 27 ((IX. - a,.)2 + (P. - bY)} 
-n 1,=1 

n. 

- ngg + I(a; + b;')}. 
,,=1 
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Diese Gleichung macht es evident, daB das Integral der linken Seite 
seinen kleinsten Wert erhaIt, wenn wir gerade 

oc,. = a", fl" = b" 
setzen. Wir erhalten so das Resultat: Die Fouriersche Partialsumme .. 
5 .. (x) = ;0 + 1) (a" cos v x + b,. sin v x) liefert die beste mittlere Appro-

,.=1 
ximation einer Funktion I (x) durch ein trigonometrisches Polynom n-ten 
Grades; fiir den Minimumwert des mittleren Fehlerquadrats gilt 

:r " n 

(*) f (I (x) - 5 .. (x))2dx = f I(X)2dx - n {~5 + 1) (a; + b;)}. 
-n -~ ~=1 

Dieses Resultat zeigt uns, daB, wenn man die Genauigkeit der mitt­
leren Approximation durch Steigerung des Grades n erhi:ihen will, 
eine Modifikation der einmal gefundenen Koeffizienten nicht mehr 
notig ist, daB vielmehr nur noch die weiteren Koeffizienten des Poly­
nomes neu hinzuzubestimmen sind. Aus der obigen Gleichung haben 
wir bereits fruher die Besselsche Ungleichheitsbeziehung 

n n; 

~5 + 1)(a; + b;) < ! f I(X)2dx 
,,=1 -;r 

hergeleitet. Diese lehrt uns, daB die aus nichtnegativen Summanden 
bestehende linke Seite hi:ichstens gleich der von n nicht mehr abh1i.ngi-

:n; 

gen Zahl ! f I(X)2 dx ist. Daher konvergiert die Hnke Seite mit 
-n; 

wachsendem n gegen eine bestimmte Grenze, die selbst nicht groBer 
als jener Integralausdruck ist; mit anderen Worten: Wir erhalten die 
Beziehung 

ex> ;r 

~g + 1) (a; + b;) < ! f I (X)2 dx . 
,,=1 -" 

Aber es gilt noch mehr. Setzen wir der Einfachheit halber voraus, 
daB die Funktion I (x) in eine gleichmaBig konvergente F ouriersche 
Reihe entwickelbar ist, so wird bei hinreichend groBem n der Integrand 
auf der linken Seite von (*) gleichmaBig in x beliebig klein werden; also 
wird auch das Integral beliebig klein, und wir erhalten daher an Stelle 
der Besselschen U ngleich ung die G lei c hun g 

ex> '" 

~5 + ,.E(a!+ b;) = !ft(X)2dx. 
,,=1 -" 

Diese Gleichung, die man auch als die Vollstiindigkeitsrelation der 
trigonometrischen Funktionen bezeichnet, gilt ubrigens, wie ich eben-
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falls hier nicht beweisen will, auch fUr viel allgemeinere Klassen 
von Funktionen 1 (x), z. B. fUr beliebige stiickweise stetige Funktionen1). 

Man kann dieser Vollstandigkeitsrelation noch leicht eine etwas 
allgemeinere Form geben. Sind I(x) und tp(x) zwei Funktionen mit 
den Fourierschen Koeffizienten a", b~ bzw. (J.~, fJ~, so lautet die Voll­
standigkeitsrelation fUr 1 (x) + tp (x) 

00 +" 
(ao t_lXoL2 + 2{(a~ +(/.Y+ (b~ +fJY} = ! f{1 (X)2+ 21 (x) tp(x) +tp (x)2}dx, 

,,=1 -;r 

wahrend die fUr 1 (x) und tp (x) lauten 

00 +" 
~& + 2((/.; + fJ;) = ! f tp(x)2dx. 

,'=1 -:t 

Ziehen wir die beiden letzten von der ersten ab, so erhalten wir die 
Beziehung 

welche man als die verallgemeinerte Vollstandigkeitsrelation fiir em 
Funktionenpaar bezeichnet. 

Anhang zum neunten Kapitel. 
Beispiele zur trigonometrischen Interpolation. 

1. Vorbemerkungen. 
Wahrend wir bisher nur Beispiele fUr die Fouriersche Reihen­

entwicklung betrachtet haben, mochte ich jetzt zeigen, daB auch die 
trigonometrische Interpolation zu interessanten Formeln fiihrt2). Dem­
gemaB will ich in diesem Paragraphen fUr einige der einfachsten Funk­
tionen die im neunten Kapitel, § 3, gestellten Interpolationsaufgaben 
kurz behandeln. Dabei ist es niitzlich, unserer Formel aus § 3, welche 
sich auf die Einteilung des Intervalles von - n bis + n in 2 n + 1 Teile 

1) Vgl. R. Courant und D. Hilbert: Methoden der mathem. Physik. I. S.36. 
2) Ich glaube, auf die kurze Angabe der folgenden - in der Literatur sonst 

fehlcnden - Rechnungen nicht verzichten zu solien, wenn sie auch vielleicht dem 
Anfanger Schwierigkeiten bereiten werden. 1m tibrigen wird von den Ergebnissen 
dieses Paragraphen nirgends in diesem Buche Gebrauch gemacht. 
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bezog, noch eine andere zur Seite zu stellen, welche nicht so symme­
trisch erscheint, weil sie den Anfangspunkt x = -n des Intervalles 
auszeichnet. Denken wir uns das Intervall durch die 2 n Teilpunkte 

X_n = - nA = -n, ... , x" = x A, ... , xn - 1 .= (n - 1) A, 

wo A = !!... ist, in 2n Teile geteilt und bezeichnen wir wieder den n 
Funktionswert einer Funktion I(x) im Teilpunkte Xx mit I" = I (xx) , 
so erhalten wir ganz wie fruher die Koeffizienten eines Interpolations­
polynomes 

n-l 

Sn (x) = .2oc~ i""', 
l'=-n 

welches in diesen Teilpunkten die vorgeschriebenen Werte Ix besitzt, in 
der Form 

x=-n 

Diese unsymmetrische Darstellung wird immer dann zweckmaBig ver­
wendet werden, wenn es sich urn eine wirklich periodische Funktion I (x) 
handelt, wenn also I(n} =/(-n) ist. Da namlich Sn(n) =Sn(-n) 
ist, so stellt die Funktion Sn (x) dann von selbst auch den richtigen 
Funktionswert an der Stelle x = n dar, so daB die formale Unsym­
metrie nicht sUirt. 

1st 1(- n) =l= I (n), so werden wir die ursprunglichen Formeln aus § 3 
verwenden. Da in die Interpolationsformeln von der Funktion nur 
die 2 n + 1 bzw. 2 n Funktionswerte Ix eingehen, so ki:innen wir un sere 
Interpolationsformeln in der Gestalt folgender reziproker Beziehungen 
aussprechen: 

I. Wenn zwischen 2n Zahlenwerten I-n' ... , lx, ... , In-l und 
2 n Zahlenwerten C_ n , ... , C", ••• , Cn _ 1 die Gleichungen 

n-l 

I = ~- .2) C ei."l 
x t2 n v ::z:::_n " ' 

bestehen, so gelten auch die Gleichungen 

und umgekehrt. 

II. Wenn zwischen 2n + 1 Werten I-n,"" I", ... , In und 2n+l 
Wert en C _ n' ... , cx , en die Gleichungen 

2n A = ---
2n+ 1 
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bestehen, so folgen daraus die Gleichungen 

und umgekehrt. 

" 
1 "~I -ix.l C = - ~-- / e 

,. 121%+1,,::',," 
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Aus diesen Darstellungen der Werte /" erhalten wir das Interpola­
tionspolynom, indem wir rechts "" durch x ersetzen. 

2. Einzelne Beispiele. 

Wir behandeln nun einzelne Beispiele, indem wir von den einfachsten 
friiher in Fouriersche Reihen entwickelten Funktionen /(x) ausgehen 
und diesen die Werte /" entilehmen. 

1. Wir setzen f,. = x, was der Funktion / (x) = x entspricht, und 
wenden die Formel II an. Dann ist 

" -Y2n + 1 e,. = .2 p, e- i,."l. 
,u=-n 

Der Wert dieser Summe fUr 'JI = 0 ist Y2n + 1 co::'~ O. 1m Falle 'JI 9= 0 
erhalten wir, indem wir e = e-i"l setzen, 

" 

p=-n 

Urn diese Sum me auszuwerten, multiplizieren wir sie mit 1 - e. Wir 
erhalten, da e 9= 1 ist, 

" " 

11.=-n p=-n 

[ 1- e2l&+1 J 
= e-" -C: .. :: e- - ne 2n+l- (n + 1) ... 

Beachten wir nun, daB e2"+l = e-;"2,,, = 1 und e"+t = e- i "", = (-1)" 
ist, so ergiht sich 

oder 

_ 1 -,,.-
,/"'-- en+1 e 2 
y 2n + Ie = -(2n + 1)- = -(2n+ 1) (-1)" --- .. " l-e l-e-"'/. 

c" (-I)"i 
<x" = 12~ +- T = 2-~' v).' 

nn2" 

Wir erhalten also fiir /" = " die Interpolation 

" , ,,= 2) 1~ I)" ie''''';' 
2 . vA. 

,,-=-n Sln-
2 
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(wobei 11 den Wert 0 nicht annehmen solI) oder in reeIler Schreibweise 

2. Zur DarsteIlung der Werte IN = I" L die der Funktion I (x) = I x I 
entsprechen, verwenden wir die erste Interpolationsformel. Wir er­
halten 

n-l 

fine" = .s 1,ule-i.""A 
,.=-n 

und finden sofort 
n-l 

-{2nco=2.s ,u+n=n2, d.h. oco =;. 
,.=1 

Fiir 11 + 0 ergibt sich 
n-l 

f21tc" =.s ,u(e-il''';' + eil'vi.) + (-Ifn. 
,.=1 

Setzen Wlr riv;' = f!, so ist stets f! + 1, und die hier auftretende 
Summe 

n-l n-l 

2) ,ur/ + 2) flf2-" 
fl=1 1'=1 

Hi.Bt sich 1i.hnlich wie im erst en Beispiel auswerten; wir erhalten 

-- e-=--L _ (n - 1) (t - e - ~ -1 + ne-n +1 • 
1 [.. -1 -n ] 

l-e 1-e l-e 1 

1st 11 gerade, so nimmt dieser Ausdruck wegen en = e- n = e-iv1l = 1 
(man beachte An = n) den Wert - n an; also ist 

V2nc,,= -n + (-Ifn = o. 
1st 11 ungerade, also en = e- n = -1, so hat unsere Summe den Wert 

4 n 4 n+--"-=n+ . 
(1 - e)2 ( i"i, _iVA)2' 

e 2 -e 2 

also ist in diesem FaIle 

,/- 1 
Y 2ne = ----. 

" sin!"), 
2 

Als Interpolationsformel erhalten wir, wenn wir gleich auf die reelle 
Darstellung- iibergehen und uns auf den Fall beschranken, daB n 



Beispiele zur trigonometrischen Interpolation. 385 

gerade ist, 
n-1 

I x I = !: _ -.!. ,,~()s_~~/l 
2 n L.J , v).' 

.. =1 sln2-
2 

wobei nur fiber ungerade Werte von 'V summiert werden solI. 
Die beiden Interpolationsformeln fUr /" = x und /" = I x I gehen rein 

formal in die in § 4, Nr. 2 und 4 aufgestellten Fourierschen Reihen fiir 
/ (x) = x und / (x) = I x I fiber, wenn wir xA mit x identifizieren, n und 

damit ~ tiber alle Grenzen wachsen lassen und ! sin V2A durch ~- er­

setzen. Entsprechendes gilt fUr die folgenden Interpolationsformeln, 
die ich ohne Beweis angebe. 

3, Bci Verwendung der Formel II erhalten die Werte 

/" = -1 fUr - n < x S - 1 , 

/0 = 0, 

/" = 1 fUr 

die der in § 4, Nr. 5 behandelten Funktion entsprechen, die Darstellung 

n v A ( I)V cos- - -
/ = ._2_ ,\1 _ 2 sin xvA. 
"2n+1L.J ,VA 

v=1 sm 2 

4. Fiir /" = cos ocxA, wo oc nicht ganz ist, erhalten wir unter Ver­
wendung der Formel I 

1£-1 

1. { o(A ,\1 vsino(ACOS"VA y. n o(A} cosocx}.=-smocn ctg-+ L.J (-1).·-------- +(-1)"{-1) tg- . 
2n 2 '20(A '2 VA 2 

"=1 Sill 2-"lU '2 

Set zen wir " = - n und dividieren durch sin ocn, so entsteht hieraus 
n-l 

1 { O(A ~ sin O(A o(A} ctgocn = - ctg - + /, .. ----- + tg - . 2n 2 ~,O(A ,v). 2 
1,=1 5m2 - - sm2 -

2 2 

Integrieren wir diese Formel nach oc von oc = Obis oc = x, wo ° < x < 1 
ist, so erhalten wir unter Beachtung der Integrationsformel 

" S ( 1 0(71:) sin X 71: n ctgocn- -ctg- doc = log·· ...... -log2n 
2 n 2n , X7I: 

o sm-2)1 

die Gleichung 

n-l ( Sin2XA) 
log sin xn = log (2n sin X2A) + ,2 log 1--,' V2A. -logcosX2

A 
v=l sm2 -

2 
Courant. Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 25 
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aus der wir sofort 

n-l( . 2.
d .) J.. Sin '2 

sinx:rt = sinxn;' = 2ntg~ II 1- ---
2 . 2 vJ.. 

~=1 sIn -
2 

gewinnen. 
Diese Formel stellt eine Produktzerlegung des Sinus dar, das Ana­

logon zu der Zerlegung in ein unendliches Produkt, die wir in § 4, 
Nr.7 aufgestellt haben. 

5. Weitere interessante Beispiele bieten die Darstellungen der 
GroBen 

I .. = [of (Xx;' 

und 

I .. = Sin (Xx;', 

wobei (X eine beliebige Zahl ist. 
Die Benutzung der Formel I fiihrt nach analogen Rechnungen 

wie die unter Nr.4 zu den Darstellungen 

[0) (Xx;' = Gin an [[tg a). + J( _1)V(5in_a}<:osv"~ + ( -I)"+"~g a;.] 
2n 2 . 2V).+t;':<' zaJ.. 2 

,,=1 Sill '2 otn '2 

bzw. 

~. 1 _ Gin an n ( I)~ sin vJ.. sin v"J.. [ 

n-J 

~m (XXJl. - - -- ~ -
2 n ~ . 2 vJ.. ~. 2 al 

v=1 Sill '2 + >::;>tn 2' 

+ 1 + 21;1 (-1)" COSYx;' + (_1)><+11], 

wobei die Summe der letzten drei Ausdriicke fiir alle Werte von x 
auBer x = - n verschwindet. 

Zum Schlusse dieser Betrachtungen mag hervorgehoben werden, 
wieviel komplizierter die Losung des algebraischen Interpolations­
problemes sich ausnimmt als die Losung des entsprechenden Problemes 
der Fourierschen ReihenentwickIung, die man durch Grenziibergang 
aus den Interpolationsformeln formal erhalt. Es besHi.tigt sich damit, 
daB Grenziibergange, wenn sie auch prinzipiell aus dem Bereiche der 
algebraischen elementaren Betrachtungen herausfiihren, doch tatsach­
lich in sehr vielen Fallen das Hilfsmittel zu einer wesentlichen Ver­
einfachung der formal en Beziehungen darstellen. 
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Zehntes Kapitel. 

Die Diiferentialgleichungen der einfachsten 
Sch wingungsvorgange. 

Schon bei verschiedenen Gelegenheiten sind uns Differentialglei­
chungen begegnet, d. h. Gleichungen, aus welch en eine zunachst un­
bekannte Funktion zu bestimmen ist und in welch en nicht nur diese 
Funktion selbst, sondern auch ihre Differentialquotienten auftreten. 

Das einfachste derartige Problem bietet uns die unbestimmte Inte­
gration einer gegebenen Funktion I (x); dieses Integrationsproblem ver­
langt, eine Funktion y = F (x) zu bestimmen, fUr welche die Differential­
gleichung y' - f (x) = 0 erfiillt ist. Weiter hatten wir im dritten 
Kapitel, § 7, erkannt, daB cine Gleichung der Form y' = IX Y durch 
Exponentialfunktionen der Form y = c eaz ge16st wird. Sodann haben 
wir im fUnften Kapitel, § 4, gesehen, daB die Probleme der Mechanik 
auf Differentialgleichungen fUhren, und ganz allgemein zeigt es sich, 
daB viele Teile der reinen Mathematik und die meisten Anwendungs­
gebiete von Differentialgleichungen beherrscht werden. Ohne auf eine 
allgemeine Theorie der Differentialgleichungen einzugehen, will ich in 
diesem Kapitel als theoretisch instruktives und fUr die Anwendungen 
iiberaus wichtiges R ispiel die Differentialgleichungen der einfachsten 
Schwingungsvorgange behandeln. 

Dabei wird es niitzlich sein, folgende allgemeinen Begriffe und Be­
zeichnungen sich vor Augen zu halten. Unter LosZtng einer Differential­
gleichung verstehen wir eine Funktion, welche, in die Differential­
gleichung eingesetzt, diese fUr aIle in Betracht kommenden Werte der 
unabhangigen Veranderlichen erfiillt. Man pflegt statt Lasung einer 
Differentialgleichung auch haufig Integral der Differentialgleichung 
zu sagen, einmal, weil es sich gewissermaBen urn die Verallgemeinerung 
des gewohnlichen Integrationsproblemes handelt, und zweitens, wei! 
man in vielen Fallen die Auflosung tatsachlich auf die Ausfiihrung 
von Integrationen zuriickfiihrt. 

§ 1. Schwingungsprobleme der Mechanik und Physik. 
1. Einfachste mechanische Schwingungen. 

Den einfachsten Typus mechanischer Schwingungcn habcn wir schon 
im fiinften Kapitel, § 4, betrachtet. Es handclt sich urn einen Massen­
punkt der Masse m, welcher auf der x-Achse beweglich und durch cine 
elastische Kraft an seine Ruhelage im Punkte x = 0 gefesselt ist. Die 
GroBe dieser elastischen Kraft haben wir proportional der Elongation x 
angenommen, namlich gleich - kx gesetzt, wobei k eine positive Kon­
stante ist und das negative Vorzeichen der Tatsache Ausdruck ver-

25* 
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leiht, daB die Kraft immer auf den Nullpunkt zu gerichtet ist. Wir 
wollen nunmehr weiter das Vorhandensein einer Reibungskraft voraus­
setzen und annehmen, daB diese Reibungskraft proportional der Ge-

schwindigkeit :; = ides Punktes und ihr entgegengesetzt ist, d. h. 

durch einen Ausdruck der Form - r x mit einer positiven Reibungs­
konstanten r gemessen wird. Nehmen wir endlich an, daB auf den 
Punkt eine als Funktion / (t) der Zeit t gegebene auBere Kraft wirkt, 
so muB nach dem Newtonschen Grundgesetz (vgl. fUnftes Kapitel, 
§ 4) das Produkt von Masse m und Beschleunigung x gleich der 
elastischen Kraft vermehrt urn die Reibungskraft und die auBere Kraft 
sein, und wir erhalten somit als Ausdruck des Newtonschen Grund­
gesetzes die Gleichung 

mx+rx+kx=/(t). 

Diese Schwingungsgleichung regelt den Ablauf des mechanischen 
Vorganges. Wie uns die schon fruher behandelten speziellen Bei­
spiele fur Differentialgleichungen zeigen (z. B. das Integrationsproblem 

i = ~; = / (t) mit seiner L6.mng x = f / (t) d t + coder die A uflosung 

der speziellen Differentialgleichung mx + kx = 0 im funften Kapitel, 
§ 4), wird eine solche Differentialgleichung keineswegs nur eine einzige 
oder endlich viele voneinander verschiedene Losungen besitzen; viel­
mehr wird es, wie wir sogleich im einzelnen sehen werden, unendlich 
viele Losungen geben, die sich folgendermaBen darstellen. Es laBt 
sich eine "allgemeine Losung" x (t) der Schwingungsgleichung angeben, 
welche auBer von der unabhangigen Veranderlichen t noch von zwei 
ganzlich beliebigen Parametern c1 und c2 , den sog. unbestimmten lnte­
grationskonstanten, abhangt; setzen wir fUr c1 und C2 bestimmte Werte 
ein, so erhalten wir eine bestimmte spezielle Losung, und zwar konnen 
wir in dieser Weise jede solche Losung gewinnen. Die "allgemeine Lo­
sung" ist also der Inbegriff aller speziellen Losungen. 

Diese Tatsache ist durchaus verstandlich (vgl. auch funftes Kapitel, 
§ 4). Wir konnen namlich nicht erwarten, daB un sere Schwingungs­
gleichung allein den Vorgang vollstandig bestimmt. Vielmehr ist 
es plausibel, daB man zu einem gegebenen Zeitpunkt, etwa zum Zeit­
punkt t = 0 die Anfangslage x (0) = Xo und die Anfangsgeschwindig­
keit x(O) = %0 - kurz gesagt, den An/angszustand - noch will­
kurlich wahlen darf, d. h. daB man zur Zeit t = 0 den Punkt von 
irgend einer Anfangslage aus mit gegebener Geschwindigkeit in Be­
wegung setzen kann; erst dann diirfen wir den zwangslaufigen Ablauf 
der Bewegung erwarten. Die beiden verfUgbaren Konstanten C1 und 
C2 in der allgemeinen Losung werden dann gerade dazu dienen, eine 
bestimmte, diesen speziellen Anfangsbedingungen angepaBte Losung 
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herauszugreifen; wir werden im nachsten Paragraphen erkennen, daB 
und wie dies auf eindeutige Weise moglich ist. 

1st keine auBere Kraft vorhanden, d. h. ist /(t) = 0, so sprechen 
wir von einer /reien Bewegung. Die Differentialgleichung heiBt dann 
homogen. 1st dagegen / (t) nicht fUr alle t gleich N ull, so sprechen wir 
von einer erzwungenen Bewegung bzw. einer unhomogenen Differential­
gleichung. / (t) heil3t gelegentlich auch das Stontngsglied. 

2. Elektrische Schwingungen. 

Ein mechanisches System der geschilderten einfachen Art wird in 
Wirklichkeit stets nur angenahert vorliegen. Eine Annaherung bietet 
z. B. das Pendel, solange die Ausschlage klein sind; auch die Schwin-
gungen einer Magnetnadcl, die Schwingungen des ~ 

Mittelpunktes einer Telephon- oder einer Mikrophon- 0 
membran und andere mechanische Schwingungsvor- I' C 

gange kann man mit einer gewissen Naherung durch 
ein System des beschriebenen Schemas ersetzen. Vor- . 
gange jedoch, welche der obigen Differentialgleichung rp(t) 

viel exakter entsprechen zeigt uns der elektrische Fig.12~. Elektris~her 
, Schwmgungskrels. 

Schwingungskreis. 
Betrachten wir den in der Figur 124 angedeuteten Schwingungs­

kreis, dessen Selbstinduktion fl' dessen Widerstand e und dessen Ka-

pazitat C = ~ sei. Es moge aul3erdem eine von auBen wirkende, als 
~ . 

Funktion der Zeit t bekannte elektromotorische Kraft cp(t) auf den 
Schwingungskreis einwirken, z. B. die Spannung, die eine Maschine 
liefert, oder die Spannungen, welche von elektrischen Wellen erzeugt 
werden. Urn den Vorgang in unserem Stromkreise wiederum durch 
eine Differentialgleichung zu beschreiben, bezeichnen wir die am Kon­
densator herrschende Spannung mit E, die im Kondensator vor­
handene Gesamtladung mit Q, so daB zwischen diesen GroBen die Glei-

chung CE = ~E = Q besteht. Die Stromstarke I, welche ebenso wie 
~ 

die Spannung E eine Funktion der Zeit sein wird, ist dcfiniert als 
GroBe der Anderung der Ladung pro Zeiteinheit, d. h. als die Ge­
schwindigkeit, mit welcher die Kondensatorladung sich vermindert: 

. dQ 1· I = -Q= - dt = - ~ E. Das Ohmsche Gesetz sagt ferner, daB Strom-

starke mal Ohmschem Widerstand gleich der wirkenden elektromotori­
schen Kraft ist, d. h. also jetzt gleich der Kondensatorspannung E ver­
mindert urn die Gegenspannung der Selbstinduktion, d. h. urn fl j, und 
vermehrt urn die auBere Spannung cp(t). Wir gelangen so zu der Glei-

chung Ie = E - flj + cp(t) oder -! Ii = E + ~ E + cp (t), d. h. 

flE+eE+xE=-xcp(t), welcher die Spannung in dem Stromkreise 
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geniigt. Wir sehen, daB wir eine Differentialgleichung ganz von dem 
Typus der unter Nr. 1 betrachteten Art erhalten haben. Es entspricht 
dabei der Masse die Selbstinduktion, der Reibung der Widerstand 
und dem Elastizitatskoeffizienten die reziproke Kapazitat; der auBeren 
Kraft entspricht (bis auf einen konstanten Faktor) die von auBen auf­
gepragte Spannung. 1st diese letztere Null, so haben wir es mit einer 
homogenen Differentialgleichung zu tun. 

Multiplizieren wir unsere Differentialgleichurg mit - ~ und diffe-
" renzieren nach der Zeit, so erhalten wir.sofort fUr die Stromstarke J 

die entsprechende Differentialgleichung 

"'] + ej + 'Xl = tjJ(t) , 

welche sich nur durch die rechte Seite von der Gleichung fUr die 
Spannung unterscheidet und bei freier Bewegung (rp = 0) vollstandig 
mit ihr iibereinstimmt. 

§ 2. Losung der homogenen Gleichung. Freie Bewegungen. 
1. Formale Auflosung. 

Man kann eine Losung der homogenen Differentialgleichung 
mx + rx + kx = 0 aus § 1, Nr. 1 leicht in der Form einer Exponen­
tialfunktion erhalten, indem man versucht, eine Konstante A so zu 
bestimmen, daB der Ausdruck elt = x eine Losung wird. Setzt man 
diesen Ausdruck und die daraus folgenden x = .it eAt, X = .it 2 eA' in die 
Differentialgleichung ein und laBt man dann den iiberall auftretenden 
Faktor eAt fort, so entsteht fUr .it die quadratische Gleichung 

m.it2 + r.ii + k = 0, 

deren beide Wurzeln durch 

~ = -2t'm + 21m yr2-4-mk', .it2 = -2t'm - 2~ fr2~4m7i 

gegeben werden. Jeder der beiden Ausdriicke x = el .' und x = el·t 

ist sodann zumindest formal eine spezielle Losung der Differential­
gleichung, wie man erkennt, wenn man die letzte Rechnung riick­
warts durchgeht. Es sind nun drei verschiedene FaIle moglich: 

1. Es ist r2 - 4 m k > O. Dann sind die beiden Wurzeln Al und A2 
reell, negativ und voneinander verschieden, und wir erhalten zunachst 
zwei Losungen x = u1 = el •t und x = ~e2 = el • t der Differentialglei­
chung. Mit Hilfe dieser beiden Losungen kann man sich nun sofort 
eine Losung verschaffen, in welcher zwei willkiirliche Konstanten c1 

und c2 vorkommen. Man erkennt namlich durch Differenzieren sofort, 
daB auch 
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eine V:isung der Differentialgleichung ist, und wir werden in Nr. 3 
sogleich weiter beweisen, daJ3 dieser Ausdruck die allgemeinste Li::isung 
unserer Differentialgleichung darstellt, d. h. daJ3 wir jede Li::isung er­
halten, indem wir fur c1 und c2 geeignete Zahlenwerte einsetzen. 

2. 1st y2 - 4 m k = 0, so hat unsere quadratische Gleichung eine 
Doppelwurzel. Es ergibt sich also zunachst bis auf einen konstanten 

r 
--t 

Faktor nur die eine Li::imng x = WI = e 2m. Man bestatigt aber 
sehr leicht, dal3 in diesem Falle auch noch die Funktion 

r 
. -")t 

X == W2 = te em 

cine Lusung der Differentialgleichung istl). Es wird namlich fUr diesen 

( r) - -'- t ( r2 r) - -'- t Ausdruckx= 1-2mt e ~m, x= 4m2t-;:n e ~m, worauswir durch 

Einsetzen sofort finden, daJ3 die Differentialgleichung 
2 

mx + ri + {m x = mx + rx + kx = ° 
erfullt ist. Wir gewinnen jetzt in dem Ausdruck 

r r 
--t --t 

x=c1 e 2m+ C2 te 2m 

wiederum cine Li::isung der homogenen Differentialgleichung mit zwel 
willkurlichen Integrationskonstanten c1 und C2. 

3. 1st endlich r2 - 4mk < 0, so setzen wir y2 - 4mk = - 4m2 v 2 

und erhalten nunmehr zunachst zwei Li::isungen der Differentialglei­
- -'-t+ivt 

chung in komplexer Form, namlich die Ausdriicke x = 'Ut = e 2m 

- -'-I-i,·t 
und X = U 2 = e 2m • Die Zerlegungen 

e±i,'/ = cos v t ± i sin vt 

geben uns fUr den reellen und den imaginaren Teil der komplexen L6-
sung U1 einerseits die Ausdriicke 

r 
- --I 

, 
--I 

VI = e 2m COS V t, V2 = e 2m sin v t , 

andrerseits die Darstellungen 

An der zweiten Darstellungsweise sieht man, daB VI und V2 (reeIle) 

1) Auf diese Losung wird man ganz von selbst durch folgenden Grenziiber-
, lIt )',1 

gang geftihrt: 1st 1'1 =1= A2 • so stellt auch spezieli der Ausdruck ~ __ - e_ 
~-~ 

cine Losung dar. Lassen wir nun Al gegen A2 riicken und 'Schreiben A statt AI> A2• 

so geht unser Au,drllck in ~.elt= Iii iiber. 
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Losungen der Differentialgleichung sind. Es ist eine niitzliche kleine 
'Obungsaufgabe, dies direkt ohne Bezugnahme auf das Komplexe durch 
Differenzieren und Einsetzen zu bestatigen. 

Wiederum konnen wir aus unseren beiden speziellen Losungen mit 
zwei willkiirlichen Konstanten c1 und c2 eine allgemeine Losung 

, 
--I 

X = c1 v1 + c2 v2 = (c1 cos 'JI t + c2 sin 'JI t) e 2 ... 

zusammensetzen, die wir auch in die Form , 
--I 

X = a cos 'JI (t - 6) . e 2 ... 

schreiben konnen, wo c1 = a cos 'JI6, c2 = a sin 'JI6 gesetzt ist und 
a, c) zwei neue Konstanten bedeuten. 

Ich erinnere daran, daB uns diese Losung fiir den speziellen Fall r=O 
schon aus dem fiinften Kapitel, § 4, bekannt ist. 

2. Physikalische Deutung der Losung. 

In den beiden Fallen r > 2 Y m k und r = 2 Y m k wird die Losung 
durch Exponentialkurven oder durch die der Exponentialkurve , 

. --I 
bei groBem t ahnliche Kurve der Funktion t e 2... bzw. durch 
Superposition solcher Kurven dargestellt. In diesen Fallen haben 
wir es mit aperiodisch abklingenden Vorgangen zu tun, d. h. mit Vor­
gangen, bei denen mit wachsender Zeit die "Elongation" x sich asympto­
tisch dem Werte 0 nahert, ohne daB Oszillationen urn den Wert x = 0 
herum stattfinden. Es ist also von Schwingungen keine Rede; der 
EinfluB der Reibung r oder die Diimpfung ist so groB geworden, daB 

_..!... 1 ihr gegeniiber die elastischen Krafte nicht 
x = a COS" (I -15) e 2... mehr schwingende Bewegungen durch­

setzen konnen. 
Ganz anders ist es im dritten Fall bei 

r <2ymk, wo die Dampfung so klein ist, 
-i+H-++-Hc-++-/----+ t daB komplexe Wurzeln A.t> A.2 auftreten. 

Wir erhalten hier durch den Ausdruck , 
-- --I 

X = a cos 'JI (t - 6) e 2... sog. gediimpfte har-
Fig. 125. Ged§.mpite barmoniscbe monische Schwingungen; d. h. Schwingun-

Scbwiogungen. gen, welche nach einem Sinusgesetz ver-

laufen, deren Frequenz1) 'JI = V! - 4~2 ist, deren "Amplitude" jedoch 

nicht wie bei den reinen Schwingungen konstant bleibt, sondern durch 
, .. 

den Ausdruck a e - 2m' gegeben ist, d. h. exponentiell abklingt, und 
f' 

zwar urn SO schneller, je groBer der "Dampfungsfaktor" 2 mist. Diesen 

1) Unter Frequenz ist iiberall wie in Kap. IX die Kreisfrequenz verstanden. 
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Dampfungsfaktor nennt man in der Physik haufig auch das logarith­
mische Dekrement der gedampften Schwingung, womit man andeuten 

will, daB der Logarithmus der Amplitude mit der Geschwindigkeit -"-
2m 

abnimmt. In Figur 125 ist der Verlauf soIcher gedampfter Schwin-

gungen gezeichnet. Wie fruher nennen wir die GroBe T = 2n die 
v 

Schwingungsdauer und die GroBe vO die Phasenverschiebung der 
Schwingung. Fur den speziellen Fall r = 0 erhalten wir die schon 

fruher behandelten reinen Schwingungen mit der Frequenz Vo = V~ , 
der Eigenfrequenz des ungediimpft schwingenden Systemes. 

3. Anpassung an gegebene Anfangsbedingungen. Eindeutigkeit 
der Losung. 

Ich habe noch den Beweis zu erbringen, daB wir die gefundene, 
zwei Konstanten c1 und C2 enthaltende Losung wirklich auch jedem 
vorgegebenen Anfangszustand anpassen konnen, und ferner, daB wir 
in ihr die Gesamtheit aller Losungen gewonnen haben. Verlangen wir, 
daB eine Losung gefunden werden solI, fur weIche zur Zeit t = 0 die 
Anfangswerte x (0) = xo, X (0) = .%0 vorlirgen, wobei die Werte Xo und 
Xo beliebig vorgegeben sind, dann haben wir in dem FaIle 1 aus Nr. 1 
zu set zen 

c1 + c2 = xo, 

c1 A1 + c2 A2 = .%0 • 

Wir erhalten also fur die beiden Konstanten c1 und C2 zwei line are 
Gleichungen, die sich sofort in eindeutiger Weise auflosen lassen: 

Xo - A2 X O Xo - AIXO 
C1 =, , , C2 = i-, . 

"1 - "2 "2 - "I 

1m FaUe 2 ergibt dasselbe Verfahren die beiden linearen Gleichungen 

(A = _ r) 
2m ' 

aus denen sich ebenfalls c1 und c2 eindeutig bestimmen. 1m FaIle 3 
endlich nehmen die Gleichungen zur Bestimmung von a und 0 die 
Gestalt 

acosvo = .1:0 , 

a (v sin v 0 - 2 ~ cos v 0) = .%0 

an und lassen sich durch die Forme1n 

auflosen. 

.Il 1 Xo 
u = -arc cos­va' 

1 11 2 Q (. r)2 
a = V V v x;; + Xo + 2m .1:0 
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Hiermit ist tatsachlich gezeigt, daB die gewonnenen allgemeinen 
Losungen jedem Anfangszustand angepaBt werden konnen. Es bleibt 
zu zeigen, daB es keine anderen Losungen geben kann, und hierzu ge­
niigt der Nachweis, daB fiir denselben Anfangszustand niemals zwei 
verschiedene Losungen bestehen konnen. 

Gabe es zwei solche Losungen u(t) und v(t), fiir welche .u(O) = xo, 
U (0) = %0 und v (0) = xo, V (0) = %0 ist, so wiirde die Differenz w = u - v 
wiederum eine Losung der Differentialgleichung sein, und zwar ware 
w(O) = 0, w(O) = O. Diese Losung wiirde also einem anfanglichen 
Ruhezustand entsprechen, d. h. einem Zustand, in welchem zur Zeit 
t = 0 der Punkt sich mit der Geschwindigkeit 0 in seiner Ruhelage 
befindet. Es ist zu zeigen, daB er sich niemals in Bewegung set zen 
kann. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die Differentialgleichung 

mw+rw+kw=O mit2w, beaehten, daB 2ww=d~W2, 2ww=d~W2 
ist, und erhalten daher 

d~ (mw2) + d~ (kW2) + 2rw2 = O. 

Integrieren wir jetzt zwischen den Zeitmomenten t = 0 und t = -r und 
beriicksichtigen dabei die Anfangsbedingungen w (0) = 0, w(O) = 0, so 
erhalten wir 

• 
mw2 (-r) + kw2 (-r) + 2r f(~~rdt = O. 

o 
Diese Gleichung bedeutet aber einen Widerspruch, sobald w fUr irgend 
ein -r > 0 von Null versehieden ist; denn dann wiirde sicherlich links eine 
positive GroBe stehen, da wir m, k und r als positiv angenommen 
haben, wahrend die rechte Seite der Gleiehung Null ist. Also ist standig 
w = 0, womit wir unseren Beweis erbraeht haben. 

§ 3. Unhomogene Gleichung. Erzwungene Bewegungen. 
1. Allgemeine Bemerkungen. 

Der Losung un seres Problemes bei Vorhandensein einer auBeren 
Kraft t (t), d. h. der Integration der unhomogenen Differentialglei­
chung schicke ieh folgende Bemerkung voraus: 

Wenn w und v zwei Losungen der unhomogenen Differentialglei­
chung sind, so geniigt die Differenz u = w - v der homogenen Diffe­
rentialgleichung, wie man sofort dureh Einsetzen in die Differential­
gleichung erkennt. Umg(k(hrt, wenn u eine Losung der homogenen, 
v (ine Losur:g der unhomogenen DifferentialgLichung ist, so geniigt 
auch w = u + v der unhomogenen Differentialgltkhurg. Man erhalt 
also aus einer einzigen Lasung der unhomogenen Differentialgleichung 
samtliche Losungen der unhomogenen, indem man zu ihr die all-
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gemeinste Lasung der homogenen Differentialgleichung addiert, und es 
kommt daher fUr uns nur noeh darauf an, eine einzige Lasung der 
unhomogenen Differcntialgleichung zu finden. Physikaliseh bedeutet 
dies: Oberlagert sieh cinem dureh cine auBere Kraft erzwungenen 
Vorgang ein belicbiger freier Vorgang, reprasentiert dureh cine additiv 
hinzutretende Li)sung der homogenen Gleiehung, so entsteht ein Vor­
gang, welcher derselben unhomogenen Gleichung genugt wie der ur­
sprungliche. - Die freie Bewegung wird stets bei Vorhandensein von 

r 

Reibung (z. B. wegen des Dampfungsfaktors e - 2m I) mit der Zeit ab-
klingen; es wird sieh also bei einer gegebenen erzwungenen Bewegung 
mit Reibung, gleichgultig, was fur f[eie Bewegungen sieh uberlagern, 
mit der Zeit mehr und mehr derselbc Endzustand herausbilden. 

Zweitens bemerke ieh, daB man die Wirkung einer Kraft I (t) in 
derselben Weise zcrlegen kann wie die Kraft sclbst. Damit ist folgendes 
gemeint: Sind 11 (t), 12(t) und I(t) drei Funktionen, fur wclche 

11 (t) + 12 (t) = I(t) 
gilt, ist ferncr Xl = Xl (t) eine Lasung der Differentialgleiehung 
m X + r X + k X = 11 (t) und X 2 = X 2 (t) eine Lasung der Differential­
gleiehung m X + r X + k x = 12 (t), so ist X (t) = Xl (t) + x2 (t) eine 
Lasung der Differentialglciehung m X + r X + k x = I (t). Genau das 
Entspreehende gilt naturlieh bei der Zusammensetzung der Funktion 
I(t) aus einer beliebigen Anzahl von Summanden. Der Beweis dieser 
cinfaehen, aber wiehtigen, als "Superposition:;prinzip" bezeichneten 
Tatsaehe ergibt sieh dureh einen Blick auf die Gleichungen von selbst. 
Wir gewinnen damit die Freiheit, dureh Zerlegung einer Funktion I (t) 
in zwei oder mehr Summanden die Diffcrentialgleichung in andere zu 
spalten, die wir unter Umstanden viel leichter behandeln k6nnen. 

Der wiehtigste Fall ist der einer periodisehen auJ3eren Kraft I (t). 
Eine solche periodische auBere Kraftfunktion I (t) kannen wir namlich 
nach dem vorigen Kapitel in reine harmonische periodische Funktionen 
auflasen, d. h. sic durch eine Summe endlich vieler solcher Funktionen 
beliebig genau annahern, und es genugt daher fur uns, die Lasung 
un serer Differentialgleichung unter der Voraussetzung durchzufiihren, 
daJ3 dip rechte Seite die Form hat 

a cos w t oder b sin w t, 
wo a, b und w irgendwelche Konstanten sind. 

Anstatt mit diesen trigonomctrischen Funktionen zu rechnen, 
kannen wir einfacher und ubersiehtlicher zu den Lasungen unserer 
Differentialgleiehungen gelangen, wenn wir uns der komplexen Sehreib­
weise bedienen. Setzen wir I (t) = c e' wi, so werden wir dureh un sere 
obige Bemerkung darauf gefuhrt, die Differentialgleiehung 

m x + r x + k X = C i",t 
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zu behandeln, wobei wir unter c eine beliebige reelle oder komplexe 
Konstante verstehen. Der Sinn einer solchen Differentialgleichung ist 
der, daB sie zwei reelle Differentialgleichungen reprasentiert. Zer­
legen wir namlich die rechte Seite in zwei Summanden, nehmen wir 
etwa c = 1 und schreiben eiwt = cos w t + i sin w t, so werden sich 
die Lasungen Xl und x2 der beiden rcellen Differentialgleichungen 
m X + r X + k X = cos w t und 111 X + r X + k X :==' sin w t zu der Lasung 
x = Xl + iX2 unserer komplexen Differentialgleichung verbinden; 
umgekehrt erhalten wir, wenn wir zunachst dic Differentialgleichung 
in der komplexcn Form lOsen, in dem reellen Teil dieser Lasung die 
Funktion Xl' im imaginaren Teil die Funktion x2 • 

2. Losung der unhomogenen Gleichung. 

Unsere Gleichung m x + r x + k x = c eiwt losen wir wiederum 
durch einen naheliegenden Ansatz, wobci wir c als reell und zunachst 
r =f= 0 voraussetzen. Wir durfen namlich vermuten, daB eine Bewegung 
existieren wird, die der periodischen auBern Kraft in demselben Rhyth­
mus folgt, und wir werden demgemaB versuchen, der Differential­
gleichung durch eine Funktion der Form 

iwt 
X =ae 

zu genugen, wobei lediglich der von der Zeit nicht abhangige Faktor a 

zu bestimmcn ist. Gehen wir mit diesem Ansatz in dic Differential­
gleichung ein, so ergibt sich wegen x=iwaiwt , x=_wzaeiwt 

nach Unterdriickung des Faktors eiwt die Gleichung 

- m w2 a + i r w a + k a = c 
oder c 

a = ~-m -wi' + 't r w +'k ' 
und umgekehrt sehen wir, daJ3 fUr diesen Wert der Konstanten a tat­
sachlich der Ausdruck a eiwt eine Lasung der unhomogenen Differen­
tialgleichung ist. Wir haben also eine solche Lasung in komplexer Form 
gefunden. Urn jedoch den Sinn unseres Resultates klarzustellen, 
mussen wir einige Umformungen vornehmen. 

Zunachst schreiben wir den komplexen Faktor a in der Form 
k-mw2 -irw -iwJ 

a = c {k _ m W2)2 + y2 w2 = C oc e 
wobei der positive "Verzerrungs/aktor" oc und die "Phasenverschiebung" 
wd durch die Gleichungen 

1 rw k - mw2 
2 • 15 cos w 15 = ---oc = (k_-;n(2)2+rZ'w2 ' smw = ct.' IX 

aus den gegebenen GraJ3en 111, r, k, w gewonnen werden. Mit diesen 
Ausdriicken nimmt un sere Lasung die Form 

X = c oc iw(t-J) 
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an, und die Bedeutung unseres Ergebnisses ist die folgende: Der 
Kraft c cos wt entspricht die "Wirkung" c a cos w (t - (l), der Kraft 
c sin wt entspricht die Wirkung c a sin w (t - c;). 

Das Ergebnis ist also: Die Wirkung ist eine Funktion genau der­
selben Art wie die Kraft, d. h. cine ungedampfte Schwingung. Diese 
Schwingung unterscheidct sich von der die Kraft reprasentierenden 
Schwingung durch eine Verzerrung der Amplitude mit dem Verzerrungs­
faktor a und ferner durch cine Verschiebung der Phase urn den 
Winkel we;. Es ist natiirlich leicht, das Ergebnis ohne Benutzung der 
komplexen Zahlen mit ctwas mehr Aufwand an Rechnung zu ge­
wmnen. 

Nach unseren Bemerkungen zu Beginn des Paragraphen haben wir 
mit der Gewinnung ciner Lasung unser Problem vollstandig ge16st, 
da wir aus ihr durch Uberlagerung einer freien Bewegung den aII­
gemeinsten erzwungenen Bewegungszustand erhalten. 

Ich fasse das Resultat noch einmal zusammen: Die allgemeinste 
Losung der Diflerentialgleichung m x + r i + k x = c e;wt latttet 

_ ;O)(t-l) + x-cae u, 

wobei u die allgemeinste Losung der homogenen Diflerentialgleichung 
m x -1- r x + k x = 0 ist und die GrofJen a und 0 dureh die Gleichungen 

2 _ 1 • Jl rw Jl k - mw2 
(J. ------

- (k - 111 W 2 )2 + r2 w2 ' 
Sln w u = ,cos w u = -

ex ex 

deliniert werden. Die Konstanten C1 und C2 in dieser allgemeinen La­
sung geben die Maglichkeit, die Lasung einem willkiirlich vorgege­
benen Anfangszustand anzupassen, d. h. zu erreichen, da/3 bei will­
kiirlich vorgegebenen Wert en von Xo und .%0 die Gleichungen x (0) = Xo 

und ~. (0) = Xo bestehen. 

3. Die Resonanzkurve. 

Urn uns von der gewonnenen Lasung und ihrer Bedeutung in den 
Anwendungen eine anschauliche Vorstellung zu machen, studieren wir 
den Verzerrungsfaktor (J. als Funktion der "erregenden Frequenz" w, 
d. h. die Funktion 

I p(w) -.- -. -
- I (k~ m-~ii)2 + r2w2 ' 

Das Motiv zu einer solchen naheren Untersuchung liegt in der Tat­
sache, da/3 man sich bei gegebenen konstanten k, m, roder, wie wir 
sagen, bei einem gegebenen "schwingungsfahigen System" periodische 
"erregende Krafte" eiwt von sehr verschiedenartigen Frequenzen w 
vorgegeben denken kann und da/3 es wichtig ist, bei solchen verschie­
denen erregenden Kraften die Lasung der Differentialgleichung zu iiber­
sehen. Urn den Verlauf unserer Funktion bequem zu beschrCiben, fiihre 
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ich zur Abktirzung die GroBe Wo = V! ein; Wo ist die Schwingungs­

zahl oder Frequenz, die unser System bei freien Schwingungen haben 
wiirde, wenn die Reibung r gleich Null ware, kurz gesagt, die "Eigen­
schwingungszahl des ungedamplten Systemes" (vgl. S.393). Die wirk­
liche Schwingungszahl des freien Systemes ist wegen des Vorhanden­
seins der Reibung r nicht wo, sondern 

y = J/~ - 4:2 ' 

wobei wir voraussetzen, daB 4 k m - r2 > 0 ist - andernfalls hat das 
freie System keine Schwingungszahl, sondern ist aperiodisch. 

Die Funktion g;(w) wird sich asymptotisch dem Werte 0 niihern, 
wenn die erregende Frequenz W gegen Unendlich strebt, und zwar 

wird sie von der GroBenordnung ~2 venchwinden. Es ist ferner g; (0) = }; 
mit anderen Worten: bei einer erregenden Kraft von der Frequenz 
Null und der Amplitude 1, d. h. einer konstanten Kraft der GroBe 1 
wird ein bestimmter Ausschlag ex des schwingenden Systems von der 

Gro132 -} erzeugt werden. Die Ableitung g;'(w) kann im Bereich posi­

tiver w nur dort verschwinden, wo die Ableitung des Ausdruckes 
(k - mw2)2 + r2 w2 verschwindet, d. h. an einer Stelle w = WI > 0, fUr 
welche -4 m w (k - m w2) + 2 r2 w = 0 gilt. Damit eine solche Stelle 
vorhanden ist, muB offenbar 2 k m - r2 > 0 sein; alsdann ist 

Diese Stelle wird, da die Funktion g;(w) fUr w > ° tiberall positiv ist, 
fUr kleine positive Werte von w monoton wachst und im Unendlichen 
verschwindet, ein Maximum der Funktion darstellen. Wir nennen die 
Frequenz WI die "Resonanzlrequenz" unseres Systems. 

Der Wert des Maximums ist, wie wir durch Einsetzen des Aus­
druckes von WI finden, 

Dieser Wert wachst bei r--O tiber aile Grenzen. Ftir r = 0, also fUr 
ein ungedampft schwingendes System wiirde die Funktion g; (w) an 
der Stelle w = WI einen Unendlichkeitspunkt besitzen, ein Grenzfall, 
den wir nachher noch gesondert zu betrachten haben. 

Die Kurve fiir die Funktion g;(w) heiBt die Resonanzkurve des schwin­
gungsfahigen Systemes. Die Tatsache, daB fUr w = WI - also bei klei­
nem r in der Nahe der Eigenschwingung Wo des Systemes - die Ampli­
tudenverzerrung ex = g;(w) besonders groB ist, stellt mathematisch das 
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"Resonanzphiinomen" dar, welches bei gleichbleibenden Werten von m 
und k urn so ausgepragter in die Erscheinung tritt, je kleiner die Rei­
bungskonstante r ist. 

In Figur 126 ist unter der Annahme m = 1 und k = 1, also auch Wo = 1 
eine Schar von Re-
sonanzkurven gc­
zeichnet, die sich aIle 
nur durch den ver­
schiedenen Wert von 
D=_r h' 2 untersc el-

den. Man sieht, daB 
bei kleinem D sehr 
stark ausgepragte 
Resonanz nahe bei 
W = 1 herrscht 
1m Grenzfall 

D=r=O 

wiirde fUr W = 1 eine 
U nendlichkci tsstelle 
statt emes Maxi­
mums von cp (w) auf­
treten -, daB bei 
wachsendem D die 
Maxima nach links 
rucken und daB fUr 

2~·r-------'---r---.--'.---'-------' 

rp 2,1 
z~~------+--4--~*---~--~------~ i 1,9 
1,8~------1--+-+--~+--+--~------~ 

1,7 
1,5~------+-~~--~~-4---+------~ 
1,5 

4¥r-~----~~-----+~~~~~~~~ 

0,3 
O,2l--~ 

o'1.L_---;;~=~t====::Jt:::====d 
o 1,0 ~5 

frrs!lentie Frsf/venz 

Fig. 126. Hesonanzkurven. 

1 den Wert D = -. c_ gerade WI = 0 wird. Die Stelle mit horizontaler 
1 2 

Tangente ist im letzteren Faile in den Nullpunkt geruckt, das Maxi-

mum ist ganz verschwunden. Fur D > ~ gibt es kcine Nuilstelle .2 
von cp' (w), die Resonanzkurve besitzt kdn Maximum mfhr, es tritt 
keine Resonanz ein. 

AIIgemein hart jede Resonanzerscheinung auf, sobald die Bedingung 

2km-r2 < 0 

besteht. Gilt das Gleichheitszeichen, so setzt die Resonanzkurve fUr 

WI = 0 in der Rohe cp (0) = -! mit horizon taler Tangente ein und faUt 

nach anfanglichem annahcrnd horizontalem Verlauf nach Null abo 

4. Nahere Diskussion des Schwingungsablaufes. 

Mit der gegebenen Diskussion konnen wir uns noch nicht begniigen. 
Es mull fur das wirkliche Verstandnis des Vorganges der erzwungenen 
Bewegung noch ein Punkt hervorgchoben werden. Die spezielle Lo-
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sung crxeiw(t-~) ist als Grenzzustand anzusehen, der sich aus der 
allgemeinen Lasung x(t) = crxeiw(t-b) + c1 u1 + c2 u2 im Laufe der 
Z e i t immer genauer ergibt, indem die der speziellen erzwungenen 
Bewegung sich uberlagernde freie Bewegung C1 U 1 + C2 u2 mit der Zeit 
abklingt. Dieser Abklingungsvorgang wird urn so langsamer vor sich 
gehen, je kleiner r ist, urn so schneller, je graBer r ist. 

Nehmen wir z. B. an, es sei zu Beginn der Bewegung, d. h. fur 
t = 0 das System in Ruhe, d. h. es sei x (0) = 0 und x (0) = O. Hieraus 
bestimmen sich die beiden Konstanten c1 und c2• Auch wenn die erre­
gende Frequenz w annahernd oder genau gleich Oh ist, wenn wir also 
Resonanz haben, wird nicht etwa von Anfang an die verhaltnismaBig 
groBe Amplitude rx = fP(w1) zum Vorschein kommen, sie wird vielmehr 
durch die Funktion C1 u1 + C2 u2 verdeckt werden und erst mit dem Ab­
klingen dieser Funktion in Erscheinung treten, also urn so langsamer, 
je kleiner r ist. 

1m Falle des ungedampften Systemes, also fur r = 0, versagt un sere 
Lasung uberhaupt, falls die erregende Frequenz w gleich der Eigen-

frequenz Wo = Vl ist, wei! dann fP (wo) unendlich wird. Wir erhalten 

also keine Lasung der Gleichung mx + kx = eiwt in der Form aeiwt• 

Trotzdem kannen wir sofort eine Lasung unserer Gleichung in der 
Form x = at eiwt angeben. Setzen wir diesen Ausdruck in die Diffe­
rentialgleichung ein, so finden wir wegen 

. i w t ( .) .. i w t (2 . 2) x=ae l+zwt, x=ae zw-tw 

sogleich 
a (2 i m w - m w 2 t + k t) = 1, 

also wegen m w 2 = k 
1 

a=2~imw' 

Wir gewinnen so im FaIle der Resonanz bei dem ungedampften 
System die Lasung 

t iwt t iwt x=--e =-~~_e 
2zmw 2qkm 

oder in reeller Schreibweise: fur I (t) = cos w t ergibt sich x = t sin w t , 
2 tkm 

fUr I (t) = sin w t ergibt sich x = - ~~-'.c -= cos w t • 
21k m 

Wir sehen, daB wir es hier mit einer Funktion zu tun haben, die eben­
falls als Schwingung bezeichnet werden kann, deren Amplitude aber 
proportional mit der Zeit wachst. Die uberlagerte freie Schwingung 
klingt zwar jetzt uberhaupt nicht mehr ab, da sie ungedampft ist; 
aber sie behalt ihre anfangliche Amplitude stets bei und kann das 
Anwachsen der Amplitude der speziellen erzwungenen Bewegung nicht 
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hemmen. Die Tatsaclll' abo, dalJ dic' Li)~ung in diesem Falle bei 
wachsendem t zwischen absolut genommen immer gra13er werdenden 
positiven und negativcn Grenzen hin- und herpendelt, ist der eigentliche 
Sinn des Unendlichwerdms un:-;erer Hesonanzfunktion im Falle eines 
llngedampftcn S~'st('!ns. 

5. Bemerkungen tiber den Bau von Registrierinstrumenten. 

Die Bedeutung der Diskussion aus Nr. 4 fur die verschieden­
artigsten Anwendungen in Physik und Technik ist au13erordentlich 
groB. Bei vielen Instrumenten, wie Galvanometern, Seismographen, 
elektrischen Schwingungskreisen in Hadioempfangsapparaten, Mikro­
phonmembranen usw., kommt es darauf an, einen Schwingungsaus­
schlag x oder analoge sonstigc Gra13en als die Wirkung au13erer perio­
discher Krafte zu registrieren. Die GroBl' x geniigt dabei, wenigstens 
in erstl'r Annaherung, unscrer Schwingungsdifferentialglcichung. 1st T 
die Schwingungsdaul'r dl'r auBercn periodischen Kraft, so kannen wir 
llns diese nach dem vorigen Kapitcl in cine Fouriersche Reihe der Form 

2". 
co II t 

j(t) =.i)y{c T 
I ·-C(' 

mtwickelt oder besser durch einen nur aus endlich viden Gliedern 
N il~;tt 

bestehenden trigonometrischen AW'.druck ,l;Yr c T mit genugender 
I S 

Annaherung dargestellt denken. Kach unserem Superpositionsprinzip 
von S. 395 werden wir nun die Lasung x unserer Differentialgleichung, 
abgesehen von der iiberlagerten freien Bewegung, durch cine unend­
lichc Reih( 1) dcr Form 

rr 112:< t 
1. (I) = .2,;' O'r c 'J' 

I~-oo 

oder angenahert durch cinen endlichen Ausdruck der Form 

N il~t 
x (t) = .2,'O'/e T 

l"~-N 

darstellen konnen. Hierbei ist auf Grund unseres allgemeinen Ergeb­
msses 

_i,112;r/ 

0'1= Y1rt.1C T 

und 
., 

~T == ( 4- -;r:! \:! 4 <)} 

2:cl J 2nlr 
tg -y- 1= ( 4n212)' 

~ k - III l~ ;~) r I ~ 12 ;~-

1) Von Konvcrgcnzbctrachtungcn schc ich hier abo 
C0I1r:mt, DiffrTrnti;'llrf'rhmmg. T. 2. A.nfl. 

T k - III T2 

26 
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\\'ir konnen also die \\'irkung eiller bdiebigen pcriodischell ~iuf3en'll 

Erregung auf unser System so beschrciben: Zerlegt man die Erregung 
in rein periodische Teilerregungen, die einzelnen Glieder un serer Fourier­
schen Reihe, so erfahrt jede Teilcrregung cine besondere Amplituden­
verzerrung und Phasenverschiebung, und die einzclnen Wirkungen 
setzen sich dann wieder additiv zusammen. Wenn es uns hauptsachlich 
auf die Amplitudenverzerrungen ankommt - die Phasenvcrschiebungen 
spielen in den Anwendungen keine so wichtige Rolle 1) und konnen im 
ubrigen ganz ahnlich wie die Amplitudenverzerrungen diskutiert wer­
den -, so erhalten wir aus dem Studium unserer Resonanzfunktion 
oder Resonanzkurve ein vollstandiges Bild davon, in welcher Art der 
Registrierapparat durch seine Ausschlage x die au/3erc Erregung wieder-

gibt. Fur sehr groBe Werte von I oder W = 21~ I wird von den erregenden 

Frequenzen in der Elongation x kaum noch etwas zu be mer ken sein; 
dagegen werden aIle in der Nahe der Resonanzfrequenz WI liegenden er­
regenden Frequenzen sehr stark in der GroDe x zum Vorschein kommen. 

Bei einem physikalischen MeB- und Registrierapparat hat man die 
Konstanten m, r, k in weiten Grenzen frei verfugbar. Man wird ver­
suchen, sie so zu wahlen, daB die Gestalt der Resonanzkurve den Be­
durfnissen der Mcssung moglichst gut angepa/3t ist. Dabei sind gewohnlich 
zwei Gesichtspunkte ma/3gebend. Einmal wird man cine gro/3e Empfind­
lichkeit des Apparates wunschen, d. h., mathematisch gesprochen, eineH 
gro/3en Wert von (J. fur die in Frage kommenden Frequenzen W der 

Anregung. Fur kleine Werte von w wird angeniihert (J. proportional ~ , 

so da/3 wir in der Zahl + ein Ma/3 fUr die Empfindlichkeit des Instru­

mentes bei klein en Erregungsfrequenzen haben. Steigerung der Emp­

findlichkeit ist also durch VergroJ3erurg von ! ' d. h. Verkleinerung der 

clastischen Bindung moglich. 
Zweitens spieIt eine wesentliche Rolle die Forderung der relativen 

Verzerrzmgsjreiheit. i\ehmen wir an, wir erhaIten fUr un sere erregende 
N il 2"e 

Frequenz durch die Darstellung j (t) = 2;YI e T eine genugende An-
l=-N 

naherung, so werden wir sagen, daB un~er Apparat die Erregung j (t) 
ohne relative Verzerrung registriert, wenn fUr aIle Frequenzen w <N 2; 
der Verzerrungsfaktor cp(w) annahernd denselben Wert besitzt. Diese 
Forderung ist ganz entscheidend, wenn wir aus dem VerhaIten des 
Apparatcs auf den erregcndcn Vorgang unmittclbarc Riickschliisse 
ziehen wollen, wenn z. B. im Grammophon oder im Empfangsapparat 
fur drahtlose Telegraphic hohe und tiefe Tone eines Musikstuckes mit 

1) \Veil z. B, unser Ohr sie nicht zu erkennen vermag. 
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verhaltnismaBig gkich guter Lautstarke wiedergegeben werden sol1en. 
Der Forderung der relativen Verzerrungsfreiheit kann man natiirlich 
exakt nicht geniigen; denn die Resonanzkurven verlaufen niemals genau 
horizontal. Aber man kann versuchen, die Apparatkonstanten tn, r, k 
so zu wahlen, daJ3 kcinc ausgcpragtc Resonanz mehr auftritt, daJ3 aber 
zu Beginn die Kurve cine horizontale Tangente hat, so daB tp(w) = C/.. 

fUr kleine Werte von w ungefahr konstant blcibt. Nach den obigm 
Festste11ungen erreichcn wir dies, indem wir 

2ktn _r2 = 0 

setzen. \Vir konnen bei konstantem k und konstantem 11t dies durch 
Wahl einer geeigneten GroBe fUr die Reibung r erreichen (z. B. durch 
Einschaltung eines clektrischen Widerstandcs bei ehiem Schwingungs­
kreis). Un sere Resonanzkurve zeigt uns, daB dann bis in die Nahe der 
Eigenschwingung Wo des ungedampften Systemes die Registrierung an­
nahernd Verzerrungsfreiheit licfert und daB oberhalb dieser Frequenz 
vollstandige Abdampfung herrscht. Man kann also relative Ver­
zerrungsfreihcit in einem gcgebenen Interva11 erzicien, indem man 
die Eigcnschwingung Wo des ungedampften Systcmes durch VergroBe­
rung von k oberhalb der hochsten in Betracht kommenden crrcgenden 
Frequcnzcn legt und sodann cine Dampfung r gemaJ3 der Gleichung 
2km -- r~ = 0 w~ihIt. 

Die in dicsern Kapitd behandclten Differentialgleichungcn bcziehen 
sich nur auf Schwingungsvorgange einfachster Art. Wir werden im 
zweiten Bande, nachdcm wir die Differential- und Intcgralrechnung 
der Funktionen mehrerer Vcranderlicher entwickcit haben, auf die 
Differcntialgleichungen allgemrincrcr Schwingungsvorgangc nochmals 
zuriickkommcn. 
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