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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist das Ergebnis langjahriger und zum groBeren
Teil selbsténdiger Forschungsarbeit des Verfassers. Der Verfasser hat sich
durchwegs bemiiht, die Quellen seiner Ausfiihrungen, soweit sie ihm selbst
zum BewuBtsein gekommen sind, und iiberhaupt die Werke seiner Vor-
ganger voll anzugeben. Dennoch fiirchtet er, diesen oder jenen Autor un-
verdient ohne Erwihnung gelassen zu haben: einerseits ist die mathema-
tisch-statistische Literatur jetzt bereits so umfangreich und uniibersicht-
lich, da§ es — ganz abgesehen von der Sprachenfrage — fiir den einzelnen
Forscher iiberaus schwierig und jedenfalls iiberaus zeitraubend geworden
ist, geniigende Einsicht in die entsprechenden Veroffentlichungen aller
Kulturlinder zu bekommen; und dann liegen gewisse Ideen so auf der
Hand, lassen sich gewisse Verfahren so zwanglos durch relativ einfache
mathematische Transformationen aus bekannten Theoremen ableiten,
daB es vollkommen in der Natur der Dinge liegt, wenn sie von verschiedenen
Forschern gleichzeitig und ohne gegenseitige Kenntnisnahme ausgearbeitet
und, leider, auch versffentlicht werden. Die selbstdndige wissenschaftliche
Tatigkeit des Verfassers begann ja vor 23 Jahren gerade damit, da8 er,
noch als Student einer Hochschule, die sogenannte ,,Variate-Difference-
Methode ganz unabhingig vom ,,Biometrika-Student* ausbaute.

Die Herausgabe des vorliegenden Buches wurde von verschiedenen
Seiten her gefordert. Die Rockefeller-Stiftung ermoglichte es dem Verfasser,
lingere Zeit in den reichhaltigen Spezialbibliotheken Londons zu ar-
beiten; Herr Professor R. A. Fisher erteilte liebenswiirdig die Erlaubnis,
einige Tabellen aus seinem Werke ,,Statistical Methods for Research
Workers* abzudrucken; Herr Dr. Franz Alt, Wien, iibernahm bereit-
willigst die kritische Durchsicht des Manuskriptes und erteilte manche
wertvolle Ratschlige; Herr Raschco Zaycoff, Sofia, war unermiidlich
im Lesen der Korrekturen und Revidieren der Formeln; und der Verlag
Julius Springer zeigte groBe Geduld und Entgegenkommen gegeniiber
den verschiedensten Wiinschen des Verfassers. Allen ihnen sei an dieser
Stelle nochmals der verbindlichste Dank ausgesprochen.

Sofia, im Juni 1935.
0. Anderson.
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,,Die mathematische Statistik ist kein Automat, in den
man nur das statistische Material hineinzustecken hat, um
nach einigen mechanischen Manipulationen das Resuliat
wie an einer Rechenmaschine abzulesen. Es ist nicht immer
stcher, daf} man in dieser Weise die richtige Antwort auf
die gestellte Frage erhdlt.« C. V. L. Charlier, Vorlesungen
iber die Grundgiige der mathematischen Statistik. (Verl.
Scientia, Lund.) Hamburg 1920, 8. 3.

»Litlle experience is sufficient to show that the tradi-
tional machinery of statistical process is wholly unsuited to
the needs of practical researches. Not only does it take a
cannon to shoot a sparrow, but it misses the sparrow!*
R. A. Fisher, Statistical Methods for Research Workers.
4t edition revised and enlarged, Edinburgh — ZLondon
1932, 8. VII.

,»Statistik  spielende Mathematiker kénnen nur durch
mathematisch ausgeriistete Statistiker idiberwunden werden.
Al. A. Tschuprow, Lehrbiicher der Statistik: Nordisk
Statistisk Tidskrift Bd. I, H. 1, 8. 143, 1922.

Einleitung.

1. Uber den Begriff der mathematischen Statistik.

Das Ziel der statistischen Aufarbeitung ist, das gesammelte Beob-
achtungsmaterial in Zahlen und Zahlenreihen zu verwandeln, und eine
der wichtigsten Aufgaben der statistischen Methodenlehre besteht ferner
darin, aufzuzeigen, wie man diese Zahlen weiterhin durch Summieren,
Abstrahieren, Dividieren usw. zu bearbeiten hat, um zu gewissen Schliissen
iiber die beobachteten Massenerscheinungen zu gelangen. Da nun die
vier Spezies der Arithmetik unzweifelhaft ebenfalls in den Bereich der
Mathematik gehdren, so ist es eigentlich, vom rein logischen Standpunkt
aus gesehen, kaum moglich, einen klaren und unanfechtbaren Trennungs-
strich zwischen der allgemeinen und der sogenannten mathemati-
schen Statistik zu ziehen. Man versteht gewohnlich unter der letzteren
jene Abschnitte der statistischen Methodenlehre, zu deren Darstellung
man die Infinitesimalrechnung, héhere Algebra und analytische Geo-
metrie hinzuzuziehen pflegt und die daher dem durchschnittlichen
Volkswirtschaftler oder Statistiker, dessen mathematische Ausbildung
mit der Reifepriifung der Mittelschule abschliet, unverstindlich bleiben.
Von diesem Standpunkt aus gesehen—und die iiblichen Darstellungsformen
der Theorie vorausgesetzt —, miilte man zur mathematischen Statistik
eine Reihe recht heterogener Abschnitte rechnen, und zwar in erster
Linie etwa die folgenden : die meisten Anwendungsformen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, Dispersionstheorie, Theorie der Reihendurchschnitte und
Streuungsanalyse, Pearsonsche und andere Hiufigkeitskurven, Stich-

Anderson, Statistik. 1



2 Einleitung.

probenerhebung, Korrelationstheorie, Reihenzerlegung, harmonische
(oder Periodogramm-) Analyse, Interpolations- und Ausgleichungstheorie,
Theorie der Indexzahlen, formale Bevolkerungstheorie, Versicherungs-
mathematik u. dgl. m. Doch besitzt diese Auffagsung den nicht unbetricht-
lichen Nachteil, daB der wesentliche Inhalt einer wissenschaftlichen
Disziplin davon abhingen soll, wie gerade die Mittelschulprogramme in
der Mathematik beschaffen sind, die ja doch von Land zu Land und von
Jahr zu Jahr wechseln kénnen. Abgesehen davon, gehort es gerade zu
den Aufgaben des vorliegenden Buches, aufzuzeigen, daf eine Reihe von
anerkannt mathematisch-statistischen Theoremen unschwer allein mit
den Mitteln der elementaren Schulmathematik abgeleitet oder wenigstens
versténdlich gemacht zu werden vermag.

Viel eher kénnte man sich darauf einigen, mit der Benennung ,,mathe-
matische Statistik’‘ jene Teile der statistischen Theorie zu bezeichnen,
die im engen Zusammenhange mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
stehen und beinahe als angewandte Wahrscheinlichkeitsrechnung an-
gesehen werden kénnen. Das ist auch ungefahr der Standpunkt, den das
vorliegende Buch einnimmt. Wir glauben aber, daB es keinen Sinn hétte,
die sogenannte formale Bevolkerungstheorie und die mit ihr eng zu-
sammenhédngende Versicherungsmathematik in diese Darstellung mit
einzubeziehen, auch dann nicht, wenn sie (was nicht immer der Fall
ist) mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung nahe assoziiert sind: der
Beruf der Aktuare hat sich in bezug auf Forschungsgegenstand und
Ausbildungsgang seines Nachwuchses bereits derart von dem der
iibrigen mathematischen Statistiker abgesondert, daf es praktisch
nutzlos wire, auf erstere in einem Buche, welches hauptsichlich fiir
Volkswirtschaftler und Statistiker bestimmt ist, besonders Riicksicht
zu nehmen.

Der so umrissene Komplex der mathematisch statistischen Methoden-
lehre nimmt in der statistischen Wissenschaft der einzelnen Liénder eine
sehr verschiedene Stellung ein. Wihrend er in der englisch sprechenden
Welt unter dem EinfluB der Pearsonschen Schule jetzt geradezu als
die statistische Theorie angesehen wird, scheint man z. B. in Sowjet-
ruBland trotz der anfinglichen Erfolge der Tschuprowschen Schule
sich immer mehr von dieser Disziplin abzuwenden ;! und was die deutsch-
sprachigen Lander anbetrifft, so hat hier die mathematische Statistik
heutzutage einen im allgemeinen recht schweren Stand.

Charakteristisch fiir die neueste Entwicklung der mathematisch-
statistischen Theorie ist ferner jene Reaktion, die seitens der wirklichen
Statistiker gegen ,,Statistik spielende Mathematiker ausgeiibt wird
und die in den von uns zum Motto gewéhlten Ausspriichen dreier hervor-
ragendster mathematischer Statistiker zum Ausdruck kommt.

1 Vgl. z. B. das Vorwort zum mneuesten russischen kollektiven Lehr-
buch von A. Bojarskij, W. Stawrowskij, W. Chotimskij und
B. Jastremskij: Theorie der mathematischen Statistik, 2. Aufl. Moskau
— Leningrad 1931.
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2. Aufgabe, Zweck und Beschaffenheit des Buches.

Gewisse Eigentiimlichkeiten in der Organisation des deutschen
Hochschulwesens sowie der EinfluB iiberragender Persénlichkeiten wie
G. v. Mayr haben es bewirkt, daB die statistische Theorie in Deutschland
noch bis jetzt von sehr vielen als eine Staatswissenschaft angesehen
wird, die sich vorwiegend mit Massenerscheinungen in der menschlichen
Gesellschaft zu befassen hat. Infolgedessen ist sie auch — von wenigen
Ausnahmen abgesehen — in den Wirkungskreis von Gelehrten ge-
kommen, die nicht nur keine geniigende mathematische Vorbildung
besitzen, sondern nicht selten von vornherein der Mathematik gegen-
iiber feindlich eingestellt sind. An vielen Universititen entwickelte
sich ferner der Brauch, die Statistik als eine Art ,Fegefeuer zu
betrachten (wir benutzen einen Ausdruck Othmar Spanns?), welches
alle jungen Dozenten passieren miissen, ehe sie ihr ersehntes Ziel —
eine nationalckonomische Professur — erlangen kénnen. Dieser Ent-
wicklungsgang hat es wohl auch bewirkt, da die deutsche theoreti-
sche Statistik sowohl in bezug auf ihr Forschungsobjekt als auch auf
die hierbei befolgten Methoden sich allmihlich ganz davon losldste,
was man heutzutage in England, Amerika, Italien und einer Reihe
anderer Kulturstaaten unter theoretischer Statistik versteht. Es ist so
weit gekommen, daB der deutsche Spezialist z. B. den englischen Theo-
retiker und seine Fachzeitschriften iiberhaupt nicht mehr verstehen
kann, wihrend letzterer wiederum den ,,elementaren‘‘ und ,,mathematisch
naiven’ Behelfen des ersteren kein Interesse abzugewinnen vermag.
Wir wollen an dieser Stelle kein Urteil dariiber fillen, welche Richtung
im Laufe der Zeit sich als die richtigere erweist, doch glauben wir, daB es
fiir den deutschen Fachmann jedenfalls von Nutzen wire, in die Arbeit
seiner auswirtigen Kollegen eine gewisse Einsicht zu bekommen. Freilich,
infolge seiner ungeniigenden mathematischen Vorbildung st68t er sofort
auf ein schwer iiberwindliches Hindernis: die meisten auslindischen und
insbesondere englischen Monographien sind fiir ihn mathematisch viel
zu hoch, und die allgemeinen Lehrbiicher der Statistik, deren es in Eng-
land und Amerika so viele gibt, sind ihm mathematisch wohl zuginglich,
aber in bezug auf die theoretische Begriindung der angewandten Methoden
doch etwas zu elementar und daher seinen Anforderungen nicht voll
entsprechend. Aulerdem hat sich jetzt besonders in Amerika die Unsitte
ausgebildet (der leider auch einer der Fiihrer der neueren englischen
Schule, Prof. R. A. Fisher, gefolgt ist), die Lehrbiicher der Statistik
als eine Art Pharmakopden anzusehen, welche bloB Sammlungen von
Rezepten fiir verschiedene mathematisch-statistische Verfahren zu ent-
halten brauchen, deren theoretische Begriindung jedoch ganz im Dunkeln
lassen konnen. Ein solches Buch besitzt selbstverstindlich fiir denjenigen
keine Uberzeugungskraft, der zuallererst sich ein selbstéindiges Urteil
itber die Grundlagen der Methode bilden méchte.

! Othmar Spann: Haupttheorien der Volkswirtschaftslehre, 20. Jubi-
lsumsausgabe, S. VI. 1930.

1*



4 Einleitung.

Die erste Aufgabe des vorliegenden Werkes ist, als Einleitung
zum Studium der modernen mathematisch-statistischen Forschungs-
methoden zu dienen und hierbei sich méglichst einfacher mathematischer
Verfahren zu bedienen. Es wird durchwegs versucht, allein mit den
Mitteln der elementaren Algebra auszukommen, und wo dies ganz un-
mdglich ist, wird wenigstens der Stand des rein mathematischen Problems
genau prézisiert: so, wie es in die Werkstatt der héheren Analyse eintritt,
und so, wie es wieder aus dieser entlassen wird. Es darf ndmlich nicht
vergessen werden, dafl die Infinitesimalrechnung im Bereiche der mathe-
matischen Statistik héufig nur dazu gebraucht wird, durch Annahme
eines sogenannten ,stetigen Verlaufes der Variablen“ handlichere An-
niherungsformeln an Stelle der genauen, aber zu unbeholfenen elementar-
algebraischen zu setzen, oder auch dazu, den Beweisgang kiirzer und daher
»»mathematisch-eleganter zu machen.! Aber abgesehen von einer solchen
etwas spezifischen Eleganz, gibt es auch eine andere, ebenfalls mathema-
tische Eleganz, die darin besteht, mit mdglichst einfachen Mitteln
auszukommen. Thr Vorbild findet sie im Kreise jener geometrischen
Aufgaben, die allein mit Hilfe von Zirkel und Lineal gel6st werden sollen
(ohne diese Einschrénkungen wiirde es z. B. iiberhaupt kein ,,Problem
der Dreiteilung des Winkels* geben!). Es ist selbstverstindlich, daB jener
Forscher, der das Instrument der héheren Mathematik itberhaupt nicht
beherrscht, sehr wenig Aussicht hat, am weiteren Ausbau der mathema-
tisch-statistischen Theorie nutzbringend teilzunehmen, da ihm vor allen
Dingen fast die ganze Fachliteratur verschlossen bleiben wird. Wir stecken
uns daher ein viel bescheideneres Ziel: wir méchten ihm bloB die Einsicht
vermitteln, um was es sich eigentlich handelt und was der Sinn der
betreffenden mathematischen ,,Geheimschriften* eigentlich ist. Hierzu
kommt noch eine zweite Aufgabe, die wir unserem Buche stellen:
die korrekte und sachgeméBe Anwendung einiger wichtigerer — und
einfacherer — mathematisch-statistischer Verfahren aufzuzeigen. Ein
Kompendium aller zur Zeit eingefiihrten und angewandten Methoden zu
geben, was sicherlich eine groBe Liicke im modernen statistischen Schrift-
tum ausfiillen wiirde und daher an und fiir sich sehr wiinschenswert wire,
diirfte bereits den Umfang von mehreren dicken Bénden erfordern:
allein die statistischen Tabellenwerke dazu, die K. Pearson veréffentlicht
hat, umfassen zwei starke Béinde.2

1 So lauten die gewohnlichen Argumente, insbesondere der Anhinger
der Pearsonschen biometrischen Schule. Doch die im bezeichneten
Sinne noch viel eleganteren Gedankengiinge eines R. A.Fisher scheinen
sogar ihmen bereits etwas ,,zu hoch** vorzukommen. Sie werden daher
jetzt gewohnlich sehr bald in mathematisch einfachere ,,Tonlagen‘ trans-
poniert.

2 Vgl. Tables for statisticians and biometricians edited by Karl Pearson.
Part I. Third edition. Part II. First edition. London 1931. Hierzu kommen
dann noch mindestens sieben verschiedene ,,Tracts for Computers‘‘, ferner
sehr umfangreiche ,,Tables of the Incomplete I'-Function*, ,,Tables of the
Incomplete B-Funection® u. dgl. m.
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Ferner wird auch der Versuch gemacht, dem Leser klarzumachen, da8
die mathematische Statistik — bei richtiger Handhabung — es nicht nur
erméglicht, aus dem gegebenen Zahlenmaterial reichhaltigere und zu-
verlidssigere Informationen herauszuholen, als es mit den Mitteln der sog.
elementaren Methoden allein mdoglich wire, sondern daB sie beinahe
ebenso hiufig auch die entgegengesetzte Funktion zu erfiillen hat: ein
Warnungssignal zu geben und aufzuzeigen, daf das vorhandene Tat-
sachenmaterial nach seinem Umfange oder seiner Beschaffenheit noch
nicht geniigt, um irgendwelche weittragende Schliisse daraus zu
ziehen. Diese zweite, sozusagen ,,Hemmschuh‘-Funktion der mathe-
matischen Statistik wird gewohnlich von ihren Gegnern ganz aufBler
acht gelassen.

Es diirfte ohne weiteres klar sein, da8 jener, der sich in den Problem-
kreis der mathematischen Statistik vertiefen will, bereits eine gewisse
Schulung in der allgemeinen Statistik besitzen muB. HEs wird daher
angenommen, daf der Leser zumindest ein gréBeres Lehrbuch derselben
durchstudiert hat, etwa ZiZeks GrundriB oder, noch besser, das treffliche
neue Werk von Winkler.! Was rein mathematische Kenntnisse anbetrifft,
50 ist es, wie bereits angedeutet, im allgemeinen geniigend, wenn der
Leser seinen Mittelschulkursus noch mehr oder weniger im Kopfe hat.
Wir denken hierbei etwa an den Umfang des in Osterreich angenommenen
,,Moéniks Lehrbuch der Arithmetik und Algebra® fiir die V. bis
VIII. Klasse der Gymnasien und Realgymnasien. Wer jedoch iiberhaupt
an einem uniiberwindlichen Widerwillen gegen mathematisches Denken
und mathematische Symbolik leidet oder seine mathematische Ignoranz
zu einem héheren wissenschaftlichen Prinzip erhoben hat, der lege
lieber dieses Buch sofort aus den Hinden, denn auf die Interessen der
mathematisch Minderwertigen, deren Stimme leider noch immer hiufig
genug in der deutschen statistischen Literatur zu héren ist, kann hier
nicht eingegangen werden.

Die statistische Methode ist lingst kein ausschlieBliches Attribut der
Sozialwissenschaften mehr: abgesehen von der Logik und der Mathematik,
die eigentlich auch nur Logik ist, diirfte es zur Zeit schwer sein, eine
Wissenschaft anzugeben, die ganz ohne Massenbeobachtungen iiber ihr
Objekt und ganz ohne ,statistische” Ideenginge auskime; die moderne
Physik ist z. B. bereits griindlich statistisch infiziert, und die Vorstellung
vom Massencharakter der zu untersuchenden Erscheinungen gewinnt in
ihr immer mehr die Oberhand. Deshalb wire es eigentlich angebracht,
die statistische Methode in zwei Teile zu zerlegen: einen allgemeinen, der
alle Wissenschaften gleichzeitig bedient, und einen besonderen, der die
Anwendung der allgemeinen Prinzipien auf die einzelnen Forschungs-
gebiete darstellt: medizinische, biologische, physikalische, sozialwissen-

1 Franz Zi%ek: GrundriB der Statistik, 2. Aufl. Miinchen u. Leipzig 1923.
— Wilhelm Winkler: Grundri3 der Statistik: I. Theoretische Statistik,
II. Gesellschaftsstatistik. Berlin 1931—1933. [Enzyklopéddie d. Rechts- u.
Staatswiss. Hgg. von A. Spiethof. XLVI u. XLVTIa.]



6 Einleitung.

schaftliche oder, noch enger, 6konomische statistische Methodik usw.
Das vorliegende Buch hat es vorwiegend mit der letzteren, d. h. mit der
sozialwissenschaftlichen Methodik zu tun.

Zum Schlusse sei es noch erlaubt, eine Bemerkung sozusagen ,,pro
domo sua‘‘ zu machen. Der Verfasser, der ein Schiiler des verstorbenen
A. A. Tschuprow ist und dessen wissenschaftliche Genealogie infolge-
dessen auch auf Bortkiewicz und Lexis zuriickzufithren ist, hat sich
bemiiht, das Buch im Geiste seiner Schule, d. h. mit tieferem Eindringen
in die logische Seite der betreffenden Probleme zu schreiben. Es ist
durchaus keine mechanische Aneinanderreihung heterogener Resultate
fremder Gedankenarbeit, sondern ein einheitliches und in seinen FEinzel-
heiten durchdachtes System, welches auch viele Ergebnisse eigener
Forschungsarbeit des Verfassers enthilt. Manches, wozu er sich jetzt
bekennt, wiirde in den Augen Tschuprows und besonders Bortkiewiczs
bereits als ,,Ketzerei” gelten. Und obgleich der Verfasser nicht glaubt,
irgendwo ernstlich gegen den kritischen und philosophisch niichternen
Geist seiner Lehrer gesiindigt zu haben, besteht er doch darauf, allein
die Verantwortung fiic den Inhalt seines Systems zu iibernehmen.

3. Grundsitzliches zur statistischen Methode.!

Die Gesamtheit unserer wissenschaftlichen Kenntnisse kann in zwei
Hauptgruppen zerlegt werden, die Prof. A. A. Tschuprow als die
nomographische und die idiographische bezeichnet? Die einzelnen
,»» Wissenschaften‘, so wie sie sich im Laufe der Zeit allméhlich ausgebildet
haben, gehtren gewShnlich ihrem Inhalte nach mehr zu der einen oder zu
der anderen Gruppe, doch kommt es relativ selten vor, dafl sie restlos
in einer aufgehen. Beim nomographischen Typus der wissenschaftlichen
Forschung sucht man durch sukzessives Zerlegen jener verwickelten
Komplexe gegenseitiz bedingter Erscheinungen, die wir unmittelbar
erleben, bis zur Festlegung von ,,Naturgesetzen* vorzudringen, d. h. bis

1 Der vorliegende Paragraph gibt — in erweiterter Fassung — den wesent-
lichen Inhalt eines Artikels iiber ,,Statistische Methode‘ wieder, den der Ver-
fasser fiir die grole amerikanische ,,Encyclopaedia of the Social Sciences
von E.R. A. Seligman (Vol. 14. 8. 366—371. New York 1934) ge-
schrieben hat. '

2 Vgl. A.A.Tschuprow: Abhandlungen zur Theorie der Statistik,
2. Aufl., S.45ff. St. Petersburg 1910 (russisch). Die Bezeichnung ,,nomo-
graphische Wissenschaften* geht auf L. Couturat zuriick, der sie in seinem
Bericht iber den Vortrag Windelbands auf dem II. Internationalen Kon-
gref fiir Philosophie in Genf angewandt hat. Windelband selbst sprach
von ,,nomotetischen* oder ,,Gesetzeswissenschaften*. Bei Kries findet sich
der Ausdruck ,,nomologische‘‘ oder ,,ontologische** Wissenschaften. Die Be-
zeichnung ,,idiographische Wissenschaften‘‘ geht auf Windelband zuriick,
der tubrigens auch den Ausdruck ,,Ereigniswissenschaften® anwandte.
Rickert und A.Cournot gebrauchen hierfiir den Ausdruck ,historische
Wissenschaften. Stan. Kohn kehrt zu den Bezeichnungen Windelbands
snomotetische und ,,idiographische* Wissenschaften zuriick.
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zur Formulierung jener Kausalbindungen, die, wie wir annehmen, zwischen
den moglichst einfachen Erscheinungen der Umwelt herrschen, oder
weniger prézise ausgedriickt: bis zu den Wirkungen der ,,Elementar-
ursachen auf die ,,Elementarfolgen“. Beim idiographischen Typus
hingegen besteht die Aufgabe des wissenschaftlichen Forschers darin,
die tatstichliche Verteilung jener Elemente in Raum und Zeit zu be-
schreiben. Es unterliegt kaum mehr einem Zweifel, da sowohl die nomo-
graphische als auch die idiographische Gruppe im Gesamtbau der
Wissenschaft im gleichen MafBe unentbehrlich und daher auch offen-
bar ,gleichberechtigt‘ sind. Sogar die allervollkommenste Kenntnis
der Gesetze der Himmelsmechanik wiirde z. B. dem Astronomen bei
seinen Sonnenfinsternis-Berechnungen nichts helfen, wenn er nicht zu
gleicher Zeit iiber gewisse ,,idiographische” Daten, betreffend die
gegenseitige Lage, die Massen, die Geschwindigkeiten der entsprechen-
den Himmelskérper, wenigstens fiir einen bestimmten Zeitmoment
verfiigen wiirde.

Die Ideale eines vollkommen nomographischen und eines vollkommen
idiographischen Wissens sind in gleichem MaBe unerreichbar. Deshalb
sieht sich die wissenschaftliche Praxis auch gezwungen, nur jene Er-
scheinungen zu untersuchen oder zu beschreiben, die fiir die Menschheit
oder wenigstens fiir die gelehrte Welt von Interesse sind. (Nebenbei
bemerkt, kommt hierdurch in den wissenschaftlichen Betrieb auch ein
gewisses wirtschaftsrechnerisches Moment hinein : die Uberlegung namlich,
ob es sich zur Zeit auch verlohnt, Arbeit und Mittel auf die Verfolgung
eines bestimmten wissenschaftlichen Zieles zu verwenden.)

Es kommen, nach Tschuprow, hauptséchlich drei verschiedene Typen
idiographischen Wissens in Betracht. Zunéchst kann sich unser Interesse auf
das konkrete Bild des zu beschreibenden Objekts konzentrieren: auf die
ganze Mannigfaltigkeit seiner persénlichen Eigenschaften und seiner ,,per-
sonlichen Geschichte’’ — historisches oder biographisches Interesse. Dann
gibt es Fille, wo wir nur gewisse, begrenzte Eigenschaften der Objekte ins
Auge fassen, die ihnen mit einer Menge anderer gemeinsam sind, uns aber
gleichzeitig fiir die Bestimmung von deren genauer Lage im Raume
(manchmal auch in der Zeit) einsetzen — geographisches oder topo-
graphisches Interesse. Und schliefilich existiert eine sehr grofie Klasse
von idiographischen Kenntnissen, wo nicht nur bloB gewisse, begrenzte
Eigenschaften der Objekte registriert, sondern fiir diese auch nur relativ
breite Grenzen in Raum und Zeit festgesetzt werden — das eigentliche
statistische Interesse.

Diese Gedankengiinge, welche hier nur kurz angedeutet werden
konnen, sind jedem Statistiker wohlbekannt, der die Moglichkeit hatte,
in das russische Grundwerk Tschuprows Einsicht zu bekommen.?

1 Einiges zu diesermn Thema kann der Leser immerhin in einem deutschen
Artikel Tschuprows ,,Statistik als Wissenschaft im Archiv fur Sozial-
wissenschaft und Sozialpolitik (23. Bd., S.647—711. 1906) nachlesen; ge-
wisse Hinweise finden sich ferner in seinen ,,Aufgaben der Theorie der
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Unsere weiteren Ausfithrungen hingen jedoch nicht unbedingt mit ihnen
zusammen und kénnen auch mit anderen Ansichten verbunden werden.
Das, worauf es uns hier einzig ankommt, ist, festzustellen, daB fiir
jepe Gruppe der idiographischen Darstellungsmethoden, die wir die
statistische nennen, in allen Fallen das folgende Verfahren charak-
teristisch ist:

a) Es werden die Merkmale der betreffenden Beobachtungseinheiten
genau definjert;

b) es werden — mehr oder weniger willkiirlich — gewisse breite Gren-
zen in Raum (Stadt, Bezirk, Gemeinde) und Zeit (Jahr, Monat, Tag)
festgelegt, und

¢) es werden hierauf alle Einheiten, die jene Merkmale besitzen und
die in die gegebenen Raum-Zeit-Grenzen fallen, ausgezéihlt.

Die ,,Massen‘‘ oder, wie wir uns fernerhin ausdriicken werden, die
Gesamtheiten ! die auf diese Weise gebildet werden, kénnen bekanntlich
entweder Bestandesmassen (Streckenmassen nach Winkler) oder Er-
eignismassen (Bewegungsmassen nach Mayr, Punktmassen nach
Winkler?) sein. In beiden Fillen unterlassen wir es vollkommen, die
Bewegungen jeder einzelnen Beobachtungseinheit innerhalb der fest-
gesetzten Grenzen zu verfolgen — z. B. etwa bei einer Volkszahlung die
genaue ,,geographische’ Position jedes einzelnen Menschen im Bereiche
der Gemeinde im kritischen Augenblick der Zihlung anzugeben. Die
Auszihlung selbst geschieht entweder fiir die Gesamtheit als Ganzes
genommen oder auch gesondert: fiir jede einzelne Gruppe, in die wir
diese zerlegen. In letzterem Falle miissen zuvor die &#uBeren Merk-
male der Gruppenbildung und die diese charakterisierenden Aussagen
fixiert werden.?

Statistik** in Schmollers Jahrbuch fir Gesetzgebung, Verwaltung und Volks-
wirtschaft im Deutschen Reich (29. Jg., S. 421—480. 1905). — Vgl. auch das
bekannte Lehrbuch von Al. Kaufmann: Theorie und Methoden der Statistik,
Ein Lehr- und Lesebuch fiir Studierende und Praktiker, Tiibingen 1913, das
in gewisser Hinsicht ziemlich streng den Tschuprowschen Ausfithrungen
folgt. Jenem Leser, der des Tschechischen méchtig ist, wire das monumentale
Werk von Stan. Kohn: Zaklady teorie statistické metody, Praha 1929, sehr
zu empfehlen. Kohn gehorte zu den Schiilern Tschuprows.

1 Diese Bezeichnung geht noch auf G. F. Knapp zurick: vgl. ,,Uber die
Ermittelung der Sterblichkeit aus den Aufzeichnungen der Bevdlkerungs-
statistik‘, S.6. Leipzig 1868. Bortkiewicz (vgl. ,,Die Iterationen, Ein
Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie®, 8. 1. Berlin 1917) gebraucht den Aus-
druck ,,empirische Vielheiten‘. Man kénnte ferner auch das Wort ,,Mengen*
vorschlagen, wenn es nicht bereits — in einem anderen Sinne — von der
mathematischen ,,Mengenlehre‘‘ beschlagnahmt wire. Die Engldnder sprechen
in der Regel von ,universe* oder ,,populations*. Letztere Bezeichnung
kommt zuweilen auch im deutschen Schrifttum vor.

2 W.Winkler, l.c., I, S.17.

3 Vgl. hierzu die ausgezeichnete Darstellung von Fr. Zi%ek: Fiinf Haupt-
probleme der statistischen Methodenlehre. Miinchen u. Leipzig 1922.
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Die Auszéhlung der Gesamtheit (bzw. der einzelnen Teilgruppen)
besteht entweder darin, daBl einfach die Zahl der Einheiten, die ein ge-
wisses Merkmal oder eine gewisse Kombination von Merkmalen besitzen,
bestimmt wird; oder aber darin, daB gewisse zahlenmifBige Aussagen
iiber die Einheiten addiert werden. So kann man z. B. bei einer land-
wirtschaftlichen Erhebung entweder einfach die Zahl jener Betriebe an-
geben, die von 0 bis 10 Dekaren bebauter Fliche besitzen, oder aber die
Gesamtzahl der Dekare, die sie alle besitzen, anfiihren. Die Urtabellen,
in die das unmittelbare Resultat der Aufarbeitung primérstatistischer
Erhebungen eingetragen wird, enthalten jedenfalls nur Zahlen der ersten
oder der zweiten Art. Alle Verhiltniszahlen, Mittelwerte u. dgl., die wir
in den endgiiltigen Tabellenwerken antreffen, sind aus den Daten der Ur-
tabellen rechnerisch abgeleitet.

Die Zusammenfassung der Beobachtungseinheiten zu einer Gesamt-
heit ist ein Vorgang, der nicht nur durch die Eigenschaften des Materials,
sondern auch — teilweise wenigstens — durch die Forschungsziele des
Statistikers bestimmt wird, sowie durch den wissenschaftlichen Stand-
punkt, von dem aus man das Material untersachen will. Er ist also bis
zu einem gewissen Grade willkiirlich. Dasselbe gilt auch von der
Zerlegung der Gesamtheit in einzelne ,,homogenere Teile.! Infolge
dieses Umstandes konnen statistische Gesamtheiten sowohl kiinstlich
als auch real sein.? Zu den ersteren gehort z. B. die Gesamtheit aller
Einwohner Europas, die sich, sagen wir: zwischen dem 25. Februar und
17. Juli 1934 scheiden lieBen, zu den letzteren etwa die Mitglieder einer
Familie, einer Gemeinde u. dgl. m.

Aber immer und in allen Fillen wird die statistische Arbeitsweise
dadurch charakterisiert, da der Statistiker von vornherein sich von
einem betrichtlichen Teile jener Kenntnisse lossagt, iiber die er fir jede
einzelne Beobachtungseinheit verfiigt oder wenigstens verfiigen kénnte,
und daB er sich nur mit jenen Angaben iiber die Einheit begniigt, die iiber
diese bei der Erhebung registriert werden. Nach Beendigung derselben
tritt an Stelle der urspriinglichen Erhebungseinheit nur ihre Zahlkarte.
Was in die Zéhlkarte aufgenommen ist, wird verarbeitet und dient zur
weiteren Beschreibung der beobachteten Masse, was hingegen nicht in
die Zahlkarte hineinkam, ist fiir den Statistiker als solchen tot. Die bul-
garische Volkszdhlung vom 1. Januar 1927 umfaBte z. B. im ganzen
5478741 Personen beiderlei Geschlechts, wobei in der individuellen
Zshlkarte iiber eine jede Person nur 16 Fragen iiber 16 verschiedene

1 Vgl. hieriiber den instruktiven Artikel von Fr. Zi%ek ,,Gleichartigkeit,
Homogenitidt und Gleichwertigkeit in der Statistik*‘ (Allgem. Statist. Arch.,
18. Bd., S. 393—420, insb. aber S. 396, 398. 1928). Etwas anders bei Flas-
kamper ,Beitrag zu einer Theorie der statistischen Massen (ibidem, 17. Bd.,
S. 538££.1928). Vgl. auch L. v.Bortkiewicz: Homogenitit und Stabilitat
in der Statistik. (Skandinavisk Aktuarietidskrift, H. 1/2. Uppsala 1918.)

2 Th. Kistiakowsky, Gesellschaft und Einzelwesen, Berlin 1899, schligt
fiir diese die Bezeichnungen ,,Kollektivbegriff“ und ,,Kollektivding* vor.
Vgl. Tschuprow: L. ¢, S.111.
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Merkmalsgruppen gestellt wurden: Name, Geschlecht, Familienstand,
Alter, Geburtsort, Staatsbiirgerschaft, Muttersprache usw. Alle iibrigen
Merkmale und Eigenschaften: ob klug oder dumm, ob fleiBig oder faul,
ob blond oder briinett, ob groB oder klein, ob schwer oder leicht usw.,
wurden nicht aufgenommen, nicht registriert und existieren fiir die weitere
Aufarbeitung einfach nicht. Jeder einzelne Mensch mit der einzigartigen,
ungeheuer komplizierten, nie mehr genau wiederkehrenden Kombination
aller seiner korperlichen und geistigen Eigenschaften ist fiir die Statistik
durch seine Zihlkarte mit bloB 16 verschiedenen Elementen dargestellt
und ersetzt. DaB er, ganz abgesehen von diesen, durch viele Milliarden
anderer charakterisiert werden kénnte, dessen ist sich der Statistiker
natiirlich wohl bewuBt, der Gelehrte, der die Ergebnisse des Statistikers
wissenschaftlich ausbeutet, wird das auch im Auge behalten miissen,
aber im Anwendungsbereiche der statistischen Forschungsmethode,
die ausschliefilich mit statistischen Zablen zu tun hat, gilt, wie gesagt,
eben nur der Umfang der Zihlkarte.

Diese auBerordentlich simplifizierende Eigenschaft der
statistischen Methode kann mnicht genug unterstrichen
werden, denn auf ihr beruht, wie wir bald sehen werden,
die gesamte ,mathematische Statistik®.

Die einzelnen Objekte, z. B. die einzelnen Menschen, sind einander
durchaus nicht gleich, ihre einzelnen Merkmale, die in die Zéhlkarte auf-
genommen werden, sind es aber, vorausgesetzt, dall sie dort dieselbe
Spezifikation erhalten, und die Zahlkarten selbst sind es gleichfalls:
daher konnen sie eben auch gezdhlt werden, wie etwa die verschieden
gefirbten Elfenbeinkugeln in den bekannten Urnenschemen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gezéhlt werden. Auch diese Kugeln sind ja ein-
ander nicht in allem gleich: sie stammen z. B. hchstwahrscheinlich nicht
einmal von einem und demselben Elefantenzahn ab, und sind darunter
etliche, die aus sibirischen Mammutzibhnen gedrechselt wurden, so unter-
scheiden sie sich voneinander nach ihrem ,,Alter vielleicht um einige
10.000 Jahre, also um unvergleichlich mehr, als auch der #lteste Greis
sich von einem neugeborenen Saugling unterscheidet, mit dem zusammen
er als zwei ganz ,,gleichberechtigte Einheiten in die Bevolkerungszahl
seines Landes einbezogen wird.

Unser statistisches Wissen ist niemals ein Wissen iiber einzelne
Beobachtungseinheiten, sondern immer nur iiber gewisse Gesamtheiten
derselben, welche einige gemeinsame Merkmale besitzen (das Argument
fiir die Bildung der Gesamtheit), und wieder andere Merkmale, die sich
in ihrem Bereiche beliebig voneinander unterscheiden konnen. Wenn wir
z. B. feststellen, daB die durchschnittliche Geburtenhéiufigkeit in einem
Lande etwa 20 pro Tausend ausmacht, so bedeutet das noch gar nicht,
daB eine Person ménnlichen Geschlechts auch die geringste Chance hat,
ein Kind zu gebéren.

Wire die statistische Methode ein rein idiographisches Verfahren, so
wiirde ihre Darstellung vor allem in der Lehre von der Gruppen- (oder
Gesamtheiten-) Bildung, von der Auszéhlung der in ihnen enthaltenen
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Einheiten und von der Technik der statistischen Tabellenwerke bestehen.
Ferner wiirde, als zweite Aufgabe, zu ihr auch die Lehre von der Ver-
dichtung (Bruns) der Beobachtungsreihen und Tabellen gehoren, d. h.
die Lehre von der endgiiltigen (oder auch ,,wissenschaftlichen*) Auf-
arbeitung des Zahlenmaterials, die darin besteht, daf ein System von
summarischen, durchschnittlichen Charakteristiken der gebildeten Gruppen
aufgestellt wird, wie etwa die folgenden: Verhiltniszahlen, verschiedene
Durchschnitte (arithmetischer, geometrischer, harmonischer usw.), quadra-
tische Abweichungen, Momente verschiedener Ordnungen, Korrelations-
koeffizienten u. dgl. m. Solche Charakteristiken, fiir die der russisch-
polnische Gelehrte R. Orschentskij (Orzgcki) die Bezeichnung ,,zu-
sammengefalite Merkmale (CBojnble nmpu3Haku) vorgeschlagen hat,!
sind fiir die Okonomie des wissenschaftlichen Denkens ganz unentbehrlich.
Man konnte sie auch ,,statistische Parameter* nennen. Wenn die statisti-
sche Erhebung zunichst an Stelle der urspriinglich beobachteten Einheiten,
die zu einer Gesamtheit zusammengefaBlt werden, einen Haufen Zahl-
karten setzt, so wird auf der zweiten Stufe, bei der Auszdhlung, dieser
Haufen in einige Bénde statistischer Tabellen verwandelt, und auf der
dritten Stufe, bei der endgiiltigen Aufarbeitung, werden diese Tabellen-
werke wiederum zu einer geringen Anzahl von Ziffern oder graphischen
Darstellungen verdichtet. Ein konkretes Beispiel: die Gesamtheit der
damals etwa 5!/, Millionen Einwohner Bulgariens wog am 1. Januar 1927
sicher nicht weniger als 200 bis 250 Millionen Kilogramm ; die Gesamtheit
der Zahlkarten, die fiir diese bei der Erhebung ausgefiillt wurden, besal3
ein Gewicht von zirka 60.000 kg ; die mehr als 20 Binde der tabellarischen
Ergebnisse der Zihlung machen etwa 15kg aus, und die wichtigsten
absoluten und Verhéaltniszahlen, die die bulgarische Bevolkerung charak-
terisieren, kénnen auf 1—2 gewohnlichen Druckseiten placiert werden;
somit besitzen sie ein Gewicht von kaum mehr als 10 Gramm.

Aber abgesehen von ihren rein idiographischen Funktionen, ist die sta-
tistische Methode dazu berufen, auch einige nomographische Zielsetzungen
zu tibernehmen. Man kann sogar feststellen, da8 im Laufe der Zeit gerade
die letzteren immer mehr in den Vordergrund treten. Vom Standpunkte
der reinen Idiographie mutet diese Erscheinung geradezu wie eine histori-
sche Zufilligkeit an!

1 Vgl. sein Buch: ZusammengefaB3te Merkmale, Jaroslawl 1910 (russisch).
— R. A. Fisher bezeichnet diese Aufgabe der statistischen Methodik als
Reduktion der Daten: ,,In Order to arrive at a distinct formulation of
statistical problems, it is necessary to define the task which the statistician
sets himself: briefly, and in its most concrete form, the object of statistical
methods is the reduction of data. A quantity of data, which usually by its
mere bulk is incapable of entering the mind, is to be replaced by relatively
few quantities which shall adequately represent the whole, or which, in
other words, shall contain as much as possible, ideally the whole, of the
relevant information contained in the original data.“ (R. A.Fisher: ,,On
the Mathematical Foundations of Theoretical Statistics*, Philosophical Trans-
actions of the Royal Society of London, Ser. A, Vol. 222, 8. 311. 1922.)
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Gewisse nomographische Elemente dringen zunichst dadurch in die
statistische Methode ein, daf unsere statistischen Beobachtungen relativ
selten wirklich erschopfender Natur sind. Die sogenannten ,,politischen
Arithmetiker® des XVII. und XVIII. Jahrhunderts waren gezwungen,
mangels fast jeglicher Daten, auch ,elementare statistische Aufgaben,
wie die Feststellung der Bevolkerungszahl jhres Landes, durch kompli-
zierte Berechnungen hauptsichlich auf dem Umwege iiber die Ausbeutung
verschiedener Register der Einwohnerschaft einiger Stadte zu l6sen. Das
Fehlen passender statistischer Unterlagen diirfte bis zu einem gewissen
Grade auch die Schuld am abstrakt-deduktiven Charakter der klassischen
Richtung in der politischen Okonomie tragen. Die auBerordentliche Ver-
mehrung und Vervollkommnung des statistischen Beobachtungsmaterials,
welche im Laufe des XIX. Jahrhunderts stattgefunden haben, machten
diese Umwege zum grofBten Teil iiberfliissig. Eine Zeitlang hatte es sogar
den Anschein, als ob iiberhaupt alle statistischen Beobachtungen als
,.erschopfende‘ organisiert werden konnten. Ein Georg von Mayr hatte
noch den Mut, das Postulat des erschopfenden Charakters der Beob-
achtung in die Definition der Statistik einzufiigen und dadurch jede Teil-
oder Stichprobenerhebung zu einem eigentlich kaum zuldssigen Surrogat
derselben zu degradieren.! Ohne Zweifel wurde dadurch die empirische
antimathematische Richtung, die seit Mayr in Deutschland endgiiltig
die Oberhand gewann, sehr gekréftigt, doch leider schlug die weitere
Entwicklung der Statistik einen anderen Weg ein als den, den ihr Mayr
vorschreiben wollte. Seit dem Aufschwung der statistischen Theorie im
Laufe der letzten Dezennien und insbesondere seit dem Ubergreifen der
statistischen Methoden auch auf die Naturwissenschaften und die Technik
diirfte sich wohl schwerlich auBerhalb der Grenzen Deutschlands ein
Statistiker von Rang finden, der die Mayrsche Forderung noch aufrecht
erhielte. Zundchst gibt es sehr weite Gebiete, wo eine erschépfende Be-
obachtung iiberhaupt nicht moéglich ist: es ist sinnlos, die mittlere Brenn-
dauer einer Serie elektrischer Glithlampen vor dem Verkauf dadurch zu
erproben, daB man sie alle bis zum Ende brennen 148t;2 es ist undenkbar,
fiir die Zwecke der Planktonforschung den Meeresboden auszuschopfen;
es ist nicht moglich, alle Heringe der Welt an einem Tage zu fangen, um
das wahre Zahlenverhéltnis der einzelnen Heringsrassen3 festzustellen;
es ist undenkbar, zur genaueren Bestimmung des Prozentsatzes der
pathologischen Leukozytenformen das ganze Blut des Patienten abzu-

1 G.v.Mayr: Statistik und Gesellschaftslehre. I.Bd.: Theoretische
Statistik, 1. Aufl,, S.22, Freiburgi. B. u. Leipzig 1895; 2. Aufl.,, S. 32,
Tibingen 1914.

2 Vgl. R.Becker, H.Plaut u. J. Runge: Anwendungen der mathe-
mastischen Statistik auf Probleme der Massenfabrikation, S. 6—7. Berlin 1930.

3 Vgl. F. Heincke: Die Naturgeschichte des Herings. Teil I: Die Lokal-
formen und die Wanderungen des Herings in den europédischen Meeren.
Berlin 1898. — W. Johannsen: Elemente der exakten Erblichkeitslehre
mit Grundziigen der biologischen Variationsstatistik. 3. deutsche Auflage
S. 315—316. Jena 1926.
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zapfen usw. Ebenso technisch unmdglich ist es z. B., die Haushalts-
rechnungen aller Angehérigen eines Staates zu erfassen, zur Feststellung
des genauen Ernteertrages dasvon jeder Scholle Erde tatsichlich erbrachte
Korn abzuwiegen, oder bei der Berechnung eines Preisindexes alle Preise
fiir alle Waren, die ttberhaupt verkauft worden sind, in Betracht zu ziehen.
In anderen Fillen ist eine erschépfende Beobachtung wohl méglich, aber
entweder ist sie zu teuer oder man empfindet kein Bediirfnis nach ganz
genauen Resultaten und begniigt sich vollkommen mit den freilich an-
gendherten, aber dafiir betrichtlich billigeren Ergebnissen der ,,Surrogate*
der erschopfenden Erhebung, wie etwa Enquete, Stichprobenerhebung
usw. es sind. Die Vorbedingung hierfiir ist selbstverstindlich die, daB das
Fehlerrisiko sich in raisonnablen Grenzen befindet. Eine chemische
Prézisionswaage, die auch auf einen Unterschied von /54 Gramm
reagiert, ist sicher ein viel genaueres Instrument als eine grobe Dezimale.
Aber welcher verniinftige Mensch wiirde ein Fuder Heu mit der ersteren
abwiegen lassen ? Mit einem Worte, es gibt sehr weite Gebiete in der
modernen statistischen Forschung, wo erschdépfende Beobachtung iiber-
haupt nicht getibt wird und nur ihr Surrogat — die reprasentative oder
Stichprobenerhebung — Alleinherrscherin ist. Hierzu gehért in erster
Linie fast das gesamte Gebiet der Statistik der nicht sozialen Erschei-
nungen (insbesondere das weite Feld der biologischen Statistik), und auch
unter den Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft greift die
reprisentative Methode immer mehr um sich. Wir wollen iiberhaupt
nicht von anthropologischer, medizinischer oder psychologischer Statistik
reden, aber auch die weitesten Gebiete der Wirtschaftsstatistik sind
,reprisentativ’’ geworden. Nehmen wir z. B. die beiden bekannten
Konjunkturbiicher Wagemanns?! zu Hand: wir ersehen aus ihnen leicht,
daB zur Zeit in Deutschland nicht nur Ernte- und Preisstatistik, sondern
fast alle Beobachtungen der Konjunktursymptome einen nicht erschép-
fenden Charakter tragen: Beschiftigungsgrad und Arbeitslosigkeit, land-
wirtschaftliche und industrielle Produktion, Volkseinkommen, AufBlen-
handel, Lagerhaltung usw. Man kénnte beinahe behaupten, daB im
Verzeichnis der verschiedenen Statistiken, die heutzutage von statisti-
schen offentlichen oder privaten Stellen gefiihrt werden, die iiberwiegende
Mehrzahl ,reprisentativ’’ oder zumindest nicht erschépfend ist. Beim
Umfang des gesammelten Materials wire das Verhéltnis freilich anders,
denn die erschépfenden Bevélkerungs- und Moralstatistiken sind noch
bis jetzt die umfangreichsten Publikationen. (Ob immer mit Recht, mége
dahingestellt bleiben.) AuBlerdem diirfen wir nicht vergessen, daB sogar
im Falle einer erschopfenden statistischen Aufnahme gewisse Elemente
sich dieser entziehen, wie z. B. bei den Volkszihlungen die vom Gesetze
Verfolgten, die Vertreter entehrender Berufe usw., und daB ferner die
hierbei gewonnenen Ziffern im besten Falle nur fiir den Augenblick der

1 E. Wagemann: Konjunkturlehre, Eine Grundlegung zur Lehre vom
Rhythmus der Wirtschaft. Berlin 1928. — Derselbe: Einfiihrung in die
Konjunkturlehre. Leipzig 1929 [Wissenschaft und Bildung, Einzeldar-
stellungen aus allen Gebieten des Wissens, H. 259].
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Aufnahme wirklich genau sein kénnen. Beim weiteren Gebrauch werden sie
schon bloB zu einer Extrapolations-Unterlage und umfassen hiufig —
im Falle einer stetig zunehmenden Zahl der"Beobachtungseinheiten — nur
einen Teil des wirklichen Umfanges der betreffenden Gesamtheit.!
Aus dem Gesagten geht hervor, dafl eine wichtige Aufgabe der statisti-
schen Theorie darin besteht, Mittel anzugeben, wie man von den Charak-
teristiken (,,zusammengefaften Merkmalen‘’) der tatséchlich gegebenen
begrenzten Gesamtheiten, die in Wirklichkeit nur aus Teilen gewisser
Gesamtheiten hoherer Ordnung bestehen, bis zu den Charakteristiken
der letzteren vordringen kann. Diese Gesamtheiten hoherer Ordnungen
konnen entweder eine unendliche (besser ausgedriickt: eine unbegrenzte)
Zahl von Einheiten umfassen — offene Gesamtheiten — oder eine endliche,
aber sehr grofle Anzahl, oder schlieBlich eine ganz begrenzte Anzahl
derselben. Wenn die Zahl der Einheiten, die in die ,,Stichprobe®, d. h.
in die Gesamtheit niederer Ordnung, gelangen, im Verhéltnis zur Zahl der
Einheiten, aus denen die Gesamtheit hoherer Ordnung besteht, hinléing-
lich groB ist, so vermdgen wir fiir eine beliebige Technik der Auswahl der
,»Stichprobe* gewisse maximale Grenzen anzugeben, die die Abweichung
einer Charakteristik der Gesamtheit niederer Ordnung von derjenigen
héherer Ordnung nicht iibersteigen kann.? Andernfalls kann nur die
Befolgung bestimmter Auswahlregeln ein befriedigendes Resultat ver-
biirgen. Wie die Praxis lehrt, liegt der Fall am giinstigsten, wenn zuvor
eine griindliche Mischung der Einheiten h6herer Ordnung stattgefunden
hat — etwa von derselben Art, wie sie in der Technik auf Schritt und Tritt
vorkommt. Man denke z. B. an die fabrikméfBigen Chemikalien- oder
Farbenmischungen, an die Mischung von Zement, Sand und Kies bei der
Bereitung von Beton u. dgl. m.? Dann ergibt es sich von selbst oder kann

1 Ein lehrreiches Beispiel dafiir, wie unter Umstédnden die Prézision der
erschopfenden Erhebung geradezu irrefithrend sein kann, finden wir in der
bulgarischen Schweinestatistik, iiber die ganz genaue Daten vorliegen. Nach
der Zdhlung vom 1. Januar 1910 besa8 Bulgarien insgesamt 527 311 Schweine;
10 Jahre spéter, nach der Zéhlung vom 1. Januar 1920, betrug deren Zahl bereits
1089 699, also mehr als das Doppelte. Wer aber hieraus auf die rapide Ent-
wicklung der Schweinezucht in Bulgarien schlieBen wollte (wie dies auch tat-
sidchlich geschehen ist), wiirde sich griindlich irren. Die Sache ist n#mlich
ganz einfach die, daf3 in Bulgarien beinahe die Hilfte des gesamten Schweine-
bestandes kurz vor Weihnachten geschlachtet wird und daf3 dieses Land nach
dem Kriege vom ,,alten‘‘ Julianischen zum ,,neuen‘‘ Gregorianischen Kalender
ubergegangen ist, wobei jedoch die Kirchenfeiertage noch immer ,,nach altem
Stil*, also mit 13 Tagen Verspdtung gefeiert werden. Deshalb fiel der
1. Januar 1910 auf die Zeit nach Weihnachten, wo die Schweine schon ge-
schlachtet waren, und der 1. Januar 1920 auf die Zeit vor Weihnachten, wo
die bereits zum Tode verurteilten Tiere sich noch am Leben befanden und
mitgezéhlt wurden. Ein Unterschied von 13 Tagen geniigt, um die gewonnenen
erschopfenden Ziffern ganz umzustoBen.

2 Vgl. hierzu das Beispiel unten im § 3, Kap. I, S.34—35.

3 Noch besser ist es natirlich, wenn die Gesamtheit héherer Ordnung
zuvor in homogenere Teilgesamtheiten zerlegt wird und die Mischung und
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wenigstens leicht bewerkstelligt werden, da§ die Aussonderung der Ein-
heiten fiir die Gesamtheit niederer Ordnung ganz auf dieselbe Weise
geschieht wie die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannte Ziehung
von Kugeln oder Zetteln aus einer geschlossenen Urne. Wenn eine der-
artige griindliche Mischung der Einheiten der Gesamtheit hoherer Ordnung
nicht bei ihrem Entstehungsprozesse von selbst geschieht und auch nicht
kiinstlich hervorgerufen werden kann, so wird es hiufig moglich sein,
wenigstens die Auswahl der Einheiten in die ,,Stichprobe‘ so zu organi-
gieren, daf ihr Ergebnis — die Gesamtheit niederer Ordnung — ganz
einer solchen Gesamtheit 4hnelt, die sich im ersteren Fall ergeben hétte.

Es ist sehr wichtig festzustellen, daB unter dieses Schema auch jene
Fille gebracht werden konnen, zu deren Betrachtung man gewdhnlich
die sogenannte Fehlertheorie heranzieht. Die gesamte Weizenernte
Deutschlands betrage im Jahre 1934 z. B. N Zentner. Wir werfen nun die
Frage auf, wie diese Ernte ausgefallen wire, wenn auf sie die ,,zufélligen
Abweichungen der klimatischen Erscheinungen des Jahres 1934 von ihrer
,»Norm‘‘ nicht gewirkt héitten. Zur Losung dieser Frage kénnen wir von
folgender rein gedanklichen Konstruktion ausgehen. Wir stellen uns vor,
da die mit Weizen bebaute Flache, die landwirtschaftliche Technik
und iiberhaupt alle anderen Elemente, die den Ernteertrag beeinflussen
kénnen, ausgenommen diejenigen des Klimas, im Verlaufe der
ganzen Zeit vollkommen unveréndert bleiben. In diesem Falle wiirden
die Ernteertrige von Jahr zu Jahr offenbar nur infolge der Klima-
schwankungen Verinderungen erleiden; und wenn wir ferner annehmen
wiirden, daf3 das Klima keiner sikularen Evolution unterworfen ist und
daB unsere Beobachtungen unter strenger Einhaltung obiger Bedingungen
unbegrenzt lange fortgesetzt werden koénnen, so wiren wir berechtigt,
den arithmetischen Durchschnitt dieser Zahlenreihe als die einzige
korrekte Antwort auf die eingangs gestellte Frage zu betrachten. Die
ganze Konstruktion ist, wie gesagt, rein gedanklich, doch ist es leicht
einzusehen, dafl von einem gewissen Standpunkte aus betrachtet der
arithmetische Durchschnitt aus den Weizenernteertrigen um das Jahr 1934
herum eine empirische Anndherung an den gesuchten Durchschnitt dar-
stellen konnte und dafl obige Ernteertréige sozusagen als Stichproben
aus der unbegrenzt langen Zahlenreihe unseres Gedankenexperiments
gedacht werden kénnen. Es muf3 iibrigens besonders darauf hingewiesen
werden, dafl im Zusammenhange damit, was eben in jedem Einzelfalle
als konstante Elemente (,,Matrix‘‘) der gedachten Beobachtungsreihe
angenommen wird und was es tatsiichlich in der Reihe der ,,Stich-
proben® ist, die Ergebnisse der Rechnung auch ganz verschieden ge-
deutet werden koénnen.

Derartige Problemstellungen und iiberhaupt das SchlieBen an Hand
gegebener Gesamtheiten iiber gewisse Eigenschaften irgendwelcher
Gesamtheiten hoéherer Ordnung ist fiir die mathematische Statistik
Stichprobenentnahme erst an diesen erfolgt, doch muB hierbei der wahre

Umfang jeder Teilgesamtheit genau bekannt sein, was lange nicht immer zu
erreichen ist.
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besonders typisch, und zwar liegt gerade hier die Briicke, die sie mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung verbindet. Dieselben Gedankengéinge bilden
auch den Kern des sogenannten ,stochastischen Standpunktes von
A. A. Tschuprow!

Ein anderer Fragenkomplex, der nomographische Elemente enthilt
und ebenfalls zur Wahrscheinlichkeitsrechnung hiniiberleitet, ist der
folgende. Die Gesamtheiten hoherer Ordnungen, deren Charakteristiken
uns interessieren, konnen ihrerseits

a) immer oder wenigstens lingere Zeit ganz bestéindig bleiben, wie
etwa die Gesamtheit der Fixsterne am Himmel oder die Gesamtheit
der Gasmolekel in einem geschlossenen Gefif3;

b) unbesténdig, aber doch sich in Raum und Zeit andauernd mit
denselben Durchschnittscharakteristiken wiederholend, wie etwa die
Gesamtheit der roten und weiBlen Blutkorperchen eines gesunden
Menschen;

c) unbesténdig, aber gewShnlich sich blo8 allmihlich erneuernd und
die Durchschnittscharakteristiken nur relativ langsam verdndernd, wie
etwa die Mehrzahl der Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft
in ruhigen Zeiten, von der Gesamtheit der Bevélkerung eines Landes an-
gefangen;

d) stark bis ganz unbestindig und sich in Raum und Zeit selten oder
niemals genau wiederholend.

Der erste und letzte Fall gehoren zum Problemkreis der Idiographie;
in der Behandlung der iibrigen zwei sind jedoch nomographische Elemente
unverkennbar? Im Falle b kann zunichst, fiir jedes Wissensgebiet
gesondert, die Frage aufgeworfen werden, ob nicht die hierher gehérenden
Gesamtheiten hoherer Ordnungen in gewisse Gruppen (man mochte
beinahe sagen: Rassen) eingeteilt werden konnten, die gemeinsame Eigen-
schaften und Charakteristiken besitzen, z. B. dieselben ,,Verteilungs-
gesetze aufweisen. Ferner kann nach einem Kriterium gefragt werden,
welches es erlaubt, die Zeit-Raum-Bestindigkeit einer Gesamtheit nach-
zuweisen, und dann zu priifen, ob sie nicht bereits zur Gruppe ¢ zu
rechnen ist. In letzterem Falle kdnnte man noch versuchen, eine viel-
leicht vorhandene GesetzméBigkeit in der Verdnderung der Gesamtheit
festzustellen und sie ferner in homogenere Teile mit eigenen, einfachen
Entwicklungs-GesetzméBigkeiten zu zerlegen.

Der Statistiker stellt jedoch nur fest, zu welcher Gruppe eine gegebene
Gesamtheit gehort und wie ihre Durchschnittscharakteristiken ausfallen.
Eine ganz andere Frage ist es, wie man sich eigentlich den Mechanismus

1 Vgl. z. B. A. A.Tschuprow: Das Gesetz der groBen Zahlen und der
stochastisch-statistische Standpunkt in der modernen Wissenschaft. Nordisk
Statistisk Tidskrift, Bd. I, H. 1, S.39—67. 1922.

2 Der Fall a kann iibrigens, wie gerade das Beispiel der Gasmolekel zeigt,
ebenfalls ,,nomographisch* behandelt werden, wenn wir die Beschreibung
des Verhaltens eines gewissen Volumens Gas bei gegebener Temperatur und
Druck auf alle ebensolchen Gasvolumina ausdehnen, was schlieBlich zur
s»nomographischen‘ kinetischen Theorie des Gases hiniiberleiten wiirde.
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des bestéindigen ,,Sich-selbst-Erneuerns‘ oder der allmihlichen Evolution
der betreffenden Gesamtheit zu denken hat. Diese Frage sollte prinzi-
piell nur den Fachleuten des betreffenden Wissensgebietes iiberlassen
werden. Was bei der radioaktiven Strahlung eigentlich vorgeht, hat der
Physiker zu untersuchen; wodurch die Konstanz des Verhaltnisses der
Knaben- und Midchengeburten hervorgerufen wird, hat der Mediziner bzw.
der Erblichkeitsforscher zu entscheiden, und bei der Beurteilung z. B. der
Genen- und Chromosomentheorie bleibt der Statistiker als solcher bloB
ein Laie. Dasselbe gilt auch fiir die Darstellung des Mechanismus der
Gleichgewichts- und Evolutionserscheinungen im Wirtschaftsleben. Der
Statistiker und insbesondere der mathematische Statistiker hat genug
in jenem Arbeitsfelde zu tun, fiir welches er allein zusténdig ist, und sollte
sich von unberufener Einmischung in fremde Arbeitsgebiete tunlichst
zuriickhalten. Hierdurch wird selbstverstdndlich keineswegs in Abrede
gestellt, daB ein sténdiger Kontakt zwischen dem Theoretiker der statisti-
schen Methode und dem auf diese Methode sich stiitzenden Erforscher
konkreter Massenerscheinungen bestehen muB, damit beide nicht an-
einander vorbeiarbeiten, wie das jetzt leider hiufig genug vorkommt.

Ein sehr wichtiger Problemkreis, mit dem der Statistiker fortwiahrend
in Berithrung kommt, ist die Anwendung der Methoden der statistischen
Massenbeobachtung auf die Feststellung kausaler Zusammenhinge.
Lange Zeit erblickte man darin iberhaupt kein besonderes Problem und
war geneigt, die hier angewandten statistischen Methoden mit den
klassischen Induktionsmethoden der Logik zu identifizieren. Allméahlich
rang sich aber die Erkenntnis durch, daf ,,die statistische Methode nun
fir die empirischen Wissenschaften eben da eintritt, wo die Induktion,
der Schlufl von dem typischen Einzelfall auf andere Fille, die Dienste
versagt‘‘.!

Eine erschépfende und klare Darstellung dieses nomographischen
Problems findet sich in den bereits zitierten Arbeiten von A. A.
Tschuprow.

Das Charakteristikum aller statistischen Verfahren, die zur Auffindung
und Feststellung kausaler Zusammenhinge dienen, besteht darin, daB
hier nur Gesamtheiten, welche die ,,Ursachen‘ umfassen, anderen
Gesamtheiten — denjenigen der ,,Wirkungen — gegeniibergestellt
werden, wobei sowohl in die einen als auch in die anderen mitunter solche
Elemente hineingenommen werden, die zum Kerne des Kausalnexus in
keinerlei Beziehung stehen (statistische ,,Pluralitit der Ursachen und
Wirkungen‘‘). Entsprechend dem Grundprinzip der statistischen Methode
entsagen wir hierbei der Verfolgung der Bewegungen und der Wechsel-
wirkungen der einzelnen Elemente beider Gesamtheiten und begniigen
uns allein mit der Feststellung der durchschnittlichen Beziehungen
zwischen ihnen. Um Kklarer zu erfassen, um was es sich eigentlich handelt,
denken wir an einen Parallelfall aus dem weiten Gebiete der Technik,

1 G. Rumelin: Zur Theorie der Statistik, Reden und Aufsitze, S. 267.
Tibingen 1875.

Anderson, Statistik. 2
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die ja gewdhnlich in ihren Arbeitsmethoden, ohne sich dessen bewuBt zu
werden, ganz ,,statistisch” vorgeht. Ein bei der Goldgewinnung héaufig
angewandtes Verfahren besteht darin, daB man eine gewisse Menge
entsprechend vorbereiteten gcldhaltigen Quarzes in einer besonderen
Apparatur der Wirkung eines starken Wasserstrahles unterwirft. Das alles,
Quarz, Apparatur, Wasser usw., zusammen wéire in unserem Sinne die
Gesamtheit der ,,Ursachen®. Den Techniker interessiert es gar nicht,
welche Bahnen die einzelnen Quarz- und Goldpartikel beschreiben: er
weil3, daB er nach Ablauf einer bestimmten Zeit als ,,Folgen‘ zwei Gesamt-
heiten erhalten wird: diejenige, die vorwiegend Quarzpartikel, und die-
jenige, die vorwiegend Goldpartikel enthalt. Aber einzelne Goldkérner
konnen sich sehr wobhl ,,zufillig” in die Quarzgesamtheit verirren und
umgekehrt.

Die Tatsache, dal bei der Anwendung statistischer Methoden auf die
Untersuchung von Kausalzusammenhidngen der Forscher die ganze Zeit
mit Gesamtheiten zu tun hat, und zwar fast immer mit Gesamtheiten
verschiedener Ordnungen, erklirt es vollkommen, weshalb auch hier die
Forschungsergebnisse gewohnlich einen Charakter erhalten, der den
klassischen Formeln der logischen Induktionsmethoden ganz fremd ist
und wiederum zum Problemkreise der Wahrscheinlichkeitsrechnung
hiniiberleitet. In den Naturwissenschaften und insbesondere in der Physik
werden statistische Kausalforschungsmethoden immer mehr vor-
herrschend. Zur Zeit wird sogar am ,,Kausalgesetz* selbst geriittelt, und
viele physikalische Naturgesetze baut man jetzt nach dem Vorbilde der
,,Statistischen (kinetischen) Gastheorie um.

Jenes stolze Ideal des menschlichen Wissens, welches einst vor etwa
120 Jahren Laplace formuliert hat® und welches Du Bois-Reymond
das astronomische Ideal nannte,? scheint immer mehr zu verblassen und
durch ein ,,statistisches® ersetzt zu werden. Um ein Beispiel anzufiihren,
welches man oft in statistischen Lehrbiichern antrifft: Statt bei einer
heranziehenden Regenwolke die Lage und die voraussichtliche Bahn
eines jeden Wassermolekels zu bestimmen, begniigen wir uns mit der
Feststellung, daf die Gesamtheit der Ursachen (Regenwolke usw.) derart
ist, daB man als Folge hochstwahrscheinlich einen starken Regengufl
zu erwarten hat. Auch haben wir gelernt einzusehen, daf} viele von jenen
physikalischen Gesetzen, denen unsere Véter noch absolute Giiltigkeit
beimafBen, nur relativer Natur sind, und daf z. B. das Weltbild einer
Fliege und noch mehr eines Bazillus, wenn man bei ihnen das Vorhanden-
sein menschlicher Vernunft voraussetzt, ganz anders aussehen wiirde als

1 ,,Essai philosophique sur les Probabilités* (1814): ,,Une intelligence qui
pour un instant donné connaitrait toutes les forces dont la nature est animée
et la situation respective des &tres qui la composent, si d’ailleurs elle était
assez vaste pour soumettre ces données & I’analyse, embrasserait dans la
méme formule les mouvements des plus grands corps de l'univers et ceux
du plus léger atome: rien ne serait incertain pour elle, et 'avenir comme le
passé serait présent & ses yeux‘ ete.

2 Vgl. A.A.Tschuprow: Abhandlungen zur Theorie usw., 2. Auil., 8. 65.
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das unsere. Man denke etwa an die Gesetze der Kapillaritit, denen zufolge
die Fliege von groBen zihen Wasserkugeln zu sprechen hitte, und daran,
daB fiir einen Bazillus die meisten Wirkungen der Schwerkrait nur
Massenerscheinungen sind, die im Bereiche seiner Erfahrung sich relativ
selten bemerkbar machen. Der Sozialwissenschaftler, der sich fiir die neue
physikalische Problematik interessiert, kann sich relativ am leichtesten
eine Vorstellung dariiber bilden, wenn er die Arbeiten von Frank und
anderen Forschern derselben Richtung zu Rate zieht.!

4. Grundsitzliches zur Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wir haben im vorhergehenden Paragraphen eine Reihe von typischen
Fragestellungen betrachtet, die in der wissenschaftlichen Methodik zur sog.
mathematischen Statistik hiniiberleiten, d. h., wie wir eingangs erwihnten,
die Anwendung der Theoreme der Wahrscheinlichkeitsrechnung erméglichen
oder sogar erfordern. Wir miissen uns jetzt der letzteren zuwenden.

Der Geburtsort der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bekanntlich der
Spieltisch. Aber seit dem Jahre 1654, in welchem Chevalier de Méré
dem hochgelehrten B. Pascal seine berithmten Fragen aus dem Gebiete
der Hasardspiele vorlegte, bis auf unsere Zeit hat die Wahrscheinlichkeits-
rechnung einen weiten Weg zuriickgelegt. Aus einer Lehre, die sich haupt-
sichlich mit Wiirfeln, Miinzenwerfen, Kartenziehen, Lotterielosen u. dgl.
beschéftigte und sich nur zuweilen (und zwar ohne sichtbaren Erfolg)
in das Gebiet der Wertung von Zeugenaussagen verirrte, ist sie allméhlich
zum Grundpfeiler der Statistik, des Versicherungswesens, der Physik
und einer grofen Anzahl anderer Wissenschaften geworden. Die Tradi-
tionen ihrer Kinderjahre lasten aber bis jetzt noch ziemlich schwer auf der
modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung, und obgleich in ihr den Inter-
essen des Spieltisches eigentlich herzlich wenig Bedeutung zukommt —
kaum mehr als z. B. dem Kiichentische in der Chemie — kann man im
Streite der Theoretiker, der noch immer um den Wahrscheinlichkeits-
begriff gefithrt wird, den Einfluf3 der einstigen hasardspielerischen Ein-
stellung leicht erkennen.

1 Vgl. z. B. Ph. Frank: Das Kausalgesetz und seine Grenzen. Wien 1932
(Schriften zur wissenschaftlichen Weltauffassung, Bd. 6); ferner: Krise und
Neuaufbau in den exakten Wissenschaften. Fiunf Wiener Vortrige [Mark:
Die Erschiitterung der klassischen Physik durch das Experiment; Thirring:
Die Wandlung des Begriffssystems der Physik; Hahn: Die Krise der An-
schauung; N6beling: Die vierte Dimension und der krumme Raum; Menger:
Die neue Logik]. Leipzig u. Wien 1933. — Interessantes Material enthilt der
»Bericht iber die 1. Tagung fur Erkenntnislehre der exakten Wissenschaften,
Prag 1929 [Erkenntnis, 1.Bd., H.2—4 (Ann. d. Philosophie, Bd.IX,
H. 2—4), herausg. von Rudolf Carnap u. Hans Reichenbach]. Leipzig 1930. —
Hohere Anforderungen an die mathematische Vorbildung seiner Leser stellt
R.v.Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen in der
Statistik und theoretischen Physik [Vorlesungen aus dem Gebiete der an-
gewandten Mathematik, I. Bd.]. Leipzig u. Wien 1931: IV. Abschnitt, Grund-
ziige der Physikalischen Statistik, S. 409ff.

o%
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Die klassische Definition, die von Laplace herriihrt, lautet: ,,Unter
der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird der Quotient aus der An-
zahl der ihm giinstigen Fiélle durch die Anzahl aller gleichméglichen
Fille verstanden.“! Gegeben sei z. B. ein gut gemischtes volles Spiel
Karten, und es sei gefragt, wie grol die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
eine Karte von der Farbe Pique zu ziehen. Es ist leicht ersichtlich: wenn,
wie vorausgesetzt wird, wir nur die Riickseiten der Karten sehen konnen,
dann hat jede Karte ganz die gleiche Chance, gezogen zu werden. Wir
haben folglich 52 gleichmdégliche Fille vor uns. Von diesen sind blof
13 der Erscheinung einer Pique-Karte ,,giinstig®”, denn das Spiel besitzt

nur 13 Karten von dieser Farbe. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
somit gleich —51—2— = % Wenn wir uns aber von den einfachen und durch-
sichtigen Verhiltnissen der Gliicksspiele entfernen, so fingt der Begriff
,»,Gleichmoglichkeit™ an, die groBten logischen Schwierigkeiten zu be-
reiten. Sogar bei einem Wiirfel brauchen die 6 moglichen Resultate nicht
gleichmdglich zu sein, denn es gibt ja eben auch falsche Wiirfel.

Um diese logischen Schwierigkeiten zu meistern, sind verschiedene
Losungen vorgeschlagen worden. Die einen — die Subjektivisten — be-
kennen sich mit Laplace zum ,,Prinzip des mangelnden Grundes
und erkliren zwei Fille als gleichmdglich, wenn man ,keinen Grund
habe zu glauben, einer der Félle werde eher eintreten als der andere®. Die
anderen — die Objektivisten, an deren Spitze A.Cournot und v.Kries
stehen —, fordern, ,,die Aufstellung der gleichméglichen Fille miisse eine
in zwingender Weise und ohne jede Willkiir sich ergebende sein‘ {,,Prinzip
des zwingenden Grundes®). Zu diesem letzteren Standpunkte bekannte
sich die sog. kontinentale mathematisch - statistische Richtung von
Lexis-Bortkiewicz-Tschuprow, obgleich letzterer, wie ich Ur-
sache habe zu glauben, sich doch nicht ganz von ihr befriedigt fiihlte.
Einen anderen Weg schligt Keynes ein, der von einer alten Idee Jakob
Bernoullis ausgeht. Letzterer bezeichnete seinerzeit die Wahrscheinlich-
keit als MaB der Stirke unserer Erwartung eines zukiinftigen Ereignisses.
Keynes behauptet nun, dall die Wahrscheinlichkeit iiberhaupt nicht
Ereignisse (events), sondern Urteile und Sétze (propositions) betrifft oder
wenigstens betreffen sollte.2 Ahnliche Gedanken, wenn auch in einem
anderen Gewande, finden wir bei Hans Peter.® Noch viel tiefer gehen die
von Lukasiewicz und Post stammenden sog. mehrwertigen Logiken,
die das ,,Prinzip des ausgeschlossenen Dritten® durch das Prinzip des

1 Vgl. Emanuel Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre An-
wendung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 1. Band:
Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgleichung, KollektivmaBlehre, 3. Aufl.,
S. 16. Leipzig u. Berlin 1914. Die weiteren Anfithrungszeichen beziehen sich
ebenfalls auf dieses Buch.

2 Vgl. John Maynard Keynes: A Treatise on Probability, 8. 5. London
1921.

3 Vgl. Hans Peter: Uber die Grundlagen statistischer Forschungs-
methoden. Jahrbiicher f. Nationalskonomie u. Statistik, 136. Bd., 1932.
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,;ausgeschlossenen Vierten‘, ,,ausgeschlossenen Fiinften‘‘ usw. ersetzen
und direkt in einen Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gebracht werden konnen. Ansitze hierzu finden sich vor allem bei
Reichenbach.! Auf einen vierten Standpunkt stellt sich Ellis und sein
Naehfolger Venn, dessen Logic of Chance (1866—1888)2 noch bis heute
fiir die englische mathematisch-statistische Schule maBgebend ist. Diese
bekennt sich zur ,,Hiufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit** (,,Fre-
quency Theory of Probability‘; vgl. Keynes, 1. c., S. 92), d. h. man
identifiziert ganz einfach die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit
der Héufigkeit seines Vorkommens in der Gesamtmasse der Ereignisse.
Diese Theorie erschien anféinglich in einer Gestalt, die dem Empirismus
der Vennschen Logik voll entsprach, wurde aber spiter in den Arbeiten
der englischen Schule weiterentwickelt und vertieft. Wohl nicht ganz
ohne Einfluf der Kritik der kontinentalen Theoretiker fing man an,
neben statistisch feststellbaren Héaufigkeiten auch andere Haufigkeiten
einzufithren, die sich ergeben hitten, falls die Zahl der Versuche unter
gleichbleibenden Verhéltnissen ins unendliche wachsen wiirde. So be-
hauptet z. B. R. A. Fisher in seiner bereits zitierten Monographie ,,On
the mathematical Foundations of Theoretical Statistics® (S. 311), daB
das Ziel des Statistikers die ,,Reduktion der Daten ist: ,,Dieses Ziel
wird erreicht durch Konstruktion einer hypothetischen unendlichen
Population, von welcher angenommen wird, dafl die tatséichlichen Daten
nur zuféllige Stichproben aus ihr darstellen.” Und weiter (S. 312): ,,Unter
den statistischen Konzeptionen ist jene der Wahrscheinlichkeit die ele-
mentarste. Letztere ist nur ein Parameter, der eine einfache Dichotomie
in einer unendlichen hypothetischen Population spezifiziert, und sie
bedeutet nicht mehr und nicht weniger als das Hiaufigkeitsverhiltnis,
welches, wie wir uns vorstellen, eine solche Population aufweist.”” Eine
Fortbildung und zum Teil mathematische Zuspitzung derselben Ideen
stellt die neueste Misessche Konzeption dar, zu welcher wir weiter unten
noch zuriickkehren werden.

Die oben angedeuteten Definitionen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
erschoplen bei weitem nicht die Zahl der vorgeschlagenen Varianten und

L Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss.,, 39, S.476, 1932. Zitiert
nach Menger: Die neue Logik, in ,,Krise und Neuaufbau in den exakten
Wissenschaften‘, S. 108 u. 109. Das neueste Werk von H. Reichenbach:
Wahrscheinlichkeitslehre, Eine Untersuchung iiber die logischen und mathe-
matischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leiden 1934, konnte
leider im Text nicht mehr beriicksichtigt werden. Dasselbe gilt auch von
der bemerkenswerten Arbeit: Karl Popper, Logik der Forschung, Zur Er-
kenntnistheorie der modernen Naturwissenschaft, Wien 1935 (Schriften zur
wissenschaftlichen Weltauffassung, Band 9.). Das gleiche Thema wird auch
in einer Monographie von Dr. Wald berthrt, die demnéichst in Wien in
,,Brgebnisse eines mathematischen Kolloquiums* erscheinen soll.

2 John Venn: The Logic of Chance, An essay on the foundations and
province of the theory of probability, with special reference to its logical bearings
and its application to moral and social science, and to statistics. Third edition.
London 1888.
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noch weniger jene der moglichen Ldsungen des Problems. Von groSter
Wichtigkeit ist jedoch folgende Feststellung: welche Definition des
‘Wahrscheinlichkeitsbegriffes man auch wiahlt, der bei weitem groBere
Teil des rein mathematischen Inhaltes der Wahrscheinlichkeitsrechnung
-— von einigen ziemlich unwesentlichen Ausnahmen abgesehen — bleibt
hiervon beinahe ganz unberiihrt. Es dndert sich wohl der Sinn, das An-
wendungsgebiet und manchmal sogar der Zweck der einzelnen Formeln, aber
ihr mathematischer Aufbau und iiberhaupt fast der ganze Formelschatz des
mathematischen Teiles werden nicht beriihrt. Hieraus folgt unseres Erach-
tens, dafB wenigstensinder Laplaceschen und in der v. Kriesschen Theorie
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein gewisses MiBverhéltnis besteht
zwischen dem mathematisch zu engen Fundament der Grundbegriffe und
dem stolzen mathematischen Bau,der auf ihm ausgefiihrt ist.

Um dieses MiBBverhiltnis zu iiberwinden, kann man zwei verschiedene
Wege einschlagen. Entweder man stellt sich, wie es bisher von berufener
Seite auch meist getan wurde, auf einen philosophisch-metaphysischen
Standpunkt, welchem gegeniiber der statistische Fachmann nur als
bescheidener Laie dastehen kann; oder aber man trachtet, das Problem
auf dem Wege der mathematischen Axiomatik zu meistern, d. h. man
sucht ein System von Definitionen und Axiomen aufzustellen, aus welchem
alle Lehrsitze der betreffenden Wissenschaft moglichst leicht und be-
quem durch sog. tautologische Umformungen abgeleitet werden
kénnen. Hierbei wird daranf geachtet, daBl das gewdhlte System von
Definitionen und Axiomen nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig
ist, d. h. daB es keine Elemente enthilt, die man entbehren kénnte. Vom
Standpunkte einer so verstandenen Axiomatik der Wahrscheinlichkeits-
rechnung diirfte der Vorschlag des russischen Gelehrten E. Slutsky
eine ganz besondere Beachtung verdienen. Slutsky regt ndmlich an,
man solle die mathematische Theorie der Wahrscheinlichkeit einfach
durch eine ,,disjunktive Rechnung* ersetzen, wobei an Stelle des Begriffes
der ,,Wahrscheinlichkeit” ein viel allgemeinerer Begriff der ,,Valenz‘
zu treten habe, die jeder Gréfle zuzuordnen sei und einige sehr einfache
mathematisch genau definierbare Eigenschaften besitzen miisse, wie
etwa die, daB die Valenz der Summe gleich der Summe der Valenzen der
Summanden sei u. dgl. m. (Man denke etwa an den Begriff der ,,Masse®,
die jedem materiellen Punkt in der Mechanik zugeordnet wird.) Die
sdisjunktive Rechnung® wire dann eine rein mathematische Wissen-
schaft, aus der durch zusétzliche genauere Spezifikationen der ,,Valenz
die verschiedenen ,,Wahrscheinlichkeitsrechnungen® sofort abgeleitet
werden konnten.! Es wiirde sich in diesemn Falle also wieder einmal die

1 Vgl. Eugen Slutsky: Zur Frage der logischen Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. ,,Statistischer Bote*, Heft XII, 8. 13—21, 1922
(russisch). Derselbe Artikel wurde spéter in einer revidierten Fassung wieder-
holt. — Ferner derselbe: ,,Zur Frage des Gesetzes der groflen Zahlen*, ibidem
Heft XXTI, 1925 (russisch). Slutsky beruft sich auf noch allgemeinere
Ideen S. N. Bernsteins, des bekannten Mathematikprofessors an der
Universitdt Charkow (StdruBland).
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pessimistische Definition eines ,,ausgezeichneten Philosophen der neuesten
Zeit" bewahren, den Coolidge! erwihnt: die Mathematik sei eine Wissen-
schaft, ,,in der man nie weill, wovon gesprochen wird oder was das er-
haltene Resultat bedeutet.

Wie verlockend und stilvoll uns der Vorschlag Slutskys auch er-
scheint — fiir den mathematischen Statistiker bedeutet er an und fiir
sich keinen Gewinn, da er ihn viel zu sebr von seiner typischen Einstellung
gegeniiber statistischen Gesamtheiten verschiedener Ordnungen entfernt.
Die breitesten Anwendungsmoglichkeiten und die beste Anlehnung an
diese typische Einstellung ergibt die Konstruktion von Venn, die, wie
oben bemerkt, in der englischen Pearsonschen Schule angenommen
ist und die neulich durch Mises eine andere mathematische Gestalt
erhalten hat. Nicht ganz im Einklange mit den Definitionen der soeben
genannten Forscher, doch vom Geiste derselben nicht weit entfernt,
wiirden wir uns folgendermaflen ausdriicken: Wahrscheinlichkeit
eines Merkmales im Bereiche einer statistischen Gesamtheit
ist seine Héaufigkeit in einer anderen Gesamtheit héherer
Ordnung, aus der die gegebene entstanden ist. Thr Ent-
stehungsweg ist fiir die praktischen Anwendungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie genauer zu préizisieren.?

Ehe wir jedoch versuchen, den Nachweis zu erbringen, da8 auf der
Grundlage eines solchen ,statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes
alle fiir die mathematische Statistik relevanten Theoremé¢ der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung widerspruchslos aufgebaut werden kénnen (vgl.
unten insbesondere Kap. I), miissen wir noch zwei wichtige Feststellungen
machen: :

1. Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann
sogar in Anwendung auf die Statistik durchaus nicht als abgeschlossen
gelten; so ist z. B. bisher in der einschligigen Literatur der Fall der sehr
begrenzten, also keineswegs als unendlich anzusehenden Gesamtheiten
hoéherer Ordnung lange nicht gentigend beriicksichtigt worden; und

2. es mull darauf besonders hingewiesen werden, dal das von uns
angewandte System der Axiomatik keineswegs die philosophische Seite
des Problems beriihrt und da8 hierbei insbesondere keine Stellungnahme
zur allgemeinen Frage versucht wird, ob nicht eine andere, tiefere Auf-
fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes denkbar wire, die etwa im Zu-
sammenhange mit gewissen Problemen der Erkenntnistheorie stiinde.

1 Vgl. J.L.Coolidge: Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung,
S. 5. Deutsche Ausgabe von Dr. Friedrich M. Urban. Leipzig-Berlin 1927
[Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher, herausg. von E.
Trefftz, 24].

2 Diese Auffassung harmoniert am besten mit jener, die in Frankreich
durch L. March vertreten wird. Vgl. insbesondere seinen Aufsatz ,,L’analyse
de la variabilité‘‘, Metron, Vol. VI, Nr. 2, S.3—64, 1926, und auBerdem
selbstverstéindlich ,,Les Principes de la Méthode statistique avec quelques
applications aux sciences naturelles et & la science des affaires‘’. Paris 1930,
passim.
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Hinweise auf eine solche findet man z. B. bei Tschuprow und jetzt bei
Reichenbach.

Desgleichen lassen wir auch die Frage ganz unberiihrt, welche
Wabhrscheinlichkeitsdefinition im Bereiche anderer Wissenschaften
bequemer ist, insbesondere aber im Bereiche jener, deren Arbeitsgebiet
mehr auBerhalb des Problemkreises der mathematischen Statistik liegt.
Um jeglichem Mifverstindnisse vorzubeugen, wire es daher vielleicht
angemessener, in bezug auf die Theoreme der mathematischen Statistik,
wie sie hier im weiteren dargelegt werden, iiberhaupt nicht von Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zu sprechen, sondern fiir diese eine andere Be-
zeichnung zu wéhlen: es kdmen da in erster Linie etwa folgende Benen-
nungen in Betracht: Statistische (Gesamtheitenrechnung, statistische
Mengenrechnung oder statistische Kollektivrechnung. Beriicksichtigt
man, daBl der bereits von J. Bernoulli geprigte, aber erst durch Bort-
kiewicz! und Tschuprow ins Leben gerufene Ausdruck ,,stochastisch‘
einen noch nicht ganz feststehenden, aber jedenfalls 4hnlichen Sinn hat,
so konnte man hierfiir auch das Wort ,,Stochastik‘‘ vorschlagen., Um uns
jedoch nicht zu sehr von der sonst iiblichen Sprechweise zu entfernen,
wollen wir im weiteren die auf die Bediirfnisse der mathematischen
Statistik zugestutzte Wahrscheinlichkeitsrechnung einfach als die
statistische Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnen.

" 5. Hauptsichlicher Inhalt des Buches.

Das Objekt der statistischen Forschung bilden, wie wir bereits
wiederholt bemerkt haben, statistische Gesamtheiten verschiedener
Ordnungen. Eine jede Gesamtheit besteht aus Einheiten oder Elementen,
die ein oder mehrere allen gemeinsame Merkmale besitzen. Diese gemein-
samen Merkmale, auf gewisse Zeit-Raum-Grenzen bezogen, ergeben eben
die Definition der Beobachtungseinheit und ermoglichen sowohl die
Gesamtheitsbildung im allgemeinen als auch ihre Auszdhlung im be-
sonderen. Aber abgesehen von den gemeinsamen Merkmalen — und dieses
ist gerade das Charakteristische fiir die statistische Methode —, besitzen
die Einheiten auch eine gréfiere Anzahl von nicht gemeinsamen Merk-
malen. Letztere kénnen entweder in qualitativen Unterschieden bestehen,
wie etwa die Merkmale ,,ménnlich* und ,,weiblich®, oder in nur quanti-
tativen Unterschieden, wie z. B. das Alter des betreffenden Objekts.
Wir haben ferner bereits festgestellt (vgl. oben S. 9), daBl die statistische
Auszéhlung ihrerseits zwei verschiedene Grundformen zuldft: entweder
man zéhlt die Einheiten, die ein gewisses gemeinsames Merkmal oder eine
besondere Kombination derselben besitzen, oder aber man summiert
die Merkmale einer Gesamtheit (bzw. eines Teiles derselben) — voraus-
gesetzt natiirlich, daf diese quantitativen Charakter haben und iiberhanpt
addiert werden koénnen. Jede Grundform 148t ihrerseits verschiedene
Varianten zu. Statt nur die Zahl der Einheiten, die in eine besondere

1 Vgl. L.v.Bortkiewicz: Die Iterationen, Ein Beitrag zur Wahr-
scheinlichkeitstheorie, S. 3. Berlin 1917.
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Gruppe fallen, anzugeben, berechnet man gewohnlich ihre relative
Haufigkeit in der Gesamtheit, d. h. man dividiert jene Zahl durch die
Zahl der Einheiten in der Gesamtheit. Dieser Quotient kann auch in
Prozenten oder Promillen dargestellt werden, indem man ihn mit 100 bzw.
mit 1000 multipliziert. Zuweilen bezieht man die Zahl der Einheiten der
Sondergruppe nicht auf die Zahl aller Einheiten in der Gesamtheit, sondern
auf diejenige einer anderen Sondergruppe, wie etwa die Zahl der Knaben-
geburten auf 1000 Midchengeburten. Es leuchtet ohne weiteres ein, dal
letzterer Quotient als das mit 1000 multiplizierte Ergebnis einer Division
der relativen Haufigkeit der Knabengeburten durch diejenige der Madchen-
geburten dargestellt werden kann. Ist nidmlich m die Zahl der Knaben-
geburten und w diejenige der Madchengeburten, so ist augenscheinlich

m m m+w m w
1000- % = 1000 - T EE — 1000 (Lo ).

Auch die Summierung der zahlenmiBigen Merkmale der Einheiten
148t ihrerseits die verschiedensten Varianten zu: statt der absoluten
Zahlen kann man ndmlich ihre Teilsummen, Differenzen, Produkte,
Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, trigonometrischen Funk-
tionen usw. addieren, die Summen durch die Zahl der Einheiten oder
durch andere Summen dividieren usw.

Entsprechend den beiden Grundformen der statistischen Auszdéhlung
zerfallt auch der Inhalt der statistischen Methodenlehre zwanglos in zwei
Hauptabschnitte: in die Theorie der Behandlung von Gesamtheiten, bei
welchen man nur qualitative Unterschiede registriert, und in die Theorie
der Behandlung von solchen, wo auch quantitative Merkmale beobachtet
und addiert werden. Nach dem Vorschlage von Charlier wollen wir
erstere als ,,Theorie der homograden Gesamtheiten” oder schlechtweg
alshomograde Theorie bezeichnen, fiir letztere aber die Benennung
,sTheorie der heterograden Gesamtheiten‘‘ oder einfach heterograde
Theorie einfithren.! Fiir erstere ist der Begriff der statistischen Wahr-
scheinlichkeit jener Grundpfeiler, auf welchem die gesamte Theorie
aufgebaut werden kann, fiir letztere spielt dieselbe Rolle der Begriff
der sog. ,mathematischen Erwartung oder ,,mathematischen Hoff-
nung®, der, wie wir spéter sehen werden, trotz seines etwas ,romanti-
schen‘ Namens einen sehr einfachen und leicht verstindlichen Sinn hat,

1 Vgl. C.V.L.Charlier: Vorlesungen iiber die Grundziige der mathe-
matischen Statistik, S.9. Verlag Scientia, Lund. Hamburg 1920. Hinweise
auf einige andere Bezeichnungen fiir dieselben Begriffe findet man z. B. bei
Arne Fisher ,,The mathematical theory of probabilities and its application
to frequency curves and statistical methods*, Vol. 1, second edition, S. 128.
New York 1930. — Selbstverstdndlich héngt es zu gutem Teil vom Ermessen
des Statistikers ab, ob eine Gesamtheit als homograd oder heterograd auftritt.
Die Bevélkerung nach Altersjahren geordnet, ist heterograd, dieselbe Be-
volkerung, in die Teilgesamtheiten ,,Kinder*, ,,Erwachsene®, ,,Greise‘‘ ein-
geteilt, ist homograd; die qualitativen Farbenunterschiede lassen sich als
Wirkungen quantitativer Unterschiede in den betreffenden Lichtwellen-
lingen darstellen usw.
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Es sei gleich im voraus darauf hingewiesen, daBl die Summierung der
zahlenmé&Bigen Merkmale einen viel allgemeineren Fall darstellt als deren
einfache Zéhlung: letztere kann sofort auf erstere zuriickgefiihrt werden,
sobald man nur berticksichtigt, da sie mathematisch einer Addierung
gleichzusetzen ist, bei welcher das Vorhandensein eines qualitativen
Merkmals durch eine 1, sein Fehlen durch eine 0 bezeichnet wird. So
erhilt man z. B. die Zahl der ,,mdnnlichen‘’ Einheiten in einer Gesamtheit
durch Summierung iiber die ganze Gesamtheit, wenn man das Merkmal
,Mannlich“ auf der Zihlkarte durch eine 1, das Merkmal ,,Weiblich*
aber durch eine 0 darstellt. Somit ist es durchaus nicht verwunderlich,
daB fast alle Formeln der homograden Theorie als Sonderfille der ent-
sprechenden (komplizierteren) Formeln der heterograden Theorie an-
gesehen und aus diesen sofort abgeleitet werden kénnen. Wenn wir trotz-
dem unsere Darstellung mit der homograden Theorie beginnen, so ge-
schieht das hauptsdchlich aus dem Grunde, weil letztere infolge ihrer
groBeren Einfachheit zur Einfilhrung in die Gedankengénge der mathe-
matischen Statistik besonders geeignet erscheint und weil ferner gewisse
Formeln, die fiir die homograde Theorie von praktischer Bedeutung
sind, fiir die heterograde infolge von rein rechnerischen Schwierigkeiten
bisher nicht abgeleitet wurden.

Von einem anderen Standpunkte aus gesehen, kann der Inhalt der
mathematisch-statistischen Methodenlehre (in unserem Sinne) in folgende
sechs Hauptabteilungen eingeteilt werden :

1. Die Lehre von jenen Durchschnittscharakteristiken
oder ,statistischen Parametern®, die zur Beschreibung des
Hauptinhaltes einer statistischen Gesamtheit gebraucht
werden (vgl. oben 8. 11). Wie bei allen wissenschaftlichen MafBzahlen
iiberhaupt, so ist anch hier die Wahl der mathematischen Formel fiir diese
Charakteristiken bis zu einem gewissen Grade willkiirlich, doch sind gerade
in den letzten Jahren durch R. A. Fisher und seine Schiiler gewisse
Verfahren eingefiihrt worden, die es haufig erlauben, auf Grund objektiver
Kriterien den relativen Wert der einzelnen konkurrierenden MafBzahlen
einzuschétzen (vgl. unten Kap. ITI § 8). Die statistischen Parameter
zerfallen ihrerseits in einige Gruppen, von denen die wichtigsten die
folgenden drei sind: a) Parameter zur Charakteristik eines einzelnen
variablen Merkmals (Durchschnitte, Streuungsmafle, Momente u. dgl.);
b) Parameter zur Charakteristik des gleichzeitigen kombinierten Auftretens
zweier oder iiberhaupt mehrerer Merkmale (Kontingenz und Korrelations-
verhiltnis; einfache, partielle und multiple, lineare und nicht lineare Kor-
relationskoeffizienten usw.); und ¢) Parameter vom Typus der Indexzahlen.
Alle diese Parameter konnen fiir statistische Gesamtheiten beliebiger Ord.-
nungen errechnet werden, und daher wird ihre Theorie teilweise auch in den
Inhalt der ,,elementaren‘ statistischen Methodenlehre einbezogen.

2. Die Lehre vom direkten SchluB auf die durchschnitt-
lichen REigenschaften einer Gesamtheit niederer Ordnung
aus einer genauen Kenntnis der ,statistischen Parameter”
in der betreffenden Gesamtheit héherer Ordnung.
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3. Die Lehre vom RiickschluB auf die unbekannten Werte
der Parameter einer Gesamtheit hdherer Ordnung aus dem
Studium des Inhaltes einer gegebenen Gesamtheit niederer
Ordnung. Im engsten Zusammenhange mit diesem hochst bedeutsamen
Fragenkomplex steht das sogenannte Bayessche Problem, das Pearson-
sche Kriterium 42 (,,Goodness of Fit*), die praktisch so wichtige Theorie
der Stichprobenerhebung usw.

4. Die Lehre von der Untersuchung der zeitlichen und
rdumlichen Stabilitit der Gesamtheiten hoherer Ordnungen
und ihrer statistischen Parameter. Infolge des Umstandes, daf3
der Biologe es gewshnlich mit viel zahlreicheren und viel stabileren
Gesamtheiten hoherer Ordnung zu tun bekommt, als sie in der Sozial-
und insbesondere in der Wirtschaftsstatistik vorkommen, ergeben sich
hier auch groBe Unterschiede in der angewandten Methodik, und vieles,
was fiir den Biologen von groBler Wichtigkeit ist, wie etwa die
verschiedenen Darstellungssysteme fiir die ,,Verteilungsgesetze der Va-
riablen“ (Pearsons Typen, Thieles Semi-Invarianten, Brunssche
Reihe u. dgl.), bleibt fiir den Sozialstatistiker ziemlich irrelevant. Ander-
seits aber gewinnt fiir ihn der folgende fiinfte Abschnitt eine wviel
groBere Bedeutung.

5. Die Lehre von der Behandlung rédumlich und insbe-
sondere zeitlich unbestindiger Gesamtheiten héherer Ord-
nungen. Dem Forscher kommt hierbei der Umstand zu Hilfe, dal diese,
wenigstens im Bereiche der sozialen Massenerscheinungen, ihren Inhalt
gewdhnlich nicht plétzlich, sondern bloB relativ langsam, durch sukzes-
sives Ausscheiden gewisser Elemente und ein ebensolches Eintreten
anderer wechseln. Man denke z. B. an die bestindige Erneuerung der
Bevolkerung durch Geburten und Todesfille. Infolgedessen kann man
in der Mehrzahl der Fille auch erwarten, da8 die Verdnderungen in den
statistischen Parametern dieser Gesamtheiten einen mehr oder weniger
stetigen Verlauf aufweisen werden, und daBl plotzliche, sprunghafte
Verdnderungen in ihnen, z. B. infolge von Kriegsereignissen, Wirtschafts-
krisen u. dgl., wohl vorkommen kénnen, aber doch eher die Ausnahmen
als die Regel bilden. Diese Feststellung bezieht sich sowohl auf Zéhlungen,
die in gewissen Zwischenrdumen den Bestand der Gesamtheit mehr oder
weniger erschépfend aufnehmen, als auch auf die fortlaufenden Auf-
zeichnungen, die in der Regel nur die Zugénge und die Abgéinge bei den
betreffenden Gesamtheiten ununterbrochen in Evidenz halten. In bezug
auf zeitlich unbestéindige Gesamtheiten entsteht ferner die Frage, ob nicht
in thnen einzelne stabilere Komponenten entdeckt werden kénnen und ob
man nicht wenigstens fiir die Beziehungen zwischen den letzteren gewisse
zeitlich besténdigere statistische Parameter aufzuzeigen vermag. Alle
diese Fragen bilden den Gegenstand der Theorie der Zeitreihen (time-
series). Teilweise zum selben Problemkreis gehoren die Lehren von der
Ausgleichung, der Extrapolation und der Interpolation statistischer
Reihen, die iibrigens auch fiir den folgenden, sechsten Abschnitt der
mathematischen Statistik Bedeutung haben.
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6. Die Lehre von den statistischen Verfahren, die zur
Feststellung von Kausalbindungen zwischen den Elementen
verschiedener Gesamtheiten dienen kénnen. Das Forschungs-
instrument, welches zur Zeit am héufigsten hier angewandt wird,
diirften dieselben Formeln fiir den Korrelationskoeffizienten sein, die
wir bereits oben unter 1 erwihnt haben. Thre Anwendung auBerhalb jenes
Problemkreises, fiir welchen sie urspriinglich ersonnen und eingefithrt
wurden, birgt offenbar Gefahren in sich, von denen man sich genaue
Rechenschaft ablegen muf. Leider ist in dieser Hinsicht viel gesiindigt
worden, und die Theorie des Verfahrens ist in ihren Einzelheiten noch
lange nicht bis zu Ende durchgearbeitet.

Da das vorliegende Buch, wie bereits oben mehrmals bemerkt
wurde, in der Hauptsache bloB eine elementare Einfiihrung in die
mathematische Statistik sein will, so greifen wir aus dem reichen Inhalt
obiger sechs Hauptabteilungen nur jene Abschnitte heraus, die nach
unserer Ansicht besonders dazu geeignet sind, dem Leser eine engere
Bekanntschaft mit dem Geiste und dem Ideenkreise unserer Disziplin
zu vermitteln. Bei der Wahl der zu behandelnden Probleme gelten
fiir uns in ersten Linie ,,wissenschaftlich-padagogische’ Uberlegungen,
und wir lassen daher im allgemeinen solche Theoreme, die lediglich
mathematisch komplizierte Weiterfithrungen bereits untersuchter Ge-
dankengéinge darstellen, ganz beiseite. So werden im I. Kapitel die
Grundelemente der homograden Theorie ziemlich vollstindig dargestellt,
und die Kapitel II und IIT enthalten eine ebenfalls recht ausfiihrliche
Darstellung des Inhalts der oben aufgezahlten Hauptabteilungen 1 bis 3,
aber nur in bezug auf ein einzelnes variables Merkmal. Die Theorie
des gleichzeitigen kombinierten Auftretens mehrerer Merkmale, sowie
die Hauptabteilungen 4 bis 6, deren ausfiibrlichere Darstellung allein den
Inhalt unserer Arbeit mindestens verdoppeln, wenn nicht verdreifachen
konnte, werden hingegen im Kapitel IV nur so weit behandelt, als es
notwendig erscheint, um den Leser zum Studium der betreffenden
Spezialuntersuchungen hiniiberzuleiten, von denen es zurzeit auch in
deutscher Sprache mehrere gibt.

Erstes Kapitel.

Elemente der statistischen Wahrscheinlichkeits-
rechnung und homograde Theorie.

1. Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit.

Wir haben bereits in der Einleitung festgestellt, da die Grundform,
in welcher man gewéhnlich die Resultate der Auszidhlung homograder
Gesamtheiten darstellt, die relative Haufigkeit (bzw. das 100fache
oder 1000fache von ihr) der verschiedenen Merkmale und Merkmals-
gruppen in ihr ist. So berechnen wir z. B. die relative Haufigkeit der
Personen, die im arbeitsfdhigen Alter stehen (ein Merkmal), der arbeits-
fahigen Ménner (Kombination zweier Merkmale), der arbeitsfihigen
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deutschen Manner (Kombination dreier Merkmale) usw. Unser letztes
Ziel besteht hierbei entweder darin, nur die Gliederung eben der gegebenen
konkreten Gesamtheit zu erfassen, oder aber (und dieses diirfte der
héufigere Fall sein) darin, auf Grund der relativen Héaufigkeiten, die eine
gewisse Gesamtheit aufweist, zu den uns unmittelbar nicht gegebenen
und daher gewthnlich ganz unbekannten relativen Hiufigkeiten in einer
verwandten Gesamtheit hoherer Ordnung vorzudringen. Gegeben
sei z. B. die relative Haufigkeit der Knabengeburten unter allen Geburten,
die eine Gruppe ,,nordischer’‘ Ehepaare im Laufe eines Jahres aufzuweisen
hat. Gefragt wird nach der relativen Héiufigkeit aller ,,nordischen®
Knabengeburten desselben Jahres (Gesamtheit héherer Ordnung) oder
solcher Geburten in einer lingeren Reihe von Jahren (Gesamtheit nichst-
héherer Ordnung). Ein anderes Beispiel: gegeben sei die relative Haufig-
keit der lebenden Knabengeburten aller weien Rassen fiir eine Reihe
von Jahren. Diese Geburten sind das Resultat einer etwa 9monatigen
Entwicklung nur eines Teiles der ,,Zigoten* (mit diesem Namen bezeichnet
man bekanntlich das Vereinigungsprodukt der bei der Befruchtung
beteiligten méinnlichen und weiblichen ,,Gameten.l) Die ibrigen ,,Zi-
goten‘‘ sind noch vor der Geburt durch Abortus u. dgl. zugrunde gegangen.
Nimmt man an, daf das Geschlecht bereits bei der Entstehung der ,,Zi-
gote® bestimmt wird, so kann die Frage aufgeworfen werden nach der
relativen Héaufigkeit der mé#nnlichen ,,Zigoten unter allen ,,Zigoten*
der weiBlen Rassen (verwandte Gesamtheit hoherer Ordnung). Die Be-
antwortung dieser Frage konnte eventuell auch praktisches Interesse fiir
den Bevolkerungspolitiker und Hygieniker beanspruchen, denn es
ist ziemlich wahrscheinlich, daB zur Zeit die Sterblichkeit der méinn-
lichen Zigoten gréBer als diejenige der weiblichen ist. Sollten schon die
,,Gameten“ des Mannes das Geschlecht des Kindes bestimmen, so
kénnte man ferner nach der relativen Héufigkeit der ménnlichen ,,Ga-
meten® fragen, von denen nur ein verschwindend kleiner Teil wirklich zur
Befruchtung kommt (verwandte Gesamtheit nichsthoherer Ordnung). Da
ferner jede menschliche ,,Gamete* ihrerseits 48 (oder 47) ,,Chromosomen‘‘
enthilt, die bei den Erblichkeitsvorgingen eine grofie Rolle spielen, so
wire es im Prinzip denkbar, auch nach der relativen Haufigkeit derselben
im Zusammenhange mit der Geschlechtsbestimmung zu fragen usw.

An Stelle des ungeschickten Ausdruckes ,relative Haufig-
keit eines Merkmals in einer Gesamtheit héherer Ordnung
als die gegebene setzen wir nun den Ausdruck: ,statistische
Wahrscheinlichkeit des Merkmals®. Wir werden uns im Laufe der
weiteren Ausfiihrungen iiberzeugen konnen, dafl diese Definition bereits
ausreichend ist, um alle formal mathematischen Theoreme der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf ihr aufzubauen. Wir schreiben ,,formal
mathematische, um anzudeuten, daB es von diesen Theoremen einen
unmittelbaren Ubergang zur konkreten Tatsachenwelt noch nicht gibt,

1 Vgl. W.Johannsen: FElemente der exakten Erblichkeitslehre ete.,
S. 163, 414.
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denn nach unserem Dafiirhalten kann das sogenannte ,,Gesetz der groBen
Zahlen® allein mit Hilfe mathematischer ,,tauntologischer Umformungen*
nicht bewiesen werden. Um diesen Ubergang zur Tatsachenwelt zu
schaffen, miissen gewisse zusitzliche Annahmen eingefithrt werden, die
nicht mathematischer, sondern empirischer Natur sind und darin bestehen
kénnen, daBl man sich die betreffende Gesamtheit héherer Ordnung als
ein ,statistisches Kollektiv“ denkt. Unter einem ,,statistischen
Kollektiv® verstehe ich — in gewisser Anlehnung an Mises — eine solche
»gut durchmischte® Gesamtheit, aus welcher die gegebene Gesamtheit
auf dem Wege einer ,,blinden Auswahl‘‘ etwa nach dem Muster von Kugel-
ziehungen aus einer geschlossenen Urne entstanden sein kénnte. Unsere
,statistischen Kollektive“ bilden also nur einen Sonderfall unter den
statistischen Gesamtheiten, und sie kénnen, wie diese, ein objektives
Dasgein fiihren, durch bloBe Willkiir des Forschers gebildet werden, oder
sogar rein gedankliche Konstruktionen darstellen; ferner kénnen sie,
ebenfalls wie die Gesamtheiten iiberhaupt, entweder Bestandmassen
sein, die zu einem gewissen Zeitpunkte wirklich in ihrem ganzen Umfange
existieren, oder aber Ereignismassen, deren FElemente nur allmihlich
im Laufe der Beobachtung entstehen und nicht alle gleichzeitig in Er-
scheinung treten. Der Begriff des statistischen Kollektivs wird weiter
unten im § 8 dieses Kapitels susfiihrlich behandelt.

Der Umfang einer Gesamtheit, bzw. eines statistischen Kollektivs,
wird durch die Zahl der in ihm enthaltenen Elemente (Einheiten) ge-
messen. Ist dieser Umfang N und M die Zahl der ein bestimmtes Merkmal

besitzenden Elemente in der Gesamtheit, so bedeutet derselbe Quotien: k%—

entweder die relative Héaufigkeit oder die statistische Wahrscheinlichkeit
des Merkmals — je nachdem, ob wir den Quotienten auf die unmittelbar
gegebene Gesamtheit beziehen oder auf eine Gesamtheit niederer Ordnung.

In letzterem Falle bezeichnet man —11% gewdhnlich durch den Buchstaben p.

Es leuchtet ohne weiteres ein, dafl %{ nicht kleiner als 0 und nicht gréer

als 1 sein kann, denn M ist immer kleiner als oder héchstens gleich N,
Mathematisch wird das folgendermafilen ausgedriickt:

M
0< 7 <1

Die mathematische Handhabung des Quotienten %1— wird durch den

»Additionssatz und den ,,Multiplikationssatz® bedeutend erleichtert.

2. Zwei Hilfssiitze iiber die Addition und die Multiplikation
der Hiufigkeiten (bzw. statistischen Wahrscheinlichkeiten).

Satz I. (Additionssatz.) Die relative Haufigkeit einer Gruppe von
Elementen in einer Gesamtheit, die eines von zwei oder mehreren
einander ausschlieBenden Merkmalen besitzen, ist gleich der Summe der
relativen Haufigkeiten dieser Merkmale.
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So formuliert, bedarf der Satz kaum eines Beweises. Die statistische
Gesamtheit bestehe z. B, aus N Elementen, von denen M; das Merkmal
A, M, das Merkmal B, M, das Merkmal C, M, das Merkmal D usw.
aufweisen. Die Merkmale schlieBen einander aus, so daf ein Element
zu gleicher Zeit nicht zwei oder drei solcher Merkmale besitzen kann.
Die relative Héaufigkeit jener Gruppe der Elemente, die entweder das
Merkmal A, oder das Merkmal B, oder das Merkmal C besitzen, ist
dann offenbar gleich

M+ M.+ My, M, M, M,
— 5 % t w7 tm>

wobei die einzelnen Briiche der rechten Seite eben die relativen Haufig-
keiten der Merkmale A, B und C darstellen. Der Satz 148t sich offenbar
auf eine beliebige Anzahl von Merkmalen verallgemeinern.

Satz 1I. (Multiplikationssatz.) Die relative Haufigkeit des gleich-
zeitigen Auftretens zweier oder mehrerer Merkmale an einem Element
in einer statistischen Gesamtheit ist gleich dem Produkte der relativen
Hiufigkeit eines von diesen Merkmalen mit den bedingten relativen
Haufigkeiten, die dann den iibrigen Merkmalen zukommen.

Die statistische Gesamtheit bestehe wiederum aus N Elementen,
von denen nur M, Elemente das Merkmal 4 aufweisen. Unter diesen M,
Elementen besitzen nur m, das Merkmal B, und unter den letzteren
wiederum nur m; das Merkmal C. Gefragt wird nach der relativen Haufig-
keit jener Elemente, die gleichzeitig die Merkmale 4, B und C aufweisen.

Diese Haufigkeit ist offenbar gleich l”Ni Letzterer Quotient kann jedoch

wie folgt transformiert werden:
my My my  my
_ NN M, my
Die linke Seite der Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der rechten
durch Wegkiirzen der Faktoren M, und m,. Nun bedeutet der Quotient —];ITI
die relative Haufigkeit des Merkmals 4 in der Gesamtheit, und der Quo-

—Zi ebenfalls eine relative Haufigkeit — diejenige des Merkmals B,

aber nu.rlin jenem Teile der Gesamtheit, welcher solche Elemente enthélt,
die gleichzeitig auch das Merkmal A besitzen. Dieser Teil wiirde sich
offenbar dadurch ergeben, daf man aus der Gesamtheit alle Elemente
ohne A4, d. h. alle ,,Nicht-4%, entfernt. Es ist ferner klar, daB3 der Quo-

tient %"— die relative Haufigkeit des Merkmals C in jenem noch kleineren

Umkreige der Elemente darstellt, die gleichzeitig die Merkmale 4 und B
aufweisen und die den Umfang der Gesamtheit nach der Entfernung aller
Elemente ohne 4 und ohne B bilden. Die relativen Hiufigkeiten

%’—‘— und —;f:i nennt man deshalb bedingte relative Héaufigkeiten,

und in bezuzg auf eine Gesamtheit niederer Ordnung heiflen sie bedingte

tient
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statistische Wahrscheinlichkeiten. Bezeichnet man jetzt %

durch p’,, so kann -2, d. h. die bedingte relative Hiufigkeit von B unter
der Voraussetzung, d&B alle ,Nicht-4“ entfernt worden sind, durch
Py dargestellt werden. Desgleichen bedeutet dann p’y, , 5, den Quo-
tienten 2, d. h. die bedingte relative Héufigkeit von C unter der Voraus-
setzung, daB alle ,Nicht-4‘ und ,,Nlcht B beseitigt worden sind;
schlieBlich schreiben wir noch p’ , , , fiir T’ und der Inhalt des Satzes II
erhélt dann folgenden mathematischen Ausdruck:
Papo =047 5y -Pousy

Da man die Merkmale 4, B und C beliebig anordnen kann, so ist es ohne
weiteres klar, dafl auch die folgenden Beziehungen zu Recht bestehen:

D age="04-7 o) v B(40)?
’ ! .
P 43¢ :pB'pA(B)'pC’(AB) zpB‘pO(B)‘pA(BC)’

P ape="0¢- pA(C’) pB(AO)‘"pO pB(C) pA(BC)

Selbstverstdndlich werden in jeder von diesen Formeln andere Werte
fiir M,, m, und m4 auftreten.

Es ist ferner auch leicht ersichtlich, dafl Satz II auf eine beliebige
Anzahl von Merkmalen erweitert werden kann.

Der héchst elementare Sinn dieser mathematischen Symbole wird
vielleicht verstindlicher werden, wenn man folgendes kleine Beispiel
betrachtet. Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange 100, die die
Bevélkerung einer Gemeinde darstellt. Die Gliederung derselben sei aus
folgender Tabelle ersichtlich.

Deutsche Nichtdeutsche Insgesamt
vou- | Nieht |z, | vou. Ni“ﬁ‘t Zu- | Vol Ni“ﬁ“ Zu-
jihrig jzﬁlrli-g sammen| jihrig j;lon"i.g sammen| jihrig j;lﬁri-g sammen
Ménnlich . ... 15 13 28 14 2 16 29 15 44
Weiblich .. ... 10 17 27 9 20 29 19 37 56
Zusammen ... | 25 ‘ 30 1 55 | 23 | 22 ’ 45 | 48 | 52 1 100

Es bedeute nun 4 das Merkmal ,,deutsch’‘, B das Merkmal ,,voll-
jahrig® und C das Merkmal ,,ménnlich®. Dann erhalten unsere Symbole
folgende Zahlenwerte:

? 4poc= 7 00, (15 ist die Zahl der deutschen volljihrigen Méinner);

, 55 , 48 , 44

Pa=700° PB=7100° Poc=T100°
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., _2. , 28 ., _ 2 ., _ 20
Pan=g8’ Pao=ww Pro~%° PrOT 44’
;28 ., 29
Pey=55° Pow =8

.. 16, 15
Pamey=739° PBuoy= 9y’ c4B) = 95°

Und fiir p’, 5, ergeben sich folgende 6 Gleichungen, die alle zum

15 -
selben Resultat: p’, p, = 00 fithren.

, ' , 56 25 15 15
PaBc=P4aPByPows ™ 100 55 95 _ 100°
/ ’ , 556 28 15 15
=P4PcwwPBU40O= 100 55 28 — 100’

’ B , 48 25 15 16
=PePa®;Pcun™ 100 48 25 — 100’

B B B 48 29 15 15
=PpPowmPamey™ 100 48 29 ~ 100’

r ’ 44 28 15 15
=PcPao?Buoy™ 700 44 28 ~ 100’
) ’ 44 29 15 15
=PoPB)yPamoy™ 100 44 39 — 100

Ein interessanter Sonderfall entsteht, wenn der Quotlent glelch

wird, d. h. der relativen Héufigkeit des Merkmals B in der ga.nzen Gesa,mt-
heit vom Umfange N, und ebenso der Quotient 2 glelch %, d. h. der

relativen Héaufigkeit des Merkmals C in dersz,elbena Gesamthelt Das be-
deutet, daf in diesem Falle die relative Haufigkeit von B ganz dieselbe
bleibt, ob nun das Merkmal A im Elemente vorhanden ist oder nicht,
und desgleichen auch die relative Hiufigkeit von C' in bezug auf das
Vorhandensein von 4 und B; wir erhalten dann einfach:
m M, M, M
N N N =PaVsPe
Denkt man sich die Gesamtheit als eine Gesamtheit héherer Ordnung
und stellt sich vor, daf iiberhaupt alle bedingten Wahrscheinlichkeiten
gleich den einfachen statistischen Wahrscheinlichkeiten der Merkmale
sind, und durch das Vorhanden- oder Nichtvorhandensein der iibrigen
Merkmale nicht beeinfluit werden, so kann man bei den Quotienten p’
die Akzente weglassen und erhilt die folgenden Beziehungen:

Paw = Paey= Paso) =Pa
Pg) = Ppc)™ PBo) = Ppm
Poy = Powy= Poun = Po»

Papc = P4 PpPg5
Anderson, Statistik. 3



34 I. XKap. Elemente der statistischen Wahrscheinlichkeitsrechnung.

und, ferner, wenn man die statistischen Wahrscheinlichkeiten des gemein-
samen Auftretens der Merkmale 4 und B, 4 und C, B und C bzw. mit

P4 p> Pac» Ppo bezeichnet:

Pap=P4Pp Psoc~P4Pe Ppc=PpPo-

In diesem Falle nennt man die Merkmale A, B und C ,,voneinander
stochastisch unabhéngig”. Dieser Begriff spielt eine grofie Rolle
in der Korrelationstheorie. Er kann ebenfalls, wie leicht ersichtlich, auf
eine beliebige Anzahl von Merkmalen iibertragen werden.

3. Der Binomialsatz.

Gegeben sei wiederum eine Gesamtheit von N Elementen, von denen
nur M ein bestimmtes Merkmal 4 besitzen. Betrachten wir die relative
Hiufigkeit dieses Merkmals in einer ,,Stichprobe” von n Elementen,
die gleichzeitig oder eines nach dem anderen aus der Gesamtheit auf
beliebige Art entnommen werden. Diese Stichprobe bildet eine neue
Gesamtheit, gegeniiber welcher die friihere offenbar zu einer Gesamtheit

héherer Ordnung vorriickt, so dafl der Quotient ilkv[— bereits den Charakter

einer statistischen Wahrscheinlichkeit erhilt und mit p bezeichnet werden
kann. Nehmen wir an, daB in unserer Stichprobe m Elemente das Merkmal

A aufweisen, so da der Quotient % die relative Héiufigkeit des Merk-
mals 4 ergibt. Gefragt wird zunichst nach dem maximalen Betrage des
Fehlers, den wir begehen kénnten, wenn erla:,b_ einfach gleich —]l'é annehmen

wollten, d. h. nach der maximalen absoluten Gréfe d der Differenz
m M

n N
Wir setzen: N —n = b und M — m = a. Da b die Anzahl der in der
Gesamtheit noch verbliebenen Elemente bedeutet, so ist offensichtlich,
daB a, die Anzahl derjenigen Elemente unter den letzteren, die das Merk-
mal 4 besitzen, nicht grofer als b sein kann:

a<b.
Es ist nun
_@__JE_M——a_ﬂ_bM——a,N__ b (lll__i) (1)
m N ©N—b N (N—pN N—b\N b/

Da sowohl %L als auch % positiv und echte Briiche sind, so ist ihre

Differenz, absolut genommen, jedenfalls kleiner als 1 (es ist, da » < N,
unmdoglich, daBl gleichzeitig M = N und & = 0, oder M == 0 und a = b);
folglich ist:
de b
<v=%
Solange b im Verhéltnis zu N klein ist, also # nahe an N herankommt,
d. h. solange die Stichprobe die groBie Mehrzahl aller Elemente der Gesamt-
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heit enthilt, ergeben sich aus dieser Ungleichung sehr enge Grenzen fiir
den maximalen absoluten Betrag des Fehlers, den wir bei Gleichsetzung von

% mit %[— begehen kénnen. Aber bei groBiem b und, folglich, beikleinem n

im Verhiltnis zu N verliert die Formel jeglichen Wert. Ist z. B. » kleiner
als M und als N — M, so kann man, je nach der Anordnung der Stich-

probenentnahme, fiir % alle Werte von 1 bis 0 erhalten, und zwar ganz

unabhingig davon, welchen Wert % tatsichlich aufweist. Nur wenn man

die Stichprobenentnahme so organisieren kann, da3 % nahe bei _£1V£ liegt,

wird Formel (1) enge Fehlergrenzen ergeben, denn aus %l,— = %— folgt auch
%: % Dies wird z. B. dann der Fall sein, wenn die Gesamtheit
héherer Ordnung gut durchmischt ist, so daBl in allen ihren Teilen die
Hiufigkeit des Vorkommens des Merkmals 4 ungeféhr die gleiche ist,
d. h. mit anderen Worten: wenn die Gesamtheit als statistisches Kollektiv
angesehen werden darf. Das Vorhandensein eines derartigen Kollektivs
oder die Moglichkeit, sich ein solches zu konstruieren, ist eine quaestio
facti, die durch keine Transformation von noch so komplizierten mathe-
matischen Formeln herbeigefiihrt werden kann. Die Hilfe der Mathematik
ist aber bereits beim nichsten Schritte des Forschers wieder mdglich.
Es wird vorausgesetzt, die Gesamtheit vom Umfange N sei ein Kollektiv,
aus welchem sachgemifB n Elemente entnommen worden seien, und es

wird gefragt: Wie weit kann sich nun % von % entfernen, und was noch

wichtiger ist, bei einer wie groen Differenz zwischen % und —%[L ist man

gezwungen, die Hypothese, die Gesamtheit sei ein statistisches Kollektiv,
als nicht plausibel zu verwerfen ? Diese Fragen fithren uns zum Binomial-
satz und iiber diesen hinweg zum beriihmten Exponentialsatz, der mit
den Namen Bernoulli, De Moivre und Laplace verbunden ist.

Es ist immer vorteilhaft, bei lingerem mathematischen Berechnungen,
denen der Laie nur mit ziemlicher Anstrengung folgen kann, gleich von
vornherein anzugeben, was das Ziel ist, zu welchem man den Leser durch
den mathematischen Formelwald fithren will. Unser néchster Weg fiihrt
nun iiber die folgenden Etappen. Zun#chst wollen wir feststellen, wie in
jener neuen Gesamtheit, die alle iiberhaupt mdglichen Resultate der
Ziehung von n Elementen aus einer gegebenen Gesamtheit vom Um-
fange N enthilt, die relativen Hiufigkeiten der Resultate: # mal 4,
(n—1) mal 4, (n—2) mal 4 usw. sich ergeben. Gegeniiber den Resultaten
der tatsichlich vorgenommenen Ziehungen erhalten die letzteren ja den
Charakter von statistischen Wahrscheinlichkeiten. Ferner werden wir

untersuchen, ob man hier nicht solche Grenzen fiir die Abweichung
%— % angeben kann, innerhalb welcher sich die grofite Mehrzahl aller

méglichen Ergebnisse befinden wird, so dafl die totale relative Haufigkeit
3%
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einer noch groferen Abweichung sehr gering wird. Bis zu dieser Stelle
ist es moglich, allein mit den Begriffen ,,statistische Gesamtheit* und
,relative Haufigkeit* auszukommen, d. h. auf dem Boden rein mathemati-
scher ,tautologischer Umformungen® zu bleiben. Der nichste Schritt
wird uns jedoch wieder in den Bereich der Empirie zuriickbringen. Wir
werden nidmlich das sogenannte Cournotsche Lemma einfiilhren und
uns auf die Erfahrungstatsache berufen, dafl bei Gesamtheiten, die
den Charakter von statistischen Kollektiven besitzen, Elemente, die
geringe relative Hiufigkeiten aufweisen, nur sehr selten beobachtet
werden. Und hieraus werden wir den Schluf ziehen, daB, folglich, grole

Abweichungen % — —Jg— bei statistischen Kollektiven ebenfalls blof selten

anzutreffen sein werden. Das wire der wesentliche Inhalt der Cournot-
schen Formulierung des sogenannten ,,Gesetzes der groSen Zahlen®.

Die jetzt folgenden mathematischen Ausfithrungen sind recht kompli-
ziert und ermiidend ; da sie aber fiir das Verstdndnis der weiteren Kapitel
dieses Buches notwendig sind, bitten wir den Leser, sie nicht ganz zu
iiberschlagen, sondern wenigstens aufmerksam durchzusehen. Um ihnen
genau folgen zu kénnen, ist tbrigens die Kenntnis der héheren Mathematik
nicht erforderlich.

Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange N, bei welcher M Elemente
das Merkmal A und die iibrigen N — M Elemente das Merkmal B be-
sitzen. A und B schlieBen sich gegenseitig aus, etwa wie ,,ménnlich® und
,»weiblich®“ oder ,,schwarz“ und ,,weiB*“. Wir entnehmen jetzt — auf
beliebige Art -— zwei Elemente aus dieser Gesamtheit. Das Resultat kann
offenbar nur die folgenden 4 Kombinationen! ergeben: 1. zuerst Merk-
mal 4 und darauf nochmals Merkmal 4, 2. zuerst Merkmal 4 und darauf
Merkmal B, 3. zuerst Merkmal B und darauf Merkmal 4, und schliefllich
4. zuerst Merkmal B und dann nochmals Merkmal B. Symbolisch kénnen
wir diese 4 Kombinationen wie folgt hinschreiben:

AA, AB, BA, BB.

Falls aber fiir uns die Reihenfolge der entnommenen Elemente irre-
levant ist, so brauchen wir nur 3 Falle zu unterscheiden:

2mal 4, 1mal A und 1mal B, 2mal B.

Wenn wir uns nun vorstellen, daf§ die Ziehung zu je 2 Elementen so
lange fortgesetzt wird, als es itberhaupt mdoglich ist, d. h. bis zur vélligen
Ausschépfung der Gesamtheit, so kann auch die folgende Frage aufge-
worfen werden: Wie stellt sich die relative Haufigkeit der Ergebnisse
AA, ABund BB in der Gesamtheit aller gezogenen Paare ¢ (Die letzteren

1 Mathematisch korrekt wire hier ,,Komplexionen‘* zu sagen, doch gehdort
die Kombinationslehre zu den am wenigsten beliebten Abschnitten der
Schulalgebra, und wir gebrauchen daher durchwegs den weniger ,,schreck-
lichen* Ausdruck ,,Kombination®, der aber nicht mit dem gleichnamigen
technischen Ausdruck, welcher in jener Lehre gebriuchlich ist, verwechselt
werden darf.
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bilden nidmlich eine neue Gesamtheit vom Umfange %, wenn N gerade
N—1
2
noch einen Schritt weitergehen und darnach fragen, welche Werte diese
relativen Héufigkeiten fiir die Gesamtheit aller iiberhaupt moglichen
Paarungen der Elemente annehmen wiirden, einen Teil von welchen
die tatsichlich vorgekommenen Paare ausmachen. In diesem Falle ist
der Umfang der neuen Gesamtheit ein viel gréBerer, denn jedes der
N Elemente kann zum ersten Male gezogen werden und jedes der iibrigen
N — 1 Elemente kann ihm als zweites folgen. Die Gesamtheit der mog-
lichen Paarungen ergibt sich also gleich N (N —1). Nur diese zweite
Fragestellung wird uns hier im weiteren interessieren, da sie offenbar

von den Zufélligkeiten der tatsdchlich erfolgten %T— bzw. N; 1 Ziehungen

nicht abhéingt und daher eine objektivere Antwort auf die gestellte Frage
zuldBt. AuBerdem nimmt letztere Gesamtheit gegeniiber der vor-
genannten die Stellung einer Gesamtheit noch héherer Ordnung ein,
deren Héufigkeiten fiir diese bereits zu statistischen Wahrscheinlich-
keiten vorriicken.

Unsere erste Frage ist: Wie viele unter den moglichen N (N —1)
Paarungen werden nun die Kombination 44 ergeben ? Da M die Anzahl
der Elemente mit dem Merkmal 4 ist und jedes von diesen M sich mit den
ibrigen M — 1 kombinieren kann, so ist die Anzahl der Paare vom
Typus AA offenbar gleich M (M — 1); ihre relative Haufigkeit ist also
durch den Quotienten

ist, und vom Umfange

bei ungeradem N.) Wir kdnnen aber auch

M(M—1)
N((N—1)

gegeben. Es ist zu beachten, dafl der Quotient % die relative Haufigkeit
des Merkmals 4 darstellt, wihrend —%—Zﬁll
der Voraussetzung bedeutet, dafl dieses Merkmal bereits zum ersten Male
erschienen und ausgesondert ist, d. h. seine bedingte relative Haufigkeit.
Wir ersehen hieraus, daB der Multiplikationssatz des vorhergehenden
Paragraphen auf den vorliegenden Fall ebenfalls angewandt werden kann.
Da man aber hier auch ohne ihn auskommen kann und da anderseits seine
Einfithrung gewisse zuséitzliche Komplikationen bedingt, so lassen wir
ibn vorldufig beiseite.

Die Kombination A mit B kann, wie wir bereits bemerkt haben, auf
zweierlei Weise entstehen: entweder man entnimmt der Gesamtheit
zuerst 4 und darauf B, was M (N — M) verschiedene Paare ergeben
kann, oder man zieht zuerst B und darauf 4, was wiederum (N — M) M
verschiedene Paarungen bewirkt. Somit ist, nach dem Additionssatz
des vorhergehenden Paragraphen, die relative Hiufigkeit des Falles
,,Jmal 4 und 1mal B gleich dem Quotienten

MN—M)+(N—M)M _ 2M(N— M)
NE—1I) TTENE—1)

seine relative Haufigkeit in
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Die relative Haufigkeit des Resultates ,keinmal 4 und 2mal B ist
offenbar gleich
(N— M) (N—M—1)
N —1)
Die Summe der 3 relativen Héufigkeiten:
MR- | 2ME—M)  (N—M)(N—M—1)
NN —1) NHN—1 ¥ (N —1)
ergibt, wie es auch sein muB,
N{HN—1)
N(HN—1)
Somit ist keine mogliche Kombination iibersehen und auch keine doppelt
gezdhlt worden.

Betrachten wir jetzt den Fall von 3 gleichzeitigen Ziehungen aus
der Gesamtheit. Jedes der N Elemente, die als erste entnommen werden
konnen, kann sich mit jedem der iibrigen N — 1, als zweitem, kombinieren,
und jedem der so erhaltenen N (N — 1) Paare kann wiederum jedes der
noch iibrigen (N — 2) Elemente folgen. Somit ist die Anzahl der mog-
lichen Gruppen zu 3 Elementen gleich

N (N —1) (N —2).
Die Anzahl der moglichen Gruppen vom Typus 444 ist, wie leicht

ersichtlich, gleich M (M — 1) (M — 2); ihre relative Héaufigkeit betrigt
also

1.

M(M—1) (M—2)
N(N—1)(N—2) °
Die Gruppierung ,2mal 4 und 1mal B kann bereits auf drei ver-
schiedene Arten entstehen, die man symbolisch so darstellen kann:

AAB, ABA, BAA.

Die Anzahl der méglichen Gruppen der ersten Artist M (M — 1) (N — M),
die der zweiten: M (N — M) (M — 1), und die der dritten: (N — M) M
(M —1). Die totale relative Héufigkeit der betrachteten Gruppierung
ergibt sich also, nach dem Additionssatz, aus dem folgenden Ausdruck:
M(M—1) (N—M) + M(N—M) (M —1)+ (N— M) M(M—1) _

NN —1)(N—2) =

M (M —1) (N — M)
NEN=1)(WN—2) °
Desgleichen erhalten wir fiir die relative Héufigkeit der Gruppierung
»1mal A und 2mal B den Wert

M(N—M) (N— M —1)
N —L)(Z—2)

und fiir ,,keinmal A und 3mal B*“ den Wert:

(N—M)(N—M—1)(N—M—2)
N(N—1)(N—2) :

=3

3
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Auch hier ergibt die Summe der relativen Hiufigkeiten der 4 méglichen
Gruppierungen genau den Wert 1.

Desgleichen erhalten wir fiir den Fall von 4 Zichungen die folgenden
Resultate:

Fiir die Gruppierung ,,4mal 4 und keinmal B“ die relative Hiufigkeit

M(M—1)(M—2)(M—3)
FNAN—)(N—2)(N—3) °

Fiir die Gruppierung ,,3mal 4 und 1 mal B, die sich aus den 4 Kom-

binationen

AAAB, AABA, ABAA, BAAA
ergeben kann, die relative Haufigkeit:

M(M—1)(M—2)(N—M) |

tyEm—nyw—2@—3

Fiir die Gruppierung ,,2mal 4 und 2mal B“, die sich aus 6 verschiedenen
Kombinationen ergibt,

AABB, ABAB, ABBA, BBAA, BABA, BAAB,
die relative Haufigkeit:
M(M—1)(N—M)(N—M—1)
NN—1)(N—2)(N—3) ’
Fir die Gruppierung ,,1mal 4 und 3mal B“, wiederum mit den 4 Kom-
binationen

6

‘ BBBA, BBAB, BABB, ABBB,

die relative Haufigkeit:

M(N—M)(N—M—1)(N—M—2)
N(N—1)(N—2)(N—3) ’

und schlieBlich fiir , keinmal 4 und 4mal B* die relative Hiufigkeit :

(N—M)(N—M—1)(N—M—2)(N—H—3)
N(N—1)(N—2)(N—23)

Die Summe aller 5 relativen Héaufigkeiten ergibt wiederum genau 1.

Im allgemeinen Falle, bei n Elementen, die der Gesamtheit ent-
nommen werden, wiirden sich folgende relative Hiufigkeiten ergeben:
MM—-1)(M—2)....(M—n+1)

NN -1)(WN—2)....(N—n+1) °’

fiir ,,(n — 1)mal 4 und 1mal B*:
n MM—1)(M—2).... (M—n+2)(N—M)
1 NN—1)(N—-2)....(N—n+1) ?

fir ,,(n —2)mal A und 2mal B“:
nm—1) MM—1)(M—2) ... (M—n+3)(N—M)(N—M—1)
1.2 NN —=1)(N—2)....(N—n+1) ’

usw.

4

fiir ,,»mal A und keinmal B*:
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Es liBt sich unschwer nachrechnen, dafl die Gruppierung ,;mmal A
und (n — m)mal B folgende relative Hiufigkeit besitzen muB:
n{n—1)(n—2).... (m+2)(m +1)
1.2.3....n—m—1)(n—m)
MM—1)(M—2)....(M—m + 1) (N— M) (N—M—1) x

XN—M—2)....(N—M—n+m+1)
NN—1)(N—2)....(N—a+1) :
Diese schwerfalligen Formeln konnen durch eine angemessene Symbolik
bedeutend vereinfacht werden. Zunichst ersehen wir, daBl die Koeffi-
zienten

X

X

n nn—1) nn—1)n—2)....(m+2)(m+ 1)

710 1.2 T 1,23, (n—m—1) (n—m)
(ebenso wie friiher die Koeffizienten 1,2,1; 1,3,3,1; 1,4, 6,4, 1; usw.),
welche die Anzahl von Arten angeben, auf die % ,,Ziehungen* in mmaliges
Eintreffen von 4 und (n — m)maliges Ausbleiben von 4 (und Eintreffen
von B) eingeteilt werden k6nnen, eigentlich die Koeffizienten des Newton -
schen Binomialsatzes darstellen und folglich auf die iibliche Art durch die

Symbole (B (1) (&) ()

ersetzt werden kénnen. Die Produkte M (M —1) (M —2)....(M —m + 1),
N—MN—M—1)N—M—2)....( N— M —n-+m-+1) und
NHN—1)(N—2)....(N—n-+1) sind, wie sich aus dem Vergleich
mit den Formeln der Kombinatorik sofort ergibt, eigentlich Zahlen der
»Variationen ohne Wiederholung und werden gewdhnlich durch die
Symbole

Vi VA% ud VY

wiedergegeben. Somit ergeben sich im allgemeinen Fall von # Einheiten
in der Stichprobe folgende relative Haufigkeiten fiir die Resultate ,,»mal 4
und keinmal B, ,,(»—1)malA4 und lmal B, ,(n—2)mal 4 und
2mal B, .... ,,mmal 4 und (n—m)mal B, .... ,keinmal 4 und
nmal B“:

(3)1“4 (?) Var - Vi-m (g) Vir o Ve
p— :

(nﬁm)ﬁ%ﬁ (w) Vﬁ;” S @

Diese Reihe gehort zur Klasse der sog. ,hypergeometrischen Reihen*’
— ein Ausdruck, der jetzt besonders hiufig in der englischen statisti-
schen Fachliteratur vorkommt und den man sich deshalb merken sollte.

Denkt man wiederum an den binomischen Lehrsatz, so kann man die
Reihe (2) symbolisch, wie es auch sonst in der Mathematik iiblich ist,
als eine Reihe darstellen, die aus der Entwicklung des Binoms
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—— (VM+VN_M)” e e e e e N &))

entsteht. Diese ergibt ja in der Tat sofort die Reihe (2), wenn man nur
verabredet, statt (VM)": einfach Vfu und statt (Vy_,,) einfach V%, zu
schreiben. Man darf aber hierbei niemals auBer acht lassen, da Formel (3)
nur einen symbolischen Charakter besitzt und dazu dient, einen kiirzeren
und ibersichtlicheren Ausdruck fiir (2) zu erhalten. Aus ihr kann z. B.
keinesfalls gefolgert werden, daB etwa

(Vi)' gleich V% oder (V5)® gleich V3,
sein werde.

Bedeutend leichtere und durchsichtigere Formeln erhalten wir, wenn wir
den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen modifizieren und annehmen,
daf bei der Aussonderung der Stichprobe jedes Element nach Kenntnis-
nahme seines Merkmals, ob 4 oder B, wieder in die urspriingliche Gesamt-
heit zuriickkehrt. Man denkt hierbei an Ziehungen von verschieden-
farbenen Kugeln aus einer Urne und nimmt etwa an, daB jede Kugel
nach der Ziehung sofort zuriickgelegt und die Urne hierauf griindlich
durchgeschiittelt wird. In der Praxis des Statistikers kommt selbst-
verstdndlich derartiges nie vor, doch treffen wir auch hier nicht selten
guf solche Vorginge, die an obiges Urnenexperiment erinnern. Denken
wir zunichst an den Fall, wo die ,,gezogenen‘ Elemente durch einen ge-
wissen Mechanismus ungefihr in derselben Proportion wieder ersetzt
werden, wie etwa die roten und weiBlen Blutkdrperchen in jedem lebens-
fihigen Organismus; denken wir ferner an die allmihliche Erneuerung
der menschlichen Gesellschaft, bei welcher an Stelle der Gestorbenen
beiderlei Geschlechts Neugeborene etwa in derselben Geschlechtspropor-
tion treten; denken wir schlieBlich an jene Gesamtheiten, wo die Anzahl
der Elemente im Vergleich zu der Zahl der bei der Stichprobe erschienenen

so groB ist, daB sogar der Unterschied zwischen —Jl\g« und _::' gar nicht

ins Gewicht fillt und ruhig vernachlissigt werden kann. Es ist nimlich
M M—n Nn—Mn N—M =n

M—
N

d=y—F—p= NN—==) N N—=n"
Da &ﬁ% ein echter Bruch ist, so wird man auch immer
n
d< N—mn

haben. Ist z. B. n = 100 und N = 10 000 000, so betriigt der Fehler d
bereits weniger als 0,00001. Wie dem auch sei, das Schema ,,mit Zuriick-
legen der Kugel“ gestattet eine betrichtliche Vereinfachung obiger
Binomialformel (3) und hat daher, trotz seiner begrenzteren Anwendungs-
moglichkeiten in der praktischen Statistik, das hauptsichliche Interesse
der Theoretiker auf sich gezogen.

Wenn der Gesamtheit vom Umfange N 2 Elemente ,mit Zuriick-
legen* entnommen werden, so sind im ganzen N . N = N2 verschiedene
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Paarungen denkbar, unter denen die Kombination 44 offenbar M2mal,
die Kombination AB oder BA offenbar 2 M (N — M)mal und schlieB-
lich die Kombination BB (N — M)*mal vorkommen wird. Die
relativen Hiufigkeiten dieser 3 Fille sind also beziehungsweise

2 — -—
—lllg—z, 2 M(lgvz ) una & NzM Y. Ihre Summe ergibt, wie es auch
2
sein muf, % =1.
Bezeichnet man die relative Héaufigkeit % mit p’ und die relative
Haufigkeit ¥ ; M mit ¢', wobei, wie leicht ersichtlich ist, die Beziehungen
bestehen:

P4+¢d=1und ¢d=1—p, . . ... .. 4)
80 lassen sich obige relative Haufigkeiten auch in folgender einfacher
Gestalt schreiben:
% 29'q, ¢
Fir den Fall einer gleichzeitigen Entnahme von 3 Elementen erhalten
wir auf dieselbe Weise die relativen H#ufigkeiten

pls’ 32)’2 ql, 32,' qlz, q,3;
und fiir den Fall der Ziehung von = Elementen ,mit Zuriicklegen*
desgleichen die folgenden relativen Hiufigkeiten:

filr ,,nmal A und keinmal Bc:: pm’

fiir ,,(n — 1)mal 4 und 1 mal B« :'ib«p”‘_l q,

fiir ,,(n — 2) mal 4 und 2mal B*: —%_E—l—)—p'"_z q>

usw.
fir ,,mmal A und (n—m)mal B:
nn—1)n—2)....m+2)(m4+1) wm m—m
1.2.3.... n—m—1)(n—m) p '

Wie leicht ersichtlich, ergeben sich alle diese Hiufigkeiten in derselben
Reihenfolge aus der Entwicklung des Binoms

G N (5)

und zwar nicht nur symbolisch, wie bei Formel (3). Es ist hierbei zu be-
achten, daf vermdge (4) auch (5) immer gleich 1 ist und daB in der Tat
die Summe jener relativen Haufigkeiten alle Moglichkeiten erschopft.

Wenn wir die Quotienten %— und NJ_V wd als statistische Wahrschein-

lichkeiten ansehen, so kénnen wir sie mit p und g (ohne Akzente) be-
zeichnen, und (5) verwandelt sich einfach in (p -+ )™

Fragt man also nach der relativen Hiufigkeit des Ergebnisses ,,mmal 4
und {n— m)mal B“ unter allen mdglichen Kombinationen von # Ele-
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menten, die aus einer Gesamtheit vom Umfange N entnommen sind, so
erhilt man fiir den Fall ,,ohne Zuriicklegen® die relative Héufigkeit P’,,:
n(n—1) (n—2)....(m +1) «
1.2.3....(n—m)
o M=) (=2). . (M—m A YN —I)(N—U—1).... (Nt metl) o
N (—1)(N—2).... N—n+1I) (
und fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen‘ die relative Haufigkeit p’,,:
, —1)(n—2).... ) v m—
pm=n(n1.2)f1:;....)(n—(2)+ )
Um die innere Verwandtschaft der Formeln (6) und (7) mehr hervor-
treten zu lassen, kénnen wir in (6) die GroBen M, (N — M) und N iiberall

vor die Klammern nehmen; wir erhalten dann nach einigen einfachen
Umformungen:

P, =

r _ ne—)®—2)...(m+1) iy
P'”‘— 1.2.3...(n—m) Pq

1 2 m—1 1 2 n—m—1
i) () o) )]
1 2 n—1Y\, - (8)

1. (1——‘1&)(1'—-?) ves (1—- I )
Nur der Ausdruck in den eckigen Klammern [ ] unterscheidet also P’,,
von p',,.

Sowohl P’,, als auch p’,, spielen gegeniiber den relativen Héaufigkeiten

der Kombinationen ,;mmal 4 und (n-— m)mal B“, die tatsichlich bei

einigen wiederholten Stichproben aus der Gesamtheit vom Umfange N

vorkommen kopnen, die Rolle von statistischen Wahrscheinlichkeiten,

weshalb wir eigentlich bei ihnen die Akzente auch weglassen kénnten.

Wenn man jetzt das Zeichen [!], d. h. das bekannte ,,Symbol der
Fakultat®, einfithrt und also fiir ein beliebiges ganzes positives & setzt:

Bl=1.2.3.4....0k—1).% . . ...... (9)

so kénnen Formeln (6) und (7) auch in folgender Gestalt geschrieben

werden:

P n! oM (N — M) (N —mn)!
" ml(n—m)! (M—m)! [(N—M)—(n—m)]! N!

n—m X

X

(10)

und
1

r n "o —m
pm_—m!(n_m)!p q P 9 3]

Es existieren verschiedene Tabellenwerke, die die Logarithmen der
s Fakultiten (9) fitr nicht allzu groBe k enthalten. So finden wir z. B.
bei Duarte! die Werte bis £ = 3000 auf 33 Dezimalstellen genau und in
den bereits zitierten ,,Tables for Statisticians and Biometricians“ von
Karl Pearson sind im 1. Teil die Logarithmen der Fakultdten bis
k = 1000 auf 7 Dezimalstellen genau angegeben. Doch wenn n oder N
in (10) und (11) die Zahl 3000 iibersteigt, wird die Aufgabe der Er-

1 F.-J. Duarte, Nouvelles Tables de Log n! Gendve et Paris 1927,
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rechnung der Werte von ', und insbesondere von P’, fiir die Krifte
des einzelnen bereits unlésbar. Aber auch bei viel kleineren # und N emp-
findet man schon das dringende Bediirfnis nach Annéherungsformeln,
dieihre Errechnung erleichtern kénnten. Diesem Bediirfnis ist der berithmte
Exponentialsatz entsprungen, den man gewéhnlich (aber nicht ganz mit
Recht) dem franzésischen Mathematiker Laplace zuschreibt.! Gewdhn-
lich leitet man ihn aus Formel (11) fiir p’,, ab, doch halten wir es fiir
richtiger, hier gleich von der wohl komplizierteren, aber theoretisch all-
gemeineren Formel (10) fiir P’,, auszugehen, um so mehr als die An-
niherungsformel fiir (11) sich aus dieser, als ein Spezialfall, sofort ergibt.

4. Der Exponentialsatz.

Entwickelt man Ausdruck (3) des § 3 nach der Formel des binomischen
Lehrsatzes, so erhidlt man, unter Beriicksichtigung von Formel (10)
desselben Paragraphen, folgende Reihe:

PPyt Py Poits Py Progy oo, Py Py, Plo o (1)

Der Index bei P’ bedeutet die Zahl der Elemente, die in der Stichprobe
vom Umfange n das Merkmal 4 besitzen. Fiir das Verhéltnis von P,
zu P’,, ergibt sich dann

P n! ) M ) (N—M)!

P, _[(m—i—l)!(n—m—l)! (M —m—1)! [(N—lk[)——('n-—m—1)]!><

% (N—mn)!1, n! . M! . (N—M)! (N—mn)!
N1 }'[m!(n—-m)! (M=m)! TN—M)—n—m)]! NI }

Zieht man noch in Betracht, daB ganz allgemein, wie aus (9) des § 3 er-
sichtlich,
k!
(k—1)!
fir ein beliebiges %, so erhédlt man hieraus, nach den entsprechenden
Kiirzungen, folgenden Wert:

=k,

P, 1+m (N—M—n+1)+m’ °~ ° ° "~
und ferner desgleichen:

P, _ (n+tl)—m  (M+D)—m ©)

P, m N—M—n)+m "~~~ " °

1 Wie die Untersuchungen von Karl Pearson ergeben haben, findet sich
die Formel des Exponentialsatzes bereits im zweiten ,,Supplementum® zu
De Moivres ,,Miscellannea Analytica‘* (1733); sie wird spiiter in seiner ,,The
Doctrine of Chance‘‘ wiederholt (1756). Laplace veroffentlichte seine Formel
erst in den Jahren 1774 und 1778. Vgl. Karl Pearson: Historical Note on
the Origin of the Normal Curve of Errors: Biometrika, Bd. XVI, 8. 402—404
(1924). Ubrigens findet sich ein Hinweis auf diese Tatsache bereits bei
A.Markoff. Vgl z.B. 8. 53 der 4. (russischen) Auflage seiner Wahrschein-
lichkeitsrechnung, Moskau 1924,
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Betrachtet man die rechten Seiten von (2) und (3), so iiberzeugt man sich
leicht, daB m in ihren Zihlern nur mit negativem Vorzeichen und in
ihren Nennern nur mit positivem Vorzeichen auftritt. Hieraus folgt, da
beide Quotienten um so kleinere Werte erhalten, je grofler m genommen
wird, und umgekehrt. Da aber die Reihe (1) nach abnehmendem m
(der Zahl der Elemente mit dem Merkmal A4) geordnet ist, so ist es klar,
daB die Reihe der Quotienten:

P,n P"n—l P,n-—z -..‘P’m+1 P,m . P'z Pll . (4)
P,n— 1 B P’,n__ 2 H -P’nn—- 3 2 3 P/m 3 P’m—l, H Pll ’ Plo
eine zunehmende Zahlenfolge bildet. Schlie3t diese Zahlenfolge mit

1 oder mit einer Zahl << 1 ab, so liegen alle ihre Glieder unter 1, mithin
ist dann

P,< P, <P, ,<....<P, Py . ... (5
Aus der Beziehung
Pr_n, M
P, 1 N—H—n+1’
die aus (2), bei Substitution von m = 0, unmittelbar abgeleitet werden
kann, folgt dann mit Riicksicht auf 5:

n M

T F——nyi1=b

oder
nMEN—M—n-t+1,

woraus man nach einigen leichten Umformungen das Resultat

M N—n-+1 M 1 n—1

FETwrn T F<agr1  N@rp oderauwch
M1 1 2
Yi<wri ¥t mroy - - (6)

erhilt. Es ist also klar, da der Bruch n in diesem Falle einen sehr

N
kleinen Wert besitzt.
Beginnt hingegen die Zahlenfolge (4) mit 1 oder mit einer iiber 1 lie-
genden Zahl, so liegen alle ihre Glieder iiber 1, und es ist

P, >P, s>P, 3>....>P>PFPyp . .... (M
Die hierbei geltende Beziehung
P> Poy
fithrt mit Riicksicht auf (3), nach der Substitution m = n, zu

M—n 41
ww—an = b
ferner zu
M nN 4+n—1
N= Nm+1)

v
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und hieraus endgiiltig zu

M n n—1 M 1 1 2
FTZanri T Far Oder”iil_[n+1—7\7‘+ (n-l—l)N]'(S)

Betrachtet man diese Ungleichung und vergleicht sie mit (6), so sieht

man sofort ein, daf im gegebenen Falle x sehr nahe an 1 sein muB.

Unser Ergebnis ist somit das folgende: Besteht die Ungleichung (6),
go ist P’y das grofte Glied in der Reihe (1); hingegen gibt es deren zwei,
P’y und P’,, wenn in (6) das Gleichheitszeichen gilt. Und besteht die Un-
gleichung (8), so ist P’, das groBte Glied in der Reihe (1); hingegen gibt
es deren zwei, P', und P’,_;, wenn (8) zu einer Gleichung wird. Nur wenn
gleichzeitig

1 1 2 M M 1 1 2
1_{n+1 ¥t mrnw >Tund7V‘>[n+1 — ¥ T mroF)
fangt die zunehmende Quotientenreihe (4) mit einer unter 1 liegenden
Zahl an und hért mit einer itber 1 liegenden auf. Folglich muf es dann ein
gewisses m geben derart, dafl noch

JJ—",""~‘ < 1, wihrend bereits ?"‘ >1.
r m P m—1 "

Mit Riicksicht auf (2) und (3) erhiilt man hieraus die folgenden zwei

Ungleichungen:

n—m M—m
m4+1 N—M—n+m-+1

n—m+1  M—m+1 .
m N—-—M-——-n—l—mil’ < )

<1, und

aus der ersten resultiert bei weiterer Umformung die Ungleichung

(n—m) (M —m) < (m~+ 1) (N — M —n+m+ 1),
oder
nM<mN+N—M—n+2m-+1,

(m+1)(M+1)—(N+2)<m®+ 2)
und endgiiltig

ferner

M+

N+2

Anderseits erhdlt man aus der zweiten der Ungleichungen (9):
nM+M4+n—2m+4+1>mN

und hieraus nach einigen Umformungen :

m>(n+1). 1.

m=<(n+1)5—/—s

wodurch m folgendermaBen eingegrenzt wird:

M+1 M+1
(n+l)-ﬁT»2———1<m:<:(n+l) Nre

(10)
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Die Differenz zwischen den beiden Grenzen fiir m betragt offensicht-
lich genau 1. Das heiBt mit anderen Worten: ist (» 4 1) S ETY + 2 eine ganze
M4 1

Zahl, so ist auch (» -+ 1)

ihnen gibt es keine a.ndere ga,nze Zahl; ist hingegen die obere Grenze
fiir m keine ganze Zahl, so kann auch die untere Grenze keine solche sein;
aber da der Unterschied zwischen ihnen genau 1 betrigt, so mufl dann
zwischen ihnen eine und nur eine ganze Zahl liegen, die offenbar den Wert
m besitzen wird, da ja m die Anzahl jener Elemente bedeutet, die in der
Stichprobe das Merkmal A besitzen, und daher eine ganze Zahl ist. Aus
dieser Uberlegung ist ersichtlich, daB, wenn der Ausdruck (n-- 1) %i ;
eine ganze Zahl ist, die Reihe (1) zwei gleiche maximale Héufigkeiten,
P, und P’,,_,, aufweisen wird; in allen iibrigen Fiallen besitzt sie aber
nur ein einziges Maximum P’,,, dessen Position in (1) mit Hilfe der Un-
gleichungen (10) leicht bestimmt werden kann. Wir konnen nédmlich statt

M4-2—1
m+1E+L N+2 auch (n -+ 1)”—7\%*2—

—1 eine ganze Zahl, und zwischen

schreiben. Fiihrt man nun die bereits aus § 3, Form (4), bekannten Be-
zeichnungen ein:

M , N—M ’ /

=7, - =q=1—p, .. ... (1)

so ergibt sich aus ihnen:
M=Np,1=p+¢,2=29"42¢,
und wir erhalten:

M+2—1 N 2 2¢'—p'—
w+ )BT = @y AL Z’;Jrg vy

n , ql___ pl
—(n+1)(p+ T2
Wenn wir diesen Ausdruck in (10) einsetzen, so kommen wir zu folgendem

System von Ungleichungen:

Aus ihm geht hervor, daB unter den (z 4+ 1) verschiedenen
Werten, die die Anzahl der mit dem Merkmal 4 versehenen
Elemente in einer Stichprobe vom Umfange n annehmen
kann, jener Wert die groBte relative Haufigkeit besitzt,
der dem Produkte np'=n %am nidchsten kommt. Der Umstand,
daB np’ sich jedenfalls um weniger als 1 vom m des maximalen P’,, unter-
scheidet, erhellt auch aus folgender einfacher Uberlegung: vergleicht
man (np’ — 1) mit der unteren (linken) Grenze in (12), so ersiecht man
sofort, daBl (np’ — 1) immer kleiner als diese ist; und ebenso ist (np" + 1)
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immer gréBer als die obere Grenze. Dividiert man wiederum die Un-
gleichungen (12) durch =, so erhélt man aus ihnen sofort:
¢ @—p)o+l) m_ ,, P, @—p)n+])
P— = wron <a=Ptu Tt @ton -
LaBt man jetzt n unbegrenzt zunehmen (was zur Folge haben muB, da8

auch N unbegrenzt zunimmt), so gehen, bei Festhaltung eines endlichen p’,
beide Grenzen gegen p’, woraus hervorgeht, daf in diesem Falle p’ den

Limes von 1,:'— darstellt.

Unsere nichste Aufgabe besteht nun darin, die Ndherungsformel
fiir jenes P’,, zu finden, welches in der Reihe der P’ in (1) den relativ
groBten Wert aufweist. Eine solche Niherungsformel wird nur dann
sinngem#B angewandt, wenn die Berechnung der genauen Ausdriicke
vom Typus (10) in § 3 zu beschwerlich wird. Bei einem nicht zu kleinen »
kénnen wir die Zahl m ohne groBe Bedenken durch ihren Niherungswert
np’ ersetzen. Diese Substitution erleichtert nur die Berech-
nungen und verursacht einen sehr geringen Endfehler.
Unumginglich notwendig ist sie jedoch nicht.

Setzt man

m =np’,
so folgt daraus: .. (13)

%:p' und n—m=n—np =n(l—p)=ng.

Beachtet man, daB aus (11) noch die Beziehungen abgeleitet werden
kénnen: )
M=Np, N—M=Nqg, ......:..(14

so ergibt sich aus der Kombinierung von (13) mit (14) sofort:
M—m=NO—n)p; [N—HMU)—(n—m)] =(N—n)qg. . .(15)

Setzt man die Werte von (13), (14), (15) in die Formel (10) des § 3 ein,
so erhilt sie folgende Gestalt:

. w @) () (N—m
To= Gy )l (—mpT (—mqii w16

Es darf jedoch nicht vergessen werden, dafl infolge des Umstandes,
daB (13) und (15) nur Niherungsformeln sind, auch (16) nur als eine
Niherungsformel fiir den genauen Ausdruck von (10) in § 3 angesehen
werden kann. Dieses ist der Grund, weshalb wir hier das alte Symbol
P, durch ein neues, T,,, ersetzt haben.

Die Mathematiker De Moivre und J. Stirling® haben bereits vor
mehr als 200 Jahren einen bequemen Ausdruck gefunden, der die an-
gendherte Berechnung der Fakultiten sehr erleichtert. Ihre Formel, die
gewohnlich einfach Stirlingsche Formel genannt wird und deren Ab-

1 Vgl. den schon zitierten Aufsatz von Karl Pearson ,,Historical Note on
the Origin of the Normal Curve of Errors* und A. Markoff, 1. ¢,, 8. 55, Anm.
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leitung in jedem groBeren Werke iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
finden ist, lautet fiir ein beliebiges ganzzahliges n:

1.2.3.4...n = nl=n"""})2mn (1 + 1—21;+—2§§ﬁ+) a7

oder, bis zur Ordnung 71{ abgerundet:

nl~n" e "Y2rn. . .o Lo (18)

Der mathematisch ungeiibte Leser moge sich das Zeichen ~ wohl merken,
da wir es im weiteren héaufig gebrauchen werden. Es bedeutet einfach:
,;ungefdhr gleich®. So ist z. B. auch in Formel (16) 7',, ~ P,,. Die beiden
Konstanten, die in der Stirlingschen Formel auftreten, haben folgende
Bedeutungen: e ist die Basis der Napierschen oder, wie sie auch genannt
werden, ,,natiirlichen’ Logarithmen und besitzt den Wert:

e=2718281828459 ...., . . . . . .. (18a)
und 7 ist die aus der Geometrie bekannte Ludolphsche Zahl:
m=3,141592653589 .... . . . . . . . (18b)

Wie gut die Ubereinstimmung bereits bei kleineren # ist, ersieht man
aus folgenden Beispielen, die wir dem Lehrbuch von Czuber entnehmen :1

10! = 3628800
101 ¢10 /207 = 3 598 699

Differenz = 30101 =0,008 des richtigen Wertes. Bei 20! betrigt
die Differenz nur 0,004 des richtigen Wertes und bei 30! bereits blof

0,0028 desselben. Hierbei wird nur die bis zur Ordnung % abgekiirzte
Formel (18) angewandt. Bei der Annahme

nl ~n® 2nn<l+ 12%) ...... . (19)

wire der Betrag des Fehlers selbstverstindlich noch viel kleiner.
Wendet man jetzt die Formel (18) auf (16) an, so erhdlt man fiir 77,,
den folgenden angendherten Ausdruck:
P& 2an (Np' )P e NP Y22 Np" (Ng)¥¥e VY x
XV2aNgqg (N—n)N e ¥ 225 (N —n)
(np' )" o~ Y 2anp’ (ng' "L e " | 2ang (N —n)p | mP e X=mp’  °
X V2a(N—n)p’ [(N—n) ¢}V "M e @0/ og (N—n)g .N¥e ¥)2zN
Und dieser verwandelt sich nach allen Wegkiirzungen ganz einfach in

T N oder T ~ 1 . (20)
l/2nn "(1——i>
P'q ¥

n TV Zan(W—n)p'q
Man ersieht hieraus, eine wie groBle Erleichterung der Rechenarbeit die
Einfiihrung der Stirlingschen Néherungsformel (18) bewirkt! Wéiren

1 Vgl. Em. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. I, S. 27.
Anderson, Statistik. 4

T~
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wir von der genaueren Formel (19) ausgegangen, so hiitte der Ausdruck (20)
fiir 7T, rechter Hand noch einen zusédtzlichen Multiplikator erhalten,
dessen Wert unschwer abgeleitet werden kann, sich aber (bei nicht zu
kleinen p’ oder ¢’ und bei einem », das nicht sehr nahe an N ist) sehr wenig
von 1 unterscheidet. Wir begniigen uns daher mit der Formel (20).

Wir sind jetzt geniigend ausgeriistet, um zur Betrachtung des all-
gemeinen Falles iiberzugehen, d. h. zur Bestimmung des Naherungswertes
fiir P;, wobei ¢ beliebig und nur an die Grenzen

n>12>0
gebunden ist. Wenn man in Formel (10) des § 3 m durch ¢ ersetzt, so
verwandelt sie sich in
n! M! (N— M)! (N —n)!
in—i)! " (M—i)!  [(N—M)—(n—o]! = N!
Da nun n9’, wie wir eben gesehen haben, jenem ¢ am niichsten kommt,

fiir welches P; seinen maximalen Wert erhilt, so liegt der Gedanke nahe,
4 als Funktion seiner Abweichung von np’ darzustellen und also zu setzen:

P =

. (21)

t=np 4+ x, oder x =¢—np,. . . . . . .. (22)

wobei z sowohl positiv als auch negativ sein kann.

Um jedoch auch hier den anndherungsmiBigen Charakter der Gleich-
setzung von m und np’ anzudeuten, ersetzen wir wiederum das Symbol P’
durch 7"; statt aber P; ~ 1", ., , zu schreiben, wihlen wir fiir letzteres

das weniger komplizierte Symbol T;.
Es ist nun, mit Riicksicht auf (22):

n—it=n—np —x=n¢ —2; . .. ... (23)
Kombiniert man (22) mit (14), so erhilt man ferner sofort:
M—i=N—n)p'—=, } ..... (24)
N—M)—@n—1i)=({N—n)q + =,

und nach Einsetzung der betreffenden Werte aus (14), (22), (23) und (24)
in (21) ergibt sich fir 7", der folgende Ausdruck:

o ! (Np ) (Ng) (N —n)!
Py alnd —a) (N—n)p —all(N—m g F 2]l N

Setzt man hier zur Kontrolle x = 0, so erhilt man sofort, wie es auch
sein muB, Formel (16) wieder. Wir mochten den Leser besonders darauf
aufmerksam machen, dal bei uns z keine im Sinne der héheren Mathe-
matik stetige Variable ist, da es an die Gleichung (22) gebunden ist, in
welcher die verschiedenen 7 nur ganze Zahlen sein kénnen. Hieraus
folgt, daB auch alle Differenzen zwischen den verschiedenen z ganzzahlig
sind, ganz gleich, ob jedes einzelne x einen positiven oder negativen,
ganzzahligen oder nicht ganzzahligen Wert annimmt.

Zur weiteren — ndherungsweisen — Bearbeitung von Formel (25)
kénnen verschiedene Wege eingeschlagen werden, die auch zu ver-

(25)
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schiedenen Endformeln fithren konnen. Die verhdltnismiBig genauesten
Ergebnisse erhilt man, wenn man direkt von der Theorie der sog. ,hyper-
geometrischen Reihen‘‘ ausgeht, zu deren Klasse, wie wir bereits erwahnt
haben, auch die Reihe (1) gehért.r Doch erstens ist dieser Weg allein mit
dem Riistzeug elementar-mathematischer Mittel kaum gangbar, und
zweitens fithrt er in eine Richtung, die uns zu sehr vom ,klassischen®
Resultat von De Moivre und Laplace entfernt. Daher entscheiden
wir uns dafiir, auf unseren Fall wieder die Stirlingsche Formel (18)
anzuwenden. Hierdurch wird freilich eine zusétzliche (und eigentlich
durchaus nicht unumgénglich notwendige) Unsicherheit in die sich er-
gebenden Naherungsformeln hineingebracht, doch bleibt der Beweisgang
durchwegs ,elementar (wenn auch kompliziert!), und als Endergebnis
erhilt man eine Formel, die sowohl dem Theoretiker als auch dem Prak-
tiker wenigstens dem Namen nach wohlbekannt ist.
Wir nehmen zunéchst eine Umordnung der einzelnen Glieder in

(25) vor:

o n! NP (N g)!
® (np’+ ®)! (ng'— x)! Nt

X

X

(N —n)!
[(N—n) p'—a]! [(N—n) g +a]!’ °
und berechnen jetzt den angendherten Stirlingschen Wert fiir jeden der
3 Quotienten gesondert.

. (25a)

n!
(np'+ 2)! (ng'— x)!

- nre ") 2an .
(np'+ oy T T =Y 3 n(np'+ 7). (ng'— )"’ %6~ "+ 220 (ng'—w)’

nach einigen Kiirzungen ergibt sich hieraus:

+1
nn 2

1 1’
Ver.mp+a)" T T gt
setzt man noch im Nenner np’ und ng’ vor die Klammern und iibertrigt
die in den Klammern verbleibenden Ausdriicke in den Zihler, so erhilt
man endgiiltig:

1 Vgl. hiertiber z.B.: Karl Pearson: ,,The Fundamental Problem of
Practical Statistics*‘, Biometrika, Vol. XIII, S.1—16 (1920/21). — Der-
selbe: ,,On the Moments of the Hypergeometrical Series*, ibidem Vol. XVI,
S. 157—162 (1924). — Burton H. Camp: ,,Probability Integrals for the Point
Binomial*, ibidem Vol. XVI, 8. 163—171 (1924). — Derselbe: ,,Probability
Integrals for a Hypergeometric Series*, ibidem Vol. XVII, S. 61—867 (1925).
— V. Romanovsky: ,,On the Moments of the Hypergeometrical Series*,
ibidem Vol. XVII, 8. 57—60 (1925). — Die vorerwihnten Monographien sind
nur eine kleine Auswahl aus dem vorhandenen Schrifttum, bei welcher wir
uns durch die Namen der Autoren und durch die Bedeutung der Pearson-
schen Zeitschrift ,,Biometrika‘‘ fir die Entwicklung der englischen stati-
stischen Schule leiten lieflen.

4*
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np’ L nq + L
—_— g — — — T
(g " g T

n! ~ np 'n,—q’ (262)
(np’+ z)! (ng'—)! . 1 r—p+t o
,np+z+2q,nq z+2l/27zn
Nach demselben Rechenschema ergibt sich ferner:
Np')! (Ng')! WY~ NQ s o
ERYND! g7+ 5 "5 Y2m . . (261)
und
(N—mn)! _
[(N—n) p'— ]! [(N—n) ¢+ ]! L .
x —(N—m)p'+ 22— x —N—ng—z—5
R — 214 % 2
'~ o=z U+ o)
(N—m)p _ ( - ) g . (260)
- A= +z+

N—n)p'— —
p’( n)p z+2q 2.1/2”(1\7_”)

Setzt man nun (26a), (26b) und (26¢) in (25a) ein, so erhilt man nach
einigen weiteren Kiirzungen:

1 1
1 T \—np—z— r \—ngt+e——
!~ . - 21—
- [27t'n ’ '(1 w'"’_) (1+ '”'P’) (1 '"'Q’> X
l/ o w 1 1
—(N—n)p’'+ 22— T —N—n)g—z—
l— ] 2 (1+ ) 2. (2
X (L= vy T W —myg @)

Fithren wir jetzt zur Vereinfachung die Bezeichnung ein:

1 1
1= (12T (1 )T

np’ ng'

1 1
—(N—n) @¢~—z— @ —(N—n)p + z—5
1 —w—,-) 2 (1———~,) 2, (28
x (1+ @y —n)p (25)
die sich von 7', nur durch die Umstellung der beiden letzten Faktoren
in (27) und durch den konstanten Koeffizienten
1

l/2nnp’q’(1—-§7)

unterscheidet. Im letzteren erkennen wir iibrigens, wie aus (20) ersichtlich
ist, den uns bereits bekannten angendherten Ausdruck fiir das maximale
Glied der Reibe (1).

Berechnen wir den ,natiirlichen (Napierschen) Logarithmus®“ von
II, d. h. jenen Logarithmus, dessen Basis nicht 10, sondern die Zahl e
aus (18a) ist:

Logﬂ:(—%@p'—x——%)Log(l—i— “ )—{—(—nq'—l—x———;) X

np’
X Log(l—— n“;) + [—(N—n)q’——x—%]LOg {1 + ?ﬁw—mﬂ +
+ [—(N—n)p’—{— x——%]Log [l—ﬁ,—] o (29)
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Aus der Differentialrechnung ist bekannt (der Beweis findet sich
iibrigens auch in einigen Mittelschul-Lehrbiichern der Algebra, wie etwa
bei Moénik, nach dem in Osterreich unterrichtet wird), daB fiir den
natiirlichen Logarithmus folgende 2 Beziehungen bestehen:

2 3
Log 1+9)= 4L ¥ ¥,
. (30)
Tog (1—g)— — Y __ ¥ _ ¥ _ ¥
g (1—y) 17 2 3 4 J

Die erste, bzw. die zweite Reihe ist nur dann konvergent, d. h. die
Summe ihrer ersten n Glieder nihert sich nur dann mit unbegrenzt zu-
nehmendem 7 einer bestimmten endlichen Grenze, wenn der absolute
Wert von y die GroBe 1 nicht itbersteigt, also die Beziehungen bestehen

ly|<1, y&—1, baw. y 1.

[Der mathematisch weniger geiibte Leser mége sich die Einsetzung der
beiden senkrechten Striche zur Bezeichnung einer ,,absolut*, d. h. immer
positiv genommenen GréBe wohl merken. Auch wir werden im Laufe
unserer weiteren Ausfithrungen zuweilen dieses einfache Symbol anwenden.]
Es ist ferner bekannt, daB beide Reihen um so rascher konvergieren, je
kleiner |y| ist; und eine desto kleinere Anzahl von Anfangsgliedern wird
dann zur Bestimmung von Log (14 y), bzw. Log (1 —y) gebraucht, um
relativ genaue Resultate zu erzielen.

Wenn wir also annehmen, es sei

x
np’
80 konnen wir mit Riicksicht auf (30) auch schreiben:
, 1 z \ __
(e e 51 =
B 1 x x2 a8 .
= (' —o—3) (s — g * g — 1) =
x 22 22 23 x8 x4
T 2np’ T 2np’ + 4n2p'? + 6n2pt ~ 6n°p® 3nEp’S +

|<1,

=

x4

weitere Glieder von der Gréfenordnung nicht itber i

Nehmen wir

x
np

jedoch an, daB der Bruch

~ bereits einen so kleinen absoluten Wert
. 2
besitzt, daf die GréBenordnung x Wzﬁﬁ vielleicht bei groferen x noch
beriicksichtigt werden konnte, aber die Quotienten von der Ordnung
a2 a3 a3
nzplz 2 x . ns pls 2 nspl
jedenfalls nicht mehr, so kénnen wir mit guter Anniherung auch einfach
schreiben: )

FUSW. . . . .. . . (3D

x

(———np’—x——%)Log(l -+ np,) ~—r—

x a2 a8
np’ _ 2np’ + 6n2p2’ (32)
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Unter der Annahme, daB alle Quotienten von der GréSenordnung
a2 x®
n2q? " n¥qS’ ndq®

USW. . . . . . .. (33)

ebenfalls vernachlissigt werden kénnen, ergibt sich desgleichen
’ 1 % o3
(———nq +x—-—-2—) Log(l g ) + x4+

2nq T 2aq¢" " 6niq
Und wenn wir voraussetzen, dal auch die GréBenordnungen

= (34)

x? z ax® a8 sw
(N—mnpEp2’"" (N—npPp? (N—mnpPp* "
2 P a3

(N — ’n)2 qlz s x. (.N - n)s qrs bl (N - n)s q,s usw. . . . (35)

unterdriickt werden kénnen, so erhalten wir ebenso

- @—ng —”_“]L‘)g L+ way)

L z 72 + P
SN —n)g  2(¥—n)qd ' 6(N—npq?

[-@—m 7+ a—|Log[t — ] ~ =+

@ @2 a3
+ 3(N—n)p’  2(N—n)p 6N —n)pp?"
Es ist zu beachten, daf aus der Annahme, die Koeffizienten (35) seien
bereits sehr klein, eine wichtige Eingrenzung fiir die Giiltigkeit von (36)
hervorgeht: letztere Anniherungen kénnen nimlich nur dann angewandt
werden, wenn die Differenz N —» um vieles groBer als || ist; bei einem
n, das nahe an N herankommt, werden sie zu ungenau, und man muB
zu Formel (10) des § 3 zuriickgreifen. Ubrigens kann dann auf (N — n)
auch nicht die Stirlingsche Formel angewandt werden.
Setzt man die Ausdriicke (32), (34) und (36) in (29) ein, so erhilt man
nach einigen leichten Umformungen:

~——

und

(36)

Logll ~ +w(p—q§)<n N-l—’n)_
— SO (L) — 2 (k)

Beriicksichtigt man noch, dafl
p+4q¢=1p"—¢"=0p'+q)0 —9q)=p"—¢,
und ferner, daB
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11 (L 1 1 1\ _ (1_%&)
(,,,z (N—n)z)"(n+ N——n)(ﬂ—— l\T-——'n,)~

| 3]
80 ergibt sich hieraus nach Umstellung der beiden ersten Glieder in Log IT:
’ ’ 2 ’ ’ 2
a? (» —q)(l—-ﬁ’ﬁ)w (p-—q)(l—j\?)w”

Logll ~—

ot n ’ n - 1o 2 »n\2 :
2np'q (1—T> 2np’ q (1—-17) 6n2p 242(1_—'7)

Bedenkt man noch, daB Log I7 ein natiirlicher Logarithmus zur
Basis e ist, so erhdlt man sofort

(p'-—q')(l-— 2—”) s @—0) (1—-2;) 2

_ 22 : N _
Te~oe S9¢ (1——%) 2np' ¢ (1—%) 6n2p72q? (1—1%)sl ’
und auf (27) zuriickgreifend:

1

X
l/2:rzn p'q'(l———%)

@'—q) (1—~ 2—”) z  (@—q) (1—%) 2

T, ~

2
— 4 +

2

o selio) wwoe(f) et

Das ist die erste Form des sog. ,,Exponentialgesetzes”, auf
welches wir T'x gebracht haben.! Der Leser wird nochmals daran erinnert,
daB die Niherungsformel (37) unter der Annahme abgeleitet worden
ist, daB alle Ausdriicke, die in (25) eingehen, d. h. N, n, N — =, np’ +
+ez=in¢—2x=n— i, Np =M, N¢=N—M,(N—n)p —zx =
=M—i, und (N—=n)q' + 2 = (N — M) — (n—1), schon so groBe
Werte angenommen haben, dafl auf sie die erste Anndherung (18) der
Stirlingschen Formel mit gutem FErfolge angewandt werden kann.
Praktisch wiirde das etwa bedeuten, dafl keine der oben genannten
GroBen, sagen wir, kleiner wire als 20. Anderseits wurde angenommen,
daB bereits die Quotienten

% o3 ? %
n*p?’ nEg?’ (N—app?’ (N—mn)q?

usw. (vgl. oben Formeln 31, 33 und 35) so kleine Werte besitzen, daf sie
vernachlédssigt werden kénnen. Bedenkt man, daBl bei uns np’ fiir m (die
Ordnungsnummer des maximalen P_;), nq' fir n—m, (N—n)p' fir
M—m und (N —mn)q fir [(N— M)— (n-—m)] stehen (vgl. oben

1 Die Gesamtheit aller Werte, die 2 tiberhaupt annehmen kann, zusammen
mit den zugehérigen Werten von P’, oder 7',, wiirde das ,,Verteilungs-
gesetz von x darstellen. Vgl. unten Kap. II.
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Formeln 13 bis 15), so folgt hieraus, dafl wir Ausdriicke von der GroBen-
ordnung
(m—i)? (m—idp (m—ip (m — 3)?
m? ’ (n—mpP’ (M—m)® [(N—n)—(n—m)P
zu unterdriicken bereit sind. Dieses wird mdéglich sein, solange einerseits
die Differenzen (m — ) nicht allzu grofl werden, so daB die Quotienten

(m_i ) und ( m—r ) etwa von der GroBenord.nung —o und darunter sind,
m n—m

und anderseits M —m und N —n grof blelben Zusammenfassend
konnen wir sagen, daB die Niherungsformel (37) an die Bedingungen
gebunden ist, daB n, die Zahl der Elemente in der Stichprobe, geniigend
groB} ist (sagen wir: jedenfalls itber 20), daB die Zahl der Elemente in
der Gesamtheit hoherer Ordnung betrdchtlich héher ist, so daB auch
N — M und M — m noch geniigend grof} bleiben (sagen wir etwa: M nicht
unter 40, N nicht unter 60, N — M nicht unter 20) und daB endlich ¢ sich
nicht allzu weit von m, der Ordnungsnummer des maximalen P;, entfernt

(sagen wir etwa: der absolute Betrag von (m — 1) sei kleiner als %)

Diese letzte Bedingung ist die am meisten einengende, da sie den Wir-
kungsbereich der Formel (37) auf den zentralen Teil der Reihe (1) be-
schrinkt. Je niher p'= % an % herankommt und je weniger sich ¢ von
m unterscheidet, desto genauer wird die N&herungsformel (37) und
desto kleiner kénnen dann » und N genommen werden, und umgekehrt.
Es wiire im Prinzip méglich, eine mathematische Formel zur genaueren
Abschitzung der Fehlergrenzen von (37) abzuleiten, doch da diese recht
kompliziert wiirde, wire ihre praktische Bedeutung jedenfalls sehr gering.

Formel (37) 148t sich auf eine etwas einfachere Gestalt bringen, wenn man

l/npql——)........ (38)

setzt.! Man erhélt dann némlich :2
% g, 2n)\(z o
R ST T (1 N)(" 3"*) ... (39)
* ey2n
1 Aus Griinden, die weiter unten in Kap. ITI auseinandergesetzt werden,
wird in vielen Fillen an Stelle von (38) der Ausdruck:

Y~ Vere(—3)
=Y ¥ 1 rq N

angewandt. Der Unterschied zwischen beiden ist geringer als jene Kleinheits-
ordnungen, die oben bei der Ableitung von (37) unterdriickt wurden.,

2 Diese Formel ist bereits in der Fachliteratur anzutreffen, so z. B. bei
Bowley. Vgl. A.L.Bowley: Measurement of the precision attained by
sampling, Bulletin de I'Institut International de Statistique, Vol. XXII,
lére Livraison. Rome 1926. In A.L. Bowleys Grundwerk: ,,Elements of
statistics** (5th edition: London 1926) findet sich diese Formel noch nicht,
wohl aber einige ihr verwandte Ausdricke; vgl. daselbst S.265—267 und
insbesondere S. 282—284.
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und bei Einfithrung der neuen Bezeichnung

& x

== 3 e e e s e e (40)
7 ! n
WPQ(I_W)

T;~6V1‘H.e"%z“Lp,Z_ﬂq,(l“%)(”_%a). .4

Ehe wir zur Auswertung der erhaltenen Formeln schreiten, miissen
wir die Geduld des Lesers noch auf eine weitere Probe stellen und jenen
einfacheren ,,Fall mit Zuriicklegen* kurz behandeln, welchen wir bereits
auf Seite 41—43 und 44 erwihnt haben.

Auf dieselbe Weise wie oben 148t sich ndmlich nachweisen, daB in
der Reihe der relativen Haufigkeiten

fplm p,n—p pl'n—Z: ] plm+1: p’m, plm-—l: e p'z: p’l’ p'o’ . (42)

die aus der Entwicklung des binomischen Ausdruckes (5) in §3 mit
Riicksicht auf Formel (11) desselben Paragraphen entstehen, jenes p’,,
den grofiten Wert erhalten wird, bei welchem m sich am wenigsten von
np' unterscheidet. Der Nabherungswert fiir dieses p’,, ergibt sich aus
Formel (11) des Paragraphen 3 nach Einsetzung von np’ an Stelle von
m und unter Anwendung der Stirlingschen Formel als

1
Ve2anp'q
Desgleichen erhalten wir fiir p’,, wobei

(43)

x=1—np,
den Ausdruck:

1 1
Pom e (142 2 (15T,
l/2aznp’q' np nq

Unter Anwendung der Formeln (30) und unter denselben Voraus-
setzungen, daf alle GroSen von der Ordnung
x? a8 8 x? a8 i
n:prz9 x ,ns pls 2 %3 pla ‘lISW., ,nq123 x ,ns qls b ng qls

usw.

unterdriickt werden konnen, ergibt sich hieraus der Ausdruck:

# @ —d)z @ —d)

p’wN——*——_*l_—:::.e_ 2np’d’ " 2np’d T 6ntp'igt . . (4:4)
V2anyp'q
Setzt man jetzt noch
— " =% . %
oy=Vnp'qd und 2z = s oA (45)

80 erhilt man
A et 1_161)
Pom—tee e 298 20 \a o

o Vin

(46)
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und

e 2

2t | p'—q ( zl")
L4
3

— -
20y

C e .. (@7

p,a: ~ .
o V2xn
Vergleicht man (43), (44), (45), (46) und (47) mit (20), (37), (38), (40),
(39) und (41), so iiberzeugt man sich leicht, daB erstere Formeln aus
letzteren entstehen, wenn IV so groB genommen wird, daf die Quotienten
n 2n
7 w0l

Spezialfall von 7', dar, der unter der Voraussetzung N —> o erhalten
wird,! und es ist uns in der Tat gelungen, eine Naherungsformel zu finden,
die sowohl auf (10) als auch auf (11) des § 3 in gleichem MaBe angewandt
werden kann. Nach unseren Ausfithrungen auf 8. 41 war dieses
Resultat auch wohl vorauszusehen,

Es sei noch bemerkt, daf, wenn man in (87) jenen Teil vorausnimmt,
der gleich p’, in Formel (44) ist, man unschwer zu folgendem Ausdruck
gelangt:

vernachlissigt werden kénnen. Somit stellt ', blo8 einen

_ %? _ @=d)e  @'—9)2
e 2(N—n)p'¢ 2(N—n)p'Y 6(H—n)ip'2¢®
Type~p,. . . (48)
1—
N

Der Faktor, der neben p’, auf der rechten Seite steht, ist bei z = 0
und itberhaupt bei kleinem x gréBer als 1, somit ist dann 7%, > ¢’,,.

Wird hingegen x groler, so erhilt man augenscheinlich das umge-
kehrte Verhéltnis: 7', < p’,. Der Fall eines so groBen positiven z, daB
es, bei p’ > ¢’, das dritte Glied des Exponenten groBer als die beiden
ersten machen kénnte, wobei man wieder 7', > ', erhielte, ist mit den
Grundannahmen, unter welchen 7', abgeleitet wurde, unvereinbar.

5. Zahlenbeispiele zu § 4.

Wenn wir die Formel (39) des letzten Paragraphen betrachten, die
ihrerseits nur einen Niherungsausdruck fiir (25) daselbst darstellt, so
iiberzeugen wir uns leicht, daB das zweite Glied im Exponenten, welches
den Faktor (p’ — ¢') enthilt, die Asymmetrie in der Verteilung der Reihe
der P’;[vgl. §4, Formel (1)] zum Ausdruck bringt. Dieses Glied verschwindet

ganz, sobald p'= ¢ = -;— wird. Betrachten wir etwa folgendes Beispiel.

Eine Gesamtheit vom Umfange N = 100 enthalte eine gewisse Anzahl
M von Elementen, die das Merkmal 4 aufweisen. Der Gesamtheit werden
Stichproben vom Umfange 7 = 20 entnommen. Gefragt wird, wie sich
unter den angegebenen Umsténden die Reihe der P’; aus § 4, Form. (1)

geben wiirde, wenn die relative Hiufigkeit p’'= % des Merkmals 4
! Der Pfeil, der zwischen zwei GroBen in der Mathematik gesetzt wird,

bedeutet, dafl die eine sich der anderen in der Richtung des Pfeiles unbegrenzt,
nahert.
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die Werte 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 usw. erhielte. Setzt man N = 100, n = 20,
M = 10,20, 30,40,50 ....,2=0,1,2,3,4,5,6,.... in Formel (21) des §4
ein, so kommt man zu folgenden Resultaten (vgl. Tab. 1). Die Kolumnen
,»ohne Zuriicklegen sind nach Formel (21) berechnet; diejenigen
,»nit Zuriicklegen‘“ entsprechen der Binomialformel 10 000 (p' 4 ¢')2° und
sind dem bekannten Lehrbuche von Yule entnommen.?

Tabelle 1. Die relativen Héufigkeiten P’; x 10000
bei N=100 und »=20.

' =0, ' =02 '= 0,3 2’ = 04 ' =05
i Ohne Mit Ohne Mit Ohne Mit Ohne Mit Ohne Mit
Zuriick- | Zuriick-| Zuriick- | Zuriick-| Zuriick- | Zurfick-| Zuriick- | Zuriick-] Zuriick- | Zuriick«
legen legen legen legen legen legen legen legen legen legen
0| 951,2| 1216 66,0| 115 3,0 8 0,1 0,0
112679,3| 2702 1 432,56 576 35,5 68 1,5 5 0,0
213181,7| 2852 |1259,2| 1369 | 188,3| 278 13,56 31 0,4 2
312092,1| 1901 | 2158,6 | 2054 | 596,7| 716 71,4 123 3,6 11
41 841,1| 898 |2436,9| 2182 |1268,1| 1304 | 255,1| 350 21,2 46
5| 215,3| 31911919,5| 1746 |1918,3| 1789 | 653,0| 746 89,0 148
6 35,4 89 11090,6 | 1091 |2140,9| 1916 | 1242,2| 1244 | 278,1| 370
7 3,7 20| 455,8| 64511802,9| 1643 {1797,2] 1659 | 661,3| 739
8 0,2 4] 141,6| 222 11161,8| 1144 |2007,8| 1797 {1216,0| 1201
9 0,0 1 32,8 74| 577,6| 654 )1748,3| 1597 |1746,1 | 1602
10 0,0 5,7 20| 222,4| 308 11192,4| 1171 |{1968,7| 1762
11 — 0,7 5 66,3| 120 | 637,6| 710 |1746,1| 1602
12 — 0,1 1 15,2 39| 266,7| 355|1216,0| 1201
13 — 0,0 2,7 10 86,7 146 661,3 739
14 — 0,0 0,3 2 21,7 491 278,1| 370
15 — 0,0 0,0 4,1 13 89,0 148
16 — 0,0 0,0 0,6 3 21,2 46
17 — 0,0 0,0 0,1 3,6 11
18 — 0,0 0,0 0,0 0,4 2
19 — 0,0 0,0 0,0 0,0
20 — 0,0 0,0 0,0 0,0

Die Haufigkeiten fiir p* = 0,6, p" = 0,7, p’ = 0,8, p’ = 0,9 werden
bloB Spiegelbilder derjenigen fiir p’ =04, p’ = 0,3, p' =0,2, p" =0,1
ergeben und brauchen daher hier nicht aufgefithrt zu werden. Die Zahlen
der Tab.1l sind in Abbildung 1 auf S.60 dargestellt, wobei die
Rechtecke dem Falle ,,ohne Zuriicklegen und die durch Linien ver-
bundenen Punkte jenem ,mit Zuriicklegen“ entsprechen. Man ersieht
aus den Schaubildern sofort, daB in der Tat die relativen Héaufigkeiten
gich um so symmetrischer um ihr maximales Glied verteilen, je niher p’
an 0,5 herankommt. Aber in allen 5 Fillen weisen sie bereits die fiir
das Exponentialgesetz so typische ,,Glockenform® der Verteilung auf.

1 Vgl. G.UdnyYule: An Introduction to the Theory of Statistics.
10th edition, S.294. London 1932.
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Wir iiberzeugen uns ferner, da8 die Differenz zwischen den Fillen ,;ohne
Zuriicklegen und ,,mit Zuriicklegen* nicht unbetrichtlich ist und daB

3000-
2500- V=100 2500-
ne 20
2000- - 01 2000-
7500~ 1500-
1000- 1000-
s00- 500-
01734565597 % W 0123456788170
2500- N=100 2500 - N=100
n=20 =20

07234567889710172 01234567 83971017712131415

tatsdchlich, wie oben auf S. 58

N=100

n= 20 auseinandergesetzt wurde, im er-

590- p =05 steren Falle die Verteilung sich

2000- enger um das maximale Glied
gruppiert als im zweiten.

7500 - Die Analyse der Formel (37)

des §4 ergibt ferner folgendes

7000- auferordentlich wichtige Resultat:

00- je groBer n genommen wird, desto

kleiner werden, beigleichbleibenden

0 p’ und ¢, das zweite und dritte

0TZT 45T EIWARBUBTE — . des Exponenten im Ver-

Abb. 1. gleiche zum ersten, desto weniger

wird also auch die Asymmetrie der
Reihe der P; in Erscheinung treten. Nehmen wir z. B. an, die Gesamt-

heit besitze den Umfang N = 400, wobei p'= % gleich 0,1 sei, also den
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extremsten Wert des vorhergehenden Beispiels aufweise, und fragen wir
nach der Verteilung der Reihe der P; bei zunehmendem Umnfang % der
Stichprobe. Es sei etwa nacheinander » = 5, 10, 20, 50 und 100. Wir
erhalten dann folgende Tabelle 2. Die Zahlen ,mit Zuriicklegen*
sind hierbei, mit alleiniger Ausnahme von 7 =5, dem Lehrbuche
von Winkler entnommen.!

Tabelle 2. Die Ann#éherung der Reihe P;Xx 10000 an die sym-
metrische Verteilung bei wachsender SeriengroBe n
(I = 400, p’ =0,1).

n=>5 n=10 n=20 n =50 n = 100
i Ohne Mit Ohne Mit Ohne Mit, Ohne Mit Ohne Mit
Zuriick- | Zuriick-] Zuriick- | Zuriick-| Zuriick- | Zuriick-] Zuriick- | Zuriick-] Zuriick- | Zuriick-
legen legen legen legen legen legen legen legen legen legen
0 15888,4! 5905 | 3442,7| 3487 | 1151,1 | 1216 35,5 51 0,1
113308,1| 3281 | 3923,4| 3874 |2700,6| 2702 | 228,2| 286 0,8 3
2| 722,9| 729 11956,1| 1937 |2925,6| 2852 | 698,9| 779 5,6 16
3 76,7 81| 561,5| 574 |1944,7} 1901 | 1357,6| 1386 26,5 59
4 3,9 4| 102,7| 112 | 888,9| 898 ]1879,7| 1809 90,0 159
5 0,0 12,5 14| 296,8| 319 {1976,3| 1849 | 234,9| 338
6 — 1,0 2 75,1 89 11641,7| 1541 | 489,3| 596
7 — 0,1 14,7 20 |11106,8| 1076 | 836,6| 889
8 —_ 0,0 2,3 3| 617,4| 643 |1197,6| 1148
9 —_ 0,0 0,3 289,0 333 |1456,3| 1304
10 — 0,0 0,0 114,8| 155 |1521,6| 1319
11 — —_ 0,0 39,0 6111378,2| 1199
12 — — 0,0 11,5 22 11089,8| 988
13 _ — 0,0 2,9 7| 756,6| 743
14 — — 0,0 0,6 2| 463,3| 513
15 — _ 0,0 0,1 251,11 327
16 —_ —_ 0,0 0,0 120,9| 193
17 — — 0,0 0,0 51,7 106
18 —_ — 0,0 0,0 19,7 54
19 — — 0,0 0,0 6,7 26
20 — —_ 0,0 0,0 2,0 12
21 — — — . 0,0 0,6 5
22 — _ — 0,0 0,1 2
23 — — —_ 0,0 0,0 1

Dieselben Zahlen sind in Abbildung 2 (S. 62) dargestellt, wobei
die Rechtecke wiederum dem Falle ,,0ohne Zuriicklegen” und die durch
Linien verbundenen Punkte jenem ,mit Zuriicklegen“ entsprechen.
Die HohenmaBstibe sind in allen 5 Schaubildern dieselben, die Dichte
der einzelnen Rechtecke ist jedoch — aus Griinden, die aus den Ausfiih-
rungen des nichsten Paragraphen erhellen werden, —— proportional den

1 1 1 1
—y —==y ——y —=— und ———
Y5~ Y10~ Y20 Y50 /100
1 Vgl. Winkler: GrundriB der Statistik, I, S. 32.

Zahlenwerten : angesetzt. Das
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maximale Glied jeder Reihe wird, wie wir wissen, durch den Wert von
np’ bestimmt, verschiebt sich also in unserem Beispiel bei zunehmen-

dem n vom ersten Gliede zum zweiten, dritten, sechsten und
6000- schlieBlich zum elften Gliede, wobei linker Hand vom
Maximum immer mehr Raum fiir die ihm vorhergehenden
Werte von P; gewonnen wird. Die Verteilung wird gleich-
zeitig immer symmetrischer und ist bei #» = 100 von der
idealen symmetrischen ,,Glockenform‘ bei fliichtiger Be-
trachtung kaum zu unterscheiden. Auch in diesem Beispiel

s000~-

4000

4000-

3000-

N=400

g 71 2 3 4 &5 6 7 & 9 10 01 23 4 5 67 89 01112713

gruppieren sich die relativen
Hiufigkeiten ,,ohne Zuriick-
legen“ etwas dichter um ihr
Maximum als diejenigen ,,mit
TT23456789nnnunisnrewwy  Luricklegen, doch ist der
Abb. 2. Unterschied zwischen beiden

Fallen (infolge eines gréBeren

Wertes von N gegeniiber n) geringer als im vorhergehenden Beispiele.
Zur allgemeinen Orientierung des Lesers sei noch bemerkt, daf die
Berechnung der Zahlenwerte der Tab. 1 und 2 von einem durchschnitt-
lichen Rechner, der nur mit Logarithmentafeln und mit Tafeln der

7000-
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Log. der ,Fakultiten“ (,Faktoriellen”) versehen ist, 2 bis 3 volle
Arbeitstage erfordern wiirde — ein Beleg dafiir, wie notig zeitsparende
Annidherungsverfahren sogar bei relativ. so kleinen Seriengrofen
werden.

Um ein Beispiel fiir die Genauigkeit der N&herungsformel (37) zu
geben, vergleichen wir die sich aus ihr bei N = 400, #n = 100 und p = 0,1
ergebenden Werte mit den genauen Werten der vorletzten Kolumne von
Tab. 2. Infolge des angeniherten Charakters der ersteren ist es jedoch
geboten, die relativen Héufigkeiten bloB auf 100 und nicht auf 10000
zu beziehen. Wir erhalten folgende 2 Zahlenreihen.

i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, 9, 10,
Genau: 0,0; 0,0; 0,1; 0,3; 0,9; 2,3; 4,9; 84; 12,0; 14,6; 15,2;
Angendhert: 0,0; 0,0; 0,1; 0,3; 0,9; 2,3; 4,8; 8,3; 12,0; 14,7; 154;
g = 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20
Genau: 13,8; 10,9; 7,6; 4,6; 2,5; 1,2; 0,5; 02; 0,1; 0,0;
Angenghert: 13,9; 10,9; 7,5; 4,5; 2,5; 1,2; 0,5; 0,2; 0,1; 0,0;

Wenn man in Betracht zieht, daf die Formel (37) von der Annahme
ausgeht, die Zahlen seien bereits so groB, da man auf sie die Stirlingsche
Formel anwenden kann, wihrend bei uns in die genaue Formel (21)
des § 4 die ,,Fakultiten” von ¢ =1, 2, 3, 4 usw. eingehen, so ist die
Ubereinstimmung als eine unerwartet gute zu bezeichnen. Dieses kleine
Beispiel ist eine Bekriftigung jener Tatsache, die wir bereits oben auf
S. 51 erwihnten, daB die Einfiihrung der Stirlingschen Formel in den
Beweisgang wohl bequem, aber durch die Umstéinde nicht unbedingt
geboten ist und eine iiberfliissige Unsicherheit hineinbringt. Wir machen
den Leser ferner darauf aufmerksam, daB Formel (37) im Vergleich
zur genauen Formel (21) noch an und fiir sich keine besondere Zeit-
ersparnis bedingt: ihre hauptsachliche praktische Bedeutung liegt im
Summierungsverfahren, welches wir im néchsten Paragraphen behandeln
werden.

Wie Winkler! sehr treffend ausfiihrt, ist die mit zunehmender Serien-
groBe n wachsende Symmetrie der Binomialreihe durchaus nichts Ge-
heimnisvolles, sonderr im Aufbau der Binomialreihe begriindet. Das-
selbe kann man auch vom allgemeineren Fall der ,,Ziehung ohne Zuriick-
legen* behaupten. Betrachten wir nédmlich die Reihe der relativen
Hiufigkeiten P’, so bemerken wir, mit Riicksicht auf Formel (21) des
§ 4, daB ein beliebiges P’; aus dem Produkte von zwei Gréfien besteht:

aus der Binomialzahl
n\ n!
(z) T il (n—1)!
und dem Restprodukte ‘

M (N—M)! (N —m)!
=91 [N—M)—(n—a)]! g

1 Vgl. Winkler: Grundri der Statistik, I, S. 32, Anmerkung.
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Die Binomialzahlen bilden, wie jedermann bekannt ist, eine ganz
symmetrische Funktion mit einem starken Maximum gerade in der Mitte
der Reihe. Was die Restprodukte anbetrifft, so ersehen wir aus Formel (3)
des §4, daB das Verhiltnis des Restproduktes von P; zu demjenigen
von P;_, sich als

0 AT
T (N—M—n)+¢

stellt. Je kleiner ¢, desto grioBer ist dieser Quotient, und desto mehr
M die er bei ¢ =1
N—-M—n+1’
erreicht. Ist diese Grenze kleiner als 1, so wird die Reihe der Restprodukte
bei zunehmendem ¢ monoton abnehmen. Ist der Quotient @, =
= %ﬁ groBer als 1, so wird es @, desto mehr sein, und daher
wird die Reihe der Restprodukte bei zunehmendem 7 ebenfalls zunehmen.
Tst schlieflich @, Kkleiner als 1, @, aber gréBer, so wird die Reihe
der Restprodukte zuerst ansteigen und darauf wieder abnehmen. In

allen drei Fillen wird jedoch, bei nicht zu kleinem p’== %I— und bei

groferem n, die starke Bewegung der Binomialkoeffizienten diejenige
der Restprodukte iiberwiegen und bei zunehmendem 7 den zunehmenden
symmetrischen Charakter der Reihe bedingen. Setzen wir z. B. N = 12
und n = 4. Die Binomialzahlen werden dann folgende Reihe ergeben:

1, 4, 6, 4, 1;

nidhert er sich seiner oberen Grenze

und die Restprodukte:

) 1 8 28 56 70
bei M =8: —or 55> 195 495° 495
. 70 56 28 8 1
bei M =4: —or Zo5> 4957 495° 495

bei M —6: >, -+ 5 4 2

66° 66° 66° 66° 66

Multiplizieren wir die Binomialzahlen mit den entsprechenden Rest-
produkten, so erhalten wir in der Tat folgende relative Haufigkeiten:

Y ’ ’ ! v
Py, Py Py Py Pl

M=8, -1 32 168 224 70 zZusammen : 49 _ I;
T 4957 495° 495° 4957 495’ T 495 T 7’

2 16 30 16 2 66
M= 6, —6‘6—, E, ’6—6‘, ﬁ’ ‘ég, zusammen . »667 =1 ;
M=4, 70 224 168 32 1 495 L

405" 495° 495° 495’ 495 ZUSAMEN: .=

Wir ersehen hieraus, daBl die starke Asymmetrie der Reihe der Rest-
produkte im ersten und dritten Falle es nur vermocht hat, das Maxi-
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moum der Reihe der P’ um ein Glied nach rechts (bzw. nach links)
zu verschieben.

Die Asymmetrie der Reihe der P’, die immer — mehr oder weniger
ausgesprochen — zum Vorschein kommt, wenn p’ < ¢’ ist (und folglich

entweder p’ oder ¢’ groBer als % ist), hat noch die interessante Eigenschaft

zur Folge, daB die totale relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrschein-
lichkeit) des Ereignisses ¢ <C »p’ nicht derjenigen des Ereignisses ¢ > np’
gleichkommt. Dieser Satz bildet den Hauptinhalt des sogenannten

,Problems von Simmons® Ist p'<%, so wird die Anzahl

der Glieder, deren Indizes kleiner sind als das Produkt np’, jedenfalls
die Zahl jener, deren Indizes grofer sind, nicht iibersteigen, gleichgiiltig,
ob n gerade oder ungerade genommen wird und ob np’ eine ganze Zahl
ist oder nicht. Die Gesamtheit der Zahlen P’ der ersten Gruppe wird
deshalb die kurze Seite und jene der zweiten Gruppe die lange
Seite der Reihe genannt. Ragnar Frisch und Alf Guldberg haben
nun den exakten Beweis dafiir erbracht, da8 im Falle ,,mit Zuriicklegen*
nicht nur die Summe der kurzen Seite immer gré8er als die der langen
ist, sondern daB auch der ExzeB bei konstantem 7 desto gréBer wird,
einen je kleineren Wert man p’ erteilt.r Dasselbe gilt auch fiir den all-
gemeineren Fall ,,ohne Zuriicklegen®. Der Beweis fiir diesen Satz ist
allein mit den Mitteln der elementaren Algebra nicht zu erbringen, und
wir begniigen uns daher mit einem Hinweis auf jene Beispiele, die wir
in diesem Paragraphen bereits angefithrt haben. So ergibt uns Tab. 1
auf S. 59 folgende Resultate:

Bei ' = 0,1: Summe der 2 Haufigkeiten der kurzen Seite.. 3630,5,

Maximales Glied ..........cciiiiiiiieneenn, 3181,7,
Summe der 8 Hiufigkeiten der langen Seite .. 3187,8,
Differenz: kurze Seite — lange Seite ......... + 4429,
Bei p" = 0,2: Summe der 4 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 3916,3,
Maximales Glied ........cciieiiineannnns 2436,9,
Summe der 16 Héufigkeiten der langen Seite . 3646,8,
Differenz: kurze Seite — lange Seite ......... -+ 269,5.
Bei p’ = 0,3: Summe der 6 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 4009,9,
Maximales Glied ......covviiienerinnennnnn 2140,9,
Summe der 14 Hiufigkeiten der langen Seite . 3849,2,
Differenz: kurze Seite — lange Seite ......... -+ 160,7.
Bei p' = 0,4: Summe der 8 Hiufigkeiten der kurzen Seite .. 4034,0,
Maximales Glied .......cccvieiiiienvnnnnn, 2007,8,
Summe der 12 Hiufigkeiten der langen Seite . 3958,2,
Differenz: kurze Seite — lange Seite ......... + 75.8.

1 Vgl. Ragnar Frisch: Solution d’'un pllobléme du calecul des probabilités
(Premier probléme de Simmons). Skandinavisk Aktuarietidskrift, S. 153
bis 174. 1924.

Anderson, Statistik. 5
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Doch je grofer n genommen wird, desto kleiner wird — bei gleich-
bleibendem p’ — die Differenz zwischen der kurzen und der langen Seite.
Das ersicht man aus der Durcharbeitung der Tab. 2 auf S. 61.

Bei » = 5 hat man hier iibrigens {iberhaupt keine kurze Seite.

n=>5 10 20 50 100

Summe der Hiufigkeiten

der kurzen Seite ...... —_ 3442,7 | 3851,6 | 4199,9 | 4337,7
Maximales Glied ........ 5888,4 3923.4 2925,6 1976,3 1521,6
Summe der Hiufigkeiten

der langen Seite ...... 4111,6 2633,9 3222,8 3823,8 4140,7
Differenz: kurze Seite —

lange Seite ........... — + 808,8 | - 628,8 | 4 376,1 | 4 197,0

6. Summenformeln zum Exponentialsatz.

Da das asymmetrische zweite und dritte Glied im Exponenten der
Formel (37) (§ 4) bei den Rechnungen die relativ grofiten Schwierigkeiten
bereiten, und da, wie wir bereits gesehen haben, deren Bedeutung bei
zunehmendem 7 immer geringer wird, so liegt der Gedanke nahe, ob
man nicht bei gréferen n diese Glieder einfach unterdriicken konnte.
Gewohnlich verfihrt man auch in der Tat so, und zwar an Hand der
folgenden Uberlegung. Bei den praktischen Anwendungen obiger Formel
wird recht hdufig nach der totalen statistischen Wahrscheinlichkeit
(bzw. relativen Hiufigkeit) dafiir gefragt, daB die Wiederholungszahl
des Merkmals 4 entweder np' + z oder np’ — x ergebe. Erstere
GréBe wird durch Formel (37) des § 4 gegeben:

’ 1
T,~ X

‘/27m p'q (l—-—%—)
2n

@—a) (1—27”) . @'—q’)(l—T)z’

22

— + p—
’ n , n , n \?
X e 2npq’(1-—-f) 2npq'<1—?-) Gn”p"q'*(l-—-F) S .. (1)

letztere GroBe ergibt sich ohne weiteres aus der vorigen, indem dort
an Stelle von z einfach der Wert — 2 eingesetzt wird:

_ 1
V 2nn p'q’(l—%)
2n 2n

(p'—q')(l———f)z (r’—:r)(l——N—)z’

T_,

z?
n n n\?
r ot onp'a (1 6n2p2g? (1—
Xe 2””“(1 N) "“( 4N) ""“( N) I ¢ £:))

und die totale Wahrscheinlichkeit (bzw. relative Hiufigkeit) von ,,ent-
weder np’ + « oder np’ — x* erhalten wir offenbar in der Summe
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_ 2? (p’—q*)(i—%’l)x w—w)(l—z—”)zs
MMI( %) T e (=) owpigr (1= )
e wrefiog) erefi-5)y

l/2nnp 1———17)

(2 B VAP
@ q/)(l N)z @ q)(l N)x

—I—e_ 2ma’q'<1—7”) ’ fm”p’“q""(1—'3':,7)2 A 3}

T +Tp~

In jedem Lehrbuch der Differentialrechnung findet sich der Beweis
fiir folgende zwei Reihenentwicklungen:

ev=1+ll!+g_j+g_:‘+vyi+.... und

21

Hieraus folgt durch einfache vertlkale Summlerung beider Gleichungen,
daB

e”+e*"=2+y2+1—y;+.... ...... (3a)
Setzen wir
2
@ Q)(I—Tn) z x® @)
y= T 7T ’
2(1—_"17;7_) np q 3n2p'2q'2(1—%—)
so ergibt sich sofort: _ 2t
n
2np'q \1——=
Ty Ty ( N) etv e ¥ . .. (5

l/;nnp'q’ (1— -an)

Betrachtet man aber Formel (4), so ersicht man leicht, daB

z a° 2
R
bereits von einer GréBenordnung ist, die wir oben im § 4 bei der Ableitung
der Formel (37) unterdriickt haben [vgl. daselbst die Bedingungsglei-

chungen (31) und (33)]. Infolgedessen sind wir berechtigt, den Wert
von %* und um so mehr von %, y® usw. in (3a) zu vernachlissigen und

in (5) einfach zu setzen: e*?J- ¢ ¥~ 2. Wir erhalten also:

@2

2¢ 7Y <1_ %)
T Ty~ s e e e e (6)

2rnp'q (1—-%)

1iid
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oder bei Einfiihrung der Bezeichnung von (38) in § 4

o‘:‘/np’q'(l—-—lnv), S (4

auch einfach:
zz
, , 2¢ 20
T4+ T g~ —&%/“2—*;:, 8)
und folglich:
xl
T,+ T~ e 20°
Lo~ . 9
2 of/2n ®)

Die Formeln (6), (8) und (9) bergen nur insofern eine kleine zusétz-
liche Ungenauigkeit, als, wie wir bereits oben auf §. 47 gesehen haben,
das groBte Glied in der Reihe der P’ nicht genau in der Mitte jenes Inter-
valls zu liegen braucht, das durch das System (12) des § 4 bedingt ist,
und daB daher eigentlich — z in P’ _ nach seinem absoluten Wert nicht
immer ganz genau mit -+  in P/, iibereinstimmt. Bei einigermaBien
groBem = ist jedoch der hieraus resultierende Fehler so klein, dafl auch
er ruhig vernachldssigt werden kann. Bedeutend grofler — und nur
bei betrichtlichem # und nicht zu kleinem p’ tragbar — ist der Fehler,
der dadurch entsteht, daB man an Stelle von P’, oder von P'_, einfach

den Durchschnittswert -Bﬁ——ziﬂ setzt. Die Zuldssigkeit dieser Sub-

stitution sollte jedesmal besonders untersucht werden.

Die fiir den Fragenkomplex der mathematischen Statistik besonders
typische Frage ist die folgende: Wie groBist dietotale relative Haufig-
keit (bzw. statistische Wahrscheinlichkeit) aller jener Abweichungen

1—mnp'
[vgl. oben §4, Formel (22)], deren Wert sich innerhalb bestimmter vor-
gegebener Grenzen -+ x, und — , befindet? Nach dem Additionssatz
der statistischen Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. oben §2) ist diese
relative Haufigkeit offenbar durch die folgende Summe gegeben:
Pt Py +Pogt oo+ P i+ Po+P .+
j=-+a
+ Pyt P Poe= 2P - (10)

J=—%

1 Das Summenzeichen X findet in der mathematischen Statistik die
weiteste Verbreitung, und der Leser moge es sich daher gut merken. Seine
Bedeutung ist aus Formel (10) unmittelbar ersichtlich: es soll die algebraische
Summe aller jener P’; genommen werden, deren Index j sich in den Grenzen
von —, bis -+ x, befindet. Dasselbe Symbol kann auch einfacher geschrieben

+ +
werden: J'P’; oder sogar D' P';, wenn aus den vorhergehenden Ausfiih-
j=—a —z
rungen klar hgrvorgeht, auf Welcfle Variable das Summenzeichen bezogen wird.
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Wir kénnen diese Summe auch folgendermafen darstellen:

+ 2

P = (Pl PLo)  (Pamit P ) + (Pl mat Pogyog) e

—y

F (P4 P+ Py ... (1)
oder mit Riicksicht auf Formel (8) oben und auf Formel (20) des §4,
wenn man bedenkt, daf bei uns ganz allgemein

. P~
angenommen wird:
z, ___1° 0
+ @y 226 2ot +6202
P~ e e e e e (12)

e
Da aber offensichtlich bei jedem =z:

(—z)? 22

e— 202 =6— 202’
und daher
:i“ + 2, 72
2'6 —2e2°”,.......(13)
j = —2,

s0 konnen wir auch schreiben:

+ 2, t& s
P~ e 29 . .. ... (14
2 a]/2n 2 ( )
7——-"“10 1=—$o

Formel (14) ist fiir den praktischen Gebrauch sehr unbequem, da bei
groBeren n und z, ihre Aussummierung auBerordentlich zeitraubend
wire. Um diese Rechenschwierigkeit zu meistern, wird ein Kunstgriff
angewandt, der auch sonst in der hoheren Mathematik auf Schritt und
Tritt vorkommt: man ersetzt die Summe durch ein bestimmtes Integral:

1 + @, 32 1 + o i
e 6— 20t ~ P’ (x,) = — 88—202 dx. . . 15
61/27!7.___2_; (o) oV 2n ; (15)
— %o

Um dem mit der Integralrechnung nicht vertrauten Leser diesen Begriff
einigermafen klarzumachen, wollen wir zunichst den Summenausdruck
auf der linken Seite von (15) graphisch veranschaulichen (vgl. Abb.3,
S. 70). In dieser Figur sind die Strecken GA, HB, ....,LF,....,ZY

Ist ferner aus ihnen auch ersichtlich, in welchen Grenzen die Summierung vor-
genommen wird, so schreibt man ganz einfach: 2 Pj. Aus typographischen
Riicksichten wird zuweiien der griechische Buchstabe X auch durch den ihm
entsprechenden lateinischen 8 ersetzt. Die geschieht besonders hiufig in
der angelséchsischen Fachliteratur.



70 1. Kap. Elemente der statistischen Wahrscheinlichkeitsrechnung.

gleich den Summanden der Summe in (15). Wenn die Abstinde GH,
HI usw. gleich 1 gewihlt sind, so sind die Summsanden von (15) ferner
gleich den Flichen der Rechtecke abrg, cdsr usw. Die linke Seite von (15)

1
ol2n
dieser Rechtecke; diese ist aber, wie man sofort sieht, auch gleich der
Fliche des Polygons quA BCDEF .... Yyz (denn es sind die Dreiecke
Abl = Bcl, Bdm = Cem usw.). Das bestlmmte Integral auf der rechten

Seite in (15) ist aber seiner Definition nach gleich der Fliche zwischen
P

ist also, vom Faktor abgesehen, gleich der Summe der Flichen

der z-Achse, der Kurve, die durch die Gleichung y = e 2% dar-

kF
I‘Ej
TN
g, h
n
AP
7 )
cﬁa' /y
Y. B |
pi rigis I 1ed lulil 1L Zlz
Abb. 3.

gestellt wird, und den Geraden 2 : g_ﬂf
wie das oben erwihnte Polygon durch d1e Punkte ABCDEF .... hin-
durch und entfernt sich auch sonst nirgends weit von ihm. Dadurch er-
scheint die Formel (15) gerechtfertigt.

Wir wiederholen nochmals, daf§ wir hier beim Leser iiberhaupt keine
Kenntnis der Infinitesimalrechnung voraussetzen und das Integralzeichen
in (15), (17), (17a) und (18) nur zu dem Zwecke hereingenommen haben,
damit er sich an das AuBere der entsprechenden Formeln gewdhnen
und sie eventuell in der Fachliteratur wiedererkennen kann. Letzten
Endes ist ja das Integralzeichen seinem Ursprung nach nichts anderes
als ein verlingertes Summenzeichen S, und das bestimmte Integral
vermag immer als ein Grenzwert der Summe von sehr kleinen Recht-
ecken angesehen werden, wenn die Basen derselben (bei gleichzeitiger
Vermehrung der Anzahl der Rechtecke) gegen Null gehen. So ist auch

P

Diese Kurve geht ebenso

beim Integral (15) die Hohe eines jeden Rechtecks durch ¢ 2% ge.
messen und dessen Basis durch dz, das sogenannte Differential von .
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Das Integral (15) wird hdufig in einer anderen Form dargestelit,
welche, wie gesagt, dem mathematisch ungeiibten Leser wenigstens ihrem
AuBeren nach bekannt sein muB, damit er sich in den betreffenden
Tabellenwerken richtig orientieren kann. In einer gewissen Analogie zu
den Formeln (40) und (41) des § 4 wollen wir nimlich die Substitution

=2 . .... (18

=
a vz l/2np'q’(1———%)

einfiihren, aus welcher unmittelbar die Beziehung

0V§.t=x

folgt. Da o'|/§ eine Konstante ist, so ist man berechtigt,

o)f2dt=dx . . . . ... ... (16a)

zu schreiben, wobei d¢ und dx wiederum als ,,Differentiale‘ auftreten.
Jenes z,, welches in (15) die obere Grenze der Summierung unter dem
Integralzeichen angibt, ist nur ein bestimmter Wert unter den vielen
Werten, die # annehmen kann. Man bezeichnet den ihm entsprechenden
Wert von ¢ gewohnlich mit Hilfe eines anderen Buchstaben, etwa y
oder #. Wir setzen also noch

t

Lo __ Lo

Y (-5
Mit Riicksicht auf (16), (16a) und (16b) verwandelt sich nun (15) nach
Wegkiirzung von ¢}/2 in

. . . . (16b)

1
@ =
(») V=
—u
Fihrt man jetzt die Bezeichnung
Ou=20 @w—1

ein, so ergibt sich hieraus ferner:

u U
Se“tzdtz‘j:ge_‘zdt. e .an
V=
0

%

@(u):ﬁSe‘”dt-}-% ...... . (17a)
0

In der englischen Fachliteratur trifft man noch sehr hiufig auf ein drittes
System von Bezeichnungen, welches u. a. von den mafigebenden Pear-
sonschen ,Tables for statisticians and biometricians” angenommen

ist: man bezeichnet dort unser % einfach durch z, das Integral in (15)

durch ¢ (oder «):
z z2

Se"?dx,........ (18)
0

2

V3a

a =
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und benutzt auBerdem die Bezeichnung:
ﬁﬂ
1 2
— e e e e e e e e . 18a
iz (18a)

. & .
wobei unter = ebenfalls unser - verstehen ist.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, da8 mit Riicksicht auf die beiden
Grenzrechtecke der Abbildung 3 Laplace seinem Integral noch ein
Erginzungsglied beigefiigt hat, welches die Form

2=

2
e U

(4 ]/2:/z
besitzt, aber so klein ist, daB es in der statistischen Praxis meistens
vernachlissigt wird.!

Das ,,Laplacesche Integral® bedeutet eine enorme Zeit- und Arbeits-
ersparnis, obgleich man niemals vergessen darf, daB es bei endlichem =
nur eine Naherungsformel darstellt, deren Fehlergrenzen gewdohnlich
nicht einmal genauer abgeschitzt werden. Der Hauptvorzug der Formel
ist der, daB alle Werte von P’ (z,) oder einer ihm nahe verwandten Funk-
tion in speziellen Tabellen, gleich Logarithmentafeln, fertig zu finden
sind und nicht fiir jeden einzelnen Fall besonders berechnet zu werden
brauchen. Ein fernerer Vorzug besteht darin, daB dieselben Tabellen in
gleichem MaBe auf sehr verschiedene Fille angewandt werden kénnen,
und vor allen Dingen beziehen sie sich in gleichem Mafe sowohl auf den
Fall ,ohne Zuriicklegen als auch auf denjenigen ,mit Zuriicklegen‘.
Das Integral P’ (x,) in (15) ist ein Néherungsausdruck fiir die totale
relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrscheinlichkeit) aller jener
Gruppierungen zu n Elementen, bei welchen die Differenz

+

i—mnp'
[vgl. oben §4, Formel (22)] kleiner als 4 x, und gréfer als — x, ist;
ebenso ist das Integral @ () in (17) ein Ausdruck fiir die totale relative

Haufigkeit aller Gruppierungen zu #» Elementen, bei welchen die
Differenz

i—np’
c)2
gich in den Grenzen
X -
+u=—"2 und —u=-—2
c)/2 )2

[befindet vgl. Formel (16b)], was man in der mathematischen Zeichen-
sprache auch so ausdriicken kann:

O (u) ist die totale relative Hiufigkeit (bzw. statistische Wahrschein-
lichkeit) aller jener Gruppierungen zu » Elementen, fiir welche das folgende
System von Ungleichungen besteht:

1 Vgl. hierzu L. v. Bortkiewicz: Das Laplacesche Ergéinzungsglied und
Eggenbergers Grenzberichtigung zum Wahrscheinlichkeitsintegral, Sitzungs-
ber. d. Berliner Mathem. Ges., XVIII, 8. 37—42 (1920).



6. Summenformeln zum Exponentialsatz. 73

—x _ t—np + @,
o2 = oy2 = o)z :
Und das Integral ¢ in (18) ist schlieflich der Niherungsausdruck fiir

die totale relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrscheinlichkeit)
aller jener Gruppierungen zu n Elementen, bei welchen die Beziehung

(19)

B Gmmp’ 42 (20)
T = =

festgestellt werden kann. Tafeln, die die eine oder die andere Form
des Laplaceschen Integrals darstellen, werden jedem gréBeren Lehr-
buch der Wahrscheinlichkeitsrechnung und vielen Lehrbiichern der
theoretischen Statistik beigelegt. Wir kénnen bei ihnen 2 Haupt-
typen unterscheiden: die einen, wie etwa diejenigen von Czuber?
gehen von der Formel (17) aus, benutzen als Argument = wg und kénnen
auf die Urtafeln von Kramp zuriickgefiihrt werden?; die anderen gehen
wiederum auf Sheppard? zuriick, der sie zuerst im II. Band der ,,Bio-
metrika’ von K. Pearson vertffentlichte. Sie gehen von der Formel (18)

aus, benutzen als Argument die Grofe % und sind, wie bereits oben

bemerkt, in die maBigebenden Pearsonschen ,,Tables for statisticians
and biometricians“ aufgenommen worden.? In beiden Fillen werden
jedoch das urspriingliche x =7 —np’ und das urspriingliche x, durch
Division durch o‘]/f bzw. durch ¢ [vgl. oben Formel (19) und (20)] trans-
formiert. Dies hat nun zur Folge, daB, wenn man gleichzeitig sowohl x
als auch ¢ mit einer und derselben Zahl multipliziert bzw. dividiert,
der numerische Wert des zugehérigen Integrals keine Verinderung er-
leidet. Fiir die Praxis hat der folgende Fall besondere Bedeutung. Divi-
diert man beide Teile der Gleichung = = ¢ — np’ durch =, so erhilt man
unmittelbar:
€T ’l/

—~_—W——p';.......... (21)

n

dividiert man aber ¢ durch =, so ergibt sich hieraus:
np'q’(l———'ri) _—
4 L N o f1 1
W: poy =l/pq (;;——F>. e e e e (22)

1 Em. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung, I, S.437{f.

2 Kramp: Analyse des Réfractions Astronomiques et Terrestres. StraB-
burg u. Leipzig 1799.

3 W.F. Sheppard: New Tables of the Probability Integral. Biometrika,
Vol. II, 8.174—190 (1902/03).

¢ Friher wurden des 6fteren auch Tafeln mit dem sogenannten ,,wahr-

scheinlichen Fehler‘‘, d. h. mit 0,67449 %, als Argument benutzt. Diese Form

wurde seinerzeit z. B. von GauB8 und Quetelet bevorzugt, doch ist man
jetzt ganz von ihr abgekommen.
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Somit spielt (22), in bezug auf das Laplacesche Integral, fir (21)
gensu dieselbe Rolle wie o fiir 4+ — np’. Diesen einfachen Ubergang mufl
man sich gut merken, da wir im weiteren noch mehrmals auf ihn zuriick-
kommen werden. Bei N — o verwandelt sich (22) selbstverstandlich in

o _1/P4
n_l/—-——n. e e e e e e o (229)

7. Zahlenbeispiele zu § 6.

Wie bereits oben erwihnt wurde, existieren fiir das Laplacesche
Integral verschiedene Tabellenwerke, die zum Teil mit verschiedenen
Argumenten operieren. Daher ist bei deren Anwendung eine gewisse
Vorsicht geboten, und wenn der Statistiker eine ihm nicht genau be-
kannte Tabelle zur Hand nimmt, so muB er vor allen Dingen Klarheit
dariiber erlangen, ob er es mit dem Krampschen, Sheppardschen,
GauBschen oder noch einem anderen Typus zu tun hat. Dies wird durch
Ansicht der Integralform, durch Studium des einleitenden Textes und
durch Vergleich mit anderen Tabellen erreicht. Vergifit der Statistiker
diese elementare VorsichtsmaBregel, so kann er sich auf grobe Fehler
in seinen Berechnungen gefafit machen.

In der angelsichsischen Fachliteratur ist zurzeit der Sheppardsche
Typus der bei weitem verbreitetste. Es erscheint daher zweckmiBig,
auch unseren Zahlenbeispielen eine Tabelle dieser Art zugrunde zu legen.

Das Argument der Tabelle ist, wie wir wissen, der Quotient %, den

Sheppard einfach mit x bezeichnet. Fiir verschiedene Werte
dieses Arguments werden nun die ihnen entsprechenden Gréfen von

—;— (1 +a)=-;—-|-%— [vgl. oben Formel (18)]' und 2z [vgl. daselbst

Formel (18a)] angefiihrt.
Um den Gebrauch der Tabelle besser erldutern zu konnen, geben
wir sie hier in einer sehr gekiirzten Form wieder; statt des Sheppard-

schen z schreiben wir jedoch unser %, statt seiner 7 Dezimalstellen

nehmen wir nur 4, und um Raum zu sparen, unterdriicken wir auch
die sog. ersten und zweiten Differenzen, die zu Interpolationszwecken
gebraucht werden. (Siehe Tab. 3, S. 75.)
Unser erstes Beispiel diene der Anwendung der Werte z. In der vorletzten
Kolumne der Tab. 1 auf S. 59 besitzen wir eine Reihe von Zahlenwerten,
1 Wenn n bereits so gro8 ist, daB man die Verteilung der P’ als symmetrisch

. 1 .
ansehen darf, entspricht »2~(1 + a) der relativen Héufigkeit aller jener Fille,

bei denen die Abweichung algebraisch kleiner als ’Z;T ist; d. h. die Héufigkeit
bezieht sich auf alle negativen Abweichungen, wie gro3 sie auch seien, und
nur fir die positiven Abweichungen gilt die Grenze %. Bei manchen An-

wendungen ist dies die bequemere Form des Laplaceschen Integrals.
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die die Formel fiir die relativen Haufigkeiten P; unter der Voraussetzung
N =100, n =20, p’ =¢' = 0,5 ergibt. Wir wissen jedoch, daf§

P~ T,
[vgl. Formel (39) des §4]. Wegen »'= q’:-;— verschwindet hier das

asymmetrische zweite und dritte Glied im Exponenten von T;;, und wir
erhalten einfach:

1 ~ g2
P~ —__.eg 2¢° B ¢ |
Yoo)2n ’ - @
Tabelle 3.
z 1 a z 1 a
i PR z ] PR z
0,0 0,6000 0,3989 2,3 0,9893 0,0283
0,1 0,5398 0,3970 2,4 0,9918 0,0224
0,2 0,56793 0,3910 2,5 0,9938 0,0175
0,3 0,6179 0,3814 2,6 0,9954 0,0136
0,4 0,6554 0,3683 2,7 0,9965 0,0104
0,5 0,6915 0,3521 2,8 0,9974 0,0079
0,6 0,7257 0,3332 2,9 0,9981 0,0060
0,7 0,7580 0,3123 3,0 0,9987 0,0044
0,8 0,7881 0,2897 3,1 0,9990 0,0033
0,9 0,8159 0,2661 3,2 0,9993 0,0024
1,0 0,8413 0,2420 3,3 0,9995 0,0017
1,1 0,8643 0,2179 3,4 0,9997 0,0012
1,2 0,8849 0,1942 3,5 0,9998 0,0009
1,3 0,9032 0,1714 3,6 0,9998 0,0006
1,4 0,9192 0,1497 3,7 0,9999 0,0004
1,5 0,9332 0,1295 3,8 0,9999 0,0003
1,6 0,9452 0,1109
1,7 0,9554 0,0940 4,0 0,9999683 0,0001
1,8 0,9641 0,0790 4,5 0,9999966 0,00002
1,9 0,9713 0,0656 5,0 0,99999971
2,0 0,9772 0,0540 5,56 0,99999998
2,1 0,9821 0,0440 6,0 0,9999999990
2,2 0,9861 0,0355
wobei
cx=t—np . ... ... (2
und
, s n
o= npq(l—-—ﬁ).......... 3)

Wie aus (18a) des vorhergehenden Paragraphen 6 ersichtlich, sind in
unserer Tab.3 die Werte von

a:!
1 Tz

— 5 B ]

2
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angefiithrt. Vergleicht man diese Formel mit (1), so iiberzeugt man sich
sofort, daf aus ihr die einfache Beziehung folgt:

’ (4 z

P z ~ T z — ?.
Setzt man nun die eingangs angegebenen Zahlenwerte in (2) und (3),
8o erhidlt man aus ihnen:
x __t—10
2 2
Das kleinste ¢ ist 0, das groBte 20, somit rangiert der absolute Wert ||
zwischen 10 und 0. Dem Werte % = % = 0 entspricht in der Tabelle

0’3289 =0,19945; dem Werte = =1

2
entspricht in der Tabelle z = 0,3521; somit ist 7; = 0’35 21 _ 0,17605

und so weiter. Auf diese Weise erhélt man in einigen Minuten alle iibrigen
Werte von T',. Vergleicht man jene mit den genauen Zahlen von Tab. 1
auf S. 59, so ergibt sich folgendes:

z=i—10, o =2, und folglich: = =

z=0,3989; somit ist 7',=

v = 0’ 19 2: 33 4, 5, 6’
10000 P’; genau: 0,0; 0,0; 04; 3,6; 21,2; 89,0; 278,1;
10000 P’; angendhert: 0,0; 0,0; 0,5; 4,5; 22,0; 87,5; 270,0;
7 = 7, 8, 9, 10, 11,

10000 P’; genau: 661,3; 1216,0; 1746,1; 1968,7; 1746,1; usw.

10000 P’; angendhert: 647,5; 1210,0; 1760,5; 1994.5; 1760,5; usw.

Fiir so kleine Grundzahlen ist die Ubereinstimmung bereits als voll-
kommen befriedigend zu bezeichnen.

Als zweites Beispiel wihlen wir die Anwendung des Sheppardschen
Integrals o [Formel (18) des vorhergehenden Paragraphen] auf die vor-
letzte Kolumne von Tab. 2, S. 61. Wir erhalten fiir diese

- n _ 1 9 [, 100
o‘=l/npg (1_W_)_]/100.—16-. ENp —400) — 2,508

und wiederum

x =1—10.
Unsere Aufgabe bestehe etwa darin, mit Hilfe der Tab. 3 die relative
Hiufigkeit aller jener P; zu bestimmen, die dem Falle
—35=x=+435

entsprechen. Es ist folglich

z 36
o = 2508 — L35

In der Kolumne (% + %—) steht 0,9032 gegeniiber 1,3 und 0,9192
gegenitber 14. Die Differenz ist 0,0160, somit entfillt auf 0,05 etwa

0,02160 = 0,0080, so daB dem Wert von % = 1,35 ungefdhr die Zahl
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0,9032 + 0,0080 = 0,9112 entspricht. Durch Multiplikation mit 2 und
Subtraktion von 1 ergibt sich hieraus o = 0,8224 (an Hand der voll-
stindigen Sheppardschen Tabellen wiirden wir direkt das genauere
Resultat @ = 0,8230 erhalten). Da nun einem x = —3,5 ein 7 = 6,5
und einemt x = -+ 3,5 ein ¢ = 13,5 entspricht, so miiBite eigentlich die
von uns erhaltene relative Héiufigkeit @ der Summe aller Haufigkeiten
von P’, bis P’,; inklusive in der vorletzten Kolumne der Tab. 2, S. 61
gleich sein. Und in der Tat ergibt sich fiir letztere die Zahl 0,8237 — ein
Resultat, welches sich nur um zirka 0,19, vom angendherten unter-
scheidet, das etwa in 2 Minuten erhalten werden kann!

Ein anderes mehr durchgearbeitetes Beispiel fiir die Anwendung
der Tab. 3 auf kompliziertere Probleme findet sich weiter unten in § 9.

Wenn wir die Zahlenreihen der Tab. 3 betrachten, so bemerken wir

noch, daBl die Funktion (—;— - %) mit zunehmendem —Z_i ebenfalls stark

zunimmt: bei % = 2 betrigt sie z. B. 0,9772, bei —; = 3 schon 0,9987,

bei % = 4 bereits 0,9999683 usw. Wir erhalten hieraus fiir das Integral ¢
folgende Werte:

bei % = 2, oder, was dasselbe ist, bei x = 20, a = 0,9544;

b o=3, % w w w » &=30, a=09974;

w =4 s s @ =40, @ =09999366;

by Z=5, w5 o x=D50, a=099999942;

., % =6, , ) » o X =60, a =0,999999908; usw.

Diese Feststellung ist von groBer Wichtigkeit, denn sie bildet den Uber-
gang zum sog. ,,Gesetz der groflen Zahlen®.

8. Das Prinzip der grofien Zahlen,

Um das Folgende besser verstehen zu konnen, wollen wir zunichst
den Hauptinhalt unserer bisherigen Ausfithrungen rekapitulieren. Aus
dieser Rekapitulation wird auch ersichtlich werden, wie weit wir auf
dem auf S. 35f. vorgezeichneten Weg bereits vorgeschritten sind. Unseren
Ausgangspunkt bildete eine statistische Gesamtheit vom Umfange N,
unter deren Elementen eine gewisse Anzahl M das Merkmal A aufweist.
Wir nahmen an, daB dieser Gesamtheit auf beliebige Art n Elemente
entnommen wurden, von denen ¢ das Merkmal A4 besaBen. Es handelte

sich dann um folgende Frage: wie verhilt sich die relative Haufigkeit %

zur relativen Héaufigkeit % (die wir iibrigens in bezug auf _:I{ als ,,stati-
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stische Wahrscheinlichkeit” P bezeichneten) ? Um diese Frage zu beant-
worten, untersuchten wir zunichst, auf wie viele Arten die N Elemente
der Gesamtheit sich zu # Elementen kombinieren kénnen, und stellten
fest, dafl die Zahl dieser Kombinationen gleich

N! —Tn

(N—mn)! VN
ist. Wir nahmen ferner an, daB jede Kombination ein Element in
der neuen Gesamtheit aller Kombinationen darstellt, die

offenbar den Umfang V% besitzt, und versuchten festzustellen, wie hiufig
hierbei die konkreten Kombinationen (Elemente):

Omal ,,4° und nmal , Nicht 4°; 1mal ,,4° und (» — 1)mal ,,Nicht 4“;
2mal ,,A° und (n — 2)mal ,,Nicht A, usw.

vorkommen. Das Ergebnis war, daB die relativen Hiufigkeiten der
letzteren sich durch die Reihe

7 1] 1’ ’
Py, P, P, .....P,

darstellen lassen. Wir fanden fiir diese Grofen sowohl genaue (vgl.
Formeln 6 und 10 des § 3) als auch angendherte Ausdriicke (vgl. For-
meln 21, 37 und 39 des § 4). Unser nichster und letzter Schritt bestand
dann in der Bestimmung der totalen relativen Haufigkeit aller jener
Elemente, bei denen das Merkmal 4 von (np’— z)mal bis (np’ + z)mal
suftritt, oder, was dasselbe ist, bei denen die relative Hiufigkeit des

Merkmals A4 sich zwischen den Grenzen p'—-—;i und p'-+ % befindet.
Diese relative Héufigkeit bezieht sich selbstverstindlich ebenfalls auf

'(“Niv-—!n)! Elementen,
unter welchen jedes eine gewisse Kombination von » Elementen aus der
Ausgangsgesamtheit vom Umfange N darstellt. Als Antwort ergab sich
das sog. Laplacesche Integral mit seiner einzigen charakteristischen
Konstanten o, die je nach der Fragestellung verschiedene Werte an-
nehmen kann: '

o (i) v, o (i3 L
Unsere bisherigen Ausfiihrungen bewegten sich also im Bereiche rein
mathematischer Spekulationen, speziell im Bereiche der sogenannten
Kombinatorik, und wir vermochten bis jetzt noch gar nichts dariiber
auszusagen, wie in Wirklichkeit bei einer Entnahme von » Elementen
aus N sich die Héufigkeit des Merkmals A stellen wiirde. Wird z. B.
die ,,Stichprobe® aus einem Teile der Gesamtheit entnommen, der nur
Elemente mit dem Merkmal 4 enthélt, so wird die relative Hiufigkeit

% = 1 resultieren. Befinden sich jedoch alle Elemente mit dem Merk-

die von uns nur gedanklich gebildete Gesamtheit von

mal A gerade in einem anderen Teile der Ausgangsgesamtheit, so wird
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gich bei derselben statistischen Wahrscheinlichkeit —Jl%, trotz aller Formeln

der §§ 3, 4 und 6, das Resultat —g« =0 ergeben. Ist z. B. die Gesamt-

heit der Zihlkarten einer Volkszihlung nach Geschlecht geordnet, so
wird man aus der einen Gruppe nur ,,ménnliche Karten ziehen kiénnen
und aus der anderen nur ,,weibliche. Diese einfache Tatsache 148t sich,
wie wir bereits einmal bemerkt haben, durch keine noch so komplizierten
,.tautologischen Umformungen® der Formeln der Kombinatorik aus der
Welt schaffen.

Um hier vorwirtszukommen, muf} irgendeine zusitzliche Annahme
gemacht werden. Sollte z. B. festgestellt worden sein (dies ist offenbar
eine quaestio facti), daf die Elemente, die das Merkmal 4 besitzen,
in der Ausgangsgesamtheit vom Umfange N mehr oder weniger gleich-

méBig verteilt sind, d. h. daB letztere gut durchmischt ist, so konnten
hieraus bereits gewisse Riickschliisse auf das Verhéltnis von % zZu %
gezogen werden. Dasselbe wire iibrigens auch der Fall, wenn wir die
Elemente fiir die Stichprobe ungefihr gleichmifig aus den verschiedenen
Teilen einer geordneten Gesamtheit entnehmen wiirden.

Die Mischung, die wir im Sinne haben, ist durchaus keine mathema-
tische, sondern eine rein technische, sozusagen alltégliche Angelegenheit.
Wenn man z. B. durch sorgfiltige Mischung keine mehr oder weniger
gleichmiBige Verteilung von Zement, Kies, Sand und Wasser erreichen
konnte, so wiirden die einzelnen Teile einer Betonkonstruktion nicht
dieselben Festigkeits-, Dehnbarkeits- usw. Konstanten aufweisen, und
die ganze Betontechnik wire ein Ding der Unmdglichkeit. Man kann
folglich behaupten, dal das Ergebnis einer guten Mischung so sein mu8,
daB die Gesamtheit héherer Ordnung und die aus ihr entstandenen Ge-
samtheiten niederer Ordnung ungeféihr dieselbe Zusammensetzung
und Gliederung besitzen, d. h. mehr oder weniger homogen sind. Das
ist eine wichtige Einschrdnkung, denn wir haben bereits im § 1 gesehen,
daB eine gegebene Gesamtheit zu verschiedenen und — was die Haupt-
sache ist — zu verschieden zusammengesetzten Gesamtheiten hherer
Ordnung gehoren kann: die relative Hiaufigkeit der lebendgeborenen
Knaben unter allen Lebendgeborenen ergibt sich z. B. im Durchschnitt
etwa zu 0,51 bis 0,52; da aber die Sterblichkeit der Knaben bei der Ge-
burt und vor der Geburt grofler als die der Madchen ist, so unterliegt
es kaum einem Zweifel, daB die relative Héaufigkeit der ménnlichen
»Zigoten® iiber 0,52 liegt.

Eine ganz andere Frage ist es, ob man nicht auch eine rein mathemati-
sche Definition fiir den Begriff der Mischung geben kénnte. R. v. Mises
(vgl. oben 8. 21) hat z. B. auf einer solchen die ganze Wahrscheinlich-
keitsrechnung aufzubauen versucht. Sein ,.einfaches Kollektiv (Alter-
native)*! ist némlich eine Gesamtheit unendlichen Umfanges (N — =),

1 Der Begriff ,,Kollektiv-Gegenstand* findet sich iibrigens, wie auch
Mises bemerkt, bereits bei G. Th. Fechner. Vgl. seine ,,KollektivimaBlehre*
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die die folgenden Eigenschaften besitzt: 1. ihre Elemente bilden eine
regellose Folge, 2. die relative Haufigkeit des Merkmals 4 strebt bei
unbegrenzter Zahl der Elemente einem festen Grenzwerte p zu, und 3. bei
jeder durch ,,Stellenauswahl® gebildeten Teilfolge ergibt sich derselbe
Grenzwert fiir die relative Hiufigkeit des Merkmals A (,,Prinzip des
ausgeschlossenen Spielsystems).! Gegen Mises ist von verschiedenen
Seiten der Vorwurf erhoben worden, daB seine Definition gewissermafen
ein petitio principii oder, richtiger gesagt, eine volle Umkehrung der
wichtigsten Lehrsdtze der Wahrscheinlichkeitsrechnung enthalte. Er
tibernehme z. B. in die Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes den
wesentlichsten Teil des Inhaltes des Bernoulli-Laplaceschen Theo-
rems. Demgegeniiber wire zu bemerken, dal, wenn sich Mises das Ziel
stellt, eine mathematische Definition des Begriffes der ,idealen
Mischung®* zu geben, man eigentlich gegen diese kaum grofSere Einwénde
erheben konnte als etwa in der Geometrie gegen die Definition der paralle-
len Linien, der Asymptoten u. dgl., insbesondere wenn die Kollektive,
die in der Praxis vorkommen, tatsichlich aus einer unbestimmt groBen
Anzah! von Einheiten bestehen sollten. LieBe sich jedoch eine andere,
bessere Definition angeben, die die Forderung der Giiltigkeit des Theorems
von Bernoulli-Laplace nicht einschldsse, so wiirde das System von
Mises dadurch nur gewinnen. Soviel wir zur Zeit urteilen koénnen,
enthilt dieses keine nennenswerten inneren Widerspriiche, und wir
nehmen daher an, daB das Misessche Begriffssystem in der Tat hin-
reichend ist, um auf ihm die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung auf->
zubauen. Es fragt sich nur, ob auch alle seine Elemente gleich notwen-
digsind, und in dieser Hinsicht glauben wir, einige Bemerkungen machen
zu diirfen: uns scheint ndmlich, daB Mises den Anwendungsbereich der
Wahrscheinlichkeitsrechnung iiberméBig einengt. Zunichst wire darauf
hinzuweisen, dafl man in der statistischen Praxis sehr haufig mit Gesamt-
heiten zu tun bekommt, die eine recht begrenzte Zahl von Einheiten
umfassen und daher nicht einmal anniherungsweise als ,,unendlich®
angesehen werden konnen, insbhesondere wenn die ,,Ziehung* aus ihnen
,,ohne Zuriicklegen geschieht. Ferner trifft man hier nur relativ selten
auf Gesamtheiten, die tatsichlich so gut vermischt sind, dai man sie,
wenn auch nur anniherungsweise, als ein Misessches Kollektiv ansehen
koénnte. Letzterer Umstand ist ja leicht verstandlich, denn die statistische
Aufarbeitung der Ergebnisse einer Massenbeobachtung ist in der Regel
technisch mit der Ordnung derselben nach gewissen territorialen oder
zeitlichen Merkmalen verbunden. Freilich kénnte man dagegen ein-
wenden, da man die Mischung ja nur gedanklich vorzunehmen braucht,
indem man sich fragt, wie jene Gesamtheit héherer Ordnung beschaffen

S. 3 (herausg. von G. Fr. Lipps), Leipzig 1897: ,,Unter einem Kollektivgegen-
stande (kurz K.-G.) verstehe ich einen Gegenstand, der aus unbestimmt vielen,
nach Zufall variierenden, Exemplaren besteht, die durch einen Art- oder
Gattungsbegriff zusammengehalten werden. Somit nihert sich der Fechner-
sche ,,K.-G.”“ mehr unserem Begriffe einer statistischen Gesamtheit.

1 Vgl. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.8—15.
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sein miiBte, damit aus ihr die gegebene Gesamtheit durch blinde Wahl
entstehen konnte. Dieses gedankliche Experiment wiirde noch durch
den bereits mehrmals erwihnten Umstand unterstiitzt, daB fiir die stati-
stische Methode die tatséchliche Verteilung der Einheiten innerhalb
der gegebenen engsten Zeit-Raum-Grenzen absolut irrelevant bleibt.
Andererseits konne man nicht selten erreichen (z. B. bei einigen Verfahren
der Stichprobenerhebung), daB wenigstens die Gesamtheit niederer
Ordnung sich als gut gemischt ergebe.

Unsere Frage bleibt aber doch bestehen: ist die strenge Misessche
Definition des Kollektivbegriffes auch notwendig? Wir haben uns oben
iiberzeugt, dafl man auf rein mathematischem Wege bis zur Feststellung
vordringen kann, da8 die relative Héufigkeit der einzelnen Kombinationen
zu n Elementen um so kleiner wird, je grofler der absolute Wert von

r=1—mnp

ist, d. h. je mehr sich ¢ von np’ entfernt. Und zum Schlusse des § 7
(S. 77) wurden sogar Zahlen angefiihrt, die wir hier anwenden kénnen.
Ist némlich die totale relative Haufigkeit aller solcher Kombinationen,
bei denen x sich in den Grenzen -+ 2 ¢ befindet, gleich o = 0,9544, so
folgt hieraus nach dem Additionssatz, dafl die totale relative Héufigkeit
jener Fille, bei denen z kleiner als — 2 ¢ und gréBer als -+ 2 ¢ ist,
gleich der Differenz
l—a=1—0,9544 = 0,0456

ist. Desgleichen ergeben sich fiir die Fille: |z| > 3¢, > 40, > 50,
> 6 o usw. in derselben Reihenfolge die folgenden relativen Hiufigkeiten:

0,0026; 0,0000634; 0,00000058; 0,000000002 usw.

Wir bediirfen nur einer Briicke, die uns von diesem Ergebnis rein
mathematischer ,tautologischer Umformungen® zur realen Tatsachen-
welt hiniiberleiten konnte. Diese Briicke erhalten wir aber bereits in
folgender Feststellung, die das Resultat unserer praktischen Erfahrungen
ist und beinahe als ein Axiom des téiglichen Lebens angesehen werden kann :

Wenn man einer mehr oder weniger durchmischten sta-
tistischen Gesamtheit aufs Geratewohl, d. h. ohne speziell
auszuwédhlen und zu suchen, ein Element entnimmt, so
wird es sehr selten vorkommen, daB dieses Element gerade
ein solches Merkmal aufweist, dessen relative Haufigkeit
in der Gesamtheit sehr klein ist.

Nehmen wir z. B. einen Sack mit Bohnen und ziehen wir eine Bohne
daraus, so wird es sehr selten vorkommen, daB es gerade jene Bohne ist,
die wir vordem mit einem speziellen Zeichen versehen haben.

Wir wollen diesen Satz als das Cournotsche Lemma bezeichnen,
denn er ist einem alten Ideengange von A. Cournot entnommen, dem
auch Tschuprow bei seinem Beweise des ,,Gesetzes der groBen Zahlen*
gefolgt ist.?

1 Vgl. Al. A.Tschuprow: Abhandlungen zur Theorie der Statistik,
2. Aufl.,, Kap. III, §IV.

Anderson, Statistik. 6
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An das Cournotsche Lemma reiht sich nun ein zweites Lemma
rein mathematischen Inhaltes, dessen Ableitung oben in den §§ 3 bis 7
gegeben wurde. Es lautet:

GréBere Abweichungen der Zahl ¢ {bzw. der relativen
Haufigkeit ;Z—) von ihrem h#ufigsten Wert np’ (bzw. p') be-

sitzen, bei geniigend groBen 7, eine sehr geringe relative
Haufigkeit.

Ist nun die Ausgangsgesamtheit vom Umfange N mehr oder
weniger gemischt, so werden die einzelnen Teilgesamtheiten vom
Umfange 7, die man ihr entnimmt oder wenigstens entnehmen koénnte,
verschiedene Zahlen von ,Elementen mit 4 aufweisen, die ebenfalls
durchmischt erscheinen, d. h. eine mehr oder weniger regellose Folge
bilden werden. Somit ist man berechtigt anzunehmen, daB auch die

nur in Gedanken gebildete Gesamtheit hoherer Ordnung vom Umfange
ﬁ als durchmischte Gesamtheit angesehen werden diirfe. Wenn
man jetzt auf eine Bezeichnung zuriickgreift, die bereits im § 1 auf S. 30
eingefithrt wurde, und gut durchmischte Gesamtheiten, im C(egensatz
zu den mathematischen Kollektiven von Mises, einfach statistische
Kollektive nennt, so gelangt man durch Verbindung beider Lemmen
zu folgendem Schluf3:

Bei statistischen Kollektiven geniigend groBen Umfanges

kommen gréfere Abweichungen der Zahl ¢ von np’ (bzw. %

von p’) nur sehr selten vor.

Besinnt man sich darauf, daBl sowobl das Ausgangskollektiv vom
Umfange N in bezug auf die ,,Stichprobe” vom Umfange n, als auch

das Kollektiv der "(J_V—iy._'ﬁ)—v' Kombinationen zu # Elementen in bezug auf

eine Gruppe von einigen solchen Kombinationen Gesamtheiten héherer
Ordnung sind, denen gegeniiber wir bereits von statistischen Wahr-
scheinlichkeiten sprechen konnen, so wird es ersichtlich, daB letzterer
Satz auch folgendermafBen formuliert werden kann:

Bei statistischen Kollektiven gentligend groBen Umfanges
kommen griBere Abweichungen der relativen Héaufigkeiten
von den ihnen entsprechenden statistischen Wahrschein-
lichkeiten nur sehr selten vor.

Dieser Satz gibt den wesentlichen Inhalt jenes Theorems wieder,
welches Tschuprow, dem Beispiele Cournots folgend, als das Gesetz
der groBen Zahlen bezeichnet.! Richtiger wire es freilich zu sagen,
daB dieser Satz den Inhalt nur eines der Gesetze der grofBien
Zahlen ausmacht.

Um einen méglichen Einwand gleich von vornherein zu entkriften,
méchten wir die Aufmerksamkeit des Lesers darauf lenken, dafl unser

1 A.A. Tschuprow: Abhandlungen usw., S.227 u. 229,
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zweites Lemma so kleine relative Héufigkeiten bzw. statistische Wahr-
scheinlichkeiten ergeben kann, daB ihnen gegeniiber die VerldBlichkeit
des Cournotschen Lemmas iiber jeden Zweifel erhaben ist. Wie aus
den Zahlen von 8. 77 hervorgeht, ist z. B. die statistische Wahrschein-
lichkeit dafiir, da3 die relative Haufigkeit von der betreffenden statisti-
schen Wahrscheinlichkeit um mehr als 4 4 ¢ abweicht, bereits gleich

0,0000634 — ?,177—3— Es diirfte wohl selten vorkommen, dal man aus

einem MaB3 Bohnen, welches 15773 Stiick enthélt, bereits auf den ersten
Zug die einzige richtige herausgreift. Finden wir, dafl dieses doch zu-
weilen vorkommen kénnte, so hindert uns nichts daran, die Grenzen
von z noch weiter zu ziehen und sie, sagen wir, gleich 4 9 ¢ zu setzen.
Der ihnen entsprechende Wert des Laplaceschen Integrals kann aus
der Tab. IV von Pearsons ,,Tables for statisticians and biometricians‘
unschwer berechnet werden; die statistische Wahrscheinlichkeit einer

solchen Abweichung betrigt TZ?ITGE

‘Um die Kleinheit dieser Zahl zu ermessen, wollen wir annehmen,
daB ein einzelnes Sandkorn im Durchschnitt etwa 1 Kubikmillimeter
Raum einnimmt; 1 Kubikmeter Sand wiirde dann etwa 1000% =
= 10° Koérner enthalten, und 1 Kubikkilometer etwa 10003.10° =
= 10" Sandkorner. Die obige statistische Wahrscheinlichkeit entspricht
also dem Verhiltnis: 1 Sandkorn zu 4,43 Kubikkilometern Sand.

Es diirfte wohl ziemlich schwer sein, auch einen grofleren Gegen-
stand als ein bestimmtes Sandkorn, der sich irgendwo in 4,43 Kubik-
kilometern Sand befindet, gleich auf den ersten Griff herauszufinden!
Die statistische Wahrscheinlichkeit einer Abweichung im Betrage von
4 30 ¢ ergibt bereits eine Zahl von der astronomischen GriéBenord-

nung T(jli—ﬁ, und diejenige von -+ 500 ¢ sogar die ganz ungeheuerliche

»hyperastronomische* GréBenordnung Tslﬂé;: eine 1 geteilt durch eine
Zahl mit 54289 Nullen 1t

. 1 Vgl. hierzu den sehr instruktiven Artikel V. Romanowskys, ,,Die
statistische Weltanschauung®, im ,,Statistischen Boten‘‘, H.X, Nr.1—4,
8.8 u. 9, Moskau 1922 (russisch). ,,Die kinetische Gastheorie lehrt, daf3 es
im Laufe von 1 Sekunde in 1 Kubikzentimeter Wasserstoff bei 0° Celsius
und 760 mm Druck rund 24 . 102 MolekelzusammenstéBe gibt, Nehmen wir
an, um uns der Zahlenordnung der Molekularerscheinungen zu néhern, da@
eine Miinze 24.10%mal geworfen worden ist, und stellen wir die folgende
Frage: wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 bei einer solchen An-
zahl der Versuche die relative Hiufigkeit des Ergebnisses ,,Kopf‘“ von der

. 1 . . .
Zahl 0,5 um weniger als Jois » der einen oder anderen Richtung abweicht ?

Wir bemerken nebenbei, daB diese Genauigkeit von der selben Grofen-
ordnung ist wie etwa die Feststellung der Entfernung der Sonne vom Neptun
auf 1mm genau; diese Entfernung betrigt bekanntlich etwa das 30fache
der Entfernung der Erde von der Sonne; letztere ist ungefahr gleich 150 Mill.

6*
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Zu dem Misesschen mathematischen Kollektivbegriff zuriickkehrend,
glauben wir also feststellen zu konnen, daB er in seiner Strenge zu weit
geht und das Arbeitsfeld der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu sehr ein-
engt: fiir die rein mathematischen ,tautologischen Umformungen® der
Theorie ist dieser Begriff, soviel wir sehen konnen, tiberfliissig, denn wir
haben bereits oben in den §§ 3 bis 7 gezeigt, daB die rein mathematischen
Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die fiir die statistische Theorie
von Bedeutung sind, und vor allen Dingen das Laplacesche Integral,
welches hier noch immer eine ganz zentrale Lage einnimmt, allein aus
dem Begriffe einer statistischen Gesamtheit abgeleitet werden
konnen ; und beim Ubergange zum ,,Gesetze der groBen Zahlen“ kommen
wir auch mit einer viel einfacher konstruierten ,,Briicke*‘ aus: mit dem
Begriff des statistischen Kollektivs. Es geniigt fiir dieses schon,
wenn die Elemente der Gesamtheit nicht gerade nach jenem Merkmal
geordnet sind, mit dessen relativer Hiufigkeit wir uns beschéftigen;
ob sie nicht vielleicht nach einem andern Merkmal geordnet sind, bleibt
ganz irrelevant, solange zwischen beiden Merkmalen kein sichtbarer
Zusammenhang (,,Korrelation) besteht.! Vorbedingung fiir die Be-

Kilometern. An Hand des Laplaceschen Theorems und mit Hilfe ein-
facher Rechnungen werden wir feststellen kénnen, da3 die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ndher zu 1, also zur GewiBheit, liegt als die Zahl 1 — W.
Letztere ist aber so nahe an 1, daB es fast unmoglich ist, sich ihren
Naherungsgrad vorzustellen. Wir wollen dies auf folgende Weise versuchen.
Nehmen wir eine Kugel, deren Radius gleich der Entfernung der Sonne vom
Sirius ist, welche von den Lichtstrahlen in 9 Jahren durchlaufen wird, wobei
das Licht die Geschwindigkeit von etwa 300000 Kilometern in der Sekunde
besitzt, und fiillen wir sie mit Wasserstoffmolekeln, deren Dimensionen rund
1000mal kleiner sind als die Dimensionen der kleinsten Bakterien. Es sei
ferner angenommen, daf nur eine einzige von allen diesen Molekeln schwarz
gefdrbt ist, alle andern aber weiB. Wenn wir jetzt aufs Geratewohl eine
Molekel unserer Kugel entnehmen, so wird die Wahrscheinlichkeit, gerade

eine weile Molekel zu erhalten, ungeféhr der Zahl 1’T()‘I1Ts gleich sein, und

diese Zahl wird noch unermeSBlich weiter von 1 entfernt sein als jene Zahl,
die wir oben angegeben haben.®

1 Eine Bemerkung, zu der wir spéter noch zuriickkehren werden: Im
Bestreben, einen hoheren Genauigkeitsgrad fiir die gewonnenen Resultate
zu erzielen, welcher iibrigens auf diese Weise kaum jemals erreicht werden
kann, treibt man — bei praktischen Anwendungen, z. B. im Bereiche der
Stichprobenmethode — nicht selten die ,,Mischungsregel auf die Spitze
und stellt an den Modus der Auswahl der Einheiten in die Gesamtheit
niederer Ordnung héhere Anforderungen als eigentlich notwendig ist. Wenn
wir es wirklich mit einem gut durchmischten statistischen Kollektiv zu tun
haben, so ist es vollkommen zulissig — sowohl vom theoretischen als auch
vom praktischen Standpunkte —, daB die Elemente alle von derselben Stelle
entnommen werden, wie es etwa bei der Ziehung der Lose in der neuen
franzosischen Staatslotterie auch geschieht. Nur wenn die Gesamtheit h6herer
Ordnung kein Kollektiv ist und man erreichen will, daf3 wenigstens die Stich-
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schreitung der ,,Briicke® ist natiirlich, da man bei der Entnahme der
Elemente aus dem statistischen Kollektiv nicht speziell nach solchen
Elementen fahndet, die das seltene Merkmal besitzen, wie etwa der
Goldwascher nach den seltenen Goldkérnern im goldhaltigen Sande
sucht und ‘seine Apparatur daraufhin einrichtet.

In den weiteren Paragraphen des vorliegenden Kapitels, wo kompli-
ziertere Theoreme, die im Zusammenhange mit dem Exponentialsatz
stehen, behandelt werden, werden wir noch Gelegenheit zur Nachpriifung
haben, ob man nicht wenigstens in diesen ,héheren Stockwerken der
Theorie gezwungen ist, den strengeren Misesschen XKollektivbegriff
doch einzufiihren. In den Kap. IT und IIT stellen wir dieselbe Frage
auch in bezug auf die heterograden Gesamtheiten.

Nach allem, was bereits gesagt worden ist, diirfte es vielleicht iiber-
flitssig erscheinen, den Unterschied zwischen der in unserer ,,Einfiihrung*‘
entwickelten Konzeption von einander umfassenden Gesamtheiten (bzw.
statistischen Kollektiven) verschiedener Ordnungen und der in der eng-
lischen Fachliteratur gewéhnlich angenommenen Konzeption (,,Popula-
tion“ oder ,,Universe” einerseits und ,,Sample’‘ andererseits) besonders
hervorzuheben. Um jedoch moglichen MiBversténdnissen vorzubeugen,
wollen wir diese Frage dennoch kurz beriithren. Da die angelsichsischen
Theoretiker ebenfalls nicht in allen Einzelheiten miteinander iiberein-
stimmen, wihlen wir hierbei den Standpunkt Prof. R. A. Fishers als
eines Gelehrten, der sich zurzeit in fithrender Stellung befindet und
dessen tief durchdachte Konstruktionen Gegenstand der groBten Beach-
tung sind. In seiner grundlegenden Monographie ,,On the Mathematical
Foundations of Theoretical Statistics®, die wir in der Einleitung auf S. 11
bereits zitiert haben, vertritt Fisher den Standpunkt, da8 die ,,Reduk-
tion der Daten‘, die das Hauptziel des Statistikers bilde, darin bestehe,
daB eine hypothetische unendliche ,,Population konstruiert wird, von
welcher man annimmt, daf die tatséchlichen Daten nur zuféllige Stich-
proben (,,random samples‘) aus ihr darstellen. ,,Es mufl bemerkt werden®,
setzt Fisher auf S. 313 fort, daB in dieser Interpretation ,,keine Falsch-
heit (falsehood) enthalten ist, denn jede Menge von Zahlen ist eine zu-
fiallige Stichprobe aus der Gesamtheit der Zahlen, die dieselbe Matrix
von Ursachen (causal conditions) hervorbringt: die hypothetische
Population, die wir untersuchen, ist ein Aspekt der Gesamtheit der Folgen
von diesen Ursachen, welcher Natur sie auch seien. Das Postulat der
Zufslligkeit 16st sich also in die Frage auf, ,,Aus welcher Population
ist diese Stichprobe entnommen ¢, die hiufig genug von jedem prak-
tischen Statistiker gestellt wird. Aus obigen Beispielen geht hervor,
dafl der ProzeB der Reduktion der Daten sogar in den einfachsten
Fillen durch die Annahme, die verfiigharen Beobachtungsdaten seien

probe ein solches sei, wird man die Auswahl so organisieren miissen, daf3 die
Elemente mehr oder weniger gleichmiBig aus verschiedenen Teilen der Ge-
samtheit entnommen werden. Die verschiedenen Modalitéiten dieser Technik
gel&lﬁren in die Theorie der Stichprobenerhebung.
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eine Stichprobe aus einer hypothetischen unendlichen Population, voll-
zogen wird.

Somit fithrt Fisher jede tatsichlich gegebene Gesamtheit sofort
auf eine hohere Gesamtheit von unendlichem Umfange zuriick und
hat hierbei nur den ,,Fall mit Zuriicklegen‘ im Auge. Sein Standpunkt
wird in vielen Fillen zu denselben praktischen Konsequenzen fiihren
wie der unsere, doch gibt es auch solche, wo beide stark differieren kénnen.
Stellen wir uns z. B. ein Spiel Karten vor, aus dem eine gewisse Anzahl
Karten ohne Zuriicklegen entnommen wird. Unsere Gesamtheit héherer
Ordnung ist eben das ganze Spiel Karten, wihrend man sich nach Fisher
hier ebenfalls eine unendliche Population von Karten vorstellen miifite.
Oder ein anderes Beispiel, welches fiir den Statistiker gréfleres praktisches
Interesse besitzt: gegeben sei die Bevélkerung eines gewissen Landes;
taglich sterben aus ihr gewisse Personen weg und andere werden hinzu-
geboren. Esist sehr wohl moglich, daB hierdurch auch einige durchschnitt-
liche Charakteristiken der Bevolkerung, wie z. B. das Geschlechts-
verhéltnis, die Geburten- und Sterblichkeitsziffer usw. Verdnderungen
erleiden. Bei einer jeden solchen Verinderung miissen wir uns, nach
Fisher, eine andere unendliche Population vorstellen, aus der die
gegebene auf dem Wege einer zufilligen Auswahl entstanden sein kénnte;
und wéihrend die letztere stetigen kleinen Verénderungen unterworfen
ist, werden wir bei den ersteren groBe Spriinge ,,aus einer Unendlichkeit
in die andere* vollfithren miissen. Das Bild ist ungefdhr dasselbe, wie
wenn man mit einem starken Scheinwerfer die néchtliche Landschaft
beleuchtet: einer minimalen Bewegung am Apparat entspricht bereits
eine grofle Verdnderung im beleuchteten Objekt. Im Interesse der groferen
Allgemeingiiltigkeit der theoretischen Konstruktionen und insbesondere
im Interesse der Theorie der Stichprobenerhebungen miissen wir darauf
bestehen, daB auch der Fall von endlichen Gesamtheiten hoherer
Ordnungen in der statistischen Methodenlehre geniigend beriicksichtigt
wird.

Wir kehren jetzt zum ,,Gesetz der groBen Zahlen“ zuriick. Der
Satz, der oben auf S. 82 formuliert wurde, kann auch in folgender
Gestalt wiedergegeben werden, die auf den mathematischen Inhalt des
zweiten Lemmas mehr Riicksicht nimmt: je gréBer =, d. h. die Zahl
der Elemente, die dem statistischen Kollektiv vom Um-
fange N entnommen werden, desto ndher wird in der Regel
die relative Haufigkeit des Merkmals 4 an die betreffende
statistische Wahrscheinlichkeit herankommen, wum bei
n =N mit dieser genau zusammenzufallen. Ist der Umfang
des Kollektivs unendlich grof, so wird bei unbegrenzt zunehmender
Zahl n der erste Teil dieser Beziehung bestehen bleiben. Die Annéherung
der relativen Haufigkeit an ihre statistische Wahrscheinlichkeit darf
jedoch nicht in dem Sinne verstanden werden, in dem man in der Mathe-
matik von der Anndherung einer Variablen an ihren Limes spricht: in
unserem Falle bestehen viel kompliziertere Verhiltnisse, die aber mathe-
matisch nicht minder streng formuliert werden kénnen.

3

€
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Der Ausdruck ,,Gesetz der groBen Zahlen®, der einst von Poisson!
geprigt wurde, darf keineswegs als besonders gliicklich gewahlt gelten,
denn einerseits ist hier das Wort ,,Gesetz* in einem Sinne gebraucht,
der jedenfalls mit dem iiblichen Begriffe eines Gesetzes sowohl im natur-
wissenschaftlichen als auch im rechtswissenschaftlichen Sinne kaum
recht in Einklang zu bringen ist, und anderseits kann auch die Kombi-
nation dieses Wortes ,,Gesetz* gerade mit den Worten ,,der grofien
Zahlen“ zu bedeutenden MiBverstindnissen Anlafl geben. Meinong?
bemerkt sehr richtig, daB das Gesetz der groBen Zahlen in seinen Grund-
lagen uns ebenso dunkel ist wie das Bernoullische (Laplacesche)
Theorem klar erscheint. Die Frage, was eigentlich unter dem Ausdrucke
,»Gesetz der groBen Zahlen“ verstanden werden soll, bildet noch immer
den Gegenstand bedeutender Meinungsverschiedenheiten unter den Ge-
lehrten. Ein paar Beispiele werden geniigen, um den Grad der Divergenz
zwischen ihnen anschaulich zu machen. Nach Ansicht von Bortkie-
wicz?® erscheint es ,,als einzig zweckmiBig, den Ausdruck ,Gesetz der
groflen Zahlen‘ fortan ausschlieflich in dem Sinne, den er sich in der
Statistik erworben hat, zu verwenden: nimlich zur Bezeichnung der
ganz generellen (aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung heraus zu erkléren-
den, aber an kein bestimmtes wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema
gebundenen) Tatsache, daBl statistische Haufigkeiten (und Mittelwerte)
bei unverénderlichen oder sich nur schwach dndernden allgemeinen Be-
dingungen des Geschehens mehr oder weniger stabil bleiben, sofern ihnen
hinreichend groBe Ereigniszahlen zugrunde liegen®.

Tschuprow schlieBt sich, wie oben bemerkt wurde, der Cournot-
schen Auffassung an, findet jedoch in terminologischer Hinsicht auch
den Vorschlag Edgeworths? ,eigenartig und wohl auch mehr zutref-
fend”“. Edgeworth meint, das Gesetz der groBen Zahlen ,,bedeute,
daB, wenn zahlreiche Beobachtungen, von welchen jede einem eigenen
Haufigkeitsgesetze folgt, aufs Geratewohl (at random) genommen werden,
ihre Summe (oder allgemeiner ausgedriickt: jede lineare Funktion von
ihnen oder eine Annidherung an eine solche) dem normalen Fehlergesetz
gehorcht“ (,,on the Probable Error®, S.389) [unter dem ,,normalen
Fehlergesetze‘* versteht man eine Formel vom Typus (1) in § 7]. Mises®
unterscheidet zwei Gesetze der groBen Zahlen, die in ihrer ,kiirzeren
oder weniger prizisen” Fassung wie folgt lauten: Erstes Gesetz:
,»Es ist bei groBem n ,fast sicher’, daB8 das arithmetische Mittel aus =
Zahlen, die irgendwelchen = Verteilungen unterworfen sind, nahezu

1 8. D. Poisson: Recherches sur la probabilité des jugements en matiére
civile et en matiére criminelle. Paris 1837.

2 A, Meinong: Uber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit, S. 599. Leipzig
1915.

3 L. v. Bortkiewicz: Die Iterationen, S. 56 u. 57.

4 F.Y.Edgeworth: The Generalised Law of Error, or the Law of Great
Numbers, Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 69, S. 497—530; ferner
derselbe: On the Probable Error of Frequency Constants, ebenda, Vol. 71.

5 R.v.Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 170—230.
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gleich seinem Erwartungswert wird”; und zweites Gesetz: ,Es ist
fast sicher, daB die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Merkmale beliebig
nahe den beobachteten relativen Haufigkeiten liegen, wenn nur die
Wiederholungszahl n geniigend grof ist.”“ Hierzu kommen bei Mises
noch ,zwei Erginzungssitze zu den Gesetzen der grofien Zahlen“ und
obendrein noch zwei ,,Fundamentalsitze“. Eugen Slutsky endlich,
ein sehr scharfsinniger russischer Theoretiker, vertritt die Ansicht,! das
Gesetz der groBen Zahlen sei ein Sammelname fiir alle Theoreme, deren
Inhalt darauf hinauslduft, daB die stochastische Grenze der Differenz
zwischen einer gewissen zufédlligen Variablen und einer gewissen
anderen GroBe bei unbegrenzter Zunahme der Anzahl der Versuche
gleich Null wird. (Die Erklirung der Ausdriicke ,,stochastische Grenze‘’
und ,,zufillige Variable‘ findet der Leser unten in Kap. II.) Wenn man
auch beriicksichtigen muBl, dafl die einen Definitionen zur homo-
graden, die anderen aber bereits zur heterograden Theorie (vgl.
oben S. 25—26) gehoren, so diirfte es dennoch unmdéglich sein, eine Defi-
nition zu finden, die allen Meinungen Rechnung trigt. Wir glauben
daher, daB es am besten wire, auch hier einem Vorschlage Tschuprows
zu folgen und nicht von einem Gesetze, sondern — weniger an-
maflend — von einem Prinzip der grofen Zahlen zu sprechen.
Auf letzteres kénnten dann alle Feststellungen zuriickgefiihrt werden, die
eine gewisse Beziehung zwischen den Wahrscheinlichkeiten (in der homo-
graden Statistik) und iiberhaupt allen wahrscheinlichkeitstheoretisch
bedingten Grofen (in der heterograden Statistik) einerseits und den Tat-
sachen der statistischen Wirklichkeit anderseits festlegen.

Unser Wissen, welches auf dem Prinzip der groflen Zahlen be-
ruht, ist ein Wissen sui generis, das von einem gewissen Elemente sub-
jektiver Willkiir nicht zu trennen ist. In der Tat, wie klein mufl die
Haufigkeit eines Merkmals sein, damit ich von ihr im Cournotschen
Lemma (s. oben 8. 81) als von einer ,,sehr kleinen sprechen kann ?
Und um wie viel kleiner mufl sie noch werden, damit ich auf S. 82
in der SchluBfolgerung aus beiden Lemmen die Worte ,,sehr selten vor-
kommen“ durch die Worte ,in der Praxis nie vorkommen‘ ersetzen
darf? Auch der gréBte Skeptiker wird wohl zugeben, daB es ,,praktisch
nie vorkommen‘‘ wird, daB man auf den ersten Griff ein mit einem be-
stimmten Zeichen versehenes einzelnes Sandkorn herausziehen konnte,
welches irgendwo in 4 Kubikkilometern Sand untergebracht ist. Somit
wiirde auch fiir ihn eine Abweichung im Betrage von {iber 4 9 ¢ als ein
Ding der praktischen Unmoglichkeit erscheinen. Bei enger gezogenen
Abweichungsgrenzen gestaltet sich aber die Sachlage bei weitem nicht
o eindeutig. Die Losung der Frage, bis zu welchem Ausmafle man kleine
statistische Wahrscheinlichkeiten als ,,sehr klein‘“ und folglich das Nicht-
eintreffen der entsprechenden Ereignisse als ,fast sicher” anzusehen
bereit ist, hingt nicht nur von der absoluten GréBe der Wahrscheinlich-
keiten und von der mehr oder weniger spekulativen Veranlagung eines

1E. Slutsky: Zur Frage des Gesetzes der groBen Zahlen, 8. 55.
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jeden ab, sondern auch von dem Grade der Wichtigkeit, die ein
unwahrscheinliches Ereignis, welches doch eintritt, fiir ihn haben kénnte.
Wenn ein grofler Meteorstein gerade auf das Dach jenes Hauses stiirzen
wiirde, in welchem wir unsere Wohnung gemietet haben, so wiirde das
fir uns zumindest eine bedeutende Lebensgefahr bedeuten. Aber die
relative Hiufigkeit jener Hiuser, die durch Meteorsteine zerstért worden
sind, ist so gering, daB wir sie iiberhaupt nicht in Betracht ziehen und
jedenfalls kein Bediirfnis nach besonderen Schutzvorrichtungen gegen
Meteorite auf unserem Dache empfinden. Aber auch die relative Haufig-
keit der abgestiirzten Flugzeugpassagiere ist recht klein, und dennoch
ist sie in den Augen vieler Menschen grof genug, um sie zu veranlassen,
die Eisenbahn dem Aeroplane vorzuziehen. Projektiert man jedoch eine
lingere FuBtour und stellen Himmel und Barometer gutes Wetter in Aus-
sicht, so wird der Marsch ruhig angetreten, obgleich man sehr gut aus
eigener Erfahrung weil, da8 im Durchschnitt von fiinf derartigen Wetter-
prognosen mindestens eine ganz milgliickt; denn im schlimmsten Falle,
bei einem plotzlichen Wettersturz, riskiert man nur, griindlich naff zu
werden. Doch umgekehrt, eine Krankheit, bei der im Durchschnitt jeder
fiinfte Kranke stirbt, wird allgemein als sehr gefihrlich angesehen.

In der Praxis der mathematisch-statistischen Untersuchungen ist
es zur Zeit iiblich, als Grenze der Wahrscheinlichkeiten, die noch beriick-
gichtigt werden, die totale Wahrscheinlichkeit jener Abweichungen an-
zunehmen, die grofer als 4 3 ¢ sind. Auf S. 77 haben wir bereits fest-
gestellt, daB diese gleich

1
| 0,0026 = 355
ist. In Fillen, wo unser eigenes Leben vom Eintreffen eines so wenig
héufigen Ereignisses abhéngt, wiirde uns eine Wahrscheinlichkeit im
Betrage von immerhin noch beinahe 0,39, sicher nicht als absolut belang-
los erscheinen, doch im Bereiche objektiv-wissenschaftlicher Untersu-
chungen, von denen das Leben keines Menschen direkt abhingt, ist jetzt
die sogenannte ,,Regel der 3 Sigmas“ recht populér, und zwar, wie wir
spater noch sehen werden, weit iiber ihre logisch und mathematisch zu-
lissigen Anwendungsgrenzen hinaus. Frither war auch als Grenze der

Wahrscheinlichkeit jene fiir die Abweichungen von tiber + 2 }/2 o2 =
= -+ 2,8284 ¢ recht verbreitet. Sie betrigt 0,0047 = 51—3 In manchen
Fillen, besonders im Bereiche der Stichprobenmethode, begniigt man
sich sogar mit 4 20 und mit -+ 1,5/20%, was Wahrscheinlichkeiten
vom Betrage 0,0456 bzw. 0,0339 entspricht. Im Zusammenhange mit
der R. A. Fisherschen Konzeption der ,fiduzidiren Wahrscheinlich-
keit“ (,fiducial probability‘‘), zu der wir weiter unten noch zuriick-
kehren werden, scheint jetzt auch ein rationelleres dezimales System
der Grenzwahrscheinlichkeiten mehr in Aufnahme zu kommen. Die
iiblichen Grenzwerte fiir die Wahrschemhchkelben sind dann 5%, 2%
und 1%,
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9. Zahlenbeispiele zu § 8.

Die Tafeln des Laplaceschen Integrals kénnen nicht nur dazu dienen,
um die Grenzen der moglichen Abweichungen abzuschétzen oder die
statistische Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Abweichung in gewissen
gegebenen Grenzen liegt, zu bestimmen, sondern auch, um eine tatsichlich
vorgekommene Hiufigkeitsverteilung mit der ,,theoretischen®, d. h. mit
der sich aus der angeniberten Exponentialformel ergebenden Verteilung
zu vergleichen. Dieser Fall gehort offenbar schon zum Fragenkomplex
des Prinzips der groBen Zahlen.

Prof. Westergaard hat den folgenden Versuch unternommen, bei
welchem alle Elemente besonders leicht iibersehbar sind und der deshalb
zu einem Beispiel fiir die Anwendung der Laplaceschen Formel besonders
geeignet erscheint.! In einem Beutel ,,befanden sich gleichviele weile
und rote, aber im iibrigen véllig gleiche Kugeln. Nach der Ziehung einer
Kugel ward die Farbe (w oder r) notiert, und bevor eine neue Kugel
gezogen wurde, ward die herausgenommene Kugel in den Beutel zuriick-
gelegt, worauf eine sorgfiltige Mischung samtlicher Kugeln erfolgte.
Das Experiment wurde 10000mal wiederholt, und die wechselnden
Resultate hinsichtlich der bei jeder einzelnen Ziehung erzielten Farbe
kann man sich leicht in einer Reihe wie in der folgenden niedergeschrie-
ben denken:

WWrwrruwwrrrwrrwrrrowwrrwr ...,

welche man sich also als 10000 Buchstaben enthaltend vorstellen muf.
Insgesamt ward weif 5011mal und rot 4989mal gezogen: insofern ist
die Zahl jeder Farbe ungefihr die gleiche.” Die Reihe der 10000 Buch-
staben wurde nun in 100 Gruppen zu je 100 Buchstaben zerlegt und die
Zahl der w (der weien Kugeln) in jeder Gruppe gezihlt. Es ergab sich
das folgende Resultat.

Von sidmtlichen 100 Gruppen ergaben:

1 34 weile Kugeln 9 50 weile Kugeln
13 ” 5 51 ”
2 40 ,, » 10 52 ,, ”
2 41 ” 4 53 ,, ”
2 42 » 8 54 ”
3 43 bR » 3 55 ' » bhl
3 4 » 5 56 »”
4 45 ,, ,, 4 57 »
5 46 . 4 58 »
6 47 bR bR 1 6]' » »
5 48 ,, ” 1 62 »
1 49 » 1 63 ,, »

Diese Zahlen konnen in folgendem Schaubild dargestellt werden.

1 H. Westergaard u. H.C.Nybeslle: Grundziige der Theorie der
Statistik, 2. Aufl., S.107—109. Jena 1928.



9. Zahlenbeispiele zu § 8. 91

Obgleich die Verteilung 77~
der Gruppen ziemlich un-  79-
regelmafig ist, vermogen
wir in ihr bereits gewisse
Elemente jener typischen
Glockenform zu erkennen,
die wir in den Abbildun-
gen 1 und 2 (S. 60 und
62) beobachtet haben. Die
Ahnlichkeit wird gréoSer,
wenn wir die Gruppen zu
je zwei vereinigen (vgl.
Abbildung 5).

Betrachtet man die
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Zahl der Gruppen
=
[}

N NG
]

B
1

10000 Kugelziehungen als a: ] ]H] | ]

Ganzes, so ist die relative 34 “@0 45 50 65 60 63
Hiufigkeit einer weillen Anzahl der weiBen Kugeln in der Gruppe

Kugel gleich 0,5011, wih- Abb. 4.

rend man annehmen diirfte,

daB bei einer Fortsetzung der Versuchsreihe bis ins Unendliche diese
Hiufigkeit sich gleich 0,5000 ergeben miiite. Wie grofl ist nun die
statistische ~Wahrscheinlichkeit

dafiir, daB bei 10000 Kugel- 20-

ziehungen die erhaltene rela- 18 -

tive Haufigkeit sich von 0,5000

um keinen groferen Betrag als -
=+ (0,5011 — 0,5000) = 4- 0,0011 5 74-
entferne ? Da, wie wir annehmen, §,2 ~
bei uns N — o, so mufl hier §
die Formel 3 -
c—1/24 39
n Q 6 -
angewandt werden. Es ist 4- ’
nm p—- —1_1_1
P=g 1= 75Ty z- [
n =10000. Folglich ist [ I |
1 ShaTIIsIERAnILR
“=‘/m=0’005’ S883¥ILIREILBEY
und Anzahl der wesBen Kugeln in der Gruppe
@ 0,001 Abb. 5.
= = o000 — 022

In unserer Tab. 3 auf S. 75 entspricht einem g— im Betrage von 0,2 fir
% -+ % der Wert 0,5793, der nichstgréBere, fiir 0,3, ist 0,6179; die Diffe-

renz betrigt 0,0386. Somit wiirde der GroBe % == 0,22 etwa
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_.__|___—05793—|— +0,0386 = 0,56870

entsprechen (genavere Rechnung an Hand der vollstindigen Sheppard-
schen Tafeln ergibt hier den Wert 0,56870644), und fiir @ erhalten wir hieraus:

o =2.0,5870 — 1 = 0,1740.
Die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung, die gréBer als die gegebene,
d. h. gréBer als 0,0011 ist, betragt
1—0,1740 = 0,8260.
Nach der ,Regel der 3 Sigmas“ diirfte die Abweichung der relativen
Hiufigkeit 0,5011 von ihrer statistischen Wahrscheinlichkeit 0,5000 sich

noch in den Grenzen 0,5000 + 3 . 0,0050,

d.h.inden Grenzen von 0,485 bis 0,515 befinden. Das durch Westergaard
erzielte Resultat ist folglich in dieser Hinsicht auBerordentlich genau.

Die Tab. 3 vermag aber auch anders angewandt zu werden: man
kann nimlich die Duten Westergaards daraufhin untersuchen, ob die
Verteilung der Zahlen der weilen Kugeln in den Gruppen zu 100 Kugeln
auch wirklich jener Verteilung entspricht, die sich aus der Laplaceschen
Formel ergibt. Jede Gruppe bildet eine Gesamtheit vom Umfange
n = 100, wihrend die Gesamtheit hoherer Ordnung, die aus allen Kugeln
des Experiments besteht, offenbar den Umfang N = 10000 besitzt;
p’ ist gleich 0,5011 und ¢’ = 0,4989. Hieraus ergibt sich:

n 100
o= ‘/np q 1—7) — ‘/ 100 . 0,5011 . 0,4989 (l—m) — 4,9749,

und np’ ist offenbar gleich 50,11.

Wihlen wir jetzt die einzelnen « derart, da8 die Briiche -~ 1mmer solche

Zahlen ergeben, die in der Tab. 3 von S. 75 direkt zu flnden sind. Da nun
1,49247 = 0,3 . 4,9749, so setzen wir die Zahl 1,49247 als Einheit fiir die
xz-Werte ein und bilden mit Riicksicht auf Tab. 3 zunichst folgende Hilfs-
tabelle.

x 1 a .

z - r + % a 100a Differenzen
1,49247 0,3 0,6179 0,2358 23,58 33’58
2,08494 0,6 0,7257 = 0,4514 45,14 1,56
4,47741 0,9 0,8159 0,6318 63,18 18,04
5,06988 1,2 0,8849 0,7698 76,98 13,80
7,46235 L5 0,9332 0,8786 87,86 10,88
8,95482 L8 0,9641 0,9282 92,82 4,96

10,44729 2,1 0,9821 0,9642 96,42 3,60
11,93976 2.4 0,9918 0,9836 98,36 1,94
13,43223 2.7 0,9965 0,9930 99,30 3’94
14,92470 3,0 0,0987 0,9974 99,74 »44
16,41717 3,3 0,995 0,9990 99,90 g’}g

Summe ... 100,00
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Die letzte Kolumne ,,Differenzen® wird dadurch erhalten, daf man
in der vorletzten Kolumne 0 von 23,58, 23,58 von 45,14, 45,14 von 63,18
usw. abzieht; die unterste Zahl wird durch Subtraktion der Zahl 99,90
von 100 gewonnen.

Verbindet man jetzt die Daten der Hilfstabelle mit den Ergebnissen
des Experiments von Westergaard, so kommt man zu folgender Tabelle,
die bereits alles Nétige zu einem Vergleich enthélt.

Tabelle 4. Analyse des Experiments von Westergaard.

Auf 100 Versuche kommen weile Kugeln
, =z Bei Differenzen
ke *3 L,Faffce Wester- Nach Bel
r gaard Laplace | Westergaard

1 k 2 3 4 5 6
48,62—51,60 0,3 23,58 25 23,58 25
47,13—53,09 0,6 45,14 44 21,56 19
45,63—54,59 0,9 63,18 63 18,04 19
44,14—56,08 1,2 76,98 75 13,80 12
42,65—57,57 1,5 87,87 85 10,88 10
41,16—59,06 1,8 92,82 91 4,96 6
39,66—60,56 2,1 96,42 95 3,60 4
38,17—62,05 2,4 98,36 98 1,94 3
36,68—63,54 2,7 99,30 99 0,94 1
35,19—65,03 3,0 99,74 99 0,44 0
33,69—66,53 3,3 99,90 100 0,16 1
iber 3,3 100,00 100 0,10 0
Zusammen : 100,0 100

Man vergleiche unser Verfahren, welches auch in den Hinden eines
wenig geiibten Statistikers kaum mehr als eine Viertelstunde erfordern
wird, mit jenen langwierigen Berechnungen, die bei der Anwendung der
genauen Formel (10) des § 3 notwendig wiren.

Wir ersehen aus den Kol. 3 und 4 der Tab. 4, dal die Ergebnisse des
Westergaardschen Versuches in den einzelnen GréSengruppen recht
nahe an jene Werte herankommen, die die relativen Haufigkeiten solcher
Gruppen in der Gesamtheit aller moglichen Kombinationen zu 100 Kugeln

aus 10000 (d. h. in einer Gesamtheit vom Umfange V}gg(,o:——lgoé)(?g !!)

erhalten wiirden, falls die angendherte Laplacesche Formel, die fiir groBe
n gilt, bereits auf alle Gruppierungen in einer Gesamtheit mit nur » = 100
sich anwenden lieBe. Wir kénnen die Nachpriifung noch strenger gestalten
und darpach fragen, wie sich die Laplaceschen statistischen Wahr-
scheinlichkeiten und die ihnen entsprechenden Westergaardschen
relativen Héufigkeiten fiir die Doppelgruppen:
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48,62 bis 51,60,

47,13 bis 48,62 und 51,60 bis 53,09,
45,63 bis 47,13 und 53,09 bis 54,59,

" 44,14 bis 45,63 und 54,59 bis 56,08, usw.

stellen wiirden. Die Antwort auf diese kompliziertere Frage erhalten wir
aus den beiden letzten Kolumnen der Tabelle (,,Differenzen‘). Auch hier
erscheint die Ubereinstimmung ganz befriedigend. Sie wird besser, wenn
man, um gréBere Zahlen zu bekommen, je zwei Nachbargruppen zu einer
vereinigt und die Dezimalstellen bei Laplace abrundet. Wir erhalten
dann folgende kleine Tabelle:

Anzahl der weiSen Kugeln Laplace | Westergaard

47,13 bis 53,09 45 44
44,14—47,13 und 53,09—56,08 32 31
41,16—44,14 und 56,08—59,06 16 16
38,17—41,16 und 59,06—62,05 6 7
35,19—38,17 und 62,05—65,03 1 1
unter 35,19 und iiber 65,03 0 1

Sollte uns diese Ubereinstimmung in einzelnen Fillen doch verdichtig
oder durch zu kiinstliche Mittel erreicht erscheinen, so kénnen wir noch
23,68 21,66 18,04

100 > 100 ° 100
ihrerseits als statistische Wahrscheinlichkeiten aufgefaBt werden kénnen,
die Frage aufwerfen, wie grol die Grenzen der Abweichung von diesen
etwa nach der ,,Regel der 3 Sigmas noch sein diirften. In einem solchen
Falle ist offenbar 7 = 100 (die Anzahl der vorhandenen Gruppen zu 100)
und N eine enorm grofe Zahl: die Zahl der verschiedenen Gruppen zu

100, die man aus Vig(())oo Gruppen vom Umfange 100 bilden konnte. Wir
werden daher ruhig fiir ¢ die kiirzere Formel

einen weiteren Schritt tun und, da die Werte usw.

o=\ ==

wahlen. Wir erhalten hieraus:

fﬁrp=0,2358::}:30‘=:§:l/

0,2358 (1—0,2358)
100

= - 0,0425,

100

Und fiir die ganze Tabelle ergibt sich das folgende Bild (s. S. 95).

Fiir die letzten vier Wahrscheinlichkeiten, wenn sie einzeln genommen
werden, darf man die Fehlergrenzen nicht mehr nach der Laplaceschen
Formel berechnen, denn so kleine Werte von p unterliegen bereits der
Formel von Poisson (vgl. unten § 12). Dies ist der Grund, weshalb
wir aus ibnen auch nur eine einzige Sammelgruppe, nach dem Additions-
satz, gebildet haben. Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB die Zahlen, welche

fiir p = 0,2156 : - 30 = -+ l/ 0,2156 (1—0,2156) __ | ( 0412 usw.
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Nach Laplabe:
Tatsiichlich fiir das Experiment
L von Westergaard erhaltene
Statist. Wahrschein- Thre mogl(xicheg‘ Grexllzen nach Differenzen:
3 er Forme) 1009’
lichkeiten 100 (@ = 3 9) (100 )
0,2358 19,33—27,83 25
0,2156 17,44—25,68 19
0,1804 14,20—21,88 19
0,1380 10,35—17,25 12
0,1088 7,76—14,00 10
0,0496 2,78— 17,14 6
0,0360 1,74— 5,46 4
0,0194 0,57— 3,31 3
0,0094 1
0,0044 0
0,0016 0,0164 0,39— 2,89 2 1
0,0010 0

hier die Ergebnisse des Experiments von Westergaard darstellen, in
allen Fillen noch im Bereiche der fiir das Laplacesche Integral ange-
nommenen Grenzen -4 3 ¢ liegen.

10. Das Pearsonsche Kriterium %2,

Dieselbe Frage, die uns im vorhergehenden Paragraphen beschiftigt hat,
kann in ein noch héheres Stockwerk der Theorie verlegt werden. Ver-
gleicht man némlich die tatsichlich durch das Experiment erhaltenen
Werte der letzten Kolumne der obigen Tabelle mit ihren Grenzen, die
noch als ,theoretisch zulissig*“ angesehen werden (wir setzen hier An-
fithrungszeichen, um den Leser nochmals daran zu erinnern, dafl die
Festlegung gerade dieser Grenzen, und keiner anderen, nur auf einer
Konvention beruht und eigentlich willkiirlich ist), so wird man im all-
gemeinen desto geringere Befriedigung empfinden, je mehr sich die ein-
zelnen Werte ihren Grenzen nidhern, insbesondere wenn es immer nur die
obere oder immer nur die untere ist. Es fragt sich daher, ob man nicht
obige Reihe als Ganzes nehmen und mit der Reihe der von der Theorie
erwarteten GréBen, ebenfalls als Ganzes betrachtet, vergleichen kénnte.
Dies ist ein Gedankengang, der zum bekannten Pearsonschen Kri-
terium 2 fithrt, dessen Formel, wie wir spiter sehen werden, unerwartet
weite Anwendungsmdoglichkeiten erdffnet. Man kann seine Konstruktion
etwa wie folgt begreiflich machen.

Eine statistische Gesamtheit héherer Ordnung bestehe aus N
Elementen, an welchen wir nicht zwei, sondern m verschiedene und ein-
ander ausschlieBende Merkmale unterscheiden. Diese Unterscheidung
kann ihrerseits von der objektiven Wirklichkeit diktiert sein, wie etwa
bei dem Geschlechtsunterschied in der Bevolkerung, oder eine nur
kiinstlich konstruierte sein. So teilten wir z. B. im Westergaardschen
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Experiment die Gesamtheit aller méglichen Kombinationen zu 100 Kugeln
aus 10000 ganz willkiirlich in folgende 12 Gruppen ein, die nach der Zahl
der weiBlen Kugeln spezifiziert werden: 1. ,,von 48,62 bis 51,60, 2. ,,von
47,13 bis 48,62 und von 51,60 bis 53,09%, 3. ,,von 45,63 bis 47,13 und von
53,09 bis 54,59 usw. (vgl. oben, S. 93—94). Die relative Haufigkeit der
Elemente der ersten Gruppe (d. h. jener, die das erste Merkmal aufweisen)
sei p,, diejenige der zweiten sei p,, der dritten p; usw., diejenige der
letzten Gruppe sei p,,. Diese relativen Héufigkeiten sind, wie leicht er-
sichtlich, miteinander durch die Gleichung

Zpizl e e e e e e e e e (1)
i=1

verbunden. Der Gesamtheit seien nun n Elemente auf beliebige Weise
entnommen worden, wobei sich fiir die m verschiedenen Merkmale in
derselben Anordnung die folgenden relativen Héufigkeiten ergaben:
Py Pe Py vees, D'y Offenbar gilt auch fiir diese die Beziehung:

(Falls irgendein Merkmal iiberhaupt nicht in die Stichprobe eingegangen
sein sollte, so wird das betreffende p’, welches die relative Hiufigkeit
der Elemente dieser Gattung in der Stichprobe angibt, einfach den Wert 0
erhalten.)

Wenn aber p’; die relative Héufigkeit des s-ten Merkmals in der Stich-
probe ist, so wird offenbar np’; die absolute Zahl solcher Elemente in
ihr darstellen und np; den relativ hdufigsten Wert, den diese Zahl
in jener Gesamtheit hoherer Ordnung aufweist, welche aus allen moglichen
Gruppen zu n Elementen gebildet werden kann. Dieser Satz folgt direkt
aus den Ausfithrungen des § 4 mit Riicksicht auf § 3, wenn dort das ge-
gebene i-te Merkmal als ,,Merkmal 4 und alle iibrigen ,,Nicht-4* als
»Merkmal B“ angesehen werden. Die mit obiger Annahme verbundene
kleine Ungenauigkeit, die wir auf S. 47—48 bei Ableitung der Formel (12)
auseinandersetzten, fillt auch hier nicht ins Gewicht.

Wir kombinieren jetzt alle np’ und alle np zu einer einzigen Grofe,
indem wir von jedem np’; das ihm entsprechende np; abziehen, die Diffe-
renz ins Quadrat erheben, wieder durch np; teilen und die Summe aller
solcher Quotienten von ¢ = 1 bis ¢ = m bilden. Diese Summe bezeichnet
man mit 4%:

o (D, —np,)?
xZ :Z—z‘m}—-. e e e e e e s (3)

i=1
Setzt man »p'; — np; = x;, so kann man auch

m
2
2= Zn-' ....... C e .. (3a)

i=1
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schreiben. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dafl 42 ebensogut auch noch

in folgenden 2 Formen dargestellt werden kann, die sich aus (3) durch
sehr einfache algebraische Transformationen ergeben:

P —2' e @

e (o )

Beachtet man ferner, daf8 letzterer Ausdruck auf die Form

und

m

7 =2—"2—‘——22np +Z’nzu

i=1 i=1

gebracht weérden kann, und da8 mit Riicksicht a.uf (1) und (2)

m m m
22%1}} = 2n2p’i =27 und ani = n,
i=1 i=1 i=1

so erhéilt man noch folgende Formel:

m
e “”Z P'e __n:n< prz_l) ..... (5)

2

Wie wir sehen, ist 42 eine verdichtete summarische Charakteristik
(ein statistischer Parameter, vgl. oben, S. 11), die sich auf eine ganz be-
stimmte Stichprobe vom Umfange » bezieht; entnehmen wir der Gesamt-
heit hoherer Ordnung eine andere Stichprobe vom selben Umfange ,
so werden wir héchstwahrscheinlich auch einen anderen Wert fiir »2
bekommen, in einer dritten Stichprobe ergibt sich vielleicht wieder ein
drittes 42 usw. Die Anzahl der unterscheidbaren Werte von 42 ist folglich
gleich der Anzahl der verschiedenen Kombinationen zu 7, die man aus
den N Elementen der Gesamtheit héherer Ordnung bilden kénnte. Und
genau ebenso, wie das in den §§ 3 bis 6 fir p’ und P}, geschehen ist,
kann man auch in bezug auf y? die Frage aufwerfen, wie die Formel
lautet, die in der Gesamtheit obiger Kombinationen zu n die statistische
Wahrscheinlichkeit eines Wertes von x? mit seiner Grofe verbindet.
Auf unsere Anmerkung zu S. 55 zuriickgreifend, kénnten wir auch die
Gesamtheit der mdoglichen Werte von y% mit den ihnen zukommenden
statistischen Wahrscheinlichkeiten als das Verteilungsgesetz von y?
bezeichnen, welches in diesem Falle durch eine einzige Formel dargestellt
werden konnte.

Das Problem ist rechnerisch so kompliziert, dafl bisher, soviel wir
wissen, noch niemand versucht hat, es allein mit den Mitteln der elemen-
taren Algebra zu l6sen, obgleich einzelne Anfangsschritte hierzu unschwer
zu machen sind. So werden wir z. B. weiter unten noch zeigen, wie leicht

Anderson, Statistik. 7
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es ist, mit Hilfe der sogenannten Methode der mathematischen Erwar-
tungen den durchschnittlichen Wert von y% zu bestimmen. Bortkiewicz
hat auf demselben Wege auch den genauen Ausdruck fiir den sogenannten
,mittleren Fehler” (vgl. unten, Kap. II, § 4) von y? abgeleitet, fiir den
bis dahin nur ein Niherungswert bekannt war.! Die ganze Lésung des
Problems verdanken wir aber Prof. Karl Pearson, der sie im Jahre 1900
verdffentlichte.?

Die Formel von Pearson ist eine Niherungsformel vom Typus der
Laplaceschen, die nur im Falle von » — o genau wird. Sie ist unter
der Voraussetzung abgeleitet, daf keine von den statistischen Wahr-

scheinlichkeiten sehr klein im Verhaltnis zu % wird. Praktisch wiirde sich

diese Einschriinkung zunichst darin auswirken, daf kein np; kleiner als
etwa 5—6 genommen werden soll. Kleine statistische Wahrscheinlich-
keiten miissen infolgedessen noch vor der Berechnung von y2 zu gréBeren
Gruppen vereinigt werden.

Bezeichnet man mit P die statistische Wahrscheinlichkeit dafiir,
dal} % einen ebensolchen oder noch gréBeren Wert annimmt als jener,
der tatséchlich fiir die gegebene Stichprobe erhalten wurde, so ist P nicht
mit @ (u) in Formel (17) des § 6 oder mit ¢ in Formel (18) daselbst zu ver-

gleichen, sondern mit 1 —® (%) in Formel (17a) oder mit 1 — —;— 1+4a)=

= -12———% (vgl. oben 8.74 Anmerkung); und 1-— P entspricht dem
Integral (—;— + %) der Sheppardschen Tafeln auf S. 75.

Die Pearsonsche Formel ist recht kompliziert. Der relativ einfachste
Ausdruck, aus welchem sie abgeleitet werden kann und welcher einem

1 L.v.Bortkiewicz: Die Iterationen, S.62—66. Bezeichnet man mit
7, das arithmetische und mit s, das harmonische Mittel der m Werte p;, so da3

1

1 m
ﬂa=“ﬁ‘2pi und ﬂh=~T————,

= L3
’mf:‘;(ﬁ’z

so ergibt sich fiir das Quadrat des mittleren Fehlers von yx? der Ausdruck:

2(n—1) (m— 2 (s —
p (g, =20 D 1)+m(7z‘ﬂh”"),

und bei hinreichend groBlem n, in der Voraussetzung, daB keine von den
GréfBen p; sehr klein im Verhéltnis zu % ist, erhidlt man hieraus das an-
gendherte Pearsonsche Resultat:
#(x%)y = 2(m—1).
2 Karl Pearson: On the Criterion that a Given System of Deviations
from the Probable in the Case of a Correlated System of Variables is such

that it can be reasonably supposed to have arisen from Random Sampling.
Philos. Magazine, Series V. 1, Vol. L, 8. 157—175 (1900).
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mathematischen Laien kaum sehr verstindlich erscheinen wird, ist der
folgende:

1 m_-—2~a
Fm(z)=@gs 2 e °ds.. ... .. (6)
o

Dabei ist F,, (2) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB. bei m Merkmals-
2

gruppen, die Zahl % den Wert z nicht iiberschreitet, und F(lg—) stellt

das sogenannte Eulersche Integral zweiter Gattung (Gammafunktion) dar.?

1 Vgl. L.v.Bortkiewicz: Das Helmertsche Verteilungsgesetz fiir die
Quadratsumme zufilliger Beobachtungsfehler. Ztschr. f. angew. Math. u.
Mech., Bd. 2, H. 5, S. 361 (Oktober 1922).

Offenbar an diese Formel (6) ankniipfend (die sich aber bei Helmert in
obiger Gestalt nicht vorfindet und erst von Bortkiewicz — freilich ziemlich
unmittelbar — aus einer anderen Helmertschen Formel abgeleitet worden
ist), weist Bortkiewicz in seinen ,,Jterationen‘ (S. 65, Anm.) darauf hin,
daB bei Ableitung des Verteilungsgesetzes von %2 es sich im wesentlichen um
ein Problem handelt, ,,das bereits ein Vierteljahrhundert vor Pearson von
R.Helmert (,Uber die Wahrscheinlichkeit von Potenzensummen der Be-
obachtungsfehler usw.’ in der Ztschr. f. Math. u. Physik, XXI. Jg., S. 192
bis 218, 1876, und ,Die Genauigkeit der Formel von Peters usw.‘ in den
Astron. Nachr., Bd. 88, S. 113—127, 1876) geldst worden ist‘. Es liege hier
folglich keine originelle Leistung Pearsons vor. Dieses Urteil, dessen Herbe
am ehesten durch die Kriegsstimmungen des Jahres 1917 und zum Teil wohl
auch durch den Angriff von L. Whitaker auf Bortkiewicz’ ,,Gesetz der
kleinen Zahlen‘ (vgl. unten § 12) erklért werden kann, erscheint uns ungerecht
und nicht geniigend begriindet.

Zunichst wire zu bemerken, dafl jene zwei Formeln, welche Pearson,
auf einem ganz anderen Wege, fiir das Verteilungsgesetz von yx? abgeleitet hat,
auch einen vollig anderen Aufbau besitzen, und es ist durchaus nicht einfach,
sie auf die Helmertsche Ausdrucksweise zuriickzufithren. Zweitens hat,
wie auch Bortkiewicz selbst zugibt (,,Das Helmertsche Verteilungsgesetz
usw.*, S.361), Helmert den Fall einer Wahrscheinlichkeit, die einen be-
stimmten Wert 2 nicht iiberschreitet, iiberhaupt nicht in Betrachtung gezogen:
dies ist fiir seine Formel erst durch Bortkiewicz geschehen, und zwar
46 Jahre nach dem Erscheinen der Helmertschen Arbeit und 22 Jahre nach
dem Erscheinen der Pearsonschen. Die Helmertschen Formeln wurden
von der statistischen Theorie iiberhaupt nicht beachtet und man besann sich
auf sie in Deutschland erst, als man auch hier die Wichtigkeit der Ergebnisse
der Pearsonschen y2-Methode zu verstehen anfing. Es ist sehr bezeichnend,
daB erst in der letztzitierten Monographie (S.373 u. 374) Bortkiewicz
einige sehr wichtige Folgerungen fiir die Lexissche Dispersionstheorie aus
der Helmertschen Formel zieht und hierdurch die Frage iiber das Ver-
teilungsgesetz des Divergenzkoeffizienten @ zu einem wirklichen Abschlu
bringt.

Die Sachlage ist beim Kriterium y? ungeftihr dieselbe wie bei der Poisson-
schen Formel, die wir weiter unten in § 12 betrachten werden und auf die
man auch erst durch Bortkiewicz’ ,,Gesetz der kleinen Zahlen‘* aufmerk-

Vid



100 I. Kap. Elemente der statistischen Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Der praktische Wert der Pearsonschen Formel besteht darin, da8
fiir sie, ganz ebenso wie auch fiir das Laplacesche Integral, Tabellen
berechnet worden sind, aus denen man fiir jedes 42, das sich in gewissen
Grenzen befindet, sofort den Niherungsausdruck fiir das ihm ent-
sprechende P finden kann.! Die Benutzung der Tabellen wird dadurch
sehr erleichtert, daB ihr Aufbau ein sehr einfacher ist, da in der Pearson-
schen Formel, auBler den Werten von y2, nur noch m, die Zahl der von uns
unterschiedenen Merkmalsgruppen, als einzige charakteristische Kon-
stante auftritt. Und ist m gréBer als 30, so ist die Verteilung der P prak-
tisch von einer Laplaceschen nicht zu unterscheiden. Man berechnet
dann, unter Anwendung der Fisherschen Bezeichnungen,? den Wert

V22 —)2n—1 . . . .. .
und niitzt den Umstand aus, daB die statistischen Wa,hrschemhchkelten
fiir seine Abweichung von 0 mit guter Annédherung durch die Formel des
Laplaceschen Integrals bei ¢ = 1 wiedergegeben werden. Doch in der
Praxis des Sozialstatistikers kommt ein so groBes m nur selten vor.

Ferner ist noch folgender Umstand in Betracht zu ziehen. Je besser
die Ubereinstimmung zwischen den einander entsprechenden Werten
der Reihen der p und der p’ ist, desto kleiner werden alle Differenzen
P’y —p;, desto kleiner wird der betreffende Wert von 2 und desto
groBer wird, bei gleichem m, das ihnen entsprechende P, welches die
Héaufigkeit jener Fille darstellt, wo % einen gréfleren Wert als der ge-
gebene aufweist. Und umgekehrt: ist P sehr klein, so bedeutet das, dal
die relative Haufigkeit jener y2, die in der Gesamtheit hoherer Ordnung
einen noch groferen Wert erhalten kénnen, schon sehr gering ist. Somit

sam geworden ist. Das Verdienst Pearsons ist ein sehr grofes, denn es steht
selbstverstdndlich auBer jedem Zweifel, daB Pearson iiberhaupt keine
Ahnung von den betreffenden Formeln Helmerts hatte. Leider kommt es
in der Wissenschaft und insbesondere in der mathematischen Statistik, bei
welcher der Kontakt zwischen der angelsiichsischen und der deutschen
Richtung aufBlerordentlich schwach geworden ist, noch immer sehr hi#ufig
vor, dal man ganz aneinander vorbeiarbeitet und mehrmals dieselben Ent-
deckungen wiederholt.

1 'W. Palin Elderton: Tables for Testing the Goodness of Fit of Theory
to Observation. Biometrika, I, S.155—163 (1901-—1902). Diese Tafeln
sind selbstverstiandlich auch in die ,,Tables for statisticians and biometri-
cians‘“ iibernommen worden. Elderton bezeichnet unser m durch n’ und
gibt fiir alle Werte von »’' = 3 bis 30 und fiir alle ganzzahligen 2 von 1 bis
30 und dann fiir y*= 40, 50, 60 und 70 die ihnen entsprechenden Werte
von P an.

2 R. A. Fisher: Statlstlcal Methods for Research Workers, 4th edition,
S. 62. Edinburgh-London 1932. In diesem Werke werden auf S. 104 und 105
und dann nochmals als Tab. III in der Beilage ebenfalls Tabellen fiir y2
gegeben, die aber im Gegensatz zu Elderton nicht von m, sondern von n,
d. h. von der ,,Zahl der Freiheitsgrade‘‘ (s. unten), ausgehen, und fiir n = 1,
2, 3, ... usw. bis 30, bei P = 0,99, 0,98, 0,95, 0,90, 0,80, 0,70, 0,50, 0,30,
0,20, 0,10, 0,05, 0,02 und 0,01, die ihnen entsprechenden Werte von y? an-
fithren.
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ist P ein MaB fiir die Giite der allgemeinen Ubereinstimmung der Reihen
der p’ und der p, und diese Ubereinstimmung mu8 als desto schlechter
angesehen werden, je kleiner P ist. Wie in jeder Mafzahl, welche wir
gebrauchen, steckt auch im Kriterium #2 ein gutes Stiick Willkiir, und
seine Rechtfertigung kann nur in der Handlichkeit des Mafles, in der
Mannigfaltigkeit seiner Anwendungen und, bei 42, noch in der Tatsache
gefunden werden, daB das ,,Verteilungsgesetz*“ von 2 auch sonst in der
heterograden Theorie vorkommt. Einen Nachteil von y2 bildet der Um-
stand, daB es auf die Folge der Zeichen der Abweichungen p'; — p;
nicht reagiert, wihrend wir doch eine solche Verteilung der p’ fiir besser
halten miissen, fiir die in jener Folge der --- und —-Zeichen keine sicht-
bare GesetzméfBigkeit festzustellen ist.

Da, wie wir eben gesehen haben, gerade kleine Werte von P fiir die
Abschitzung der Giite der Ubereinstimmung von 2’ und p entscheidend
sind, so folgt hieraus, daB es fiir unsere praktischen Zwecke geniigt, wenn
wir bloB jene maximalen %2 kennen, die, bei verschiedenen m, einem
solchen kleinen Werte von P entsprechen, den wir als ,,Grenze des Un-
wahrscheinlichen* ansehen. Die Wahl des Grenzwertes selbst ist natiir-
lich in hohem MaBe subjektiv und hingt, wie wir wissen, sowohl von den
spekulativen Eigenschaften des einzelnen als auch von der Wichtigkeit
des Gegenstandes ab, um welchen es sich handelt. Sind wir bei einem
bestimmten kleinen Werte von P stehengeblieben und sind wir bereit
zuzugeben, daB bei statistischen Kollektiven Elemente, die eine
noch kleinere relative Haufigkeit besitzen, in der Tat ,,sehr selten®
,.entnommen‘‘ werden kénnen, so befinden wir uns ganz auf derselben
,,Briicke*, die uns oben auf S. 81—82 vom Laplaceschen Theorem
zum Prinzip der groBen Zahlen hiniiberleitete. Die Fragestellung ist genau
dieselbe, und man kann, wie wir sehen, auch in diesem hoheren Stockwerke
der Theorie ohne den Misesschen mathematischen Kollektivbegriff
auskommen.

Um die Anwendung des Pearsonschen Kriteriums x* auf das
Westergaardsche Beispiel zu demonstrieren, entnehmen wir der
Fisherschen Tabelle jene Werte von 42, die den Fallen P = 0,05 (fiir
,,Optimisten‘‘), P = 0,02 (fiir ,,mehr pessimistisch Veranlagte*) und
P = 0,01 (fir ,,Pessimisten®) entsprechen. Statt 3 Dezimalstellen fiithren
wir nur 2 an. AuBlerdem setzen wir zur Kontrolle noch die Werte fiir
P =099, P =0,90 und P = 0,50 ein.

Tabelle 5. Das Pearsonsche Kriterium x? nach Fisher.

Freiheits-
grade 1 P=0,99 P=10,90 P =050 P=10,05 P=0,02 P=10,01
l

1 0,0002 0,02 0,46 3,84 5,41 6,64
2 0,02 0,21 1,39 5,99 7,82 9,21
3 | 0,12 0,58 2,37 7,82 9,84 11,34
4 ‘ 0,30 1,06 3,36 9,49 11,67 13,28
5 i 0,55 ‘ 1,61 4,35 11,07 13,39 15,09
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Fortsetzung von Tabelle 5.

ﬁﬁi’é‘:‘f‘ P=0,9 P=09 | P=050 | P=005 | P=002 | P=0,0L
6 0,87 2,20 5,35 12,59 15,03 16,81
7 1,24 2,83 6,35 14,07 16,62 18,48
8 1,65 3,49 7,34 15,51 18,17 20,09
9 2,09 4,17 8,34 16,92 19,68 21,67
10 2,66 4,87 9,34 18,31 21,16 23,21
11 3,05 5,58 10,34 19,68 22,62 24,73
12 3,57 6,30 11,34 21,03 24,05 26,22
13 4,11 7,04 12,34 22,36 25,47 27,69
14 4,66 7,79 13,34 23,69 26,87 29,14
15 5,23 8,55 14,34 25,00 28,26 30,58
16 5,81 9,31 15,34 26,30 29,63 32,00
17 6,41 10,09 16,34 27,59 31,00 33,41
18 7,02 10,87 17,34 28,87 32,35 34,81
19 7,63 11,65 18,34 30,14 33,69 36,19
20 8,26 12,44 19,34 31,41 35,02 317,57
21 8,90 13,24 20,34 32,67 36,34 38,93
22 9,64 14,04 21,34 33,92 37,66 40,29
23 10,20 14,85 22,34 35,17 38,97 41,64
24. 10,86 15,66 23,34 36,42 40,27 42,98
25 11,52 16,47 24,34 37,65 41,57 44,31
26 12,20 17,29 25,34 38,89 42,86 45,64
27 12,88 18,11 26,34 40,11 44,14 46,96
28 13,57 18,94 27,34 41,34 45,42 48,28
29 14,26 19,77 28,34 42,56 46,69 49,59
30 14,95 20,60 29,34 43,77 47,96 50,89

Der Rechnungsweg ist aus folgender Tabelle ersichtlich, die von der Ta-
belle auf 8. 95 ausgeht, wobei nur die letzten zwei Gruppen, aus Griinden,
die wir bereits angedeutet haben, zu einer einzigen verschmolzen werden.

Im Experiment von | Von der
Westergaard be-| Theorie , , .| (a9’ —np)?
obachtete Haufig- | erwartet, | "2 — 7P | —np)’| ——r—
keiten, np’ np

25 23,6 “+ 1,4 1,96 0,083

19 21,6 — 2,6 6,76 0,313

19 18,0 + 1,0 1,00 0,056

12 13,8 — 1,8 3,24 0,235

10 10,9 — 0,9 0,81 0,074

6 5,0 + 1,0 1,00 0,200

4 3,6 + 0,4 0,16 0,044

5 3,5 + 1,5 2,25 0,643

xz = 1,648

Es ergibt sich hieraus fiir 4* der Wert 1,648, oder abgerundet: 1,65. Ist
das viel oder wenig? Im Falle solcher Tabellen wie die unserige ist die
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Fishersche Zahl der ,,Freiheitsgrade® n gleich m — 1 zu nehmen (vgl.
unten), und da unsere Tabelle 8 Gruppen enthélt, so ist offenbar n =7
zu setzen. Aus der Tab. 5 ersehen wir nun, daf} einem solchen Werte von n
folgende drei Werte von 42 entsprechen:

2 = 14,07 bei P = 0,05, 42 = 16,62 bei P = 0,02 und #* = 18,48 bei
P =0,01.

Somit mull die Wahrscheinlichkeit P, die einem 42 = 1,65 ent-
spricht, bedeutend groBer sein, und es steht auBer jedem Zweifel, dafl die
Ubereinstimmung zwischen den Daten des Westergaardschen Experi-
ments und den von der Theorie erwarteten Werten eine iiberaus gute
ist — wenigstens insofern das Kriterium 4% in Betracht kommt. Eine
Einsicht in die Tabelle von Elderton wirde in der Tat ergeben, daB,
bein’ = 8, einem g2 = 1 ein P = 0,9948 und einem 4* = 2 ein P = 0,9598
entsprechen. Somit kénnte man annehmen, daB mit einem 42 = 1,65
etwa die statistische Wahrscheinlichkeit 0,97 verbunden sein miiBite:
in ungefihr 97 Fallen von 100 wiirde man fiir 42 groBere Werte als 1,65
erhalten. Verkiirzt man die Zahl der Gruppen in der Tabelle bis auf 5,
indem man die 4 letzten zu einer Gruppe vereinigt, so kommt man zu
einem beinahe ebenso guten Resultat: y% = 0,86, dem bei Elderton
etwa der Wert P = 0,92 entsprechen wiirde. Und berechnet man umge-
kehrt die Zahl 42 fiir alle Gruppen in der letzten Kolumne der Tab. 4 auf
S. 93, was, wie wir wissen, nicht korrekt ist, so erhélt man 4% = 5,35,
was bei Elderton etwa P = 0,91 ergibe. In der Regel wird aber im
Gegenteil die Beriicksichtigung schwach besetzter Gruppen, wie die
letzten 5 in Tab. 4, den Wert von #? so modifizieren, daB P gréfler heraus-
kommt und also eine bessere Ubereinstimmung vortduscht, als wirklich
vorhanden ist. Die kleinen Unterschiede in den Werten von P, die wir
bei unserem Zahlenbeispiele erhalten haben, erkléren sich vollkommen
aus dem angendherten Charakter der ganzen Rechnung und sind in der
Praxis ganz belanglos.

Wir haben oben angenommen, da uns die ,,theoretische* Verteilung
der p, wie sie sich aus einer bestimmten mathematischen Formel fiir die
Einheiten der betreffenden Gesamtheit héherer Ordnung ergibt, im
voraus genau bekannt ist. In der Praxis kommt es jedoch viel haufiger
vor, da3 man sehr wohl weiB, daB eine bestimmte mathematische Formel
[z. B. von der Art der Formel (37), § 4] den Zusammenhang zwischen
einer gewissen Merkmalskombination und ihrer statistischen Wahrschein-
lichkeit ausdriickt, aber iiber die numerischen Werte ihrer Konstanten
[also z. B. tiber die wahren GriBen von NV oder p’ in derselben Formel (37)
des § 4] keine vorhergehende Kenntnis besitzt. Letztere Grofen (Para-
meter) werden dann aus den Daten der Stichprobe selbst berechnet. In
diesem Falle sind zwei verschiedene Problemstellungen mdéglich, die man
sorgfaltig zu unterscheiden hat:

entweder man fragt nach der statistischen Wahrscheinlichkeit P
dafiir, daB eben bei den gegebenen Werten der p; in (1), ganz gleich,
auf welchem Wege sie erhalten sind, sich fiir %2 ein noch gréBerer
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Wert ergibt, und dann hat man in der oben dargestellten Weise
zu verfahren;

oder aber man stellt die Frage so: wie gro8 ist die statistische Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB eine Stichprobe, die einer Gesamtheit entnommen
wird, welche ein bekanntes ,,Verteilungsgesetz”* mit uns unbekannten
Parametern besitzt, ein noch groBeres y* ergeben wiirde — unter der
Voraussetzung, dal wir die uns unbekannten Parameter nach gewissen
Formeln aus den Daten der Stichprobe selbst errechnen ?

Es dauerte lange Zeit, bis man darauf kam, daB beide Fragestellungen
nicht zu verwechseln sind. Als erste stieBen J. Brownlee (1911), M.
Greenwood und G. Yule (1915) auf gewisse Widerspriiche in den An-
wendungsergebnissen des Kriteriums 2, die sie zu untersuchen begannen.
Die volle Lésung des Problems gelang aber erst R. A. Fisher im Jahre
1922.1 Es stellte sich heraus, daB man — unter bestimmten einschrédnken-
den Voraussetzungen, die wir spiter noch behandeln werden — auf
den zweiten Fall dieselbe y2-Methode anwenden darf wie auf den ersten,
mit dem einzigen, aber schwerwiegenden Unterschied, dal man in
der Tabelle der P nunmehr # nicht gleich m —1, sondern ganz all-
gemein gleich der Zahl der ,,Freiheitsgrade® (degree of freedom) zu
nehmen hat. Der Begriff dieser Freiheitsgrade ist eigentlich sehr einfach
(was man aber natiirlich von der auBlerordentlich geistreichen Ableitung
dieses allgemeinen Prinzips durch R. A. Fisher keineswegs behaupten
kann!). Betrachten wir z. B. die Summe

@1+g+a+ ...+ g, =N

Wenn wir annehmen, dafl die Zahl N gegeben ist, so kénnen die einzelnen
¢, ausgenommen ein einziges (etwa g,), beliebig gewihlt werden; dieses
einzige g, ist dann durch die iibrigen bestimmt:

GG=N—(@+¢a+ -+ G-1+ 1+ oo F -1t ga)

Die Zahl der Freiheitsgrade bei der Manipulierung der Reihe der g ist
somit gleich m — 1. Ist aber z. B. folgendes Bedingungssystem gegeben:

1 Vgl. hierzu die folgenden Versffentlichungen: 1. John Brownlee:
Some Experiments to test the Theory of Goodness of Fit. Journ. of the Royal
Statistical Society, Vol. LXXXVII, S.76—82. 1924. 2. G. Udny Yule:
On the Application of the y? Method to Association and Contingency Tables
with Experiment Illustrations (ibidem Vol. LXXXV, S.95—104. 1922).
3. R. A. Fisher: On the Interpretation of y? from Contingency Tables, and
the Calculation of P (ibidem Vol. LXXXYV, S. 87—94. 1922). 4. R. A. Fisher:
Statistical Test of Agreement between Observation and Hypothesis. Eco-
nomica, IIT, S.139—147. 1923. 5. R. A.Fisher: The Conditions under
which %® measures the Discrepancy between Observation and Hypothesis.
Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. LXXXVII, S. 442—450. 1924.
6. J.Neyman and E. S. Pearson: On the Use and Interpretation of Certain
Test Criteria for Purposes of Statistical Inference. Biometrika, Vol. XX A,
Part I, S. 175—240, 1928, und insbesondere Part I, S. 263—294. 7. J. Ney-
man and E. S. Pearson: Further Notes on the x*> Distribution. Bio-
metrika, Vol. XXII, S.298—305.
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qu+ G2+ Qs+ oo+ Qi =Ny,
91+ Q22+ Gas+ - oo+ Qo = N,
Q31+ Qa2+ qaa+ - .-« + Ggp = Ny,

.................................

Qext+ e+ Qs+ -« + Qom = N

s0 besitzt es offenbar nur % (m — 1) Freiheitsgrade fiir alle km verschie-
denen g;;, denn & Werte unter denselben sind bereits durch die # Summen-
gleichungen gebunden und kénnen nicht unabhingig von den iibrigen
gewahlt werden. Wird noch das folgende Bedingungssystem hinzugefiigt:

Gttt -+ g =Ly,
izt 922+ Qe+ oo + Qua =Ly,
Q1st+ 923+ qas+ ---- + Qus = Ly,

.................................

Qimt em+ Iam+ - -+ ka:Lm’

so verringert sich die Zahl der Freiheitsgrade um weitere (m — 1) Grade
bis auf (k—1) (m —1) Freiheitsgrade usw. Allgemein bezeichnet man
als ,,Zahl der Freiheitsgrade® eines Systems von Variabeln die Héchst-
zahl der unter ihnen frei wihlbaren.

11. Das Bayessche Problem (Riickschlufl auf eine Gesamtheit
hoéherer Ordnung).

Wir haben bisher immer angenommen, daf} uns die statistische Wahr-
scheinlichkeit p = %, d. h. die relative Haufigkeit des Merkmals 4 in

der Gesamtheit héherer Ordnung, gegeben sei, und haben die Frage unter-
sucht, was man, auf Grund dieser Kenntnis, iiber die relative Haufigkeit
desselben Merkmals in jenen Gesamtheiten niederer Ordnung aussagen
kann, die aus der ersteren entstanden sind. Der Inhalt der hierbei ge-
wonnenen Lehrsitze, deren praktische Bedeutung meistenteils darauf
hinauslduft, die Variationsbreite eines gewissen Merkmals fiir eine
Gesamtheit niederer Ordnung festzustellen, gehért offenbar zu jener
Lehre vom direkten SchluB, die wir im § 5 der Einleitung auf S. 26,
sub 2) anfiithrten. In der statistischen Praxis haben wir es aber viel hiufiger
mit dem umgekehrten Problem zu tun (welches daselbst sub 3 erwihnt
wurde), d. h. mit dem RiickschluB auf die unbekannten Werte der
Parameter einer Gesamtheit hoherer Ordnung auf Grund des Studiums
des Inhaltes einer oder mehrerer gegebenen Gesamtheiten niederer Ord-
nung. Wie es in der Mathematik auch sonst gewohnlich bei den Um-
kehrungen der Lehrsitze beobachtet wird, ist dieses Problem schwieriger
als das direkte, und es ergeben sich bei ihm gewisse zusitzliche Komplika-
tionen, die bei dem direkten Schlufl nicht auftreten oder wenigstens nicht
8o erheblich sind. Vor allen Dingen ist zu bemerken, daB man sich hierbei
verschiedene Fragen stellen kann, die man scharf unterscheiden sollte,
wie z. B. die folgenden: die Frage nach der statistischen Wahrscheinlich-
keit eines gewissen Wertes des unbekannten Parameters, die Frage nach
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der Variationsbreite des unbekannten Paramaters, die sich hieraus ergibt,
die Frage nach jenem bestimmten Werte des unbekannten Parameters,
den wir an Hand der vorhandenen Stichprobe als den ,,besten®, ,,plau-
sibelsten” oder auch ,,Prasumtiv‘‘-Wert desselben annehmen, die Frage
darnach, ob zwei oder mehrere Gesamtheiten als solche angesehen werden
diirfen, die einem und demselben Kollektiv héherer Ordnung entnommen
sind oder wenigstens entnommen sein kénnen u. dgl. m.

Das erste Theorem, welches zu diesem Problemkreise gehért, wurde
vom Englinder Thomas Bayes noch in der ersten Hilfte des 18. Jahr-
hunderts aufgestellt, aber erst nach seinem Tode im Jahre 1763 von
Dr. Richard Price veréffentlicht.! Es ist sehr wahrscheinlich, daf Bayes
selbst von seiner Losung nicht vollig befriedigt war und gewisse Bedenken
hatte, die aber Price nicht teilte. Jedenfalls gehért das Bayessche
Theorem bis heute zu den in der Mathematik héchst seltenen Beispielen
eines Lehrsatzes, welcher trotz seines ehrwiirdigen Alters von bald
200 Jahren noch immer heill umstritten wird. Die Erklirung diirfte wohl
einerseits darin liegen, daf3 der Lehrsatz, dhnlich wie das ,,Gesetz der
groBen Zahlen®, nicht rein mathematisch ist, und anderseits darin, da8l
sich mit der Zeit sein Inhalt ziemlich betrachtlich verschoben hat. Der
Streit um Bayes entbrannte von neuem, als im Jahre 1920 Professor
K. Pearson seinen aufsehenerregenden Artikel ,,The Fundamental
Problem of Practical Statistics* verttfentlichte.2 An diesem Streitenahmen
dann Keynes, Edgeworth, Burnside, Egon Pearson (Sohn von
Karl Pearson), R. A. Fisher, Wishart u. a. teil.? Verallgemeinerungen
der Laplaceschen Losung des Bayesschen Theorems gaben, abgesehen
von K. Pearson, noch R. v. Mises,* J. Neyman?® u. a.

Es wiire hier nicht am Platz, die Geschichte des Bayesschen Theorems
genau zu verfolgen oder die Positionen der einzelnen Parteien im Streite

1 Philos. Transactions, Vol. LIII, S.370ff. (1763); Vol. LIV, S.298ff,
(1764).

2 Biometrika, Vol. XIII, S.1-—16 (1920/21).

3 J.M.Keynes: A Treatise on Probability, London 1921. — F.Y.
Edgeworth: Molecular Statistics. Journ. of the Royal Statistical Society,
Vol. LXXXTV, S.82 u. 83. 1921. — W. Burnside: On Bayes’ Formula.
Biometrika, Vol. XVI, S. 189 (1924). — K. Pearson: Note on Bayes’
Theorem. Biometrika, Vol. XVI, S. 190—193 (1924). — Egon Pearson: Bayes’
Theorem examined in the light of experiment sampling. Biometrika, Vol.
XVII, S.388—442 (1925). — John Wishart: On the approximate quadra-
ture of certain skew curves with an account of the researches of Thomas
Bayes. Biometrika, Vol. XIX, 8. 1—39 (1927).—Die Fisherschen Arbeiten
werden weiter unten besonders zitiert.

4 In der Mathematischen Zeitschrift, 1919, und dann in seiner Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, S.151—160.

5 J.Neyman: Contribution to the Theory of Certain Test Criteria.
Bulletin de I'Institut International de Statistique, T.XXIV, 2¢ Livraison,
S. 44—87 (1930). Derselbe: On Methods of Testing Hypotheses. Atti del
Congresso Internazionale dei Matematici, S.35—41. Bologna 1928. Die
Prioritét von Mises wird hier anerkannt.
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um dasselbe zu beschreiben, um so mehr als nach unserer Ansicht das
Bayessche Theorem fiir die mathematische Statistik iiberhaupt iiber-
fliissig ist. Was aber das allgemeine ,,Problem des Riickschlusses* anbe-
trifft, welches, nach Bayes, nicht selten ebenfalls das Bayessche
Problem genannt wird, so hat es eigentlich blo8 diesen historischen
Namen mit ihm gemein. Nur soviel sei hier gesagt, daBl man bei der Dar-
stellung des Bayesschen Theorems jetzt gewohnlich von der Vorstellung
ausgeht, man habe sozusagen 2 Etagen von Wahrscheinlichkeiten zu
unterscheiden. Wenn wir ein Schema ausniitzen, welches in der englischen
Fachliteratur hiufig angewandt wird, so kénnen wir die Sachlage etwa
folgendermafBien darstellen: gegeben ist eine gewisse Anzahl von duBlerlich
ganz gleichen Sidcken, von denen jeder eine gewisse Anzahl von weilen
und schwarzen Kugeln enthélt, deren Verhiltnis aber von Sack zu Sack
ganz verschieden sein kann. Ein Sack wird aufs Geratewohl genommen
und aus ihm eine gewisse Anzahl von Kugeln ebenfalls aufs Geratewohl
,»mit Zuriicklegen gezogen. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB der Sack eine bestimmte Proportion x der weilen Kugeln
enthalte. Es werden hier also unterschieden: einerseits verschiedene
Gesamtheiten von Kugeln (jede Gesamtheit in ihrem eigenen Sack)
und anderseits die Gesamtheit dieser Gesamtheiten, d. h. die Gesamtheit
der Sicke. Gegeniiber den relativen Haufigkeiten der wirklich gezogenen
Kugeln ergibt dieses Schema in der Tat zwei iibergeordnete Stufen von
statistischen Wahrscheinlichkeiten. Es darf hierbei nicht vergessen
werden, dafl die Wahrscheinlichkeiten der unteren Stufe keineswegs mit
der Reihe der P,, P,_q, P, 5 ....(S.44, Formel 1) zu verwechseln sind.
Sie werden durchaus nicht als solche angesehen, die entstehen wiirden,
wenn man ein statistisches Kollektiv, d. h. eine gut durchmischte Gesamt-
heit, mechanisch in einige Teile zerlegen und diese in besondere Sicke
stecken wiirde, sondern als ganz willkiirlich betrachtet: von 9 Sicken
koénnen z. B. 5 Sicke je 99 weile und 1 schwarze Kugel enthalten, die
iibrigen 4 Siécke hingegen je 1 weile und 999 schwarze oder sogar nur
schwarze. Die groB8ten logischen und mathematischen Schwierigkeiten
bei der Ableitung des Theorems von Bayes bilden die Wahrscheinlich-
keiten der oberen Stufe, die gewohnlich ,apriorische Wahrscheinlich-
keiten“ oder, nach Mises, ,,Ausgangswahrscheinlichkeiten genannt
werden, d. h. die Wahrscheinlichkeiten, einen Sack bestimmten Inhaltes x
zu ergreifen, denn das Ziel des Mathematikers besteht hier darin, diese
unbekannten Grofen aus seiner Endformel ganz auszuschalten. In seiner
allgemeinen Form, ohne zusitzliche Annahmen iiber die Stetigkeit der
Funktion, welche die Wahrscheinlichkeit von x ausdriickt, diirfte die
Aufgabe iiberhaupt unlésbar sein.l

1 Bine Anmerkung, welche nur fiir jene verstandlich ist, die das Lehrbuch
von Mises studiert haben. Der von Mises vorgeschlagene Beweis des Bayes-
schen Theorems setzt die Stetigkeit der Anfangswahrscheinlichkeitsfunktion
v (%) wenigstens in der Stelle a voraus (vgl. Mises, S. 157 u. 158), was an
und fiir sich eine sehr bedeutende Einschrénkung seiner Giiltigkeit darstellt.
Der bekannte englische Statistiker L. Isserlis weist mit Recht darauf hin,
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Das ganze Schema entspricht aber durchaus nicht jenem Sachverhalt,
mit dem wir es in der praktischen Statistik zu tun bekommen — wenig-
stens insofern es sich um das weite Gebiet der Sozialstatistik und wahr-
scheinlich auch der biologischen Statistik handelt. Soviel uns bekannt ist,
hat noch niemand in diesem Zusammenhange auf den Umstand hinge-
wiesen, daB die Vorstellung, es existiere immer eine Gesamtheit der
Gesamtheiten héherer Ordnungen, aus denen die Elemente ,,gezogen
werden, fiir uns durchaus nicht den denkbar allgemeinsten Fall darstellt.
Ferner wire zu bemerken, daB8 die Gesamtheit der Gesamtheiten (wenn
sie iiberhaupt existiert) im allgemeinen gar kein statistisches Kollektiv
zu sein braucht, und ist dies nicht der Fall, so gibt es — wenigstens fiir
uns — keine solche Briicke, die die mathematischen Formeln des Bayes-
schen Theorems mit der Wirklichkeit verbinden konnte. Und endlich
kann es hiufig genug vorkommen, dafl die Vorstellung von einem Kollektiv
zweithoherer Ordnung {iberhaupt iiberfliissig ist oder zumindest eine
vermeidbare Verwicklung des Problems darstellt.

Jene Gesamtheiten, mit denen es der praktische Statistiker zu tun
bekommt, werden entweder statistischen Tabellen direkt entnommen oder
konnen wenigstens auf solche zuriickgefithrt werden. Und ganz wie es bei
diesen Tabellen der Fall ist, vermdgen auch die statistischen Gesamtheiten
entweder nach rdumlichen oder nach zeitlichen oder auch nach sachlichen
Unterschieden geordnet zu werden. Hieraus folgt wiederum, da8 auch die
statistischen Gesamtheiten héherer Ordnung, in welchen die gegebenen
Gesamtheiten enthalten sind, entweder gréBeren riumlichen oder gréBeren
zeitlichen Umfang besitzen werden oder auch aus solchen Einheiten
(Elementen) bestehen, deren Definition weniger Merkmale aufweist als
jene der Teilgesamtheiten (vgl. oben: Einleitung, S. 8—9).

Als Beispiel des ersten Falles mége die Einordnung der Gemeinden
in Kreise, der Kreise in Bezirke, der Bezirke in Lander u. dgl. dienen. Die
statistischen Zahlen, die sich auf einen Kreis beziehen, bilden offenbar
eine Gesamtheit héherer Ordnung in bezug anf dieselben Daten fiir jede
einzelne Gemeinde, und ebenso die Zahlen fiir die Bezirke in bezug auf
jene fiir die Kreise. Aber der Statistiker weill immer ganz genau, auf welche
Gemeinde, auf welchen Kreis, auf welchen Bezirk sich jede seiner Ziffern
bezieht, und die Vorstellung, daB diese irgendwie aus einem unbekannten
Kollektiv aufs Geratewohl ,,gezogen‘‘ werden sollten und daB etwa an Stelle
der Zahl der ménnlichen Geburten in Wien I im Jahre 1934 die Zahl der
Autoomnibusse, die im Jahre 1925 auf der Euston Road (London N.W.1)
verkehrten oder die Zahl der Doppelzentner Kakao, die jetzt von der
Goldkiiste exportiert werden, zum Vorschein kommen kénnten, hat fiir
ihn gar keinen praktischen Wert. Es darf nicht einmal geschehen, daB er
Wien I mit Wien IT verwechselt. Oder, um ein Beispiel aus der biologischen

daB beim Ubergange zu seiner Formel (16), d. h. bei n —> co, Mises nicht nur
die Funktion v(x) zu v(a), sondern ganz ebenso auch die Funktion w, (z) zu
w (a) machen kénnte. Ferner wire noch zu bemerken, daB man im allgemeinen
Fall eigentlich nicht v (%), sondern v(w, ¢, 8) schreiben miiBte, wobei ¢ die Zeit
und & den Ort bedeuten (vgl. nichste Seite).
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Statistik anzufiihren: dem Meeresboden werden an verschiedenen Stellen
Planktonproben entnommen. Der Forscher notiert sich hierbei genau den
Entstehungsort jeder einzelnen Probe; er wird sehr wohl einige Nachbar-
proben als zur selben Gesamtheit hoherer Ordnung gehdrend ansehen
konnen, schwerlich aber die Zahlen, die sich auf ganz verschiedene geo-
graphische Gebiete beziehen, als solche betrachten, die zufillig aus einem
und demselben ,,Kollektiv von Planktonsicken gezogen werden.

Im zweiten Falle, d. h. bei Gesamtheiten, die nach der Zeit geordnet
sind, hat man es entweder mit solchen zu tun, die in der Zeit sich all-
mihlich verindern, indem von ihnen gewisse Elemente abgehen und
andere, neue hinzukommen, wie etwa die Bevolkerung eines Landes
(Bestandesmassen), oder aber mit solchen, die nur derartige hinzuge-
kommene oder abgegangene Elemente fiir bestimmte Zeitabschnitte
enthalten, wie z. B. die Geburten- und Sterbestatistik (Ereignismassen).
Die Bayesschen Gesamtheiten hoherer Ordnung (die aber Bayes selbst
ganz fremd waren) existieren in der Regel im ersteren Falle iiberhaupt
nicht und im zweiten wiirde die Vorstellung, die gegebenen Gesamt-
heiten seien zufillig aus einer Gesamtheit hoherer Ordnung ,,gezogen‘
(die offenbar aus den Daten fiir verschiedene Zeitabschnitte bestehen
miiBte), nicht die beste Konstruktion darstellen, denn sie wiirde einen fiir
uns sowohl theoretisch als auch praktisch héchst wichtigen Umstand aus der
Betrachtung weglassen : die ganz eindeutige zeitliche Reihenfolgendmlich, in
der die einzelnen Gesamtheiten auftreten und die eine bestimmte Entwick-
lungslinie darstellen kann, wie etwa die der allméhlichen Verminderung der
Sterblichkeits- und Geburtsziffern. Was endlich die nach einem sachlichen
Prinzip geordneten Gesamtheiten betrifft, so 1laBt sich auf sie das Schema
der zufillig gezogenen Sicke ebenfalls nicht immer anwenden.

In allen drei Hauptgruppen der statistischen Gesamtheiten kénnen wir
also sehr wohl eine Gesamtheit niederer Ordnung und eine Gesamtheit
hoherer Ordnung (bzw. statistisches Kollektiv) unterscheiden, aber die
Einfithrung eines zweithSheren Kollektivs mit unbekannter und voll-
kommen unbegrenzter Zusammensetzung ist meistens durchaus nicht
geboten und nicht einmal wiinschenswert. Selbstverstindlich wird hier-
durch keineswegs eine andere theoretische Konstruktion in Abrede ge-
stellt, die auf den ersten Blick mit der obigen verwechselt werden kénnte,
nédmlich die Annahme, daB fiir beinahe jede statistische Gesamtheit eine
Matrix von Ursachen gedacht werden kann, die unter Umstéinden eine
endliche oder h#ufiger eine unendliche Folge von dhnlichen Gesamt-
heiten hervorbringen kénnte (vgl. oben: Einleitung, S. 15, und ferner
unsere Ausfithrungen auf 8. 85—86 im Zusammenhange mit der
B. A. Fisherschen Konzeption), denn in letzterem Falle hitte man doch
nur zwei Gesamtheiten zu vergleichen: die gegebene einerseits und die
hypothetische anderseits (die aus allen moglichen Folgen der Matrix
bestehen miilite). Dasselbe ist auch dann der Fall, wenn wir in der Tat
die gegebene Gesamtheit einem statistischen Kollektiv entnehmen,
welches seinerseits einem ebenso zusammengesetzten Kollektiv noch
héherer Ordnung entnommen ist, denn auch hier kann man das mittlere
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Kollektiv ganz ohne Schaden fiir die Allgemeingiiltigkeit der erzielten
Resultate einfach ausschalten, was man in der mit dem Namen von Bayes
verbundenen Konstruktion offenbar nicht tun darf. Die in der Bevdl-
kerungsstatistik hiufig gestellte Frage, ob man nicht eine gewisse Anzahl
von tatsichlich beobachteten Gesamtheiten (z. B. die Geburtenzahlen
in verschiedenen Kreisen) als solche ansehen darf, die aus einem und dem-
selben Kollektiv héherer Ordnung entstanden sein kénnten, fithrt
ebenfalls nicht zur Bayesschen, sondern zur bekannten Lexis-Poisson-
schen Fragestellung.

Und wiederum eine andere Fragestellung, die mit dem Bayesschen
Theorem nichts Gemeinsames haben muB, ist die folgende: Gegeben ist
eine Anzahl von Gesamtheiten, von denen jede ihrerseits aus einem eigenen
Kollektiv héherer Ordnung entstanden sein kann; gefragt wird, inwiefern
man annehmen darf, da8 alle oder wenigstens ein Teil der statisti-
schen Parameter dieser Kollektive identische Werte besitzen. Diese Frage-
stellung fiilhrt zum Neyman-Pearsonschen Xriterium. (Vgl. die
Literaturhinweise hierzu in Kap. ITI, § 8).

Kurz gesagt: unsere Ansicht kann dahin prizisiert werden, daf das
umgekehrte (,,Bayessche”) Problem fiir den Statistiker gewShnlich
auf die folgende einfache Gestalt gebracht werden kann: gegeben ist
eine Gesamtheit vom Umfange =, die aus einer anderen
Gesamtheit (bzw. Kollektiv) hherer Ordnung entstanden
ist (bzw. ihr entnommen wurde). Der Umfang der letzteren,
N, kann sowohl endlich als auch unendlich angenommen
werden. Gefragt wird:

a)in welchen Grenzen befinden sich die uns unbekannten
statistischen Parameter der Gesamtheit (bzw. des Kollek-
tivs) héherer Ordnung, d. h. wie ist die Variationsbreite der-
selben? Und b) was kann als der ,,beste” Wert fiir diese Para-
meter angenommen werden?

Beide Fragen werden uns in diesem Kapitel nur insofern beschiftigen,
als sie zur homograden Theorie geh6ren. Was die allgemeinere ,,hetero-
grade’ Losung des Problems anbetrifft, so wird der Leser auf Kap. ITI,
§ 5 und 8, verwiesen.

Den bequemsten Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen bildet das
Laplacesche Integral, dessen verschiedene Formen wir oben in den
Ausdriicken (15), (17) und (18) des § 6 angegeben haben, doch kénnte man
ohne besondere Schwierigkeiten auch von der Summenformel (12) des-
selben Paragraphen ausgehen. Das Integral ergibt, wenn wir uns an die
Sheppardsche Formel (18) halten, die statistische Wahrscheinlichkeit
dafiir, daBl das Ungleichungssystem (20) (s. oben S. 73) besteht:

Ty _ —nP X,
o s =t

=

Wenn wir fiir den Quotienten % die Bezeichnung
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einfithren und alle 3 Teile der Ungleichung mit ¢ multiplizieren, so ergibt
sich hieraus das System

—ko=i—np<+ko ....... (2)
Die statistische Wahrscheinlichkeit, welche diesem System ent-
spricht, ist offenbar ganz genau dieselbe. Bezeichnen wir sie mit
Pl—ko <i—mnp < ko}, so konnen wir, mit Riicksicht auf (18) des
§ 6, auch schreiben:

k
zﬂ
a=Pl—ko<i—np<+ko}= 1/52?88_2 dz. . . (3)
0

Diese Formel bedeutet nur soviel, daB fiir jene Gesamtheit h&herer

Ordnung vom Umfange -—L%!—WT, die alle Kombinationen zu n Elementen

aus NV enthilt und die wir oben in § 3 gebildet haben, eine ganz bestimmte
(und aus den Sheppardschen Tabellen direkt abzulesende) relative
Hiufigkeit solcher Kombinationen besteht, die dem System der Un-
gleichungen (2) geniigen, d. h. bei welchen die Zahl der Elemente, die mit
dem Merkmal A versehen sind, von der Zahl np um nicht mehr als ko
nach der positiven oder negativen Seite abweicht. Ist das System der
Ungleichungen (2) fiir eine bestimmte Gesamtheit gegeben,
so ist auch seine statistische Wahrscheinlichkeit (3) ge-
geben. Und umgekehrt: setzt man die statistische Wahrscheinlichkeit (3)
fiir eine genau definierte Gesamtheit fest, so folgt aus ihr fir diese auch
unmittelbar das System (2). Letzteres driickt bloB die Beziehungen aus,
die bei gegebenen k, N und n zwischen 7 und p bestehen (¢ ist, wie wir
wissen, nur eine Funktion von p, #n und N), damit (3) zustande kommt,
und es ist einleuchtend, da8 wir das System (2) auf beliebige Weise nach
den Regeln der Algebra ,,tautologisch umformen‘‘ kénnen, ohne hierdurch
irgend etwas an (3) zu verdndern. So folgt z. B. aus (2), daB

np—ko<i<np+ko, ]

—6< 7" < 4y, . @
bo i e |

PSSt

usw. Setzt man fiir o seinen Wert aus Formel (38) des § 4 ein (da es sich
bei uns um statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, so konnen die
Akzente weggelassen werden), und beriicksichtigt man hierbei, da ¢ =
=1 — p ist, so ergibt sich fiir (2) auch die folgende Gestalt:

— — . ;—
Ial/np(l p)(l N)éz n P, o

i—np <+ k) np—p(1—5).
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Die GroBe o ist jetzt aus dem System ganz verschwunden und dafiir ist
die Grofle N eingetreten, aber die Wahrscheinlichkeit (8) bezieht sich
selbstverstindlich in gleicher Weise auch auf das System (4a). Es ist
ferner einleuchtend, daf8 die tautologischen Umformungen beliebig lang-
wierig und kompliziert gemacht werden konnen, solange sie eben nur
tautologische Umformungen bleiben und kein neues Element, d. h. keine
neue Bedingung, ins System (2) oder (4) oder (4a) hineingebracht wird.
So kann man z. B. aus (4a) auf elementar-algebraischem Wege auch die
zuléssigen Grenzwerte fiir p ableiten, zwischen denen es sich bei gegebenem
i befinden muBl. Wir werden uns bald iiberzeugen, daB dies zu theo-
retisch recht interessanten Konsequenzen fiihrt.
Die untere Grenze fiir p ergibt sich in (4a) aus der Bedingung:

-k‘/np(l——fp)(l——%) =i—np
und die obere aus
-+ k‘/np(l——p)(l-«%) ={—np.

Erhebt man diese zwei Gleichungen ins Quadrat, um sie vom . Wurzel-
zeichen zu befreien, so erhdlt man fiir beide dieselbe Gleichung, die in
bezug auf p eine quadratische ist:

K2np (1— p) (1—%) =G—np)? . . . .. (5)

Hieraus folgt, daBl die Wurzeln dieser Gleichung eben beide Grenzen fiir
p ergeben miissen. Nach einigen elementaren Umformungen erhalten wir
aus (5) folgende Gleichung:

k2n?

p? (nz + k2n _%ﬁ)—p(Zin—{- k?‘n—T) + =0,

oder nach Division durch =»2:

1 1 ) 1 1 : \2
R el R Ty R YL IO
Und nach der bekannten Formel
—b4 b —4dac
2a

fiir die Auflosung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades az® 4 bx -
<+ ¢ = 0! ergibt sich hieraus sofort:

i k1 1 1 (i) if1 1 1 1\ fq) 1 1
» =+;+E(rfv‘)il/z{4(;)+4’°’-;(rzv‘)+’°‘(rﬁ) (i3]}
1 1
1+ R (_ﬁ_ — l—v‘)
! Wir bitten den Leser um Entschuldigung wegen der Anfithrung dieser
Formel, die bereits jedem Sekundaner bekannt ist. Neben dem Integral-
zeichen, welches wir in Formel (3) eingesetzt haben, sieht si¢ in der Tat recht

merkwiirdig aus. Uns lag aber daran, den besonders elementaren Charakter
der ganzen Entwicklung aufzuzeigen.

xr =
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Setzt man jetzt im Zihler |- % k2 (% —-—%) hinzu, so erhilt man nach

einigen weiteren Umformungen :

e(b-H)E-3)

)
1 +k2<l;l—_j\l7> Vali—2)G-5)+5G-3 - @

Und fiihrt man noch die Bezeichnungen ein:

— =, 1-—“‘=q, e e e e e e e (8)
so folgt hieraus endgiiltig:

1 AN/l 1
#(3 =) (v w)

()

i1+m Vp +%%%*%f"' ©)

p=p+

Wenn wir jetzt berucksmhtlgen, daB (9) nur den Wert der zwei Wurzeln
von (5) wiedergibt und daB diese Wurzeln ihrerseits nur beide Grenzen
fir p darstellen, welche sich aus (4a) durch rein tautologische Umfor-
mungen ergeben, so folgt hieraus, daB der Ausdruck (3) auch als die
statistische Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen des folgenden Systems
von Ungleichungen angesehen werden kann:

of L\ (1L
1f+-k(2 pz(” I;J_ﬁ

e e
&3
n

A
3

(10)

i (T T

1
2 [ e
1+k (n N
‘Oder, wenn man beide Ungleichungen mit # multipliziert, auch fiir:
Anderson, Statistik. 8
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(10a)

k 7t n k2 n \2
* m?(l—_f)‘/”“ =)+ (=%

n N
Auf (1) zuriickgreifend, bemerken wir, daBl der Ausdruck, welcher in (10)
und (10a) im Nenner auftritt, folgendermaflen dargestellt werden kann:

2 .l(l_ﬁ_)
1 1 *n N
T
nPQ(l—‘jV‘)
Wenn wir uns jetzt daran erinnern, dafl wir oben im § 4 bei der Ab-

leitung der Exponentialformel die Bedingungen (31) und (33) einfiihrten,
laut welchen die GroBenordnungen

2
)

=1+ g

a? «?
wp U W
bereits vernachlissigt werden kénnen (da es sich in unserem Falle um
statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, so brauchen wir die Akzente
nicht beizubehalten), so konnen wir mit Riicksicht darauf, da —ﬁ-fz— das
" pq

nz g2
seiner GroBe zwischen beiden befindet, auch den SchluBl ziehen, daBl man
vollkommen im Bereiche jener Annahmen bleibt, die uns seinerzeit zum
Laplaceschen Integral fithrten, wenn man einfach

1+k2(%—-11v)~1 4 § )

setzt. Wird jetzt noch N — oo angenommen, so erhilt man sofort, daB fiir
den Fall ,mit Zuriicklegen* die statistische Wahrscheinlichkeit

P{—ko<i—np<+ko}
dafiir besteht, dafl die folgenden zwei Ungleichungen gelten:

7 ]- 7 7 7 kz
np +k2(5-——p)—k|/ np' q + =P a2
Ce.oq

7 1 ! 7 ! kz
npSnp +k2(3—p )+k np'q + 4

2
geometrische Mittel von 7:6*2 und ist und sich infolgedessen nach



11. Das Bayessche Problem. 115

und

rq k2
n + 4n2§p’

(12a)
p<p'+&: )+k]/p ¢ 2

= 4n5 *

Ist aber n bereits so betrachtlich, daB man GroBen von der Ordnung

—1— noch beriicksichtigt, diejenigen von der Ordnung — jedoch unter-

druckt so erhdlt man hieraus auch angendhert:

p’—k|/%&§p§p'+kl/%i. N ¢ £))

Unter der gleichen Annahme ergibt sich aus (10):

p’—kl/ q (%_jvl__)épgp"l‘kl/ p'q (%~%) . (13a)

Wenn wir jetzt in der letzten Zeile des Systems (4) die Bezeichnungen (8)
einfithren und » unter die Wurzel der Formel von ¢ bringen, so erhalten
wir aus ihr fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen*:

p—k %ép’ép—{-kl/—%’i, B ¢ 1))

und fiir den Fall ,,ohne Zurﬁcklegen“'

p—k|/ pq ~—— <p <p+k|/pq ——— . (14a)

Verglelcht man (13) mit (14 und (13a) mit (14 a), so bemerkt man sofort,
daB eine volle Umkehrung stattgefunden hat: p und p’ haben sich gegen-
seitig ausgewechselt. Und wenn (14) und (14a) die Grenzen angeben, in
welchen, bei einer gegebenen statistischen Wahrscheinlichkeit (3),
einem gegebenen k und einem gegebenen p, die relative Haufigkeit p’
sich befinden muB, so erhalten wir aus (13) und (13a) umgekehrt die
Grenzen, in denen bei derselben statistischen Gesamtheit, derselben
statistischen Wahrscheinlichkeit (3) und demselben %, im Falle einer
gegebenen relativen Héufigkeit p’ sich die statistische Wahrscheinlich-
keit p befinden diirfte — vorausgesetzt, daB n bereits so grof

ist, daB die GréBenordnung 710— vernachlissigt werden kannt
Symbolisch driickt sich unser Resultat folgendermaflen aus:

1 Der Fall ,,mit Zuriicklegen* ist in einer &hnlichen Weise bereits durch
Stanislas Millot, ,,Sur la probabilité a posteriori (Comptes rendus hebdo-
madaires des Séances de I’Académie des Sciences, Vol. 176, S. 30. Paris 1923),
behandelt worden, desgleichen durch V. Romanovsky. Leider ist uns seine
Arbeit ,,Sulle probabilitd ,a posteriori‘® (Giornale dell’Istituto Italiano
degli Attuari, Anno II, n. 4, Ottobre 1931, IX, S. 3—21. Roma 1931)
bisher unerreichbar geblieben.

8*
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k _32
a:—2—ge 2 dex=
0

=P{—ko<i—np<+ ko) =
= Plo—t)/pa(2—%) ) v <pe)/ a5 | =

Der praktische Wert der letzten Formel besteht darin, dafl sich aus
ihr ein sehr einfaches Verfahren dafiir ergibt, eine gute Anndherung an
den Wert (3) direkt aus den Tabellen fiir das Laplacesche Integral auch
bei unbekanntem p zu erhalten: bei geniigend groflem % ersetzt man in
der Formel fiir ¢ ganz einfach den Wert p durch den aus der Stichprobe
direkt erhaltenen Wert p’. Ist jedoch = mnicht so groB, so ist man ge-
zwungen, fiir ¢ den etwas komplizierteren Ausdruck zu gebrauchen, der
in (10) und (12) unter dem Wurzelzeichen steht und der die unangenehme
Eigenschaft besitzt, daB er fiir jedes k& besonders berechnet werden muf3
{(vgl. auch unten Form. (16) und (16a)].

Wenn wir jetzt die Annahme einfiithren, die Gesamtheit héherer Ord-
nung, aus der die Stichprobe vom Umfange n entnommen worden ist,
sei ein statistisches Kollektiv, so erhalten wir im Cournotschen
Lemma (vgl. oben S. 81) wiederum eine Briicke, die uns aus dem Bereiche
der abstrakt-mathematischen Transformationen in das Gebiet der Tat-
sachenwelt hiniiberleitet. Unser erster Schritt besteht dann darin, daB
wir eine gewisse minimale Grenze fiir jene Wahrscheinlichkeiten fest-
setzen, die wir noch zu beriicksichtigen bereit sind, — solcher Art, dafB
Ereignisse, deren totale statistische Wahrscheinlichkeit in einem Kollektiv
noch kleiner ist, von uns das Pridikat ,,sehr selten‘‘ oder ,,in der Praxis
fast nie vorkommend erhalten. Diese Grenzwahrscheinlichkeiten ent-
sprechen ganz genau jenen, die Prof. R. A. Fisher als ,fiducial limits*
bezeichnet, und Dr. J. Neyman nennt das Intervall zwischen beiden
,,the confidence interval“.l Es sei z. B. angenommen, daB eine solche
Grenze fir uns die statistische Wahrscheinlichkeit

(15)

1 Vgl. R. A. Fisher: Inverse probability. Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, Vol. XXVI, 8.528—535, 1930; derselbe: Inverse
Probability and the Use of Likelihood. Proceedings of the Cambridge Philo-
sophical Society, Vol. XXVIII, 8. 257—261, 1932; derselbe: The Concepts
of Inverse Probability Referring to Unknown Parameters. Proceedings of the
Royal Society, A, Vol. 139, S. 343-—348, 1933; derselbe: The Logic of Induec-
tive Inference. Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. XCVTIII, 8. 39—82,
1935. — J.Neyman: On the Two Different Aspects of the Representative
Method: the Method of Stratified Sampling and the Method of Purposive
Selection. Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. XCVII, S. 558—625,
1934. — Zu den Ausfithrungen von Fisher und Neyman werden wir spiter
noch einmal zuriickkehren.
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1—0,9974 = 0,0026

darstelle, welche einem Werte von % = 3 genau entspricht (vgl. oben
S. 77). Mit anderen Worten: es sei angenommen, daB Abweichungen
vom wahrscheinlichsten Wert, welche den Betrag von - 3 ¢ iibersteigen,
,»sehr selten® oder sogar ,,praktisch fast niemals‘‘ bei einer Stichprobe
aus einem statistischen Kollektiv beobachtet werden (wir wiederholen
nochmals, daB die Festsetzung bestimmter Grenzen immer nur eine
Frage der Konvention oder sogar der personlichen Willkiir des For-
schers ist).

Unser nichster Schritt besteht dann in der Feststellung, daB bei
P =0,9974, k = 3 und gegebenem p’, sich aus (10) mit Riicksicht auf
(11) fiir die unbekannte statistische Wahrscheinlichkeit folgende Grenzen
ergeben:

i

U I ’ ! 9 1 1 2
p<p'+9(3—7)(—) +3l/?’9 —w) el

Und bei der Annahme, daB n bereits so betriachtlich ist, daB die GroBen-

ordnung l/— belbehalten, ! aber vernachléssigt werden kann, einfach:

A

2 ’ 7 1 1 ' 1 1 1
p~3‘/pq (—n———f) =p=p+ 3]/pq (;—T) - (16a)
(Fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen* haben wir in den Formeln (16) und (16a)

bloB die Quotienten % zu streichen.)

Der dritte und letzte Schritt besteht dann in der einfachen SchluB-
folgerung: es wird ,,sehr selten oder ,,praktisch fast niemals“ vor-
kommen, daB, wenn eine Stichprobe vom Umfange » einem statistischen
Kollektiv vom Umfange N entnommen wird und # geniigend grof ist, um
die Anwendung der Laplaceschen Formel zuzulassen, die statistische
Wahrscheinlichkeit p des Merkmals A sich auBlerbalb der Grenzen (16)
befindet, bzw. bei noch groBerem n auBerhalb der Grenzen (16a). Dieser
Satz stellt die Umkehrung der Cournotschen Formulierung
des ,,Gesetzes der groBen Zahlen“ dar (vgl. oben S. 82) und die
Antwort auf die auf S. 105—106 gestellte Frage: in welchen Grenzen be-
findet sich der uns unbekannte statistische Parameter p

1 Auf 8. 56 haben wir in einer Anmerkung erwahnt, daf# man aus gewissen
theoretischen Uberlegungen hdufig an Stelle von

a=l/npq (1——— ;)
den Ausdruck

Ve Vo i=5) = ool =523)
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Die zweite der oben erwihnten Fragen lautet in Anwendung auf
unser Problem: was kann als der ,,beste Wert fiir den unbekannten
Parameter p angenommen werden? Diese Frage, die zum Komplex
des allgemeinen ,Problems der Schitzung (problem of estimation)
gehort, ist im Falle der homograden Statistik viel weniger kompliziert
als in jenem der heterograden, denn die verschiedenen konkurrierenden
Losungen ergeben hier praktisch meistens dasselbe Resultat. Wir ver-
schieben daher seine allgemeine Betrachtung auf § 8 des Kap. ITI. Nur
soviel sei hier gesagt, da man gewéhnlich als den ,,besten” oder den
,»,plausibelsten Wert von p jenes p’ ansehen wird, welches entweder
am héufigsten beobachtet wird, d. h. die gréfte relative Héufigkeit im
Kollektiv hoherer Ordnung besitzt, oder den arithmetischen Durchschnitt
aus allen vorkommenden Werten von p’ darstellt. Die erste Losung, welche
der Ableitung des Laplaceschen Integrals besser entspricht (vgl. die Ab-
leitung der Formel 12 in § 4 auf S. 47) und letzten Endes auf R. A.
Fishers ,,method of likelihood* zuriickgefiihrt werden kann, ergibt in
unserem Falle, daB als der ,,beste’* Anniherungswert von p einfach p’ zu
setzen ist; und die zweite Losung, die auf die ,,Methode der mathematischen
Erwartungen zuriickgeht, fithrt ebenfalls zum selben Resultat. Ein etwas
anderes Ergebnis erhélt man aber, wenn man von der Betrachtung des
Systems (10) ausgeht. Dort steht nidmlich im Symmetriezentrum, von
welchem die Abweichungen nach beiden Seiten gerechnet werden, nicht p’,
sondern der Ausdruck

{3=r) (A=)
2 P n N

1 1
1+ (5 =)

P+ s e e e e e e (17)
N
oder angendhert:
’ 2 ]- ’ 1 ].

P+ k(5 —op (?E—F e e e (17a)
und man kénnte sich versucht fiithlen, nicht p’, sondern eben (17) oder (17 a)
als die beste Annéherung an p zu betrachten, was bei kleinen » (aber
immerhin so groflen, daB auf den Fall noch die Laplacesche Formel
angewandt werden kann) zuweilen zu einer nicht ganz unbetrichtlichen

,,Korrektion”“ des Wertes von 9’ filhren kénnte. Wir bemerken nimlich

setzt. Es fragt sich nun, inwiefern diese Substitution unsere Formeln (5) bis
(16a) beeinflussen konnte. Eine direkte Rechnung, die von der Gleichung

N n
af . = JUETLAR P S 2
k (Nﬂl)'npq< 1 N) (i—mnp)
ausgeht und die wir hier nicht anzufiithren brauchen, ergibt, dal der ganze
Einflufl dieser Substitution bloB8 darin besteht, daB tiberall an Stelle des
1 1 N—mn
Ausdruckes (W——T) der Ausdruck =1
ersteren nur um den minimalen Betrag ¥—1 (% —
terer ist geringer als die Kleinheitsordnung, welche bei der Ableitung des
Laplaceschen Integrals bereits unterdriickt wurde.

zu treten hat, der sich vom

%) unterscheidet. Letz-
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sofort, daBl das zweite Glied in (17) im Falle p'= % ganz verschwindet

und im iibrigen einen desto gréBeren Wert erhilt, je mehr p’ von —-21— ab-

weicht, je gréBer & genommen wird und, selbstverstindlich, je kleiner n
ist. Die ,,Korrektion* von ' ist immer derart, daB sie den ,,plausibelsten®

Wert fiir das unbekannte p etwas niber an -;— heranschiebt. Im Falle ,,mit

Zuriicklegen* (%: O) ergeben sich z. B. bei n =100, k£ =}/10,! aus
(17) folgende Werte fiir den ,,plausibelsten Wert von p:

Gegebener Wert von p’:
0,100; 0,200; 0,300; 0,400; 0,500; 0,600; 0,700; 0,800; 0,900.

,»»Plausibelster Wert von p:
0,136; 0,227; 0,318; 0,409; 0,500; 0,591; 0,682; 0,773; 0,864.

12. Die Formel von Poisson (,Gesetz der kleinen Zahlen).
Im § 4 (S. 45—46) haben wir bereits festgestellt, daBl im Falle

1 1 2
P<aFT ¥ T m+ DN
oder
L1 2
nt+l1 N U @+ DN
(vgl. Formeln 6 und 8 daselbst), die Reihe
P, P,_y, Pog,....., Py, P,, P,

einen monotonen Verlauf aufweist, d. h. ihr Maximum entweder in ihrem
letzten oder in ihrem ersten Gliede besitzt. Bei so kleinen oder so groBen
Werten von p verliert folglich die Laplacesche Exponentialformel ihren
Sinn. Desgleichen wurde im selben Paragraphen auf S. 54—55 darauf
hingewiesen, daf fiir das Zustandekommen der Exponentialformel auch
die Annahme, die Ausdriicke (31), (33) und (85) seien bereits verschwindend
klein, gelten muf. Ist jedoch p sehr klein und, sagen wir, von der Ordnung
fz - ~ x2; dasselbe Resultat erhalten wir fiir ‘:2 =
e p " q

p>1—

%, so ist z. B.

wenn

p sehr groB und etwa von der Ordnung 1 ——-%—: n;1 ist. In beiden

Féllen kann folglich keine Rede davon sein, jene Ausdriicke (31) oder (33)
zu unterdriicken. Somit entsteht die Frage, was fiir ein anderes ange-
nihertes Verfahren man bei sehr kleinen p oder ¢ (im Vergleich zu n)
anwenden soll. Diese Frage wurde von Poisson bereits im Jahre 1837
gelost,? doch blieb seine Formel 61 Jahre lang von den Statistikern ganz

1 Wir wihlen mit Absicht fiir ¥ den Wert |/10 statt 3, um hierdurch
nochmals die Willkiirlichkeit der ,,fiduziiren Grenzen‘ (s. oben S.116) zZu
demonstrieren.

2 8.D.Poisson: Recherches sur la probabilité etc., S. 205ff.
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unbeachtet, und erst im Jahre 1898 erschien eine kleine Schrift von
Bortkiewicz (der sich damals noch nach russischer Transkription
,»»Bortkewitsch® schrieb), die die Poissonsche Formel sozusagen fiir die
gelehrte Welt von neuem entdecktel Ohne Zweifel trug der originell
gewihlte Titel ,,Gesetz der kleinen Zahlen dazu bei, daB gerade diese
Arbeit Bortkiewicz so viel Beachtung fand, obgleich es jetzt kaum mehr
einem Zweifel unterliegt, daB sie keineswegs die erste Stelle in seinem
grofen wissenschaftlichen Werk einnimmt. Das ,,Gesetz der kleinen
Zahlen* ist eigentlich nur ein Glied in der Reihe der vielen ,,Gesetze der
groBen Zahlen*, und zwar durchaus nicht das wichtigste, — wenigstens
insofern es sich um das weite Gebiet der sozialen Massenerscheinungen
handelt. In der Physik und in der biologischen Statistik freilich findet es
viel weitere Anwendungsmoéglichkeiten und kann z. B. bei Beobachtungen
iiber Schwankungen von Teilchenzahlen, bei Untersuchungen des Blut-
bildes oder bei gewissen Experimenten mit Bakterienkulturen grofe
Dienste erweisen.?

Wir werden im weiteren nur den Fall eines sehr groen p behandeln,
da vermoge der Beziehung 1 — p = ¢ ein sehr kleines p einfach als ein ¢
fir ein sehr groBes p angesehen werden kann. Desgleichen beschrinken
wir uns nur auf das Schema ,,mit Zuriicklegen, welches bei der Annahme
N — oo entsteht. Es wire durchaus nicht schwer, auch fiir den Fall ,,ohne
Zuriicklegen* seine Formel abzuleiten; letztere ist jedoch betrichtlich
komplizierter, besitzt nicht die iiberaus bequemen Eigenschaften der
Poissonschen Formel, und — die Hauptsache — sie ist praktisch so gut
wie wertlos, denn das Hauptanwendungsgebiet des ,,Gesetzes der kleinen
Zahlen‘ bilden gerade jene Fille, bei welchen z und N uns nicht genau
bekannt, aber jedenfalls sehr grof sind, und wo NV vom praktischen Stand-
punkte aus gesehen einfach als unbegrenzt angenommen werden kann.

Die Ableitung der Poissonschen Formel wird dadurch sehr erleichtert,
daB bei groem p die Reihe P,, P,..,, P,_,, .. .. ganz asymmetrisch wird,
so daf nur die ersten wenigen Glieder derselben sich praktisch von 0
unterscheiden. Hieraus folgt, daf man sich hier allein mit einer Exponen-
tialformel begniigen kann und irgendwelche angenidherte Ausdriicke fiir
die Summen der P gar nicht abgeleitet zu werden brauchen. Arne Fisher

1 L.v.Bortkewitsch: Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig 1898.

2 Vgl. hierzu etwa: R. v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 4521f.;
ferner ,,Student’’, On the Error of Counting with a Haemacytometer. Bio-
metrika, Vol. V, 8. 8561—355. 1907. — R. A. Fisher: Statistical Methods for
Research Workers, 4th edition, S.55—64. — Karolina Iwaszkiewicz and
J.Neyman: Counting virulent bacteria and particles of virus (Acta Biologie
Experimentalis, Vol. VI), 8.101—142. Varsovie 1931. — J.Neyman:
»Prawo malych liczb*‘ i jego zastosowania, Poswigca sie pamigei Wiadyslawa
Bortkiewicza, Wiadomosci aktuarjalne 1 (Z Zakladu Biometrycznego Insti-
tutu im. M. Nenckiego T. N. W.), 1931 (polnisch). — Es ist tibrigens auBer-
ordentlich bezeichnend, daB ,,Student* im Jahre 1907 noch keine Ahnung
weder von der Poissonschen Formel noch von der Bortkiewiczschen
Schrift hatte und daB er die Formel einfach zum dritten Male ,,entdeckte‘.
Auch der Redaktion der ,,Biometrika‘‘ muf3 sie damals neu erschienen sein.
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lieB fiir sein Buch die Werte der binomischen Entwicklung von
(0,999 4- 0,001)19°, (0,95 4 0,05y und (0,9 + 0,1)° berechnen.! Die
Ergebnisse dieser Rechnungen sind unten in Tab. 6 (S. 126) und in
Abbildung 6 (siche unten) dargestellt.

Wir ersehen aus den Zahlen Fishers, daBl bei p = 0,999 bereits die
drei ersten Glieder der Reihe der P zusammen eine totale Wahrschein-
lichkeit im Betrage von 0,999 darstellen; auf alle iibrigen 98 Glieder der
Reihe kommt also weniger als 0,001. Im zweiten Falle,
bei p = 0,95, geniigt es vollkommen, die ersten 12—13
80- Glieder zu beriicksichtigen, und nur bei p = 0,90, d. h.
in einem Falle, der auch schon die Anwendung der ge-
wohnlichen Laplaceschen Formel zulift (vgl. oben
S. 63), ergibt sich die Zahl der noch relevanten
60- /’7’:;%9 Wahrscheinlichkeiten als etwa 22. Auf den Ausdruck

’ ,»kurze Seite® zuriickgreifend, den wir bei der Betrachtung

des ,,Problems von Simmons‘ einfithrten (vgl. oben

40 - S. 65—66), kénnen wir die fiir die Praxis bequeme Regel
n=100 n=100
p=0395 p=090

20 -

I _DUH Hnﬂnqn_ _=DDUBUUHHUUUDDDQa__

d 1009989 10099 96 57596 95 9493 92919089 86 98 97 96 9594 83 92 91 90 89 88 87 86 85 84 838281 807978

Abb. 6.

aufstellen, daB die Zahl der relevanten Wahrscheinlichkeiten etwas
mehr als das Doppelte der Zahl der Glieder der ,kurzen Seite” betragt.

Die Poissonsche Formel fiir den Fall , mit Zuriicklegen‘ 148t sich
unmittelbar aus dem urspriinglichen Binomialsatz ableiten, welchen wir
oben auf S. 42 dargestellt haben :2

1 Arne Fisher: The Mathematical Theory of Probabilities and its Appli-
cation to Frequency Curves and Statistical Methods, Vol. I, 2nd edition,
S. 267 u. 268. New York 1930.

2 Wir folgen im weiteren hauptséichlich der Darstellung von Mises,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.146—150, bezeichnen jedoch sein a mit m
(vgl. Formel 4) und sein « mit k (Formel 1). Trotz der ,,Regel*“ von Savor-
gnan (vgl. Bull. de I'Inst. Intern. de Stat., Tome XXV-—3éme Livraison,
S. 307—309, 1931), man solle immer dieselben Symbole gebrauchen, die der
Schopfer des betreffenden Theorems einfithrte, schwankt die Symbolik gerade
im Falle der Poissonschen Formel ungemein. Um sich nur auf Beispiele
aus der angelsichsischen statistischen Literatur zu beschriénken: ,,Student*
gebraucht m und 7, Yule 4 und m’, Bowley « und 7, R. A. Fisher (wie
auch Bortkiewicz selbst) m und x, Arne Fisher A und r usw. Aus dem
neuesten Schrifttum iiber die Poissonsche Formel sei noch auf einen deut-
schen Artikel Rolf Luders, Die Statistik der seltenen Ereignisse, in der Bio-
metrika, Vol. XXVI, S. 12—52 (1934), verwiesen, wo der Verfasser iibrigens
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@+ ="+ g gt MO gt RO O puosey
. + k,(n_k),p""‘ Pk (D)
‘wobel

n—1 n! —k k
P, =p"P, ,— __p q"""P”’I‘:k!(n——k)_!pn 9", . .« (2

und natiirlich

g=1—p, p=1—q. ... ... .. (2a)
Klammert man in (1) die GroBe » aus, so erhéilt man hieraus, bei etwas
anderer Anordnung der Variablen:

n—1

P+o"=0"+ T g+ L gt 1. (1— ) +
)
+ P Pakgt 1. (1—~_)< %) (1——1)+.... )
Setzt man
nq = m, folglich auch n:%, ....... 4)
und beachtet man, dafl
p“_i=ﬁ,
P

so kann (3) folgendermaflen geschrieben werden:

_1
(p+q)”=p“+ﬂi—m—-[i}+ pimt [l(l n)] +

P ] gz
el
. [1(1‘7}?) 1“%21;"'(1*16;1)}4_...., . (5)
oder mit Riicksicht auf (2a) und (4):
v +q>”=(1~q)%{1 + 1]+ [1511_—515) ] +
T s
.+%[1(1_%)(1-(-1%_)q.);.(1—kzl)}+.m}. ..

das Kunststiick begeht, wohl ,,Student*, aber nicht auch Bortkiewicz
zu zitieren.

w
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Diese Formel ist noch genau. Unter den Annahmen, dal » sehr groB
und q sehr klein ist, so daB m = ng ungefihr die GréBenordnung 1 besitzt
und sich etwa in den Grenzen zwischen 0,1 und 15 befindet, und daB

ferner % im Verhéltnis zu » so klein ist, daB Gréfien von der Ordnung %

ebenfalls vernachlissigt werden kénnen, ist es moglich, den Ausdruck (6)
noch betrichtlich zu vereinfachen. Zunichst bemerken wir, daf

m [ o
1—g? =1—9? .
Es ist jedoch aus der Differentialrechnung bekannt, dal bei 0 < g <1
die folgende Beziehung besteht:
1 1
A—ge<el<(l—ga ",
wobei ¢ wiederum die Basis der Napierschen Logarithmen bedeutet
(vel. oben S. 49);t und mit Riicksicht auf die Transformation
1

1 =
——1__(1—¢q) q
(1—q)e =1=q

erhalten wir hieraus folgende Ungleichungen:

(l—ge <& ™< *—~32Z§J3 C )

Ist g sehr klein, so wird (1 — ¢)™ bei kleinem m sich wenig von 1 unter-
scheiden, und wir sind berechtigt, einfach

N €|

zu schreiben. Unter derselben Annahme und in der bereits erwdhnten
Voraussetzung, da8 k im Vergleiche zu n sehr klein ist, konnen wir ferner

setzen:
1(1——;—)(1-—%) (1— k;:l)}
~ 1. (9)
(1—g)¥
Und nach Einsetzung von (8) und (9) in (6) ergibt sich hieraus bei
k=1, 2,3, 4,.... folgende Naherungsformel:

— — m: md
P+t ~emF T M g€ T

k
....+-";C‘—!e“”‘+...., ... (10
1

1 Diese Ungleichungen ergeben sich daraus, daB sowohl (1—gq)¢ als auch
1
(1—q)e 1 bei g—> 0 den limes ¢! besitzen, doch ist hierbei ersterer Ausdruck
eine monoton zunehmende und letzterer eine monoton abnehmende Funktion,
wie aus den Ableitungen nach ¢ hervorgeht.
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wobei die einzelnen Glieder der rechten Seite in derselben Folge ange-
niherte Ausdriicke fir die Reihe P,, P,_;, Pp—g, . ... Py, darstellen.
Formel (10) ist die Poissonsche Formel. Der Fehler, welcher durch die
Anniherungen (8) und (9) bedingt wird, ist nicht schwer abzuschétzen.
Betrachten wir das (k + 1)-te Glied der Reihe (6):

. _(l_q)gmk[1(1_%)(1_%)....(1J‘;1)}
TRk (1—gf ’

s0 bemerken wir, dafl der Ausdruck, welcher in den eckigen Klammern der
rechten Seite im Zihler steht, jedenfalls kleiner als 1 und gréBer als

(1-— k—1 )k——l ist. Das gibt uns das Recht, folgende Ungleichungen

n

hinzuschreiben :
m
(I___q)%mk o p (l—q)_qu(lw k—;l)k—l
wa—gt ET k1 (1— g 4
Anderseits ergibt sich aber aus (7) durch Multiplikation mit %@'f
m m
A—gem' _m'e " _(Q—gem’ 12)
k! k! (1—q)™k!

Wenn wir (11) gliedweise durch (12) dividieren, so erhalten wir nach
allen Wegkiirzungen einfach:

k—1\k—1
1 P <1~ n ) ..... (13)
1—gqff = mbe—™ A—gf—m™
k!

Nun ist aber P,_ der genaue Ausdruck fiir die betreffende statistische

ko —
Wahrscheinlichkeit und i]: ; " die Poissonsche Anndherung an sie.

Der absolute Fehler, der hierbei begangen wird, ist folglich

mk e—m

L TR

und der relative Fehler ¢,_;, wird dadurch gewonnen, da man obigen

k p—m
Ausdruck durch den Naherungswert m—]:'—' dividiert:
_ P n—1xk
8n—k_W_m_1. ..... (14)

Tk

Zum System (13) zuriickkehrend, ergibt sich hieraus, dal &,_,, der
relative Fehler der Poissonschen Formel fiir das (& - 1)-te Glied der
Reihe der P, sich jedenfalls in folgenden Grenzen befinden muf:
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F—1\F—1
1 (1_ n )
_—1 >Ep_p > —1. .

(1—q)*® (1—g)k—m

Setzen wir z. B., wie im ersten Beispiel von A. Fisher (vgl. Tab. 6 auf
S.126), = = 100, p = 0,999, £ = 2 und, folglich, m = 100 . 0,001 = 0,1,
so erhalten wir aus (15):
1
1~ 7o)

0,9991.°

(15)

_1
0,999°

d. h. ungefahr die Grenzen:
-+ 0,002 > go3 > — 0,008.

Wir diirfen hierbei nicht vergessen, daB (15) nur zur Abschitzung des
relativen Fehlers ¢ dient und da8 in Wirklichkeit gew6hnlich die Fehler
viel geringer ausfallen werden. Die obere Grenze des relativen Fehlers
wird desto gréBer, je gréfer ¢ und £ genommen werden, die untere hingt
vom Verhéltnis von ¢ zu #» und %k ab und kann je nach den Umstédnden
sowohl positiv als auch negativ sein.

In der Poissonschen Formel fiir das (k + 1)-te Glied in der Reihe
P, P,y Py ...t

—1>ep >

mk g— ™
k!
sind m und e ™ konstant und k die einzige Verinderliche der Funktion.
Aus dem Umstande,daBl P, =¢ ™, P,_;= %e—ﬂg P, ,= % . ﬁz e ™,
P, .= ﬂlq'— . 1;— . % e " P,_,= ﬁl % . % % ¢ ™ usw. geschrieben
werden kann, folgt, daB die Reihe der P solange zunimmt, als m > k.
Diese Beobachtung ermdoglicht es uns, auf den ersten Blick die Zahl der
Glieder der ,kurzen Seite” zu finden und folglich auch die Anzahl der
noch relevanten Glieder in (10) abzuschitzen.

Es ist interessant, daB in die Poissonsche Formel der Umfang der
Stichprobe n nicht offen eingeht: er ist in der Konstanten m =mng ver-
steckt.

Der genaue Wert von m wird in der statistischen Praxis nur bei Stich-
probenerhebungen zuweilen zu ermitteln sein. Gewdhnlich begeht man
hier eine Umkehrung des Poissonschen Theorems und berechnet m
aus den tatsichlich beobachteten Haufigkeiten des seltenen Ereignisses.
Im Zusammenhange mit der Frage, was die ,beste’ Methode fiir die
Bestimmung von m, bzw. von n und p, in der Poissonschen Formel
sei, wurde seinerzeit eine recht scharfe Polemik hauptsichlich zwischen
L. Whitaker und L. v. Bortkiewicz gefiihrt, welche ziemlich weite
Kreise zog und jedenfalls mit zu den Kriegserscheinungen zu zéhlen ist.!

Py~ (16)

1 Vgl. z. B. Lucy Whitaker: On the Poisson Law of Small Numbers.
Biometrika, X, S.36—71 (1914/15); ,,Student‘‘: An Explanation of De-
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Die Untersuchungen von R. A. Fisher haben endgiiltig nachgewiesen,
daf in diesem Streite der Standpunkt von Bortkiewicz objektiv richtig
war und daB in der Tat der ,beste Weg* darin besteht, fiir m den
arithmetischen Durchschnitt aus den wirklich beobachteten absoluten
Hiufigkeiten des seltenen Ereignisses zu setzen.

Tabelle 6. Die statistischen Wahrscheinlichkeiten
P; x 100 bei =100 und N —> oo.

p = 0,999 p=0,95 p=09
Genaue Genaue Genaue
binomische | Poissons | binomische | Poissons | binomische | Poissons | Laplaces
Ent- Annéiherung Ent- Anniiherung Ent- Annéiherung [Annéherung
wicklung wicklung wicklung
100 90,48 90,48 0,6 0,7 0,0 0,0 0,1
99 9,06 9,05 3,1 3,4 0,0 0,0 0,2
98 0,45 0,45 8,1 8,4 0,2 0,2 0,3
97 0,01 0,02 14,0 14,0 0,6 0,8 0,9
96 0,00 0,00 17,8 17,6 1,6 1,9 1.8
95 18,0 17,6 3,4 3,8 3,1
94 15,0 14,6 6,0 6,3 5,7
93 10,6 10,4 8,9 9,0 8,1
92 6,5 6,5 11,5 11,3 10,4
91 3,5 3,6 13,0 12,5 12,7
90 1,7 1,8 13,2 12,5 13,3
89 0,7 0,8 12,0 11,4 12,7
88 0,3 0,3 9,9 9,5 10,4
87 0,0 0,1 7,4 7,3 8,1
86 0,0 0,1 5,1 5,2 5,7
85 0,0 0,0 3,3 3,5 3,1
84 1,9 2,2 1,8
83 1,1 1,3 0,9
82 0,5 0,7 0,3
81 0,3 0,4 0,2
80 0,1 0,2 0,1
79 0,1 0,1 0,0
78 0,0 0,0 0,0

Um die Anwendung der Poissonschen Formel zu erméglichen, legte
Bortkiewicz seinem ,,Gesetze der kleinen Zahlen® eine vierstellige
Tabelle der Werte von

k,—m
m*e
Prr=—7—
viations from Poisson’s Law in Practice. Biometrika, XII, 8.211—215 (1918/19);
L.v.Bortkiewicz: Realismus und Formalismus in der mathematischen
Statistik. Allg. Statist. Arch., 1918; Al. A.Tschuprow: Zur Theorie der
Stabilitét statistischer Reihen. 3. Abhandlung, Skandinavisk Aktuarietid-
skrift, S.133, 1919.
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fitr m = 0,1 bis m = 10, bei. H. B. Soper?* berechnete spiter eine sechs-
stellige Tabelle fiir m = 0,1 bis m = 15. Diese Tabelle ist auch in die
,»Tables for Statisticians and Biometricians* von Pearson iibernommen
worden. Daselbst findet sich ferner eine andere Tabelle, die auf die oben
zitierte Monographie von L. Whitaker zuriickgeht und fiir die Poisson-
sche Formel die Tabellen des Laplaceschen Integrals ersetzen soll.
Sie diirfte in der Praxis recht
selten angewandt werden.

Den.Gra,d der Annah(_arung Poissons bil?:;?suc(;le Laplaces
der Poissonschen an die ge- Annsherung| Eot- | Anniiberung
naue binomische Formel kann wicklung
man gut aus jenen 3 Beispielen
von Arne Fisher ersehen, die P, 12,5 13,2 13,3
wir bereits oben auf S.121 Py + Py, 23,9 25,0 25,4
erwihnt haben. Pgg + Pyy | 20,7 21,4 20,8

Die Zahlen der genauen bi-  Ls7 1+ Pos 16,3 16,3 16,1
nomischen Entwicklung sind £86 + ;94 1;’2 lé’; 1(1;’3
aus der Formel (p - ¢)'°° be- P85 _T_ P95 1 35 36
rechnet worden, diejenigender % i I 2.0 7 19
Poissonschen Anndherung po | p 0. 0. 07

82 + 98 ’9 ’7 ’
aus (10) mit Hilfe der Bort- p, + P, 0,4 0,3 0,3
kiewicz-Soperschen  Ta- Py + Py 0,2 0,1 0,1
bellen, und was die letzte Ko- Py, + 0 0,1 0,1 0,0
lumne der Tab. 6 anbetrifft,so P + 0 0,0 0,0 0,0

ist sie auf Grund der nur in
erster Anndherung korrekten Formel (9) des § 6 mit Hilfe der z-Zahlen
der Tab. 3 (8. 75) kalkuliert worden, wobei natiirlich die Annahme-

c=)npq = 100.%'%=3 Geltung hatte.

Wie auch zu erwarten stand, ist die Ubereinstimmung im Falle
p = 0,999 eine iiberaus gute, im Falle p = 0,95 ist sie nur mittelmiBig
und bei p = 0,9 148t sie bereits viel zu wiinschen iibrig. Die Poissonsche:
Formel findet hier sogar in der ersten Annéherung an die Laplacesche:
Exponentialformel einen zumindest ebenbiirtigen Konkurrenten, und
hatten wir die Zahlen der letzten Kolumne nach der genaueren Formel (39):
des § 4 berechnet, so wire letztere entschieden vorzuziehen. Dies wird
‘leicht ersichtlich, wenn man den Kunstgriff der Summenformel (6) des.
§ 6 anwendet und, wie im § 9 auf S. 94, die gleichwertigen positiven
und negativen Abweichungen vom maximalen Gliede vereinigt. Es.
ergibt sich dann obenstehende kleine Tabelle.

(Um die Verdopplung der Abrundungsfehler zu vermeiden, haben
wir bei der Summierung der Zahlenwerte der P eine zusitzliche Dezimal-
stelle beriicksichtigt, weshalb auch die Ziffern der letzten Tabelle nicht

1 L.v.Bortkiewicz: Ges. der kl. Zahlen, Anlage 3, S.49—52; H. E.
Soper: Tables on Poissons Exponential Binomial Limit. Biometrika, X,.
S.25—35 (1914/15).
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ganz mit jenen der Tab. 6 iibereinstimmen.) Der Parallelismus der Zahlen
der dritten und zweiten Kolumne ist augenscheinlich gréBer als jener
der ersten und zweiten Kolumne. Wollte man z. B. annehmen, dal sowohl
Kol. 1 als auch Kol. 3 empirische Annéherungen an die wahren
Werte der Kol. 2 darstellen, und fiir beide die Pearsonsche Zahl y2
errechnen (vgl. oben § 10; die letzten 7 Zeilen der Tabelle miissen hierbei
natiirlich in eine Gruppe vereinigt werden), so wiirde sich fiir die erste
Kol. 42 = 0,53 und fiir die dritte Kol. 3% = 0,08 ergeben, also beinahe

7mal weniger. An und fir sich

Todsfille | Boobachtete | Theoretische wiren aber beide K“olum.nen noch
jahrlich Fillo Hiufigkeit nach  als sehr gute Anndherungen an-
Poisson zusehen, denn sogar der Grenz-
wahrscheinlichkeit P== 0,05 ent-
(1) lgg lgg:;z spricht in Tab. 5 (S. 101—102)
9 29 20,2 bei n =6 ein y% = 12,59, einem

3 3 4,1 P =0,01 aber 4> = 16,81.
4 1 0,6 Abgesehen vom Bereiche der
5 — 0,1 Stichprobenmethode, findet man
Zuosammen 200 200,0 in den sozialen Massenerscheinun-

gen ziemlich selten Fille von
wirklich guter Ubereinstimmung der Poissonschen Formel mit tatséchlich
beobachteten statistischen Verteilungen. Eine der besten Ubereinstim-
mungen bietet folgendes von Bortkiewicz! angefiihrtes Beispiel. In
10 preuBischen Armeekorps wurden im Laufe von 20 Jahren durch
Schlag eines Pferdes getotet (siehe die obenstehende Tabelle).

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB, wie die Laplacesche Formel
nur ein Sonderfall fiir eine sehr wichtige Klasse von ,,Verteilungsgesetzen**
ist (vgl. unten Kap. III, § 7), so auch die Poissonsche einen Sonder-
fall einer anderen Klasse bildet, die ebenfalls in der ,heterograden Sta-
tistik*“ angetroffen wird.®

Zweites Kapitel.
Grundbegriffe der heterograden Theorie.

1. Einleitendes.

Im §5 der Einleitung (S.25) wurde darauf hingewiesen, dafl ent-
sprechend beiden Grundformen der statistischen Auszdhlung (Zahlung
im eigentlichen Sinne und Summierung der zahlenmiBigen Charakteri-
stiken der Beobachtungseinheiten) auch der Inhalt der statistischen
Methodenlehre zwanglos in zwei Hauptabschnitte eingeteilt werden
kann: in die Theorie der homograden Gesamtheiten und in diejenige der
heterograden. Mit der ersteren beschéftigten wir uns im vorhergehenden

1 L.v.Bortkiewicz: Das Gesetz der kleinen Zahlen, S. 25.
2 Genauer wire 66,2.
3 Vgl. z. R. A. Fisher: The Mathematical Theory usw., S. 269—276.
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Kapitel I, die letztere ist Gegenstand des vorliegenden und des folgenden
Kapitels.

Unseren Ausgangspunkt bildete bisher die Annahme, daB die Elemente
der betreffenden statistischen Gesamtheit, je nach dem Vorhandensein
eines gewissen qualitativen oder auch quantitativen Merkmals, das wir
der Kiirze wegen mit 4 bezeichneten, in zwei Gruppen eingeteilt werden
kénnen: in diejenige der Elemente mit A und in diejenige der Elemente
ohne 4. Wohl fithrten wir spéter in den §§ 9 und 10 auch die kompli-
ziertere Annahme ein, dafl nicht zwei, sondern mehrere Gruppen zu unter-
scheiden seien: diejenige der ,,4°, diejenige der ,,B*, der ,,C%, der ,,D*
und so weiter. Hs blieb aber immer prinzipiell méglich, alle ,,B%, ,,C*,
» D usw. zu einer einzigen Gruppe der ,,Nicht-A*° zu vereinigen, und
jedenfalls wurden die Elemente jeder Gruppe nur gezdhlt. Eben diese
einfache Grundannahme, bei welcher alles relevante statistische Wissen
iiber eine statistische Gesamtheit durch eine einzige oder, im schlimmsten
Falle, durch mehrere relative Haufigkeiten (bzw. statistische Wahr-
scheinlichkeiten) ausgedriickt werden kann, hat es auch ermdglicht,
die beiden Binomialsitze des § 3 fiir den Fall ,,ohne Zuriicklegen* und
fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen* abzuleiten, und diese fithrten uns dann
spater zu der verallgemeinerten Laplaceschen Formel und zu jener
von Poisson. So bequem eine solche vereinfachende Annahme auch
ist, es gibt eine weite Klasse von Fillen, bei welchen sie lange nicht hin-
reicht, um die statistische Gesamtheit vollstéindig zu beschreiben. Diese
Klasse besteht aus solchen Gesamtheiten, deren Elemente gewisse
zahlenmé&Bige Charakteristiken aufweisen; wobei letztere uns
sowohl selbstindig als auch in ihrer Summe interessieren. Als Bei-
spiele fiir solche Charakteristiken seien angefiibrt: die Bodenfliche
der einzelnen landwirtschaftlichen Betriebe, ihre Pferde- und Rinder-
zahl, die Zahl der Arbeiter bei industriellen Unternehmungen, das Ein-
kommen der Zensiten, das Alter der bei einer Assekuranzgesellschaft
versicherten Personen u. dgl. m. In solchen Féllen ist es unmdglich,
den ganzen statistisch relevanten Inhalt der Gesamtheit in einige
relative Haufigkeiten hineinzupressen, und das Problem einer sachgeméifen
Darstellung derselben wird viel komplizierter. Es seien z. B. 50 Familien
einer Ortschaft in bezug auf die Kinderanzahl statistisch beobachtet
worden und es mdégen die 50 Familienzihlblitter, die hierbei ausgefiillt
wurden, in der Reihe ihrer Aufnahme etwa folgende Kinderzahlen ent-
halten (wir entnehmen diese Reihe einem Experiment, welches wir vor
Jahren bei ganz anderer Gelegenheit ausgefiihrt haben: es hat selbst-
verstindlich mit dem Kinderreichtum der Familien nichts zu tun):*

2,3,1,4,2,1,3,2,3,3,1,2,1,4,3,3,2,3,4, 4, 2, 1, 5, 3, 2,
4,2, 4,2,2,4,6,3, 3,5,2,4,4,4,3,2,4,6,0,3,1, 4,6, 2, 3.

1 0. Anderson: Die Korrelationsrechnung in der Konjunkturforschung.
Ein Beitrag zur Analyse von Zeitreihen. Veroffentlichungen der Frankfurter
Gesellschaft fir Konjunkturforschung, herausg. von Dr. E. Altschul, H. 4,
S. 57. Bonn 1929.

Anderson, Statistik. 9
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Alle diese Zahlen, die sich auf den Umfang einer und derselben statisti-
schen Gesamtheit beziehen, bilden eine statistische Reihe, doch sind
gsie in dieser Form #uBerst uniibersichtlich, und wir ,,verdichten* sie
daher zu folgender Gestalt:

Kinderzahlen in der Familie..... 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, zusammen
Anzahl der vorgekommenen Fille . 1, 6, 13, 13, 12, 2, 3, 50
Zah] der Kinder in jeder Gruppe .. 0, 6, 26, 39, 48, 10, 18, 147

Natiirlich kann man in der Tabelle an Stelle der absoluten Zahlen der
1

vorgekommenen Fille auch deren relative Haufigkeiten setzen: 0= 2%,
—5% = 129, %3— =269, usw. Im Franzosischen wird ein derartiger

Verdichtungsprozel ,,Sériation“ genannt,! im Deutschen scheint
sich kein besonderer technischer Ausdruck hierfiir gebildet zu
haben. Die verdichtete Reihe selbst wird als ,,Verteilungsreihe
bezeichnet.2

Wenn die Reihenfolge, in der die Einheiten auftreten oder beobachtet
werden, fiir uns gleichgiiltig bleibt, so ist die ,,Verdichtung* der Reihe
mit keinem Verlust an relevanten statistischen Kenntnissen verbunden.
Dies ist fast immer bei sachlichen Reihen der Fall und nicht selten auch
bei rédumlichen — n#émlich dann, wenn die Gesamtheit, die durch die
Reihe dargestellt werden soll, sich auf die unterste territoriale Einheit
der statistischen Erhebung bezieht: in unserem Fall auf die einzelne
Ortschaft. Bei Zeitreihen jedoch liegt der Sachverhalt gewdhnlich be-
trachtlich anders. Wenn wir hier die einzelnen in der Zeit aufeinander-
folgenden Beobachtungen zu einer Verteilungsreihe verdichten, so ver-
lieren wir zunichst die Moglichkeit, festzustellen, ob die urspriingliche
Folge sich mit der Hypothese vertrigt, daf sie ein statistisches Kollektiv
sei. Und dann wird auch die Frage iiber die zeitliche Evolution der Ein-

1 Vgl. A. Julin: Principes de statistique théorique et appliquée. Tome I.
Statistique théorique. Paris-Bruxelles 1921. 8. 317: ,,On appelle sériation
Topération par laquelle une masse de données résultant du calcul se trouve
divisée en sections de maniére & faire apparaitre le nombre de cas rentrant
dans chacune d’elles.

Die franzosische ,,sériation® darf nicht mit der von Gini eingefiihrten
Bezeichnung ,seriation (im Gegensatze zu ,,series‘‘) verwechselt werden.
Vgl. z. B. G. Pietra: The theory of statistical relations with special reference
to cyclical series. Metron, Vol. IV, Nr. 3/4. Padova 1925. S.384: ,,We call
seriation & succession of quantities which measure the intensity of a
character classified according to the intensities of another character. E. g.,
the number of recruits according to their size, the amount of assets according
to classes of incomes, and so on. On the contrary, we call series a succession
of quantities, which measure the intensity of a character, classified according
to qualities of another character. E. g. the number of recruits according
to the colour of hair, the amount of assets according to the employment,
and so on.*

2 Winkler, 1. c., S. 64.
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heiten der Gesamtheit ganz verwischt. Denken wir uns z. B. eine Reihe
gleichzeitiger photographischer Aufnahmen einzelner Personen. Es
bedeutet hier nur einen moglichen Gewinn und jedenfalls keinen Verlust
an irgendwelchen Kenntnissen, wenn wir die einzelnen Photographien
nach einem gewissen Merkmal sortieren, z. B. nach den Eigenschaften
der betreffenden Personlichkeiten oder sogar nach ihren Nasenlingen.
Sollten wir jedoch eine kinematographische Aufnahme der Tanzbewegun-
gen einer Person vor uns haben, so wiirde das Zerschneiden des Films
in einzelne Bilder und das Sortieren der letzteren, etwa nach dem Merkmal
der Entfernung des rechten FuBes vom Tanzboden, bereits einen betricht-
lichen Verlust an mdglicher Information bedeuten. Dieses ist auch der
Grund, weshalb die ,,Verdichtung® iiberall dort so gefihrlich ist, wo
die mehr oder weniger schnelle Entwicklung der statistischen Gesamt-
heiten in der Zeit eine Regel bildet, d. h. vor allen Dingen im Bereiche
der Sozial- und insbesondere der Wirtschaftsstatistik, Fiir diese
Erscheinungen muB eine spezielle Theorie der Zeitreihen aufgebaut
werden.

Die Verdichtung selbst kann entweder genau die urspriinglichen
zahlenméfBigen Charakteristiken der Einheiten wiedergeben, wie es im
obigen Beispiel der Fall war, oder aber die relativen Hiufigkeiten nur
fiir breitere ,, Klassenintervalle’ der Einheiten bringen. Es kommt ném-
lich recht oft vor, daf die zahlenmé#Bigen Charakteristiken der einzelnen
Einheiten so verschieden sind, daf im Urmaterial (d. h. in der ,,Urliste*)
gleiche Zahlenwerte iiberhaupt nicht oder nur relativ selten vorzufinden
sind. Dann bringt natiirlich die erste, genauere Art der Verdichtung
keinen praktischen Gewinn. Gewdhnlich sind wir jedoch in diesem Falle
in der Lage, die Hypothese aufzustellen, daB unsere Gesamtheit einen
zu kleinen Bruchteil der ihr entsprechenden Gesamtheit héherer Ordnung
darstellt und daB infolgedessen in bezug auf die relativen Haufigkeiten
der einzelnen Werte sich das ,,Gesetz der groBen Zahlen* nicht geniigend
durchsetzen konnte. Wenn der Umfang der gegebenen Gesamtheit,
d. h. die Zahl der in ihr enthaltenen Einheiten (Elemente), nicht erhéht
werden kann, so bleibt uns nichts anderes iibrig, als die nebeneinander
stehenden GroBenwerte zu gemeinsamen Gruppen zu vereinigen und
dadurch die Anzahl der Einheiten in jeder neuen Gruppe zu vergroBern.
So kénnen wir in obigem Beispiel etwa die Familien mit 0 und 1, mit 2
und 3, mit 4 und 5, mit 6 und mehr Kindern je zu einer Gruppe zusammen-
ziehen und dann die folgende Tabelle erhalten:

Kinderzahlen in der Familie: 0—1 2—3 4—5 6 und mehr
Anzahl der vorgekommenen
Falle ..........ols, 7 26 14 3
Relative Haufigkeiten........ 0,14 0,52 0,28 0,06.

Aus demselben Grunde wird die Verteilung der landwirtschaftlichen
Betriebe nach ihrer Gréfie in Klassenintervallen etwa von 0 bis I Hektar,
von 1 bis 2 Hektar, von 2 bis 3 Hektar usw. dargestellt. Ein solches
Verfahren ist jedoch mit dem Verlust von gewissen Kenntnissen ver-

g%
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bunden, die in den urspriinglichen Zghlkarten enthalten sind.! Eine
andere Schattenseite bildet der Umstand, da die Festsetzung der Klassen-
grenzen bis zu einem gewissen Grade willkiirlich ist und daB daher die
erhaltenen Resultate zuweilen als tendenzids beanstandet werden kénnen.

Wenn wir die Zeitreihen beiseite lassen, mit denen wir uns noch
spiter beschiftigen werden, so kann jede statistische Verteilungs-
reihe als zu einer Gesamtheit gehorig angesehen werden, und zu
dieser vermdgen wir uns wiederum eine entsprechende Gesamtheit
hoherer Ordnung mit denselben Werten bzw. mit denselben Klassen-
intervallen zu denken. Die relativen Hiufigkeiten der zugehorigen Ein-
heiten in der letzteren spielen gegeniiber den relativen Haufigkeiten
jener in der Gesamtheit niederer Ordnung bereits die Rolle von statisti-
schen Wahrscheinlichkeiten. Solche Wahrscheinlichkeiten, zu-
sammen mit den zugehérigen Werten der Reihenglieder, bilden eben das,
was man jetzt gewohnlich als das Verteilungsgesetz der Reihe
bezeichnet.2 Es kann aber sehr wohl Félle geben, wo nur die Verteilung
der gegebenen statistischen Reihe unser letztes Forschungsziel bildet
und wo wir uns fiir keine hinter ihr stehende Gesamtheit héherer Ordnung
interessieren. Man denke etwa an eine Behérde, die eine vom Erdbeben
heimgesuchte Bevilkerung zu unterstiitzen hat: man wird hier nicht
nach der Bevélkerungszusammenstellung in Erdbebengebieten iiberhaupt
fragen, sondern die genaue Geschlechts-, Alters- und Vermogensverteilung
der tatsichlich Notleidenden festzustellen suchen. Es unterliegt aber
keinem Zweifel, daB solche Fille wenigstens in den Augen des statistischen
Theoretikers eher zu den Ausnahmen als zur Regel gehoren.

LaBt man diese Fille beiseite und sieht man auch von den bereits
frither angedeuteten Ausnahmen ab, die sich hauptséichlich auf zeitliche
und réumliche Reihen beziehen, so ist es moglich zu behaupten, dall man
im allgemeinen im Verteilungsgesetz der Reihe das vollste statistische
Wissen besitzt, welches man in bezug auf ein Merkmal iiberhaupt an-
streben kann. Interessiert uns die Verteilung der Kombinationen von
zwel oder mehreren Merkmalen, so ist es im Prinzip ebenfalls moglich,
ein entsprechendes Verteilungsgesetz zu konstruieren, doch wird dieses
bereits die suBere Form nicht einer Reihe, sondern einer ,,Korrelations-

1 Dieser Verlust wird geringer, wenn man fiir jedes Klassenintervall die
genaue Summe der in ihm enthaltenen zahlenmé#fBigen Charakteristiken an-
gibt, was bei der jetzigen technischen Ausstattung der statistischen Amter
gar nicht schwierig ist.

2 Vgl. A. A, Tschuprow: Grundbegriffe und Grundprobleme der Korre-
lationstheorie. Leipzig-Berlin 1925. S. 20: ,,Eine Grofe, welche mit bestimmten
‘Wahrscheinlichkeiten %k verschiedene Werte annehmen kann, wollen wir eine
zufdllige Variable der k-ten Ordnung nennen. Die Gesamtheit ihrer
moéglichen Werte und der ihnen zukommenden Wahrscheinlichkeiten wollen
wir als das Verteilungsgesetz der zufdlligen Variablen bezeichnen.
Beim Wiirfelwerfen ist z. B. die geworfene Zahl eine zuféllige Variable der
sechsten Ordnung, da sie die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten von je !/; annehmen kann.*



1. Einleitendes. 133

tabelle” erhalten. Nehmen wir z. B. an, in obigem Beispiel werde fiir

jede Familie nicht nur die Kinderzahl, sondern auch die Dauer der Ehe

registriert. Dann koénnte hieraus etwa folgende Tabelle entstehen.
Die Zahlen der Tabelle

stellen, wie leicht ersicht- Kinderzahl in der Familie.

lich, die Anzahl der ,,Fille*

(d. h. der Familien) mit 0 Do dT | o) 1) 2|35 4|5/ 6| 2
bis 2 Jahre dauernder Ehe

und den Kinderzahlen 0, 1, 0—2 1121 1 4
2, mit 2—4 Jahre dauern- 2—4 3 3|1 7
der Ehe und den Kinder- 4—6 1 6| 4| 1 12
zahlen 1, 2, 3 usw. dar. Die 6—8 2| 3| 2 7
Zahlen der letzten Zeile er- 8—10 1,2 5 8
geben die friiher eingefiihrte i(’;ii ? ? 1 i g
Verteilungsreihe der Fami- 1416 1 1 3
lien nach dem Merkmal

,-Kinderzahl“,  umgekehrt Zusammen | 1 | 6 ‘13 131121 2| 3| &0

stellt die letzte Kolumne
offenbar die Verteilungsreihe der Familien nach der Ehedauer dar.

Statt der absoluten Zahlen kann man selbstverstdndlich auch die
relativen Haufigkeiten der Félle (z. B. etwa in Prozenten der Gesamtzahl
der Fille) einsetzen (vgl. untenstehende Tabelle).

Die Gesamtheit der relativen Héufigkeiten, die diese Tabelle enthalt,
zusammen mit den zugehérigen Zahlen fiir Kinderreichtum und Ehe-
dauer, miiite in bezug auf
eine Gesamtheit niederer Kinderzahl in der Familie.

Ordnung ebenfalls als ein

Verteilungsgesetz ange- D | ol 1| 2|3/ 4|5 6 e

sehen werden. Es enthilt

aber bereits 7 X 8 = 56 ver- 0—2 2! 4] 2/ 0ol 0! ol o 8

schiedene statistische Wahr- 2—4 0| 6/ 6| 2/ 0, 0| O| 14

scheinlichkeiten. Wiirden wir 4—6 0| 2|12| 8| 2| 0| 0| 24

noch ein drittes Merkmal ein- 6—8 0/ 0| 46| 4| 0| 0| 14

fithren, z. B. das Alter der 8—10 00/ 2 410 0/ 0] 16

Mutter bei Eintrittin dieEhe, ~ 10—12 | 0} 0] 0] 4} 4} 2| 2} 12

und hier, sagen wir, 10 Alters- }i:i g 01 010121 21 0/ 2 6
: . 0| 0] 0| 0} 2| 2| 2 6

stufen unterscheiden, so

miiBte fiir jede derselben eine ~ Zusammen i 2 l 12 \ 26 1 26/24) 4| 6] 100

besondere Tabelle vom Typus

der letzten aufgestellt werden, und wir hitten schon 7 X 8 X 10 = 560 ver-
schiedene statistische Wahrscheinlichkeiten vor uns. Die Einfithrung des
Alters des Vaters wiirde bei derselben Abstufung diese Zahl verzehnfachen
und in 7 X 8 X 10 X 10 = 5600 verwandeln usw. Hieraus wird er-
sichtlich, da, abgesehen von den einfachsten Fillen, das Bestreben
nach Verdichtung der zahlenméBigen Ergebnisse einer statistischen
Aufnahme bei obiger Form des Verteilungsgesetzes nicht stehen bleiben
kann und noch weitere Vereinfachungen notwendig werden. Diese
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konnen etwa darauf ausgehen, fiir das gesamte Verteilungsgesetz eine
kiirzere Ausdrucksweise zu finden, die letzten Endes zu einer geometri-
schen Darstellung oder zu einer algebraischen Formel fithren miiBte.

Man trigt z. B. die Reihe der relati-

0%~ ven Hiufigkeiten (bzw. statistischen
S c—2 Wahrscheinlichkeiten) auf ein Dia-
g £ gramm als Ordinaten auf, etwa wie
~ 20%- wir es oben im § 6 des ersten Kapitels
N (8.70) bei Ableitung der Laplace-
$ 8 schen Formel getan haben, und be-
S 70%- nutzt hierbei als Abszissen die betref-

]

T fenden Werte der Reihenglieder. Die

S & letste Zeile obiger Tabelle wiirde

g £ dann das folgende Bild ergeben
R s S B S (s. Abb. 7).

7 J 5
Anzahl der Kinder in einer Familie Fiir die letzte Kolumne der Ta-

Abb. 7. belle kénnte folgendes Diagramm ge-
zeichnet werden (s. Abb. 8).

Wenn man, wie iblich, die Abszissen mit « und die Ordinaten mit y
bezeichnet, so kann man sich ferner zur Aufgabe stellen, ganz allgemein y
als Funktion von z darzustellen. Diese Aufgabe ist vom Standpunkte
der Mathematik noch ganz unbestimmt, denn man kann eine unbegrenzt
grofle Schar von Kurven angeben (und auch zeichnen), die auf dem Dia-

gramm genau durch die Ordi-

H0%- natenpunkte 4 BCDEFG bzw.
c’ A'B'C'D'E'F'Q'H' gehen wer-
' den, wenn man eben ihren
Verlauf zwischen diesen

£ Punkten nicht weiter begrenzt.
F Unser Wunsch wiirde aber
dahin gehen, eine moglichst

¢’ #° glatt verlaufende Kurve zu
finden, die auch gleichzeitig
durcheinerelativ einfache Glei-
0 2 4 6 & w 12 u 1 chungsform darstellbarist. Wir
Dauer der Lhen in Jahren denken hierbei z. B. an die

Abb. 8. Laplacesche Exponential-

formel, die, wie wir wissen,

auf dem Diagramm eine typische Glockenform aufweist. Im Falle von
,, Korrelationstabellen®, d. h. wenn wir die statistischen Wahrscheinlich-
keiten des gleichzeitigen Auftretens von 2 Merkmalen an jedem Elemente
der Gesamtheit feststellen, kann man sich die Sache geometrisch etwa so
vorstellen, dafl in jeder Zelle der Tabelle auf S. 133 ein Stab senkrecht
aufgerichtet wird, dessen Linge der Zahl der Fille, die dieser Zelle ent-
sprechen, proportional ist, und daB man ferner die oberen Enden der
Stibe mit einer moglichst glatt verlaufenden Fliche, wie mit einem
Tischtuch, zudeckt. Die analytische Geometrie versieht uns mit Mitteln,
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diese Fliche durch eine angemessene algebraische Formel auszudriicken.
Wenn man das gleichzeitige Auftreten von 3 und mehr Merkmalen
darstellen will und sich in die jetzt modernen Schemen vom vier-, fiinf-
und tiberhaupt mehrdimensionalen Raum nicht einlassen will oder kann,
80 wiirde man fiir jeden Wert des dritten Merkmals eine besondere ,,Korre-
lationsfliche® konstruieren miissen, die das Verteilungsgesetz der beiden
anderen Merkmale in diesem speziellen Falle darstellt.

Ob sich in jedem konkreten Falle eine einfache Formel fiir das Ver-
teilungsgesetz finden wird, ist bereits eine quaestio facti. Das Suchen
nach demselben wird aber nur dann keiner mathematischen Spielerei
gleichkommen, wenn es sich feststellen 148t, daB die gefundene Formel
in der Regel auf alle Gesamtheiten einer gewissen Gruppe anwendbar
ist und daB sie fiir jede Gesamtheit im Verlaufe der Zeit stabil bleibt
(was eine Stabilitit der duBeren Einwirkungen auf dieselbe andeutet,
d. bh. die Stabilitéit der Ursachenmatrix: vgl. oben 8. 27). Wir werden
am Schlusse des Buches auf diese Frage noch kurz zuriickkommen.

Das Streben nach der Verdichtung unserer Kenntnisse iiber eine
bestimmte statistische Gesamtheit muf} sich aber durchaus nicht immer
in der Suche nach dem Verteilungsgesetz derselben ausdriicken: auch
die jetzt jedem Statistiker und Volkswirten wohlbekannten statistischen
Mittelwerte und StreuungsmaBe, wie z. B. das arithmetische, geometrische
und harmonische Mittel, der Zentralwert, der dichteste Wert, die durch-
schnittliche und mittlere quadratische Abweichung, das Schiefheitsmaf,
der Variationskoeffizient u. dgl. vermitteln in gedringter Form bereits
ein betriichtliches Wissen iiber die wichtigsten Eigenschaften der gegebe-
nen Gesamtheit. Die Darstellung der Theorie aller solchen MafBzahlen
fillt eigentlich in das Bereich der elementaren Statistik, und wir glauben
deshalb voraussetzen zu konnen, daB dem Leser der Zweck und das
Anwendungsgebiet jeder dieser MaBzahlen wenigstens in allgemeinen
Ziigen bekannt ist. Wir werden im weiteren nur einiges iiber ihre mathe-
matischen Eigenschaften nachholen, da dies fiir die Darstellung der
Theorie der Momente und einiger anderer Abschnitte der mathematisch-
statistischen Methodik notwendig ist, sowie einige Formeln zu ihrer
leichteren Berechnung einfithren. Die meisten der obgenannten statisti-
schen Mafzahlen koénnen in gleichem MaBe auf statistische Gesamtheiten
beliebiger Ordnungen bezogen werden.

2. Das arithmetische Mittel.

Gegeben sei eine statistische Gesamtheit vom Umfange N. Jedes
Element derselben besitze ein Merkmal, welches durch eine gewisse reelle
Zahl ausgedriickt wird. Die Reihe der Zahlen sei

Ty, Ty By, Lgy ovves Type « « « o« . o (1)

Dre einzelnen Glieder dieser Reihe konnen einander gleich sein, sie kénnen
auch den Wert 0 und iiberhaupt jeden beliebigen positiven oder negativen
endlichen Wert annehmen. Die Reihenfolge der Groflen wird zundchst
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als beliebig angenommen. Das arithmetische Mittel ist dann durch die
Formel

N
Ay @b Tt Gt )= S . ... (La)
i=1

definiert.! Es gibt verschiedene Symbole, mit denen das arithmetische
Mittel bezeichnet wird, und es ist gut, wenn sich der Leser wenigstens die
folgenden merkt: M, (im Gegensatz zu M, = geometrisches Mittel und
M, = harmonisches Mittel); m, fiir eine Gesamtheit hoherer Ordnung
und m’, fiir eine Gesamtheit niederer Ordnung — die von Tschuprow
in der Theorie der ,,Momente angewandten Symbole, und ferner m (x),,
m (y); bzw. m (x)'y, m (y)'y — wenn man angeben will, daf das Symbol
sich gerade auf die Reihe der x oder der y bezieht. Die Engldnder bezeich-
nen jetzt fast durchwegs das arithmetische Mittel durch einen Strich
iiber dem Dbetreffenden Buchstaben; so bedeutet  das arithmetische
Mittel der Reihe der #, ¥ jenes der Reihe der y usw.

Wie wir bereits auf S.26 erwihnten, ist es mdoglich, jede relative
Haufigkeit bzw. statistische Wahrscheinlichkeit, auch als eine Art arith-
metisches Mittel darzustellen. Wenn wir nédmlich die Verabredung treffen,
allen Elementen, die das uns interessierende Merkmal besitzen, den Wert 1
beizulegen — ganz gleich, welchen Wert das Merkmal tatsichlich an-
nimmt und ob es iiberhaupt meBbar ist, — und allen Elementen, die
dieses Merkmal nicht besitzen, den Wert Null, so ist leicht ersichtlich,

N

daf Zx, der Anzahl der Einheiten (Elemente) mit obigem Merkmal

t=1

N
gleichkommt und %sz offenbar deren relative Héufigkeit bzw.
i=1
statistische Wahrscheinlichkeit in der Gesamtheit darstellen wird. Dieser
mathematische Kunstgriff gibt uns die Méglichkeit, jedes Theorem iiber
die relativen Hiufigkeiten als einen Sonderfall aus dem betreffenden
Theorem iiber das arithmetische Mittel abzuleiten.

Fir die arithmetischen Mittel gelten folgende allgemeine Sitze.

I. Die algebraische Summe der Abweichungen aller Glie-
der der Reihe(l) von ihrem arithmetischen Mittel ist gleich O,
d. h. mit anderen Worten: die Summe der negativen Abweichungen
ist gleich jener der positiven.

Es ist ndmlich

N
Dl@—) = (@ —2) + (@ —2) + (@ —2) + ...+ (vy—7) =
=1

=z + %+ 2+ ...+ 2y—Nz =
=Nz—Nz=0. . .. ... ... ....... (2)

1 Uber das Summenzeichen X vgl. oben S. 68, Anmerkung.
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II. Die Summe der Quadrate dieser Abweichungen ist
kleiner als die Summe der Quadrate ebensolcher Abwei-
chungen von jeder anderen (beliebigen) positiven oder
negativen Zahl A4:

N N
D (@ — 3P <D (@ — AP
i=1 i=1
Bezeichnen wir némlich mit d die Differenz zwischen x und 4, so kdnnen
wir schreiben:
und ferner
(20— AP = (@ — & — P = (0; — B — 2 (0, — 7) + &~
Folglich ist
2(:1: — A4) 2—2’[ &, — Tt — 2 d (x; — T) + d?].

=1
Diese Formel ist nur ein gedrangter Ausdruck fiir die folgende Summe:

N
la— AP = (v —FP —24d (8, —7) + @+
i=1

+ (2 —FP—2d (2w, —7) + &+
+ (25— —2d (2, —F) + @+

+ (vy —7P —2d (vy —37) + P

Addieren wir hier die einzelnen Kolumnen der rechten Seite und beriick-
sichtigen wir, daB der gemeinsame Faktor 2 d in der zweiten Kolumne
ausgeklammert werden kann, so erhalten wir sofort:

N N N
D@ — AP = (@, — 7 —2d > (r;—7) + N~
i=1 i=1 i=1

N
Wir haben jedoch soeben in (2) festgestellt, daBZ (x; — z) = 0; daher ist
i=1

N N
D (@, — Ay =@ —@P+ N ... 4)
i=1 i=1

(Auf diese praktisch h&chst wichtige Formel werden wir uns im weiteren
noch hauflg berufen miissen.) Ob nun d positiv oder negativ ist, d? ist

immer positiv, desgleichen auch Z(w — A)? und Z (x; — )2 Folglich

=1 =1
ergibt sich endgiiltig:
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2(%—‘AZ>Z(%'—9E O (1)

i=1

Wir haben den Satz hier deshalb so ausfithrlich abgeleitet, um
die Vorteile des Rechnens mit dem Summenzeichen 2 deutlich zu
machen. Fernerhin werden wir einfach von dem Satz ausgehen, daB
ganz allgemein

@, +b;—e;+d;+....)=2a;+2b;—Xe;+2d;+.... (6)

und daB ein allen Summanden gemeinsamer konstanter Faktor vor das
Summenzeichen gesetzt werden kann:

N N
(kwy + kay + kag ... +kzy) =Zlcxi = ka, ..
i=1 i=

Aus dem letzten Satz folgt iibrigens auch, daB das arithmetische Mittel
einer Reihe, in welcher jedes Glied aus einigen Summanden besteht,
gleich der Summe der arithmetischen Mittel dieser Summanden ist:

N
axbtotdt =g d@tbtatdt...)=
4=1

1 N N N N
ZTQE%+2%+2%HZZ@+“»=
i=1 i=1 i=1 i=1
2%4-‘2b+N2’ % =

::a,—}-b—f—c—}-d—{—.... .................. (8)

Zur Erleichterung der Berechnung des arithmetischen Mittels dienen
folgende Sitze:

III. Addiert man zu allen Gliedern der Reihe (1) eine
und dieselbe Zahl, so wird auch das arithmetische Mittel
um dieselbe Zahl vergriBert:

N
z4+ A %29& + 4) = (Zm +NA>

=%2%+A:§+A e )

i=1

Die Zahl A kann auch negativ sein, was offenbar zu folgendem Satz
fithrt:

IIla. Zieht man von allen Gliedern der Reihe (1) eine
und dieselbe Zahl 4 ab, so wird auch das arithmetische
Mittel um dieselbe Zahl vermindert.
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IV. Multipliziert man jede Zahl der Reihe (1) mit einer
und derselben Zahl 4, so wird auch das arithmetische
Mittel mit derselben Zahl multipliziert:

N N
_— 1 A -~
Ax = T%’A x, = TZ’:}Q =A% . .. .. (10)
= i=1

Da A auch offenbar die Form —é— annehmen kann, so erhidlt man hieraus

ferner den folgenden Satz:

IVa. Dividiert man jede Zahl der Reihe (1) durch eine
und dieselbe Zahl B, so wird auch das arithmetische
Mittel durch diese dividiert.

Bei manchen mathematisch-statistischen Berechnungen, die leider
nicht selten ziemlich viel Zeit und Miihe in Anspruch nehmen, sieht sich
der Forscher veranlaBt, zur FErleichterung seiner Arbeit gewisse An-
niherungsverfahren anzuwenden und vor allen Dingen groSe Zahlen,
deren Funktionen sich bereits in keinen Hilfstafeln vorfinden, abzurunden.
Hierbei ist es notwendig, die maximalen mdglichen Grenzen der Ein-
wirkung der Abrundungen auf das Endresultat abzuschitzen. Ein be-
quemes Verfahren wird hierfiir im bekannten Lehrbuch von Bowley
angegeben.!

Ist die genaue Zahl W und wird sie durch W’ ersetzt, so ist der ab-
solute Fehler w, der hierbei begangen wird, gleich w = W — W', und
folglich ist W = W' 4 w. Klammert man W’ aus, so erhdlt man

W= W’(l-{-%—,);

vl;;, wird gewShnlich durch das Symbol e oder ¢ bezeichnet und heilt der
relative Fehler von W':

W=W(@L+e . .. .uo... (11)
(Die Bezeichnungen ,,absoluter und ,relativer Fehler sind von uns
bereits oben im § 12, Kap. I, S. 124 eingefiihrt worden.) Sind nun 4’ und B’
zwei Grofen, deren relative Fehler e und ¢ sind, so ergibt sich fiir den

relativen Fehler ihrer Summe bzw. ihrer Differenz der folgende Aus-
druck:

A+B—A'(l+ o) £ B (1+e8 =4+ B+ Aet Be =
—@xB) (1425555 .

[Formel (12) kann natiirlich unschwer auf eine beliebige Anzahl
von Summanden und Subtrahenden verallgemeinert werden.] Sind

aber die relativen Fehler ¢ und ¢ einander gleich, so erhélt man hieraus
einfach:

A4+ B=(A"+B)y(1+e. .. .. ... (12a)
1 A. L. Bowley: Elements, 5. Aufl.,, S, 178—195.
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Der relative Fehler der Summe oder der Differenz ist in diesem Falle
gleich dem relativen Fehler ihrer Bestandteile.

Sind die relativen Fehler e und ¢ klein, so gelten fiir sie mit guter
Anngherung folgende Sitze, die man leicht durch direkte Durchfithrung
der angedeuteten algebraischen Operationen erhalten kann:

A.B=A".B(1+4e(l+e~A"B(1+e+te),
A" =[4" (14" ~ 4™ (1 +me),

(13)
m m m
VA=ya&T+e ~)a(14),
wobei natiirlich m nicht grof sein darf, und endlich
A A (1+e¢ A
”-—B-‘——BTmNﬁT(l—*—e—f) ...... (133-)

Wenden wir uns jetzt speziell dem Abrunden groBer Zahlen zu,
welches manchmal auch beim Berechnen des arithmetischen Mittels
angewendet wird, so haben wir hierbei folgendes zu bemerken. Wenn
man etwa nur die ersten n Ziffern einer Zahl stehen 188t und die iibrigen
durch Nullen ersetzt, so ist der relative Fehler dann am groBiten, wenn die
abgerundete Zahl selbst relativ am kleinsten ist, d. h. wenn sie aus einer
1 mit (n — 1) Nullen besteht. So ist z. B., falls wir nur die drei ersten
Ziffern stehen lassen, der relative Fehler der Abrundung von 1004999
auf 1000000 gleich

1004999 — 1000000
1000000

= 4 0,004999,

oder nach seiner absoluten GréBe nur etwas kleiner als + 0,005, wihrend
der Fehler einer ebensolchen Abrundung von 9995000 auf 10000000 nur

9995000 — 10 000000
10000000 = —0,0005,

oder, absolut genommen, 10 mal weniger ausmachen wiirde. Runden wir
also die 4-ten und weiteren Ziffern aller Glieder der Reihe (1) auf 0
ab, so ist der maximale hierbei méogliche relative Fehler in den Grenzen
-+ 0,005 enthalten, beim Abrunden erst von der 5-ten Ziffer angefangen
wird er 40,0005 ausmachen usw.

Denkt man sich nun im Ausdruck (1) fiir das arithmetische Mittel die
%; durch ihre abgerundeten Werte z’; ersetzt, wobei e der groBte mogliche
relative Abrundungsfehler fiir alle Reihenglieder ist, also z'; (1 —e) <
= z; = 2’5 (1 4 e) gilt, so ergibt sich hieraus:

N N N
1 ’ 1 1 ’
Tzsxz(l—e)é-ﬁzxié W—sz(l + o),
i= i=1 i=1

also
Z(l—e)<z<z(14e,........ (14)

wobei z' das arithmetische Mittel der abgerundeten Zahlen bedeutet.
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Die maximalen Fehlergrenzen des arithmetischen Mittels einer ab-
gerundeten Reihe iiberschreiten also jedenfalls nicht den maximalen
Fehler, der bei der Abrundung der einzelnen Reihenglieder begangen
worden ist. In Wirklichkeit werden sie in den meisten Fillen bedeutend
geringer ausfallen, da ‘die Abrundungsfehler einander zum guten Teil
kompensieren werden. Die Formel (14) bezieht sich auf den Fall, daB
die Abrundung von links nach rechts vorgenommen wird, d. h. daB
man in allen Summanden die gleiche Zahl von Anfangsziffern stehen
1a8t, wie das z. B. bei der gekiirzten Berechnung des Korrelations-
koeffizienten sachgemif geschehen mufl (vgl. unten Kap. IV). Rundet
man hingegen von rechts nach links ab, d. h. ersetzt man immer
die gleiche Zahl der letzten Ziffern durch Nullen, so ist es vorteil-
hafter, von der einfachen Uberlegung auszugehen daB der Fehler des
arithmetischen Mittels nicht gréBer sein kann, als der grofite abso-
lute Abrundungsfehler in der Reihe der #';, d. h. als die halbe Einheit
der letzten nicht abgerundeten Stelle.

Selbstverstindlich hat es nur dann Sinn, Hilfsséitze zur Er-
leichterung der Berechnung des arithmetischen Mittels anzuwenden,
wenn man iiber keine Tabulatormaschine verfiigt, wenn die urspriing-
liche Zahlenreihe sehr lang ist oder wenn man die abgerundeten
Zahlen zu weiteren Berechnungen gebrauchen will, z. B. zur Be-
stimmung der mittleren quadratischen Abweichung, des Korrelations-
koetfizienten u. dgl. m. Das folgende kleine Beispiel soll daher nur den
Rechenweg illustrieren.

Urspriingliche Dieselben ohne Letzte Ziffer Durch 1110
‘Werte 1 130 000 abgerundet dividiert
1139986 9986 9990 9
1133 325 3325 3330 3
1136664 6664 6660 6
1131112 1112 1110 1
1139991 9991 9990 9

Das arithmetische Mittel der letzten Kolumne ist 258— =5,6. Um von

dieser Zahl zum arithmetischen Mittel fiir die urspriingliche Reihe zurtick-
zukehren, miissen wir sie zuerst mit 1110 multiplizieren und hierauf
1130000 addieren:

5,6 . 1110 4+ 1130000 = 6216 4 1130000 = 1136216.

Die direkte Rechnung an den wurspriinglichen Zahlenwerten der
Reihe ergibt aber 1136215,6 oder fast genau das angendherte Resultat!
Aus Griinden, die wir bereits kennen, werden lange Reihen ge-
wéhnlich zu Verteilungsreihen verdichtet, und wir miissen daher
untersuchen, wie sich in diesem Falle die Berechnung des arith-
metischen Mittels gestaltet. Um Raum zu sparen, betrachten wir gleich
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den allgemeineren Fall, wo die Verteilung nur in breiteren Klassen-
intervallen gegeben ist.

Die Aufarbeitung der Resultate der bulgarischen landwirtschaft-
lichen Erhebung vom 1. Januar 1927 ergab, bei Anwendung der Stich-
probenmethode, folgende Resultate:!

GriBe der_ Anzahl Deren Fliche Durchschnitt pro

&gﬁ:ﬁtsﬁh"ggzz der Betriebe in Dekaren Klassenintervzll
Bis 9 inkl. 88838 440732,6 5,0
10— 19 92860 1356878,1 14,6
20— 29 90110 2217949,2 24,6
30— 39 83115 2877431,5 34,6
40— 49 72983 3246510,2 44,5
50— 59 61218 3339350,0 54,5
60— 69 50536 3259324,0 64,5
70— 79 40829 3046823,8 74,6
80— 89 33334 2819943,7 84,6
90— 99 26607 2516000,8 94,6
100—299 108713 15846236,4 145,8
300—999 4645 1855025,9 399.4
1000 und mehr 419 4100388,2 9786,1
Zusammen . . . 754207 46922594.,4 62,2

So, wie die Tabelle gegeben ist, berechnet sich die durchschnittliche
Grofe des Betriebes in Dekaren sofort und direkt als x = é%—# =
= 62,2 Dek. = 6,22 Hekt.

Nehmen wir jedoch an, die beiden letzten Kolumnen seien uns nicht
gegeben. Die Frage ist, wie man dann den ungefihren Wert des arith-
metischen Mittels berechnen konnte.

Gleich von vornherein sei nochmals wiederholt (vgl. S. 132, An-
merkung), daB die Versffentlichung derart unvollstindiger Daten ein
statistischer MiBbrauch ist, der nicht einmal durch Geldersparnis gerecht-
fertigt werden kann, denn bei dem heutigen Stande der statistischen
Technik ist es jedenfalls ein Leichtes, gleichzeitig mit den beiden ersten
Kolumnen sowohl den genauen Wert des arithmetischen Mittels als auch
die durchschnittliche GroBe des Betriebes in jedem Klassenintervall
anzugeben, von den absoluten Summen der Betriebsflichen schon gar
nicht zu reden. Setzen wir jedoch voraus, dieses sei nicht geschehen und
also die letzten 2 Kolumnen der Tabelle unbekannt. Dann bleibt uns
nichts anderes iibrig, als anzunehmen, die durchschnittliche GroBe der
Betriebe entspriche in jedem Klassenintervall genau der Mitte desselben.
Unsere Tabelle nimmt hierauf folgende Gestalt an:

1 Vgl. die ,,Vierteljahrshefte der Generaldirektion der Statistik, 1. Jg.,
H.II u. III, S. 241, 1929 (bulgarisch mit franzésischer Ubersetzung).
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Urote dos | Dieseme | DieZablender [ 4o,
landwirtsch. minus ngﬁ:hg&?ﬁ dgr Produkte Summen
Betriebes 65 Dek. durch 10 Betriebe
in Dekaren
1 2 3 4 5 6
5 — 60 —6 88838 | — 533028
15 — 50 —5 92860 | — 464300
25 — 40 —4 90110 | — 360440
35 — 30 — 3 83115 | — 249345
45 — 20 —2 72983 | — 145966
55 — 10 —1 61218 | — 61218 — 1814297
65 0 0 50536 0
75 + 10 +1 40829 -+ 40829
85 -+ 20 + 2 33334 { + 66668
95 + 30 + 3 26607 + 79821
200 “+ 135 + 13,5 108713 -+ 1467625,5
650 + 585 + 58,5 4645 + 271732,5
10000 + 9935 -+ 993,5 419 | 4 416276,5 | -+ 2342952,5
Zusammen . .. 754207 + 528655,5

Das letzte Klassenintervall der Tabelle ist eigentlich eine ,,offene
Gruppe®, die die Berechnung des arithmetischen Mittels unméglich
macht, wenn man die durchschnittliche GréBe der in ihr enthaltenen
Betriebe nicht kennt. Wie wir jedoch aus der Tabelle auf S. 142 ersehen,
ist in Wirklichkeit ihr arithmetisches Mittel gleich 9786,1. Nehmen wir
also an, wir hitten durch irgendwelche Umwege feststellen kénnen, dieses
Mittel sei von der Groflenordnung 10000, und setzen wir diese Zahl in
die letzte Zeile der ersten Kolumne. Die Hypothese iiber die durchschnitt-
liche GréBe der Betriebe in jedem Klassenintervall, die wir oben ein-
fithrten, ist selbstverstandlich ein wenig phantastisch, und sie entspricht
in unserem Falle auch gar nicht der Wirklichkeit, wie man sich leicht
aus dem Vergleich der entsprechenden Kolumnen aus den Tabellen auf
S. 142 und 143 iiberzeugt.

Infolgedessen kann im Allgemeinfall das mit ihrer Hilfe berechnete
arithmetische Mittel auch nur eine grobe Annéherung an die wahre Gréfie
ergeben. Wohl hat man fiir diesen und dhnliche Fille gewisse Korrekturen
vorgeschlagen, die unter Umstédnden den erhaltenen Wert von % betricht-
lich verbessern kénnen.! Thre Benutzung ist jedoch mathematisch weniger
gelibten Statistikern, die nicht genau die Ableitung und die Anwendungs-
grenzen der betreffenden Formeln verstehen kénnen, nicht besonders zu
empfehlen: die Form der Korrekturen hingt nimlich von jenem Ver-
teilungsgesetze ab, welches nach Ansicht des Rechnenden der gegebenen

1 Vgl. z.B. W.Palin Elderton: Frequency Curves and Correlation.
2nd edition, Appendix I, S.212ff. London 1927.
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Reihe zugrunde liegt, und eine falsche Annahme hieriiber kann das Resul-
tat zuweilen nur verschlechtern.l

GemiB Satz IlTa (vgl. oben 8. 138) wird, wenn man von jedem
Gliede der Reihe eine gewisse konstante Zahl 4 abzieht, auch das arith-
metische Mittel um dieselbe Zahl A verkleinert. Ziehen wir von allen
hypothetischen Gruppendurchschnitten der Tabelle (S. 143) den Wert
65 Dek. ab, so erhalten wir die zweite Kolumne in derselben. Wir kénnen
selbstverstindlich auch jede andere Zahl abziehen, doch wie wir uns leicht
iiberzeugen koénnen, gestalten sich die Berechnungen bei der von uns
gewahlten Zahl relativ am einfachsten. Da alle Differenzen, abgesehen
von den drei letzten, mit einer Null endigen, so ist es vorteilhaft, sie nach
Satz IVa durch 10 zu dividieren, wodurch auch das Endergebnis 10mal
verkleinert wird (Kol. 3 der Tabelle auf S. 143). Die Multiplikation der

700.000 -

90.000 -
& 60000 -
S 70000 -
§ 60000 -
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Abb. 9.

Zahlen dieser Kolumne mit den ihnen entsprechenden Héufigkeitsziffern
der Kol. 4 ergibt die Zahlen von Kol. 5. Die Summe der positiven Produkte
ist gleich 2342952,5, die der negativen — 1814297, ihre algebraische
Summe ist also gleich 4 528655,5. Dividiert man diese Zahl durch
754207, die Anzahl der Betriebe, so erhilt man 0,701, das gesuchte arith-
metische Mittel fiir die reduzierten Zahlen: Um von diesem zum gesuchten
Mittel fir die urspriingliche Reihe zuriickzukehren, mufl man es mit
10 multiplizieren und zum Produkt 65 addieren. Man erhilt: 0,701 . 10 4
-+ 65 = 72,01. Die korrekte Zahl ist, wie wir bereits wissen (vgl. S. 142),
gleich 62,2 Dek. Der Unterschied ist fiir ein arithmetisches Mittel sehr
groB und erklart sich daraus, daf das Verteilungsgesetz unserer Reihe ganz
asymmetrisch ist, wie man aus obenstehender Abbildung 9 ersehen kann;
insbesondere aber daraus, dafl die letzten Klassenintervalle sehr groB sind,
was iibrigens in der Wirtschaftsstatistik sehr hiufig vorkommt. Ver-
gleicht man die von uns angenommenen Klassendurchschnitte mit den
tatsichlichen aus der Tabelle auf S. 142, so ersieht man sofort, daB sie
in allen Klassen, ausgenommen die erste, iiberschitzt worden sind, am
gréBten ist aber der Unterschied bei den Intervallen 100—299 und 300 bis

1 Vgl. iibrigens noch E.S.Martin: On Corrections for the moment
coefficients of frequency distributions when the start of the frequency is
one of the characteristics to be determined. Biometrika, Vol. XXVI, S. 12
bis 58 (1934).
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999, und eben diese beiden Klassen haben das Resultat am meisten be-
eintrichtigt. Hatten wir in Kol. 1 auf 8. 143 an Stelle von 200 die Zahl 146
gesetzt und an Stelle von 650 die Zahl 400, so wiirde sich, wie leicht nach-
zurechnen ist, das Endresultat bereits als 63,3 ergeben, also die Differenz
auf 119, des urspriinglichen Betrages derselben zuriickgedringt werden.
Dieses Beispiel ist ein guter Beleg dafiir, wie gefiahrlich es sein kann, in
der Wirtschaftsstatistik ohne zwingenden Grund, nur zur Vereinfachung
der Rechnungen, jene angeniherten Verfahren anzuwenden, die in der
biologischen Statistik mit gutem Erfolg auf symmetrische Verteilungen
mit gleichméfBigen Klassenintervallen angewandt werden.

Das arithmetische Mittel kann auch auf dem Wege iiber das sog.
Summationsverfahren berechnet werden, welches, wie es scheint, zuerst
von G. F. Hardy vorgeschlagen worden ist.! Unter Umstéinden, wenn
ein Material vorliegt, welches in mehr oder weniger gleiche Klasseninter-
valle eingeteilt ist, und besonders bei Vorhandensein einer entsprechenden
Rechenmaschine, kann das Verfahren zu einer bedeutenden Zeitersparnis
fithren. Dies wird aber im Falle von Wirtschaftsstatistiken viel seltener
vorkommen als etwa in der Bevolkerungsstatistik, fiir welche die Methode
auch zuerst ersonnen wurde. Dasselbe Hard ysche Verfahren, nur in einer
mehr entwickelten Form, wird auch auf die Berechnung der mittleren quad-
ratischen Abweichung und der ,,Momente* (s. unten §§ 4 und 5) angewandt.
Der Leser, der sich speziell fiir die statistische Rechentechnik interessiert,
wird auf die oben zitierten Werke von Elderton und Bowley verwiesen.

3. Andere Mittelwerte, welche an Stelle des arithmetischen
Mittels gebraucht werden.

Als ,,Konkurrenten‘‘ des arithmetischen Mittels, welche dieses unter
Umsténden zu ersetzen haben, treten zunichst das geometrische und das
harmonische Mittel auf; ein gewisses theoretisches Interesse besitzt auch
das sogenannte antiharmonische Mittel, welches jedoch in der statisti-
schen Praxis so gut wie niemals vorkommt.

Wenn wir uns, wie im vorhergehenden Paragraphen, eine statistische
Gesamtheit vom Umfange N denken, welche die Reihe der Zahlenwerte
eines Merkmals:

Ty Toy Lgs ceves Ty o o o 0 0 o0 0 v v s (1)

ergibt, so ist das harmonische Mittel durch die Formel?

N
Mhz 1 1 3 8 e & e« » (2)
+—;;;—+....+E

1.1
o Ty
1 Vgl. Elderton: Frequency curves, S. 19ff.; ferner Bowley: Elements,
S. 2561f.
2 Falls aber der Wert @, in der Gesamtheit nymal vorkommt, der Wert «,
nymal usw., wobei n; +ny+...4+n,, — N, so kann man auch schreiben:

i, = n”1+n"2+zs+““+"f; ....... (2a)
oy 2y T8 m
e

Anderson, Statistik. 10
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das geometrische Mittel durch die Formel

N
M, = Vo 292y, - . . . . ... (3)

welche offenbar nur dann statistischen Sinn hat, wenn alle Glieder der
Reihe (1) positiv sind, und mit Hilfe der Logarithmen berechnet werden
muB,! und endlich das antiharmonische Mittel durch

T2 w2 w24 .y @
R A R

dargestellt. Falls alle Reihenglieder positiv sind, besteht zwischen dem
arithmetischen (M,), geometrischen, harmonischen und antiharmoni-
schen Mittel die folgende Grofenbeziehung:

My>M,>M,>My . . . o .. ... (5)

Die Theorie dieser Mittel wird besonders liebevoll von der italienischen
statistischen Schule gepflegt, welcher man auch die meisten diesbeziig-
lichen Lehrsitze verdankt.? Im Zusammenhange mit den Darstellungen
unserer ,,Einfiihrung® spielen sie nur eine untergeordnete Rolle und
kénnen daher hier iibergangen werden.

Als der mittlere, Median- oder Zentralwert M, wird ganz allgemein jener
Wert der statistischen Reihe (1) verstanden, der sich nach seiner GréBe
genau in der Mitte der Reihe befindet. Es wird also vorausgesetzt, daB
diese zuvor in zunehmender oder abnehmender Ordnung umgestellt
worden ist. Ist die Zahl N der Reihenglieder ungerade, N =2k <+ 1, so
wird als Medianwert das (£ - 1)-te Glied auftreten, denn es sind % Reihen-
glieder grofer als dasselbe und andere % Glieder kleiner. Ist N gerade,
N =2Fk, so wird gewShnlich als Medianwert das arithmetische Mittel
aus dem k-ten und (k - 1)-ten Gliede angesehen.

Fir den Medianwert gilt der folgende einfache Satz: Die Summe der
absoluten Betrige der Abweichungen aller Glieder der Reihe
von ihrem Medianwerte ist nicht gré8er als die Summe
ebensolcher Abweichungen von jeder anderen beliebigen
positiven oder negativen Zahl 4. Der Beweis muB getrennt fiir
ungerades und gerades N gefithrt werden.

Es sei angenommen, dafB die Reihe (1) derart angeordnet ist, daB

-Mant =

By ST =S8 0SBy - e e - e e (6)

wobei N = 2 k 4 1 (ungerade). Der Medianwert ist dann Z+1. Die ersten
k Glieder der Reihe sind jedenfalls nicht groBer als z., und daher ist

log o, -+logwy+-log xg+. .. . +logzy
54 = log x, so wird das

1 Dalog M, =

geometrische Mittel auch als der logarithmische Durchschnitt bezeichnet.
2 Vgl. z.B. F.Vinci: Manuale di Statistica, Introduzione allo studio

quantitativo dei fatti sociali, Vol. I, 8. 72—123, Bologna 1934, wo sich auch

weitere Literaturnachweise finden; ferner A. Julin: Principes, S. 401ff.
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die Summe ihrer absolut, d. h. positiv genommenen Abweichungen von
%41 gleich

® & &
lei_xk+ll=2(wk+l_xi) =kxk+1—"2w¢' - (M
i=1 i=1 i=1
Ferner ist
xk+1"“'xk+1 =0, ......... (73)

und was die iibrigen % Glieder der Reihe (6) anbetrifft, so sind sie alle
jedenfalls nicht kleiner als x;.,; folglich ist die Summe ihrer absoluten
Abweichungen vom Medianwert einfach durch den Ausdruck

2k +1 2k +1
Z(xi_xk+1) = in_kxk+1 ----- (7b)
i=k+2 i=k+2
gegeben. Verbindet man jetzt (7 ), (7a) und (7b), so erhidlt man offenbar
2k +1 2k +1
2["” — T _kwk+1—2wz + (Tr+1— Tr+3) +2x —k%y,
i=1 i=1 i=k+2
und hieraus einfach
2%+1 2k +1

lez—ka]_Zx ——-Zx ...... 8)

i=k+2 t=1
Nimmt man nun an Stelle des Medianwertes eine andere GroBe A, aber
80, dafl noch
T < A < Tpto

so wird in (8), wie leicht ersichtlich, noch der absolute Wert von z;,, — 4
auftreten, es wird dann

2k +1 2541

Z;x,.—A| Zw —Zx + |1 —4], . . (9)

i=1 i=k+2 =1
d. h. die Summe der Abweichungen ist gréBer als in (8). Liegt hingegen
der Wert von A zwischen irgendwelchen zwei anderen Gliedern der
Reihe (6), z. B.

Cp S A S Tppgse o 0 v e e e (9a)

wobei m > k -+ 2, so kann auf dieselbe Art wie oben der folgende Aus-
druck abgeleitet werden:

2k +1 n 2k +1
Dlo—A|l=mA— Dz + do;—@k+1—m) A=
i=1 i=1 i=m+1
2k +1
_290—2:1:—]— @em—2k—1)A4. . . .. (10)

i=m+1 i=1
10+
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Und subtrahiert man (8) gliedweise von (10), so ergibt sich hieraus:

2k +1 2k +1

le —A]——-lez-—xk_,.ﬂ = ——Z'a, ——-Zm +R2m—@2k+1)]4.
t=1 i=1 i=k+2 i=k+1

Die erste Summe der rechten Seite besteht aus [m — (k + 1)] Gliedern,
die zweite aus (m — k) Gliedern. Wir besitzen also hier im ganzen 2 m —
—2k—1 negative Summanden, denen ebensoviele positive 4 im
letzten Gliede gegeniiberstehen. Da aber A, wie wir oben in (9a) ange-
nommen haben, groBer als x,, und a fortiori gréBer als alle iibrigen z;
der rechten Seite ist, so folgt hieraus, daB in der Tat

2k+1 2k+1

lei—A|>Z]wi———xk+1|. B ¢ 5 ]
i=1 i=1

Wiire in (9a), umgekehrt, m < k, so wiirde sich aus (8) und (10) die Be-
ziehung

2k +1 2k +1 kE+1

Z]w ——A{——le — @ | =+ D +Z’x —[2k41)—2m] 4

t=m+1 i=m+1

ergeben, wobei wiederum [2 & - 1 — 2 m] gréBeren positiven Summanden
ebensoviel kleinere negative gegeniiberstehen wiirden, d. h. die Giiltigkeit
von (11) wire auch hier erwiesen.

Ist endlich N gerade und gleich 2 %, so ergibt sich fiir die Summe der
absoluten Abweichungen vom Medianwert der Ausdruck

2k
D w— Zx —sz, C e (12

i=1 i=k+1 i=1

wobei dieser Wert, zum Unterschied vom vorigen Fall, auch fiir alle 4
in den Grenzen

wk+wk+1

Ty = A S Ty

gilt. Befindet sich 4 auBerhalb dieser Grenzen, so ergibt sich die Un-
gleichung
Z |

genau aus denselben Uberlegungen wie im Falle eines ungeraden N =
=2k - 1. Somit ist der Satz, welcher iibrigens bereits von Laplace
aufgestellt wurde,! sowohl fiir ungerade als auch fiir gerade N erwiesen.
Er bildet ein Gegenstuck zu einem dhnlichen Satz, den wir oben im § 2, 1T
(8. 137) fiir das arithmetische Mittel abgeleitet haben. Zu den Formeln (8)
und (12) werden wir im néichsten Paragraphen noch zuriickkehren.

— B I I (129

1 Vgl. Corrado Gini: Variabilitd e Mutabilitd, contributo allo studio delle
distribuzioni e delle relazioni statistiche, S.33. Bologna 1912.



4. Streuungsmafle. 149

Fiir den letzten der Durchschnitte, die mit dem arithmetischen Mittel
,,konkurrieren®, fiir den sog. hiufigsten oder dichtesten Wert, den die
Englinder ,,Mode”“ und die Franzosen, nach L. March, Dominante
nennen, kann keine so einfache Beziehung abgeleitet werden, wie fiir den
Medianwert oder das arithmetische Mittel. Trotzdem besitzt der dichteste
Wert eine groBe theoretische Bedeutung bei allen jenen Verteilungs-
gesetzen, bei welchen eine ausgesprochene maximale statistische Wahr-
scheinlichkeit fiir einen gewissen Wert der Reihenglieder besteht. Wir
haben bereits gesehen, daB man bei der Ableitung der Exponential-
formel, und folglich des Laplaceschen Integrals, die Abweichung z
eben vom dichtesten Wert n p rechnet, und dasselbe ist auch bei dem
Pearsonschen Kriterium 2 der Fall. Er spielt auch eine grofe Rolle
in den neuen Untersuchungen von R. A. Fisher, die wir weiter unten
in Kap. III, § 8, besprechen werden.

4. StreuungsmaBe.

Unter den sog. StreuungsmaBen sind die durchschnittliche Abweichung
und die mittlere quadratische Abweichung die bekanntesten.

Die durchschnittliche Abweichung ist das arithmetische
Mittel aus den positiv genommenen Abweichungen aller Reihenglieder
von einem gewissen Mittelwerte M :

N
1
6=—ﬁ2|xi——M| ......... . Q)

i=1

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir bereits den Nachweis
erbracht, daB 6 dann am kleinsten ist, wenn man als Mittelwert M den
Medianwert M, nimmt. Mit dem letzteren konkurriert nur noch das
arithmetische Mittel, doch ist das Rechnen mit dem ersteren vorzu-
ziehen, um so mehr als es auch technisch viel leichter ist. Wir kénnen
nimlich in letzterem Falle mit Riicksicht auf Formeln (8) und (12) des
vorhergehenden Paragraphen ganz einfach schreiben:

2k + 1 E
d =%( Zw,-——Zx), bei ungeradem N =2k 1,
f=k+2 i=1

und R 9]

2k k
62;7( 2”1—2%>, bei geradem N =2k.

i=k+1 di=1

Man hat also einfach die statistische Reihe in zunehmender oder abnehmen-
der Ordnung hinzuschreiben und bei ungeradem N den Zentralwert zu
streichen, darauf beide Hélften einzeln zu addieren und von der gréBeren
Summe die kleinere abzuziehen. Die durchschnittliche Abweichung
ergibt sich dann als die durch die Zahl der Reihenglieder dividierte
Differenz dieser Summen. Bezeichnet man jedoch das arithmetische
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Mittel der ersten Hilfte, die aus kleineren Reihengliedern besteht, mit
m (1), jenes der zweiten Halfte mit m (2),, so erhidlt man aus (2) sofort:

a=ﬂ%_;_ﬂﬂh,beiN=2k, N ¢ )|

und.

m(2),—m (1),
2

b=(g—37)m@—m@x]~ (32)

bei N=2k+ 12

Trotz dieser rechnerischen Vorziige, die iibrigens nicht immer geniigend
gewiirdigt werden,? ist man jetzt ganz davon abgekommen, die durch-
schnittliche Abweichung bei genaueren und verantwortlicheren mathe-
matisch-statistischen Rechnungen anzuwenden. HEs ist ndmlich durch
R. A. Fisher endgiiltig nachgewiesen worden, da8 sie als Streuungsmaf
weniger zuverldssig ist als die mittlere quadratische Abweichung.
Letztere, welche hiufig auch mittlerer (quadratischer) Fehler
genannt wird, nimmt zurzeit in der statistischen Theorie eine domi-
nierende Stellung ein. Thre Formel ist

ok
"=l/—11\?2(‘”i‘§)2’ L@
i=1

wobei Z wiederum das arithmetische Mittel der Reihe bedeutet. Die
MaBzahl o wird von den Englindern als standard deviation und von den
Franzosen meistens als déviation-type oder écart-type bezeichnet. Ihr
Quadrat heit im Englischen ,,variance* (R. A. Fisher), im Franzosischen
»Hfluctuation (March) und im Deutschen ,,Strevung” (Tschuprow).

Fir die Berechnung der mittleren quadratischen Abwelchung kommen
folgende Sitze in Betracht:

I. Wenn man zu allen Gliedern der Reihe

Ly, Loy Ly, Lgs coves By« o+ - . (B)

eine und dieselbe Zahl 4 addiert, so bleibt die mittlere quadratlsche Ab-
weichung unverdndert. Dieses folgt direkt aus Satz ITI des § 2 (S. 138).
Das arithmetische Mittel  verwandelt sich ndmlich in diesem Falle in
* + A, und daher muf} auch die Abweichung der durchwegs um A ver-
groflerten Glieder der Reihe (5) von ihrem ebenfails um A vergroferten
arithmetischen Mittel dieselbe bleiben:

1 Die Formeln (3) und (3a) zeigen auch, wie nahe die durchschnittliche

Abweichung mit dem sog. Quartilabstande verwandt ist (vgl. z. B. Winkler,
oos o M (2 m(l), 0 m(2);—m(1),
1. c., S.83). Anderseits ist 7 ~ 5 , und daher — ~ (@), Fm(D),
Diese MaBzahl kénnte der relativen Quartilenabweichung Bowleys gegen-
iibergestellt werden (vgl. Bowley: Elements, S.116: ,,Skewness‘‘). Wir
wiirden — a.ueh seiner MafBzahl — o “OVIATION deviation = L vorziehen.
@ median M,

2 Die Beziehungen (2) sind langst bekannt (vgl. z. B Gini: Variabilita
ete., 8. 34), und trotzdem werden sie sogar in neuen Lehrbiichern der Sta-
tistik nicht fiir die Berechnung der durchschnittlichen Abweichung empfohlen.




4. Streuungsmafe. 151

o+ A—(x+ 4) =2, — 2.

Ia. Da A auch negativ sein kann, so folgt hieraus ferner, dafl die mitt-
lere quadratische Abweichung keine Verdnderung erleidet, wenn von
allen Reihengliedern eine und dieselbe Zahl A abgezogen wird.

II. Wenn man alle Glieder der Reihe (5) mit einer und derselben Zahl 4
multipliziert, so wird auch die mittlere quadratische Abweichung hierdurch
Amal groBer gemacht. Dies folgt unmittelbar aus Satz IV des §2 (8. 139),
denn das arithmetische Mittel der neuen Reihe erhilt den Wert Az und fiir
das Quadrat der Abweichung eines beliebigen i-ten Gliedes der Reihe von
ihrem arithmetischen Mittel ergibt sich dann der folgende Ausdruck:

(Aw, — AzP = 42 (2, —BP,
und hieraus endgiiltig

/ N N
‘/ —llv.—'z:fﬁ (w; — x)* =Al/“llv“2:(%"—§)2 =A4o.
1= g =

ITa. Da 4 auch in der Form —11? dargestellt werden kann, so gilt

offenbar auch der folgende Satz: Wenn man alle Reihenglieder durch
eine und dieselbe Zahl B dividiert, so wird hierdurch auch die mittlere
quadratische Abweichung Bmal kleiner gemacht.

ITI. Eine dritte und praktisch sehr wichtige Regel erhilt man aus
Formel (4) des § 2 (S. 137). Bezeichnet man wiederum eine beliebige
positive oder negative Zahl durch A und die Differenz 4 — z durch d,
so ergibt sich aus ihr die folgende Formel:

ERh—
P :l/—%fgl'(xi—i)z =] %

N
=I 2 X @—Ap—d .. (6)
i=1

Und setzt man A = 0, so hat man hieraus noch einen anderen be-

quemen Ausdruck:
N
o=|/ 3 wr—m . ... ... Q)

i=1

Die praktisch angenehmste Eigenschaft der Formeln (6) und (7) ist
die, daB man bei ihrer Anwendung nicht von jedem Reihengliede den
Wert des arithmetischen Mittels abzuziehen braucht, welcher gewshnlich
keine ganze Zahl ist, sondern einfach die Summe der ganzzahligen z2
oder (z;— A)? zu bilden hat. Die Quadrate selbst, falls sie nicht zu grofle
Zahlen sind, konnen direkt aus Rechentafeln entnommen werden, deren
es viele gibt.! Besteht die Reihe (5) aus vierstelligen oder noch grofieren

N
Z(xi-—Aﬁ—Ndz
i=1

1 Die Quadrate der ersten 100 natiirlichen Zahlen werden in sehr vielen
Logarithmentafeln angefiihrt und natiirlich auch in den ,,Tables for Sta-
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Zahlen, so ist es moglich, ein angendhertes Verfahren anzugeben, welches
von denselben Uberlegungen ausgeht wie die Formel (14) des § 2 (S. 140).

IV. Rundet man die vierte und die folgenden Ziffern jedes Reihen-
gliedes vom Typus (x;— A) auf 0 ab, so ist, wie wir wissen (vgl. oben
S. 140), der relative Fehler, welcher hierdurch entsteht, seinem absoluten
Betrage nach kleiner als 0,005. Nimmt man an, dafl der Wert von d genau
bekannt oder wenigstens mit einem bedeutend kleineren Fehler als 0,005
berechnet worden ist, so kann man mit Hilfe der Formeln (13) des § 2
(S. 140) folgende Transformationen vornehmen:

; I N :
o= %Z(xi——A)Z——dzfvl/%T—[(l :{:e)zz(x'i—A)z—Ndz] ~
i=1 i=1

- N
~V ¥ [(l +2¢) > (mu—A)Z—Ndz} ~
i=1

N N
~ 7{,_ {Z(x —A)2—Nd2+ 262’(94',.-—44)2} ~
i=1 =1
N
N 2¢ > (¢';— AP
_ %[Z’(x;—A)z—-Ndz} 14 — =1 ~
i=1 (@, — A —N&
. =1
Z(a;’i——.A)z N
~|14e. =t > Y@ —Ap—a.. .. @)
t=1

N
D@, —Ap—Na@
i=1

Hierbei bezeichnet z’; ein derart abgerundetes z;, dal der relative Fehler
von z’; — A immer noch kleiner als 0,005 bleibt. Ist nun 4 so gewihlt, da

Nd? = N (4 — z)?
N
im Vergleich zu 2’(9@——;‘1)2 klein bleibt, was immer zu erreichen
i=1
ist, so wird

N
D@ —Ap
i=1
—5
D@ —Ap—Na@
i=1
tisticians‘‘ von Pearson. Die Quadrate der ersten 1000 natiirlichen Zahlen
finden sich z. B. in den bekannten Rechentafeln von Crelle.
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nahe bei 1 liegen, und wir erhalten dann einfach:

N
G~(lie)l/jvl—2(x’i—‘4)2_d2" . .. . (8a)

=1

Mit Riicksicht darauf, daB fertige Tabellen der Quadratzahlen nur
bis 1000 vorliegen, wird man gewohnlich auch schon die vierte Ziffer auf 0
abrunden wollen, und aus Formel (8a) ist ersichtlich, daB man in diesem
Falle — unter Voraussetzung, daB 4 nahe bei z liegt — ein Fehlerrisiko
iibernimmt, welches kaum den Betrag von - 0,005¢ oder 0,59, des
Wertes iibersteigen kann. Geniigt eine solche Genauigkeit noch nicht
und verfiigt man etwa iiber Tabellen, die bis zu 10000 gehen, oder iiber
gute Multiplikationsmaschinen, so kann natiirlich auch erst die fiinfte
bzw. sechste usw. Ziffer abgerundet werden, was zu noch genaueren
Resutaten fiihrt.

Um die Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung mit Hilfe
obiger Formeln zu erliutern, wihlen wir als Beispiel die Reihe der ersten 10

Werte von % + —g—, die wir in Tab. 3 auf S. 75 angefiihrt haben.

) Die Zahlen d
1,0 | Diedbmialen | Diefallen & | mohummedenr | painte der
2 2 multipliziert mindert um 6900 ‘;‘gg‘i}fnfﬁgf Kolumne 4

1 2 3 4 5

0,5000 5000 -— 1900 — 1900 3610000
0,5398 5398 — 1502 — 1500 2250000
0,6793 5793 — 1107 — 1110 1232100
0,6179 6179 — 721 — 721 519841
0,6554 6554 — 346 — 346 119716
0,6915 6915 + 15 + 15 225
0,7257 7257 4+ 357 4+ 357 127449
0,7580 7580 + 680 + 680 462400
0,7881 7881 -+ 981 + 981 962361
0,8159 8159 -+ 1259 -+ 1260 1587600

-+ 3292 -+ 3293
0,66716 — 5576 — BETT 10871692

— 2284 — 2284

Die ganze Prozedur diirfte aus der Tabelle klar genug zu ersehen sein.
Zunichst multiplizieren wir alle Reihenglieder mit 16000 (Kol. 2), was
laut Satz IT auch die mittlere quadratische Abweichung 10000mal ver-
gréBert; hierauf ziehen wir allen Zahlen der Kol. 2 eine runde Zahl ab,
die méglichst nahe zu ihrem voraussichtlichen oder, noch besser, zu
ihrem genau bekannten arithmetischen Mittel liegt. Dieses geschieht in
doppelter Absicht: erstens, um kleinere Zahlen zu bekommen, und
zweitens, um die Fehlergrenzen bei der Abrundung laut Satz IV mdglichst
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zu reduzieren. In unserem Falle ist das arithmetische Mittel gleich 0,66716,
und es wire daber angemessen, 6700 oder noch besser 6670 abzuziehen.
Um aber zu zeigen, dal nicht zu groBie Abweichungen vom arithmetischen
Mittel das Resultat wenig beeinflussen, wihlen wir die Zahl 6900. Aus der
Subtraktion dieser Zahl von allen Zahlen der Kol. 2 ergibt sich Kol. 3.
Das arithmetische Mittel, welches zur Berechnung der mittleren quadrati-
schen Abweichung dienen soll, wird nun aus dieser Kolumne (und nicht
aus den Daten der Kol. 1) berechnet, denn dieses Mittel ist, wie leicht er-
sichtlich, gleich — (4 —%). Wenn man die algebraische Summe der
positiven und negativen Abweichungen von 6900 zieht, so erhilt
man — 2284. Somit ist das arithmetische Mittel der Kolumne gleich

— ?(2)84 = — 228,4. Die nichste Handlung besteht in der Abrundung der

Zahlen der Kol. 3, was uns Kol. 4 ergibt. Zur Kontrolle berechnen wir
das arithmetische Mittel der abgerundeten Zahlen, welches diesmal
zufillig mit dem genauen Resultat iibereinstimmt, aber jedenfalls sich
nicht weit von ihm entfernen darf. Schlieflich werden alle Zahlen der
Kol. 4 ins Quadrat erhoben, was mit Hilfe spezieller Tabellen sehr schnell
zu bewerkstelligen ist und wobei natiirlich alle negativen Zeichen sich
in positive verwandeln (Kol. 5). Die Summe dieser Quadrate ergibt sich
zu 10871692. Hiernach befinden wir uns bereits im Besitze aller Zahlen,
die fiir die Berechnung von ¢ nach Formel (6) bzw. (7) erforderlich sind,
und erhalten hieraus:

. =l/ 108';(1)692 _(——2284 )2 = 1017,35.

10

Da wir alle Zahlen der urspriinglichen Reihe mit 10000 multipliziert
haben, so ergibt sich, umgekehrt, hieraus das urspriingliche o als

1017,35
6000 = 0,101735.
Hitten wir die Zahlen der Kol. 3 nicht abgerundet, so wiirde die genaue

Rechnung das Resultat 0,101720 ergeben haben. Die Abrundung bewirkte
also einen relativen Fehler blof im Betrage von 0’101702(1)(;1—705;01735 =
= —0,00015 oder von nur — 0,015%! In der Regel wird der Betrag des
Fehlers selbstverstindlich doch betridchtlich gré8er ausfallen.

Falls die Daten bereits in Form einer Verteilungsreihe vorliegen, so
wird die Rechnung nach dem Muster von S. 142—143 durchgefiihrt,
indem z. B. in der Tab. auf S. 143 die Zahlen der Kol. 3 ins Quadrat
erhoben und erst dann mit den Héufigkeitsziffern aus Kol. 4 multipliziert
werden; alle Produkte ergeben sich natiirlich als positiv. Wir machen
jedoch den Leser nochmals darauf aufmerksam, daB dieses Verfahren bei
stark unsymmetrischen Verteilungen, wie sie in der Wirtschaftsstatistik
so hiufig vorkommen, und insbesondere bei breiten Klassenintervallen
zu sehr betrichtlichen Endfehlern in der Berechnung der mittleren
quadratischen Abweichung fithren kénnen. Rechenbeispiele finden sich
beinahe in jedem groferen Lehrbuch der statistischen Methodik (Winkler,
Yule usw.) und konnen daher hier iibergangen werden.
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Jm Gegensatz zum arithmetischen Mittel (vgl. oben 8. 138) ist die
mittlere quadratische Abweichung der Summe nicht gleich der Summe
der mittleren quadratischen Abweichungen der Summanden, doch 146t
sich die Beziehung zwischen diesen auf eine andere relativ einfache Form

bringen. Es sei angenommen, daf jedes Glied der Reihe x4, 25, 3, .. .., %y
eine Summe der Elemente y, 2, #, 4, . . . . darstelle, so daB fiir ein beliebiges 7
y=y+z+t;+u+ ... . oo 000 (9

Bezeichnen wir das arithmetische Mittel wieder durch einen Strich iiber
dem betreffenden Buchstaben, so haben wir aus (8) des § 2 (S. 138):
Z=ytzt+t4+u+...., .. ... .. (10)
und wenn man (10) von (9) gliedweise abzieht:
o, —%=(y;—9) + (&—2) + t—1t) + (v, —u) + ...

Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung ins Quadrat, so erhdlt man nach
der bekannten Regel fiir das Quadrat eines Polynoms:

@ — 22 = (4, —9)* + (2 —2)* + (& —F)* + (u,—u)® +
20— ) G —D + 2 — ) i —D) + 2 — D — D + ...
+2@—2);—1t) + 2@ —2)(wi—u) +....

Q) (i) beenr o e e e e e (11)

Man hat nun die Summe von N solchen Ausdriicken, angefangen mit
(#; — z)? und abschlieBend mit (xy — )%, zu bilden. Stellt man sich vor,

jeder Ausdruck sei so hingeschrieben, daf er nur eine Zeile einnimmt,
und die einzelnen Zeilen seien so untereinandergesetzt, da8 die Glieder
vom Typus (z; —2)3, (¥, — ¥ )% (2; —z)* usw. je eine Kolumne bilden,
so wird ersichtlich, daB man folgende Formel direkt aus (11) ableiten kann:

N N N
%—2’<wi—?c)2=-}72<yi~z7>2+%Z(zi—az "
i=1
N

N
%2 E—T o+ ) — ) +

t=1

N
x Z G—DE—D+ 3 D G—DE—D) +
=t i=1
N
T %Z(yi—@(ui—a) +..

N
T VRN S I PR A S
o i=1

i=1

N
SRR O S (L 15

i=1
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Fiihrt man jetzt noch die Bezeichnung ein:

N
pOe=a S ieDhe o o 12)
und =
, &
p(r,8)y 1= -J-V—Z(r,-——F) &—38), « « « .« .. (12a)
i=1

wobei an Stelle von r und s jeder beliebige andere Buchstabe gesetzt werden
kann, so erhélt man aus (11a) unmittelbar das folgende Resultat:

o? —-ﬂ(w)z =p@et+r@s+p O+ p Wt
+ 248,21 -|-2,u(y,t)1'1+2‘u,(y,u)1'1+
+ 20, F2puR w1+
+2p w1+ oo oo 13)

Es sei noch bemerkt, daf wir fernerhin das Symbol u (r), oder y (7, 8), 1
nur in bezug auf eine Gesamtheit hoherer Ordnung anwenden werden;
fir eine Gesamtheit niederer Ordnung schreiben wir durchwegs u (),
und p (r, 8)’y, ;. Mit den Symbolen vom Typus y (7, s),, ;, die an dieser
Stelle zum ersten Male auftreten, werden wir uns noch in den Kap. 111
und IV zu befassen haben. Nur soviel sei hier gesagt, daB es Fille gibt,
in denen sie alle gleich 0 zu setzen sind, und dann ergibt sich aus (13) die
einfache Beziehung:

P=p@=p Y+ p@R:+pd)tp@+..... . (133)

Wenn wir nun zur Formel (2) zuriickkehren (vgl. S. 149), so ist es
moglich, eine einfache Beziehung zwischen der durchschnittlichen Ab-
weichung und der mittleren quadratischen Abweichung abzuleiten. Wir
betrachten zundchst den Fall eines geraden N = 2%. Es ist mit Riick-
sicht auf (7):

2k

: L , o\
2k2(x — &P = '2—;52:%2%2—(%' xi) =

t=1 =1

3 ]

=k+1 =k+1

et 13-

11 k 1 2k
—7(7 T D) ”)
=1 i=k+1
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Addiert man zur rechten Seite

1 1 k 2 1 2k 2
iz[(rZ wf) + (72 x,.> }
i=1 i=k+1

so erhilt man nach einigen leichten Umformungen:

11 k 1 k 2 1 2k 1 2k 2

D) t=k+1 t=k+1
11 2k 1 k 2
+—4—|:—]7 xi——]—a—Zwi] . e e (14:)
t=k-+1 t=1

Greift man jetzt wiederum auf (7) zuriick, so ist klar, dal

k k 2
2+ D — (%Zw) =p@y .. ... (15)
i=1 i=1

die Streuung, d. h. das Quadrat der mittleren quadratischen Abweichung,
der ersten k Glieder der urspriinglichen Reihe darstellt, und ebenso

1 N 1 N 2
- > — <7 > x) ) (152)

i=N—k+1 t=N—Fk+1

die Streuung der letzten, d. h. der ibrigen & Glieder derselben Reihe.
Und fithrt man wiederum die Bezeichnungen ein:

k
T2 m=m, ]
=1

N
1
72% =m2)s,

i=N—k+1
so erhilt man aus (14) unmittelbar:

o= Uy + p @+ g @ —m DT . . A7)
oder mit Riicksicht auf (3) auch einfach:
=gy LAt ECh (v _opy L (18)

Ist hingegen N ungerade, N = 2 k -}~ 1, so ergibt sich nach ganz ana-
loger, aber etwas komplizierterer Rechnung:

1
5 X
2+ §—31

x Oyt p(@), + = e P LI OW = Besl), v 2841), 9)

0-2=62+
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und bei geniigend groBlem N kann man auch hier wenigstens angenihert
setzen:

ot~ LU tECh (y_gp ). .. (99)
Aus den Formeln (18) und (19) wird ersichtlich, dafl immer
o> &
und folglich anch
>0 . . 0 v i e (200

ist. Insofern aber das Verteilungsgesetz der Reihe unbekannt bleibt, 148t
sich nichts Genaues tiber das Verhaltnis von g (1), und x (2), zu o® sagen,

und daher sind derartige Regeln, wie d sei im Durchschnitt etwa gleich %o,

welche auf gewisse Verteilungen gut passen, im allgemeinen Fall ganz
unangebracht.t

Eine in vielen Féllen ausgezeichnete Mafzahl, die bisher in England
und Deutschland nicht nach Gebiibr gewiirdigt wurde, bildet Ginis
»Mittlere Differenz* (mittlere Entfernung) 4.2 Es ist in der Tat ein-
leuchtend, daB die Diversitit der Glieder einer Reihe bereits an ihren
absoluten Differenzen gemessen werden kann und dafi durch die Ein-
fithrung einer vermittelnden Grofe, von der die Abweichungen gerechnet
werden (wie etwa des arithmetischen Mittels oder des Medianwertes),
eigentlich ein iiberfliissiges oder doch nicht absolut notwendiges Element
in die Rechnung eingefiihrt wird.

Wir wollen annehmen, daf die Elemente der statistischen Gesamtheit

bereits in zunehmender Reihe geordnet sind, so daB
P - - S

Dann hat man, nach Gini, folgende Differenzen zu bilden:

1 Es unterliegt kaum einem Zweifel, da die simplen Formeln (18) und (19),
die ich noch als Student vor etwa 25 Jahren abgeleitet habe, nicht neu sein
konnen, und obgleich ich sie bisher nirgends angetroffen habe, werden sie
sich sicher in einem vielleicht weniger verbreiteten Werke vorfinden. Ich
hatte weder Zeit noch Lust, diesem ,,Problem‘‘ nachzugehen, und erklire im
voraus, da8 ich gegeniiber (18) und (19) keine ,,Vaterschaftsanspriiche* erhebe.

2 Vgl. das bereits zitierte Buch von C. Gini: Variabilitd, e Mutabilitd, und
ferner z. B. BE. Czuber: Beitrag zur Theorie statistischer Reihen, Versiche-
rungswissenschaftliche Mitteilungen, Bd. 9, H. 2, 1914; A. Julin: Principes,
S. 467; L. March: Les Principes de la Méthode Statistique avec quelques
applications aux sciences naturelles et & la science des affaires, S.297{f.,
Paris 1930; A. Bowley: Elements, S. 114 u. 115; Vinci: Manuale, I, S. 111ff.;
L. v. Bortkiewicz: Die Disparitéitsmasse der Einkommenstatistik, Bulletin
de I'Institut International de Statistique, Tome XXV, 3me Livraison, S. 189
bis 298, La Haye 1931, und hierzu noch 8. 299—320 + (A—M) ,,Obser-
vations®, ,,Erwiderung®“ und ,Notes* wvon C.Gini, F.S.Savorgnan,
G.Pietra, L.Bortkiewicz, nochmals Gini, nochmals Pietra. Hin-
weise auf die fernere italienische Literatur kann man auch in verschiedenen
Monographien vorfinden, die in Ginis ,,Metron* veréffentlicht werden.
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Ty—Ty, Ty—Ly, Ty—Tgyoeo o, Lg—Ly_ o Tg—Ty_ o Ty—Ty_ 1,
Ty ™% Ty 17— %2 Ty 37— T3 - %y 3%y 3 Ty 1 Ty_o
Ty _g— Ty, Ty_g—g LTy_o—Tgy o vv vy Ty_o—Ty_ o

............................................

............................................

xz - xl'

Alle diese Differenzen sind positiv, und ihre Zahl betrigt, wie leicht
ersichtlich,

N—1D+N—2+ D —3)+....4+3+24+1=
Bildet man ihre Summe, so wird .ein Teil der Summanden weggekiirzt
und man erhilt einfach:

D= —=1) (@y— ;) + (N —3) (zy_; — %) +
F+ N—=58)(zy_,—x)+ .... . . . (21)

Das letzte Glied dieser Reihe wird verschieden ausfallen, je nachdem,
ob N gerade oder ungerade ist. Bei N = 2 £k ist es gleich 1 (344 — %)
und bei N =2k -+ 1 ergibt sich dafiir 2 (x4, — ;). Der Quotient

N(N—-1)
—

z

k
2 ,
1= F@—1 ~ FF=D ;<N+1—2’)(xN_s+1~$z) (22)
2 i=

ist eben die mittlere Differenz von Gini. Thre Berechnung ist durchaus
nicht so schwierig, wie sie Bowley hinstellt, und diirfte in dieser Hinsicht
meistens etwa der Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung
gleichkommen. Man hat die Elemente in zunehmender Reihe zu ordnen
und darauf folgende Tabelle auszufiillen:

N—1, 2y —ux
N-—3, zy_,— %,
N —5, zy_,— s,

usw. Die Reihe der Differenzen ist bei der k-ten Zeile abzubrechen, wobei
k aus N=2%k, bzw. N =2k -+ 1 bestimmt wird und N+ 1—21
entweder den Wert 1 oder den Wert 2 erhalten muB. Weiterhin sind die
Zahlenwerte beider Kolumnen fiir jede Zeile zu multiplizieren und die
Summe der Produkte durch iV(_l\;_i zu dividieren. Diese und andere

Rechnungsschemen finden sich bei Gini und neuerdings bei Finettil

1 Vgl. B.de Finetti: Sui metodi proposti per il calcolo della differenza.
media. ,,Metron‘, Vol. IX, N. 1, S. 47—52. Roma 1. II. 1931.
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Abgesehen von Gini, hat sich auch eine Reihe anderer, beinahe ausschlief3-
lich italienischer Gelehrter mit dem Ausbau der Theorie der mittleren
Differenz und des Konzentrationsverhiltnisses befaf3t, und die im all-
gemeinen recht durchsichtigen Beziehungen, die zwischen 4, ¢, 6 usw.
bestehen, diirften jetzt wohl als in jeder Hinsicht klargestellt betrachtet
werden.!

1 Das oben bereits zitierte Referat von Bortkiewicz ,,Die Disparitéts-
masse der Einkommenstatistik* hat einen scharfen Protest seitens der Italiener
Gini, Savorgnan und Pietra hervorgerufen, dessen dramatische Auf-
machung unseres Erachtens keineswegs der wirklichen Wichtigkeit der Sache
entsprach. Wir enthalten uns sonst nach Moglichkeit jeglicher Einmischung
in wissenschaftliche Polemiken, doch da es sich in diesem Falle um Angriffe
gegen einen verstorbenen groBen Gelehrten handelt und da, soviel wir wissen,
bisher kein einziger deutscher Wissenschaftler seine Stimme zum Schutze
Bortkiewicz’ erhoben hat, so glauben wir doch, zum Falle Stellung nehmen
zu miissen. Es handelt sich im Grunde genommen darum, daB 1. unter den
260 numerierten Formeln des Aufsatzes von Bortkiewicz sich etliche 20
befinden, die entweder bereits von Gini und Pietra abgeleitet worden sind
oder sich aus ihren Formeln leicht ableiten lassen; da8 2. eine recht einfache
graphische Darstellung Bortkiewicz’ jener von Pietra sehr #hnelt (es
wiire iibrigens recht schwer, sie anders zu zeichnen); daB 3. Bortkiewicz
Pietra iiberhaupt nicht zitiert, und endlich, daf 4. er Gini wohl mehrmals
zitiert, sich aber auf seine ,,Variabilitéa, e Mutabilita‘‘ nicht beruft. Angesichts
des Umstandes, daB Bortkiewicz des Italienischen fast gar nicht méchtig
war und daB auBerdem Pietras ,,Noten‘ im ersten Kriegsjahre 1914 in
einer auBerhalb Italiens sehr wenig verbreiteten Zeitschrift veroffentlicht
wurden (Akta des ,,R. Istituto Veneto di Scienze, Lettre ed Arti*‘, T. LXXIV,
P. II), konnte die Sache durch die Erklirung Bortkiewicz’, er habe die
betreffenden Werke von Gini und Pietra iiberhaupt nicht zu Gesicht be-
kommen, als erledigt betrachtet werden. Beim geistigen Kaliber eines Bort-
kiewicz ist es durchaus nicht verwunderlich, da er, ein Thema behandelnd,
welches Gini bereits bearbeitet hat, auch zu #hnlichen Resultaten und zu
einigen identischen Formeln gelangt ist. Es wire im Gegenteil sehr merk-
wiirdig, wenn dies nicht der Fall wéire, um so mehr, als es sich nicht selten
um recht einfache Zusammenhinge handelt. Wir haben bereits mehrmals
auf solche nachtrigliche ,,Entdeckungen‘‘ hingewiesen (vgl. z. B. die Formel
von Poisson, diejenige von Helmert usw.). Es ist sicher sehr zu bedauern,
daB Bortkiewicz seine letzte Zeit daran verloren hat, bereits vorhandene
Formeln nochmals abzuleiten, aber nicht weniger zu beklagen ist es, daf
Gelehrte vom Range Ginis und Pietras sich so weit hinreien lieBen,
35 Tage nach dem Tode von Bortkiewicz in sehr scharfen Dupliken auf
eine kurze ,,Erwiderung®, die dem sterbenden Mann geradezu abgepreBt
wurde (vgl. hierzu den Briefwechsel, welcher im 3. Band des ,,Nordic Sta-
tistical Journal®, S. 27—32, 1931, verdffentlicht worden ist), recht durch-
sichtige Anspielungen darauf zu machen (,,dans l'intérét supérieur de la
vérité et de la science‘‘, wie sich Gini ausdriickt), dal Bortkiewicz einfach
bei thnen abgeschrieben habe, und die Sache so darzustellen, als ob seine
Arbeit nur als ,,un travail de compilation, ou tout au plus coordination®,
anzusehen sei. Niemand, der Bortkiewicz und seine Art, wenn auch nur
oberfliachlich, kennt, wird ihnen darin Glauben schenken kénnen! Es iiber-
rascht ferner, daB trotz der offiziellen Mitteilung des Generalsekretiirs des
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5. Momente und deren Funktionen.

Eine weitere Fortentwicklung jener Idee, die dem arithmetischen
Mittel und der Streuung (d. h. dem Quadrate der mittleren quadratischen
Abweichung) zugrunde liegt, bilden die sog. ,,Momente““.X Wenn bei dem
arithmetischen Mittel die Summe der betreffenden zahlenmiBigen
Charakteristiken aller Elemente einer Gesamtheit durch ihre Anzahl
dividiert wird, so kann man auch ebenso die Summe ihrer Quadrate,
ihrer dritten, vierten usw. Potenzen durch N dividieren. Hierdurch ent-
steht das System der sog. Momente um Null:

N N N
1 1 -y 1
mmk e m= ke Sen =k S
i=1 i=1 i=1
und iiberhaupt
, &
m,.z.l_V_Zx;......... (1)
i=1

Ist anderseits die Streuung durch die Formel

N N
yzz%—g(%——ﬁV:%g@z—mﬁz I ¢

definiert, so kann man auch ebensogut die Mittelwerte

N N
1 1
M3 = = Z (; — my)3, Ha= 2 (c; —my)*
i=1 =

i=1

Internat. Statistischen Instituts vom 12. Mai 1931 (vgl. Nordic Stat. Journal,
I11, S. 30), es werde die Polemik im betreffenden Bande des ,,Bulletin‘
mit der Replik Bortkiewicz’ abgeschlossen, — man seiner Replik, die knapp
5 Seiten einnimmt, noch die obenerwdhnten temperamentvollen Dupliken
der Herren Gini und Pietra auf 15 Seiten unmittelbar nachfolgen lieB.
Und dies gegeniiber einem toten langjéhrigen Mitgliede des Instituts, der
sich iiberhaupt nicht mehr wehren konnte!

SchlieBlich sei noch zu bemerken, daf3 trotz der auBerordentlich hohen
Anforderungen an die ,,Pflicht zum Zitieren‘, die an andere gestellt werden,
man sogar in Ginis eigener Zeitschrift leicht gegenteilige Beispiele antreffen
kann. So findet sich im 8. Band des ,,Metron‘ (H. 4, S. 3—50, 1930) ein
sonst ganz ausgezeichneter Aufsatz von M. Fréchet (eines Mitgliedes des
Internationalen Statistischen Instituts) ,,Sur la convergence en probabilité‘,
der den Russen E. Slutsky in einer Weise ,,zitiert’‘ und die Untersuchungen
von Tschebyscheff, Markoff, K. Pearson, Guldberg, Meidell,
Mitropolsky, Liapunoff, Bernstein, Khintchine, Kolmogoroff
usw. in einer Weise ,,verschweigt‘‘, gegen die Gini sich wohl sehr verwahren
wirde.

1 Prof. K. Pearson, der an dem Londoner University College lange Jahre
hindurch auch angewandte Mathematik vortrug, entnahm diese Bezeichnung
der theoretischen Mechanik, wo sie lingst heimisch ist.

Anderson, Statistik. 11
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und iberhaupt
N
1 .
=g D @—m) .. 3
i=1

bilden, welche als Momente um das arithmetische Mittel be-
zeichnet werden. Wir haben ferner auf S. 136 bereits festgestellt, daB

N
1
=3 D @—my)=0.

=1

Wir machen den Leser darauf aufmerksam, dafl wir im allgemeinen
die Bezeichnungen m; und y; nur auf Gesamtheiten hoherer Ordnungen
anwenden, fiir die Gesamtheiten niederer Ordnung aber entweder m’;
und u'; schreiben oder iiberhaupt andere Buchstaben einfithren. Um nicht
unnétigerweise unsere Symbolik an dieser Stelle zu komplizieren, wollen
wir vorliufig annehmen, dafi Gesamtheiten, von denen man iiberhaupt
nicht aussagt, zu welcher Ordnung sie gehéren, als solche héherer Ordnung
anzusehen sind.

Die Bedeutung der Momente liegt vorerst darin, daf mit ihrer Hilfe
zwei verschiedene Eigenschaften der Verteilungsreihe (vgl. oben 8. 130)
gemessen werden koénnen: ihre Symmetrie (bzw. Schiefe) und ihre
Steilheit (bzw. ExzeB). Ist ndmlich die Verteilungsreihe symmetrisch,
so werden, wie leicht ersichtlich, alle ihre ungeraden Momente um das
arithmetische Mittel verschwinden: u; =py =p; =.... =pa+; = 0.
Und je groBer die Asymmetrie ist, desto groBiere Werte nehmen die un-
geraden Momente an. Dies ersieht man leicht aus folgendem kleinen
Beispiel. Es seien drei verschiedene statistische Gesamtheiten vom
gleichen Umfange N = 20 gegeben, deren Merkmale & im ersten Fall
eine ganz symmetrische, im zweiten Fall eine geméBigt asymmetrische
und im dritten Fall eine ganz asymmetrische Verteilung ergeben:

I. Symmetrische Reihe.
Werte des Merkmals z: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Zahl der Fille: 1, 2, 4, 6, 4, 2, 1.
Arithmetisches Mittel: 4.

II. GeméaBigt asymmetrische Reihe.
Werte des Merkmals z: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Zahl der Fille: 1, 1, 6, 5, 4, 2, 1.
Arithmetisches Mittel: 4.
III. Ganz asymmetrische Reihe.
Werte des Merkmals «: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Zahl der Fille: 6, 4, 3, 2, 2, 2, 1.
Arithmetisches Mittel: 3.

Wir erhalten hieraus folgende Reihe fiir die ungeraden Momente um
das arithmetische Mittel:
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Momente: B Has s Mg
I. Reihe: 0, 0, 0, 0.
II. Reihe: 0, 403, 4+ 15 + 63.
ITI. Reihe: 0, 442, 4690, - 1012.2.

Es ist zu beachten, daB, je héher die Potenzen der Momente genommen
werden, desto mehr die Grofien der letzteren von den Werten gerade der
duflersten Reihenglieder bestimmt werden. Infolge dieser algebraischen
Eigenschaft, die die Momente mit allen Potenzsummen gemeinsam haben,
ist es auch erklirlich, daf einerseits die Quotienten

o B o

#s' o ps
fiir die zweite Reihe die Werte 5 und 4,2, fiir die dritte Reihe jedoch die
Werte 16,43 und 14,67 ergeben, und daBl anderseits die Verhéltnisse der
Momente der dritten Reihe zu den gleichnamigen Momenten der zweiten

ihrerseits eine schnell zunehmende Reihe: 14, 46, 160 %

Hieraus folgt ferner, dafl jedes neue ungerade Moment in der Tat unser
Wissen iiber den Grad der Symmetrie der Verteilungsreihe bereichert.
Je nach dem Charakter derselben kénnen die ungeraden Momente um das
arithmetische Mittel sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

Was die geraden Momente um das arithmetische Mittel anbetrifft,
8o ist es moglich, mit ihrer Hilfe eine gewisse Vorstellung von der ,,Steil-
heit* der Verteilungsreihe zu bekommen. In der Reihe I des obigen Bei-
spiels besitzen wir eine vollkommen symmetrische Verteilung der Elemente
einer Gesamtheit vom Umfange 20. Eine ebenfalls symmetrische Ver-
teilung vom selben Umfange 20 wiirde aber auch folgende Reihe IV er-
geben, die auf dem Diagramm durch eine viel flacher verlaufende Ver-
teilungskurve dargestellt wire.

usw. ergeben.

IV. Flache symmetrische Reihe.
Werte des Merkmals z: 1, 2,
Zahl der Fille: 2, 38

Arithmetisches Mittel: 4.

Die geraden Momente um das arithmetische Mittel haben in beiden
Fillen einen ganz verschiedenen Verlauf:

3

3, 4
b 3’ 4,

-

5 6, 7.
3, 3, 2.

>

Momente: u,, K e
I. Reihe: 2,1, 11,7, 86,1.
IV. Reihe: 3,3, 21,3, 165,3.
Die Quotienten %“—, %“— ergeben fiir die erste Reihe die Werte 5,57 und

7,36, fiir die vierte Rzeihe‘iz 6,45 und 7,76. Anderseits erhalten wir fiir das
Verhaltnis der gleichnamigen Momente beider Reihen folgende Zahlen:

1,57; 1,82; 1,92.
Die Momente der flacheren Reihe wachsen schneller an.
11*
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Die Wahl! einer MaBeinheit ist immer bis zu einem gewissen Grade
willkiirlich, und ohne die allgemeine Konvention der Elektriker wiren
ja auch z. B. die jetzt allen so geldufigen Ohm, Kilowatt, Ampere usw.
niemals eingefiithrt worden. So ist es auch nicht verwunderlich, da8 es
im Falle der Messung der ,,Schiefe’* und des ,,Exzesses® eine ziemliche
Anzahl von konkurrierenden Formeln gibt. Abgesehen von der einfachen
Reihe der geraden und ungeraden Momente um Null und vor allem um
das arithmetische Mittel, hat K. Pearson noch die Reihe der ,,5*-MaB-
zahlen:

B = 7,?:‘: Bo= "5 Bs= 'us'us Ba= 5%, Bs= ”3'u7 s Be= —5‘8? usw. (4)
2 2
eingefiihrt. Bowley schlagt hmgegen seine k-Ma,Bza,hlen vor:
' u
k1=7;2 =B, und ky= m~ﬂ2, N ()

was so ziemlich auf dasselbe hinsusliduft.
Ein MafB der Schiefe wiren ferner die Ausdriicke:

Arithmetisches Mittel — Dichtester Wert
Mittlere quadratische Abweichung
3 (Arithmetisches Mittel — Medianwert)
Mittlere quadratische Abweichung
Oberes Quartil — Unteres Quartil
Oberes Quartil 4+ Unteres Quartil

2

(Yule),

{(Bowley, s. oben S.150 Anm.) usw.

Ein anderes System stammt von Thiele.2 Seine ,,Semiinvarianten*
(Halbinvarianten) bilden die Reihe:

A=y, Ay=ps, A3 =ps Ag=ps— 3% As=ps—10puspus,,
Ao =g — 1B gty — 10 pg? + 30 p,3, usw.
In bezug auf eine Gesamtheit unendlichen Umfanges, N — oo,

stimmen diese mit den ,, Kumulanten“ »x R. A. Fishers iiberein.? Aus den
letzteren kénnen ferner auch die MaBzahlen

—_— 3’u 2
=_—2_ und — 2
71 Vs ?e P

1 Es bedarf kaum einer besonderen Erklarung, daB bei uns u,? fir (u,)?,
u® fir (u,)® und tiberhaupt p;? fiir (ug)¢ steht.

2 Vgl. T.N. Thiele: Forelaesninger over Almindelig Jagttagelseslaere,
S. 16£f., Copenhagen 1889; derselbe: Elementaer Jagttagelseslaere, S. 19ff.,
Copenhagen 1897; derselbe: Theory of Observations, S. 22£f., London 1903;
ferner Arne Fisher: The mathematical Theory etc., S.191ff., und ins-
besondere Cecil Calvert Craig: An Application of Thiele’s Semiinvariants to
the Sampling Problem, ,,Metron‘, Vol. VII, N. 4, S.3--74, 1928; Egon S.
Pearson: A Further Development of Tests for Normality, Biometrika,
Vol. XXII, S.239—249 (1930/31).

3 Vgl. R. A. Fisher: Moments and product moments of sampling distri-
butions, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Vol. 30,
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gebildet werden. Es gibt Fille, wo auch das System von Morduch,
eines Schiilers A. A. Tschuprows, mit Vorteil angewandt werden
kann.

Was den relativen Wert aller dieser Mafzahlen anbetrifft, so ist es
schwer, ein endgiiltiges Urteil iiber sie zu fillen, solange man auf dem
Boden der ,,Sylleptik‘“2 bleibt, d. h. nur die gegebene statistische Gesamt-
heit als solche betrachtet. Fragt man jedoch darnach, welche statistischen
Parameter der Gesamtheiten héherer Ordnungen aus den Daten der
gegebenen Stichproben besser, d. h. leichter und mit einem geringeren
Fehler behaftet, errechnet werden kénnen, so kann auf diese Frage bereits
eine bestimmtere Antwort gegeben werden. Wir werden uns mit ihr im
néchsten Kapitel beschéaftigen.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB die Momente und die Halb-
invarianten bzw. die Kumulanten auch dazu verwendet werden kénnen, das
ganze Verteilungsgesetz der Reihe darzustellen (vgl. oben S. 132). Wenn das
zahlenméBige Merkmal, welches wir bei den Elementen einer statistischen
Gesamtheit beobachten, iiberhaupt nur wenige verschiedene Werte an-
nehmen kann, so wird sein Verteilungsgesetz durch eine kurze Verteilungs-
reihe dargestellt, und die Anwendung ,hoherer Methoden erscheint
sogar dann tiberfliissig, wenn man, von einer Stichprobe geniigenden
Umfanges ausgehend, die Anndherungen an die betreffenden statistischen
Wahrscheinlichkeiten bestimmen will. Wenn jedoch, was viel hdufiger
vorkommt, eine solche Ursachenmatrix (vgl. oben S. 135) vorliegt,
bei welcher das Merkmal eine sehr groBe Anzahl verschiedener Werte
annehmen kann, so werden einzelne von diesen auch bei sehr hohen Be-

Part 3, S.199—238, 1928; ferner R.A.Fisher: Statistical methods etec.,
S. 74—1717.

Thiele baute sein System hauptséchlich fiir das Studium des Verteilungs-
gesetzes eines Merkmals aus, doch kann dasselbe auch auf das gleichzeitige
Auftreten mehrerer Merkmale an den Elementen der statistischen Gesamtheit,
nach entsprechender Adjustierung, angewandt werden. Als erster scheint
dies Hausdorff getan zu haben (vgl. Hausdorff: Beitrige zur Wahrschein-
lichkeitslehre, 8.177. Ber. S#chs. Ges. Wiss., 1901). Eine vollstéindige
Analyse des Falles findet sich auch in der eben zitierten Monographie R. A.
Fishers: Moments and product moments usw., S. 215ff.

1 Vgl. J.Morduch: Uber verbundene Versuche, die der Bedingung der
stochastischen Kommutativitdt entsprechen (Arbeiten russischer Gelehrter
im Auslande, Bd. IT, Berlin 1923) (russisch).

2 Vgl. Bortkiewicz: Die Iterationen, S.IX u. X: ,,Ich verstehe unter
Sylleptik solch eine Betrachtung der (statistischen) Vielheiten, die sich ledig-
lich auf das beziglich der betreffenden Vielheiten begrifflich Gegebene stiitzt.
Von ,sylleptischer Methode‘ spricht gelegentlich Gustav Rimelin (im
Artikel ,Statistik’ in Schénebergs Handbuch der politischen Okonomie,
Bd. 2, S. 474, 1882) und meint damit die statistische Methode, das Wort
,statistisch® im weitesten Sinne genommen. Bei mir bedeutet Sylleptik nicht
schon Statistik, sondern erst die Vorbereitung auf eine wissenschaftliche Be-
handlung statistischer Daten. Die Lehrsétze der Sylleptik sind ,praecognita
der Statistik.*
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obachtungszahlen iiberhaupt nicht in unser Gesichtsfeld gelangen und
andere wiederum so selten auftreten, da8 ihre relative Hiufigkeit in der
gegebenen Stichprobe stark von der betreffenden statistischen Wahr-
scheinlichkeit in der Gesamtheit hoherer Ordnung abweichen kann.
Der gerade Weg, welcher in der Bestimmung der besten Anndherungen
an jene statistischen Wahrscheinlichkeiten besteht, wiirde also in diesem
Falle praktisch zu keinen brauchbaren Ergebnissen fithren. Um hier
iiberhaupt vorwirtszukommen, miissen gewisse Umwege beschritten
werden, und als solche Umwege treten eben die Methode der Momente
und jene der Kumulanten (bzw. Halbinvarianten) auf. Die Grundidee
ist sehr einfach. Wenn das fragliche Merkmal im ganzen m verschiedene
Werte mit m verschiedenen statistischen Wahrscheinlichkeiten annehmen
kann, so hat man bei der Bestimmung ihres Verteilungsgesetzes im
ganzen 2m Unbekannte. Diese konnen nur aus einem System von
mindestens 2 m verschiedenen Gleichungen ermittelt werden. In Wirklich-
m
keit aber ist uns nur eine einzige Gleichung a priori gegeben: Zp,- =1,
1=1
und die ibrigen 2 m — 1 Gleichungen miissen aus der Stichprobe selbst
herausgeholt werden. Dies geschieht, indem man nach bestimmten For-
meln, die wir im néchsten Kapitel darstellen werden, Niherungswerte
fir die 2m —1 ersten Momente bzw. Kumulanten berechnet.! Der
Vorteil des Umweges wird darin erblickt, dafl die auf solche Weise er-
mittelten empirischen Anndherungen relativ engere Fehlergrenzen er-
geben. Wenn das in bezug auf die hoheren Momente im allgemeinen
Fall, bei beliebiger Verteilung, sich bereits als ganz unzutreffend
erwiesen hat, so scheinen die Kumulanten in dieser Hinsicht zuverlissigere
Resultate zu versprechen. Alle derartigen Methoden wiirden aber einen
sehr geringen praktischen Wert besitzen, wenn man tatsédchlich gezwungen
wire, alle Momente bis zum (2 m — 1)-ten inklusive zu bestimmen. In
Wirklichkeit begniigt man sich meistens mit der Errechnung einiger
niedrigster Momente oder Kumulanten — in der Hoffnung, daf man an
Hand derselben bereits eine gute Naherungsformel fiir den Zusammen-
hang zwischen dem numerischen Werte des Merkmals und seiner statisti-
schen Wahrscheinlichkeit erhalten kann -— etwa nach dem Typus des
Exponentialsatzes im Falle homograder Gesamtneiten. Ob diese Hoffnung
sich im gegebenen Fall auch erfiillt, ist eine andere Frage, die wir im
nichsten Kapitel zu behandeln haben werden. Jedenfalls aber steht fest,
daB bereits die ersten wenigen Momente oder Kumulanten die Méglichkeit

1 Der Fall wird komplizierter, wenn m unendlich gro8 ist und man eigent-
lich eine unendliche Zahl von Momenten berechnen miiBte. Aber auch diese
Frage ist jetzt vornehmlich durch S. Polya geklirt worden (vgl. seinen Auf-
satz ,,Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und das Momenteproblem‘, Mathem. Ztschr., Bd. VIII, 1920). Siehe auch
Tschuprow: Aufgaben und Voraussetzungen der Korrelationsmessung, in
Nordisk Statistisk Tidskrift, Bd. 2, Nr. 1, S. 35, 1923; ferner Mises: Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, S. 244—250.
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ergeben, sich iiber die wichtigsten Eigenschaften des Verteilungsgesetzes
zu orientieren, d. h. seinen Durchschnitt, seine Variationsbreite, Charakter
der Streuung, Schiefe, ExzeB usw. angendhert einzuschitzen; jedes
Moment oder jeder Kumulant, der neu berechnet wird, engt bloB noch
etwas mehr den Spielraum ein, in dem sich das Verteilungsgesetz des
Merkmals befinden mu8.

6. Zufillige Variable.

In den vorhergehenden Paragraphen wurde eine kurze und bei weitem
nicht vollstandige Ubersicht jener statistischen MaBzahlen oder Parameter
gegeben, die zur allgemeinen Charakteristik bestimmter durchschnitt-
licher Eigenschaften einer heterograden statistischen Gesamtheit dienen
koénnen. Unser ferneres Ziel besteht nun darin, die Beziehungen zwischen
heterograden statistischen Gesamtheiten verschiedener Ordnungen
zu untersuchen, zunichst bei dem direkten SchluB von den statistischen
Parametern einer Gesamtheit hoherer Ordnung auf diejenigen der Stich-
probe und dann, umgekehrt, bei dem RiickschluB von der gegebenen
Stichprobe auf die betreffenden Eigenschaften der Gesamtheit héherer
Ordnung. Beide Probleme werden zuerst fiir den Fall eines einzigen Merk-
mals behandelt. Was das gleichzeitige Auftreten zweier oder mehrerer
Merkmale an einem Elemente anbetrifft, so wird der Leser auf das
Kapitel IV verwiesen. Zur Erleichterung der nun folgenden, algebraisch
durchaus nicht immer einfachen Rechnungen wird es jedoch von Nutzen
sein, zuvor einige wichtige Hilfsbegriffe einzufiihren.

Eine statistische Gesamtheit besteht aus Einheiten oder Elementen.
Jedes Element besitzt gewisse Merkmale, und diese letzteren werden
ihrerseits im Falle der heterograden Statistik durch gewisse Zahlen
gemessen oder wenigstens vertreten. Mit anderen Worten, in der hetero-
graden Gesamtheit entspricht jedem Merkmal eine Menge von Zahlen,
aus der jedem besonderen Element der Gesamtheit eine Zahl zugeordnet
ist. Vom Standpunkte der Mathematik ist es somit zulissig, das Merkmal
selbst als eine variable GroBe oder schlechtweg als eine Variable
zu betrachten.! Stellt man die Gesamtheit als eine Verteilungsreihe dar
(vgl. oben 8. 130), so entspricht jedem Werte des Merkmals eine gewisse
relative Héufigkeit, die im Grenzfalle entweder gleich O ist, wenn das

Merkmal iiberhaupt mit diesem Werte nicht auftritt, oder gleich —Nl—~, wenn

letzterer nur an einem einzigen Elemente beobachtet wird, wobei NV, wie
gewohnlich, den Umfang der statistischen Gesamtheit bedeutet. Ent-
nimmt man jetzt der gegebenen Gesamtheit eine Stichprobe, d. h. eine
Gesamtheit niederer Ordnung, so verwandeln sich obige relative Héufig-

1 Vgl. z. B. L. Kiepert: Grundrif} der Differential- und Integralrechnung,
I. Teil, S. 5, Hannover 1912: ,,Eine Gro8e heif3t variabel oder verdnderlich,
wenn sie im Verlaufe derselben Untersuchung verschiedene Werte annehmen
darf; eine GréBe heilt dagegen konstant oder unveriinderlich, wenn sie im
Verlaufe derselben Untersuchung denselben Wert beibehélt.
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keiten gegeniiber den Daten der letzteren in statistische Wahrscheinlich-
keiten und das Merkmal selbst wird dann zu einer zufélligen Variablen.
Anders ausgedriickt: eine GroBe, welche mit bestimmten Wahrscheinlich-
keiten verschiedene Werte annimmt, wird eine zufdllige Variable genannt,
und kann sie hierbei nur m verschiedene Werte annehmen, so heiBt sie
eine zufillige Variable m-ter Ordnung! Die Gesamtheit der
méglichen Werte der zufélligen Variablen und der ihnen zukommenden
statistischen Wahrscheinlichkeiten wird, wie wir bereits wissen, als ihr
Verteilungsgesetz bezeichnet.

Die zufdllige Variable ist nur der mathematische Vertreter eines
bestimmten Merkmals, welches an den einzelnen Elementen einer hetero-
graden statistischen Gesamtheit beobachtet wird. Besitzen letztere
gleichzeitig mehrere Merkmale, was bekanntlich die Regel ist, so bedeutet
das, daB durch diese mehrere zufillige Variablen miteinander in Ver-
bindung gesetzt oder, wie der technische Ausdruck lautet, korreliert
werden. Die Theorie dieses Falles wird uns, wie bereits bemerkt, im Kap. IV
beschaftigen.

Als zufillige Variable kénnen sowohl die urspriinglich gegebenen Werte
des Merkmals angesehen werden als auch beliebige Funktionen derselben.
Nimmt fiir eine gegebene statistische Gesamtheit das Merkmal x die
Werte x,, %,, %3, ...., &, mit den statistischen Wahrscheinlichkeiten
(bzw. relativen Héaufigkeiten) p;, P2, Pss « - - +» Pm @0, s0 werden offenbar
die Werte 2,2, ©,2, 2.2, . . . ., %25 &5, %57, £5°, . ... 2,5 (1 —2), (X—Z),
(x3 — )7, .... (x,, — Z)", usw. ebenfalls zufillige Variable sein und, das
‘Wichtigste, ihre statistischen Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufig-
keiten werden fiir die gegebene Gesamtheit genau dieselben Werte
P1, P> Pgs «++ +» Py, Deibehalten.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dal, ganz wie die statistischen Gesamt-
heiten selbst, auch die zufélligen Variablen in solche eingeteilt werden
konnen, die Resultate von mit Fehlern behafteten Messungen einer
konstanten GréBe sind, und in solche, bei denen die statistische Gesamt-
heit aus Messungen besteht, die an verschiedenen Einheiten unternommen
werden. Aullerdem gibt es Variable, denen in Wirklichkeit etwas Reales
entspricht, wie etwa die bebauten Flichen der einzelnen landwirtschaft-
lichen Betriebe eines Staates, und solche, die nur als statistische Abstrak-
tionen angesehen werden kénnen (Durchschnitte, Verhiltniszahlen usw.).

7. Mathematische Erwartung (Erwartungswert).
Wenn 2, eine zufillige Variable m-ter Ordnung, m verschiedene Werte :
Ty, Xgy Lgy onee, Ly
1 Vgl. A. A. Tschuprow: Grundbegriffe und Grundprobleme der Kor-
relationstheorie, S. 20£f., 1925. Dieser technische Ausdruck ist unseres Wissens
zuerst von P.A.Nekrassow benutzt worden (vgl. E. Slutsky: Uber
stochastische Asymptoten und Grenzwerte. Metron, Vol.V, Nr.3, 8.6,

1925); als Grundpfeiler der statistischen Begriffskonstruktionen tritt er aber
erst in den Arbeiten von Tschuprow und Bortkiewicz auf.
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mit den Wahrscheinlichkeiten
pp pm Pm ooy Py

m
2 =1
i=1

so wird die mathematische Erwartung von z als

annehmen kann, wobei

m
P1 %1+ P2 X + D3 T3+ ----+mem=229ixi
i=1

definiert. Die mathematische Erwartung wird jetzt gewohnlich durch
das Symbol E bezeichnet, wobei entweder ein gothisches oder ein lateini-
sches Schriftzeichen gebraucht wird. Es ist also z. B.

m
Ex:Zpixi e e e e e e ¢))
i=1

und desgleichen

m m m

j j

Ea®= 2;%%’2: Eax?= 2;pixz‘37 Ex= 2;pixz”
i=1 i=1 i=1

B—3) = D pi(a—7), E@—Eax = Dp(x,—Ex

i=1 i=1

(1a)

usw.

Vom Standpunkte der statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie be-
trachtet, ist jede Wahrscheinlichkeit bloB als eine relative Haufigkeit in
einer Gesamtheit hoherer Ordnung anzusehen. Besitzt diese z. B. den
Umfang N, wobei das betreffende Merkmal = bei 7, Eelementen die
GroBe z;, bei n, Elementen die GréBe z,, ...., bei n; Elementen die
GréBe z; usw. annimmt, und n, +ny +n3+ .... +n;+ .... +n, =N,
so ist bekanntlich

n. n, n; n, )
plz'jvlﬁ p2=~W2_, ""’pizw_) ---':pmzwm‘,
und folglich
n n, n,
Ex—_—TVLxI—{—T\?—xz-{-....—*—-E’T”;xm:
_ Ny T+ Ng Ty v o o Ny, Ty, — Ny Byt NoTa+ oo oo Ny Ty (lb)

N O L P S
Desgleichen ferner
Fa?— Ny B2+ Mg T2+ . o o Ny X2
N+ gt .+ my, ’
__ r My (v, —Bx) +ng(vg—Ex) +... +n, (x,—Exz)
E@—Ex) = nt+ nat ...+, B
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usw.l Somit ergibt es sich, daf die mathematische Erwartung vom
Standpunkte der statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie einfach als der
gewogene arithmetische Durchschnitt aus den Werten des Merkmals
oder seiner Funktion fiir eine Gesamtheit héherer Ordnung angesehen
werden kann. Es wire aber unzulissig, die mathematische Erwartung
einfach als einen solchen Durchschnitt zu definieren, denn obige Be-
ziehung gilt nur fiir den Fall, wenn man wirklich die statistische Wahr-
scheinlichkeit als eine relative Hiufigkeit in einer Gesamtheit héherer
Ordnung ansieht. Geht man von einer anderen Definition aus, etwa von
der Keynesschen oder von der Kriesschen, welcher sich, wie wir wissen,
auch Bortkiewicz und Tschuprow angeschlossen haben (vgl. oben
S. 20), so ist die mathematische Erwartung keineswegs mit einem
arithmetischen Mittel zu identifizieren: sie befinden sich sogar in ganz
verschiedenen ,,logischen Ebenen®, und im Sinne Tschuprows ist z. B.
die erstere als ,apriorisch® und die letztere als ,,aposteriorisch* anzu-
sehen.

Die einzelnen statistischen Gesamtheiten konnen voneinander abhéngig
oder auch unabhingig sein. Eine Gesamtheit ist dann von einer anderen
abhingig, wenn sich ihr Umfang oder ihre Zusammensetzung je nach dem
Umfange und der Zusammensetzung der letzteren &ndern. Dement-
sprechend ist auch eine zuféllige Variable nur in dem Falle
von einer anderen zufédlligen Variablen unabhidngig (,,stocha-
stisch unabhéingig®, wie sich Tschuprow ausdriickt), wenn ihr Ver-
teilungsgesetz dasselbe bleibt, was fiir einen Wert die letz-
tere auch annehme. Diese Definition bezieht sich sowohl auf zufillige
Variable, die gewisse Merkmale ein und derselben Gesamtheit darstellen, als
auch auf solche, die zu verschiedenen Gesamtheiten gehéren. Im entgegen-
gesetzten Falle bezeichnet man die betreffenden zufilligen Variablen
als voneinander stochastisch abhéingig. Aus dem bereits Gesagten
geht hervor, daB der Begriff der mathematischen Erwartung in bezug auf
die arithmetischen Durchschnitte genau dieselbe Rolle spielt wie der
Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit in bezug auf die relativen
Hiufigkeiten. Wir werden weiter unten noch sehen, daB die statistische
Wahrscheinlichkeit einfach als die mathematische Erwartung der be-
treffenden relativen Hiufigkeit definiert werden kann. Das System der
Theoreme iiber die mathematischen Erwartungen umschlieft also gleich-
sam in nuce auch das ganze System der entsprechenden Theoreme iiber
die statistischen Wahrscheinlichkeiten. Die Einfithrung des Begriffes
der mathematischen Erwartung wird noch von dem Umstande begiinstigt,

1 Wenn man die Gesamtheit nicht nach der GroBe des Merkmals gruppiert,
so sind alle n; gleich 1 und m gleich N zu nehmen, und wir erhalten einfach:

L ¥ L X
Ea::—N—Z'wi, Ea;2=jv—2wi2, E(x,—Ex)*=
i=1 i=1

N
=%2(mi—Ew)2 usw. . . . . (le)
i=1
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daB auch die Technik seiner Anwendung in den einfacheren Féllen leicht
zu handhaben ist. Es gelten ndmlich fiir die mathematischen Erwar-
tungen einige sehr allgemeine und gleichzeitig einfache Sitze, die es
haufig erlauben, diese nicht als Summe einer groBen Anzahl von Pro-
dukten von im allgemeinen ganz unbekannten GréBen, sondern als einen
symbolischen Operator, wie etwa das Integralzeichen, das Vektorzeichen
u. dgl., zu behandeln.

Die ersten Hinweise auf den Begriff der mathematischen Erwartung
bzw. mathematischen Hoffnung gehen noch auf das 18. Jahrhundert
zuriick, als er in die Theorie der Gliicksspiele eingefiihrt wurde. Daher
stammt auch die sonderbare Bezeichnung, die dem heutigen Inhalte des
Begriffes durchaus nicht entspricht und ihm jedenfalls wenig Gliick
gebracht hat.! Die Ausarbeitung einer verzweigten Methode der mathe-
matischen Erwartungen ist das Werk der neuesten Zeit, und zwar haben
sich darum vorwiegend russische Mathematiker verdient gemacht. Ab-
gesehen von Tschebyscheff,? der sich in der zweiten Halfte des
19. Jahrhunderts hochst erfolgreich, aber doch nur voriibergehend damit

! Wenn die Bezeichnung ,,mathematische Erwartung‘ nicht bereits so
fest in der Literatur der ,,Kontinentalen Statistischen Schule*‘ durch Markoff,
Bortkiewicz, Tschuprow, usw. verankert wére, so wiirden wir es ent-
schieden vorziehen, an ihrer Stelle etwa die Misessche Bezeichnung ,,Er-
wartungswert* oder sogar ,,statistischer Erwartungswert‘ einzusetzen. Ob
der Ausdruck ,,mathematische Hoffnung* wirklich, wie Mises meint (vgl.
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.37), etwas phantastisch klingt, wissen wir
nicht, aber jedenfalls floB8t er dem Laien mehr Respekt ein, als es fiir ihn
notwendig und niitzlich ist.

2 Die Transkription dieses bekannten Namens, wie auch iibrigens des-
jenigen von Tschuprow, bereitet den Englindern besondere Schwierig-
keiten und hat z. B. in der ,,Biometrika* eine Art Polemik hervorgerufen.
Die Sache ist nimlich die, daB er russisch YeOnimesd lautet, und der
Anlaut Y fehlt sowohl im Deutschen, wo er ungefahr durch die Kom-
bination Tsch wiedergegeben wird, als auch im Franzosischen, wo man fiir
ihn Teh schreibt. Hieraus folgt, daB, je nachdem, in welcher westeuro-
piischen Sprache der betreffende Autor seine Arbeiten zu verdffentlichen
pilegte, er seinen Namen auch entsprechend transkribierte; Tschuprow
z. B. gebrauchte beide Schreibweisen. Die englische Buchstabenkombination
Ch (wie etwa im Worte Church) klingt genau ebenso wie das russische Y;
daher kénnte man auch Chuprow und Chebyshew schreiben. Die wissen-
schaftliche Transkription, wie sie von Philologen gebraucht wird, ist aber (:
Cuprow. Es besteht ferner eine Unsicherheit, ob man das Ende als -ow, -ew
oder -off, -eff zu schreiben hat. Wir glauben, daf} es in diesem Falle eigentlich
keinen besonderen Sinn hitte, die russische Schreibweise -ow und -ew zu
#ndern. DaB man im Deutschen diese Endungen manchmal als 61, éu aus-
zusprechen geneigt ist, fallt nicht sehr ins Gewicht; was aber die englische
Aussprache anbetrifft, so ist bekanntlich der Engldnder féhig, sowohl -ow
als auch so ziemlich jede andere Buchstabenkombination ganz zu verdrehen.
Tm weiteren behalten wir die Schreibweise Markoff bei, da sie sich im Westen
zu sehr eingebiirgert hat, schreiben aber Tschuprow und nicht Tschuproff
oder Tchouproff, weil diese Transkription immerhin die h#ufigere ist.
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beschéftigte, sind hier in erster Linie A. Tschuprow, A. Markoff und
in Deutschland L. Bortkiewicz zu nennen. Markoff hat auf dem
Begriffe der mathematischen Erwartung sein ganzes Lehrbuch der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung aufgebaut wund hierbei eine auBerordentliche
Einheitlichkeit des logischen Aufbaues der Materie und die gréfite Eleganz
der Beweise erzielt. In dieser Hinsicht steht sein Werk ganz einzigartig da.
Die zweite Auflage desselben ist von H. Liebmann deutsch heraus-
gegeben worden (Leipzig 1912). Doch bleibt die Ubersetzung weit hinter
dem Original zuriick, insbesondere hinter der posthumen 4. Aufl. (Mos-
kau 1924). Es sei ferner auf die bereits mehrmals zitierten ,,Iterationen‘
Bortkiewicz’ hingewiesen, in welchen der Methode der mathematischen
Erwartungen das zweite Kapitel gewidmet ist, und auf die ,,Wahrschein-
lichkeitsrechnung® von Mises (8. 37—I127 passim). Eine elementar
gehaltene Darstellung einiger Hauptsétze der Methode der mathematischen
Erwartungen findet man auch in den ,,Grundziigen der Theorie der
Statistik“ von Westergaard und Nybglle (S. 188ff.). Vgl. ferner
noch E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, I. Bd., S. 72—80.

Des besseren Zusammenhanges wegen lassen wir hier die wichtigsten
Sitze tiber die mathematische Erwartung folgen.?

I. Die mathematische Erwartung einer Konstanten ist dieser gleich:

Ec=c . . . o' u.... @)

Das leuchtet ohne weiteres ein, denn ein arithmetischer Durchschnitt
aus einer Anzahl identischer GréB8en muBl mit diesen zusammenfallen:

% Z ¢ = % = ¢. Aus demselben Grunde ist auch
E{Ex}:Ex .......... (2a)

II. Die mathematische Erwartung einer mit einer konstanten GrofBe
multiplizierten zufilligen Variablen ist gleich der mit dieser Konstanten
multiplizierten mathematischen Erwartung der Variablen:

E{czy=cEx . ......... (3)
Dieser Satz ergibt sich direkt aus folgender Entwicklung :

m m
E{cx} = Zpicxi =62pixi =cEuz.
i=1 i=1

ITT. Additionssatz. Die mathematische Erwartung ciner algebrai-
schen Summe ist gleich der algebraischen Summe der mathematischen
Erwartungen der einzelnen Summanden:

E’{xiyj:z:}:....}=Ex:}:Eyj:Ezi.... R 3]

Betrachten wir zunichst den Fall von nur zwei Variablen, x und y, wobei
die Ordnung der ersteren m und diejenige der zweiten m’ sei. Damit die

1 Geht man von einem anderen Begriff der mathematischen Erwartung
aus als dem unseren, so kann ein Teil dieser Sitze (insbesondere I und IT)
einfach in die Definition hereingenommen werden.
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Frage nach der mathematischen Erwartung ihrer Summe iiberhaupt
statistischen Sinn hat, miissen offenbar diese Variablen entweder zur
selben statistischen Gesamtheit oder wenigstens zu einer gemeinsamen
statistischen Gesamtheit noch hoherer Ordnung gehoren. Hieraus folgt,
daB fiir jedes der m m' Paare der Werte, die die Summe z; -+ y; iiberhaupt
annehmen kann, eine eigene statistische Wahrscheinlichkeit p;; existiert,
welche iibrigens den Wert 0 erhélt, sobald eine bestimmte Kombination der
Wertepaare in der Gesamtheit tiberhaupt nicht vorkommt. Das Verteilungs-
gesetz dieser Kombinationen kann durch eine ebensolche ,,Korrelations-
tabelle‘ dargestellt werden, wie wir sie oben in § 1 (8. 133) einfiihrten.

Erste Variable.

Ty Tq Ly Ty oeee Ty Zusammen

Y1 Pu Par P31 Par ---- Pma Py,
02 Ya P12 P22 P32 Paz -+ Ppe Py,
B Ys P13 Pes Pas Paz -+ Pms Py,
E'a Y P1a Paa P3a Pas -+ Pma Py,

S O e

> ..........
Yu' | P Pem'  DPsm  Pam o Pum | Puyy

Zusammen .| Py Pz, Doy Pag -+ Pap 1

Die einzelnen p,; stellen die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Kombi-
nationen, d.h. bestimmter Summen dar. So ist z. B. p,; die Wahrschein-
lichkeit der Summe (Kombination) z, -+ ¥5, p,3 die Wahrscheinlichkeit
der Summe %, + Y3, Py jene der Summe x,, + ¥, usw. Die Summe
der ersten Kolumne, p,,, ist gleich der Sumume der Wahrscheinlichkeiten
aller solcher Fille, wo iiberhaupt =z, auftritt, d. h. gleich der totalen
statistischen Wahrscheinlichkeit von z,:

w
Doy =Zp1i-
i—1

Und iiberhaupt ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten einer beliebigen

i-ten Kolumne:
o
p“i=2pi-"' ..........(5)
=1

gleich der totalen Wahrscheinlichkeit von z;. Deshalb ist auch

m
Dlpag=L .. ... (6
§=1

Aus ganz analogen Uberlegungen folgt anderseits, daB die Summe
der Wahrscheinlichkeiten der ersten Zeile:

m
Py, = D Pir
t=1
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die totale Wahrscheinlichkeit von y, darstellt und da8 iiberhaupt

m
Py, = 2 )
i

i=1

die totale Wahrscheinlichkeit von y; ist. Auch hier ist offenbar

Doy, =1 . . .. )|

Die mathematische Erwartung der Summe (z + y) ist jetzt durch
folgenden Ausdruck gegeben:

E(z+y) =

=p11 (X1 Y1) +D21 X2+ Y1) +D31 (st Yy) +.v o Py (Tt y) +
P12 (@1 Y2) +P22 (T2FY2) +Ps2 (B3 Ys) +. -0 A Ppa (Tt ys) +
+P33 (@1 Y3) +D23 (ot Ys) + D33 (T3+Ys) +. oo+ DPpg (Tt Ys) +
+P1a (X1 +Ys) +D2s (Xo+Ya) +P3a (3+Y) +o oo oDy (B t+Ys) +

..............................................................

+ P1m %1+ Ym)) +Pom (Tot Ymt) +Pany (€3+ Ym')Feens F+Pmm (Tt Ym) (9)
In der tblichen mathematischen Symbolik wird dieser komplizierte
Ausdruck durch die Doppelsumme

m m
BE@+p= D rs@—+y) ... ... (93
i=1 j=1
dargestellt. Betrachten wir ihn genauer, so ersehen wir, dafl jedes Pro-
dukt vom Typus p;; (x; + v;) als die Summe zweier Produkte

Pii (X + Y) = D %+ D5 Y;

dargestellt werden kann, und somit ergibt sich, daff man E (x + y)
auch als die Summe folgender 2 Summandengruppen schreiben darf:

P11 i+ Por TatPs1 Tzt oot Py T
+ P12 T1+ Pog Tat Pse Tyt vt Pz T
+ P1s X1+ Pas Lot Paz Tzt ..ot Pz T+
E(x+y)=9q + Py T1 P2a Zo+ Psg Ta+-oot Pug T+ (+

+ Pim Xy + Pom Lo + P3m T3 + LR ‘+ Pmm' L
Puin Y1 TP Y1 +Ps1 Y1 T Py Y1

+
+ D1z Y2 + Poa Y2 tPs2 Yo oot Pe Y2 +
+ P13 Ys +Pas Y3 T P33 Ys T+t Pms Y5 T
4+ TP Ys T Pas Yo +Psa Yo t--- - Prma Yo + . (10)

+ Pimt Y + Pom! Y + Psm Ymr + o "I_ Prmt Ymr
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Symbolisch driickt man diese Beziehung wie folgt aus:

E($+y)=221’ﬁ(mi+.%‘)'—“22?1'5%4‘22%5%- (10a)

i=17=1 i=17=1 i=1j=1
Summiert man nun in (10) die erste Gruppe kolumnenweise, so
erhilt man fiir die erste Kolumne mit Riicksicht auf (5):

(P11 %1+ Pr2®r + Pra®r+ - - oo Prw @) = T4 (P11 + P12+ Pra+-- -
oot Diw) =P - B,
Desgleichen fiir die zweite Kolumne:

P21%2 + Pja®s + Pas®s +- - - - Pamw T2 = P, - T,
und iiberhaupt fiir die i-te Kolumme:

Dir®; + Dia®; + Dia®i + - - - o Py @ = Do, %
Hieraus folgt, daB die Summe aller Kolumnen der ersten Gruppe
in (10) sich als

m
Pay @1+ Py By + D@3+« v + Do T = D) Doy 0= Bz

ergibt. Wenn man jetzt die zweite Gruppe im Ausdrucke (10) zeilen-
weise addiert, so ergibt sich aus ganz analogen Uberlegungen, mit
Riicksicht auf (7), fiir die Summe aller Zeilen:
Puts + Pua+ Pus + oo+ Py Y = D Py, 95 =Ey.
i=1

Symbolisch driicken sich diese Transformationen folgendermaﬁen aus:

E@+y) = 2’2%%4—22’1}“% 2 Zpu

1.—17— i=1j=1 =1 j=1

+Z?/12Pij=2xipmi+2%py,-=E-’”+E?/, -+« (10b)
i=1 =1 i=1 i=1

quod erat demonstrandum.

Wir haben den Rechnungsweg hier deshalb so ausfiihrlich dargestellt,
um dem Leser klarzumachen, daB die von den Laien so gefiirchtete
Doppelsumme eigentlich leicht verstdndliche und iibersichtliche Opera-
tionen andeutet.

Wird nach der mathematischen Erwartung einer Summe von drei
GréBen, x 4+ y -} 2, gefragt, so kann x 4 y zunédchst als eine GréBe
behandelt und demgemdfB nach dem soeben bewiesenen Satz

E@+y+9=FE@+y) + Bz

geschrieben werden, woraus man unter abermaliger Anwendung des Satzes
E(x+y)+ Ez=Ex+ Ey+ Ez
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erhélt. Dieses Verfahren kann offenbar beliebig fortgesetzt und ferner
auf algebraische Summen erweitert werden, bei welchen die Summanden
auch mit dem negativen Vorzeichen auftreten kénnen.

Der Additionssatz der mathematischen Erwartungen gilt, wie aus
der Beweisfithrung klar hervorgeht, sowohl fiir gegenseitig unabhéingige
als auch fiir voneinander abhingige zuféllige Variablen. Obwohl sein
Beweis sich bereits bei Markoff und bei Bortkiewicz in den oben
zitierten Werken vorfindet, wird er von manchen Lehrbiichern noch
bis auf den heutigen Tag nur auf gegenseitig unabhéngige Grélen bezogen.
Es ist selbstverstindlich, dal mit Riicksicht auf Satz I die einzelnen
Summanden auch nicht zuféllige Variablen sein kénnen.

I3

IV. Multiplikationssatz. ¥

Auch die Frage nach der mathematischen Erwfrtung eines Produktes
zweier oder mehrerer zufilliger Variablen besitzt nur dann statistischen
Sinn, wenn djese Produkte als zu einer Gesarntheit (derselben oder
hoheren Ordnung) gehérend angesehen werden konnen. Entweder treten
also hierbei die zahlenmifigen Merkmale, welche den betreffenden
zufilligen Variablen entsprechen, zusammen an jedem FElemente auf,
oder aber die Gesamtheit hoherer Ordnung besteht fiir uns immer aus
Gruppen von Elementen, die jene Merkmale einzeln besitzen. Somit
kann wiederum eine bestimmte statistische Wahrscheinlichkeit fiir
jedes konkrete Produkt z;y;2,.... der einzelnen Werte der Variablen
angegeben werden. Unter Umstiénden wird diese Wahrscheinlichkeit
natiirlich auch den Wert 0 annehmen, was nur bedeutet, daB in der
betreffenden Gesamtheit héherer Ordnung eine derartige Kombination
iiberhaupt nicht vorkommt. Wenn wir zuerst den Fall des Produktes
von nur zwei Variablen, x und y, betrachten, so kann die statistische
Wahrscheinlichkeit eines Produktes z; y;, nach dem Multiplikationssatz
des §2 des Kap. I (S.31), als gleich dem Produkte der statistischen
Wahrscheinlichkeit des Merkmals z; mit der bedingten statistischen
Wahrscheinlichkeit des Merkmals y; angenommen werden, und
unter letzterer verstehen wir wiederum die statistische Wahrscheinlich-
keit des Elements y; in jener Gesamtheit, welche nach der Entfernung
aller Elemente ohne x; (bzw. aller Paare ohne z,) entsteht.

Um den Zusammenhang mit dem § 2 des Kap. I klarer hervortreten
zu lassen, wollen wir jene bedingte statistische Wahrscheinlichkeit
mit py; o bezeichnen. Weiter unten, im Kap. IV, wo wir auf diesen
Satz zuriickgreifen, werden wir jedoch eine andere, fiir jenen Fall besser
passende Symbolik anwenden, die A. Tschuprow vorgeschlagen hat.
Es ist also

R N A (11)
oder auch umgekehrt:

Poyu; = Pu;Payuzy + + =+ =+ o o o (11a)
Wie im Falle des Additionssatzes, konnen wir auch hier das Verteilungs-
gesetz der Produkte durch eine Korrelationstabelle darstellen:



7. Mathematische Erwartung. 177

Erste Variable.

xy Ty xg e By
% Y1 | Pu, Py () Pz,Pu(z) PPy @y -2 PoyPu (2m)
.g Yo | Po,Py(e)y PPy  PaPy(mgy -2 PopPy; (2m)
g Ys | Pu,Puy(zy PPy (m)y PayPug(mgy -+ PonPyy(zm)
@ [
g @ e | e e 8 e ® e s s s m s B e s e s 68 8 8 S SN s BB Ees st
N Ym'| PoyPym’ (mr PuyPyms (v PayPymy () -+ ** PomPym (wm)

Die mathematische Erwartung des Produktes ergibt sich aus fol-
gender Formel:

E(xy)=

=PePus(e) @1Y1 FPuPuey) T2Y1 TPuPyi(z) %Y1 oot Po, Py, Tm¥rt
+PuPuy(z) ®1Y2 TP2,Puy(e) T2Y2 TPuPuyed Y2 -t Pr, Py, TmYat
+PoPuw) P1Ys +P2,Pus(z) T2¥s FPoPus(ay) F3Ys T oo tPz, Pyyzyy T Y3+

.........................................................................

+Pm,pvm, (@) %1 ym'+ p:cap'u,m, (5) X2 ym'+pmspﬂm/(wa) L3 Ymr +...+ pxm p?lm/ (®m) Lo Ymre

Summiert man auch hier kolumnenweise, so erhilt man sofort:

m’ m’
E(xy) = po vai @ ¥+ pwaxzzpv, @Y+

j=1 j=1
m’ m’
+ pxg x3 Zpﬂj (ms) y:i + MR + pwm xm Zpﬂj (Gm) yf‘ R (12)
j=1 j=1

Und fithrt man die Bezeichnung ein:

i
Doyt =E0y, . . ... ... (13
j=1

g0 hat man aus (12) endgiiltig:
E(2Y) =g, ED y 4Dy, ¥ ED y +-pp, s EO y+ . . . +p,,, Ty By . (14)

Da nun offenbar E® y als die bedingte mathematische Erwartung
von y angesehen werden kann — in der Voraussetzung, daB « den Wert z;
erhalten hat, — so ist der Sinn der Formel (14) wie folgt zu deuten:
Die mathematische Erwartung eines Produktes von zwei zufélligen Varia-
blen ist gleich der Summe der folgenden Produkte: jeder Wert, den die
erste Variable annehmen kann, mal seine statistische Wahrscheinlichkeit,
mal die betreffende bedingte mathematische Erwartung der zweiten
Variablen. Mit Riicksicht auf (11a) ist es ferner klar, daBl man auch
die Variable y als erste und z als zweite Variable ansehen kann. Es ist
moglich, diesen Satz auf das Produkt einer beliebigen Anzahl von zu-
Anderson, Statistik. 12
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falligen Variablen zu verallgemeinern, doch haben die resultierenden
komplizierten Formeln fiir uns, wenigstens in diesem Zusammenhange,
kein praktisches Interesse.

Einen sehr wichtigen Sonderfall erhalten wir, wenn die Variablen x
und y voneinander stochastisch unabhingig sind (vgl. oben S. 170),
d. h. wenn das Verteilungsgesetz von y ganz dasselbe bleibt, was fiir
einen Wert « auch annehme und umgekehrt. In diesem Falle ist, wie
leicht ersichtlich,

EOVy=E@y=E®y=.... =Emy=Ey,
und Formel (14) verwandelt sich in
E(2y) =Ey Py, @1 + Do, ®a + Py T3+ - - -+ Pu,, Tw) =B . Ey. (15)

Die mathematische Erwartung des Produktes zweier gegen-
seitig stochastisch unabhéingiger Variablen ist gleich dem
Produkt ihrer mathematischen Erwartungen.

Wird das Produkt nicht von zwei, sondern von mehreren stochastisch
unabhéngigen Variablen genommen, z. B. von z, y, 2, ¢, so kann der
soeben bewiesene Satz mehrmals angewandt werden:

E(zyzt)=E{x.(yzt)}=Ex.E(yzt)=Ex.Ey.E(2t)=Ex.EyEzEt. (15a)

Formel (15), bzw. (15 &) ist dann besonders bequem anzuwenden, wenn die
mathematische Erwartung irgendeines der Multiplikanden gleich Null
wird, wie z. B. etwa die mathematische Erwartung von (z; — Ex): es
verschwindet nidmlich in diesem Falle auch das ganze Produkt. Nur hat
man zuvor sorgfiltig nachzupriifen, ob die einzelnen Variablen wirklich
voneinander stochastisch unabhingig sind.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB es in Anlehnung an Formel (13)
nicht schwer ist, die folgende Beziehung abzuleiten, die nicht selten zur
Vereinfachung der Rechnungen dienen kann:

m
D0, B =By . .. ... ... (16

i=1
Es ist ferner mdoglich, gewisse Grenzen anzugeben, die die Differenz
E(xy)—Ex.Ey

sicher nicht iibersteigen wird, doch wir iibergehen hier diese Frage, da
sie bereits in die Korrelationstheorie gehort.t

V. Die mathematische Erwartung aller Ausdriicke, bei welchen eine
zufillige Variable im Nenner steht, gestaltet sich viel komplizierter.
Worin die Schwierigkeit liegt, kann man aus folgendem kleinen Exempe]

ersehen. Man nehme an, die Variable z kénne nur die Werte 0 1

’ "2"’
1 Vgl. z. B. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 68. Zur Ableitung

seiner Formel (69) ist es gar nicht notwendig, irgendwelche Integrationen

vorzunehmen, da sie direkt aus der Beziehung 7, , <1 folgt.
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mit gleichen Wahrscheinlichkeiten annehmen und die Variable y nur

die Werte O, 1—(1)0—, T(2)~0~, ebenfalls mit gleichen Wahrscheinlichkeiten.

Dann ist die mathematische Erwartung von z gleich 0 —;——l—%% -+

+ 1. % =%, und die mathematische Erwartung von y gleich 0 % +
1 1 2 1 1 . . . .

+ 1003 +300 "3 = 100" Beide Variablen sind als voneinander

stochastisch unabhiingig angenommen; folglich ist das Verteilungsgesetz

der Kombinationen von # und y durch folgende kleine Tabelle gegeben:

Erste Variable, x

1
0 - 1
1 1 1 1
> 0 ) 9 9 |3
8d
T 1 1 1 I
g-g 100 |- 9 9 9 |3
2 | 1 1 111
100 9 9 9 3
1 1 1
VA — = ol 1
usammen 3 3 3

Und die mathematische Erwartung des Quotienten _ay:_ wird offenbar

durch folgenden Ausdruck dargestellt:
1 L L
110 2 1 0 2 1 0 2 1
C S S W W B B
100 100 100 100 100 100

Sogar wenn man —% als 1 definiert, was aus einigen Uberlegungen zu-
1

lassig erscheint,! so ist doch mit % und %

sie unendlich gro8 sind. Und man hitte glauben konnen, daBl die mathe-
matische Erwartung des Quotienten wenigstens im Falle stochastischer
Unabhiingigkeit beider Variablen dem Quotienten ihrer mathematischen
Erwartungen, d. h. in unserem Beispiel der Zahl 50, gleich sein miifite!
Hieraus folgt, daB die Frage nach der mathematischen Erwartung des
Quotienten zweier zufilliger Variablen nur dann statistischen Sinn
besitzt, wenn jene Variable, die im Nenner steht, nicht mit von Null
verschiedener statistischer Wahrscheinlichkeit den Wert 0

annehmen kann.
1 Vgl. A. Tschuprow: Uber die mathematische Erwartung des Quotienten

von zwei gegenseitig abhéngigen zufdlligen Variablen. Arbeiten russischer

Gelehrter im Auslande, Bd. I, S. 242 u. 243. Berlin 1922 (russisch).
12*

nichts anzufangen, da
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Betrachten wir zunichst den einfachsten Fall:

m
1 Ps
E;_Z’i. R ¢ X))
i=1

Dieser Gleichung entspricht eine solche statistische Gesamtheit hoherer
Ordnung, in welcher die Werte des Merkmals x

Zyy Lgy Tgy ovnes Ty
je Nys Mgy Mgy + o v vy Ny Mal

m
vorkommen, wobei Zn,- = N. Hieraus folgt, daf p, = —gﬁ» und daB (17)
i=1
durch folgenden Ausdruck wiedergegeben werden kann:

1 m Ty 3 -

E?—Nwl+Nw2+Nw3+“"+ Nz,
:i(ﬂ.{.ﬂ_i__"l_i_ _|_'"’_fn)= x1+”2+”8+ +a’m.
N\a Ty z, T wmy, Ny +ng+ng+....+ 0,

Und mit Riicksicht auf Formel (2a) des §3 (S.145 Anmerkung)
ergibt sich hieraus einfach:
1 1
© T M’
wobei M, das harmonische Mittel der zufélligen Variablen z in
der Gesamtheit hoherer Ordnung bedeutet. Und da ferner, wenn « nur
positive Werte annehmen kann, die Beziehung besteht: M, > M,, wobei
M, das arithmetische Mittel, d.h. bei uns die mathematische Erwartung
von z, bedeutet [vgl. oben§ 3, Formel (5)], so folgt hieraus, daf in
diesem Falle auch

E (18)

1 1
E?>ﬂ°""""(19)
sein muf.!
Wenn wir jetzt die Bezeichnung einfiihren:
x,—Ex=¢&,oder x;, =Ex+6&, ... .. .... (20)
80 konnen wir auch schreiben:
m
1 1
By = 2P Trg
i=

Wenn Ex % 0 und |§,] < Ex gilt und man 1 durch £« 4 §; nach den
Regeln der elementaren Algebra teilt, gelangt man zu folgender unend-
Yicher Reihe:

. 1
1 Andere Eingrenzungen von E - siehe bei Mises: Wahrscheinlichkeits-

rechnung, S. 69. Auf 8. 68 daselbst wird auch der allgemeine Fall von E -Z—

betrachtet, den wir weiter unten behandeln werden.
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1 I B & & &
Bx+& Ewx (B x)? + (B x) (Bx) + (Ex)p o
Wenn alle | ;| < B, so ergibt sich hieraus die Gleichung:
m m m m m
. 2 s Xpigr X'piEP PpX XA
_i=1_ =1 i=1_  i=1 i=1 .
E; ~ Ex (B x)? + (B x) (E )t + (B =y +.-e(22)
Es ist aber

m m m
Zpi =1, und ferner Z(pi g = Zp,- (x;— Ezx) =
i=1 i=1 i=1

@y

m m
=Zpi xz-——E'pr,- =Ex—Ex=0.
i=1 i=1

Setzt man noch:

T om
ZP{ {i=EE=E[z,—Ex]
i=1

und iiberhaupt

m
Zpi Ef=BE=E[x,—EaF,* . . . ... (23
i=1
so verwandelt sich (22) in
11 E& E# | Eg
© = Bo " (Bap  @ep | (@ep
! Eg  EH | B
R R | [ 1 S
Die Reihe konvergiert, wenn kein einziges der m verschiedenen &; den
Wert E x erreicht [vgl. oben Formel (21)], und bei geniigend kleinen & im
Verhiltnis zu E x ist man berechtigt, ein angenihertes Resultat dadurch
zu erhalten, daB man in der Entwicklung von (24) nur einige erste Glieder
stehen 1aBt, die iibrigen aber unterdriickt. Falls es jedoch einzelne &;
gibt, die groBer als £ « sind, so kann man nicht mit Sicherheit auf die
Konvergenz der Reihe (24) rechnen, und letztere bleibt dann nur mehr
oder weniger wahrscheinlich. Es ist interessant festzustellen, da8
gerade fiir die theoretisch und praktisch so wichtige ,,normale Verteilung*
(vgl. unten Kap. III, §7) die Reihe (24) nicht konvergiert. Aber in bezug
auf die Form, in welcher die zufallige Variable auftritt, sind wir nicht

weiter gebunden, d. h. wir kénnen z. B. =)y, v =¢?, z=1of, 2=

= (z— y) usw. setzen. Die sich hieraus ergebenden Formeln sind nicht
schwer abzuleiten, haben aber fiir uns an dieser Stelle kein Interesse.

E

(24)

1 Auf die Identitdt dieser Ausdriicke mit den Momenten einer Gesamtheit
hoherer Ordnung um das arithmetische Mittel werden wir im néchsten
Kapitel noch zuriickkommen.
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Im allgemeinen Falle, wo die mathematische Erwartung von 2

bestimmen ist, kann man offenbar ebenfalls von jener Verteilungstabelle,
die wir auf 8. 177 anfiihrten, ausgehen, denn auch hier hat die Frage nach
der mathematischen Erwartung eines Quotienten nur dann statistischen
Sinn, wenn diese Quotienten an den einzelnen Elementen einer Gesamtheit
héherer Ordnung zu beobachten sind, wobei als einzelnes Element auch
ein Elementenpaar aus einer anderen Gesamtheit angesehen werden kann.

Somit ist die allgemeine Formel fiir # ~;— durch den Ausdruck

m m
227):01 Puj @y ﬁ=22pm1xl % _
p=1i=1 voEia i

—pr 2‘ p“fyi“” ... (%)
j=1

gegeben. Und fithrt man, in voller Analogle zu Formel (13) und mit
Riicksicht auf (17), die Bezeichnung ein:

E'Mzzﬂm(i),. .. (26
" Yi Y

j=1

wobei letztere offenbar als die bedingte mathematische Erwartung

von % aufzufassen ist, so kommt man auf folgenden Ausdruck:

=prixiE<i>(§->. @D
i=1

Wenn die Variable y nur positive Werte annehmen kann, so wird nach (19)
die Beziehung bestehen:
1

BEOy

(1
EG (_)
Y =
und folglich

< Pa; i

E’ > By

(28)

sein. Sind nun z und y Vonemander stochastisch unabhéngig, so ist

offenbar E® (%):E %, und (27) verwandelt sich einfach in

E%:EwE% L (29

Es sei aber ausdriicklich davor gewarnt, auch in diesem einfachsten
Falle die mathematische Erwartung des Quotienten einfach dem Quo-
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tienten der mathematischen Erwartungen von z und y gleichzusetzen:
man bedenke, daB, wenn z. B. die Variable y nur positive Werte annehmen
kann, aus (28) direkt die Ungleichung folgt:
x Bz
g g T Ey o
Die Formeln (25) und (27) deuten nur symbolisch jene Operationen
an, durch welche man die mathematische Erwartung des Quotienten
zweier zufilliger Variablen erhalten kénnte, besagen aber durchaus nicht,
daB eine derartige Rechung an Hand des vorliegenden Materials auch
tatsdchlich durchgefiihrt werden kann. In seiner bereits zitierten Ab-
handlung ,,Uber die mathematische Erwartung des Quotienten von zwei
gegenseitig abhingigen zufilligen Variablen® fiithrt A. A. Tschuprow
in einer Reihe von wichtigen Féllen diese Berechnung durch. Man ist
aber gewohnlich doch gezwungen, zu verschiedenen N'a,herungsformeln
zu greifen, die je nach den konkreten Umsténden auch ein ganz verschie-
denes AufBleres erhaiten konnen. Setzt man z. B. wieder, wie in (20),

x,—Ex=§&, oder x;=Ex-+&,. . .. .. (30)
und ebenso
yi—Ey=1vy;, oder y;=Ey+vp;. . .. .. (30a)
so ist, wenn Ex 4 0, Ey % 0,
+ E‘
Ex & Ex 1
gL _pglrres _ g _frl_ g (1 )—»w )
y By +y, By | v {Ey +Em 14
Ey Ey

Und mit Riicksicht auf (21) und (2a), falls alle |y,| < Ey,

x

Yy
=y A+ 25) By ey ‘*"T%)T_*”)}:

_%E{ — %y <.;Jp§/)2 [ arom— (Ey)4+ ]

- EiW'L
T B Ty Bt — G G +]}

Es ist aber B¢, =E(x—Ex) =Hx—Ex =0 und ebenso Ey, =
=FE(y—Ey) =Fy-—Ey =0, und daher nach dem Additionssatz
tiber mathematische Erwartungen

Bx By? B (&) y

T =

A PALR T @ W o]+

+E{ & ( 23 W, 2. )]} .. (3D
Bz \(ByP (Ey)3 (Ey)“
Sollten nun (was durchaus nicht immer der Fall zu sein braucht) E'i

daf g(szgg’/) und -2 (E )2 noch beriicksichtigt werden

und Elzy— so klein sein,
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is 51 1/"1
(BEyP’' Eax(By)
und iiberhaupt von allen Ausdriicken, die in (31) in den eckigen Klammern
stehen, schon nicht mehr, so ergibt sich hieraus die Ndherungsformel:

v Baol, E(y)

miissen, hingegen die mathematischen Erwartungen von

T By | ey ] G
zicht man noch in Betracht, dal
EpP=E({y—Ey)l?=E[y*—2yEy+ (By)*]1=

=By —2EyBy+ (By)=Ey*"—(Ey)?* . . . (32)

und ferner

EEp)=El(x;—E2)(y;—Ey)]=E(z;y;—y,BEx—ax,Ey+ ExEy]=
=E(z;y;)—HBy.BEx—Ex.Ey+ Ex . Ey=E(x;y)—ExEy, . (32a)
80 kann man (31a) angendhert auch in folgenden zwei Formen schreiben:

# Ex{( Ey  E[(s—E)(y;—Ey)]
“ { } ... (3%

(Ey)? Ex.Ey
oder

vy By U(ByF  Eaky
In der Sprache der mathematischen Erwartungen stellt (33) dieselbe
Formel dar, die K. Pearson bereits im Jahre 1897 abgeleitet hat.! Ihr

Nachteil besteht darin, dafl der Grad ihrer Annidherung an Eﬂ ganz

unklar bleibt und daB ferner die Bedingung, die Quotienten S’ ]Z’;;

seien sehr klein, eine bedeutende Einschrinkung ihrer Anwendungs-
moglichkeiten bedeutet. Geht man aber von der genauen Formel (31)
aus und 148t in ihr auch einige héhere Potenzen und Produkte stehen, so
mufl man immer darauf achten, daB unter den unterdriickten Gliedern
nicht solche von derselben Grofenordnung wie die beibehaltenen sich
befinden. Im allgemeinen enthilt die mathematische Erwartung einer
geraden Potenz Glieder von derselben Grofenordnung wie die mathe-
matische Erwartung der vorhergehenden ungeraden Potenz. Die Nicht-
beachtung dieser Regel hat die englische biometrische Schule zu gewissen
Rechenfehlern verleitet, die von Tschuprow aufgezeigt wurden und
die Redaktionserkldrung ,,Peccavimus® in der ,Biometrika hervor-
riefen.?

Und schlieBlich sei noch besonders vermerkt, da8 (31) nur dann
konvergiert, wenn ausnahmslos und fiir ein beliebiges ¢ die Ungleichungen

x Ew { Ey2 E(wi y’l) __I__ 1}. . . . e . (33&)

und

1Vgl. K. Pearson: On a form of spurious correlation which may arise
when indices are used in the measurement of organs. Proceed. Roy. Soc.,
Vol. LX, London 1897; derselbe: On the constants of index-distributions
as deduced from the like constants for the components of ratio, with special
reference to the opsonic index. Biometrika, Vol. VII.

2 Biometrika, Vol. X1I, S.259—281, 1918/19.
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|| < Ex und |y,| < Ey erfiillt sind. Ist dies nicht der Fall, so kann es
vorkommen, wie z. B. im Falle einer ,,normalen Korrelation*‘ zwischen z
und y, daB (31) auch nicht konvergiert.

Infolge dieser Nachteile der Néherungsformeln (31) und (33) ist es
notwendig, andere Néherungsformeln zu suchen und vor allen Dingen
die moglichen Grenzen der Abweichung B —ﬂz——%;i festzusetzen. Zu diesem
Zwecke kann eine Formel ausgeniitzt werden, die A. A. Tschuprow
vorgeschlagen hat.! Es besteht namlich, falls £y & 0, die Identitét

1_ 1 _y—FEy
y By y By
{(der Leser kann sich von ihrer Richtigkeit sofort iiberzeugen, wenn er
in der rechten Seite —%—i—ﬂ;l als Eiy 1 darstellt). Multipliziert man
beide Seiten dieser Identitit mit «, so erhalt man hieraus
® © w(y—FEy) o  x(y—Ey) 1

y By yEBy ~— Ey By ¥’

(34)

Setzt man hier in der rechten Seite an Stelle von %Wieder seinen Wert

aus (34) ein, so verwandelt sie sich in?

P_ e sw_By) (L y=By)_

y By By Ey yEBy
__® ws(y—FBy)  =y—Ey: 1 35
= Ey @y T @y oy o D

Setzt man im letzten Gliede rechts abermals an Stelle von % seinen Wert
aus (34), so erhdlt man:

® » z(y—Ey) + w(y—HEy)y z{y—EypP 1

v~ By  (Byp @yp EyP Ty
Wiederholt man diesen ProzeB (2¢— 1)mal, so ergibt sich hieraus
schlieBlich die Identitit

2t—1 ) .
x @ (=1 =z(y—Ey) % (y— By)?* 35a
By +ZZJ (By)i+t yagpe 0%
wobei zu bemerken ist, daB3 im letzten Gliede rechts der Quotient
_ 2t
W=By= ... ... (35D
(EBy)?!

bei beliebigen Werten von (y — By) und Ey positiv bleibt. Wenn wir

1 Vgl. A. A. Tschuprow: Zur Theorie der Stabilitét statistischer Reihen,
S. 289, ferner derselbe: Uber die mathematische Erwartung des Quotienten
usw., S.251ff.

2 Diese Identitdt gebraucht Mises in seiner Wahrscheinlichkeitsrechnung,
S. 68, zu einem #hnlichen Zwecke.
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jetzt annehmen, daB der Quotient 2 eine feste obere Schranke 4 und eine
ebensolche untere Schranke B besitzt, so daBl immer und in allen Fillen
A>2>p .. ... C e ... (36)
so werden wir nach Multiplikation mit dem immer positiven Quotienten '
(35b) die Ungleichung
Ay —EBy?* _ x@y—Ey? _ By—Ey?
Byt T y@Ey* T (By)?

erhalten, und ferner, wenn wir sie mit (35a) kombinieren, zu folgenden
Ungleichungen kommen:

@ x
el S
y = y+

Z(—l ‘z(y—Ey) | A(y—EBy?t

>
(Byyt! (By?t =

Z (—1 w(y—Ey) B(y—Ey**
'L+1 (Ey)2t

i=1

Zur mathematischen Erwartung iibergehend, erhalten wir mit Riick-
sicht auf (2a) und (4) hieraus folgendes Resultat, welches natiirlich an
die Bedingung gebunden ist, daB die statistische Wahrscheinlichkeit
des Wertes y = 0 gleich Null ist (vgl. oben 8. 179):

2t—1 R .
z () Blo(y—Byll | ABy—By® _ po. Ho
+Z (Ey)i+1 + (Ey)zt == y = Y +
M (— i E[z(y—By)] , BE(y—HBy?
— _ — e e 37
+Z (Ey)'i+1 + (Ey)2t ( )

Die praktische Anwendbarkeit dieser Formel hiingt davon ab, wie gro3
B2t
die Differenz zwischen A und B ist und wie klein anderseits E%»)ﬁ-]tl)——
Y

werden kann.
Es ist ndmlich durchaus nicht gesagt, daB letzterer Ausdruck bei
2 ¢ — oo gegen 0 geht. Wir werden z. B. unten im Kap. III, §3 und 7, die
sog. ,,normale Verteilung* behandeln. Fiir diese besteht die Beziehung:

Ey—Ey?*"=1.3.5.7....2t— 1) [E(y—Ey?f, . (38)
und wie klein auch der Quotient )
E(y—Eyy? 1
(Byr &
sei, der Ausdruck
Ey—Ey?* 1 3 5 1 2t—1

(Ey)2t kP k Kk k" k
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2t—1
k

schritten, so wird er wieder anfangen, unbegrenzt zuzunehmen, so

daB er bei 2t — oo ebenfalls gegen co geht. Es kommt hiufig vor, daB

% sich in den Schranken von O bis 4- 1 oder von —1 bis -+ 1 befindet;

in diesem Falle 1ift sich die Tschuprowsche Formel gut anwenden
und ergibt praktisch geniigend enge Grenzen. Um zu zeigen, welcher
Art die Ungleichungen sind, die aus ihr entstehen, wollen wir noch den
einfachsten (Misesschen) Fall untersuchen, der aus (35) abgeleitet wird.
Geht man hier nimlich zur mathematischen Erwartung iiber, so erhlt
man mit Riicksicht auf (36) das folgende Resultut:

wird nur so lange abnehmen, als

<1; ist diese Grenze iiber-

Bz B(y—Ey? E(zy)—EzEy = Ex
By (Ey)* (By) = Yy = Ey
E(y—Ey)P? E(xy)—EzHy
+ B @y (ByP (39)

Greift man jetzt auf (32) zuriick, so kommt man nach einigen einfachen
Umformungen zu einer etwas anderen Darstellungsweise desselben
Ungleichungssystems:

2Ex Ey— E(xy) ( By* ) o . 2BEzBy—E(xy)
N R
Ey?
—|-B<(Ey)2 1).. . . (39a)
Der praktische Wert der Ungleichungen (39) und (39a) hingt, abgesehen
B y?

von der Differenz 4 — B, noch davon ab, wie grof3 ist.

Eqy)2
AbschlieBend kénnen wir nur feststellen, dafl trétzyzﬂlen Naherungs-
formeln, die bisher abgeleitet worden sind, die Frage nach der mathemati-
schen Erwartung eines Quotienten zweier zufélliger Variablen immer
recht schwierig bleibt. Wenn man nicht direkt das Verteilungsgesetz

des Quotienten 2 ableiten kann, sollte man sich daher der Einfiithrung

derartig konstruierter MaBzahlen tunlichst enthalten. Ubrigens sei gleich
bemerkt, daf die Verteilungsgesetze einer Anzahl solcher Quotienten,
wie z. B. der Lexisschen Zahl @2, des Korrelationskoeffizienten u. dgl.,
bereits bekannt sind. Die Ableitung der meisten von diesen verdanken
wir Prof. R. A. Fisher und der von ihm gehandhabten geometrischen
Methode, welche von der Vorstellung eines n-dimensionalen Raumes
ausgeht.

8. Markoffsche Ungleichungen.

Wir schliefen unsere Ausfithrungen iiber die Methode der mathemati-
schen Erwartungen mit der Darstellung eines Satzes, der trotz seiner
auBerordentlichen Einfachheit von grofter theoretischer Bedeutung fiir
die gesamte mathematische Statistik ist und iiberall dort angewandt
werden kann, wo uns das Verteilungsgesetz der Variablen unbekannt
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bleibt. Dieser Satz wurde zuerst vom russischen Mathematiker A. A.
Markoff bewiesen, und zwar bezeichnete er ihn als Lemma, weil er
anfinglich nur dazu dienen sollte, die bekannte ,,Ungleichung von
Bienaimé-Tschebyscheff ! abzuleiten. In Wirklichkeit besitzt jedoch
»Markoffs Lemma‘ oder ,Markoffs Ungleichung® eine viel groBere
Tragweite, und es diirfte daher eher das Tschebyscheffsche Theorem
mit allen seinen Verallgemeinerungen als ein Sonderfall des Markoffschen
angesehen werden. Diesen Sachverhalt hat unseres Wissens zuerst
Bortkiewicz in seinen , Iterationen® klargelegt.

Wir werden hier die Markoffsche Ungleichung in einer solchen Form
ableiten, daB aus ihr alle jhre Verallgemeinerungen und Sonderfélle
sofort folgen. Diese Form entspricht nicht der Markoffschen, der Beweis
bewegt sich jedoch ganz in den von ihm gewiesenen Bahnen.?

Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange N und es sei angenommen,
daB ein gewisses Merkmal der Elemente derselben die positiven oder
negativen Werte

Ty, Ty, Tgy vonn, Ty
mit den absoluten Haufigkeiten
Ny, Mgy Mgy «vve, Ny

annehmen kénne, wobei

Dm=N. .. ... @
i=1

Laut Definition (§ 6) ist dieses Merkmal dann eine zuféllige Variable,
die wir fernerhin einfach mit  (ohne Index) bezeichnen werden. Wenn
wir von jedem der einzelnen Werte, die z iiberhaupt erhalten kann, eine
und dieselbe konstante positive oder negative GroBe z, abziehen, so wird
die Differenz z, — z, die absolute Héufigkeit »,, die Differenz z, — x,
die absolute Hé#ufigkeit n,, und iiberhaupt die Differenz x, — x, die
absolute Hiufigkeit n, besitzen. Es sei ferner vorausgesetzt, daf die
urspriingliche Reihe der « derart gruppiert ist, daf

0= |2 — 2| S|y — 2| Sag— 2| = ovos |2y — ), - (2)

wobei die senkrechten Striche wiederum bedeuten, daBl jede Differenz
nach ihrem absoluten Werte, d. h. positiv genommen wird. Erhebt man

1 A.A.Markoff: Wahrscheinlichkeitsrechnung, 4. posthume Aufl.,
S. 92. Moskau 1924: ,,Wir verbinden mit dieser bemerkenswerten und ein-
fachen Ungleichung zwei Namen, Bienaimé und Tschebyscheff, aus dem
Grunde, weil sie von Tschebyscheff klar ausgesprochen und bewiesen
wurde, Bienaimé jedoch viel frither auf den Grundgedanken des Beweises
hingewiesen hat, in dessen Memoire ,Considérations & ’appui de la découverte
de Laplace sur la loi de probabilité dans la méthode des moindres carrés
(Compt. rend. XXXVII, 1853, Journ. de Liouv., 2¢ série, XII, 1867) man
auch die Ungleichung selbst finden kann, aber nur durch gewisse zusétzliche
Annahmen begrenzt.‘

2 Ziemlich #hnlich bei A. Guldberg: Uber Markoffs Ungleichung. Metron,
Vol. ITI, Nr.1, S.3—5, 1923.
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jetzt jede von diesen Differenzen in eine beliebige positive Potenz s,
wobei s > 1, so erhélt man das neue Ungleichungssystem:

0= |2 — 2y f S |ma— 2 S|— %[ =< oo S|Zm—2[. - (3)
Die absoluten Hiufigkeiten dieser neuen Ausdriicke bleiben offenbar
die alten: ny, ny, Rg, « ..., Byt

Wir wihlen jetzt eine beliebige positive Zahl a, die gréBer als |2, — x|
und kleiner als | z,, — %,/ ist. Es sei z. B. angenommen, da8

|2 — o] S @ <|Tpp1— X - - - . - .o 3
Hieraus folgt, daB auch '
|2e— 2 * S @’ <|@pyy—m. - . . .. . (3a)

sein muB. Mit Riicksicht auf diese Ungleichung kénnen wir die gewogene
Summe der Ausdriicke (3) wie folgt darstellen:

m k m
Zni |; — o[ =2ni|wi—x01‘ +Z”" |, — |,
i=1 i=1

i=k+1
wobei in der ersten Summe der rechten Seite alle Potenzenwerte |z, — ,|*
nicht gréBer als of und in der zweiten gréBer als o’ sein werden.

Ersetzen wir sie in der letzteren durch a®, so wird hierdurch die zweite
Summe der rechten Seite kleiner, da ja ihre Summanden positiv sind,
und wir erhalten die Ungleichung

m k m
_5_ nilwi—‘xols> z;niix,-—wof—l—a” 2 ;.
i=1 i=1

i=k+1

Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch a’N, so ergibt sich
hieraus

m k m
2’"@'1’%""%13 . 2”%’[%"‘%” 2’”'1'
1 i=1 i=1 i=k+1
P ") ¥ Ty - @
Nun ist aber
m
2
i=k+1 _ Mgt M+ 2 Pr+s Tom,_
N - N + N + N +o N

gleich der Summe der relativen Héufigkeiten aller jener | 2; — #, |, die groier
alsa sind, d. h. gleich der totalen relativen Haufigkeit aller |x;,— x,|>a.
Wir wollen diese relative Hiufigkeit durch das Symbol

P'{|x; — x| >a}

1 Ist s eine ganze und dabei gerade Zahl, so wird natiirlich |m;—x,!® =

= (#;— x,)* sein, denn auch eine negative Differenz ergibt bei geradem s
eine positive Potenz.
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bezeichnen. Anderseits wiirde
P’{] r,— | = a,}
die totale relative Haufigkeit aller jener |x; — x| bedeuten, die nicht groBer
als ¢ sind. Und da nach dem Additionssatz von § 2, Kap. I offenbar
P’{l xi—xol>a} + P’{l ;. — g | ga} =1,
so folgt daraus, daB

m
1 '
W—Zn,~=1——P{|xi——x0|éa} e e e (5)
i=k+1
ist. Die Ungleichung |x; — &,] =< a kann iibrigens auch in der mehr
entwickelten Form
—a=Sw,—x=-+a

dargestellt werden. Somit kénnen wir an Stelle von (5) auch die Gleichung

m
—JIVZni::l—P’{———aéxi——-xoéa} .. .. (Ba)
i=k+1

setzen, und Formel (4) verwandelt si¢ch dann in

m k
Znilmi—“wots 2”i|mi—"m0|s
i=1

1 1 i=1 ,
o N Z N +1—P{—a<a—z<a},
woraus
.
1 Zni|xi—:v0["
/ i=1
}){‘”“éixi““xOSi“}:>1—“';;‘““——*—jr~——~—-+
E
) 2 n | w—
I N e
Yoat N (6)
und a fortiori
m
1 n;| o, — @ *
/ i=1 /1
P{—aéxi—xoéa}>l_—?.—N_ LM

folgt. Formeln (6) und (7) bilden die Matrix, aus welcher sich nicht nur
die urspriinglichen Theoreme von Tschebyscheff und Markoff,
sondern auch ihre Verallgemeinerungen unmittelbar ergeben. Wir lassen
hier einige von diesen Formeln folgen (ihre theoretische Ausbeute bildet
den Gegenstand des nichsten Kapitels). Setzt man in (7):

m
N Z’MWH
1

:1:0:0, 821, (I/Ztii'N—,



8. Markoffsche Ungleichungen. 191

80 erhilt man unmittelbar:

m m ]

;| @ | an'l%l )
’ t=1 i=1

Nimmt man nun an, daf die gegebene Gesamtheit eine Gesamtheit
hoherer Ordnung ist, die nur positive Werte von x enthélt, so ist offenbar

m
%«ZnAx,I:E’w und
i=1
P{—tBo<z<+1Ba}>l—7p ... ... (8
(der Akzent bei P verschwindet, da wir es jetzt mit einer statistischen

Wabhrscheinlichkeit zu tun haben). Dies ist die urspriingliche Form von
,sMarkoffs Lemma‘. Setzt man aber

m
Zni]mi—wo|

zo= M, (=Medianwert), s=1, E—I——N— = 0 (= durchschnitt-
liche Abweichung), @ = ¢4, so erhélt man ganz ebenso
Pl—td<w,— M, < +t8} > 1—% )

Nimmt man wiederum an, daB die Gesamtheit eine Gesamtheit héherer
Ordnung sei, bei welcher es sich nicht um relative Haufigkeiten, sondern
um statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, und setzt

m
zo=FEx, s =2, %fZni(xi——ExY:yZ:E(x—Ex)Z, a=t | ts,
i=1
8o ergibt sich
P{—tV,Zéxi—Exé+tl/;Tg}>l—tiz. . . (0)

(Bortkiewicz’ Fassung des Markoffschern Theorems, welches jetzt
gewohnlich als Tschebyscheffs Ungleichung bezeichnet wird, was
eigentlich nicht ganz korrekt ist.?)

1 Vgl. Bortkiewicz: Iterationen, S.37. Tschebyscheffs Ungleichung
(P.L.de Tchébycheff: Des valeurs moyennes. Journ. de mathématiques
pures et appliquées publié par J. Liouville, Tome XTI, 8. 177—184, Paris 1867)

1
besagte eigentlich, daf 1 -5 kleiner als die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB

z+y+2+.... —Bo—Ey—FEz—.... <

<tVER+ Ey*+ Ee*+ .... — (Bu) — (By)2—(Be)>— ...
Dieser Satz ist eine Kombination des Markoffschen Theorems mit einem
Theorem iiber die mittlere quadratische Abweichung einer Summe gegen-

seitig unabhingiger Variablen, das wir bereits oben in Formel (13a) des § 4
abgeleitet haben.
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Setzt man tiberhaupt
1 v —
xy = Bz, —JVZnilx,-—E’ml*’:y,s] =E|z,—Ex* und a =1t} p,,
i=1
so ergibt sich
s s i
Pl—tVmy <zi—Be <+ t)mo} >1——, - . (D)

A. Guldbergs erste Verallgemeinerung.! Und wenn man

= tl//‘m
setzt, so erhdlt man Prof. Guldbergs zweite Verallgemeinerung:

7 r__ 5——\$
P{—: ,uméxi—E’xé-|—t]/,u,,|}>l—%<¥’%’—i>. . (12)

Mgl
Nimmt man an, es sei in (12) s = 2 k, r =2, so ergibt sich hieraus die
Formel von K. Pearson?:

— 1 [ Mg
Pl—tYm<o;—Ba < + 1)/ py} >1 ——?E(M—’Q’ - (13)
bei anderen Substitutionen erhalten wir die Formeln von Lurquin,
Cantelli usw.3

Weitere Verallgemeinerungen, die aber gleichzeitig gewisse Ein-
engungen des Problems bedeuten, ergeben sich, wenn man gewisse zu-
sitzliche Annahmen iiber den Charakter der Reihen der x und der »
einfiithrt, z. B. da8 die eine konvex und die andere konkav ist. Dann ist
es moglich, unter Hinzusetzung des Erginzungsgliedes von (6) oder auch
ohne dieses, die untere Grenze von P noch etwas zu erhthen. Bemerkens-
werte Resultate haben in dieser Beziehung Meidell,* B. H. Camp,’

1 Alf Guldberg: Uber ein Theorem von Tchebycheff. Skand. Aktuarie-
tidskrift 1922; derselbe: Sur quelques inégalités dans le calcul des pro-
babilités (Compt. rend. usw., T. 175, S. 1382, Paris 1922); derselbe: Sur
un théoréme de M. Markoff (ibidem, S. 679); derselbe: Sur le théoréme de
M. Tchebycheff (ibidem, S. 418). Vgl. ferner auch Mazurkiewicz: O pewnej
nowej formie nogélnienia twerdzenia Bernoulliego (Wiadomosci Aktuarjalne,
1922), polnisch.

2 Karl Pearson: On generalised Tchebycheff Theorems in the Mathe-
matical Theory of Statistics. Biometrika, Vol. XII, S.284—296, 1918/19,

3 Constant Lurquin: Sur le critérium de Tchebycheff. Compt. rend. etc.,
T. 175, S. 681, 1922. Cantelli: Rendiconti delle Reale Academia dei Lincei,
1916.

¢ Birger Meidell: Sur une probléme de calcul des probabilités et les
statistiques mathématiques. Compt. rend. etc., T.175, S. 263, 1922, und ,,Sur
la probabilité des erreurs‘, ibidem, T. 176, S. 280, 1923.

5 B.H.Camp: A new Generalization of Tchebycheff’s statistical Ine-

quality. Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. XXVIIT,
S. 427—432.
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Seimatsu Narumi® u. a. erreicht.? IThre Ausfithrungen kénnen jedoch
allein mit den Mitteln der elementaren Algebra nicht dargestellt werden,
und wir wollen daher hier nur Kenntnis von ihrer Existenz nehmen.

Drittes Kapitel.

Der direkte und der umgekehrte (inverse) Schluf3
in der heterograden Theorie.

1. Einleitendes.

Ehe wir unsere Darstellung beginnen, glauben wir nochmals die Auf-
merksamkeit des Lesers darauf lenken zu miissen, dafB3 die statistischen
Gesamtheiten, mit denen es die heterograde Theorie zu tun bekommt,
unvergleichlich bunter und komplizierter sind als diejenigen, die in der
homograden Theorie auftreten. Vom Standpunkte des Mathematikers

bestehen ja die letzteren nur aus Nullen und Einsen, die in der Proportion

—%—:p und N—l\;M —gq miteinander vermengt sind (vgl. oben § 2,

Kap. II), wihrend die ersteren aus beliebigen, positiven oder negativen
ganzen oder nicht ganzen Zahlen bestehen konnen, irrationale Zahlen
durchaus nicht ausgeschlossen. Es wird hieraus ersichtlich, dafl auch die
Satze, welche verschiedene allgemeine Beziehungen zwischen solchen
Gesamtheiten ausdriicken, einerseits viel komplizierter und anderseits
viel unbestimmter sein miissen. Wenn man im Falle der homograden
Gesamtheiten eigentlich mit den Quotienten » und »’ auskommen und
alle tibrigen sonst auftretenden statistischen Parameter einfach als Funk-
tionen von p, p’, N und » darstellen kann, so hat man es bei den hetero-
graden statistischen Gesamtheiten mit einer unendlichen Folge von
statistischen Parametern zu tun: die Reihe der m;, der y;, der Produkt-
momente, der Semiinvarianten, der Kumulanten wusw. (vgl. oben
Kap. 11, §5). Und solange man iiber den Charakter des Verteilungs-
gesetzes der zufilligen Variablen keine zusétzlichen Annahmen macht,
kann die Stelle des genauen Binomialsatzes (Kap. I § 3) und der ange-
niherten Exponentialsitze von De Moivre-Laplace (Kap. I, § 4—6)
und Poisson (Kap. I, § 12) nur die Markoffsche verallgemeinerte Un-
gleichung einnehmen (Kap. II, § 8), welche jedoch, wie wir spéter sehen
werden, eine viel grofere Variationsbreite fiir die betreffenden Wahr-
scheinlichkeiten zuldBt und in dieser Hinsicht bedeutend weniger vor-

1 Seimatsu Narumi: On further inequalities with possible application to
problems in the Theory of Probability. Biometrika, Vol. XV, 8. 245—253,
1923.

2 Vgl. hierzu noch Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.61—73;
R.Frisch: Sur les semi-invariants et moments employés dans 1’étude des
distributions statistiques, Oslo 1926 (Det Norske Videnskabs-Akademis
Skrifter, IT, Nr. 3), und J. F. Steffensen: On the Sum or Integral of the
Product of two Functions. Skandinavisk Aktuarietidskrift. Uppsala 1927.

Anderson, Statistik, 13
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teilhaft ist. Will man das Verteilungsgesetz der statistischen Gesamtheit
genauer prizisieren, so bewirkt gerade ihre Variabilitit, daB je nach den
konkreten Umstéinden eine sehr groBe Zahl von Niherungsformeln an-
gewandt werden kann und daB es, wie sich herausstellt, unter diesen keine
einzige gibt, die in der Praxis auf alle Fille passen wiirde, denn Formeln,
die das Verteilungsgesetz durch eine unendliche Folge von statistischen
Parametern darstellen, sind nur vom abstrakt mathematischen und nicht
vom praktisch-statistischen Standpunkt als ,Losungen‘ aufzufassen.

Aus unseren weiteren Ausfithrungen wird sich ergeben, daf jener
Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit, auf welchem wir die homo-
grade Theorie aufbauten, auch auf die heterograde Theorie verallgemeinert
werden kann, und daf man hier ebenfalls ohne die tieferen Auffassungen
von Kries, Mises oder Keynes auskommen kann. Wie wir bereits
einmal erwihnt haben, harmoniert unsere Auffassung am besten mit jener,
die in Frankreich durch L. March? vertreten wird, obgleich wir uns seiner
Theorie durchaus nicht in allen Stiicken anschlieBen kénnen.

2. Arithmetisches Mittel und Streuung.

Gegeben sei eine statistische Gesamtheit vom Umfange N, deren
Elemente nach dem Merkmale 2 gemessen werden:

Ty, Xy, Ly, Lgy eveey Tyge o 0 o 0 o 0 o o (1)

Die Zahlen sind beliebig, es kénnen auch mehrere x denselben Wert
besitzen. Aus dieser Gesamtheit wird — auf beliebige Weise — eine Stich-
probe,d.h.eine Gesamtheit niederer Ordnung, vom Umfange n entnommen,
und es wird gefragt, wie sich das arithmetische Mittel und die Streuung der
letzteren durch jene der ersteren ausdriicken lassen.

Fiir die Gesamtheit héherer Ordnung gelten, wie wir bereits wissen
(vgl. Kap. II, § 7, S. 170), die folgenden Bezeichnungen:

1w 1w 1w ]
FZCQ:EZ, WZ:&#:E'xz, W—Z(x,——Em)z =
i=1 i=1 i=1

; @

= %7— 42— (B =E(@—Ex)?=E»»*—(Ex 2=,uz.J
i=1

Das Quadrat der Summe aller z, die in (1) enthalten sind:

N o\2
(Z%) =(NExP=(x1+ 2o+ s+ 24+t - - - +2y) (B3 o+ 25+ Ty + - . . +2y),
i=1

1 Vgl. L. March: L’analyse de la variabilité, Metron VI; ferner z. B.
T. Jerneman: On the Substitution of constants in Sampling formulae with
special reference to the theory of the too small values. Nordic Statistical
Journal, Vol. 3, S. 85—112. Stockholm 1931. Beide Autoren, insbesondere
Jerneman, ignorieren fast ganz ihre Vorginger.
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148t sich nach den Regeln der elementaren Algebra wie folgt entwickeln:

@ + 22, + 2125 F 212, ... T2+

F 2% + 22 X%y F 2Ty . BTyt
Y N [ mws 2% + 2 t @z .. wpayt

< x,) =1t @12y + 20y + 2 22 .o agaytp o G)

R TR 2 e e 2 2 o P S R N N 2

Die Anzahl der Glieder in der rechten Seite ist N2, und da in jeder Zeile
je ein Glied vom Typus x? auftritt, so ist deren Zahl gleich N, und die
Zahl der iibrigen Produkte, vom Typus z; ;, ist offenbar gleich N2 — N =
= N (N —1). Hierbei ist noch zu beachten, da§ die Quadrate z,2, z,2, 2,

.. xx? auf einer Diagonale liegen, die das ganze quadratische Schema,
der Produkte in zwei symmetrische Halften mit ganz gleicher Zusammen-
setzung teilt. Somit kommt in der Entwicklung von (3) jedes einzelne
Produkt z; x; genau zweimal vor. In der uns bereits bekannten Sym-
bolik des §7 Kap. 1T kénnen wir (3) auch wie folgt ausdriicken :

N \2 N N
Nz(E’x)2=<Zwi> =Zwi2—}—22xixj, N )]
i=1 i=1 i=1 ji

wobei die Doppelsumme der rechten Seite aus N (N — 1) Summanden
besteht und natiirlich § nicht gleich ¢ sein darf, was eben das Symbol
j % ¢ unter dem zweiten Summenzeichen auszudriicken hat. Dividiert
man nun beide Seiten der Gleichung (4) durch N (N — 1) und fiihrt
hierbei die Bezeichnung ein

N
1 . .
YV—W—:HZZ%%:EWZ-xi,(?,:{:y), o« e e . (5)
i=1 ji
g0 erhilt man ferner:
N 1 .
ﬁ(Ewy:N_lez—]—szxj, (Z+7) . . . . (6)
und hieraus, mit Riicksicht auf (2)
. N 1
By oy =5— B — 5 e + BaP] = Ba)— 22—, . (D)

oder auch?:
Ewixj-——(Ex)2=—T’u_2Tl—, G ... .. (72)

Wenn man einer Gesamtheit vom Umfang N eine Stichprobe von = Ele-
menten «; ,,ohne Zuriicklegen® entnimmt, so kénnen sich letztere, wie

1 A, A. Tschuprow leitet diese Formel aus seiner Definition der ,,uni-
formen Reihen* ab (vgl. seine Abhandlung ,,Zur Theorie der Stabilitit
statistischer Reihen‘, Skandinavisk Aktuarietidskrift, S. 216—219, 1918), wo-

18*
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wir bereits wissen (vgl. Kap. I, § 3), in N (VN —1) (N —2) (N —3)...
N—n+41l)= N' F=myT verschiedenen Weisen kombinieren, und diese

Kombinationen kon.nen ihrerseits als Elemente einer Gesamtheit noch

S aufgefalBt werden. Betrachtet

man aber nur eine gewisse Stichprobe vom Umfange n, so 148t sich fiir
sie auf ganz dieselbe Weise, wie oben fiir (4), die Bezichung

( xz) me—l—Zme, N )]
i=1

il=143=7]

hoherer Ordnung vom Umfange {

ableiten, wobei die Doppelsumme der rechten Seite aus n (n —1)
Gliedern besteht und jede gegebene XKombination x; z; ebenfalls
genau zweimal auftreten wird. Es ist selbstverstdndlich, daf die ein-
zelnen Werte von # in dieser Formel wohl alle aus derselben Gesamtheit
héherer Ordnung vom Umfange N ,,ohne Zuriicklegen® entnommen
worden sind, keineswegs aber mit den n ersten Werten der Reihe (1)
identifiziert werden kénnen. Um dies anzudeuten, haben wir nach dem
Vorschlage von L. Isserlis! iiber jedem x; der Stichprobe einen Punkt
gesetzt, um es von z; in der Reihe (1) gleich unterscheiden zu kénnen.
Die Anzahl solcher Gleichungen, die nach dem Muster von (8) aufgestellt
werden, ist offenbar gleich der Zahl der Stichproben vom Umfange =,

d. h. gleich ———— (N %)'
zum Ausdruck:

n \2
S(Saf- (S| (Z Zas) - o
i=1 =171
Und als Ergebnis der vollstindigen Symmetrie aller Elemente in (4), (8)

und (9) stellt es sich hierbei heraus, daB in jedem der einzelnen Summen-
ausdriicke von (9) jedes bestimmte «; aus der Reihe (1), oder 22 oder auch

Summiert man sie alle gliedweise, so kommt man

bei er zuerst die Beziehungen B %, 2y = BEay @y =. ... = Ba; 2,1 = Ex;x;, (i F §)

nachweist. Betrachtet man jedoch seine Formeln genauer, so bemerkt man,

daB sie im Nenner das Produkt N (N —1) aufweisen, d. h. sich auf alle iiber-

haupt moglichen Kombinationen von »; und w; beziehen. Und aus ihnen
N—1

D)@ %;41, welchen
il

folgt jedenfalls nicht, daf3 z.B. der Ausdruck N1
3

man auch als Fx;x,, , auffassen kénnte, dem Ausdruck Y _—3 2 Ty Xy4 05
t=1

der als Ewx;x;., angesehen werden konnte, gleich sein miisse. Man vermag
sogar unschwer den Beweis zu erbringen, daf3 dies nicht der Fall ist.

1 L.Isserlis: On the Moment Distributions of Moments in the Case of
Samples Drawn from & Limited Universe (Proceed. of the Roy. Soc., A,
Vol. 131, 1931), S. 587.
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x; ;, genau gleich haufig auftreten wird. Und dies hat wiederum zur

N divi-

Folge, daBl man, wenn man die Gleichung (9) gliedweise durch =1

diert, durchwegs mathematische Erwartungen erhilt:

n 2 n n
E( x) == E( a'c,.2> + E(ZZw xj>
i=1 i=1 i=1ji

und mit Riicksicht auf den Additionssatz des § 7 Kap. IT (8. 172) ergibt sich
hieraus ferner!:

n 2
E( xl) =nEBa?+n(n—D)Exx;, if§7) . . . (10)
i=1

Der allgemeine Beweis dieses Satzes diirfte fiir den mathematischen
Laien etwas zu schwer sein, da die Beziehungen, mit welchen man es hier
zu tun bekommt, oblgeich sie vollkommen elementar sind, doch recht
verwickelt werden; es wird ihnen nur jener leicht folgen konnen, der
bereits eine ausgearbeitete mathematische Abstraktionsgabe besitzt.
Um aber wenigstens eine gewisse Vorstellung zu geben, worum es sich
eigentlich handelt, wollen wir hier den Fall von N =5 und n = 3 aus-
fiihrlich durchrechnen. Es sei uns also die Reihe
Ty, Tgy T3, Ty, Xy
gegeben. Es ist dann

T+ @y @y + Ty Ty + Ty 2y Ty ¥+
5 \2 + 2y @+ T2t BTyt Ty Ty A+ B X5+
< >= F 223t Ty + TP F Xyt Xy =
g + @y 2+ By g+ Ty X+ 2L A Ty ¥t
+x1w5+x2x5+x3x5+x4x5+x5

—Zx 2 +22xix, =5Ea2+ 20E z; x;, (i ¥ 7).
i=1 i=1j31i
Die Anzahl der Stichproben vom Umfange 3, die man emer Gesamtheit

=1

vom Umfange 5 ohne Zuriicklegen entnehmen kann, 1st -=5.4.3=

= 60, und zwar kénnen diese Stichproben aus obigem Schema dadurch
abgeleitet werden, daB man die Diagonale (die Quadrate) streicht (das-
selbe Element kann ja nicht der Gesamtheit héherer Ordnung zweimal
entnommen werden) und dann die iibrigen Produkte zuerst mit z; und
dann sukzessive mit x,, &3, #, und x5 multipliziert (richtiger: verbindet),
wobei man fiir jede der so erhaltenen Gruppen je eine Zeile und je eine
Kolumne streichen muB, welche Quadrate derselben Zahlen enthalten.
Man kommt dann zu folgenden Ergebnissen:

1 Vgl. oben Formel (5). Hier, wie auch weiter unten, bedeutet F x; x; die
mathematische Erwartung des Produkts «; x;; es ist also B x; x; = F (x; ;).
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Gruppe 1 Gruppe IT
* * * * * * K R Xk B TpTy T1TpTs
* Xy TyTy Ty TaTy Bp Ly Ty * 0% * * *
*mymemwy ¥ Ty T3y ByTg®y By Ty dg * BTy Ty
* X, Xy, Ty Xy ¥R Xy By XLy Xy F maywy Xo Ly Ty,
¥ @y Lo Ly Xy XXy Ty Ty T * Ty XLy * TyXgly ToXy Xy *
Gruppe IIT ¢ Gruppe IV
O m By * 2y Wy T T3 T OB ®exy X Tey F w3,
T Ly Lg TR mmaky T3y B Texy  F X,xexy K myz,wg
* * Ok * * Ty Lg%y ToXsly * ¥ Tk, X
Ty L3y TyXgly * S N I * * * ok
T35 Toa®s * T3, Ts * T1XyT5 BBy Xy TTys * *
Gruppe V
* X1 XoTy Ty T3Ly T TyTy *
Z1To5 * TyT3Ty TyTy@; *
X T3y LeLg¥y * TyXy Xy *
T1T4%T5  Lalyls T3Tyy * *
* * * * *

Jede Gruppe enthélt 3 X 4 = 12 ,, Komplexionen*, wie der technische
Ausdruck aus der Theorie der Kombinatorik lautet, und da die Anzahl
der Gruppen 5 ist, so verfiigen wir in der Tat im Ganzen iiber 12 X 5 = 60
solcher ,,Komplexionen®‘. Im Falle mit Zuriicklegen wiirden auch an Stelle
der Sternchen ebenfalls Komplexionen (mit Wiederholungen) stehen,
und ihre Anzahl wire dann 5 X 5 X § = 5% = 125, Zihlen wir jetzt,
wie oft dieselben Kombinationen von Buchstaben (Indizes) asuftreten,
so stellt es sich heraus, da8 dies in jeder Gruppe zweimal geschieht und da8
sich immer je 3 Gruppen vorfinden, die dieselben Komplexionspaare
aufweisen: einem jeden x; entspricht ja seine eigene Gruppe, in welcher

es in allen Komplexionen vorkommt. Somit treten die =10 mog-

51
213!
lichen Kombinationen ohne Wiederholungen:
Ty Ty Ty, X1,Xg Ly, T1 Ty Ts, Xy Xy Ty, Ty L3 Xy
Ty Ty T55, Ty Xg Xy, To Ty Ty, XLy Xy Ly, Tz Ty Ty
je sechsmal auf. Betrachtet man jede von diesen zehn Kombinationen
als Summe und erhebt man sie ins Quadrat, so kommt man zu folgenden
Ausdriicken:
(21 + 24 + x5
(% + %o + 24)?
(%1 + %5 -+ x5)?
(%1 + 25 + xy)?
(%1 + %3 -+ 5)
(%) + %4 + 5)
(g + 25+ 24)?

TP A 2P+ 2l - 22, %+ 2% X5+ 27, 75
224wl 2l 2m 2, + 2% 2, -+ 22,2,
24wl vl 22wy + 22 X5+ 2 2, %
P+ 2+ 2l + 23 23+ 2% %+ 2732,
TP+ 2P 4 2+ 2wy w3+ 2@ w5+ 2 w5 @
el rlt P+ 22, 0,4 2%, x5+ 2 %,y x5
@+ w0 + 2P+ 2@y w5+ 22, Ty + 235 %,
(g + 3+ 5 = 2 + € + &2 + 2 2y 73 + 2 @y %5+ 2 T3 %5
(T4 2y + 2P =22 + 22+ 2+ 22y 4y + 22, T+ 274 75
(g + xy+ 2P =+ 22+ o+ 2230, + 2325+ 22, 25

1 O

I
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Und summiert man jetzt diese 10 Gleichungen kolumnenweise, so ergibt
sich aus ihnen, wenn man die Resultate noch mit 6 multipliziert, um
wieder auf die Zahl 60 zu kommen:

3 \2
Z( -”Uz> =36 ()% + ® + 2* + 2% + 25?) + 18 2wy 4y + 2wy 25 +
i=1

+ 22,24+ 22, 05+ 20903+ 20924+ 200 25+ 2032y +- 225 5+ 24 255). . (11)
3 \2 :
Z(Z #; | ist die Summe aller iiberhaupt méglichen 60 Quadrate der

i=1
Summen zu 3 Elementen aus 5 im Falle ohne Zuriicklegen. Man kann also

setzen. Es ist ferner aus der Definition der mathematischen Erwartung
in Kap. IT, § 7, Formel (1c) ersichtlich, daB

v+ wl+ 2’ + 2l + 2 =5Ea?
und daB die Summe in der letzten Klammer der rechten Seite von (11),

die aus 10 X 2 = 20 Summanden besteht, mit 20 E x; z;, (¢ % 5), be-
zeichnet werden kann. Somit ergibt sich:

3 2

60E<2‘5ci) =180 E 22 + 360 Ex; z;, (3 +7),
t=1

oder

38 2
E( xz> =3Ea*+ 6Ex;x;, (i7).
i=1
Es ist jedoch bei uns # = 8 und daher 6 = n (»n — 1); somit haben wir
in der Tat fiir den Fall N = 5 und » = 3 die Richtigkeit der Formel (10)
nachgewiesen.

Dividiert man (10) durch %2, so erhélt man ferner:

n
S
E i=1 — sz + ’n;l Exz‘xj, (T’zi:j);

n n

und mit Riicksicht auf (7) und (2):
n -
g
2 B x?

o N . [(Ex

n n

2

2

N— —
= (B + oy ta= (Ex)—}—(l—%_%)‘%“.. .. (12)



200 ITL. Kap. Der direkte und der umgekehrte SchluB.

Es ist auBerdem bekannt (vgl. oben Kap. IT, § 4, Formel 7), daB

n n n 2
1 . — 1 . 1 .
ry E(wz.———a:)2=—1; 2 acﬁ—-—(i E x¢>. ce e (13)
i=1 i=1 i=1

Wenn man nun, um eine gréBere Symmetrie der Formeln zu erhalten,
das Symbol

n

’ 1 . —

”2,(n)=%2 (x,—m)? e e e e o (19)
i=1

einfiihrt' und auch hier zur mathematischen Erwartung fiir eine Gesamt-
!
heit héherer Ordnung vom Umfange ~(N—li——, tbergeht, so erhilt man,

n)
mit Riicksicht auf (12) und (13):

n
’ 1 . y N—
Ev's,m= %—E.A‘;xih—(Em)z-—__.«n(N_nl) o =
= .
N—mn N—n
=EF—Bef — gy = e = e
N —1
:T__l.l”_n__.uz. ... (15)
Hieraus folgt, da umgekehrt
N—1 ,
=" ey BV m =
(&, —m)? 2 (#;— %)
N—1 i=1 1)\ i=1
=g I £=E{(1—T>—m—. .. (18)

Und ist V— oo, was, wie wir wissen, dem Falle ,,mit Zuriicklegen‘ gleich-
kommt, so ergibt sich hieraus einfach:

n
2 (&, —%)?

BIEZ L, ... ... (16a)

n—1

1 Dies ist das Symbol, welches Tschuprow in seiner Untersuchung ,,On
the mathematical expectation of the moments of frequency distributions*
(Biometrika, Vol. XTI u. XIII, 1918—1921) anwendet (vgl. Biometrika,
Vol. XTI, Nr. 3 u. 4, S. 187, Formel (9), 1919), wobei zu beriicksichtigen ist,
daB Tschuprows N unserem » entspricht. In der Fortsetzung derselben
Untersuchung, die unter dem Namen ,,On the mathematical expectation of
the moments of frequency distributions in the case of correlated observations
in Metron, Vol II, Nr. 3 u. 4, 1929, erschien, wird auf S. 48 hierfiir die Be-
zeichnung |2, n] gebraucht, die auf eine Formel von S.292 (Biometrika,
Vol. XTIT) zuriickgeht und eigentlich einer etwas anderen Anfangskonstruk-
tion entspricht, bei welcher jede der GroSen x; ihrem eigenen Verteilungs-
gesetze folgt (vgl. daselbst S. 283).
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(Dieses Resultat kann auch unschwer durch direkte Rechnung ermittelt
werden.)

Wir haben somit festgestellt, daB sowohl im Falle ,,ohne Zuriicklegen
als auch im Falle ,,mit Zuriicklegen® u,, die Streuung der Gesamtheit
hoherer Ordnung, nicht der mathematischen Erwartung von g, ), der
Streuung der Stichprobe, sondern der mathematischen Erwartung einer
etwas anderen Mafzahl gleichkommt.

Betrachten wir jetzt ein anderes, etwas komplizierteres Problem. Aus
derselben Gesamtheit vom Umfange N werden mehrmals nacheinander
je n Elemente ,,ohne Zurticklegen® entnommen und jedesmal das arith-
metische Mittel des Merkmales = (d. h. der zufilligen Variablen) in der
Stichprobe berechnet. Gefragt wird nach der Streuung dieser GréBen,
d. h. nach dem Werte von

it __gi=t fooe e D

Mo my = n P

Wenn wir von einer mathematischen Erwartung sprechen, so miissen wir
sofort auch jene Gesamtheit héherer Ordnung angeben, auf die sich die
mathematische Erwartung bezieht: sonst haben unsere Ausfithrungen
iiberhaupt keinen statistischen Sinn. Es sei also angenommen, dafl in
unserem Falle die mathematische Erwartung wiederum den betreffenden
arithmetischen Durchschnitt in jener Gesamtheit hoherer Ordnung vom

Umfange (N'N' W)
moglichen Gruppierungen zu n aus N ohne Zuriicklegen bilden. Wenn

wir auf diesen Fall Satz I des § 7, Kap. II, anwenden, so konnen wir
wiederum schreiben :

bedeutet, die entsteht, wenn wir alle iiberhaupt

2

ﬂ' n. n' n.
in 2% Zwi sz

2

~ ~ = ~
po, o =B\~ —[—2°5 —E*= — 4 \E-= =
n 2 n o 2
i) 2
=B ‘j — E“j e . (18)

Es ist nun nach dem Additionssatz von Kap. IT, § 7:

Zm

E-

n
—EZx_ = DBy =—Baz=Ea. . . (19)
i=1

Und greift man noch auf Formel (12) zuriick, so verwandelt sich (18) in:

{gx,_E[ S s
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Diese wichtige Formel, die eine der Grundformeln der Stichproben-
methode ist, scheint zuerst von K. Pearson angegeben worden zu sein.!

Nimmt man jetzt an, daB, bei endlichem 7, N — oo, so erhilt man aus
(20) fiir den Fall ,,ohne Zuriicklegen* die einfache Beziehung:

,uz,(n)=~%’—. e e e e v e v . . (20a)

Die Formeln (15), (16) (16a) und (20) haben auch fiir die homograde Theorie
gewisse Bedeutung. Wir wissen bereits, daB man jede Formel der hetero-
graden Theorie in eine solche der homograden Theorie verwandeln kann,
wenn man nur gnnimmt, die zuféllige Variable 2 kdnne {iberhaupt nur
2 Werte, 1 und 0, mit den relativen Héiufigkeiten p’" und ¢, bzw. mit den
statistischen Wahrscheinlichkeiten p und ¢, annehmen. Es sei also ange-
nommen, daf die Gesamtheit hoherer Ordnung aus N Elementen besteht,
von denen M das Merkmal 1 und N — M das Merkmal 0 besitzen. Es ist

dann offenbar p = % und
Ex =p.1 +q.0 =p,
Ea=p.124q.02 =p,
und iiberhaupt:
Edt=p. "L q.0=p... ... ... (20
Man hat ferner:
pr=Ex?— (BaP=p—pP=p(l—p)=pg . .. (22)
Anderseits ist aber

n
2@
22 =™ — ' [vgl. oben Kap. I, § 11, Formel (8), 8. 113] . (23)

n n o

und

1 Vgl. L. Isserlis: On the Conditions under which the ,,Probable Errors‘
of Frequency Distributions have a real significance, Proceed. of the Roy. Soc.,
A, Vol. 92, 8. 23—41, 1915; derselbe: On the Value of a Mean as Calculated
from a Sample, Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. LXXXT, Part 1,
S. 75—81, January 1918; G.Mortara: Elementi di Statistica, S. 356, Roma
1917; A. A.Tschuprow: Zur Theorie der Stabilitdt statistischer Reihen,
S.219; S. 8. Kohn: Zur Frage der Anwendung der Stichprobenmethode auf
die Aufarbeitung landwirtschaftlicher Erhebungen, Petrograd 1917 (offizielle
Denkschrift des Landw. Ministeriums; russisch); M. Greenwood and
L. Isserlis: A Historical Note on the Problem of Small Samples, Journ. of
the Roy. statist. Soec., Vol. XC, 8. 347—352, 1927; K. Pearson: Another
,»-historical note on the problem of small samples, Biometrika, Vol. XIX,
8. 207—210, 1927. Zur letzteren wére ibrigens zu bemerken, dafl jenes
Manuskript Tschuprows, welches im ,,Metron‘ erschien, zuerst der ,,Bio-
metrika® angeboten, aber aus Raummangel abgelehnt wurde. — Diese
Literaturhinweise beziehen sich auch auf die Formeln des nichsten Para-
graphen.
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n
2w
pP=E— —=

n

=Ex=9p. . .. .. (24)

Beriicksichtigt man wieder, daff = nur die Werte 1 und 0 annehmen
kann und daf} 12 =1, 02 = 0, so hat man ferner:

n- ki .
DI I
i=1 i=1 ,
==, (25)
und hieraus
n n 2
2 2%
'=1 .=1 ’ / ! !/ !’ 7
T\ | =P —1t=p' A —p)=1¢.. (26

Greift man jetzt auf (15) zuriick, so erhilt man nach Einsetzung der
betreffenden Werte aus (22), (25) und (21):

N n—1

EV,Z,('IL) = Ep'q' = V_1 .qu, (27)
oder auch umgekehrt:
1 ;s
pq:(l—-T)nf_l Epq . . .. ... (27%
und folglich
P4 _ (1 L\p P4
L —(1—F) BB @7b)

Wendet man sich zu Formel (20), so ergibt sich aus ihr mit Riicksicht
auf (22), (23) und (24):

’ —1

Mz,(n)=E(p—p)2=(1——~?v—_~l)%, Co . (@28
oder

' n—1
Emop —np)2:(1——N__1)npq. .. . . (28q)
Und bei N — oo fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen* aus (27b), (28) und (28a):

re _ g P9 1
n—1

n (29)
Bp—pr =L, oler Bnp'—npP=npq. |

Die erste der Formeln (29) sowie auch (27b) sind wenig bekannt, ob-
gleich sie bei Tschuprow vorkommen. Aus ihnen 148t sich z. B. ebenso
wie aus Formel (28) fiir £ (p')? der folgende Ausdruck ableiten, der bereits
im Jahre 1899 durch Pearson in die statistische Praxis eingefithrt wurde:?

/ N—mn
E@P=r+ y—1 o

S e . (30)

1 Vgl. K. Pearson: On certain Properties of the Hypergeometrical Series.
Phil. Magaz., S.236—246, 1899,
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wag im Falle ,,mit Zuriicklegen* zu

’ q
E(p)2=p2+i’;b— N G LLEY
fithrt.
Oben in Kap. I § 4, Formel (38) und (45) haben wir beim Exponential-
satz den statistischen Parameter

0'__‘/ npq

fiir den Fall ,,ohne Zuriicklegen* und

o=} npgq
fiir den Fall ,,mit Zuriicklegen* eingefiihrt. Vergleichen wir diese Formeln
mit (28a) und (29), so iiberzeugen wir uns, dafl im ersten Falle ¢2 sich von
B (np’ — np)? nur um den ganz minimalen Betrag

(1—-”1)’”’4 N 1

N)N—1

unterscheidet, im zweiten Falle jedoch eine vollkommene Ubereinstim-
mung herrscht. Eine Abweichung von der Gréfenordnung (31) ist, wie
wir bereits oben im Kap. I, § 4 (8. 56) und § 11 (S. 118) erwihnt haben,
kleiner als jene GroBenordnungen, die wir bei der Ableitung des Expo-
nentialsatzes vernachlissigten, und deshalb ist es vollkommen zulissig,
fiir ¢ den Wert

o= "ppg=]|/(1—2"L
T2 npg= ( N_l)npq

einzusetzen. Die Annahme, o sei einfach gleich der mathematischen
Erwartung der quadratischen Abweichung der GroSe ¢ = np’ von ihrer
mathematischen Erwartung np, bietet gewisse theoretische Vorteile und
erlaubt es auch, wie wir spiter sehen werden, die Formel der
sogenannten ,,normalen Verteilung” in der heterograden Theorie mit der
Exponentialformel in der homograden Theorie, unter Einfithrung gewisser
zusitzlicher Bedingungen, zu vergleichen und zu identifizieren.

3. Die Momente und Kumulanten fiir eine zufillige Variable.

Die ausfiihrlichen Darstellungen des vorhergehenden Paragraphen
hatten zur Aufgabe, nicht nur mehrere praktisch wichtige statistische
Formeln abzuleiten, sondern auch an einigen leichteren Beispielen die
Anwendung der Methode der mathematischen Erwartungen aufzuzeigen;
im weiteren werden wir unsere mathematischen Rechnungen etwas
kiirzer fassen kénnen. Im allgemeinen Falle, zu welchem wir jetzt
iibergehen, miissen in bezug auf statistische Gesamtheiten verschiedener
Ordnungen mehrere Typen von Momenten scharf unterschieden werden.

1 Alle diese Sétze lassen sich auch direkt aus der Entwicklung des Binoms

(p +q)* ableiten, doch ist dies sogar bei N = ® bedeutend komplizierter;
vgl. z. B. die Rechnungen auf S. 263ff. von Bowleys Elements of Statistics.
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Wir fiihren sie hier in der Schreibweise A. Tschuprows ein, da diese ein
einheitliches System bildet und aus derjenigen Pearsons entstanden ist,
obgleich zugegeben werden mufl, daB seine Symbolik manchmal recht
kompliziert aussieht.

Ein anderes System bildet die Symbolik R. A. Fishers, ein drittes
etwa die von L. Isserlis vorgeschlagene Notation.!

Gegeben sei wiederum eine Gesamtheit héherer Ordnung vom Um-
fange N, in welcher das Merkmal z, welches an jedem Elemente auftritt
(aber gelegentlich auch gleich 0 werden kann), folgende Werte ergibt:

Ty Loy Tgs eovey Tye o 0 0 o o o .. (@

Einzelne «; kénnen hierbei einander gleich sein, bei einem endlichen &N
ist jedoch fiir sie der Wert oo ausgeschlossen.? Dieser Gesamtheit wird
auf beliebige Weise eine Stichprobe vom Umfange n:

By, Loy Dgreeens Lp oo o000 (2)

entnommen. Es werden jetzt folgende Bezeichnungen eingefiihrt.

A. Fiir die Gesamtheit héherer Ordnung.

N
1
1.m,=E’x'=W2xi’,............... (3)
i=1
und folglich
1 N
mle’xz—N—in;................ (3a)
i=1
1 1 N
2. y,:E(x—Ew)':W-Z(xi——ml)’, N 7))
i=1
und folglich
N
1
Mz—’ZE(x'—Ex2=7V*Z(%‘“m1)2§ e e e e (49)
i=1
3' 7n1'1:"2:1'ay sy Tthwirl x,-” xk"’ ....xlf" S
N
222._._211:[199{2%’3....wl"h
=143 & 4 (5)

NVN—D)(—2)....0—kr+1) °

wobei keine zwei der Indizes i, 4, k,.... ,l im selben Produkt denselben

1 Vgl. z. B. seine bereits zitierte Monographie ,,On the Moment Distri-
butions ete..

? Diese letzte Voraussetzung ist selbstverstdndlich nur ein Tribut an die
mathematische Rigorositiit, bildet aber durchaus keine irgendwie fiihlbare
Einschréinkung fiir die Anwendbarkeit der nun folgenden Formeln im Be-
reiche der statistischen Praxis.
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Wert annehmen konnen. Wir wollen diese Bedingung von nun an
symbolisch wie folgt ausdriicken:

R I R A (5a)

(Das Zeichen # ist also bei uns transitiv.) Es ist daher

N
PAPIE T
i1 g
ml,leﬁisz—t-TV-{-F_—-T)——, e e e e e (5b)
N

PAPIPA L

Mo =Bl o o =Ty ry—gy CHItH . (69

usw.

4' #'h Tos T35 « o 'fh
E {(x — E2)" (5;— B )™ (4,— E2)" . . . (¢,— Ex)"| =

V 2 >j 2 (@ — M)t (25 — my)"2 (@ —my)"s o oo (Bg—my)n
| 1 ] 1l (6)
N —2)....(N—h T 1) ’
wobei wiederum ¢ £ jF b .... 1,
und folglich

S (v,—Ew) (v;—Ex)
T
=

LMz

by, =E(@;—Ex)(2,—Ex) =
Mo 1,1 =B {(WZ—L’:E) (2;— B x) (x,— E x)

N@E=1) > (62)

VZZ(x — B )2 (x;— E =) (%, — Ex)
z 13 . .
N 1) (N=3) , ik . . (6b)

usw. Die statistischen Parameter m, und p, beziehen sich auf die gegebene
Gesamtheit vom Umfange IV ; die Parameter m,, r,, r,,.. o und iy, v, 1. . T

sind Produktmom'®nte und beziehen sich bereits auf die Gesamtheit

vom Umfange die aus allen moglichen Produkten von % Ele-

N
(N=n)!"
menten aus N ,,ohne Zurticklegen® gebildet werden kann.
In den vorhergehenden Paragraphen haben wir bereits abgeleitetl: 2:
=0, piy=Ea*— (Ex)? =my—m,? l
Mg M
N—1 M= y=1 J
1 m,® bedeutet selbstversténdlich (m,)?, das Quadrat von m,.
2 Es ist ndmlich
Hy,1= E(x;— B x) (w;— B x) = Bx; 20— x; Bo— w, B o+ (B 2)*] = E »; 0; —

—ExEs—ExEx+ (Bw)?=Ex;x;—(E x)*= [mlz—— N"fl]——mﬁz— leil .

M

.2
My, =My~ —
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Eine rekurrente Formel zur Bestimmung der héheren Momente ergibt
sich aus der Formel fiir ,. Entwickelt man ndmlich das Binom (x;— Ex) =
= (z;—m,) nach der Newtonschen Formel, so erhilt man sofort:
”

E (a;—m,) = B{z/—

r—1
%, Tmy+

rir—1) y—3 o, r(r—1)(r—2) ,.3 4 }
t1g &% ™My % M.

und mit Riicksicht auf den Additionssatz der mathematischen Erwar-
tungen und darauf, daBl sowohl r als auch m, hier Konstante sind, ferner:

T r(r—1
By == My — - My y My + ~(—1jz—)“”"/r—z’qu"—
r{ir—1)(r—2
————1.;(—'3‘~_*)m7‘_3m13 + * 8 e (8)

Es ist hierbei zu beachten, daf das vorletzte und letzte Glied dieser
Reihe immer miteinander verschmelzen:

- % My p_gymy L Fmy =t ‘I‘ m Fm =4 C—Dm . . (8a)

Setzt man in (8) sukzessive » = 2, 3, 4, 5 usw., so erhéilt man die Formeln :

g = Mg — M4, ]

g = Mg — 3 mymy + 2m3, (9)
fog = My — & mzmy -+ 6 my my® — 3 myt, I

M5 = M5 ——5mym; 4 10 mg m%— 10 mymB3 -+ 4m,5 usw.

Diese Formeln gelten in gleicher Weise sowohl fiir den Fall ,,ohne Zuriick-
legen‘* als auch fiir jenen ,,mit Zuriicklegen*. Es sei noch bemerkt, daf
sie fiir die homograden Gesamtheiten, fiir welche die Beziehung

m1=M2=m3= oo =mh =p

besteht (vgl. oben § 2, Formel 21), folgende Werte annehmen :

po=1p—pP=pg, .

ps=p—3pP+2pP=pq(1—2p)=pg(@—p)¢. - . (10)

pao=p—4pP+6p*—3p*=pg(l—38pg) usw.)

Im allgemeinen Fall ergibt sich fiir u, der folgende Ausdruck:
pr=pL—p) +(—=1)p'l—p)=pgd+ (—1)p'¢=
=pqld '+ (=1 . . . (10a)
Es wire ein leichtes, aus der Entwicklung des Binoms
m, = [(x; — my) + m,T

umgekehrt Rekursionsformeln zur Berechnung der m; aus den u; und m,
zu erhalten, doch haben diese beinahe gar keine praktische Bedeutung fiir
den Statistiker. Der Leser wiirde aber gut daran tun, diese Formeln
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zur Ubung in der Anwendung der Methode der mathematischen Er-
wartungen selbst abzuleiten.

Die Produktmomente g, r,r,.... und s, r,r,.... haben keine
selbstindige Bedeutung, doch sind sie, wie wir bereits bei m,, , und y, ,
gesehen haben, fiir die Berechnung der mathematischen Erwartungen der
Momente der Stichproben notwendig. Solange man auf dem Boden der
elementaren Algebra bleibt, wird ihre Darstellung durch die einfachen
Momente vom Typus m, desto verwickelter, je hoher die Ordnung des
Produktmoments genommen wird, doch hért sie nicht auf, im Prinzip
ganz elementar zu bleiben. Um noch ein weiteres Beispiel fiir die Berech-
nung zu geben, wollen wir das Produktmoment dritter Ordnung m,,,, , =
= Ex; x; %, (¢ % j % k), bestimmen. Wir gehen von der Identitit aus:

N 3
(N Ex)p = N3 (Ex)? = (290) =

i=1

=+ 2o+ gt o F )@ F X f 2 Fay) =

TP+ @y T+ Xy Xy By g+ ...+ 22N
F ozt 2 S+ Xyt T+ .+ Tyt
‘o st 225+ 2 + 2zt ... F2yan+
=)+ ozt e a et + .. revt+ (X

+ xyen+2pxn+ 2y + 24w+ ...
X%y + 23+ 23+ 24+ ... F2W)-

Wenn man die N2 Produkte, welche in der ersten Klammer der rechten
Seite stehen, mit der Summe der N Glieder in der zweiten Klammer
multipliziert, so wird zuerst jedes der N2 Produkte mit z,, darauf wiederum
jedes der N2 Produkte mit x, multipliziert, dann mit x; usw.; schlieflich
werden die sich ergebenden N Gruppen zu N2 Elementen zusammen-
addiert. Betrachten wir z. B. die dritte Gruppe, die aus der Multiplikation
mit x; entsteht:

TP g+ Xy Xy Ty + Xy TP+ By By Xyt ...+ T TN+
FE x5t 2l x; P+ Ty T+ . T TN+
+rad +2prd +2d ‘ot + ..+ 2ltav +
FEyrg g g+ 2l 0+ w2 .+ @y N
+ 2y 2z an+ Ty Bz AN+ TR XN+ Xy By BNF ...+ T TN

Die Gruppe enthilt im Ganzen N2 Produkte, wobei héhere Potenzen als
die erste nur in der dritten Kolumne, in der dritten Zeile und in der
einen Diagonale vorkommen. Man hat hierbei: eine einzige dritte Potenz,
2% in der Kreuzung der drei genannten Linien, auBerdem zweimal das
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Produkt von 2 mit jedem der iibrigen (N — 1) Elemente der Reihe (1)
— in der 3. Reihe und in der 3. Kolumne — und einmal das Produkt
von zg; mit dem Quadrate jedes der iibrigen (N — 1) Elemente — in der
Diagonale. Die noch iibrig bleibenden

N2l —3(N—1)=N2—3N+2=(N—1)(NV—2)
Produkte bestehen aus je drei verschiedenen Multiplikanden. Sym-

bolisch 148t sich die Summe der Produkte der dritten Gruppe wie
folgt ausdriicken:

N \2 N N
xs(Z%) =z + 2‘”32(2%—‘”3) + “’3(2‘”:’2—‘”32> +
i=1 i=1 i=1
+ay D) Y mm, (i 47).

YR
Und infolge der Symmetrie aller Gruppen ergibt sich schlieBlich fiir jhre
Summe:

(i:w’) 29""3“22’% B

i=1j¥f '—-11:{:1
—[—22 Zxx,xk_2x3+322xx -
i=1 j3i ki i=1 ji

+ ZZinx,-xh, (G +7+h).
i=1 74 13

Es ist klar, daB in jeden der Summenausdriicke hier alle iiberhaupt
méglichen Verbindungen verschiedener x vom gegebenen Typus eingehen,
und daher sind wir auch berechtigt zu schreiben:

NmP=Nmg+3NN—1)m;, ,+ N —1)(N—2)my,y 4. (11)

Die Summe der Koeffizienten der rechten Seite:
N+3NN—1)+NEVN—L)(N—2)

ergibt, wie es auch sein muf}, genau N3.

Es bleibt nur noch das Produktmoment m; 2 zu bestimmen, was
viel leichter zu bewerkstelligen ist. Aus der Identitit

wopa o= at. Snm S+ 51 St
i=1 i=1 j1
ergibt sich némlich sofort.
N2mgmy = Nmg -+ N (N — 1) mq,2, oder
NN —1)ymy,s =Nmym, —Nmg. . . . .. .. (12)
Anderson, Statistik. 14
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Setzt man diesen Ausdruck in (11) ein und dividiert beide Seiten durch
N (N —1) (N — 2), so erhilt man endgiiltig

m __ Nm®—3 Nm;my+ 2m,
1,1, 17 (N—1) (N—2)

Durch #hnliche Uberlegungen kinnten auch die Ausdriicke fiir alle
anderen Momente gefunden werden, wenn nur nicht die sich hierbei
ergebenden Formeln sehr bald duBlerst schwerfillig wiirden. Mit Hilfe
der sogenannten symmetrischen Funktionen, die zum Riistzeug der
hoheren Algebra gehoren,! kann man die Berechnungen noch um einige
Stufen weiter bringen, doch schlieilich wird man bei vielgliederigen und
komplizierten Formeln anlangen, welche den praktischen Gebrauch
fast unmdglich machen und daher durch angeniherte Ausdriicke ersetzt
werden miissen, — ganz aus demselben Grunde, aus welchem in der
homograden Theorie die genaue binomische Formel der bloB angenshert
richtigen exponentialen weichen muf. Ohne uns mit der Ableitung der
weiteren Produktmomente zu befassen, wollen wir hier die wenigen
ersten Momente sowohl fiir den Fall ohne Zuriicklegen als auch fiir jenen
mit Zuriicklegen hinschreiben. Soweit sie oben nicht bereits abgeleitet
wurden, entnehmen wir sie der noch immer maBgebenden Untersuchung
Tschuprows.?

(13)

a) Ohne Zuriicklegen.

my,q = L”J:Tf—-_—lmz [vgl. oben Formel (7)],
my, s = Mg,1 = 2 m;%”ﬁll—ﬂi [vgl. oben Formel (12)],
my,1,1 = il mlzl;f f;q(nl:rw_b_z;)— 2 ms [vgl. oben Formel (13)],
m _ N2m*— 6 N?>m,;®>my +-8 N mymy+ 3 Nm2— 6m,
1,111 =1 (FN—2) (¥—3) ’
Nem,2my— 2 Nmymg— Nmy? + 2m
Mg,1,1 = M1,2,1 == M1,1,2 = — (N——l;(l':T—2) * *s (14)

N m, mg—m,
ms,1 = My, 3 = N —1 )

Nmg?—m,
m,p =t —7—,

und iiberhaupt, fiir beliebiges 7:

Nm,? — my,,
Mrr ="N_1

1 Vgl. insbesondere die bereits zitierte Monographie von L. Isserlis:
»,On the Moment Distributions of Moments* usw., welche unseres Erachtens
die Frage endgiiltig abschlief3t.

2 A.A.Tschuprow: On the mathematical expectation etec., Metron,
Vol. II, 8. 6561f.
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Ferner fiir die Produktmomente um die mathematische Erwartung:

M2

M= — 52 [vgl. oben Formel (7)],
PP S
1,1, 1 (N_ 1) (N__2) s
Ho, 1 = My, 3= —Tl_ii‘““:
- — 6 py + 3 Npwy®
lul. 1,1,1— (N__ 1) (N__z) (.N— 3) ’
(15)
o 11 = — g g 2= N
2,1,1 = HU1,2,1 LL2 T N_1) (N—2) ’
HM3,1 = P13 = — Nlﬁl,
— 2
- %’u—z, und iiberhaupt fiir beliebiges :
—_— 2
My, 7= —”;\;%JIVL usw.
b) Mit Zuriicklegen, d. h. bei N—> .
my, 1 = m?,
My, g = Mg, 3 =My Mg, My, 1 1 =My
My, 11,1 ="My, My, 1,1= My 5,1= My, 1, 2= M1 My,
Mg, 1 =My, 3 == My Mg, My, o = My® USW. (16)

und anderseits:

By,1= Mo 3= K1, 2== U1,1,1= MU1,1,1,1= M2,1,1= B1,2,1 = H1,1,2 =
= Ma,1=fh,5=0;

M, 2 = Ho® USW.

Aus dem Vergleich der Formeln (16) mit (14) und (15) wird leicht
ersichtlich, um wieviel leichter und mathematisch einfacher es ist, mit
dem Fall ,mit Zuriicklegen” und iiberhaupt mit unbegrenzt groBen
Gesamtheiten héherer Ordnung zu tun zu haben, und es ist ohne Zweifel
sehr bedauerlich, daB wenigstens in der Wirtschaftsstatistik derartige
Fille nicht die Regel bilden.

B. Fiir die Gesamtheit niederer Ordnung.

Es konnen fiir diese dieselben 4 Gruppen von Parametern aufgestellt
werden wie fiir die Gesamtheit héherer Ordnung (vgl. oben 8. 205 bis
206). Um sie jedoch von der ersteren zu unterscheiden, sollen etwas
andere Symbole eingefithrt werden.

14*
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und folglich

i=1
(man bezeichnet auch, wie wir wissen, m'; mit Z oder ).

n

2. V= Z' R R e ) A @1s)

i=1

und folglich
n n
Va,m= 1 D —m'y)t =1 3, —&)? (vl §2, Formel 14) (18a)
t=1 i=1

’ —
3. m Tl,fg,fa, N

222 D S TP TR RN
1' =1 . . .
- ’”2’”——1)(%—2)....(7»——1»—{—1) s GFiFksf ... ) (19)

und folglich

22:1;90,

my, = QTI(’JL%)* 1 (19a)
4 Vegrr, .o =
2 X 2 v D (@) (B )T (T — )3 L ()
== l (20)

nn—1)(m—2)....(n—h +1)

Auch fiir diesen Parameter gilt ebenso wie fiir (19), (5) und (6) die Be-
dingung: i+ j &+ .... $ I, wobei das Symbol 4 hier ebenfalls als
transitiv angesehen erd

Es ist z. B.

2 (@;—m';) (23— m'y)

Vi, = SHE =1 ... . (20a)

usw.

Die Bez1ehungen dieser vier Parametergruppen untereinander sind
genau dieselben wie diejenigen zwischen (3), (4), (5) und (6), und sobald
der Gesamtheit vom Umia,nge 7 eine andere von noch kleinerem Umfange
entnommen wird, spielen sie ]a. gegeniiber der letzteren auch dieselbe
Rolle: es geniigt, d1e Symbole m' durch m, »" durch g und % durch N zu
ersetzen. Hieraus folgt, daf auch die Formeln (7), (8), (8a), (9), (10),
(14) und (15) unter denselben Substitutionen fiir die Gesamtheit niederer
Ordnung giiltig sind. So ist z. B.
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Vi,m =0, Vam=my—m?

Vg, my=m's—3m'gm'y + 2m’ 3,

"/4’ (n) = m,4 -_ 4 mla m’l + 6 mlz m’lz - 3 mll4
usw.

7
’ V'2,(n)
Vl,l,(n)z—n__l, . . (21)
2V, )

n—1)(n—2)°
V'3, m)
n—1

Y'1,1,1,0 =

Vo, 1,m =V1,2,m = —

Uusw.

C. Fiir kombinierte Momente.

Unter diesen verstehen wir solche, die eine Verbindung zwischen den
Parametern der Gesamtheit niederer Ordnung und jenen der Gesamtheit
hoherer Ordnung herstellen. Zu dieser Gruppe gehort zunichst

n n
’ 1 . 1 .
‘ur=_1; E (xz—Exy':W E(xi——ml)r. « v e e e e (22)
i=1 t=1

Ferner gehoren hierher alle mathematischen Erwartungen der Momente
der Gesamtheit niederer Ordnung, d. h.

2- Em,ra
’
3. Em T13T2, gy oo v 3T
4. E’V',-, (n) s
7
5. ‘Ev'rlsra:"ay cee g Th ().

AuBerdem kommen zwei statistische Parameter hinzu, die sich auf
das arithmetische Mittel beziehen:

6. ,m,,(n)=E< 205) =Em' )Y =E@ =FE@w . ... (23)

und

T prm= =Em'i—m,m) . .- (24)

n n r

1 . 1 .

st Si—s(3 3%
i=1 i=1

Schlieflich sind noch die Parameter vom Typus

8. E@m,—Em'),

9. E (/’L’r_E/"IT)S:

10. E('rm—EVrnm)

von Interesse. Nebmen wir diese Parametertypen der Reihe nach durch,
50 bemerken wir sofort, daB mit Riicksicht auf die Satze des § 7, Kap. II
und auf (4):
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{ Z(xz-———Ex }_—ZE(x —Ex) —(n‘ur), d. h.

Ferner ist offenbar mit Riicksicht auf (3):

n n
, 1 . 1 1
m, = E;Zw[ = ;ZEx[ = W(nEw’), oder
i=1 i=1
2. Em,=mp . oo e e e (26)
Desgleichen ist
Em”b ToTagee s es T 7

222 ZVE’(m"x a2 w . ... )

n(n—l)(fn———2) c.in—h +1) ’
((FjFk=....51], im transitiven Sinne)

und folglich:
3' Em,"l: TosTaee e s Th — mrls TosTgsee e oy The R (27)

Bei allen weiteren kombinierten Momenten wird jedoch die Sachlage
weit komplizierter. So haben wir z. B. bereits oben auf S. 200 eine
Formel der Gruppe 4 abgeleitet [vgl. § 2, Formel (15)],

N n—1

EVom=w—1 7 He="200, - - - - . (28
wenn wir hier die allgemeine Bezeichnung
.E ’V’]‘, n)y = 'Vr’ () o o o o o o o o . (29)

einfithren. Mit Hilfe der Produktmomente (14) und (15) 148t sich ganz
auf dieselbe Weise, aber freilich durch viel umfangreichere algebraische
Transformationen, nachweisen, daf ferner?

m—1)(n—2) N2

n2 (N—l) (N—-2) H3. - (30)

(n—1) (n—2) (n—3) N
n® N —1)(N—2) (¥ —3)

X[(NE—2N +3) py —3 2N —3) ] +
—1)(2n—3 N

o= @) N e 3ut .. G
Die genauen Ausdriicke fiir die mathematischen Erwartungen der
hoheren Momente der vierten Gruppe, also E v's @), E%'s,m usw.;
sind noch unvergleichlich komplizierter. Infolgedessen begniigt man sich
hier durchwegs mit Néherungsformeln (wenn man iiberhaupt am Para-
metertypus v'r, () festhilt). Wird z. B. angenommen, dal » und N bereits

Ev's,m) = v3,(n) =

BV =va,m= X

1 Vgl. Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Metron,
Vol. I1, 8. 660.
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o grof} seien, daf man fiir die Quotienten # 4 ¢ ~ n, N 4 ¢ ~ N setzen
kann, wobei 7 eine kleine Zahl (etwa 1, 2, 3, ....) bedeutet, so ergeben
sich aus (28), (30) und (31) die viel einfacheren Formeln:

Va,(n) ~ He;
V3,(m) ~ U3 (32)

N AR
Va,(m) ~ fhy + 2 <;—"ﬁ) (g + 35%)

oder sogar einfach: v4 )~ fy, usw. Und bei sehr groBen n und N
kann man auch angenihert setzen: vy (n) ~ ;.

Es ist ferner sehr wichtig, festzustellen, dal man wohl eine Funktion
von 's,my oder von %'s () angeben kann, deren mathematische Er-
wartungen genau gleich dem betreffenden Momente in der Gesamtheit
hoherer Ordnung, d. h. u, bzw. g ist, denn es ist in der Tat

( Z(:fvi——a‘bﬁ]
= }— M2

N—1 , 1
E%'T”’“‘):E{(l"T)“ﬁT— =
und

n? (N—=L)(N—2) ,
B = hm=y e Va,m =

)
2 (@ —wp
(N—1)((N—2) n i=1 .

N2 a1 n—2 }-—,u?,,
aber fir 'y und die weiteren Momente, in deren mathematischen
Erwartungen verschiedene Ordnungen der GréBen u,, us, fy, 5 USW.
auftreten, kann man das nicht mehr, sogar dann nicht, wenn man
zum Falle ,,ohne Zuriicklegen®, d. h. zu N — oo iibergeht. Es entsteht
nun die Frage, ob man hier nicht an Stelle der hoheren Momente g4, 15, . . .
der Gesamtheit hoherer Ordnung solche Funktionen derselben einfiihren
koénnte, welche genau die mathematischen Erwartungen dhnlicher Funk-
tionen der »’-Werte ergeben wiirden. Fiir den Fall ,mit Zuriicklegen®
ist diese Frage durch R. A. Fisher bereits gelost.® Es stellt sich heraus,
daB die Rolle eines solchen Systems von Funktionen der Momente in
der Gesamtheit héherer Ordnung vom Umfange N — oo den Thieleschen
Halbinvarianten (Semiinvarianten)

%y =My, Ky =g, K = [y, Xa =g — 3 g’ K5 = lg— 10#3#2’} (33)
%g = g — 15 g pro — 10 pg® -+ 30 uo%,

=FE

usw. zukommt (vgl. oben Kap. II, § 5, S. 164; die Bezeichnung der
Halbinvarianten durch den Buchstaben x stammt tbrigens von R. A.
Fisher, Thiele gebrauchte durchwegs das Symbol 1). Wenn wir nun
mit Fisher die folgenden Symbole einfiihren:

1 Vgl. R. A.Fisher: Moments and Product Moments ete., S.203ff.;
derselbe: Statistical Methods ete., S.74—78.
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n n
sl=2d:,-, s,=2:i:,-’ e e e e . (39
i=1 i=1
(es ist also 8, = nm’',) und
n n
3222(@'—5)2, Sr=2(§6i——53)' .o . (349)
i=1 L i=1

(es ist also 8, = n ¥’y (), s0 driicken sich seine ,k-Parameter” fiir die
Gesamtheit niederer Ordnung durch die folgenden Formeln aus:

]_ 3
klz"‘— —1781,
1
by = —7 S
n
ky = (n—1) (n—2) 8,

n n—1
ky= =1 n—2) m—3) {(n +1)8;—3 5122},

n

n? n—1
ky= (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) {(n+5) S;—10 - Sst},

n
ke = m—1) (n—2) m—3) (n—4) n—5)
X{(n +1) (22 + 152 —4) S— 15 (n— 12 ntd S8, —

n—1
n

(35)

—10(n2—n +4) 852 + 30 (n— 2) 21 823}

n
usw. Selbstverstdndlich kann man an Stelle der S, iiberall die ihnen ent-
sprechenden % v’y (n) einsetzen, desgleichen auch das Ganze durch die
Momente m’', ausdriicken, was aber zu komplizierteren Beziehungen
fithrt.! Es kann auch eine allgemeine Formel fiir die Bildung sowohl der
Kumulanten » als auch der Parameter £ angegeben werden, doch ist sie
mit den Mitteln der elementaren Algebra allein nicht versténdlich zu
machen. Das, worauf es uns hier ankommt, ist festzustellen, daf bei
N — oo zwischen den Systemen (33) und (35) eine ganz allgemeine Be-
ziehung besteht. Es ist ndmlich fiir ein beliebiges r:

Eki=x,. . . .. .. ... .. (36)
So ist z. B.
. 0 { n—1
Bly= s+ D ES—3 7 Esg} . (37)

1 Ganz nebenbei sei noch bemerkt, dal man als Gegenstiick zu den auf

— 2
S. 164 erwihnten MaBzahlen vom Typus y; = _NsT == Tx“s“s?’ Vo= ta ‘ui/" =
%y 2

> Jp = 7“2— usw. einfilhren kann.
2

% . .
=—" usw. auch die GroBeng, = —-2

%2y V k2
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Wenn man fiir die Formel (31) annimmt, es sei N — oo, s0 verwandelt
sich diese in

’ 1 — —_2 f— — —
EV4,(n)=ZES4 = (= 1) yr—3) M+ (n 1)75?'"' 3)(1“4“'3#22):

nd
woraus

B8="[m2—3n 4 3)u+3@n—3pA . . (39)

folgt. Anderseits geben wir weiter unten auf S. 224 die Formel (59) fiir
E [v'9, 2, aus welcher bei N — co unmittelbar

B2 =""1{(n—1) g+ (2 —2n 432} . . (39)

abgeleitet werdenkann.! Setzt man nun (38) und (39) in (37) ein, so erhilt
man nach allen Wegkiirzungen in der Tat ganz einfach

Eky=ps—3pd =,

Die ersten fiinf k-Parameter sind, wie aus (35) ersichtlich, nicht viel
schwerer zu berechnen als die ersten fiinf »';, (s) -Parameter, besitzen aber
vor diesen den Vorzug, daf bei N — oo ihre mathematischen Erwartungen
sehr einfache Ausdriicke erhalten, die auBerdem, wie wir weiter unten
sehen werden, noch von betrichtlicher Bedeutung fiir die Darstellung des
Verteilungsgesetzes der Variablen = sein kénnen. Ferner besitzen die
k-Parameter auch die interessante Eigenschaft, daf im Falle ,,0hne
Zuriicklegen, bei endlichem N, ihre mathematische Erwartung ganz
einfach dadurch erhalten werden kann, daf man in (35) den Buchstaben »
durch den Buchstaben N ersetzt. So ist z. B.

1

Ek1= Tslexzml,
1 N
Bly=q_—7S=g5_1t
N g
Ble=m—nm—g %= m=—p@—=g
N N—1
Bhy = T {(N+ 1)8,—3 > s,z}z
NZ
T (N—2)(N—3) {(V+1) gy — 3 (N—1) a2}, (40)
_NS
Ebs=y—nom—s@—3 =59 ~
X{ (N + 5) a5 — 10 (N —1) g5 5},
_N2
b= m—nom—s@—a@—a@—5 %
X{UN 4 1) (V2 4 15 N —4) prg— 15 (N —1)2 (N + 4) pg ptg —
—10 (N—1) (N2— N + 4) ptg? + 30N (N—1) (N —2) g’}

1 Vgl. auch Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Bio-
metrika, Vol. XII, S. 192, Formel (3), 1919.



218 III. Kap. Der direkte und der umgekehrte SchluB.

usw.! Auch diese Ausdriicke sind betrichtlich einfacher als jene fiir
Ev'y @, Ev's ), Evew usw. Es ist ferner mdoglich, an Hand der-
selben auch die Momente u,, pg, s usw. durch E k,, E k;, E k, usw.
auszudriicken. Zu den Formeln (35) und (40) werden wir spiter noch
einmal zuriickkehren.

Die Ausdriicke vom Typus 5 (vgl. oben 8. 213) besitzen fiir uns kein
selbstéindiges Interesse, und da die héheren unter ihnen ebenfalls auBer-
ordentlich komplizierte Ausdriicke ergeben, so kénnen sie hier ganz iiber-
gangen werden. Was die Formeln vom Typus 6 anbetrifft, so erhalten wir
fiir sie die folgenden Werte:

n
1 .
my, () = gE E x,—:Em:ml,
i=1

.
m2,(n) = ~‘E<Zx> =m,® 4+ N——n l:; =

i=1
n—1
= m,? +(1 — 1) e

n
[vgl. oben § 2, Formel (12)]

n 3
1 . N—
ms,m = %;E<in) =m® + 3~(N_—1)n,nm1l‘2+

i=1 (41)
==
o (5T b s 3 5T 2 =y
My gy = My + %(1—{{7—:—1{) my® g +
—%%P~3§:1+4é§ J&"ﬂkmm+3 X
et 3e R Sk

1
(n—1) (n—-2) (n—1) (’ﬂ——2) (n—3)
12 G S 1) (V) (7 | e
Die weiteren Momente von diesem Typus sind noch unvergleichlich
komplizierter als das vierte, und daher begniigt sich sogar Tschuprow

mit Naherungsformeln fiir sie, die nur bei sebr groen N und = giiltig
sind (vgl. Metron, Vol. IT, S. 659, Anmerkung).

1 Prof. R. A. Fisher hatte die Liebenswiirdigkeit, auf meine Anfrage hin
mir einen ganz allgemeinen Beweis fiir diesen eleganten Satz mitzuteilen.
Der Beweis geht von der Theorie der symmetrischen Funktionen aus und
kann deshalb hier nicht wiedergegeben werden. Dem Leser wird jedoch
empfohlen, die Richtigkeit des Satzes wenigstens fiir die ersten 4 bis 6 Glieder
der Reihe der E k, selbstdndig an Hand der Formeln dieses Paragraphen
nachzupriifen. .
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Und fiir die Formeln vom 7. Typus (vgl. oben 8. 213) ergeben sich
folgende Ausdriicke:

1, = E (m'y—m,) =0, )
( n—11\ py
o,y = 2 )—[vgl. oben § 2, Formel (20), S. 201],
(N—n)(N~—2n) py__ n—1 (n—1)(n—2) | p
Mam="F 1) (N—2) nz [1"'“3 v—1t2 (N—-1)(N-2)]E%’
N—n
Ba,m = —g— X (42)

(N—2n)(N—3n)—N (n—1) N(n—1)(N—n—1)
X{ e () () S D (e (| =
B (1) (-2 . (n—1)(n—2)(n—3)
o e Ry S 174 e BB e e )] s+
N(n—-l) n—2 (n—2) (n—3)
+3 2=+ woa =9

] —5 UsSwW.,

Ist # sehr groB und N noch gréfer, aber von derselben GréBenordnung, so
kénnen wir wiederum, wie oben auf 8. 215, fiir die Quotienten angenihert
setzen: n =% ~n, N -+ 1 ~ N, wobei ¢ eine kleine Zahl (1, 2, 3 usw.)
bedeutet, und es ergibt sich dann einfach:

(1= 5) 2 =3 — b
.o~ — ) (5 — %) # (43)
T L

und tberhaupt:!
1
yzr,(n)=1.3.5....(27‘——1);@7(1—%—)’”2"—{— )
-+ hohere Kleinheitsordnungen,
1 U 2
pore L —1.3.5. .. .(27+1)g—-m(1—-%—) (1 ”)yz g
+ hohere Kleinheitsordnungen. )

(44)

Ist jedoch N — co, so erhilt man noch einfacher:

U2, (n) = I':f ] ]I
U3, () = /; 2, ;( ...... (45)
b,y = = + 2 usw. J

1 Vgl. A. Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Metron,
Vol. I1, 8. 662.
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Oben auf 8. 164, § 5, Kap. 2, Formel (4), haben wir die Pearsonschen
»p-MaBzahlen®:

ﬂz s’ ﬁZ g’ 3 ’ualus ﬁ4'_—.—

usw. eingefiihrt. Hlerbel bedeuteten die Symbole I Momente einer ge-

wissen (Gesamtheit — ganz unabhingig davon, zu welcher Ordnung sie

gehort. Wir kénnen diese MaBzahlen daher auch auf die Reihe der GroB8en
n

m’1=~:;2 #; anwenden, die offenbar vom Umfange ( NN' oY ist, und
i=1

erhalten dann aus (43) nach einigen leichten Umformungen:

2n\2
2 —an
M3, ) 1 (1 N) g
By= 1. LM

3 n n s’
u —_—— 2
2, (n) (1 N)

(1___%) (1_3_")_1%_
Py, 1 N N N
ﬂ2=_("'l=3+i. L P

2 2
He, oy (1 - —lnv) Ha
Bleibt nun, wie wir annehmen, der Quotient % ein echter Bruch, der sich

von 1 um eine endliche GréBe unterscheidet, so geht, wie leicht ersicht-
lich, bei n — co die MaBzahl f,, gegen 0 und §, gegen 3, — vorausgesetzt
natiirlich, daB die Quotienten

nicht auBerordentlich groB sind. Die letzte Voraussetzung ist wieder ein
typisches Beispiel fiir jene Einschrinkungen, die die Mathematiker im Inter-
esse der vollkommenen Strenge und Allgemeingiiltigkeit ihrer Beweise
einfithren und die den Laien héufig so stutzig machen. Insofern es sich um
das Bereich jener endlichen Zahlen handelt, mit denen es der Statistiker
in seiner Praxis nur zu tun bekommt, werden fiir alle seine statistischen
Gesamtheiten u, und iiberhaupt alle geraden Momente endliche Zahlen
bleiben und grofler als 0, denn den Wert 0 erhidlt man nur dann, wenn die
Variable x absolut konstant ist und wenn also kein Statistiker, der noch
zurechnungsfahig ist, iberhaupt auf den Gedanken kommen wird, die
Momente zu berechnen oder die Mafizahlen § anzuwenden. Was die un-
geraden Momente anbetrifft, die aber nur in den Zahlern der f§ auf-
treten, so kénnen sie sehr wohl fiir symmetrische Verteilungen nahe an 0
herankommen.

Es 148t sich ferner an Hand der Formeln (44) nachweisen, daf unter
derselben Bedingung, da8 die Differenz (1 — 7\7_) eine endliche und nicht
zu kleine Grofe ist, ganz allgemein bei 7z — oo sich die Beziehung ergibt:

>1.35....@r—1. . ... (46)

H2r,(m)
ﬁ27—~2 = B

Ko, )
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und
farrnm Lo L L. @D
27 +1
V”z @
Die Einschrinkung, daB dieser Satz nur giiltig sei, solange —%%—— bei

(np
n— oo gegen 0 gehe, gehort ebenfalls zu den fiir den praktischen Statistlker
nur scheinbaren Einschrinkungen. Zu den wichtigen Formeln (46) und (47)
werden wir weiter unten bei der Behandlung des sog. ,,normalen Ver-
teilungsgesetzes noch zuriickkehren.!

! Die Formeln (46) und (47) kénnen gewissermafBen als Beispiel dafir
dienen, wie sich bei unserer Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit
die ,stochastischen Asymptoten* von Slutsky stellen. Vgl.
E. Slutsky, ,,Uber stochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metron,
Vol. V, 8.9—10: ,,Es sei « eine zufillige Variable, die mit einer unabhiingigen
Variablen ¢ stochastisch verbunden ist, und es sei v =f (@) eine eindeutige
Funktion derselben. Wir wollen bei verschiedenen Werten von ¢ die Wahrschein-
lichkeit betrachten, dafl  die Werte annehme, deren Abweichungen von v, ihren
absoluten GroBen nach, eine beliebige positive Grofle ¢ nicht iibertreffen. Es

sei: @3, Pgy -+ .+ . Py - ... €ine unbegrenzte Folge von p-Werten und
() 6 (e)
Ploz—v|, Plz—uv,),.... Plo—uw;,
(0) 0) 0)

die ihr entsprechende unbegrenzte Folge von Wahrscheinlichkeiten [da8 die
absolute Differenz x — v; die Grenze & nicht iiberschreite]. Wenn bei beliebig
kleinen Werten & und 7 es ein ¢, gibt, so dal bei allen weiteren ¢y, (% > 1),
die Ungleichung

(3]
1—Plz—ov|<7y
©
gilt, so 188t sich sagen, daB, bei jedem gegebenen beliebig kleinen positiven e,

) (&)
lim Plos—v|=1
P11 Par .0 (0)
ist. Die GréBe v=7f(p), die diesen Bedingungen geniigt, nenne ich die
stochastische oder die Bernoullische Asymptote der zufilligen
Variablen x fiir die gegebene Folge: ¢4, ¢,, .. .. und schreibe
a’sB (m) =, ((pl’ Pas «« o ')’
wo das Symbol as p eine Verkiirzung von ,asymptota Bernoulliana‘ ist,
die Bezeichnung aber der unbegrenzten Folge: ¢;, @5, . ... in entsprechenden
Fillen auch durch Symbole ¢ — o bzw. ¢ — ¢, ersetzt oder, wenn kein
MiBverstéandnis zu befiirchten ist, auch génzlich weggelassen werden kann. Ist
=f (@) = ¢(const.), so nenne ich die entsprechende stochastische Asymptote
den stochastischen oder Bernoullischen Grenzwert und schreibe
limpg () = ¢,
D15 Pas o o o
wo das Symbol limp die Abkiirzung von ,limes Bernoullianus® ist.*
Derartige Konstruktionen sind zuerst von F. P. Cantelli untersucht
worden. Einen bemerkenswerten Beitrag zum selben Problem hat neulich

M. Fréchet gegeben (vgl. seine bereits zitierte Arbeit ,,Sur la convergence
,en probabilitéc ¢, Metron, Vol. VIIT).
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Wir gehen jetzt zu dem achten Formeltypus von S. 213 iiber.
Es besteht ganz allgemein die Beziehung:

Em,—Em)p=E@m,—m)=E (m' f —m2 . . (48)
Nun ist aber, wie leicht nachzuweisen,
e Ll ek S S (49)
n

und nach Einsetzung dieses Wertes in (48) erhilt man hieraus mit Riick-
sicht auf die letzte der Formeln (14):

E(m,p =

, n—1)\ my, —m?
B, —my = (157 ) ™ (50)
Dieser Ausdruck gilt fir r =1, 2, 8,4, .... usw.
So ist z. B.
, _(j_m—=1\my—m® [, n—1\p -*
E(ml—ml)z—(l N—l) n —_<1 N—l) n
= Mgy [vgl. Formel (42)] . (50a)
’ [y r—1) my—m,®
E(mz———mz)z—(l N—l) " usw.

Ferner ist ganz allgemein:

E(m,—m,) = { Zx —Ex}

Setzen wir hier
9'3," = ?./z" ol = Y,
so verwandelt sich dieser Ausdruck in

E(m',— ,)’:E{%Z{y,-—-lﬂy}. e .. (5D
i=1

Vergleicht man ihn mit den Formeln (24) und (42), so ersieht man leicht,
dafBl mah mit ihrer Hilfe direkt schreiben kann:

’ —1
E(mr—mr)2=(1 %_1) .u(’g)a
(N—mn)(N—2n) p(¥)s
N—1)(—=2)  w °’

N—n ((N—2n)(N—3n)—N (n—1)
o) { F—1)(N—2)(N—3) “(Y)s+

Em',—m,)}=
(52)
E (m,'r _mr)4 =

N(n—1)(N—n—1)
+ o= A0
usw.
Hierbei ist mit Riicksicht auf (9):
b(Y)e=E(y—EyP=Ey— (ByP=E (&P — (B2 P=my,—m?,
I"’(y)s*mw 3m2'rm'r+2mr (53)
I‘L(y)4=m47_4m3rmr+6m27m72_3mr4 usw.
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Und nach Einsetzung der Grofen (53) in (52) ergibt sich endgiiltig:

n-—1\my, —m,?

E(m',—m)* = (1—

N (54)
E(@m',—m,)3 = (-Zv -: 'nl))(gv -—; 221;,) Mgy — Smi;,zm, +2m,? .

Was die kombinierten Momente vom Typus (9) anbetrifft (vgl. oben
S. 213), die, wie wir spiter sehen werden, fiir die Umkehrung der Markof{-
schen Ungleichungen benutzt werden kénnen, so sind sie mit jenen vom
Typus (8) sehr nahe verwandt. Auch hier haben wir ganz allgemein:
By —u,? =B (u,f—pt
und folglich

E(4'y—pe)* = B (u'2)* — o™
Es ist aber

E(uop=F —2;'(w—Ew ) e+ A e (e
T N—1)n Ry
und daher

—1 —u,?

B (W y— )2 = (1—%_—1)&]—”& ..... (55)
[man vergleiche diese Formel mit (50a)]; ferner mit Riicksicht auf die
letzte der Formeln (15) (S. 211), tiberhaupt

E(M',,—y,)zz(l——%:l),“_zi’i{ ... (58)

—1 n

[vgl. hierzu Formel (50)]. Die allgemeine Formel fiir B (u’, — u,)* kann
ganz auf dieselbe Weise abgeleitet werden wie jene fiir E (m', — m, ).
Es ist ndmlich laut Definition

}s

n n
, 1 . 1 .
EWw,—u) = E{E E (x;—Ex)—E [Trl E (#;— E )
i=1 i=1
Fithrt man die Bezeichnung ein

yz = (xz—Em)rs y": (%——Ex)f
s0 erhilt man hieraus mit Riicksicht auf (25):

E(#’r—m)‘=E{%2y'i—Ey},

i=1
d. h. wieder dieselbe Formel (51).
Hieraus folgt, daB auch die Formeln (52) auf den Fall anwendbar sind,
nur hat man jetzt folgende Werte fiir die Momente von y zu setzen:

p(@)e=E—(ByP=E (@@—E2)" —[E (t— E2f P=p,,—n/,

1Y) s=pgr—3ue rftr+ 2u2, (57)
w (y)4::u41'— 4:“37‘:“7'"_ Gﬂzr,urz_"g,ur‘l
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usw. Und nach Einsetzung der Ausdriicke (57) in die rechte Seite von
(52) erhalten wir endgiiltig

, —1)\ Hpr—
E Wy —p)? = (1——17;'__1)_’_‘1'

, (N—mn) (N—2n) Hsr— Stigy ttp+21,°
E(I"”r—':ur):a: (.N——]?)(N——2)) ! ’I’:z r r usw.

[vgl. oben (56)],
(58)

Wir gehen jetzt zur letzten, 10. Gruppe der kombinierten Momente
iiber, ndmlich zu den Ausdriicken vom Typus

EYe,oy—EVr,w].

Wie iiberhaupt alles, was auf 9', (,y Bezug hat, sind auch diese auBer-
ordentlich kompliziert.

So ist z. B.
, o (n——-l)N(N-n)[nN~——N——n—1]
EWeo)="—pm_—no—n@— P+
(n—l)N[n(n+1)N2—3(N—1)(n2+nN N—I—n)] 59)
+ MB(N—1)(N—2)(N—3) (

und
(n—1) N (N—mn)
n’(N—l)(N——2)(N—-3)

{[nN N—n—1]py— 5 [nN— 3N2+6N-—3n—3],u22}=

_ (n—-l)N(N—n)
- 'ns(N—l)(N—2) (N—3)

X {0V =N —n— 1)ty —3 71+ 5 (1?3 (n-+1) (N —1)] 2} . (60)
Auf 8. 200, § 2, Formel (16), haben wir bereits festgestellt, daB
n
D (@;— )2

N—1 n , . N—1 i=1 _
¥ a1 =E| n—1 = He

Elom—Evs,m] = X

X

5|
Es ist nun aus (60) leicht abzuleiten, daf3
n 2
(;— @)?
N—1 é; n (N—1p2
N n—1 (n 1) Ve
_ (N—mn)(N—1)
= (n—l)N(N—2)(N—-3) X
{[nN —N—n—1]pty— gy [ N?—3 N2+ 6 N—3 n——3],u2}
(N—mn) (N— 1)
DN (=9 {0 — N —n— 1] [y —3 1] +

+ oy [N —3 (0 + 1) (V — 1)) pag? } C .. (6D

E EYe,m—Eve,mlP=
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Bei N — oo verwandelt sich (61) einfach in

n 2
Z(d’i—@)z
i=1 __ M (”_3)ﬂi_
M| = T ) —
ba— 3 p® 2u® _ pa— st 2 py?
- n + n—1 + nin—1)° ° (62)

wihrend wir im selben Falle fiir (60) den etwas komplizierteren Ausdruck

E [7’/2, n)— E’V'g,(n)]z = (n—1)[(n— 1)1‘;4 — (n— 3) pg?] _

U T V5 B TS I

n3

=(n—-1)2,’(::4—'ﬂ22) _{_2('”’—1)”2 . . . (62a)

erhalten. Es ist ferner zu beachten, daf man ganz allgemein

”
o, e
—1 i= 1
Bl e ——m| = () ) o (63)

nw

2

schreiben kann, wobei ¢ nur aus solchen u, und u, besteht, die im Nenner
die GroBenn?, n N, N2 oder N3 aufweisen, d. h. bei betrichtlichen n und N
sehr klein im Vergleich zum ersten Gliede werden. Auf Formel (63)
werden wir bei der Umkehrung der Markoffschen Ungleichungen noch
zuriickgreifen.

Im Falle ,,mit Zuriicklegen‘‘, d. h. bei N — co, werden die Formeln
etwas einfacher, die hoheren Momente bleiben aber trotzdem schwerfallig
genug.!

Die Tschuprowsche Formel fiir E [¥'2,u) — E v's,my]% bei N — oo,
enthilt einen Fehler, den Church berichtigte;? bei seinem Versuch, eine
genaue Formel fiir denselben Fall bei endlichem N zu geben, hat aber
Church selbst einen Fehler begangen, der seinerseits durch Isserlis
berichtigt wurde,® — ein neuer Beleg dafiir, wie wiinschenswert es wire,
das System der " durch das handlichere System der k- und g-Parameter
zu ersetzen. Es miiliten freilich zuvor fiir diese ihr Verteilungsgesetz oder
zumindest ihre mittleren quadratischen Abweichungen eingehend
untersucht und auf handliche Formeln gebracht werden.

1 Vgl. A. Tschuprow: On the Mathematical Expectation usw., Bio-
metrika, Vol. XII, S. 194.

2 Vgl. A. E. R. Church: On the Moments of the Distribution of squared
standard Deviations for samples of N drawn from an indefinitely large Popu-
lation, Biometrika, Vol. XVII, S.79—83, 1925; derselbe: On the Means
and squared standard deviations of small samples from any population,
Biometrika, Vol. XVIII, 8. 321—394, 1926; derselbe: Note on a Memoir by
A. E. R. Church, Biometrika, Vol. XXIV, S. 292, 1932.

3 L.Isserlis: On the Moment Distributions usw., S. 604.

Anderson, Statistik. 15
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Zum Schlusse seien noch die Formeln des vorliegenden Paragraphen
auf den Fall homograder Gesamtheiten angewandt. Auf S.202f. [(§ 2,
Formel (21) bis (30)] und dann nochmals auf 8. 207 [§ 3, Formel (10)]
haben wir bereits eine Reihe von solchen Formeln gegeben und darauf
hingewiesen, daB fiir die homograden Gesamtheiten ganz allgemein die
Beziehungen gelten: m’; = p’, m; = p, wobei ¢ =1,2,3,4, .... und p’
die relative Haufigkeit, p die ihr entsprechende statistische Wahrschein-
lichkeit bedeuten. Die Konstanz der Momente um 0 ist ja eben jene
wichtigste Eigenschaft aller homograden Gesamtheiten, die die Verein-
fachung der auf sie beziiglichen Formeln bewirkt. Unter Anwendung der
Formeln (10) und (10 a) ist es moglich, alle Formeln dieses Paragraphen
sofort fiir den Fall homograder Statistik zu adjustieren.

So erhalten wird z. B. aus (14):

Np2— Nop?—
m1,1=—Np___—12; m1,2=m2,1=—H usw.;

aus (15):
H1,1='1‘V£_q—1, #2,1=/£1,2=——p—qj$q:—im usw. ;

aus (24):

pir, oy =B (p"— pY’
und aus (42):

, . _n——-l Pq
E@—pr=(1—F=7) %%

n
/ _ (N—n)(N—2m) pelg—p)
B —r="m—n@m—9 w
, _ (N—mn) { (N—2n)(N—38n)—N(n—1)

Nn—1)(N—n—1)
T3 F—nE—w—9 Ly

welch letzterer Ausdruck noch verschiedene Umformungen zuliBt, usw.
Ist aber N — oo, so ergibt sich hieraus einfach:

By —pyt=3—2P¢ +pg

ns

usw.l

! Zur Frage der Bestimmung der héheren Momente fiir eine homograde
Gesamtheit vgl. noch: V. Romanovsky: Note on the Moments of a Binomial
(p + q)" about its mean, Biometrika, Vol. XV, S. 410—412, 1923; K. Pearson:
On the Moments of the hypergeometrical series, Biometrika, Vol. XVI,
8.157—162, 1924; V.Romanovsky: On the Moments of the hypergeo-
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Zum besseren Verstdndnis des Kumulantensystems sei hier noch eine
kurze Tabelle angefiihrt, die wir Fishers Lehrbuch ,,Statistical Methods‘*
(8. 77) entnehmen und die die Werte der Kumulanten fiir einige spezielle
Verteilungsgesetze bringt.

Binomische Poissonsche ;s Normale

Symbol Verteilung Verteilung Verteilung
Arithmetisches Mittel . %y np m, m,
Streuung ............ %y npg my A
Dritter Kumulant . ... #g npg(g—7p) my 0
Vierter Kumulant .... #, npq(1—6pq) my 0

Es 148t sich in der Tat ganz streng nachweisen, da8 fiir das Poisson-
sche Verteilungsgesetz (vgl. oben Kap. I, § 12) alle Kumulanten denselben
konstanten Wert m, erhalten; was das sog. ,normale Verteilungsgesetz
anbetrifft, fir welches alle Kumulanten, angefangen vom dritten, den
Wert O erhalten, so verweisen wir den Leser auf § 7 dieses Kapitels.1
metrical series, Biometrika, Vol. XVII, S.57—60, 1925; Ragnar Frish:
Recurrence formulae for the moments of the point binomial, Biome-
trika, Vol. XVII, 8.165—171, 1925 (mit einem Hinweis darauf, daB die
Formel Romanovskys zuerst von Bohlmann abgeleitet worden sei);
A.A. Krishnaswami Ayyangar: Note on the Recurrence Formulae
for the Moments of the Point Binomial, Biometrika, Vol. XXVI, S. 262
bis 264, 1934.

1 Abgesehen von jenen Monographien, die in FuBinoten an verschiedenen
Stellen dieses Paragraphen angegeben werden, sowie von jenen Unter-
suchungen, welche, einst bahnbrechend, jetzt bereits durch andere iiberholt
worden sind, seien hier noch folgende Arbeiten iiber die Momente angefiihrt
(die Liste ist bei weitem nicht vollsténdig): E. S.Littlejohn: On an
elementary method of finding the moments of the terms of a multiple hyper-
geometrical series, Metron, Vol.I, Nr.4, S.49—56, 1921; J.Splawa-
Neyman: Contribution to the theory of small samples drawn from a finite
population, Biometrika, Vol. XVII, S.472—479, 1925; V. Romanovsky:
On the moments of standard deviations and of correlation coefficients in
samples from normal population, Metron, Vol.V, Nr. 4, S.3—46, 1925;
derselbe: Uber die Verteilung des arithmetischen Mittels in Serien von
unabhéngigen Versuchen, Bulletin de I’Acad. des Sciences de I'U.R.S.S,,
S.1087—1106, 1926 (russisch); derselbe: On the moments of means of
functions of one and more random variables, Metron, Vol. VIII, Nr. 1 u. 2,
S. 251—289, 1929; Samuel S.Wilks: On the distribution of statistics in
samples from a normal population of two variables with matched sampling
of one variable, Metron, Vol. IX, Nr.3 u. 4, S.87—126, 1932; William
Dowell Baten: Frequency Laws for the Sum of n variables which are subject
to given frequency laws, Metron, Vol. X, Nr. 3, 8.75—91, 1932; J.M.le
Roux: A Study of the Distribution of the Variance in small samples,
Biometrika, Vol. XXIII, S.134—190, 1931; N. St. Georgescu: Further
Contributions to the Sampling Problem, Biometrika, Vol. XXIV, 8. 65 bis
107, 1932.

15*
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4. Das Prinzip der groBien Zahlen bei beliebigem
Verteilungsgesetz der Variablen.

Der ermiidende Formelwald des vorhergehenden Paragraphen war
notwendig, um die mathematische Grundlage fiir die Anwendung des
Prinzips der groBen Zahlen auf den Fall heterograder statistischer Gesamt-
heiten zu schaffen.

Gegeben sei eine heterograde statistische Gesamtheit hoherer Ordnung
vom Umfange N, deren Elemente in bezug auf das Merkmal x folgende
Reihe ergeben:

Ty, Loy Lgy Lgy ovoes Lygen o o 0« v 0 o 1)

Diese GroBen konnen hierbei beliebige endliche positive oder negative,
gleiche oder nicht gleiche Zahlenwerte annehmen, den Wert 0 miteinge-
schlossen; iiber das Verteilungsgesetz der Reihe der x wird
tiberhaupt keine Aussage gemacht. Dieser Gesamtheit wird nun
auf beliebige Weise eine Gesamtheit niederer Ordnung vom Umfange n
entnommen :

Xy, Ty, gy Fgy covey T o v 0 o o o o . (2)

(iiber die Bedeutung der Punkte iiber z siehe oben 8. 196), und es wird
gefragt, was man iiber das Merkmal z in dieser Stichprobe auf Grund
einer vollkommenen Kenntnis der Reihe (1) aussagen kann. Falls alle
Werte der Reihe (1) positiv sind, so erhalten wir eine erste Antwort auf
diese Frage bereits aus der ersten der Ungleichungen Markoffs [vgl. § 8
des II. Kap., Formel (8), S. 191]:

P, <tBay>1—2, . . ... ... @8

wobei ¢ > 1 ist. In Worten ausgedriickt besagt diese Ungleichung, daf
im vorliegenden Falle die statistische Wahrscheinlichkeit dafiir, ein
solches einzelnes x; in der Stichprobe anzutreffen, welches kleiner als das

tfache seiner mathematischen Erwartung ist, jedenfalls groferals 1 ——tl— ist.

Ist z. B. Bz = 5 und ¢ = 100, so kann die Gesamtheit héherer Ordnung
bei beliebigem Verteilungsgesetz (aber bei nur positiven Elementen)
nicht weniger als 999, solcher Elemente enthalten, die kleiner als 500
sind. Infolge der sehr weiten Grenzen, die sich hieraus fiir die Variations-
breite des Merkmales z in der Stichprobe ergeben, besitzt der Satz nur
sehr selten irgendeine praktische Bedeutung fiir den Statistiker. Prinzipiell
ist er insofern interessant, als aus ihm auch direkt seine Umkehrung
(vgl. § 5, S. 235—236) folgt:

{ o, 1
-PiTéE’x}>1——T. R 0

Wir wissen bereits, daBl die statistische Betrachtungsweise darin
besteht, daBl man entweder die Zahl der Elemente mit einem gewissen
Merkmal in einer Gesamtheit feststellt (dann gehort der Fall tiberhaupt
nur in das Bereich der homograden Theorie) oder aber die zahlenmiiBigen
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Merkmale dieser Gesamtheit addiert, und dies ist gerade der ums hier
interessierende Fall. Statt einfach die Summen der Merkmale in die
statistischen Tabellen einzusetzen, kann man sie zuvor auch durch die
Zahl der betreffenden Elemente der Gesamtheit dividieren, d. h. man kann
fiir die Stichprobe vom Umfange %, in bezug auf x oder auf eine gewisse
Funktion von z (z. B. auf: a2, ", lg =, ﬂ, (x — Ez), (x — )" usw.),
ein arithmetisches Mittel bilden. Und im Hinblick auf dieses arithmetische
Mittel kann man ferner die Frage aufwerfen, wie es sich zu dem einen
oder anderen der statistischen Parameter der Gesamtheit héherer Ordnung
verhilt und wie weit es sich in der Stichprobe von diesem entfernen kann.
Bezeichnen wir das einfache arithmetische Mittel wiederum durch z
oder m'y:

so kénnen wir die Summe der z in der Stichprobe offenbar durch

n
E Z, =nm',
i=1

darstellen. Wenn wir uns jetzt eine neue Gesamtheit hoherer Ordnung
denken, die aus allen N%'n)' méglichen Gruppen zu n Elementen aus N

besteht, und, wie iiblich, durch E m', das arithmetische Mittel aus den
arithmetischen Mitteln aller dieser Gruppen bezeichnen, so ist letzteres
durch

N
Ewm' =m,= Exsfllexi
i=1
gegeben [vgl. oben § 3, Formel (26)]. Ferner habeun wir hierfiir bereits
abgeleitet [vgl. § 3, Formel (42)]:

’ —1
By —m)=pam=(1— gy [ . - .. ()

wobei

N -
1
y2=w—2(wi—m1)2=E(x—Ex)2
i=1
n

ist. Und sollten wir uns einfach fiir die Summe E z; interessieren, so

i=1

folgt aus (6) unmittelbar, daB
’ —1
E (nm'y —nm,)? = (1-—%:1—) npy . . . . (6a)
Wir kénnen jetzt auf die Markoffsche Ungleichung

Pl—t)im<m—EBo< +t)p} >1—p .« . . (7)
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zuriickgreifen [vgl. Kap. II, § 8, Formel (10), S. 191]. Jene z, welche in
ihr vorkommen, sind nur Reprédsentanten der Werte einer ganz beliebigen
statistischen Variablen. Wir sind daher berechtigt, unter der Reihe der N

unterscheidbaren x; auch die Reihe der '('NNT'WJT unterscheidbaren m',

zu verstehen; dann verwandelt sich das Markoffsche |/ u, in unser

V E (m'y— B/ 1) = |/ pe,m) =l/(1-* ;:11 )&

n

[vgl. oben § 3, Formel (24), S. 213, und Formel (42), S. 219], und wir
erhalten:

n

P{——t‘/(l—— 1) 2=y Y h—Ess

i=1

§+tl/(1—-§,‘_‘_i>%}>1—-tiz.. L@

Aus dieser Ungleichung ergeben sich bereits betrachtlich engere Grenzen
fiir die mogliche Abweichung des arithmetischen Mittels der Stichprobe
von der ihm entsprechenden mathematischen Erwartung in der Gesamt-
heit hoherer Ordnung.

Nehmen wir z. B. an, die Reihe der z sei durch die natiirliche
Zahlenreihe:

1,2 3 4,5, ....,99, 100, 101

gegeben, wobei also NV = 101 ist. Mit Riiicksicht auf die bekannte Formel
fiir die Summe einer arithmetischen Reihe wird dann die mathemat<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>