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Einleitung.

Die vollsténdige Berechnung und Darstellung von Schallvorgingen
macht schon in den Fillen, wo es sich um einfache Strahleranordnungen
‘handelt, nicht unerhebliche Schwierigkeiten. Damit hiangt es wohl zu-
sammen, dall eine systematische Behandlung dariiber nicht vorliegt.
Im folgenden wird der Versuch gemacht, die grundlegenden Formeln
und Begriffe zu entwickeln und an einer Reihe von einfachen Bei-
spielen praktisch anzuwenden. Dabei erscheint es wegen der aufler-
ordentlichen Vereinfachung naturgemiB, die Berechnung zunéchst auf
das Gebiet in grofier Entfernung vom Strahler zu beschrinken. Bei
dieser Einschrinkung ergibt sich der Ubergang vom ungerichteten zum
gerichteten Strahler sehr einfach, indem die Formeln des ungerichteten
Schallsenders durch einen zusédtzlichen Faktor, der als Richtfaktor bzw.
Strahlungsfaktor gekennzeichnet ist, erginzt werden. Auch macht dann
die Berechnung des Schallfeldes von Membranen, die im Gegensatz zur
Kolbenmembran keine konstante Schwingungsamplitude haben oder
Knotenlinien besitzen, keine besonderen Schwierigkeiten.

Der zweite Teil behandelt die Darstellung des in unmattelbarer Ndhe
des Strahlers vorhandenen Schallfeldes. Der zunichst untersuchte Fall
von zwei punktformigen Strahlern zeigt bereits, dafl jetzt ganz wesent-
lich kompliziertere Verhéltnisse vorliegen. Man ist daher auch ge-
zwungen, das Schallfeld an jeder Stelle zu beschreiben. Das geschieht
am einfachsten, indem man die Kurven zeichnet, fiir welche die Druck-
amplitude einen konstanten Wert besitzt. Im Falle der kreisférmigen
Kolbenmembran, der praktisch von besonderer Bedeutung ist, ist es
wesentlich, dal wenigstens die Werte auf der Mittelachse, auch in un-
mittelbarer Nihe, sehr einfach angegeben werden konnen. Aus der
Tatsache, daBl sich auf der Mittelachse mit im Verhiltnis zur Wellen-
lainge wachsendem Durchmesser eine immer gréBere Zahl von Null-
stellen und Einsstellen ergibt, folgt, daf die Kolbenmembran mit
wachsendem Radius auch in der Nihe kein Schallfeld erzeugt, wie es
einer ebenen Schallwelle entspricht. Im Falle, wo der Durchmesser
nicht zu grol im Verhéltnis zur Wellenlinge ist, kann die Berechnung
des Schallfeldes in der Néhe allgemein durchgefithrt werden. Die gra-
phische Darstellung der Kurven konstanter Druckamplitude gibt einen
einfachen Uberblick iiber derartige Schallfelder.

Eine besondere Bedeutung haben die Kugelstrahler, die im III. Teil
behandelt werden. Bei auf der Kugel vorgegebener Schallschnelle kann

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 1



2 Das Schallfeld in groBer Entfernung vom Strahler.

das Schallfeld auch fiir Aufpunkte in der Nahe berechnet werden. An
einer Reihe von Beispielen wird gezeigt, dall die zunéichst kompliziert
erscheinenden Formeln fiir die praktische Berechnung durchaus brauch-
bar sind.

Um die Ubersicht der Abhandlung nicht zu erschweren, wird die
theoretische Ableitung im Text selbst nur so weit angegeben, als es
zum Verstindnis erforderlich ist, und im iibrigen auf das vorhandene
Schrifttum hingewiesen. Ferner wird ebenfalls aus Griinden der Ein-
fachheit auf die Berechnung und Darstellung der Schallschnelle ver-
zichtet und stets nur die Schalldruckamplitude zur Kennzeichnung
des Schallfeldes benutzt. Dabei kann dann auf die Verwendung des
Geschwindigkeitspotentials ginzlich verzichtet werden, da dieser Be-
griff eine mehr mathematische Bedeutung besitzt und erfahrungsgemaf3
dem praktischen Physiker keine Freude bereitet.

Bei allen Betrachtungen wird davon ausgegangen, daB eine be-
stimmte Geschwindigkeitsamplitude der schwingenden Membran oder,
was auf dasselbe herauskommt, eine bestimmte Schallschnelle unmittel-
bar vor der ruhend gedachten Membran, vorgegeben ist.

Erster Teil.
Das Schallfeldin groBer Entfernung vom Strahler.
1. Ungebiindelte Strahlung.

Wir gehen aus von Strahlern nullter Ordnung, d. h. von Strahlern,
deren strahlende Fliche sich konphas nach auflen und nach innen be-
wegt. Der einfachste Fall wird durch eine atmende oder pulsierende
Kugel verwirklicht (Abb. 1a). Hier ist die Geschwindigkeitsamplitude
fiir alle Punkte der strahlenden Fliche dieselbe. Im allgemeinen wird
die Bewegung der strahlenden Fliche durch den Verlauf der Geschwin-
digkeitsamplitude der Membran 1 = w - ¢'“? beschrieben. Dabei wird w
im allgemeinen an verschiedenen Punkten der strahlenden Fliche ver-
schieden sein.

Es ist zweckmaBig, die Geschwindigkeitsamplitude w und nicht die
Bewegungsamplitude a (wobei die Beziehung: w = 27 na besteht)
einzufiihren, da der letzteren nur in seltensten Fiéllen eine besondere
Bedeutung zukommt.

Wir betrachten zunichst eine Reihe von Strahlerformen, wie sie
in der Abb. 1 dargestellt sind. Die Strahler 1a bis 1d sind rotations-
symmetrisch zu einer durch den Mittelpunkt gehenden vertikalen Achse
gedacht. Die Strahler le bis 1g sind ebenfalls rotationssymmetrisch
oder besitzen rechteckigen Querschnitt wie 1h. Dabei ist die Ruhelage
der Membran stark gestrichelt (— — —), die duflere Extremlage der
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Membran punktiert (- - - - - ) und die starre AbschluBwand des Strahlers
stark liniert (——) gezeichnet. Die Maximalamplituden der periodisch
(sinusférmig) sich bewegenden Membranen sind durch Pfeile in starker
Vergroferung angegeben. Die Voraussetzung der Giiltigkeit der allge-
meinen Wellengleichung verlangt, dafl die Druck- und Geschwindig-
keitsamplituden des Schallfeldes kleine Werte besitzen. Diese Voraus-
setzung ist nur bei ungewohnlich starken Druckschwankungen (z. B.
bei Explosionswellen) nicht erfillt. Ferner soll auch der Abstand der
symmetrisch zur Mittelebene schwingen- .. —

den Membranen (z. B.in Abb. le und 1f) ’/';//_‘\\:\

als so klein angenommen werden, daf} _{_ :\T" [——Q——-{——{.
die Nullage praktisch mit dieser Mittel- "\“\ Y, iob - —_;..__;.]
ebene zusammenfallend angesehen werden \\ -~ 4 e
kann. A

Es ergibt sich dann, da8 das Schall- ‘
feld sehr einfach bestimmt werden kann, Nl S
wenn die beiden folgenden Voraussetzun- | ‘ S S S
gen erfiillt sind: / R

A. Die Ausdehnungen des Sirahlers sind
m jeder Richtung klein zur Wellenlinge.

B. Der Aufpunikt liegt in hinreichend . )
groflem Abstand von dem Strahler. T "‘g;'l

Aus den spiter noch zu erlduternden
allgemeinen Formeln folgt dann, daB
der Schalldruckverlauf in der einfachen
Form Do = Pyl @t=kr+a2) (1)

dargestellt wird, wobei die Schalldruck-
amplitude p, durch:

c-o-F.w,
Po=""93r @)
und die gesamte abgestrahlte Schalleistung L, durch:
12 a2
L,= p}2co-4ar? = %c COT - !—ﬁw’” (3)

gegeben ist.

Wir sehen, daBl die Schalldruckamplitude sich in einfachster Weise
durch die maBgebenden Gréflen darstellt, wobei jede dieser GroBen
linear auftritt. Und zwar bedeutet:

o die Dichte,
¢ die Schallgeschwindigkeit
F die gesamte strahlende Flichel,

} des Mediums,

1 Bei Membranen, die in einer “starren Wand schwingen, werden wir die in
den Halbraum strahlende Flache mit F bezeichnen, so dafl dann die 2 im Nenner
von (2) fortfallt.

1*
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w,, die mittlere Geschwindigkeitsamplitude der strah-
lenden Fliche,
r der Abstand des Aufpunktes vom Mittelpunkt des
Strahlers,
4 die Wellenléinge,
k = 2 zn/i die Wellenzahl,
o = 2nn die Kreisfrequenz.

Das Produkt ¢ - ¢ wird als Schallwiderstand bezeichnet. Seine GréBe
ist bei ebenen Wellen durch das Verhiltnis der Schalldruckamplitude
zur Schallschnelle (Schallgeschwindigkeitsamplitude) bestimmt. Fiir die
beiden hauptséichlich in Frage kommenden Werte Luft bzw. Wasser ist
¢+o durch 43 bzw. durch 1,5-105 in absoluten CGS-Einheiten ge-
geben.

Im allgemeinen Fall ist die Geschwindigkeitsamplitude w(z, ¥, 2) fiir
die einzelnen Punkte (, y, z) der Membran verschieden. Dann ist w,
definiert durch:

Wy = T{l/w(m,y,z)dl’. (4)
F

Der Einflu der Membran ist durch das Produkt F -w, gegeben.
Definieren wir als das Deformationsvolumen des Strahlers das wih-
rend jeder Halbperiode von der schwingenden Fliche iiberstrichene
Volumen, so haben zwei Strahler gleicher Frequenz gleiches Defor-
mationsvolumen, wenn fiir beide das Produkt F - w,, den gleichen Wert
hat. Denn die Bewegungsamplitude a(z, ¥, 2) unterscheidet sich von
der Geschwindigkeitsamplitude w(z, y, ) nur um einen konstanten Fak-
tor (w=2nn-a).

Aus der Tatsache, da die sehr verschiedenen Schwingungsformen
der Abb.1a bis 1h bei gleichem F -w,, dasselbe Schallfeld ergeben,
werden wir ganz allgemein schlieflen: Bei Strahlern, die klein zur Wellen-
linge sind und deren Membranbewegung gleichzeitig nach auBen und
gleichzeitig nach innen erfolgt, ist das Schallfeld in groBerem Abstand
allgemein durch die Formeln (1, 2) und (3) bestimmt. Das bedeutet:
Unter den Voraussetzungen A und B ergeben zwei Schallstrahler der-
selben Frequenz dasselbe Schallfeld, wenn bei beiden F - w,, gleich ist,
ohne daB die Bewegungsamplituden und die Form der Membranen
einzeln iibereinzustimmen brauchen. In der Abb.2 sind drei ver-
schiedene Strahler entsprechend Abb. le, 1{ mit gleichem Deforma-
tionsvolumen, d. h. gleichem F - w,, dargestellt.

Die schraffierten Flichen stellen die Maximalamplitude der schwin-
genden Membran nach einer Seite in zwei zueinander senkrechten
Ebenen dar. Dabei ist die der Abb. 2b entsprechende Geschwindigkeits-



Ungebiindelte Strahlung. 5]

amplitude durch w = (1 — ¢2/¢;)2 gegeben. Dann ergeben sich in den
3 Fallen der Abb.2 fir Fu,, die gleichen Werte:

0o
a’m 1

1, ] 5 1, 5
5 00, 2| (1—e%fei)Pede = g ofm, =~ == ;e
0

Es ist zweckméBig, sich ein einfaches Beispiel als Normalform ein-
zuprigen, da daraus infolge des linearen Einflusses simtlicher GroBen
der Schalldruck unter sehr allgemeinen
Verhéltnissen angegeben werden kann.
Als eine solche Normalform betrachten
wir eine Kolbenmembran in starrer
Wand, die in Luft bei 800 Hz auf der
Mittelachse in 100 cm Entfernung eine
Schalldruckamplitude von 1 dyn/cm?
erzeugt (das entspricht Schalldruck-
amplituden, wie sie beim normalen
Sprechen unmittelbar vor dem Mund
des Sprechers auftreten). Wir finden,
dafl dazu bei einer Geschwindigkeits-
amplitude von 10 cm/sec die in den

Halbraum strahlende Fliche 10 cm?
betragen muBl. Es ist besonders zu be-
achten, dal} die Formel (2) fiir beliebige
ebene gebiindelte Strahleranordnungen
gilt, wenn der Aufpunkt auf der Mittel-
achse in hinreichendem Abstand liegt.
Dies wird im néchsten Kapitel erldu- «

)

tert. Also eine strahlende Fliche von ”LWUH‘I‘I‘ l“H”HlHH“Nl
100 cm? ergibt im Aufpunkt auf der ‘¥y 475 - ‘
Mittelachse, der 10 m entfernt ist,
ebenfalls eine Schalldruckamplitude
von 1dynjem? Schliefilich gilt die =
Formel auch fir den Kugelstrahler
nullter Ordnung allgemein bei hinrei-  Abb. 2. Strahler mit gleichem Deforma-
chendem Abstand des Aufpunktes. fionsvolumen.

Die entsprechende Schalleistung pro cm? ist fiir die Normalform
[nach (3)]-

L, 1

47?2 2.43 1,16 - 10~ 2 erg/sec cm? = 1,16 - 10~% Watt/cm? .

©

Im Wasser ergibt sich unter denselben Voraussetzungen (bei gleicher
Frequenz, also anderer Wellenldnge) die Schalldruckamplitude :

o = 800 dyn/cm?
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und die Schalleistung:

L,  8.10 — 213 2 = 213.10-7 Watt/cm?
dnrt T 315105~ »13ergfsecomt =2, fons

Man sieht, welch mafigebenden EinfluB der ,,Schallwiderstand‘ be-
sitzt. Um der Membran im Wasser bei gleicher Frequenz dieselbe Ge-
schwindigkeitsamplitude wie in der Luft aufzudriicken, muf} die 184fache
Leistung aufgebracht werden. Andererseits wird fiir eine Membran,
die in Luft bei gleicher Wellenléinge dieselbe Leistung wie im Wasser
abstrahlen soll, folgen:

W V 15-10° ~ 60

Wy 43
d. h. die Geschwindigkeitsamplitude w; der Membran in Luft ist dann
60mal so groB wie die Geschwindigkeitsamplitude w,, im Wasser, wih-
rend die Bewegungsamplitude der Membran in Luft etwa 13mal so
grofl wie die in Wasser ist.

2. Gebiindelte Strahlung.
A. Der Richtfaktor.

a) Bei einer bestimmten Frequenz.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung A fallen, machen aber dafiir die
Einschrinkung, daB die Membran als Doppelmembran konphas nach
zwei Seiten schwingt, wobei die Mittelebene in jedem Moment der
Schwingung Symmetrieebene ist. Beispiele solcher Membranen sind
in den Abb. le und 1f dargestellt. Da der ganze Vorgang oberhalb
der Symmetrieebene das Spiegelbild des Vorganges unterhalb der Sym-
metrieebene darstellt, kann an Stelle der Symmetrieebene eine starre
Wand eingefiihrt werden, ohne dafl an dem Schallvorgang etwas ge-
dndert wird. An Stelle der doppelseitig wirkenden Membran kann
man sich dann die eine Halfte des Schallfeldes ebensogut durch eine
einfache, in starrer unendlicher Wand schwingende, Membran erzeugt
denken. Dies ist von Bedeutung, weil eine in starrer, groBer Wand
schwingende Membran in der Praxis héufiger auftritt. Ohne daf} dies
in jedem Fall noch mal besonders hervorgehoben wird, soll es sich in
den folgenden Beispielen stets um solche Doppelmembranen, die sym-
metrisch zur Mittelebene schwingen, handeln oder um in einer starren
Wand schwingende Membranen, wobei nur der eine Halbraum be-
trachtet wird, der durch die starre Wand abgeschlossen wird und in
den die eine Halfte der Membran mit der Fliche F strahlt. Stellen wir
uns vor, daf3 die von den einzelnen Elementen des Strahlers herriithrenden
Elementarwellen im Aufpunkt zusammenwirken, so ist klar, daB fiir
alle Richtungen dieses Zusammenwirken in gleicher Phase im weit ent-
ferntem Aufpunkt eintritt, solange die Einzelelemente einen Abstand
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d klein gegen /4 voneinander besitzen. Diese Kugelsymmetrie (un-
gebiindelte Strahlung) mufl aber gestort werden, wenn dies nicht mehr
der Fall ist, da dann im Allgemeinen die 5 P
Elementarwellen mit verschiedenem, nicht
mehr vernachlissigbarem Phasenunterschied
im Aufpunkt ankommen (Abb.3). Diesen
verinderten Verh&ltnissen, die ihren Grund
darin haben, daB der Strahler nicht mehr
klein zur Wellenldnge ist, kénnen wir durch
Einfiihrung des Richtfaktors %1 Rechnung
tragen. Und zwar tritt an Stelle von (2)
die Formel

p=1p,- R, (B) Abb. 3. Ungebindelte Strahlung.

wobei p, den durch (2) gegebenen Wert hat, wihrend % durch das
Integral iiber die Fliche F definiert ist:

R = @}F/ w(;v, y) . gtk(zcos a + ycosp) dF. (6)

7
Dabei ist die starre Wand mit der Membran (in der Ruhelage) in
der Ebene des Koordinatensystems liegend gedacht. Da die X Y-Ebene

Symmetrieebene fiir das Schallfeld ist, kénnen wir unsere Betrachtung
auf den oberhalb der X Y-Ebene lie-

genden Raum beschrinken und
daher den symmetrisch nach unten
schwingenden Teil der Doppelmem-
bran auBer Betracht lassen (Abb.4).

Es bedeuten «, £, v die Rich-

tungswinkel fir die entsprechende

Aufpunktsgrade, z, y die Koordi-

naten des zum Integrationselement /%
dF gehorenden Punktes, w(x, y)
die entsprechende Geschwindigkeits-
amplitude und k& = 2 7w/i. Wir be-
merken, daBl, wenn die Wellenlinge % gro8 gegen = und y, d.h. grof

gegen die Ausdehnungen der Membran ist, der Exponent unter dem
Integral gegen null geht, so daB

. Ly

R = F./w(x.?/)dF

Wiy

x
Abb. 4. Gebiindelte Strahlung.

ist, also wegen (4) gleich 1 wird, wie es zu erwarten war. Wesentlich
ist, worauf bereits hingewiesen wurde, dafl fiir grofles F ebenfalls i = 1
wird, wenn die Aufpunktsgerade mit der Z-Achse zusammenfillt (wegen
& = 90° und f = 90°)
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Die Giiltigkeit von (5) ergibt sich aus der von RAYLEIGH angegebenen
grundlegenden allgemeinen Beziehung!:
1 0"7()0 e~ ikr

Y= "oz én r
F

dF. (7

Indem wir an Stelle des Geschwindigkeitspotentials ¢ den Druck

dp
‘p ——gat (8)

einfithren und die Normalgeschwindigkeit Z—Z durch
0 = w(x, y)e! (9)

ersetzen, erhalten wir zunéchst:

*Z—Ue“"‘/w(x )

e~ er

(10)

Wir wollen nun das Schallfeld nur in grofler Entfernung von der
strahlenden Fliche betrachten und setzen demgemal voraus, dafl der
Aufpunkt P in hinreichendem Abstand R von O sich befindet, so daB
die Verbindungslinien von ihm zu den einzelnen Strahlerelementen dF
als parallel angesehen werden kénnen (eine genauere Formulierung
wird spiter [S. 53] gegeben). Féllen wir dann von dF, das durch die
Koordinaten z, y bestimmt ist, das Lot auf O P mit dem Fufipunkt @,
$0 ist OQ = xcos o + ycos f und 7 = R — (x cos & + y cos f).

Da R> xcos« + ycos f ist, kénnen wir im Nenner 7 durch R
ersetzen und erhalten:

p = % ei(wt—lcR)/w(x: y)eik@eosatycoshg (11)
P

und daraus unter Beriicksichtigung. von (2), (4) und (6) die Formel (5).

‘Wir wollen fiir das Weitere voraussetzen, dafl die strahlende Fliche
bzw. das Strahlersystem einen Mittelpunkt besitzt, der mit dem Ko-
ordinatenanfangspunkt zusammenfillt und daBl w(z, y) = w(—=x, —y)
ist. (Das bedeutet: Zwei spiegelbildlich zum Membranmittelpunkt ge-
legene Membranpunkte haben gleiche Amplitude und Phase.) Dann
1aBt sich das Integral (11) in reeller Form schreiben. Es ist:

RN= —/w (%, y)cos [k(xcosx + ycosP)]d.F .
7

Wir wollen ferner die Aufpunktsgerade auf eine bestimmte Ebene
(die Peilebene) beschrinken, und zwar soll diese Ebene mit der Z Y-

1 The theory of sound. § 278.
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Ebene zusammenfallen. Dann ist wegen & = 90° und f + y = 90°
(Abb. 4):

R = wlf’/ w(x, y)cos[kysiny]dF . (12)
H

In vielen Féallen interessiert der Verlauf von R nicht fiir die ganze
Peilebene, sondern es kommt oft, besonders bei scharf gebiindelten
Strahlern, nur auf die nichste Umgebung 2
des Hauptmaximums bei y = 0° an.

Fiir diesen Bereich kann man cos[ky siny]
durch 1 — § &2y® sin?p ersetzen und findet:

VJ/
. kfsin?y ’
R=1— S F / w(x, y)y2dF . /Z

j" sl

Denken wir uns an Stelle des strahlenden
Flachenelementes dF im Punkte x, y der

Membran ein Massenelement dm = %v;% Y ar 4

angebracht, so bezeichnet: "
. . .

Ty = o | 0@ ) ypdF = [ ypdm :

o

F r

das Tragheitsmoment dieser so mit Masse
belegten ruhenden Membran (bei der Ge-
samtmasse 1) in bezug auf die X-Achse, und
wir kénnen fiir kleine y schreiben: 2

R=1—Fk%sin?y-T,. (13)

Diese Formel ist oft geeignet, ohne grofle

Rechnung die Peilschérfe von Strahleranord-

nungen zu ibersehen. ar
Als Beispiel wollen wir 4 einfache Strah-

leranordnungen untersuchen (Abb. 5): z
Abb. 5. Berechnung des

1. zwei punktformige Strahler, Richtfaktors.

2. die Kreislinie, dicht besetzt mit Strahlern,

3. die rechteckige Kolbenmembran,

4. die kreisformige Kolbenmembran.

Wir finden die Tragheitsmomente 7' und die entsprechenden An-
néherungsformeln ohne Schwierigkeit :

1. T, =13 R=1—- %— k2sin?y - r2,

r 1 . 2
2. T2:§, Zﬁzzlviﬁszs1n2y-?,
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2
3. Ty= %, RNy=1— %kzsinzyozv,

r2 ' 1 . r
4. T4:Z’ %4:1—?k2s1n2y-z.
In diesen 4 Fillen lassen sich die Richtfaktoren allgemein durch
Ausfiihrung der Integration nach (6) berechnen!. Es ist (vgl. Abb. 5):

itkrsiny | ,—ikrsiny
R, = e .2e = cos {ZJ;—r sin y} , (14)
2n
R, :EZ,’: giklwcos a+ycosp)dg — %feikrsinycoswd(p :J0<—2;” sin y), (15)
0
+r
1 sin (7 T sin y)
By = g [ evinrdy = —5 L, (10
——siny
A
-7r
r 27 9
1 9 Jl(—:{—r siny)
R, = [ede gikesinycose g o =5 Q(Jl(_).]o(kg_)siny)=2-—————2mw : —.(17)
o/ o/ o Tsmy

0 0 0

Mit der Abkiirzung: @ siny = y%l— siny = z ergibt sich:

Ro=cosw,  Wy=Jola), Ry=0F, %, =200
wobei Jy(x) bzw. J,(r) die BrssELsche Funktion nullter bzw. erster
Ordnung bedeutet. Durch die bekannten Reihenentwicklungen 148t
sich die Richtigkeit der Anndherungsformeln hier direkt bestitigen.
Es ist:

x? x? sin x x>
Qosle—?_l_’ Jo(x):1~_4_+’ 77_—_—]_._?_{_’
2J, (x) x?
s —1—gt

Um ein allgemeines Maf} fiir die Peilschéirfe zu bekommen, wollen
wir nach dem Winkel ¢ in der Peilebene (ZY) fragen, den die Auf-
punktsgerade mit der Z-Achse bildet, wenn die Schallenergie auf die
Hilfte des Maximalwertes abgesunken ist (d. h. die Amplitude von 1
auf 1/J2) (Abb. 6). '

! Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 4 (1927) S. 239—253.
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Wir wollen diesen Winkel als die Halbwertsbreite dieser Peilebene
bezeichnen!. Eine einfache Rechnung ergibt dann mit praktisch aus-
reichender Genauigkeit folgende einfache Beziehungen:

@, = 15° 4/d fiir zwei punktformige Strahler,

P, = 20° i/d fir die Kreislinie,

@3 = 25° Ai/d fir die rechteckige Kolbenmembran,
@, = 30°%/d fur die kreisformige Kolbenmembran.

(18)

Der Fehler ist dabei fiir 4 = d bereits unter 1° und nimmt fiir
kleinere 2 proportional ab.

Die Winkel 15°, 20°, 25°, 30° sind dann charakteristisch fiir die
Peilschiarfe. Wir wollen dies durch einen besonderen Namen, das Pesl-
maf, hervorheben. Das Peilmall ist dabei im allgemeinen fir jede
Peilebene verschieden. Um den Richt- z
faktor fiir eine Peilebene wollstindig zu
itbersehen, wird man die charakteristi-
sche Funktion in Abhéngigkeit von
darstellen und unter der X-Achse einen

verdnderlichen MaBstab anbringen, der ‘;;
fir jeden Wert von d/1 und fir jeden
Winkel » den Wert des Richtfaktors My
abzulesen gestattet. So kann man aus
<7 'l

der umstehenden Abb. 7 ohne wei-
teres den vollstéindigen Verlauf des Richt-
faktors in Abhéngigkeit von y in den
obigen 4 Beispielen fiir alle Werte von d/, Abf. 6. Definition der Peilschirfe.
die zwischen O und 8 liegen, sofort an-
geben. Will man z. B. den Richtfaktor der dicht besetzten Kreislinie
R = Jo(%d— sin y) fir d/A = 3, y = 40° ablesen, so hat man in Abb.7
auf der Parallelen d// = 3 bis zum Schnittpunkt mit der Geraden 40°
zu gehen und die entsprechende Ordinate auf der Kurve 2 abzulesen.
Man findet dann: R = -+0.15 (vgl. den punktierten Linienzug in Abb. 7).
Als ein weiteres Beispiel erwahnen wir die gerade Gruppe, die aus
einer Anzahl gleicher und in gleichem Abstand auf einer Geraden an-
geordneter ungerichteter Einzelstrahler besteht. Wegen der besonderen
Bedeutung fiir dic Praxis wollen wir diese Anordnung genauer unter-
suchen. Besitzen die auf der Y-Achse in gleichem Abstand d von-
einander angeordneten Strahler die Koordinaten:

Yos Yp-15-- Y-p-1)5 Y-p>

1 Dabei ist vorausgesetzt, dafl es sich um eine einigermaflen wirksame Biin-
delung hande!t, so dal die Halbwertsbreite hochstens 30° betrigt.
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wobei der Koordinatenanfangspunkt bei ungerader Anzahl (n = 2 ¢ — 1)
mit dem mittelsten Strahler zusammenfallen soll und bei gerader An-
zahl (n = 2 ¢) in der Mitte zwischen den mittelsten Strahlern liegen

HINE NCT AT
; A
S

| )

BRI X /0

NN AN N #ﬁ
/

NSD—

&

—

—
g

=

|
6T 4 ér
‘: al | /{v % /f % ﬂfw
IRVIRVAN VAV
, LAV g
b, )//7/
-%.7 / 7 // // 7$;=oos(.z)
2R =4 (3
vy i
/ ‘”Rfi].%{i)

4 2 4 3

[

v o % % B N 2 XN HF

L —v
Abb. 7. Allgemeine Darstellung des Richtfaktors. 1. Richtfaktor des aus 2 Strahlern (Abstand d)
bestehenden Systems. 2. Richtfaktor der dicht besetzten Kreislinie (Durchmesser d). 3. Richt-
faktor der dicht besetzten rechteckigen Fliche (Linge d) in der Symmetrieebene. 4. Richtfaktor
der dicht besetzten Kreisfliche (Durchmesser d).

soll, so ist im ersten Fall p=¢g — 1, p — 1 = ¢ — 2 usw., im zweiten
Fall p=q — 3, p — 1 =g — 3 usw. zu setzen (Abb. 8).

Allgemein gilt dann fiir einen beliebigen Index ! die Beziehung

Y, =1d. Setzen wir zur Abkiirzung e'*¢s'r — 2 g0 finden wir den
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Richtfaktor aus (6), indem wir das Integral durch das Summenzeichen

ersetzen: m=-p
ER — 7]; P
m=—p
Die rechts stehende geometrische Reihe 1483t sich leicht summieren
und ergibt: 1 | 1 2,y
N A S
n z—1 7 NP ’

daraus folgt, wenn wir fiir z wieder e*¥4sn7 einfiihren:

g e

sin k—d sin 9
n 3 v

Da wir bei ungerader Anzahl p + % durch ¢ — ; = {},
Anzahl p + § durch ¢ = n/2
zu ersetzen haben, so ergibt
sich allgemein (wobei noch

bei gerader

Z

2 .
k=- ;E eingesetzt 1st>'.

nad .
—— sin y

=) (19) —dp
”Sln[s‘”} Yo s o VoSl K B % ki

sin

Um eine klare Ubersicht
iiber den allgemeinen Verlauf z
des Richtfaktors (19) bei Abb. 8. Zur Berechnung der geraden Gruppe.
verschiedenen d/. zu bekommen, betrachten wir zunichst die durch
. Snne (20)
fnsin g ;
. . . Ta .,
gegebene Funktion, indem wir in (19) % durch » und 77 sin y durch ¢

ersetzt haben. Die durch (20) in Polarkoordinaten r, ¢ gegebene Kurve
1aBt sich nun leicht iibersehen. Das Hauptmaximum (r = 1) wird fiir
@ =0 und ¢ = (und Vielfache von m) erreicht. Dazwischen liegen

n — 2 Nebenmaxima, die durch die Nullstellen ¢ = I\;(k:l, 2,...n—1)
getrennt sind.
Zeichnet man parallel zur Ordinatenachse im Abstand 1/n eine Ge-
rade, so beriihrt diese die Kurve in den n-Punkten, die den Winkeln
T 3 2n—1
Y 227 T2 T
entsprechen. Und man sieht, dal die Lage der Nebenmaxima in guter
Anndherung durch die Winkel
3 5 2n— 3
P9, ™ oan 2y T
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bestimmt sind. (Wegen der Symmetrie zur Ordinatenachse kénnen wir
uns auf die Werte ¢ = 7w beschréinken.) Die Abb.9 veranschaulicht
die Verhiltnisse fiir » = 6, wobei die punktierte Kurve die Ellipse mit
den Halbachsen 1 und !/, darstellt, auf der sdmtliche Maximalwerte
von r = Z%ligz liegen. Die Nebenmaxima (im ersten Quadranten)
fallen sehr angendhert mit den Beriihrungspunkten zwischen Ellipse

Abb. 9. Kennzeichnung der Lage und GréBe der Nebenmaxima des Richtfaktors bei der geraden
Gruppe von 6 Strahlern.

und der parallel im Abstand 1/, zur Ordinatenachse gezogenen Geraden
zusammen, I

Zur genaueren Bestimmung mufl man die sich aus a9 =0 ergebende
Bedingungsgleichung : ntge=tgng 21)
16sen. Dies geht einfach, wenn man die Gleichung (21) in der Form
schreibt : 1
¢ = -arctg(ntgy). (22)

Der gefundene Néaherungswert wird in die rechte Seite von (22)
eingesetzt und ergibt eine bessere Annéherung. Diese bessere Annihe-
rung wird wieder in die rechte Seite von (22) eingesetzt usw. Setzt

2 1
man als erste Anndherung ¢, :—%:—n in die rechte Seite von (22)

ein, so ergibt sich als zweite Anndherung ¢, — ¢,, wobei g durch

tgn e, = gegeben ist. Ist z.B. =6 und m =1, so folgt

ntg @y
@o = 45° und aus tg 6 £y = §, & = 1° 35', also ¢, = 43° 25'. Die dritte
Néherung ergibt & = 0°5’, also @, = ¢, — & = 43°20". Und es
stimmt 6 tg @, = 5,66 mit tg 6 @, = 5,67 bis auf einen Fehler unter
1% iiberein.
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Bezeichne ich die zu den Maximalwerten gehérenden Koordinaten
mit 7,,, ¢, , so missen gleichzeitig die Gleichungen (20) und (21) erfiillt
sein. Also:

72, nE sin2q,, = sin®ng,,. (23)
n’ tg2<77m = tg2n¢m; (24)
daraus folgt durch Division: 75, C08%@,, = cos®ne,,

und durch Addition von (23): 7, [n?sin?g,, + cos?q,] = 1.
@ 4

Das heifit: Die Maximalwerte liegen simtlich auf einer Ellipse mit
den Halbachsen 1 und 1/». Um nun die Abhadngigkeit des Richtfaktors

von d/2 und y zu ubersehen, haben wir nur zu iiberlegen, wie die dis-
kutierte 7, -Kurve durch die Transformation R =r, ¢ :qf sin ¥ in
der 7 y-Ebene abgebildet wird. Wegen der Symmetrie kénnen wir uns

auf den ersten Quadranten (O =y fg) beschrianken und kénnen aus

dem entsprechenden Bereich 0= ¢ = 3};} die Lage und Anzahl der

Haupt- und Nebenmaxima angeben. Die Gréfe dndert sich offenbar
bei der Transformation nicht.

Vergleichen wir zwei beliebige gerade Gruppen I und II, wobei I
durch n,,d;, 2;, 1T durch n,, d,, 4, gekennzeichnet ist, so ist:

sinn, ¢, nd, .
= , = ——sin
17 nysing,’ #1 A Vs
sinn, @, nd, .
ry = 2?2 @y = —siny.
o SINLQy )

Da fir die Beurteilung der Peilscharfe nur kleine Werte von y in Frage
kommen, kann sin ¢ durch ¢ ersetzt werden. Da die Ungleichung
sinn,; ¢, sinn, @,
M1 ¢ Ny @2

(fiir kleine @) dann und nur dann erfillt ist, wenn n; ¢; << n, @, ist, so
folgt, dal die Peilschérfe von II gréBer, gleich oder kleiner als die von 1
ist, je nachdem nyd,/l, groBler, gleich oder kleiner als n,d,/4; ist. Bei
gleicher Frequenz und gleicher Gesamtlange hat also die dichter besetzte
Gruppe eine geringere Peilschirfe. Und zwei Gruppen von verschiedener
Lénge und verschiedener Strahleranzahl koénnen . gleiche Peilscharfe

besitzen. Zum Beispiel haben die Gruppen n; = 18, d, = 1/6 und
d 2y

ny = 3, dy = A wegen nl}; = n; = =3 gleiche Peilschirfe, wahrend
"1 2

ihre Basislingen sich wie 17:12 verhalten.

Handelt es sich um eine aus mehreren Strahlern in starrer Wand
strahlende Anordnung, so lafit sich die Berechnung wesentlich ver-
einfachen, wenn die Anordnung aus gleichen Einzelstrahlern besteht
(so dafB jeder Einzelstrahler fiir sich allein den gleichen Richtfaktor
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ergeben wiirde). Denken wir uns nidmlich an Stelle jedes gerichteten
Einzelstrahlers einen ungerichteten (punktférmigen) Strahler und nennen
den Richtfaktor des so aus ungerichteten Einzelstrahlern bestehenden
Systems R;, und den Richtfaktor jedes Einzelstrahlers $,, so ist der
Richtfaktor i der gesamten Anordnung einfach durch das Produkt
gegeben. Also: it = R, - N,.

Zum Beispiel ergibt sich der Richtfaktor einer aus zwei gleichen
kreisformigen Kolbenmembranen in starrer Wand bestehenden Anord-
nung mit dem Radius r und dem Mittelpunktsabstand a:

Ta

R = cos [_l cos ﬁ} 2]y (krsiny)

krsiny

(25)

Diesen von BRIDGE! wohl zuerst ausgesprochenen Satz beweisen wir
folgendermaflen :

Gegeben ist in der X Y-Ebene ein System I von » ungerichteten
(punktformigen) Strahlern mit den Koordinaten:

@, 91), (@2, 0) - .. (@, 9),
den Geschwindigkeitsamplituden :
wi, Wy ... W,
und den strahlenden Flidchen:

F, R ... F;,
dabei wird
: Wi F+ w4 o+l F, =4
gesetzt.
Ferner ist ein System II von m ungerichteten Strahlern entsprechend
durch die Grélen charakterisiert:

@7, 91), @5, 95), ... (@nym),
wl, wi ... wh,

Fy, Fy ... F},
WY+l FY A+l B = A
Jetzt soll an Stelle jedes Strahlers im System IT das System I ge-

setzt werden, so daBl das neue System III entsprechend charakterisiert
wird durch die GréBen:

(g, Yy +y1), (v + a5, vy +115) ... (@) 2, 4+ y0)

S’

wy - wy, wy W, wy, W, p=1,2,3...m.
4 4 77 ’ 7/ 4

Fy F; F;F, ... F,F, J

1 Vgl. H. Poincaré, Theorie de la lumiére. S. 158.
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Der Richtfaktor R’ des Systems III ergibt sich dann aus der all-
gemeinen Formel (6), wobei das Integral durch das Summenzeichen
ersetzt werden mufl, durch:

m n
. e, v Ak[(xy, +ax,) cosa + (v, + ) cosp
R= 5717 E EprI, wy ke (e +2o) () +q) cosp],

p=1¢g=1
wahrend der Richtfaktor R’ von I durch:

n
W fl(/ E w F eils[:r'q cos & + g cos ]

]
7=1

und der Richtfaktor '’ von II durch:

m
R, Dy M e cond]
gegeben ist. p=t

Daraus folgt dann sofort: 3i"' = R’ - R". Dieser Satz kann dazu
dienen, aus der einfachen geraden Gruppenanordnung andere abzuleiten,
deren Richtfaktor eine einfache Form besitzt. Charakterisieren wir den
Richtfaktor einer geraden Gruppe, die aus n ungerichteten Strahlern

mit gleicher Fliche in gleichem Abstand auf der Y-Achse mit den Ge-

schwindigkeitsamplituden w,, w,, ... w, besteht, durch
N = [wy, Wy, ... w,],
und bezeichnen insbesondere den Richtfaktor von » Einheitsstrahlern
durch sinng
y €, =1[1,1, ... 1]:nsin<p’ (26)
80 is _ sin2¢
€ ==11,1]= Tsing cosg.

Ersetzen wir jetzt jeden Strahler dieser aus 2 Elementen (auf der
Y-Achse) bestehenden Gruppe durch die gleiche Gruppe, so wird aus
der urspriinglichen Gruppe:

¢, = X X
offenbar die folgende Gruppe:
G = X X X X

Das heilt: Wir bekommen eine Gruppe aus 3 Elementen (1 2 1). Der
entsprechende Richtfaktor [1, 2, 1] ist dann nach dem Satz von BriDaE
gleich cos? @.
Entsprechend folgt:
& =11, 1][1, 11[1, 1] =[1, 3, 3 1] = cos®¢p,
Cr=1[L, (1), (5) ... ()] =cos"g.
Um das symbolische Produkt ®,- R, = [ay,a, ... a,][b;,b,...b,]

zu finden, d. h. um den Richtfaktor der geraden Gruppe zu finden, die
entsteht, wenn jeder Einzelstrahler der einen Gruppe durch die gleiche

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 2
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und gleich gerichtete Gruppe ersetzt wird (so da8 die urspriinglichen
Strahler und sémtliche Strahler des an ihre Stelle getretenen auf der-
selben Geraden liegen), bilden wir das folgende rechteckige Schema:
b | by | by b,

a; |aby | ab, | a by

ay | a3y | ayby | aybg

as | ash, “abzlasba

[

an \ ‘ 0,

Man iibersieht dann leicht, daB man zur Bestimmung von R, - R,
die Summen der in den schrigen Diagonalen vorhandenen Produkte
zu bilden hat. So ergibt sich:

Ra e RN = [a305, a3 b + ayby, ag3by + ayby + a,b,, + - - -
+ @by 1+ Gy - 16y, @, b,].

Das Ergebnis 148t sich auch in einfacher Weise durch die Betrachtung
des Produktes (@, -+ ap2®+---+a,a")(byx + bya? + - -+ b, 2"
=ay, b a? 4 (ay by + a, b)) 23 4 -+ 4+ a, b, 2™ 7 erliutern.

Interessanter ist die umgekehrte Frage: Wie man aus einer geraden
Gruppe von fest vorgegebener Empfingeranzahl und festem Abstand
allein durch Andern der einzelnen Geschwindigkeitsamplituden, d. h.
durch Andern der Empfindlichkeit, den Richtfaktor déndern kann.

So kénnen wir aus 6 Strahlern, die in gleichem Abstand d in einer
Geraden angeordnet sind, die folgenden 7 Richtfaktoren erhalten:

sin 6
Bo=C—[1,1,1,1,1,1]= g,
L __ sin5¢p sin2¢
§~}%2 - @5 @2 - [15 2’ 2} 2; 25 1] - 5Sin(p .2Si1'1(p )

sin 4 sin 3
éRZi :@4'@3 = [1’ 25 3: 3’ 2’ 1] = 41:in(%.31:ing’

sne 33
W= G- G =11,8,4,4,3, 1] = 57 (JR22F, (27)

in3¢p\2 sin2
3{52@3'@2:[1’ 3, 5, 5; 35 1] :(;1:1112) ';lginz’

sin 3 sin 2¢\3
Re = Gy G =1[1, 4, 7,7, 4, 1] :3sin%(2%m*§) ,

sin 2¢\5
R, = 6 =[1, 5, 10, 10, 5, 1] = (;sin;’) = cos’p. |

Dabei ist zur Abkiirzung ¢ = 71—dsiny gesetzt.
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Die entsprechenden Richtfaktoren sind in der Abb. 10 dargestellt.
Es ist nach dem angegebenem Satz vom Tréigheitsmoment ohne
weiteres klar, da die Peilschirfe von %, am grofiten ist. Da die Emp-

findlichkeit der Strahler sich immer
mehr in den Mittelpunkt konzentriert,
so mufl notwendig die Peilschérfe
immer mehr abnehmen. Dies zeigt

77

\
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037 av 96 08 10
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Abb. 10. Peilschiirfe der geraden Gruppe von 6 Emp-
fingern mit verschiedener Empfindlichkeit.,

Abb. 10. Wichtiger erscheint es, dafl
in bezug auf die auftretende Grofle
der Nebenmaxima ein umgekehrter
Gang besteht. Der @ >1 entspre-
chende Teil der Kurve ist in Abb. 11
stark vergrofert dargestellt, um die
Grole der Nebenmaxima zur Dar-
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Abb. 11. Nebenmaxima der geraden Gruppe
von 6 Empfingern mit verschiedener Emp-
findlichkeit.

stellung zu bringen, und wir erkennen, dal in bezug auf die GroBe
der Nebenmaxima 9, sehr ungiinstig ist.

So bleibt z. B. bei R, die GroBe der Nebenmaxima unter 1% , gegen-
iiber 24% bei R,. Wir haben somit die Moglichkeit, bei einer festen

2*
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Anordnung von Strahlern lediglich durch Verdndern der Empfindlich-
keit (d.h. der Verstirkung) je nach Bedarf die Peilschirfe oder die
GroBe der Nebenmaxima in giinstigem Sinne zu beeinflussen.

Um den Richtfaktor fiir die rechteckige Gruppe abzuleiten, gehen
wir aus von dem allgemeinen Richtfaktor der geraden Gruppe. Dabei
ersetzen wir in der fritheren Formel (19) siny durch cos ff, um zu er-
reichen, daf die Beziehung, unabhingig von der Peilebene, gilt. Fiir
die Formel (19) war es notwendig, daB die Peilebene mit der Z Y-Ebene
zusammenfiel. Wir erhalten dann:

| o

n 8in [an cosf '

Denken wir uns jetzt jeden Einzelstrahler durch die gleiche aus

m Strahlern zur X-Achse parallele Gruppe ersetzt, so ergibt sich all-

gemein der Richtfaktor dieser rechteckigen Gruppe nach der friitheren

Regel (Abb. 12): [
sin

m:

mad; . [nnd,
7 cosoc} sm[ i cosﬁ]

(29)

7 .
m sin [b cos oc] - msin [7%2 cos ,3}

A

Lassen wir d; und d, immer kleiner werden und m und n beliebig

wachsen, so daB in der Grenze z

md,=a und ndy,=0> ist, so erhalten &

. z /Z/ 4
o o o & o o o o w

o o o o °© o o o 4
o o o o o o o o 4 // /
© o o o o o o o

x 4

Abb. 12. Rechteckige Gruppe. ; Abb. 13. Rechteckige Kolbenmembran.

wir den allgemeinen Richtfaktor der rechteckigen Kolbenmembran
(Abb. 13): am b

sin [T cos oc] sin [T cos ﬁ]
R = . (30)

an bn
5 cos o - —-cos B

Dabei hat man sich die Membran als nach beiden Seiten der X Y-
Ebene konphas schwingend oder als einfache Kolbenmembran, die in
einer unendlichen starren Wand schwingt, vorzustellen.

An Stelle der dichtbesetzten Kreislinie wird in der Praxis hiufig
eine’ Kreisgruppe benutzt, die aus einer bestimmten Anzahl (n) von
Strahlern besteht, die in gleichem Abstand auf einem Kreis vom Durch-
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messer d angeordnet sind!. Wahlen wir » als gerade Zahl (n = 2 m),
50 1aBt sich durch Zusammenfassung von je zwei diametral gegeniiber-
liegenden Strahlern fiir den Richtfaktor leicht
die folgende Beziehung ableiten:

¥=0

Dabei ist die Aufpunktsgerade durch ¢
und y (s. Abb. 14) bestimmt. Inshesondere
fiir groflere m ist die Berechnung nach (31)
sehr zeitraubend. Unter Benutzung der
BesseLschen Funktionen 148t sich die Summe  spb. 14. Berechnung des Richt-
in eine unendliche Reihe verwandeln, die faktors der Kreisgruppe.
fir die Rechnung wesentlich bequemer ist. Und zwar ergibt sich:

R—J, (ﬁ;ﬁ siny) 2 DNy (an siny) - cos2pme. (32)

Die praktische Bedeutung dieser zunéchst umsténdlich erscheinenden
Beziehung erkennt man sofort, wenn man bedenkt, daf die ersten Glie-
der in der Summe .J,,, J,,, usw. sehr schnell praktisch vernachléssig-
bare Werte annehmen, so dafi es im allgemeinen geniigt, das erste Glied
Jam Zu beriicksichtigen.

Im iibrigen kann man mit Hilfe von (32) auch die oft wichtige
Frage entscheiden, wie dicht man die Besetzung der Strahler auf der
Kreislinie wéihlen muBl, damit der Richtfaktor sich praktisch von
dem der kontinuierlich besetzten Kreislinie nicht mehr unterscheidet.
Wihlen wir etwa 4 Empfianger, so ist das maBgebende Korrektions-

lied absolut kleiner als ‘2J . nd siny)|. Bezeichnen wir als Haupt-
g l W Y Y

teil der Charakteristik von it = J; <nlfl— sin 7/) den Teil von y = 0 (J; = 1)
bis'y = y,, wobei v, der ersten Nullstelle entspricht, dann ist y, durch

# sin y; = 2,4 bestimmt, und da J,(z) < 0,06 fir z < 2,4, so andert

sich der Hauptteil der Charakteristik nicht. Das heilt: Die Peilschdrfe
einer Kreisgruppe von 4 Strahlern ist vollig gleichwertig der Peilschérfe
einer dicht mit Strahlern besetzten Anordnung, gleichgiiltig, wie grof§
der Radius der Anordnung gewihlt ist. Ebenso kann man schlieflen,
daB der gesamte Verlauf des Richtfaktors der Kreisgruppe hinreichend

genau durch J, (n/ld sin 7/) wiedergegeben ist, wenn die Anzahl » so grof3
ist, daB die Bedingung: n= 73/? L2 (33)

erfullt ist.
! Rlektr. Nachr.-Techn. Bd. 6 (1929) S. 170.
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Da der Umfang des Kreises #d = n - @ ist, wobei @ der auf dem
Bogen gemessene Abstand ist, so konnen wir die Bedingung (33) so
formulieren, daBl der auf dem Kreise gemessene Abstand von zwei
benachbarten Strahlern etwas kleiner als 1 (genauer (a/i <1 —2/n)

sein muf}, damit der Kreisgruppenrichtfaktor durch J, (—7;—‘1 siny) ge-
geben ist.

Mit der Peilschdrfe einer Anordnung ist die Frage nach der T'renn-
schérfe eng verkniipft. Dabei handelt es sich um die Frage, wann eine
Empfangseinrichtung in der Lage ist, zwei in grofer Entfernung und
kleinem Abstand voneinander befindliche
Schallquellen getrennt wahrzunehmen. Den-
ken wir uns symmetrisch zur Mittellinie der
Empfangseinrichtung in grofer Entfer-
nung r und in der Nihe der Mittellinie je
eine Schallquelle (1 und 2) (Ton) und den-
ken wir uns eine Kreisfliche als Empfangs-
einrichtung und diese um die X-Achse
gedreht, so wird das von jedem Strahler
herriihrende Hauptmaximum getrennt in
Erscheinung treten, wenn der Abstand a
der Strahler hinreichend groB ist (Abb. 15).
Nimmt man mit RAYLEIGH an, daB die Maxima dann getrennt werden
koénnen, wenn das Maximum des einen mit dem ersten Minimum des
anderen zusammenfillt, so folgt aus der Tatsache, daB die Gleichung:

Abb. 15. Trennschirfe der Kkreis-
formigen Kolbenmembran,

2J; (an sin <p)
— 1t T
nT sin ¢

d
fiir nT sin ¢ = 3,83 erfiillt ist, als notwendige Bedingung : %‘f sing = 3,83.

Daraus folgt wegen sin g o~ ¢ = a/r

/i >1,221/a. (34)

Um also in grofer Entfernung » und kleinem Abstand a befindliche
Strahler mit einem akustischen Objektiv trennen zu kénnen, muBl der
in 1 gemessene Durchmesser des Objektives mindestens gleich r/a sein.

Die bisherige Betrachtung bezog sich ausschlieBlich auf den Fall,
wo alle Teile der strahlenden Membran bzw. des strahlenden Systems
sich mit gleicher Amplitude und gleicher Phase bewegen. In der Praxis
148t sich dies durchaus nicht immer erreichen. Im allgemeinen ist die
an der Membran angreifende Kraft nicht gleichmiBig iiber die ganze
Fléche verteilt, sondern greift im Mittelpunkt oder liings einer Linie an.
Da es absolut starre Membranen nicht gibt (vor allem dann nicht, wenn
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fiir die Membranen in Riicksicht auf einen guten Wirkungsgrad und
Frequenzgang auBler der Starrheit noch mdglichst geringes Gewicht
erforderlich ist), so wird die etwa im Mittelpunkt angreifende Kraft
infolge der (geddmpften) Ausbreitung der elastischen Transversalwellen
mit endlicher Geschwindigkeit weder in gleicher Phase noch in gleicher
Amplitude z. B. fiir die Randelemente wir-
ken koénnen, sobald die Ausdehnung der
Membran nicht mehr klein zur Wellenldnge
dieser Transversalwelle ist. Ferner ist die
Membran durch ihre Halterung am Rande
meist in ihrer Bewegung gehemmt.| Prin- -y
zipiell wird es keine Schwierigkeit machen,
der Annahme einer verschiedenen Phase in
unseren Formeln Rechnung zu tragen. 5
Wir hitten dazu nétig, die vorgegebene 2
Geschwindigkeitsamplitude w (, y) als kom-  Abb.16. Schwingungsform der recht-
N . cckigen Membran w (z, y) = 1—y2/b%.
plexe Gréfle anzusetzen. Aus Griinden der
Einfachheit wollen wir uns auf eine verdnderliche Amplitude be-
schrinken und demgemifl w(z, y) als reelle Funktion annehmen.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Richtfaktor in der Z Y-
Ebene, der in Abb. 16 dargestellten rechteckigen Membran, wobei die
Abbildung die Membran im Moment der grofiten Ausbiegung darstellt.

Und zwar soll w durch w(y) = 1 — %?%/b? gegeben sein. Wir finden:

z

+b
2
wm-F:2af(l-— %)dy:2a-2b-—§.

—b

Also: w,, = 3.
Und: b :
2a - 2
N == Eﬁ,l[azky siny (1 — ,?b/?) dy}
3 [sinu
R == $< - cosu), (35)
wobei . 27b
U= sin y

gesetzt ist.

Um das PeilmaB zu finden, haben wir den Wert von % zu berechnen,
fiir welchen R = 0,707 ist. Daraus folgt » = 1,8. Dann ist das Peil-
maB gleich 1,8/7 = 33° und die Halbwertsbreite ¢ durch ¢ = 33° 1/2b
gegeben. Mit der Anniherungsformel wiirden wir finden:

27b\2 sin®y
B 1 (222
=1 k A > 10 °

und daraus: @ = 33,5°1/2b.
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Als zweites Beispiel fiir die rechteckige Membran wihlen wir (Abb.17):
w@,y) =1—2yb?
und finden:
1

Wy, = 3.

Fir den Richtfaktor in der
Z Y-Ebene ergibt sich:

el il
[ "R AR

[V
D..-llll ARA
4‘41 Al

MI"IMI

R — }%(sinu . cosu) 3_§i£gf
U U w
Z . Bestimmen wir hier das Peil-
Abb. 17Me§;131}')1¥1111]g1;zu(1:§ff;)n£ 1d£r2r;<;hteck1gen mal aus:
2 (“"’m“ — cosu) — 3% o707, (36)

so folgt: u=4,4, also das PeilmaB glelch 4,4/m = 80° und die
Halbwertsbreite ¢ = 80°-4/2b1. Hier tritt etwas Neues ein, indem R

72 ——
, | E)
48 — ™.
1 o \: ~1—7 \\\
® ) NN ]
5 —
44

0 G% 48 32 36 30 3% 48 32 36 40 4 48 42 36 &
2 .
u=2siny —=

Abb. 18. 1. Richtfaktor der rechteckigen Kolbenmembran

2. Richtfaktor der rechteckig eingespannten Membran in der Symmetrieebene.

3. Richtfaktor der rechteckigen Membran mit Knotenlinie
auf der Z-Achse kein Maximum, sondern ein Minimum besitzt. Die

. . . u?

Reihenentwicklung von R ergibt: = 1 4 0

Ein Vergleich der Richtfaktoren der rechteckigen Kolbenmembran
mit der Seitenlinge 2b und der beiden letzten Membranen zeigt Abb. 18.

Man erkennt, wie wesentlich
1 TTI Vi <% .
ST die Anderung ist, wenn an
R e .2 .
145 SRR ‘fj Stelle der erwiinschten Kol-
'~ ~~ o et Y
S D My i O benmembran eine Membran

]
047 0F 47 OF 05 0 0 4 4w mit Knotenlinien wirksam
P ist. Andererseits kann die
Abb. 19, SChW'f‘:g“;l‘gjfgrg‘f’“fgf@) = Q=" Erkenntnis nutzbar ver-
wertet werden, wenn es sich
darum handelt, bei einer groen Membran (die notwendig ist, um die
nétige Energie unterzubringen), eine scharfe Biindelung zu vermeiden.
Als drittes Beispiel wihlen wir die am Rande fest eingespannte
kreisformige Membran. Hier kénnen wir die Rechnung allgemein fiir

1 8. die FuBinote auf S. 11.
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die durch w(g) = (1 — p?/r?)" gegebenen Kurven (die Abb. 19 stellt
die Kurven w(g) = (1 — p%/r®)" fir n =0, 2,4, 8 dar) durchfiihren.
Und zwar finden wir!:

1 \ on i ‘ w1 (1) .
O | und: R, =201 (n o I)! uﬁi . (37)
wobei J"*1(u) die BisseLsche Funktion (n -} 1)ter Ordnung darstellt und
2mr
A
Aus der mit dem Trigheitsmoment berechneten Annéherungsformel:

U= sin y gesetzt ist.

r*n?siny 70

By 1 DR

T \‘

finden wir die Halbwerts-
breite 96
Q@ = ]50-]/’/&'{”1'}/7'. 21‘0,41

Der vollsténdige Ver-
lauf der den Schwingungs-
formen der Abb. 19 ent- Y
sprechenden Richtfakto- g
ren ist in der Abb. 20 fir 7 7 ¢ G ¢ ¢ &7 & 5 W
n=20,2,4,8 dargestellt. =Sy
Zu erwahnen ist noch, daf3
durchlineareKombination
der Schwingungsformen (w == (1 —p?/r?)" eine beliebige rotationssymme-
trische Schwingungsform der Membran (auch mit Knotenlinien) mit
beliebiger Anndherung dargestellt werden kann.

Und zwar kénnen wir zu einer allgemeinen Schwingung der Mem-
bran, die durch

w(g) = ag + ay (L @1 +an(l—g¥r)? 4 -+t a(l— g¥rt) (38)

gekennzeichnet ist, den zugehdrigen Richtfaktor allgemein angeben.
Es ist:

Abb. 20, Richtfaktor der kreisférmigen Membran mit der
Schwingungsform w (o) = (1 — o¥/r*)" fiir n=—-0,2,4,8.

Sf{:““”i'”""f"lﬁ""'V'"l — 2% Jl(u) +22-1la ( W 4
o ’Fg“l“"gaz doeee w1
J
e S M)

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn der Ausdruck im Nenner:
1 1
L T S A

L Ann. d. Phys. Bd. 7 (1930) S. 972.
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gleich Null wird. Dann wird die Formel (39) fiir {f unbrauchbar. Doch
148t sich die Schwierigkeit ohne weiteres beheben, wenn man die Druck-
amplitude direkt nach (11) berechnet. Dann folgt:

p = g [wle, pekvindr
2

und fir y = 0 ist: _o

Das bedeutet also, dal wegen w,, = 0 die Druckamplitude in hin-
reichender Entfernung auf der Mittelachse gleich Null wird. Und es

z
92
; /N\
” 1 // \
™ ; = 008 \
pu| 0 7 w \
i 0 \ /
Wy & ¢ w
'z u=f—dsin b4
Abb. 21. Kreisformige Membran mit dem Abb. 22. Relative Schalldruckamplitude
Deformationsvolumen Null. ciner kreisférmigen Membran mit dem

Deformationsvolumen Null.
ist klar, daB der Richtfaktor, der ja das Verhiltnis der Druckamplitude
in einer beliebigen Richtung zu der Druckamplitude auf der Muittelachse
darstellt, seinen Sinn verliert. Im iibrigen macht die Berechnung keine

Schwierigkeit.
Ein entsprechendes Beispiel ist durch:
w=1—2p0%/r% alo a,=—1,a,=+4+2,a=0a;...=0 _

gegeben (Abb. 21).
Hier ist w,, = 0 und wir finden p durch:

p= /1 R * PRy (w) — Ro(w)], (40)
wobel %@siny, Ry (u) = Z——J;(u), Ry (u) =22.2. ‘%

gesetzt ist.
Fiir kleine » erkennt man aus der Reihenentwicklung:
u? ! u8
Polw) =Ro(w) = gorgrgi — o Togrs— 0 (4
daB auch fiir Richtungen in der Nachbarschaft der Z-Achse die Wir-
kung der Membran auBlerordentlich gering ist. Der vollstdndige Verlauf
von Ry(u) — Ry(u) ist in Abb. 22 dargestellt.
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b) Der Richtfaktor bei einem Geriuseh.

In der Praxis sind bei den Schallquellen (z. B. unter Wasser), die
gepeilt werden sollen, zwei wesentlich verschiedene Typen zu unter-
scheiden. Entweder handelt es sich um kiinstliche Schallquellen, die
reine Tone aussenden sollen (Feurschiffssender, Glocken, Signalsender
auf Schiffen), oder um mehr oder weniger natiirliche Schallquellen, die
gerduschartigen Charakter besitzen und bei denen die Schallerzeugung
meist unbeabsichtigt und unerwiinscht vor sich geht (Schrauben-
gerdusche, Maschinengerdusche).

Es liegt daher nahe zu untersuchen, wie sich die vorangegangenen Be-
trachtungen in solchen Fillen anwenden lassen. Dabei wollen wir den
praktisch am haufigsten vorkommenden Fall zugrunde legen, wo eine
Gerduschquelle vorliegt, aus deren kontinuierlichem Spektrum ein
bestimmter, nach oben und unten begrenzter Bereich empfangen wird.
Bekanntlich 148t sich dies durch elektrische Siebmittel ohne Schwierig-
keiten verwirklichen. Dabei soll weiter vorausgesetzt sein, dafi die
Empfangeranordnung alle Frequenzen des in Frage kommenden Be-
reiches in der Hauptrichtung mit gleicher Intensitit empfingt, d. h.
dafl der Sender keine Frequenz bevorzugt und auch im Medium auf dem
Wege vom Sender zum Empfénger (Absorption, Reflexion) keine Fre-
quenzabhéngigkeit eintritt. Als Richtfaktor werden wir dann zweck-
méfig den quadratischen Mittelwert:

, - ]
/ Ny

1 (o ¢
vy | BT (42)

Ny

definieren, wobei n; und n, die Grenzen des Bereiches und R der friiher
definierte, von der Frequenz n abhingige, Richtfaktor bedeutet.

Wihlen wir als einfachste Peileinrichtung zwei ungerichtete, im
Abstand d befindliche Empfianger (klein zu allen in Frage kommenden
Wellenléngen), so ist:

@1 . ' _ ,,1_7/.0052(”?4 smy) dn.

Ny — My,

Die Ausfithrung der Integration ergibt:

J 1 sin (@, — )

(551 ‘V 2 l 2 (xz . z,1) CO8 (ml + xE) 2 (43)

wobei zur Abkiirzung:

nd . nd . i
nlrcrsmy:;*}-vl—smyﬂ- zy ,

nd . nd .
Ny~ SNy = Sosiny = 2
gesetzt ist. ?
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Man sieht, daf fiir x, = x, die Formel (43) in den urspriinglichen
Richtfaktor %, in (14) tbergeht. Es ist nidmlich:
Oy w2, =0 = V3 + FcOs2x = cosx.

Wir wollen nun zunichst den Verlauf des Richtfaktors untersuchen,
wenn der durchgelassene Frequenzbereich gerade eine Oktave betrigt.

. d .
Dazu setzen wir x, =2z, 2, = ¢ = %f sin ¥ und erhalten:

V J‘_lsmar (44)

Aus der Abb. 23 sehen wir, daBl der Richtfaktor jetzt wesentlich von
dem fritheren (fiir einen Ton, Abb. 7, Kurve 1) unterschieden ist. An

72
77

0

AR NN
A\ —
W\ S~
o\ / /
N\ /
2 i /
0:7 %-{55‘(__.\/
o ]
’ g5 10 19 @ 45
Z/zlfsin y—

Abb. 23. Richtfaktor einer geraden Gruppe (Linge a) bei Oktavenempfang: 1. 2 Empfinger;
2. 3 Empfinger; 3. 4 Empfinger; 4. 6 Empfinger; 5. dicht besetzt.

B

Stelle der mit wachsendem z periodisch auftretenden Null- und Eins-
werte tritt hier nur ein Hauptmaximum von der GréBe Eins auf. Und
mit groBeren Werten x nihert sich die Kurve oszillierend immer mehr
dem Wert 13. Um den EinfluB der Empfingerzahl bei Oktavempfang
zu untersuchen, sind in Abb. 23 die Fille dargestellt, wenn die Emp-
fangseinrichtung aus 2, 3, 4, 6 und sehr vielen Empfingern besteht,
wobei die gesamte Linge der Empfingergruppe konstant gleich a
gesetzt ist. Man sieht, wie die Peilschirfe auch hier mit wachsender
Empfangerzahl abnimmt, aber gleichzeitig der Pegel, dem mit wach-

a-m . . . I
sendem —yosiny die Kurve zustrebt, immer mehr abnimmt, nimlich

entsprechend der Empféingerzahl 2, 3, 4, 6 und sehr vielen auf:

Vi, Vi, Vi, Y% wado.
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Allgemein ergibt sich fiir eine gerade Gruppe von n Empfingern in
gleichem Abstand d fiir einen Frequenzbereich von » bis » + p»:

/1 2 inm . -
o, :]/ T D = m) I cosl(p 4 2ma). (45)
m=1

Um den EinfluB der Grofle des durchgelassenen Frequenzbereiches
zu erkennen, sind in der Abb. 24 die Fillen = 6, p = 0;0,2;0,5;1; 3
dargestellt. Man erkennt, dal die Grife des DurchlaBbereiches maB-

/“\J

/
et N ] /
/

P /,, ) /

f
~T=7 /
/

| | )
\\L /Lf;\ L/ // il /7’\
LAY

0 q7 92 93 a% a5 a6 4q7 498 29 70 77
A siny—

Abb. 24. EinfluB der GroBe des Empfangsbereiches auf den Richtfaktor einer geraden Gruppe
von 6 Empfingern.

gebend fiir die Hohe der Schwankung oberhalb ¥4 ist, und zwar je
groBer der DurchlaBbereich ist, um so geringer ist die Schwankung.
In der Abb. 24 entspricht:

Kurve 1 dem Fall n =6 p = 3,
Kurve 2 dem Fall n =6 p =1,
Kurve 3 dem Fall n =6 p = 0,5,
Kurve 4 dem Fall n =6 p = 0,2,
Kurve 5 dem Fall n =6 p = 0.
Auf der Abszissenachse ist fjl siny aufgetragen, wobei = 5d die
Lange der Basis ist.
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Als weitere Beispiele betrachten wir den Gerduschempfang fiir eine
dichte Empfingeranordnung auf der Kreislinie und auf der Kreis-
fliche. Die entsprechenden Richtfaktoren sind:

@»—V;L;“M[JO( “siny)dn Viff’(x)dx (46)

4J2(_rqm V) V 4J2 x)dx
V —m n? (—E - sin 7’)2 - xl/ D

wobei wieder

ad nd .
siny und x, = . siny
2

Xy = 7 }'1

gesetzt ist. Fiir den Oktavempfang (r, = 2%, =2 2; x = g% sin y) ist:

®, = 1/% [ Ji(w)de (48)

ZU;&
9 .

\\ <
46

) NN
' N

82 \
\7 \
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Abb. 25. Richtfaktor der dicht besetzten Kreislinie. 1. Fiir den Grundton (Wellenlinge A).
2. Fiir die Oktave (Wellenldnge von A bis 4/2). 3. Fiir den Oberton (Wellenlinge /2).

in Abb. 25 dargestellt. Zum Vergleich sind die der oberen und unteren
Oktavgrenze entsprechenden gew6hnlichen Richtfaktoren ebenfalls ge-
zeichnet (Kurve 1 und 3).
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¢) Bei kiinstlicher Kompensation.

Wenn es sich um die Aufgabe handelt, mit einer gegebenen Empfangs-
anordnung den Ort einer Schallquelle festzustellen, so kann dies ge-
schehen, indem die Empfangsanordnung gedreht wird, bis das Maximum
der Intensitit am Anzeigeinstrument (Ohr) erreicht wird.

In den betrachteten ¥allen, wo die Empfangeranordnung stets in
einer Ebene angenommen war, ist dies der Fall, wenn die Empfianger-
ebene senkrecht zur Schallrichtung liegt. Dieselbe Gleichphasigkeit
kann aber auch durch kiinstliche Kompensation ohne Drehung der
Empfingeranordnung erreicht werden. Das geschieht durch verdnder-
liche elektrische Verzogerungsketten, die zwischen der festen Empfinger-
anordnung und dem Anzeigeinstrument eingeschaltet sind. Jeder Stel-
lung dieses Kompensators entspricht eine bestimmte Richtung im
Raum (in der Peilebene), fiir welche die Empfangseinrichtung in Phase
ist. Um die Richtung der Schallquelle zu finden, hat man bei fest-
bleibender Empfangsanordnung jetzt nur den Kompensator zu drehen
und an diesem den Peilwinkel abzulesen.

Die kiinstliche Kompensation durch elektrische Verzogerungsketten
ist fiir das gerichtete Empfangen von auBerordentlicher Bedeutung.
MafBgebend fiir die Brauchbarkeit ist nicht zum wenigsten die Einfach-
heit und die Genauigkeit des Arbeitens der elektrischen Ketten. Diese
bestehen aus einer Anzahl von im allgemeinen gleich gebauten Gliedern,
die Selbstinduktion und Kapazitdt enthalten und so zusammengesetzt
werden, daf die Selbstinduktionsspulen in Reihe, die Kondensatoren
parallel geschaltet sind. Ist & der Wert der Selbstinduktion und € der
Wert des Kondensators, so ist die pro Glied der Kette gegebene Ver-
zogerung gleich /g - €. Und zwar kann diese Verzogerung weitgehend
frequenzunabhéngig gemacht werden, wenn man nur dafiir sorgt, dafl

. 1 1
die durch n = -—«- -
RN
halb des zu iibertragenden Frequenzbereiches liegt. Damit wird dann
erreicht, daB ein Gerausch ohne seinen Charakter zu éndern, pro durch-
laufenes Glied einfach eine rein zeitliche Verzégerung erleidet.

Haben wir nun eine beliebige im Raum angeordnete Empfénger-
gruppe, so kann fiir eine vorgeschriebene Peilebene die Kompensations-
einrichtung in sehr einfacher Weise durch eine einzige derartige Ver-
zogerungskette erreicht werden. Denken wir uns zunichst die Emp-
fénger auf die Peilebene (X Y-Ebene) projiziert und ihre Koordinaten
durch (21, ¥1) (%2, ¥s) - . . (x,¥,) gegeben, so ist klar, dall es fir die
Kompensation in der Peilebene nur auf diese Projektionspunkte an-
kommt. Anders ausgedriickt: Man kann die einzelnen Empfanger senk-
recht zur Peilebene beliebig verschieben, ohne an der Wirkungsweise
der Kompensation etwas zu &ndern. Der natiirliche Richtfaktor ist

definierte Grenzfrequenz geniigend weit ober-
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dann, wenn wir uns der Einfachheit wegen auf 3 Empfénger beschrénken,
gegeben durch: 3
R = %Z’ etk(@ncosa+ ynCOSﬂ), (49)
n=1
wobei &« und f die Richtungswinkel der Aufpunktsgeraden bedeuten.
Kennzeichnen wir die Kompensationsrichtung in der Peilebene durch
die Richtung der Kompensationsgeraden mit den Richtungswinkeln ¢
und v, so ist durch Anbringen der Verzogerungen der kiinstliche Richt-
faktor gegeben durch:
mk —_ %23eik[a:n(cos:x—cos:p)—'ryn(cosﬂ—cosw)]_ (50)
n=1
Lassen wir die Schallquelle, d. h. die Aufpunktsgerade (x, ), sich
dndern, so dafl der volle Umkreis beschrieben wird, so bekommt %,

4-\,&’
3
(\ P
// -

{\ 1 x

N
0 x
)

Kopfhirer
- LLA AL A0 AN SAN RINALN LN
Verstirker === === m= == == =;—[:] .
} gemeinsame
Empfiingerrickleitung

Abb. 26. XKompensationseinrichtung einer Gruppe von Strahlern (1, 2, 3) (klein zur Wellenlénge)
bei beliebiger rdumlicher Anordnung.

seinen grofiten Wert, wenn die Schallquelle mit der Komgpensations-
geraden zusammenfillt. Genau die gleichen Verhéltnisse treten aber
auch ein, wenn wir bei feststehender Schallquelle die Kompensations-
gerade (@, ) wandern lassen.

Denken wir uns nun die Abb. 26 als Darstellung einer naturgetreuen
Verkleinerung der Empfangerkonfiguration, die um den Anfangspunkt O
gedreht werden kann, so werden beim Drehen die richtigen Verzoge-
rungen z, cos ¢ -+ y, cos ¢ einfach als Projektionen auf eine feste Ge-
rade, die wir als X-Achse annehmen, erreicht. Denken wir uns ferner
senkrechte Kontaktschienen, die mit den einzelnen Gliedern der Ver-
zogerungskette leitend verbunden sind (wie es die Abb. 26 zeigt) und in
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(2191) (T3 ¥s), (x5 y3) Gleitkontakte angebracht, die wihrend des Drehens
dauernd mit dem einen Pol der entsprechenden Empfinger verbunden
bleiben, wihrend die anderen Pole iiber eine gemeinsame Riickleitung
mit dem Anfang der Kette verbunden werden, so erreicht jeder vom
Empfanger aufgenommene Impuls den Eingang des am Ende der Kette
angebrachten Verstirkers mit der gewiinschten Verzogerung. Dabei ist
noch durch passende Wahl der Verzogerungsglieder dafiir zu sorgen,
dal die elektrische Verzogerungszeit der Kette entsprechend der Lauf-
zeit des Schalles gewahlt wird.

Bei der unkompensierten Gruppe ist der Richtfaktor unabhingig
von der Lage des zu peilenden Objektes. Anders dagegen bei der kom-
pensierten Gruppe. Hier wird die Peilschédrfe um so mehr winkelabhéangig
sein, je mehr die Projektionspunkte der Empfinger in der Peilebene
von einer kreisformigen Anordnung abweichen. Betrachten wir die gerade
Gruppe nach Abb. 8, so ist der Richtfaktor R, fir die durch y, gekenn-
zeichnete Kompensationsrichtung durch

ad . .
; -(siny — sin )
B LA (51)

R EL/ .
nwsin | (siny — sin y,)

gegeben.

In der Abb.27 sind die Richtfaktoren bei einer geraden Gruppe
(n =6, d = 4/2) fir die Kompensationsrichtungen 0°, 45°, 60° und
90° in Polarkoordinaten dargestellt; dabei sind die Nebenmaxima fort-
gelassen. Bemerkenswert ist dabei, daf die Peilscharfe noch bei y, = 45°
sich wenig gedndert hat. Dann aber tritt eine starke Verbreiterung
des Hauptmaximums ein. Ferner liegt das Hauptmaximum nicht mehr
symmetrisch zu der Kompensationsrichtung. Das hat zur Folge, dal3
man zu grolle Werte fiir 7y, findet, wenn man die Peilung in tblicher
Weise so vornimmt, dal man mit dem Ohr auf beiden Seiten des Maxi-
mums die Kompensatorstellungen gleicher Lautstirke feststellt und
daraus das Mittel bildet.

Diese Nachteile der geraden Gruppe werden vermieden, wenn die
dicht besetzte Kreisgruppe benutzt wird, so dafl die Peilebene mit der
Empféngerebene zusammenfallt.

Berechnen wir zuniichst den Richtfaktor der fiir einen beliebigen
Winkel «,, f3,, 7, kompensierten Kreisgruppe.

EHL' o 1 - /.eik[z(cosx —- CO8 Xg) = Y (cosp — cosﬂ,)]ds.
2ar,

Fiihren wir * = rcos @ und y = rsin ¢ ein und setzen

¢ cosfi — cos fB,
€0 = cosa — cos g’

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 3



34 Das Schallfeld in grofier Entfernung vom Strahler.

so folgt:

27
mk — L/eikr[cosw (cos o — cos &) + sin @ (cos f — cosﬂu)],d(p,
2n
0

27
R = _2'1_/eikrl’(cosa—coszxn)“+(cosﬂ—cosﬂo)"‘cOS(w— %)d(p,
T -
0
2nr 2 2
R =J, - V(cosx — cosxg)? + (cosf — cos B,)? . (52)

Abb. 27. Der Richtfaktor einer geraden Gruppe von 6 Strahlern bei Kompensation.
1. yo=0°, 2. yo=45", 3. yo=160, 4. y,=90°.

Fiir oy = 90, f, = 90° mufl N, in den unkompensierten Richtfaktor
nach (15) libergehen; setzen wir cos &, = cos f, =0 in (52) ein, so

folgt: %, = Jo( 27 sin y), da

7 (cosx — cosag)? + (cosff — cosfy)2 =} cos?a + cos?f

= VT—— coszi'y = siny
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ist. Liegt die Schallquelle in Richtung der X-Achse, die Peilebene in
der X Z-Ebene, so folgt, wegen &, =0, f,=90°, f§=90° (vgl. Abb. 28):

R — J, ("Td 2sin? ). (53) b
’ =
Liegt die Schallquelle in Richtung der ==
X-Achse, die Peilebene in der X Y-Ebene 5
(Empfangerebene), so folgt wegen x, =0, =
By =90° &+ f=90°: '
Wi = T (% 25in ) ). (54)

In der Praxis ist besonders dieser letzte
Fall von Bedeutung, wo Peilebene und
Empfingerebene zusammenfallen. Aus der
Formel (54) erkennen wir, dal} die Peil- , .

. . . Abb. 28. Verschiedene Lagen der

schirfe der kompensierten Gruppe mit der  Peilcbene bei der kompensierten
Peilschirfe der unkompensierten Gruppe Krelsgruppe.
[vgl. Formel (15)] iibereinstimmt, so daB wir als Peilmall ebenfalls den
Winkel 20° zu wihlen haben. Wird eine bestimmte Peilschirfe ge-
fordert, so ist dadurch das Verhéaltnis von Kreisdurchmesser zu Wellen-
linge bestimmt. Wéhlen wir als Beispiel eine Halbwertsbreite von 13°,
d 20
713
notwendig sind, damit praktisch kein Unterschied mit dem Richtfaktor
der dicht besetzten Kreisgruppe besteht. Lassen wir zur Vereinfachung
die Kompensationsgerade durch einen Strahler gehen, so finden wir
hier eine analoge Darstellung durch BessevLsche Funktionen?!:

so folgt aus (18) = 1,5. Die weitere Frage ist, wieviel Strahler

(2nd . o ' 2nd . « anp
R, — “ i A ein > Rl
R Jo( 5 sm2) 4 : Jpn( 5 s1n2>cos 5 (55)
p—1

Daraus folgt auch hier, dall die Peilschirfe der kompensierten
Kreisgruppe praktisch vollstandig mit der Peilschirfe der aus
4 Strahlern bestehenden Gruppe iibereinstimmt. Soll die gesamte Cha-

. . _ 2nd
rakteristik iibereinstimmen, so muf jetzt die Ungleichung n = 7 + 2

erfiillt sein. Oder es mufl der Abstand a zweier benachbarter Strahler
etwas kleiner als £/2 sein. Genauer mufl (j < i — 71&* sein. Tm {ibrigen
gibt die Formel eine wesentlich einfachere Berechnung des Richtfaktors.

Als Beispiel berechnen wir den Richtfaktor fir n =6, d = 21

und finden folgende Tabelle nach der Annidherungsformel:
Wi = Jo (4,71 sina/2) + 2J (4,71 sin /2) cos 3.

1 Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 6 (1929) S. 176.
3*



36

Das Schallfeld in grofer Entfernung vom Strahler.

« | a71sinei2 | Jo(4,71sina2) | 2J,(4,71sina/2) cos3a ‘ R
0| 0,00 1 0 ‘ 1
10| 042 0,96 0 0,96
20 0,82 0,84 0 L 0,84
30 1,22 0,66 0 066
40 1,66 0,45 0 0,45
50 1,99 0,23 0 } 0,23
60 | 2,36 0,02 0 0,02
70 2,70 —0,14 0 i —0,14
80 3,03 —0,27 —0,01 —0,28
90 3,33 —0,35 0 —0,35
100 3,61 —0,39 0,03 —0,36
110 | 3,86 —0,40 40,07 0,33
120 | 4,08 —0,39 40,10 —0,29
130 | 4,27 —0,37 40,12 —0,25
140 443 —0,34 40,08 —0,26
150 | 4,55 —0,31 +0,00 —0,31
160 4,64 —0,29 —0,10 —0,39
170 4,69 —0,27 —0,18 —0,45
180 4,71 —0,27 —0,21 —0,48

wihrend die direkte Rechnung nach der Formel:

R = ${eos[$7(1 — cosx)] + cos[§7(cos(x + 60°) — cos60°)]

+ cos[fm(cos(x + 120°) — cos120°)] (56)

folgende Tabelle ergibt:
_ - 4 ]

« 17 oos & ccﬁ{jog;rgg:) C(E(c%zw-llgoo:) | cos% 7@y | cos %n% cos % 7T s { R
0| 0,00 0,06 0,00 1 1 1 o
10| 0,02 —0,16 0,14 1 0,93 0,95 0,96
20 0,06 —0,33 0,26 0,99 0,73 081 | 0,84
30| 0,13 —0,50 0,37 0,95 0,38 064 ' 0,66
40| 0,23 —0,67 0,44 0,86 0,00 0,48 0,45
50| 0,37 —0,84 0,48 0,67 | —0,41 041 ., 0,22
60| 0,50 —1,00 0,50 0,39 —0,69 0,37 | 0,02
70| 0,66 —1,14 0,48 0,00 | —0,90 043 | —0,14
80| 0,83 —1,27 0,44 —0,37 | —0,99 0,48 | —0,29
90( 1,00 —1,37 0,36 —0,71 | —1,00 0,66 = —0,35
100{ 1,17 —1,44 0,26 —0,93 | —0,97 0,81 | —0,36
110 1,34 —1,48 014 | —1,00 @ —095 095 —0,33
120 1,5 —1,50 0,00 —0,92 | —0,924 1 —0,28
130 1,64 —1,48 —0,16 | —0,76 | —0,95 093 —0,25
140| 1,77 —1,44 —0,33 —0,59 | —0,97 0,73 @ —0,24
150 | 1,87 —137 | —050 | —031 | —1 0,36 | —0,32
160| 1,94 —1,27 —0,67 —0,12 i —0,99 0 ‘ —0,37
170| 1,98 —1,14 —084 | —0,06 | —090 | —037 | —044
180 2,00 —1,00 —1,00 0 | —069 | —0,69 | —0,46
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In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Ausfithrung sieht man,
daBl das Korrektionsglied 2 J; bis & = 60° keinen EinfluBl hat. Wenn

1
n/l( -+ 2 nicht erfiillt ist, so kénnen die auftreten-
den Nebenmaxima erheblich grofilere Werte als die durch J,(x) gegebenen
Extremwerte annehmen.
Als Beispiel berechnen wir den Fall » =6, d/i = 1,5 nach der

Annéherungsformel (Abb. 30). Als Vergleich ist der Richtfaktor fir

die Forderung » == 2

Abb. 29. Richtfaktor der kompensierten Kreis- Abb. 30. Richtfaktor der kompensierten Kreis-
gruppe bei hinreichender Anzahl von Strahlern. gruppe bei nicht hinreichender Anzahl von
Strahlern.

n = 14, d/1 = 1,5 gezeichnet, der einfach durch J,(3 7 sin «/2) gegeben
ist (Abb. 29). Beide Richtfaktoren stimmen in ihrem Hauptteil (d. h.
bis zum ersten Minimum) vollstindig iiberein, weichen dann aber in
der GroBe ihrer Nebenmaxima wesentlich voneinander ab.

B. Der Strahlungsfaktor.

a) Bei einer bestimmten Frequenz.

Der Richtfaktor hat seine praktische Bedeutung, wenn es sich um
die Frage handelt, mit welcher Genauigkeit ein gebiindeltes Empfangs-
system (das z. B. drehbar angeordnet ist) eine entfernte Schallquelle
peilen kann. Auch firr die Frage der Stérbefreiung in bezug auf bestimmte
Richtungen wird der Verlauf des Richtfaktors ausschlaggebend sein.
Sendeseitig aber handelt es sich, auBler der Frage nach der gesamten
abgestrahlten Leistung, meist darum, eine bestimmte Richtung (oder
Ebene) fiir die Schallaussendung zu bevorzugen, um den Wirkungsgrad
der Anordnung zu erhéhen. Hier fragt es sich, wie grof die Schall-
verdichtung in der bestimmten Richtung im Vergleich zu der ungebiin-
delten Schallausstrahlung ist.

Um zunichst die gesamte abgestrahlte Leistung eines gebiindelten
Strahlers zu berechnen, verfahren wir dhnlich wie bei der Einfithrung
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des Richtfaktors, indem wir von der Formel (3) fiir das ungebiindelte
System ausgehen und dann dem Einfluf} der Biindelung durch Hinzu-
tiigung eines Faktor &, den wir als Strahlungsfaktor bezeichnen, Rech-
nung tragen. So erhalten wir fiir die gesamte abgestrahlte Leistung L
die Beziehung:

2
L=L& = yeomul, 5 ©. (57)

Dabei ist © durch das Integral iiber eine hinreichend grofe Kugel K
mit dem Radius R definiert:

M—IRE/%MK, (58)

K

wobei i der durch (6) definierte Richtfaktor und d K das Oberflichen-
element der Kugel mit groBem Radius B bedeutet. Nun ist bei gerich-
teter Schallabstrahlung, die durch die Flidcheneinheit der Kugelober-
fliche mit dem Radius R in der durch den Richtfaktor R definierten
Richtung hindurchgehenden Schallenergie gegeben durch:

PP pR 1 wy, B2 R

@:

2¢co 2¢o 2607 22 dmRr (59)

Wird dagegen die gesamte durch (57) gegebene Schalleistung kugel-
formig abgestrahlt, so wiirde die durch die Flicheneinheit gehende
Schallenergie gegeben sein durch:

L 1 wiF* 3

rrey e R LAy TR vy b (60)

Das Verhiltnis von p2?/2co aus (59) zu Lj47 R? aus (60), ndmlich:
2 2

P, =X (61)

2co " 4nR? &

gibt dann fiir jede durch den Richtfaktor gekennzeichnete Richtung an,
wievielmal so grof die Schallenergie in dieser Richtung gegeniiber der
bei kugelférmiger Schallausbreitung geworden ist. Meistens kommt es
dabei auf die Hauptrichtung, fiir welche it = 1 ist, an. Wir wollen die
dann maBigebende GréBe 1/S als Verdichtungsfaktor { bezeichnen.

Wir wollen die Bedeutung des Strahlungsfaktors an einem einfachen
Beispiel erliutern. Wir denken uns zwei gleiche Strahler klein zur
Wellenlinge und machen die Annahme, da8 die gesamie abgestrahlte
Leistung des aus den beiden Strahlern bestehenden Systems konstant
bleiben soll, wihrend wir den Abstand der beiden Strahler voneinander
verindern. Aus Symmetriegriinden bleibt dann natiirlich auch die von
jedem der beiden Strahler ausgestrahlte Leistung konstant. Wir wollen
dann die Schalldruckamplitude in groBer Entfernung R auf der Mittel-
achse des Systems finden (s. Abb. 31). Man kénnte dann zu folgendem
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TrugschluB verleitet werden: Der Strahler (1) gibt die Schalldruck-
amplitude: IR
P ="57R
ebenso der Strahler (2):

g ]
@ _ Cr0-Wy, / :
=y I #

Da fiir die Mittelachse Gleichphasigkeit der beiden ! \
Einzelstrahler besteht, so miifite in P die resultierende ,,f i
Schalldruckamplitude gleich dem doppelten Wert der _"')___'%'_
Schalldruckamplitude des Einzelstrahlers sein (unab- ﬁ&% ges Z'slirfrﬁlﬁﬁéi
héngig von dem Abstand der beiden Strahler). Anderer- faktors.
seits wissen wir aber doch, daB3 eine von dem Abstand der beiden Strahler
abhangige Richtwirkung, d. h. eine mit dem Abstand der Schallstrahler
verdnderliche Schallverdichtung in der Mittelachse sich ergibt. Der Fehler
liegt darin, daB bei konstanter
Schallabstrahlung des Einzelstrah-
lers die Geschwindigkeitsamplitude
dieses durchaus nicht unabhéingig
von dem an seiner Membran durch
denzweiten Strahler hervorgerufenen
Schalldruck bleibt. AuBer der Arbeit,
die der Einzelstrahler bei ungestor-
tem Schallfeld leisten mul}, muf} er
bei Vorhandensein eines zweiten
Strahlers noch den von diesem auf
seine Membran ausgeiibten Druck
iiberwinden. Diese Mehrarbeit wird
verschieden sein, je nach dem Phasenunterschied, d.h. dem Abstand
zwischen beiden Strahlern. (Ganz dhnlich liegt der Fall, wenn wir in
einem durch eine starre Wand abgeschlossenen Halbraum einen Strahler
konstanter Schalleistung der Wand immer mehr nihern.) Um dies
rechnerisch zu untersuchen, berechnen wir die gesamte abgestrahlte
Leistung L des aus zwei gleichen Strahlern, (1) und (2) im Abstand d
bestehenden Systems (Abb. 32).

Es ist nach (57):

o PL
!
/
/
I

Abb. 32. Zur Berechnung des Strahlungsfaktors.

(2r)

L = ;U-g.nw;‘n”}T..@’ (62)
1 v 7 nd _
— Y2 . L g (¢
©= 4:;1{2./ REdK = 4n32'/d(p/dcxcos (}, cos(x)smoc,
K 0 0

sin2mxd/A
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Die Abhéngigkeit des Strahlungsfaktors von d/i zeigt Abb. 33,
Kurve 1. Wiirden wir w,, bei beiden Strahlern konstant halten kénnen,
so wiirde die abgestrahlte Leistung sich nach (62) in derselben Weise

wie © in Abb. 33 dndern.

0 - Umgekehrt: Wenn wir L
08 konstant halten und d&ndern
TW N(7 den Abstand, so muf} sich
~N — w,, mit 1/© indern, da

S = m ’
© o A ><>< w?, © bei konstantem L
" Az konstant bleiben mufl. Und
' dieSchallstirkeerhilt inder
0773 57 ¢ 37 Symmetrieebene bei kon-
%‘i—— stanter  Gesamtausstrah-

Abb. 33. Strahlungsfaktor des aus 2 Strahlern (Abstand d) lung ihrMaximum,wennder
bestehend Systems. 1. i i .20 i .
estehenden Systems Bei gleicher Phase. 2. Bei Verdi chtungsfaktor le /@

Gegenphase.
sein Maximum hat. Wir
rechnen leicht aus, dafl dies fir d/A = 0,715 der Fall ist und daf} der
maximale Wert von f hier gleich 2,554 wird. Das bedeutet: Wenn wir
eine bestimmte Schalleistung, anstatt durch einen ungebiindelten Einzel-
strahler abzustrahlen, durch zwei fir

n | fme = VGmax | g aph sich ungebiindelte Einzelstrahler ab-
2 i = 2,55 | = 0,715 strahlen, so kann in der Symmetrie-
3 = 4,25 ‘ = 0,77 ebene im Hochstfalle die 2,55-fach
4 =59 | =082 Schallenergie pro Flicheneinheit er-
> =77 | =086 reicht werden, gegeniiber der ungebiin-
6 | =95 | =090 » 8

delten Schallabstrahlung. In derselben
Weise kénnen wir bei der Gruppenanordnung von 3, 4, 5 usw. in glei-
chem Abstand auf einer Geraden angeordneten Schwingern nach dem
maxinalen Verdichtungsfaktor fragen und finden immer einen ganz
bestimmten Wert von d/, bei dem dies der Fall ist. Und zwar ergibt
sich vorstehende Tabelle.

Bezeichnen wir den Strahlungsfaktor bei n derartig angeordneten
Strahlern mit &,, so ergibt sich allgemein?:

n—1

1 — sinm2md/l
@n:ﬁ(wz%("_m) w2ndlt ) o

Fiir n = 2, 3, 4, 5, 6 Strahler ist f = 1/, in der Abb. 34 dar-
gestellt.
Ist d gleich 2/2 oder ein ganzzahliges Vielfaches davon, so folgt aus (64):

gn = 1/%,

1 Ann. d. Phys. Bd. 7 (1930) S. 964.



Gebiundelte Strahlung. 41

d.h. dann ist der Verdichtungsfaktor gleich n. Hierauf hat bereits
Lord RavyLEIGH hingewiesenl. Von ihm stammt auch die Berechnung
der kreisformigen Kolbenmem-

bran2. Und zwar ergibt sich fir
diese, wenn d der Durchmesser ist: ¢ A
27 2.7(1) g / \
e [ o T
o= @it T ona |09 / \
wobei J; die BEssELsche Funktion ¢ i 7
erster Ordnung bezeichnet. Fiir 15 / / ¢ P
grofes djA ergibt sich daraus der r [/ f //
Verdichtungsfaktor f der kreisfér- ¢ /2/\ N\ g
migen Kolbenmembran: s / ,/ / —
. 4 1
=2 (66) ////H —
wenn F die Fliche der Membran //
7
bedeutet.
Auch die Strahlungsfaktoren — ‘—7p-—p—7; L T
der kreisformigen Membran, deren a_ .

A

Abb. 34, Verdichtungsfaktor der geraden Gruppe

) (d = Abstand zweier Strahler). 1. 2 Strahler;

w=(1 ——@2/7'2)" 2. 3 Strahler; 3. 4 Strahler; 4. 5 Strahler;
5. 6 Strahler.

Geschwindigkeitsamplitude

ist, lassen sich mit Hilfe der
Besserschen Funktionen berechnen. Und zwar ergibt sich fiir
w; = 1 — 0%/r? der Strahlungsfaktor:

59 ¢ Sy fx x? J,(2) 2J5(22) -
@1:222!'2!<?F+ ITE TR S ) (67)
und fir w, = (1 — 0%/r2)2 der Strahlungsfaktor:
~ . (30 x4 3x-?  3J3(22) 4J,2x) 4J,2z)
S =203 3!(T!+mf+ 2!’5’!’¥7§c"”f T ;8'7’7*;47)' (68)

Allgemein ergibt sich durch Reihenentwicklung fir w, = (1 — ¢2/r?)"

o (/2) (x/2)* @2)°*

R iR TRORIE SV G () s T AP TR R
o x? 2n + 5)at

S =l iy T as s Y

2n 4+ 7)at
”3!3-5.7(n+2)2-(n+3)(n+4)+"" (69)

Die Strahlungsfaktoren ©,, &,, &, sind in Abb. 35 dargestellt.

! On the production and distribution of sound. Phil. Mag. 1903 S. 289—305.
2 The theory of sound. § 302.
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Fiir eine rechteckige Kolbenmembran, deren eine Seite (b) klein zur
Wellenléinge ist, wihrend die andere Seite (c) beliebig ist, ergibt sich
der Strahlungsfaktor (Abb. 36):

ﬂ
7 A
ct
12
sSin® —— (COS .
G 1 A (cos 7) nvd 1 sin%¢ dt
= — — - §1N _ — jE——
2 cm\? vey 2¢m {2 ’
—— ] COS
A 4 i
0 _en
A
. 201/}
sin®¢ 7v/2 sin ¢ sin?c /A 2cn
& =—Tair /ﬁdt _ sinfox/d | . (70)
(cm/4) cafd cn/l) cn//l
!.Z
£
-4
e
=
= < 7
=
b
Abb. 85. 1. Strahlungsfaktor der kreisférmigen Xolben- Abb. 36. Zur Berechnung des
membran (w = 1); 2. Strahlungsfaktor der eingespannten Strahlungsfaktors der recht-
Membran (w = 1—p?%7r%; 8. Strahlungsfaktor der ein- eckigen Kolbenmembran.
gespannten Membran [w = (1 — 0?/r%)2].
Ersetzt man den Integralsinus
z
. (sin ¢
Six = / — dt
. . 0
durch die Anndherung:
. T COS X sm x
Six =5 — (1r—2 —
2 /2?) z
so folgt: 1 - 9
sinZx cos2x (%44
= |a— 1o — Ht + 55 v =", 71
€= / 2 ' 2a% ] ’ 2 (71)

Fﬁr grofere Werte von x(x = 2) wird man sich auf die Anndherung:
@ bZW @ - 27 2 92

Der maximale Verdichtungsfaktor f ergibt sich dann fiir grofle
¢/l gleich 2¢/i. Das bedeutet also, dal eine rechteckige schmale
Kolbenmembran (in starrer Wand) mit einer Seitenléinge von 10 Wellen-
lingen vn der Symmetriecbene (X Y-Ebene) 20mal soviel Schallenergie
pro Flicheneinheit aussendet wie bei ungebiindelter Schallstrahlung.

beschranken konnen (vgl. die Tabelle).
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Szzgc sin®z Si2z  sin®x 24 1
v | 2t * ,3 s @ 2. 22
o | 1 25 | 0563 | 0548
02 | 0994 3 0473 | 0467
04 | 0,983 3.5 0,406 0,408
0,6 | 0949 4 0,358 0,361
08 0931 45 0,323 0,324
1 0897 5 0,295 0,294
L2 | 0858 5.5 0,271 0,269
14 0,813 6 0,249 0,248
16 | 0,766 6.5 0,230 0,230
18 | 0719 i 0,214 0,214
2 | 0673 7.5 0,200 0,200

Wenn b nicht klein zur Wellenldnge ist, kann & allgemein durch
folgende Reihe dargestellt werden?:

&= "’0(07!)_%3 (y’b;.ﬁ‘)g%(”Hi — g (%?)M(ff)—---, (72)

W
44

4¢ \
47

{as \X\
“‘4,\\\\

43 —
P
42
47 — —_—
3 ]
g M K 7% 20 25 K/

Qx‘-.»,

Abb. 37. Funktionen zur Bercchnung des Strahlungsfaktors des Rechtecks.
wobei:

1 /'sin?z / 22\n
gale) = L [T (1A a (73)
gesetzt ist. 0

1 Ann, d. Phys. Bd. 7 (1930) S. 953—957
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Diese Funktionen sind in Abb. 37 dargestellt. Man erkennt daraus,
daBl sobald ¢/A > 5 geworden ist, ¢;, @5, ... durch ¢, ersetzt werden
kénnen. Dann folgt aus (72):

/2

o 2 ﬁsinz(é;eomp)
&=l T) 7 | Toa o (74)
\Tcosgo)

0
Das Integral:

/2 R
ﬂsin2 (—bﬁcos )
2 PR p
Y= —(;,%—_>T '
5 Cos9

findet man durch Reihenentwicklung:
(bn>2 (bn)‘* (bﬂ)“
A A i
T3 1121 T 5.2081  7.3041

oder fiir groBere b7/l besser durch die nach BEskLschen Funktionen
fortschreitende Reihe:

e R PR P A

p=1 4o (75)

Diese Reihe ist fiir groBere Werte von b 7z/A wesentlich bequemer
auszuwerten. Und zwar ergibt sich, daB fiir b z/A > 3 der Wert der
in der eckigen Klammer stehenden Summe nur um Prozente von Eins
abweicht. Der Wert der Funktion

/2
2 [sin?(x cos @)
95'?/)(96)25/—7(&;@;&0199 (77)
0
ist in der Abb. 38 dargestellt.

Nehmen wir also an, dal ¢/4 > 5 und b/ > 1, so ergibt sich fiir den

Verdichtungsfaktor:
cnfl -bnfh  2aF

= 72 o (78)

Fiir Werte von b /4 und ¢ 7/4 zwischen 0 und 10 ist der Verdichtungs-
faktor in der Abb. 39 allgemein dargestellt. Und zwar sind die Kurven
gezeichnet, fiir welche der Verdichtungsfaktor einen konstanten Wert
besitzt. Wir finden z. B. fiir ein Quadrat, fiir welches b 7/4 = ¢ #/1=3,15
ist, denselben Verdichtungsfaktor f = 7 wie fiir das Rechteck b 7/ = 0,5;
¢ /A = 10, trotzdem die Fliche des Rechtecks nur halb so groB ist.
Fiir a /A <<'1 und b z/% < 1 ergeben sich (Viertel) Kreise, fir f > 10
ergeben sich (im mittleren Teil) Hyperbeln. Das Letztere besagt, daf
mit geniigender Genauigkeit f = 2 7 F/A? geschrieben werden kann.
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Wir hatten bei der Berechnung von Richifaktoren bemerkt, dal so-
bald einzelne Teile der Membran in Gegenphase schwingen, die Richt-
wirkung wesentlich beeinfluit wird. Dieser Einflu muf} auch bei den
Strahlungsfaktoren zur Gel-

tung kommen. Als einfach- 170 —
stes Beispiel berechnen wir
den Strahlungsfaktor von T
zwei Strahlern, klein zur 85
Wellenlinge, im Abstand d, &’
die in Gegenphase schwin- N
gen. Kine analoge Rech-
nung, wie auf S.39 er- L
. 01 7z g3 ¢ 6 7 8 9 ®
gibt: w=di_o
G = 1,( — %n d M) (79) Abb. 38. Hilfsfunktion zur Berechnung des Strahlungs-
2 2nd/A faktors.
Wir erhalten die entsprechende Kurve durch Spiegelung der Kurve:

5 - Ly sn2zd2
©= 2(1+ 2ad)h >
an der horizontalen Geraden: y = 4 (s. Abb. 33).

Y\H\\l 1
¢ 5 6 7 8 4 n
%4

i

Abb. 39. Verdichtungsfaktor der rechteckigen Kolbenmembran. (Die in der Mitte an die Kurven
geschriebenen Zahlenwerte geben den Verdichtungsfaktor an.)

2nd .
Das Maximum von [ ergibt sich hier fiir il = 7,725, d. h. fur

dj2 = 1,23, und zwar ist der maximale Wert glei'ch 2,294. Dies ist der
Verdichtungsfaktor an der Stelle, wo % =1 ist. Dem entspricht
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y = 24°. Wahrend wir bei zwei gleichphasigen Strahlern im besten
Falle eine 2,55fache Verdichtung erzielen konnten (fiir y = 0°), ergibt
sich bei zwei gegenphasigen Strahlern héchstens eine 2,29fache Ver-
dichtung (fiir y = 24°). Fiir das Beispiel auf S. 26, wo w,, = 0 war,
verliert natiirlich auch der Strahlungsfaktor seinen Sinn und wir miissen
auch hier die gesamte Leistung L, nach der Formel (59) berechnen

dann folgt aus: F
= S0 @ — Re@), (80)
1e¢-
L= 5o / [ (2) — R () A K
F? Ji(2 4J4(2 8J,(2

Ersetzt man die BEssgrschen Funktionen durch ihre Potenzreihen,
so folgt:

2771 .9 .4 . 36 P S
F[12x 2.3x 3470_“'}' (82)

L, =4nco P —

3! 6! 4! 7! 5! 8!
Vergleicht man damit die von einer gleichgrofen Kolbenmembran
mit der Geschwindigkeitsamplitude w = 1 abgestrahlte Leistung:

2
Ly=2m-c-0-7;- %(1_@> (83)
so ist fiir kleine x: L 42t
I,” 316r

Das ergibt fiir: x = %1 =1
L,/L, = 1/17280 .

Das bedeutet: Wenn die zu L, gehérende Membran dieselbe Leistung
abstrahlen soll, wie die zu L, gehérende, so muB3 die Amplitude der
ersteren Membran gleich dem }/17280 = 131fachen der Amplitude der
Letzteren sein.

Fiir sehr groBe d/i dagegen ist [wegen (81) und (83)]:

L 1

L, 3
b) Bei kiinstlicher Kompensation.

Aus der Abb. 27 ist zu ersehen, daB auch die Strahlungsverteilung
sich durch kiinstliche Kompensation wesentlich indert. Allgemein er-
gibt sich der Strahlungsfaktor fiir die aus 2 Strahlern bestehende kom-
pensierte Gruppe:

._;1/5)

¥/d<p/cos2 [ (siny — sinyk)} cosydy. (84)

— /2
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Fithren wir eine neue Integrationsvariabele x durch

ad , . .
T = (siny — sinyy)

ein, so folgt:
ad .
—_Z— (1 — sin yk)

P
= 2
& = anl/ coslxdx,
ad L.
- (1 S Riny )
sin 2zd
1 i 2nd . ]
G = 3 14 Smdli [cos( T s1nyk)J .

In der Abb. 40 ist ©, fir siny, =0, 1, %, 2, 1 dargestellt. Da
sin y, = 0 dem unkompensierten Fall entspricht, so erkennt man, da

(85)

19

8 N

]
P
L1
//
Vﬂ:

&, 4
TR
/]
¥ N ] <>
4% 7 350 75 700 725
,;‘l_ —

Abb. 40. Strahlungsfaktor bei zwei kompensierten Strahlern. (Abstand d, Kompensationswinkel yz).
Lsinyr=0; 2.sinyxr=1%; 8. sinyr=4%; 4. sinyr = $; 5. sinyz = 1.

fiir d/2 << 3 der unkompensierte Fall stets grofere Werte liefert; z. B.

ist fiir d/A =1 © = 0,83; G, = 0,5.

Daraus folgt, dal der Verdichtungsfaktor der kompensierten Gruppe
in Richtung der Verbindungslinie der Strahler (d. h. y, = 90°) 1,66 mal
so grof} ist wie der Verdichtungsfaktor der unkompensierten Gruppe in
der Maximalrichtung. Will man also mit zwei ungerichteten Strahlern
im Abstand d < 2/2 fiir eine bestimmte Richtung eine moglichst groBe
Schallstiarke erzielen, so ist es giinstiger, mit einer kompensierten An-
ordnung zu arbeiten.

Allgemein ergibt sich der Strahlungsfaktor fiir eine kompensierte
gerade Gruppe, die aus n in gleichem Abstand befindlichen Strahlern
besteht:

n—1

1 2 in (m « 2nd/A) « cos (m - 2rd/Asin ;)
Cp=—+ = — ) Rt St Aot ddsaml's
Sk n n? (n —m)-2 m - 4nd/i )

m=1



48 Das Schallfeld in grofler Entfernung vom Strahler.

Fillt die Richtung der Kompensationsgeraden in die Richtung der
Empfingergeraden (d. h. y, = 90°), so ergibt sich:
1 9 n—1
@k—_—;—l“;ﬂ (n—m)

m=1

sin (m - 4nd/2

m - dd). (86)

Aus dem Vergleich mit dem Strahlungsfaktor im unkompeﬁsierten
Fall (d. h. y, = 0) schlieBen wir wegen:

ne1 . 2nd

L s1n(m-T)

= tw 2 —m e (87)
m=1

Die gerade unkompensierte Gruppe mit dem Empfingerabstand d
hat denselben Strahlungsfaktor wie die in der Empfingerrichtung kom-
pensierte Gruppe mit dem Empféngerabstand d/2. Oder anders aus-
gedriickt: Die Schallkonzentration der geraden unkompensierten Gruppe
in der Mittelachse ist gleich der Schallkonzentration der in d? %1}31&—

famgereinrichtung kompensierten Gruppe bei halbem Empfange
abstand.

Um den Strahlungsfaktor fiir die dicht besetzte Kreisgruppe bei
einer Kompensationsrichtung («, §,7,) zu finden, haben wir das Integral:
27 /2

1 .
G = ﬁ/d(p/dyé}?z siny (88)
0 0
zu berechnen, wobei $ nach (52) durch

R=J, (%i ¥ (cosx — cosxg)? + (cosfp — cosﬂo)z)
gegeben ist.
Wegen: cos x = sin y cos ¢, cos f§ = sin y sin ¢ folgt:

R = J,(kr sin?y — 2 siny siny, cos(p — @,) + siny,).
Setzen wir zur Abkiirzung: « = kr sin y, v = kr sin y,, so folgt zu-
néichst nach dem Additionstheorem der Besserschen Funktionen:

=J, (V u? + v — 2uw cos ((p—~<p05)

= Jo(u)Jo(v) + 2 ; (1), (2) cosnlp — g,). (89)

Bilden wir dann:

1 27
Q—H/%qua,
0
so fallen bei der Integration wegen
2 _ 0 fir m == n
[ cosm(p — gq) cosn (p —godg =1 w0 T
0
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die Faktoren mit ungleichem Index heraus, und es ist:
1 o
37 | ey = T ) + 2500 i (0) + -+
o

Dann ergibt sich:

2

S = Ji(krsiny,) - / Ji(krsiny) sinydy
0

+ 2 J3(kr siny,) /:]1’ (krsiny) sinydy+ -
0

oder wegen:

/2 . v (2F
/ i (zsiny) sinydy = g Jrn(B)d&
0
folgt:
kr r
9 . 1/, . 5 . 1
Gu=J3(krsinyy) - [ Jo(28)dE+ 2 T3 (krsiny,) -Ef.fz(zg)dg
0 0

kr

+2J§(msiny0)%]J,l(z&)dﬁ
0

Die Berechnung der Integrale:

pale) = [ T 20)da
0

liBt sich wegen der Beziehung:

T

/ 2x)dx XZ Jr+’n+1 Zx)

0 n=0

49

(90)

(94)

mit Hilfe der Tafeln fiir die BessELschen Funktionen leicht ausfiihren.

Die entsprechenden Funktionen:

Pn (@)
sind in der Abb. 41 dargestellt.

L Der Beweis von (92) ergibt sich, wenn man in der bekannten Gleichung:

/2

Ja (@ siny) = 2 /,72 (2 xsiny cosp) de beide Seiten mit sinydy multipliziert
E

0
und von 0 bis 7/2 integriert und danach die von NieLsExN (Handb. der Zylinder-

funktionen, S. 380, Formel I, [v = 0]) angegebene Beziehung:
72 w2
d [ T . . 7
da) / zsinof (xsinw sing) do dp = 2—f(x)

00
benutzt.

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 4
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In der Abb. 42 ist der Strahlungsfarktor (fiir die Kreisgruppe) &z ( )
in Abhingigkeit von — gezelchnet (r = Radius des Kreises, 1 = Wel-

lenlinge). Und zwar gllt.

die Kurve 1 fiir den unkompensierten Fall (d. h. y, = y, = 0°),

NAVA

/] /\\\A\/% D
N KK
/
/

) o
=Y
\'\

q
Q

/

LMY

// ey
v

$—
8 %
R
\
\

/

A/
%

o]/ /
S

a 7 2 3 ¢ &5 6 7 & 9

L —

Abb. 41. Hilfsfunktionen zur Berechnung des Strahlungs-
faktors.

N

g 7 2 3 ¢ 5 6 7 & 9 0
i
Abb. 42. Strahlungsfaktor der kompensierten Kreisgruppe:
1. Gx(x) fir yr=0°; 2. Sx(x) fiir yx=30°; 3. Sk () fiir
ye=90°; 4. v Cr(2) fir yx=0°; 5. zCr(x) fiir yx=30°;
6. 2 Cr(z) fir yx=90°.

die Kurve 2 fir den

Fall y, = 30°,
die Kurve 3 fiir den
Fall y, = 90°.

AuBlerdem sind noch die
aus diesen hervorgehenden
Kurven 4, 5, 6:

@ &, (27”')

gezeichnet.
Aus den letzteren er-

kennt man daB mit wach-
2mr

sendem chf s (2 r r>

immer mehr der GroBe %
nihert.

Das bedeutet: Der Ver-
dichtungsfaktor f=1/§,
ist fir groBes /A (d. h. bei
scharfer Biindelung) durch
2nr

- 2 gegeben. Anders aus-

gedriickt heilt dies: Die
in 1 gemessene Linge des
Kreisumfanges ergibt, mit
2 multipliziert, die Go8e
des  Verdichtungsfaktors.
Im Zusammenhang mit den
fritheren  Betrachtungen
iber den Verdichtungsfak-
tor bei unkompensierten
Strahleranordnungen, die
eine gerade Linie, eine
Kreislinve, eine Kreisfliche
oder eine rechteckige Fliiche
erfiilllen, konnen wir fol-
genden allgemeinen Satz
formulieren:



Die Gruppe von zwei Einzelstrahlern. Hh1

Bev scharfer Biindelung ist der Verdichtungsfaktor

1. ber imenformaiger Strahleranordnung durch 2mal der in 1 gemessenen
Lénge der strahlenden Linie,

2. bei flichenhafter Strahleranordnung durch 2 wmal der in A2 gemes-
senen Fliche der strahlenden Anordnung gegeben.

Zweiter Teil.
Das Schallfeld in der Niihe des Strahlers.

3. Die Gruppe von zwei Einzelstrahlern.

Bei den bisherigen Betrachtungen war die Voraussetzung gemacht,
dafB3 sich der Aufpunkt in hinreichendem Abstand von der strahlenden
Fliache befand. Fiir diesen Teil des Schallfeldes, der fiir die praktisch
vorliegenden Aufgaben meist im Vordergrund steht, ergab sich eine
einfache Darstellung, indem zu dem Ausdruck, der die ungerichtete
Strahlung kennzeichnet, ein Faktor tritt, der nicht mehr vom Abstand
des Aufpunktes, sondern nur noch von der Richtung der Aufpunkts-
geraden abhingt. Und zwar war diese charakteristische Funktion (der
Richtfaktor) nur abhingig von einer Grofle (zum Beispiel der Form
v 2,;1
wesentlichen bestimmt, und zwar ganz allgemein bei irgendeiner vor-
gegebenen Frequenz (Wellenlinge) und bei irgendeiner vorgegebenen
Ausdehnung (r/2) des strahlenden Systems. Fur die Berechnung und
Darstellung des Nahfeldes sind die Verhiltnisse wesentlich schwieriger.
Erstens sind wir gezwungen, das Nahfeld in einer so groflen Anzahl
von Punkten zu berechnen, dall das gesamte Feld durch Interpolation
iibersehen werden kann, und zweitens ist es erforderlich, diese Dar-
stellung fiir jeden besonderen Fall, der durch das Verhaltnis von geo-
metrischer Ausdehnung zur Wellenldnge gekennzeichnet ist, besonders
durchzufiihren. Die Mannigfaltigkeit ist jetzt also ganz wesentlich
groBer geworden. Wir werden daher die Darstellung des Nahfeldes auf
spezielle Fille beschrinken miissen. Und zwar werden wir das Schall-
feld darstellen, indem wir in der Nachbarschaft des Strahlersystems
die Kurven zeichnen, welche einer konstanten Schalldruckamplitude
entsprechen.

sin ). Durch diese eine Funktion war also das Schallfeld im

Zunichst mufl klargestellt werden, wann ein Aufpunkt zum Nah-
feld gerechnet werden mufl und wann dies nicht der Fall ist. Die Be-
zeichnung ,, Nahfeld* konnte die falsche Vorstellung erwecken, als ob
dies Nahfeld allein von den geometrischen Strahlerverhiltnissen ab-
héngig ist, so dall man etwa sagen koénnte, dafi bei einer strahlenden
kreisformigen Kolbenmembran vom Radius ¢ alle Aufpunkte nicht mehr

4*
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zum Nahfeld rechnen, die z. B. um das Zehnfache des Radius vom
Membranmittelpunkt entfernt liegen. Tatsdchlich reicht diese De-
finition nicht aus, sondern es kommt dabei auBerdem noch auf die
Wellenlinge an. Um dies genauer zu untersuchen, miissen wir von der
allgemeinen, fiir Nah- und Fernfeld geltenden Formel ausgehen und
feststellen, unter welchen Bedingungen diese in die fiir das Fernfeld
angegebene Formel (6) tibergeht.

Wir setzen voraus, daB die strahlende Fliche der Membran in einer
starren unendlichen Wand liegt oder als Doppelmembran wirkt, wobei
der eine Teil in jedem Moment symmetrisch zu dem anderen Teil
schwingt, wie es in Abb. le und 1f dargestellt ist. Dabei darf die
strahlende Fliche auch aus mehreren einzelnen in derselben starren
Wand liegenden Teilen bestehen oder aus mehreren einzelnen Doppel-
membranen, die alle die Symmetrieebene gemeinsam haben. Wir denken
uns die strahlende Fliche in der Nullage in der X Y-Ebene und die
Geschwindigkeitsamplitude durch

W= w(x,y)e (95)
gegeben.

Dabei werden wir im allgemeinen w(z, y) als reelle Funktion voraus-
setzen. Das bedeutet physikalisch, dafl alle schwingenden Membran-
elemente gleichzeitig durch die Nullage gehen und gleichzeitig ihre
Extremwerte erreichen, so daBl nur gleichphasige oder gegenphasige
Bewegungen (mit Knotenlinien) der Membranelemente moglich sind.
Grundsétzlich bestehen aber keine Schwierigkeiten, die Geschwindig-
keitsamplitude in jedem Punkte der Membran nach Amplitude und
Phase vorzuschreiben, indem man

P w(x, y) = u(®, y) + iv(z, Y)
als komplexe Funktion festsetzt.

z

Dann ist fiir einen beliebigen Aufpunkt P in

A dem oberen Halbraum (wegen der starren Wand
kénnen wir uns auf den Halbraum z =0 be-

¥  schrinken) der Schalldruckverlauf nach Ray-

ar LEIGH! gegeben durch:
“z (ot +a2) , CO e~ ikr
Abb. 43. Zur Definition des p = etlwtta2), 7 f w(x,y) ——dF. (96)
Nahfeldes. 7 r

Dabei ist die Integration iiber die in den Halbraum strahlende Fliche F
zu erstrecken, wobei » den Abstand des Integrationselementes d F vom
Aufpunkt P und R die Entfernung des Aufpunktes vom Koordinaten-
anfangspunkt bedeutet (vgl. Abb. 43).

1 The theory of sound. § 278.
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Hat der Aufpunkt P die Koordinaten z,, ¥,, 2z, und der Mittelpunkt
des Fliachenelementes d.F die Koordinaten x, y, so folgt aus:

B =t A

rr= (v — 22 + (Y — yo)? + &
die Beziehung:

12 = R? + 2% + o2 — 2zxwg — 2yy,

Daher ist:
1
P [y 2Mweosatyeosf) | @t 4yt
g R TR
ro xcosx + yeos fi 1 a4 1 jxcosa + ycos f\2 -
i i T E i S ) (97)

Dabei sind in der Entwicklung die Glieder hoherer als zweiter Ord-
nung vernachlissigt. An Stelle der fritheren Formel (die sich unter
der Annahme eines hinreichenden Abstandes des Aufpunktes ergab):

p= TCLR gi(wt+ a2 —kR) /’w(x, y)eik(xcosx%—ycosﬂ)dp (98)
2. y

I3
folgt jetzt aus (96) und (97):

p— c- %ei(m—rn 2—kR) /w(x, ?/) . ik (@cosatycosp)
s i
_ Lk[Lf iyz _(ﬁ(:us a—%—yfcosp‘)”]
e 2 R R
. _ (
weosx + yeosf 1 5 . ar. (99)
1— TR To [22 - y® — (xcosx 4 ycosf)?]

Man kann daher (99) dann durch (98) ersetzen, wenn

tk|2® +y?  (xcos a 4 ycosp)?
N g oo

e R

li“xrc*osa -+ ycosf x? y‘fﬁi' 1 (@ cos «7—’,- y“c;oréfi’)z
AL b IR A b R

1
R T2 TR T2

durch 1 ersetzt werden kann. Da dies fiir alle « und f gelten soll, so
ist leicht zu sehen, dafl dazu wegen des Nenners:

At apd (100)
und wegen des Zihlers:
. xZ . y2
SR (101)

sein muf}.

Da Ja® + y? = p,, im ungiinstigsten Falle gleich dem groBten Ab-
stand eines Membranpunktes vom Koordinatenanfangspunkt ist, so
besagt (100), dal der Aufpunktsabstand R grol} gegen die gréfite lineare
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Ausdehnung der strahlenden Fliche (in der X Y-Ebene) sein muS.
Aus (101) folgt dann, dall weiter
70
e <! (102)
sein muf.

Bei kleinem A, genauer, wenn 1 < st R ist, ist daher die Bedingung
(102) schirfer. Legen wir eine Kolbenmembran von 5 cm Radius ‘zu-
grunde und setzen einmal eine Wellenlinge von 15 cm, das andere Mal
eine Wellenlidnge von 1 em voraus, so wiirde der hinreichende Abstand R
in einem Fall nach (100) durch: R>> 5 cm, dagegen im anderen Fal]
nach (102) durch: R > 75 cm gegeben sein.

Bei zwei Strahlern, die klein zur Wellenlinge sind, tritt an Stelle
der Integration in Formel (10) eine einfache Addition. Wir erhalten
den Schalldruck des resultierenden Feldes in folgender Form:

. —ikry —ikry
P:ei(wwnm;_;[%fﬂl; + wy Fy
. 1'1
Dabei bedeuten:
wy, w, die (mittleren) Geschwindigkeitsamplituden von F, und F,,
F,, F, die strahlenden Flichen,
71, 7y die Abstdnde der Strahler vom Aufpunkt.
Fithren wir noch die Abkiirzungen ein:
“ﬁFl__ thz__
2 — % e O
so ergibt sich aus (103) fiir die Schalldruckamplitude p die Beziehung:

(103)

"1 T2

7T AT

— 127z be—iZny[
x + y
Da wir die Phase auller Betracht lassen, haben wir den rechts

stehenden Ausdruck nur seinem Betrage nach zu untersuchen. Wir
erhalten durch eine einfache Rechnung:

p _ |ae

c-o

(104)

2 =Yt 2 cosate — ) + (&~ L sintne —y) (109
oder:
= YT T+ S,

Fiir bestimmte Werte von # — y nimmt cos27 (z — %) und daher auch

-c—% einfache Werte an, und zwar ergibt sich nachstehende Tabelle (S. 55).

So kann man fiir die auf den Hyperbeln x — y — konstans liegenden
Punkte die zugehorigen Werte von p/co einfach berechnen und kann
dann durch Interpolation von Zwischenwerten die Kurven gleichen
Schalldrucks einzeichnen, wobei « und y die in Wellenldngen gemessenen
Abstiande des Aufpunktes von den beiden Strahlern bedeuten.
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Von besonderer Wichtigkeit ist die Festlegung der Stellen, wo die
Schalldruckamplitude gleich Null ist. Dazu ist offenbar notwendig, da}
2 1
2§ und e—y=""S1m=0,1, 2 ..) ist. (Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kann @ > b vorausgesetzt werden.)

Daraus folgt:

xf,iﬁ.?;m,’j:l x—y g2(’052.-z(ac~y) -
Ta—b 2 : ! °C
b 2m + 1 0 i -+ 2 ! a,/ac -+ b/y
e A e U
Damit die mit  und & i 0 V“%/fﬁ + b%y”
y beschriebenen Kreise + 4 —1 Va?/x? + bEly* — abjxy
einen reellen Schnitt- R —2 a/x — bly
punkt ergeben, mufl R | Va2/a? + b2y — abjzy
ferner bei einem .Ab- o+ | 0 Va?ja? + b2y’
Strabler die Bedingung - P1 | et b bl
fr.e_Llh:er die Bedingung L2 oz + by
eriutit sein: a4yl 41 Ja/at - ByE - abjzy
w+y—;zd/12W—y, usw.
d. h. es muB:
a+b 2m+1_ d_ 2m+1
a—b 2 =2 (106)
sein.

Jedem Wert von m, fiir den die Ungleichheit (106) erfiillt ist, ent-
spricht eine Nullstelle des Schalldruckes. Im Fall d/1 <C § gibt es daher
iiberhaupt keine Nullstelle. Im Fall a =2, b =1, d/i = 4 ergeben
sich aus 3(2m + 1) =8 =2m + 1 die Losungen: m =1, m = 2,
m=3. Im Fall a =3, b =2, d/l =1 ergibt sich aus 5(2m + 1) =2
=2m + 1 die eine Losung m = 0.

Die Abb. 44 stellt die Verhéltnisse fiir d/A =5, a = 3 und b = 2
dar. Dabei sind die Hyperbelaste:

Ty — 1y =4/2, 3/22, 5/27, 7|22, 9/2]
und die auf ihnen liegenden Nullstellen

gezeichnet. Die Nullstellen ergeben sich hier als Schnittpunkte der
Kreise, die mit den Radien:

(m=1,2 34 (107)
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um die Strahlerpunkte 4, und A4, beschrieben werden. Im iibrigen
liegen simtliche Nullstellen (wegen r,/r, = a/b) auf einem bestimmten
Kreise, der die Strecke A, A4, harmonisch im Verhiltnis a:b teilt und

Abb. 44. Die Nullstellen des Schalldruckes von zwei punktférmigen Strahlern im Abstand d =52
Lei verschiedenem Deformationsvolumen.

dessen Mittelpunkt auf A,A4, liegt (s. Abb.44). Der Radius dieses
Kreises ist: ab  d
T a0 2

In allgemeiner Weise 1aBt sich auf graphischem Wege eine Dar-
stellung der Kurven gleichen Schalldruckes erreichen. Zu dem Zweck
zeichnen wir den Verlauf des Vektors

f—a e~i2:rx
1 x
und des Vektors o= P2y
L= —b"
Y

Das geschieht, indem man z bzw. y um 0,05 wachsen 148t, so daB jeder
Vektor aus dem vorhergehenden durch eine Drehung von 2z - 0,05,
d. h.18°, hervorgeht. Man hat dann nur nétig, durch den Nullpunkt
die unter einem Winkel von 18° sich schneidenden Geraden zu zeichnen
und auf ihnen die Léngen a/x bzw. bjy abzutragen. So ergeben sich
zwei Spiralen, die den Nullpunkt in immer engeren Windungen um-
schlingen. Hat man diese Spiralen mit den entsprechenden x und y-
Werten beziffert, so kann man simtliche Losungen z, y der Gleichung:

—i27 127y

o be_y —¢ (108)

angeben, indem man eine Strecke der Linge ¢ so bewegt, daB der Anfangs-
punkt auf der einen (z) Spirale der Endpunkt auf der anderen (y) Spirale
gleitet. Jede Lage der Strecke ¢ definiert durch ihren Anfangs- und End-
punkt auf der Spirale ein Wertsystem x, y, das der Gleichung (14) geniigt.

(4
a-
|
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Abb. 45. Spirale zur Berechnung des Nahfeldes von zwei punktformigen Strahlern.
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Als Beispiel wihlen wir a = b = 1, d. h. zwei Schallstrahler gleicher
Intensitit. In der Abb. 45 ist die Spirale 1, =¢27%/z fiir alle Werte
von x = 0,5 bis = 5 dargestellt. Um die Zeichnung nicht uniiber-
sichtlich zu machen, sind von der zweiten Spirale 1, = — e~ %2%¥/y nur
die den einzelnen Werten y = 0,5; y = 0,6; y = 0,7 usw. bis y = 2,5
entsprechenden Spiralpunkte dargestellt. Diese ergeben sich sehr ein-
fach durch Spiegelung der entsprechenden Punkte der z-Spirale am
Mittelpunkt. Diese Punkte sind durch kleine runde Kreise, denen die
Ziffer in einem Quadrat beigeschrieben ist, gekennzeichnet. Beschreibe
ich um einen solchen Punkt der y-Spirale, z. B. den Punkt LT_l, einen
Kreis mit dem Radius 1, so erhalte ich durch die an den Schnittpunkten
mit der 2-Spirale angegebene Bezifferung simtliche (zwischen 0,5 und 5
‘liegenden) Werte = die der Gleichung

‘e—i2nx e—-i2n-1{
It

geniigen.

Und zwar lesen wir aus der Abb. 45 die Losungswerte ab: = 0,50;
0,58; 1,32; 1,70; 2,29; 2,71; 3,28; 3,72; 4,29; 4,72. Noch iibersicht-
licher wird der Zusammenhang, wenn wir die durch

—i2xnz e~ 127y

+

e

—1=0

x

definierte Kurve in den rechtwinkligen Koordinaten eintragen. Die
eine Hilfte dieser Kurve ist in Abb. 46 dargestellt. Die andere Hilfte
entsteht durch Spiegelung an der Geraden y — z = 0. AuBerdem sind
noch die Kurven fiir:

—i2nz e—’L2ny

—127ng e—iz:-zy

_ 3
2

e

- ; =0 (109)

und

in Abb. 46 aufgetragen.

Um aus diesen Kurven, die vom Strahlerabstand unabhingig sind,
fiir einen bestimmten Strahlerabstand (z. B. d/1 = 3) die entsprechenden
Kurven konstanten Schalldruckes zu gewinnen, haben wir zwei Punkte
A, und 4, im Abstand d/i = 3 zu zeichnen und um diese Kreise zu be-
schreiben, deren Radien durch die Koordinaten x und y des zu iiber-
tragenden Punktes gegeben sind. Dabei spielen aber nur die Koordi-
naten z, y eine Rolle, die zu reellen Schnittpunkten der beiden Kreise
filhren. Offenbar hingt dies wesentlich von dem Strahlenabstand ab.
Aus der Bedingung fiir das Schneiden der beiden Kreise:

ntrn=d=r—n

folgt nun: yt+ar=diz=y—z.
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Zeichnen wir in der Abb. 46 die drei Geraden

y+x=dj,

(wobei wir wegen der Symmetrie r, > 7; voraussetzen und uns auf

Quadranten  be-
schranken konnen), so wird
durch diese ein rechteckiger
Streifen begrenzt, der alle
und nur solche Punkte x,
y enthalt, fir welche die
Bedingung

yt+e=di=y—2=0

erfilllt ist.
In der Abb. 46 ist fiir
d/2 = 3 der entsprechende

einen

Streifen schraffiert gezeich- v 2

net. Man erkennt, daf
z. B. von der Kurve:
e— 127w e~i2ny‘
l—1=0
z Y |

nur der punktierte Teil in
Frage kommt. Ubertragen
wir die 4 Kurven, soweit
sie dem schraffierten Strei-
fen angehdren, so erhalten
wir die entsprechenden
Kurven konstanten Schall-
druckes (fir einen Qua-
dranten). Dabeiergibt jeder

y—z=d/i, y—ax=0
50 \ \ / 77
54 / /
S S |
/

p \ L &\
48 ) P y
4 \) vl / A / ]
’ A /
40 // Cl :A// '/ //r/ v

\‘7 FiN%e iy )%
36| / /l /l
24 AL 7 b ) v
Z 7 // /r /r
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Abb. 46. Die Funktionen:

le-i2me

e— 12Ty

=cfire=14%1,% 2
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Abb. 47. Kurven konstanter Schalldruckamplitude bei zwei punktférmigen Strahlern im
Abstand: d = 34.
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Punkt der Kurven in Abb. 46 mit den Koordinaten (z, y) den zuge-
horigen Punkt in Abb. 47 als Schnittpunkt des um A4; mit  und um
A, mit y beschriebenen Kreises. Es ist wichtig, dal man bereits aus der

Ao
Abb. 48, Kurven konstanter Schalldruckamplitude bei zwei punktformigen Strahlern mit gleichem
Deformationsvolumen.

40 //4j::jxy

Abb. 49. Kurven konstanter Schalldruckamplitude bei zwei punktférmigen Strahlern mit ver-
schiedenem Deformationsvolumen.

Abb. 46 sofort erkennt, ob die Kurve konstanten Schalldruckes aus
einer kontinuierlichen Kurve besteht oder wieviel getrennte Kurvenziige
sich ergeben. So ergeben fiir d/i = 3 die

|e~—12:zx e~ P27y \
- + - =
z Y i
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entsprechenden Kurven konstanten Schalldruckes fiir ¢ = 0,5 zwei ge-
trennte, fiir ¢ = 1 drei getrennte Kurvenziige; dagegen fiir ¢ = 1,5 und
¢ = 2 je einen kontinuierlichen Kurvenzug. In der Abb. 47 sind die ent-
sprechenden Kurven konstanten Schalldruckes dargestellt. Der gesamte
raumliche Verlauf entsteht daraus, indem man das ganze Gebildeum 4, 4,
rotieren laft. Dabei ergeben sich dann fir ¢ = 0,5 drei getrennte
Flachen, fir ¢ = 1 fiinf getrennte Flichen und fir ¢ = 1,5 und ¢ = 2
je zwei getrennte Flichen. Lassen wir d/1 kleinere Werte annehmen,
so wird der entsprechend schraffierte Bereich in Abb. 46 immer schmaéler
und die Anzahl der Extremwerte nimmt immer mehr ab, bis schlieBlich
fiir d/2 = 3% fir alle Kurven nur noch ein Maximum (auf der Mittel-
achse) tibrigbleibt.

In den Abb. 48 und 49 sind die Schallfelder gezeichnet, wenn d/i = 1
ist, und zwar ist in Abb. 48

wbyw kP
22 T 22
angenommen, wahrend in Abb. 49
w, Iy
272

wy B
‘ =1,2; 722722— =0,8
gesetzt ist.
Nach den friitheren Ausfithrungen muf sich im zweiten Fall eine Null-
stelle ergeben (im rdumlichen Schallfeld ein Nullkreis). Man sieht aus
der Abb. 49, daB besonders in der Umgebung dieser Nullstelle eine ziem-

liche Unsymmetrie des Schallfeldes hervorgerufen wird.

4. Die kreisformige Kolbenmembran.

Die Berechnung des Schallfeldes einer Kolbenmembran macht fir
beliebige Aufpunkte in der Nihe der Membran betrichtliche Schwierig-
keiten. Wir untersuchen daher zunichst den Fall, wo der Aufpunkt
auf der Mittelachse der Membran liegt; dann 148t sich die Rechnung
sehr einfach durchfithren!. Da w(x, ) konstant (= ) sein soll, ist die
Berechnung des Integrals:

J=[“""ar
K r
erforderlich. F

Fithren wir fir das Flichenelement dF Polarkoordinaten g, ¢ ein,
80 ist dF = pdpdy und wegen r2 = g2 - 22 ist: pdp = rdr. (Abb. 50.)

Dann folgt:

2a R ke Vj?z‘-;— 2 9 -
J:jd(p-/gd@_)? = 275/ e krdy = — 'Z.Z[e*"'kVR”‘Hz - cf““}. (110)
0 0

7
z

1 BackHAUS, H., u. F. TRENDELENBURG: Uber die Richtwirkung von Kolben-
membranen. Z. techn. Phys. 7, 630 (1926).
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Unter Benutzung der leicht abzuleitenden Beziehung:

a+ g

*/3 1,——

e=i% — g~if— _ 2igin%

J = 21sin {gh/ﬁzi?_ zJ} e—ifzf{VRu— zz+z}'

Setzt man dies ein, so folgt unter Beriicksichtigung von (11):

ergibt sich:

LT
e ot+ o — = (VR + 22+ 2)
:2c-o-w0-sin{]20{]/R2+zz~zJ}-el[ I Z+ZJ. (111)
Die relative Schalldruckamplitude ist also:
ks
£— =2 sm{?h/]iz + 22— z}}
£ Daraus folgt, dafl p/c- o0 den Wert Null fiir
17 kYR 422 — bz =2m, 47, ...
s den Wert 2 fiir:
kVR2+z2—kz=n, 3w, ...
erhalt.
4 Bezeichnet man die zu diesen Extremwerten
4 gehérenden z mit 2z, und z,,, so sind die Null-
stellen z, gegeben durch:
X R?
Abb. 50. Zur Berechnung der T n?

kreisformigen Kolbenmembran.

m=1,2,..) (112)

2y =
und die Zweistellen z,, gegeben durch:
R? 1\2
Tz - (” + ?)
Mit groBer werdendem Radlus Wachst die Anzahl der Null- und
Zweistellen. Fiir Membranen, deren Radius kleiner als 1 ist, kann ein
Extremwert auf der Mittelachse nicht eintreten. In der Abb. 51 ist
der vollstindige Verlauf von p/co fiir Aufpunkte auf der Mittelachse
der Kolbenmembran dargestellt. Als Ordinate ist das Verhiltnis z/R
aufgetragen. Die 4 Kurven entsprechen den Werten kR = 6; kR = 10;
kR = 20; kR = 40. Fir Punkte mit hinreichend groBem z soll nach
der frilher aufgestellten Behauptung (S. 5) die. Formel (111) in (1)
iibergehen. Nach den Ausfithrungen auf S. 53 ist z hinreichend gro8,

R? R R .
wenn nTz < 1 und - < 1 ist. Dann ist aber:

kvm—kz:kz<l+l£)— a2l

und 9 lﬂRz_le_ F
W T T Taiw
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so daB in der Tat (111) in (1) (vgl. die FuBnote auf S.3) iibergeht.
Wiirde man den Aufpunktsabstand z gleich 6 Radien wihlen, so ergiben

sieh fiir % (oder fiir ') in den Fallen kR = 6, 10, 20, 40 die
Werte 4, &, &, 12, so daB also der Aufpunktsabstand groBer als
3 Membrandurchmesser héchstens im Falle kR = 6 als hinreichend
groB angesehen werden kann. Dies gilt aber keineswegs im Fall k B = 20
oder gar kR = 40.

Es mag darauf hingewiesen werden, dall die Formel (111) auf den
Fall verallgemeinert werden kann, wo die strahlende Fliche anstatt aus

einer vollen Kreisflache aus einem Kreisringsektor mit den Begrenzungs-

.radien R, und R, und dem Zentriwinkel ¢, besteht. Liegt der Auf-

oy —

punkt dann senkrecht iiber dem Mittelpunkt des Kreisringes, so gilt
offenbar die zu (111) analoge Formel:

— il i@ Tk [ PiR+V2 o R?
P=%'wo'C'GSin{]f;Wz2+R§~V22+R?}}el( veg ) gy

T
30 ‘ Wenn es sich darum handelt,
26 / \ beil einer Kolbenmembran mit be-
’ \ liebiger Berandung fir einen spe-
a8 [ [ ziellen Aufpunkt den Schalldruck zu
24 / | finden, so kann man nach Zerle-
' / ; \ gung der strahlenden Fliche in ent-
32 t
20
18
¢ J, 7\ Z
76 / \
14
7 IO \'\
. // N
10 Abb. 52. Zur Berechnung des Schalldruckes am
/7 Rande der kreisformigen Kolbenmembran.
496 /
25 - /| sprechende Teilbereiche diese Formel
S L anwenden, indem man die Wirkun-
s v gen der einzelnen Teilflichen sum-
92 e —— 7 miert. Man hat dabei nur darauf
zu achten, daB die vernachlissigten
g 2 7 7 7 2z Flachenstiicke so klein sind, daB
—dh— sie allein praktisch keinen Beitrag

Abb. 51. Druckamplitude (p/co) auf der : : : 5
Mittelachse der kreisformigen Xolbenmem- liefern. Die Unt’ert’eﬂung hangt also

bran vom Radius R. wesentlich von der GroBe der Wel-

1. kR =6, 2 kR 10, 3. kR = 20, «
4. kR = 40. lenlidnge ab.
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Die Berechnung des Integrals 148t sich nun noch einfach durch-
fithren, wenn der Aufpunkt auf dem Rand der Membran liegt. Wihlen
wir den Aufpunkt P zum Anfangspunkt des Koordinatensystems mit
den Polarkoordinaten p; und ¢, so ist (Abb. 52):

7/2 2Rcos @

e~i7m‘
=
F

/2

7/2

dF = Q/d(p/e—ikeld@l = %/d(’) [1— e—-i.kZRcosqv]
0 0 0

7 2 .
- T = —1k2Rcosg
ik uc/e dg.
0

Nun ist: a2

JT
0

E/e—iszcosq’d(p = Jo(2kR) — i Hy(2kR).

Dabei bedeutet J, die BeEssELsche und H,, die STRUWEsche Funktion

nullter Ordnung. Dann folgt?:

p:c_o-eiwt[

1—J,(2kR)
2

i %Ho(sz)]. (115)

Mit Hilfe der vorliegenden Tabellen? fiir J, und H, kénnen wir den
Verlauf der Schalldruckamplitude am Rand der Membran in Abhéingig-

T /
Do
% \ L
g
1] \
* /\{\ /T
IH /} \V/ \\74
492 V
g 7 2 3 ¥ P2 7 g .
7 .
A
Abb. 53. Druckamplitude (p/co) im Mittel-

punkt (1) und am Rande (2) der kreisformigen
Kolbenmembran vom Radius R.

keit von 2z R/l darstellen. In
Abb. 53 ist auBler dieser Darstel-
lung noch der Verlauf der Schall-
druckamplitude im Mittelpunkt
eingezeichnet, der aus (111) wegen
z = 0 durch

. R
L —24in?"
gc . A

(116)

gegeben ist.

Der Verlauf der beiden Kurven
zeigt ein bemerkenswertes verschie-
denes Verhalten. Wihrend die re-
lative Schalldruckamplitude p/co
tm  Nullpunkt mit wachsendem
Membranradius periodisch  zwi-
schen den Werten Null und Zwei
schwankt, ndhert sich plco im
Randpunkt der Membran mit
wachsendem Radius immer mehr

1 McLacuLaN, W.: On the Acoustic and Inertia Pressure on a vibrating Cir-
cular Disk. Phil. Mag. Ser. 7 1932 S. 1022.
% Theory of BEsSEL Functions. Cambridge: G. N. Watson 1922.
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dem Wert 3. Bei oberflichlicher Betrachtung ist man leicht geneigt,
anzunehmen, dafl bei einer Kolbenmembran sich unmittelbar vor der
Membran ein Schallfeld ausbildet, das mit wachsendem Membranradius
R (fiir B> 1) dem Schallfeld einer ebenen Welle immer mehr entspricht.
Das ist nach dem Vorhergesagten keineswegs der Fall. Ein &hnlicher
Trugschluf} liegt bekanntlich vor, wenn man eine ebene Welle senkrecht
auf einen Schirm mit kreisrunder Offnung fallen 148t und glaubt, daB
man durch Verkleinern der Offnung einen (immer enger begrenzten)
akustischen ,,Strahl* ausblenden kann, wihrend in Wirklichkeit hinter
dem Schirm mit abnehmendem Offnungsradius o (o < 1) eine immer
mehr (halb)-kugelférmige Ausbreitung stattfindet.

Wir hatten frither gesehen, dafl der Schalldruck in grofier Entfernung
einfach berechnet werden kann, wenn die Geschwindigkeitsamplitude
w(p) der kreisférmigen Membran in der Form gegeben ist:

w(o) :aoﬁ—al(;l—gz) + (1 R_) +- 4 a, ( 1(;:)”'

Dabei ist o der Abstand vom Mittelpunkt und R der Membran-
radius. Wir wollen nun zeigen, daf} in dem einfachen Fall n = 1 fir
Aufpunkte auf der Mittelachse und am Rand der Membran ebenfalls eine
einfache Berechnung moglich ist. Wir setzen:

wie) =1 /- 5. (117)
Dann ist die entsprechende Druckamphtude p; gegeben durch:

S L S
Pr= co_euut - }‘l’/ (1 «fhm) dF.
b
Es geniigt, die Druckamplituden p, (fiir f = 0) und p, (fiir f = 1)
zu berechnen. Denn aus:
e ikr

i i 0%\ e~ ikr
p():/;*/"—fﬁdF und ’p1:‘;~'/<1*1}2)*;*dF

Lj,'v 7
Pr= (I —1f)py+ fpr1-
Liegt der Aufpunkt auf der Mittelachse (Abb.50) im Abstand z
vom Mittelpunkt, so ist 0% = 72 — 2%, und wegen dF = rdrdg folgt:

folgt:

' , V}zé S 1 Rﬂ'fz'l
p = E;f_J_(l T ;‘2) [ettrar —

K F4

Wir finden daher fir den Aufpunkt auf der Mittelachse:

D= efikz{l =+ "]'c'zR" + i;];:z} - e~ VRS kz R2 {1 + lk1R2+zz} (118)

und nach (110): Po=¢ F— e ik VE + 2

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen.

ot
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Liegt der Aufpunkt auf dem Rande der Membran, so ist (Abb. 52)
wegen

2 — R2 2__ 920 R 12 _ 20 _a
0" = + 01 01 4vCcOsSQ, R~ R Ccos@ R2?
/2 2R9osrp

21 .. [20,cos 3

pr =2 [y [emite [*_QIR £ — %z]d@l-
0 0

Fithren wir die Integration nach g, aus, so folgt:

/2
1 2 1 . . 1 .
(o R IS N __ p—t2kRcosqp | _~__
=75 {kR 1C08Q — e w(kR —i—@cosqa)}d(p,
0

7/2 /2
1 24 1 27 . v 2 o
p(lr) :]TI{?_;]&kasz.;/e "ZkRCOS'Fd(p—}EF-;/COS(pe zszcoswd(p_
0 0

Unter Benutzung der Beziehungen!:
(2
%/e—mowda — Jy(2) — i Hy(),
0
/2

—f;fcos@e—”cosgd(?: % — H,(x) —1J,(x)
0

folgt dann fiir den Aufpunkt am Rande:

1— Jy(2kR J (2kR (Hy(2kR H,(2kR 4
P = kzoéaz b lgcR )'H[ ok(sz F+ I;R )_?E]’
pp =N g ekR). (119)

Dabei bedeuten J, und J, die BesseLschen Funktionen, Hy und H,
die StrUVEschen Funktionen nullter und erster Ordnung. Mit Hilfe
der vorliegenden Tabellen fiir

4 7 Jo, J1, Hy, H, macht die Be-
» \\\\ 1/\‘; rechnung keine Schwierigkeiten.

1 10 %\ 4 Der Schalldruckverlauf auf
o K? N 5 der Mittelachse ist im Fall
0 L7 kR =10 fir w=1—f-0%/12,
G Y T (f=0,+4%, +4%, +1) in der

— &

Abb. 55 und 56 dargestellt. Die
entsprechenden Geschwindig-
keitsamplituden w=1—f.02/R?
(f=0, +%, 4-4, +1) sind in Abb. 54 gezeichnet. Ferner ist der
Schalldruckverlauf im Mittelpunkt und am Rande fiir w = 1 — o?%/R?

Abb. 54. Die Geschwindigkeitsamplituden
w=1—f-0*R* (f=0, £%, £%, £1).

1 Mc Lacaran. W.: BEssiEL Functions for Engineers, S. 167.
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und w =1 — }0?/R? in Abhédngigkeit von k¥R in den Abb. 57 und 58
zur Darstellung gebracht.
Diese beiden Fille: Aufpunkt auf der Mittelsenkrechten und Auf-

punkt auf dem Rand der
kreisformigen ~ Kolben-
membran sind die ein-
zigen, bei denen die Aus-
wertung des Integrals
allgemein moglich ist, d. h.
auf bekannte Funktionen
fiihrt, die in Tabellen vor-
liegen.

Wenden wir uns jetzt
der allgemeinen Berech-
nung desSchallfeldes einer

kreisformigen ~ Kolben-

membran! zu, so wollen
-ikr

wir das Integral f ———dF

in seinen reellen und ima-
gindren Anteil zerlegen.

‘Wir erhalten dadurch:
=c¢-0
by - tazo)
- o€ NPy + Pw)
wobei
k nj
Pa= f Sk p,
' (121)
Pm = ] g”; ar

ist. Das ist deshalb zweck-
méafig, weil die relativen
Schalldruckkomponenten
p, und p,, ein wesentlich
verschiedenes Verhalten
zeigen. Ist beispielsweise
die Wellenldnge so grof3,
dal 2zr/i<1, so geht p,
gegen Null, d. h. esiiber-

1 Elektr Nachr.-Techn.
Bd. 12 (1935) S.16—30.
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Abb. 55. Druckamplitude (p/co) auf der Mxttclachsc fur
die Gesehwmdlgkextqamp]n;ude w=1—7f-0R
Lj=-1; 2 f=—%; 8 f=-}.
T
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Abb. 56. Druckamplitude (p/co) auf der Mittelachse fiir
die Geschwindigkeitsamplitude w =1 — f - 0*/R*.
4. /=0, 5. f=4%. 6. f=4%, 7. f=1.
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wiegt die Komponente p,,, die mit der Schallgeschwindigkeitsamplitude
I = wye'®! eine Phasenverschiebung von 90° besitzt. Physikalisch be-
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Abb. 57. Druckamplitude im Mittelpunkt (1) Abb. 58. Druckamplitude im Mittelpunkt (1}
und im Randpunkt (2) bei der Schwingungs- und im Randpunkt (2) bei der Schwingungs-
form w =1 — ¢*/R?* und die entsprechenden form w=1—40%R® mit den entsprechenden

Komponenten (Ry, Jy), (Ra, Js).

Komponenten (R,, J,), (Ra, J2).

deutet dies, daB die Membran auf das Schallfeld fast wattlos arbeitet,
so dafl die Membran eine tote Masse hin und her bewegt, ohne prak-

z

P

Abb. 59. Zur Berechnung der kreisfor-
migen Kolbenmembran.

tisch Schall abzustrahlen.

Um die Integrale (121) auswerten zu
kénnen, miissen wir zunichst die verin-
derliche Gro3e r mit dem (durch seine Po-
larkoordinaten g, ¢ bestimmten) entspre-
chenden Flichenelementin Beziehung set-
zen. Bezeichnen wir den Winkel, den die
Aufpunktsgerade O P mit der z-Achse bil-
det, durch p, den Abstand des Aufpunk-
tes P von O mit r;, und von dem Fli-
chenelement dF mit r, so ergibt sich:

r =1} + 0% — 2r,0 cospsiny. (122)
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Dabei ist der Aufpunkt P in der Abb. 59 in der X Z-Ebene angenom-
men, was offenbar wegen der Symmetrieverhiltnisse keine Beschrankung
der Allgemeinheit bedeutet. Die Integrale (121) nehmen dann die
Form an:

27 13 27

1
sin k7

p“:i(/‘d‘ﬁ/ﬂ@d@ T Pa— /dqo] do 908]”, (123)

r
0 0 V]

wobei der Wert von » aus (122) eingesetzt gedacht ist. Da eine Inte-
gration in geschlossener Form allgemein nicht mdglich erscheint, wird
man durch Reihenentwicklung versuchen, den Integranden so umzu-
formen, dafl die Integrationsvariabeln getrennt auftreten. Das gelingt
durch eine Reihenentwicklung, deren Glieder durch Kugelfunktionen
und durch BEesskrLsche Funktionen gebildet werden. Und zwar gelten
folgende Beziehungen?:

81n]/x2+y nycosﬂ 1 N
2n 4 1) S, (x) S, (y) P ), 124
e e 1,%;0( n DS.@ S ) P (cost), (124

J 2

(27 + 1), (2) Co () P, (cos B) , (w =) (125)

i

cosv;rZ—H/ —2aycosd { =0
Vx2+y —2xycosd l

271—’[—1) ()8, (y) Py (cosd). (xz=y) (126)

h[\Ag

Dabei ist P, (cos &) die LEcENDREsche Kugelfunktion und

Sn(T) = l g'x‘]n ré(x), Cn(x) = (—— l)n | ;7J~ n— %(:):'), (127)

wobei J die BEssErLschen Funktionen bedeuten. Diese Funktionen
lassen sich fiir kleine n als rationale Funktionen von «, sinx und cosx
verhiltnisméBig einfach darstellen. Es ist

S, (x) = sinz, Co(x) = cosa,
S (x) = —S—i;w — cosT, C,(x) = sinzx + st
Sy () = (;2 l>sinx— 3 cosx, C,(x) :% sinx + (;12 — 1> cos,1(198)
Sy )*(g— ))smx Cy(x) = (%;Al)smx
— (7 — l> cosz, + C; — )cosx

1 WarsoN, G. N.: Theory of BesseL Functions, S.366. Cambridge 1922.
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wobei zwischen den §, () und O, (x) die wichtige Beziehung

8, (#)Cpiq (@) = 8,11 (@) C, () =1 (129)
besteht?.

Unter Verwendung der Reihen in (124, 125) und (126) koénnen wir
nun die Integrale (123) berechnen. Wir fiilhren zunéchst die Integration
nach @ gliedweise aus. Dabei benutzen wir die aus der Theorie der Kugel-
funktion bekannte Beziehung:

27 27
fP2n+1 (cosgsiny)dep=0, f Py, (cospsiny)de=27 P, (0) Py, (cosy). (130)
0 0

Daraus folgt, daB alle ungeraden Glieder fortfallen. Und es ergibt sich

ko

Dy = Ty 2 (4n 4+ 1) P,, (0) Pyy (cos ) Sap (kry) fS;n z)dxz, (131)

ad ko
Do = = > (4n £ 1) Pyy(0) Poy (c07) Conlkry) [ Senla)da. (132
n=0

Diese gliedweisen Integrationen sind erlaubt, so lange die Reihen (124)
und (125) gleichméBig konvergent sind. Wéhrend dies fiir (124) stets
der Fall ist, gilt dies fiir (125) nur fiir z =< y. Das heillt: Wahrend die
Entwicklung (131) ohne jede Einschrénkung, d. h. fiir beliebige Lagen
des Aufpunktes gilt, hat (132) nur Giiltigkeit, wenn der Aufpunktsabstand
grofer als der Membranradius ist. Fir die in der Nihe der Membran
liegenden Aufpunkte miissen wir eine andere Entwicklung fiir P, Suchen.
Um im Fall r; < g, die Berechnung durchzufithren, denken wir uns
die Membran vom Radius g, in eine kleinere kreisférmige vom Radius r;
und eine kreisringférmige von der Breite g; — r; zerlegt. Bezeichnen
wir die beiden entstandenen Bereiche mit F, und F,, so zerfillt das
Integral iiber die Fliche F in zwei Summanden. Fiir den ersten Sum-
mand gilt die Entwicklung (132), nur tritt an Stelle der oberen Inte-
grationsgrenze ko, jetzt kr,. Fir das Gebiet F, ist jetzt aber dié
Formel (126) anzuwenden, so daB fir p,, bei einem Aufpunktsabstand

fleiner als der Membranradius folgende Entwicklung giiltig ist:

Pu = g > (414 1) Py, (0) Pay (c0s)
n=0
kry
[oq,, kr) /SM )z 4 Sau(kry /OM dx] (133)
En

Fir die praktische Anwendung der Formeln ist die tabellarische

Berechnung der Funktionen P,, S,, C,, fSZn Ydx, /OZn dx erfor-

1 N1eLsEN, Handbuch der Theorie der thnderfunktlonen S. 23.
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derlich. Fiir die Kugelfunktionen P,(cosy) sind die Tabellen fiir die
Werte # von 0 bis 20 und fiir y = 0°,5° ... 90° angegeben'. Die Funk-
tionen 8, (z), C, (x) liegen fiir die Werte von x kleiner als 2 2 und fiir die
ganzzahligen Werte x = 1, 2, 3, 10 3, und fiir die Zwischenwerte

r=22; 2,4; ... 9,8% berechnet vor. Die Tabellen fiir / Sy, (%

/C’zn(x dz sind firn =0,1,2,...10und x=1,1,25, 1,5 . .. 10 im An-
hang angegeben. Fiir die Berechnung der letzteren ist fiir kleine x die
Reihenentwicklung nach x zweckmiBig. Diese ergibt sich ohne weiteres
durch gliedweille Integration der bekannten Reihe fiir S,, () und C,,, ().
Und zwar folgt

» m2n+‘.’.
fS:Zn(x)dx - 1.3. 57(4’”/ +1)
0

! = Ga— 134
X <2n+2“2(2n+ 4 @En13) 24 @Znt6)@nt3)@nLs) "")’( )

1.3.5...(4n—1)

xZn—l

1 22 x4
X (2%—1 T en—3@n—1) T2 i@ B @ @n—3 ) (135)

E\_S

Cyn(x)da =

Fiir grofere z ist es zweckméiBiger, die Integralfunktionen auf die
einfachen Funktionen §,(x) und C,(z) zuriickzufithren. Dazu gehen
wir aus von der Gleichungs:

(i) =TI ~1>Z ’<p) (ﬁ) ’H’S(f) . (136)

¥

2 Fuﬂ p+1)
Setzen wir: v = —n — %, p = n, s = m, so erhalten wir:
(—1yadd gy y(@) - |0 ¢

72( ) 20+ 1)(2n 4+ 3) ... (dn — 2m — )am—ntt g, (2).

m=0

Daraus finden wir durch gliedweises Integrieren unter Beriicksichti-
gung der Beziehung

77777 »/'x?’“Jp(x)dx =P, (@)

1 Phil. Trans. roy. Soc. Lond. Bd. 203 (1904) S. 100.

2 Rep. Brit. Assoc. adv. Sci. 1916 S. 97—107; 1922 S. 263—270.

3 Rep. Brit. Assoc. adv. Sci. 1914 S. 87—102.

¢ Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 15 (1938) S. 73.

5 Ni1eLsEN, N.: Handbuch der Theorie der Zylinderfunktion, S. 269. Leipzig
1904.



72 Das Schallfeld in der Nahe des Strahlers.

die gewiinschte Beziehung:

(1 [Cont@d = Sala) + () @t 1) 2L
”‘(;)(2 +1)2n +3)0(9‘)+...
( )(2n+1)(2n+3) .(4 n—l)o 1 (%) (137)

— (—1y

X
Zur Bestimmung von f 8,, (x) dx gehen wir aus von der Formel?;
0

J, @) = (— 1y :f;:g 2\ i
B o [ FAE

p! (p — 9)!

§=0

und erhalten fir: v =2n + 4%, p=mn, s=m

Jon 43 (@) = n!j En Bnm)n: (n +i —;m - 1) (%)m Jom+3(%);

m=0

daraus finden wir durch gliedweises Integrieren unter Beriicksichtigung
von:

x .
L1y 4 J —_
/x“(pTZ)TlJp-Fl(_x)dx:—%
die Beziehung:
/‘x S
(=1 [Sonlz)dz = — Col@) + (1) @ + 122
g « \

—(5)en+nen+yid 4.
(@n—1)8, (@
xn

—«(—1)”(:)(2n+1)(2n+3). K. (138)

Dabei ist die Konstante K so zu bestimmen, daB3 die rechte Seite
von (138) fiir x = 0 zur Null wird.
Wir erhalten dann wegen

_ Sy _1(@) 1 S
Cy(0) =1 und o =TT om 1 (fir « = 0)

den Wert von K durch die Gleichung:

K:—1+<’1’)(2n+1)—(g)@i})_‘2%ﬂ+

nf T 2rn+1)2n+3) ..- 4n—1)
+(=1 <n> 1-3.5...2n—1)  ° (139)

1 Fullnote 5 auf S. 71.
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Fir den Ausdruck auf der rechten Seite finden wir den Wert:

2:-4.6-..2n
__ Iy 1 - T
(—1) 1.3.5...2n—1"

Daher ergibt sich:

n{v , . n 2°4:6...2n
(0[Sl de = (= V' 55 51
= 0ol + (7@t DR (G en+ pat T+
—(— 1)»L(Z>(2n +1)2n+3) - (4n — 1)%37@' (140)

Wir wollen nun zunichst die Formeln anwenden, wenn der Auf-
punkt unmittelbar vor der Membran angenommen wird. Dann ist:
nl-%jﬁqun—l

cos = 0, Puy(l) =1 wnd - Pay(0) = (19 HP G

einzusetzen; der Membran- 22
radius g, soll fiir sechs ver-
schiedene Werte durch: '
ko, = 05;2;4; 6; 8,10 16
vorgegeben sein, wiahrend /74
der Aufpunkt kontinuier- %{
lich jedesmal alle Werte von ~ #2]7}
ry = 0 bis r; = g; unmit- f ”
telbar vor der Membran 2 ' /
durchliuft. Bei der Berech- % %
_—1

2
174
—7

NN

A

NI

(
s/
7

—=X

nung machen wir davon g
Gebrauch, dafl der von den

inneren Flichenelementen
{0 = ry) herrithrende Anteil 42
einfach nach Formel (115) ’
gefunden wird, so daBl wir 7 4 46 44 4z 0 gz 4% 45 48 U

L Y

N\
\

fir p, und p,, nur noch &
1 & : Abb. 60. Schalldruckamplitude (p/co) unmittelbar vor
den vom Hngformlgen Be- der kreisférmigen Kolbenmembran (Radius o1).
reich herriihrenden Anteil: 1L ker=05, 2 kei=2, 3. ker=4, 4 ker=6
5. ko1=8, 6. ko, =10.
1 051 ko,
E;f 2 (4n+ I)P_’n(O)Pzn(&)szn(]“l)/SQn(l)dx
und e kr
1 O ko
kr 2 (4:7& + I)P_’M(O)Pzn(a)sln(kyl) / Oﬂn(x)dx
1 k):
n=0 1

hinzuzufiigen haben.

Aus den beiden so erhaltenen Komponenten p, und p,. ist dann
p= ]/172—}— p;, berechnet und als Kurve aufgetragen. Dabei ist als
Abszisse /0, gewihlt, so dafl die Abszisse 1 jedesmal dem Randpunkt
der Membran entspricht (Abb. 60).
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Man erkennt, daB nur fiir sehr kleine ko, (ko, < %) die Druck-
amplitude auf der ganzen Membranfliche einigermaflen konstant ist,
daB dagegen mit groBeren Werten von ko, eine immer stirkere Wellig-
keit auftritt, wobei der Wert im Mittelpunkt kontinuierlich zwischen
Null und Zwei hin- und herpendelt, wihrend der Randwert immer
weniger um den Wert 3 hin- und herschwanks.

Als Beispiel fiir die Berechnung bei beliebiger Lage des Aufpunktes
soll der Gang der Rechnung fiir den Fall ko = 10, kr = 6 erldutert

werden. Zundchst macht es keine Schwierigkeit die Grofien
ke

= (41 + 1) P3,(0) Sy (k) [ Sz (@) da
0
mit Hilfe der Tabellen im Anhang zu berechnen. Und zwar ergibt sich:
2n= | 0 2 4 6 8 | 10
Gsn = | —0,086 | +0,124 | +1,785 | —1,694 | +0,222 | —0,008
Wir finden daraus den Wert auf der Mittelachse (y = 0):
10
Das,= + 0,342.

2n=0
Dieser Wert ist aber nach den fritheren Ausfithrungen (S. 61) durch:
cos kr — cos ]/(kr)2 + (ko)? gegeben. In der Tat ergibt sich
cos6 — cos 136 = 0,960 — 0,618 = + 0,342.
Damit ist eine wichtige Kontrolle fiir die Richtigkeit der Koeffi-

zienten a,, gegeben. Ebenso berechnen wir die Koeefizienten b,, fiir
m =2 bay Pay (cosy) und erhalten folgende Tabelle:

2n=| 0 | 2 4

1
+0, 006!+1 317| 40,209 | —0 631l+0 287
’
L y

kr
(4n-+1) Py (0) 92';0(:“’)/82"@)0195

(44 1) Py (0) 222ED)

/CM (@)dz | 10,012 |+0,093 | —1,727 | —0,421 0,640
Kr | |
bon—  +0,018] 41,410 —1,518| —1,052] +-0,927

2n—= | 10 | 12 14 | 16 | 18
|

@n+1)P,,(0) 2n& /Sm(x)dx —0,171 +0,121:_0,091‘+0,074 —0,061
|

Sy (k1)
4n+1)P,,(0) ‘2- /C” —0,295|4-0,174 1 —0,122 | 4-0,093 i —0,076
|

bon— | —0,466 | +0,295] —0,213| 0,167 —0,137
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Gegeniiber den Koeffizienten a,, sind hier die letzten Glieder der
beiden Reihen etwa um eine Zehnerpotenz grofler, so dafl wir eine
groBere Abweichung der Summe >b,, von dem wahren Wert p,, zu er-
warten haben. Um eine bessere Kontrolle mit den direkt zu findenden
Werten:

oo

sin}2 (k2 —sinkr = > (dn -+ 1) P, (0) ’—”f/s,n

und n=0 .
sin ()t + (ko) — sin Y20k — ' n+ 1P, (0) 255 [0, () e
n= () Er

zu erhalten, beachten wir, dafl die Summanden der beiden Reihen in
der Tabelle fiir grofleres » immer weniger um einen Mittelwert oszil-
lieren. Dem koénnen wir dadurch 6
Rechnung tragen, dal wir in beiden
Reihen das letzte Glied durch 2
dividieren, also an Stelle —0,061 den
Wert —0,031 und an Stelle —0,076 4 / i
den Wert —0,038 setzen. Bezeich- 44 \2 /

LA

-~
A

)
(

4
4
7,
4

nen wir die sich so ergebende Summe
mit > und Y,, so erhalten wir
2= +1,091 und >, = — 1,591,
wahrend die wahren Werte: 1
,, 0
sin}72 — sin 6 = 1,087 w 1] |
-9z
A
. . — s -
sin}136 — sin J72 = — 1,595 L/ YRV

=

Sl
N
|7
]

ergeben, so dafl sich hier eine aus- 06 \
reichende Ubereinstimmung ergibt. ' \
-10

Freilich kann dieser Kunstgriff all-
gemein (y Z= 0) fir die Berechnung -2
von p, =2 b wPan(cos y) micht
angewandt Werden, da hier wegen des y—
Faktors P, (cosy) keine regelmd-  Abb. 61. Schalldruckamplitude (pleo) der
. . . . kreisformigen Kolbenmembran bei dem
Prgen Oszillationen mehr vorliegen.  Radius o1 (ko, = 10) und konstantem Auf-
Trotzdem wird man auch hier mit punkteabstand r (kv = 6).
einer Abweichung von hochstens 10% vom wahren Wert rechnen kénnen.
Diese Genauigkeit ist aber fiiv akustische Berechnungen im allgemeinen
als vollig ausreichend anzusehen. Unter Verwendung der Tafeln fiir die
Kugelfunktionen werden dann die GroBen a,, - P,, (cosy) und b,, P,,
(cosy) fiir y = 0°, 5°, 10° usw. gefunden. So erglbt sich die folgende
Tabelle. (Dabei ruhren die fir p, und p, angegebenen Werte von
der urspriinglich auf 4 Dezimalen angestellten Rechnung her. Daher
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2n | y=0° y=5° ‘7:10" {y=15°iy=20° y=25° y=380°"!y=35° y=40°;r=45°
0 |—0,086|—0,086 —0,086| —0,086 —0,086| —0,086 —0,086 —0,086‘—0,086} —0,086
2 140,124 (40,122 |4-0,118| +0,111 0,102 +0,093| 40,077 0,063 4-0,047| 40,031
4 |4+1,785|-1,717 | +1,539] +1,222| 4+-0,847| 4-0,440| +0,042| —0,305| —0,569| —0,725
6 |—1,604|—1,560|—1,191| —0,675 —0,122|+0,345| 40,634 4-0,695 0,548 +0,251
8 |+0,222|+0,193 +0,116}+0,021‘—0,056 —0,090| —0,075 —0,026 +0,031\ 10,066
10 | —0,008| —0,007| —0,003|+0,001 0,003} 40,003 _0,001\—0,002}»0,002|_0,001
Pu—| 10,342 1-0,379 | 10,493 10,597|1-0,688) +0,705] 1-0,593| +-0,339| —0,031| —0,463
20 | y=50° | y=55° | y=60° | y=65° | y=70° | y=75° | y=80° | y=85° | y=00°
0 | —0,086 | —0,086 | —0,086 | —0,086 _0,086\_0,086 —0,086 | —0,086 | —0,086
2 140,015 | —0,001 | —0,016 | —0,029 | —0,040 | —0,049 | —0,056 | —0,064 | —0,062
4 |—0,762 | —0,686 | —0,516 | —0,277 —0,007|+0,256 +0,474 | +0,618 | 40,669
6 |—0,095|—0,389 | —0,548 | —0,531 | —0,354 | —0,073 | +-0,223 | 0,446 | +-0,529
8 |-40,065 | 0,032 | —0,016 | —0,053 | —0,062 | —0,038 | -0,005 | 40,045 | 0,061
10 | +0,001 [ +0,002 | 40,002 | — | —0,002 | —0,002 | —0,001 | +0,001 40,002
Pe=—0,862| —1,128 —1,179 | —0,976 —0,551 | —0,008 | +0,559 | 1-0,960 | +1,115
2n ‘ y=20° y=25° | y=10° | y = 15° 7:20°‘ :25°iy=30° y=2385° i y=40° | y = 45°
| i
0 |+0,019| 40,019 | +0,019|+0,019| 4-0,019| +0,019| +0,019| 4+-0,019| +0,019| +0,019
2 | 41,410|+1,393 41,345 +1,265 +1,160 +1,030 40,880, 4-0,714| +0,535| 0,355
4 |—1,518|+1,460 | —1,2931—1,038| —0,721|—0,375 —0,035| +0,270| 0,484 0,616
6 |—1,052(—0,968 —0,740| —0,418| —0,075! +0,214|1-0,393| +0,432| +0,340| +-0,156
8 |40,927| 0,804 | --0,484| +0,089| —0,234; —0,376| —0,314| —0,107| +-0,129| --0,276
10 |—0,466|—0,373 | —0,149| +0,077| 40,187 +0,142 —1—0,003‘—0,118‘—0;138 —0,054
12 |40,295 40,213 40,085 —0,100| —0,104| —0,007| +0,080|4-0,074| —0,006| —0,073
14 |—0,214|—0,137 | +0,014| 40,086 +0,034| —0,050| —0,055: +0,012| 4-0,055| 40,022
16 | 40,167 |+-0,091 | —0,036| —0,060|--0,013| 40,056 +-0,001| —0,043 —0,011| 4-0,036
18 |—0,137 |—0,061 |+0,045|4-0,031{—0,035) —0,021 —|—0,031l+(),016i~0,()28 —0,012
Pm=—0,569] —0,479| —0,276) —0,049| +-0,244] 10,626 11,003 1,269 +1,379 +1,341
2@ i*/=50° y=155° | y= 60° =65° | y=70° | y=175° | y=80° ‘y=85° y = 90°
0 |+0,019| 40,019 | +0,019 | 40,019 | +0,019 | 40,019 | +-0,019 | +0,019 | 10,019
2 | +0,169 | —0,009 | —0,176 | —0,327 | —0,457 | —0,564 | —0,641 | —0,688 | —0,705
4 |+40,651 | 40,584 | 40,439 | +0,235 | +0,606 | —0,217 | —0,408 | —0,526 | —0,569
6 | —0,059 | —0,242 | —0,339 | —0,330 | —0,220 | —0,045 | +0,139 40,278 | 40,329
8 |40,274 | 40,132 | —0,068 | —0,224 | —0,258 | —0,158 | 1-0,022  +0,187 | +0,253
10 | 40,064 | 40,125 | 40,088 | —0,015 | —0,102 | —0,108 | —0,030 | +-0,070 | 40,114
12| —0,059 | 40,015 | +0,069 | 40,047 | —0,623 —0,067 —0,039 | +0,031 | +0,066
14 [—0,039 | —0,042 40,012 [ 40,047 | 40,016  —0,036 | —0,037 | 0,013 | 40,045
16 |-40,019 | —0,029 | —0,025 | +0,021 | -0,029 —0,013 | —0,032 | 40,004 | 40,033
18 | 40,027 | 40,009 | —0,026 | —0,006 | +-0,026 --0,003 | —0,025 —0,001 | 40,025
Pm= 1,066 | +-0,564 | —0,007 | —0,533 | —0,964 | —1,186 | —1,032 | —0,593 | —0,393
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weichen an einzelnen Stellen die p, und p, von den Summe der dar-
iiber stehenden Zahlen in der letzten Dezimale ab).

Abb. 62. schallfeld (p/es) in der Umgebung der kreisformigen Kolbenmembran (x oy = 4).

In der Abb. 61 sind die beiden Komponenten p, und p,, zunichst
einzeln dargestellt, da durch die stetige Aufeinanderfolge der berech-
neten Werte eine wertvolle Kontrolle fiir die Richtigkeit der Rechnung
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Das Schallfeld in der Nahe des Strahlers.

gegeben ist. SchlieBlich ergibt sich durch geometrische Addition der
entsprechenden Werte von p, und p,, der vollstindige Verlauf der

relativen Schalldruckamplitude p = }p2 + pZ, (s. Abb. 61). ‘
Auf diese Weise wurden fiir 3 Kolbenmembranen, deren Radien

5] .
durch %& =4, 6, 10 gegeben waren, fir eine so groBe Anzahl von

Punkten des Nahfeldes die relativen Schalldruckamplituden Vp?i +p2,

) T
ol

AN
(024

v

7
A~

%

V

Y
12 N
V‘\

W\ tL//’f PN\ ‘
=\

Y / (N Nfre=FrFpr A
M wo H ; warcg B W

Abb. 63.
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Schallfeld (p/co) in der Umgebung der kreisférmigen Kolbenmembran (&g, = 6).

berechnet, dafl durch Interpolation die Kurven konstanter Schalldruck-
amplituden eingezeichnet. werden konnten. Das Ergebnis ist in den
Abb. 62 bis 64 dargestellt. Dabei bedeuten die auf der horizontalen
Achse angeschriebenen Zahlen die Werte r/g,, so dal auf dem Einheits-
halbkreis die Punkte liegen, welche um den Membranradius vom Mem-
branmittelpunkt entfernt sind. Man erkennt, dafl der wesentliche Cha-
rakter des Nahfeldes durch die Lage der Null- und Zweiwerte (die sich
nur auf der Mittelachse finden) bestimmt wird. Betrachten wir zunichst
den Fall kg, = 6, so sehen wir, daf} im Mittelpunkt der Membran die
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Amplitude anndhernd den Wert Null hat, auf der Mittelachse mit zu-
nehmendem Abstand erst schneller und dann langsamer zum Punkt
Zwei ansteigt und von da ab sehr allméhlich abfallt. AuBerhalb der
Mittelachse liegen in der Hohe des Nullpunktes noch zwei Gipfel, die
durch die Hohenkreise 1,4 gekennzeichnet sind. AufBlerhalb dieser
Gipfel findet mit groBerem Radius ein gleichméfiger Abfall statt. Be-

0%

Abb, 64,

Schallfeld (p/co) in der Umgebung der kreisférmigen Kolbenmembran (k o, = 10).

trachten wir nun zum Vergleich das Feld fiir kg, = 10, so ergibt sich
eine auffallende Ahnlichkeit der Konfiguration des oberen Teiles dieses
Schallfeldes mit dem vorigen. Denken wir uns durch den Nullwert
auf der Mittelachse eine horizontale Gerade gezogen, so schneidet diese
das Feld in zwei Teile, wobei der obere Teil auBerordentlich dhnlich
dem Gesamtfeld fiir kp, = 6 ist, wie es in den Abb. 63 dargestellt ist.
Der untere Teil des Feldes ko, = 10 ist wesentlich verschieden, indem
jetzt rechts und links von dem Zweipunkte je ein Minimum und ein
Maximum neu in Erscheinung getreten ist.
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Lassen wir nun den Radius der Kolbenmembran stetig weiter
wachsen, so wissen wir (aus der einfachen Formel fiir die Punkte der
Mittelachse), dal3 die Zwei- und Nullwerte immer zahlreicher werden
und weiter nach oben wandern, wobei immer neue Null- und Zweiwerte
im Nullpunkt der Membran entstehen. Nach dem oben Ausgefiihrten
werden wir aber dariiber hinaus zu erwarten haben, dafl mit den nach
oben wandernden Null- und Zweipunkten der Mittelachse auch die
rechts und links liegenden Kurven konstanten Schalldruckes einfach
mit nach oben wandern, ohne im wesentlichen ihren Charakter zu dndern.
Wenn wir eine Membran mit beliebig groBem Radius haben und mar-
kieren uns auf der Mittelachse die beiden letzten Zweiwerte der Ampli-
tude, so werden wir erwarten konnen, daf} das zugehorige Feld, welches
sich zwischen den parallel zur Membran durch diese beiden Zweipunkte
gelegten Ebenen befindet, in seinem Charakter mit dem in Abb. 64 dar-
gestellten Feld iibereinstimmt. Im ibrigen wird man nach der Abb. 64
vermuten, daf wenn man von irgendeinem Zweipunkt der Mittelachse
in vertikaler Richtung wandert, man ebenso viele Extremwerte passiert,
als wenn man vom selben Zweipunkt in horizontaler Richtung wandert.

Dritter Teil.
Das Schallfeld des Kugelstrahlers.

5. Der einfache Kugelstrahler bestimmter Ordnung.

Bei den bisher behandelten Strahlern war eine wesentliche Voraus-
setzung die Existenz einer schallharten, starren, unendlichen, ebenen
Wand. In der Nullage fiel die strahlende Fliche mit dieser Wand zu-
sammen. Die Berechnung des Strahlungsvorganges war dabei durch die
Berechnung eines Integrals iiber die strahlende Fliche gegeben. Bei
den in den folgenden Kapiteln behandelten Aufgaben bildet die strah-
lende Fliche den Teil einer schallharten, starren Kugel von bestimmtem
Radius. Hier liegt eine allgemeinere Aufgabe vor, da abgesehen von
der Amplitude und der Ausdehnung der strahlenden Fliche, auch die
Ausdehnung der starren Wand verdndert werden kann. Wihrend

frither z. B. bei der kreisférmigen Kolbenmembran eine charakteristische
Funktion (2 Jl;x), x = z;zz siny) geniigte, um das Schallfeld bei be-
liebiger Aufpunktslage in grofier Entfernung und beliebiger Membran-
grofe (im Verhiltnis zu 1) vollstindig zu iibersehen, ist dies jetzt nicht
mehr moglich. Andererseits gibt es jetzt ganz bestimmte Verteilungen
der Geschwindigkeitsamplitude, fiir die die Losung denkbar einfach wird.
Dabei ist besonders wichtig, daB auch die Berechnung des Nahfeldes
keine Schwierigkeit macht. Diese einfache Losung liegt nun vor, wenn
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die Geschwindigkeitsamplitude durch eine Kugelfunktion bestimmter
Ordnung vorgegeben ist. Diese zunichst gekiinstelt erscheinende An-
nahme der Geschwindigkeitsverteilung findet dann alsbald ihre Berechti-
gung in der Tatsache, daf} eine beliebig vorgegebene Geschwindigkeits-
verteilung allgemein auf die durch eine Kugelfunktion gegebene zurtick-
gefithrt werden kann. Bei der Berechnung praktischer Aufgaben werden
wir uns auf solche Vorginge beschrianken, die rotationssymmetrisch zu
einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Achse sind. Die ent-
sprechenden Kugelfunktionen sind dann durch die bekannten LEGENDRE-
schen Funktionen

Py(n), 1= cosy | Po(u) =1, Py(p) = iy Polue) =5, et — ) usw|
gegeben. " ‘ ’

Unter einem Kugelstrahler nullter Ordnung verstehen wir eine pul-
sierende Kugel, bei der die einzelnen Elemente der Oberfliche mit
konstanten Geschwindigkeitsamplituden komphas nach auflen und nach
innen schwingen (s. Abb. 1a). Die Geschwindigkeit auf der Kugel ist
gegeben durch:

— Tt
= wye .

Bei einem Kugelradius r, ist dann fiir einen Aufpunktsabstand r
der Schalldruck vollstindig bestimmt durch:

V—dkry 0 o o 2o
Po = 0w, | +]702¢§ gtlot+ a/2—k(r—10)} (141)
wobei zur Abkiirzung p* = ¢ "2(;? — gesetzt ist.

Daraus folgt die Schalldruckamplitude:

cow, k22

1
VTt kr JTiken

Py = POw, (142)

Fir kry< 1 erhalten wir die frither angegebene Formel:
c-o-F
Po= g5 Yo
Die relative Schalldruckamplitude p,/cow, ist dann allgemein ge-
geben durch:
BT U
cowy  kr Y11 ke

und durch die beiden Grofen kr und kr, bestimmt. Die Kurven kon-
stanter Schalldruckamplitude werden also im rdumlichen Schallfeld
sehr einfach durch konzentrische Kugeln dargestellt. Solange kr, <1

ist, wichst der Schalldruck quadratisch mit %7y, solange kry>> 1 ist,
linear mit kr,.

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 6
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Die einfachen Kugelstrahler héherer (nter) Ordnung! werden da-
durch gekennzeichnet, daf der Verlauf der Geschwindigkeitsamplitude

v, gegeben ist durch: W, = w, - P, (1),

Der Schalldruck p, in dem durch die Polarkoordinaten r, y be-
stimmten Aufpunkt ist dann allgemein gegeben durch:

P = PO, - eilot+a2—k(r—n)]. F_f__" E’ir)—) P,(u). (143)
n(LKTy
Dabei bedeutet:
» F,(iz) = (1 + ia)f,(ia) — ixf, (ia) (144)
u
Ly n(n+1) | (n—1)(n)(n+41)(n+2) 1-2-3---2n
fulio) =145+ 2.4 (in) +e g 2n('m) (145)

Es empfiehlt sich an Stelle F,, (¢x) und f,(iz) die durch (127) (S. 69)
definierten BEssELschen Funktionen S, () und C, (z) einzufithren. Und
zwar bestehen die Beziehungen:

et f, (ix) = S, () + iCa(2),
e F, (i2) = 28,41 (@) — S, (%) + i[2C0ppy (@) — nC, (2)] .

Dann erhalten wir:
Spkr) 4+ 10, (kr)

— 0, i (ot -+ 7[2) .
pn p wnel Un(kro) + iVn(kTO) PTL (‘u) * (14:6)
Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt:
(x) = xSn+1(x) —n Sn(x) )
Dann ist:
Uy(x) =sinx — xz cos z, Vo() =cosx + xsinx,

U,(x) = (2/x —x)sine — 2cosx. V,(x) = 2sinx + (2/x — x) cos x usw.

Fiir den Kugelstrahler erster Ordnung ist die Geschwindigkeits-
amplitude to; gegeben durch:

0, = w Py (u)e'”t . = wycosy - et

Dies entspricht der Bewegung einer als starres Ganzes hin- und her-
schwingenden Kugel. Der Schalldruck p, ergibt sich hier durch:

. 1
z—l—-k7

24 z<k Ty — W)
0,
und die Schalldruckamplitude p, durch:

" k23

co - wy el ECl Tk

Y

P B3
1 0
cow; Vit kins o

1 RayreicH: Theory of sound, § 323 u. ff.

V1 + k212 cosy.
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Solange kry < 1 ist, wichst die Druckamplitude proportional mit
k3r}, solange kr,>> 1 ist, proportional mit k7,. Bezeichnen wir die im
Aufpunkt 7 = 7, y = 0 eintretende maximale Druckamplitude mit p,,
und fragen nach den Kurven konstanter Druckamplitude:

p=ap, (a=1;09; 0,8 usw.),
so folgt:
by _ Loy =
P A v | T =a.
Tk

Wihlen wir als Beispiel kry = 1, so folgt fir die Aufpunkte auf der
Symmetrieachse (y = 0):

1 14/, , 1
= e U e

und daraus:

Danach ergeben sich die Werte p,/p,, auf der Mittelachse:

Pa/pm =] 0,1 | 0.2 0,3 0405 06 |0,7 fio,s 0,9 1

_ ‘ ‘ | -
fir rfro= 7,4 | 3,67 253 198 165 | 144 | 128 1,17 | 1,07 1

Denken wir uns dann die Kreise:
r=r1y, r= 10771, r = 1177y, r = 1,28 r, usw.

beschrieben, so kénnen wir auf ihnen durch Berechnung der y-Werte
leicht die Punkte fiir die verlangten Werte p,/p,, angeben, z. B. auf
dem Kreise r = 1,28 r, fiir die Werte:

D1/Pm = L0706 | 05 ’ 04 | 03 | 02 | 01
die zugehdrigen y Werte 1 |6 Ls | 4 ‘ 3 ! 2 |
durch cosy = T i /A R TR B R |

Als weiteres Beispiel geben wir die entsprechende Tabelle fiir kry = 5:
06 0T 08 09 1
- ;,,,,, - —— ‘

PP = 0,1 102 io,:} 10,4 0,5
r/ro:\ 9,81 4,91 | 3,28 1246 | 197 | 1,65 | 142 | 1,24 1 111 |

1

!
Fiir kry>1 sind die entsprechenden Werte r/r, einfach durch 1/,!?1

m

gegeben, also:

pifpn=| 01 |02 [03 |04 [05 |06 |07 [08 09 | 1

rro=10 5 1333 ]250) 200 167|143 125 111 1

6*
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In der Abb. 65 sind die Kurven konstanten Schalldruckes fiir den
Kugelstrahler erster Ordnung (mit kry = 1) gezeichnet. Infolge der
zur Aquatorebene vorgegebenen antisymmetrischen Verteilung der Ge-

Abb. 65. Kurven konstanten Schalldruckes (p;/pm) beim Strahler erster Ordnung.

schwindigkeitsamplitude ist der Charakter des Feldes gegeniiber dem
des Nullstrahlers wesentlich verschieden, da in der Aquatorebene jetzt
die Druckamplitude gleich Null ist.
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Fiir den Kugelstrahler nter Ordnung ergibt sich aus (143) die Schall-
druckamplitude p, durch:
82 (kr) & C2 (kr)
— 0. 3
P =" | T e,

P, (cosy),
dabei ist:

n = ‘ 0 ‘ 1 i 2 ‘ 3
S @ 1 11 (1= 82 B (1—15/22) + (6a + 15/9)
Ui(x)+Va(x) 1422 a2 4 4/22| (4 — 9/x2)2 + (2 — 9/2)? ‘ (7 — 60/x2)2 + (x — 27/2 + 60/x3)?

Bemerkenswert ist, dall der Richtungseinflul, d. h. das Verhéltnis
der Schalldruckamplitude in einem beliebigen Aufpunkt (7, y) zu der
Druckamplitude im Aufpunkt im gleichen Abstand r auf der Sym-
metrieachse (r, y = 0) unabhdngig von r einfach durch P, (cos y) gegeben
ist, so daB der Verlauf des Schallfeldes sich ohne Schwierigkeit aus den
Werten auf der Symmetrieachse ergibt. Insbesondere bestimmen die
Knotenlinien P, (cos y) = 0, in denen die Geschwindigkeitsamplitude auf
der strahlenden Kugel gleich Null ist, ganz allgemein die Kegelflachen
im Raum, fir welche die Druckamplitude im Raum gleich Null ist.

Von einer Durchfithrung der Rechnung fir Kugelstrahler héherer
Ordnung soll abgesehen werden, da praktisch kaum Félle vorkommen,
in denen ein Strahler sich wie ein Kugelstrahler hoherer Ordnung
verhalt.

6. Der zusammengesetzte Kugelstrahler.

Wichtig fiir das Folgende ist die Untersuchung des Schallfeldes,
das durch eine Kombination einer Reihe von Kugelstrahlern verschie-
dener Ordnung hervorgerufen wird. Und zwar ergibt sich hier fir eine
Kugel mit dem Radius r,, deren Geschwindigkeitsamplitude tp durch
eine Superposition von Kugelfunktionen dargestellt ist,

1 = [AyPy(cos p) -+ A, Pi(cosy) + --- + A, P,(cos p)] &l (148)

der resultierende Schalldruck einfach durch die entsprechende Super-
position des von den einzelnen Kugelstrahlern herriihrenden Schall-
druckes. Der Schalldruck p ist dann im Aufpunkt (r, y) gegeben durch:

ot S, (kr) +1C, (kr)
p = pOeitot 2>Z(m by i oy AnPuleosy). (149)
m=0

Dabei sind die 4,, konstante Groflen, die gegebenenfalls (um ver-
schiedenen Phasen Rechnung zu tragen) komplex sein kénnen. Die
Hauptbedeutung dieses Satzes liegt aber in seiner Umkehrung. Im
allgemeinen liegt die vorgegebene Geschwindigkeitsverteilung nicht in
der Form (148) vor. Und das Wesentliche ist nun, daBl nach dem Ent-
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wicklungssatz der Kugelfunktionen eine (bis auf allgemeine Stetigkeits-
forderungen) willkiirliche Funktion auf der Kugeloberfliche in der
Form (148) dargestellt werden kann.

Damit ist dann die Berechnung des Schallfeldes bei einer auf der
Kugel willkiirlich vorgegebenen Geschwindigkeitsamplitude moglich.
Wir wollen dies an einem speziellen Beispiel erldutern.

Auf einer starren unbeweglichen Kugel soll fiir einen Teil (Kugel-
kappe), der durch 0 = y < y, bestimmt ist, eine konstante Geschwindig-
keitsamplitude w = 1 vorgeschrieben sein, wihrend fiir den iibrigen

) Teil w = 0 ist (Abb. 66). Wir haben
|

‘\\\\\ dann zundchst die Aufgabe, die Koeffi-

zienten A4, der Funktion
Abb. 66. Die strahlende Kugelkappe.

w= A, Py(cosy)+ A, P, (cosy)+ .- (150)

zu bestimmen, daf

w=1 fir 0°=y=17,,
w=0 fir y, <<y=180°

ist. Dazu dienen die Orthogonalititsbeziehungen der Kugelfunktionen:
+1
[Pu(u) Pu(u)dp =0, fiir m 4= n
-1

+1

, 2
/Pﬁ (dp = 5,77
-1

Indem wir die Gleichung (150) auf beiden Seiten mit P, (x) multipli-
zieren und von —1 bis -1 integrieren, erhalten wir sofort:

+1 +1
[wPawdu = 4, [ PLwdn = 40 57
1

und damit allgemein:

+1
2 1
2w P udn.

-1

A, =

In unserem Beispiel ist nun w nur im Bereich cos yy=u =1 von
Null verschieden, so daB3:

2
4, ="

1
1
2+ '/[Pft(ﬂ) d,”«

€08 7o

ist. Wegen der bekannten Beziehung der Kugelfunktionen:

@+ 1DPy(e) = 7 [Pacr (@) — Pooi(a)] (151)
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folgt: 1
@n+1) [Py(u)dp = Pp_y(2) — Ppyi(a),  (n=1) (152)

1
JPoluydp =1 — .

So ergibt sich die gesuchte Darstellung fir w:

1_
w=="2y o Z[Pn (€05 79) — Poy1(c0s 79)] Py(cos ) (153)

und damit auch der gesuchte Schalldruck nach (149) durch Einsetzen
der gefundenen Werte fir 4,,.

Wihlen wir als speziellen Fall eine strahlende Halbkugel mit kon-
stanter Geschwindigkeitsamplitude w = 1, die durch eine starre Halb-
kugel, auf der w = Oist, abgeschlossen ist, so haben wir cos y, = c0s90°=0
zu setzen. Wegen

1 3 1 7 -3 11
=5 +5P (cosy) — 5 g bs (cosy) + 5.4 1abs(cosy) + .
und fir eine strahlende Kugelkappe mit v, = 60° ist

w = 0,250 + 0,563 P;(cos y) 4+ 0,469 P,(cos y) + 0,082 P,(cos y)
— 0,264 P,(cos y) — 0,306 P;(cos y) — 0,067 Pg(cos y)
-+ 0,198 P, (cos y) + 0,245 Pg(cos y) + 0,057 Py(cos y) —

In den Abb. 67 und 68 sind die entsprechenden Anndherungskurven:

m=mn

w™ *Z @ Py (cOS )

dargestellt. Fir y = 0° 148t sich die Abweichung der Anniherungs-
funktion von dem Sollwert 1 angeben. Da wegen P, (1) =1 in w™ sich
alle Glieder auller den beiden ersten und den beiden letzten wegheben,
so ist:

P, _ 1 (cos o) + P, (cos yo}
B) .

) o
w(}.:OO) =1 —

Im vorliegenden Fall y, = 90° ergibt sich also der Fehler gleich

P, _1(0) + P,(0) . . 1 1 1
R A I . ¢ O
3 , also fir n =0, 1, 2 ... usw. gleich: - g L
1 1-3
+? 2—1 usw.
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Um einen besseren Anschlull an die frithere Formel zu bekommen,
wollen wir zur Darstellung der durch y, bestimmten strahlenden Kugel-
kappe mit konstanter Geschwindigkeitsamplitude w die strahlende
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Abb. 68. Anndherung der Funkfion w = {(1] (Géoz 7’: ; )u) durch Kugelfunktionen.

Fliche F = 2 mr§(1 — cosy,) einfithren und den Schalldruck p in der

Form schreiben:
o e
22

Ys Ho)-
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.. e ok - . . L .
Dabei ist: p, = ¢ ’;"M Y die Druckamplitude, wenn die Dimensionen

des Strahlers klein zur Wellenlinge sind und:

~ Sy(kr) 4 iCy(kr)
B(r, TO,,M,MO)*UO(]MO) F i Vo)

AN : S, (kr) + iC, (kr)
+I~%§P"(M) [Pn——l(/uvo)gpn+1(,uo)] Un(mﬁ;ikrg) (154)

Ein praktisch wichtiger Fall, der bereits von RayrercH behandelt
wurde, liegt vor, wenn die strahlende Fliche sehr klein ist, so daB
My = cos y, durch 1 ersetzt werden kann. Dann wird die Formel (154)
unbrauchbar. Doch kénnen wir diesen Nachteil leicht beseitigen, wenn
wir bedenken, dall wegen (151):

tim [Py () — o]} = 2041
Ho=1 Ho
ist. Wir erhalten dann fir einen punkiférmigen Strabler auf einer
starren Kugel
P = Py E@TTIEDR(r v u, 1), (155)

fe)

wobei:
X S, (kry +¢C,{kr)

%(T, TOH”’ ].) = % (27?/ + 1)Pn(/u) —m;g
ist. Eine wesentliche Vereinfachung der Formeln tritt ein, wenn der
Aufpunkt in so groBer Entfernung r liegt, dall f,(ik7) =1 gesetzt
werden kann. Wegen S,(x) + ¢C,(x) = "*le~ ™"/, (tx) geht dann
S, (kr) + iC,(kr) tiber in ¢"Fle~ k7,

Wir erhalten dann: p = p,- e =k f(y ), wobei:

B i 1 Nons 1 Pali)[Pa_s (110) =Py 1 (10)]
10 =T T 1w i ity - (156)

n=1
ist.

Fiir die praktische Rechnung ist es zweckmafBig, bei der Summation
die Glieder mit geradem n und ungeradem 7 zusammenzufassen, indem
wir schreiben:

i 1 1

fys 7o) = Uy (kr) 7 Valkre) T 1— g Sl €, (157)

wobei &, die Kugelfunktionen P,(u), Py(u), . . . usw. und &, die Kugel-
funktionen P;(uj, Py(#), ... usw. enthilt. Dann ist wegen P, ,(—u)
= P.Zn(lu) und Pan— 1(i1u) = = P2n+1(1u):

F(180° — y, ) = @0"570+1‘41p;@1 - ’111%@2 (158)
und ; 1 1
[, 180" —yo) = g iy T Ot T Ty O (159)
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,L'n-}-l

mﬁ‘ﬂﬁ) [P~ 1(cosye) — Ppyi(cosyy)].

7o = 10° yo = 20° 7o = 30° yo = 40°
—0,0009-4-0,0012 5 | —0,00374-0,0047 i | —0,0083-4-0,0104i | —0,0145+0,0182
—0,0062--0,0042 i | —0,0230--0,0154 i | —0,0454+0,03047 | —0.0664-0,0444 ;

—0,0131—0,0018 ¢
—0,0043—0,0183 4
+0,0244—0,0001 §
—0,0230-+0,0086 4
+0,0071—0,0003 4

—0,0408—0,0057
—0,0097 —0,0414
40,0307 —0,0001 §
~0,0055--0,0020 5
—0,0048-+-0,0002 §

—0,0569—0,0080 7
—0,0048—0,0204
—0,0277--0,0001 5
40,0397 —0,0149 ¢
—0,0053-+0,0003 §

—0,0409—0,0058 i
+0,0082+0,0349 4
—0,0491+0,0002
—0,0185-40,0051
40,0131 —0,0006 4

—0,0010 40,0014 —0,0009 —0,0001
40,0001 —0,0002 ++0,0002 —0,0002
—0,0171—0,0066 ¢ | —0,0557—0,0249 i | —0,1095—0,00235 | —0,1634-0,0964 i

—0,0032—0,0032 i
—0,0100-0,0029 7
—0,0125—0,0100 §
4-0,0118—0,0181 ¢
+0,0089--0,0249 §
—0,0026 —0,0153 §
+0,0000--0,0029 4

~0,0003 i

—0,0123-0,0125 i
—0,0344+0,0099 §
—0,0339—-0,0272 i
40,0209—0,0320 §
40,0066--0,0186 ¢
40,0006--0,0037 4

—0,0029

+0,0005

—0,0263--0,0267 i
~0,0593--0,0170 i
—0,0335—0,0268 ¢
—0,0023--0,0035 i
—0,0147—0,0423 §
+0,0037--0,0214 §

+0,0002 4

—0,0005

—0,04341-0,0442 5
—0,0689--0,0198 §
—0,0004—0,0003 4
—0,0298-1-0,0457
—0,0071—0,0197 §
—0,0042—-0,0243 §
40,0036 ¢
40,0004 §
~0,0001 ¢

MHI—-‘I—I!—- N ot fod et ek
Pilaawr~roaawr|rilormmoonoawwo |

—0,0076—0,0098 4

—0,0525—0,0171 §

—0,1324-1-0,0003 §

—0,15384-0,0694 ¢

D+ 2 | —0,0247—0,0165¢ | —0,1083—0,0419¢ | —0,2419—0,0019% | —0,3172+0,1658 7
1 — 22 | —0,0095+0,0032¢ | —0,0032—0,0078¢ | -0,0228—0,0024% | -—0,0097-0,0269 i
10, ) | —1,625—1,084 ¢ —1,795 —0,695 ¢ —1,806 —0,014 5 —1,356 +0,709 ¢

F(180°, 95) | —0,623+0,212 ¢ —0,052 —0,128 ¢ 40,170 —0,018 ¢ —0,041 40,115 ¢

Die entsprechenden Beziehungen gelten offenbar auch fiir Auf-

punkte, die nicht in groBem Abstand liegen. Wir haben also nur nétig,
die Berechnung fir 0=y =90° 0= y,=90° durchzufiithren; die
Werte fiir 90° =y =180° und 90° =< y,= 180° ergeben sich dann
aus (158) (159).

Physikalisch bedeutet (156) und (157), daB man eine beliebige Ge-
schwindigkeitsverteilung auf der Kugeloberfliche durch eine zur Aquator-
ebene symmetrische und eine zur Aquatorebene antisymmetrische Ver-
teilung ersetzen kann. Die erste enthilt die Kugelfunktionen gerader, die
zweite die Kugelfunktionen ungerader Ordnung. Man findet nach (158)
den Schalldruck in dem Spiegelpunkt eines Aufpunktes, in dem man
in der Formel fiir den Aufpunkt den antisymmetrischen Anteil mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen einsetzt. Ferner folgt aus (158) und (159):

(1= i) 180" — 7, 70) + (L + il (v, 180° — ) = 52"
Das besagt, daB die zu (158) und (159) gehérende Strahlung zusammen
die Strahlung eines Kugelstrahlers nullter Ordnung ergibt.
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1:n+1 P
ffj(faj _i_'i'*ﬁm [P, . 1(cos pp) — P, 1 (cos yo)].
7o = 50° | 70 = 60° o = 70° 7o = 80° | 70 = 90°
—0,02224-0,0277 5| —0,02114-0,0388 ¢ | —0,04094-0,0511 i | —0,0514+0,0642 ¢ \ —0,0622+4-0,0777 ¢
—0,0791--0,0529 5 | —0,0787-+0,0526 i | —0,0633--0,0424 ¢ | —0,0353--0,0236 7 | — —

40,0047 40,0007 &
40,0139-4-0,0590 i
40,0228—0,0001 i
—0,041740,0157 ¢
—0,0095+0,0005 i
40,0013

+0,0002

+0,0547 40,0077 §
+0,0034--0,0146 4
+0,0617—0,0003 4
+0,0376—0,0141 ;
—0,0037--0,0002 ¢
—0,0022

—0,0002

+0,0769-+-0,0108 ¢
—0,0123—0,0521 ¢
—0,01274-0,0001 ¢
+0,0265—0,0099 §
+0,0150—0,0007 ¢
40,0023

-+0,0001

40,0548 4-0,0077 7 |
—0,0145—0,0617 7 '
—0,0683+0,0003 ¢ |
—0,05384-0,0202 ¢

—0,01354-0,0006 i |
—0,0014
40,0001

—0,1096-+0,1564 ¢

~+0,04164-0,0995 7

—0,0084-+0,0416 ¢

—0,1832+0,0550 ¢

—0,0622-+0,0777 ¢

—0,0617--0,0628 ¢
—0,0539-4-0,0155 4
40,04074-0,0327 ¢
—0,01541-0,0236 i
40,0192--0,0538 i
—0,0008—0,0046 7

—0,0788-+0,0802 3
—0,01614+0,0046 i
+0,0516--0,0413 ¢
40,0256 —0,0393 ¢
40,0051 40,0142 5
+0,0055-+0,0322

—0,0928+-0,0945
0,0316—0,0091 4
+0,0179-+-0,0144 i
40,0314 —0,0482 i
~0,0221 —0,0618 ¢
~0,0039—0,0227 i

—0,10194-0,1037 ¢
+0,0710—0,0204 i |
—0,0335—0,0268 i |
—0,0100+0,0154 ;
—0,0018—0,0051 4 |
—0,0026—0,0149 ¢

—0,10514-0,1069 7
+0,0862 —0,0248 §
—0,0579—0,0464 4
—0,0378--0,0580 ¢
+0,0231--0,0646 ¢
+0,0062--0,0360

—0,0058 § 40,0044 7 —0,0001 5 | --0,0001--0,0046 7 | 40,0001 --0,0066 ¢
—0,0001 5 —0,0002 ¢ | 40,0005 § —0,0008 ¢ +0,0009 ¢
40,0001 ¢ —0,0001 ¢ | 10,0001 § —0,0001 ¢ 40,0001 ¢
—0,07184-0,1779 i | —0,00724-0,1376 i | —0,0379—0,0325 7 | —0,0788--0,0556 i | —0,08524-0,2019 §

—0,1815+-0,3343 ¢
—0,0378—0,0214 %

+0,0345-+0,2371 7 |
40,0487 —0,0380 3

—0,0463-0,0090 ¢
+0,0295+-0,0741 ¢

—0,2620-4-0,1106 ¢
40,1044 —0,0006 ¢ |

—0,1474-+0,2797 ¢
+0,0230—0,1243 ¢

—0,508+0,936 ¢

—0,106—0,061 ¢

+0,069 +0,474 ¢
40,097 —0,0764 |

| 0,070 40,014 ¢

+0,045 +0,113 ¢

—0,317 40,134 ¢
+0,126 —0,001 7 |

Als Beispiel sind in der T'abelle die Ausdriicke

gnt+1

U, (kre) + 1 V,(

0,147 40,280 i

+0,023 —0,124 ¢

kry) [Pn(GOS VO) - -P7L+1(COS 70)] =4, +1B,
0

fiir kry =10 und y, =0° 10°, 20°, ... 90° ausfiihrlich angegeben

und die entsprechenden Werte f(y, y,) fiir y = 0° und = 180 ° berechnet.

In der Abb.69 ist f(0°, y,) und f(180°, y,) dem Betrage nach
dargestellt. Diese Kurven geben dann eine Ubersicht iiber die Druck-
amplituden in der Hauptrichtung (y = 0°) und in der Gegenrichtung
(y = 180°) in Abhéngigkeit von der Gréfle der strahlenden Fliche (y,)
bei gleichem Deformationsvolumen (# -w). Wir erkennen zunichst,
daB bei kleinen y, in der Hauptrichtung die doppelte Amplitude vor-
handen ist gegeniiber der Amplitude bei ungebiindelter Strahlung

(ro=

c-oF -w
2ir

) Will man eine moglichst gro8e strahlende Fliche,

moglichst groBe Druckamplitude in der Hauptrichtung und gleichzeitig
moglichst gute Abschattung fiir die Gegenrichtung erzielen, so lehrt
die Abbildung, daB dies fiir p, etwa gleich 20° erreicht wird.
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An Hand der Tabelle fiir 4, 4 B, ist dann leicht fiir jedes y, das
vollstindige Schallfeld (bei groBer Entfernung des Aufpunktes) zu be-
rechnen. Man hat nur noch nétig, die Ausdriicke:

o 3 (At 0B Py cos )

R+iJ=

auszurechnen und sz + J? in Abhéngigkeit von y aufzutragen. Die
den Werten y, = 10°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 170° entsprechenden

20—
78 \\

76 \

s S
_____.—K’
sl

’ \ N\
492 N/‘\-\U N -~

0w W w & w w M B
73—

Abb, 69. Druckamplitude in Abhiingigkeit von dem zur strahlenden Fliche gehorenden Zentri-
winkel y, bei konstantem Deformationsvolumen 1. fiir die Hauptrichtung (y = 0), 2. fir die-
Gegenrichtung (y = 180°).

Komponenten R, J sind in den Abb.70 bis 76 gezeichnet und die
daraus erhaltenen relativen Schalldruckamplituden in den Abb. 77

bis 83 zur Darstellung gebracht.

Solange die strahlende Fliche klein ist, wird man mit wachsendem
eine ahnliche Richtwirkung wie bei einer Kolbenmembran erwarten
konnen. Bei groerem vy, (y, > 90°) wird sich die Strahlung allméhlich
der eines ungerichteten Strahlers nihern, um bei y, = 180° mit dem
Kugelstrahler nullter Ordnung identisch zu werden. Die Anzahl der
Glieder, die berechnet werden miissen, um das Ergebnis mit hinreichen-
der Genauigkeit zu erhalten, wichst etwa proportional mit der Grée
von kry. Und zwar ergibt sich, daBl die einzelnen Glieder schnell ab-
nehmen, sobald n gréBer als kr, geworden ist, so dafl die notwendige
Anzahl zwischen k7, und 2 k7, liegt. Das hingt mit einer allgemeinen
Eigenschaft der auftretenden Brsskrschen Funktionen zusammen, die
ein wesentlich verschiedenes Verhalten zeigen, wenn man die Funktions-
werte bei festem Argument in Abhéingigkeit vom Index =» auftrigt.
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Abb. 70. Die Komponenten des Schalldruckes fiir y,
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Abb. 71. Die Komponenten des Schalldruckes fir yo
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Abb. 72. Die Komponenten des Schalldruckes fiir y, = 60°.
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Abb. 73. Die Komponenten des Schalldruckes fiir y, = 90°.
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Die Komponenten des Schalldruckes fir y, = 120°.

Abb. 74.
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Abb. 76. Die Komponenten des Schalldruckes fiir yo = 170°.
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%0°
Abb. 83. Schalldruckamplitude (p/pe) bei strahlender Kugelkappe (y, = 170°).

Solange n <z ist, schwankt S, (x) und C,(x) zwischen positiven
und negativen Werten ; sobald n > x geworden ist, nimmt §, () monoton
stark ab, wahrend C,(x) monoton stark zunimmt. Dasselbe gilt fiir
U,(x) und V (z). In den Abb. 84 bis 86 sind U,(x) und V () fiir
x = 4, 10, 20, 40 in Abhéangigkeit von n dargestellt.

Als Beispiel fir den allgemeinen Fall, wo der Aufpunkt in der
Néahe des Strahlers liegt, wihlen wir:

kry =25, r =21, (d. h. kr = 10), v, = 30°
und berechnen die Tabelle (S. 100):

[Pn-1(c0830°) — P, (c0s30°)][S,(10) 4 :C,(10)]
(I — 08 30°) [U,(5) + 1 Va(5)] '

Fiir die Schalldruckamplitude p im Aufpunkt r =27, y =0 er-
halten wir daraus:

=012, ...)

A, =

c-6F-w .. c-oF-w
=5, 0 12,03 + 2,245 = —27;/1—-3,01.
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. [Py —1(c0830°) — Pp41(c0830°)] [Sn(10) + % Cn(10)]
(1= 0830°) [Un(5) + i Va(5)]
0 +0,1953—0,0177 ¢
2 +0,81754-0,2193 ¢
4 +0,25254-0,9462 1
6 —0,1490—0,0467
8 —0,00744-0,0228 ¢
10 —0,00354-0,0017 ¢
12 —0,0002
> +1,1052+1,1256 ¢
1 +0,5607-40,0128 5
3 +0,7937-0,6199 4
5 —0,4259-1-0,4596
7 +0,0041+4-0,0106 2
9 —0,00874-0,0073 ¢
11 —0,00094-0,0021 1
>, +0,9230+1,1104
A+ +2,0282-2,2360 4
0, &, b
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Denken wir uns an Stelle der strahlenden Fliche einen kleinen Kugel-
strahler mit gleichem F -w gesetzt, so wiirde dieser im selben Auf-
punkt (d. h. Aufpunktsab-

s stand = r/2) bei Abwesenheit
der starren Kugel die Druck-
¥ \\V amplitude:
1¢
\ . _c-o-F.w 9
12 Po = T

274

hervorrufen.
\Y[ \ Der vollstindige Verlauf

o
/N der Druckamplitude im Ab-
¢ \ \\ \// /IQ‘ = stand r = 27, ist in Abb. 88
o & in Abhéngigkeit von y dar-
\/( gestellt. Diezugehdrigen Kom-

A

w ponenten sind in der Abb. 87
Y w1 =2 a,Py(cosy)] an-
7— gegeben.
Abb. 87. Schalldruckkomponenten der strahlenden SchlieBlich wollen wir das
Kugelkappe (7o = 30°) bei kleinem Aufpunktsabstand . .
(r=270, k1o = 5). Schallfeld eines auf einer star-

ren Kugel befindlichen punkt-
formigen Strahlers in der Umgebung der Kugel berechnen und durch
Kurven konstanter Druckamplitude veranschaulichen. Als Beispiel
wihlen wir k7, = 1 und berechnen den Schalldruck fir die Aufpunkte,
deren Entfernungen r vom Kugelmittelpunkt durch kr = 1,5;2;3;4; 5
bestimmt sind. Dazu berechnen wir zunéichst die Ausdriicke:

Sp(kr) 4 iCp (k7)
U (1) +37V,(1)

(Tabelle S.101) und finden daraus > =>'a,, und >, = >'a,, ;. Be-
zeichnen wir die ungestdrte (d.h. bei Abwesenheit der starren Kugel

vorhandene) Druckamplitude mit p,= #, so ist die relative

Schalldruckamplitude p/p, =|>; +>.|. In derselben Weise wurden
aus den GroBen >a, P, (cosy) die relativen Amplituden fiir y = 5°,
10° usw. berechnet.

Tragen wir die so gefundenen Werte zusammen, indem die berech-
neten Aufpunkte eingetragen und mit dem zugehérigen Schalldruck
beziffert werden, so kénnen wir durch Interpolation die Kurve kon-
stanten Schalldruckes einzeichnen. Man erkennt aus dem Ergebnis
in Abb. 89, daB3 das Schallfeld einen wesentlich anderen Charakter durch
die Anwesenheit der starren Kugel bekommt, obgleich die Wellenlinge
mehr als das Dreifache des Durchmessers betrigt.
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7. Die durch eine starre Kugel verursachte Storung
des Schallfeldes.

a) Die Ableitung der allgemeinen Formel.

Der EinfluB}, den eine ebene, starre, unendlich ausgedehnte Wand
auf das von einem Strahler hervorgerufene Schallfeld ausiibt, 148t sich
bekanntlich leicht iibersehen, indem man einen zweiten Strahler ein-
fithrt, der in bezug auf den urspriinglichen spiegelbildlich zu der Wand
liegt. Das gesuchte (auf der Seite des urspriinglichen Strahlers liegende)
Schallfeld ergibt sich dann einfach durch Uberlagerung der beiden von
den einzelnen Strahlern hervorgerufenen Schallfeldern. Um dies zu
beweisen, haben wir zu zeigen, daB fiir das Schallfeld die Randbedingung
an der starren Wand (ndmlich, da die Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zur Wand gleich Null ist) erfiillt ist. Nun ergibt sich aber
ohne weiteres aus der symmetrischen Lage der Strahler, daf der von
den beiden Strahlern resultierende Geschwindigkeitsvektor fiir alle Auf-
punkte auf der. Wand in der Symmetrieebene liegt, d. h. keine Kom-
ponente senkrecht zu der Wand besitzt. Allgemeiner kann man sagen:
Wenn in einem beliebigen Schallfeld eine Flidche vorhanden ist, so daB
fir alle Aufpunkte in dieser Fliche die Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zu dieser Fliache gleich null ist, so kann diese Fliche durch
eine starre, vollstindig reflektierende Fliche ersetzt werden, ohne dafl
an dem Schallfeld etwas geindert wird. Unsere Aufgabe, den Einflufl
einer starren Kugel auf ein vorhandenes Schallfeld zu untersuchen, ist
dann gleichbedeutend mit der ‘Aufgabe, dem vorhandenen Schallfeld
ein zweites so zu iiberlagern, dafBl fir die Aufpunkte auf einer vor-
gegebenen Kugelfliche die resultierende Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zur Kugeloberfliche gleich null ist.

Wir gehen nun aus von dem ungestérten Schallfeld und nehmen an,
daB dieses von einem im Punkte A befindlichen punktférmigen Strahler
mit der strahlenden Fliche F und (konstanter) Geschwindigkeits-
amplitude w erzeugt wird. Dann ist der Schalldruck p; fiir den durch
die Polarkoordinaten 7, v gegebenen Aufpunkt gegeben durch:

c.o-F-w
RNV 2

Dabei ist der Abstand R des Strahlers in A vom Koordinaten-
anfang O als gro im Verhiltnis zu r vorausgesetzt. Aus (160) ergibt
sich mit Hilfe der Beziehung:

et (wt —k R+ 7/2) gikrcosy (160)

v 9
= Tok or (161)
die radiale Geschwindigkeitskomponente:
b, = — T it —kmy OE)

4R Jr
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Nach dem oben Ausgefiihrten haben wir nun ein zusitzliches Schall-
feld zu iiberlagern, dessen radiale Geschwindigkeitsamplitude b auf
der Kugel r = r, entgegengesetzt gleich p, ist. Die Aufgabe ist damit
prinzipiell auf die frithere Berechnung zuriickgefiihrt, wo die Geschwin-
digkeitsverteilung auf einer Kugel vorgegeben war. Nach dem friiher
Ausgefithrten kann die Losung sofort angegeben werden, wenn die
Geschwindigkeitsverteilung auf der Kugel durch eine Reihe von Kugel-
funktionen dargestellt ist. Um dies zu erreichen, gehen wir von der
Beziehung aus?:

. O ., S (k ‘
itreony — Sl 95 1 1) Py (cosy) (162)
0

Dann folgt wegen (161):

F.
i(wt—kR),
o, A e k E (

und es ist wegen

L @0+ 1) Py(eos ),

(*in@)’ )

x x*
die gesuchte Geschwindigkeit:

F. 1
bk =—b,=—5p W gitwt—kR), o ZJ(%H—I) " U, (kry) Py(cosy) (163)

e

in der gewiinschten Form dargestellt.
Wir kénnen nach (149) das von v} hervorgerufene Schallfeld sofort
angeben. Es ist der Schalldruck p, im Aufpunkt 7, y gegeben durch:

c-o-F-w . o
pzz___(;lR ez((ut—kR—rmZ)

1 < (2n+ 1)U, (kro) P, (cos y)
D T o] V8, (kr) + iCp(kr)].  (164)

n=0
Eine kleine Rechnung ergibt dann das vollstindige in der Um-
gebung der Kugel vorhandene Schallfeld in der Form:

c.g-F- —kR+
p1+p2 2ZR e@(mt kR + 7f2)

1 N (2n + 1)i"t1P,(cos y) :
HZ Ul 7 Vallry (S, (k1) V,y (krg) — C, (k1) U, (k)] (165)

n=0

b) Die Schallreflexion an einer starren Kugel.

Als einfachsten Fall untersuchen wir zuniichst die im Aufpunkt 4
(d. h. in dem Ort der Schallquelle selbst) durch die Reflexion an der

1 RavLEiGH, Theory of sound, § 334.
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Kugel hervorgerufene Schalldruckamplitude. Und zwar wollen wir diese
vergleichen mit der Schalldruckamplitude, die senkrecht von einer
starren Wand im gleichen Abstand (wie von der Kugel) reflektiert wird.
Fiihren wir den Reflexionsfaktor Z = | 8 | durch die Beziehung ein:

1N . @20+ 1)U, (kr,)
B=13r 2> V' G+ it (166)

S

]
]
—1
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| | "‘\ [
NP ARSRNR NN INTEREN
-45] k\ / \ h / N1

\ <
N g

0 QY06 12 16 2 242832 36 % 44 46 52 56 6 69 68 72 76 6 8% 88 32 36 09
kry—
Abb. 90. Reflexionsfaktor Z einer starren Kugel und seine Komponenten (R, J).

so folgt, da wegen kr > 1, S, (kr) + 4 C, (kr) in i+ - e~** iibergeht und
cos y = 1 ist, aus (164) fiir die von der Kugel herriihrende Reflexions-
amplitude p,:
coF -w
Pr= "9k

102, (167)
wihrend die von der starren Wand herrithrende Reflexionsamplitude
durch:

%« Co-F-w

Pr="0r (168)
gegeben ist.
Daher ist: r 2
a. }%,. — 7’;& . (169)

Nun ergibt sich fiir den Reflexionsfaktor ein sehr einfaches Ver-
halten. Mit wachsendem k7, nihert sich Z immer mehr der Grofe 3,
so dafl man mit guter Annidherung fiir grofere kr, den Reflexions-
faktor konstant gleich 4 setzen kann. Dann besagt also (169):

Die von einer starren Kugel mit dem Radius 7, in groBem Abstand
R reflektierte Schalldruckamplitude ist (fiir groflere kr,) durch ry/R
gegeben, wenn die von einer im selben Abstand R befindlichen unend-
lichen Wand reflektierte Schalldruckamplitude gleich eins gesetzt wird.
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Fir die Darstellung des Reflexionsfaktors sind die beiden Kom-
ponenten R und J gesondert berechnet und graphisch aufgetragen.
Die dazu notwendigen Funktionen U, (kr) und V,(kr) sind mit Hilfe
der Tabellen fiir S, (x) und C(x) nach (147) leicht zu finden. Das Er-
gebnis der Rechnung ist in Abb. 90 dargestellt.

Trégt man ferner B +i.J als Vektor in den komplexen Zahlenebene
auf, so erkennt man daraus den Phasengang y (tgy = J/R) in Abhéngig-
keit von kr,. Es zeigt sich, dal} die Phase praktisch konstant bleibt,
solange der Reflexionsfaktor stark anwichst (kr,= 1,2) und spiter

Abb. 91. Die Abhingigkeit der Phase (y) des Reflektionsfaktors von %r,.

gleichméfBig zunimmt, wenn der Reflexionsfaktor konstant bleibt
(Abb. 91). Fir den allgemeinen Fall (y + 0) definieren wir den Stor-
faktor |3 (kr,, y| durch:

8(kry, ) = E‘—Z@’ (1 L P Paeosy)  (170)
by

und berechnen fir kry - 1, 2, . .. 10 die entsprechenden Komponenten,
und kénnen dann fiir jedes kr, den vollstdndigen Verlauf des Storfaktors
in Abhéngigkeit von v darstellen (Abb.92—99). Dabei ergibt sich, daf fiir
9 = 180° (d. h. die von der Schallquelle abgewandte Richtung) | 3| mit
kry immer mehr wichst und fir groBlere k7, sehr angendhert durch % k7,
bestimmt ist. Im ibrigen bleibt aber auch im abgewandten Aufpunkt
die Stéramplitude klein gegeniiber der des ungestorten Feldes.
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Abb. 92—97. Der Storfaktor fiir k7, =1 bis kr, = 6.
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Abb. 98 u. 99. Der Storfaktor fiir k7, = 8 und kr, = 10.
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c¢) Das Schallfeld in der Umgebung der Kugel.

In unmittelbarer Umgebung der Kugel werden wir eine wesentliche
Verzerrung des ungestérten Feldes zu erwarten haben. Fragen wir
zundchst nach dem Verlauf der Druckamplitude in der Verbindungs-
linie Strahler—Kugelmittelpunkt auf der dem Strahler zugewandten
Seite, so werden hier, dhnlich wie vor einer starren ebenen Wand,
Maxima und Minima eintreten. Als Beispiel wollen wir den Fall kry = 2
untersuchen. Und zwar wollen wir den Schalldruck fiir die durch
kr =2,3,...10 definierten Aufpunkte berechnen. Setzen wir in (165)
kr = kr, ein, so folgt wegen der Beziehung [nach (129) und (147)]:

8, (kro) V, (kro) — C,y(kry) Uy (ko) = kg,

¢ i(wt—kR+a/2) TP, (cosAy)
P=gmit-we 2 20+ D) e+ i Vg (7

Dies steht entsprechend dem Reziprozititsgesetz in Ubereinstim-
mung mit dem friither besprochenen Fall, wo der Strahler auf der Kugel-
fliche und der Aufpunkt in groBem Abstand angenommen war (156).

20
18
N 1
N\ 1

7 ”T

7 w
96
t — /-T S —t e —117,41

02
0 7 z 3 ¥ 4

Lo

I

Abb. 100. Reflexion an einer starren Kugel (kr, == 2).

Aus Konvergenzgriinden empfiehlt es sich, das aus dem wur-
spriinglichen (ungestérten) und dem Stérfeld zusammengesetzte Feld
p = p, + p, nicht nach (165) zu berechnen, sondern zunichst das
gestorte Feld p, nach (164) und zu berechnen, und das ungestorte Feld p,
nach (160) hinzuzufiigen.

Wir berechnen also zunichst den Storfaktor nach (164). indem wir
P, (cosy) =1 setzen. Dann ist:

U, (kry) . .
3(kry, kr, 0) = ,j, (Q’l(k*;o)lrly‘(kji))[sn(kr)+zcn<km

= A,,(kr) 4 i B, (k7).
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. _ @0+ 1)U, (2) Salkr) +C,(kr)
Al B = oy i V) B
n kr=2 kr=3 ‘ kr=4 ’ kr=>5
0 +0,1742—0,3483 §| —0,1327—0,2231 i | —0,1046—0,0067 ;| —0,0885+-0,1281 ¢
2 40,6193 —0,2959 i| 4-0,1884—0,3087 i | —0,0581—0,2438 ;| —0,1684—0,0927 i
4 —0,1060-4-0,0007 7| —0,0218-+0,0014 ¢| —0,00934-0,0030 7| —0,0044.--0,0045 ¢
6 --0,0047 +0,0001
> +0,6916—0,6435 i| +0,0339—0,5304 §| —0,2569—0,2475 i| —0,2613-+0,0399 §
1 —0,0462—0,0347 ¢| —0,0355--0,0077 z’ —0,01124-0,0242 | 4-0,01054-0,0183 ¢
3 +0,0270-+0,3571 | 4-0,0408--0,1211 i +0,0571--0,0508 | +-0,0555-+-0,0018 ;
5 —0,0246 ¢ —0,0029 ¢, —0,0001—0,0009 | —0,0001—0,0004 ¢
7 40,0008 i | |
>, —0,0192+-0,2986 i | +0,0053-4-0,1259 i| +0,0458+0,0741 i| +0,0659-4-0,0197 7
2+ +0,6724—0,3449 i| 4-0,0392—0,4045 §| —0,2111—0,1734 5| +0,1954-+0,0596 4
—e*itr +0,4162—0,9093 i | --0,9900—0,1411 §| +-0,6536--0,7568 i| —0,2837-+0,9589 i
i+ — et | 11,0886—1,2542 i| +1,0202—0,5456 i| -+0,4425-0,5834 i| —0,4791-41,0185 ¢
[ 2 +2e—e* *7| | 41,660 +1,165 +0,732 +1,125

Die GroBen A, -+ 4B, sind fir kry=2 und kr =2, 3, ... 10 in
der Tabelle zusammengestellt. Zur Erleichterung der spiteren Berech-
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nung werden die Summen >, fiir gerades » und >, fiir ungerades n
getrennt berechnet.
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. 20+ 1)i"U,(2) Su(kr) 4 iC,(kr)
Anlbr) B (k) = T oy 7, @) T
kr=6 kEr=7 g kr=8 | Er=9 \ kEr=10
+0,0499-0,1198 i | --0,1006--0,0195 | +0,0661—0,0714 | —0,0217—0,0838 i —0,0740—0,0243 i

—0,1448+0,0608 i
—0,0007-+0,0047 ¢

—0,03224-0,1291 ¢
-+0,00224-0,0032 ¢

| 4-0,07474-0,0882 5
+0,0032--0,0005 4

40,1018 —0,0092 i
+0,0022 —0,0018

40,0451 —0,0798 i
—0,0025 5

—0,09564-0,1853 ¢

—+0,07964-0,1518 ¢

| 40,1440+0,0173 4

40,0823 —0,0948 i

—0,0289—0,1066 ¢

+0,01744-0,0015 ¢
-+0,0319—0,0305 ©
—0,0002—0,0002 ¢

+0,0093—0,0116 i
—0,0017—0,0368
—0,0002

| -0,0039—0,0124 §
| —0,0255—0,0188 %
©—0,0062-+0,0001 5

—0,0111—0,0032
—0,0268--0,0077 4
+0,0002

—0,0079+4-0,0068 ¢
—0,0087+0,0233 ¢
-+0,0001-0,0001 <

+0,0491 —0,0292 ¢

+0,0074—0,0484 ¢

| —0,0296—0,0311 ¢

—0,0379-0,0047 <

—0,01654-0,0302 ¢

—0,0465-4-0,1561 i

£0,0870-0,1034 §

| 1.0,1144—0,0138 §

40,0444 —0,0901

—0,0454—0,0764 1

—0,9602--0,2794 i | —0,7539—0,6570 i | +0,1455—0,0804 i 10,0111 —0,4121 i| 4-0,8391+0,5440 ¢
—1,0067-+0,4355 i | —0,6669—0,5536 7| +0,2599—1,0032 i) --0,9555—0,5022 i +-0,7937-+0,4676 i
+1,098 +0,867 41,036 | +1,079 . 40,926

Die Werte p = | X, +2>), — /7 | geben dann die Druckamplituden
vor der starren Kugel in Richtung auf den Strahler an. Dabei ist die
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Abb. 102. Die Komponenten R fiir k» =3, 5, 7, 9.

ungestérte Druckamplitude des Strahlers gleich eins gesetzt. Wir sehen,
dal die Druckamplituden vor der starren Kugel in dhnlicher Weise
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Abb. 104. Die Komponenten J fiir kr=3, 5, 7, 9.
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wie bei der Reflexion an einer ebenen Wand schwanken; nur nehmen
hier die Schwankungen mit gréBer werdendem Abstand von der Kugel

sehr schnell ab (s. Abb. 100).

Die vollstdndige Berechnung des gestérten Schallfeldes ergibt sich
dann mit Hilfe der Tabellen fiir die Kugelfunktionen aus:

Blkry, kr, y) - - eikreosy =>4, 4 iB,) Py(cosy) — R - iJ .

Zunéchst sind die Komponenten R und J fir kr = 2, 3, 4, ... 10
in Abhéngigkeit von y berechnet und in der Abb. 101 bis 104
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Abb. 105. Die Abweichung der gestorten Druckamplitude in der Umgebung dex
Kugel (Radius r,) von der ungestorten Amplitude fiir Aufpunkte (r, y).

kro=2; kr=2,3,4...10.

gezeichnet. Daraus sind die GroBen JR2 -+ J2 gefunden und die
Schwankungen dieser um den ungestérten Wert 1 in Abb. 105 dargestellt.
Man erkennt daraus, dal die GréBe der Schwankungen mit wachsendem
kr abnimmt, wihrend die Zahl der Schwankungen zunimmt. Beziffert
man die durch kr = 2, 3, 4, . . . 10 gegebenen Aufpunkte entsprechend
den Werten der Abb. 105, so kann man durch Interpolation die Kurven
konstanten Schalldruckes in der Umgebung der Kugel einzeichnen. Das
Ergebnis ist in Abb. 106 dargestellt. Der groBte Wert (1,66) liegt auf
der Oberfliche der Kugel gegeniiber der Schallquelle (y = 0). Der
kleinste Wert (0,66) liegt ebenfalls auf der Kugel (y = 135°). Fiir Auf-
punkte in einem Abstand r > 57, bleibt der Unterschied zwischen
gestorter und ungestorter Amplitude unter 10% .

Stenzel, Berechnung von Schallvorgingen. 8
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X
0y (@) = (—D"'({Sm(x)dx
x o8 @) | @) ou(@) 00 @)
1 4,5970 - 101 | —15889 102 | 1,7045-10-1 | —9,0064 - 10-7
1,25 6,8468 - 10-1 | 3,776 -10- | 6,3780-10-* = 5,2881-10-6
1,5 9,2926 101 | --7,575 -10-% | 1,8601-10-% | —-2,2323-10-°
1,75 1,1782 ~1,3492 - 101 | 4,5611-10-% = —-7,4965 - 10-5
2 1,4161 ©2,1991-10-1 | 9,8396-10-% | - 2,1274 - 10~
2,25 1,6282 3,3440 - 10-1 | 1,9227-10-2 | --5,3045 - 10
2,5 1,8011 | 4,8070-10°1 | 34718-10-2 | --1,1934-10%
2,75 1,9243 | ~6,5934-10-1 | 58749-10 2 | - 2468810
3 1,9900 | 08,6880 101 | 9,4155-10°% | - 4,7627 - 10~
3,25 1,9941 - 1,1057 1,4412 - 101 -8,6589 - 10-3
3,5 1,9365 --1,3642 2,1165 - 10 1 1,4959 - 10 -
3,75 1,8206 . -1,6367 3,0013 - 10-1 2,4716 - 10-2
4 1,6536 1,9140 4,1236-10-1 | --3,9266 102
4,25 1,4461 2,1857 5,5056 - 10~ 6,0232 - 102
4,5 1,2108 -2,4409 7,1629 - 10-1 8,9529 - 10-2
4,75 9,6240 - 10-1 | - 2,6687 9,0998 - 10-1 | - 1,2933 - 10-!
5 7,1634 - 10-1 -2,8590 1,1331 -1,8231 - 10-1
5,25 4,8791 - 101 3,0029 1,3765 - 12,5010 - 101
5,5 2,9133 - 101 3,0935 1,6444 3,3609 - 10-1
5,75 1,3881- 10~ | - 3,1264 1,9267 4,4243 - 101
6 3,9829 - 10~ -3,0999 2,2196 5,7126 - 10-1
6,25 0,0506 - 10-* 3,0154 2,5144 7,2433 - 10-1
6,5 2,3414-102 | = 2,8873 2,8026 -9,0268 - 10-1
6,75 1,0700 - 10~ -2,6930 3,0750 1.1068
7 2,4608 - 101 3,3228 1,3360
7,25 4,3208 - 101 3,5368 1,5888
7,5 6,5337 + 10-1 3,7089 1,8622
7,75 8,9621 - 10-1 3,8322 22,1526
8 1,1455 1,4835 3,9019 -2,4548
8,25 1,3858 1,2788 3,9154 -2,7624
8,5 1,6020 1,1162 3,8731 . -3,0696
8,75 1,7808 1,0050 3,7732 | -3,3678
9, 1,9111 -9,5150 - 10-1 | 3,6256 —-3,6483
9,25 1,9848 9,5884 - 10-1 | 3,4323 --3,9043
9,5 1,9972 1,0255 3,2048 [ --4,1282
9,75 1,9476 1,1507 2,9517 | —-4,3118
10 1,8391 —1,3241 2,6878 | —4,4467

8%
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x
02 (®) = (—1>"gsgn<x>dx
(2 o8 () 010 (%) 013 () 014 ()
1 2,8390 - 10-* —5,9490 - 10-12 | 8,8897 - 10-15 | —9,9527 - 10-18
1,25 2,6112 - 10-8 —8,5647 - 10-11 | 2,0025 - 10-13 | —3,5068 - 10-16
1,5 1,5927 - 10-7 —17,5405 - 10-1° | 2,5431 - 1012 | —6,4210 - 10-15
1,75 7,3086 - 10-7 —4,7224 - 10— 2,1722 - 10-11 | —7,4763 - 10-14
2 2,7213 - 10-6 —2,3039 - 10-8 1,3872 - 10-10 | —6,2475 -10-13
2,25 8,6320 - 10-6 —9,2821 - 10-8 7,0921 - 10~ | —4,0506 - 10-12
2,5 2,4115 - 10-5 —3,2141 - 10-7 3,0408 - 10-° —2,1489 - 10-11
2,75 6,0754 - 10-5 —9,8416 - 107 1,1303 - 10-8 —9,6890 - 1011
3 1,4047 - 104 —2,7214 - 10-6 3,7328 - 10-8 —3,8185 - 10-10
3,25 3,0207 - 104 —6,9047 - 10-6 1,1159 - 10-7 —1,3437 - 10-*°
3,5 6,1037 - 104 —1,6275 - 10-% 3,0635 - 10-7 —4,2920 - 10-*
3,75 1,1684 - 10-3 —3,5991 - 10-5 7,8125 - 10-7 —1,2609 - 10-8
4 2,1331 - 10-3 17,5265 - 10-° 1,8679 - 10-¢ —3,4430 - 10-8
4,25 3,7335 - 10-3 —1,4980 - 10 4,2194 - 10-6 —8,8147 - 10-8
4,5 6,2934 - 10-3 —2,8521 - 104 9,0598 - 10-¢ —2,1309 - 10-7
4,75 1,0254 - 10-2 —5,2225 - 104 1,8589 - 10— —4,8938 - 107
5 1,6171 -10-2 | | —9,2237 - 10~ 3,6609 - 10-> —1,0731 - 106
5,25 2,4890 - 10-2 —1,5769 - 10-3 6,9466 - 10-5 —2,2563 - 108
5,5 3,7260 - 10-2 —2,6166 - 10-3 1,2741 - 104 —4,5663 - 10-6
5,75 5,4464 - 10-2 —4,2244 - 10-3 2,2652 - 104 —8,9231 - 10-¢
6 7,7869 - 10-2 —6,6497 - 10-3 3,9134 - 104 —1,6886 - 105
6,25 1,0906 - 10-1 —1,0224 - 10-2 6,5836 - 104 —3,1017 - 10-5
6,5 1,4981 - 101 —1,5379 - 10-2 1,0805 - 10-3 —5,5423 - 10-5
6,75 2,0209 - 10-1 —2,2666 - 10-2 1,7332 - 103 —9,6522 - 10-5
7 2,6797 - 10-1 —3,2769 - 10-2 2,7207 - 103 —1,6413 - 104
7,25 3,4960 - 10-1 —4,6527 - 10-2 4,1857 - 10-3 —2,7290 - 10
7,5 4,4908 - 101 —6,4934 - 10-2 6,3180 - 10-3 —4,4431 - 104
7,75 5,6843 - 101 —8,9182 - 10-2 9,3671 - 102 —17,0914 - 104
8 7,0942 - 10-1 —1,2077 - 101 1,3656 - 10-2 —1,1109 - 10-3
8,25 8,7332 - 101 —1,6073 - 101 1,9587 - 10-2 —1,7098 - 10-3
8,5 1,0613 —2,1123 - 10 2,7667 - 10-2 —2,5879 - 10-3
8,75 1,2735 —2,7391 - 10 3,8516 - 102 —3,8543 - 10-3
9 1,5095 —3,5062 - 101 5,2873 - 10-2 —5,6537 - 103
9,25 1,7680 —4,4325 - 10-1 7,1618 - 10-2 —8,1741 - 10-3
9,5 2,0467 —5,5367 - 10-1 9,5779 - 10-2 —1,1658 - 10-2
9,75 2,3427 —6,8329 - 101 1,2649 - 101 —1,6405 - 10-2
10 2,6520 —8,3321 - 10 1,6514 - 101 —2,2792 - 10-2




Tabellen. 117
x
() = (41)"0ISM(w)dw
@ e | o1 @) 0w (@)
1 8,6608 - 10-2t ~6,0262 - 10-2¢ | 38,4296 - 107
1,25 4,7721 - 10-1? —5,1906 - 10-2 i 4,6183 - 10~
1,5 1,2596 - 10-17 —1,9749 - 10-20 2,5326 - 10-2
1,75 1,9986 - 1010 —4,2694 - 10-19 J 7,4565 - 10-22
2 2,1844 - 10-15 | —6,1016 - 10-18 . 1,3932-10-
2,25 1,7952 - 10- 14 |  —6,3555-10-17 | 1,8384-10-1
2,5 1,1779 - 10-1 \ —5,1564-10-1 | 1,8433-10-18
2,75 6,4390 - 1013 | —34152-10-% | 1,4795-10-V
3 3,0264 - 10-12 —1,9138 - 10-1¢ ’ 9,8812 - 10-17
3,25 1,2528 - 10-11 —9,3150 - 10-14 5,6536 - 10-16
3,5 4,6530 - 10-11 —4,0206 - 10-13 2,8348 - 10-15
3,75 1,5735 - 10-10 —1,5643 - 10-12 1,2685 - 10-14
4 4,9031 - 10-1 —5,5593 - 1012 | 5,1385 - 10-14
4,25 1,4215 - 10-9 —1,8242 - 10-1 \ 1,9075 - 10-13
4,5 3,8658 - 10 —5,5765 - 10-11 6,5529 - 1013
4,75 9,9271 - 10-9 —1,6002 - 10-10 2,1000 - 10-12
5 2,4210 - 10-8 —4,3374 - 10-10 6,3229 - 10-12
5,25 5,6349 - 108 —1,1165 - 10-? 1,7992 - 10-11
5,5 1,2568 - 10-7 ~2,7423-10-° | 48637101
5,75 2,5943 - 10-7 —6,4534- 10 | 1,2545-10-10
6 5,5812 - 10-7 —1,4601-10-% | 3,2001 - 10-1°
6,25 1,1178 - 10~ —3,1849-10-8 | 17,3612 -10-10
6,5 2,1713 - 10-6 —6,7192-10-8 | 1,6853-10-°
6,75 4,1000 - 10-6 —1,3741 - 107 . 3,7296 - 10-°
7 7,5395 - 10-6 —2,7294-10-7 | 17,9970 - 10-*
7,25 1,3526 - 10 -5 —52771-107 1,6648 - 10-8
7,5 2,3708 - 10-5 —9,9447-107 |  3,3716-10-8
7,75 4,0662 - 10-5 —1,8308 - 10-° 6,6530 - 10-8
8 6,8327 - 10-5 —3,2951 - 10-¢ 1,2814 - 10-7
8,25 1,1260 - 10- —5,8063 - 10- 2,4118 - 10-7
8,5 1,8218 - 10- —1,0029 - 10-° 4,4424 - 10-7
8,75 2,8969 - 10-4 —1,6998 - 10-5 8,0174 - 10 7
9 4,5303 - 104 —2,8298 - 10~ 1,4188 - 10-%
9,25 6,9741 - 10-4 —4,6307 - 10-5 2,4653 - 10-6
9,5 1,0577 - 10-3 —17,4567 - 10-5 4,2097 - 106
9,75 1,5810 - 10-3 —1,1825 - 10~ 7,0671 - 106
10 2,3316 - 10-3 —1,8457 - 104 1,1674 - 10-°
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Tabellen.

(@) = (=1 [ O, () da

z Col) L3 (@) [16)] Lo (@)
1 48,4147 - 10-1 | 42,4624 42118 - 10+ | 12,2493 - 10+3
1,25 +9,4899 - 101 | 41,5168 —2,3436 - 10+ | 47,7199 - 10+2
1,5 +9,9750 - 101 | 41,1390 —1,4781 - 10+ | 43,2872 - 10+2
1,75 +9,8399 - 10-1 | 46,7842 - 10-! —1,0116 - 10+ | +1,6310 - 10+2
2 +9,0930 - 101 | 42,8508 - 10~ | 17,3071 +9,0571 - 10+
2,25 +7,7807 - 10-1 | —5,9492 - 10-2 | —5,4629 +5,4977 - 10+1
2,5 +5,9847 - 10-1 | —3,6290 - 10~ | —4,1630 +3,5791 - 10+
2,75 -+3,8166 - 10-1 | —6,2667 - 10! | —3,1903 +2,4641 - 10+
3 +1,4112 - 10-t | —8,4887 - 101 | —2,4243 +1,7740 - 10+
3,25 —1,0820 - 10-1 | —1,0259 —1,7950 +1,3230 - 10+
3,5 -3,5078 - 101 | —1,1535 —1,2597 +1,0140 - 10+
3,75 —5,7156 - 10-1 | —1,2280 —7,9256 - 10-1 | 47,9299
4 --7,5680 - 10-1 | —1,2470 —3,7794 - 101 | 46,2863
4,25 —8,9499 - 101 | —1,2099 —6,99 10-3 | +5,0190
4,5 —9,7753 - 101 | —1,0181 +3,2456 - 10-1 | 44,0091
4,75 —9,9929 - 10-1 | —9,7554 - 10-1 | +6,1775-10-1 | 43,1796
5 —9,5892 - 10~ | —7,8873 -10-1 | +8,7147-10-1 | +2,4794
5,25 —8,5893 - 101 | —5,6631 - 101 | -+1,0833 +1,8743
5,5 —17,0554 - 10-1 | —3,1899 - 101 | 41,2502 +1,3414
5,75 —5,0828 - 101 | —1,5896 - 101 | +1,3690 -+8,6521 - 101
6 —2,7941 - 101 | 42,0067 - 101 | -+1,4369 44,3590 - 10-1
6,25 —3,3177 - 102 | 44,4655 -101 | +-1,4524 +4,7489 - 10-2
6,5 +2,1512 - 10-1 | 46,6586 - 10-1 | 4-1,4149 —3,0500 - 10-1
6,75 +4,5005 - 10-1 | 48,4694 - 10-1 | 4-1,3257 —6,1638 - 101
7 +6,5699 - 10-1 | -+-9,8009 - 10-1 | 41,1878 | - 8,9189 - 10-!
7,25 -+8,2308 - 101 | 41,0581 +1,0062 —1,1276
7,5 +9,3798 - 10-1 | 41,0766 -+7,8777 - 10t | —1,3211
7,75 +9,9465 - 10-1 | +1,0348 +5,4163 - 101 | —1,4697
8 49,8936 - 101 | 49,3482 - 10-1 +2,7643 - 101 | —1,5707
8,25 +9,2260 - 10-! | 47,8233 - 101 | 4,64 10-3 | —1,6223
8,5 +7,9849 - 10-1 | 45,8601 - 101 —2,6226 - 101 | —1,6232
8,75 | 4+6,2472-10-1 | 13,5701-10-1 | —51247-10-' | —1.5735
9 +4,1212 - 101 | 41,0841 - 101 —7,3459 - 101 | —1,4746
9,25 +1,7390 - 10-1 | —1,4549 - 101 —9,1830 - 10t | —1,3293
9,5 —17,5151 -10-% | —3,9003 - 10! | —1,0550 —1,1422
9,75 —3,1952 - 10-1 | —6,1109 - 101 —1,1380 —9,1915 - 10-1
10 —5,4402 - 10—t | —7,9575 - 101 —1,1633 —6,6835 - 10




Tabellen. 119
x
Lon (@) = (=1 [y, (2)da
z G (@) | S0@) \ tua (@) te @)
1 _3,0354 - 10+5 | 47,5261 - 10+7 | —2,0522 - 10410 | -+ 1,6784 - 10+13
1,25 | —6,5399 - 10+ | 11,0297 - 10+7 | —2,5745 - 10+ | 19,3415 - 10+11
1,5 —1,8869 - 10+ | 42,0434 - 10+6 | -3,5286 - 10+¢ | -1-8,8621 - 10+10
1,75 | —-6,6759 - 103 | 152483 - 10+5 | —6,6184 - 10+7 | 11,2165 - 10+10
2 —2,7480 - 10+ = -1,6303 - 10+5 | —1,5625 - 10+7 | +-2,1887 - 10+
2,25 1,2724 - 10+% | 45,8628 - 10+4 | -—4,4020 - 1045 | -|-4,8465 - 10+8
2,5 —6,4771 - 1042 | 12,3692 - 10+ | —1,4268 - 10+ | -|-1,2649 - 10+8
2,75 | —3,5659-10+ | 11,0534-10+ | 5184610+ | |.3,7726 - 10+7
3 ~2,0976 - 10+2 | 15,0730 - 10+3 | —~2,0711 - 10+5 | -|-1,2571 - 10+
3,25 | —1,3062-10+% | 4-2,6156-10+3 | —8,9675 10+ | |-4,5995 - 106
3,5 8,56442 - 10+ | - 1,4308 - 105 | —-4,1608 - 10+4 | |-1,8233 - 10+6
3,75 | - 5,8847-10+ | {8,2447-10+2 | .-2,0506 - 10+ | |.7,7485 - 10+
4 ~-4,1365 - 10+1 | 14,9763 -10+2 | 1,0657 - 10+ | |-3,4099 - 10+
4,25 | —-3,0295- 10+ | --3,1312-10+% | -.5,8075 - 10+3 | |-1,6687 - 10+
4,5 —2,2817 - 10+1 | --2,0460 - 10+2 | —3,3024 - 10+ | |-8,3497 - 104
475 | —1,7597 - 1041 | 41,3836 - 10+2 | —-1,9518 - 10+3 | |-4,3637 - 104
5 —1,3841 - 10+ | |9,6546 - 10+1 | .1,1954 - 10+ | |-2,3724 - 10+
525 | —1,1061-10+1 | 46,9320 - 1041 | -7,5630 - 10+3 | |-1,3371 - 10+
5,5 —8,9456 {5,1082 - 1041 | -4,9318 - 10+2 | |-7,7908 - 10+
575 | --7,2047 [-3,8536 - 1041 . -3,3080 - 10+ | -{-4,6806 - 10+
6 --5,9738 [-2,9689 - 10+ | —2,2759 - 10+ | |-2,8934 - 10+
6,25 | --4,8018 02,3299 - 10+ | --1,6079 - 10+2 | }-1,8370 - 1043
6,5 --3,0857 11,8588 - 10+1 | —1,1615 - 10+2 | {-1,1959 - 1043
6,75 | --3,2109 £1,5031 - 1041 | —8,5730 - 10+1 | -|-7,9717 - 10+2
7 —-2,5361 [-1,2204 - 1041 —-6,4568 - 10+1 | 15,4343 - 10+2
7,25 | —1,9390 £1,0143 - 10+1  —4,9548 - 10+1 | |-3,7843 - 10+
7,5 ~1,4037 -}-8,4194 --3,8699 - 10+ | -}.2,6893 - 10+2
7,75 -9,1932 - 10~ | -1-7,0128 - -3,0674 - 10+1 | -1,9485 - 10+2
8 - 4,7857 - 101 | -1-5,8421 ~-2,4661 - 10+1  |-1,4376 - 10+2
8,25 | —17,665 -10-2 | -1-4,8507 —-2,0087 - 10+1 11,0799 - 10+2
8,5 42,8840 - 10-1 | 4-3,9971 —1,6529 - 10+1  |-8,2461 - 10+
8,75 | 46,1739 - 101 | -1-3,2503 -1,3726 - 1041 |.6,3961 - 10+!
9 49,0970 - 10-1 | 12,5877 —-1,1479 - 1041 15,0346 - 10+
9,25 | +1,1638 -1-1,9934 ~-9,6504 14,0173 - 10+
9,5 +1,3776 --1,4545 --8,1358 13,2463 - 10+1
975 | +1,5487 1-9,6266 - 10-! | —-6,8648 --2,6533 - 10+
10 4-1,6747 (-5,1225 - 10-1 | - -5,7808 12,1910 - 10+




120 Tabellen.
x
Can(@) = (—=1)" [ Cy (2)dx
B tre (@) ) ' tw (@)
1 —1,3034 - 10+16 11,3251 - 1071 | 17076 - 10+22
1,25 —4,6343 - 10+1¢ 1301111047 | —2.4809 - 10+20
1,5 —-3,0468 - 10+13 41,3722 - 10+16 17,8401 - 10+18
1,75 —3,0636 - 10+12 41,0119 - 10+15 —4,2417 - 10+77
2 —4,2070 - 10+11 41,0614 - 10+14 —3,4005 - 10+16
2,25 —7,3339 - 10+10 41,4582 - 10+13 —3,6836 - 10+15
2,5 —1,5441 - 10+10 12,4794 - 10412 —5,0619 - 10+14
2,75 —3,7891 - 10+ 45,0118 - 10+11 —8,4349 - 10+13
3 1,0556 - 10+ 41,1690 - 10+11 —1,6486 - 10+13
3,25 —3,2720 - 10+ 43,0759 - 10+10 —3,6852 - 10+12
3.5 —1,1120 - 10+ 48,9712 - 10+ —9,2379 - 10+11
3,75 —4,0893 - 10+7 42,8608 - 10+° —2,5568 - 10+11
4 —1,6119 - 10+ 40,8604 - 10+ — 77161 - 10+10
4,25 —6,7547 - 10+ 43,6404 - 10+ —2,5132 - 10+10
45 —2,0895 - 10+ 11,4287 - 10+ —8,7587 - 10+
475 —1,3805 - 10+ 15,9224 - 10+7 —3,2435 - 10+
5 —6,7511-10+ | £2.5794 - 1047 —1,2685 - 10+
5,25 —3,4148- 10+  -1,1749 - 10+7 52131 - 10+
5,5 —1,7919-10% | 45,5745 - 10+ —2,2411 - 10+
5,75 —9,7272-104 | +2,7460 - 10+ —1,0041 - 10+
6 54483 .10 | 41,4002 - 10+ —4,6724 - 10+
6,25 —31415-10+ | 47.8712- 10+ —2,9519 - 10+
6.5 —1,8611 - 10+ 13,9972 - 10+ —1,1211 - 10+
6,75 —1,1309 - 10+ 42,2283 - 10+ —5,7521 - 10+
7 —7,0377 - 10+ 41,2748 - 10+ —3,0360 - 10+
7,25 —4,4794 - 10+ +7,4719 - 10+ —1,6449 - 10+
75 —2,0127 - 10+ 14,4808 - 10+ —9,1369 - 10+
775 —1,0327 - 10+ 12,7457 - 10+ —5,1947 - 10+
8 —1,3078 - 10+ 41,7173 - 10+ —3,0191 - 10+
8,25 —9,0122 - 10+ 41,0052 - 10+4 —1,7917 - 10+
8.5 —6,3233 - 10+ 47,1157 - 10+ —1,0844 - 10+
8,75 —4,5133 - 10+ 44,7059 - 10+ —6,6883 - 10+
9 —3,2751 - 10+ 43,1657 - 10+3 —4,1998 - 10+
9,25 —2,4147 - 10+ 42,1647 - 10+ —2,6827 - 10+
9.5 —1,8079 - 10+ 41,5039 - 10+ —1,7421 - 10+
9,75 —1,3737 - 10+ 41,0609 - 10+ —1,1487 - 10+
10 —1,0588 - 10+2 17,5950 - 10+2 17,6970 - 10+
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