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Einleitung.

1. Das Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches stetiger Funk-
tionen ist bereits in mehreren Arbeiten untersucht worden1). Es handelt
sich dabei um folgendes: Im #-dimensionalen Raum R, sei eine abgeschlossene
Punktmenge gegeben und eine reelle Funktion, die auf dieser Menge erklirt
und stetig ist. Es laBt sich zeigen, daB man immer eine im ganzen R, defi-
nierte und stetige Funktion angeben kann, die auf der gegebenen Menge mit
der gegebenen Funktion iibereinstimmt.

In der folgenden Arbeit soll nun das analoge Problem fiir differenzier-
bare Funktionen einer Verinderlichen behandelt werden2). Wir gehen aus

1) H. Tietze, Journ. f. Math. 145 (1915), S.9; C.Carathéodory (nach H. Bohr),
Vorl. iib. reelle Funkt. (1918), S.617; L. E. J. Brouwer, Math. Annalen 79 (1918),
S.209; F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), S.296; Rado, Sitzber. math. nat.
Abt. Bayer. Akad. Wiss. (1931), S. 81 —84.

2) Wie ich von Herrn Prof. Tietze erfahre, von dem ich die Anregung zur vor-
liegenden Arbeit erhielt, hat er in einem Vortrag im Miinchener Mathematischen Kollo-
quium am 7. 7. 1925 ,,Uber Erweiterung des Definitionsbereiches differenzierbarer
Funktionen*‘ auf dieses Problem der Erweiterung (ein oder mehrmals) differenzierbarer
Funktionen von einer oder mehreren Verinderlichen hingewiesen; vgl. Jahresber.

D. M. V. 36 (1927), Abt.2, S. 95.
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von einer linearen abgeschlossenen Menge M, auf der eine reelle Funktion f(x)
gegeben und differenzierbar sei; d.h. in jedem H#ufungspunkt z, von ¢
moége die Limesrelation bestehen

. z) —f(x ’
(E) zl_l,n;o f—(,z_—f,i") = f(m); zeM
Gefragt wird nach der Existenz einer Funktion F (), die fiir den ganzen R;
erkldrt, differenzierbar und auf I mit f () identisch ist.

Diese Frage bleibt in jener allgemeinen Fassung nach wie vor noch
ungelost. Allerdings werden wir eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Moglichkeit einer solchen Erweiterung des Definitionsbereiches auf-
stellen. Es wird sich zeigen, dall es dabei einerseits auf die Verteilung der
Stetigkeits- bzw. Unstetigkeitspunkte von f’ (x), andererseits auf gewisse,
damit zusammenh@ngende Struktureigenschaften der gegebenen Menge an-
kommt. In manchen Fillen werden wir sehen, daB die genannte Bedingung
erfiillt werden kann. Letzteres tritt z. B. immer dann ein, wenn die Ab-
leitung f'(z) auf I stetig ist 3) oder wenn ihre Unstetigkeitspunkte eine
héchstens abzihlbare Menge bilden (vgl. § 3). Man hat sogar noch die Moglich-
keit, in den isolierten Punkten von 9, fiir die ja eine Ableitung zunichst
gar nicht definiert ist, den Wert von f'(x) willkiirlich vorzuschreiben, ohne
daB dies fiir die Fortsetzbarkeit oder Nichtfortsetzbarkeit von EinfluBl wire
{vgl. §4). Hingegen ist es noch ungeklirt, ob die oben erwihnte Bedingung
sich vielleicht immer erfiillen 1iBt oder nicht.

§1.
Die Funktion £ (ac) wird ein Stiick weit linear in die Liickenintervalle,
fiir die sie zunichst nicht definiert ist, fortgesetzt.

2. Fiir die folgende Untersuchung sei also gegeben eine beliebige lineare,
abgeschlossene Menge 9t; diese moge Definitionsbereich sein fiir eine reelle
Funktion f (z), die im Sinne von (E) auf M differenzierbar ist. Wir werden
in Zukunft anstatt (E) immer die gleichwertige, aber etwas bequemere Form

schreiben:
1;1) f (@) = (%) + (& — %) - ' (Zo) + (z — o) * & (@5 @)
’ lim e(z; %) =0; z&M.

z->2

3) In bestimmten Fallen, in denen auBer der Stetigkeit von ' () auf 9 noch
gewisse weitere Voraussetzungen gelten, ist die Erweiterung des Definitionsbereiches
von f (z) bereits von H. Whitney, Transact. of the Am. Math. Soc. 36 (1934), S. 63
und 369 nachgewiesen worden. Es wird nimlich dabei eine gewisse GleichmaBigkeits-
bedingung als erfiillt angenommen, die dafiir sorgt, daB die Ableitung auch nach der
Fortsetzung noch stetig ist. H. Whitney behandelt dann a. a. O. auch entsprechende
Probleme fiir Funktionen von mehreren Verinderlichen [vgl. auch H. Whitney, Transact.
of the Am. Math. Soc. 40 (1936), S.309].
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Zur Vereinfachung wollen wir 90t als beschrinkt voraussetzen. Das bedeutet
keine Einschrinkung der Allgemeinheit; denn sonst zerlegen wir die Menge I
in abzéhlbar viele abgeschlossene Komponenten mit jeweils gemeinsamen
Anfangs- und Endpunkten, und zwar so, daf sich diese Teilmengen im Endlichen
nirgends héufen. Gelingt es dann, fiir jede solche beschrinkte Teilmenge
eine Funktion F (z) zu konstruieren, die das Verlangte leistet, so erhélt man
daraus auch ohne weiteres eine Losung fiir die Gesamtmenge I; denn die
Differenzierbarkeit, die ja nach Annahme fiir jedes Teilintervall gesichert
ist, kann im Gesamtbereich nicht verlorengehen, da sich ja die Teilintervalle
nirgends haufen und die Werte von f’ () in den AnschluBstellen iibereinstimmen
sollten.

3. Sei nun J das kleinste abgeschlossene Intervall, das 9 enthilt; die
Komplementérmenge J — Mt ist dann, falls wir vom trivialen Falle 3= I
absehen, offen und 1iBt sich darstellen als Vereinigungsmenge von hochstens
abzihlbar vielen offenen, getrennten Intervallen i, — wir werden sie im
folgenden héaufig Liickenintervalle nennen:

(1;2) I—Mm=Ji,

Die Funktion f'(z) ist nach (1; 1) zundchst nur in den Haufungspunkten
von M, deren Gesamtheit wir iiblicherweise mit 9’ bezeichnen, gegeben.
Der GleichmiBigkeit halber wollen wir den Definitionsbereich von f'(z) auf
die ganze Menge M ausdehnen, indem wir die Funktionswerte in den isolierten
Punkten ganz willkiirlich ergénzen. Die Funktion f'(z) ist also von jetzt
ab, genau wie f(z), auf M definiert.

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir unsere Fragestellung etwas
genauer so formulieren: Gibt es eine Funktion g (z) auf der Menge ¥ — M
von der Eigenschaft, daB die durch (1;3a) und (1; 3b) definierte Funk-
tion F (x)

a) F(x) ={[(z); =zeM,
(1;3) b) F(z) =g(2); zeI—IM,

c) F'(z)=f(x); zeM
der Forderung (1;3c) geniigt und auf J differenzierbar ist 4)? F(z) werden
wir héufig kurz als ,,Fortsetzung*‘ von f(z) bezeichnen ; entsprechend werden
wir von ,,Fortsetzbarkeit* oder ,,Nichtfortsetzbarkeit sprechen, je nachdem
sich (1; 3) erfiillen 188t oder nicht.

4. Die oben eingefiihrte Funktion ¢ (x) muB jedenfalls in jedem Liicken-
intervall i, differenzierbar sein und stetig mit der vorgeschriebenen Steigung
an die Randwerte in den Eckpunkten des Intervalls anschlieBen. Gleich-

%) Diese Forderung (1; 3¢) folgt nicht schon aus a), da ja die Werte von f' ()
auf M — M’ willkirlich festgesetzt wurden.
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zeitig muB man aber, und darin liegt die einzige Schwierigkeit, auf die
Hiufungspunkte solcher Intervalle Riicksicht nehmen, damit in diesen die
Differenzierbarkeit gewahrt bleibt. In dieser letzteren Hinsicht gilt: Fiillen
wir die einzelnen Zwischenintervalle linear aus, so strebt, wie wir jetzt zeigen
werden, der Wert des Differenzenquotienten, wenigstens von der Haufungs-
seite her, gegen den im Hiufungspunkt vorgeschriebenen Differential-
quotienten. Allerdings hat man damit im allgemeinen noch keine Lésung
des Problems; denn die Funktion F (z) wiirde bei dieser Konstruktion in
den Intervallendpunkten noch Ecken aufweisen, wenn nicht die Steigung
des Intervalls gerade zufillig mit der vorgeschriebenen Tangentenrichtung
in seinen Endpunkten iibereinstimmen sollte. Diese letztere Schwierigkeit
wird uns aber erst spater (Nr.5) beschiftigen.

Sei also 7 irgendein Haufungspunkt von Intervallen i, Die Endpunkte
der Liickenintervalle bezeichnen wir im folgenden immer mit #, & (z < &),
wobei wir den Index v als unwesentlich weglassen. Die oben erwdhnte, fiir
jedes i, zu erklirende, lineare Funktion I (x) 148t sich dann, falls wir die

Randwerte f (2), f () der Kiirze halber mit [ und I bezeichnen, so darstellen:

81

z =
—z l+z—x'l

(1;4) l(@) =

woraus, wenn
(z — 20) (x— 1) ﬂ_(i—wo)(x—z)

* T e @E—2) | (@—=z)(E—2)
gesetzt wird,
(1;5) l(x)—"f(xo)=a l—f(-ﬂo)_i_ﬂ l—f(xo)

x — xg z— x, T — x,
folgt. Nun ist wegen z < z < Z:
«a>0; >0 a+4+pg=1,

laso hegtl(x) —1(#0) ,gigchen =1 (? und l; _f (:(:’) (bzw. ist bei Gleich-

heit der letztereno Ausdriicke dlesen gleich).
Aus (1;5) und (E) folgt also:

(13 6) Jim  HE=LE) g,
z;S—%ﬁ

womit unsere obige Behauptung bewiesen ist.

5. Diese lineare Ausfiillung der Liickenintervalle stellt, wie wir schon
in der vorigen Nummer kurz angedeutet haben, im allgemeinen noch keine
Losung unseres Problems dar. In den Intervallendpunkten wiirden noch
Ecken vorhanden sein. Um nun die Differenzierbarkeit auch in den Intervall-
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endpunkten zu erzwingen, werden wir zunichst linear mit der durch f'(z)
bzw. f'(z) gegebenen Richtung von beiden Seiten ein Stiick weit ins Innere
des Intervalls weitergehen und den Rest des Intervalls ebenfalls linear
ausfiillen. Die dabei im Inneren des Intervalls auftretenden Ecken lassen
sich spater (Nr.8) leicht abrunden. Zu iiberlegen bleibt nur, wie west man
in der angegebenen Weise ins Innere des Intervalls vordringen darf, um nicht
durch zu groBe Abweichung von der oben erwidhnten linearen Ausfiillung
des Gesamtintervalls die Differenzierbarkeit. in den Hiufungspunkten der
i, wieder zu zerstoren.

6. Nach diesen Uberlegungen liegt folgender Ansatz sehr nahe: Wir
teilen jedes Liickenintervall (z; ) in drei gleiche Teile 8). £ sei irgendein
Punkt im ersten der drei entstehenden offenen Teilintervalle, & ein Punkt
im letzten derselben. Jedem dieser Zwischenpunkte, iiber deren genauere
Wahl wir vorlaufig nichts festsetzen, ordnen wir einen Funktionswert zu,
und zwar den, der sich bei linearer Fortsetzung mit der in dem nichstgelegenen
Intervallendpunkt gegebenen Steigung ergibt; also:

HO =1 @) + ¢~ /),

HE) = (@) + (6 ~72)-f(2).

Alle diese Zwischenpunkte &, &, die wir uns in den einzelnen Intervallen
irgendwie fest gewihlt denken, fassen wir zu einer Gesamtheit zusammen
und fligen sie zur gegebenen Menge M hinzu. Die Vereinigungsmenge sei
I*; sie ist ebenfalls abgeschlossen und wegen (1; 7) neuer Definitionsbereich
fitrr die Funktion f (z). Ist nun diese Funktion f (x) auch auf M* differen-
zierbar, so konnen wir auf Grund unserer friiheren Uberlegungen (Nr. 4)
folgendes schlieBen:

Setzt man f(z) beziiglich der Liickenintervalle von 9* linear fort, so
ist die so entstehende Funktion ¥ () im ganzen Intervall  erklirt und nach
Konstruktion iiberall differenzierbar mit der vorgeschriebenen Ableitung,
héchstens mit Ausnahme der Zwischenpunkte £, &, also der Punkte von
PM* — M. Wie schon erwiihnt wurde (Nr. 5) und spiter gezeigt werden soll

(1;7)

®) Diese Gleichheit der Teile wurde nur aus Bequemlichkeitsgriinden gewahlt.
Wesentlich ist, da8 die, wie aus dem folgenden hervorgeht, in diesen Teilintervallen

zu wihlenden Zwischenwerte & & gewisse Bedingungen erfiillen: und zwar geniigt bis

einschlieBlich Satz I die Bedingung z < & <E<%; spiter miissen wir auBerdem

.
§—x p_¢ et .
noch verlangen, daf die Ausdriicke é 5, L% unter festen positiven Zahlen liegen.
- : 2
) =

Da diese etwas schwicheren Bedingung;n auch keine groBere Allgemeinheit der Er-
gebnisse zeitigen wiirden, wollen wir uns gleich von Anfang an auf die obige Teilung
in drei gleiche Teile festlegen.
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(Nr. 8), lassen sich aber die dort auftretenden Ecken leicht abrunden, da an
diesen Stellen durch das Problem selbst kein bestimmter Funktionswert
vorgeschrieben ist. Damit haben wir bereits eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz von F (x) gewonnen:

Satz I. Ses & esn Punkt im ersten Drittel, & ein Punkt im letzten Drittel

gedes Liickenintervalls i, (gegeben durch x << x << x) und seien f (§) bzw. f (&)
definiert durch

fO=t@+E—2 @ (@) =1@+E-3 f@.
WM* sei die Veretnigungsmenge der Menge M (des wurspriinglichen Definitions-
bereiches von | (x)) mit der Menge dieser Zwischenpunkte &, £. Fir die Existenz
einer Funktion F (), die als ,,Fortselzung von f (x)* im Sinne von (1; 3) an-

gesehen werden kann, ist es dann hinreichend, wenn sich diese Punkte &, £ so
wahlen lassen, daf [ (x) auch auf M* differenzierbar 1st.

7. Jetzt wollen wir zeigen, daf diese Bedingung auch notwendig ist.
Wir setzen also voraus, daB es eine Funktion F (x) gibt, die (1; 3) erfiillt.
Sei dann £ ein Punkt im ersten Drittel, & ein Punkt im letzten Drittel irgend-
eines Liickenintervalls, dann kénnen wir schreiben:

FE=f(@=+E—2) @+ —2) e 2); 11m6(§ z) =0,

FO=1@+E—0f@+E—2)-:ED); Ime7) =0,
Durch Vergleich mit (1;7) erhalten wir daraus: )
O =F @ —(E—9-ea); JlimeEa =0,

1;9) _ L = }
f@) =F (@& — (E—17)-¢(&2%); lime(£z) =0

Wir treffen jetzt die Wahl der Punkte &, & speziell so, daB fiir jedes Liicken-
intervall (z,7) die Ungleichungen bestehen:

(1; 10) [e (£ o) <@—a); |e(§F)] <(F—a)

was wegen
hm e(é‘ z) =0 und hm e(é‘ z)=0
= = S S
stets moglich ist. Sel nun 2z, irgendein Hiufungspunkt von Intervallen i,,
so gilt fiir diesen wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von F (2):

. F@—f(x) t—z
M, T e e e 60

(1;11) = -
lim ) =1 f (zo) — lim Kk & (&, 7).

F>a §—zx, Soa0 §—%
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Aus

§ x

§ o

‘n'rl
Hl

(1;12)

< 1; ; ; 1
ol

ml
8

und (1; 10) folgt aber, daB die in (1; 11) rechts stehenden Grenzwerte beide
den Wert Null haben; denn bei Anniherung an einen Hiufungspunkt muf
die Intervallinge (x — ) gegen Null konvergieren; die Gleichungen (1;11)
lauten daher:

i O=E) L @)

E>2zy, &E—2

{1;13) = [ (2o).

fon =2

Somit haben wir gezeigt, daB bei obiger Wahl der Zwischenpunkte £, £
die Funktion f () auch auf I* differenzierbar ist. Unsere Bedingung fiir die
Fortsetzbarkeit, die wir als hinreichend erkannt haben, ist damit also auch
als notwendig nachgewiesen. Wir erhalten also den Satz:

Satz II. Die nach Satz I fur die , Fortsetzbarkeit von f (z)“ im Sinne
von (1; 3) als hinreichend aufgestellte Bedingung ist auch notwendig.

8. Zum Beweis von Satz I haben wir noch einen Nachtrag zu bringen,
pémlich die schon erwéhnte Abrundung der Ecken, die bei obiger Konstruktion
in den Zwischenpunkten £, & im allgemeinen auftreten werden. Sei also die
Bedingung von Satz I erfiillt. Denken wir uns dann die Funktionswerte von
f (z) in iiblicher Weise in einer (z, y)-Ebene dargestellt, so haben die kritischen
Punkte die Koordinaten: (§; f(£)); (é‘_ ; £(€)); um jeden dieser Punkte als
Mittelpunkt wollen wir einen Kreis beschreiben, der ganz im Inneren des
durch das zugehorige Intervall definierten Vertikalstreifens liegt. Auflerdem
mégen sich von diesen Kreisen keine zwei iiberdecken. Den Radius wahlen
wir zu diesem Zweck und aus Griinden einer spiteren Konvergenzbetrachtung
in jedem Intervall, wie folgt:

(1;14) r=Min [(€ — 2% - 2% 5]
Ist namlich E—z=7-—- E, so gilt
fir é —2 < 3
r=(¢—22 = é:x = %;E < ?‘;”',
fir § — 2 > %:
eyt =S
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Aus analogen Ungleichungen fiir den Fall £ — z > & —¢ ergibt sich zu-
sammenfassend :

x— & T—
3 ) =~5
Man sieht sofort, da bei dieser Wahl von » die Kreise so ausfallen, wie wir
sie haben wollten: Die zu einem festen Intervall gehorigen Kreise greifen nicht
iiber den durch das Intervall definierten Vertikalstreifen hinaus. AuBerdem
konnen sich auch die beiden zu ein und demselben Intervall gehrigen Kreise
nicht iiberdecken, da der Abstand der Kreismittelpunkte mindestens ein
Drittel der Intervallinge, der Radius dagegen hochstens den neunten Teil
derselben betragt.
Das Innere eines solchen Kreises konnen wir darstellen in der Form:

(1;15) r < Min (§—T§

z=§+4p-cos @; 09 <,

(1;16) : .
y=1()+ ¢ sing; 0<p<2m.

Genau das Entsprechende gilt natiirlich fiir £, f (£), moge aber der Kiirze
halber fiir die folgende Rechnung unterdriickt werden. Wir wollen jetzt
zeigen, daB fiir alle Punkte (z;y) aus & folgende Relation besteht:

(1;17) Jim LI - g (@y)es.
Das bedeutet: Wir konnen innerhalb & die Funktionswerte in passender
Weise abindern, ohne dadurch die vorausgesetzte Differenzierbarkeit in
den Punkten von 9t zu gefihrden. Da das Funktionsbild vorher aus zwei
im Mittelpunkt von K zusammenlaufenden Geradenstiicken bestand, 148t
sich die hier méglicherweise auftretende Ecke leicht durch einen ganz im
Inneren des Kreises verlaufenden, differenzierbaren Kurvenbogen iiber-
briicken, womit dann alles gemacht ist.
Zum Beweis von (1;17) setzen wir 2 und y aus (1;16) ein:

f(§)—f(“’o)+9-sin¢__f(g)—'f(‘”o)_{l_*_g-cosm
§—axtpo-csp E—zp £~ |
g-8in ¢ 0 CO8 ¢
M =

Aus (1;14) entnehmen wir:

sin @)
- {cos ol| . r
E—a | i
woraus sofort die Behauptung folgt, da (z — ) bei Anniherung an einen
Hiufungspunkt x, gegen Null konvergiert.

< -2 <55
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§ 2.
Die ,,Fortsetzbarkeit* von £ () hingt von der Miglichkeit ab, den Liicken-
intervallen gewisse Zahlen 4 zuzuordnen, die eine bestimmte Bedingung
erfiillen miissen.

9. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fortsetzbarkeit,
die wir in Satz II aufgestellt haben, ist noch unbefriedigend. Die Ent-
scheidung, ob es in jedem Liickenintervall Zwischenpunkte der verlangten
Eigenschaft gibt, diirfte im allgemeinen schwer sein. Wir wollen daher im
folgenden diese Bedingung auf eine andere Form bringen, bei der von vorn-
herein gegebene Eigenschaften der Funktion f (z), ihrer Ableitung f’ (2) und
der Menge M herangezogen werden.

Wir denken uns die Zwischenpunkte §, £ in den einzelnen Liicken-
intervallen irgendwie gewihlt und bilden fiir einen beliebigen Hiufungspunkt z,
solcher Intervalle die Ausdriicke:

D= = () — f @) — € — ) (20},

il é’_

D=1

E—x

(2;1) _ _
{H(&) — [ (mo) — (6 — @) - ' (o) }.

Die Bedingung von Satz II kénnen wir dann so schreiben:

@; 2) 511,13, 1_)=glim D=0; fir jedes =,.
Die rechte Seite von (2;1) formen wir nun nach (1;7) und (1;1) um:
D = g={{@)—f(z) + (€ — 2)-F'(2) = (§ — )/ (a0))
2;38 = 5_1%- {@—=&)-f (wo) + (2 — m)-£(z;20) + (§ — @)-f(2)},
£—z xr— 2
D =g @) — @)l + g3, e (& )

Analog ergibt sich

(2 4) D =251 @) — £ (@)l + 22 (: 20).
§—z, §—1z,

Wegen
z—2! E_. 5—1‘0 3
§"x0‘ 2’ E—ua, <z

und
itlir)nato.s(@; %) = lim &(@;20) = 0

T —>x
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folgt aus (2; 2), (2; 3) und (2;4):

. bz
B lim - [f @)~ f (w)] = O
(2;9) =T fir jedes .
b Jim E=2 . [f @)~ f (@) = 0

Das bedeutet: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Fortsetzung
F (z) im Sinne von (1; 3) ist es, wenn man die Punkte £, £ in jedem Liicken-
intervall so wihlen kann, da die Gleichungen (2;5) fiir jeden Haufungs-
punkt z, von Intervallen erfiillt sind.

10. Die Bedingung (2; 5) 1a8t sich noch weiter vereinfachen. Es wird

sich zeigen, dal man die Zwischenpunkte ¢, & immer so wihlen kann, daB
bei beliebigem o jede der beiden Bedingungen (2;5) wenigstens fiir eine
gewisse Teilmenge von Intervallen erfiillt ist — fiir welche, das héngt noch

von z, ab. Wir werden némlich die ¢, £ so bestimmen konnen, da8 fiir jedes
die Bedingung a) fiir die Intervalle links von #,, die Bedingung b) fiir die-
jenigen rechts von z, befriedigt wird. Beweisen wollen wir nur den ersten
Teil dieser Aussage, der zweite erledigt sich ganz analog, indem man in den
Formeln die unterstrichenen Grofien sinngemif mit den iiberstrichenen
vertauscht und gleichzeitig voraussetzt, daf die betrachteten Intervalle nun
rechts von z, liegen.
Es sei also (%, z) ein beliebiges Intervall links von z,. Dann gilt:

§—z f—z 1

NS -

(2;6)

In dieser Abschétzung kommt auf der rechten Seite das z, nicht mehr
vor. Wir versuchen, in jedem Intervall das £ so nahe an das ¢ heranzubringen,
daB die rechte Seite von (2; 6) bei jeder Anniherung an einen Hiufungs-
punkt z, gegen Null geht. Ein von z, unabhingiges Kriterium fiir die An-
niherung der Intervalle an einen Hiufungspunkt ist das ,,Gegen Null Gehen‘
der Intervallinge. Diese Uberlegungen fiihren uns dazu, das £ so zu be-
stimmen, da folgende drei Ungleichungen

1 — ! ~ z— 23
— 1<x—x;¢'_’+f"l<w—@; f—a< 2
i—x E—z

gleichzeiti_g gelten 6); denn dal_m gilt wegen (2; 6) auch (2; 5a) fiir alle Inter-
valle links von xy. Setzen wir noch zur Abkiirzung

(2;8) f—z=1t—z=41 5—§= 4],

8) Die letate Ungleichung (2; 7) entspricht der Forderung, die wir in (Nr. 6) an die
&, & gestellt haben; vgl. Anm., 5),
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g0 ist (2; 7) sicher erfiillt, wenn wir 4! der Bedingung unterwerfen

l2
(2;9) 0< 4l < ryr L@

Machen wir auflerdem

12

(2; 10) 0< Al < I+ Max {1; 25; |[f(2)]}’

so ist, wie die analoge Rechnung zeigt, die Bedingung (2; 5b) erfiillt, wenn
sich die Intervalle von rechts her gegen die Stelle 2, hdufen.
Das Minimum der beiden Schranken (2;9) und (2; 10) sei R:

. — ls
@11 B=rmm s ranren

Dann kénnen wir jedenfalls folgendes sagen: Wihlen wir die Punkte £, &
so, dafl die Léngen der durch sie an beiden Enden jedes Intervalls ausge-
schnittenen Teilintervalle A! und AT kleiner sind als obige Zahl R, so sind
die Gleichungen (2;5) bei jedem festen z, fiir diejenigen Zwischenpunkte
erfiillt, die im Intervall auf der dem Haufungspunkt x, nicht zugekehrten
Seite liegen.

11. Jetzt miissen wir danach trachten, die Teilintervalle 41, Al unter
der Einschrénkung

(2;12) Al < R; Al<R

noch so zu verkleinern, daB die Relationen (2; 5), so dies iiberhaupt méglich
sein sollte, fiir jedes 2, und alle Zwischenpunkte gelten. Es ist:

f—z 1 L E—m 1
(2;13) §—x0—1+9§_"0, E—xo—‘l_*_xo—f
E—=z T —

Zur Abkiirzung fithren wir die Bezeichnungen ein:

a) d (z,) = Abstand des Intervalls von z,
. -7 1
b) Min (41, A1) = Al = = -1,
g1ey D) MndLAD 7

fall <z,
) z=z,.(xo)={’f R

z falls zy > .

Sei nun 2, fest; dann brauchen wir im Falle z > z, nur mehr die erste der
Gleichungen (2; 5), im Falle 7 < 2 nur die zweite davon zu beriicksichtigen;
die andere ist nach den obigen Uberlegungen (Nr. 10) von selbst erfiillt. Nach
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(2;13) und (2; 14) kénnen wir daher unsere Bedingungen (2; 5) in die gleich-
wertige Form setzen:

lim — > [f(e)— f (%)] = 0; AI<R,

—[f(2) — ' (w)] =0; AI<R.

Diese beiden Gleichungen lassen sich mit der Bezeichnung (2; 14b) noch
in die eine, wie man leicht sieht, dquivalente Bedingung zusammenfassen,

daB es moglich ist, den Liickenintervallen i, solche Zahlen 1 > —lﬁ zuzuordnen,
daf gilt:

. 1
im ———[f —f =0
(2; 16) z—=>T 4 Y ﬂlﬂ)) [f (z) f (wO)]

fiir jedes ;.

Hat man nun iiberhaupt A-Werte gefunden, die (2; 16) erfiillen (aber vielleicht

nicht durchwegs > -1% sind), so geniigen natiirlich irgendwelche vergréBerten

A erst recht der Ungleichung (2; 16). Wir konnen daher in der Formulierung
der Bedingung den Zusatz i > -Il? unterdriicken, da dieser Forderung nach-

triaglich durch geeignete VergréBerung der A immer geniigt werden kann.
‘Wir erhalten also das Resultat:

Satz III. Sei xy ein belicbiger Hiufungspunkt von Liickenintervallen
i,, l die Linge evnes solchen Intervalls, d (%) sein Abstand von x, wnd z der
dem Hdaufungspunkt o zugekehrte Endpunkt des Intervalls i, Fir die ,,Fort-
setzbarkeit” von f (x) vm Sinne von (1;3) ist es dann notwendig und hinreichend,
dap man zu jedem Liickenintervall i, eine positive Zahl A = A (i,) so bestimmen
kann, dafi fir alle Hdufungspunkte xy deeser Intervalle folgende Relation gilt:
lim —— [ (2) — £ (@o)] = 0.
z-—> d(x
°1+A-g&

Ist diese Bedingung erfiillt, so haben wir fiir die Konstruktion einer
Fortsetzung folgende Vorschrift:

Der jedem Liickenintervall i, vermige Satz III zugeordnete A-Wert st
eventuell noch so zu vergroflern, daffi auflerdem gilt:

i I 4 Max {1; 2l;l|f’ @@L



Erweiterung des Definitionsberciches differenzierbarer Funktionen. 713

An den beiden Enden jedes Inmtervalls i, grenze man dann Teilintervalle von
der Linge —% ab und gebe den so entstehenden Tellpunkten &, & die Funktions-
werte:

f@) =f(@)+ (§—2)-f(2)

1@ =F@) + (E—2) (@
Die Fortsetzung ergibt sich daraus durch lineare Ausfiillung der drei Teil-

intervalle (z, £), (&, £), (£, %) und geeignete Abrundung der in den § £ auf-
tretenden Ecken (z. B. nach der Methode (Nr.8)).

§ 3.
Fille, in denen eine Fortsetzung moglieh ist.

12. Satz IIT bietet uns jetzt die Moglichkeit, mehrere Félle anzugeben,
in denen eine Fortsetzung moglich ist. Der erste Faktor der Limesgleichung
(2; 16) hiingt nimlich in den gegebenen GréBen nur von der Struktur der
Menge 9 ab, wihrend der zweite Faktor die auf M definierte Funktion ' (x)
enthalt. Wegen

(35 1) !

—_— T <
1+1.‘f_(lg‘_<>)

gilt (2; 16) sicher in jedem Punkt %o, in dem f' () stetig ist; denn fiir solche ,
hat der Klammerausdruck den Grenzwert Null. Bezeichnén wir die Menge

aller 7y, also die Menge aller Héufungspunkte von Liickenintervallen mit My,
so entnehmen wir aus obigem:

Satz IV. Hinreichend fiir die ,,Fortsetzbarkeit” von f (x) vm Sinne von
(1; 8) ist es, wenn die Ableitung f'(x) auf WMy (Menge aller Hdufungspunkte
von Lickenintervallen) stetig ist 7). Die Zahl A kann man fir jedes Intervall
beliebrg = 3 wdhlen 8).

1

13. Im folgenden brauchen wir uns also nur mehr um die Punkte aus
M zu kilmmern, in denen /' (z) unstetig ist. Die Gesamtheit dieser Unstetig-
keitspunkte nennen wir M. Wir werden zeigen, dal (2; 16) erfiillt werden
kann, wenn 9, hochstens abzihlbar ist. Es sei also ®)

(3;2) WM = {xl; *2; ...; «b; ...},

?) Vgl. Anm. 3). In diesem Satz soll auch der triviale Fall enthalten sein, daB
M, die Nullmenge ist.

8) Folgt am einfachsten direkt aus (2; 5); die &, £ unterliegen nur der schon am
Anfang gemachten Voraussetzung, im ersten bzw. letzten Drittel des Intervalls zu
sein; vgl. Anm. 5).

9) Den Stellenindex der Punkte x, schreiben wir hier oben, da eine Verwechslung
mit Exponenten im folgenden nicht zu befiirchten ist.

Mathematische Annalen. 116. 47
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wobei wir es dahingestellt sein lassen, ob Mt;, endlich oder abzihlbar unendlich
ist. Jedem Liickenintervall i, versuchen wir nun eine positive Zahl 4 (i,)
so zuzuordnen, daB fiir alle z§ ¢ M;, die Gleichungen gelten:

fm —1® o, fim ——1 __0

1—>af 1—{-Z.(iv)- d_(lxﬁ z—> P l-{-i.(i’)-

fiir jedes xP & WM.

Diesen beiden Relationen und damit auch (2; 16) wird jedenfalls geniigt,
wenn wir die Intervallfunktion 4(i,) so bestimmen konnen, dal die eine
Gleichung besteht:

: 1 el +1y
(3; 4) S TR dwn
fiir jedes x}§ ¢ M,,.

(353)

l

14. Dazu greifen wir ein beliebiges xf ¢ IN,, heraus, das fiir die weitere
Rechnung festgehalten werde. Zu diesem «§ wollen wir eine Funktion ¢,(t)
definieren, die fiir das Verhalten des zweiten Faktors in (3; 4) charakteristisch
ist, wenn sich das Intervall i, der Stelle z§ nihert. Da es namlich jeweils
nur endlich viele Intervalle i, gibt, deren Lange I groBer ist als eine feste
positive Zahl 19), andererseits beliebig kleine i, vorhanden sein miissen, hat
folgende Definition immer einen Sinn 11):

= @, (%), falls kein i, existiert mit l = 1,
andernfalls
@5 (t) ’ firt = 1,
— Max F @)+ 1}
iy, 1==1 d (z{)
(3; 5) — o n_%) fallskein i, existiert miti > . 1 .
andernfalls fir— <t <_—,
P () 1 {1f @)1+ 1) nsa
= Max P n =2
iy, l_>:—11: d (zf)

Nach dieser Festsetzung ist ¢, (f) im Bereich ¢ > 0 erklirt und stets
positiv. Aulerdem gelten, wie man aus (3; 5) sofort entnimmt, die Monotonie-
beziehungen:

(3; 6) @p (t1) = @, (t2), falls 2 <ts.
Dies berechtigt uns, von einem Wachstum der Funktionen ¢, (¢) fiir gegen
Null abnehmendes ¢ zu sprechen. Da jedem wg & MM, ein solches ¢, (¢) zuge-

10) Die gegebene Menge wurde ja als beschrankt vorausgesetzt (Nr. 2).

11) Hierin soll Max UfEI+ bedeuten: Maximum dieses Ausdrucks fiir
iv: i g a d (Icg)
alle i, deren Lénge ! = a ist.
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ordnet ist, definiert (3;5) eine ganze Klasse von héchstens abzihlbar vielen
Funktionen, die mit gegen Null abnehmendem ¢ monoton nicht abnehmen.
Nach bekannten S#tzen gibt es nun immer eine Funktion @ (¢), die fiir gegen
Null abnehmendes ¢ stirker wichst als jede Funktion obiger Klasse, seien
es endlich oder abzihlbar unendlich viele12). Fiir dieses @ (¢) gilt also:

Al
U %L
Nach diesen Vorbereitungen kehren wir wieder zu unserem Ausgangspunkt
zuriick. Jedem Intervall i, sollte eine Zahl 4 (i,) so zugeordnet werden, da3
(3; 4) erfiillt ist. Dazu haben wir jetzt nur zu schreiben:

(3;8) A(i,) =20,
wobei ! wie friiher die Intervallinge bedeutet. Zum Beweis werden wir zeigen,
daB bei dieser Wahl von A fiir jedes z3 ¢ M, die Gleichung (3; 4) besteht,
d. h. also:
; 1 (e +1

. 1 _— = 0.
3:9) S B0 aep
Nun bewirkt der Grenziibergang z — xf, daB die Intervallénge ! gleichzeitig
gegen Null konvergiert. Fiir den zweiten Faktor in (3; 9) gilt aber nach
(3; 5) die Abschitzung:

0; p=1;2;3; ...

L &) 1 +1)
a (xf)
woraus wegen (3;7) die Behauptung (3;9) folgt. Wir erhalten also:
Satz V. Hinreichend fiir die ,,Fortsetzbarkeit” von f (z) im Sinne von
(1; 3) st es, wenn wn der Menge My (Menge der Hiufungspunkte der Liicken-.
intervalle) mur hichstens abzihlbar wviele Unstetigeitspunkte wvon f(z) vor-
kommen.

0< < gp(1),

§ 4.

Die Moglichkeit oder Unmaoglichkeit der Erweiterung des Definitions-
bereiches ist unabhingig von den Werten der Ableitung in den isolierten
Punkten des Definitionshereiches.

15. Alle bisher aufgestellten Sétze sind in einer Beziehung noch unvoll-
stindig. Wir hatten ja ganz am Anfang die Funktionswerte von f (z) in den
isolierten Punkten von M willkiirlich vorgegeben und die so fiir die ganze
Menge M erklirte Funktion f'(x) als Basis fiir unsere Untersuchungen ge-

12) Im Falle endlich vieler ¢, (¢) braucht man nur zusetzen: & (t) = -%— . M:.x Pp(t);

im Falle unendlich vieler gelingt die Konstruktion nach dem Diagonalverfahren;
siche E. Borel, La croissance, Paris 1910, p. 27.

47*
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wihlt. Auf diese schon vorher willkiirlich erginzte Funktion f'(z) beziehen
sich nun alle bis jetzt gefundenen Ergebnisse. Damit erhebt sich natiirlich
die Frage, inwieweit diese anfangs gemachte Zusatzdefinition fiir die Mglich-
keit der Fortsetzung selbst von Einflu ist. Es konnte ja sein, daB bei einer
gewissen Festsetzung fiir f'(z) die Bedingung (2; 16) erfiillbar ist, bei einer
anderen hingegen nicht. Wir werden zeigen, dafl in Wahrheit die Fortsetz-
barkeit von dieser Willkiir unabhingig ist; gleichzeitig werden wir die Be-
dingung (2; 16) auf eine solche Form bringen, daB sie nur mehr von vornherein
gegebene Bedingungsstiicke enthilt, also in ihr keine GroBen mehr auftreten,
von denen sie — wie wir zeigen werden — nicht abhingt.

16. Wir schrinken also den Definitionsbereich von f'(z) voriibergehend
wieder auf den urspriinglichen, durch das Problem selbst gegebenen Bereich I
ein. Dann hat der in der Bedingung (2; 16) auftretende Ausdruck nur einen
Sinn, wenn der dem Héaufungspunkt xz, zugekehrte Intervallendpunkt z
zu M’ gehdrt. Durch die Forderung z ¢ P’ wird aus der Gesamtheit der
Liickenintervalle eine Teilmenge ausgesondert, nimlich die Teilmenge solcher
Intervalle, von denen wenigstens ein Endpunkt zu M’ geh6ért und dieser
gleichzeitig irgendeinem , zugekehrt ist. Die Gesamtheit dieser letzteren
Intervalle bezeichnen wir mit . Nun ist nach (2; 16) fiir die Fortsetzbarkeit
von f (z) jedenfalls folgende Bedingung notwendig: Jedem zur Gesamtheit G
gehorenden i, muB sich eine Zahl 4, = A, (i,) so zuordnen lassen, daB fiir
jedes zp gilt:

. 1 7
4;1) lim ————=-[f (2) = f (%)] =0,
z—>%0 1 + ll(i,)' d(lxo)

fiir alle i, ¢ ®, fiir die gleichzeitig z zu 9N’ gehort.

17. Wir werden jetzt zeigen, dal diese Bedingung (4;1) auch schon
hinreichend ist, gleichgiiltig, wie wir die Werte von f'(z) fiir die isolierten
Punkte von 9t ergiinzen. Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen: Sobald
sich den Liickenintervallen aus G Zahlen A; zuordnen lassen, die (4; 1) er-
fiillen, dann lassen sich zu allen Liickenintervallen Zahlen 4 bestimmen,
so daB (2;16) gilt.

Um dies zu beweisen, gehen wir aus von der Menge M der Intervall-
haufungspunkte. Diese Menge ist jedenfalls abgeschlossen und nirgends
dicht; sie kann also dargestellt werden durch die Endpunkte gewisser getrennt
liegender offener Intervalle — wir nennen diese Intervalle g, — und deren
Haufungspunkte. Nennen wir die Menge der Intervallendpunkte €, deren
beziiglich M, komplementéire Menge $p, so erhilt man die eindeutige Zerlegung

(4;2) Mo =G+ Ho;  Co- Ho =0
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€, ist hochstens abzihlbar. Daher konnen wir nach demselben Verfahren
wie in § 3 (Nr. 14) eine fiir alle i, definierte Intervallfunktion A (i,), wir wollen
sie Ag (i,) nennen, so bestimmen, daB fiir jedes z) ¢ €, gilt:
@ . 1
. Im ——~ = 0; lim ——
(4;3) 1—0 14 4y (i) d(”o) =0 142G, d(xo)

)__

g € (E.;-

Ist nun $H; die Nullmenge, so sind wir fertig, da alle ) schon in &} vorkommen.
Andernfalls greifen wir ein beliebiges xy ¢ o heraus, das wir fiir das Folgende
festhalten. z, ist also Hiufungspunkt von Intervallen g,, aber kein End-
punkt eines solchen. Durch z, wird die Gesamtheit der Intervalle i, in zwei
Klassen geschieden, solche, die rechts von , liegen, und solche, die links
von x, liegen. Im folgenden beschrinken wir uns der Kiirze halber auf die
ersteren; fiir die links liegenden geht alles ganz analog.

18. Irgendein i, sei also rechts von x,, und z, sei auch Haufungspunkt
solcher rechts liegender i,. Das zugehorige z ist dann der linke Intervall-
endpunkt. Da kein i, irgendeinen Punkt der nirgends dichten Menge M,
im Inneren enthalten darf, miissen die Intervalle i, in den Intervallen g,
enthalten sein. Dabei kann man zwei Arten von Intervallen i, unterscheiden;
bei den Intervallen i, der ersten Art ist 2z gleichzeitig Endpunkt eines g,-Inter-
valls: i, gehort dann zu G und 2z zu M’; bei den Intervallen i, der zweiten
Art liegt z ganz im Inneren eines g,-Intervalls; fiir alle i, der ersten Art
ist aber (2; 16) identisch mit (4; 1), daher nach Voraussetzung erfiilll. Wir
brauchen uns also nur mehr mit den Intervallen i, der zweiten Art zu befassen
(siehe Fig. 1; dabei ist ¥ < u genommen; natiirlich kénnte auch z = u sein).

Y

Zo P L— 7 F/3
iy

Fig. 1.

Bezeichnen wir die Endpunkte eines g -Intervalls mit u, u (4 <u),
so gilt fiir jedes i, der obigen zweiten Art: u < x. Daher gelten bei beliebigem
4> 0 die Ungleichungen:

If ()] el 1@l
0<1 d(xo) < - z—u’
+ 4. 1+A——-——
4;4
hd 0< : < L. 2>,
1+A.d("0) ,l”_L‘ z nicht In &;.

Nun ist % ein Punkt aus €. Wahlt man daher in (4; 3) fiir @, speziell 4, 80
stimmen fiir 4 = 22 (i,) die in (4; 4) rechts stehenden Quotienten mit den
zu limitierenden Ausdriicken in (4; 3) iiberein, konvergieren also mit I —0
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gegen Null. Eine analoge Abschitzung gilt natiirlich fiir die Intervalle links
von &y, deren rechter Endpunkt nicht zu &, gehért. Fir alle i, der oben-
genannten zweiten Art, gleichgiiltig ob rechts oder links von x,, ergibt sich
also bei beliebigem festen zy:

lim Fe o
1—0 1+12(i)-d(z°) s ' ‘
(4; 5) vl z nicht in G,
. 1
A~y =
1+ 2(3) —

Da die Intervallinge ! bei Anniherung an einen H&ufungspunkt xz, gegen
Null konvergiert, folgt fiir die letztgenannte Klasse von Intervallen aus (4; 5)
unmittelbar (2; 16).
Ordnen wir daher jedem Intervall i, eine Zahl
A3 (i,) = Max [4, (i,); 22 (i,)]
zu 13), so ist mit dieser Intervallfunktion Ag (i,) wegen (4;1) und (4;5) die

Bedingung (2; 16) fiir alle i, und jedes x, erfiillt. Wir entnehmen daraus
den Hauptsatz:

Satz VI. Sei x, ein beliebiger Haufungspunkt von Liickenintervallen i,,
I die Linge esnes solchen Intervalls, d (xo) sein Abstand von xy und z der dem
Hiufungspunkt w, zugekehrte Endpunkt des Intervalls i,. Die Gesamtheit
der Liickenintervalle, von denen mindestens ein Endpunkt zu I’ gehért und
dieser gleichzeitig trgendeinem Intervallhiufungspunkt xy zugekehrt ist, sei ©.
Fiir die , Fortsetzbarkeit” von f(x) im Sinne von (1; 3) ist dann folgende Be-
dingung notwendig .und hinreichend:

Jedem i, aus & muf man eine positive Zahl A, = 1, (i,) so zuordnen kinnen,
dap bei beliebigem festen x, ¢ilt:

. 1
lim ————— [f'(2) — [ (%0)] =0,
z—>2o + 4 (ir) d (lxo)
wobei bei dieser Grenzwertbildung nur diejenigen Intervalle i, aus & tn Betracht
zu ziehen sind, deren z 2u M’ gehort (was im allgemeinen von xy abhingen wird).
Aus Satz VI folgt, nachdem in der dort auftretenden Bedingung die
Werte von f'(2) in den isolierten Punkten von 9t nicht mehr vorkommen,

Satz VII. Dte Fortsetzbarkeit bzw. Nichtfortsetzbarkeit von f(x) ist unab-
hingtg davon, wie die Werte von f'(x) in den isolierten Punkten von Mt vor-
geschrieben werden.

13) Wenn A, (i,) fir ein i, nicht definiert ist, sei 4, (i) = A (i)
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