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Abhandlungen und Vortrage

aus dem Gebiete der
Mathematik, Naturwissenschaft und Technik

1. Heit. Die neue Mechanik. Von H. Poincaré. 4. Auil. M. 4.80

Die kleine Schrift behande!t die durch Einfithrung der relativistischen Anschau-
ung bedingte grundlegende Umwandlung der physikalischen Begriffe Kraft und
Masse und beleuchtet die daraus sich ergebenden Folgerungen nach vielen Seiten
hin, insbesondere fiir astronomische Fragen. Die ungemein klare, alle Grund-
gedanken scharf hervorhebende Darstellung erméglicht auch dem Fernerstehenden
ein leichtes Eindringen in den so schwierigen Stcfi.

2. Heit. Physikalisches tiber Raum und Zeit. Von Prof.
Dr. E. Cohn. 4. Auiflage. Geh. M. 480

In gemeinverstindlicher Weise wird dargelegt, welche wissenschaftlichen Erfah-
rungen zur Aufstellung der Relativitétstheorie gefiihrt haben, und welche Bedeutung
dieses neue Prinzip fiir unsere physilalische Auffassung von Rauimn und Zeit hat.
Die vorliegende Schrift ist stiindig bemiiht, schar! hervortreten zu lassen, was beob-
achtbare Tatsache, was willkiirliche Festsetzung und was notwendige Folgerung ist.

3. Heit. Das Relativitatsprinzip. Eine Einfihrung in die Theorie.

Von Prof. Dr. A. Brill. Mit 6 Figuren. 4. Auflage. M. 8.40

,Die groBe Reichhaltigkeit des Inhalts, die fesselnde Art des Vortrages, die
Behandlung auch der mehr philosophischen Seite der Probleme machen das Buch
fir jeden wichtig und wertvall, der die Folgerungen und Fortschritte der Rela-
tivitdtsthecrie kennen leruen will.** (Sokrates.)

4. Heft. Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser und

seine Verbindung mit einem Theodolit (D.R.P. Nr. 277000).
Einrichtung und Gebrauch des Instrumentes fir die verschiedenen
Zwecke der Tachymetrie; mit Zahlenbeispielen sowie Genauigkeits-
versuchen. Von Prof. Dr.-Ing. H. Hohenner. Mit 7 Abbildungen
im Text und 1 Tafel. Geh. M. 9.€0

Erortert die theorefischen Grundlagen dieses neuen cptischen Entfernungs-
messers, seine Wirkungsweise und seine Vorziige gegenitber den bisherigen In-
strumenten sowie seine vielseitige Verw endbarkeit bei gr6Btmoglicher Genaugkeit.

5. Heft. Raum, Zeit und Relativititstheorie. Gemeinver-
stindl.Vortrdge von Prof.Dr.L.Schlesinger. Mit2Taf. u.5Fig. M. 8.40

Die Abhandlung, aus einem Vortrag hervorgegangen, der sich an Gebildete
aller Stinde wendet, behandelt die allgemeine und spezielle Relativitiitstheorie.
Sie setzt nur ein Mindestma3 an mathematischen Kenntnissen voraus und bedient
sich vorwiegend graphischer Methoden.

6. Heft. Der KreiselkompaB8. von Dr. K. Hochmuth. Mit20 Fig.
im Text. M.12.—

Die Schrift gibt eine bisher nach nicht vorhandene knappe aber ebenso klare
Darstellung der Grundprinzipien der Theorie wie der Konstruktiun des Apparates.

8. Heit. Naturwissenschaft und Technik der Gegenwart.
Von Prof. Dr. R. von Mises. [U. d. Pr. 21.]

In fesselnder Carstellung fithrt der bekannte Gelehrte weiteren Kreisen der
Gebildeten die groBe Bedeutung vor Augen, die den neuesten naturwissenschaft-
lichen Forschungen innerhalb unseres gesamten geistigen Lebens zukommt, und
zeigt, in welchem Verhdltnis diese zu den sich iiberstiirzenden technischen Fort-
schritten stehen. Dabei werden vor allem auch die Grundgedanken der Relativi-
titstheorie und der modernen Atomistik gemeinverstdndlich dargelegt.
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Vorwort.

Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus einer ausfihrlicheren noch
ungedruckten Einfahrung in die Mechanik materieller Punktsysteme und
starrer Korper mit den Methoden der GraBmannschen Punktrechnung.

Sie ist hervorgegangen aus der Uberzeugung, daf die Punktrechnung,
‘welche in natirlichster Weise samtliche Grundelemente desRaumes gleich-
maBig der Rechnung unterwirft und deren Verkntipfungen analytisch un-
mittelbar durch rechnerische Grundoperationen wiedergibt, auch in der
Mechanik eine weitgehende Vereinfachung und Vereinheitlichung der
Methoden und eine naturgemé#Bere Darstellungsweise ermoglichen wird.

Mogen die Ergebnisse dieser Arbeit weitere Kreise der Mathematiker
und Physiker von der Richtigkeit dieser Auffassung tiberzeugen.

Stuttgart, im Frihjahr 1921.
A. Lotze,
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Benennungen und Bezeichnungen.

Die ,eigentlichen® geometrischen Groflen der Punktrechnung sind in

der heute wohl allgemein iiblichen Benennung:
der Punkt, der Stab, das Blatt, der Block.

Fiir die ,uneigentlichen* (oo fernen) Elemente, in deren Benennung
noch keine Einheitlichkeit herrscht, seien die folgénden Namen gewahlt:

»Pfeil* fiir den freien Vektor, der zugleich einen oo fernen Punkt vertritt.

»Schild fiir denfreien Bivektor, der zugleich einen oo fernen Stab vertritt.

»Spat* fiir den Trivektor, der zugleich die ooferne Ebene vertritt.

Fir Stab- (und Schild-) Summen fiihrte Hyde den Namen ,,Schraube*
ein (s. Hyde, Directional Calculus S. 62).

Wir bezeichnen im folgenden stets:

a) GroBen 1. Stufe (Punkte, Pieile) mit kleinen latein. Buchstaben
b) 2. , (Stabe, Schilde, Schrauben),, groien ,, ”

c) » 3. , (Blatter, Spate) y» kleinen griech, ”

d) » 4, (Blocke, d. h. Skalare) ” groﬁen ”

Uneigentliche GroBen (Pieile, Schilde, Spate) werden im Bedarfsfalle durch
Uberstreichen als solche gekennzeichnet. @ = Einheitsspat!
e) Zahlgrofien (Vorzahlen, Parameter usw.) mit kleinen deutschen Buchstaben.
f) GraBmannsche Quotienten (extensive Brtiche) mit grofen deutschen
Buchstaben.
g) Lickenausdricke mit grofien deutschen unterstrichenen Buchstaben,

h) Winkel durch o, , 3; AB, Ge, ¢V; usw.?)
i) Die Erganzung eines Pieils 7 in der Ebene als Hauptgebiet 2. Stufe
(im ebenen Pieilield) durch L. L7 ist der Pfeil, in welchem v durch posi-

tive Drehung um gﬁbergeht.*)

k) Die Ergdnzung eines Pieils 7 oder Schilds W im Raum als Hauptge-
biet 3. Stufe (im riaumlichen Pfeilfeld) durch L. L D ist ein Schild senk-
recht zu ¥ von gleichem Zahlwert und solchem Umlaufssinn, daB 9 1D
=4 v?.®. L W ist ein Pfeil senkrecht W von gleichem Zahlwert und sol-
chem Richtungssinn, da W L W= 4 w®.& (mod ¥ = v; mod W= m).?)

1) Die Ergénzung von Staben in der Ebene als Hauptgebiet 3. Stufe und
die Erganzung von Stiben und Blattern im Raum als Hauptgebiet 4.
Stufe durch | (vgl. Mehmke, Vorlesungen § 78 u. § 80).

m) Durch ,,=* (lies kongruent), daBl zwei GroBen gleicher Stufe sich nur durch
einen Zahlfaktor unterscheiden.

Anmerkung. Zur Vermeidung von Zweideutigkeit wurde an einigen
Stellen die regressive Multiplikation durch o bezeichnet.

Von einer durchgehenden Bezeichnung duferer Produkte durch eckige
Klammern wurde abgesehen. Die Klammern verschiedener Art haben viel-
mehr uberall die gewohnte Bedeutung.

1) Nach E. Miller in Zeitschrift fir Math. u. Phys. Bd. 49, S. 90/91.
2) s. GraBmann, Werke 1,2 § 331, S. 207/08.

3) s. ” ” » § 335, S. 211/12.

Lotze, Die Grundgteichungen der Mechanik 2



Einige Zerlegungsformeln
fiir 3-faktorige Produkte im Raum als Hauptgebiet 4. Stufe
in dualer Gegeniiberstellung.
la) ab-c=a-bc. 1b) aB-y=ua-B¥.
2a) ab-C=a-bC. 2b) ap-C=a-BC.
3a) ab-y=ay-b—by-a. | 3b) ap-c=o0c-—Bc-a.
4a) AB-c=Ac-B+4Bc-A. | 4b) AB-y=Ay-B+By-A.
5) aB-y=ay-B+ By.a
oder anders geschrieben: 5) yB-a=vya-B-Ba-y.
GL. (5) ist also sich selbst dual!

Uber die Ableitung der Gl. (4) und (5) vgl etwa:
GraBmann, Ges. Werke I, 2, S. 422/24 [GL. (10); (18); (22)].



Einleitung: Kinematik des einzelnen Punkts.

Wir betrachten im folgenden, falls nicht anders vermerkt, Punkte
stets als einfache Punkte, d. h. solche mit dem Zahlwert ,,1* und setzen
andere Zahlwerte stets als Vorzahlen gesondert bei.

Die stetige Bewegung eines Punkts p ist dann bestimmt, wenn seine
Lage als Funktion der Zeit t gegeben ist:

(1) p=p()
. . . d
und der Diiferentialquotient d—1:= p stellt, gema} seiner Bedeutung:

p = lim p‘;7/4t= o» den Pfeil (ireien Vektor) der Geschwindigkeit

dar. Wie jeder Pfeil, 1488t sich derselbe auch als Produkt seines Zahl-
werts v mit dem entsprechenden Einheitspieil ¥ betrachten:

2 p=_; z7=" 't (d3=Bogenelement).

Erscheint p als Funktion mehrerer Zahlveranderlicher u, - -- 1, so stellt
sich jede infinitesimale Verschiebung desselben dar als:

0
(3) op =23—%bun
S

= aun .un

d. h. der Pfeil der Gesamtgeschwindigkeit ist die geometrische Summe

(3) und es wird

der Teilgeschwindigkeiten 535-- u,. Dabei konnen die u, insbesondere
n
auch die kartesischen Koordinaten des Punkts bedeuten. In diesem Falle

waren die %’— konstante Einheitspfeile in Richtung der positiven Koor-
n

dinatenachsen.

Die Punktrechnung gestattet nun, auch die Lage der Bahntangente
als wesentliches Merkmal der Geschwindigkeit in die Betrachtung auf-
zunehmen; sie liefert fur den ,,Geschwindigkeitsstab“ unmittelbar
den Ausdruck:

(4) G=pp

- . . op .
(5) und statt (3") G=pp= E’[pa__un -1,
2*



2 L. Kinematik des starren Korpers

Es sei bemerkt, daBl diese Darstellung der Geschwindigkeit ohne
weiteres auch in der nichteuklidischen Mechanik verwendbar bleibt,
wihrend in der elliptischen Geometrie p stets einen Punkf, also nicht
mehr die Geschwindigkeit nach Gréfle und Richtung darstellt

Der Beschleunigungspfeil ist bekanntlich durch dt, —-p be-
stimmt; ebenso der ,Beschleunigungsstab® durch pp. Da [pp]

=pp, so erscheint der Beschleunigungsstab als Ableitung des Ge-
schwindigkeitsstabs nach der Zeit. Endlich folgt aus (2) durch Differen-
tiation nach t:

(6) p=bT4vi=ii+TqY

als bekannte Zerlegung der Beschleumgung in eine Tangentialkompo-

nente v¢ und eine Normalkomponente —n

I. Kinematik des starren Korpers.

1. Endliche Verrfickung eines starren Kérpers.
Eine solche ist dargestellt durch

(1) b = & (p1)1

wo R einen gewissen GraSmannschen Quotienten bezeichnet: & =
My38,,b,,C5
m,;a,b0,6
darstellen soll, bringen wir zum Ausdruck, indem wir fiir m; einen belie-
bigen Punkt des Korpers, fur a;, by, ¢; 3 beliebige im Korper feste Pieile
a,, b, ¢, wahlen, welche aus diesen Anfangslagen in m; bzw. as, by, ¢, @iber-
gehen (ay, by, ¢, und a,, bs, ¢, = kongruente Pfeil-Tripel!). Jedem Punkt
py=m +ra +9b + jc, entspricht nach der Verriickung der Punkt
Py =my + £ay + 9b; + 5¢,, also jedem Pleil p; — my = ra, + yb, +3¢,
der Pfeil p, — my = ta; + 9b, + 3¢5 Soll ein Pieil d bei der Trans-
formation invariant bleiben:

d= ta, + tﬁ’x +30, =ta; + ‘97’2 + 3¢
@) soist: (@ —a)+y@—b)+slc—c)=0.
Notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist:
@3 (@—a) (@, —b)(—rc)=0 oder kurzz upw=0.

DaB diese lineare Transformation eine (direkte) Kongruenz

1) 71 = Einheitspfeil der Hauptnormale; r = Krimmungsradius der Bahn-
kurve!



1. Endliche Verriickung eines starren Korpers 3

Daf dieselbe fiir kongruente Transformationen identisch erfuillt ist,
ist leicht zu zeigen, und man erhalt zur eindeutigen Bestimmung der in-
varianten Richtung d mittels (2):

(4) r:9:3=modvw : mod wu : mod uv.

Andrerseits 148t sich auch zeigen, daf die Produkte dLli, d17p und
d L'w verschwinden, dal also d auf den nach (3) komplanaren Pieilen
u, v, w senkrecht steht. ~

Damit erhalten wir als zweiten Ausdruck_ fir d:

d=1pwl=L1[wia=L1I[uv]

(5) ) - — e -
oder symmetrisch: d= 1w+ wu+ uv],

womit zugleich d ein bestimmter Zahlwert zugeordnet wird. _
Ist insbesondere m, = my, = m, so bleibt auch jeder Punkt m + td
invariant, d. h. ,jede Bewegung um einen festen Punkt m ist aquivalent
einer Drehung um die Achse md“ (Satz von d’Alembert u. Euler 1749;50).
Der Drehwinkel ® bestimmt sich dann noch aus der Gleichung:
mod 85,3, _ )

mod €v, - mod €7,
Im allgem einsten Fall (m; ==m,) erhalten wir fur die Verschiebungen
der Punkte p, =m, + a;, g =m; + b,,.1;, =m; + ¢,:
p=p—pi=my—m+a—d=m+u
E=q2—q1=m2-—m1+b2—-l;1=ﬁ+1—)
r=n—n=m—m+6—¢6=m+w
und hieraus g¢r+rp+pg=vw + wu+ uv
(7) also d=1[qr +7p + pql.
womit die invariante Richtung als Funktion der Verschiebungen dreier
beliebiger, unabhangiger, im Koérper fester Punkte dargestellt ist.
Aus (7) folgen leicht eine Reihe von Satzen Chasles’, z. B. derjenige

tiber die Konstruktion der invarianten Richtung aus den Verschiebungen
dreier Korperpunkte.

Offenbar geht jede Punkfreihe der Form s, + fd aber in eine dazu
kongruente, parallel liegende s, + fd. Sollen beide in einer Geraden
liegen, so mufl s, ~— s, parallel d sein. Soll s; auflerdem in der Ebene
P1 ¢, 1, liegen, so folgt aus der Forderung:

6) sin p =

1) e= ‘:E; v, und 7, = beliebiger im Korper fester Pfeil in Anfangs- und
mo

Endlage.



4 I. Kinematik des starren Kdrpers

'Sy — s, =Ild

wegen s, =pp, +aq, +try, also s, =9ppy +ag + 17y,
8 p:q:t=modqrd: modrpd: modpgd.

Damit ist der Punkt s, eindeutig bestimmt und der Charakter der
Bewegung erkannt: die Verriickung kann erzeugt werden durch eine
Translation parallel zu d und eine Rotation um Achse s,d (= s, d), d. h.
durch eine ,,Schraubung® (Satz von Mozzi-Chasles).

Fur den Zahlwert der Translation ergibt sich ‘
mod pgT

modd °’
wihrend der Drehwinkel @ auch im allgemeinen Fall bereits durch (6)
bestimmt ist.

Die Deutung der Gleichung (8) liefert zugleich einen hiuibschen Be-

weis ftir die von Prof. Mehmke?) seinerzeit ohne Beweis mitgeteilte neue
Konstruktion der Schraubenachse.

mod ¢ =

2. Kinematische Grundgleichung des starren Korpers.

Wird ein starrer Kérper um Achse A (mod A = 1) um den Winkel ¢
gedreht, so ist die endliche Verriickung dp des beliebigen Punkts p
analytisch gegeben durch:

() dp = | [Ap] - sin® — [(Ap) o | 4] (1 — cos D),
d. h. bp ist eine lineare homogene Funktion von p, nicht aber von A
und @.

Nq:n- im Falle infinitesimaler Verriickung wird bei Vernachlissi-
gung eines Glieds hoherer Ordnung:

dp =|[Ap] dD und nach Division mit dt:

(2) p=|I[4p] -9 =] [Up],
wenn wir den Stab der Winkelgeschwindigkeit U = A9 einftihren. Hat
der Korper jedoch eine Translationsgeschwindigkeitg so gilt fur alle seine
Punkte: p = t. Die Punktrechnung ermoglicht aber hierfar die Schreib-
weise: _ _ _
®3) p=t=1T=|[Tp].

Durch (2) und (3) sind erstmalig Drehung und Schiebung durch
vollig analoge Formeln dargestellt. Die Schiebung erscheint ge-

wissermapfen als Drehung um die o« ferne Gerade, welche der Schild T
vertritt.

1) Civilingenieur 1883 S. 207.



3. Grundlegende Sdtze iiber Grdifien 2. Stufe 5

Da jegliche Art von Multiplikation, sowie die Operation , Erganzung"
distributiv sind, so erhalten wir bei Vernachlissigung der Glieder hoherer
Ordnung fiir eine beliebige Anzahl gleichzeitiger momentaner Drehungen
oder Schiebungen U, --- U,:

@ p=|UU +Uy+---U)pl

worin die U; jetzt Stabe oder Schilde bedeuten, je nachdem sie eine
Rotations- oder eine Translationsgeschwindigkeit charakterisieren sollen.
Bezeichnen wir noch die Grofle 2. Stufe: ZU,- kurz mit S, so erhalten
wir an Stelle von (4) die kinematische Grundgleichung des star-
ren Kdorpers:

® p=|I[Sp].

Diese Gleichung enthalt im Gegensatz zu allenbisherigen Darstellungen
keinerlei willkiirliche Elemente mehr und gibt die erstmalige Losung einer
Frage von grundlegender Bedeutung: sie liefert namlich eine voll-
kommene Synthese der Translation und Rotation des starren Kor-
pers in einem analytischen Ausdruck und bildet die ausreichende
Grundlage ftir eine neue Darstellung der Kinematik und Dynamik des
starren Korpers.

Gl. (5) besagt u. a.: ,,Der Geschwindigkeitspieil des Kérperpunkts p
ist eine lineare homogene Funktion, sowohl des Punkts p als auch der
Schraubengeschwindigkeit $“

3. Grundlegende Sétze tiber Grofien 2. Stufe.

Da nach § 2 Gl (5) die Momentanbewegung nur abhéangt von der
Schraubengeschwindigkeit S, nicht aber von der Art ihrer Zusammen-
setzung, so entspricht jedem Satz fiber aquivalenie Zerlegungen einer
GroBe 2. Stufe ohne weiteres ein solcher {iber dquivalente Zerlegungen
einer Momentanbewegung.

Insbesondere gilt:

(1 1 Ist $ =3U; + 2T, =2U, + 2Ty,
so gibt regressive Multiplikation mit dem Einheitsspat &
)] SUe=2U, &=w,

da ja das Produkt eines Schilds mit @ verschwindet, d. h.

,Die geometrische Summe der den Stiben einer bestimmten Zerlegung
von S zugehorigen Pfeile 217,- = U;® ist unabhdngig von der beson-
deren Art der Zerlegung und von den in S auftretenden Schilden.”

2. S reduziert sich dann und nur dann auf einen Stab oder einen
Schild, wenn SS = 0 ist. Ist dabei S& = 0, so stellt S einen Stab dar
andernfalls einen Schild. Ubrigens ist S&@ = 0 allein schon ein hin-
reichendes Kennzeichen eines Schilds.



6 I. Kinematik des starren Kdrpers

3. Fiihrt man fir Stabe und Stabsummen gemiafl Mehmke (Vorl
§ 80) den Erginzungsbegriff ein, so folgt aus (1):

@) |s=2|U0=211=1®,
da ja | T; verschwindet. Ist S& =0, so verschwindet auch | S; demnach

ist auch | S =0 ein notwendiges und hinreichendes Kennzeichen fir
einen Schild; ebenso S| S = 0.

4. a) S ist vieldeutig darstellbar als ,,Stabkreuz*:

Y] S=U+V,=U; +Vy=+ -+ hieraus folgt:
SS
(5 —2‘=U1V1=U2V2="',

d. h.: Aquivalente Stabkreuze bestimmen Blocke (Tetraéder) von gleichem
Inhalt (Satz von Chasles bzw. von Baltzer, wenn U oder V in einen
Schild ausartet).

b) Die Zerlegung wird eindeutig, wenn die Lage des einen Stabs
vorgeschrieben ist. Denn aus S=pA+ X oder X=S—pA (modA=1)
folgt: SS
(6) XX=0=SS—2pSA oder p=355z"

Die Losung ist also eindeutig, auch wenn A ein Schild ist, falls nur SA
nicht verschwindet (A nicht dem durch S = 0 definierten linearen Kom-
plex angehort).

c) Die Zerlegung wird ferner eindeutig, wenn U durch Punkt ¢ gehen
und V in Ebene € liegen soll, welche nicht durch ¢ geht (ce &= 0!). Denn
wahlt man mod € so, daBl ce = 1, so ist nach Zerlegungsformel (5):
) S=[ce]-S=c-Se+cS-¢

=U =V
An Stelle von ¢ kann auch ein Pieil a treten, dem U parallel sein soll.
Ist a=|¢, so wird S in zwei zueinander senkrechte Stabe zerlegt, deren
einer in € liegt.
Fur € = @ wird insbesondere

(®) S=[co]-S=c-ST+cS-&
U T

als Zerlegung in einen Stab durch ¢ und einen Schild parallel der Null-
ebene von c.

5. § ist vor allem eindeutig darstellbar als Summe eines Stabs und
eines dazu senkrechten Schilds. Denn aus dem Ansatz: S=W +p|W
folgt, da | (| W) verschwindet:

|S=|W und S& = W& (¥ 0, nach Vorauss.),
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folglich W= S — p | S. Soll also W ein Stab sein, so ist

WW=SS—2pS|S=0 oder p=2iSIS§,

©) somit W =8 —3575 |

(10) und s=w+2—§|§§-(w

als stets eindeutig bestimmte ,Normaliorm" von §, falls S, und da-
mit auch S | S, nicht verschwindet. Wir nennen W die Zentralachse
von S. Die vorstehende Herleitung bzw. Darstellung der ,,Normalform*
fir S bedarf im Gegensatz zu allen bisherigen Verfahren keinerlei will-
kiirlicher HilisgroBen und ist bisher nirgends in dieser einfachen Weise
bewiesen.

Die kinematische Deutung der oben entwickelten Sitze auf Grund
der ,kinematischen Grundgleichung® liegt auf der Hand. Insbesondere
1aBt sich die allgemeinste Momentanbewegung nach (10) stets auffassen
als Schraubung, d. h. als Drehung um die Zentralachse W in Verbindung
mit einer Translation senkrecht zu| W, d. h. parallel zu W. Dagegen
gibt (8) die ubliche Zerlegung der Momentanbewegung in eine Rotation
U=cu um ¢ und in eine Translation T = 1 ¢.

Durch das in der kinematischen Grundgleichung auftretende Produkt
Sp wird jedem Punkt des Systems eine Ebene m = Sp eindeutig zu-
geordnet. Diese Zuordnung definiert das durch S bestimmte Nu'llsystem.
Auf die tiberaus einfache und durchsichtige Herleitung seiner Eigenschatten
aus der Gleichung m = Sp sei hier verzichtet.

4. Ebene Bewegung. Euler-Savarysche Gleichung.

Im Fall einer stetigen Bewegung ist durch S = S (t) der Verlauf der
Bewegung bestimmt und aus der kinematischen Grundgleichung folgen
unschwer die Gesetze der Bewegung des Systems im allgemeinen wie
in allen besonderen Fillen. Als Beispiel diene hier die Bewegung
parallel zu einer festen Ebene a.

Wir setzen also voraus, dafi dauernd

(1) ap = const.
(2) oder differentiiert: op=0=0a|Sp=pS]|oa,
fiir jeden Punkt p.

Demnach ist notwendig

@) S|la=Si=0 @=|a)
(4) also auch sa-s=32.3=0 dhSs=o,

Lotze, Die Grundgleichungen der Mcehanik 3
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Die Momentanbewegung ist also in jedem Augenblick eine reine Dre-
hung U, im Grenzfall eine reine Schiebung T. U, bzw. T, sind wegen (3)
stets parallel g, d. h senkrecht zu o, S = U({) stellt somit unmittelbar
die extensive Gleichung der Achseniliche (= Zylinderflache senkr. @) dar.

Betrachtet man die Ebene als Punktfeld dritter Stufe und folglich
das Produkt dreier ihrer Punkte bereits wieder als Zahl, so ist die all-
gemeinste Momentanbewegung der Punkte einer zu o parallelen Ebene,
die Resultante aus beliebig vielen Translationsgeschwindigkeiten v, =L ¢
und Rotationsgeschwindigkeiten 1, um die ,,Pole” m;, gegeben durch:

p=23 {v;+w|(mp)}") und fur Su=u
(5) p=| [Z (?. + u‘m‘)p] = u | (mp)

wenn wir den Punkt ( 211,) m =2(ti + u,m,) einftahren. (5) zeigt erneut,
daB die ebene Momentanbewegung jeweils dquivalent ist einer reinen
Drehgeschwindigkeit um den ,Momentanpol“ m, der im Falle Su, = 0
ins Unendliche rtickt. Wir verwenden (5) zum Beweis der
Euler-Savaryschen Gleichung: Eine beliebige, in der beweglichen
Ebene o feste Kurve (C;) umhiille bei ihrer Bewegung die Kurve (Cs)
in der mit o kongruenten festen Ebene a.

Es sei (C,) gegeben durch p = p (q), wobei der Zahlparameter q die

Bogenlinge bedeute. -Dann ist 5’—; der tangentiale Einheitspfeil ¢ in p an

(C,). Bewegt sich nun p auf (C,), indem q = q (), und zugleich (C,) mit
a’, so ist allgemein:

dp op . ,dp__op.
(6) G =P =75, 9+ 5 =5, 4+ ulmp)
Insbesondere moge p jeweils den augenblicklichen Bernhrungspunkt
der Kurven (C,) und (C;) bilden; dann ist offenbar stets — = %; oder
op 0 -
@) af; = q L | np) =£| (mp) = 0.

Diese Schildgleichung definiert q als Funktion von t und besagt u. a,
daB mp stets senkrecht ist zu £. Demnach liegt m stets kollinear mit
den zu p gehorigen Kriimmungsmittelpunkten k, und k, der Kurven (C,)

und (Cg): b 5
®) m=Sndak

(v, und 1, = Abstinde des Pols m von k; und k).

1) Vgl S.V No. 1) bzw. Mehmke, Vorlesungen, § 78.
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Weiter ist offenbar die Gesamtgeschwindigkeit p darstellbar als er-
zeugt durch eine Rotation um k,:

) p= u2 I (Rsp),

ebenso die Relatlvgeschwmdlgkelt q in der Form:
op

(10) aq ull(klp)

(11) so daB: p =y | (kyp) = uy| (R, p) + u|(mp).
Aus (8) bis (11) folgt dann leicht:
U (Tt 1 1
(12) w= BB e (¢ )
Nun gibt (7) differentiiert:
t|(mp) + | Gnp) + t|(mp) =0
dt - - .-
(13) oder:  “=p|(mp)—tLm+iLp=0
(d® = Kontingenzwinkel, also o= u,))
d. h. skalar: — 9 — 1) — v, sin® 4+ Ly, = 0

~ A .
(f, = Krimmungsradius = mod k,p; & = {m (np)}; v,, = mod m)

(14) oder: v, sin b= $r2 = U, T,.
Damit wird (12):
u .o/l 1
(15) g=smﬁ(q+?z)-

Die linke Seite von (15) ist unabhingig von der besonderen Wahl
der Kurve (C;). Wiahlen wir fur sie die Korperzentrode, so ist stets
m =p und die v, und v, gehen tiber in die Krﬁmmungsradien " und t”

der Korper- bzw. Raum-Zentrode; gleichzeitig wird o= und wir er-
halten:
u 1 1
(16) =yt
oder mit (15):
.ol 1 1 1
(17) sind (¢ +3) = v+

die Wahl der Vorzeichen von t; und vy, bzw. t" und t” wird durch (8)
geregelt.
3*
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5. Beschleunigungszustand des bewegten starren Korpers.
Fur stetige Bewegungen folgt aus der kinematischen Grundgleichung
p =|(Sp) durch Differentiation nach t:
(1) p=1(p) +1(Sp) =|(Sp) + |IS| (Sp)]-

A. Beschleunigungszentrum; Beschleunigungsellipsoid.
Soll die Beschleunigung eines Punkts p, verschwinden, so ist:

@) Bo=1Gpy) +1(Sp) =0,

folglich mufl ¢ = §po + Sp, ein Spat sein oder verschwinden. Not-

wendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, daB das Produkt von
@ mit drei unabhéngigen Pfeilen a, b, ¢ verschwindet:

aSp, +aS|(Spy) =p, {S](88) — Sa} =0 =pye
(3) und ebenso: PoB = Do {SI(SB) —Sb) =0
PoY =p, {S](S9) — S¢) =0.
D, ist also eindeutig bestimmt als Schnittpunkt der Blatter o, B, ¥, falls
dieselben linear unabhéngig sind. Letzterer Fall kann nur eintreten, wenn
der Schild uu = S@ - S® verschwindet, also der Pfeil der resultierenden
Winkelgeschwindigkeit stationdre Lage hat. Dann liegt p, im Unendlichen
oder es existiert eine ,,Achse“ von Beschleunigungszentren.

Da mod p = mod {Sp + S|(Sp)}, so ist der geometrische Ort aller
Punkte p von numerisch gleicher Beschleunigung a bestimmt durch:

() [Sp + S|(Sp)lE=a?
oder auch wegen p, = 0:
@) S —p)+ S| {S—p)} B=0a%?

Diese Gleichung stellt fur die verschiedenen Werte von a Ellipsoide mit
Mittelpunkt p, dar, welche im Fall einer ,,Beschleunigungsachse* in
Zylinder ausarten.

Da allgemein [¢ + @)% = @2, so wird fur S=U+ T (&) einfacher:

@) [0 —p) + U| {Up —py)} 12 =,
ia bei Beschrinkung der Rechnung auf das raumliche Pieilfeld:
O [ —p) +ul{ap—p))lt=0

1) Das stets als Skalar betrachtete Produkt einer Groe mit ihrer Erganzung

(inneres Quadrat) sei im Hauptgebiet dritter wie vierter Stufe durch den
unterstrichenen Exponenten 2 bezeichnet.



5. Beschleunigungszustand des bewegten starren Korpers 11

d. h. ,,Fur die Lage und Gestalt des Beschleunigungsellipsoids ist aufier
Po nur noch der Pfeil u der resultierenden Winkelgeschwindigkeit und
dessen Derivierte nach der Zeit maBgebend”.

B. Aus (1) folgen ferner muhelos die natiirlichen Komponenten
der Beschleunigung, wenn man fur S die besonderen Ausdriicke
wahlt, in die es in den einzelnen Sonderfallen jeweils fibergeht. So ist
im Fall der spharischen Bewegung um einen festen Punkt m: S=U
= mu = ume(mod e = 1); demnach S=U=mu=1ume + ume und
folglich: .

p =|(mup) + | [U|(Up)]

() = u|(mep) + | (mep) + | [U| (Up)].

Das dritte Glied ist ein Pieil, gerichtet von p senkrecht gegen U, vom
Zahlwert u’r, die Zentripetalbeschleunigung (t==Abstand von p und U);
das zweite Glied ein Pieil in Richtung p, vom Zahlwert u - 1, die Tan-
gentialbeschleunigung; endlich das erste Glied ein Pieil, herrithrend von der
A
Lageninderung der Momentenachse, vom Zahlwert u% -{ (do=Kon-

tingenzwinkel konsekutiver Drehachsen; [ = Abstand von p und Stab mé).

Zerlegen wir im allgemeinen Fall einer beliebigen Schraubenge-
schwindigkeit S in den Stab U=c- S@ =cu durch den Kérperpunkt c
und in den Schild T=¢S-® = L ¢, so ist:

p=|(up) + [(Tp) =|(cup) + ¢
und hieraus: p=|(up) + | (cup) + | (cup) + &
=1 (¢@r) + | (cup) + | le | (cup)] + | (cué) + &

und weil |(cuc) = 1 (ue) =— L (cu):

6 p=|(cup) + | lett|(cup)l + ¢

d. h. zu den Komponenten der Beschleunigung bei festem ¢ tritt im
aligemeinsten Fall nur noch additiv der Pfeil ¢ hinzu. Wahlt man far
¢ den Koérperpunkt, der momentan mit dem Beschleunigungspol p, koin-
zidiert, so wird (6):

(7 p=|(poup) + | poii | (PomP)]

d. h. ,der Beschleunigungszustand ist auch im allgemeinsten Fall derselbe,
wie wenn das System jeweils nur um den als ruhend betracnteten Be-
schleunigungspol p, rotierte®.
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6. Beschleunigung der Relativbewegung.

Es seien p und p die Pfeile der Geschwindigkeit und der Beschleu-
nigung des Punkts p, beurteilt relativ zu einem mit der verdnderlichen
Schraubengeschwindigkeit S bewegten starren System.

(1) Dann ist: P =1°J + [(Sp)

(2) und differentiiert: p + ( ’ Sp ).

Nun gilt (1) fur beliebige Punkte, somit auch ftir Punktdifferenzen,
d. h. fur Pfeile:

1)

Fiir ¥ = p erhalten wir dann aus (2):
b=5+16H+16p) +168)

=p +1(SP) + | (Sp) + | (Sp) + | [S | (Sp)]
®3) =p+|Sp) +1[S]|(Sp)l + 2| (Sh)

= Relativbeschleunigung + Fiihrungsbeschl. + Coriolisbeschl.

Da die Erganzungen von Spaten verschwinden, folgt aus (3) far S=U+- T:
(3" p=p+|(Sp) +11U|ESp]+ 2] UD).

Insbesondere ist die Coriolisbeschleunigung:

2| (Sp)=2|(Wp) =21 (up)

lediglich eine Funktion der resultierenden kaelgeschwmdxgkelt u und
der Relativgeschwindigkeit p, vom Zahlwert mod u - mod p - sin (up)

Fiir v = p gibt noch (1) (m1t Y statt v)

@ 5=W+|(Sb)=ﬁ+l(ﬁi))

als vektorielle Form der Formeln von Bour.")

Beispiel (zugleich als Uberleitung zur Dynamik): Bewegung eines
Massenpunktes relativ zur bewegten Erde:
_ Wir zerlegen die Schraubengeschwindigkeit S der Erde in den Schild
T der Translationsgeschwindigkeit ihres Mittelpunktes m und den Stab
U = mu ihrer Rotation um m:

(5) S=U+T=mu+T,

wobei m= L T = ¢ zu setzen ist.

1) Marcolongo, Theor. Mechanik I S. 116.
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Ftr die Dauer irdischer Beobachtungen ist u vollig, und T bzw. t mit
groBiter Anndherung konstant. Daher ist

S=U=mu=tu

und | (Sp) =| (#1p) = L [fu] = const.
Damit wird (3"):
©) p=p+ L1l +| W] @] +| W) +2]| Up)
und da | (Ut) = L (ut) = — 1 (tu),
so ist p=p—|IU|(Wp]—2]|Up)
(69 =p+z—2.L@up).
Weil ferner mod U=1u =§%ﬂ® sek™* sehr klein, so wird die Zentri-
fugalbeschleunigung z = — | [U | (Up)l =u* (p — f)*) ebenfalls Kklein,

trotz des namhaiten Werts von mod (p — f) (= einige tausend km).
Weiter ist z==|[U| (Up)] klein von der Ordnung u? d.h. praktisch = Null.
Ebenso A z =|[U]| (UAp)], die Anderung von z beim Ubergang von
p zum Punkt (p + Ap). Daher ist z, von der Erde aus beurteilt,
zeitlich und raumlich konstant.

Wirken nun auf einen Massenpunkt np aufler der Schwerkraft be-

liebige weitere Krafte mit der Resultante k, so erhalten wir aus (6°) in

Verbindung mit Newtons 2. Bewegungsgesetz: mp = mg + k (g = Pfeil

der wirklichen Fallbeschleunigung)

) mp=mg+ k+mz—2m L (up)
=mg'+k—2ml@p) @=g+32.

Aus dieser Gleichung folgen leicht die Gesetze der Relativbewegung in

den einzelnen Fillen.

Hier sei die Betrachtung auf den Fall beschrankt, da§ die Bewegung
parallel der zu g’ senkrechten Horizontalebene o des Beobach-
tungsortes a erfolgt. Dann sind offenbar p und p stets zu o parallel.
Zerlegt man noch u in eine Komponente u,, in Richtung der Ortsnormalen
an (n=| o) und eine solche u, parallel zu o, so wird (7):

) mp=mg +k—2m L (u,p) — 2m L (u,p).

Da die senkrechte Projektion v, eines beliebigen Pieils v auf o, namlich
v,=vn- 0 als lineare homogene Funktion von v distributiv ist, bleibt
(7°) richtig, wenn man darin jedes Glied durch seine Horizontalprojek-
tion ersetzt, und man erhalt:

8) mp =k, — 2m L (u,p),

1) f=FuBpunkt des Lots von p auf U!
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Denn auch L (u,p) ist senkrecht o, weshalb seine Horizontalprojektion
verschwindet.

Beurteilen wir endlich diese Bewegung von einem neuen Bezugs-
system aus, das sich um die Ortsnormale an mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit 1, =modu,=u-sin® in Richtung des taglichen scheill-
baren Sonnenlaufs dreht (¢ =geogr.Breite von a), so ist fur U,= — au,,
nach (1): 0 X

M p=P+I(UnP)1)
und nach 3): p=p +|[U,| (U,p)] + 2| (U,p)

~p—2L1@,p),

denn | [U,| (U,p)] ist von der Grofenordnung u? also = 0.
Damit wird (8): _
9) mp =k,
d. h. ,Horizontale Bewegungen finden auf der rotierenden Erde relativ
zu einem um die Ortsnormale im Sinn des scheinbaren Sonnenlaufs mit
Winkelgeschwindigkeit u,, = u - sin® rotierenden Bezugssystem ebenso
statt, wie die entsprechende Bewegung in einem ruhenden System*“.
Damit ist u.a.die Theorie des Foucaultschen Pendels erledigt, dessen

Schwingungen bei kleiner Amplitude in groBiler Anniherung parallel zu
o sind.

II. Aligemeine Dynamik materieller Punktsysteme.

1. Die Bewegungsgleichungen.

Auf den materiellen Punkt m,p, mit der Masse m, eines Systems
wirke die Gesamtkraft £,. Dieselbe ist die Resultante der von den tibrigen
Systempunkten m;p; ausgetibten ,inneren“ Krafte kj und der Summe

kf der ,auBeren” Kraite. Die Bewegungsgleichung eines beliebigen
Systempunktes lautet demnach:

(1) by = ki + ki =k
oder in Stabform:
)] M, ppPp = ‘12 prkl + Pk = phEh;

= 2K + K = K.

1) p und P =Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung im neuen
Bezugssystem!
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Durch Addition tiber alle Massenpunkte mt,p, folgt hieraus, da 2 yk’
verschwindet (nach Newtons 3. Gesetz):

® At Swp =
(4) bzw. 37 dthhphph—QZKHZKﬁ——-D.

Wegen %’ 2 Ki-@ = 0 ist die Stabsumme der inneren Kraite ein
Schild (Krﬁfte;)aar), der u. a. im Fall von Zentralkriaften verschwindet.
Wir nennen J —-2mhphph die Impulsschraube oder kurz den Impuls
des Systems, entsprechend j = thph den Impulspfeil oder die Bewe-
gungsgrofie. Wir setzen weiter th = m, und fithren durch

mg-s= thph
den Massenmittelpunkt ein. Damit wird (3)
mgs = Sk
oder beim Fehlen auflerer Kréite:
mes =0
und integriert: m s = const = mgc
s=s,+ct  wie bekannt.

2. Momente des Impulses J und der Dyname D.
Wir multiplizieren (4) mit einem beliebigen Punkt c:

. d .
(1) CJ=cd_tZ| m,,phph=02Kh=cD.
Falls ¢ ruht (¢ = o), wird, wenn wir
(2) cJ=pn, und c¢D=1d, setzen:
. d 7 .
® He = 77 Z mucpppp = cD=2,.

Das Blatt p, heie das Impulsmoment um ¢ und entsprechend d,
das Kraftemoment um c¢. Die geometrische Deutung von (3), die den
Flachensatz ausspricht, ist evident.

(3) ist als ,,Blatt“gleichung 4 Zahlgleichungen aquivalent, besagt
also inhaltlich mehr als die tiblichen 3 Momentengleichungen der Koor-
dinatenmechanik.

Ist JJ & o, so ist durch py, = ¢J (und ebenso durch d,= ¢D, falls
DD = 0) wieder ein Nullsystem bestimmt. Die bei einem solchen {iblichen
Benennungen wurden historisch eben durch die Betrachtung des durch
D bestimmten Nullsystems nahegelegt.

Lotze, Die Grundgleichungen der Mechanik 4
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Fiir die Momente um eine Achse A (mod A==1) finden wir entspre-
chend:

() AJ=ASK,=AD=10g

und bezitiglich einer Ebene € (mod € = 1):

(5) ed = e XK,=¢€D=d,.

Fuir feste A, bzw. € werden (4) und (5), wenn AJ = Mgz, €J =m,:

(6) Ma=Aa und 1 = d.. (7)

Auch die Deutung dieser Gleichungen folgt unmittelbar aus den
grundlegenden Definitionen der Punktrechnung.

3. Invarianten der Bewegung eines ,volistindigen“ Systems.

Fur ein vollstindiges (abgeschlossenes) System ist, weil duBere Krafte
fehlen:

8)) J=d£t2mhphl3h=22K§l=R
T

ein Schild, der u. a. im Fall von Zentralkraften dauernd verschwindet.
Unter dieser Voraussetzung ist

(2 a) J=0
(3) und  J=_myp,p, = const. (Absolute Invariante)

d. h. ,die Impulsschraube eines abgeschlossenen Systems ist konstant®,
ebenso nattrlich auch

(3a) J®& = j = m,§ = m,¢ = konstante Bewegungsgrofe.

b) Ist wieder ¢ ein fester Punkt, so folgt aus (3):

(4) e¢J=_muep,p,=n,= const. (Relat.Invariante, abhangig von c).
W, ist die ,invariable Ebene“ und (4) driickt das Prinzip der Erhaltung
der Flachen aus. Wahlen wir ftr ¢ den Schwerpunkt s = s, + ¢t, so folgt:
(5) sd=syJ +¢J -t=y + 1@ (da ¢J = sJ = @).

Das Impulsmoment um s ist also keine Invariante, doch bleibt das Blatt

sJ nach Stellung und Zahlwert konstant, d. h. sJ - @ ist ein invarianter
Schild.

c) Fur eine feste Achse A (mod A = 1) ist entsprechend:
(6) AJ = Ma = const.
Ist insbesondere A = der Zentralachse von J oder auch A =s3S, so
folgt in beiden Fallen
JJ

(7 AJ= 5T = const. (absol. Invariante)
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d. h. das Moment des Impulses um dessen Zentralachse, bzw. um die
Achse = s ist gleich dem Parameter der Schraube J.

d) Sei endlich € eine feste Ebene (mod e = 1), so ist:
® €J = >'m,ep,p, =m, = const. (Relat. Invariante)

als Satz vom,,invariablen“Punkt (duales Gegenstiick zurinvariablen Ebene).

4. Potential. Energiesatz.

Sei ¢ (py, Py - D, eine Zahlfunktion (Block) der n Punkte des
Systems. Einerinfinitesimalen Anderung dp,nur einesbestimmtenPunktes

p,, entspricht dann das partielle Differential d, ¢ = &’ dph. Hierbei ist
ap im allgemeinen ein Liickenausdruck mit einer Lucke, also ein
extensiver Bruch (Quotient).!)

Ist jedoch ®, wie hier, eine Zahlfunktion, so 148t sich a%% dp, stets

als dufleres Produkt @, dp, eines Blattes ¢, mitdp, schreiben. Wir nennen
in Anlehnung an GraBmann d. J.?) das Blatt ¢, den ,dueren” und den
Pfeil | ¢, den ,jinneren* partiellen Differentialquotienten von ® nach py.
Im Fall konservativer Krafte 1aBt sich nun der Pfeil der auf p, wirken-
den Gesamtkraft darstellen als innerer Differentialquotient eines ,Poten-
tials“ @ (p, - -+ p,) nach p,. Dann lauten die Bewegungsgleichungen:

(1) m,py = | 3Ph Eh
2 bzw. W,ppPn= P l a = K
und nach Multiplikation mit | p, p,dt = | prdp;, folgt:
. . lod
6)) my, [Pabr | prBAl dt =ps | TN | (prdpn) = 3Ph dPh

Hieraus ergibt sich durch Summation tiber alle Massenpunkte und Inte-
gration:

@ A= 2 S papalt=® (py, - +p,) + E (ntegr.-Konst)
oder fir —® =V¥:

@) AN¥Y=E

als Gleichung der Energie.

1) GraSmann, Werke I, 2 S. 289{f.; bes. Nr. 438, S. 295,
2) Sitzungsber. der Berliner Math. Gesellschaft 8, Jahrg, 1909, S. 106/07.
4‘
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5. Das Zweikdrperproblem.

Um Beispiele nicht ganz zu unterdriicken, sei hier die Integration des
Zweikorperproblems durchgefiihrt.

Fir Zentralkrafte werden die Bewegungsgleichungen der beiden
Massenpunkte m, p; und myp,:

(1) myp;p; =) - pyps =K,
1) Mypy P =E(r) - pap; = Ky = — K,
und nach Multiplikation mit @':
my p; = () (po — py) = 1;1
(2) mypy = £(t) (py — pg) = ke = — k,.

Dabei ist £(r) eine reine Zahlfunktion des Abstands r der Massen-
punkte.

Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Integrale der
Bewegungsgleichungen erhalten in unsrem Fall die Formen:

m, p; + m,pe o =
als Bahngleichung des Schwerpunkts;
(4) f{erner: m,p; p; + Meps Py = J = const. Impulsschraube

und nach Multiplikation mit einem festen Punkt ¢ (¢ = 0):

(5) myep; Py + Myepypy = ¢J = p, = const.”)

als Ausdruck far den Flachensatz, bzw. die invariable Ebene, beztiglich c.
Weiter erhalten wir als Gleichung der Energie:

(6) A+ [ t@)rdr =E.

Da (3) bereits die absolute Bewegung des System-Schwerpunkts be-
stimmt, gentigt es, noch die relative Bewegung von p, und p, um s

zu bestimmen. Wir setzen deshalb p; — s=r; und p; — s =rs. Nun

teilt s = T‘—i‘{%& die Strecke p, - - - p, stets im gleichen Verhaltnis
1 2
m, : m;. Somit ist:
— — —_
pp—s=r= ___‘msl_(iz___m2 2)
=7 = T @ —D)
¥)] Do —S=T1; m, - m,

1) Eine hiibsche geometrische Deutung der zu (5) dualen Gleichung:
mye-p, Py +mye-p, P, =eJ=const. gab Mehmke in der Zeitschrift far
Math, und Physik Bd. 49, S. 96.
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und wegen s = 0 folgt hiermit aus (2):
=) (m +m,) —

(8) my P, = myr; = m,
K —1I(r) (m my) —
Wy py == MyTy == ()—(m':-i—'_)rz

als Ausgangsgleichung fiir die weitere Integration.

Ganz entsprechend folgt als Differentialgleichung der Bewegung des
einen Korpers relativ zum anderen, etwa von p, um p;, wenn wir
ps — p, = r (ohne Index) setzen:

9) my iy - r=— B(x) (my 4+ my) 1.
*m,

Da im Fall der Gravitation ¥(x) = - = M , S0 handelt es sich bei (8) und
(9) beidemal um die Integration einer Gleichung der Form

(10) F= L7 ftor g =t (m +myl.
Hieraus folgt:

77 = 0 und integriert:
(11) 77 = C = konst. Schild der relativen Flichengeschwindigkeit
(11) oder skalar ¢ = konst. = f (1. Keplersches Gesetz).
Nach (11) sind die Pfeile r und T und infolge (10) ebenso r zu allen
Zeiten dem unveranderlichen Schild C parallel und gehoéren deshalb dem
durch C bestimmten ebenen Pfeilfeld an, in welchem wir nachher die

Erganzung ,L“ einfthren [vgl. die Bezeichnungen S. V, i)]. Zunichst
gibt (10) mit (11') erweitert:

02 i eegta ()
Nun ist d1e Ableltung eines stets zu C parallelen Emhextspfenls e nach

der Zeit: e=1Le- @ und folglich auch L e = —e@.
Da aber ( ) einen solchen Einheitspieil darstellt, gibt (12) integriert:

(13) fr=+g°L (—;) + ¢ (Integr.-Konst.).
Der Hodograph der Relativbewegung:
(14) x=a-+r (a+f)+fL -
m
92

ist demnach ein Kreis vom Halbmesser T
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Setzt man in (13) ¢ = L b und multipliziert mit 7, so ist:

(15) Prr=gt il 7 LB
(15") oder skalar: fP=g% +1tb-cos®
=1 (3® + b cos P)
f2
g* p

(15”) und hieraus r= =
1+§B§COS$ 14ecos @

als bekannte Form der Bahngleichung (2. Keplersches Gesetz).

6. Das Prinzip von d’Alembert. Lagranges Gleichungen 1. Art.

1. Hat ein materielles System beschrankte Bewegungsireiheit, so ist
nach d’Alembert fuir alle denkbaren, mit der momentanen Konfiguration
und den Bedingungsgleichungen vertriglichen, umkehrbaren virtuellen
Verschiebungen die gesamte Arbeit der Zwangskraite gleich Null (wobei
in den Bedingungsgleichungen die Zeit nicht mit variiert werden darf).

Schreibt man die Bewegungsgleichungen der Massenelemente in der

Form my,pp = Eh + E;z, bzw. m,pupp = K;, + Ky,

indem man die Zwangskraite k;,, bzw. K}, von tibrigen auf p, wirkenden
Kraften trennt, so besagt d’Alemberts Prinzip, daB fiir alle umkehrbaren
virtuellen Verschiebungen dp, gilt:

(1) 2k, L dp, = > (mypy, — ky) L dp, =0

(1) bzw. ZKI,z L dp, = S (nypspp — Kp) L 3p, =0,

je nachdem man im riumlichen Pieilfeld oder im raumlichen Punktfeld
operiert. Damit ist das Prinzip analytisch formuliert. Im Fall des Gleich-
gewichts miissen die Beschleunigungen verschwinden; dann wird (1):
) 2k, Lop,=0; bzw. 2K, L dp,=0 @)
als Darstellungen des Prinzips der virtuellen Verschiebungen.

2. Bestehen zwischen den n Massenpunkten eines Systems t skalare
Bedingungsgleichungen (r << 3n) von der Form:

@) A;(py,ps- - p) =0
so folgt hieraus: p
Y 0 4;
4 0A; = 2Pn dpp = quihbph = 0.}
—_— h R

1) Im Fall nicht holonomer Bedingungen sind dieselben von vornherein
in der Form _,?q),-hbph =0 gegeben.
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Multipliziert man diese ¥ Gleichungen (4) mit den noch unbekannten Zahl-
faktoren y;, P,, - - - P: und addiert sie zu (1'), so hat man:

®) 2, {thhPh — K +2P;Ph }-L dpr =0,
h
. 24; A4; .
da ja aphbph =phl P 1 dp, ist.

Durch denselben Gedankengang wie in der Koordinaten-Mechanik
1aB8t sich zeigen, daB die durch die v Gleichungen (4) beschriankte
Willkiirlichkeit der dp;, durch die noch freie Verfigung tiber die r Werte
p; ausgeglichen wird, und daf} bei geeigneter Wahl der p; in (5) die
Klammeriaktoren der dp, einzeln verschwinden. Wir erhalten somit die
n Bewegungsgleichungen (Lagranges Gleichungen 1. Art in extensiver
Form):

. 24 0A
(©) 0 =m,pppp — Kp + P1Pn 31,;1 + -+ Pepa ‘5‘1;:‘1
bzw. nach Multiplikation mit @:
6" O—mhph_kh‘f‘% + g oPn

zur Bestimmung der Bewegung und der Reaktionskrifte.

Im Falle nichtholonomer Bedingungen treten an die Stelle der g;

die Pip-
7. Das Gaufische Prinzip.

Die holonomen oder nichtholonomen Bedingungsgleichungen seien
jede in der Form: 2q>hbph = 0 gegeben. Ferner sei p, die tatsach-
lich eintretende Beschleunigung von p;, so dal p, nach der sehr kleinen
Zeit At die Lage p, =pp,+Prn—7 W +pn Zf erreicht, Ist wieder &y, die

geometrische Summe der nicht vom Zwang herrtihrenden Krafte auf py,

- k
so wiirde dem Massenpunkt durch &, allein eine Beschleunigung =Tni,,

erteilt. Derselbe kime also nach der Zeit At in die Lage

At | B, At

Pr="pPntPuyr 5 a1

und die Abweichung der ,,wahren“ Bewegung von der ,ireien® hat dem-
nach den Betrag: .
App=pp —Pp= (ph——) A
wy,/ 2!
Nach Gau#fl ist nun die wahre Bewegung vor allen andern mit den
Bedingungsgleichungen vertraglichen Bewegungen dadurch ausgezeich-
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net, daB (A p,)? ein Minimum wird. Wegen der Konstanz des gewZhlten
h
Zeitelemenis At ist damit dquivalent, daf§
_ - kp)\2
z=2>"(pr~ )
ein Minimum wird, oder dafi:
ST AU
(1) 0Z= D (n— =) L 25, =0

fur alle mit den Bedingungsgleichungen vertraglichen Variationen dp,.
Nun folgt aus >'9,0p, =0 durch Differentiation nach t und wegen der
h

Vertauschbarkeit von Variation und Differentiation:
(2) ?[@hbph + Cphbﬁh] =0

(3) und 200D + 20,0p, + @pdPsl = 0.

Da aber der Unterschied zwischen freier und wahrer Bewegung erst
in den Gliedern der Beschleunigung sich zeigt und somit die p, und
th nicht variiert werden diirfen, so wird (3)

3) DPpdp,=0.
Die Willkiirlichkeit der dpj, unterliegt daher genau denselben Einschran-
kungen wie diejenige der dpj; beide konnen einander also vertreten.

Damit wird (1): ~
, B
2(17"_?3%,) L op, =0,
oder, weil ja der numerische Wert der dp, beliebig ist:

(4) Syp, — k) L dpy =0
d. h.,das GauBsche Prinzip ist dem d’Alembertschen vollig dquivalent.

8. Hamiltons Prinzip.

Auf ein System mit beschrankter oder nicht beschrinkter Bewegungs-
freiheit mogen Kraite wirken, die ein Potential ® =® (p, - - - p,) be-

sitzen. Seine Wucht ist dann A =2_‘1;£ [prpn)
Wir nennen mit Hamilton das Integral

t
1) H= [(A+®) dt
to

die ,Aktion® des Systems beim Ubergang aus der Lage zur Zeit t, in
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die Lage zur Zeit t. Diese Funktion offenbart ihre Bedeutung, wenn wir
ihre Variation bilden, ohne die Zeit mitzuvariieren. Man erhilt:

t t
@) bH=bf(A+¢)dt=f(z>/\+b¢)dt.
To to
ist DA = 5, L dpy: 00 =225
Nun ist _thl’hl’h DPhs = 2mn Pn

t t
. . od
aso wt = [ Smpui 4 opy-at + [ 3155 ooy at
o fo
oder nach partieller Integration tiber das 1. Glied:

t
. t - . od
bH:thphph-prh:Lo—fZ mhphphlbph'dt_fzrphbph'dt
to to

3 t
= thphi’h 1 bp”:}:o——;/?dt { 2 (mhphl'ih — Px I a%‘,l—;) 1 bph} )

Nach d’Alemberts Prinzip ist in (3) der Ausdruck unter dem Integral-
zeichen ,Null“, wenn, wie wir voraussetzen, die dp, die etwa vorliegen-
den Bedingungsgleichungen nicht verletzen.

Die Variation dH ist also nur abhingig vom Anfangs- und Endzu-
stand des Systems und ihrer Variation und verschwindet zugleich mit
der letzteren.

Dann ist
(4) SH=0

und dies ist Hamiltons Prinzip. Aus ihm folgt umgekehrt wegen der
willktirlichen Grenzen des Zeitintegrals sofort die Guitigkeit des Prinzips
von d’Alembert. Existiert kein Potential, so tritt an Stelle von d® der

Arbeitsausdruck bW=2phl;h 1 dp, = Swudpy, d. h. ein Blatt y, an
Stelle von 29,
9Pn

9. Lagranges Gleichungen 2. Art.

Die i Massenpunkte nt,p, seien samtlich Funktionen von 1 unab-
hangigen Zahlveranderlichen uy, uy « - - 1, (1t < 31).

Zur Beschreibung der Bewegung geniigt dann die Bestimmung der
i, als Funktionen der Zeit: u.=u,(t). Sie gentigen n skalaren Difieren-
tialgleichungen, die wir nun aufstellen.
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Wir betrachten dabei zur Abwechslung den Raum als Hauptgebiet
3. Stufe (raumliches Pfeilfeld), also Spate als reine Zahlwerte, und
verwenden deshalb d’Alemberts Prinzip in der Form:

(1) D(mypy—ky) L dp,=0.
(2) Aus Pr=0pp W, 0 -1, 1) folgt zunichst:
3) ng hdu,  (t wird nicht variiert!).

Wegen der Willkiirlichkeit der di; mufl (1) insbesondere auch ver-
schwinden, wenn die d9p, von der besonderen Form (dp.)s= i)ut
sind. Hiermit folgt aus (1) nach Unterdriickung des Faktors but.

Y . - bp,, .

@ P (mhvh— hy) L 5ot =0

(4) oder Z'mhph Zkh ap"

(K; = verallgemeinerte Kraftkomponente = Skalar.)

Umgekehrt folgt aus der Erfallung aller dieser n Gleichungen (4) wieder
die Gultigkeit der (1).

Nun ist:
. 0 0
(5) Ph= aph + ph ul + + ph
. . 3Ph _9pn.
(6) folglich auch: Frat F

Damit wird die linke Seite von (4°):

2 mup, L =T 2 M,y -L 2 mypp L 5 (g’;—f)

=T 2 Dy, -'- 2 mp, L
d a(%phz) _ 23 7o
7 7

oug

Damit wird (4°):

™ T ok ow

als System von n skalaren Differentialgleichungen, eben den Lagrange-
schen Gleichungen 2. Art.
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Ill. Dynamik des starren Korpers.

1. Die dynamische Grundgleichung des freien starren Korpers.

Die auf ein Massenelement m;p, eines starren Kérpers wirkende,

nicht von den starren Bindungen herrithrende Gesamtkraft sei K, = pj kp.
Dann ist die Resultante der auf p, wirkenden Zwangskrafte durch
(m,p,Dy, — K;) bestimmt und nach d’Alemberts Prinzip muf} sein:

1) g (m,pppr — Kp) L 0p, = 0.

Fir starre Korper ist aber gemafl der kinematischen Grundgleichung
dpp =1 (S - ps)

also Lodp,= (@S -pp) @& (S = virtuelle Schraubung!)

Damit wird (1):

() %“(mhphﬁh — Ky) - @Spp) @ = %(mhphﬁh — K;)) 85 =0.

Ist insbesondere der Korper frei, also S willkirlich wahlbar, so ist not-
wendig:

) %' (mupppr — Kp) = 0.

Da beim starren Korper die einzelnen Massenelemente keine individuelle
Rolle mehr spielen, lassen wir kiinitig alle Indizes weg und schreiben
unmiBiverstindlich:

@) Smpp =+ Supp= SK=D.
Da ferner stets p = | (Sp), so wird (3"):

” - d
3 J=3Dmp|(Sp)=D

als ,dynamische Grundgleichung® des ireien starren Korpers. (3”)
ist als Schraubengleichung sechs Zahlgleichungen &quivalent. Sie ge-
niigt daher zur eindeutigen Bestimmung der Bewegung, weil ja der ireie
starre Korper gerade Bewegungsireiheit sechsten Grades besitzf. Als
erstes Ergebnis folgt aus (3”) der fundamentale Satz:

,Die Wirkung eines Kraftsystems am starren Korper ist lediglich
abhingig von der Stabsumme (Dyname) der angreifenden Krdifte. Ins-
besondere kann daher der Angriffspunkt jeder Kraft lings ihrer Wir-
kungslinie verlegt werden.”
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2. Wucht und Arbeit am starren Korper.
1. Die Wucht eines beliebigen Massensystems ist:

(1) /\=2%02 (b = mod p).

Fiir ein starres System ist aber p = | (Sp), also mod p = mod (Sp); da-
mit ergibf sich:

(@) N=35v = 35ISp|Spl—3-SJ

als fundamentaler Ausdruck fiir die Wucht eines starren Systems.
Ist die Bewegung stetig, so gibt Differentiation von (2):

A=Swu[Sp|Spl+SmlSp| Spl

Das zweite Glied rechts verschwindet wegen p = | Sp und es ist:

6) A=ZmSp|Spl =SJ.
Andrerseits folgt aus 2A = SJ: 2A = SJ + SJ,
(3") also ist A=8SJ=8J.

2. Bei einer durch dp = | (Sp) - dt bestimmten infinitesimalen Bewe-
gung leisten die Krifte K die Elementar-Arbeit:
dW=Kldp=I[K-(Sp-@)]dt=_"KS - dt
und somit ist ihr Effekt:
(4) W= _JKS=DS,
d. h.: ,Der Effekt ist unmittelbar gegeben durch das duflere
Produkt der Dyname D mit der Schraubengeschwindigkeit S.*
Multipliziert man die dynamische Grundgleichung: J = D mit S, so ist:

SJ=SD
oder nach (3") und (4): A=K Lpl und integriert:
ty ()
®) N—N=[3IK Lpldt= [ Sk Ldpl,
% ©

d. h. die Zunahme der Wucht ist gleich der von den #ufleren Kraiten
geleisteten Arbeit.

Haben insbesondere die duBeren Krafte ein Potential, derart, daB8 die
auf das Massenelement m-p wirkende Kraft sich darstellt als

A
K=mplz]| vell§4),
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1

0]
-
so wird: A — A, =f2[K.L dp] =f2ml_—z—:)dp]
©

)
= ZIH (P, — D) =— (¥, — V)
{6) oder AN+VY,=A+Y,
als Gleichung der Energie.
3. Wir schreiben A als ,Luickenprodukt® A = 2; [( )p | ()p] - 82,

(7) oder kurz: A=g.s

Infolge der Kommutativitat der inneren Multiplikation sind die Lticken
vertauschbar und $? erscheint als algebraisches Quadrat von S. Stellt
sich S dar als Summe S = U + 7T, so ist:

AN=8 -8=28-U+T*=8-U0"428-UTHY+8-T°
® = 'FWp|Upl+ > mUp| Tpl + > 3 Tp | Tpl.

Die Wucht der Gesamtbewegung setfzt sich also nur dann additiv aus
derjenigen der beiden durch U und T bestimmten Teilbewegungen zu-
sammen, wenn in (8) das mittlere Glied >'m [Up | Tp), das n»Deviations-
glied“, verschwindet. Ist insbesondere U ein Stab (Rotation) und T= T
ein Schild (Translation), so ist:

) Sm[Up | Tpl =S m[Upt] = m, [Ust].

Demnach verschwindet das Deviationsglied jedenfalls:

a) bei Zerlegung von S in einen Stab U=s-S@ = su durch den
Massenmittelpunkt s und in den Schild sS-& = T= 1 s;d.h.,die Wucht
setzt sich additiv zusammen aus der Wucht der Drehbewegung um s
und derienigen der Translationsbewegung des Schwerpunkts s“ (Satz
von Konig).

b) bei Darstellung von S in Normalform: § = U +t | U;
denn dann ist | (Tp) = L T=r1u, also > m[Up|Tpl=ms[Us-ru] =0,
oder: ,,die Gesamtwucht ist die algebraische Summe der Wucht der Dreh-
bewegung um die Zentralachse und der Wucht der fortschreitenden Be-
wegung parallel der Zentralachse.

4. Eine zweite Darstellung der Wucht als Luckenprodukt ist gegeben
durch:

(10) A=321501S01-p* =150 | SO1 S5p*

1) UT hier = algebraisches Produkt.
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Das Integral Z%p’ (p? = algebraisches Quadrat von p) ist durch

die Konfiguration des starren Korpers bestimmt und andert sich wihrend
der Bewegung nicht. Solche Integrale kénnen, wie Mehmke 1884%)
zeigte, fur sich ausgewertet werden, ohne Riicksicht auf die besondere
Art des Lickenausdrucks, der ihre geometrische Bedeutung bestimmt.

Durch (7) und (10) ist A auf zweierlei Weise formell als Produkt eines
nur von S und eines nur von der Konfiguration des Korpers abhingigen
Anteils dargestelit.

3. Triagheitsmomente.

1. Die Zerlegung der Wucht in Summanden (in § 2) fihrt unmittel-
bar zur Betrachtung von Blocken der Form:

2 [Up | Upl =u*Sm [Ep| Epl, (mod E=1)
wenn wir aus U= uE den Zahlwert u des Stabs U absondern.
(1) Der Block: T=2Sm [Ep | Ep]

ist eine rein geometrische GroBe; mod Ep ist offenbar gleich dem Ab-
stand r des Punkts p vom Stab. E und folglich ist

T=m[Epl2 = S'm1® das Tragheitsmoment

des Korpers um Achse E. Da T in E homogen vom zweiten Grad, so
ist der Richtungssinn des Stabs E unwesentlich.

2. Die Darstellung von T als Liickenprodukt:
@) T=3u[0)p|(Opl-E=Z-E*
fiihrt ohne weiteres zu grundlegenden Satzen. Ist z. B. E, ein zu E paral-

leler Stab (E;& = E®), so ist E; — E ein zu E paralleler Schild E und
E, = E + E. Damit wird:

T, =% -EE=% -E*+2%3-EE+ 2. E
='m [Ep | Ep] + 22m [Ep | Ep] +3'm [Ep| Ep]
&) =T+ 2m, [EsLE] + mb’,

wenn wir mod E‘, den Abstand der Stdbe E und E,, mit b bezeichnen.
Das mittlere Glied verschwindet nur, wenn E durch s geht; dann wird:

(4) T, =T, + md?

als bekannte Formel Steiners fiir das Tragheitsmoment bei Parallel-
verlegung einer urspriinglich durch s gehenden Achse.

1) Mehmke, Math, Annalen Bd. 23, S. 1431f.
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3. Far alle Achsen E durch einen bestimmten Punkt ¢ ist E = ce
(mod E = mod e = 1). Damit wird (1):
(1) T='m[cep | cep]

eine homogene quadratische Funktion des Achsenpieils e.
Tragt man nach Poinsot auf jede Achse ce nach beiden Seiten

VT bis xab, so ist ce = VT - ¢x und (1') wird:

(5) Smlcxp|expl = 1.
Dies ist die Gleichung des Tragheitsellipsoids mit Mittelpunkt ¢, die fiir
projektive Untersuchungen auch in der homogenen Form
(5) 2 [exp | expl = [x@)?
geschrieben werden kann.
Aus (5) folgt durch Differentiation nach x:

©) >mldxep|expl =0

d. h. die Tangentialebene in x (an das Tragheitsellipsoid) ist dem Blatt
yx=2mcp | (cxp) parallel oder: y, ist die zum Halbmesser cx kon-
jugierte Diametralebene.

Soll ftir x =a ca eine ,Hauptachse® sein, so steht ca senkrecht
auf p,, also ist, wenn p, ein Proportionalitatsfaktor:

() Po-c|(ca)=2mep | (cap)
und nach Multiplikation mit a: ‘
® pa-[calca]=2m [cap | capl =1.

Nach Definition ist aber [ca]® gleich dem reziproken Wert des ,,Haupt-
tragheitsmoments” A um Achse ca, folglich

pa=A und (7) wird:
) A-c|(ca)=2mep | (cap).
Ebenso ftir eine 2. Hauptachse:
9) B-c|(ch) =Smep| (chbp).

Multipliziert man (9) mit b und (9") mit q, so ist:
A-leb| cal = Sm[cbp | capl
B-[ca|chl =Smlcap|cbp]
(11) und subtrahiert: (A — B)-[calcb]=0.

(10){
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Sind die Hauptachsen verschieden (A == B), so ist sicher:
(12) caleb=0
d. h. ,im Fall ungleicher Haupttragheitsmomente stehen je 2 Hauptachsen

aufeinander senkrecht®,
Mit (12) folgt aber aus (10):

(13) 2mcap | chpl = Zm [4p | Bp] = 0.

4.Sind A=ma, B=mb, C=m¢ 3 einander rechtwinklig schneidende
Stabe vom Zahlwert,,1“ durchPunkt m, und setzt man p=m+ta+Yyb + 3¢

(kartesische Koordinaten!), so erhalt man leicht: Ap|Bp=—1Yy [mEI;Z']
= — 9 und also

(14) >m[Ap | Bpl = — Smyy = O45.

Fur einander rechtwinklig schneidende Achsen sind daher die Blocke
der FormZm [Ap| Bp] mit den Rankineschen Deviationsmomenten
identisch, und nach (13) verschwinden die Deviationsmomente um die
Hauptachsen.

Wir erweitern diesen Begriff und nennen >m[Ap | Bp] das De-
viationsmoment beziglich der Achsen A und B auch bei beliebigen wind-
schiefen Achsen A und B.

Sind nun A =ma; B =mb; C=mc die Hauptachsen des Punktes
m, ist also

Sm[Bp|Cpl=2m[Cp|Apl=m[4p | Bpl =0,
so ist fir E= A cos ® -+ B sin ® sofort auch:

(15) 2m[Cp | Epl=0.

,,Das Deviationsmoment beziiglich der einander rechtwinklig schneiden-
den Achsen C und E verschwindet demnach auch, wenn nur eine der-
selben eine Hauptachse fir ihren Schnittpunkt ist“.

Ersetzen wir weiter in (15) E durch den dazu parallelen Stab

E,=E+1t 1, so wird (15):
(16) Sm[Cp | E;pl =m[Cp | Ep] +t Sm[Cpcl
=0

d. h. ,das Deviationsmoment beziiglich zweier zueinander senkrechter
Achsen C und E, ist unabhdngig von ihrem Fkiirzesten Abstand und ver-
schwindet, falls eine derselben Hauptachse ist fiir den auf ihr liegenden
Fufpunkt ihres kiirzesten Abstands”.
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5. Ist A Hauptachse fiir den Punkt ¢, so ist nach 4) Sm[Ap|cbp]=0
fiir jeden zu A senkrechten Pieil b. Soll dieselbe Achse A auch Haupt-
achse sein fiir weitere ihrer Punkte ¢ = ¢ + ra, so muf} sein:

(17) SmlAp|cbpl = m [Ap | cbpl + t Sm [Ap | abp] = 0;
N, rr—
=0
dies tritt dann und nur dann ein, und zwar fiir jedes r, wenn
Sm[Ap|abpl = Sm[Ap L ab] = m, [As L ab]
verschwindet, d. h. wenn A durch s geht.

»Demnach ist eine Hauptachse des Schwerpunkts, und nur eine
solche, zugleich Hauptachse fiir jeden ihrer Punkte.”

6. Bestimmung der Hauptrichtungen fur einen Punkt c:

Beschrinken wir die Rechnung auf das raumliche Pieilfeld und be-
trachten daher Spate als reine Zahlen, so ist fir p—c=p und x —c=x:

(18) SmEp Lxpl=1
die Pfeilgleichung des Tragheitsellipsoids um c.

Dem Pieil x ist konjugiert der Schild F(x) = Smp L (xp), also ist
fir eine Hauptrichtung: S =1 L x

(19) oder Gx)=mp L (xp)—r Lx=0.
Notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, dafl
u@(x) =xG@w) =0

und ebenso x®G@) =0

xGw)=0
fiir 3 beliebige unabhingige Pfeile u, v, w. Dann ist aber auch
(20) G@w-G@) - Sw)=6"[upw] =0.Y)

Die einer Wurzel r; dieser Zahlgleichung 3. Grads in r entsprechende

Hauptrichtung ist dann durch
x=6,@) - 6,0) = 6,0) 6, =6,w) - 6,u)

bestimmt. Die 3 Wurzeln v; sind alle stets reell, wie aus y&(x) =xF (@)
durch einfache Betrachtung folgt.

7. Zerlegen wir E = ce in 3 rechtwinklige Komponenten durch c:

E=aA+4+bB+cC

(a, b, ¢ = Richtungskosinusse!), so wird:
(21) Te=0a*Ta+0"Tg + Tc+ 26¢Opc+ - - -

1) Vgl. Mehmke, Vorlesungen § 59 u. § 87; s. a. d. Anmerk. auf S. V.
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und wenn A, B, C die Hauptachsen sind:
(22) Tg=a*A + 6°B + ¢l

Entsprechend wird fiir x = ra + 95+ 3¢ die Koordinatengleichung
des Trigheitsellipsoids:

(23) 1=Tat’ + Tey? + Tc3’ + 20Bch3 + - - -
und bezogen auf die Hauptachsen:
(24) 1=Ag*+By' 3

Somit ist die Wucht einer Drehbewegung um E, fur welche U=uE, nach
(22) dargestellt durch:
(25) Ay=piA + ¢*B + I
(p =ua; q=ub; r=1uc=Komponenten der Winkelgeschwindigkeit nach
den Hauptachsen).

8. Die Diskussion der Binetschen Tragheitsmomente beziiglich einer
Ebene €: T,= Em [ep]® und der polaren Trigheitsmomente beztglich
eines Punkts ¢: T,= >'m [cp]? verlauft analog.

4. Die Impulsschraube J.
1. Fundamentalsatz: Fir starre Korper ist nach § 1:
(1) J=Zmp | (Sp) =09
d. h. J ist eine homogene, lineare Funktion von S.

Sind nun S, S; ... S; 6 linear unabhingige Schrauben, so kann S
dargestellt werden durch:

V)] S=58 +6S+ - +5LS
(3) und ebenso J =1 J; +LJpt+ -+ LJe,
wenn wir J,, fir £(S,) schreiben.

Die lineare Verwandtschaft J= Q(S), wo & = ‘—S"T:-i;’f:’,——gz, ist nun
dann und nur dann ein-eindeutig, wenn auch die J linear unabhingig
sind. Bestiinde aber eine Gleichung der Form: Jy, = g Ypd, =0, so
entspriche der nach Voraussetzung endlichen Schraubengeschwindig-
keit So= ggksk der Impuls J0=k2'l)th=0 und folglich auch die Wucht
Ny = %S,Jo=10. Fir jedes endliche S, ist aber A, notwendig positiv-
endlich und folglich sind auch die J} linear unabhingig, d. h.

(4) J=2(S) ist stets eindeutig umkehrbar: S =Q-'(J)?).

1) Vgl. Mehmke, Vorlesungen, § 86 S. 320 Zeile 11—14.
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2. Werden S und J aus denselben 6 linear unabhéngigen Schrauben
4y, Ay, ... Ag linear abgeleitet:

(5) S =22iAi; J =2t)iAi (6)
so folgt aus A=1SJ=1S8(S)=1JD1(J) sofort:
a) A ist eine homogene bilineare Funktion der Koord. der Schraubengeschw.

und des Impulses

D)y » quadratische , derKoord.der Schraubengeschw.
) mn » » » ” des Impulses.

3. Aus der dynamischen Grundglelchung J= >K folgt durch Integra-

Jy~do= [ (3w,
to

tion nach f:

oder wenn der Korper anfangs ruhte:
t t
) J= f dt (SK) = [at.
ty to

Wirken nun auf den Korper wil:rend einer sehr kurzen Zeit (t—t,)
sehr starke Krafte, derart, dafl f dtD eine endliche Schraube dar-
stellt, so zeigt sich die Wirkung;todes »StoBes” in der Hervorbringung
bzw. Anderung des Impulses. f dtD heiBt in diesem Falle die ,,Stof3-

schraube®bzw., StoBdyname“. Ein bestimmter Stof auf einen ruhen-
den Korper erzeugt demnach einen bestimmten Impuls und nach (4) eine
hierdurch eindeutig bestimmte Schraubengeschwindigkeit S.

4. Von den- zahlreichen Sitzen, die aus J= Zm_p | Sp folgen, seien
hier nur einige erwéhnt:

Wir zerlegen S in der Form:

8) S=su+ 1s, dann ist
©  J=Zmp|(Sp)=Zmp| (Up) + m,s5=J, + R,.

Denn J,= >'mp | (Up) ist ein Schild, da J,& = m|(Up)=m,|(Us),
wegen U = su, verschwindet.

a) Hiermit folgt fur die Zentralachse der Impulsschraube (nach
Kap. I, 3):

(10) W=J— Z_mﬁp_lﬂp_)l(ss)

[s$])2

(Zur Deutung vgl. Schell, Mech. 2. Bd. IV. Kap. 1 § 4.)



34 III. Dynamik des starren Kérpers

b) Die Abhangigkeit der Stellung des Schilds J; von der Richtung
der Rotationsachse U wird deutlich durch ihre Beziehung zum Tragheits-
ellipsoid; es ist:
an  Jy=Zmp|Up)=Lmp|(Ep)=Zmp | (sxp)
und dieselbe Stellung hat das Blatt sJ,= Smsp | (sxp)
d.h.,die Stellung von J ist zur Richtung U (= sx) beziiglich des Trdg-
heitsellipsoids konjugiert”.

c) Sollen die Zentralachsen von S und J zusammenfallen, so ist vor
allem J& = $@, d. h. s wird parallel zu u.

Setzen wir S= U + t | U (U jetzt die Zentralachsel), so ist:

s=|(Us) + 1,
daher muBB Us verschwinden, die Zentralachse U also durch s gehen.
(9) muB demnach J bereits in Normalform darstellen, d. h. J; mufl zu
Rs senkrecht sein. Notwendige und hinreichende Bedingung dafur ist,
daB VJ, = . >m [Vp|Up] verschwindet far jed en zu U(= su) senkrechten
Stab V. Nach § 3, Nr. 4) und 5) ist diese Bedingung dann und nur dann
erfiillt, wenn U in eine Haupttragheitsachse des Schwerpunkts fallt.

Nach Nr. 1) dieses Paragraphen sind alle Sitze tiber Beziehungen
zwischen J und S eindeutig umkehrbar. Z. B. erzeugt ein beliebiger
StofB J stets eine Schraubengeschwindigkeit S, welche eine Translations-

. 1 o .
geschwindigkeit s = p J@ in Verbindung mit einer Drehgeschwindig-
§

U um s bestimmt, welche in die zur Diametralebene sJ = stg des Zentral-
ellipsoids konjugierte Richtung fallt.

5. Die Kraftschraube oder Dyname D.

In der dynamischen Grundgleichung freten die angreifenden Krafte
nur in der Verbindung D= K aut. Fr die Aquivalenz oder die Zerlegung
solcher Dynamen gelten deshalb ohne weiteres die in Kapitel I ent-
wickelten allgemeinen Satze tber Grofen 2. Stufe.

Ist insbesondere DD =0, so ist D #quivalent einem Stab (falls
D@ < 0), d. h. einer ,Einzelkrait“, oder einem Schild (D® = 0), d. h.
einem ,Kraftepaar®.

Z.B.istim Feld derirdischen Schwere D=_JK=mpg = m,sg
stets eine Einzelkraft durch s.

Dagegen ist im homogenen Magnetfeld, dessen Feldstirke nach
GroBe und Richtung durch h gegeben sei, wenn dabei die ,,m"“ die ma-
gnetischen Ladungen bezeichnen:

K=mph; D=mph=Th
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ein Kraftepaar, da wegen Sm=0 Emp einen Pfeil m, die im
Magnet feste Richtung der magnetischen Achse, definiert.
Der Darstellung von D in Normalform:

D=R+<t|R

entspricht die Zerlegung der Dyname in eine Einzelkraft R und ein dazu
senkrechtes Kraitepaar t|R.

Die bereits in Kapitel I berithrten Momente einer Dyname D ge-
winnen fiirr die Mechanik starrer Korper erhohte Bedeutung. Da aber ihre
Darstellung mit Punktrechnung und ihre Beziehungen zu dem durch
Tt = Dp bestimmten Nullsystem schon den Gegenstand fritherer Unter-
suchungen bildeten, wird auf eine weitere Behandlung in diesem Auszug
verzichtet.

6. Gleichgewichtsbedingung fiir den starren Korper.
1. Die Grundlage der Statik bildet nach Kapitel II, § 6 das Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeiten:
(1) SKLp=0.

Fur starre Korper folgt hieraus nach § 2, Nr. 2) die Grundgleichung
der Statik:

()] 2KS=DS=0
d. h. fiir alle mit den Bedingungen vertrdglichen virtuellen Schrauben-
geschwindigkeiten ist der virtuelle Effekt gleich Null“.
Ist der Korper frei beweglich, also S beliebig, so folgt aus (2):
® D=0
2. Sonderfalle: a) Bewegung um eine feste Achse A:
Hier ist S =14, also wird (2):
(2a) DS=u-DA=0 for jedes u;
also ist erforderlich DA=10 (Hebelgesetz)

b) Beweglichkeit um einen festen Punkt ¢:
Da hierbei S = cu, wird (2):

Decu=0 fiir jedes u
(2b) { . cu i
und folglich Dec=0
somit auch cD-o=[c®] D+ D& :-c=0,
1

also ist D = ¢ - D@ = ck eine Einzelkrait durch c.
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¢) Ist der Korper nur parallel einer festen Ebene € beweglich
(mod € = 1), so hat S nach Kapitel I, § 4 die Form:

S=U=uan (n=/|¢; a= beliebiger Punkt des Raums).

Die Gleichgewichtsbedingung wird sodann:
DS =u[Dan] =0 fur jeden Punkt a und jedes u

(2¢) d.h. Dn==0
- DD -
bzw. Dn'D=T-n=0 oder DD = 0.

D ist daher (wegen (2c)) ein zu € senkrechter Stab (Einzelkraft) oder
Schild (Kraftepaar).

d) Beispiele fir das Gleichgewicht am freien Korper:

a) Auf die vier Ecken a, b, ¢, d eines beliebigen Tetraéders wirken,
je nach auflen, Krafte in Richtung seiner Hohen und zwar proportional
zu den Zahlwerten der gegeniiberliegenden Seitenflachen. Diese Kraite

sind: K, =a|(bed); K,=—b](cda);

K; =c|(dab); K,=—d|(abc)
und folglich ist die angreifende Dyname:
4) D=a|(bed) — b|(cda) + c|(dab) — d|(abc).
Nun ist abD=abc|dab — abd|abc=0
und ebenso verschwinden die Produkte von D mit den 5 anderen Kanten
des Tetraéders. Daher ist die Dyname D =0, denn es verschwinden
ja ihre Produkte mit 6 linear unabhingigen Grofien 2. Stufe. Das Te-
traéder ist demnach im Gleichgewicht, und wegen (4) haben die vier
Hohen des Tetraéders hyperboloide Lage.

B) Entsprechendes gilt, wenn an den Ecken eines ebenen Dreiecks
in Richtung seiner Hohen die Krafte K, = a|(bc); Ky = b|(ca); K; =
c|(ab) angreifen.) Auch ihre Summe D = a|(bc) + b|(ca) + c|(ab)
verschwindet. Denn man findet durch Zuflere Multiplikation sofort:

aD=bD=¢D=0.

Das Ergebnis D = 0 bildet in diesem Fall zugleich einen hiibschen
neuen Beweis fiir den Satz, dafl die Hohen eines Dreiecks sich in einem
Punkt schneiden (weil sie linear abhingig sind).

3. Virtueller Koeffizient: Wir schreiben D und S in Normalform:
D=K+p|K=t@A+p|Ad (modAd=1)

©) S=U+q|U=uB+q|B) (modB=1).

1) Hiebei ist die Ebene als Haupigebiet dritter Stufe zu betrachten!
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Damit wird die statische Grundgleichung:
0=DS=tu[(A+y]|A) (B+q|B)]
—tu[AB + (¢ + 9 4|Bl.
Der Block: V = AB + (p + q) A| B ist nichts anderes als Balls ,,vir-
tueller Koéifizent" der Schrauben D und S. Ist d der kiirzeste Abstand

ihrer Zentralachsen A und B und & deren Richtungsunterschied, so er-
halten wir fiir V skalar:

@®) V=>-sin® + (p+ q) cos .

(7) 1aB8t unter anderem sofort erkennen:

a) Der virtuelle Koeffizient zweier Schrauben bleibt unverandert, wenn
man ihre Zentralachsen vertauscht.

b) Im Fall des Gleichgewichts verschwindet der virtuelle Koeffizient
der Dyname mit jeder mit den Bedingungen vertraglichen virtuellen
Schraubengeschwindigkeit.

(7

7. Impulsmomente.

1. Das Moment des Impulses J =S mp | (Sp) um einen Punkt ¢ wird
fur S=U+T=cu+ 1ec:

(1) e =cd = Smep|(Sp) = Smep| (cip) + myesé.

Ist ¢ im Korper und im Raume fest (¢ = 0) oder"ist ¢ = s, so ver-
schwindet beidemal das zweite Glied und das Impulsblatt cJ ist konju-
giert zur Drehachse cu beztglich des Tragheitsellipsoids um ¢ (bzw. s).

2. Unter denselben Voraussetzungen (¢ =0 oder ¢ = s) ist das Moment
von J um eine Achse E = ce(mod E = mod e = 1):

@) Mg = EJ = 2m [Ep|(Up)],
weil das Glied Sm [Ep]| Tp] in beiden Fallen verschwindet.

a) Fallt dabei E mit U zusammen, ist also U = uE, so ist:
@3) Mg =um[Ep|Epl =uTg

d. h. = Winkelgeschwindigkeit >< Tragheitsmoment um E:

Denselben Wert findet man auch fiir das Impulsmoment um die Zentral-
achse des Impulses.

b) Wir zerlegen U in seine Komponenten lings der Hauptachsen des
Punktes ¢ (bzw. s):
(4) U=pA+qB+1:C
und erhalten:

(5) Mg=mlEp|Apl-p» + Sm[Ep|Bpla + Zm[Ep|Cp]r.
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Fillt insbesondere E in eine Hauptachse, etwa in A4, so ist:
©) Ma=2'm[Ap|Ap]-p=A-p,
weil dann die tibrigen Glieder als Deviationsmomente verschwinden.

Anmerkung. In der ,Vektoranalysis ist es tiblich, als Impulsmoment statt
des Blattes p,=cJ den Pfeil | u, anzusehen. Dessen Komponenten nach den
Hauptachsen haben nach (6) offenbar die Zahlwerte Ap; Bg; r; denn es ist
ja po-a@=Ma usw.,

8. Neue Ableitung der Eulerschen Kreiselgleichungen.
1. Wir gehen unmittelbar aus von der dynamischen Grundgleichung :

) J=D
und bilden das Moment um eine Achse A (mod A =1):
) AJ=AD=Ap

Da nun allgemein d—[A—l =AJ +AJ so wird (2), wenn wir noch AJ =M,
setzen:

@) My—AJ =04

(3) enthilt bereits die Eulerschen Gleichungen als Sonderfall. Denn
wahlen wir fﬂr A eine 1m Korper feste Hauptachse durch s, so ist:
A=sq und A=sa + sa, also:

(4) AJ =saJ (weil 5J= @, also sadJ = 0).

Da nun a= | (Ua) = — ¢q + br [folgt aus § 7 (4)],
also sa=— Cq + Br,

und J=2mp|{Apy + Bpq + Cpr} + m,ss, |
so wird aus (4) (weil die Deviat.-Mom. verschwinden):

(5) AJ=(B—T)qr.

Nach § 7 (6) ist ferner jetfzt: Ma = A} und somit wird (3)
Ap—B—DNar=~4,

{6) und ebenso: Bi— (T —Arp=A»Ap
N—((A—B)pg=A4c

als bekannte Form der Eulerschen Gleichungen ftr die Relativhewegung

um s. Noch etwas einfacher ist der Beweis im Fall der Rotation um einen
festen Punkt c.

2. Das Glied (B — ) qr (ebenso die entsprechenden) 148t sich be-
kanntlich deuten als Moment der Zentrifugalkraite um die Hauptachse A
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Wir verallgemeinern diesen Satz fur das zweite Glied in (3),
d. h. ftir eine beliebige Achse A durch s (bzw. ¢):
Nach (4) ist AJ =saJ = s | (Ua)-J=Zm[s|(Ua) p | (Up)].
Weil ferner stets | @ - | w =] (9 -y)?), so folgt mittels der Regel
des doppelten Faktors:

(7) AJ=Sm[pslUapl | U] =Sm[ps| U] [Uap].
Andrerseits ist nach I, § 5B), Gl. (5) der Pieil der Zentrifugalbeschleuni-
gung: z=—|W|Wp=—Lul{u(p—s)}]

=u*(p—s)—[U|spl-u
und die Stabsumme der Zentrifugalkrifte:
Z=mpz=uSmsp —2m[U|splpy,
=0
also ihr Moment um A (= sa):
AZ=—2m[U| sp][suap]
@8) =2m [ps | U] [Uap]

tibereinstimmend mit (7). Damit ist der Satz bewiesen.

9. Bewegung des freien Kreisels unter Wirkung einer Einzelkraft

durch s.
Ist dauernd D = sl_z, so lautet die Bewegungsgleichung:
. d —
(1) J=a;2mp|8p=sk
und folglich i _
(2) Jw=mS=k

als Gleichung zur Bestimmung der Bewegung des Schwerpunkts. Wir
zerlegen wieder S:

) S=su+ls=U+T
und erhalten:

, M d 4 - -y
(1) J=d—t2mp|(Up)+msss=sk.
Infolge (2) ist jedoch mgs§ = sk, daher wird (1'):

" - d
(1") J,=g > mp|(Up) =0
und integriert: _ _

4) J,=2mp | (Up) = const. = C

1) Vgl. Mehmke, Vorlesungen, § 80, S. 292,
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d. h. der Impuls der Relativbewegung um s ist ein konstanter Schild 6,
ganz unabhingig von der Bewegung des Schwerpunkts s (s.a. § 4 Nr. 4).
Hiernach ist das Moment

(5) ps=sJ=s¢7, =2msp|(Up)=sa

ein Blatt von invariabler Stellung (= 5) und konstantem Zahlwert (= mod
C). Weiter folgt aus (1) durch Multiplikation mit U:

(6) UJ,=0.
Nun ist die Wucht der Relativbewegung um s:
m 1.7
A= 5 Wp|Upl =3 UJ,,
woraus in ghnlicher Weise wie in § 2 Nr. 1 folgt:

A, =UJ, =UJ..

Damit wird (6): /\, =0, also integriert:
) A, =2 %[Up | Upl = const. = u? - Ty,

Andrerseits gibt jetzt (4) nach Multiplikation mit U:

(8) UJ, =m[Up | Up] = 2N, = CU = const.

d. h. ,,die Komponente der Winkelgeschwindigkeit in der zu C senkrechten
(invariablen’) Richtung ist konstant®,

Zur Veranschaulichung derRotationsbewegung tragen wirauf U dessen
Zahlwert von s bis x ab, setzen also U==sx. Man nennt x den Pol der
Drehung und 1 = mod sx den Radius des Pols.

Damit wird (7):
9) Smlsxp|sxpl = 2A, = const.
als Gleichung eines zum zentralen Trigheitsellipsoid dhnlichen und ahn-
lich gelegenen ,,Wuchtellipsoids®, des A-Ellipsoids. Es bildet den
ersten geometrischen Ort fir den wandernden Drehpol x.

Ersetzen wir auch in (5) U durch sx:

us =2 msp|sxp=sC,
so liefert

(10) [Smsp | (sxp)]* = uF = (mod €,

ebenfalls die Gleichung einer Fliche zweiten Grads, des ,,M-Ellipsoids*,
auf welcher x stets liegt.
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Nach’§ 7 Anmerkung hat der Peil i = | b, die Komponenten Ap,
Bg, I't. Die Koordinatengleichung des M-Ellipsoids, bezogen auf die
Hauptachsen des Schwerpunkts, lautet also:

10 MSZ —mi= A2p2 + qu2 + M= const.,
wihrend far diejenige des A-Ellipsoids mit U= Ax + Bq + Cr
9) 2A, = Ap*+Bq? +MN?=const.

sich ergibt. Beide Ellipsoide sind demnach koxial und ¥, q, ¢ die
Koordinaten des Drehpols.

Zum Schlusse sei noch die von Poinsot gegebene geometrische
Deutung der Relativbewegung um s entwickelt:

Wir differentiieren die Gleichung (9) des Wucht -Ellipsoids nach x:

(§5)) 23 m[sdxp | sxp] =0,

d. h. die Tangentialebene T des A-Ellipsoids im Drehpol x ist parallel
dem Blatt > msp | (sxp) = s, hat also stets die konstante Stellung C
und weil

(12) pox =m[sxp | sxpl = 2A, = const,,

so hat x und damit die zu pg parallele Tangentialebene T den riaumlich

und zeitlich konstanten Abstand von M.

mod Mg

Da ferner x als Punkt der Drehachse momentan relativ zu s, und
damit zu T, ruht, so 148t sich die Relativbewegung des Kérpers um s
auffassen als ein Rollen des Wucht-Ellipsoids ohne Gleitung auf
der ,invariablen“ Ebene T.

10. Lineare Schraubensysteme.

1. Einheiten; Schraubenkoordinaten. Sind S,, Sg,--- S; ir-
gend sechs linear unabhingige GroBlen zweiter Stufe (Schraubenein-
heiten), so ist jede weitere Schraube mittels Schraubenkoordinaten g;
darstellbar durch:

6
1) S=uSi+tas+ o+ uS=2us,

oder: ,,die Gesamtheit aller Schrauben bildet ein lineares System sechster
Stufe®.

Im Fall beschrinkter Variabilitit von S seien die g; Zahlfunktionen
der n unabhingigen Zahlveranderlichen u,, uy, - - - u,, (1 2 6), dann ist
jede mogliche Variation von S gegeben durch:
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0S8 =‘62'bg,.s,-
@) (2 ag's)zm1 (Z’azgls)zm2

(2) oder kurz: ©S =Udu, 4+ Updu, +---4 U,0u,

Auchder Variabilitatsbereich vond SbildetalsoeinlinearesSchrauben-
system, dessen Stufenzahl n sich noch weiter erniedrigen kann, falls
zwischen den Schrauben U, eine oder mehrere lineare Beziehungen

bestehen.
Wir betrachtendeshalb im folgendenmit B all lineare Schraubensysteme

der Form:

(3) =358 <6
1
und setzen dabei die S; bereits als linear unabhéngig voraus.
Wir wihlen ferner die S; als einfache Schrauben, etwa in Normaliorm
4) S;=A; + p;| 4; (mod 4;=1),

was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit moglich ist.
Damit erhalten wir:

(5) S;|8;=A4;|4;=1; §;8; =2y, [A;| 4] =2,
Sil.sk=Ai|Ak=COS(A/i\Ak)=COS®
6) SiSe=A; A, + (v; + v [4;[ ALl

=0sin®+ (; +p)cosP (vgl §6, Nr. 3).
Multipliziert man (3) nacheinander mit den §;, so folgt:

S8 =233118; 8]
1
(7) .
Ssn =2§, [Sisn]-
1
Diese 1 linearen, nicht-homogenen Zahlgleichungen bestimmen die

Koordinaten einer bestimmt gegebenen Schraube S.
Schreiben wir auch S in Normalform:

S=w(A+p|A) (modA=1), so ist
S|S=mw![4|A] =w? (w=sog. ,Intensitat" der Schraube)
SS=1mw?.-2p[A] A] = 2pw?

demnach ist m=V.§TS} b= SI 5= ==Parameter der Schraube

®)

(9)

in Ubereinstimmung mit Kapitel I, § 3.
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Ersetzt man hierin S durch die rechte Seite von (3), so erhilt man:

i+h

W= SIS =3 Jrin (S| Sl =3at + 3 Shity cos B

(8’) i k i lf:‘::

2o =SS =3 31,1, [S; S =2p;5] + 5 Sr:1,[S: 8Kl
i k i i k

Damit sind Intensitit und Parameter der Schraube S durch ihre Koor-
dinaten und die Produkte der Einheitsschrauben dargestelit.

2. Reziprokale Schrauben. Ball nennt zwei Schrauben reziprokal,
wenn ihr virtueller Koeffizient verschwindet, d. h. wenn gilt:
(10) RS = 0.

Damit aber eine Schraube R reziprokal sei zu allen Schrauben des
Systems (3), ist notwendig und hinreichend, daf§ die n Gleichungen er-
fallt sind:

(11) RS;=0; RS;=0;---RS,=0;

oder wenn R mittels Koordinaten b; in der Form gegeben ist:

6
(12) R=2",R, (R, -+ R, =6 linear unabhingige Schrauben!)
1

k=6
(11) so wird (11):  RS; =S9,R,S;=0.
K1

Diese n in den Y, homogenen Zahlgleichungen (117) gestatten, n der
Unbekannten Y, durch die (6 — 1) tibrigen linear und homogen auszu-
drocken, etwa durch die 9, 9 - - * Yg—n). Damit wird aber (12) nach
Zusammentassung der Faktoren gleicher 1),:

(129 R=19%0; +90; + -+ 96— Qe—n’
Die zum System nr Stufe der S = >3 ¥;S; reziprokalen Schrauben bilden
also ein lineares System (6 — n)™ Stufe.

Ferner bestimmen die S; und Q, zusammen im allgemeinen ein

lineares System 6. Stufe. Denn bestiinde zwischen den S; und Q, eine
lineare Abhangigkeit der Form:

6—n)

(13) 21’51'31‘ +$51,1Qh=0
so erhielte man durch sukzessive Multiplikation mit S;, Sy --- S,:

1) Die §;S siehe (6).
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248:8=0
1 ;
(14) :
Zsisisn =0
1
da ja nach Voraussetzung alle Produkte S;0, verschwinden.
Die n Gleichungen (14) sind aber nur in dem Ausnahmefall vertrag-
lich, daB} ihre Determinante:
$8, .- 88,
(15) verschwindet.
SpS: - 5,8,

(15) ist abrigens eine notwendige, aber nur im Fall 1 = 6 auch hin-
reichende Bedingung dafiir, daB zwischen den S, --- S, eine lineare
Abhangigkeit besteht.

3. Korreziprokale Schrauben. AlsEinheiten des linearen Systems.
(3) kann man irgend n linear unabhingige einfache Schrauben C, des-
selben wiahlen. Sollen je zwei derselben reziprokal sein, so stellen die

Bedingungsgleichungen
gunese & CrC,=0(h=k)

1m—1) Bedingungsgleichungen fiir jhre Koordinaten dar.

2

Zur eindeutigen Bestimmung 1 solcher ,einfacher C, wiren aber
n (n— 1) Gleichungen erforderlich, da jede derselben bereits durch die
(n — 1) Verhalinisse ihrer Koordinaten festgelegt ist. Die Auigabe 1afit
also oo viele Losungen zu.

Sind in (3) bereits solche korreziprokale Einheiten gewahlt, so wird
die 2. der Gleichungen (8°):

SS
(16) Pm2="2—=2231’i
1
und die Koordinaten einer beliebigen Schraube des Systems bestimmen

sich im Fall korreziprokaler Einheiten nach (7) einfacher durch die
Gleichung:
s¢;

(17) L=gc
Beispiel: Im Fall 1 = 6 erhilt man stets sechs unabhingige korrezipro-

kale Schrauben, wenn man drei sich rechtwinklig schneidende Stibe
A, B, C wihlt und setzt:

a8 {01=A+a|A; C,=B+b|B; C=C+c|C
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4. Konjugierte Schrauben. Im folgenden bedeute S stets die
Schraubengeschwindigkeit eines starren Korpers, dessen momentane
Bewegungsfreiheit durch

(3) s=3us; 1<6)

gegeben sei. Dann entspricht jeder Schraubengeschwindigkeit S ein-
eindeutig?) eine Impulsschraube J =_mp | (Sp) = £(S) oder

(19) J=21t,,)  [Up=90(5)]
(20) und die Wucht: A=4SJ=3 hzgigk [S;J,].

Wir nennen nun zwei Schraubengeschwindigkeiten S; und S, ,,konju-
giert”, wenn
(21) SiJk = SkJi =) ist.

Die Forderung n solcher gegenseitig konjugierter einfacher

Schrauben des Systems ist also z (n2~— 1) Zahlgleichungen zwischen ihren

Koordinaten #quivalent und die Bestimmung von # korreziprokalen und
zugleich konjugierten Schrauben bedingt n(n— 1) Gleichungen mit
ebensovielen Unbekannten. Die Bedeutung ihrer Lésungen enthiillt uns
die folgende Aufgabe.

5. ,2Hauptschrauben“ des linearen Systems n-ter Stufe: Den Im-
puls eines Korpers, dessen Bewegungsireiheit durch (3) gegeben sei,
denken wir uns erzeugt durch eine ebenfalls dem linearen System (3)
angehérige ,,Stofdyname* D, welche zusammen mit dem Reaktionssto8 R,
den sie auslost, die Schraubengeschwindigkeit S hervorbringt. Dann ist:

(22) J=R+D=Zmp|(Sp)

Wir nennen nun eine Schraubengeschwindigkeit (bzw. Stodyname) eine
oHauptschraube", wenn die erzeugte Schraubengeschwindigkeit S
dem StoB D kongruent ist, d. h. wenn gilt:

(23) D =1tS.

Nun gehort der ReaktionsstoB, das ,Zeitintegral der verlorenen Krafte®,
gemiafl d’Alemberts Prinzip dem zu (3) reziprokalen Systeme an, da
fir alle durch (3) bestimmten (virtuellen) S der Effekt RS verschwindet.
Also ist zu setzen:

(24) R= tn41 R(n+1) +--+ EGRGr

wobei nach Nr. 2 die S; und R, zusammen ein System sechster Stufe
bestimmen. Damit wird (22) wegen (23):

(25) tS+R=J

1) Auch die Jj, sind unabhingig! Beweis wie fir n=06 in § 4., Nr. L.
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und unter Benutzung von (19) und (24):
n 6 n
(26) r(‘lz £:S) +%?9th =2172iJi
n
(27) oder: x (tS, —Jy) FLES;—J)+ -+, S, —J,) +
tnt1 Rogy1+-- -+ R, =0.
Zur Erfullung von (27) ist notwendig und hinreichend, dafl auch ihre

P rodukte mit den sechs unabhingigen Schrauben S; und R;, verschwinden.
Und da alle S;R, verschwinden, erhalten wir:

L (€88 — 1 8) + -+ 5, (8,8, — J,8) =0
: ' (28a)
151 (tslsn - Jl Sn) + <t L. (rsnsn_ Jnsn) =0
(28) : _
% (= JyRug1) +- - + 5 (— JuRa 1) +§ EaRyRa+1=0
: : : (28b)
. . .
L(—JR) +---+i, (— JnRe) +%§thRs =0.

Die ersten 1 dieser Gleichungen sind nur vertraglich, wenn ihre Deter-
minante H verschwindet:

(€SS — ;1 8y) -+ (£S,8, — J,,8)
(29) H= : : =0
(€S5S, — 1S (rsnsn—‘]nsn)
und dies ist eine Zahlgleichung n'®® Grades fiir r. Jede ihrer Wurzeln

mit jedem solchen Wertesystem der g, &y, - - + &, stellen die Gleichun-
gen (28b) ein lineares, nicht-homogenes System von (6 — 1) Gleichun-
gen dar, welche gerade zur Bestimmung der Koordinaten der Reaktions-
dyname genfigen.

Im Fall eines freien starren Korpers (it = 6) existieren also [minde-
stensY)] sechs ,Hauptschrauben®, ftir welche, da die Reaktionskrafte
wegfallen, J =tS wird.

Wir beweisen nun:

a) ,,Je zwei zu verschiedenen Wurzeln r; und t, der (29) gehorige
Hauptschrauben S® und S® sind zugleich reziprokal und kon-
jugiert®.

1) Wie im Falle mehrfacher Wurzeln der Gleichungen (29) lineare Systeme
von Hauptschrauben auftreten, sei hier nicht entwickelt!
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Denn fiir sie gilt:

JO =1y, SO 4 RO
(30) '

JO =1, @ + RO,
(31) folglich auch: JOSA = 1, SWSA  (weil ROS® = Q)

JOSH = 1, S®SO  (weil ROSV = 0)
JOS® — JOSH = (r, — 1,) SO SO,

(32) subtrahiert:

Nun ist JOS® = S'm [S@p | SWp] = JO SO,

also verschwindet die linke Seite von (32) und ftr 1, = 1, ist notwendig:
(33) SIS =0

und nach (31) sogleich auch:

(34) JOSO = JOSW =0  wie behauptet.

b) Die den verschiedenen Wurzeln t; von (29) entsprechenden
Hauptschrauben S™ sind stets linear unabhangig.

Denn bestinde eine Beziehung der Form:
(35) S©) = 0 SO + q23(2) 4.4 qks(k) =0,
so wire notwendig auch
SOJH = g, SWJO = 29, AW =0, d. h.q, = 0
und entsprechend missen alle g; einzeln verschwinden.

Die Hauptschrauben S™ sind demnach linear unabhdngig.

¢) Hat (29) keine mehrfachen Wurzeln, so existieren gerade n linear
unabhangige Hauptschrauben, die wir jetzt als Einheiten wahlen.
Wir erhalten dann fiir alle Funktionen von S und J die einfachsten Aus-
driicke, z. B. fur die Wucht:

(36) AN=1%SJ =55 sOJ0 =A%,
,Die Wucht der Gesamtbewequng ist die algebraische Summe der lebendi-

gen Krifte der Teilbewegungen um die Hauptschrauben®.

d) Im Falle n=6 (freierKorper) gilt fiir jede dersechsHauptschrauben:
J=1S. Nach §4, Nr. 4¢) fallt die Zentralachse einer solchen Haupt-
schraube in eine Haupttragheitsachse des Schwerpunkts s.

Die Hauptschrauben haben daher die Form:

SW=A4a|Ad; S®=B+b|B; S®=C+c|C
S®=A+0a|4; SW=B+V|B; S¥=C+/|C.

Weil dieselben aber korreziprokal und konjugiert sind, so folgt leicht:

@7
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A
A= =—(q = —
ng
(38) b=—0b= mE (= Haupttragheitsradien!);
S
N I
t=—= s

damit sind die Hauptschrauben nach Lage und Parameter bestimmt.
6. Lineares Schraubensystem 2. Stufe (,Schraubenbitischel“):
Sei insbesondere S=3 +135;

Wir deuten zur Abwechslung die Schrauben alsDynamen und schreiben
deshalb D fir S. Die Einheiten seien in Normalform gegeben:

(39) D,=A,+p |4; Dy=24+9| 4, dann wird
(40) D=1 (A + v, | A) + % (B + 9y | A) =D, +5D,.
Zur Deutung der Dyname D schreiben wir sie in Normaliorm:

(41) D= w+ t|w,
(42) also W=D—3 Dl 51D (s. Kap. 1§ 3, Nr. 5).
Mit Benutzung von (39) erhalten wir dann fur
DD
(43) r= Z—D"‘— :

_ B RIA A F (5, + )[4 4] 4By,
64, T 5 4, E (=)

N
oder, wenn b der kiirzeste Abstand der Stabe 4; und 4; und A, A, =

(44) plf +450-sing 41, (h’*‘”z)cos‘p"‘ﬁpz
#4124 2f tcos

Nach (42) ist der geometrische “Ort der Zentralachsen W, als Funk-
tion des Verhiltnisses —:"- sofort durch:
1

2[D|D]-D—[DD]-|D
fi

(44)

(45) w

= X gegeben.

Der Zshler rechts ist homogen vom 3. Grad in ¥, und f;. Demnach
ist die rechte Seite vom 3. Grad in ¢t = f— und (45) ist die Gleichung
einer Regelfliche 3. Grads, des ,,Zylmdronds

Ist L der Stab des kiirzesten Abstandes der Achsen A, und A, so
ist unmittelbar: LA, =0; L|4,=0
(46) LA;=0; L|A4 =0,

(47) somit auch stets: LW=0; L|W=0



10. Lineare Schraubensysteme 49

d. h. ,,Samtliche Erzeugende W des Zylindroids schneiden die ‘Leit-
linie’ L rechtwinklig.”

Sollen 2 zu verschiedenen Werten ¢ und ¢” der Veranderlichen ge-
horige Erzeugende X und X" einander rechtwinklig schneiden, so erhalten
wir hierfir die 2 Bedingungsgleichungen:

(48a) X|X’=0 und XX =0; (48p)
(48a) ist dquivalent mit

wsx) 2 =2t G+ ia| A+ ua =0,

(48b) dagegen mit

(481" WW =DD — @ +1)[D|D]=0,

also wegen (48a") mit

(48b”7) ?%= ZPIA% + @ +1) {414, + (0, + ps) [4, | A51}

,, 2
+ 2t1'p 4, = 0.
Beide Gleichungen bestimmen eindeutig ein Wertepaar t, " und damit
ein bestimmtes Paar sich rechtwinklig schneidender Erzeugenden A und

B. Wihlen wir als Einheiten des Systems (40) die Dynamen, deren Zen-
tralachsen mit A und B zusammenfallen:

D,=A+p|A; Dy=B+q|B,  so wird (45):
) XEW)=>1+)4+c+)B+*r—0q|A—1(p—0)|B

X X
als spezielle Form der geometrischen Gleichung des Zylindroids.
Stab X erscheint hiernach als geometrische Summe des Stabs X; in
Ebene (AB) und des zu ihm parallelen, auf Ebene (4B) senkrechten
Schilds X. Der Winkel von X, bzw. X,, mit A ist sogleich bestimmt durch

3
3P = %—%=§ und der Abstand des Stabs X von X, durch den Quo-

tienten modX t(p—aq) _  tgd (h— )=(n—-q)
moaX, ~ 142 i4iger 4 2

sin 2.

Damit ergibt sich ohne weiteres auch die Koordinatengleichung
des Zylindroids, bezogen auf A4, B und C (= L) als Achsen:

(50) 5@ +9Y)— @ —9ry=0.

Von den zahlreichen Folgerungen, die sich aus der Gleichung (40)
eines ,,Dynamenbiischels” ziehen lassen, seien zum Schlusse noch einige
erwihnt:
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a) Sind 3 Dynamen im Gleichgewicht:
D, + Dy + Dy =0,
so gehoren ihre Zentralachsen ein und demselben Zylindroid als Er-
zeugende an. Wegen D,®@ 4 D,@ + D;@ =0 bilden die resultierenden
Kraftpieile ein geschlossenes Dreieck.

b) Ist eine Schraube S reziprokal zu 2 Dynamen D; und D,, so -ist
auch S (D, +£,D,) = 0; d. h. S ist reziprokal zu allen Dynamen des
durch D; und D, bestimmten Btischels (Zylindroids).

c) Ist, wie in b), SD, =0 und SD,=0 und schreibt man S in Normal-

form: S=X+t]X,
so ist auch: D, X+tD,|X=0 und D,X+tD,|X=0.

Die Gesamtheit der Zentralachsen X aller zu dem Bischel (40) rezi-
prokalen Schrauben S bildet also den quadratischen Komplex:

DX D |X | _
D,X D,|X )

Diejenigen dieser Zentralachsen, welche aulerdem durch den Punkt
¢ gehen, fur welche also X = c¢x, gentigen der Gleichung:

Dicx Di|ex|
Dyex Dy|cx|

Sie bilden also einen Kegel 2. Grads mit Spitze ¢.
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