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Vorwort zur ersten Auflage.

Das in diesem Buche dargestellte Verfahren zur Berechnung statisch
unbestimmter Tragwerke soll als ein Versuch betrachtet werden, eine
geniigend allgemeine Methode fiir jene Fille zur Verfiigung zu stellen,
wo die iiblichen schulmiBigen Berechnungsweisen bei der Anwendung
versagen oder zumindest einen Umweg bedeuten. Die Schwierigkeiten,
die die Untersuchung von vielfach statisch unbestimmten Systemen
nach den Methoden von Mohr und Castigliano, die auf den Begriff
der Forminderungsarbeit aufgebaut sind, bieten, sind bekannt. Zahl-
reich und mannigfaltig sind daher die Bemiihungen, derartige Trag-
werke durch Betrachtung des geometrischen und elastischen Zusammen-
hanges der einzelnen Glieder — im Gegensatze zu den sich auf den
Arbeitsbegriff stiitzenden gebriuchlichen Methoden — zu berechnen.
Doch beschrinken sich diese Arbeiten meist auf ein engbegrenztes
Gebiet; die zurechtgelegten Verfahren sind in erster Linie auf den
Sonderfall zugeschnitten und lassen sich nicht leicht auf andere Fille
iibertragen. Aus diesem Bediirfnisse nach einer in jedem Falle ver-
wendbaren Methode zur Ermittlung der statisch unbestimmbaren Gréfen,
die die Mingel und die Weitlaufigkeit der iiblichen Berechnungsweisen
vermeidet, ist diese Arbeit entstanden. )

Viele Leser werden in diesem Buche Zusammenhidnge und Be-
rithrungspunkte mit eigenen Arbeiten und den Veroffentlichungen anderer
Forscher finden. Dies ist bei den vielfachen Bestrebungen der letzten
Jahre, die Methoden der Baustatik auszubauen und fiir besonders schwie-
rige Systeme handliche Formeln und Berechnungsverfahren aufzustellen,
begreiflich. Hier seinur Axel Bendixsens ,,Methode der ¢-Gleichungen
zur Berechnung von Rahmenkonstruktionen®, Berlin 1914, erwshnt, da
diese Abhandlung dhnliche Ziele verfolgt wie die vorliegende Verdffent-
lichung. Leider scheint diese bemerkenswerte Arbeit noch wenig be-
kannt geworden zu sein.
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dieser Bedingungsgleichungen fiir Tragwerke aus geraden oder schwach
gekriimmten Stidben unveridnderlichen Querschnittes anschlieft. In § 7
dieses Abschnittes wird gezeigt, wie u. U.noch eine weitere Verein-
fachung des Rechnungsganges durch Einfiihrung der HilfsgréBen I”
erzielt werden kann. Die Ausfilhrungen dieses Absatzes weisen aber
auch auf jene Grenzen hin, die der zweckmiBigen Anwendung dieser
HilfsgréBen gezogen sind. Wer das oben erwihnte Buch von Bendixsen
kennt, wird hier leicht den Beriihrungspunkt zwischen der Methode
des Viermomentensatzes und dem Verfahren des genannten Verfassers
herausfinden, aber auch die Grenzen erkennen, die seinem Verfahren
bei der Anwendung gesteckt sind.

Bei der Auswahl der Beispiele, die den dritten umfangreichsten
Abschnitt filllen, war ich bemiiht, die vielfachen Anwendungsméglich-
keiten der vorgefithrten Methode zunidchst an einfacheren, dann an
schwierigeren Beispielen zu zeigen. Ich habe es bewulit vermieden,
gewisse Kunstgriffe, wie z. B. den der Zerlegung der Lastgruppen in
symmetrische und spiegelsymmetrische Laststellungen, zu beniitzen, um
nicht eine etwaige Einfachheit des Rechnungsganges vorzutduschen, die
nicht der Methode des Viermomentensatzes gut geschrieben werden
kann. Bei der praktischen Anwendung wird man natiirlich in geeig-
neten Fillen eine weitere Kiirzung der Untersuchung durch Benutzung
derartiger Lastanordnungen gerne anstreben. Eine Reihe von Beispielen
wurde auch zahlenmaBig durchgerechnet, da erst bei einer derartigen
Behandlung die ZweckmaBigkeit des Verfahrens erprobt werden kann.
Es war auch notwendig darzutun, daB die zur Bestimmung der Uber-
zdhligen dienenden Gleichungen, selbst bei grofier Zahl und Be-
schrinkung auf wenige Dezimalstellen in den Beiwerten, geniigend
genaue Ergebnisse liefern. Gerade in dieser Richtung liegt ja einer
der hauptsiachlichsten Mingel der gebriuchlichen Methoden.

Der folgende Abschnitt ist der Anwendung des neuen Verfahrens
zur Darstellung von Biegelinien gewidmet. Die beiden letzten Ab-
schnitte enthalten die Darstellung der Elastizititsbedingungen fiir Trag-
werke mit Stiben von stetig verdnderlichem Querschnitt und endlich
fiir Tragwerke von beliebiger Form und Querschnittsgestaltung. Auch
hier wurden die allgemeinen Ergebnisse an Beispielen erldutert. Im
Anhange wurden die wichtigsten Formeln und Tafelwerte fiir den Ge-
brauch nochmals iibersichtlich zusammengestellt.

Ich lege dieses Buch, das aus dem Bediirfnisse der Praxis heraus
in erster Linie fiir den ausiibenden Statiker geschrieben ist, den Fach-
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genossen mit- dem Wunsche vor, es nicht nur zu lesen und als wissen-
schaftliche Studie zu betrachten, sondern gegebenen Falles auch einen
Versuch zu wagen, das dargelegte Verfahren anzuwenden. Die ver-
hiltnismiaBig geringe Miihe, die es kostet, sich mit dem Wesen der
Methode vertraut zu machen, wird sicherlich ihren Lohn finden.

An der Ostfront, im Februar 1918.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Bei der Abfassung der Neuauflage habe ich den urspriinglichen
Plan des Buches vollstindig unverindert belassen. Das Bestreben,
das Buch einem méoglichst weiten Kreis von ausiibenden Statikern zu-
génglich zu machen, hat mich davon abgehalten, durch Vertiefung
des allgemeinen Teiles, insbesonders durch Erdrterung der Stellung,
die die Methode des Viermomentensatzes innerhalb der allgemeinen
Theorie der statisch unbestimmten ebenen Tragwerke einnimmt, den
Umfang des Buches iiber Gebiihr zu vergréBern. So wurde, von einer
etwas knapperen Fassung des § 2 und von Ergidnzungen in den §§ 4
und 5 abgesehen, fast nichts gedndert und nur einige Beispiele hinzu-
gefiigt. Neu hinzugekommen sind: Ein Beispiel in § 8, weiter die
Darstellung der EinfluBlinien des Paralleltrigers in Vierendeelbauart
mittels Differenzengleichungen, die Berechnung des symmetrischen Stock-
werkrahmens und schlieBlich ein Zahlenbeispiel im V. Abschnitt.

Die Zusammenstellung der Formeln in einem eigenen Anhang hat
sich bei dem geringen Umfang des Werkes als iiberfliissig erwiesen,
weshalb ich mich nur auf die Wiedergabe der wenigen Zahlentafeln, die
die Berechnung der EinfluBlinien erleichtern sollen, beschridnkt habe.

Ich hoffe, daB die Neuauflage des Buches mit beitragen wird, der
Methode des Viermomentensatzes neue Freunde zu erwerben.

Wien, im Januar 1925.

Friedrich Bleich.
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Einleitung.

Jede Art der Berechnung statisch unbestimmter Systeme fuBt auf
dem Grundgedanken, Beziehungen zwischen den elastischen Verschie-
bungen ausgezeichneter Punkte des Tragwerkes aufzustellen, um derart
Bedingungsgleichungen — die sogenannten Elastizititsbedingungen —
zur Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren GréBen im Systeme
zu erlangen. Diese Elastizititsbedingungen werden in der Regel durch
Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten auf passend
gewihlte Belastungszustinde des betrachteten Tragwerkes (Mohr)
oder aus der Gleichung der Forminderungsarbeit mittels der Sitze
von Castigliano und Friankel erhalten. So schén diese Verfahren
und so allgemein ihre Anwendungsmdéglichkeiten auch sind, so ist doch
nicht zu verkennen, dal} insbesondere bei vielfach statisch unbestimmten
Systemen meist die Ubung und Geschicklichkeit des erfahrenen Sta-
tikers bei der Auswahl der statisch nicht bestimmbaren GroBen not
wendig sind, um die Losung der gestellten Aufgabe ohne ein UbermaB
an Rechenarbeit zu ermdéglichen, falls diese Methoden, was hiufig genug
vorkommt, bei der Anwendung nicht ganz versagen, denn sie geben,
und das mufB} als ihr Hauptnachteil bezeichnet werden, keine Anhalts-
punkte fiir die zweckmiBige Auswahl der iiberzdhligen GroBen?).

Bei Systemen mit biegungssteifen Elementen treten in den nach
dem iiblichen Verfahren gewonnenen Elastizititsgleichungen Integral
ausdriicke auf, die in jedem Einzelfalle neu ausgewertet werden miissen.
Es steht daher die Methode in dieser Hinsicht sicher gegen jedes
andere rechnerische Verfahren an Brauchbarkeit zurlick, das diese In-
tegrationen in den Elastizititsgleichungen ein fiir allemal erledigt, so

1) Man erinnere sich nur der zahlreichen Vertffentlichungen iiber die
Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme, wie Vierendeeltriger, mehr-
stielige Rahmen u. 4. Tragwerke, die alle, unter Vermeidung der Methode der
Forminderungsarbeit, mittels Betrachtungen iiber den geometrischen Zusam-
menhang der einzelnen Teile des Systems, die gestellten Aufgaben zu losen
suchten. Die wenigen Ausnahmen hiervon lassen nur den Verdacht aufkommen,
dafi die Anwendung der Methode der Forminderungsarbeit erst moglich wurde,
nachdem die Eigenschaften der behandelten Tragwerke durch vorangehende
Arbeiten auf geometrischer Grundlage gekldrt und erst hierdurch Anhalts-
punkte fiir die zweckmifige Wahl der statisch nicht bestimmbaren Gréfien
gewonnen wurden.

Bleich, Viermomentensatz. 2.Aufl. 1



2 Einleitung.

daB die Elastizititsbedingungen in jedem Sonderfalle unmittelbar in
Form gewdshnlicher Gleichungen angeschrieben werden konnen.

Das Wesentliche des in diesem Buche dargestellten Berechnungs-
verfahrens besteht in folgendem: Fiir eine Reihe besonderer Punkte
des Systems, der sogenannten ausgezeichneten Punkte, wird die
Stetigkeitsbedingung, das ist die Bedingung der Unverinderlichkeit
des Winkels, den zwei im ausgezeichneten Punkte zusammenstoBende
und dort steif verbundene Stibe oder Stabteile miteinander einschliefen,
aufgestellt. Diese Stetigkeitsbedingung erscheint in Form einer Glei-
chung zwischen Differentialquotienten, deren Betrdge in allgemeiner Form
berechnet werden konnen. Das Ergebnis dieser Berechnung wird durch
den Viermomentensatz dargestellt, so genannt, weil diese Gleichung
eine Verkniipfung zwischen den vier Endmomenten der beiden im be-
trachteten Punkte steif angeschlossenen Stibe oder Stabteile darstellt.
Da die Zahl der Stetigkeitsbedingungen im allgemeinen nicht ausreicht,
um siamtliche Unbekannten zu bestimmen, zu denen auBer den statisch
nicht bestimmbaren GroBen auch die Verschiebungen der ausgezeich.
neten Punkte, die ebenfalls in die Viermomentengleichung eintreten, ge-
héren, so werden auf Grund einfacher geometrischer Betrachtungen noch
weitere Zusammenhinge zwischen diesen Verschiebungen aufgestellt.
Diese Zusammenhinge werden durch die Winkelgleichungen aus-
gedriickt. Viermomenten- und Winkelgleichungen bilden die Gesamtheit
der Elastizititsbedingungen unseres Verfahrens. Nach Aussonderung der
VerschiebungsgréBen und Ersatz der in den Viermomentengleichungen
vorkommenden KraftgréBen und Stabldngenidnderungen durch Ausdriicke,
die nur die duBeren Krifte und die iiberzihligen GroBen enthalten,
werden so viele lineare Gleichungen gewonnen, als statisch nicht be-
stimmbare GréBen vorhanden sind. Diese Gleichungen bilden die
Gesamtheit der Bestimmungsgleichungen. Wie man erkennt, ist das
Verfahren im wesentlichen ein geometrisches, im Gegensatze zu den
von Maxwell und Mohr gegebenen Methoden, die. als mechanische
Methoden angesprochen werden kénnen?).

Die Vorziige des hier dargestellten Verfahrens, das wir die Me-
thode des Viermomentensatzes nennen wollen, sind z. T. schon
aus den vorangefithrien knappen Darlegungen zu erkennen. Der Zu-
sammenhang zwischen den Forminderungen einerseits und den an-
greifenden und widerstehenden Kriften andererseits, kurz, das sogenannte
Kriftespiel, tritt in jedem Punkte der Rechnung deutlich zutage. Sind
die statisch nicht bestimmbaren GroBen -einmal bekannt, so konnen,

1) Maxwell fafit z. B. das Fachwerk als eine Maschine auf, mittels welcher
eine treibende Kraft P (Last) einen Widerstand S (Stabkraft) tiberwindet. ,On
the calculation of the equilibrium and stiffness of frames.” Phil. Mag. 1864,
Bd. 27, S. 294.
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meist unter Zuhilfenahme der Zwischenergebnisse der Rechnung, Fragen
nach den Forminderungen, deren Beantwortung unerlafBlich ist, wenn
das Kriftespiel im untersuchten Systeme klar erkannt werden soll, ohne
viel Miihe erledigt werden. In dieser Hinsicht wird sich das Verfahren
der iiblichen Methode an Anschaulichkeit iiberlegen erweisen.

Als Hauptvorzug aber mufl der Umstand bezeichnet werden, daB
die Auswahl der statisch nicht bestimmbaren Grofen erst nach Auf-
stellung der Elastizititsbedingungen erfolgt; sie kann daher so getroffen
werden, daB die Rechenarbeit auf ein KleinstmaB beschrankt wird,
denn z. T. rein arithmetische Uberlegungen zeigen, nachdem die Glei-
chungen bereits festgelegt sind, in jedem Einzelfalle den Weg, wie
unter Wahrung weitgehender Arbeitsékonomie die Uberzihligen aus-
zuwahlen sind. Die einfache und iibersichtliche Form der Viermomenten-
und Winkelgleichungen erleichtert in hohem MaBe die Entscheidung
iiber den weiteren Rechnungsgang. Die in den Gleichungen deutlich
ausgeprigten Symmetrieverhiltnisse des der Untersuchung unterworfe-
nen Rahmensystems ermdglichen in der Regel die zweckmiBige Zer-
fallung des Gleichungssystems in voneinander unabhingige Gleichungs-
gruppen. Vielfach weisen die Gleichungen selbst auf bestimmte Kraft-
groBen hin, so daB im gewissen Sinne von einem selbsttitigen Aus-
wiahlen der statisch nicht bestimmbaren GroBen gesprochen werden
kann. Im allgemeinen erweist sich der ganze Rechnungsgang, wie aus
den Beispielen ersichtlich werden wird, bedeutend kiirzer als bei den
itblichen Verfahren. Dies- tritt vornehmlich bei vielfach statisch un-
bestimmten Tragwerken deutlich hervor, da in vielen Fillen bereits die
angesetzten Viermomentengleichungen die Bestimmungsgleichungen fiir
die Uberzihligen vorstellen, oder diese durch einfache Umformungen
daraus gewonnen werden konnen, was bei der gebrduchlichen Berech-
nungsweise erst nach Durchfiihrung von kiirzeren oder liangeren Inte-
grationen, die bei unserem Verfahren ganz entfallen, méglich ist. Das hier
erorterte Verfahren fiihrt auch zu der bemerkenswerten Erkenntnis, daB
die EinfluBlinien der Uberzihligen, unabhingig von der Art des Trag-
werkes und dem Grade seiner Unbestimmtheit, aus wenigen unver-
inderlichen Stammlinien (Stammfunkti‘onen) in einfachgr Weise dar-
gestellt werden konnen, wodurch die Ermittlung dieser Linien, ins-
besondere bei hochgradig statisch unbestimmten Systemen, bedeutend
erleichtert wird.

1*



I. Die Elastizititsbedingungen der Methode
des Viermomentensatzes.

§ 1. Das Bildungsgesetz ebener Systeme.

Jedes aus steifen Stiben bestehende Tragwerk kann als Steifrahmen
aufgefaBBt werden. In diesem Sinne sind die Ertrterungen dieses Ab-
schnittes als vollkommen allgemein giiltig aufzufassen.

Unter einem ebenen Steifrahmen verstehen wir ein Traggebilde,
das aus geraden oder gekriimmten Stiben, die miteinander steif oder
gelenkig verbunden sind, besteht. Die Zahl der Stibe, deren Verbin-
dungen untereinander, sowie die Lagerung des ganzen Systems miissen
so beschaffen sein, dafl ein in der Systemebene unverschiebliches Trag-
werk entsteht, wenn von
den elastischen Forminde-
rungen abgesehen wird.
Sind samtliche Knoten-
punkte als Gelenke ausge-
bildet, dann geht das eigent-
liche Rahmentragwerk in
ein Fachwerk iiber.

Das Grundsystem., Wir
bezeichnen als einfaches

Abb. 1. Grundsystem einen aus

beliebig vielen Elementen

gebildeten ebenen, geschlossenen Rahmen mit iiberall steifen Ecken,

dessen duBere Krifte bekannt und untereinander im Gleichgewichte
sind (Abb. 1).

Unter Element verstehen wir dabei einen geraden oder ge-
krimmten Stab oder Stabteil, der zwischen zwei ausgezeichneten
Punkten liegt.

Ausgezeichnete Punkte. Wir nennen ausgezeichnete Punkte
eines Systems alle jene Punkte, in denen wunter Wahrung des
elastischen Zusammenhanges der dort zusammentreffenden Stibe oder
Stabteile Unstetigkeiten auftreten. Hierher gehdren: steife Ecken,
Punkte, in denen mehr als zwei Stibe zusammenstofen, wobei we
nigstens zwei derselben miteinander steif verbunden sein miissen,

/; 2
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endlich jene Punkte, in demen das Trigheitsmoment eines sonst in
seiner Achsenfilhrung stetig verlaufenden Stabes eine plotzliche An-
derung erfihrt.
Gelenkpunkte gehoren
nicht zu den ausgezeich-
neten Punkten, da dort der
elastische Zusammenhang
gestort ist. In Abb. 2 sind:
Punkt 0 und 1 ausgezeich-
nete Punkte der ersten Art,
Punkt 2 und 5 ausgezeich- Abb. 2.
nete Punkte der zweiten Art
und die Punkte 3 und 4, in denen die Querschnitte plétzliche Ande-
rungen erleiden, ausgezeichnete Punkte der dritten Art.

Zuriickfiihrung der Tragwerke auf einfache Grundsysteme. Es 1abt
sich nun zeigen, daB jedes Tragwerk aus dem dreifach statisch un-
bestimmten einfachen Grundsystem abgeleitet werden kann:

1. Durch Einschalten von Gelenken entsteht der zweifach, der
einfach statisch unbestimmte und der statisch bestimmte Ring.

2. Jeder offene einfache Rahmen kann in einen geschlossenen
Rahmen verwandelt werden, wenn man die Auflager durch Stibe ver-
bindet, die gewisse Auflagerwiderstinde in ihrer Wirkung ersetzen



6 Die Elastizititsbedingungen der Methode des Viermomentensatzes.

a) Der in Abb. 3a dargestellte geschlossene Rahmen mit dem in
A und B steif angeschlossenen Stab AB, dem wir das Trigheits-
moment J==00 zuschreiben, ersetzt, als Balken gelagert, den dreifach
statisch unbestimmten eingespannten Rahmen der Abb. 3b.

b) Ist der Stab A B einerseits fest, anderseits gelenkig ange-
schlossen (Abb. 4a), dann entsteht das in Abb. 4b dargestellte zwei-
fach statisch unbestimmte Tragwerk.

)

7%

Abb. 6.

c) Wenn sowohl in A als auch in B Gelenke vorgesehen sind
Abb. 5a), im iibrigen aber der Querschnitt des Stabes AB, F =00,
so kann diesem geschlossenen Systeme der in Abb. 5b zur Darstellung
gebrachte Zweigelenkrahmen mit unverschieblichen Kampfern zugeordnet

J=w z3
Abb. 7.

werden. Ist der Stabquerschnitt F endlich, dann liegt der Zweigelenk-
rahmen mit Zugband vor.

d) Sind' zwei SchluBstibe vorgesehen, von denen der eine steit
angeschlossen, "der zweite als Pendel wirkt (Abb. 6a), so entspricht
diese Anordnung dem in Abb. 6b dargestellten Tragwerk. Ist bei 4
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statt der steifen Ecke ein Gelenk vorhanden, ‘dann geht der Rahmen
in den frei-aufliegenden Balken iiber.

Die in den Abb. 3 bis 6 verzeichneten Tragsysteme konnen weiter
durch Einschalten von Gelenken in Systeme von niedrigerem Grade
statischer Unbestimmtheit verwandelt werden. Im System der Abb. 3

A 4 8 YA 2) ,9?/
77 ~ 7" A
J=oo Z3
Abb. 8.

diirfen ein, zwei oder drei Gelenke eingeschaltet werden. Das System
der Abb. 4 gestattet die Anordnung von einem oder zwei Gelenken.
Wird in Abb. 5 ein Knoten gelenkig gemacht, so entsteht der Drei-
gelenkbogen. Das System der Abb. 6 erlaubt noch die Anbringung
eines Gelenkes.

3. Denkt man sich den Stab AB in den Abb. 3 bis 6 nach unten
gekriimmt, dafiir aber die Rahmenstibe in der Verbindungslinie 4B
gerade gestreckt, so ersetzen derartige Anordnungen der Reihe nach: den

) .

- #
2 ) Z

Abb. 9.

beiderseits eingespannten Balken (Abb. 7), den einerseits eingespannten,
anderseits mit festem Gelenk versehenen Tragbalken (Abb. 8), den
beiderseits mit festem Gelenk versehenen geraden Stab (Abb. 9) und
endlich den gewdhnlichen Balken (Abb. 10).

Wir sehen somit, wie durch Einschaltung von Gelenken sowie
durch passende Annahmen iiber die Steifigkeit und die Querschnitts-

A 2 £ 4 2
A

S

Abb. 1o0.

beschaffenheit einzelner Stibe des Grundsystems sich simtliche mog-
lichen Tragsysteme, die aus einem einfachen Stabzug bestehen und
in zwei Punkten gestiitzt sind, ableiten lassen.

4. Alle iibrigen moglichen Tragwerke lassen sich aus Verbin-
dungen von mehreren einfachen Grundsystemen entwickeln.



8 Die Elastizititsbedingungen der Methode des Viermomentensatzes.

SchlieBt man an das Grundsystem gbcda (Abb. 11) einen zweiten
Rahmen cefgd an, so entsteht ein zweifaches Grundsystem, das sechs-

c

a

Abb. 11.

fach statisch unbestimmt
ist, und in die beiden
einfachen Grundsysteme
abcda und cefgdc, die
die Seite cd gemeinsam
haben, zerfillt. —Wir
setzen wie beim ein-
fachen Grundsystem vor-
aus, da3 simtliche &u-
Beren Krifte bekannt
und untereinander im

Gleichgewichte sind. In derselben Weise, wie das zweifache System,
koénnen auch drei- und mehrfache Grundsysteme geschaffen werden. Sind
» einfache Grundsysteme zu einem Tragsysteme vereinigt, so sprechen
wir von einem #n-fachen Grundsystem, das 3gu-fach statisch un-

2

%

Abb. 12.

bestimmt ist, wenn die
auBeren Krifte gegeben
sind. Sowie sich aus dem
einfachen Grundsystem
die Reihe der médglichen
Tragwerke durch Ein-
schalten von Gelenken
und durch Wabhl passen-
der Querschnitte be-
stimmter Stidbe ableiten
1iBt, so lassen sich in
der gleichen Weise auch
aus dem allgemeinen
n-fachen Grundsystem
alle bei der gegebenen

Stabzahl und Stabanordnung méglichen Tragsysteme entwickeln. Da wir
hinsichtlich Stabzahl und Stabanordnung keine einschrinkende Annahme
gemacht haben, so folgt daraus, dal jedes nur denkbare Tragsystem
sich auf ein ein- oder mehrfaches Grundsystem zuriickfithren 140Gt




Das Bildungsgesetz ebener Systeme. O

Abb. 12 stellt ein Beispiel eines vierfachen Grundsystems vor. Es
zerfillt in die vier einfachen Grundsysteme abcdea, acdfa, cdfghc
und cdfic und ist 4>< 3 =12 fach statisch unbestimmt. Es ist hier-

Z J=oo 2,

Abb. 14.

bei zu beachten, dal die Art der Zerlegung der Grundsysteme eine
gewisse Willkiir zuldBt; so koénnen an Stelle der ersten zwei eben
genannten Grundsysteme auch die Systeme gbcdfe und abcdea

@) )4

A\LI[I;;ﬁ;@g

Abb. 15.

treten, da man sowohl f an das System abcdea als auch ¢ an das
System abcdfa anschlieBen kann. Einige Beispiele moégen das voran-
stehend Erorterte veranschaulichen.

Abb. 13a zeigt ein dreifaches Grundsystem, das -in seiner Wir-
kungsweise dem in Abb. 13b dargestellten dreifeldrigen Rahmen mit
vier eingespannten Stindern entspricht.

Abb. 16.

Aus diesem Grundsystem kann durch Einschalten von -vier
Gelenken (Abb. 142a) ein Abb. 14b gleichwertiges System geschaffen
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werden. Es ist zu beachten, daB der Stab A B ohne Unterbrechung
durch die Gelenke steif durchliuft. »

Ein aus -einem vierfachen Grundsystem entwickeltes Tragwerk
zeigt Abb. 15a. Es ist, wie
leicht einzusehen, dem in
Abb. 15b gezeichneten vier-
feldrigen durchlaufenden
Balken gleichwertig. Ebenso

‘ leicht ersichtlich ist, daB die
a) 2 :
b 4 ) 4 in den Abb.16a und b dar-
gestellten Systeme einander
J=oo ersetzen konnen.
> ge Y Abb. 16a ist aus einem
Abb. 17, drelfache:n Grundsystem
durch Einschalten von vier
Gelenken entstanden. Daher g — 4 == 5 fach statisch unbestimmt.

Der einfache geschlossene Rahmen der Abb. 17b, der zwei fest
eingespannte Stdbe besitzt, 1468t sich auf ein zweifaches Grundsystem,
das in Abb. 17a zur Darstellung gebracht ist, zurlickfiihren.

Jedes Fachwerk mit # Feldern kann aus einem #%-fachen Grund-
.system abgeleitet werden, wenn man in den Knoten Gelenke anordnet.

Es sei noch bemerkt, daf} die in den Abb. 3 bis 17 gezeichneten
geraden Stdbe auch fallweise durch gekriimmte Stibe ersetzt werden
konnen, da wir die Grundsysteme aus geraden oder gekriimmten Stiben
zusammengesetzt erkldrt haben.

§ 2. Die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GréSen
im einfachen Grundsystem.

Wie im vorangehenden Absatze gezeigt wurde, liBt sich jedes
Tragsystem aus Grundsystemen ableiten. Gelingt es nun, die iiber-
zihligen GroBen des einfachen Grundsystems zu berechnen, so ist
damit auch ein allgemeines Verfahren gegeben, das bei wiederholter
Anwendung auf mehrfache Grundsysteme oder auf aus solchen ab-
geleitete  Tragwerke deren statisch nicht bestimmbare Groen
liefert. Unsere Aufgabe lduft also zundchst auf die Berech-
nung des dreifach statisch unbestimmten einfachen Grund-
systems hinaus.

a) Die Stetigkeitsbedingung.

Fiir jeden ausgezeichneten Punkt kann eine Stetigkeitsbedingung
aufgestellt werden. Diese Bedingung besagt, dal die Endtangenten
zweler in einem ausgezeichneten Punkte. zusammentreffenden und dort
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steif verbundenen Stibe oder Stabteile (Elemente) vor und nach der
Forminderung den gleichen Winkel miteinander einschlieBen.

Das in Abb. 18 dargestellte Grund-
system sei durch den Angriff einer
im Gleichgewichte stehenden Last-
gruppe verzerrt, wobei die Sehne des
Stabes ab in ihrer Ricktung fest-
gehalten gedacht ist. Die Verzerrungs-
figur ist in der Abbildung strichliert
angedeutet. Wir betrachten nun zwel
benachbarte  Elemente des Grund-
systems, und zwar die Stibe k—1, Abb. 18.
kund %k, k-1 in ihrem elastischen
Zusammenhange vor und nach der Verzerrung. In Abb. 19 sind die
beiden ins Auge gefaB3ten Stibe in beiden Lagen herausgezeichnet.

Bezeichnet ¢ den Winkel, den die Tangenten der in % zusammen-
stoBenden Stabenden vor der Verformung miteinander einschlieBen,
¢’ den Winkel nach derselben, so besagt die Stetigkeitsbedingung,

Abb. 19.

4

daB ¢ = ¢’ sein muB. Aus Abb. 19 ist ohme weiteres ersichtlich,
daB dann der Winkel 4¢,, um den sich die Tangente im Punkte k
des Stabes [/, bei der Verschiebung und Verzerrung dreht, gleich
sein muBl dem Tangentendrehwinkel 4 ¢, , des Stabes [, ,,. Somit
ist, wenn man Verdrehungen im Sinne der Uhrzeigerbewegung als
positiv annimmt,
do,=A4@;,,.

Nun setzt sich jeder der beiden Winkel aus zwei Teilen zusam-
men, In Abb. 20 sind die einzelnen aufeinanderfolgend gedachten
Verschiebungs- und Verzerrungszustande des Stabes k, k£ 41 zur Dar-
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stellung gebracht. Denken wir uns nun den Stab unverzerrt parallel
L . zu sich verschoben,
Aot i bis £ nach %’ gelangt
|
|

(strichlierte Stabachse
in Abb. 20), dann um
den Winkel 9 ge-
dreht, bis die Stab-
sehne ihre endgiiltige

I
|
g
|

4 _ urspréngl. Stabachse . cicht
K ~—— ,91 paralle/ Ver.s‘cﬁaéeﬂ}# Rlc‘ht;:ng ” irrSt b
S — | (strichpunktierte Stab-

achse) und endlich
%k+7'  verzerrt, so hat sich
bei diesen schrittwei-
urspringl. Sratese  sen  Verschiebungen
rach aer S’”M’f/’””y die Stabtangente in %’
/ bei der Drehung um

den Winkel ¢ zu-
/ nichst ebenfalls um 9
gedreht, um schlief3-
lich bei der darauf-
folgenden Verzerrung
nach einer weiteren Verdrehung um den Winkel v ihre endgiiltige Lage
zu erreichen. Somit ist fiir jeden der beiden Stibe

A=y

und die oben angegebene Bedingung geht iiber in

BGiegelinie

Abb. 20.

Ve — Verr T —F=0.

Die Winkel ¢, und ¢, _,, die die relative Lage der verschobenen
Knotenpunkte ¥ —1’, ¥’ und k -} 1’ beschreiben, bezeichnen wir als
Stabdrehwinkel.

Wir beschrinken die weiteren Entwicklungen, ohne ihre Allgemein-
heit zu gefihrden, auf gerade oder schwach gekriimmte Rahmen-
stdbe, da stark gekriimmte Stidbe selbst wieder als Steifrahmen betrachtet
werden koénnen.

Bezeichnet man mit 4y die in Richtung senkrecht zur Stabsehne
gemessenen Verschiebungskomponenten der Achsenpunkte des Stabes &,
k-1, d.s. die Ordinaten der in Abb. 20 -eingetragenen Biegelinie,
so gilt fiir die Verdrehung. des linken Endes dieses Stabes, genau

genug,

aA y k+1
Vi1 VB Yy = (7‘%—)

=0
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und ebenso fiir die Verdrehung des rechten Endes des Stabes k. —1, &

d A4 y\k
Ve~ BY—\",

x=l.

Man erhilt sonach die. Stetigkeitsbedingung in der Form:

d Ayl ddyle+t
[dxy]x=l—[_d;€2]x=o + = Fppr=o.. . . 1)

Die Zeiger ¢ und k-1 zeigen das Stabfeld an, auf welches sich das
Gleichungsglied bezieht.

Die Gleichung 1) gilt selbstverstandlich auch dann, wenn die beiden
steif vereinigten Stibe in eine Gerade fallen (Abb. 21), oder wenn
beide Stibe in £ mit ste-

tiger Kriimmung in ein- /—y < P
ander iibergehen. —_— / %&7

Da die Stetigkeits- -7l (] e
- bedingung 1) eine I 7&527/] T

Bemehung" zwischen Abb. 21.

den Forminderungen

zweier benachbarter Elemente darstellt, so ist sie eine Art
Elastizititsbedingung, die zur Bestimmung der statisch un-
bestimmbaren Gr6fBen im Systeme dienen kann. Es fragt sich
nun: Wie groB ist die Zahl derartiger im einfachen Grundsystem aus
n Stiben aufstellbaren Stetigkeitsbedingungen und reicht diese Zahl
aus, um samtliche {iberzihligen GroBen und sonstigen Unbekannten
im Grundsysteme zu berechnen?

Wir betrachten ein einfaches Grundsystem aus # Elementen, dessen
eine Seite in ihrer Richtung festgehalten ist. Die Stetigkeitsbedingungen
enthalten die Differentialquotiénten der Verschiebungen Ay und die
Stabdrehwinkel. Diese Verschiebungen und somit auch ihre Differen-
tialquotienten lassen sich als Funktionen der duBeren Krifte und der
drei Uberzihligen des Grundsystems darstellen. Die Gesamtheit der
Stetigkeitsbedingungen fiir das ins Auge gefaBte Grundsystem enthilt
demnach die duBeren Krifte, die statisch nicht bestimmbaren GroBen
und # — 1 Drehwinkel, da ein Stab voraussetzungsgemil als festge-
halten den Drehwinkel Null hat. Da die duBeren Krifte des Grund-
systems als bekannt angenommen werden, so verbleiben in den
Stetigkeitsbedingungen an Unbekannten:

3 statiaéch unbestimmbare Gro6Ben
#—1 Stabdrehwinkel,

zusammen # -}-2 Unbekannte. IThnen stehen bei » ausgezeichneten
Punkten # Stetigkeitsbedingungen der Form 1) gegeniiber, so daB es



14 Die Elastizititsbedingungen der Methode des -Viermomentensatzes,

notwendig erscheint, zwei weitere Beziehungen zwischen den Unbekannten
aufzusuchen, um die gestellte Aufgabe 16sen zu konnen.

b) Die Winkelgleichungen.

Die Stetigkeitsbedingungen beschreiben den elastischen Zusammen-
hang je zweier aufeinanderfolgenden Elemente des Grundsystems. Nun
ist es noch notwendig, die geometrische Unverdnderlichkeit des ganzen
Rahmengebildes, d. h.
die Bedingung, daB
der geschlossene
Rahmen auch nach
der Verzerrung ein
geschlossener Rah-
men bleibe, in Form
von Elastizititsglei-
chungen festzulegen.

Der geschlossene
! Stabzug 1, 2,..#n der

Abb. 22. Abb. 22 gehe nach
der Verzerrung in den
strichliert gezeichneten Stabzug 1/, 2’ ... #  {iiber, wobei sich die
Stabsehnen, und nur diese sind in der Abbildung dargestellt," um die
Stabdrehwinkel 4, , &,,... &#,_, drehen, Stab 1 — » sei hierbei in seiner
Richtung festgehalten gedacht, da es nur auf die Verdrehung der Stibe
gegeneinander und nicht auf eine Verdrehung des ganzen Gebildes
ankommt. Wir projizieren nun die beiden Stabpolygone auf zwei auf-
einander senkrecht stehende Achsen z und y. Die z-Achse falle mit
der Stabsehne 1 — # zusammen, der Achsenursprung liege in 1. Soll
jeder der beiden Stabziige eine geschlossene Figur bilden, so mub
die Summe der Projektionen aller Vieleckseiten auf die beiden Achsen z
und y Null sein. Demnach ist
fiir das unverzerrte Stabvieleck

Dlcosag=0 und 2lsine=o0,
und fiir das verzerrte Stabvieleck
Slcosed =0 und 3 I'sine =o.

Die Winkel ¢ bzw. ¢/ sind am niedriger bezifferten Stabende,
von der Richtung der positiven z-Achse ausgehend, ent-
gegengesetzt dem Sinn der Uhrzeigerbewegung zu zihlen,
wies dies in Abb. 22 durch Pfeile angedeutet ist,

Wir filhren nun /! =]-}+ 47 und ¢ =« — 9 ein. Einem posi-
tiven A1 entspricht somit eine Stabverlingerung, einem posi-
tiven & eine Verkleinerung des Winkels «; der Stab dreht
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sich: demnach bei positivem ¢ um sein niedriger beziffertes Ende im
Sinne der Uhrzeigerbewegung. Diese Festsetzungen wollen wir fest-
halten?).

Fiir einen beliebigen Stab gilt demnach ,

Vcoso = (14 A1)cos (¢ — )= (1} A1) (cos e+ & sine),

wobei, wegen der Kleinheit des Winkels &, cos#=1 und sind=49
gesetzt wurde. Nach Ausfilhrung der angedeuteten Multiplikation folgt

Vcoso/ =1lcosa—|Adlcose~ 9 Ising;

hierbei wurde das Glied 4.%.sin¢ als klein von der zweiten GroBen-
ordnung vernachlissigt.
In derselben Weise findet man

Usine =1+ 41)sin (¢ — ) = (14 41) (sin e — ¥ cos )
oder

Vsing =Isine¢ -4 Alsino— 9-lcose.
Nach Einsetzen in die eingangs aufgestellten Summengleichungen
gewinnt man
Slcosa—+ Y dlcose- 3 Plsinge=o0,
Sisine—+ YN Alsing— Y ¢-lcose=o0.

Die ersten Glieder dieser beiden Gleichungen sind Null, und die
Formeln nehmen daher die einfache Gestalt an

TAdlcose+ Z9-Isina=o0) 2)
EA[sina-—Eﬂ-lcosa=of C

Diese .beiden Gleichungen werden als Winkelgleichungen be-
zeichnet. Die Summenzeichen erstrecken sich auf alle Stibe des
Systems, ob diese gelenkig oder steif angeschlossen sind. Das Vor-
zeichen der einzelnen Summenglieder hingt vom Vorzeichen der Winkel-
funktion des Winkels ¢ ab. Die 41 bedeuten die Lingenidnderungen
der Stabsehnen und sind Funktionen der Lingskrifte, Temperatur-
anderungen und der verbiegenden Momente bei gekriimmten Stiben.
Die 41 und ¥ werden als Unbekannte zunichst positiv angenommen.

In den vorstehenden Entwicklungen wurde die z-Achse mit einer
Rahmenseite zusammenfallend angenommen, und dieser Rahmenseite,
als festgehalten, der Drehwinkel Null beigelegt. Dies muB keines-
wegs immer der Fall sein; man kann jede beliebige Richtung als
Projektionslinie wihlen, d. h. der Winkel ¢ kann auf eine beliebig

1) Wegen des Zusammenhanges der Winkelgleichungen mit den Stetig-
keitsbedingungen, in denen die Drehwinkel ¢ positiv bei Stabdrehung im Sinne
der Uhrzeigerbewegung gezdhlt wurden, wurde einer Verkleinerung des
Winkels ¢ ein positives ¢ zugeordnet,
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gewihlte Gerade mit Richtungssinn bezogen werden, nur mubB diese
‘Gerade im Grundsysteme selbst, also gegen irgendeinen Stab desselben,
festgelegt sein.

Die beiden Winkelgleichungen bilden die fiir die Berechnung des
Grundsystems noch notwendigen Elastizititsbedingungen. Damit ist
auch die Aufgabe, die iberzihligen GroBen im einfachen Grund-
system zu bestimmen, im Wesentlichen geldst. Stetigkeitsbedingungen
-und Winkelgleichungen stellen beim #-stidbigen einfachen Grundsystem
-die # -}z Elastizititsbedingungen vor, aus denen die # -} 2 Unbe-
kannten (Stabdrehwinkel und Uberzihlige) ermittelt werden konnen.
Die Winkelgleichungen sind unabhingig von der Stabform
und der Querschnittsgestaltung, haben daher allgemeine
‘Geltung.

§ 3. Anwendung auf beliebige statisch unbestimmte
" Tragsysteme.

Wir betrachten zundchst die aus einem einfachen Grundsystem
-abgeleiteten Triger. Durch Einschalten eines Gelenkes in einem
-ausgezeichneten Punkte fillt eine iiberzihlige GroBe, also eine Unbe-
kannte, fort, ebenso entfillt aber auch eine Stetigkeitsbedingung, da
im Gelenkpunkte keine Stetigkeit besteht. Bei zwei Gelenken fallen
zwei Unbekannte und zwei Stetigkeitsbedingungen fort usw. Man erkennt
somit, dafl das Gleichgewicht zwischen der Zahl der Unbekannten und
-der Zahl der zu ihrer Berechnung dienenden Elastizititsbedingungen
in jedem Falle fiir alle nach den Regeln des § 1 aus dem einfachen
Grundsysteme abgeleiteten Tragwerke ungestort bleibt, womit die

Mboglichkeit der Berechnung
g beliebiger Tragwerke dieser
Gruppe mit Hilfe der Stetig-
keitsbedingungen 1) und der
Winkelgleichungen 2) dar-
getan ist.
Liegt der Gelenkpunkt
nicht in einem ausgezeichneten
Abb. 23. Punkte des Grundsystems, wie
in Abb. 23, so bleibt die Zahl
-der Stetigkeitsbedingungen unverindert, aber die Zahl der Stabdreh-
‘winkel ¢ wird um Eins vermehrt, da den Stabteilen ag und gb ver-
schiedene Drehwinkel zukommen. Dafiir entfillt aber eine Uberzihlige,
wodurch das Gleichgewicht zwischen der Zahl der Unbekannten und
-der Zahl der Elastizititsbedingungen wieder hergestellt ist.
Liegt ein mehrfaches Grundsystem vor, so sind zunichst zwei
Fille zu unterscheiden:
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1. Fall. Zwei aneinandergeschlossene Grundsysteme haben nur
einen Stab' gemeinsam. Fiir jedes einfache Grundsystem koénnen so
viele Stetigkeitsbedingungen angesetzt werden als es ausgezeichnete
Punkte besitzt, auBerdém je zwei Winkelgleichungen. Haben die an-
einandergeschlossenen Grundsysteme p, g, 7 ... ausgezeichnete Punkte
und sind insgesamt B einfache Grundsysteme zu einem Tragwerk ver-
einigt, so betrigt die Gesamtzahl der Elastizititsbedingungen

ptatrte 28

Denken wir uns nun vom ersten einfachen Grundsystem eine Seite
festgehalten, ihren Stabdrehwinkel ¢ also Null gesetzt, so betrdgt die
Zahl der unbekannten Stabdrehwinkel -um 1 weniger als die Zahl der
ausgezeichneten Punkte dieses Feldes. Auch- die Zahl der Stabdreh-
winkel der anschlieBenden Grundsysteme ist je um 1 kleiner als die
Zahl der ausgezeichneten Punkte, da der Stabdrehwinkel der gemein-
samen Seite schon im vorangehenden Felde als Unbekannte gezdhlt
wurde.

Es liegen demnach

p—1)+@g—1)+—1)+-+35p
Unbekannte vor, wenn wir beachten, daB ein B-faches Grundsystem

3f-fach statisch unbestimmt ist. Die Gesamtzahl der Unbekannten
ist demnach gleich der Zahl der Elastizititsbedingungen, d. i

ptatrt 28

2. Fall. Sind zwei oder mehr Stibe den beiden anelnandergerelhten
emfachen Grundsystemen gemeinsam, wie z. B. in Abb. 24, so zeigt
eine einfache Uberlegung,
daB in solchen Fillen so
viel Drehwinkel aus der
Zahl der Unbekannten her-
ausfallen als gemeinsame D e
Stabe . vorhanden  sind.
Gleichzeitig vermindertsich
aber auch die Zahl der
Stetigkeitsbedingungen, da
fiir die zwischen den An-
schluBpunkten a und b lie-
genden ausgezeichneten Punkte nur einmal Stetlgkeltsbedlngungen
angesetzt werden |diirfen, und zwar entweder bei Betrachtung des
Systems I oder II. Die betreffenden Stetigkeitsbedingungen sind in
beiden Systemen identisch, zihlen also nur einmal. Entfallen » ge-
meinsame Stabdrehwinkel als Unbekannte, so konnen v— 1 Stetigkeits-
bedingungen weniger aufgestellt werden, so daB der Unterschied zwi

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 2

a

o
Abb. 24.
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schen der Zahl der Stetigkeitsbedingungen und der Zahl der unbe-
kannten Stabdrehwinkel, genau wie bei Fall 1, fiir jedes einfache
Grundsystem Eins betrdgt. Es ist demnach auch hier die Zahl der
Unbekannten gleich der Zahl der Elastizititsbedingungen.

Beachtet man noch zum Schlusse, daBl hinsichtlich des Einflusses
der Gelenke auf die Zahl der Unbekannten und die Zahl der Elasti-
zititsbedingungen das gleiche gilt wie beim einfachen Grundsystem,
so ist der Beweis erbracht, daB jedes beliebige statisch unbestimmte
System mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen und der Winkelgleichungen
berechnet werden kann.

Wir wollen noch einen Satz iiber mehrfache Grundsysteme be-
weisen, dessen Kenntnis fiir die Anwendung des Verfahrens wichtig
ist. Dieser Satz lautet:

StoBen in einem Tragwerksknoten ¢ Stibe zusammen,

2 die samtlich steif an-
geschlossen sind, so
lassen sich fiir diesen
Knoten nur g—1 von-
einander unabhingige

Stetigkeitsbedingun-
gen aufstellen.
Abb, 25. Da g Stibe angeschlos-
sen sind (Abb. 25), so kann
jeder dieser ¢ Stibe, mit einem der iibrigen vereinigt gedacht, eine
Stetigkeitsbedingung liefern. Die Zahl der so méglichen Bedingungen
ist gleich der Zahl der Kombinationen zu zwei Elementen ohne Wieder-
holung, d.i.

,_le—1)
2

Wir greifen nun eine beliebige Stetigkeitsbedingung heraus, z. B.
die, welche sich auf Stab 1 und Stab » bezieht. Diese lautet:

(a4 y} fddy]

& L Cde ), T
Weiter jene, die die Stiabe 1 und » 41 umfaBt:

[dA y} [dd vy

Cdo T ey T P

Subtrahiert man beide Gleichungen, so entsteht

(a4 y] (dAy]
e ), an ), T t=0,
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d. i. eine Stetigkeitsbedingung zwischen Stab » und » -} 1, die aber
schon in der Gesamtzahl der méglichen Bedingungen enthalten ist.
Verbindet man einen beliebigen Stab der Reihe nach mit den iibrigen
o —1 Stiben zu Stetigkeitsbedingungen, so erhdlt man ¢ — 1 Glei-
chungen, die voneinander unabhingig sind. Durch Subtrahieren von
je zweien konnen Stetigkeitsbedingungen abgeleitet werden, deren
Gesamtzahl der Zahl der Kombinationen aus (9 — 1) Elementen zu
zwei Elementen ohne Wiederholung gleich ist. Diese Zahl z’ betrigt

Z/:(Q—“(Q_z)_
2

Da die Gesamtzahl aller Stetigkeitsbedingungen z ist, so ist die Zahl
der iiberhaupt moglichen, voneinander unabhingigen Stetigkeitsbedin-
gungen z — z’, demnach

r_ele—1)—(e—1)(e—2)
2

z—2 =0—1,
was zu beweisen war.

Es sei noch bemerkt, da es im Grunde genommen gleich-
giiltig ist, welche von den méglichen Stetigkeitsbedingungen eines
Knotens angesetzt werden. Bedingung ist nur, daf} sie voneinander
unabhingig sind, wobei man sich bei der Auswahl der Kombinationen
nur von ZweckmiBigkeitsgriinden hinsichtlich der Vereinfachung der
Berechnung -leiten lassen wird.

Bei der Anwendung der Winkelgleichungen auf mehrfache Grund-
systeme oder auf aus solchen abgeleitete Tragwerke wird man in
Anwendung des am Schlusse der Darstellung der Winkelgleichungen

auf S. 15 Gesagten alle Einzelrahmen, in die das betrachtete System
zerfdllt, auf eine und dieselbe Projektionsgerade, die am zweckmiBig-
sten eine Auflagerverbindungslinie ist, beziehen. Doch steht es auch
frei, fiir jeden einfachen Rahmen oder fiir eine Gruppe derselben je
eine andere Bezugsgerade fiir den Winkel ¢ zu wihlen.

2%
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Einige Beispiele sollen ‘die Zurlickfilhrung der Tragsysteme auf
Grundsysteme und das’ Gleichgewicht zwischen der Zahl der Elastizi-
tatsbedingungen und der Zahl.der Unbekannten zeigen.

4. Der. in Abb. 26  dargestellte Halbrahmen ist einfach statisch
unbestimmt. Mit gerissenen ‘Linien sind. die Erginzungsstibe zum
geschlossenen Rahmen- dargestellt. An Unbekannten zahlen wir: eine
statisch unbestimmbare GroBe und drei- Stabdrehwinkel, da vier Stibe
vorliegen, von denen der Stab AB in seiner Richtung festgehalten ist
und daher keine Verdrehung erleiden kann. Insgesamt vier Unbe-
kannte. Zu ihrer Ermittl}l’\r'fg" “dienen zwei Stetigkeitsbedingungen fiir
die ausgezeichneten Punkte 4 und C, sowie die beiden Winkelglei-
chungen. Somit vier Gleichungen.

Abb. 28.

2. Eingespannter Bogen nach Abb. 27. Dieses Tragwerk ist drei-
fach statisch unbestimmt. Als Unbekannte kommen nur- drei Uber-
zéhlige in Betracht, weil 4 und B fest sind und daher samtliche Stab-
drehwinkel verschwinden. An Elastizititsbedingungen liegen vor: zwei

Za

Abb. 29.

Stetigkeitsbedingungen fiir die ausgezeichneten Punkte 4 und B, sowie
eine Winkelgleichung, da in der zweiten Winkelgleichung, wie man
sich leicht iiberzeugt, -simtliche Glieder Null sind. Zusammen also
drei. Gleichungen.

3. Der Eingelenkrahmen der Abb 28 ist zweifach statisch unbe-
stimmt. Unbekannt sind: zwei Uberzahlige und vier Stabdrehwinkel,
somit liegen sechs Unbekannte vor. Zu ihrer Berechnung dienen
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fach statisch unbestimmt. Beriicksichtigt man, daB neun Stabdrehwinkel
in Betracht kommen, so sind insgesamt zwo6lf Unbekannte zu be-
stimmen. Dieser Zahl von
Unbekannten stehen gegen-
iber: sechs Stetigkeits-
bedingungen fiir die aus-
gezeichneten Punkte C, D,
Abb, 32. E, F, G und H, und

3><2=6  Winkelglei-

chungen; zusammen zw9§lf Gleichungen.

7. Der unterspannte Balken (Abb. 32) ist einfach statisch unbe-
stimmt. Die Auszihlung ergibt: an Unbekannten: eine Uberzihlige
und sieben Stabdreh-
winkel, zusammen
acht; an Gleichun-
gen: zwei Stetigkeits-

a) bedingungen und

_%A % V4 V-4 sechs Winkelglei-
% chungen, zusammen

ebenfalls acht. Hier-
bei wurde der Stab-
drehwinkel eines der
4 2 c 0 acht Stibe als ge-
s f geben angenommen,
da ja ein Stab in sei-

£

= /= .
L2 =% ner Richtung fest-

S—

\\\3;- zuhalten ist.
. 8. Der einerseits
Abb. 33. eingespannte, ander-
seits beweglich ge-
lagerte Balken A B sei mit dem Stabpaar CE und ED steif verbunden
(Abb. 33). Das so entstandene Tragsystem ist vierfach statisch unbe-
stimmt. Fiigt man die Zahl der unbekannten Stabdrehwinkel fiir die
iinf Stibe des gegebenen Systems und fiir den Zusatzstab BF
hinzu, so sind insgesamt zehn Unbekannte zu bestimmen. Zu ihrer

Abb. 34..
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Ermittlung dienen: sechs Stetigkeitsbedingungen, und zwar je eine fiir
die Punkte A und E und je zwei fiir die Punkte C und D; dann
2>< 2 =4 Winkelgleichungen fiir die beiden geschlossenen Rahmen
ABF und CDE; insgesamt zehn Gleichungen.

9. Der Vierendeelbalken (Abb. 34) ist bei » Feldern 3#n-fach sta-
tisch unbestimmt. Die Zahl der Unbekannten betrigt demnach 3%
Uberzihlige, zu denen bei 3#-1 Stiben, 37 Stabdrehwinkel hinzu-
kommen, also 6#. An Bestimmungsgleichungen stehen zur Verfiigung:
fir jedes Rahmenfeld vier Stetigkeitsbedingungen und zwei Winkel-
gleichungen, insgesamt 6# Bedingungsgleichungen,

II. Tragwerke aus geraden oder schwach
gekrimmten Stiben mit unverédnderlichem
Querschnitt.

§ 4. Der Viermomentensatz.

Fir die nachstehenden Entwicklungen gelten die folgenden ein-
schrankenden Voraussetzungen:

1. Die Querschnittsabmessungen der einzelnen Stibe des Trag-
werks sind klein gegeniiber den Stablingen, so dafl es erlaubt ist,
vom EinfluB der Querkrifte abzusehen und die inneren Krifte und
Forminderungen gekriimmter Stabe in der gleichen Weise zu ermitteln
wie bei geraden Stiben.

2. Der Krimmungshalbmesser gekriimmter Stibe ist an allen
Stellen groB genug und der Wolbungspfeil zwischen zwei ausgezeich-
neten Punkten geniigend klein, um die Neigung der Stabachse gegen
die Stabsehne bei Ermittlung der Forminderung vernachlissigen oder
durch einen Mittelwert ersetzen zu diirfen.

3. Triagheitsmoment und Querschnittsfliche sind innerhalb eines
Stabes unverianderlich.

Wir betrachten einen aus irgend einem Rahmentragwerk heraus-
geschnittenen Stab 7 — (Abb. 35). Die Mittelkraft aller links vom
Punkte 7 liegenden duBeren Krifte dieses Stabes werde mit R be-
zeichnet. IThre Teilkrifte parallel und senkrecht zur Stabsehne » —1
seien V und H. Mit P kennzeichnen wir die im herausgehobenen
Stabfelde selbst angreifenden Lasten. Auch diese Krifte werden in ihren
Angriffspunkten in die Teilkrifte P, und P, zerlegt. Fiir das Biegungs-
moment M, im Punkte m mit den Ordinaten & und y finden wir,
wenn wir die Bezeichnungen der Abb. 35 beachten und die Momente
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positiv. zdhlen, falls sie an dem im Rahmeninnern gelegenen
Stabrand Zugspannungen erzeugen:

M, =V@,+x)+Hy— > S’P (&t —a)— 3 P, (y—b).

T
By
0

Da Ve =M ist, wobei-M* das Moment von ‘R, bezogen auf einen
unendlich nahe rechts von s gelegenen: Punkt bedeutet, so wird

M,— M+ Vx+Hy~fllsv(w—\a)—ﬁph(y—b)'
) 0

Setzt man x==1], so geht M_ in M? iiber, wobei der links von I
gelegene unendlich nahe Punkt den Bezugspunkt fiir das Moment M?
darstellt. Es ist demnach

l l
M'—Mr+Vl— Y P,(l—a)+ 3 P,b
0 0

und daraus
Ml —M? ! 1 1
y=2 M 1 opi—a—2 3P
l I " 1"
Fihrt man diesen Wert von V in die Gleichung fiir M ein, so
entsteht

M, —Mr L M —

oty + L SP0—0)— 2P0

o[\da

——~2Phb—2Ph(y-b).
L% 0

Die vier Summenausdriicke stellen das Moment des frei auf-
liegenden mit den Lasten P belasteten Balkens » — ] vor, wenn man
sich das feste Lager in ] angeordnet denkt. Wir bezeichnen dieses
Moment mit 9%,. Die Gleichung fiir M nimmt daher nach’ Umord-
nung die -einfache Form an

M—Mr(1——>+Mz +Hy4m, . ... .3



Der Viermomentensatz. 25

wobei H die in die Stabsehnenrichtung fallende Teilkraft von R ist.
H wird positiv gezidhlt, wenn es'-den Stab auf Zug bean-
sprucht. y ist positiv, wenn der Stab nach auBen, negativ,
wenn der Stab nach dem Rahmeninnern gekriimmt ist,
Gleichung 3) gilt natiirlich auch, wenn an Stelle der bisher voraus.
gesetzten Einzellasten zwischen » und ] irgendeine andere Art der
Belastung in Betracht kommt, da sich jede Belastung letzten Endes
mit geniigender Anniherung auf ein System von Einzellasten zuriick-
filhren 1aBt. Die Momente M7 und M’ nennen wir die Anschluf3-
momente.

Unter den eingangs gemachten Voraussetzungen lautet die Diffe-
rentialgleichung der Biegelinie eines Stabes (Rahmenelement), wenn.
auBer der Belastung noch ungleichmiflige Erwirmung ins Auge ge-
fafdt wird,

atdy adt |
EJeosp e =— M —EJ=4=")
Ay ist wie in § 2 die Verschiebung senkrecht zur Stabsehne,
M, das Biegungsmoment im Punkte m (Abb. 35), E und J Elastizitits-
maB und Trigheitsmoment des Stabes. v, ist der .Ausdehnungskoeffi-
zient fiir 1° C Temperaturerh6hung, 4¢ die lineare Temperaturzunahme
vom AuBenrand gegen den Innenrand des Stabes, d die Hoéhe
des Stabquerschnittes. ¢ ist von x unabhingig und bedeutet eine mittlere
Neigung der Stabelemente gegen die Stabsehne?).
Die zweimalige Integration der Differentialgleichung ergibt
& . 2
EJ dy=—J udo—EP 42T secp i o,
0

1) Das von der ungleichmifiigen Erwidrmung herriihrende Glied der rechten
Seite wurde folgendermafien ermittelt:

Die Verdrehung d¢ zweier im Abstande ds befindlichen Querschnitte be
trigt, ohne Kiicksicht auf das Vorzeichen,

)= ds= .
ad 74 y; dx sec ¢
Daher ist

ad  da*dy o dt

dx dax? d ?
und

. 2 Ay o, At

£fcos ¢ i =B

!

2). Es ist zweckmifiig cos ¢ = 3 setzen, wenn ! die Sehnenlinge, b die

Bogenlinge des krummen Stabes bedeuten.
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wenn zunichst

z

6[ M, dz—p,

eingefiihrt und Jcosp = J' gesetzt wird.
Um die Festwerte C;, und C, zu bestimmen, setzen wir

fir =0 dy=o0

fir a=1 dy=0
und finden
!
C,= f,uxd +EJ+— ‘ lsecgv,
0
C,=o0.
Die Gleichung der Biegelinie nimmt damit die Form an
@
! z “t At
EJ Ay:7 p,dx — | p,det+EJ x(l—x)sec .
0 0

Um die Betrige der fiir die Stetigkeitsbedingungen notwendigen
Differentialquotienten zu erhalten, differentiieren wir die voranstehende

Losung und finden
7

ddy 1 o, At

7 Vo . .

E P l.[[umdx u,+EJ - “d (I —2x)sece
0

Durch partielle Integration gelangen wir zu der allgemein

giiltigen Verkniipfung
fyzdx =xu, — [:v %@ dx=upu, —foxdw;

l 1
[ nadw =ty f M na,

wenn u, den Wert von u, fiir 2 =1 bedeutet.
Mit diesem Ausdrucke fiir das bestimmte Integral geht die Glei-
chung des gesuchten Dlﬂerennalquotlenten iiber in

mithin ist

dAy octAt

EJ—= (I —2x) sec .

——fM zdx-}-E ]’

Beachtet man, daB u,—u, die durch M, definierte Momenten-
fliche von z bis ! ist, weiter, daB das durch ! geteilte Integral in der
letzten Gleichung den rechten Auflagerdruck der ganzen Momenten-
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fliche vorstellt, so liBt sich der von M, abhingige Teil der rechten
Seite dieser Gleichung, als die zur Momentenfliche M als Belastung
gehdrende Querkraft %, an der Stelle # deuten (Satz von Mohr).
Sonach koénnen wir auch schreiben

E]’dAy=2R +E]octAt

(I—z2x)seceo. . e . 4)

Zwecks Verwendung dieses wichtigen Ergebnisses fiir die Stetig-
keitsbedingung bestimmen wir die Sonderwerte des Differentialquotienten
fir x=17 und x==0. Es ist offenbar

[ﬁy:‘ ——___%__'_oﬂtlsec
dz ) _ = EJp  =2d " N

dAy] . e, 4t
[‘a?m— Ef+ Lseco,

wenn mit 9 und B die von der Momentenfliche M_ herriihrenden
Auflagerkrifte im linken bzw. rechten Endpunkt bezeichnet werden.

Die Verkniipfung der Gleichungen 5) mit der Stetigkeitsbedin-
gung 1) liefert die Beziehung

B odt
Ek EL];; tz [ - sec k‘!“ Bt gec 90k+1:l—79 + r1=0, 6)
wobei sidmtliche Glieder mit — 1 multlphzlert wurden. Durch die

Zeiger k und k-1 wird die Zugehdrigkeit der einzelnen Glieder zu
den durch die Gleichung 6) in Verbindung gebrachten Stiben /, und

Abb. 36.

«+1 festgelegt. E wurde zeigerlos belassen, da wir das Elastizitits-
maB in allen Stiben gleich gro annehmen wollen. FaBt man die
Momentenflichen der durch 6) verkniipften Stibe als Belastungen auf,
so stellen B, und %, ,, die von dieser Belastung herriihrenden Balken-
widerstinde im Zusammenhangspunkte % vor.
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Zeiger stimmt mit dem Stabzeiger iiberein, der obere Zeiger gibt den
Bezugspunkt an, durch den di¢ Momentenachse geht. .

Die Werte von -3, und D) A, .infolge. der . zunachst nicht ndher
bestimmten Feldbelastung (Moment 9t,) bezeichnen wir mit $f und
Wpss -

Fiir das Gesamtmoment M gilt somit

' @k—l
B, = M- 1(’)‘—{—Ml "—{—H -~+§Bk,
ekt
911:-{-1 —MI”; k+1+Ml+1 k+ "l‘Hm , lk+1 ‘I"mk+1

Damit geht Gleichung 6) iiber in
1 ! ! @’“ !
[t Sl |
EJx
@k+1 J

_1_ k+1 ! E+1
+E]72+1[ +M+1 6 +Hk+1 l +%Ik+1

oAt [l l .
-+ iz—— [EIC sec ¢, d’:i sec ‘Pk+1} —19k—{—19k+] =0.
&

Wir multiplizieren nun mit 6 E J, wobei J, ein beliebig gewihltes
Triagheitshomént bedeutet, “16sen die Klammern auf, ordnen die -Glei-,
chung und fiihren
bei gekriimmten Stdben:

J._
1=

Z ‘]p :ll
.Jcosg

bei géradén Stidben:
:l,

N~

ein. 7 heiBt die reduzierte Linge des Stabes. Wir erhalten
danach '

A
M1l 2 Ma B+ 2 Milh 1+ Micpalhes + 6 Hi @™ ’:
k
I
+6Hk+1@’,:iil;‘+‘ 6EJe (9% —Op)=N-+Nt . . . 7)
k41

Mit N haben wir das von der Belastung, mit N, das von der un-
gleichmiBigen Temperaturinderung abhingige Glied bezeichnet. Es ist

N——6§B1f—15—691P+11"+1 )
I [
und
Nt————gchatAt[‘Ij sec @i + sec (pk+1] )
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Gleichung %) tritt an Stelle der Stetigkeitsbedingung in die Ge-
samtheit der Elastizititsbedingungen ein. Sie  enthilt keine Diffe-
rentialquotienten mehr, Da sie eine Funktion der vier AnschluB-
momente der beiden zusammenhingenden Stibe darstellt, so wollen
wir Gleichung %) in ihrer allgemeinsten Form als Viermomentensatz be-
zeichnen. Die nach diesem Satz im Sonderfalle aufgestellten Elasti-
zititsbedingungen heilen dann Viermomentengleichungen. Vier-
momenten- und Winkelgleichungen bilden somit das System der
Elastizititsbedingungen, aus denen, wie wir sehen werden, die Be-
stimmungsgleichungen fiir die Ermittlung der iiberzihligen GréBen
herausgelost werden. Die Stetigkeitsbedingung 1) selbst hat fiir die
hier betrachtete Tragwerkgruppe keine praktische Bedeutung mehr,
an ihre Stelle ist der Viermomentensatz getreten. Das Belastungs.
glied N hingt nur von der Belastung der beiden durch die
Viermomentengleichung verkniipften Stibe ab und ist un-
abhingig von der Belastung der iibrigen Elemente.

Kommen nur gerade Stibe in Betracht, so fallen die Glieder
mit H fort, da die Flichenmomente @ Null sind. Der Satz nimmt
dann die einfachere Form an:

Mi_slj 2 Ml 42 Myl o+ Mg, — 6E (8, — 9,,,)
=N+4+N, v . oo v o007

wobei

Nt=——3E]coztAt[ kL "“]
(o
Fiir den besonderen Fall, dafl im Punkte % nur zwei gerade

Stibe zusammenstoBen, wie beim einfachen Grundsystem, geht die
letzte Gleichung mit 4¢=0 in den bekannten Dreimomentensatz iiber.

M, _ b+ 2 MG A1) M iy —0EJ (9, — D) )=N. . 7)
Man erkennt hier ohne weiteres die Clapeyronschen Gleichungen
wieder, wenn man die Drehwinkel ¢ durch die Differenzen der Knoten-
verschiebungen ausdriickt.

Man denke sich die aus-
gezeichneten Punkte jedes
geschlossenen Einzelrah-
mens des vorgelegten Sy-

)/ stems, im Sinne der Uhr-

a zeigerbewegung, von einem
beliebigen Punkte beginnend,
a q beziffert. Die Viermomen-

Abb. 38. tengleichungen werden nun

fiir jeden einzelnen Rahmen

gemil Satz 7 in der Reihenfolge, die durch die eben angegebene

c
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Bezifferung festgelegt ist, angeschrieben. Samtliche AnschluBmomente
dieser Gleichungen werden mit einer Ausnahme positiv angenommen.
Diese Ausnahme bezieht sich auf die Endmomente jener Stibe, die
zwei benachbarten Einzelrahmen gemeinsam sind, wie z. B. Stab cd
in Abb. 38. Dieser Stab wird als Glied des Rahmens abcd bei Auf-
stellung der Viermomentengleichung im Sinne ¢—d durchlaufen.
Seine Endmomente werden hierbei positiv angenommen. Als Stab
des Rahmens cefgd wird aber cd beim Ansatz der Momentenglei-
chungen dieses Rahmens im umgekehrten Sinne von 4 nach ¢ durch-
fahren. Nun ist der Sinn der positiv drehenden Momente durch
die angesetzten Gleichungen des Rahmens abcd, soweit Stab cd in
Betracht kommt, bereits festgelegt. Vom Rahmen cefgd gesehen
sind diese Momente jetzt negativ drehend. Sie sind daher das zweite-
mal mit negativem Vorzeichen einzufiihren. Wir erhalten daher folgende
Vorzeichenregel: Simtliche AnschluBmomente sind positiv in
die Viermomentengleichungen einzufiihren, mit Ausnahme
der AnschluBmomente jener Stiabe, die zwei benachbarten
Einzelrahmen gemeinsam sind. Diese sind einmal positiv,
einmal negativindie Viermomentengleichungen einzusetzen.

Die Sehnenkrifte H sind positiv, wenn sie den Stab zu
verlingern trachten. Die Fliche & oder deren statische
Momente & sind positiv zu zdhlen, wenn der gekriimmte Stab
nach auBen, negativ, wenn der Stab gegen das Rahmen-
innere gewolbt ist. Bei krummen Stiben, die zwei benachbarten
Feldern gemeinsam sind, wird deshalb @ und & einmal positiv, ein-
mal negativ in den Viermomentengleichungen erscheinen. Die Lasten P
sind positiv zu zdhlen, wenn sie von auBen nach innen ge-
richtet sind. Bei

Berechnung des Belastungsgliedes V.

Es bleibt noch iibrig, den mit N bezeichneten Teil der rechten
Seite der Viermomentengleichung 7) — das Belastungsglied — auf
Grund der Formel 8) fiir einzelne praktisch wichtige Lastsysteme zu
berechnen.

a) Belastung der Stibe I, und L, , durch Einzellasten P, und P, ,
die senkrecht zur Stabsehne gerichtet sind. Abb. 39a.

Die Momentenfliche 9t  fiir eine Einzellast P im Abstande a
vom linken Auflager ist in Abb. 39b dargestellt. Die Auflagerkrifte
9P und BP sind leicht zu berechnen. Bezeichnet man das Moment
in der Entfernung « mit M, so folgt zundchst

BP — — l [mz“%a_i_gﬁ = )( a-t+— (l—a)ﬂ:%éi‘(l—{—a);
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nun ist

m welchem Betrage sich

\ / t W ~Fldche

4 T £ )
a - l-a
i ¢ 3
Abb. 30.

.ergibt. Vertauscht man g mit (J—a), so erhdlt man auf kurzem
Wege %P, und zwar

Pl—al 1—a\?
y — 3
UW=%"7 P ( ] )]l

Gleichung .8) geht mit diesen Werten, wenn man eine Gruppe paral-
leler Lasten ins Auge fafit, iber in

N=— EPkaklk(l—a—’j)
I

U—ML?.‘ o)

|
— ZPyy1 (I — g1l (1 —_ 7
k+1
Bezeichnet man die von den besonderen Systemabmessungen un-

abhingigen Teile in N mit f, und f,, namlich

i | IS (S O D

so laBt sich Gleichung 9) in der Form schreiben
N=—I R ZP; fa—legr liap ZPeyrfi- . . . . 9)

l—a

£, und f, sind Funktionen der Verhiltmiszahlen % baw.
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und koénnen ein fiir allemal in Tafeln vorberechnet werden. Derartige
Tafeln der Funktionen f, und f,, die wir als Stammfunktionen
bezeichnen, und die bei der Darstellung der Einfluflinien eine wich-

tige Rolle spielen werden, sind im Anhange fiir % von 0,01 zu 0,01

steigend enthalten.

b) Die geraden Stibe sind durch ein System paralleler Einzellasten
belastet, deren Richtung im allgemeinen gegen die Stabrichtungen ge-
neigt ist. Abb. 40.

Wir bezeichnen die Winkel, die die Stibe ], und 7, ,, mit einer
Geraden z-—z, die senkrecht zur Lastrichtung steht, einschliefen,

mit ¢, und ¢ Jede Last wird in zwei Teilkrifte senkrecht und

k+1°

Abb. 4o.

parallel zur Stabrichtung zerlegt, wie dies Abb. 40 zeigt. Da bei

geraden Stiben der EinfluB der- Lingskrifte auf die Momente Null

ist, so bleibt fiir jeden Stab ein System von senkrecht zur Stabrichtung

wirkenden Kriften zuriick, fir welche die Beziehung 9) oder ¢') gilt.
Wir finden somit, wenn wir Gleichung g’) benutzen,

N=—llcose, NP fy—lh 1 l1,00504, SPiify
oder
N:—Aklk’zpkf‘z_}“k+1l1:+12Pk+1f1' R “)
A, und 2, ., sind die Projektionen der Stablingen J, und [,

auf die Richtung & —«. f, und f, werden fiir die Verhaltnisse %

’
a .
oder T den vorerwiahnten Tafeln entnommen.

Bleich, Viermomentensatz, z. Aufl. 3
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¢) Belastung durch gleichformig verteilte Streckenlasten p, bzw. p, . ,
in den Stabfeldern I, und
i L., Abb.4l.
72 Setzt man in Glei-
' chung 9) fiir P den Wert

! |

i
| %o z } pdx und fir das Summen-
R Abb. a1 zeichen das Integralzeichen,
S4n so erhalt man
a0+-'§ a.ﬁ—%
N ’ ‘ ak‘: ’ ’ (l.“a)lz‘+ 1> d
p=—0l |2, \1— 72 A% —p iy g [(— @)y, | 1—— P z
k k+1
@0~ @'y
und nach Ausfiihrung der Integrationen
a0l 2
Np =—pi lic [a0 8]« [1— 400 T8 04;}; B ]k
’ 4 (l— a0)2 + 132]
— I} —a [1 —_———— 12
Prt1lir1 [(1—ao) Bli41 e ert )

d) Totale gleichformig verteilte Belastung p, bzw. p,., in den
Stabfeldern I, und [, ,.

I . .
Fiihrt man in Gleichung 12) =1 und 4y= ein, so wird

1 1 ’ 2
Ng’t=—z‘pkl/”k_'zpk+lI"+III;+1' ... 13)

e) Belastung durch Drehmomente w, und p, ., in den Feldern [,
und [, . Abb. 42.

Das Moment u greife
in m im Abstande a von
der linken Stiitze an.
Abb. 42a. Es wird positiv
gezdhlt, wenn es vom
Rahmeninnern gesehen, in
der rechten Stabhilfte po-
sitive Momente erzeugt.

Mit den Bezeichnungen
der Abb. 42b, die die Mo-
mentenfliche ¢, darstellt,
findet man zunichst:

(1—ay

at-p 21 (a+l;a)]
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ferner ¥ aus dem Betrag von BP, wenn man ¢ durch (I—a) ersetzt
und beachtet, daBB 9P negativ ist. Man erhilt sonach

mpz_%z{q —3(“;“)2].

Mit diesen Werten nimmt Gleichung 8) die Form an

a

pemnnfims @it [1=o (59,

J) Belastung durch Einzellasten P, parallel zur Stabsehne. Abb. 43.

In Ubereinstimmung mit den Annahmen bei der Aufstellung des
vollstandigen Ausdruckes fiir M (Gleichung 3, S. 24) fassen wir 4 als be-
wegliches, B als fe-
stes Lager des Bal-
kens A B auf, so daf3
in den Endpunkten
die senkrechten Auf- 'fzé
lagerwiderstinde A | |
und B und auBer- — 7‘;

' |
l

dem in B die wage-
rechte Last P, zur
Wirkung kommt.
Abb. 43a. ¢ und b
sind die Koordinaten
des Angriffspunktes
der Last P,.

Die Momenten-
fliche 1aBt sich zweck-
maBig in zwei Teile
zerlegen: In das tiber-

schlagene Dr(f,ieclf, .(P_a____ﬁ' N
Abb. 43b, und in die A, ) 2
krummlinig begrenzte : Abb. 43.

schraffierte Momen- ‘
tenfliche mit den Ordinaten P, y, Abb. 43c. Die erstgenannte Fliche
stimmt mit der Momentenfliche unter e) iiberein, weshalb man unter
Verwertung der oben gewonnenen Ergebnisse, wenn u=P,b gesetzt
wird, findet

Pb [ I —a\? Bb ’
mIP:—‘g‘Z{L1_’3< la”’ %lp:_g_l{1_3<%>]

Bezeichnet man das statische Moment der schraffierten Momenten-
fliche der Abb. 43¢ von a bis I, bezogen auf den rechten bzw. linken
3*




36 Tragwerke aus geraden oder schwach gekriimmten Stidben.

Endpunkt, mit 38 und 84, so ist
B 4
QIQPZ'_‘%‘ und %:_;‘P:—'%l":

und Gleichung 8) geht iiber in

, a\? ’ 1—a)\?
Nh..—_-——-—Phk lk. b, [1 — 3(7) L+Phk+1lk+1 bk+1[1—3 <‘Z—> jl,_+1

. A o U
4o6P}E gkt 6P kg L 15)
lk lk+1

g’;‘-l und 3’;1} sind die statischen Momente der zwischen Stab-

achse und Stabsehne gelegenen Fliche von a bis I des Stabes [,
baw. I, ,, bezogen auf k—1 bzw. k-1

Ist die Stabachse parabelformig gebogen, dann ist, wie man leicht
nachrechnet

1 1 [a\® 1 <a>4}
-1 g F12 ] — 0 — | — il
% 410 [12 3<l>+4 1)1
S 1 (a\? 2 (a)" 1 (a)‘*]
B+l 2| L __ (2 A8y — (=
ri—4t! {12 2(l>+3 l 4\1) 7L
worin mit § der Parabelpfeil bezeichnet wird.

g) Stetige dreieckformige Belastung p, bzw. p ., in den Stab-
feldern I, und L, ,. Abb.44.

>
14
i
]

| - ___7

Da fiir
r 3
o< <a, %tm:él[%”f(sl%a)—%}
und fiir

a<<a<l, me———?a?(l——x)
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gilt, so ergeben sich die Auflagerdriicke der Momentenfliche wie folgt:

7
1 pagl\: - a (a)gJ
P — — 422 2
P = lfémm(l z)dx 360 40 — 45 ; +12 .
0

und . '
: tet[s—s(4)]-
P = J— —_— .
B ] fimxxd:r 90 5—3 3
0
Somit ist
pragli a\? Piet Mot 1 lie 41 a
N=—" [5_3<T) ]k"' 60 [40*'45 (T)

+12(_(11—)2]k+1' ... . 16)

Setzt man in Gleichung 16) a=1, so erhilt man fiir den Fall,
daB die Belastungen iiber die ganzen Feldlingen reichen, fiir N den
Ausdruck

2 .2, T 2 gy /

| N= 1511k1k1& 60pk+11k+1lk+1 ... . . 16)

h) Stetige dreieckformige Belastung p, bzw. p,., in den Stab-
feldern I, und I, .. Abb.45.

e >

K]

[
|
|
!
f T
1 |
|
|
1
k
|
|
1
t

|

|
|
]
|
|
|
1

arl Wig-Fliche Le/’

Abb. 45.
Mit
pa’ .
m, =52 fir  o<s<(—a)
und a I 3
%:%[gl_x_@_—_;:ﬁl} fir  (1—a)<z<I
findet man

.
al o [3 5 (5
S _ _prhio (%
UL lf?)lz(l z)dx 6o |3 2 \7
0
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und

et freae 2020 1(2)]

BB () +3(3)],

woraus

2 ’ B
_ Pre1 @1l [1 _ (g)‘] 1
e |lo—3 5 PR 7)

 Wir haben bisher immer angenommen, daB zwei aufeinander-
folgende Stabfelder I, und 7, , in gleicher Weise belastet sind. Ist
dies nicht der Fall, so hat man aus den Gleichungen g) bis 1%) fiir
die Belastung des links gelegenen Feldes') die erste Hilfte der der
Belastung dieses Feldes entsprechenden Gleichung fiir N und fiir die
Belastung des rechts gelegenen Feldes die zweite Hilfte der zuge-
horenden Gleichung von N zu einem Belastungsgliede zu vereinigen.

§ 5. Die Berechnung der Lingenidnderungen 4l in den
Winkelgleichungen.

Wir fassen den einem Tragwerke entnommenen Stab 7 — [ als
Balken auf, der in 7 ein festes, in [ ein in Sehnenrichtung bewegliches
Lager besitzt, mit den AnschluBmomenten M” und M?!, der Sehnen-

Abb. 46.

kraft H und der Feldbelastung P belastet ist, und berechnen die Ver-
schiebung 47 des Punktes ! in der Richtung der Sehne infolge dieser
Belastung und einer ungleichmiBigen Erwdrmung um Af. Abb. 46.
Betrachtet man die stetig gekriimmte Stabachse als Stabeck mit
unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten, die sich bei der Belastung

1) Links und rechts vom Rahmeninnern aus.
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um die Drehwinkel ¢ drehen, so kann, dadAxy =1 _, die Gleichung

der Biegelinie in der Form geschrieben werden:
Y

¥, ist der Drehwinkel des Elementes ds und M, das Biegungs-
moment an der Stelle z. J'= Jcosg. Aus dieser Verkniipfung
zwischen & und M_ folgt nach dem in § 4 abgeleiteten Satze (Glei-
chung 4) die Beziehung

E]'ﬁmzéﬁm—}-E]'a;gt(l—zm)semp. ... 18)
%R, ist die Querkraft an der Stelle x, wenn der Balken r —/ mit
der durch M, beschriebenen Momentenfliche belastet ist.

Um nun einen Zusammenhang zwischen dem Winkel ¢, und den
Langenanderungen zu finden, wenden wir die erste Winkelgleichung
(Gleichung 2, S. 13) auf unser Stabvieleck an. Mit Riicksicht auf die
unendlich kleinen Elemente von der Linge ds geben wir dieser Glei-
chung die Gestalt

l 1
fA dscosa+fﬁmdssina—dl=0.
0 0

Wir setzen nun fiir den Bogen

N_ds
Adscosa:—li,f—cosoc—]—octtdscosa,

wobei F der Stabquerschnitt, «, die Ausdehnungsziffer fiir 1° Tem-
peraturinderung, ¢ die Temperaturschwankung ist. N_ bedeutet die
Langskraft im Elemente ds an der Stelle . Zur Vereinfachung der
Rechnung setzen wir N_ gleich der Sehnenkraft H und erhalten somit,
wenn wir noch beachten, dal dscose==dx ist,

H
Adscosa:E—Fdx—{—attdw.

Die Einfilhrung dieses Ausdruckes in die Winkelgleichung ergibt,
da dssine==dvy geschrieben werden kann,

l 1 l

H

oo dx»}«attfdx-}—fﬁmdyﬁdlzo
0 0 0

und daraus

!
Hl
Al:ﬁ+ccttl+fﬂxdy:0‘
0
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Benutzt man fiir ¢, den Wert aus Gleichung 18), nimlich:

“‘At(l——zx)squ),

so entsteht
1

H! 4t
41= EF+ tl—-}—E]f stecgvf(l———zx)dy.
0

Diese Gleichung 146t deutlich den im § 2 unter b), S. 15 er-
wiahnten dreifachen Ursprung der Sehnenlihgeninderung 4! erkennen.
Wir heben zunichst den von der Biegung herriihrenden Teil, den wir
mit 41, bezeichnen wollen, heraus; setzen also

1
0

Durch partielle Integration gelangt man zu der Beziehung
a
[Roay=ony— [y 2 eio— s+ [ ya,
afn
a

€= — M,. Somit nimmt 41, da fir

=0 und z==1[, y=o0 ist, den Wert an

1
Alb:ﬁszydx.
0

Nach Einbringen des vollstindigen Ausdruckes fiir M_ (Gleichung 3,

S. 24) wird
l

! !
Al = E1] Mf (l—x)de 4 — Jyxdx—{—nyzdx—{—féDtxydx].

Nun bedeuten
1 !
fy(l—x)dx:@l und fyxdx:@"
0 0

die gleichen Flichenmomente, denen wir bereits in der Viermomenten-
gleichung begegnet sind. &? ist das Moment der zwischen Stabachse
und Sehne gelegenen Fliche, bezogen auf den rechten, &7 das statische
Moment der gleichen Fliche, bezogen auf den linken Stabendpunkt.

Ferner ist .

&
fyﬁdx_—:zf%ydxz 2@,
0 0
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wo & das statische Moment der obenerwéhnten Fliche, bezogen auf
die Stabsehne, bedeutet.
Wir bezeichnen schlieBlich das Lastglied

7
[ M, yde==G.
0
Somit wird

Alb"_E] [M —}—Ml —{—2H@ —}—G:]
In zhnlicher Weise wertet man das mit der ungleichmiaBigen Er-
wirmung zusammenhingende Integral aus. Es ist

! ?
Of(l—zx)dy:[(lwzx)y—{—zfydx]ézzofydx:z D,

Hierbei wurde mit @ die zwischen Stabachse und Stabsehne gelegene
Flache bezeichnet.

Man erhilt schlieBlich den Gesamtbetrag der Lingenidnderung Al
in der Form

_HI |1 [ e, e ]
+a,t1+"’—;”«psecq>.. P T

Das Vorzeichen der Kraftgr6fen M, H und I8, sowie der Ordi-
naten y ist nach den in § 4 getroffenen Vereinbarungen festzusetzen.
¢ ist fiir eine Temperaturzunahme positiv einzufithren. In Abb. 46 haben
wir sidmtliche KraftgroBen positiv angenommen. Dieser Anordnung
entspricht im einzelnen eine Zunahme der Sehnenlinge, welcher
Zunahme wir im vorangehenden das positive Vorzeichen von 41
zugeordnet haben. Einem positiven 4] entspricht somit eine Sehnen-
verlingerung, einem negativen eine Sehnenverkiirzung. sec ¢ unter-
scheidet sich nur wenig von-der Einheit, weshalb man es im letzten
Gliede durch 1 ersetzt.

Ist der Stab, was meistens der Fall sein wird, nach einer sym-
metrischen Achsenlinie geformt, deren Fliche wir mit @ bezeichnen,
so gewinnt Gleichung 19) etwas einfachere Gestalt, und zwar:

Al——ﬂ+£][ (M7 - Ml)—}—zH@o—}«G}—{— tz+‘“”

worin ¢ der Abstand des Schwerpunktes der Fliche @ von der Stab-
sehne ist.

Fiir den Fall der Belastung mit einer Einzellast P=1 148t sich
bei symmetrischen Stiben das Lastglied G in der Form

G=gfl*

D, 19)
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darstellen, wo g eine von der Stabform und dem Laststellungsverhaltnis —al—

abhingige Funktion, | den Pfeil in Stabmitte bedeutet. Da wir es
nur mit schwach gekriimmten Stiben zu tun haben, wird es angingig
sein, die Achsenlinie stets durch eine Parabel zu ersetzen, wodurch
die Méglichkeit gewonnen wird, die Funktion g im voraus zu be-
rechnen.

Fiir eine Last 1 im Abstande ¢ vom linken Auflager ist

fir . <a m,= l—?-% x,
fir > a M, — (1 —a).
Die Gleichung der Achsenlinie lautet bei der Pfeilhdhe §
y= t; z(l—wx),

somit 1ist

—f&m ydx_i[ = fxz(l~x)dx—|—j;—fx(l——w)‘3dx
e+

Damit ist die Funktion g gegeben durch

=3[0 =+ ()

Im Anhange ist g fiir verschiedene Werte von fl!— in einer Tafel

. .

dargestellt.
Fiir parabelférmige Achsenlinien gilt ferner:

=2If und o=2f.

Mit diesen Werten findet man den Betrag von 4! fiir die Be-
lastung mit der Einzellast P

l l
A= EF+Ef]'L (M7 Ml)—{—fg)HH—Pgl} ol 2

g ist, der Stellung der Last P entsprechend, aus der Tafel zu ent-
nehmen.

Wir geben noch den Wert der Funktionen G bei parabelférmiger
Stabachse fiir die nachfolgenden Belastungsweisen:

“ﬁ_ﬁ fl. 1 911)
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a) Gleichformig verteilte Streckenlast p.
Man erhilt, wenn man die Bezeichnungen der Abb. 41, S. 34 beachtet,

a,)+g a0+§
e

I

e )+ 2 5T
f ist die Pfeilhche der Parabel.

b) Einzellast P, parallel zur Stabsehne.

Unter Benutzung der Bezeichnungen der Abb. 43, S. 35 berechnet
man zunichst

b

fir o<<a<a smm:—P,,Tx,
fir a<7ax<l W&z:—-}—Ph%(l———x)—Phy,
woraus schlieﬁiich
I
G= M, ydx
0

o] ) g 53 5[]

folgt.

§ 6. Die Darstellung der EinfluBlinien der statisch nicht
bestimmbaren GréB8en; Zusammenfassung.

Die Gesamtheit der Elastizititsbedingungen besteht aus den Vier-
momenten- und Winkelgleichungen. '

Die Viermomentengleichungen sind Funktionen der Knotenmomente
M, der Sehnenkrifte H und der Stabdrehwinkel §. Sie konnen sym-
bolisch in der Form

f(MH$) =N
geschrieben werden.

Die Winkelgleichungen sind Funktionen der Sehnenlidngeninde-
rungen A} und der Stabdrehwinkel 4. Wir schreiben daher sym-
bolisch

p(419)=o.

Es sei nun das Element 7 —1, 3, und nur dieses, im Abstande a
vom Punkte 7—1 mit der Last P==1 belastet. Die Last sei senk-
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recht zur Stabsehne gerichtet. Nach Gleichung 9) nimmt das Last-
glied N in den beiden zu den ausgezeichneten Punkten ¢ —1 und ¢
gehorenden Viermomentengleichungen folgende Werte an:

Nj_y=—(1—a);} (1 — Ql—”l_—e“I)i =F,,

i’ a2
N,=—— a,.z,.(1 — l—g)i —F,.

Diese beiden Ausdriicke, die Funktionen dritten Grades von a
sind, bezeichnen wir mit F, und F,. Da a mit (I — a) vertauscht
werden kann, so stellt die F,-Linie das Spiegelbild der F,-Linie vor.

Nachdem die andern Felder unbelastet sind, werden alle {ibrigen
N-Werte Null. Das System der Viermomentengleichungen hat daher
die Form

fi(MH®)=o0
fo(MHY)=o0

fi—1(MH"9)=F1
f;'(MH”):Fg

f,(MHY%)=o0.
Eliminiert man mit Hilfe der Winkelgleichungen die Drehwinkel 4,

so erhilt man ein neues System von Gleichungen, deren Zahl der
Anzahl der Uberzihligen entspricht und die die Form haben

@ (MHAl) = ¢, F, -} ¢, F,.

Die Beiwerte ¢, und ¢, sind aus den Koeffizienten von M, H
und Al entstanden und hingen somit nur mit den Abmessungen des
Systems zusammen, sind also Festwerte.

Die Sehnenkrifte H, die Momente M und die Dehnungen Al
stellen Funktionen der Belastung und somit Funktionen der verdnder-
lichen GréBe a, sowie der Uberzihligen X vor. Wir wollen zunichst
untersuchen, wie diese Abhingigkeiten von a beschaffen sind. Zu
diesem Zwecke betrachten wir ein' beliebiges einfaches Grund-
system, als dessen Uberzihlige wir die Momente M, und M, und die
Stabkraft H, ansehen. Abb. 47.

Fiir 'das Eckmoment M, finden wir

M, =M, + H,h -+ Aec.

Da A linear abhingig ist von @, so ist auch M, mit « durch lineare
Bezichungen verbunden.



Die Darstellung der Einflufilinien der statisch nicht bestimmbaren Grofien. 45

Fiir eine beliebige Sehnenkraft H, gilt die Beziehung
H,=— Acosf - H, sinp.

Durch A wird auch H, eine lineare Funktion von 4.
Soweit Al von den

Endmomenten M und TR
F“ji,

!
!

14

den Sehnenkriften H ab- ‘-
hingt, ist auch fiir 47 der ‘
lineare Zusammenhang
mit ¢ gewahrt. Nur die
durch 9, von der Be-
lastung abhingige Funk-
tion G in Al (bei ge-
bogenen Stiben) kann
verschiedene = Formen
annehmen, weshalb auch
der damit zusammen-
hingende Teil von 4!
in verschiedenster Weise Abb. 47.
mit ¢ verkniipft sein
kann. Wir bezeichnen die Funktion von a, die diesen Zusammenhang
ausdriickt, mit G(a).

Al kann demmnach geschrieben werden

Al=u" a + v" 4 G(a).

Das, was fiir das ‘einfache Grundsystem gilt, besteht auch fiir jedes
andere System zu Recht, das aus einfachen Grundsystemen abgeleitet
wird. Wir konnen daher die Momente M, die Krifte H und die
Dehnungen Al eines beliebigen Systems in der folgenden allgemeinen
Form darstellen:

M=e«X,+ X, +uaivo
H=dX,+pX,-F +datd
Al=d"X, -+ "X, F+ua4 0"+ G(a),
wenn mit X, X, . . . die Uberzihligen bezeichnet werden.
Die Beiwerte a, f, o/, 8 ... u, v, ', v usf. hingen von den
Abmessungen des Systems ab. Setzt man die vorstehenden Ausdriicke

in die Bestimmungsgleichungen ein, so wird man bei » Uberzihligen
ein System von # Gleichungen folgender Art erhalten:

MX1+”X2+75X3+"':C1F1+02F‘3+CIG(“)+‘Z“"{—5'

Die Aufldsung dieses Gleichungssystems nach den Unbekannten
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X,, X, ... liefert eine beliebige Unbekannte X als Funktion der GréBen
F,, F,, G(a) und a und zwar:

X—=c,F,+¢,F,+¢ Ga)+da--e.
In allen Unbekannten kehren die Funktionen F, und F, sowie
G(a) immer wieder.
F, und F, koénnen wir unter Hinweis auf Formel 9) S. 32 die
Form geben
F,=—fll' ud F,=—fIl,

wobei f, und f, die oben erwihnten Stammfunktionen sind.

Die Funktionen G(a), die nur dann auftreten, wenn im Tragwerk
gekriimmte Stibe vorhanden sind, hingen von der Stabachsenform
ab und konnen, wie wir gesehen haben, in die Gestalt

G=gfl®
gebracht werden. f§ ist der Kriimmungspfeil des Stabes.

da —{—; ist eine gerade Linie, die die Endordinaten des EinfluBlinien-
a

=1
l

zweiges festlegt, da die Funktionen f,, f, und g fiir E;-::0 und

die Ordinaten Null aufweisen.

Da die Stabachsen bei geringer Kriimmung als Parabeln ange-
sehen werden konnen, so unterscheiden sich die Funktionen G der
einzelnen Stibe nur durch einen konstanten Faktor voneinander. So-
mit entsteht unter Benutzung der Gleichungen fiir F, und F, und G

X=Af,+Bf,+Cg+t+da-+te.
A, B und C sind Festwerte, die nur mit den Abmessungen des Sy-
stems zusammenhingen.

Man erkennt somit, dall das vorgefilhrte Verfahren auch fiir die
Darstellung der EinfluBlinien der Uberzihligen insofern Vorteile bietet,
als es bei den hier betrachteten Systemen nicht mehr notwendig ist,
Biegelinien zu berechnen und zu zeichnen. Aus zwei Grundlinien £,
und f, und aus der g-Linie lassen sich simtliche EinfluBlinienzweige
nach Auflésen der Bestimmungsgleichungen zusammensetzen. Man
hat im allgemeinsten Falle, unabhidngig vom Grade der statischen Un-
bestimmtheit, nur drei bekannte Linien zu addieren und von einer
Geraden abzutragen. ‘Besondere Vorteile bieten sich naturgemiB bei
Tragwerken, die nur aus geraden Stiben bestehen. Dort stellt X nur
eine lineare Verkniipfung der beiden Stammfunktionen f, und £, vor.

Zusammenfassung. Am Schlusse der allgemeinen Ausfithrungen
tiber die Berechnung der statisch unbestimmbaren GréBen in Systemen
mit geraden oder schwach gekrliimmten Stiben angelangt, mdge eine
kurze Zusammenfassung des Rechnungsganges gegeben werden.
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1. Nachdem das Tragwerk durch passende Zusatzstibe zu einem
einfachen oder mehrfachen geschlossenen Rahmen erginzt wurde, werden
fir jedes Rahmenfeld so viele Viermomentengleichungen angesetzt,
als ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, wobei man jeden einfachen
Rahmen im Sinne der Uhrzeigerbewegung, von einem beliebigen
Punkte beginnend, durchlduft. Die AnschluBmomente jener Stibe,
die zwei benachbarten Rahmen gemeinsam sind, werden in dem einen
Felde positiv, im andern Felde negativ in Rechnung gestellt. Alle
iibrigen AnschluBmomente und die Sehnenkrifte H sind positiv ein-
zufithren. Es ist, wenn verschiedene Belastungsmoglichkeiten in Betracht
kommen, zweckmiBig, die Viermomentengleichungen ohne Riicksicht
auf die Art der Belastung anzusetzen, d. h. also, die rechten Seiten
der Gleichungen mit N,, N, ... zu bezeichnen und mit diesem allge-
meinen Werten einstweilen zu rechnen.

2. Fir jedes Rahmenfeld werden zwei Winkelgleichungen an-
geschrieben. Die Al und ¥ sind zunichst positiv anzunehmen. Das
Vorzeichen der Winkelfunktionen wird durch die Neigungswinkel ¢«
der Stabsehnen gegen die Richtung der Projektionslinie z—=x be-
stimmt, welche Winkel von der von links nach rechts gerichteten
Parallelen zu x—=2, die im niedriger bezifferten Stabendpunkte an-
gesetzt wird, entgegengesetzt dem Sinne der Uhrzeigerbewegung zu
zihlen sind. Siehe die Pfeile in der Abb. 22 auf S. 14. Als Bezugs-
linie # — « fiir die Winkel « kann jede beliebige Gerade der Triger-
ebene, die zum Tragwerk festgelegt ist, gewdhlt werden.

3. Die Stabdrehwinkel ¢ werden aus den Gleichungen eliminiert,
worauf so viel Bestimmungsgleichungen gewonnen werden, als statisch
nicht bestimmbare GroBen vorhanden sind. Diese Bestimmungs-
gleichungen gelten fiir jede Art der Belastung, da sie fiir die Last-
glieder nur die allgemeine Bezeichnung N enthalten.

4. Wahl der Uberzihligen X und Einfilhrung der Ausdriicke fiir
die AnschluBmomente }, Sehnenkrifte H und Dehnungen 41, sowie
Einfiihrung der der Belastung oder Temperaturinderung entsprechenden
Werte der N. Die M, H und A] sind hierbei als Funktionen der
Belastung, Temperaturinderung und der Uberzihligen X darzustellen.
Bei der Aufstellung dieser statischen Beziehungen sind, in Hinsicht
auf das Vorzeichen der Momente, die Stibe von jenem Rahmen aus
zu betrachten, in dessen Viermomentengleichungen sie positiv einge-
fiihrt wurden. Bei Ermittlung der Lingeninderungen A], soweit sie
von bekannten oder in ihrer Richtung durch Annahmen festgelegten
auBeren Kriften, wozu auch die Auflagerreaktionen gehoren, herriihren,
sind die Sehnenkrafte mit positivem Vorzeichen zu versehen, wenn sie
den Stab zu verlingern, mit negativem Vorzeichen, wenn sie den Stab
zu verkiirzen trachten. Die in den Lastgliedern N auftretenden Lasten
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sind positiv zu zdhlen, wenn sie von auBlen gegen das Rahmeninnere
gerichtet sind.

5. Auflosung der so erhaltenen, endgiiltigen Bestimmungsgleichungen
nach den Unbekannten X.

6. Sind EinfluBlinien aufzutragen, dann setze man nach der Auf-
stellung der Bestimmungsgleichungen fiir die rechten Gleichungsseiten
die abgekiirzten Bezeichnungen F, und F, und stelle nach Aufldsung
dieser Gleichungen die EinfluBlinien mit Hilfe der Tabellen der Funk-
tionen f,, f, und g im Anhange zusammen. Wo dies zweckmiBig
erscheint, kann von der eben angegebenen Reihenfolge abgewichen
werden, wie dies auch aus einzelnen der nachfolgenden Beispiele er-
sehen werden kann,

§ 7. Einfithrung der HilfsgroBen I

Die Hauptschwierigkeit bei der Berechnung hochgradig statisch un-
bestimmter Systeme liegt in dem Umtande, daB die Uberzihligen
aus einem Gleichungssysteme mit einer groBen Zahl von Unbekannten
berechnet werden miissen. Das vorgefiihrte Verfahren gibt nun ein
Mittel an die Hand, durch Einfilhrung neuer Hilfsgréfen unter Um-
stinden die Zahl der Bestimmungsgleichungen und die Anzahl der
Glieder in den Gleichungen zu verringern, wodurch die Berechnung
derartiger Tragwerke in hohem MaBe vereinfacht wird.

Wir betrachten ein i-fach statisch unbestimmtes Traggebilde aus
geraden Stiben mit n» Knotenpunkten und 7 Stiben. Jeder Knoten
liefert ¥ — 1 Viermomentengleichungen, wenn » die veridnderliche An-
zahl der in einem Knoten steif angeschlossenen Elemente bedeutet,
Ferner stehen uns 2p Winkelgleichungen zur Verfiigung, falls das
System in p Einzelrahmen zerlegt werden kann. Durch die Gesamt-
heit dieser Gleichungen sind die Unbekannten der Rechnung, d.s. die
Uberzahligen und Drehwinkel, bestimmt.

Fassen wir zunachst die Winkelgleichungen fiir sich ins Auge.
Ihre Anzahl kann Kkleiner, gleich oder groBer sein als die Zahl der
unbekannten Drehwinkel. Betrigt, wie oben festgesetzt, die Stabzahl
7, so ist die Zahl der unbekannten Drehwinkel » — 1, sonach

2{)%7—« 1.

Wenn 2p==7-—1 ist, so sind die Drehwinkel sidmtlicher ‘Stibe
bereits durch den geometrischen Zusammenhang der Stibe festgelegt.
Denkt man sich statt der steifen Knoten Gelenke angeordnet, so stellt
die so entstehende ,Ersatzfigur¢ ein statisch bestimmtes unverschieb-
liches Fachwerk vor. Der Beweglichkeitsgrad oder der Freiheits-
grad der Ersatzfigur ist Null



Einfiihrung der Hilfsgrifien I 49

In dem Falle, wo 2p <#—1 ist, reichen die Winkelgleichungen
nicht aus, um sidmtliche Drehwinkel zu berechnen. 2 p-Winkel kénnen
als Funktion der iibrigen dargestellt werden, die schlieBlich mit Hilfe
der durch die Momentengleichungen gegebenen, elastischen Zusammen-
hinge gleichzeitig mit den Uberzihligen bestimmt werden. Die Ersatz-
figur stellt keine unverschiebliche Stabverbindung mehr vor. -Thr Frei-
heitsgrad ¢ betrigt

e=y—1—2p.

.¢ Stibe wiren somit hinzuzufiigen, um aus der Ersatzfigur ein
unverschiebliches Fachwerk herzustellen.

Ist 2p>7—1, dann stellt die Ersatzfigur ein statisch unbe-
stimmtes Fachwerk vor. Die Winkelgleichungen gestatten die Be-.
vechnung der Uberzihligen der Ersatzfigur. Der Freiheitsgrad ist, da
keine Beweglichkeit vorhanden ist, Null.

Wir haben somit zwei Fille zu unterscheiden:

1. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur ist Null. -

2. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur ist von Null verschieden.

Wir besprechen zunichst Systeme “der ‘ersten Art. Die Anschluf
momente der Viermomentengleichungen wollen wir in etwas anderer
Weise, als es bisher der Fall ge-
wesen ist, bezeichnen. Sind e, f 4
die Knotenpunktsziffern des Sta-
bes .z, so werden seine An-
schluBmomente M,# und Mz* ge-
nannt. Der untere Zeiger weist
auf den AnschluBknoten hin, beide
Zeiger bezeichnen den Stab, fiir
welchen das Moment gilt. Ahn- Abb. 48.
lich lauten die AnschluBmomente
" der iibrigen in « zusammenstoBenden Stibe, Abb. 48, M,” und M,-,
M, und Mj;* usw.

Fir jeden Knotenpunkt werden die Viermomentengleichungen auf-
gestellt, indem jedesmal ein Stab der Reihe nach mit den andern
i +dem betreffenden Knoten fest angeschlossenen Stiben in einer
Gleichung zisammengefaBt wird. Die Momentengleichungen fiir den
Knoten' ¢ lauten, wenn die zwei- benachbarten Gliedern gemeinsame
reduzierte Linge herausgehoben und fir 6E ]c='9 geschrieben wird:

(M 2 MoF) lop + (2 Ma? + My iy — 0 (9ap — Bay) = No*
(M +2MP) lup + (2 Mo + M) las — 0 (Fap — Fas) = No®
(Mﬂ +2Mﬂ)l ﬂ+(2MaSTM )l:zs‘—g(ﬁaﬂ“—ﬁae):Nas

&

Bleich, Viermomentensatz. 2z, Aufl. 4
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Wir setzen nun ganz allgemein:
(it 2 M =T wnd (M 2M)li=Ti . 23)
Der untere Zeiger der HilfsgroBe I" stimmt jeweilig mit dem unteren

Zeiger jener MomentengroBe iiberein, die mit dem Faktor 2 ver-

sehen ist.
Aus den Definitionsgleichungen 23) folgen die Formeln

1
M#l: 3l' (ZFﬂtl'—Fl”)]
he C e e .. 24)

Mr = (21}”—17,3’) ]

3.

Die Viermomentengleichungen nehmen daher die Form an:

[P T — o (8ap— Bay) = N

Faﬁ—-’-—Fao—Q(ﬁ'alg——’ﬁ'aa):Nag

L Tt — 0 (p— ) = N2

Die Drehwinkel ¢ sind, da der Freiheitsgrad der Ersatzfigur

unserer Annahme gemifl Null ist, durch die Winkelgleichungen be-
stimmt und ebenso wie die Belastungsglieder N als gegebene Grofen
zu betrachten. Wir machen hierbei stillschweigend die weiter unten
noch niher zu erorternde Voraussetzung, daB die in den Winkel-
gleichungen auftretenden Stablingeninderungen entweder Null oder
ihrer GréBe nach bekannt sind. FaBt man nun die Stabdrehwinkel-
differenzen mit den rechten Gleichungsseiten in einen Zahlenwert B
zusammen, so kann man schreiben:

Faﬁ_}_]‘ay—_—Bal
-ljaﬂ""‘-l_‘lcz(s::Bu2
Faﬂ+Fa€:Ba3

In allen diesen auf den Knoten ¢ beziiglichen Gleichungen tritt die
GroBe I, auf. Wir bezeichnen sie als Hauptwert der Hilfs-
groBen I' fiir den Knoten ¢. Es lassen sich daher alle vom
Knoten ¢ abhingigen I'-Werte (d. s. jene, welche mit dem unteren
Zeiger « versehen sind) durch den Hauptwert I',# ausdriicken. So-
nach gilt .
I'yy=B—TI,}
I%=B2—TI,f

=B —TI,f

. 25)
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In gleicher Weise lassen sich die I'-Werte der anderen Knoten-
punkte durch die betreffenden Hauptwerte ausdriicken. Die Gesamt-
zahl der unbekannten Hauptwerte der I'-GréBen betrigt daher #,
wenn das Tragwerk n Knoten, in denen Stdbe steif angeschlossen
sind, besitzt. Mit der Aufstellung der Beziehungen 25) zwischen den
I’-Werten wurden siamtliche Verkniipfungen, die die Elastizititsbe-
dingungen liefern, ausgeniitzt. Sie ergeben héchst einfache Zusammen-
hinge zwischen den-Unbekannten I, die verwendet werden konnen,
um auf Grund der statischen Beziehungen, die zwischen den Hilfsgré3en I”
bestehen, die Bestimmungsgleichungen abzuleiten.

Wir stellen zu diesem Zwecke fiir jeden Knoten die Bedlngunos

gleichung
2M=0

auf. Die Zahl derartiger Gleichungen ist gleich der Knotenzahl %. Fiihrt
man mittels der Formeln 24) die HilfsgréBen I" ein und benutzt man
ferner die Formeln 25), um sdmtliche I GréBen bis auf die # Haupt-
werte zu beseitigen, so erhilt man schlieBlich ein System von # Be-
stimmungsgleichungen mit # Unbekannten, womit die Berechnung
eines ¢-fach statisch unbestimmten Systems auf die Auflésung eines
Systems linearer Gleichungen mit # Unbekannten zuriickgefithrt er-
scheint. Das Verfahren ist natiirlich nur dann zweckmiBig, wenn
n <1 ist, was hdufig genug der Fall ist.

Um ein Urteil iiber die Anzahl der Glieder einer Bestimmungs-
gleichung zu erhalten, stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen fiir
den Knoten ¢ auf. Diese lautet:

MpE+My+MS+ - +m=o0,
falls m ein etwa vorhandenes in ¢ angreifendes Lastmoment bedeutet.

Driickt man nun M8, M,?, M,°... durch die HilfsgroBen I" mittels
der Formeln 24) aus, so treten die GroBen I',? I's*, I',* I,%, I'x® I's®...
in die Gleichgewichtsbedingung ein, Da » Knotenpunkte durch
vy Stibe mit dem Punkte « verbunden sind, so lassen sich die Hilfs-
groBen unserer Gleichung durch die » Hauptwerte der verbundenen
Knoten und durch den Hauptwert des Knotens ¢ ersetzen. Insgesamt
zahlt demnach eine Bestimmungsgleichung » |1 Unbekannte. Die
Zahl der Glieder einer Gleichung ist sonach beschrinkt, was der
Vereinfachung der Rechnung bei der Auflésung der Gleichungen Zu-
gute kommt.

Fiihrt einer der Stibe (Stiitzenstab) nach einem Lagerpunkt (be-
wegliches Lager, Gelenk, Einspannung), so zdhlt dieser Lagerpunkt
nicht als Knoten, da keine Gleichgewichtsbedingung fiir ihn aufgestellt
werden kann, dementsprechend fallt auch, wie man sich an einem
Beispiel leicht {iberzeugen kann, ein Hauptwert der I'-GroBen aus,

4%
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In die Zahl # der Knoten sind daher nur jene Punkte aufzunehmen,
von denen mindestens zwei-Stibe ausgehen, wobei hichstens der eine
ein Stiitzenstab sein darf. Zusatzstibe, die den Rahmen schlieBen, sind als
Stiitzenstdbe anzusehen. Gehen daher von einem Knoten Stiitzenstabe
aus, so verringert sich die Zahl der Glieder der zu diesem Knoten ge-
horenden Bestimmungsgleichung um die Anzahl der Stiitzenstidbe. Sind
die Auflagerpunkte durch einen Zusatzstabzug untereinander verbunden,
so sind diese Stibe bei der Bestimmung des Freiheitsgrades ¢ als ein
Stab zu zdhlen, da allen der gleiche Drehwinkel (Null) zukommt.

Liegt ein Tragwerk der zweiten Art vor, dessen FErsatzfigur Be-
weglichkeit besitzt — der Freiheitsgrad sei ¢ —, so kann im wesent-
lichen der gleiche Berechnungsgang eingeschlagen werden.

Unter derselben Voraussetzung, daB die Stablingeninderungen
Null sind oder, wenn von Null verschieden, zunichst als bekannt
anzusehen sind, koénnen mit Hilfe der Winkelgleichungen, deren
Zahl jetzt um e kleiner ist als die Zahl der unbekannten Stabdreh-
winkel, ¢ von ihnen als Hauptwerte der Drehwinkel ausgewihlt
und die iibrigen durch diese Hauptwerte ausgedriickt werden. Die
Viermomentengleichungen, aus denen wir die Hilfsgr6B8en I" durch ihre
Hauptwerte bestimmen, enthalten demnach noch ¢ Hauptwerte der
Drehwinkel. Somit treten diese # -}- ¢ Hauptwerte (I'-GréBen und Dreh-
winkel) in die » Gleichgewichtsbedingungen ein. FaBt man die Dreh-
winkelhauptwerte zundchst als bekannte GroBen auf, so lassen sich
die »# Gleichungen wie oben auflgsen, und man erhilt die » Haupt-
werte der I'-GroBen als lineare Funktionen der ¢ Hauptwerte der
Drehwinkel. Um endlich diese zu bestimmen, stellt man noch ¢ passend
gewidhlte Gleichgewichtsbeziehungen auf, in welchen man die Momente
und Liangskrifte durch die Hauptwerte der HilfsgrofBen I" und der
Drehwinkel ¢ ersetzt. Die Berechnung liuft also auf die Auflésung
zweier Systeme linearer Gleichungen mit # und e Unbekannten, oder
auf die Losung eines Systems .mit # - ¢ Unbekannten hinaus. Wie
leicht einzusehen, ist das Verfahren nur dann zweckmiaBig, wenn ¢
eine kleine Zahl ist.

Wir haben in den voranstehenden Darlegungen die Voraussetzung
gemacht, daB die Stablingeninderungen als bekannt anzusehen, oder
mit andern Worten, daBl sie unabhingig von den Unbekannten unserer
Rechnung sind. Dies ist im allgemeinen nur dann der Fall, wenn
die Langenanderungen von Wirmeschwankungen herriihren. Sollen
auch die von den Stablingskriften hervorgerufenen Lingeninderungen
Beriicksichtigung erfahren, weil ihre Vernachlissigung nicht statthaft
ist, so ist deren GréBe schitzungsweise einzufiihren. Man geht dann
so vor, da} man die 4] zunachst Null setzt, mit den so bestimmten
Werten der Unbekannten die Stablingeninderungen ermittelt und fiir
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eine zweite Berechnung beniitzt. Mit. diesem Vorgange ist gewdhn-
lich keine Mehrarbeit verbunden, da fast immer eine wiederholte Be-
rechnung zwecks schrittweiser . Anpassung der Querschnitte notwendig
ist. . Theoretisch lige wohl keine Schwierigkeit vor, die Berechnung
auch in Hinsicht auf die Wirkung der Lingskrifte genau durchzufiihren,
doch gingen damit meist jene Vorteile verloren, die wir durch Ein-
fiihrung der HilfsgréBen I' angestrebt haben.

Das in der Abb. 49a zur Darstellung gebrachte zweifeldrige Trag-
werk ist 6fach statisch unbestimmt. Die Ersatzfigur zeigt einfache
Bewegungsmoglichkeit, da durch An-
bringung eines Stabes, z. B. der

strichliert gezeichneten Strebe in a)
Abb. 49c, ein unverschiebliches
Fachwerk entsteht. Auch die Aus- B ¥ 7

zahlung der Abb. 49b, in der die
Zusatzstibe eingezeichnet sind, ergibt
e=7r—1—2p=1. Es ist nam-
lich =6, da 5 wirkliche Stibe und )]
die als ein Stab zu zdhlenden Zu-

satzstibe vorhanden sind; weiter ist %_df“_ ————__SS.;
2p=4, also gilt: e=5—4=1. o _ s
Die Zahl # der Knoten mit minde- il

stens zwei Stdben betrigt 3 (die i c)
unteren Knoten in Abb. 49b sind id

nicht zu zahlen, da dort nur Stiitzen- % 7

stabe zusammentreffen), der Freiheits- Abb. 40.

grad ¢ ist 1, sonach wird die Be-

rechnung dieses 6fach statisch unbestimmten Systems durch die Ein-
fiithrung der HilfsgroBen I" auf die Auflésung von # |- ¢ = 4 Gleichungen
zuriickgefiihrt.

Wiirden die Stiitzen statt der Einspannung gelenkige Auflagerung
aufweisen, so sinkt der Grad der statischen Unbestimmtheit auf 3 herab.
Bei Einfithrung der HilfsgroBen I' wiirde die Zahl der Bestimmungs-
gleichungen wie oben vier betragen, da sich weder » noch ¢ ge-
indert haben. In diesem Falle wiare die Anwendung des in diesem
Abschnitte erorterten Verfahrens unzweckmiBig, da die Lésung der
Aufgabe nach der frither dargestellten allgemeinen Methode auf blof
drei Bestimmungsgleichungen filhrt. Wie man aus diesem Beispiele
ersieht, ist es sehr einfach, von Fall zu Fall zu entscheiden, ob mit
der Einfitlhrung der Hilfsgr6Ben I" Vorteile verbunden sind oder nicht.
Beispiel 13 in § 8, sowie § 12 zeigen Anwendungen des Verfahrens
mit den HilfsgroBen I'.
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III. Beispiele fiir die Anwendung der
Methode des Viermomentensatzes.

§ 8. Tragwerke, die aus einem einfachen Grundsystem
abgeleitet werden.

1. Beispiel. Der in Abb. 50 zur Darstellung gebrachte Zweigelenk-
rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Uber die Art der Belastung

Abb. 50.

werden spiter Annahmen getroffen werden, nachdem der erste Teil
der Berechnung ohne Riicksicht auf die Belastungsweise durchfithrbar
ist und dabei einfachere Aufschreibungen gestattet.

Die Eckmomente bei C und D werden mit M, und M, bezeichnet.
Wir beginnen mit der Aufstellung der Dreimomentengleichungen (da
es sich um einen einfachen Rahmen handelt, geht die allgemeine
Viermomentengleichung in die Dreimomentengleichung iiber), und zwar
fir die Stabpaare ACD und CDB, wobei zu beachten ist, dal die
Momente in A und B Null sind. Wir beginnen die erste Gleichung
bei Punkt 4 und gehen iiber C nach D. Die zweite Gleichung be-
ginnen wir bei Punkt C und gehen iiber D nach B. Bei allen An-
schreibungen halten wir die vorgeschriebene Pfeilrichtung, siehe Abb. 50 b,
genauest ein. '

Mit den Bezeichnungen der Abb. 50 nehmen die Dreimomenten-
gleichungen #") die Form an

2 M, (h' ")+ Mys' — 6EJ(0,—0y) =N,

M, s+ 2 My ) — 6 EJ (8, — 95) — Ny,
Hierbei wurde als J, das Trigheitsmoment ] des Querriegels gewahlt.
Die gestrichenen GroBen sind die reduzierten Léingen.
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Vernachlissigt man die Wirkung der Liangskrifte, setzt also alle

Al=o0, so lauten die Winkelgleichungen
>d-lsine=0, — Y ¥-lcose==0.
Fithrt man fiir den Riegel ssine=h, —h, und scose==1 ein, be-
achtet man weiter die in der Abbildung durch Pfeile angedeutete
Zshlrichtung der Winkel «, so ist
h1’91+(h2—h1)02“h203=0’
Pyl=0.

Das letzte Glied der ersten Winkelgleichung ist negativ, da fiir den

Stab h,, ¢ >>m, daher sine<{o0 ist.
Aus den Winkelgleichungen folgt:

01=Z—‘:’z93—_—k193, 9, =o0.

Nach Einfilhrung in die Momentengleichungen erhélt man
2 M, (h/+ )+ M,s —6EJk9;=N,,
M, s’ +2M,(s+h))+ 6 EJ9;=N,.
Multipliziert man die zweite Gleichung mit & und addiert sodann beide

Gleichungen, so gewinnt man die Bestimmungsgleichung fiir die
Berechnung der einen Uberzihligen:

M, [2(h - 5)+ k) -+ My [s' 42 () -+ ) ] =N, + k1, . a)
Damit ist die Aufgabe im Prinzipe /,«\\

gelést. Wir haben eine Gleichung /s J__
gefunden, die, neben den {ibrigen ¢ A
statischen Beziehungen angewendet, Y

M,

die Berechnung des gegebenen Sy- L
stems ermoglicht. N
Wir benutzen nun die Glei-
chung a), um fiir drei verschiedene N
Belastungsfille die Uberzahlige zu er- L

mitteln. AL PN [é_ VA
1. Wagerechte Last P im Abstande
a vom Fufgelenk A. Abb. 51. Wir A v
wihlen als Uberzihlige den Horizon- e
talschub A und erhalten Abb. 51.
M,=Pa—Hbh, und M,=—Hh,.

Ferner ist [Gleichung 9), S. 32]

2
1

N]=—Pah1’(1——;:;> und N,=o,
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somit geht Gleichung a) iiber in
(Pa— Hi)[2(h/ )+ k| — Hhy [ +2 (b + ) &]
a?
=——Ph1’a(1— h12>,

aus welcher Gleichung H in der Form
’ 2
2 {2 +k +ﬁ‘f(3—“—ﬂ
o Ph, s h? b)
= / 5 ; e e
R

gewonnen wird, wo

T S |

h'=h, —, . =N, —, §=s§-"—=s5.
1 1]1 2 2]’2 ]
Da N,=— Ph, h'f, ist, so hitte man auch schreiben konnen: -
% al (b,
st |2 G-W)+d
Ps P a
H:_Z- ; :Z Klf‘l—}—KﬁT ’
I R .

wobei K, und K, Festwerte sind, die nur
von den Systemabmessungen abhingen,
wihrend f, der Tabelle der Stammfunk-
tionen im Anhange entnommen werden
kann.

2. Lotrechte Last P im Abstande «a
vom Eckpunkfe C. Abb. 52.

Es ist
M, =-—Hb,,
M,=—Hun,.
Ak—z __’5 N, und N, sind durch Gleichung 11)
Abb. 52. bestimmt und zwar

’ ’ l az
Ny=—PIls'fj=—Ps (l—a)(i—( lz—)>
und

N,=—Plsf,=— Ps'a (1»-%:).

Gleichung a) nimmt daher folgende Gestalt an:
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—Hhy[2(h)+ )4 kst — Hby [+ 2 (hy - ) k]

z_ps'[(Z—a)O ) ra(1—5)]
At )

H="=- . )
: R

Benutzt man die Stammfunktionen, so kann man einfacher schreiben:

und daraus

l
_(f1+kf)
P h 2/ P
H:”z— . ht ht ':“;[st1+K4f2]
R

3. Es soll auch der Fall untersucht werden, daB die Riegellast
auberhalb der Stiitzweite 4 — B angreife. Last P, in Abb. 52.

Dieser Fall kann als Belastung des Stdnders mit einem Moment
u==— P, ¢ aufgefaBt werden. Die Lastglieder N, und N, nehmen
jetzt gemaB Gleichung 14) folgende Werte an:

N,=P,ch/ (1 -3;—i;>:— 2P, ch/,
N,=o.
Ferner besteht
Mj=—P,c—Hbn,,
M,=— Hh,;

somit geht die Bestimmungsgleichung a) iiber in

_'(P1C+Hh1) (2(h/+ ")+ ks']—Hhy [ +2 (k) + ') k] =—2 P, ch,’.

Daraus ermittelt man H in der Form

P c k-2

it h ! o’ o
oy prtpplyp g
Zum Schlusse mogen die Verschiebungen der Eckpunkte C und D

fir den Belastungsfall 1 ermittelt werden.
Aus den Winkelgleichungen wurde gefunden:

=k, Py=0.
Aus der zweiten Mornentenglelchung folgt, da N,==0 ist,

— [M, s+ 2 M, (s' 4+ h,)]

(Pa— Hh,)s"—2 Hh,(s' 4+ 1))

H=— . d)

’19::

3

I

(@)
~ by
\4

I
|
|

(@)

E

~
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und somit die wagrechte Verschiebung 4 yp des Punktes D

sh

AyD:hzz?s:—gE—?][Pa——H(hl+2h2—}—2%"—2]1”.

2

Die wagrechte Verschiebung des Punktes C ist dann

h
AyC:ﬁ1h1:f‘03h1:hsﬁ:’,:AyD’
1

somit muB sich der Stab C D parallel zu sich verschieben, siehe Abb. 53,
was auch unmittelbar aus §,=o0 folgt.

Verfolgt man den oben angegebenen Rech-

Abb. 53.

Methode.

nungsgang und vergleicht ihn mit der Be-
rechnung nach dem iiblichen Verfahren, so
erkennt man deutlich die Vorteile der neuen
Mit der schon nach wenigen Auf-
schreibungen bestimmten Gleichung a) ist die
Auifgabe fiir jede beliebige Belastung gelost;
ebenso kénnen alle die Forménderungen be-
treffenden Fragen mit Hilfe dieser Gleichung
und der ihr vorangehenden Zwischenergebnisse
beantwortet werden.

Ist es notwendig, EinfluBlinien aufzutragen
oder eine groBere Zahl von H-Werten zu be-

rechnen, dann leisten die Tafeln der £, - und f,-
Werte, wie man leicht erkennen kann, ausgezeichnete Dienste.

2. Beispiel.

b(——‘a,-—>1/o
Am, LJ
l .
| |
|
A J 5
Abb. 54.

Der beiderseits eingespannte gerade Stab, Abb. 54,

Mz%y

ist zweifach statisch unbestimmt.
Um einen einfachen geschlosse-
nen Rahmen zu erzielen, denken
wir uns einen in 4 und B fest

. angeschlossenen Stab mit J=c0

hinzugefiigt. Abb. 54b.

Wenn man beachtet, daB
der Drehwinkel ¢ des Stabes A B
Null ist, so lauten die beiden
Dreimomentengleichungen fiir die

ausgezeichneten Punkte 4 und B bei Belastung durch eine Einzellast P

im Abstande ¢ vom linken Stabende

1= — pr— o) (1=,

A111+2M21=—Paz<1_“7).

l?

3
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar

a(l— a)? a*(l—a)
T —E

3. Beispiel. Der geschlossene, ringsum durch den Innendruck p
belastete Rahmen — Abb. 55 — verlangt mit Riicksicht auf die Sym-
metrieverhdltnisse bloB die Berechnung einer einzigen Ub_erzéhligen—
da alle vier Eckmomente untereinander gleich sind. Die Dreimomenten,
gleichung fiir eine beliebige Ecke lautet daher

Md 4-2M@@+V)+ MV =—21pa’a>—1pb'b%.
Samtliche Drehwinkel ¥ sind, da die Seitenwinde bei der Form-

dnderung keine Verdrehung erfahren, y
Null. Aus der Dreimomentengleichung TW*’HHHTTH“””H“ c

——P .

und M,=—P

folgt b ‘n
! a2 ! 12
Me—— 2 2TV
12 o' -++?
Setzt man
’ ’ ]
a=na, b =532,
Jy
so wird
a3+b3]a
M=—Pt
12 a—{—blﬂ Abb. 55.
Iy

4. Beispiel. Der beiderseits eingespannte, einmal geknickte, sym-
metrische Balken nach Abb. 56 sei durch eine im Scheitel C an-

greifende Einzelkraft P belastet. Die beiderseitige Einspannung denke
man sich durch einen festgehaltenen Stab A B mit unendlich groffem
Trigheitsmoment hervorgerufen. Es liegen sonach drei ausgezeichnete
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Punkte 4, B und C vor, fiir welche die Dreimomentengleichungen anzu-
schreiben sind. Es ist dabei zu beachten, daB die reduzierte Linge /'
des Stabes 4 B Null ist, da sein Trigheitsmoment J unendlich grof
ist. Die betreffenden Glieder fallen mithin in den Dreimomenten-
gleichungen fort. Beginnt man mit der Aufschreibung bei Punkt B
und schreitet in der in Abb. 56 angegebenen Pfeilrichtung fort, so
lauten die Momentengleichungen:

2M, s’ +M,s'-+6E Jd =o,
M,s'+4Mys'+M;s"—6E]J(¥, -9,)=0,
M,s 4 2M,s — 6 EJ#,=o.

7 ;

Setzt man s':sTZs und dividiert mit dieser GroBe, so nehmen

die Gleichungen die einfache Form an:

2M1+Mz=_9191’ l
M1+4M2—I—M3::Q(ﬁ1~—192), )|
M,-}+2M;,=04%,, l

Hierbei wurde == gesetzt.

Die Winkelgleichungen lauten, wenn mit 4s, die Dehnung des
Stabes AC, mit 4s, die des Stabes BC bezeichnet wird,

i(Asl+As2>+h<ﬁl—ﬁg>:o,l
2s . . b)

?—(ASI - Asq)""é‘(’%“*"ﬁe)zo' ]

Wiirde man ‘die Dehnungen As Null setzen, den Einflub der Langs-
krifte also vernachlissigen, so wiren gemiB den Gleichungen b) die
Stabdrehwinkel und somit auch simtliche Momente nach Gleichung a)
Null. Die Scheitelkraft P wiirde die beiden Stabe nur durch Lingskrifte
beanspruchen, die Wirkung der Einspannung und der EinfluB des
steifen Knotens C kidme in diesem Falle gar nicht zum Ausdruck.

Durch die beiden Gleichungen b) sind die Stabdrehwinkel 4 be-
stimmt. FaBt man die Momente M,, M, und M, der angesetzten
Momentengleichungen als Uberzihlige auf, so konnen diese Uber-
zihligen aus den Gleichungen a) durch die Stabdrehwinkel ausgedriickt
werden. Es wird

Y
M1:“_%(3"91 _ﬁz)’ M‘z:g‘(ﬂl - 02)’ M3=—Z(01 - 3’92)' C)

Damit ist die Aufgabe allgemein gelost.
Wir machen nun beziiglich der Richtung von P zwei Annahmen:
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1. Last P senkrecht zur Stabsehne AB. Abb. 57.
Da As,— As,=4s ist, so folgt aus den Gleichungen b)

291:'——2—}1? S
und . . d)
!
Py = s s

Mit Bezug auf Abb. 5% ist nun

M2=M1+§Z~Hh

und darum

g_a—M, Pl
h " 4h »
Die Stabspannung S eines Schenkels ist
___ P M,—M, 1 P(h l‘3>
S=gsme—Heosa—— g o ST s
Die Stabdehnungen A4s betragen demnach
Ss P I
S P el)
S=EF zhEF(M —M)— 5F\ P T °)
Aus den Gleichungen c) folgt
M, = M;=— 0¥, l
M, =¥, P §)
M, —M,=—2¢%, J

Fiigt man den Wert fiir M, — M, in die Gleichung e) ein, so erhilt
man As als Funktion von &, welche Verkniipfung, in d) eingesetzt,
eine Gleichung zur Bestimmung von ¢, liefert:

. ! l P l‘“’)}
ﬁl“_zhs{ 20t GEF T 2EF<h+4h
und daher
1 l( l’)
5 — PEFhs ' 4h P ls
1 _ .
4EF ]l‘

Ist 9, bekannt, so sind auch die Momente aus den Gleichungen f)
bestimmt:
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P s
My=My=— T s F
s+3l]

P s
My=—M =7 sF
sTay

An das eben erhaltene Ergebnis wollen wir eine wichtige Be-
merkung anschlieBen. In der Gleichung fiir ¢, ist das zweite Nenner-
glied sehr klein gegen das erste und kann praktisch immer vernach-
lassigt werden. Es betragt, wenn der Scheitelwinkel nicht zu stumpf
ist, meist weniger als ?! des ‘ersten Gliedes. ¢, nimmt dann die
einfachere Form an:

100

P s
4EF n*’

Das ist aber der Wert, den man fiir ¢, erhilt, wenn man in den
Eckpunkten Gelenke annimmt. Es war also die genaue Berechnung
der Stabkraft S, die oben durchgefiithrt wurde, nicht notwendig, es
hitte geniigt, P in die beiden Stabkomponenten zu zerlegen, um
dann rechnerisch oder zeichnerisch die Verschiebung des Scheitel-
punktes unter Annahme von Gelenken in den Endpunkten und somit
auch den Drehwinkel , zu finden. Sein so ermittelter Wert in die
Gleichungen c) eingesetzt, hitte dann auf einfachste Weise die ge-
suchten Momente ergeben. An diesen Verhiltnissen dndert sich auch
nichts, wenn man sich an Stelle des unendlich steifen Zusatzstabes 4 B
einen ‘Stab mit endlichem Querschnitt gesetzt denkt. Von dieser wich-
tigen Eigenschaft der Stab-
dreiecke mit steifen Ecken
werden wir bei der Anwen-
dung unserer Methode auf
die Berechnung der Neben-
spannungen im Fachwerke
Gebrauch machen.

9 —

7 " 2. Last P parallel zur
A‘"?*Mfg% 5=7‘/% #’i Stabsehne AB.
Abb. 58 Aus Abb. 58 entneh-
S men wir
M, — M, P
M= M~_7_‘Z_l+(P H)h= + M3~Hh
und somit

P M+M M
H—-_1"17T™" 72
. 2+ 2h h
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M, + M,
2

chungen c) hervorgeht, so vereinfacht sich der Ausdruck fiir H, und
zwar wird

Da nun =— M, ist, was aus den allgemein giitigen Glei-

P 2M,
H=o—=""

Damit kénnen die Stabspannungen S; und S, ermittelt werden. Wir
finden:

51=<P_lh +M1 7M3> sing - (P— H)cos «

— ’%’si+pi__£’L+%_}%ﬁ+%%{ai

N 2s

1 s | ks
und
Sy=—— [(El_h. -4 M, ___s_) sine - H cos a}
B Wi Pl  M,—Mh , M, l]
—— P e
__[ps M —Mh Maq
o [Pl_}_ l s F ks

S,=—3_S, und somit ist auch ds,=—4s,.

Aus den Gleichungen b) geht dann unmittelbar hervor:

¢, —d,=o,
daher
2h
’&1 = '19'2 - —l—; A S 1-
Aus den Gleichungen c) folgt unter Benutzung dieser Zusammen-
hinge zwischen den Stabdrehwinkeln &

e
My=o,  M=—M=—29,.
Weiter ist
s [Ps leh}_ $ [Ps h}
Asl‘“ﬁ[_l“}_"l_'s_ =zrl7 %l

Aus der Gleichung fiir ¥, gewinnt man mit diesem Werte von 4s,

2k s [Ps_ﬁﬂhﬂl}

17 IS EFL 1 sl s
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und daraus

_2P hs
1= T
e f(y)

Auch hier ist das zweite Nennerglied, wenn der Scheitelwinkel
nicht zu spitz ist, verhiltnismiBig klein gegen das erste. Wird es
vernachlissigt, so geht ¢, iiber in

2Phs
EF I*’
in den Wert des Drehwinkels fiir gelenkig aneinander geschlossene

Stabe. Auch hier gilt somit das unter 1. Gesagte.
Zum SchluB berechnen wir noch die genauen Werte von M, und M,:

Ph Ph
M, ‘ -+

G A R

9 —

s s

5. Beispiel. Fiir den beiderseits eingespannten, symmetrischen
Parabelbogen, Abb. 59, sind die EinfluBlinien der iiberzihligen GroBen
fiir Belastungen senkrecht
zur Stabsehne zu ent-
wickeln. Durch Einschal-
ten eines unendlich steifen
Stabes zwischen 4 und B,
der in diesen Punkten steif
an den Bogen angeschlos-
sen ist, gewinnt man ein
einfaches Grundsystem, aus
dem die Dreimomenten-
gleichungen fiir die beiden
ausgezeichneten Punkte A
Abb. 59. und B abgeleitet werden
konnen. Bezeichnet man
mit Riicksicht auf die Belastung durch eine FEinzellast die rechten
Seiten gemidBl den Ausfiihrungen auf S. 44 und 48 mit — F, bzw.
— F,, so lauten die Momentengleichungen, wenn man von ungleich-

maBiger Erwdrmung absieht, folgendermafen:

ll
ZMll’+M2l’-]—6HeBﬁ=——Fl,

! .

Ml 42 M, I+ 6H@A%: —F,.

2

Die Stabdrehwinkel der beiden das Grundsystem bildenden Stibe sind
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Null, da A und B fest sind, weshalb die Glieder, die von ¢ abhingen,
in den vorstehenden Gleichungen entfallen.
Weil es sich um eine symmetrische Parabellinie handelt, sind

Iz 1 1
C1=Cp=P_ 3lf2 3 f
die statischen Momente der schraffierten Fliche @ (Abb. 59b) bezogen
auf die Endpunkte 4 bzw. B.

Die Momentengleichungen nehmen daher nach Division mit [ die

Form an: -
le—I—Mg—f—sz:—T
g C e e .. a)

Ml—}—zMe—}~2Hf—_——~T‘;’

Da, wie schon oben erwihnt, der einzige in Betracht kommende
Stabdrehwinkel Null ist, ebenso auch der Winkel ¢, den die Stab-
sehne mit der festgehaltenen Richtung AB einschlieBt, so liefern
beide Winkelgleichungen, wie man sich leicht iiberzeugt, die einzige
Beziehung

Adl=o.
Aus Gleichung 1¢’), die fir symmetrische Achsenlinien gilt, folgt dann:
HI 1 [D J
pakd I et = . b
EF E]I[z (M1+M2)+2H¢G+G i‘xtt o. . )

Mit den Beziehungen a) und b) sind die drei Bestimmungsgleichungen
zur Ermittlung der drei Uberzihligen gegeben. Wie ein Blick auf
diese Gleichungen lehrt, ist es am besten, die darin vorkommenden
Momente M, und M, und die Lingskraft H als Uberzihlige aufzu-
fassen. Durch Addition der Gleichungen gewinnt man ohne weiteres

4 F, - F,
M, +M,=—=Hf—>-2 2,
1 2 3 f 3l’
Fiihrt man diese Momentensumme in b) ein, so erhilt man H in der

Form
D
G——Fl_h&iE]'attl
2 31

J 2
?l—i—-zﬁﬁﬁ—gf@

Setzt man fir

@ =3ZIf und fir @Po=2If2f==LIf?
und
Fy=fll, F,—=fil, G=gfl,

Bleich, Viermomeuntensatz. 2. Aufl. 5
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so wird

1 EJ et
gy hth) =5 |

H=— . <)

Damit ist die EinfluBlinie fiir den Horizontalschub H des Bogens be-
stimmt. Fiir die Funktionen f,, f, und g kann man die im Anhange
mitgeteilten Tabellen benutzen. Da f, spiegelsymmetrisch zu f, ist, so

. . l . ..
ist f, 4 f, eine-zu z=_ symmetrische Linie, und da auch g sym-

. ) l
metrisch ist, so zeigt die H-Linie in bezug auf die durch x = 2 gehende

Vertikale Symmetrie,
Nach Subtraktion der Gleichungen a) erhdlt man die erste der
folgenden Beziehungen

M, MQ::E‘L?_.E’
4 F,+F,
MI+M2=—§Hf__13lI

Die zweite Gleichung wurde schon oben erhalten, Beide Beziehungen
liefern

F,—2F, 2 ! 2
= " Hf——(f,—2f)—-H
1 by 3 Hf 3(fd fi) 3 f 9
F,—2F, =2 __, 1 2 )
=1 "t " Hf—_(f,—2f)—-H
2 37 St 3(f1 f2) 3 f,

Damit sind auch die EinfluBlinien fiir M, und M, festgelegt. Es ge-
nigt die Ausrechnung einer der beiden Linien, da sie spiegelsym-
metrisch sind.

174
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Man bestimmt zunichst die H-Linie und mit ihrer Hilfe die Ein-
fluBlinien der Momente M, und M,.

6. Beispiel. Der aus zwei eingespannten Stindern und gelenkig
gelagertem Riegel bestehende einfache Rahmen der Abb. 60a ist ein-
fach statisch unbestimmt. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 60b. Als
Elastizitdtsbedingungen kommen zwei Momentengleichungen und zwei
Winkelgleichungen in Betracht, welchen vier Gleichungen eine Uber-
zahlige und drei Stabdrehwinkel als Unbekannte gegeniiberstehen.

Die Momentengleichungen lauten, falls man bei der Aufstellung
mit dem Stab A B beginnt, im Sinne der Pfeile fortschreitet und be-
achtet, da3 die reduzierte Linge des Zusatzstabes A B Null ist,

2M b/’ 6EJd =N,, l )
2M,h, — 6E J9,—N,. | :
Die Winkelgleichungen ergeben, wenn man die Stablingenidnderungen
unberiicksichtigt 148t, die Beziehungen
Dy by + 9y (hy — hy) — F3hy =0,
Pl=0,
somit 1st

ﬂlzk’ﬁs und 9,=o0.
hy 2
Die Beziehungen a) liefern somit
2M, b/ 6EJI2 9, —N,,
1
2M,h,) — 6E J9, = N,.

. hy . . .
Multipliziert man die zweite Gleichung mit h; und addiert beide Glei-
1

chungen, so erhilt man

h hy

2M b+ ZMghz,jf= N, 'I_h_uNa

1 1
als Bestimmungsgleichung fiir die Uberzihlige, welche Gleichung wir
unter Einfiihrung von

I
hl,:hlfj, hy =h,
in der Form schreiben wollen
A 1
M, h? 7 ~+M,h,? :g(thl +hyN,). . . . . . b
1

Wir wenden nun diese Formel auf den in Abb. 61 dargestellten Be-

lastungsfall an.

5%
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Als iiberzihlige GroBe wihlen wir die wagerechte Teilkraft der
Riegelspannung X secer. Es gilt dann,

falls X als Druck angenommen wird,
M,=—Py+ Xh,,
N M, = + Xhy
und
J:
N,—— Ph232f.,
oy 1 1 ]1 1
N,=o.
h— ¢ Mit diesen Werten geht die Be-
Abb. 61. stimmungsgleichung iiber in:

1
X <h13 + h,? %) — Pyh*—— Ph’f,-

Daraus ergibt sich

y 1
B 2h
X=P-1 -
hl ]2
f, wird fiir verschiedene Werte Vonh31 aus der Tabelle im Anhange
1
entnommen.
7
, S o 3 M i My
e %) o7 )
A
r
| * !
JU JI}
7
e — a’
M, %, M,
'L" A - — 44 4 L_/yf‘# Ma
S F 1 i
g b 14 e b ¥
Abb. 62.

v. Beispiel. Der geschlossene Briickenrahmen, der in Abb. 62a
zur Darstellung gebracht ist, ist dreifach statisch unbestimmt. Hier
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konnen vier Momentengleichungen und zwei Winkelgleichungen, ins-
gesamt sechs Gleichungen aufgestellt werden, die zur Bestimmung
der drei Uberzihligen und der drei Drehwinkel (Stab 1, 4 hat den
Drehwinkel §,=0) ausreichen. Wenn man bei Punkt 1 beginnt und
in der Richtung 1, 2, 3, 4 fortschreitet, so lauten die Dreimomenten-
gleichungen, unter der Annahme, daB3 Lasten nur auf den Quertriger 1, 4
einwirken, folgendermafen:

MW 42 My(W +-b,) + My b/ —6E]J,(8}—9,)=0,
Myb) —+2 My (b, 4 H)+ MW —6E ], (9, —9,)=o0,
My +2 M (¥ +b,)+ M, b/ —6E ], (9, —&,)=DN,,
M, bu"l_z M1<bu’+h,)+M2h’_ 6E]u(’9u—79ul)=N2>
worin

’__ ’r___ ]«g ’r__ ] v
W=h, b, =1b 7 b,/ =b A
Aus den Winkelgleichungen folgt bei Vernachlissigung der Stab-
dehnungen
Gl=19;=47, ¥, =9,=o0.

FaBit man je zwei Gleichungen zusammen, und zwar: die erste und
zweite, die dritte und vierte und schlieBlich die zweite und dritte, so
erhélt man die folgenden von ¢ freien Elastizititsbedingungen:

(My + M)W (M, + My)(2 W +3 ;) =0, ]

(M~ M) (2 W +3b,) + (M, + M) ¥ =N, + N, a)

M0 M, M, G - 20))+ M, (3K 4 28)— N,
Als statisch unbestimmbare Grofen wihlen wir die Schnittkrifte M,
T und H im oberen Riegel. Abb. 62b. Zwischen diesen Gréfen
und den Eckmomenten M, bis M, bestehen die Gleichgewichts-
beziehungen

M1=M+T§~+Hh, M2=M+T%,
M3=M~T%, M= M—T12 4 H

Die Einfilhrung in die Gleichungen a) liefert
(M—+HWK -+ M@K 43b))=o0,
MK+ HR @+ 30—
b
(M+ T~2—> b, - <M—1— Hi -+ Tg) gun (M-— T%) (28,4 3H)
—|—<M-1—Hh_ T%)(zbu’—{-g,h’):Nl.
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Aus den ersten beiden Gleichungen erhalt man
_1 (N, + Ny
2(2H 436,)@H 30— K
. i (N1 +‘ Ne) (h’ _!_ bo’) .
2hf{(2W +3b")(2W --3b,))— 17T’
worauf man aus der dritten Gleichung unter Benutzung der eben ab-
geleiteten Formeln fiir M und H

M=

. b)

. N,—N,
b, 6K +0,)
gewinnt

Setzt man fiir den Fall einer Einzellast 1 zwischen 1 und 2 mit
der Abkiirzung @' =!—a

T

. b)

) ’o
14 a‘ ! a”-
Nl_—:1.bua<1——ﬁ>, N2:1.bua<1__ _b.g_)
ein, wobei zu beachten ist, daf die Last 1 mit negativem Vorzeichen
eingefithrt wurde, da sie von innen nach aulen gerichtet ist, so neh-

men die Gleichungen b) die Form an:

Me— 3 ad bW
" 2b[(2k+3b))(2W +3b,)— W3’
L0 adb0HD))
C 2bh[(2W+38)(2h+30,))— W3] . .0
2ad (2 — a) b,
T 2
_b2 (bo,+6h'—{— bu’> .

§ 9. Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen
abgeleitet werden.

8. Beispiel. Als einfachstes Beispiel mehrfeldriger Systeme wollen
wir den an beiden Stabenden eingespannten durchlaufenden Balken
betrachten. Abb. 63. Dieser Triger ist bei s Feldern (n-}1)-fach
statisch unbestimmt. Das geschiossene Ersatzsystem wird durch Hin.
zufigung eines beliebig geformten Stabes, der die Enden o und # ver-
bindet und unendlich groBes Trigheitsmoment besitzt, geschaffen.

Da # -+ 1 ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, so konnen eben-
so viele Dreimomentengleichungen angeschrieben werden, die zur Er-
mittlung der # -} 1 statisch unbestimmten GréBen ausreichen. Wir
beginnen mit dem Zusatzstab und schreiten iber Punkt o in der
Richtung gegen 1 usw., wie es die Pfeile in Abb. 63b andeuten, fort.
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Das erste Glied der ersten Dreimomentengleichung, das sich auf den
Zusatzstab bezieht, verschwindet, da dessen reduzierte Linge wegen
des unendlich groBen Trigheitsmomentes Null ist.

a)
_fao 7 2 k-7
Z t 13 3
BN k2 E
|
= Z7 E Z2 { f Z?:

Abb. 63.

Die Momentengleichungen nehmen daher folgende Gestalt an:
2 Myl -+ M1+ 6 EJ 9, =N,
Ml—l—zM(l —|—-l)—}Ml’——6E](19 ):«N1

k 1l +2M (l +l +1)+M1.+1 k+1 6E] (ﬁ k+1)=N1.-

11~ n—1+\/ln 1(l ' 1+l )+M1ln’ 6E]( 071):Nn-—1
M, 1 +2M1' —6E] Y, =

Das sind die bekannten Clap eyronschen Gleichungen. An Stelle
der bei freigelagerten Enden auftretenden Bedingungen M,==0 und
M,=o treten die erste und letzte Momentengleichung, die die Ein-
spannungsbedingungen aussprechen. Man kann diese Gleichungen
auch so ableiten, daB man den Dreimomentensatz auf je ein weiteres
hinzugefiigtes Endfeld von beliebiger Stiitzweite J, bzw./, ., anwendet.
Das Trigheitsmoment der beiden Zusatzstibe ist dann [==oco0 anzu
nehmen. Abb. 63c.

9. Beispiel. Das in Abb. 64 dargestellte symmetrische, dreifeldrige
Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. Die EinfluBlinien der passend
auszuwihlenden statisch unbestimmbaren GroBen sind fiir lotrechte
Belastung zu ermitteln. Die Berechnung erfolgt unter Vernachlissigung
der Wirkung der Lingskrifte auf die Forminderungen.
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Wir bezeichnen die Knotenmomente der in den Punkten 1 und 2
zusammenstoBenden Stibe (siehe Abb. 64b) mit M/}, My, M>? bzw.
M}, My, My.

Da zwei steife Kno-
tenpunkte mit je drei
zusammentreffenden
Stiben vorhanden sind,
sokénnenz-(3—1)=4
Viermomentengleichun-
gen aufgestellt werden.
Das linke Feld liefert
eine Momentenglei-
chung, die das Stabpaar
4 1 C, umfaBt, das Mit-

,}7 - & oy telfeld zwei Gleichungen
77 G e & o fiir die Stabpaare C, 12
Abb. 64. ' und 12 C, und das

rechte Feld schlieBlich

eine Gleichung fiir C,2B. Wir weichen aber hier von der Regel

der feldweisen Aufstellung ab und wihlen die Stabverbindungen 4 1 C,,

A12, 12 B und C, 2 B. Die Momentengleichungen lauten demnach,

wenn man die Vorzeichenregel der Momente beachtet, ohne Riicksicht
auf die Art der Belastung:

2M'42M* K —6EJ(9,—3,)=N,,

2Mll 2M" 1)+ ML —6EJ(9,—9,)=N,,

Myl 2 ML 2 M1 —6E J(9,—9,)=N,,

- 2M2”h'+ 2 M27l1,_6E]("94 —ﬁs)): 1)

Hierin ist

S S
A ©
wobei das Trigheitsmoment J der Stinder als J, gewidhlt wurde
AuBer diesen vier Momentengleichungen kénnen 3-2 =6 Winkel-
gleichungen angesetzt werden. Diese lauten:

hdy—hd,=o, hd,—hd,=o, hd, —hd;=o,

I, 9, =0, l,¥;==0, l,9,=o0.

l1’=l1 h’:h)

1) Hitte man die Momentengleichungen nach der Regel feldweise auf-
gestellt, so wire M,» bereits in der vorangehenden Gleichung aus dem Mittel-
felde mit -}--Zeichen behaftet aufgetreten. Vom dritten Feld aus gesehen,
dndert somit M,» sein Vorzeichen.
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Es ist sonach
P =10, =9,=0 b)
und Pp="=0, =0, =9,=1,
welches Ergebnis auch ohne Zuhilfenahme der Winkelgleichungen durch
eine einfache Uberlegung hitte gefunden werden kénnen. Fiihrt man
die Werte b) in a) ein, so vereinfachen sich die Viermomenten-
gleichungen und man erhalt
2M!lL' +2M h+ 6EJ9=N,,
2 MR 2 M ML =N,, .
Ml 42 Mt + 2 Myl =N,
—2MpPh-+2Ms 1 —6EJ9=N,.
Addiert man die erste und letzte Gleichung, so fillt ¢ aus dem
Gleichungssystem heraus und man gewinnt drei Bestimmungsglei-
chungen zur Ermittlung der drei Uberzihligen, und zwar:

2M +2MPh—2MPh4-2M,7 1 =N, 4 N4,1
2Ml' -+ 2M71' 4 ML =N,, .. .0
My 42 Ml + 2 Myl =N, J

Wir betrachen nun zwei Belastungsfille:

1. Last 1¢ im ersten Felde im Abstande g von der linken Endstiitze;
2. Last 1* im Mittelfelde im Abstande 2, vom Knotenpunkt 1.

D 4
% 4 /%DT T
A s 5
_’Z_)_\,__L _______ Ved
2 Z Z
G &
f-Lime
! TTT
| D
g
A-Linie
f m 2 ‘ T
‘ /
/
/
v/
Abb. 65.
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Um die rechten auBeren EinfluBlinienzweige zu bestimmen, ist es
nicht notwendig, auch das dritte Feld zu belasten, da mit Riicksicht
auf die Symmetrie der Anordnung die Berechnung der beiden Zweige 1
und 2 geniigt. Allerdings setzt dies voraus, daf3 die ausgewéhiten
Uberzihligen ebenfalls symmetrische Anordnung zeigen.

Als Uberzihlige wiahlen wir die Auflagerkrifte 4 und B, sowie
den Horizontalschub H.

Aus Abb. 65 folgt:

1. fiir Last 18 im Endfelde:

M!=Al,—1(, —a), M\t=BIl, —Hh,

Mr=A41l, —1(,—a)—Hh, M,,=BI,,

Mp=Hbn, Mp=—Hbh.
Weiter ist:

N1:_F2,:_fel1l1l’ Nez"Fa:_felll;’ N:N4=O'

3
2. fiir Last 1 im Mittelfelde:

Mi=Al,, M}=BIl,—Hh,
Mr—Al, —Hh,  My=—BlI,
Mp=Hh, Myp—=—Hh

Ferner gilt:
Ny=—F=—flLl, Ny=—Fy=—fyl 1, N, =N,=o.
Nach Einfithrung dieser Werte gehen die Gleichungen c) iiber in:

1. Last 1! im Endfelde:

tepen g =(i=p) =%
A IR T L (S VI YRS SR
sl -t =)

Hierbei wurden die Werte /" und J,” durch die ausfiihrlicheren Be-
zeichnungen von S. 72 unten ersetzt.
Addiert man die beiden letzten Gleichungen d), so erhilt man

- a foly Jo h
ATB‘( l) 20, ) T 3H by
wenn ’
1
k= e
= +lh )
L ]

gesetzt wird.
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Mit diesem Wert von 4 -+ B ergibt sich H ‘aus der ersten Glei-
chung in der Form

_Lky,
1

l2 ]1
et

wobei K, ein nur von den Abmessungen des Systems abhingiger
Faktor ist. Die beiden AuBenzweige der H-Linie lassen sich somit
mittels der f,-Linie in einfachster Weise bestimmen. Benutzt man
nun die Gleichung von H, so kann man aus den Gleichungen d) 4
und B ermitteln, man erhilt zunidchst

H=— f2=_K1fgi L f)

\ I, 210, J,7
wobei
k J— 1 o
‘3"*,1 l__]g b)
2 A
ist, und daraus
a 1 A 2 a
A (=) [L (o hg) AT (1=,
ll i‘4 ' l‘.‘]l 3 ! 1‘] f‘ ll } h)
1 LT, ) “’]:'
_ 1_”1‘_:kn —K ”_o“‘ n_'—K 2
[4( l.z A 2 1 1., ]‘ f 370~

K, und K, sind, ebenso wie K,, Festwerte, die nur mit den
Systemabmessungen verkniipft sind. Der linke AuBenzweig der A4 -Linie
ergibt sich demnach durch Abtragen der K, f,-Linie von der Geraden

1— ia«, die durch den Punkt 1 geht und iiber A die Ordinate 1 hat.

Den ;echten AuBenzweig der A-Linie berechnet man als Spiegelbild
der B-Linie aus der Gleichung B = — K f,- Siehe die Abb. 65.

2. Last 1* im Mittelfelde.

Die drei Bestimmungsgleichungen lauten jetzt:

A—}—B—|—2H~J]—l 0,

LN, B 3.h £l
A<“+f7;>+?—zﬂz;““i“z;’ R
Ll 3pgh_ b

‘+B<1+ ﬁ)“?HZ__z I,
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Der weitere Vorgang ist der gleiche wie oben; durch Addition der

beiden letzten Gleichungen i) gewinnt man
A+B:3H?k1_%(f1+fa)%kl
1 1

k, hat die gleiche Bedeutung wie oben.

Die Einfihrung von 4 -} B in die erste der drei Bestimmungs-
gleichungen liefert H, und zwar:
kl

h(3k—F2h]§

Weiter wird auf dem gleichen Wege wie frither gefunden
n ],
A:"[K;lo l(fl‘"l‘f*z ’J["“_( f")}

—[K (f1+f2>+K3 (fl— 2)]: oL, 1)
n ], I, &
B—_{Kll l 2 = (f1+f2>_f 'g(f:l_f*zﬂ
1
K (fi+ 1) — K (i —1)]-
Damit sind samthche Elnﬂuﬁhnlenzwelge festgelegt. An einem Zahlen-
beispiel soll noch die zahlenmiBige Auswertung der gewonnenen

Formeln mit Hilfe der Tafel der f-Werte im Anhange gezeigt werden.

H =

(f1+f2)=Kll(f1+f2) I k)

Zahlenbeispiel®).
Es sei: l,=10om, ly=15 m, h=gm,
]2 ]1
=2, — =2,
A J

Damit findet man die Festwerte k, und k, gemif den Gleichungen e) und g)
und zwar:

1
by = ——- 1o = 91353,
3
;-i*z' ©
1
by =5 =0:545-
;_{_2 ——
15
a) Aufienzweige der Einfluflinien. [Gleichungen f) und h).]
2
1——2.0,353
K=— 3

1 =0,173,
z-— (2~7 243 0,353)

2
1 2 1
KL’:Z 1 +?'2'01545 —07173'?'2:0:345’
. 1 2 1
Ix3=T (1 —?-2‘0,545> — 0,173-7-2 = —0,0184.

1) Mit dem Rechenschieber gerechnet.
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In der folgenden Tabelle sind unter Benutzung der Tafel im Anhang die
Ordinaten der Einflufilinien fiir die Ayfiendffnung zusammengestellt.

Tafel 1. Aufienzweige der Einflufilinien.

A-Linie
. . H-Linie A= (1 _ fl_) _K,f, B-Linie
Z 2 H=—Kf, B=—K;f,
a
1— T K, fo 4

[o) o o 1,000 [o) 1,0000 (o]
0,1 0,099 — 0,0171 0,9000 0,0342 0,8658 0,0018
0,2 0,192 — 0,0332 0,8000 0,0662 0,7338 0,0035
0,3 0,273 — 0,0473 0,7000 0,0942 0,6058 0,0050
0,4 0,336 — 0,0581 0,6000 0,1158 0,4842 0,0062
95 0,375 — 0,0648 0,5000 0,1293 0,3707 0,0069
0,6 0,384 — 0,0664 0,4000 0,1325 0,2675 0,0071
0,7 0,357 — 0,0618 0,3000 0,1231 0,1769 0,0066
0,8 0,288 — 0,0499 0,2000 0,0994 0,1006 0,0053
0,9 0,171 — 0,0296 0,1000 0,0590 0,0410 0,0032
1,0 o [¢) o [ o o

b) Mittelzweige der Einfluflinien.

0,353

K/ =

1
K, =o0,173 ?-2 =0,0865,

3 1o

r 15,

2545
4

= 0,204.

1 1\:07173’
2 <3~0,353+2-2-~2—)

[Gleichungen k) und 1).]

In Tafel 2 sind die Ordinaten fiir die Mittelzweige der EinfluBilinien be-

rechnet.
Tafel 2. Mittelzweige der Einflufilinien.
Werte der A-Linie und B-Linie
T fpuntionenly gy g | IS A 0 £ K £o)
Bl H=K/(f+f)|__ " i i
fi | 1 K (1)K (=) 4 B
ol o o o o o o o o o
o,1]o0,171|0,099] 0,270 0,072 0,0468 0,0233 0,0147 |— 0,0380|— 0,0086
0,2|0,288/ 0,192} 0,480 0,096 0,0830 0,0415 0,0196 |— 0,0611|— 0,0219
0,39,357|0,273} 0,630 0,084 0,1089 0,0545 0,0172 |— 0,0717|— 0,0373
0,40,384|0,336] 0,720 0,048 0,1245 0,0613 0,0098 |— 0,0711|— 0,0515
0,5]0,375/0,375] 0,750 o 0,1297 0,0649 0  |—0,0649|— 0,0649
0,610,336/ 0,384} 0,720 |— 0,048 0,1245 0,0613 | — 0,0098 |— 0,0515|— 0,0711
0,7]0,27310,357} 0,630 |— 0,084 0,1089 0,0545 | —o0,0172 |—0,0373— 0,0717
0,8]0,192|0,288] 0,480 | — 0,096 0,0830 0,0415 | — 0,0196 |— 0,0219!— 0,0611
0,9{0,099|0,171} 0,270 |— 0,072 0,0468 0,0233 | — 0,0147 |— 0,0086|— 0,0380
1,0 o o o [ [o) [o) (¢} o o
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In Abb. 65 ist der allgemeine Verlauf der Einflufilinien fiir H und A4 dar-
gestellt.

10. Beispiel. Die dreischiffige Halle mit vier eingespannten Stindern
und gelenkig aufgesetzten Bindern (Abb. 66a) ist dreifach statisch un-
bestimmt. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 66b. Ausgezeichnete Punkte
sind die StinderfuBpunkte, sowie die Knoten E und F, somit kénnen

L
5

Abb. 66.

sechs Momentengleichungen angesetzt werden?). Fiigt man die
3 >< 2 = 6 Winkelgleichungen hinzu, so stehen zw 61f Elastizititsbedin-
gungen zur Verfiigung. Unbekannt sind: Drei Uberzihlige und neun
Stabdrehwinkel, zusammen also zwolf GroBen. Bei der Aufstellung
der Momentengleichungen (nach dem Dreimomentensatz) beginne man
mit dem linken AuBenfeld, und zwar bei Punkt B und schreite im
Sinne der eingezeichneten Pfeile fort. Im zweiten Fach beginne man
bei Punkt C, im dritten Fach bei Punkt D. Jene Glieder der Mo-
mentengleichungen, welche die reduzierte Linge des Zusatzstabes als
Beiwert enthalten, enfallen, da dieselbe wegen des unendlich grofen
Tragheitsmomentes Null ist.

1) Die Punkte B und C liefern wohl vier Momentengleichungen, doch
stimmen je zwei Gleichungen miteinander iiberein.
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Die sechs Dreimomentengleichungen lauten, wenn man J, als
J, wahlt; ‘
Erstes Feld:
2M,h/'+6E]J,9,=N,.
Zweites Feld:
—2M,h— M, hy+6E],9,=N,,
*Mahe,‘ZMs(h2,+hsl)“6E]2 (’93—194):"]\73’ o a)
2 M, (k2’"|’ hsl) +Myhy — 6 E J, (9, — ¥,)= N,
Myhy)+2 M, b)) —6E], 9 =N,.
Drittes Feld:
2M,h'—6EJ,9,=N,.
Die Winkelgleichungen nehmen, wenn man die von den Lings-

kriften herriihrenden Forménderungen vernachlissigt, folgende einfache
Gestalt an (siehe Abb, 66b):

Erstes Feld:

+h, 9, -+ ssine- 9, —hy, 9,=o0,
scose-P,=0.

Zweites Feld:
by Oy g, — by 9y —hy P, —o0, L . . . . . . D)
5:0.
Drittes Feld:
+hy, ¥, — ssine- 99— h, 9,=0,
scosa-¥g=o0.

Aus den Winkelgleichungen folgt ohne weiteres:

292 = 195 = 198 =0,

192-}5219=k19, ﬁzé?ﬂ-::kﬁ-.

1 hl 3 3 9 h’1 7 G
Mittels dieser Beziehungen kann man aus den beiden ersten und aus
den beiden letzten Momentengleichungen je einen der Stabdrehwinkel
beseitigen, z. B. ¢, und ¥,, und so vier Gleichungen gewinnen, von
denen die ersten zwei den Winkel §,, die andern zwei den Winkel ¥,
enthalten. Wir finden also, wenn wir 6 E J,=— o setzen,

2M, b+ okd,=N,,
—2Myhy'— My by + @93 =N,
und daraus nach Entfernung von o,
2M, h/'+2kM, b+ kM, hy —=N,—EkN,.
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In der gleichen Weise:
M, h2,+ 2 M, h-zl"'" 0, =N,
2M, h/— ok, =N,
und daraus, wenn man ¥, beseitigt,
— 2k M h)+2M, b/ —kMghy=N,—kN;.
Aus der ersten und letzten der in Rede stehenden vier Gleichungen
folgt aber auch

N
Q¥ =— 7 My 41,
. <)
N,
B = M,y — 8.
0 h'— =2

Die Einfithrung dieser Werte in die mittleren zwei Momentengleichungen
der Gruppe 2) und in die mittlere der Gleichungen b) liefert, wenn
man’ noch die beiden oben erhaltenen winkelfreien Gleichungen hinzu-
fiigt, folgendes System von fiinf Gleichungen:

, ~"oy 2 N
— M, h) — 2 My (b, + hy ,)+73_M1 h1’+904=N3+7§’

’ 2 ! N
2 M, (h2,+h3>”+“M3h2,+"kj M, hy "Qﬂ6=N4+f’
2M, b+ 2k M, by -+ kM b =N, —EkN,,
2M,h'— kM, b —2kM;h/=N;,—Fk N,
2 ' h, 1,
”k'h1’(M1+M4) — o (P — ) h“éz“z(\N1+N6)'

Addiert man die beiden ersten Gleichungen und entfernt die ent
stehende Winkeldifferenz mittels der letzten Gleichung, so erhilt

man das endgiiltige System der drei Bestimmungsgleichungen in
der Form:

(M3 - Mz) he + Z(Me _Ms) (he+h3)+%(M1+]V[4) ('1 _I— > ];

1]1
— Ny N (14 ) 0 ),
0
Js

2 M, hlj—L—szh—}—th_N kN,,
1
z M, hli kMg hy,—2kM;h,— N, —k N,
wobei fiir die reduzierten Lingen die ausfiihrlich geschriebenen Werte
A
h'—hl]1 hy =h,, h)=h,

eingefiihrt wurden.
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Als iiberzihlige GroBen wahlen wir die wagerechten Teilkréfte der
Riegeldriicke, X,, X, und X,, Abb. 67, und bestimmen fiir einige
Belastungsfille den Zusammenhang zwischen den Momenten M, bis M,
und den vorerwihnten X-Kriften und der Belastung.

W,
Abb. 67.

1. Belastungsfall: Die Riegel sind lotrecht belastet. Es gilt in diesem
Falle, falls man die Krifte X als Zugkrifte annimmt,

M1:’—X1h1’ M2:~X1h2+X2(h‘z+h3)’
M3:-X2(h~z+h3)+Xsh2> M4:”X3h1)
M,=X, hy, M,=— X, hy,

samtliche N-Werte sind Null.

Da die Momente M, bis M, von P unabhingig, alle N-Werte aber
Null sind, so verschwinden die rechten Seiten der Bestimmungs-
gleichungen e). Samtliche Zihlerdeterminanten sind daher Null. Dar-
aus folgt

X, =X,=X;=0
und somit
M=M,=M,—M,=o0.

2. Belastungsfall. Die Stinder b, und h, sind mit p¥™ bzw. p'tm
gleichférmig iiber ihre ganze Linge belastet. Abb. 67. Es gilt, wenn
man die Riegel als gedriickt ansieht,

h

Mlz—'—p ; +X1h‘1’

, h .
M‘z:p h3 <h2+ f) +X1h2_‘X~z(h-z+h3)l

M, =X, (ha + hz)_ X hy,
M=X,h,

a

L h
M=y " — X,

bl

M, = X, h,,

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 6
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Nl—._::__ ph3]" N3=—%i)’h33: N2=N4—_—=N5:N6:O.

Fiithrt man diese Werte in das Gleichungssystem e) ein, so gelangt
man zu den Bestimmungsgleichungen fiir die Uberzihligen X von
der Form:

[k 2 (14 )2t 2t ) O+ 20 X,
[het 2a (14 2) B x

%%—3< + ) ph”(fsh - 4 2 6 by ),
1

2 [hze‘l‘ P 12 ‘%} X1“h2(2h2+3h3)X
1

3
ER L0 LN Y

—hy (2 hy+ 3 13) X 2—}—2[}; -[——h"’—?i}X =0.

Wir schreiben die Gleichungen in der vereinfachten Gestalt
X, +X,feX; =27, y X, —eX,=2,,
—eX,+yX;=o0.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

VA £ £
Xlz}g "};— )(2 und X3=")7X2.
Damit geht die erste Gleichung iiber in
X,,(ﬁ" zai)=z %7,
' 2 iN y 1 y 72
somit wird u
zZ, ——2Z,
X, = -
€
B2t
Y
und schlieflich o
V4 € Ly
Xy= 24" }’? s
£
4 g g2%8
Y
z,— <z,
&
x— 7
oe
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Zum Schlusse moége noch die Berechnung der Knotenverschiebungen,
die von der wagerechten Belastung p und p’ herriihren, gezeigt werden.
Aus den Gleichungen c) auf S. 8o folgt:

2 N,
Yy=—=— M, b 2,
3 k@ lh’l +k@
2 N,
=M, h — 2.
’19“ kQ 4h1 kQ
Mit den Werten von N, und ¢ erhdlt man, da N, Null ist,
¥ —~—1—-~<2M h —{—1 h3)
37 6kE]1 1™ Ii’ 1)
9= M h,;
7_3kE]1 41>

somit ist auch ¢, und ¢, bekannt, nadmlich:
=k, und Py=rk9,.
Die erste Winkelgleichung des Mittelfeldes liefert:

h,
04_1%6:}72(’?7"‘193)

3
und die dritte Gleichung des Gleichungssystems a) auf S. 79

1 1
04=03+ﬁ~7‘ [Me hy |- 2 M (hz_‘_hs)—z 4 hss} ’

somit auch

AN 1 1
9 — (1 i)——?ﬁ- ———[Mh 2M. (h, - h)— — ’h3J.
6 3 +h3 h3 ‘+6E]3 2 .+ a<.+ 3) 4p 3

Mit den so berechneten Stabdrehwinkeln ergeben sich die wagerechten
Verschiebungen der oberen Stinderpunkte (Abb. 66) wie folgt:
A4G=19Y,h,, AE=1%3,h,, AK="90h, -+, hy,
AH=19Yyh,, AF =49, h,, AL="9Y hy+ O hy.
Diese Werte reichen in der Regel aus, um {iber die Steifigkeit des
Tragsystems Aufschluf3 zu erhalten. Die Kenntnis der Forméinderungen
der Stibe zwischen den Knotenpunkten ist meistens nicht notwendig;
um ein ungefihres Bild zu erhalten, geniigt es, aus dem Momenten-
verlauf die Vorzeichen der Momente und die Momenten-Nullpunkte
(Wendepunkte der elastischen Linien) zu entnehmen und durch die
verschobenen Endpunkte die elastischen Linien beildufig einzuzeichnen.
11. Beispiel. Als ein Muster fiir die. Ermittlung der Uberzihligen
in einem vielfach statisch unbestimmten Systeme moge die Berechnung
der in Abb. 68 dargestellten dreischiffigen Halle, einer Tragwerksform,
6%
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die im Eisenbetonbau hiufig Anwendung findet, ausfithrlich behandelt
werden. Das Tragwerk ist neunfach statisch unbestimmt; es gestattet,
da acht einfache Knoten und zwei Knoten mit je drei AnschluBstiben
vorliegen, die Aufstellung von 8 }-2.2=12 Viermomentengleichungen
und von 2.3 =6 Winkelgleichungen. Diesen achtzehn Gleichungen

Abb. 68.

stehen achtzehn Unbekannte gegeniiber, und zwar: neun Uberzihlige
und neun Drehwinkel.

Die Belastung des Tragwerkes besteht aus dem Winddruck auf die
Seitenwiande und einer gleichformig verteilten Belastung der Dach-
flichen, vom Eigengewicht oder Schneedruck herriihrend, die in den
Seitenhallen sich auf alle Fille iiber die ganze Dachfliche, in der
Mittelhalle aber unter Umstinden nur iiber die eine Dachhilfte er-
strecken soll. Es ist natiirlich von Fall zu Fall jene Lastanordnung
zu wihlen, die fiir die zu berechnende Grdbe einen Hochstwert liefert.
Die allgemeine Untersuchung filhren wir fiir den in der Abb. 68a darge-
stellten Belastungsfall durch, wobei wir den Winddruck fiir die Langen-
einheit mit w, die lotrechte Belastung der AufRenhalle mit ¢, die der
Mittelhalle mit p” bezeichnen. Setzt man in den Endergebnissen alle
Belastungswerte bis auf einen Null, so erhilt man den Einflu dieser
Belastung fiir sich allein.
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Unter Bezugnahme auf Abb. 68b, in der die Umlaufrichtungen durch
Pfeile angegeben sind, lauten die Momentengleichungen:
erstes Feld:
2M h’-—]—Mh'—{—6E]ﬁ =N,,
M+ 2My(hy + ) )4+ M,s' — 6E] (9, — &)= Ny,
M,s' +2M,s — 2Mh) — Myhy — 6E] (9, — 5) =N,
zweites Feld:
2M,h, + Mhy - 6EJ9;=0,
M,hy 2 M by + 2Mhy' - M hy '—6E] (9, —9,)=N,,

My by 2 M (b 1)+ ML 4GS (9, — 9) =N,

My 2 M (1, ) 4= M g’ - 6H@f‘a —6E] (9, —9/)=N,

Mk’ 2 M hy' + 2M'h,' + M,/ h,' —6E] @) — )=
M, h, -+ 2M, by — 6E] 9’ =0;
drittes Feld:
—Mg’hg’—2M5'hg'+2M’s'+M's’—6E](z9’ 9,) =
M,s -+ 2M,/ (s + )+ M ,—6EJ(®¥,—9/)=0o,
M/ k) +2M/h'—6E] 9,/ =o0.
Als J, wurde das Trigheitsmoment ] des Mittelhallenbinders an-

genommen.
H bedeutet die Sehnenkraft in diesem Stabe, @ das statische Mo-
ment der zwischen Sehne und Stabachse gelegenen Fliche, bezogen

auf einen der Endpunkte.
Die Winkelgleichungen haben die Form?):

erstes Feld:
Aglcos e~y 9y - (hy — hy) Oy —hy9y=0,
4,1+ 4,1 sing — Al — 1,9, = 0;

zweites Feld:
Al hy By -y, — hg 9, —hy 9 =0,
A3Z+A4l—~A4’Z—A3’l— I, 9, = 0;

1) Aus Griinden der Symmetrie wurden M, und M, vom Mittelfelde aus
gesehen, positiv angenommen. Diese Momente erschelnen demnach in dieser
Gleichung mit negativem Vorzeichen.

2) In den folgenden Gleichungen wurden die Stabdehnungen A! mit jenem
Zeiger versehen, den der zu dem betreffenden Stab gehorende Drehwinkel &
besitzt. Um Verwechslungen zu vermeiden, wurde der Zeiger unmittelbar nach

dem Zeichen A gesetzt.
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drittes Feld:

A, lcos &+ hy Oy — (hy — b)) 9y — b3/ =0,
41— 4, 1sine— 4,1 — 1,9,/ =o.

Der EinfluB der Langskrifte werde vernachldssigt, da er, wie wir
uns spiter iberzeugen werden, unerheblich ist. Da wir aber die Wir-
kung von gleichméBigen Temperaturanderungen kennen lernen wollen,
so diirfen die Dehnungen 4! nicht ohne weiteres Null gesetzt werden.
Es darf auch nicht libersehen werden, daB bei dem gekriimmten Stab
des Mittelfeldes die Anderung der Sehnenlinge infolge der Biegung
beriicksichtigt werden muB.

Nimmt man iiberall gleiche Temperaturinderung an, so gilt mit
Hinsicht auf die Symmetrie des Tragwerkes

4, 1=4,"l=Ah,, A l=4,1=Ads,
A0 =A4,'1=A4h,, A,1=4,1= Ah,,
Al =A41,.
Ferner setzen wir
sin oc=hi#:—h—1— und cosg==-1,
s s

mit welchen Werten die Winkelgleichungen folgende Gestalt annehmen:
l
As;1+h101 + (ke —1y) By — by Iy =0,

ho—h
Ahl—Ah‘l—f—ASd—s—l—l‘lﬁg:O,

Al2+ha‘93 +h304 “” h3ﬁ4,—h203,: 0,
l,9,=o0,

As%+h203’—(h2—h1)192’—h 9 =o,

hy—h
— by - Ahy— A2

— L9,/ =o.

Aus der zweiten, vierten und letzten Gleichung folgt:

Ahy — Ahy - hy—h, As hy —h hy — h
By == — ~ - "’l ls—z—— oy Leat+ Jl 1utt=Ol
1 1 1 1 a)
ﬁé=Ah2—Ah1_hg—hlz_igzhg—hlatt_;i:h_l“tt:o’ ]
L I, s L L
¥ =o0.

@, bedeutet die Ausdehnungsziffer fiir 1° Temperaturschwankung.
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Aus den drei ﬁbrigen Gleichungen ergeben sich damit:

&, = 219' —A4s h—_k Iy octt—}lbizklﬁs—N
1
h2 1 , L ,
By =20 ds h—zklﬁs et =k N, . b)
, 41, , hy Al ‘
('94 —04>~ hy (ﬁ3 _ﬂs)ﬁ;_ hy — &, ( '_793)
Zur Abkiirzung wurde
k1=E k‘,.:h—“' und N=o¢tz£h

hl’ ) h3 g hl
gesetzt. Der ausfiihrliche Wert fiir 41, wird spater eingefithrt werden.

In den ersten zwei Vlermomentenglelchungen ersetzen wir nun
@, durch ¢, und bezeichnen

Somit lauten die ersten vier Gleichungen:
2 M, by Mgh) + k095 =N, + eN,
M h,' 4+ ZMs(h; + )+ M4S' — k00, = N,—eN,
M,s' +2M,s"— 2 M h,’ — M,h, + 09, =N,
2Myhy - Mhy 085 =0.
Ebenso ersetzen wir in den letzten zwei Gleichungen ¢, durch '
und gelangen zur folgenden Gleichungsgruppe:
M hy -2 M, hy — 09, =o,
- Mg’ h:_)" — 2M5, hel +_ 2M4’S, + M3,S’ - 929‘3/ —
M,)s - 2M/ (s +h)) + M,k k08 =— 0N,
M’h’+2M'h’—kIQﬁ’:gN.
Um ¢, und 9," zu beseitigen, addieren wir die fiinfte und sechste
Glelchung, sowic die siebente und achte und gewinnen hierdurch

Mh”—th +3Mh M, (3hy -21,)) -+ ML)
+6H@f2—9ﬂ3=N4+N5,

M,/ h + 2M5’h;’ L3 M by + M (3hy - 21)) + M,
—{—6H@~ll:—;+g193’:Nﬁ.

Wenn man endlich die mittleren zwei Gleichungen addiert und die
entstehende Differenz (9, — 9,) durch die Differenz (9’ — ;) aus-
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driickt, so findet man noch die Beziehung
My +M(2ha'—r3l ) M (2hy' - 30) + M, hy’
41,
+12H@ —oky (¥’ —9y) 4o h“:N5‘+‘Ne-

3
Damit haben wir an Stelle der urspriinglichen achtzehn Gleichungen
elf Gleichungen mit elf Unbekannten (neun Uberzihlige und zwei
Drehwinkel) erhalten.

Nun beseitigen wir die GréBen , und ;.

Aus der vierten und fiinften Gleichung der -elfgliedrigen Gruppe
findet man

09y = — 2M,h,’ — Mh,',
09, =M/h)’ 4 2M,'h,’.
Nach Durchfiihrung der Rechnung erhilt man folgende neun Bestim-
mungsgleichungen, wobei zur Vereinfachung an Stelle der zweiten
Gleichung die Summe der ersten und zweiten, statt der siebenten
Gleichung die Summe der siebenten und achten gesetzt wurde:
M by — 2k, Myhy + Myh," — by Mh)' =N, + N,
3Myh)' 4 My (30 + 25) + M,s" = N, 4 N,,
— 3Myhy - M,s"+ 2M,s' — 3M b, = N,,

—3Myh) + M - 2M,s" — 3M, R/ =0,
3M'h) + My (3h) +25) 4 M,s' =0,
2M,'h — 2k, My'hy + M, b — kM h =¢N,,

3Mh +3Mh +3Mh +M-(3h3 —1_0[ )+M7,l2,

—}—3H§D~~—N + N, c)
3M,'hy + 3 M’ h +3M hy'++ M. (3h, + 21, )_I_M7l-z,
+3ch5

—2 k-: (A[z _ll'“ le)he’ - k2 (Mo + Ms’) h-z, —I— (Me "f_ Ms,) hsl
D
+ 01, 0) (2 31+ 32)
. 3

X 66 _ 1
Je- N _J_ - 2
+12H¢>< le+h3> Nk N = F ot

In den letzten Gleichungen wurde fiir

gk
2
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und fiir
1 [ , . ]
A4l,= — —(M7—{—M7)—}—2HQ50—1—G +atl, 1)

EJL2
eingefiihrt.
Wir wihlen als statisch unbestimmbare Grofen die Momente
M, M/, M,M,’, M,M,/, M,M/, sowie die Sehnenkraft H des Stabes 1,
im Mittelfelde.

2
~
LA %LJ
A7 A, A, A,
,9;=Mf£’@ /72=//_/’¢§"/’/z,w(_72_1,;% /_/7/:/%—/%
]Z, Z }Z7 } 2 ]z7
M-
Y YR A
s
Abb. 69.

Mit Hilfe der Abb. 69 findet man folgende Gleichgewichtsbe-
ziehungen®):

h
My = M, Hyh, =M, + Hhy, — (M, — M)k, +wh, ("21 -+ h3>7
M= M, + M= M+ M, Hh, — (My— M, )k, +wh, <%‘+ he))
, hy?
M. =M+ M+ (H,+ H,)hy —w <h1h3 + *;*>

=M, +M,— (Ms_‘M1)k1+H<h2+h3>'+w Iih-: <h21+]¢3> +-

M) =M, + Hy'hy =M, + Hhy — (M — M)k,
Ma’ = M4’ + Mf., = M4’ -+ Mg, + Hhy— (Msl - M1’)k1>
AL/ = M4,+ ]Wa, + (H1, + H‘.",\’hs

= M4, + M, — (Ms, — M)k, + H(hy+ hy).

HI,
1) Die Dehnung E_;; wurde wie bei den iibrigen Stiiben vernachlidssigt.

2) Bei der Aufstellung dieser Beiiehungen beachte man die Bemerkung iiber
das Vorzeichen der Momente in Punkt 4 der Zusammenfassung auf Seite 47.
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Nach Einfiilhrung dieser Werte in die Gleichungen c) erhilt man
das endgiiltige System der Bestimmungsgleichungen, und zwar zunichst

die ersten sechs Gleichungen:
M1 (2 h1/ - k12h2’> - 3k1 M2 he’ + M3 (h1’ + k12 hz’) - k1Hh2 he’
=k, h‘z,w -+ N, +¢N,
3M1h1’ + M, (3n, + 25") - M4S, =N, -+ N,,
— 3k, M, by — 6Myhy' + My(s' + 3k hy) + 2 M,s" — 3Hh2 hy'
= 3ah, w—+ N,
— 3k, M, b —6M, b, - (" 3k hy)+2M, s’ —3 Hhyh, =0,
MY B M (3, - 2) 4 M,'s —o,
M1’<2 h1, - k12h2,) — 3k, Me, h‘.’, + Ms’(h1’ + k12h2l> —ky Hhy h’e,
=oN,.
Hierbei wurde zur Vereinfachung fiir
h
i (3 )=

geschrieben.

Die nichsten beiden Gleichungen des Systems c) benutzen wir,
um durch Addition und Subtraktion zwei neue Gleichungen abzu-
leiten, in denen schlielich mittels der Gleichungen d) alle Momente

durch die Uberzihligen ausgedriickt werden.
Man erhilt mit den Bezeichnungen

hy ) hy®
hz(’5+h3 'f' 2—‘“/3’
by A 2hy 1 =g,

' b b
hy +2hy —}‘%:‘Pa’

, D
3 <h3 + la’ + [) =Y
3
die Gleichungen
ky (M, + M1') @, 1+ (M, + M‘z,) (P, + hz’) — ky(My + Ma,) 2

Q4 28) oy — )+ 2 | g+ O 1)+ O
::;_(N4 + N5 -+ Ny) —w [“(hzl + hsl) _|" ﬂ(hsl + 52’)]’
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k1 (M1 - M1,) Pa + (Mz - le) ((pe + h‘z,) - kl (Ma - Msl) Pa
-+ ,(M4 — M) (s — hy)
SET YV S VAR (U 4] B
Ty 5 6 2 3 3 3/]°

ky(My M) (w — kyhy') (M, M) (p — 3k, 1)
—k, (Ms + Msl) (w— k, he’) + (M4 + M4’)1;U
l‘_,' o

+2H [h2(h3' — kyhy') = (hy+ hg) (w — hy) - 6D <2 ) +h3>}

’ ’ ’ 6G__ lo
=N, +Ny—wla(hy—k b))+ By —hy)] LT 9%‘" AR
3 3

Die Gesamtheit der Bestimmungsgleichungen zerfillt in drei Glei-
chungsgruppen, wobei sich die Systeme e) und €’) nur in den Be-
trigen der rechten Gleichungsseiten unterscheiden. Setzt man nun
in den Gleichungen e) die Glieder, die M, und H enthalten, auf die
rechten Seiten und bezeichnet diese zusammenfassend mit a,, a,, ass
so erscheinen nach Einfiihrung der Zahlenwerte auf den linken Seiten
dieser drei Gleichungen und nach Auflésung derselben die Momente
M,, M, und M, als lineare Funktionen von a4,, a, und a, dargestellt.
Diese Losungen koénnen auch ohne weiteres fiir die Gleichungen e)
verwendet werden, da die Beiwerte der Unbekannten in beiden Glei-
chungsgruppen dieselben sind. Nun ersetzt man in den so berechneten
sechs Losungen die a-Werte durch ihre tatsichlichen Betrige, d.h,
man bestimmt die Momente M,, M,, M, und M, M,, M,’ als Funk-
tionen der iibrigen drei Uberzihligen M,, M4’ , und H und fiihrt die
so gewonnenen Ausdriicke in die Gruppe f) ein, wodurch man zu drei
Gleichungen mit den drei Unbekannten M,, M,” und H gelangt, die
daraus bestimmt werden koénnen. Damit sind auch alle andern Uber-
zdhligen gegeben. Die Berechnung des neunfach statisch unbestimm-
ten Tragwerkes lduft somit auf die Auflssung zweier Gleichungsgruppen
mit je drei Unbekannten hinaus.

Wir ermitteln schlieBlich noch die Betrdge fiir die Belastungs-
glieder N. Es ist

N, =—2wh/'h?
Ny=—;wh/h>—p's'l%
N=— 11

o
Ny =—;whh’, 2
Ny=— i wh3,h32 - %Pulsllze’

T o 7T W17 2
Ns*'—ézp Ly ly™
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Bei der Berechnung von N, und N, wurde die Gleichung 12) auf

S. 34 benutzt. Fiir g, wurde 4£, fir g, 2£ gesetzt.
Zahlenbeispiel.

Wir wihlen folgende Tragwerksabmessungen, und nehmen an, dafi der
Mittelbogen nach einer Parabel gekriimmt ist.

l, =8 m, ly=="12 m, f=1,50 m, s=8,06 m,
hy=75m, hy=16 m, hy=2m,
J J_J7_T ,
| e e J'=Jcos g.
Jl ’ JZ ]8 ]4 ’
Somit ist:
hy k.
k1=;:;:”2’ . kgzizg,
!
I, =12 m, 5’=SL:16,12 m,
4
! 4 ]/
' =h 3—]—:15111 k' =—h ‘-]«=12m h' —=h,*~=—4m.
1 1]-1 ) 2 2]2 ) 3 3]3

Ferner gilt fiir den Mittelbogen

qﬁ:%zgfzm m?,

2
6=—f=o0,6 m.
o7

Mit diesen Zahlen findet man die Festwerte
¢, =12} 8+ 12=32m, @,=12-}+ 8 4=24m,
w=13(4-+12 -} 6)=066 m,
sowie
o =27 m? und f =29 m®.

6G
Das von der Kriimmung des Mittelhallenbinders herriihrende Glied o ist
3

nach S. 43 durch die Gleichung gegeben:
O ) (o (3 (O T 5 )

hy hy 3 i
Setzt man ;
B_ 1 g __ 1
T A
so ergibt die Auswertung
6G 6 pip y
F Tk 30 f—-2§9»2P .

Wir berechnen ferner die von der Belastung abhingigen Grdfien N nach den
Gleichungen g).
Nach Einfithrung der Zahlenwerte erhilt man:
Ny=—093,75 @, Np=—193,75 w — 257,92 ¢/,
Ny = — 257,92 ?' Ny=—1w,
1\75:_4”)_'243 p”> 2\76:_189 p”'
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Die Gleichungen e) lauten sonach
12,72 M; — 43,20 M, -} 32,28 M, = a,,
45,00 M, 477,24 My = a,,
— 43,20 M; — 72,00 M, - 59,32 M, = a;.
Ihre Auflosung liefert
100 M, = 2,464 90 a, -+ 0,105 69 @, — 1,478 96 a,,
100 M, = — 2,626 09 @, -} 0,95251 @, -} 0,208 37 ay, .+ .. b
100 M; = — 1,436 05 a, -+ 1,23309 a, -} 0,86164 a,. J
Nun ist in den Gleichungen e)
a, = 86,40 HH- 295,05 w -} o Ny,
ay = — 16,12 M, — 187,50 w — 257,92 p’,
a; = 216,00 H — 32,24 M, - 972,00 w — 257,92 p'.
Mit diesen Betrigen wird
M, = 0,4598 M, — 1,0649 H — 7,2990 w -}- 3,5419 p' 4- 0,024 65 ¢ N, l
M, = — 0,2207 M, — 1,8500 H — 7,6151 w — 2,9941 p' — 0,02663 o N,, \ b’)
M, = — 0,4765 M, -}~ 0,6200 H -} 1,8243 w — 5,4023 p' — 0,014 36 ¢ N,.
Die Losungen der Gleichungen e’) unterscheiden sich von den Losungen h')

nur dadurch, daf die von w und p’ abhingigen Glieder Null sind. Sie haben
sonach die Form

M,' = 0,4598 M’ — 1,0649 H -}~ 0,02465 ¢ Ny, ]
M, = — o,2207 M,’ — 1,8500 H — 0,026 63 g Ny, . h")
M, == — 0,4765 M,/ -+ 0,6200 H — 0,01436 ¢ N,.

Die Gleichungen f) nehmen nach Ausrechnung der Beiwerte die Gestalt an
38,40 (M, ~+ M) - 44,00 (M, - M) — 38,40 (M; + M;/) +- 20,00 (M, +- M,/)
—+ 472,00 H = — 898,67 w — 144,00 p",
28,80 (M, — M,’) + 36,00 (M, — M,’) — 28,80 (M; — M,’) 4 12,00 (M, — M)
= — 666,67 w — 18,00 p"’,
36,00 (M, -+ M,") — 42,00 (M, -+ M,’) — 36,00 (M, -+ M,") 4 66,00 (M, - M,’)
-+ 723,00 H= — 938,00 w — 691,20 p"” — 3,75 0 N,.

Aus den Gleichungen b’) und h’') bestimmt man nun die Momentensummen
bzw. -differenzen mit den Zeigern 1, 2 und 3 und fithrt die Werte in die vor-
stehenden Gleichungen ein. Als Ergebnis dieser Rechnung findet man:

46,243 (M, 4+ M) 4 179,800 H =
— 213,268 w — 211,717 p’ — 144,000 p"’ — 0,6525 0 N, l
1)

31,020 (M, — M) = — 129,775 w — 149,805 p’ — 18,000 p",
108,976 (M, + M,') + 757,287 H= }
— 929,395 W — 447,743 p’ — 691,200 p”" — 8,7954 ¢ N,.

In den Gleichungen i) sind nurmehr die Unbekannten M,, M, und H ver-
treten. Aus der mittleren Gleichung folgt unmittelbar:
(M, — M) = — 4,1836 w — 4,8292 p’ — 0,5803 p"’.
Die beiden anderen Gleichungen, die nur (M; + M,’) und H als Unbekannte
enthalten, ergeben nach der Auflgsung:

(M, ~+ M) = -} 0,3630 w — 5,1750 p' - 0,9872 p” |- 0,07049 ¢ Ny,
H=—1,2795 w -+ 0,1535 p’ — 1,0548 p” — 0,021 76 ¢ N,.
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Aus der Summe und aus der Differenz der Momente M, und M, findet
man leicht M, und M,’ selbst. Mit diesen Momentenwerten und dem Betrage
von H sind durch die Formeln b’ und h’”) auch die anderen Unbekannten ge-
geben. Man findet so:

M, = — 6,8149 w -} 1,0784 p' -} 1,2169 p”" |- 0,06403 o N,
M, == — 4,8264 w — 2,1741 ¢’ - 1,9065 p” -} 0,00585 o N, )
M, = 1,9413 w — 2,0236 ' — 0,7510 p"" — 0,04465¢0 N,
M, = — 1,9103 w — 5,0021 p’ 40,2035 p” -+ 0,03525 0 N,
M= 2,4078w — 0,2430 p’ + 1,4837 " -}~ 0,06403 ¢ IV,
M) = 1,8654w — 0,2458 p' -}- 1,7784 p"" 4 0,00585 o0 N, C D
M = —1,8765 w 40,1776 p’ — 1,0275 p” —0,044650 N,
M= 2,2733w— 0,1729 P/ - 0,7838 p"' - 0,03525 0 N,
H= —1,2795w -} 0,1535 ¢’ — 1,0548 " — 0,021 76 ¢ N, A )

Damit ist die Aufgabe im Grunde genommen geldst., Fiir jede Stelle des
Tragwerkes kénnen Moment und Querkraft, sowie die Lﬁngskréft auf Grund der
Gleichgewichtsbeziehungen festgestellt werden. Setzt man in den LOsungen ¢/,
#” und N; Null, so erhilt man die Werte der Unbekannten fiir den Winddruck w auf
die Seitenwinde, Nimmt man w, p” und N, Null an, so findet man den Einfluf§

<5 75,348

M=40,239

,=+7,072 My 2,530
Abb. 7o0.

einer Belastung 2’ des linken Seitenfeldes auf die Uberzdhligen. Vertauscht man
die gestrichenen Momentengréfen mit den ungestrichenen, so liefern diese
Formeln auch den Einfluf einer Belastung des rechten Seitenfeldes. Ebenso
geht man vor, um den Einfluf einer Vollbelastung der Mittel6ffnung fest-
zustellen. 'Wihlt man w, ’ und N, Null, so geben die voranstehenden Formeln
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die Wirkung der Belastung der linken Hélfte des Mittelhallenbinders. Nach
Vertauschung der gestrichenen
und ungestrichenen Momente er-
hilt man den Einfluf der Be-
lastung der rechten Binderhilfte.
Durch Summation der beiden
Teileinfliisse kann die Wirkung
der Gesamtbelastung erhalten
werden. Auf #hnliche Weise
lassen sich auch die Einfliisse
aller anderen iiblichen Lastan-
ordnungen berechnen.

In Anwendung des eben Ge-
sagten mogen einige Belastungs-

fille eingehender behandelt - = . "
werden. [ TR

1.Bleibende Belastung.

Das Eigengewicht nehmen
wir in allen Feldern mit 0,33
t/lqm an. Bei einer Binderent-
fernung von 6 m ergibt das
P =p"” =2,0 tm.

Wir berechnen auf Grund
der Formeln j), i) und j”), in
denen w und N, Null gesetzt
werden, die unserer Belastung
entsprechenden Momentenwerte.
Diese Zahlen finden sich in Ta-
fel 3, Reihe 1 eingetragen. Ver-
tauscht man nun M, mit M,
M, mit M,’ usw., so entsteht die
Zahlenreihe 2, die die Momenten-
werte fiir die Belastung der rech-
ten Geb#udehilfte angibt. Die
Wirkung der Vollbelastung weist
die Ziffernreihe 3 aus, die die
Summenbetrige aus 1 und 2 ent-
hidlt. Aus diesen Werten be-
rechnet man leicht auf Grund der
Gleichgewichtsbeziehungen d)
auf S. 89 die iibrigen Anschlufi-
momente (siehe die untere Hélfte
der Tafel 3), um den Verlauf der
Momente iibersichtlich darstellen
zu konnnen, Das Momentendia-
gramm ist in Abb. 70 ersichtlich
gemacht?).

#1679

My

Abb. 71.

1) Beim Mittelbalken darf nicht der Einfluf der Sehnenkraft H auf die
Momente iibersehen werden. Fiir die Bogenmitte ist z. B.:

Mopsgee = M, + s ¢ 1,2+ Hf = — 15,348 4 36 — 5,409 = +- 15,243 mt.
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2. Schneebelastung.

Diese Belastung sei ebenfalls iiber die ganze Dachfliche gleichformig ver-
teilt angenommen. Da s=0,075 t/qm ist, so ergibt sich fiir die Berechnung
P =p" =6-0,075 = 0,45 t/m.

Man erhdlt die Zahlenwerte der Kolonne 4, wenn man die der Kolonne 3
0,45
2,0
3. Winddruck auf die Winde.

Der Berechnung wurde ein Winddruck von w=—=o,150 t/gm zugrunde ge-
legt; dies liefert w = 6.0,150 == 0,900 t/m. Mit diesem Werte wurde auf Grund
der Formeln j), j’) und ), in denen §’, p”” und N, Null gesetzt wurden, die
Reihe 5 in Tafel 3 berechnet und der Verlauf der Momente in Abb. 71 ein-
eingetragen.

mit = 0,225 multipliziert.

Tafel 3. Momentenwerte in mt.

Bleibende Last p’ = p"” =2 t/m °
: - g g%
i @ a v Qo o | = :§ 'é - ' &)
55885 8882 392 | $22E | 5ws
] SETE 2T TS & Gesamt- = © So .5 88
5 wh ST D | P 5T o 9= 82 55
g gR gz @5 = belastung g TO Qo 2.8 4
Ecgfas 558752 g = 3 = B
S |55802|28g8E (umme S 3 E0g §E i
= SxaME| s 0852 1 und 2) 0 I == gl
wag.':‘,,,'u?ogom K 2
Aosogmegog | S =<
1
1 2 | 3 4 5 6
mt mt mt mt mt mt
M, =+ 4,591 2,481 . +7,072 =+ 1,591 —6,133 =+ 2,305
Mg, — 0,535 + 3,065 + 2,530 + 0,569 — 4,344 + 0,211
M, + 3,065 — 0,535 -+ 2,530 + 0,569 -+ 1,679 =+ 0,211
M| 42,481 + 4.591 +7,072 + 1,591 +2,167 | =+ 2,305
M, — 7,349 — 1,700 — 9,049 — 2,036 + 1,747 T 1,607
M, — 9,597 + 1,222 — 8,375 — 1,884 - 1,719 =+ 1,269
M,/ | 41,222 —9.597 — 8,375 — 1,884 +2,046 | 4 1,269
My’ — 1,700 — 7,349 | — 9,049 — 2,036 — 1,689 = 1,607
H;, — 1,303 — 1,803 | — 3,606 — 0,811 — 1,152 T 0,783
M, .+ 0239 | 40054 | 43588 | 4 o207
M . — 8,136 — 1,831 + 1,869 + 1,476
M, | —15348 | — 3,453 =+ 1,365 F 0,090
M) | —15,348 | —3.453 — 0,864 F 0,090
M, ; | — 8136 | —1,831 + 1,440 + 1,476
My ‘, | + 0,239 | 40,054 — 0,606 4+ 0,207

4. Einflufi einer Temperaturinderung.
Es ist:

1
gNt:6E]77lf¢x,t.
1

Wir wihlen E J= 15000 tm? und #==20?, dann wird mit ¢,=1:80000:

3

20

8
oN;=6:15000 —-

=36
5 80000 3

Die berechneten Momentenwerte sind in der Vertikalreihe 6 der Tafel 3 an-
gefiihrt.
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Den Schluf dieses Beispieles moge die Ermittlung der Knotenverschie-
bungen infolge Windbelastung der Wiande (Wind von links). machen.
'~ Wir haben auf S. 88 gefunden:

0¥y =—2M,h' — M1/,
ety = 2M k' M/ h';
daraus ergibt sich unmittelbar: ‘
h ’
ﬂaz—f (z M, |- M),

¥y = }%2 (z My + M),

hy =12 m
und
0 =06 E J==90000 tm?
erhidlt man unter Benutzung der Momentenwerte der Reihe 5 in Tafel 3:
3 = - 0,000680,
B = -}— 0,000367.
Damit ist auch ¢, und ¥,” gegeben, und zwar:
& =k, §; = -}-0,000816,
9, =k, 9= 0,000440.
Weiter findet man aus ‘den Momentengleichungen des Mittelfeldes (siche die
Gleichungen auf S. 85):
6 EJ (93 — 0,) = M, by’ 2 My hy + 2 My hy! + M, b/ — N,,
6EJ() — 30 y=Mh | 2Mnr' 2 M n' | M/ b, .
Nach dem Einsetzen der Zahlenwerte der Momente aus Tafel 3, Reihe 5
erhilt man:

6 EJ (95 —9,) =+ 58,00,
6 EJ (3, —9;) = 13,677
somit unter Benutzung der oben errechneten Werte von ¢, und 9,’:
58,00

Py =1, — m: 4 0,000036,
13,67
194; — 793, + gﬁz + 0,000 519.

Alle iibrigen Stabdrehwinkel sind Null. Die Knotenpunkte erleiden sonach
nur wagerechte Verschiebungen §, die wir mit dem. kleinsten Momentenzeiger
des betreffenden Knotens bezeichnen, und zwar:

0y = h1 ¥, = 0,000816 500 == 0,408 cm

8, == hy ¥; = 0,000680- 600 = 0,408 cm

8, = 8, -+ hy ¥, = 0,408 - 0,000036 - 200 = 0,415 cm
0y’ == h, 9,’ = 0,000 440 500 == 0,220 cm

0,/ = hy 9;' = 0,000367 - 600 = 0,220 cm

8, =0, 4 hy ¥,/ = 0,220 -} 0,000 51'9-‘200 = 0,324 cm.

/ 1) Das positive Vorzeichen der Drehwinkel ¢ besdgt, dafi die Verdrehung
derart erfolgt, daffi die Winkel ¢ der Winkelgleichungen verkleinert werden.

Bleich, Viermomentensatz, 2. Aufl. 7
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Benutzt man diese Verschiebungswerte und die Anhaltspunkte, die das
Momentdiagramm, Abb. 71, fiir die Lage der Inflexionspunkte (Momentennull-
punkte) und fiir die Richtung der Verbiegung bietet, dann lifit sich ein an-

Abb. 72.

schauliches Bild von dem Verzerrungszustand des Tragwerkes herstellen, ohne
dafi es notwendig wire, die genaue Form der elastischen Linien zwischen je zwei
Knoten rechnerisch festzulegen. Abb. 72 zeigt die Verzerrungsfigur in 200-
facher Ubertreibung.

Die eben ermittelten Verschiebungswerte wollen wir benutzen, um die ein-
gangs gemachte Voraussetzung, dafi der Einflufi der Léngskrifte auf die Form-
anderungen gering sei und daher vernachlidssigt werden konne, zu iiberpriifen.
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Binderstab /, des Mittelschiffes. Seine
Sehnenkraft wurde fiir Windbelastung mit:

H=—1,152 t (Druck)

bestimmt. (Siehe Reihe 5 in Tafel 3.)

Nimmt man im Zusammenhange mit dem oben gewihlten E J-Betrage
EF=2300000 t an, so ergibt sich die Zusammendriickung des Stabes /,, wenn
man die Lingskraft, genau genug, iiberall gleich H setzt.

. 1,152 12,00

Al = 300000 = 0,0000461 m = 0,00461 cm.

Um diesen Betrag hat sich der Stab ab (Abb. 72) verkiirzt. Denkt man
sich die Wirkung dieser Verkiirzung nur bei Punkt b zum Ausdruck kommend,
welche Annahme die ungiinstigste ist, die wir machen konnen, so ist die Ver-
schiebung in Abb. 72 um den Betrag 0,0046 cm zu grofi angegeben. Der
Fehler betrdgt in Hundertteilen

100.0,00461

= o324 = 1,42 v. H.

Der angegebene Verschiebungszustand des Systems ist demnach im Punkte b
mit einem Fehler behaftet, dessen obere Grenze 1,4 v. H. betrigt.

Macht man eine #hnliche Berechnung fiir die beiden Binderstibe der
Aufienfelder, so findet man die betreffenden Fehler (mit EF = 200000 t ge-
rechnet) mit

fi=0,66 v. H. und fo= 1,40 v. H.

Die Fehler der aus dem angenihert bestimmten Verschiebungszustand er-
mittelten statisch unbestimmbaren Grofien werden sich in der gleichen Grofien-
ordnung bewegen.
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12. Beispiel. Die Berechnung des bekannten Lohsetrigers, dessen
Uberzihligen meist mittels Niherungsverfahren bestimmt werden, ge-
staltet sich selbst bei beliebiger Form und Querschnittsanordnung der
beiden Gurtbogen verhdltnismiBig einfach und {bersichtlich. Das
Tragsystem ist in Abb. 73 dargestellt. Die Berechnung wird hier fiir
den Fall von # gleich breiten Feldern durchgefiihrt, unter der Annahme,
daf Lasten nur in den Knotenpunkten iibertragen werden.

M

)

% xR ML

» ﬁ-! L
%

47

Abb. 73.

Bei # Feldern ist das System #u-fach statisch unbestimmt. Die
Momente in den Obergurtknotenpunkten werden mit M° die in den
Untergurtknoten mit M“ bezeichnet. Die Neigungswinkel der Ober-
gurtstibe gegen die Verbindungslinie 0 — »# nennen wir «, die des
Untergurtes g. '

Da die Pfosten gelenkig angeschlossen sind, so kommen sie fiir
die Momentengleichungen nicht in Betracht, wir denken sie uns bei
der Aufstellung derselben weggehoben. Man hat es daher beim Ansatz
der Momentengleichungen nur mit einem einfachen geschlossenen Rah-
men aus 2# Stidben, der in o und # Gelenke hat, zu tun. Es sind so-
mit 2 (n— 1) ausgezeichnete Punkte vorhanden, denen 2 — 2 Drei-
momentengleichungen entsprechen. Wir beginnen bei Punkt o und
schreiten im Obergurt nach rechts fort. Den Untergurt sollten wir

7%
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dann der Regel gemiB von # gegen o durchschreiten. Da aber beide
Hilften durch Gelenke getrennt und auch sonst keine gemeinsamen
Stibe vorhanden sind, das System der Dreimomentengleichungen des
Obergurtes also vollstindig unabhingig von dem des Untergurtes ist,
so steht es frei, fiir den Untergurt eine andere Reihenfolge zu wihlen.
Wir werden demnach auch den Untergurt” von links nach rechts
durchschreiten. Fiir beide Gurte sind dann positive Momente solche,
welche die Stibe nach unten zu wolben trachten.

AuBer den 2# — 2 Momentengleichungen koénnen bei # Feldern
2 n Winkelgleichungen aufgestellt werden, so daB zur Berechnung
samtlicher Unbekannten, d. s. » Uberzihlige und 3 # — 2 Stabdrehwinkel,
4 n — 2 Gleichungen zur Verfligung stehen.

Den EinfluB der Liangeninderungen der Gurtstibe infolge der
Stablingskrifte und Temperaturinderungen wollen wir mit in Rechnung
ziehen. Es ist nun nicht notwendig, sidmtliche Dreimomenten- und
Winkelgleichungen anzuschreiben, da sie gesetzmiBigen Bau haben
und sich nur durch die aufeinanderfolgenden Zeiger ihrer Glieder unter-
scheiden. ,

Wir wihlen einen beliebigen Punkt 2 aus und stellen fiir diesen
Punkt die Dreimomentengleichung des Ober- bzw. Untergurtes auf.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 73 finden wir:

M _ o0/ +2M° (0, +0py) + Moy 0ppy—0 (B — 37 )=0
fir den Untergurt:
M w2 M () A )M g — 0 (9 — 1)=0

Hierin ist

fir den Obergurt: l

a)

Q:6ch,

wobei ] ein beliebig gewidhltes Trigheitsmoment bedeutet, mit dem
die Werte o’ und # in der bekannten Weise berechnet werden. Setzt
man in den Gleichungen a) der Reihe nach k=1,2...2—1, so
erhilt man die simtlichen 2z# — 2 Dreimomentengleichungen.

Wir stellen nun die Winkelgleichungen fiir das k-te und
k-~ 1-ste Feld auf, wobei die Lingeninderungen der Pfosten als un
erheblich vernachldssigt werden. Die Gleichungen lauten fiir das
k-te Feld:

v ] : v
Ao, cosa, — Adu,cos 4 h,_, 9, _,+3,°0,sine, —h, 9,
u
—+ 9" u,sin g =o,

. . 0 % .
Ao sinay, 4 4 u, sin f, — 9,° 0, cos o, + " u, cos f, =o0;
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und das fiir k- 1-ste Feld:
Ao, cose , —Aduy,, cos By i+ 1,0 014 0SNGy
v u
— 1O o1+ +1“k+1smﬂk+1“_0~
. ~ R
Aoy ysine Aty SNy — 041 04y COSGy,y
u J—
+ +1uk+lcosﬂk+1_io'

Wir setzen nun:
ocosa=uycos =1,

osing=2tg « und usinf=~21tgf
und erhalten, wenn wir die Gleichungen in etwas anderer Reihenfolge
schreiben :
Ao, cos e, — A u, cos B/— (b, 3" — hy,_1 95 —1)
+ 4 (8, tg e+ 9, t8 ) =0, l
A0y, €080y, — At c0sfy — (9 — Iy 3) J
FA(9 1t 0 1 tg,ﬂk-l—l) =0,
Ao, sine,~+ Au,sin f,— A(8,° — 9, “)'=0 o)
Aoy sine, , ~du,, sinf,,,— (3 1) =0 I
Wir ziehen nun die beiden Momentengleichungen a) voneinander ab
M,y o0 — M w42 [M (op 4 0f 1) — M () 4wz )l
My 0p— Mty — 0 (3 — )+ e (9 — B 1) =0.
Ebenso subtrahieren wir die Winkelgleichungen c¢) voneinander
Ao, sine,— Ao, siney,  +du, sinf —Au sing, .,
— A0 — )+ A — — 9 )=0.
Die beiden letzten Glieder der so erhaltenen neuen Gleichungen stimmen,

wenn man von den Faktoren 1 und ¢ absieht, miteinander {iiberein,
wir gewinnen daher aus beiden Gleichungen die Beziehung

M _ o — My w2 [M (0 40y ) — M, () 144

’ u ’ .
‘I‘ Moy — Mty —7=0, o« . d)
wo
r
iy [Aoksm"‘k—‘A0k+1Sm“k+1+A“Lsmﬁk“'J“k+1smﬂk+1 ] d)
bedeutet.

Gleichung d) enthilt keine Drehwinkel mehr, sie ist demnach eine
Bestimmungsgleichung. Da fiir & der Reihe nach 1, 2... % —1 ge-
setzt werden kann, so stehen # — 1 Gleichungen der Form d) zur
Verfiigung. Um die letzte noch fehlende Beziehung zu bestimmen,
geht man folgendermalen vor:
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Aus der ersten der Winkelgleichungen c) berechnet man
19, =19,"— (4 0, sina, - 4 u, sin ).
Nach Einfiihrung dieses Ausdruckes fiir 14, in die erste der Winkel-
gleichungen b) entsteht
| (4 0, cos e, — A u, cos ) — (4 o, sin ock—|— A u, sin B,)tg f,
+ 219, (tgo, g p) — (b9 —hy_, 9 _)=0.

Derartige Gleichungen kénnen in der Zahl # aufgestellt werden. Die erste
enthalt bloB 4, d,°, die zweite die Differenz k,d,” — h, ©,", die dritte
hy 93" — hy9," usf. Addiert man diese » Gleichungen, so heben sich
samtliche Glieder 79" weg und die Summengleichung erhilt die Form

2 [4 0, (cos e, — sin e, tg B,) — Au, (cos B, sin B, tg B,)]
k=1

= _"Zﬂko A(tg o+ tg By)-
k=1

Da nun A(tge,—+tgB,)="h,— h,_, ist, so nimmt die obige Glei-
sin

chung, wenn noch auf der linken Seite tg g durch ersetzt und
cos

auf gemeinsamem Nenner gebracht wird, folgende Gestalt an:

n
DO hy—hy_)=—t . . . . ... e
k=1

wobei

n

t——‘Z[A COS(“ '"'I‘ﬂk) Auk—i—] o el)
= cos 8, cos g8,

ist.

Wir multiplizieren jetzt die Momentengleichungen des Obergurtes
in der Gruppe a) der Reihe nach mit A, h,... % und addieren
sodann.

Man erhilt:

n—1

n—1
Z (M, op—2 M (0 + 04 44) + M 101l My
E=1

_@2(790 k+1h"‘0

Nun schreiben wir das zweite Summenglied, in seine Elemente zer-
legt, in iibersichtlicher Form an:
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D, by — 9, hy
+ 9,0 hy— 9, h,
+ '930 h3 - 040 hs

_l_ﬁno—‘.,’hn -2 0 ’ h

n—=1"n—-2
+Q9'n—-1 n—1 0nohn—1‘
Nun ist, wenn man je zwei iibereinander stehende Glieder zu-
sammenfaf3t,

610(h1—h0)+1920(h2—‘h1>+00( 2)+ "l" n—1( —hn—e>
—{_071 ( n" n 1 2"9 (h’]c k—l)’

wobei zur Vervollstindigung des Zahlenbildes das erste und letzte
Glied durch k, und h,, die beide Null sind, ergénzt wurden. Der so
gewonnene Summenwert ist aber bereits durch Gleichung e) bestimmt
und man gelangt somit zur letzten Elastizititsbedingung:

n-1
Z[Mko—10k,+ 2M (0 + 0,1 1) + M’y 01 ] Iy~ ot=0.
k=1 : ,
Wir formen den linksstehenden Summenausdruck noch um. Zu diesem
Zwecke schreiben wir drei aufeinander folgende Glieder der Summe
ausfithrlich an, ndmlich

M g0k +2MS_ (0 + 0 ) by M, 04 Iy
+ M, ok, +2M, (0 + 0/ 4 1) I+ My 0y 1 By
+ M0,y s +--
Somit treten immer drei Glieder von M° mit gemeinsamem Zeiger

auf; der voranstehenden Gleichung kann daher folgende endgiiltige
Form gegeben werden:

n-1
ZMko [0y (By—y+ 2h) +0,/1 1 (2R =Py )] H- 08 =0. . 1)
k=1

Es bleibt noch iibrig, die in den Elastizititsbedingungen d) und f)
vorkommenden Momente M und die Lingenanderungen A4l in den Aus-
driicken 7 und ¢ durch die # Uberzihligen, die tunlichst zweckmiBig
auszuwahlen sind, zu ersetzen, um zu den Bestimmungsgleichungen zu
gelangen. Mit Riicksicht auf die einfachen statischen Beziehungen,
die zwischen Obergurt- und Untergurtknotenmomenten bestehen, wahle
man die eine Hilfte dieser Momente, z. B. die Obergurtknotenmomente,
als #— 1 Uberzihlige. In der Gleichung f) sind dann, wenn man zu.
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nichst vom Gliede gt absehen will, keine Anderungen mehr vorzu-
nehmen. In den »— 1 Elastizititsbedingungen d) ist der Ersatz des
M" durch das M° desselben Feldes sehr einfach, es wird auch hier-
durch die Zahl der Glieder in den Gleichungen nicht vermehrt, was
fir die Auflssung der Gleichungen wichtig ist. Als letzte Uberzihlige
nehme man die Horizontalkraft H, die in den Verbindungspunkten o
und # vom Oberteil auf den Unterteil iibertragen wird, weil sich durch
diese Kraft alle Stablingskrifte und somit die in den Gliedern  und ¢
enthaltenen Langeninderungen Ao und Au einfach ausdriicken lassen.
Der Vorteil, den unsere Methode durch Feststellung der Elastizitits-
bedingungen vor der Wahl der Uberzihligen bietet, ist hier, wo es
sich um die Auflosung..einer groBen Zahl von Gleichungen handelt,
besonders einleuchtend. Wollte man z B. die Hingestangenkrifte als
Uberzihlige benutzen, so wiirde man sofort nach Aufstellung der sta-
tischen Beziehungen erkennen, daBl sich die Zahl der Gleichungsglieder
bedeutend vermehren und hierdurch die Arbeit der Ermittlung der
Unbekannten aus den Gleichungen vervielfachen wiirde,
Behufs Aufstellung der Gleichge:
IJ wichtsbeziehungen betrachten wir Abb. 74,
die die linke Hilfte des in einem be-
liebigen Felde knapp neben den Kno-
ten & entzwei geschnittenen Tragwerkes
darstellt. Die im Ober- und Untergurt
Ubertragenen Schnittkrifte sind die Mo-
mente M,° und M,", die Knotenmomente
unserer Momentengleichungen, ferner die
wagerechte Schubkraft H, welche im
~ Ober- und Untergurt gleich ist, nachdem
wir nur lotrechte &duBere Krifte vor-
aussetzen wollen, und schlieflich die
Abb. 74. Querkrifte Q,° und Q,“. Das Moment
aller links vom Schnitte liegenden duBeren
Krifte, bezogen auf einen Punkt der unendlich nahe neben den Kno-
ten k gefilhrten Schnittlinie s—s, sei £,r, = M,. Die einzige in
Betracht kommende Gleichgewichtsbeziehung lautet daher, wenn simt-
liche Momente auf den Obergurtschwerpunkt in der Schnittlinie bezogen
werden:

Mk0+ M7c1t+ Hh'k - 9:Rk =0 1)
und daraus ’

MM—=—M°—Hh-+M;, . ......Z8

1) Die Momente Mo und Mu -sind in Abb. 74 gem#f den Festsetzungen
am Beginn dieses Beispiels positiv drehend angenommen.
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Es ist hierbei gleichgiiltig, wo die duBeren Krifte angreifen, ob
an dem Obergurt, Untergurt oder zwischen beiden Gurten an den
Hingestangen. Fithrt man simtliche M* gemaB Gleichung g) ein, so
nehmen die Elastizititsbedingungen d) und f) zunichst die Form an

M, _, (o) + ) 'WL ZMk(Ok,’+ A T '”k’+ D+M, 10041+ 1 y)
+ H [u, (kk—l +2h) 4w/, (20 + Bt 1)) — 7
=My, ]+ 2D, (! + 1)+ M1 %t +1

yMk[Okl(hk 1 “l" 2ly) -+ o)/ +1(2hy +hk+1 )l +9t—0

Da eine Verwechslung zw1schen Obergurt und Untergurt nicht
mehr méglich ist, so haben wir den oberen Zeiger o weggelassen, be-
merken aber ausdriicklich, daB nnter M, das Moment im Knoten %
des Obergurtes verstanden wird. Gleichung f), die wir hier noch-
mals eingestellt haben, ist unverindert geblieben.

Nun haben wir noch die Aufgabe, die Ausdriicke » und ¢ zu be-
rechnen. Zu diesem Behufe miissen die Langendnderungen Ao und
Awu durch die Uberzihligen ausgedriickt werden. Da der EinfluB
dieser Glieder auf die Unbekannten verhiltnismiBig gering ist, so ge-
niigt es, die Stablingskrifte O und U durch die Gleichungen

O =— Hcosu«, U=Hcosf

zu beschreiben!). Hierbei ist der Einflub der Querkrifte des Trag-
werkes auf die Stablingskrifte vernachlissigt. Mit Riicksicht auf die
in Abb. 74 angenommenen Richtungen der Schnittkréfte H ergibt sich O
als Druckspannung, U als Zugspannung, was wir durch Vorsetzen

des — -Zeichen vor O beriicksichtigt haben. Es ist somit
0cosq ucos f3

= —H = =H ——0G .

Ao H 570 Au 5

Da ocosa==ucos § =214 ist, so wird
| A 2
——H —— d Au=—H —;,.
do H FE un % HEF”

Mit diesen Werten geht 7, iiber in

A
_6H[—27:{vosmock—}—po Slnak-}—lh‘l_FuSlnlBk‘ Fr., Slnﬂk-HJ)

und ot in

. ] COS(O‘k ﬂk) ]c 1. | :
_—6H12{ COS;‘; +E7‘35§73;J' )

1y Genauere Niherungswérte wiren: — Hsec & und Hsec 8.
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Wie man erkennt, sind » und { nur von H abhingig und stellen Zu-
satzglieder der Beiwerte dieser Unbekannten vor. Die Bestimmungs-
gleichungen -fiir die statisch unbestimmbaren Grében M,, M,... M, _,
und H nehmen daher die folgende endgiiltige Gestalt an:

M,y (0 +u)+2M, (o) 4w+ 0 s+ u/ v ) My 1 (0 o1 1 0)

+H [“k, Moyt 20) 4w/ 4 (20 + By )

J, Je J. ]
-+ 6(—— sin e, — Feo. sine,  , — R sin f§, +Fku+ sinf, ., J
=My 2 Wy () - )+ Dy o o LK)

g [Ok (hy—y+2h) 0/, (2h +hk+1)J
_Gle[] cos(ock—}—ﬁk)_'__]i 1 }:0- )

cos 3, & oS B,

Beachtet man, daB Zl'f als Quadrat eines Trigheitshalbmessers i

aufgefaBt werden kann, so erkennt man, daB das Zusatzglied im Bei-
wert von H in den Gleichungen k) klein gegen das Hauptglied ist
und in der Regel vernachlassigt werden kann, da das Schlankheits-
verhiltnis der Gurtstibe kaum kleiner als 20 sein wird. Man ist
hierzu um so mehr berechtigt als sine und sin # meist kleine Briiche
sind und auBerdem nur die Differenzen zweier aufeinanderfolgenden
Briiche zu beriicksichtigen sind. Der von den Stabquerschnitten ab-
héngige Beiwert von H in Gleichung 1) darf dagegen nicht vernach-
lassigt werden.

Die Berechnung des Lohsetrdgers ist somit auf ein System von
n— 1 Dreimomentengleichungen mit H-Glied der Form k) und auf
eine Gleichung 1), die alle Unbekannten enthilt, zuriickgefiihrt. Die
Berechnung der Unbekannten erfolgt am zweckmiBigsten durch schritt-
weise Elimination. Da M ==o0 ist, so enthilt die erste der Glei-
chungen k) . nur die Unbekannten M,, M, und H. Driickt man M,
durch M, und H aus und fiihrt den VVert hiervon in die folgende
Glexchung ein, so kann man aus dieser M, durch M, und H dar-
stellen. Auf diese Weise kann man aus jeder Gleichung eine Unbe-
kannte durch M, und H bestimmen, bis auf die # — 1-te Gleichung,
aus der dann M, unmittelbar als Funktion von H hervorgeht. Mit
dieser Beziehung zwischen M, und H koénnen die sdmtlichen unbe-
kannten Momente durch H definiert werden. In die Gleichung 1) ein-
gesetzt, liefern sie endlich H und somit alle iibrigen Unbekannten.
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Da es sich fast immer um die Ermittlung der EinfluBlinien der
iiberzdhligen Grofen handelt, so empfiehlt sich die Einhaltung des
folgenden Vorganges:

Man berechnet zunichst die Beiwerte der Unbekannten nach den
Vorschriften der Gleichungen k) und 1), am besten in Form einer
Tafel, da sich aus einer solchen die Summenausdriicke leicht be-
stimmen lassen. Bei symmetrisch gebauten Tragwerken, die meistens
vorliegen werden, geniigt natiirlich die Berechnung der Beiwerte - fiir
eine Tragerhilfte, nur ist etwas Vorsicht bei Ermittlung der Summen-
ausdriicke geboten, damit kein Glied verloren gehe, oder zweimal be-
riicksichtigt erscheine. Nun denkt man sich die Last 1 der Reihe
nach in jedem Knoten angebracht und bestimmt rechnerisch oder durch
Zeichnung die zugehorigen Momentendreiecke der Jt-Linien. In einer
zweiten Tafel werden nun mit Hilfe der gerechneten oder der Zeich-
nung entnommenen N-Werte die dreigliedrigen Ausdriicke der rechten
Seiten der Gleichungen k) ermittelt. Fiir jede Laststellung werden
derartige # — 1 Zahlen in einer Tafel zusammengestellt. Bei sym-
metrischen Trigern geniigt es, nur die halbe Zahl der Laststellungen
zu beriicksichtigen, indem nur die Knoten der einen Trigerhilfte ein-
schlieBlich- eines bei geraderFelderzahl vorhandenen Mittelkniotens der
Reihe nach mit P==1 belastet werden.

Bei der Auflésung der Gleichung geht man nun so vor, da man
fir die Beiwerte der Unbekannten die berechneten Zahlenwerte ein-
fihrt, die rechten Gleichungsseiten aber zunichst mit Buchstaben be-
zeichnet und diese Buchstaben wahrend der Auflésung beibehilt. Die
Gleichungen sehen daher folgendermafBen aus:

By M, + My + 0, H=a,
M, + By My -y, My + 6, H = a,

o, ... sind hierin Zahlenwerte. Man erhilt nach Auflésung der Glei-
chungen die Unbekannten in der Form

M= ll’l'l al + :“2“2 _l_ lu3a3 _I_ Tt +Au’n—1an—l

Uy Mo-.. sind ebenfalls Zahlen. Nun erst setzt man fiir a;, .-
der Reihe nach die Zahlenreihen ein, die der Belastung der einzelnen
Knotenpunkte entsprechen und bestimmt in einer Tafel die Produkte
und Summen. Aus den so errechneten: Ordinaten lassen sich die Ein-
fluBlinien der Unbekannten mit Hilfe des Satzes von 'der Gegenseitig-
keit der Verschiebungen einfach zusammenstellen.

Die Auflésung der Gleichungen wird bedeutend erleichtert, wenn
man die Elimination von zwei Seiten beginnt, das heiBt von der ersten
und # —1-sten Gleichung aus und wenn man gegen die Mitte fort-
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schreitet. Man gewinnt durch diesen Eliminationsvorgang schlieBlich
zwei Gleichungen, die auBer H noch zwei unbekannte Momente ent-
halten, die sich somit als Funktionen von H darstellen lassen. Der
weitere Vorgang ist genau der gleiche, wie er oben beschrieben wurde,
Ist das Tragwerk symmetrisch zur Mitte gebaut, dann geniigt die
zahlenmiBige Durchfilhrung der Elimination in der -einen Hailfte der
Gleichungen. = Man erhilt die Ergebnisse fiir die zweite Hilfte, wenn
man in den  ersterrechneten Resultaten M, gegen M, _,, M, gegen
M, _, usw., ebenso a, gegen a, ., a, gegen a, , usw. vertauscht.
Im iibrigen sei auf das Zahlenbeispiel in § 10 hingewiesen.

Abb. 75.

Sind die statisch nicht bestimmbaren Grofen einmal bekannt,
dann lassen sich auf Grund einfacher statischer Beziehungen die Mo-
mente (Kernmomente) fiir einen beliebigen Gurtpunkt ableiten.

Um auch die Pfostenkrifte zu bestimmen, denken wir uns das
Tragwerk, wie dies in Abb. 75 dargestellt wurde, in zwei Hilften zer-
legt und die Schnittkrafte angebracht.  Fiir das Moment im Knoten k
des Obergurtes gilt, wenn die &duferen Lasten am Untergurt wirkend
angenommen werden,

Mk:mk_HYko'

Hier ist m, das Moment der Héngestangenkrafte links von %, be-
zogen -auf den Punkt k.

Nun ist bei der Feldweite 4

My oy == My 1 40,7
wenn @, die Mittelkraft aller links von k2 -1 gelegenen Héngestangen-
krifte, einschlieBlich. der Schnittkraft Z4, bezeichnet.

Es ist also
My M

B TR
o ;
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und daher
My — M, Wy — Wy _
Zk—_ka ka—1——_ H-ll E 7 —

1
:7("”1&1 — 2my ).

Driickt man zum Schluf die Hilfsmomente m durch die Uberzahligen
M und H gemiB der erstangefiihrten Gleichung aus, so entsteht

1 H
Zk:_I(Mk+1_2Mk+1Wk~1)_T(Yko+1_“2yk0+yk0—1) . o.m)

13. Beispiel. Ein bemerkenswertes Beispiel fiir die Vorteile, die
das in diesem Buche dargestellte Berechnungsverfahren bei der Unter-
suchung vielfach statisch unbestimmter Systeme bietet, liefert der Fall
des vielfeldrigen Rahmens mit eingespannten Stindern und steifen
Ecken, wie er in Abb. 76 dargestellt ist. Die grofie Zahl der statisch

oth

-7 k- Xr7 72-7 72

#

| I |
Abb. 76.

nicht bestimmbaren GroBen gestaltet die Untersuchung dieses Trag-
systems nach der Methode der Forminderungsarbeit sehr schwierig,
weshalb vielfach Ndherungsverfahren eingeschlagen wurden. Wir werden
zeigen, daB sich bei zweckmiBiger Ausnutzung der durch die Methode
des Viermomentensatzes gebotenen Hilfsmittel, insbesondere durch die
Einfilhrung der HilfsgroBen I', die Berechnung derartiger Tragwerke
verhiltnismaBig einfach gestaltet. Da bei # Feldern -} 1 mehrstibige
Knoten vorhanden sind und die Ersatzfigur (siehe § 7) einfache Be-
wegungsmoglichkeit besitzt, so kann die Ermittlung der iberzihligen
GroBen auf die Losung von # -+ 2 Gleichungen zuriickgefiihrt werden.

Folgende Bezeichnungsweise wird sich als zwecktunlich erweisen:

Die Riegelknoten werden von links nach rechts mit o, 1, 2...n
beziffert. Der Zeiger des rechten Riegelendpunktes gibt den Zeiger
fir den Riegel ab. Es wird also der Stab k—1 bis &, I, genannt.
Die Stiitzen erhalten den Zeiger des oberen AnschluBpunktes, Ist
dieser %, so heiBt die Stiitze h,. Die Momente in den Anschluf-
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punkten eines Riegels bezeichnen wir mit dem gleichen unteren
Zeiger, wie die zugehorige Stablinge, und unterscheiden die beiden
zu einem Stab gehdrenden AnschluBmomente durch die oberen Zeiger
7 und [. M, ist demnach das Moment am rechten Stabende des
Riegels 1,, M,} das Moment am linken Stabende des gleichen Riegels.
Fiir das obere AnschluBmoment und das untere Einspannungsmoment
der Stiitze h, -schreiben wir M,° und M,“. Der Stabdrehwinkel des
Riegels I, wird mit &,, der der Stiitze b, mit {,” bezeichnet.

Fiir jeden Riegelknoten werden nun die Momentengleichungen
angesetzt. Die Punkte o und # liefern je eine Gleichung, die Zwi-
schenpunkte je zwei Gleichungen. - AuBerdem gibt jeder Stiitzenful-
punkt der Einspannung wegen je eine weitere Viermomentengleichung,
wenn man sich die einzelnen Felder durch einen SchluBstab mit un-
endlich groBem Querschnitt zu geschlossenen Rahmen erginzt denkt,

Im ganzen verfiigen wir iiber 3% -}-1 Viermomentengleichungen,
zu denen noch 2# Winkelgleichungen hinzukommen, so daB das
System der Elastizitdtsbedingungen, von dem wir ausgehen, aus 5# -}- 1
Gleichungen besteht, denen 3% Uberzihlige und 2# -1 Stabdreh-
winkel als Unbekannte gegeniiberstehen.

Die Momentengleichungen fiir den Riegelknoten k lauten:

(M4 2000 4 (2 M+ M) b —e (8, — 8,) = N2, Ly

(M2 M)A+ @ME AM ) — (90—, )=NMH-Ny, |

und fiir den darunterliegenden Einspannungspunkt der Stiitze /,
M+ 2M" )k, — 08" =o0. . . . . . . . D

Einiger Erlauterung bedarf die Bezeichnungsweise der rechten
Gleichungsseiten. Wir setzen nur die Riegelstibe als belastet voraus,
die Stiitzen aber, seien zwischen Kopf- und FuBpunkt unbelastet. Die
rechte Seite jeder Viermomentengleichung besteht im allgemeinen aus
zweil Teilen, von denen der erste den EinfluB der Belastung des linken
Feldes, wenn man beim Anschreiben der Momentengleichung von
links nach rechts fortschreitet, der zweite den EinfluB des folgenden
rechts liegenden Feldes angibt. Wir bezeichnen hier jeden Teil mit N.
Der Fubzeiger &k gibt an, von welcher Feldbelastung das Glied her-
rithrt, und der obere Zeiger I oder », ob das betreffende Feld fiir
diese Momentengleichung linkes oder rechtes Feld ist, da N,} und N,”
im allgemeinen voneinander verschieden sind.

Wir fassen nun die in den Klammern stehenden Momentensum-
men samt den Faktoren [ oder %’ in Ubereinstimmung mit den Dar-
legungen in § 7 als neue Unbekannte (HilfsgroBen I') auf und setzen

(Mkl+ 2M1f) lk/ = Xkr (Mku_{_ szO) hk’ - Yko )
. C
(M+2MH = X! (M, 4 2M") h/=Y,"
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Der untere Zeiger von X und Y steht im Einklang mit dem unteren
Zeiger der Momente, gibt also den Stab an, auf den sich diese Hilfs-
groBen beziehen. X, gilt somit fiir den k-ten Riegel, Y, fiir die k-te
Stiitze. Der obere Zeiger stimmt jeweils iiberein mit dem oberen
Zeiger jenes Momentes, das mit dem Faktor 2 versehen ist. Die An-
zahl der HilfsgroBen X und Y ist gleich der Anzahl der in unseren
Momentengleichungen vorkommenden Momente.

Nach Einfilhrung der Gréfen X und Y in die Momentenglel.
chungen a) und b) nehmen diese folgende Gestalt an:

X+ W —e (9, —9,)=NJ,
Xkr+Xkl+1——Q(/ﬁkl_ ﬁk+1>=Nkl+Nk7+1, e e e . d)
Y, — o9, =o. J

Wie man erkennt, gewinnen die Elastizititsbedingungen nach
Einfilhrung der Unbekannten X und Y sehr einfache und iiber-
sichtliche Form; die die Ausscheidung einzelner Unbekannten und
eine hierdurch bewirkte Verringerung der Zahl der Bestimmungs--
gleichungen leicht erméglicht. Zur Beseitigung der Drehwinkel aus
den Gleichungen d) beniitzen wir die Winkelgleichungen, die fiir ein
beliebiges Feld lauten:

Alk +h_y "91;]— 1 _hkﬁkﬂz 0’}

. e
A, — A, — 1,9 ,=o.

Wir setzen fest, daB die Stabdehnungen A! und A% nur dann be-
riicksichtigt werden sollen, wenn sie von Temperaturinderungen her-
rithren; der EinfluB der Stablingeninderungen infolge der Lings-
krifte soll als geringfiigig vernachlissigt werden. Sind die Stiitzen gleich
hoch oder in der Linge nur wenig verschieden, so ist der Ausdeh-
nungsunterschied Ah‘k—l_Ah’k Null oder doch sehr klein, weshalb
er gleichfalls unberiicksichtigt bleiben kann. Somit finden wir aus
der zweiten Winkelgleichung

By Gy o= =B, =0 . . . . . . .0

Die erste der Gleichungen e) liefert, da A7,, die Dehnung des
Stabes /, infolge der Temperaturinderung, als gegebene Grobe be-
trachtet wird, einen Zusammenhang zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Stiitzendrehwinkeln. Da bei # -1 Stiitzen # derartige Gleichungen
vorhanden sind, so konnen simtliche Stiitzendrehwinkel durch einen
von ihnen ausgedriickt werden. Wir wihlen hierzu ,°; es erscheinen
daher diese Drehwinkel durch die folgenden Glelchungen mit J," ver
kniipft.
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hy 9= hy Oy’ + 41,
ko By =y 000 +4di,+ Al,

.
B, B =Ry 9,7 3 A1 )
1

. - n
B, 8, =hy 0"+ %’Al

Die Gleichungen f) und g) gestatten die Beseitigung samtlicher
Stabdrehwinkel aus den Elastizititsbedingungen d) bis auf den Winkel
9,’. Die Beziehungen d) nehmen mithin die Gestalt an

P>
By o v
X+ + legﬂo = lcl"‘hg Z;Alt’
& k1

X+ X =N N P )

&
w Py ge 0@
Y, —@h—oﬂo Z}TZAF-
13 k1

Die Dehnungen A! wurden mit dem Zeiger ¢ versehen, um anzu-
deuten, daBl es sich um Lingeninderungen der Riegel infolge Warme-
schwankungen handelt, ;

Die Zahl der Gleichungen h) betrdgt, wie wir bereits oben fest-
gestellt haben, 3# 1. Die Zahl der in diesen Gleichungen auf-
tretenden Unbekannten X und Y ist bei 2# -1 Stdben, 4n--2;
hierzu kommt noch der Drehwinkel 9, so daB die Gesamtzahl der
Unbekannten 4# -+ 3 betrigt. Da aber die Gleichungen h) die Ge-
samtheit der Elastizitdtsbedingungen, die nach Verwendung der Winkel-
gleichungen iibrigbleibt, darstellt, so miissen zwischen den GréBen X und Y
noch # -} 2 statische Beziehungen bestehen, die wir zur weiteren Be-

2 rechnung heranziehen und mit den Elastizitéts-
NN ;r%’":) gleichungen in Verbindung bringen?). Zur
Erlangung dieser- Beziehungen beniitzen wir fol-

gende Gleichgewichtsbedingungen:

My . .o .
U * 1. Die Summe aller in einem Riegelknoten
angreifenden Momente ist Null. »
Abb. 77. 2. Die Summe aller auf das Tragwerk wir-

kenden wagerechten duBeren Krifte ist Null.
Bedingung 1 gibt bei #-+1 Riegelknoten % -1 Gleichungen,

1} Man erinnere sich der allgemeinen Ausfithrungen iiber diese Frage
in § 7.
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Bedingung 2 eine Gleichung, womit die fehlenden # -2 Zusammen-
hinge aufgestellt erscheinen.

Aus 1 gewinnen wir unter Hinweis auf Abb. 77 Gleichungen von
der Form

—‘Mko”{”Mkr_‘Ml

o

Aus den Definitionsgleichungen c) folgt gleichzeitig

1
Mkl: ?l,j’ (2 Xkl - Xkr)
1
31

Mkr: (2Xk7_ Xkl)

[7] 1 [ U
M, ='37L;/(2Yk — Y

{3 '1 u 0
MI; “'_—‘3‘%;7 (2 Y, —Y, )

Die Verkniipfung der Gleichungen i) mit den Formeln k) liefert die

Gleichgewichtsbedingungen in der Form

1 0 w o 1 1
— =Y =Y )+ 50X — X)) —— (2 X, — X ) =0.])
hk lk l

k+1 -

Nun ergeben die Gleichungen h) fiir jeden Knoten die folgenden
einfachen Zusammenhinge:

k
o hyg
Xy=—Y, “"Q'hﬁﬁo +Nrcl_§'24lt’
k ko1

k-1
0 h v
X =V gt 0 Ny = S, L)
k—1

k—1 1

2
u h (3

Y, :@iﬂo +%;Azt.

Samtliche Unbekannten X und Y sind somit durch die GroBen Y

und ¢," ausgedriickt. Wir fiihren die Beziehungen m) in die Gleich-

gewichtsbedingungen 1) ein, multiplizieren mit der beliebig gewihlten

reduzierten Linge [’ und gelangen zu nachstehendem Gleichungs-
system:

1) Aus den Gleichungen h) wird zunichst X,?,, gefunden. Durch Ver-
ringerung die Zeigerziffern um 1 wird daraus Xj! abgeleitet.

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 8
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o ‘ 0 l,
k—lll"‘l_ Yk (l' i h'+l,€+1> Yk+1ll

; ’ r h l’
+D[_’L“+ ( 2 h’+2l’ ) 5 z]

k 1 k k k+1 k+1 “E+1

% 1% n)
:iT(ZNkl_Nk.T) l;+ (ZNk+1 Nty

; 1 )

L A L 1!

—got|Liza! L <___m_ ANETA)
‘ hk 1 L lzi+1 +hk+ilk+1

Fiir den Q-fachen Drehwinkel §,° wurde D gesetzt; demnach ist
D=6E],J3,".

An Stelle von Al wurde «,tl eingefiihrt, somit wird
3 %
JAl=eat Sl=0atL,.
1 1

L, bedeutet die Summe der Riegellingen von o bis zum Punkte k.

Das vollstandige Gleichungssystem wird aus der flir das k-te Feld
giiltigen Gleichung n) erhalten, indem man % der Reihe nach o, 1,
2,...,n setzt. Fiir k=0 und k=% denke man sich einen 0 voran-
gehenden bzw. #n nachfolgenden Stab hinzu, setze aber alle auf diese
Stibe bezliglichen },/==oc0. Im Temperaturgliede dieser beiden Glei-
chungen sind innerhalb der eckigen Klammer die ersten bzw. die
letzten beiden Summanden Null zu setzen. Die zweite und vorletzte
Gleichung ist bis - auf den Klammerwert des Temperaturgliedes voll-
staindig. In diesem Klammerwert entfillt bei der zweiten Gleichung
das erste Glied, bei der vorletzten Gleichung das letzte Glied.

Die Gleichungen n) haben die Form von Dreimomentengleichungen,
doch unterscheiden sie sich von diesen durch das von ¢,° herrithrende
Zusatzglied. Sie konnen kurz in der Form geschrieben werden:

1 Yy 1+ 20 Yt YV D=DN+ro00qt.
N, ist der von der Feldbelastung, 7,0, der von der Tempe-
raturinderung der Riegel abhingige Teil der rechten Gleichungsseite.
Die n+1 Gleichungen n) enthalten # -}-1 Unbekannte Y° und den
Stiitzendrehwinkel 9"
Die noch fehlende Gleichung leiten wir aus der Gleichgewichts-
bedingung 2 ab. ~Diese lautet:

n n
S H,+ S Ph=—o.
k=0 k=1

H ist die wagerechte Auflagerkraft in den StiitzenfuBpunkten,
P}* die Summe aller in der Riegelachse des k-ten Feldes wirkenden
wagerechten aduBeren Krifte.
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Zwischen H, und den Stiitzenmomenten besteht, wenn man-die:
Abb. 78 beachtet, die Beziehung

+ M — M —H, h=o0.
Mithin ist
P Mku) ’

1

oder nach Einfihrung der HilfsgréBen Y durch die Formeln k)

gy D
Ao
Nun ist nach Gleichung m) e
=0 00 + o ZM——O—W +eto L, '«
by hy <
somit
1 hy L %
H — °—0D a0 k. %,
Wk [Y w4ty ] A ,ﬁx_L
, _ \J
Die Gleichgewichtsbedingung nimmt daher die 4,
Form an
Abb. 78
n
7 .
Z DZhah' ZP’HLMQZ;,““ <. - 9)
k=0

Mit dieser Gleichung haben wir die letzte noch fehlende Bestim-
mungsgleichung zur Ermittlung der GroBen Y° und des Drehwinkels 9,
gefunden. Unsere Aufgabe ist somit im Grunde genommen gelgst.

Die Gleichungen n) und o) weisen den gleichen Bau auf, wie die
Bestimmungsgleichungen fiir den Lohsetrager, Ihre Auflésung kann da-
her nach dem gleichen Eliminationsverfahren erfolgen, wie dort.

EinfluBlinien der Gréoflen Y° und 9°.

In der Mehrzahl der Fille wird es notwendig sein, EinfluBlinien
zur Untersuchung des Tragwerks heranzuziehen, Ihre Darstellung auf
Grund der allgemeinen Losungen der Bestimmungsgleichungen macht
keine Schwierigkeiten.

Bezeichnet man die rechte Seite der Gleichungen n) mit Ay g,
4y, --. @,, die der Gleichung o) mit ¢p und behidlt man diese allge-
meinen Zahlen bei der Auflésung bei, wihrend fiir die Beiwerte der
Unbekannten die tatsichlichen Zahlenwerte -eingefilhrit werden, so

&
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nehmen die allgemeinen Losungen der Bestimmungsgleichungen n)
und o) die Form an:

Ykozﬂok“o+#1k“1+“‘—1’:“.";—1“1‘—1‘[’:/‘:“5—*""
—l—lu’n an-{—:u'D ap s p)
D=vwyay+v 0,4+ 14 +v4+ - +v,a,+vpap.

u# und v sind Zahlenwerte, die aus den Beiwerten der Gleichungen n)
und o) entstehen.

Zwecks Ermittlung des EinfluBlinienzweiges im i-ten Riegelfelde
denken wir uns dieses Feld mit der Einzellast P=1 an beliebiger
Stelle belastet. Da die iibrigen Felder unbelastet sind, so sind alle
N-Werte unserer Gleichungen mit Ausnahme von N/ und N/ Null. Fiir
die Belastung mit P=1 ist aber

N}=—f, 11/

il
Nf=—f L},
wenn f, und f, die Stammfunktionen sind.
Nun ist 1
Ay = T:r (2 Ny— N},
1
a; == f (2 N} —Ny)
und daher

a,_y=052f,—1) L
a;=—1L(2f,— 1)1/,
wihrend alle anderen g-Werte einschlieBlich a; Null werden. Die
Losungen p) vereinfachen sich daher bedeutend und lauten jetzt:

[4 o k
Y, ::ui’—1ai—1+:“i “i’l. o D)
D=v,_,a; ;+7;a. I
Mit den vorangehend dargestellten Werten von a,_, und g, gehen
die Gleichungen p’) iiber in
Yko =1 [Iuik— 1 (2f1 - fe) “_I“ik(z fa— fl)] lc,’
D=1[v;_;(2fy, — i) — (2, — )] L
Wir setzen
2fi—fh=%, und 2f,— =9,
und erhalten die Gleichungen der EinfluBlinien der Uberzihligen in
der endgiiligen Form
Vo= Ll D —ufLl D, .. T)
D=vy,_ L1/ D, —», 11/ D,. . . . . . . . .5

i—1 %%
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Setzt man der Reihe nach k==0,1, 2, ..., # und bei festgehal
tenem k jedesmal =1, 2, ..., n und wahit man aus den allgemeinen
Losungen, die den Zeigern k und ¢ entsprechenden Zahlenwerte der
aus, so konnen nach Formel r) alle EinfluBlinienzweige samtlicher Unbe-
kannten Y,’ berechnet werden. Gleichung s) liefert, wenn man der
Reihe nach ¢=1, 2, ..., n setzt, die Zweige der D-Linie, falls man
die zugehdrigen p-Betrdge den allgemeinen Losungen entnimmt. Die
Funktionen @, und &, sind in allen Unbekannten und in allen Zweigen
dieselben. Sie werden mittels der Tafelwerte von f, und f, fiir die
ausgewihlten Zwischenpunkte berechnet. Die Ermittlung sdmtlicher
EinfluBlinienordinaten ist somit auf die Berechnung von Ausdriicken
der Form 4 @, 4 B @, zuriickgefiihrt.

Mit Hilfe der Y°- und D-Linien konnen alle iibrigen EinfluBlinien
leicht abgeleitet werden. Aus den Formeln k) und m) findet man

1 , , Ry | h .
= v v (o ) Dy vy — )|
3 k k—1 k

oder

_ 1! 0 o1 (2t 1 }__<L
szl——3lk,[(zYk_1+Yk)+(2hk_ “}—hI)D ;@1) -9

1

und ebenso

1 h h l
—_— e o ° - 0 o —
M,y 317 {(ZYk + ASE <2hk+hk )DJ (3 ¢e>'

-1

Hierbei ist das SchluBglied (g‘ @1> bzw. (—lé" @2) nur beim k-ten

Zweig der EinfluBlinie hinzufiigen.
Ferner besteht

und schlieBlich
1
H =-— [Yko——k DJ. e e e e v)

Rahmentriager mit FuBgelenken.

Die Gleichungen fiir Rahmentriger mit gelenkig aufgesetzten Stiitzen
lassen sich an der Hand des voranstehend Dargelegten sehr einfach
ableiten. Da die Momente M,“ Null sind, so entfallen die Viermo-
mentengleichungen b), auBerdem gewinnt man aus den Definitions-
formeln c) eine einfache Beziehung zwischen Y,” und V. Es ist
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namlich, wenn man in c) M,"==0 setzt,

‘ 2M°h/=Y,’ und M h! =Y
und . daher
1
qu = ; Yko .

Im ijl_arigen bleiben die Zusammenhinge zwischen den Groflen X und Y
und zwischen den Riegelmomenten unveridndert.

Die Einfiihrung von Y,” in die Gleichgewichtsbedingungen liefert
jetzt folgende Bestlmmungsglelchungen

o 31 Y
Y ~1ll+2Y (ll_l_ +l’ >+ k+1l/
‘I‘D[ (1 _,_ ( -+ )_'_AJL}
l' L l1§+1‘ vy s

k

ll

1 o .
=Z:7(2Nkl“"Nk'>“ (2 K41 Nkl‘+‘1)
1’ 4 L 1’ ,
_Q“tt[hk 10+ (”%_i—l/c )+hk+1l,c]n)
oy k+1 E+1Yk+1
und da
1 o
Hl: E_hkthYk
ist, so folgt
n n
1 Y.’ ,
— hZ —DPr. .0

Die Gleichungen n) enthalten nur in den Beiwerten der Unbe-
kannten Y,° und D, sowie im Temperaturgliede unwesentliche Ab-
weichungen gegeniiber den Gleichungen n). Ihre Gestalt ist die gleiche
geblieben. In o') entfallen im Vergleiche zu o) die von D und den Tem-
peraturschwankungen abhingigen Glieder. Da in den Formeln n') die
Lastglieder die gleichen sind wie in n), so erfahren auch die Formeln
fir die EinfluBlinien der Y° und D keine Anderungen. Ebenso unver-
andert bleiben die Gleichungen fiir die M,!- und M,’-Linien.

Fir M,° gilt jetzt

. Y"
2h,
und fiir H, die bereits vorangehend angéfﬁhrte Formel.

M, =

. Zahlenbeispiel.
Das zu untersuchende Tragwerk ist in Abb. 79, S. 122 ersichtlich gemacht.
Es besitzt finf Offnungen mit den Stiitzweiten 15, 15, 20, 15, 15 m. Die
StiitzenhShe betrigt durchwegs 8 m. Die Querschnittsmafie sind in der Skizze
auf S, 122 eingeschrieben.
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Die erste Aufgabe ist die Ermittlung der Beiwerte in den Bestimmungs-
gleichungen n). " Sie wurde in-Tafelform (Tafel 4, uiten) durchgefiihrt. Die
der. Berechnung: zugrunde gelegten, reduzierten Liéngen sind:

/=1 =1l'=1l=3-15=45m,
I/ =1-20=120m,
by =h'=h'=h/=h'=h'/=hF=158=40m.
Als I wihlen wir %’ und finden damit die Verhiltniszahlen
oy u 1 40

RCg— £ —=2"—10,88
ll' ‘Zgl l, l5, 45 07 97
g _40_

l’ 20

l’

Z”,—:L

; h,
Simtliche Verhiltnisse 7" sind 1.
k

Tafel 4 " Beiwerte der Unbekannten Y;2 und D.
RS A4 S 1

Cppmeg it e .
Br= l'+hk +lk yk_‘3lkl hk,+3lk,+
[

54 54
k -£ s :

I P N Yk
o —_ 1 1,889 1,667
1 0,889 | 1 2.778 4333
2 0,889 | 1 3,889 7,667
3 2,000 | 1 3889 | 7,667
4 0,889 1 2,778 4:333
5 0,889 1 1,889 1,667

Um die durch die Symmetrie des Tragwerks hervorgerufenen Gesetzmifig-
keiten im Bau der Bestimmungsgleichungen n) ausniitzen zu konnen, vereinigen
wir das Glied y; D mit der rechten Seite der Gleichung und setzen

@ =a,—y D,
so dafi die Gleichungen die einfache Form annehmen

3.778 Y0 +4- 0,889 Y% = a,’
0,899 Y0 - 5,556 ¥,°+ 0,889 V,0 =a,’
0,889 Y0+ 7,778 Y,0 -}~ 2,000 Y0 =a,’
2,000 Y,0-}- 7,778 Y0} 0,889 Y, 0 =a,’
0,889 Y,;° -+ 5,556 Y, 40,889 Y0 =a,
0,889 Y,% 4} 3,778 Y,,° =ay

Die Auflosung dieses symmetrischen Systems durch Elimination macht
wemnig Miihe?), wir finden

Y= 0,27526 a) — 0,04493 a,’ }-0,00551 a,’ — 0,00144 a;’
—|— 0,00024 a,” — 0,00005 a5'

Y,%= — 0,04493 a,’ -}- 0,19089 a,” — 0,02340 a,’ -+ 0,00613 a,’
— 0,00102 a,’ -}~ 0,00024 a;’

Y= o 00551 a,’ — 0,02340 a,” 4 0,14073 a2 — 0,03689 as’

—+} 0.00613 a,/ — 0,00144 a;/

1) Man sehe dariiber die ausfiihrlichen Erdrterungen auf S. 145 nach.
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Die weiteren Unbekannten Y,°, Y, und Y,° erhdlt man aus den vor-
stehenden Ausdriicken, indem man bei den Grofien Y und o’ die Zeiger der-
art vertauscht, daf an Stelle von o, 1, 2, ..., 5 die Zeiger 5, 4, 3,..., 0
treten, ;

Nun fithren wir fiir @, den Ausdruck ap — y;. D wieder ein und erhalten
nach Durchfithrung der Zahlenrechnung:

Y 0= 0,27526 ay— 0,04493 4, |- 0,00551 a, — 0,00144 4,
-} 0,00024 a; — 0,00005 a; — 0,29622 D
Y0 = — 0,04493 a;, - 0,19089 @, — 0,02340 a, -} 0,00613 a,
— 0,00102 a, -} 0,00024 a; — 0,61587 D
Y,’=  0,00551 a, — 0,02340 a, |} 0,14073 2, — 0,03689 a,
~} 0,00613 a, — 0,00144 a; — 0,72805 D
Y,0 = — 0,00144 @y -} 0,00613 @, — 0,03689 a, -} 0,14073 a,
— 0,02340 @, -+ 0,00551 a; — 0,72805 D
Y= 0,00024 a; — 0,00102 a, - 0,00613 a, — 0,02340 a,
—+ 0,19089 @, — 0,04493 a;, — 0,61587 D
Y% = — 0,00005 @, -}- 0,00024 @, — 0,00144 @, -} 0,00551 a,
— 0,04493 a, - 0,27526 a; — 0,29622 D

2 V0= 0,23457 a, -} 0.12791 a, 4 0,09064 a, -} 0,09064 a,
—+ 0,12791 a, -} 0,23457 a; — 3,28028 D
Die Bestimmungsgleichung o) lautet, wenn man %; und #; als von % un-

abhingig vor die Summenzeichen setzt, die Gleichung mit %;? multipliziert, und
wenn man weiter

hk o IZO . 1
hz;' }77? 5
einfiihrt,
5 6
L3y v0—S2D—a,.
5 k=0 5

Wir multiplizieren mit 5 und gewinnen die einfache Gleichung:

2
2V —6D=5ap.
k=0

2

Die Summe ¥ Y0 wurde oben durch Addition der Losungen Y° bestimmt,
k=0
Nach Einsetzen des Summenwertes gelangt man zur allgemeinen L&sung von
D, ndmlich:

D = 0,025277 ay 4 0,013783 a, -} 0,009767 a, -} 0,009767 a,
- 0,013783 a, -+ 0,025277 a; —0,53878ap . . . . I)

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man schliefilich die allgemeinen Formeln
fiir die Y° angeben, und zwar:
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Y= 0,26778 a, — 0,04901 a, - 0,00262 @, — 0,00433 a4
— 0,00384 a, — 0,00753 a5 -+ 0,15960 ap
Y, = — 0,06050 @, -} 0,18240 a, — 0,02941 a, -}~ 0,00012 a;
— 0,00951 @, — 0,01534 a; - 0,33182 ap
Y, = — 0,01290 @y — 0,03344 &, -} 0,13362 @, — 0,04400 g
— 0,00391 a, — 0,01985 a; -+ 0,39226 ap )
Y,? = — 0,01985 @, — 0,00391 @; — 0,04400 @, |- 0,13362 a4 '
— 0,03344 @, — 0,01290 a; -+ 0,39226 ap
Y, = — 0,01534 @, — 0,00951 @; -} 0,00012 g, — 0,02041 a4
-}~ 0,18240 a, — 0,06050 a; 4-0,33182 ap
Y,? = — 0,00753 a, — 0,00384 &; — 0,00433 a, -} 0,00262 a,

— 0,04901 a, -} 0,26778 a; | 0,15960 ap

In den allgemeinen Losungen I) und II) liegen simtliche Zahlenwerte u
und », die zur Darstellung der Einflufilinien nach den oben abgeleiteten
Formeln benttigt werden, als Beiwerte der a-Grofien vor.

Wir wollen die Ordinaten der Einflulinien fiir je 9 Zwischenpunkte eines
Feldes berechnen, weshalb es noch notwendig ist, die Werte der Funktionen
&, und &, fiir diese Zwischenpunkte zu ermitteln. Wir bedienen uns hierzu
der Tafel der Stammfunktionen f; und f, im Anhange und finden:

Tafel 5. Werte der Funktionen &, und &,

5 o 0,1 0,2 9,3 0,4 9,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

b, [¢] 0,243 | 0,384 | 0,441 | 0,432 | 0,375 | 0,288 | 0,189 | 0,096 | 0,027 o
P o 0,027 | 0,096 | 0,189 | 0,288 | 0,375 | 0,432 | 0,441 | 0,384 | 0,243 o

In der Tafel 6, S. 123 ist die Berechnung der Einflufilinie von D darge-
stellt. Da diese Linie spiegelsymmetrisch ist, so sind nur die Ordinaten bis
zur Mitte des Mittelfeldes ausgewiesen. Die vollstindige Linie zeigt Abb. 79b.

In gleicher Weise berechnet man die Ordinaten der Einfluflinien fiir Y,?,
Y%, Y,?, aber weil diese Linien unsymmetrisch sind, fiir simtliche fiinf Felder.
Y, Y, Y, sind die Spiegelfelder dieser Linien.

Gleichung r) liefert unter Benutzung der Beiwerte g aus den allgemeinen
Losungen folgende Formeln fiir die Einfluilinienzweige:

Feld Al Y,° Y,°

160,68 ®; 4 29,40 B,|— 36,30 B, — 109,44 Dy| — 7,74 P, - 20,04 P,
— 29,40 &, — 1,57 D, 109,44 D, 17,64 D, — 20,04 ¢, — 80,16 O,
2,10 &, - 3,46 @yj— 23,52 B, — 0,10 B, 106,88 @, - 35,20 D,

- 2:60 @1 +‘ 2,30 Qz 0,07 ¢1 + 5,71 Qz - 26}40 @1_{" 2,35 Qg
— 2,30 D, + 4,52 By|— 571 B, 9,20 Byl — 2,35 @, + 11,88 D,

o4 WD =
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Y b~ Line
+
- Y~ Linse
/:l,rv’é"vs
| T Q) F
-+
Yo~ Linse
/‘\J e)
(;bv ~C \/

Ma#Bstab der Ordinaten:

1 mm = 2 Einheiten.
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Tafel 6. Berechnung der Einflufilinie D.

D=A® —Bd,, A=w;_ L1}, B=w;1;1/.
. - a
i L1 Vily v; 4 - B 5 D
0,1 + 3,463

0,2 + 5,031
0)3 + 5,126
0,4 + 4,171

1 600 0,02528 | 0,01378 15,168 8,268 0,5 42,588
0,6 + 0,797
0,7 — 0,779
0,8 - — 1,719
0)9 a 1’600

0,1 + 1,851
0,2 + 2,612
0,3 + 2,538
04 -+ 1,884

2 600 0,01378 | 0,00977 8,268 5,862 0,5 -+ 0,902
0,6 — 0,151
0,7 — 1,022
058 - 1y457
0,9 — 1,201
0,1 + 1,688
0,2 + 2.251
3 8oo 0,00977 | 0,00977 | 7,816 7,816 0,3 + 1,970
| 0,4 + 1,126
0,5 | o

i

Die Y?-Linien sind in Abb. 79¢) bis e) ersichtlich gemacht. Ein Vergleich
der Ordinatenwerte der D- und Y°-Linien zeigt, da die Werte von D ver-
hiltnismiBig klein gegeniiber den Betrdgen von Y sind. Der Einfluf von D
auf die Momente ist daher nicht grofi. 'Bei ersten Anndherungen wird man
sonach D und somit $ Null setzen konnen, wodurch die Rechnung einiger-
mafien vereinfacht wird. Bei einer genaueren Berechnung aber ist die Be-
riicksichtigung von D meist unerldfilich, insbesondere dann, wenn einseitige
Belastung eines Feldes in Frage kommen kann. Bei Totalbelastung der Felder
oder bei Anordnung der Lasten symmetrisch zur Mitte des mittleren Riegels
ist die Wirkung von D Null. Sie nimmt von den Enden gegen die Mitte rasch
ab, was eine Betrachtung der Einflufilinie von D sofort lehrt.

Bei der praktischen Anwendung des hier darge‘legten’Rechnungsganges
ist es nicht notwendig, die Y°-Linien abzutragen — es geschah hier nur, um
den Einfluf von D zu veranschaulichen, — sondern man berechnet unmittel-
bar mit Hilfe der Zahlenformeln fiir die verschiedenen Y auf S. 121 unten und
mittels der Gleichungen t), u) und v) die Zahlenausdriicke fiir die Einfluf-
linienzweige der Momente und Auflagerkrifte H, die sich alle auf die Form
A®, -+ B, bringen lassen.

Die allgemeinen Gleichungen n) und o) sollen noch verwendet werden, um
die Grofien D und YO fiir Fall zu bestimmen, daf die Riegel infolge einer
Temperaturschwankung ihre Lingen #ndern. Wir wihlen t= 4 35° C,
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Die rechte Seite der Gleichung o), die mit #p bezeichnet wurde, nimmt
folgenden Wert an:

n
Ly 35 1 |
— Pt — 6 8o
ap attykzohk, So000" g0 (137130 50165+ 80)e
., 35-240
mi80000-4og'

Fiir p setzen wir
0 =6EJ,= 4-10° tm?
und finden damit
ap = - 1050 tm2.
Die Werte a, bis a, [rechte Seite- der Gleichungen n)] haben, falls nur die
Wirmewirkung beriicksichtigt wird, die Form:

Ly, | L 174 154 14 L, 24
w=—eer [ g b e Vi)
Nach Einsetzen der Zahlenwerte erhilt man

ay=— 083300, t ==TF 145,8 tm?®

ay=— 40630qt =F 711,0 ,

@y =-— 16,0420, t = F 2807,4 ,,

a;=— — 16,042 9 e, t = F 2807,4 ,
ay=—17,604 0 ay t = F 3080,7

ay=— 750000, t =7 13125 ,

Mit den ermittelten Werten von g, kann man unter Benutzung der allge-
meinen Losungen I) und II) S. 120 und 121 die Betrige von D und Y° und so-
mit auch die Werte der Momente und Auflagerkrifte infolge der Warme-
schwankungen berechnen.

Wir bestimmen hier nur D. Nach Einbringung der Zahlenwerte der a in I)
berechnet man

D = F 709,7 tm?.

Da D=p §y ist, so wird

D 709,7
Pov = E‘:- + 300000 == = 0,001774,

mithin die Verschiebung des Punktes o in wagerechter Richtung
0o ==hyP» = 800-0,001774 = 1,42 cm.

Das negative Vorzeichen von ¥, bedeutet, daffi der Winkel, den die
Stiitze %, mit der Schlufilinie durch die Stiitzenfuipunkte einschliefit, bei Tem-
peraturerhbhung vergriofiert wird, die Stiitze bewegt sich sonach nach aufien.
Die grofie Verschiebung von 1,42 cm ldfit natiirlich bedeutende Momente in
Stiitzen und Balken erwarten. Der Einfluf der Wirmeschwankungen ist bei
derartigen Systemen bedeutend. Er wichst mit der Felderzahl. '

§ 10. Berechnung des Vierendeeltrigers.

Die UmriBlinie des Trigers sei beliebig gestaltet, nur die Quer-
schnittsausbildung der Gurte sei zunidchst an die einschrinkende Be-
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dingung gekniipft, daB in jedem Felde die reduzierte Linge des Ober-
gurtstabes gleich der reduzierten Linge des Untergurtstabes sei. Im
ibrigen kann der Querschnitt der Gurtstibe beliebig wechseln. Die
Querschnittsgestaltung der Pfo-
sten unterliege keiner Einschrin- a)
kung.

Fiir die Gurtstibe eines Feldes

gilt demnach

also
WA A
A Ju
oder )
Zg:_‘{;‘ ... a) Abb. So.
J. w

d. h. die Triagheitsmomente der Gurtstibe eines Feldes verhalten sich
' so wie die zugehérenden Stablingen. Lingeren Stiben entspricht dem-
nach ein gréBeres Tragheits-
moment; gleichlange Stibe eines
Feldes haben gleiches Trigheits-
moment. Diese Verhiltnisse tref- a)
fen bei ausgefiihrten Tragwerken 1
der Vierendeelbauart in der
Regel gut zu, falls nicht beson-
dere Griinde fiir die stirkere 5
Ausbildung eines Gurtes vor-
liegen.

Die in den Abb. 80a, b, ¢
dargestellten = Tragwerkformen, o
die in jedem Felde gleiche Ober-
gurt- und Untergurtlinge aufwei- Abb. 81.
sen, milssen unserer Vorausset-
zung gemdl auch im Ober- und Untergurt eines Feldes gleiches Trig-
heitsmoment besitzen. Bei den Tragwerken der Abb. 81a, b, ¢, die
durch verschiedene Gurtlingen in einem Felde gekennzeichnet sind,
sind nach Wahl der aufeinanderfolgenden Trigheitsmomente eines
Gurtes die Triagheitsmomente des zweiten Gurtes durch die Forderung a)
festgelegt. Fiir alle Stabe gilt, daB der Querschnitt zwischen zwei
Knotenpunkten unveridnderlich sei.

Da das n-feldrige Tragwerk aus # einfachen Grundsystemen ent-
standen ist, so ist es bei statisch bestimmter Lagerung, die wir zu

Y
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nichst voraussetzen wollen, 3 #-fach statisch unbestimmt. Wie bereits
in § 3, S.23 gezeigt wurde, konnen 6# Elastizititsbedingungen zur
Ermittlung der 3 # Uberzihligen und 3# Drehwinkel aufgestellt werden.
Den EinfluB der Lingendnderungen der Gurtstibe wollen wir, da er

7% K
‘r w'z’

2 W
LY
r

172 klM/’

Abb. 82.

u. U. erheblich wird, in der nachfolgenden Rechnung beriicksichtigen.
Die Lingenanderung der Pfosten kann in jedem Falle vernachlissigt
werden. Die Belastung bestehe aus Einzellasten, die in den Knoten-
punkten angreifen. '

Die aufeinanderfolgenden Pfosten werden von links nach rechts
mit 0, 1, 2, ..., n bezeichnet (Abb. 82). Die zwischen den Pfosten
k—1 und % gelegenen Gurtstibe erhalten den Zeiger k.

Es bedeuten ferner:

Mkl und M, die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts
vom Obergurtknoten &,

M} und J\Yk" die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts
vom Untergurtknoten k,

M, und Jle’ die Momente im oberen bzw. unteren An-
schluBpunkte des Pfostens £,
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0, und g, die wahren: Lingen des Ober-- bzw. Untergurtes
zwischen den Pfesten 2 —1 und &,
s, die reduzierte Linge der Gurtstibe dieses Feldes,
h, und k' die wahre und die reduzierte Linge des Pfostens £ — &,
¢, den Neigungswinkel des Obergurtstabes o, gegen die Auf-
lagerverbindungslinie,
B, den Neigungswinkel des Untergurtstabes u, gegen die Auf-
lagerverbindungslinie,
Ao, und du, die Stablingeninderungen der Gurtstibe o0, und u,
infolge der Langskrifte und Temperaturinderungen,
3,°, 9., 9,° die Stabdrehwinkel der Stibe 0> #y, und A,

Da jedes Feld vier ausgezeichnete Punkte .aufweist, so koénnen
je vier Momentengleichungen angesetzt werden. Es geniigt, wenn die
Aufschreibung fiir ein Feld, z. B. fiir das zwischen den Pfosten by s
und %, liegende, durchgefiihrt wird. Wir durchschreiten die Stibe
dieses Feldes, bei Punkt k# — 1 des Untergurtes beginnend, im Sinne
der Uhrzeigerbewegung und gewinnen folgende Viermomentenglei-
chungen:

- Mkv—l Wy —2M7 b A2M s M}s,
e 1 — #)=o01),
My _ s +2Mks) 4-2M"h! 4+ M" b —o (3 —9,")=o0,
M 1! 42 M !+ ZMkl sy + Mkﬁ 15 —e (@ —8)=o,
Mls/+2M;_, e —2 My — MS ok

—o (@' —9 _)=o.

Hierbei wurde fiir
6E] =p

geschrieben. Die rechten Seiten sind Null, da wir nur Knotenbelastung
vorausgesetzt haben. Addiert man je zwei Gleichungen des Systems b),
die gleiche Pfostenmomente enthalten, also je die erste und vierte,
und je die zweite und dritte, so erhilt man zunichst zwei neue Glei-
chungen:

— 3 it Mkv— Db/ 2 (‘Mz{— 1 “‘}‘uMkr— 0S¢ (M Mkl) s,
+Q(ﬁk _‘ﬁk,)zo’
3067+ T - 2 M) 8/ O+ Ty,
“‘9("91: hﬂk ):O'

1) Die Pfostenmomente Mk”_l und M;®_, wurden negativ eingefiihrt, da
man sich das Vorzeichen dieser Momente durch die Momentengleichungen
des links vorangehenden Feldes bei entgegengesetzter Durchschreitungsrichtung
des Stabes /;_, als positiv festgelegt denken mus. '
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Zur Beseitigung der Drehwinkel aus den vorstehenden Beziehungen
beniitzen wir die Winkelgleichungen, die wir aus dem vorangehenden
Beispiele des Lohsetridgers unverindert iibernehmen koénnen, da das
Stabnetz, geometrisch aufgefaBt, dasselbe ist. Die Gleichungen lauten
fir das k-te Feld (siehe Gleichungen b) und c), S. 101:

Ao, cos e, — Au, cos f, — (b, & —h,,_, &°_ )

+1(®tge, + 9 tgp)=0, ¢ .
Ao, sin o, + Au, sin g, — 4 (9,° — &) =o.

Man kénnte nun fiir die Differenz (¢, — ¢,*) in den obigen Mo-
mentengleichungen den Wert aus der zweiten Winkelgleichung ein-
fiihren. Nun ist aber der Einflu des Gliedes Ao, sine, - Adu, sin g,
auf die GréBe der Uberzihligen praktisch so geringfiigig, dal wir es,
ohne nennenswerten Fehler zu begehen, vernachldssigen und

$' —d =0 . . ... ... .4
setzen konnen. Gleichung d) ist fiir die in Abb. 80oa und b dar-
gestellten Tragwerksformen bei lotrechter Belastung strenge richtig.

Um die Anzahl der Unbekannten zu verringern, beriicksichtigen
wir die statischen Beziehungen, die zwischen den drei Momenten eines
Knotens bestehen. Aus der Bedingung, daB die Summe der Momente

an einem herausgeschnittenen Knoten Null ist. folgt fiir jeden Ober-
gurt- bzw. Untergurtknoten:

M’ —M!'—M* und M°’= M'— M,

womit die voranstehenden Gleichungen iibergehen in

—3(Ml_y M)k (M __I— My_y) (3% +25))
+ M+ M)s/=o, )
_ : — . €
(M3 M) s + 4+ MH(3k 4 25) [
—3 (Mkr + Mkr) hk, =0.

Derartige Gleichungen kénnen in der Zahl z# aufgestellt werden.
Faflt man die in den Klammern stehenden Momentensummen als Un-
bekannte auf, so ist leicht zu erkennen, daB nur 2# verschiedene
Momentensummen mdoglich sind, daher konnen diese 2# GréBen aus
den Gleichungen e) ermittelt werden. Ihre Berechnung ist sehr ein-

fach. Da die rechten Seiten durchwegs Null sind, so verschwinden
die Zihlerdeterminanten siamtlicher Unbekannten, und es folgt:

M,f—f—]l?,j:o und M’ —}—Hk”:o
oder
Ml=—M! ud Mr=—M5 .. ...
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Wir gelangen damit zu 2# sehr einfachen Beziehungen zwischen
den Gurtmomenten. Die Gleichungen f) besagen, dafl Ober-
und Untergurtmomente eines Feldes paarweise der GroBe
nach gleich sind und, vom Innern des Feldes gesehen, ent-
gegengesetzten Drehsinn haben. Von den 3# Bestimmungs.
gleichungen zur Ermittelung der Uberzihligen haben wir somit 2# in
den Gleichungen f) gefunden. Es bleibt daher nur noch die Auf-
stellung von # weiteren Gleichungen iibrig.

Wir gehen zu diesem Zwecke nochmals auf die Ausgangsglei-
chungen b) zuriick, um durch eine neue Verbindung eine weitere
Gruppe von winkelfreien Gleichungen zu gewinnen. Wir benutzen
hierzu die ersten zwei Gleichungen, die mit % und %, multipliziert
und sodann addiert werden. Es entsteht:

( k—1+2 kv*‘l) k—lhk—l_!—(Mkv—}—ZMkv)hk’h
+ Mkr—l Sk (th—l + hk) —I_ Mkl Sk’ (hk -1 + 2hk>
—e[— 9" — 9 )+ — )] =0.
Die erste Winkelgleichung kann in der Form geschrieben werden:
— (WD — by Oy ) + 0 (e — hy.—y)=—(do,.cos &g, — du,cos f)
t, und daB

k—1

wenn man beachtet, daB nach Gleichung d) 4,°=49" is
die Beziehung besteht:

A(tg o -tg Br) = Iy — Iy ;.
Aus Momenten- und Winkelgleichungen folgt die winkelfreie Beziehung:

““( —1+2 ) k—1 Py — 1+(M +2Mv)h Iy,
+ M s (2l 1+h)+M s (hy 1+ 2hy)
+-o(do, cosa, — Au, cos f,)=o.

Wir beseitigen noch die Pfostenmomente, indem wir sie wie oben
durch die benachbarten Gurtmomente ersetzen, und erhalten:

— (M} 2 M) h »1+( My A 2My_ )kl
My s @y ) A (M A 2 M) By g A= M s (b 2hy)
”‘(Mkr"f“ZMkr)hk,hk+Q(A0kcosak_dukcosﬂk):o'- ... .8

Da n derartige Gleichungen aufgestellt werden kénnen, so haben
wir in den Gleichungen f) und g) die 3 » Bestimmungsgleichungen
gefunden, die die Ermittlung der Uberzdhligen ermdglichen.

Unsere Aufgabe ist es nun, die 4 # Gurtmomente dieser Gleichungen
durch die dufleren Lasten und die zweckmiBig zu wihlenden Uber-
zahligen auszudriicken. Wir betrachten zu diesem Zwecke Abb. 83.

In der oberen Abbildung sind die Schnittkrifte fiir einen Schnitt
unendlich nahe links vom Knoten % eingetragen. Das Moment der

Bleich, Viermomentensatz, 2. Aufl. 9
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duBeren Krifte sei durch O, r,=—9, gegeben. Da zunichst nur lot-
rechte in die Pfostenrichtung fallende Knotenlasten und Auflagerkrifte
vorausgesetzt werden, so ist
die wagerechte Komponente
der Schnittkraft im Obergurt
gleich der wagerechten Kom-
ponente der Schnittkraft im
Untergurt desselben Feldes.
Wir bezeichnen diese Teilkraft
mit X, . T,° und T,” sind die
lotrechten Komponenten der
Schnittkrifte an den Schnitt-
stellen beider Gurte. Die
Gesamtkraft aus X, und T,
nennen wir die Feldkraft im
k-ten Felde des Ober- bzw.
Untergurtes. Sie ist nicht zu
% verwechseln mit der Lings-
kraft des Ober- bzw. Unter-
gurtes, da die Feldkraft keines-
wegs in die Gurtrichtung fallt.
Die Momentengleichung
fiir den Obergurtknotew &
Abb. 83. lautet somit (Abb. 83a):

_Mkl+Mkl+9ﬁk — Xy, =o0.

Unter Benutzung der Gleichungen f) erhdlt man daraus:

%*thk

Mlz
k 2 2

h)

In derselben Weise findet man JM,”, wenn man einen Schnitt un-
endlich nahe rechts vom Knoten % in Betracht zieht (Abb. 83b). Die
Momentengleichung wird jetzt

”“ Mkr.‘JF M;r 4 My — Xy pa Iy =0
und daraus bei Benutzung der vereinfachenden Beziehungen f):

Mr=%___Xk+l hk.
k 2 2

. h)
Es ist also gelungen, die Obergurtmomente M?! und M” durch die
duBeren Momente I und durch die Feldkraftkomponenten X auszu-
driicken, somit sind auch die Untergurtmomente durch diese GréBen

bestimmbar, und wir finden daher
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V4 mk Xk hk
Mk‘Z“Mk’=—7+T'

Mkr:_«Mkr:*ﬂ_k+ Kpraly

Ebenso konnen die in der Gleichung g) vorkommenden Lingeninde-
rungen leicht durch die Groflen X dargestellt werden, niamlich:

X,
Ao, cos g, = 0 C;;a;‘ % 4 «,t0, COS &, — —E—Fgg + et
U,cosf -u X, u
Ay, cos f, =+ Tk 7k Tk k
W EO3 P EF* EF,

wobei & ¢ die Temperaturdifferenz des Obergurtes gegen den Unter-
gurt bezeichnet. Somit ist

o(do,cose, — Au, cos f,) = —6X, [okf]”—a—}—uk 2{%} +6E] a,th,. . k)
k K

Bei der Aufstellung der Ausdriicke fiir die Lingenidnderungen
wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB die Feldkraft gleich der Gurt-
langskraft ist, was, wie schon oben bemerkt wurde, nicht richtig ist.
Gewohnlich ist aber die Neigung der Feldkraft gegen die Gurtrichtung
nicht allzu groB, so daB es erlaubt erscheint, bei der Ermittlung des
an_sich nicht betrichtlichen Gliedes, das den EinfluB der Lingen-
inderungen darstellt, die oben benutzte Vereinfachung einzufiihren?),

Samtliche Momente und Lingeninderungen der Bestimmungs-
gleichungen g) koénnen daher als Funktionen der # GroBen X, die
wir als Uberzdhlige wihlen wollen, dargestellt werden. Die Glei-
chung g) nimmt nach Einfilhrung der Werte aus den Formeln h), i), k)
die endgiiltige Form an:

X b/ P —X, (h’k,—lh’k?~1+zsk, (b s h_ 15 = 1y ?
‘“I"lZ( F"+u >]+Xk+1

=Wy 5 2Py 1) + M5 (B, 4 21y)] F 12E] etd, . 1)
Hierbei ist 2 der Reihe nach 1, 2, ...,# zu setzen. Die rechten Seiten

1) Es steht natiirlich nichts im Wege, die Berechnung dieses Einflusses
genau durchzufiihren. Fiir die Gurtkraft S ist dann zu setzen

S =X cos a—} Tsin ¢,
wenn ¢ die Neigung des Gurtes gegen die Wagerechte bedeutet. 7 kann man

ebenfalls durch X ausdriicken und erhidlt ein Zusatzglied im Beiwert von Xj
wie oben, aufierdem ein weiteres von I abhéingiges Glied auf der rechten Seite.
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der ersten und letzten Gleichung des Systems 1) weichen etwas von
der allgemeinen Form ab.
Die erste Gleichung lautet:

covm=— Mg (e o+ 5" (2hg - 1y)) + My 5" (g + 21,)]
und die letzte Gleichung:

.”:_[mn—lsn’(Zhn—l_E—hﬂn)+mn(sn’(Zhn+hn—1)+hnhn’)]'
Ist M, und M, wie beim frei aufliegenden Balken mit lotrechter Be-
lastung Null, dann fallt diese Unterscheidung fort.

Die # Gleichungen 1) reichen aus, um die GréBen X und somit
alle anderen Werte zu bestimmen. Die Ermittelung der Uberzihligen
ist damit auf die Auflésung eines Systems dreigliedriger Gleichungen
der Form 1) zurlickgefiihrt.

Wir hitten den Rechnungsgang insofern abkiirzen konnen, als wir
nach Feststellung der Gleichungen f) diese einfachen Zusammenhinge
zwischen Ober- und Untergurtmomenten in die beiden ersten Glei-
chungen b), die zur Ableitung der dritten Gruppe der Bestimmungs-
gleichungen benutzt wurden, eingefiihrt hitten. Die etwas lingere
Darstellung wurde gewidhlt, um den Eliminationsvorgang, der zu den
3 # Bestimmungsgleichungen fithrt, klarer zum Ausdruck zu bringen.

Fiir den Paralleltrdger nehmen die Gleichungen 1) besonders
einfache Form an. Wir setzen h,_, =h,=h und s,/=1, der redu-
zierten Feldweite, weiter F,”=F,"=F, und erhalten

, o I ]
Xyl oy — X, [h’k’~1—|—62’k’+h’k +24z§j§’J+Xk+1hk’
k

e - A
:—“3'}%(mk~1+gﬁk)+IZE]cuttﬁ%' < .. . m)

Das Glied 24%—’%%
laufigen Berechnungen vernachlidssigt werden.

Der Vorgang der Aufléosung des Gleichungssystems ist derselbe
wie bei der Auflésung der Gleichungen des Lohsetrigers. Nur liegt
hier die Sache insofern einfacher, als kein von H abhingiges Glied
vorhanden ist. Wir enthalten uns hier weiterer Erorterungen, da der
Rechnungsgang an einem Zahlenbeispiel weiter unten ausfiihrlich dar-
gestellt werden wird.

ist gewohnlich klein und kann wenigstens bei vor-

In den vorangehenden Darlegungen wurden die duBeren Krifte
als lotrecht gerichtet vorausgesetzt. Nun wollen wir noch untersuchen,
welche Anderungen die Bestimmungsgleichungen 1) erleiden, wenn
in den Knotenpunkten wagerechte Krifte angreifen.
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Solange die dufleren Lasten in die Pfostenrichtung fallen, sind die
wagerechten Teilkrdfte X der Feldkraft fiir Ober- und Untergurt gleich

groB. Es ist in diesem 70
. . . .. Y4 AJ &
Falle auch -fiir die GroBe %7
O\ - Xt 2H
des 4“uBeren Momentes Hrg k-2 KT QTR Tk

[/

M, gleichgiiltig, ob der
Bezugspunkt £ im Ober-
oder Untergurt gelegen
ist, All dies ist nicht
mehr der Fall, wenn wage-
rechte dubBere Kréfte hin-
zutreten. :

Wir haben die Glei-
chungen h) und h') in der
Weise bestimmt, dafy wir Abb. 84.
die Momentensumme in
bezug auf den Obergurtknoten % als Momentenpunkt gebildet haben.
Die in diesen Gleichungen auftretenden X-Krifte sind dem-
nach die wagerechten Komponenten der Feldkrifte des
Untergurtes. Halten wir das fest, dann ergibt sich unter Hinweis
auf Abb. 84 die wagerechte Komponente der Obergurtfeldkraft im
k-ten Felde mit

k-1
Xko:Xku_ ZOZH

Da nun X,° und X,” ihrem absoluten Werte nach nicht mehr
gleich sind, so dndert sich hierdurch das unter dieser Voraussetzung
abgeleitete, von den Gurtlingskriften herrithrende Zusatzglied der
Gleichung 1).

Es ist jetzt

k-1
u
OkCOS(lk'Ok (Xk +%’H)0k
AOkCOSlxk: EI’:;O———‘i“ttOk CcOs “kz_Tiuttlk’
U.cosB -u, X'u
AMCOSﬂI k E7k__ "k k,
B OO P EF" EF,"

somit folgt
o(do, cos e, — Au, cos ;)

al e Je Jo 5
:_6Xk [Okpko_{—ukﬁ ——6OkF“—k5%’H i 6Efc¢xttlk. . e e s k’)

Mit diesem Gliede nehmen die Bestimmungsgleichungen die
Form an:
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X b — X {h [l 2s (o e by B
+ B/ B ‘1‘12(0;;1; o+“kF >]+Xk vl e lsa

E-1
=m[§mk—1skl(2hk—1+' b+ My s (hy— 4 2hy) — 120"??%‘}1]
FA2Efath,. . . .. . . ...1

Die Gleichung 1) unterscheidet sich somit nur durch das von 2'H
abhingige Glied auf der rechten Seite von der Gleichung 1). Durch
den oberen Zeiger u wurde angedeutet, daBl die aus dieser Gleichung
errechneten Werte der Uberzihligen X sich auf den Untergurt be.
ziechen. Sdmtliche Momente 9t beziehen sich auf die Knoten.
punkte des Obergurtes.

Vernachldssigt man, was unter Umstinden erlaubt ist, die Wirkung
der Gurtlingskrifte, dann fallt auf der rechten Seite das unterscheidende
Zusatzglied weg, und die Gleichung 1) geht in die Gleichung 1) iiber.

EinfluBlinien der Uberzidhligen.

Nach der Auflésung der Bestimmungsgleichungen erhilt man die
Unbekannten X in der Gestalt

X =u,a, - pya, +/‘3“3+ -tuw.a,+ -+ p,a, . . n)

My My .- sind Zahlenwerte, die sich aus den Beiwerten der Unbekannten
im Gleichungssysteme ergeben. Die g, a,... sind die zunichst unbe-
stimmt gelassenen rechten Seiten der Gleichungen 1)

Um nun die EinfluBlinien der Uberzihligen zu finden, belastet
man der Reihe nach die einzelnen Knoten mit P= 1, bestimmt hier-
fir die Werte ¢ und mit Hilfe der Losungen n) die Einzelwerte der
Unbekannten X, aus denen dann die EinfluBlinien zusammengestellt
werden. Bei symmetrischen Trigern geniigt natiirlich die Berechnung
fir eine Tragerhilfte.

Aus der Tatsache, daf3 der Beiwert der mittleren Unbekannten
in den Gleichungen 1) bedeutend groBer ist als die Beiwerte der rechts
und links stehenden Gleichungsglieder, folgt, daB in dem Ausdrucke n)
der Unbekannten X, der Beiwert u, weitaus groBer ist als alle iibrigen
Zahlenwerte. Die Beiwerte 4 nehmen vom Gliede u,a, rasch nach
beiden Seiten ab. In erster Anniherung kann daher auch

Xy =

gesetzt werden. Fiir genaue Berechnungen geniigt die Beriicksichtigung
je zweier Glieder vor und hinter u, a,, alle anderen Glieder kénnen
Null gesetzt werden. Mit dieser Eigenschaft der Losungen n) hingt
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in weiterer Folge auch die bemerkenswerte Form der EinfluBlinien
der Uberzihligen X zusammen. In Abb. 85 ist eine solche EinfluB-
linie dargestellt. Scharf be- '
tont sind nur die Punkte a
und b, wihrend die Knicke
¢ und d nur wenig merk-
lich sind. Die Teile 0 —c¢
und 4 — » weichen so we-
nig von der geraden Linie
ab, daB selbst bei gréBe-
rem ZeichnungsmaBstab die Abb. 8s.

Krimmung dieser Zweige

nicht zum Ausdruck kommt. Fiir Vorberechnungen geniigt daher die
Ermittlung der zwei Punkte ¢ und b der EinfluBlinie, die dann mit o
und » geradlinig verbunden werden. Fiir genauere Berechnungen
empfiehlt es sich, auch noch die Punkte ¢ und d zu bestimmen.

a -7 %k 7

Ndherungsverfahren.

Obwohl die Auflosung des Gleichungssystems 1) selbst bei vielen
Gliedern keine besonderen Schwierigkeiten macht, ist es doch zweck-
mibig, fiir Vorberechnungen einfache Bestimmungsgleichungen fiir die
Uberzihligen X zur Hand zu haben. Diese kénnen nach dem Vor-
bilde Engessers!) in der Weise gewonnen werden, dall man den
EinfluB der Verbiegung der Pfosten vernachlissigt, deren Trégheits-
moment also unendlich groB annimmt; dementsprechend werden die
reduzierten Lingen 4, Null, und in den Gleichungen 1) verschwinden
die AuBenglieder. Die Gleichungen nehmen jetzt die einfache Form an:

Zstk,[hkg— T 1= Sy [wtk—l(th—1+hk) -+ S:Rk(hk—l-i—hk)]
und daraus

X =§'Utk—l(2hk—1+hk)+mk(hk—l+th) ... .0
F 2(h_y gy by Iy?)

Die so berechneten Werte entsprechen den Stammwerten Eng-
essers. Sie weichen allerdings manchmal nicht unerheblich von den
genauen Werten ab, doch sind sie, wie man sieht, unabhingig von
der Querschnittsgestaltung der aufeinanderfolgenden Gurtstdbe, wes-
halb sie fiir eine Vorberechnung, um vorldufige Anhaltspunkte fiir die
Querschnittsgestaltung zu erhalten, sehr gut zu verwenden sind. Um
die EinfluBlinien zu bestimmen, geniigt es, zwei Werte von X, nach
Formel o) zu berechnen, indem man die Last 1 im Knoten 2 —1 und
hierauf im Knoten % aufstellt und die zugehérigen M- Werte ermittelt

1) Prof. Dr.-Ing. Fr. Engesser: Die Berechnuﬁg der Rahmentriger.
Berlin 1913.
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Paralleltriger in Vierendeelbauart.

Wir beniitzen die Gleichungen m) von S. 132, um fiir den im Hoch-
bau hiufig vorkommenden Fall gleicher Feldweite und unverinder-
licher Gurt- und Pfostenquerschnitte eine geschlossene Formel fiir die
Uberzihlige X abzuleiten.. Da alle  und %' jetzt einander gleich
sind, vereinfacht sich die Gleichung m) bei Vernachldssigung des Ein-
flusses der Langskraft zu

3 i
Xye1—2 (1 +';7‘) Xk+Xr:+1 = “‘3h_kl(§mk_—1+§mk)’
P

g 7 2 -7 z n-7 n

e

Abb. 86.

Ist der Knoten ; mit P belastet, so gilt fiir Knotenpunkte links
von ¢, Abb. 86a:

W, =P " k—1)i wd m,—P" Tk,

#
somit

mek_l+mk=P"—n?i(zk —1)4.
Fiir Knotenpunkt rechts von ¢, Abb. 86b

W,y =P (n—k-+1)i uwnd Wy—P-(n—k)L
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daher
1
9)2k~1+9)tk=P;L-(2n —2k-+1)2

’ ’

Mit ¢=1-} % und u= 3P£—i—, nehmen daher die Gleichungen fiir X

folgende Form an:
fir k<4
n—1

Xy —2¢ X, + X4, =———,u—;b—~(2k —1)4;
fir >4

Xk_l——ZcX,‘—l—X,Hl=~,u;1;—(zn—zk—]-1)1.

FaBt man die voranstehenden Gleichungen als Differenzengleichungen

auf, so werden sie durch die nachstehenden Losungen befriedigt:

fir 2 <5

—1 2k —1
Xy = C&F gt u 2Ry,

fir k>>1

E—[—CE T zZn(C_z—k;;—1

Hierin bedeuten &, und ¢, die Wurzeln der quadratischen Gleichung

&£ —2c¢t+1=0,

namlich
§1=c—{—1/c“’——1 und 52———0—*1/02—7.
Fihrt man wieder fiir ¢ und u die ausfiihrlichen Werte ein, so

nehmen die Losungen mit 2'=1 die Gestalt an:
fir k<14

X,=C&FC,E" +P —-*(zk—%)

fir >4 ‘
)?k=C3§1"+C4§2"—|—P—2%7—1(2nk—2k—|—1).

Die Festwerte C, bis C, bestimmen sich aus den Grenzbedingungen

=0, X;=X, X, =X,

XOZO, X R

n+1
Man erhilt daher folgende Gleichungen zur Ermittlung der Fest-
werte:

An—1
G Co=P 7~ —,
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)
C3§1n+1 _{_ C, §2n+1 — PE —

(C—Co) &+ (Ca—C )P =P,

A ) Y3
(C1_Cs)§1z+1+<cs_C4)fel+1=*P57L'

Aus Griinden der Symmetrie findet man, wie wir unten noch -aus-

fihren werden, mit einer der beiden Losungen das Auslangen. Wir

berechnen daher bloB C, und C, aus dem Gleichungssystem der C

und finden

- Pl {i n—1

_zh(§1n+1___§‘ln+1) n n
51"—1.(1 ._1’_51)__5271—@'(1 +£‘.Qj]
—+— Eg'—‘sl ’
— Pi [i n—1

I

Cl

§2n+1

C2 . " §1n+1

ST &) — &t —l—E?)}

v £ —&,
Im Nenner kann man §*! gegen £7+1, da &, klein gegen &, ist,
in der Regel vernachldssigen. X, nimmt schlieflich, wenn man die
Verkniipfung &, -£,==1 beachtet, die Form an

Pl — 1
=7 L_L (Egn—k—kl\._ §2n+k+1)_{__n - ’(Sek__gazn—km)
_r—i__g(ézei~k+1_.Eﬁi+k+1+§ﬁ2n—i+k+2_Eg2n—i-k+2)

n—1 \
—{———n——(zk—ﬂ}...........p)

&, ist hierbei die kleinere der beiden Wurzeln &, und §,. Da &,
eine kleine Zahl ist (meist < 0,4), so konnen die hoheren Potenzen
je nach dem angestrebten Genauigkeitsgrad unterdriickt werden, wo-
durch die Rechnung sehr vereinfacht wird.

Die Gleichung p) gilt nur solange k& < ¢ ist, wenn ¢ der Lastpunkt
ist. Ist >4, so denke man sich die Wirkung im Felde n —k%
also X, _, fiir die symmetrische Laststellung, d. i also Last P im
Punkt # — ¢ stehend, ermittelt. In diesem Falle ist, wie eine einfache
Uberlegung lehrt, X, _, gleich dem gesuchten X,.

Auch zur Ermittlung der EinfluBlinien geniigt die Gleichung p).
Diese Formel gibt die Feldkrifte X an in jenen Feldern, die links
vom belasteten Knoten i liegen, sie liefert also die Ordinaten der
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EiofluBlinienteile rechts von %, d.i. von £ bis #. Da nun die Ein-
fluBlinie von X, spiegelbildlich gleich ist der EinfluBlinie von X, _,,
so ermittle man auch diese Linie von n —% bis » und setze aus
beiden Hilften die X,-Linie zusammen.

Zahlenbeispiel.

Es ist die Einflufilinie X fiir einen achtfeldrigen Tréger von 20 m Stiitz-

weite darzustellen, Die Trigerhdhe betrage 2,50 m. Das Trégheitsmoment
des Gurtes sei zweimal so grof als-das der Pfosten. Sonach ist

}.’:}.:2—80::2,50 m, h’=2,50§=5,00 m.

Damit erhidlt man

. 3V 3.2,50 5
=t =t S =

und die kleinere Wurzel

5 st
=>— V= —1=0,2087.
g=2— )5 —1=o08
Wir berechnen noch:
£2 — 0,0436, £3 = 0,0001, £4 = 0,0019, &% = 0,0004 .
Hohere Potenzen von & sollen vernachlissigt werden. Nun setzt man in

Gleichung p) % == 3 und i der Reihe nach 3 und 4 und gewinnt so die Ordinaten

a 7 2 3 4 5 6 7 8

T

Xe—Linie

Abb. 87.

der Einflufilinien von X, fiir die Punkte 3, 4. Fiir die weiteren Punkte 5 bis 8
ist die Errechnung der Ordinaten, wenn man sich des auf S. 135 iiber die Ein-
fluflinien Gesagten erinnert, nicht notwendig.

G N ACE o E—E e 5.5]= 1,470,
xo=1[t @ le —e— L@t s =13

Setzt man nun ¥ =#n-—Fk=35 und ¢’ =#n—<¢=6 bzw. 7, so erhilt man die
Einflufilinienordinaten fiir ¢ =2 bzw. 1.

1[6

@—
X3 2 [8

2 1 2
(54 . 514) + g (55_ EXS) —_ 1___5, (E‘..’ —_— El?_}_ 517__ E7)+ §.9:|= 1’108’
1
1—§
In Abb. 87 ist die X,-Linie zur Darstellung gebracht.

Xa(l):_;_ !_% (&t — 1) - % (&5 — &) — (83— £13 - £16— £9) —’—%'9}:0,560-
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Bogentriger der Vierendeelbauart.

Es soll noch der Fall untersucht werden, daB das Vierendeel-
tragwerk statisch unbestimmt gelagert ist. Als Beispiel wihlen wir
den Zweigelenkbogen (Abb. 88). Die Lasten greifen mittels Hinge-
stangen am Untergurt an.

Zu den 3# Un-
bekannten des Bal-
8 L— . kentrigers tritt noch
GE7 g eine weitere Unbe-

-7 gl

kannte, der Bogen-
schub H, hinzu. Dem-
? 7 z 7 ;B;/— entsprechend bendti-
Abb. 88. gen wir auch eine
weitere  Elastizitits-
bedingung. Die festen Kdmpfergelenke denken wir uns durch einen
Stab mit unendlich groffem Querschnitt, der die Auflagerpunkte ver-
bindet, ersetzt. Da kein neuer ausgezeichneter Punkt hinzutritt, so
koénnen auch keine weiteren Momentengleichungen aufgestellt werden.
Dafiir aber kénnen zwei neue Winkelgleichungen, die sich iiber das
Stabeck erstrecken, das vom Untergurt und dem Zusatzstab gebildet
wird, angesetzt werden. Die eine Winkelgleichung bestimmt das un-
bekannte H, die zweite einen weiteren, neu hinzugekommenen Stab-
drehwinkel, da durch Hinzutreten des Verbindungsstabes AB die Zahl
der Stabdrehwinkel um Eins vermehrt wurde.
Die beiden Winkelgleichungen lauten mit Bezug auf Abb. 88:

n n
2 Adu,cos B, -+ 3u P sinf, =o,
k=1 k=1 e q)
n 3 n
> du, sinf, — 3 u, P, cosf,=o0.
E=1 k=1

Da an Stelle des duBeren Momentes 9%, das Moment I, — H 1y,
tritt, so kommt in jeder der » Bestimmungsgleichungen 1) ein von
H abhingiges Glied, dhnlich wie beim Lohsetrdger, hinzu. Driickt
man nun in den Gleichungen q) die ¢, durch die Unbekannten und
auBeren Lasten aus, so erhdlt man eine. weitere Gleichung zur Er-
mittlung von H.

Man kann nun unter Verwertung der Rechnungsergebnisse flir den
Balkentriager einen kiirzeren Weg zur Bestimmung des Bogenschubes H
einschlagen. Wir denken uns zu diesem Zwecke das Balkentriiger-
system einmal mit den gegebenen Lasten, das zweitemal mit der zu-
niachst unbekannten Kraft H belastet. Diesen beiden Belastungs-
zustinden entsprechen die Unbekannten X, F und X, H; dann ist der
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tatsichliche Wert der Uberzihligen im Bogentriger

X, =X+ X"
Dementsprechend ist auch

="+ H
oder

O, =9,F+ H 9 H=!
und ebenso

Aduw,=duP -4 HAu =1,

wenn mit ,H=! der Drehwinkel des %-ten Gurtstabes und mit 4 2, Z=!
die Lingeninderung des Stabes u, flir den Belastungszustand H = 1

bezeichnet werden. Die erste der Gleichungen q) nimmt nun folgende
Gestalt an:

n n n
k%’ u, 9,F sin f, - Hk;:Mk & E=tsin B, +1§1A w,F cos B,

n
+ szl 4 Mkﬂ:l cos i, =0,
woraus sich

n ' n
S u,9FPsinf, 4 3 Au,P cos p,
H S k=1 k=1

n n °
kguk B H=1sin g, _}—gd w,H=1cos f§,

bestimmt.

Betrachten wir den Zéhler
ndher. Das Produkt u,$,”
sin B, ist gemdB Abb. 89
nichts anderes als die wage-
rechte Verschiebung des
Punktes % infolge der Stab-
drehung, wenn der Punkt
k — 1 festgehalten ist; eben-
so ist 4 u,P cos B, die wage-
rechte Verschiebung des
Punktes & infolge der Stab-
lingeninderung. Somit wird

n n
or :kél u, 9, F sin B, —}—k_zl,’ AuP cos B,

Abb. 89.

die wagerechte Verschiebung des Punktes B des Balkentragwerkes

unter der Wirkung der Lasten P, wenn A festgehalten wird.
Kommt nur eine einzige Knotenlast P=—1, wie dies bei der Be-

rechnung der EinfluBlinien der Fall ist, in Frage, so kann man vom
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Satze iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen Gebrauch machen

und schlieBen: Die wagerechte Verschiebung 8% des Punktes B durch
die lotrechte Last 1 im Knoten s ist gleich der Verschiebung des
Punktes # im lotrechten Sinne, wenn der Triger mit H =— 1 belastet
wird. Der Zihler bedeutet also die Ordinate der Biegungslinie (fiir
lotrechte Verschiebungen) im Punkte s, wenn auf das System die
Last H=1 wirkt. Damit ist auch die EinfluBlinie fiir H gegeben;
man braucht blo die Ordinaten der Biegungslinie mit dem Nenner
der Gleichung r) zu dividieren. Auch dieser Nenner kann, wie eine
einfache Uberlegung lehrt, als wagerechte Verschiebung des Punktes B
fiir den Lastzustand H =1 gedeutet werden. Man erhalt schlieBlich
die bekannte Gleichung

oz ,
H:—ggz—l...........r)

Der Vorgang bei Berechnung des Bogentrigers nach Vierendeel-
bauart ist sonach folgender:

Man ermittelt die EinfluBlinien  der GréBen X fiir den Balken-
trager, wie dies oben beschrieben wurde, sowie die Werte der Gréfen X
fiir den Lastzustand H==1. Die diesem Belastungszustande ent-
sprechenden Werte der Uberzihligen bezeichne man mit X. Nun
bestimmt man noch die Drehwinkel ¢, #=1 aus #—1 Gleichungen
der Form

20— Dy D=—[V-15 ‘1‘_% Vi (S Siea) + Vi a Siral

— X5/ gyt 2h)— Xy Sper (2l M) o o . L S)
wo &k der Reihe nach 1, 2,..., #—1 zu setzen istl) und aus der
bisher noch nicht benutzten zweiten Winkelgleichung ¢). Aus diesen
insgesamt # Gleichungen konnen die # fraglichen Stabdrehwinkel
berechnet werden. Sind einmal die Gurtdrehwinkel bekannt, so lassen
sich nach dem weiter unten in § 13 gezeigten Verfahren die Biegungs-
linie und der Betrag des Nenners der Gleichung r) mittels eines

1) Die Gleichungen s) sind leicht gefunden. Man stellt fiir zwei aufeinan-
derfolgende Obergurtstibe die Viermomentengleichung auf; diese lautet:

My s 2 M) 2 M s/ My — e (B — Py =o.

Nun ersetzt man die Obergurtmomente gem#fi den Gleichungen h) und h’)
durch die #ufieren Momente I und die Uberzihligen X. Das #ufiere Moment
im Punkte 2 des Obergurtes ist nun

My =— 13
wobei y;, die Ordinate des Obergurtpunktes 2 bedeutet (Abb. 88). Nach Durch-
fiihrung der angegebenen Substitutionen und Einfiihrung der Momentenwerte It

erhdlt man die Gleichung s). Bei # Gurtstiben konnen n — 1 derartige Glei-
chungen aufgestellt werden. )
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Verschiebungsplanes unschwer ermitteln. Damit ist die H-Linie ge-
funden und somit sind auch die endgiiltigen X-Werte bzw. deren
EinfluBlinien durch die Beziehung

X=XP}HX
festgelegt.

Aus dem Umstande, daB die X-Werte bei Belastung mit der Bogen-
kraft H fiir Ober- und Untergurt verschieden sind, erkennen wir, daB3
beim Bogentriger wohl die Gurtmomente eines Feldes gleich, die
Gurtlingskrifte aber verschieden sind. Sollen aber die Trigheits-
momente beider Gurtstibe, bei gleichen Stablingen z. B., gleich sein,
so muBl der eine Gurt, der den groBeren Stabquerschmitt erfordert,
in der Trigerebene etwas gedringter gebaut werden, was meist leicht
zu erreichen ist, da der Unterschied gewohnlich nicht sehr grofB ist.
Durch zweckmiaBige bauliche Durchbildung kann daher eine Forderung
erfiillt werden, die die Berechnung der hier in Rede stehenden Trag-
werksart . iiberaus vereinfacht.

Den gleichen Weg, den wir hier bei Bestimmung des Horizontal-
schubes H beschrieben haben, schligt man auch ein, wenn der Vier-
endeeltriger als durchlaufender Balken gelagert ist oder einem Héange-
gurt als Versteifungstriger dient. Man berechnet das 3 n-fach statisch
unbestimmte System unabhingig von den durch die Lagerung oder
sonstigen Verbindungen gegebenen Uberzihligen und legt das so be-
stimmte System der weiteren Berechnung als Hauptsystem zugrunde,
ein Vorgang, wie er ja jedem Statiker gelaufig ist.

Zahlenbeispiel.

Der in Abb. go dargestellte Bogentréger in Vierendeelbauweise habe 60 m
Stiitzweite. Die Pfeilhthe des Untergurtes betrage 9 m, die TridgerhShe am
Scheitel 2 m, die Pfostenh6he am Auflager 6 m. Die Gurtknotenpunkte liegen
auf Parabeln. In der Abbildung sind die auf Grund der vorstehenden Angaben
berechneten Stablingen eingeschrieben. Wir nehmen ferner an, dafi simtliche

502__ 590 i
515 5% 505 .
N 407 \ L
528 N 3 575 5,06 _Ci’=3 B
N Sz |7 4 2
7
3 a\wﬂz% o § ¥ J
N § N S S
M7 2z 5 ¥ & 6 P
1
1

!
72X 5,00=6300mM |

Abb. go.

Obergurtstibe gleichen Querschnitt haben und wihlen das Tridgheitheitsmoment
des Obergurtes als J,. Die reduzierten Ldngen s’ der Obergurtstibe sind somit
gleich den wahren Lingen s. Da nun Ober- und Untergurt, entsprechend den
Voraussetzungen unserer Rechnung, in jedem Felde die gleiche reduzierte
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Linge haben sollen, so folgt, daf die reduzierte Linge eines Untergurtstabes
gleich der wahren Linge des Obergurtstabes des gleichen Feldes ist. Fiir die
Grofien s’ unserer Gleichungen sind daher die in Abb. go eingeschriebenen
Obergurtlingen einzufithren,

Fiir die Pfosten gelten folgende Querschnittsannahmen:

£:£:1’ JL:£:£=2 Je Je
Jov ]1v J2’ Js° J4v

Sonach berechnen sich die reduzierten Lingen der Pfosten wie folgt:

—— == 3.
Js? J

hy = 6,00 m, b/ =4,78 m, hy' = 7,56 m, by = 6,00 m,
k! = 4,88 m, k' = 6,33 m, hg == 6,00 m.

Wir untersuchen zunichst das Tragwerk als Balkentriger, ermitteln also
die Uberzihligen X, die die wagerechten Komponenten der Feldkrifte dar-
stellen, aus den Bestimmungsgleichungen 1) S. 131. In Tafel 7 sind die Bei-
werte der Unbekannten in den Gleichungen 1) dargestellt. Wegen der Triger-
symmetrie wurde die Berechnung nur fiir die linke Trigerhilfte durchgefiibrt.

Tafel 7.
Berechnung der Beiwerte der Bestimmungsgleichungen I).
’Vk S hke_~ 1 + hk—l hk + hke, Bk S5 hk’—;[ }lkz_ 1 + 2 Sk, i + hk’ hke,

Je . \")
Ak:12(ok ]?_};Mk??‘

B hk hk' hk, }Lke hk?‘ hk —1 hk Vi Sk, Bk Ak Bk + Ak
m m m3 m? m? m? m m?3 | m3 m?

o | 6,00 | 6,00 | 216,00 | 36,00 28.68

114,78 | 4,78 | 109,22 | 22,85 18’07 87,53 | 5,23 | 1240,78 | 7,5 | 1248,28
2 |3,78 | 7,56 | 108,03 | 14,29 “’34 55,21 | 5,15 | 785,91 | 7,5 793,41
3 | 3,00 6,00| 54,00 | 9,00 ’32 34,63 | 5,09 | 514,56 | 7,5 | 522,06
4| 244|488 2904 @ 505 ?’15 22,27 | 5,05 | 307,97 | 7:5 | 31547
512111633 2817 | 445 | 3’22 15,55 | 5,02 | 213,33 | 7,5 220,83
6 | 2,00 | 6,00 | 24,00 | 4,00 | 4 12.67 | 5,00 | 178,87 | 7,5 186,37

1) Da die Werte A, klein gegeniiber B; sind und nur wenig voneinander
abweichen, so setzen wir sie einander gleich und berechnen 4; fiir die
mittelsten Gurtstibe, deren Lingeninderungen den grofiten Einfluf auf die
Unbekannten X ausiiben.

Bezeichnet [, das Trigheitsmoment der mittelsten Gurtstibe, so ist

-
p%:z der Trdagheitsradius dieser Stibe und wir finden daher fiir 4, wenn

o = ug = A eingefiihrt wird, wo 1 die Feldweite bedeutet,

7 \2
Ay =24 A13? oder Ak:24}.3(;> ;

Ao, .
- ist das Schlankheitsverhdltnis, das wir mit 20 annehmen wollen, Wir er-
mitteln schliefilich, wenn fiir 1 =5 m eingefithrt wird,

24-5°
Ak = 76'3-' =75 m3,
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Die Bestimmungsgleichungen lauten somit, wenn man beide Seiten der
Gleichungen mit — 1 multipliziert,

-+ 12483 X, —109,2 X, =a,
—109,2 X, 4 793,4X, — 1080 X,

I

— 1080 X, 4 522,1X; — 54,00X, =a,

— 54,00X; + 3155X, — 29,04 X, =a,

— 20,04 X, | 2208X; — 2817 X; =a,

— 287X, | 1864 Xy — 24,00X, = a4

— 24,00X; 4 1864 X, — 28,17 X, =a,

— 28,17 X, 4+ 2208X;, — 20,04 X, —a,
_}_

— 20,04 )('8 315,5 Xg — 54,00 X10 =0y

— 54,00 X, |} 522,1X,,— 1080 X, =a,,
—108,0 X,o+ 793,4 X;, —109,2 X, =a,,
—109,2 X, -} 1248,3 X,, =a,

Wir schreiben nun die ersten beiden Gleichungen nochmals an (S. 146),
derart, dafi die Glieder mit gleichen Unbekannten untereinander stehen, multipli-
zieren wechselweise mit den Beiwerten von X, und addieren sodann. Die so
entstehende neue Gleichung a) ist frei von X,. Um nicht iiberfliissige Ziffern
mitzufithren, wurden sidmtliche Beiwerte der Gleichung a) mit 1005 dividiert.
Es geniigen, in Hinsicht auf den angestrebten Genauigkeitsgrad, vier Stellen.
Unter a) setzen wir nun die dritte Gleichung des voranstehenden Systems,
multiplizieren wechselweise mit den Beiwerten von X, und addieren, wodurch
X, aus der Gleichung b), die in der Aufschreibung ebenfalls mit 1000 dividiert
erscheint, verschwindet. In dieser Weise schreiten wir bis Gleichung e) fort,
die die Unbekannten X und X, enthilt.

Nun denken wir uns den gleichen Eliminationsvorgang von der letzten
Gleichung ausgehend durchgefiihrt, derart, daff zundchst X,,, dann X,, usw. aus-
gesondert werden. Da die zweite Hilfte der Gleichungen aus der ersten ge-
wonnen wird, wenn man statt X,, X,,, statt X,, X,, usw., ebenso statt a,, @,
statt a,, a,, usw. setzt, so erhdlt man das Endresultat dieses Aussonderungs-
vorganges ohne jede Rechnung aus Gleichung e), wenn in dieser Gleichung X,
durch X, und umgekehrt ersetzt und fiir a,, a,,, fiir a,, a,, usw. geschrieben
wird. Das Ergebnis ist Gleichung e’). Auch diese Gleichung enthilt blofi
die Unbekannten Xy und X,. Durch e) und ¢') sind diese beiden Uberzihligen
bestimmt.

Wir beseitigen aus e) und €') X, und gewinnen X, als lineare Funktion
der Grofen a. Benutzen wir diesen Wert der Unbekannten X, fiir Gleichung d),
so erhalten wir X, und in der gleichen Weise weiter nach riickwirts schreitend
alle iibrigen Unbekannten bis X, als Funktionen der Gréfien a.

Schon aus den Gleichungen a) bis e) erkennt man, daf die Beiwerte der
a, von einem bestimmten Gliede an, nach beiden Seiten rasch abnehmen. Es
ist daher, nachdem X bestimmt ist, nicht mehr notwendig, bei der schrittweisen
Berechnung der iibrigen Unbekannten alle Glieder mitzufiihren. Im vorliegen-
den Falle geniigen je drei Glieder vor und hinter dem mafigebenden gréfiten
Glied, da nur vier Stellen zu beriicksichtigen sind. Das mafigebende Glied
ist in der Rechnung durch fetteren Druck gekennzeichnet.

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl, 1o
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-+ 1248,3 X, — 109,2 X, =a, 109,2
— 109,2 X, + 793,4 X, — 108,0 X; = a, |1248,3
a)--- 4+ 978,90 X, — 134,9 X; = 10,1092 a, -}- 1,249 a,| 108,0
— 108,0 X, -} 522,1 X; — 54,00 X, = a4 978,9
b) --- -+ 496,5 X; — 52,86 X, =0,01179 a, + 0,1349 a, + 0,9798 a3 | 54,00
— 54,00 X3 + 315,5 X4 — 29,04 X5 ==ay 496y5
) -+ 153,8 X, — 14,42 X; = 0,0,6367 a,) +- 0,0,7295 a5 - 0,05286 a; | 29,04
- 0,4965a,
— 29,04 X, } 220,8 X, — 28,17 Xy =a, 153,8
d) --- + 33,54 X; — 4,333 X; =0,0,1849 a, | 0,0,2118 @, - 0,0,1535 a3 | 28,17
~+}0,01442a, —+0,1538 a4
— 28,17 X, -} 186,4 X, — 24,00 X, = a, 33,54
e) --- -+ 6,130 Xy — 0,805 X, == 0,045209 a, +} 0,0,5966 a, |- 0,0,4324 a5 | 6,130
—0,034062 a, - 0,0,4333 a5 - 0,03354 ag
e’)-.. — 0,805 X, 6,130 X, | 0,03354 a, | 0,0,4333 a5 |- 0,034062 a, | 0,8050

-+ 0,0,4324 ay—} 0,0,5066 a,, |- 0,045200 a,,

39,93 X, = 0,0002651 a4 -} 0,002490 a, - 0,02656 a; - 0,2056 a4
+ 0,02700 a, -} 0,003488 a5 - 0,0003270 4,
1000 X, = 0,0072 ay -} 0,0675 a, + 0,7192 a; -+ 5,567 ay —+ 0,7311 a,
—+} 0,094 5 a5 - 0,0089 a,
33,54 X, == 0,0002118 a, -+ 0,001566 a, + 0,01471 a, | 0,1569 a;
) ~} 0,02412 ag —+ 0,003168 a, - 0,000410 a,
1000 X, == 0,0065 a, - 0,0468 a5 - 0,4368 a, + 4,678 a; - 0,7192 a4
—~+0,0945 a, |+ 0,0122 a4
153,8 X, == 0,0006367 a, -+ 0,007389 a, -+ 0,05353 a5 -} 0,5028 a,
—+ 0,06746 a; - 0,01037 ag - 0,00136 a,
1000 X, = 0,0042 a, -} 0,0480 a, -} 0,3480 a; -} 3,269 a, — 0,4386 a;
) —+0,0675 a5+ 0,0088 a,

496,5 X; = 0,01201 a, + 0,1374 a, |+ 0,9973 a; - 0,1728 a, |- 0,02318 a,
—+ 0,00356 ag

1000 X; = 0,0242 a, -+ 0,2768 a, + 2,009 a; —}0,3480 a, - 0,0468 a,
—+ 0,0072 a,
978,9 X, = o,1125 a, -+ 1,287 a, -} 0,2710 a5 4 0,04695 @, -} 0,00633 a;
1000 X, = 0,1149 @, + 1;315 a, —+ 0,2768 a; - 0,0480 a, -} 0,0065 a;
1248,3 X, = 1,013 a, -} 0,1436 @, | 0,3023 a3} 0,0524 a,
1000 X, = 0,8112 a, -} 0,1149 a, -} 0,0242 a; | 0,0042 a,.

Nachfolgend sind die Werte der Uberzihligen X nochmals iibersichtlich
zusammengestellt, wobei fiir die weitere Rechnung eine Dezimalstelle abgeworfen
wird und dementsprechend auch das drittvorhergehende und drittfolgende Glied

1) Der kiirzeren Schreibweise wegen wurde z. B. statt 0,0006 ..., 0,046 .

gesetzt.
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Ein grofierer Genauigkeitsgrad

ist zwecklos, da beim Auftragen und Ubertragen der EinfluBlinien in den iib-
lichen Zeichnungsmafistiben die vierte Stelle nicht mehr mit Sicherheit mit-

gefiihrt werden kann.

Die Werte der Unbekannten X, bis X,, gewinnt man

aus den oben berechneten Gleichungen, wenn man die Zeiger der Unbekannten
und a-Gréfien durch die Zeiger der symmetrisch gelegenen Grofien der rechten

Trigerhilfte ersetzt.

1000 X; ==0,8114a, 0,115 a, 0,024 a4
~+ 0,277 a; + 0,048 a,

1000 X, =o0,115a,
1000 X; ==0,024 a,
1000 X, = 0,048 a,
1000 X, ==0,047 a4
1000 Xy = 0,668 a,
1000 X, = 0,009 a,
1000 X; =0,012 a,
1000 X, = 0,068 q,

1000 X, == 0,047 a4

Die nédchste Aufgabe ist die Bestimmung der Grofien a; fiir

denen Laststellungen. a, hat allgemein die Form:

+1,3154,
~+o0,277a,
—!— 0,348 a,
~+ 0,439,
_*_ 0,719 a,
—~+ 0,095 a;
—+ 0,095 ag
+ 0,439 a4
~+ 0,348 a,

+ 2,009 a; 00,3484,
~+ 3,269 2, +0,4394;
+ 4,678 a;, +0,719a4
+ 5,567 2 --90,7314,
+ 0,731 a5 + 5,567 4,
~+ 0,719 a, + 4,678 a,

- 0,047 a,
—+} 0,068 a4
—+ 0,095 a, | 0,012 ag?)
—+ 0,095 ag -} 0,009 a,*)
—+ 0,719 a5 4 0,068 a,
-+ 0,439 @y 40,047 a4,

+ 3,269 2, -+ 0,348 a,,—+ 0,048 ay,
—+ 2,009 a,,+ 0,277 a,; + 0,024 a,,
1000 X, = 0,048 a, 0,277 a,y + 1,3154a,; -+ 0,115 a,,
1000 X, = 0,024 a,, - 0,115 a,, -+ 0,811 a,,

ay, = ot Wy, + B, My
Tafel 8 enthilt die Berechnung der Beiwerte o und Br-

die verschie-

Tafel 8. Berechnung der Beiwerle o und f§.
==’ (2 by~ hy), B =i (By—y 2 Ip).
2 s Ty 2hy_ Fhy | by 2k o B
m m m m m? m?
o 6,00
1 5,23 4,78 16,78 15,56 123,76%) | 81,37
2 5,15 3,78 13,34 12,34 68,70 63,55
3 5,09 3,00 10,56 978 5375 49,78
4 5,05 2,44 8,44 7,38 42,62 39,79
5 5,02 2,11 6,99 6,66 35,09 33,43
6 5,00 2,00 6,22 6,11 31,10 30,55
7 5!00 2111 611'1 6!22 30155 31}10
8 5,02 2,44 6,66 6,99 33,43 35,09
9 5,05 3,00 7,88 8,44 39,79 42,62
10 509 3,78 9,78 10,56 49,78 53,75
11 5,15 4,78 12,34 13,34 63,55 68,70
12 5,23 6,00 15,56 16,78 81,37 123,76 %)

1) Da die Beiwerte von g, und 4, in X; und X; verhidltnismifig grof sind,
wurde bei diesen beiden Unbekannten ausnahmsweise noch ein weiteres Glied

beriicksichtigt,

2) Hier erscheinen noch die Glieder A, %, und A, A’ = 36 hinzugefiigt.
Siehe die Bemerkung zu Gleichung 1) auf S. 132.

10%
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In Tafel 9 S.149 sind die Ordinatenwerte der Mg-Linien fiir die aufein-
anderfolgenden Knotenbelastungen zusammengestellt und neben jeder 9%;-Reihe
mittels der Werte o und §), das zugehbrige a; berechnet. In den letzten Ver-
tikalreihen findet man die der Belastung mit H=1 entsprechenden ;- und
ay-Werte sowie das von den Lingskriften abhingige Zusatzglied (Gleichung 1)
dargestellt. Die Momente 9, sind hierbei auf denObergurt bezogen.

Mit Hilfe der in Tafel 9 berechneten a;- Werte konnen, unter Benutzung
der oben zusammengestellten Formeln fiir die Unbekannten Xj, die Ordinaten
der Einflufilinien berechnet werden. Der Vorgang werde an der Berechnung
von X, gezeigt.

Es ist 1000 X, = 0,048 a, -} 0,348 a, - 3,269 a, -} 0,439 a; -} 0,068 a4. Die
Zahlenrechnung fithrt man wie folgt tibersichtlich durch:

Last in 1 2 3 4 5 6

0,048 @, 28 39 35 31 27 23
0,348 a, 143 286 335 298 261 223
3,269 a, 955 | 1912 | 2867 | 3127 | 2736 | 2346
0,439 a; 94 | 188 | 282} 376 | 394 | 337
0,068 a, 11 23 34 45 57 58

1000 X, | 1231 | 2448 | 3553 | 3877 | 3475 | 2987

I

Man ermittle immer eine ganze Horizontalreihe der vorstehenden Tafel,
da der eine Faktor hierbei unverindert bleibt, was beim Arbeiten mit dem
Rechenschieber oder auf der Rechenmaschine von Vorteil ist. Die erste Zeile
erhilt man, wenn die a;- Werte der zweiten Zeile (¢ = 2) der Tafel 9 mit 0,048
multipliziert werden. Die zweite Zeile wird durch Multiplikation der dritten
Zeile (k=3) der Tafel 9 mit 0,348 gewonnen usf. Nach Summation findet
man die aufeinanderfolgenden Einfluflinienordinaten fiir die Punkte 1 bis 6 in
der Schlufizeile nebeneinander stehen. In Abb. 91d ist die Einflufilinie fiir X
aufgetragen. Die Aste der Linie links von 2 und rechts von 5 wurden durch
geradlinige Verbindung der abgetragenen Punkte 2 und 5 mit den Auflager-
punkten o und 12 gefunden. Demgem#fi war die Berechnung der ersten und
letzten Kolonne in der Darstellung von X, iiberfliissig. Wie man sich leicht
iiberzeugt, weicht der unter 1 stehende Ordinatenwert nur wenig vom Halbwert
der folgenden Ordinate ab. Punkt 1 liegt daher nahezu auf der Verbindungs-
geraden o — 2. Ahnliches gilt fiir 6 und die folgenden Punkte. Bei der prak-
tischen Durchfiihrung der Rechnung ist es daher nicht notwendig, alle a;-Werte
zu bestimmen. Es gentigt die Ermittelung der durch die stark gezeichneten
Stufenlinien eingerahmten Werte der Tafel 9.

In der Abb. g1 sind die auf dem vorbeschriebenen Wege ermittelten Ein-
fluBlinien fiir die Uberzihligen X, bis X, zur Darstellung gebracht. Die Be-
rechnung des gegebenen Tragwerkes als Balkentridger ist somit, soweit die
Ermittelung der statisch unbestimmbaren Gréfien in Frage kommt, vollendet,
Da die X-Werte positiv sind, so besteht die bei der Aufstellung der Gleich-
gewichtsbeziehungen getroffene Annahme zu Recht (Abb. 83 S. 130). Der Ober-
gurt wird gedriickt, der Untergurt gezogen.

Die in der Abb. g1 gestrichelt eingetragenen Einflufilinien entsprechen
jenen EinfluBwerten, die bei Vernachldssigung der Gurtlingskrifte gefunden
werden. Der Unterschied ist fiir die Stdbe in Trigermitte am gréfiten und
nimmt gegen die Auflager hin ab. Von X; an ist der Unterschied schon so
klein, daf er in dem gewihlten Darstellungsmafistabe nicht mehr deutlich zum
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Ausdruck kommt. Im iibrigen sei auf die Bemerkungen iiber die Vernach-
lassigung des Einflusses der Lingskrifte am Schlusse dieses Paragraphen ver-
wiesen.
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Mit Hilfe der Gleichungen %) und %) findet man die Gurtmomente bzw,
deren EinfluBlinien fiir den Balkentriger mit

1
Myt = - (M — X ),
1 .
Myr = o My, — X]§"+1 k)
und fiir die Anschluffmomente der Pfosten

by
Mp =Wt — Myr = (XIZ:‘+1 — X"g =.
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Die Gurtiingskrifte sind
fiir den Obergurt

: k-1
R sin oy, i J 1 . 1+ cos® oy I
O = X.k [Cos o —— (g e —tg fy) |+ Dy sin e - ———— P ‘52 )
fiir den Untergurt
/31. k-1
U= X]l" [COS ﬂk (tg op—tg ﬂk)] —i-—— O sin ﬂk —= tg o sin ﬂk 2 H.

£ ist die Balkenquerkraft im k-ten Felde. Der Obergurt ist gedriickt, der
Untergurt gezogen.
Die Pfostenlingskraft V), ist durch die Formel gegeben

% w
B+l k P,
Vi=— = (@ ek —t& fris) — - tg o —tg f) +-F.

Py, ist die Knotenlast im Punkte k. Das —--Zeichen gilt, wenn die Last am
Obergurt, das —-Zeichen, wenn die Last am Untergurt angreift. Ergibt sich
Vi positiv, so sind die Pfosten gedriickt, andernfalls gezogen. Fiir die Pfosten-
querkraft gilt die Formel

_ u° wu
Do =X~ 4 — X

Bei der Einfithrung der Werte fiir die Winkelfunktionen sin und tg ist
auf das Vorzeichen der Winkel & und § zu achten. Die Vorzeichen dieser
Funktionen in den vorstehenden Formeln gelten fiir rechts steigende Obergurte
und fiir rechts fallende Untergurte, z. B. fiir die linke Hilfte der in Abb. 82
dargestellten Tragwerksform. Hat einer der Gurte entgegengesetzte Steigung,
so ist das Vorzeichen vor den betreffenden Funktionen sin und tg umzukehren.

Wir benutzen die a,-Werte der letzten Vertikalreihe der Tafel 9, um noch
die Grofie der Uberziihligen fiir den Lastzustand H=1 zu finden.

Nach Einfithrung der a; in die Formeln von X, bis X, auf S. 147 findet
man

X, = _—1,250t, X,"=—3482t,
:52'{_,"::—4 1,882 t, }5":—4,402t,
X,v=—2,586t, X = — 4,926 t.

Die Werte X wurden in den voranstehenden Formeln mit dem oberen
Zeiger u versehen, um anzudeuten, daB es sich um die wagerechten Kompo-
nenten der Feldkrifte des Untergurtes handelt, nachdem sich ‘die in Rech-
nung gesetzten Momente 9 infolge H=1 auf die Obergurtknoten beziehen.

Die Berechnung des Horizontalschubes H erfordert die Kenntnis der Stab-
drehwinkel einer Gurtung bei Belastung durch H=1. Wir benutzen zu
ihrer Bestimmung die Gleichungen s) auf S. 142 und die zweite Winkelglei-
chung g4) von S. 140. Die Ordinaten y;, der Gleichungen s) beziehen sich auf

die Obergurtpunkte; fiir die Uberzihligen X sind die oben gefundenen Werte
einzufiihren. Die Berechnung ist in Tafel 10 durchgefiihrt.

Die Gleichungen s) liefern die 2p-fachen Differenzen der Drehwinkel, die
wir in Kolonne 1o ausgewiesen finden. In der nichsten Vertikalreihe sind
simtliche Drehwinkel durch ¢, ausgedriickt. Die Summe dieser Glieder wird
nun in die Winkelgleichung eingefiihrt und liefert, wie wir sehen werden, den
Wert von #; und somit auch den Wert aller anderen Drehwinkel.
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Die Winkelgleichung zur Berechnung von #, lautet:

n n .
S Awgsin f — 3wy cos fy=o.
k=1 k=1

Die erste Summe ist Null, da 4u; in symmetrisch zur Mitte gelegenen Stiében
gleich grofi und sin f in der linken Trdgerhilfte positiv, in der rechten nega-
tiv ist. Setzt man wuycos ;=4 und multipliziert mit 2o, da unsere Tabelle
die 2p-fachen Drehwinkelwerte aufweist, so entsteht die einfache Beziehung

n
2o =o0.
k=1

Diese Summe haben wir in Kolonne 11 gefunden. Es ist somit
1065,6 + 240, =0
und zpd = — 88,8. Mit diesem Werte wurde sodann aus Kolonne 11 die
Wertreihe 12 errechnet.

In der letzten Vertikalreihe 13 sind die 2p-fachen Werte der Ver-
kiirzungen der Untergurtstibe zusammengestellt, weil es notwendig ist, den
Einfluf der Normalkrifte bei der Ermittlung der Biegungslinie infolge H==1
zu beriicksichtigen. Thre Berechnung zeigt die Fufinote zu Tafel 10. Es wurden
hierbei die gleichen Vereinfachungen benutzt wie bei der Aufstellung des von

den Lingskriften herrithrenden Zusatzgliedes in Tafel 7; ;— wurde wie dort 20

angenommen.

Die Darstellung der Biegungslinie und der Verschiebungsgrofie des
Punktes B aus den oben berechneten ¢- und Au-Werten wird in § 13 S. 172ff.
gezeigt werden. Dort soll auch das vorliegende Zahlenbeispiel fortgefiihrt werden.

Den SchluB dieses Absatzes mogen einige Bemerkungen iiber die
GroBe der Fehler, die durch Vernachldssigung der Gurtlingenénde-
rungen bei Berechnung der Uberzihligen im Vierendeeltrager entstehen,
bilden.

Man findet in der Literatur des Vierendeeltrigers vielfach die An-
merkung, daB der EinfluB der Forminderungen durch die Normal-
krifte auf die GroBe der Uberzihligen unerheblich ist und ohne weiteres
vernachlissigt werden kann. Dies ist, in so allgemeiner Fassung
wenigstens, keineswegs richtig. Die Verhéltnisse liegen vielmehr fol-
gendermaflen:

Der EinfluB der Gurtdehnungen auf die statisch unbestimmbaren
GréBen und auf die daraus abgeleiteten Momentenwerte hingt von
zwei Umstinden ab: 1. Vom Schlankheitsgrad (I[i) der Gurtstdbe und
swar derart, daB mit abnehmendem Schlankheitsgrad der Einflul der
Normalkrifte groBer wird. 2. Vom Verhiltnis (2/4), d.i. das Verhalt
nis von Fachhohe zur Fachbreite, derart, daB bei gleichem Schlank-
heitsgrad mit zunehmender Fachhohe der Einflub der Normalkrafte
kleiner wird. Bei breitgebauten Gurtstiben und niedrigen Feldern
wird der EinfluB der Normalkrifte auf den Wert der Uberzihligen
groBer sein, als bei schlanken Stiben und hohen Feldern. Den Ein-
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flu der Feldhohe (bei gleicher Feldweite) erkennen wir deutlich in
unserem Beispiel (Abb. 91). In der Trigermitte, wo die Tragerhohe
gering ist, betrdgt der Unterschied zwischen dem genauen und dem
Naherungswert von X, etwa 5%, Bei X, ist er, wie die Abbildung
lehrt, geringer und wird bei X, unmerklich. Eine zahlenmiBige
Grenze fiir die Notwendigkeit, den EinfluB der Lingskrifte beriick-
sichtigen zu miissen, 14Bt sich nicht gut angeben, da zwei Umstinde
vorhanden sind, die die GroBe des Einflusses bestimmen. Es ist aber
leicht, sich in jedem Sonderfalle {iber die beildufige Hohe dieses Ein-
flusses Rechenschaft zu geben. Hat man die Beiwerte B, (Tafel 7),
d. s. die Beiwerte der mittleren Glieder der Bestimmungsgleichungen,
berechnet, so geniigt eine iiberschligige Bestimmung des Zusatz
gliedes 4, (Tafel 7), um zunichst zu sehen, ob es unberiicksichtigt bleiben
kann oder nicht. Ist der Unterschied zwischen B, und (B, 4,) #°/,,
so ist auch der Unterschied zwischen dem genauen und dem ange-
niherten Wert von X, beildufig #°/,. Danach kann man seine Ent-
schlieBungen einrichten.

Es sei aber bemerkt, daB die Einbeziehung der Gurtlingskrifte
in die Rechnung so geringe Miihe macht, daB es empfehlenswert ist,
bei allen genaueren Berechnungen darauf Riicksicht zu nehmen. Die
gesamte Mehrarbeit erstreckt sich auf die Berechnung der einen Wert-
reihe 4, in Tafel 7. Diese Arbeit kann, meist ohne Schaden, noch
dadurch verringert werden, dal man den Wert von 4, fiir alle Stibe
gleich annimmt und nach dem Schlankheitsgrad des niedrigsten Feldes
bemifit, wie dies oben fiir die Trigermitte geschehen ist. In diesem
Falle ist nur eine einzige Zahl auszurechnen.

Bei der Festsetzung der zuldssigen Fehlergrenze der Unbekannten X
darf nicht tibersehen werden, dal eine Abweichung vom genauen
Werte von X in erhohtem Mafe in die daraus berechneten Gurt- und
Pfostenmomente iibertragen wird. Fiir das Gurtmoment },’ haben
wir gefunden

Mkl = % (9nk - Xk hk) .

M, erscheint hier als Differenz zweier Zahlen. Ein Fehler in X,
wird sich daher in M;! in erhéhter Weise bemerkbar machen.

Fiir eine in Trigermitte (Punkt 6) stehende Einzellast P=1? ist
M, =15 mt. Das zugehoérige X, betrigt, wie wir aus Abb. 9I ent-

nehmen, 6,014 t; h, ist 2 m, somit

M =1(15,000 — 2:6,014) = 1,486 mt.
Ist X, um 5 v. H. groBer, d.i. X/=06,314, so wird
M

6

!=1(15,000 — 2+6,314) = 1,186 mt.



Der symmietrische, eingespannte Stockwerkrahmen. 155

Das mit dem angeniherten Werte von X, ermittelte M ist so-
mit um 20 v. H. zu Kklein.

Diese Unterschiede koénnen bei statisch unbestimmt gelagerten
Systemen noch gréBer werden, da dort weitere mit Fehlern behaftete
Glieder hinzutreten.

§ 11. Der symmetrische, eingespannte Stockwerkrahmen.
EinfluB der Windbelastung. ‘
Die in § 10 entwickelten Formeln fiir den Vierendeeltrager er-

moglichen es, den Fall der Windbelastung des Stockwerkrahmen rasch
zu erledigen. Greifen die Windlasten blof in den Knotenpunkten

W, Wh,
A 4
U L
(04 oc =
W A i y W
L s

Abb. g2.

an, Abb. 92a, dann stellt der Stockwerkrahmen einen Konsoltriger
Vierendeelscher Bauart vor, Abb. g2b, fiir den die Gleichungen 1) von
S. 131 zur Berechnung der Uberzdhligen unmittelbar Anwendung fin-
den konnen, da > H iiberall Null ist.

Lotrechte Belastung der Riegel.

Um den Rechnungsgang iibersichtlicher gestalten zu koénnen, soll
jede Art der Belastung durch eine zur lotrechten Rahmenachse sym-
metrische und eine hierzu spiegelsymmetrische Lastgruppe ersetzt
werden. Die Berechnung wird dann getrennt fiir die symmetrische
und fiir die spiegelsymmetrische Belastung durchgefiihrt.
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Die Last P der Abb. g3a, die vom linken Riegelende den Ab-
stand ¢ habe, werde ersetzt durch eine symmetrische. Lastgruppe aus

! 2 p p
£ z z lf'

| i |
fe—z—a] fe—q—>1 g —sl| Jle—g—a!

a. b. C.
Abb, 93.

zwel Lasten g im Abstand ¢ von den beiden Riegelenden, Abb. g3b,
und einer spiegelsymmetrischen Lastgruppe, ebenfalls aus zwei Lasten
r—“ln—’i[ ;P im Abstande @ von den Riegelenden

bestehend. Abb. 93c. Es'ist ohne
weiteres ersichtlich, daB die Einzellast
in Abb. 93a statisch gleichwertig ist
den beiden Lastgruppen der Abb. 93b
und c.

p

I

a) Symmetrische Riegelbelastung.

Die gleiche Verkiirzung beider
Gurte hat zur Folge, daB die Riegel
auch nach der Forminderung wage-
recht bleiben und daB auch die Gurt-
neigung, von kleinen GréBen zweiter
I Ordnung abgesehen, unveridndert bleibt.
Samtliche Drehwinkel & sind sonach
Null. Da auBerdem die StabanschluB-
momente rechts und links einander
gleich sind, so bleiben bei # Feldern
bloB 2 # statisch unbestimmbare GréBen
zur Ermittlung ibrig. Von den 4 Vier-

N #7 momentengleichungen eines jeden Fel-
des sind aus Griinden der Symmetrie
7 je zwel einander gleich, so daB bei
# Feldern gerade 2 # Gleichungen zur
Berechnung der Uberzihligen zur Ver-

oMo J=e0 fligung stehen.
4 Wir bezeichnen die AnschluBmo-
> Lo mente der beiden mit dem £k-ten

Abb. o4. Riegel verbundenen Gurtstibe mit M’
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und M, das AnschluBmoment des Riegels am Knoten % mit M,".
Die einzelnen Felder haben die Héhe 4, und die Gurte die Linge 8y
Die Riegellingen werden mit /, bezeichnet. Abb. 94.

Die Viermomentengleichungen lauten nun:

Fiir das erste Feld (0 —1): (SchluBstab J=o0)
2Mys, +M"s'=o,
MOS1,+2M1uS1,+ 3M1vl1,:N15

Fir das k-te Feld: (k=2,3,..., 1)

—3M7 L A2 M s/ MY s/ =—N,_,,

M/ i s/ +2M! s/ +3M° L' =N,.

Hierbei ist zu beachten, daBl jedes Lastglied N zweimal vorkommt,
da die belasteten Riegel zwei Rahmenfeldern gemeinsam sind. Fiir
jenes Feld, fiir das die Lasten von auBen nach innen wirken, ist N,
positiv, fiir das darauffolgende Feld, wo die gleiche Lastgruppe auf
den gleichen Riegel von innen nach auBen wirkt, ist NV, negativ zu
setzen.

Aus der Gleichgewichtsbedingung fiir den Knoten k2 folgt noch

M, =M —M,’, so daB die Gleichungen a) die Form annehmen.
Fiir das erste Feld:

2M,s, 4+ M,"s,/=o,
Mysy' 4+ M,* (2 s, + 31,) — 3 M," 1)) = Ny;
fiir das k-te Feld:
—3MS_ L M (28 30 ) M s =— Ny,
CMY s M (28 +3L)—3M /=N,
Aus jedem der % Gleichungspaare folgt zunichst aus der ersten
Gleichung:

0 1 ’
k—lzé_sk/_{—slk, (3Mku—1lk—1_—Mk
-1

daher auch

1 u w .
= s BMI N = M s —N) )
k

AuBerdem fiir das erste Feld

Y5 — N, _4)s

M‘l&
My=—=L.

Fiihrt man diese Werte in die zweite Gleichung eines jeden Paares
ein, so gewinnt man nach Ordnung der Glieder folgende Beziehungen:
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Fir 2=1:
’ ’r2
s 91l
M“[—.—l—' 25,/ +31) — 31 -—]
1 2_]_( 1+31) 282/+3l1/
34 sy 2s,

2 282/ 3l1, 28/ 31f
Fir k=2,3,...,n —1:

2]

I4 ’
u 3Sp b1

M [_m S +(zs, +3l)_ﬁ,_A£ J
(N TS EREY AR 25/ 30
38 .0 2s,
Mu E+1 k+1 .
T k+125k+1+3l 25’+3lk—1 _1+25k+1+3l
Fir k=wn:
u 3S'l,_1 u[ S/o ,J
n ‘n—1 _n l
n _128’ ! 3ln—_1+Mn +3l’ 1-—‘—(2872—!—*3 n
S’
281z+3ln—1 11——1+Nn' A C)

Die Berechnung der 2 Uberzihligen M,° und M," ist somit auf
die Losung eines Systems von # Drelmomentenglelchungen zurlick-
gefiihrt.

Fir das Lastglied N, ist zu setzen:

Bei zwei symmetrisch gestellten Ein-

zellasten:
a
N,=—3P,a,l/ (1 —f)
k
Bei voller gleichférmig verteilter Last:
Ny=— %Pk lkllk2

b) Spiegelsymmetrische Belastung der
Riegel.

Da bei spiegelsymmetrischer Belastung
der Riegel (Symmetrieachse ist die lot-
rechte Achse des Stockwerkrahmens),
die Verkniipfungen

M°=—M°,
Mu _ __—‘Mu,
Abb. 95. le — _—MU

bestehen, wobei M die AnschluBmomente entlang dem linken Stiel,
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M die AnschluBmomente entlang dem rechten Stiel bedeuten, so lauten
die Viermomentengleichungen, wenn man die Bezeichnungen der
Abb. 95 beachtet,

fiir das erste Feld:
2Mys{ +M*s'+od, =0,
Mys,' 42 M," s+ M," 1’ — o (9, — 9,") = N,’;
fiir das k-te Feld:

- Mkv-—l lk’— 1'+' ZMko—l Sk’+Mku Sk/_ e (ﬁkv—1 _"?k):_'Nk’- 1

My s 2 M s/ + ML — o (9, —9,)) =N,

Die Lastglieder wurden hier mit N’ bezeichnet, um sie von den Last-
gliedern bei symmetrischer Belastung unterscheiden zu kénnen.

Insgesamt konnen 2 Viermomentengleichungen angeschrieben
werden, da von den 4 Viermomentengleichungen in jedem Fache je
zwel miteinander identisch sind, weil, wie wir sofort beweisen werden,
die Drehwinkel ¢ des linken Stieles gleich sind dem Drehwinkel &
des rechten Stieles.

Zur Beseitigung der Drehwinkeldifferenzen der . Momentenglei-
chungen d) beniitzen wir die Winkelgleichungen, die folgende Form
fiir das k-te Feld annehmen, falls wir die Dehnungen der Riegel ver-
nachléssigen:

Ads, cose—- ZE;cos(x -+ .5, sine _‘5;315 sing=o0,
As,sing—As,sine—1,_, 9", + 19"+ s, cosa < .9
-+ 1_9; $,COS@=0. [
Da infolge der Spiegelsymmetrie
ds,=— A_-S; >
so folgt aus der ersten Winkelgleichung
ﬁk = ﬁ;’

was wir oben behauptet haben.
Aus der zweiten Winkelgleichung geht ddnn

0o —t_ 19 )+ 2s,cosa-d,=—24ds, sina
hervor. Setzt man

z2s,cosa=1_,—1,
so gewinnt man die wichtige Verkniipfung

Ly @ — )+, (0, — 9 )=2dsssine. . ., . . )
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Nun addieren wir in jedem Felde die beiden Viermomenten-
gleichungen, nachdem wir sie mit /,_, bzw. [, multipliziert haben,
ersetzen die Summe der beiden Drehwinkeldifferenzen gemil Glei-
chung f) durch 24s,sing und gewinnen dadurch folgende Glei-
chungen:

Fiir das erste Feld:

M,s) (21, 1)+ M,* s (lyF2l)+M"1, 1 —204s, sine=N, ],
fir das k-te Feld (k=2, 3,..., n):

}“ér_r” “‘Mkv—1 k,—l k—1 Ic—lslc,(ZZk—l—[_lk)
b2 +MS s (G- 2h)

" + M1, —20ds,sina
% =—N/_, Loy + N1,

r Beseitigt man in diesen # Gleichungen die
Momente M° durch die bereits oben verwendete
Gleichgewichtsbeziehung

KZ_, MU J— Mu - MO’
so gelangt man zu nachfolgendem System von %
Fer? Gleichungen:
!
YYur M, s, (Zlo_’_l)
s 0415, U+ 28) 1, 1]
;rl_/”;;z —M,° l1 l1—~29Aslsln¢x_Nl'l1,
MU
A R

lwku—llkl—llk 1
i Mk0—1 K -1kt +s/ (21, 5]
P ‘ + M (s by +20) 1 L] . g

— M1l —204ds,sine

X

Y-y :_Nk’—l k—1+Nk,lk>
-—M” l' !

n —1"n—1"n—1

—i- n——l[ n,—l n—1_|_s (2ln—1+ln):|
‘}? an [n(n 1+2l)+l }
—29ds,sine=—N,/_,1,_,+N,/I,.

Mo _ = Fiihrt man einen Schnitt durch die lotrechte
Zo Achse des Rahmens, Abb. g6, so ist ohne weiteres

% 2 Yo Xlar, daB in den Schnittpunkten die Schnitt
Abb. g6. momente M und die Riegelkrifte H Null sind

und daB nur die Querkrifte Y die einzigen Uber-
zihligen des Systems darstellen. Insgesamt sind # -1 Unbekannte YV
vorhanden,- die aber durch die Gleichung Y- Y P==0, wenn P
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die Summe aller lotrechten duBeren Krifte der einen Tragwerkhilfte
bedeutet, verbunden sind. Das spiegelsymmetrisch belastete System
ist sonach bloB #-fach statisch unbestimmt, so daf die Gleichungen g)
geniigen, um die Uberzihligen zu berechnen.
Als neue statisch unbestimmbare GroBe fithren wir nun die
Summenkraft
k
£=0
ein, und stellen zunichst folgende Gleichgewichtsverkniipfungen her:

u u l\:
M, =M, - S-Z)k—1zl:l

S 3
[ [ l
Mk:%k _I_?Dk‘z@ I

Hebt man den oberhalb des Schnittes 4 bzw. o, Abb. 96, ver-
bleibenden Halbrahmenteil ab, so werden die auf # bzw. o bezogenen
Momente der duBeren Krifte P, die auf dem {iibrig bleibenden untern
Teil des halben Rahmens wirken, mit 9,“ bzw. 9,° bezeichnet.

Die Verbindung der Gleichungen i) mit der Gleichung g) liefert
schlieflich ein System dreigliedriger Gleichung zur Ermittlung der
Uberzihligen ), namlich:

i2)0[2 s1l(l02+l0l1+l12)‘{”l1,l12]—‘S.Z)l %1 ll
— M 51(2l+l) [s1 (l+2l)+l l]—[——%m 1/ Z+Nl1,

2

=2pds,sing

%5 k- "lk—l k~1+ 9. - 1[k—1l1 -1
+2s/ (G0 F Lo L L)L L —5 9,017
=zodssine+M L,
— Wy sy (@l ) A0 ]
— W[5/ k—1+2lk)—ll—lk L)+ 0 0, k)
—Nk—llk—rl'—}_zvklk’

—’2‘ _oln—l 7,,—1+ @n 1[ 1—'1l’n1“1
—I—ZS (n—1+ln—1 n+ln2)+ln’ln}
=z0ds, sine-+M"_, 1 1 _,
—E’Rno—l <2ln 1+l)+l"—1 "‘1]
_E)Rn [sn n—l+2ln)+ln ln]
—Nn~1ln—1+an1l'

Bleich, Viermomentensatz., 2. Aufl. 1
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Wir haben das die Lingeninderungen 4 s enthaltende Glied auf
die rechte Gleichungsseite gesetzt, um damit anzudeuten, daB dieses
Glied als bekannt vorausgesetzt wird. In Wirklichkeit ist 4s eine
Funktion der Belastung und der Uberzihligen §). Da sein EinfluB
aber gering ist, so geniigt es, einen geschitzten Wert von 4s in die
Rechnung einzufithren, dhnlich wie wir es beim Vierendeeltrdger ge-
tan haben. In vielen Fillen wird man seinen Einflul ganz vernach-
lassigen koénnen.

Fir das Lastglied N,’ hat man, wenn zwei spiegelsymmetrisch
gestellte Einzellasten in Frage kommen, zu setzen:

N/=P,al/ (1 — fl—’) <1 — 3ﬂ) :
lk lk

Mit Hilfe der errechneten 9)-Werte ermittelt man schlieBlich von
9, =17Y, ausgehend, der Reihe nach die Querkrifte ¥ und mittels
der Beziehungen i) die Momente M,° und M,”. Die Zusammenfassung
der Losungen der Gleichung c) fiir symmetrische Belastung mit den
fir spiegelsymmetrische Belastung gefundenen M,° und M,* liefert
schlieBlich die gesuchten Momente in den GurtanschluBpunkten fiir
die vorgeschriebene Belastung und somit auch alle anderen fiir die
Bemessung maBgebenden GréBen.

Die Aufstellung von EinfluBlinien ist bei Stockwerkrahmen meist
iiberfliissig, doch wird man i d. R. verschiedene Anordnungen der
Riegelbelastungen zu untersuchen haben.

§ 12. Die Berechnung der Nebenspannungen im
Fachwerktrager.

Das Fachwerk mit steifen (vernieteten) Knotenpunkten stellt einen
vielgliedrigen Steifrahmen vor, dessen innere Krifte sich nach der
Methode des Viermomentensatzes genau bestimmen lassen. Ihre Be-
rechnung bietet ein ausgezeichnetes Beispiel fiir die Anwendung der
in § 7 eingefiihrten HilfsgroBen I'. Fiir den Gang der Untersuchung
ist es hierbei gleichgiiltig, ob das Fachwerk iiberzihlige Stibe besitzt
oder nicht.

Hat das Fachwerk # Knotenpunkte, so betrigt, wie man leicht
nachpriifen kann, die Gesamtzahl der Uberzihligen, falls der Triger
eine Dreieckskette darstellt, 3 — 6. Fiir jeden iiberziahligen Stab treten
die beiden AnschluBmomente und die Stablingskraft als weitere Un-
bekannte hinzu. Bei der Ermittlung der Nebenspannungen eines f-fach
statisch unbestimmten Fachwerkes sind somit, wenn man von den
Stabdrehwinkeln absieht, 3(n 4 f)— 6 Unbekannte zu berechnen.
Gelingt es, die Stabdrehwinkel unseres Rahmensystems unabhingig
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von der Ermittlung der Nebenspannungen genau genug darzustellen,
so sind diese Winkel fiir unsere Berechnung als bekannt zu betrachten,
womit die Voraussetzung fiir die Anwendung des in § 7 erorterten
Verfahrens mit den HilfsgroBen I' gegeben ist. Da der Freiheitsgrad e
der Ersatzfigur Null ist, so erscheint die Benutzung der HilfsgroBen
besonders zweckmiBig, wodurch die Berechnung der 3(n-}f)—6
Unbekannten auf die Aufldsung von # Gleichungen zwischen den GréBen
I" zuriickgefiihrt wird.

Wir haben bei der Untersuchung des Stabdreieckes mit steifen
Ecken (Beispiel 4, S.59ff) gefunden, daB die Stabldngskrifte und
Drehwinkel bei beliebiger Knotenbelastung nur wenig von jenen Werten
abweichen, die man erhilt, wenn man in den Eckpunkten Gelenke
anordnet. Was fiir das einzelne Dreieck gilt, gilt auch fiir die Drei-
eckskette. Wir konnen daher an Stelle der aus den Winkelgleichungen
zu berechnenden Drehwinkel jene Stabdrehwinkel in die Viermomenten-
gleichungen einfithren, die unter der Voraussetzung gelenkiger Knoten-
verbindungen fiir die gleiche Belastung ermittelt wurden. Es scheiden
demnach die Drehwinkel und die iiberzdhligen Stablingskrifte als Un-
bekannte aus, da sie auf Grund der gegebenen Belastung nach den
Lehren der Fachwerkstheorie berechnet oder zeichnerisch bestimmt
werden koénnen. Die Aufgabe liuft somit auf die Bestimmung der
Biegungsmomente, die durch einen gegebenen Verschiebungszustand
der Fachwerksknoten in den Stidben entstehen, heraus.

In der Regel werden die Lasten nur in den Knotenpunkten an-
greifen, die rechten Seiten der Viermomentengleichungen sind daher
Null. Sitzen aber Lasten zwischen den Knotenpunkten oder ist der
EinfluB des Eigengewichts langer Stabe mit zu beriicksichtigen, oder
sind endlich einzelne Stibe in den Knotenpunkten nicht achsenrecht
angeschlossen, so ist der der Feldbelastung entsprechende Wert von N
(rechte Seite der Viermomentengleichung) einzufiihren. Im {brigen
kann die Rechnung in der gleichen Weise durchgefiihrt werden wie
bei bloBer Knotenbelastung. Bei einseitigen Stabanschliissen ist das
hierdurch entstehende Biegungsmoment aus der bekannten- Stabkraft
(nach der Fachwerkstheorie berechnet) und der bekannten Achsenab-
weichung zu ermitteln und der hiermit berechnete Wert N, (nach
Formel 14) auf der rechten Seite der betreffenden Viermomenten-
gleichungen einzufiihren.

Fassen wir das bisher Gesagte kurz zusammen: Die Ermittlung
der Nebenspannungen eines Fachwerkes mit # Knotenpunkten und
f iiberzihligen Stiben 148t sich auf die Aufstellung von 3 (n—-f)—6
Viermomentengleichungen mit ebenso vielen Unbekannten zuriickfithren.
Die Ermittlung der Unbekannten erfolgt nach Einfilhrung der Hilfs-
groBen I' aus n Gleichungen, die zundchst die sogenannten Haupt-

11%
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werte liefern, womit alle anderen Unbekannten durch die einfachen
Beziehungen zwischen ihnen und den Hauptwerten festgelegt sind.

Wir beziffern die aufeinanderfolgenden Knotenpunkte von links
nach rechts mit 1, 2, ..., n, wie das in Abb. g7 fiir einige heraus-
gegriffene Punkte gezeigt ist. Die Stabe bezeichnen wir mit dem
Zeiger jener Knoten,
die sie verbinden, so daB
sqp die Linge des Sta-
bes bedeutet, der die
Knotenpunkte o und B
verbindet. Die Anschluf3-
momente des Stabes s, s
‘heiBen Mz und M,5.
Beide Zeiger weisen auf

Abb. o7. den Stab hin, aufden sich
die Momente beziehen,
der untere Zeiger gibt den Momentenpunkt selbst an. M,/ bedeutet dem-
nach das Moment im AnschluBpunkte (Knoten) « des Stabes s.g,
My das Moment im AnschluBpunkt (Knoten) # des gleichen Stabes.
Mit Bezug auf Abb. 97 bezeichnen somit MF-e, M1, MFH, M+
die Biegungsmomente der Stibe Sp—o, 2 Ske1,% Sk,E+1 Skk+2 im An-
schluBpunkte k. Mit 9,4 ist der Drehwinkel des Stabes sqzp benannt,
Die vorgeschlagene Bezeichnungsweise hat den Vorteil, daf sie ein-
fach ist und auch bei jeder anderen von der Dreieckskette abweichen-
den Fachwerksform angewendet werden kann.

Fiir jeden Knoten werden nun die Viermomentengleichungen auf-
gestellt. Fiir den Knoten % lauten diese Gleichungen, wenn wir den
Stab s, _, , der Reihe nach mit den anderen in & angeschlossenen
Stiben zusammenfassen:

(Mo -2 ME) s g (@ MET M) sy
- Q(ﬁk—e,k_ﬁk—~1,k)=

(MIZ?G'—2+ZM]f_Q)SI:——‘Z,k—}—(ZMg-‘-l+le+1)slg,k+1 .. a)
- 9(0k—2,k_"9k,k+1): 0

(Mllrc—i’ +2 Mlz‘_z) Sllc—2,k +(2 le+2 -+ Z‘/Ilf-r-?) S?i,k+2
— 0o, Py rra) =0

o

In diesen Gleichungen bedeutet

Saf == Sap f’; und  @=6E],

wenn J, ein beliebig gewihltes Tragheitsmoment ist.
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Wir setzen nun allgemein
(MF - 2 Mg*) sy p= T, l R
(Mp*+ 2 Mf)sep=T.F. |

Der obere Zeiger der neuen Unbekannten I' stimmt jeweilig mit

dem oberen Zeiger jenes Momentes {iberein, das mit dem Beiwert 2

versehen ist.
Aus b) leitet man die Transformationsformeln c) ab, namlich:

1
My —=—— (2T — I'.F),
3Su.ﬂ . C)
+1
Mp— " (2Tf— I'yp '
350;,6'( )

Die Viermomentengleichungen a) nehmen dann die Form an

Lf? -t —o (/‘,Ic-Z,k — G _1.1)=0,
DF 2 D — 0Oy — Ty 44) =0, )
=24 Ik+2—o (ﬁk~2,k — By pya) =0. l
Die Drehwinkeldifferenzen der Gleichungen d) sind uns der Gré8e nach
bekannt. Wir schreiben daher kiirzer fiir

(g, — ﬁk-—l,k):kD,]g:; usw.

und driicken simtliche HilfsgroBen des Knotens £ durch den Haupt-
wert %2 aus. Somit finden wir

r—1
Fkk_I:Ika—Z— Fkk_2’ ]
. k-1
Fkk+‘ =g Dkig —— Pkk—z, 3 . A e)
ko k2 -2
I+ — , Dite k-2,

Gleichungen der Form e) kénnen fiir jeden Knotenpunkt an
geschrieben werden, wobei fiir die GroBen D die Zahlenwerte ein-
zufiihren sind. Nun setzen wir fiir jeden Knoten die Gleichgewichts-
bedingung

M=o

an, wie dies § 7 lehrt, driicken die Momente mit Hilfe der Formeln )
durch die HilfsgréBen I” aus, beseitigen sodann simtliche HilfsgroBen
bis auf die # Hauptwerte vermittels der Beziehungen e€), wodurch die
n Bestimmungsgleichungen der Hauptwerte der HilfsgroBen I" gefun-
den sind. Ihre Auflésung liefert diese Hauptwerte und somit auch die
Betrdge der iibrigen Hilfsgroen und Momente.

Bei Fachwerken nach Art der Abb. g7 (Dreiecksketten) sind die
Gleichungen fiinfgiiedrig. Tritt in einem Knoten ein weiterer Stab
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hinzu, so vergréBert sich die Zahl der Gleichungsglieder fiir diesen
Knoten um Eins.

Diejenigen Leser, die sich bereits mit dem Problem der Neben-
spannungen beschiftigt haben, werden erkannt haben, dal der hier
vorgefiihrte Berechnungsgang mit der von Engesser vorgeschlagenen
Methode zur Berechnung der Nebenspannungen iibereinstimmt und
daB die Hauptwerte der HilfsgréBen I' mit den von Mohr in seiner
damit verwandten Berechnungsmethode der Nebenspannungen benutzten
Knotendrehwinkeln ¢ in sehr einfachem Zusammenhange stehen.

Es ist ndmlich

r
<P="3+‘9-

Wir sind nach Ansetzen der Viermomentengleichungen und nach Ein-
fiilhrung der HilfsgroBen I" gewissermaBen zwangliufig zu jener Lo-
sung gelangt, die in der Literatur der Nebenspannungen als die ein-
fachste Methode erkannt wurde. Bei allen andern bisher bekannt ge-
wordenen Verfahren ist die Zahl der zu ldsenden Gleichungen groBer.

IV. Die Ermittlung der Formidnderungen
von Stabziigen und die Darstellung der
Biegelinien nach der Methode des
Viermomentensatzes.

§ 13.

Die Viermomentengleichungen beschreiben den Zusammenhang
zwischen den inneren und AuBeren Kriften einerseits und den Form-
inderungen anderseits, sie konnen daher unmittelbar zur Berechnung
der Verschiebungen gewisser Punkte des Tragwerkes dienen. Fiir die
Beurteilung der Forminderungen der aus steifen Stdben zusammen-
gesetzten Tragsysteme kommt weniger das Verformungsbild des ein-
zelnen Stabes, als vielmehr die Gestaltung der Verzerrungsfigur des
ganzen Tragwerkes in Frage. Diese ist aber in erster Linie durch
die Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und der Gelenkpunkte
des Systems bedingt. Wo es notwendig erscheint, kann die Zahl
der ausgezeichneten Punkte fiir die Berechnung der Formanderungen
beliebig vermehrt werden, da jeder Punkt eines steifen Stabes als
ausgezeichneter Punkt angesehen werden kann und eine weitere
Elastizititsbedingung liefert. Sind die Verschiebungen dieser Punkte
einmal bekannt, so lassen sich, wenn dies unter Umstinden notwendig
ist, Verschiebungen von weiteren Zwischenpunkten mit Hilfe der
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Differentialgleichung der elastischen Linie leicht berechnen. Meist
geniigt aber die Kenntnis der Bewegung der ausgezeichneten Punkte
und der Lage der mit den Mothentennullpunkten {ibereinstimmenden
Wendepunkte, um ein fiir die Zwecke der Praxis ausreichendes Ver-
formungsbild herzustellen. Wir wollen daher die Aufgabe, die Form-
anderungen eines statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Sy-
stems zu ermitteln, als erledigt betrachten, wenn es gelungen ist, die
Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und Gelenkpunkte des
Systems, unter Beriicksichtigung der durch die Lagerung gegebenen
Bedingungen, darzustellen.

In einzelnen Beispielen der §§ 8 und 9 wurde bereits gezeigt,
wie in einfachen Fillen aus den Drehwinkeln ¥, deren Werte sich
als Zwischenergebnisse der Berechnung vorfanden, die Verschie-
bungen bestimmt werden. Da es sich bei vielfeldrigen Rahmen-
systemen meist um die Darstellung der Verschiebungen der aus-
gezeichneten Punkte eines aus dem System herausgegriffenen zu-
sammenhingenden Stabzuges handelt, so bleibt noch iibrig, ein ein-
faches Verfahren anzugeben, wie aus den aus Momenten- und
Winkelgleichungen gewonnenen Stabdrehwinkeln die Verschiebungen
aller besonderen Punkte eines solchen Stabzuges bestimmt werden
koénnen. Vorher ist es aber notwendig, die Frage der Ermittlung der
Drehwinkel fiir einen zusammenhidngenden Stabzug kurz zu erortern.

Rz

Abb. 98.

Wir betrachten zu diesem Zwecke einen aus irgendwelchem Trag-
werk entnommenen Stabzug von # Stiben (Abb. g8), der in o gelenkig
oder durch Einspannung festgehalten ist und in # entweder auf ge-
gebener Bahn beweglich gelagert oder ebenfalls gelenkig bzw. durch
Einspannung festgehalten ist. Ebenso kénnen auch andere Punkte
des Stabzuges beliebig gestiitzt oder sonstwie mit den iibrigen Teilen
des Tragwerkes zusammenhingen. Diese Lagerungen und Verbin-
dungen kommen in der GroBe der inneren und duBeren Krifte zum
Ausdruck, die wir uns samtlich als gegeben vorstellen, insbesondere
die Momente in bzw. unendlich nahe rechts und links von den aus-
gezeichneten Punkten des Stabzuges. Wir setzen nur voraus, daB
der Stabbogen keine freischwebenden Gelenke aufweise.
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Bei # Stiben sind # Drehwinkel zu bestimmen. Zu ihrer Er-
mittlung stehen nur # — 1 Momentengleichungen fiir die zwischen den
Endauflagern liegenden # — 1 ausgezeichneten Punkte zur Verfiigung.
Durch diese Momentengleichungen ist die Lage der Stibe gegeneinander
festgelegt. Ein Winkel bleibt noch willkiirlich; der so zu bestimmen
ist, daB die Punkte 0 und n des Stabbogens in die festgehaltene
Linie 0 — # fallen. Der Zusammenhang zwischen der Geraden 0 —#
und dem Stabzug kann nun durch eine Winkelgleichung, die den
ganzen Stabzug umfaBt, beschrieben werden.

Die Viermomentengleichungen weisen, wenn wir nur gerade Stibe
ins Auge fassen wollen, die Form auf

My s +2Mlrs/4-2MTs)/ Ml i1 — OET, (O, — 9y 4 1)

=N,.
Daraus folgt
(P — et )
1
— 6E_] [Mk’f_ N sk’+ szlsk’ 4+ 2M,7 sk’+ L + Mkl+ . skl+ L Nk] ] 26)

N, ist das von der Feldbelastung abhingige Glied, es wird Null,
wenn die Lasten nur in den Knotenpunkten angreifen. Da sidmtliche
GroéBen der rechten Seiten der Gleichungen 26) als bekannt voraus-
gesetzt werden, so lassen sich die Differenzen je zweier aufeinander-
folgender Drehwinkel in einer Tafel berechnen.

Die Winkelgleichung lautet

n n
kéjlzlsksinak——giﬁkskcosak—_—o.
Bleibt der Einflul der Normalkrifte iberhaupt unberiicksichtigt, so fallen
die ersten Summenausdriicke in den Winkelgleichungen fort. Aber selbst
dort, wo dies nicht der Fall ist, kann der erste Teil der Winkelgleichung
vernachlissigt werden, da er entweder genau Null oder nur wenig
davon verschieden ist. Man kann nimlich die Summen immer in
zwei im Werte gleiche oder wenig voneinander abweichende Teil-
summen zerlegen, die wegen der Winkelfunktion sin ¢, mit verschie-
denen Vorzeichen behaftet sind.

Den Bestimmungsgleichungen fiir die Drehwinkel ¢ konnen wir
daher nach dem Vorhergesagten die Gestalt

P— =2 . . « . . . ... 20)

und
n
Shd=0. . . . ... .. .27
k=1

geben, wobei z, die bei der Ausrechnung der rechten Seite der Glei-
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chung 26) gefundene Zahl ist und 1, die Projektion von s, auf die
Gerade 0 — 5 darstellt.

Driickt man simtliche Drehwinkel mittels 26") durch ¢, aus, so
entstehen Gleichungen von der Form

ﬁk — "—9"1 - ‘Sk’
worin, wie man sich leicht {iberzeugt,
-1
Ek:%'zlo‘
Nach Einfiihrung dieser Beziehungen in Gleichung 2%) erhilt man
? 27 2 &
=1
mithin
1 n
191:[721"57" - 15
k=1

wenn L die Entfernung der Punkte o und » bedeutet.

Mit 9, sind auch alle iibrigen Drehwinkel gegeben.

Auf den Zusammenhang der Gleichung 26) mit der Formel fiir
die elastischen Gewichte eines’ Stabbogens sei hier kurz verwiesen.

Setzt man fiir alle Punkte M,!==M,"==DM,, was beim einfachen
Stabzug der Fall ist, und nimmt man nur Knotenbelastung, also
N,=o0 an, so stimmt die rechte Seite von Gleichung 26) mit der
von Miiller-Breslau angegebenen Gleichung der elastischen Gewichte
eines Stabbogens genau iiberein'). Das elastische Gewicht ist dem-
nach gleich der Differenz zweier aufeinanderfolgender Stabdrehwinkel.
Dieser Zusammenhang geht natiirlich auch aus der Ableitung der
Formeln fiir die elastischen Gewichte hervor. Man kann sich den Zu.
sammenhang auch klarmachen, wenn man das Krafteck, das zur
Darstellung der Biegungslinie dient, betrachtet. Der Winkel, den zwei
aufeinanderfolgende Polstrahlen miteinander einschlieBen, stimmt mit
der y-fachen Differenz der Drehwinkel zweier benachbarter Stibe {iber-
ein, wenn » den VerzerrungsmaBstab der Zeichnung bedeutet. Der
Einfiihrung der Winkelgleichung in die Rechnung entspricht die Durch-
fiihrung eines Polwechsels bei der Darstellung der Biegungslinie, um
den Auflagerbedingungen zu geniigen®). Der Einflul der Normal-

1) Miiller-Breslau: Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. Dritte
Auflage. S, 184. Leipzig 1904.

?) Im allgemeinsten Falle (verschiedene Momente rechts und links vom
Knoten) wiirde die Gleichung fiir die elastischen Gewichte mit den Bezeichnungen
von Miiller-Breslau lauten:

om= o |00y 20+ 2t o
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krifte erscheint in unseren Gleichungen, im Gegensatze zu dem von
Miiller-Breslau angegebenen vollstindigen Ausdruck fiir die elas.
tischen Gewichte, nicht beriicksichtigt. Dieser Gegensatz ist nur schein-
bar, die Wirkung der Normalkrifte wird, wie wir w. u. sehen werden,
bei der Darstellung des Verschiebungsplanes nachtraglich in Riicksicht
gezogen werden.

Wir wollen noch den Fall eines frei schwebenden Zwischen-
gelenkes im Stabbogen der Erérterung unterziehen. Abb. 99 stellt
einen solchen Stabzug
vor. Die Enden sind ent-
weder, wie in der Zeich-
nung angenommen, ge-
lenkig gelagert oder
weisen eine andere Art
der Lagerung auf. Bein
Stiben konnen, bei Vor-
handensein von Endgelenken z. B., nur mehr #— 2 Momentenglei-
chungen aufgestellt werden. Es miissen daher beide Winkelgleichungen
zu Hilfe genommen werden, um die » unbekannten Stabdrehwinkel zu
bestimmen. Da die Drehwinkel links vom Gelenk g und die Dreh-
winkel rechts vom g in den Momentengleichungen nicht zusammen-
hingen, so kann man simtliche Drehwinkel der linken Seite durch ¢,
die der rechten Seite durch ¢, ausdriicken. Fiihrt man die so ge-
wonnenen Werte der Stabdrehwinkel in die beiden Winkelgleichungen
ein, so gelangt man zu zwei Gleichungen fir ¢, und #,, welche
GroBen daraus berechnet werden kénnen. Mithin sind auch alle anderen
Stabdrehwinkel eindeutig festgelegt. '

Wir gehen nun dazu iiber, die Verschiebungen aus den Stabdreh-
winkeln und Stabdehnungen darzustellen.

Fiir den Stabzug o, 1, 2, ...,# in Abb. 100a seien nach Ermitttelung
aller inneren und duBeren KraftgroBBen die Stabdrehwinkel ¢, Bys o0y Dy,
sowie die Stabdehnungen A,, 4,, ..., 4, bestimmt worden. Fiir die
weitere Untersuchung werden wir daher ¢ und 4 eines jeden Stabes
als gegebene GroBen betrachten,

In Abb. 100b sind die ersten zwei Stibe in ihren Lagen und Léingen
vor und nach der Verzerrung vergroBert herausgezeichnet. Punkt o
sei festgehalten. Infolge der Stabdehnung A, gelangt der Punkt 1
nach 1’ und nach der Stabdrehung um den Winkel ¢, nach 1”, der-
art, daB die Verschiebung 1’ — 1” senkrecht zur Stabrichtung, die wir
mit §, bezeichnen wollen, der Bedingung d,=1, 4, geniigt. FaBt
man 4, und §, als Vektoren auf, so ist die Gesamtverschiebung 1 — 1"
durch die Vektorsumme

a, =449,

g

gegeben.
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Nun denken wir uns den Stab I, bei unverinderter Linge parallel

zu seiner urspriinglichen Lage verschoben, so daB Punkt 2 nach 2 ge-
langt und hierbei den Weg q, zuriickgelegt. Wegen der Stabdehnung

4, gelangt 2 nach 2’ und infolge der Drehung endlich 2’ nach 2

2

Abb. 1oo.

wobei die Verschiebung d,=1,9, betrdgt. Die Gesamtverschiebung
des Punktes 2 ist wieder die Vektorsumme der drei Verschiebungs-
vektoren q,, 4, und 4,, so daB

o, =0, + 4y 0,

Durch shnliche Uberlegungen finden wir
4y =a,+4; + 95

0, =,y T 4+ -

Man kann daher einen Verschiebungsplan folgender Art zeichnen
(Abb. 100c): Von einem Punkte O (Pol) ausgehend, trigt man in einem
beliebig gewihlten MaBstab zunichst 4, seiner Richtung. und GroBe
nach auf (0 — 1’ in Abb. 100c), fiigt an dem Endpunkt 1’ die Strecke ¢,
ihrer Richtung und GroBe nach an. O —1" ist mithin die Ver-
schiebung a, des Punktes 1 unseres Tragwerkes. Nun setzt man an
1”, A, an, an dessen Endpunkt 2’ die Verschiebung 9, und gelangt so

und allgemein
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nach 2”. O — 2" stellt die Verschiebung a, des Punktes 2 vor.
Ebenso werden die Punkte 3”, 4” usw. bestimmt. Ihre Lage zum
Pol 0 gibt im MabBstabe der Zeichnung die Verschiebung des be-
treffenden Punktes nach Richtung und GréBe an.

Da bei der Berechnung der 9-Werte die Auflagerbedingungen be-
reits beriicksichtigt wurden, so ergibt der Verschiebungsplan die tat-
siachlichen Verschiebungen der Punkte 1, 2, ..., #n.

Mit der Aufzeichnung eines Verschiebungsplanes in der Art der
Abb. 100c ist die Aufgabe, die Verriickungen bestimmter Punkte des
Tragwerkes zu finden, gelost. Hierbei ist es gleichgiiltig, ob der
betrachtete Stabzug Gelenke besitzt oder nicht, da ihre Wirkung, ebenso
wie die der Lagerung oder sonstiger Verbindungen, schon bei der
Berechnung der Drehwinkel zum Ausdruck kommt. Der EinfluB der
Stabliangskrifte wird durch Eintragen der Verschiebungsvektoren 4 in
den Verschiebungsplan beriicksichtigt.

Aus den Verriickungen lassen sich leicht Biegungslinien fiir be-
stimmte Richtungen darstellen, indem man die in dieser Richtung
genommenen Verschiebungskomponenten in bekannter Weise von
einer Geraden abtrigt. (Siehe die Komponenten £, und #, in
Abb. 100c¢.)

Wir haben bisher die. einzelnen Stababschnitte als Gerade be-
trachtet. Es macht nun gar keine Schwierigkeiten, den gleichen
Rechnungsgang auch auf schwach gekriimmte Stibe zu {iibertragen.
In z (Gl 26) tritt dann noch ein von der Sehnenkraft H abhingiges
Glied hinzu. AuBerdem ist bei der Berechnung der Gréfen 4 noch
der Einflub der Stabbiegung auf die Stabdehnung nach Formel 19)
zu bestimmen.

Das dargestellte Verfahren wird nachstehend an einem Beispiele
erprobt werden.

Beispiel (Fortsetzung des Zahlenbeispiels aus § 10).

Nachdem bereits in § 10 die 2p-fachen Betrige der Gurtdrehwinkel &
und der Stabdehnungen A, berechnet wurden, bleibt nur noch die Darstellung
des Verschiebungsplanes iibrig, um die Einfluilinie des Horizontalschubes H
auftragen zu konnen.

Sdmtliche fiir die Herstellung des Verschiebungsplanes notwendigen Werte
sind in Tafel 11 iibersichtlich zusammengestellt. Da sich der Horizontalschub
H als Quotient zweier, aus dem gleichen Plane zu entnehmenden Verschie-
bungen darstellt, so fdllt der Faktor 2p, mit dem die Grundwerte ¥ und 4
multipliziert erscheinen, am Schlusse fort, weshalb die Darstellung des Planes
mit den in der Tabelle angegebenen 2p-fachen Verschiebungswerten durchge-
fithrt wurde.



~ Die Ermittlung der Forminderungen von Stabziigen. 193
Tafel 11. Zusammenstellung der 29 d;- und 29 dup-Werte
zum Verschiebungsplan Abb. 101.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
209 [— 88,8 — 86,7|— 77,1|— 59,1|— 38,4|— 13,8+ 13,84~ 38,4|+- 59,1/ 77,1+ 86,7 - 88,8
Sk 5,71 542 5,30 515 506 501 501 506 515 530 542 5,71
20 Bysu|— 507 |— 470 |— 409 |— 304 | — 194 |— 69 |}~ 69 |-+ 194 |- 304 |-+ 409 | |- 470 |4~ 507
20Auy}—6 |—8 |—11 |—14 |—17 |—19 |—19 |—17 |—14 |—11 |—8 |—6
MafSstab der2p - fachen
Verschiebungern
200 Einkerten=17cm

Mafsstab der Ordinaten: \

7om =0, #¢

Abb. 101.

o

3 0§ Y 8
[ SR R O
r\//

829
957

4293
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In Abb. 101 ist der Verschiebungsplan gezeichnet. Der Pol o entspricht
dem linken festgehaltenen Kéampferpunkt 4. Da die Berechnung der Dreh-
winkel die #-Werte fiir die linke Tridgerhilfte mit negativem, fiir die rechte
Hilfte mit positivem Vorzeichen liefert, so bedeutet dies,” daf durch die Stab-
verdrehung die Winkel g in der rechten Hilfte vergrofiert, in der linken ver-
kleinert, die Knotenpunkte also gehoben werden. Wir tragen dementsprechend
die Verschiebungen 2 g, s; nach aufwirts auf. Die Richtung dieser Verschie.
bungen ist durch die Normalen zu den im Plane von einem beliebigen Punkte P
aus abgetragenen Stabrichtungen gegebenl). Da der Untergurt bei H=1
Druck erfidhrt, so sind die Verschiebungen Au; von rechts nach links abzu-
tragen?). Die Vektoren o1, o2 usw. geben sodann die 2g-fachen Betrige der
tatsichlichen Verschiebungen der Knotenpunkte 1, 2 usw. an.

Bestimmt man im Plane die Abstinde der Punkte 1, 2, 3, ... von der
x-Achse, so erhdlt man die 2p-fachen Werte der lotrechten Verschiebungs-
komponenten dieser Punkte. Dividiert man die Betrige dieser Ordinaten mit
dem Betrag der wagerechten Verschiebung 2pdp des Punktes B, so gewinnt
man die Ordinaten der H-Linie, die in der Abb.101b veranschaulicht ist.
Unsere Darstellung bietet somit den Vorteil, Zdhler und Nenner der Gleichung
fiir die Uberzihlige H aus einem Verschiebungsplan entnehmen zu kdnnen.

Bei Vernachldssigung der Stabdehnungen Awu hitte sich, wie man sich
aus dem Verschiebungsplan leicht iiberzeugt, H um rd. 10%/, zu grofi ergeben.

V. Tragwerke aus geraden oder schwach
gekrimmten Stdben mit innerhalb der
Stabfelder stetig verdnderlichem
Tragheitsmoment.

§ 14. Die Viermomentengleichungen.

In § 4 haben wir die Stetigkeitsbedingung flir den Fall von
Stiben mit unverianderlichem Querschnitt entwickelt. Nun kann auch
die Aufgabe, Systeme zu berechnen, deren Stibe stetige oder un-
stetige Querschnittsinderungen aufweisen, zuriickgefiibrt werden auf
die Berechnung von Tragwerken mit Stiben gleichbleibenden Quer-
schnitts, und zwar in der Weise, daB man sich die Stibe in
Teilfelder zerlegt denkt, innerhalb welcher der Querschnitt als unver-
anderlich angenommen werden kann, womit nur die Zahl der ausge-
zeichneten Punkte und somit die Zahl der Viermomentengleichungen

1) Es ist viel zweckmi#8Biger, die Stabrichtungen in der Weise der Abb. 1o1a
darzustellen, als den ganzen zusammenh#ingenden Stabzug, wie dies vielfach
iiblich ist, aufzutragen. Wihlt man in letzterem Falle den Liangenmafistab zu
klein, so sind die Stabrichtungen nicht genau genug festgelegt, wihlt man ihn
grofer, so macht das Ziehen der Parallelen Schwierigkeiten.

2) In der Abb. 1o1a ist in der Beschriftung der Verschiebungen #s und Au
der Faktor 2p weggelassen worden, um die Ubersichtlichkeit der Zeichnung
zu fordern.
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erh6ht wird. Doch ist nicht zu iibersehen, daB durch diese Ver-
mehrung der Elastizititsbedingungen die Berechnung u. U. bedeutend
erschwert wird. Da anderseits gerade der neuzeitliche Eisen- und Eisen-
betonbau der Baustoffersparnis wegen oder aus Schénheitsriicksichten

vielfach Stibe mit verdnderlichem Querschnitt benutzt, der EinfluB
dieser Verdnderlichkeit auf die GréBe der Uberzihligen aber nicht
ohne weiteres vernachlissigt werden darf, so erscheint es notwendig,
die Methode des Viermomentensatzes auch auf derartige Tragwerke aus-
zudehnen, d. h. die Auswertung der Stetigkeitsbedingung fiir den Fall
durchzufiihren, dafl die Trigheitsmomente J der im ausgezeichneten
Punkte zusammenhingenden Stibe stetig verinderlich sind.

Es ist nun klar, daB diese Rechnung nur dann durchfithrbar ist,
wenn das Gesetz, nach welchem sich das Trigheitsmoment Zndert,
fiir jeden Stab von vorneherein
festgelegt ist. Nun wire eine
allzuweit gehende, jedem mog-
lichen Sonderfall angepalite Ver-
folgung der tatsichlichen Quer-
schnittsverhaltnisse in der Bau-
praxis ohne besonderen Vorteil;

wichtig ist nur, daB der Kleinst ! ' Zyy /};/;9\ :
und GroBtwert des Triagheitsmo- |

mentes innerhalb eines Stabfeldes ~ ,
beriicksichtigt erscheinen. Wir <% 7z
machen daher fiir unsere Untersu- :’\%i—zmie |
chung folgende Voraussetzungen: { 3) !

1. Das Gesetz, nach welchem
sich die Trigheitsmomente in-
dern, sei gleichgiiltig, maBgebend
bleibe nur das Verhiltnis des |
kleinsten zum groBten Tragheits- 7 et ;
moment. ) Abb. toz.

2. Die die Anderung der re-
ziproken Werte der Trigheitsmomente beschreibende Funktion der
Abszisse « (i-Linie) werde bei unsymmetrischen Stiben durch das
Geradliniengesetz, bei symmetrischen Stiben durch das Parabel-
gesetz vertreten?),

Es werden demnach zwei Fille der Betrachtung unterzogen werden:

K

S
o~

z-Linre

SN
/ N
SN~

1) Herr Ing. P. Abeles, Recklinghausen hat in einer Reihe von Ausfiihrungs-
beispielen den Fehler bestimmt, der durch die hier eingefiihrten Annahmen
iiber den Verlauf der Triagheitsmomente in den Endergebnissen der Rechnung
auftritt. Er fand den Unterschied gegeniiber der genauen Rechnung immer
kleiner als 59, des richtigen Wertes.
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a) Stibe mit unsymimetrischem Verlauf der J-Linie;

b) Stibe mit symmetrischem Verlauf der J-Linie.

In Abb. 102a und b sind die beiden idealisierten Fille dargestellt,
wobei die Linie der reziproken Trigheitsmomente als z-Linie bezeichnet
wurde.

a) Unsymmetrische Stidbe.

Fiir das Trigheitsmoment eines Zwischenquerschnittes gelte die
einschrinkende Bestimmung, daB
es der GroBe nach zwischen den
Triagheitsmomenten der Endquer-
schnitte liege; mit anderen Wor-
ten: die Linie der tatsichlichen
Trigheitsmomente darf zwischen

Z, > . . .

é‘ o e den Endquerschnitten keine Maxi-

i Abb. 103 mum- oder Minimumstellen auf-
weisen.

Bezeichnet man mit J; und ], die tatsichlichen Trigheitsmomente
. . . .1
des linken bzw. rechten Endquerschnittes, so ist, wenn die -]— Werte

nach einer geraden Linie verlaufen sollen, nach Abb. 103

1 171 1
‘ f,;:z(‘fﬁf—;)’
somit
_ 2L
m ]0_!_]0” . . 29)

wobei [  nicht das tatsichliche, sondern ein ideales Trigheitsmoment
in Stabmmitte bedeutet. Ferner ist nach Abb. 103

e

ey —a).

oder

wobel

Jn— 1
Jo
bedeutet. « kann positiv oder negativ sein, je nachdem J = J, ist.
Hierbei nimmt ¢ alle Werte von -1 bis — 1 an. ¢=0 entspricht
Jo=J,, d.i. der Stab mit unveridnderlichem Querschnitt.

J

Das Verhiltnis =2 fithren wir in die Differentialgleichung der Biege-

. 29')

o ==

linie des Stabes ein, indem wir beiderseits des Gleichheitszeichens
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mit J multiplizieren, Man erhilt mit J; == ], cos ¢ bei Nichtberiick-
sichtigung des Einflusses einer ungleichméBigen Erwarmung:

a2 Ay 7
— N
]m ]
demnach
T ——[1e(1—29)]
’ —_— JR— _—
EJn FIa 14l 25 M,
oder
EJ, ‘Ayszx——onm’,
wenn man
(1 S Z>M — M/
setzt.

Der Lésung dieser linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
kann die Form gegeben werden:

Ay=Ay,+ady,
worin 4y, und 4y’ die Teillésungen sind, falls die rechte Seite nur
aus M, oder M, besteht. DemgemiB ist auch

ady dAyO dAy
G dw T©

und die Stetigkeitsbedingung 'l) lautet mithin

dAyo}”‘:’ I'dAyOJFO li dAyT ! [ ddy' #=0 .
[ dz & —'L\ dx k+1+ iz dz Jk+1+0k——ﬁk+1_

Der erste Teil dieser Gleichung in Verbindung mit dem Gliede
9, — 9, , simmt mit der Stetigkeitsbedingung fiir Stibe mit unver-
anderlichem Querschnitt iiberein, da Ay, zum Momente M, gehort.
Die Ausrechnung dieser zwei Glieder, nach Einfithrung des vollstin-
digen Ausdruckes fiir M, ergibt somit die Viermomentengleichung 7)
in § 4, nur ist an Stelle des unveridnderlichen Trigheitsmomentes J,
in Ubereinstimmung mit der hier zugrunde gelegten Differential-
gleichung, das durch Gleichung 29) definierte ideale Trigheitsmoment
der Stabmitte J zu setzen. Die beiden letzten Glieder stellen einen
Zusatz zu der bereits bekannten Viermomentengleichung vor, den
wir nun bestimmen wollen.

Da die Differentialgleichung fiir 49’ den gleichen Bau zeigt wie
die Ausgangsgleichung in § 4, so kénnen simtliche dort gewonnenen
allgemeinen Ergebnisse fiir die Berechnung des Zusatzgliedes ver-
wertet werden; nur ist an Stelle M_, M zu setzen und ], statt J
einzufithren.

Bleich, Viermomentensatz, 2. Aufl. 12
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Insbesondere finden wir nach den Gleichungen 5)

) v
de J,=1  EJL’
{ddy] o

dx m—o—m,

wo 9’ und B’ die linken und rechten Auflagerdriicke der durch das
Gesetz von M gegebenen Momentfliche bedeuten.

Bezelchnen wir den ersten Teil der Stetigkeitsbedingung, den wir
uns durch die mit — 6E], dividierte Viermomentengleichung 7) er-

1

setzt denken, kurz mit —8—7) und nehmen darauf Bedacht, daB3
die Verschiebungen der Endpunkte, die durch die Drehwinkel ¢ in un-
seren Gleichungen zum Ausdruck kommen, bereits in V beriicksichtigt
erscheinen, so konnen wir unter Benutzung der oben angegebenen Aus-
driicke fiir die Grenzwerte der Differentialquotienten die Stetigkeitsbe-
dingung in die Form

v 1 , 1 ,
.__6—ﬁ——E]c“‘akE]l:b%k_ak_,_lff_*_lﬁk_*_lzo, .. -.)0)

bringen. Da
Mm’:<1 — zz;~>Mz

ist, so folgt nach Einfilhrung des vollstindigen Ausdruckes fiir M
(Gleichung 3) in § 4

sl (s3) a3 ()
HimDn.

Wir ermitteln nun der Reihe nach fiir die einzelnen Glieder die
Auflagerdrucke o' und %', und zwar

2 m—li=53)(1=3)

1) Wir haben bei der Auswertung der Stetigkeitsbedingung in § 4 die

Gleichungen mit — multipliziert, was bei Einfiihrung des Rechnungser-

1
6E],
gebnisses in unsere Stetigkeitsbedingung wieder riickgingig gemacht wer-
den musf.
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1
=4l omnwete

Wir nennen

die reduzierte Achsenlinie, und bezeichnen die statischen Momente der
zwischen der Linie 9’ und der Stabsehne gelegenen Fliche, bezogen
auf den rechten bzw. linken Endpunkt, mit &'¢ und &'7, dann ist

, &' _@'r

a:T llIld bI—T

d) mm=<1 ——z%—) N, -

Da das Gesetz von 9t zunichst unbekannt ist, so benutzen wir
fir die Auflagerdrucke die allgemeinen Bezeichnungen

A'P  und PP
Die voranstehenden Werte der Auflagerdrucke ergeben

rE—1
©k

R

I+t
@k+1

1
QIk’+1=1‘4k7 kgl+Hk+1 l _}_QI

Der untere Zeiger der Flichenmomente 6 stimmt mit dem Stab-
zeiger iiberein, der obere Zeiger gibt den Bezugspunkt fiir das Mo-
12%*
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ment an. Mit den Werten von %8,” und 9, , geht die Gleichung 30),
nachdem alle Glieder noch mit — 6F J, multipliziert wurden, iiber in

k=1
G

V+ﬁ%;[lwk+H +wﬂ

A - @;i‘il
+6“k+1]/c+1 +Hk+1 I, +%k+1

oder

, L
V—o, ML+ ML+ 60 H G4 ll"a'

l l’ l
—+6a,,, k+1@7:f_4{1£_t1+6ak§3,éP_lk_+6ak+lmlzf1lk+1 o.
k

l2
k+1 k+1

Nach Einfiigen des vollstindigen Ausdruckes fiir V gemaB Glei-
chung %) erhilt der Viermomentensatz fiir unsymmetrische Stdbe
schlieBlich die Gestalt

My L 4 (2 —a) MRL (2 -+, ) M7 MY L,
1/ 1’ ’
+6H, ZL“ [+ «@* 1], +6H, ,, l_z%tl_ [GF+1 b a@®+1]
k

—BEJ (9 — D) =N\ . . .30

hierbei ist das Belastungsglied

ll ll
N=N—6¢%,/P*-—06¢.,, 0L 2, . . 32
b lk+1

unter N das Lastglied der Viermomentengleichung 7) verstanden.

Die Viermomentengleichung 31) hat im wesentlichen den gleichen
Bau wie die Gleichung %), sie unterscheidet sich von dieser nur durch
die gednderten Beiwerte einzelner Glieder. Sind diese Beiwerte ein-
mal festgelegt, so ist die weitere Rechnung in der gleichen Weise
durchzufithren, wie bei den Systemen mit Stiben von unverinder-
lichem Querschnitt. Wichtig ist hierbei die Tatsache, daB der von
den Drehwinkeln ¢ abhingige Teil der Gleichung 31) im Vergleich zu
Formel 7) unverindert geblieben ist.

Es bleibt noch iibrig, das Belastungsglied N’ zu bestimmen. Wir
filhren die Berechnung nur fiir zwei Fille durch. 1. Einzellasten senk-
recht zur Stabsehne und 2. gleichférmig verteilte senkrecht zur ‘Stab-
sehne gerichtete Vollbelastung.

1. Belastung der Felder Iy und lyy. durch FEinzellasten Py und
Py 1 Senkrecht zur Stabsehne, im Abstande ay bzw. ay 1 vom linken
Stabende.
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Fir M, gilt
x
wenn x<_a imx:P(l._a)T,
x
» x>a gﬁx-___:Pﬂ<1-—'—l—>’
daher findet man fiir M,
wenn < a Smm":P(l”““)('l‘sz)%u
’ X
y X >a gﬁm:Pa<1——2 l><1___l_);

ferner die Auflagerdricke %'P und %'P der zu I, gehérenden
Momentenfliche

a
wr—pl=? (1#2-”3)35-(1_@(19:
! 1)
0

+Pﬁ;_f(1__2%)(1_,?.>.(l—x)dx=—gpla<'l——%—)3,

l—a z\ x
'p__ * .
B P ] f<1 2 l) ; xdx

0
4

—}—P%f <1 —z% (1 —w——?lg—>~xdx:—-%Pl(l——a)(—?—)s.

a

Mithin lautet N’

' . 3 a 3
N'=N-+ P, L)/ (I —a), (Tk) —Pii1®psles Gia <1 N‘lk+l> )
3

k+1

Damit ergibt sich der Gesamtwert des Belastungsgliedes, wenn man
N nach Gleichung 9) S. 32 einfiigt und fiir ein System paralleler
Lasten das Summenzeichen vorsetzt,

R T
it Znagetlo ) el

k+1
Den von % abhingigen Teil der beiden Summenausdriicke fassen

wir unter der Bezeichnung ¢, und ¢, zusammen, derart, daB
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(] P
n=t (=)l ) ()]

ist. Mithin erhilt Gleichung 33) die Gestalt
N=—LL 3P — by i3 XPiaps. - . . 33)

Ist nur ein einzelnes Feld mit P=1 belastet, dann geht N’ iiber
in F,’ bzw. F,/, welche Funktionen nun die Werte

Fi=—o, 1V Fy=—g,ll

34)

annehmen. ,
Zur Erleichterung der Berechnung von ¢, und ¢,, die sich auf
die Form ¢, =4, + B,«, ¢,=A, — By« bringen lassen, sind die

Beiwerte A und B fiir verschiedene Verhiltnisse von fll— im Anhange

in Tafel Ill zusammengestellt.

2. Gleichformig verteilte Vollbelastung py und pry, der Stibe Iy
und Ik+1.
Setzt man in Gleichung 33) fiir P, p da und an Stelle des Summen-
zeichens das Integralzeichen, so erhilt man
!
a a a a\?
Np’Z*?kalk'fﬂ = D(+5)—e(3) ]2
% (2
0
!

a a a a\?
et [ (18 [(s— ) = 2)] e
pk+1 k+1 k+1J lk+1 lk+1 1 —!— 1 Bt

Wir berechnen daher
i
a a\ Tl a a\? _( __ﬁ>i
f?(“?) _(1+7>+“<7Hd“— '=3)%
0

und
I

J 5 (=D reli— )= 5)5

0

Somit finden wir

277/ Oy P 2 4 % 2
Np’z*‘%lk'lk (’1‘"';) '__:_Lllk—}-]lk—}-l <1+%> . 35)
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b) Symmetrische Stdbe.

Unter der Voraussetzung, da die Linie der reziproken Trigheits-
momente (¢-Linie) durch eine Parabel zweiter Ordnung ersetzt werden
kann, besteht unter Hinweis auf Abb. 104 folgende Beziehung:

R

oder i
t
] 1 1 6
—_ == —}‘* o —_— 2 .3 ) 7 7
J ! Z 7 |4 Z
.. .. 1 Parabe/ Yo
wobel wie frither - :
-L/nre
— T ]
= Jﬂ J o .. .30) I-e—.z:————»ll i
0
A =
bedeutet. ¢ ist positiv oder negativ, ) Abb. 104.

je nachdem J = J, ist.
Fiihrt man, wie oben, das Verhiltnis % in die Differentialgleichung

der elastischen Linie ein, so lautet diese Gleichung

1o [orfims)]
E]mcos<p—d—x,r——lL'l—{—a 1———2—l— M,
oder

EJ, dAy —M,— M,

wobei

M= (1 — 2%>‘Mm
bedeutet. Auch hier hat die Losung der Differentialgleichung die Form
Ay:Ayo—i‘“AY"»

weshalb auch die Stetigkeitsbedingung die gleiche Gestalt wie oben

(Gl. 30) annimmt; nur sind fiir B,” und 9,’, , die den gednderten Werten

von M. entsprechenden Ausdrucke von B,” und 9, , einzufithren.
Es ist nun

e i3 ) o (o2 5 (i)
—1—(1—2%)293235.

Wie unter a) bestimmen wir auch hier fiir die einzelnen Glieder
von M der Reihe nach die Betrige der Auflagerdrucke o” und p”
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der Teilmomentenflichen. Wir finden:

. mx:@_z;)ﬂ'@“;):

, 1 ( x‘\‘-’x 1
—_— 1 — —_ —_ — _
a lf 27 7 (I-—=x)dx 301,

0

l
B — <1-—z—”—)2fi wdz— 1
=7 1) T

2\2
c) mz:<1—27> y.
Deutet man R
( | x) .y
—2- y=Yy
l
wieder als reduzierte Achsenlinie und nennt man die statischen Mo-
mente der Fliche zwischen 4" und der Stabsehne, bezogen auf den
rechten bzw. linken Stabendpunkt, &”! und &”7, so ist
et "

= und b = -5

”

d) mx:(’l Mz—lx~>dgﬁz:

Die von 9t abhingigen Teile der Auflagerdriicke bezeichnen wir

zundchst kurz mit
2[”}) und 58// p‘
Hiermit ergeben sich die Auflagerdriicke %8,” und 7, , der Stetig-
keitsbedingung mit
21 e k-1 )
S H, = — 9,7,
L ke
. k+1 "p

g)l;i’+1:M,C7 k+1‘+‘ k-l-l kiol—}—HIH»l'l + QIlu-%—l'

l
%kﬂ _ MkT* ) 370 L Z‘/Ihl 15
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Somit gewinnen wir aus Gleichung 30) nach Einsetzen der Be-
trige fur 98,” und 9, , und nachdem wir alle Glieder mit —6E],
multipliziert haben, die Beziehung

l/]c 1
v+6uk]k {Mkr—l + k 15 +H *’*-#“J“%”P}

] @Zk'fl np

k+1 k+1 +

bepy ]k+1]: k+1 I P I 82Ik-:—l}—o
k+1

oder

k+1lk+]

V_|-u"Mkr_1l ,+%-Mkllkl+4_“;ﬂMkrl L1 T ukHM

ll l/
"Eg—1 'k k41 k+1 np'k
+ 60, H, &, "f‘:+6“k+1Hk+1 Crt1 Z”E*'!"E’“k%k Pl*“
E+1 k
I/P l’
1 k+1
+ 60, mkﬂl_—-‘o'
E+1

Fithrt man schlieBlich fiir ¥ den vollstindigen Betrag der Glei-
chung 7) ein, so lautet der Viermomentensatz fiir symmetrische Stidbe
mit stetig verdnderlichem Querschnitt:

<1~{——‘2—">Mk L/ +z<1+2“k>Mlz +z(1+2“k+1>Mrzk’+1

o ’
+<1+ k+1> k+1 k—r1+6Hl.l [@k—1+a6’k_1]k

, 1/
+6H k+1[@k+1_l‘“@”k+1j k+1 —6E]c(‘ 0k+1) N” . 37)

k+1lk +1

Das Belastungsglied N” ist

! ’
N”=N—6c¢k§Bk"P§l"———6o¢k+191;;f1 ll"+1 ... . 398
k E+1
N ist das Lastglied der Momentengleichung 7).

Nach Feststellung der Beiwerte auf Grund der Abmessungen der
Stabe 1, und [, ,, wobei bei krummen Stiben an Stelle der wirk-
lichen Achsenhnle y die reduzierte Achsenlinie y” tritt, erhidlt man
Viermomentengleichungen von der gleichen Gestalt wie bei Tragwerken
mit Stiben unverinderlichen Trigheitsmomentes, weshalb auch die
weitere Untersuchung den gleichen Weg nehmen kann.

Ermittlung des Belastungsgliedes N”.

1. Belastung der Stibe Il und lxy. durch Einzellasten Py und
Py 1 senkrecht zur Stabsehne, im Abstande ax bzw. Qg1 vom linken
Stabende.
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Es ist
x x\?
fir < a Mx”zP(l——-a)T<1 ———27) s
fir x>a Mz"=Pa(1-—-—7~>(1—zlﬁ>-,

damit folgen fiir die Auflagerdriicke %"? und $B”? die Formeln

I

9"P—P l7—“ﬂ1~ 2%)2%-(l—m)dm—{—PTaf(1 ~z%”)2<1 - 7”) (l—2)dz

PO IESN ES ES )

S| PR )

Wir finden somit N”

N”zN—-S—Pl' ( >[1+*—4( >+6< )L
)+ = (5 +6 (5]

und schlieBlich nach Einfiihrung des Wertes von N fiir eine Gruppe
paralleler Einzellasten :

——Zklk'ZPk%% D (D56 [ G
oo S (== 1) (9

k+1
_.ag(l—a)?[%
5 l

o« a
Crta A1
Pyql k+1“k+1<1
/S

3(;_01)]}“1. e 39)

Bezeichnet man den von% abhingigen Teil der beiden Summen

mit @,” und ¢,’, so daB
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it (1= =)o+ )

und 40)

%':—‘;—<«——‘;—>{<1+%> <1+%>—%f‘<7“>2 os (&)}

ist, so lautet
N'=— 1Ll SP@) —lylivy X Pepapds « + - 39)

Setzt man in @,’ fir }—a, a, so geht die Linie in ¢, iiber; o,
ist somit das Spiegelbild von ¢, .

Fiir den Fall, daB bloB ein Feld mit der Einzellast 1 belastet ist
(EinfluBlinien), geht N” in die Funktionen F,” und F,’ ’ {iber, und zwar:

F"=—e@/Il und F)/)=—¢@, 1.

Zur Berechnung der Funktionen ¢,” und ¢,’, die die Form
@' = A -+ Ba annehmen, dient die Tafel IV im Anhange.

2. Gleichformig verteilte Vollbelastung pyx und prpiyy der Stibe
I und lpq1.
Aus Gleichung 39¢') leiten wir die Benehung ab:
! 1

N =—p,1, lklf‘Pe, da—priibiiik +1J“P1’ da.
0 0

Die Ausrechnung der bestimmten Integrale auf Grund der For-
meln 40) fir ¢, und @, liefert

” 1 ’ D‘ 2 “

c) Symmetrische und unsyrrimetnsche Stébe.

Wechseln symmetrische Stibe mit unsymmetrischen Stiben im
Tragwerk ab, so sind die Viermomentengleichungen aus den Glei-
chungen 31) und 37) sinngemdl zusammenzusetzen.

a) Folgt ein symmetrisches Feld einem unsymmetrischen, so lautet
die Viermomentengleichung:

M

k-1

L (2 — o) M} L 2 (1 -+ zuskﬂ) M,

1 :
+ (1—{—%;__1_) Mkl+1lk’+l +6Hk lk‘.’ [6kﬁ1+“6’k“1]k
k

+6H, ., lk+1 [@k+1+“@"k+1]k+1 - 6E]c('9k_ﬁk+1):N3
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fiir Einzellasten P:

Ne=—1LL SPo,— Ll X P9
fiir Vollbelastung $:

’ « P 2 o
Nz_%lkgl# (1_?>"J4+_1lk +1lk+1<1+l§—1)'

b) Folgt ein unsymmetrisches Feld einem symmetrischen, so gilt:
2a
(1) b 2 (1 202 M2 (2 e M
+ M, k’+1+6Hkl—Ik2' [SF- + &1,

L. ,
+6Hc+1l2 [@k-‘-l_""‘@IH—I]1~+1_6E](T9 Yy =N;

fiir Einzellasten P:

N=—0L1L 3P — b1/ s1 X Ppiy Pis
fiir Vollbelastung p:

N:——p"l"l <1+ ) 7"_41 lk+1lk+1(1—|—-“"5+1>

§ 15. Die Ermittlung der Lingeninderungen 4! in den
Winkelgleichungen; Beispiele.

Wir schliefen uns eng an den Gedankengang in § 5 an, der die
Berechnung der Langeninderungen A ! fiir Stibe mit unverinderlichem
Querschnitt zeigt, weshalb wir uns in den folgenden Darlegungen etwas
kiirzer fassen werden. Die Formeln fiir die Anderungen 41 der Stab-
sehnen bei symmetrischen und unsymmetrischen Stiben konnen unter
einem entwickelt werden, da beiden Fillen die gleiche Differential-
gleichung zugrunde liegt. Der in § 14 benutzten Ausgangsgleichung
geben wir jetzt die Form:

EJn @}?, =—M,—aM,.

Jw==1J,cosq ist bel unsymmetrischen Stiben durch Gleichung 29)
festgelegt, die eine Verkniipfung der beiden ungleichen Endquerschnitte
Jo und J darstellt. Bei symmetrisch gebauten Stiben ist J das tat-
sichliche Trigheitsmoment im Mittelquerschnitt. Unter ¢, wird, wie
in § 5, der Drehwinkel eines unendlich kleinen Stabelements ds mit
der Abzisse  verstanden. « ist in beiden Fillen der durch Formel 29"
erlduterte Zahlenwert.
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Mx ist durch die Gleichungen gegeben:
bei unsymmetrischen Stiben

x

Jl_/[;=Mm'=<1 —2 Z)szw(x)Mm,

bei symmetrischen Stiben

9

2

Z\—J;_—_Mz”:<1 -—23;) M, = w (@) M,.

Wir bezeichnen den von z abhingigen Beiwert in beiden Fillen mit w (x)
Aus der Differentialgleichung folgt unter Benutzung des in § 4 ab-
geleiteten Satzes iiber die Querkraft der Momentenfliche

Ej;ﬂﬂx:mm_i_“ﬁ;’

wo %, zur Momentenfliche M, und ﬁm zur Fliche Hw gehoren.
Aus § 5 entnehmen wir die aus der Winkelgleichung entwickelte
Beziehung fiir die Lingendnderung 4!

l
Hl
Al:EFm—l—octtl—[—fﬁxdy.
0

F, bedeutet eine passend gewahlte mittlere Querschnittsfliche. Der
von der Stabbiegung herrithrende Teil von 41, d.i. 41, nimmt nach
Einfilhrung des Betrages fiir ¢, den Wert an:

l

J‘ﬁz‘dy.
0

i 1
Al—fﬂd —-—Lfsnd + 2
0 0
Nun ist
i l
fideyzszmydw
0 0

und ebenso
!

i
[ R, dy=[M o@)yds,
0 0

wenn man fiir M, den Betrag M, w (2) setzt. w (%)-y haben wir im
vorangehenden Abschnitt als reduzierte Achsenlinie y" bzw. y” be-
zeichnet. Wir nennen sie jetzt in beiden Fillen y und erhalten

! !
1 -~
Alb=~E—],”: [foydx+anzydx:|.
0 0
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Nach FEinsetzen des ausfithrlichen Wertes von M, nimmt diese
Gleichung folgende endgiiltige Form an, falls man, wie vorher, die
einzelnen Integralausdriicke als Flichenmomente deutet.

A= 5r | @+ e8)+ 2 (& +u) 2 H (6.4 )

HE+e0)].

&, &, @: und G haben die gleiche Bedeutung wie die GréBSen
€', @7, &, und G (siehe S. 40), nur ist zu ihrer Bildung an Stelle
der Stabachsenlinie y die reduzierte Achsenlinie y zu beniitzen.

Fiir unsymmetrische Stibe gilt

- xr
y=(‘—27)y’

flir symmetrische Stibe

_ z\?
y:(1_27> Y

Der Gesamtwert 4/ betragt somit
M? —
EF R A EACENC R HCERE)
+2H(@x—{—a6m)+(6+a@ﬂ. e e e e e e . 42)

Bei symmetrischen Stiben kann die Gleichung noch in die ein-
fachere Form gebracht werden:

HI
Al— ot ,¢1+E]m[ (B o D) (Mr -} M?)

m

+2H(@m—§—u@m)—}—(G_—}—a5)], C e e e e 42

unter @ und & die Flichen zwischen der Stabsehne und den Achsen-
linien y bzw. ¥ verstanden.

Bei geradachsigen Stdben ist der Klammerausdruck Null und 4!
beschriankt sich auf

Hl 7"
Al = EF—,_O‘”""‘,""'A‘Z)

m

Beispiele.

1. Beispiel. Es ist die Einflufilinie des Stiitzenmomentes M, des in
Abb. 105 dargestellten durchlaufenden Balkens mit zwei gleichen Feldern dar-
zustellen, Die Feldstiitzweite sei 7, das Verhiltnis der Endtrigheitsmomente
eines Feldes

J =47,



Die Ermittlung der Lingeninderungen A/ in den Winkelgleichungen. 191
Nach Formel 29) (unsymmetrischer Stab) ist das ideale Trigheitsmoment
Jn fiir die Feldmitte der linken Offnung
2-4J,2 8

Jn= 5]0 -—"5‘]()’

Abb. 105.
daher
_ Jn _ 3
=" —1==,
Jo
Fiir die rechte Offnung ist sonach
=3
5 b

welchen Wert man auch erh#lt, wenn man J, nach Formel 29) berechnet und
damit ¢ bestimmt,

Abb. 106.

Die Momentengleichung lautet somit (Formel 31)

(2 =3 Myl 4= (2 —°f) MV =N )

oder
28 M, =N,
somit
N 124
M= gp="32gp %= 3579l

Mit Hilfe der Tafel III auf S. 220 finden wir mit ¢ =0,6 fiir den linken Zweig
der Einflufilinie:

1) Eigentlich liegen Stibe mit gekriimmter Stabachse vor; da aber H sehr
klein ist, so unterdriicken wir die von den Sehnenkriften abhingigen Glieder.
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afy o, 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
@, 0,0985 0,1882 0,2617 06,3130 0,3375 0,3322 0,2053 0,2266 0,1273
M,[l o0,0352 0,067z 0,0934 0,1118 o0,1205 0,1186 0,1055 0,0809 0,0455

In Abb. 106 ist die Einflufilinie dargestellt. Zum Vergleiche wurde die Ein-
fluBilinie fiir den Triger unverénderlichen Querschnitts strichliert eingezeichnet.

M, My
| e — ———
| | | |
‘ L=20m e Ly=30m | =20 rm——nl
Abb. 107.

2. Beispiel. In Abb. 107 ist der Umriff eines dreifeldrigen Durchlauf-
balkens mit den Stiitzweiten 20, 30, 20 m dargestellt, Die Einflufilinien der
Stiitzenmomente sind zu ermitteln.

In den Seitendffnungen ist:

links: Ji=2],, rechts: J, :% T
wobei
]s = ]o: ]2 = ]1 .
Sonach ist fiir die Aufienfelder laut Gleichung 29)

e
links: Jno= 22J0° 45 rechts: J,— : 2];:3]2;
RN in
und nach Gleichung 29')
. % ]0 - ]0 1 2]2 - ]2 1
links: o, =" 4];_23’ rechts: oy ==" ]2—:—5.
Fiir die Mittelffnung gilt mit
Jn=0,6 ]1
= Sﬁ_f]_:i ——o4.

Die beiden hier in Betracht kommenden Momentengleichungen nehmen da-
her unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafi die Aufienfelder unsymmetrische
Stibe sind, das Mittelfeld aber einen symmetrischen Stab vorstellt,folgende Form an:

2 o,

(2 — a;)) ML, + 2 (1 +5 >M,l2’+<1 +";—2) M,l, = N,,

2 oy

(1 +‘i;i> Ml -2 (1 + ) ML, (2 L e) Myl = N,.

Die Einfithrung der «-Werte liefert:

5

(1,6671" 4 1,684,y M, - 0,921’ M, = N,
0,920, M (1,681, - 1,6671") My = N,.
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Wir wihlen als J, das Trigheitsmoment des Mittelquerschnittes der Mittel-
offnung und berechnen
0,9/, =18 m, Z

,_0,6-2]0 - ,_0,6.2]0 .
w———4 — 1, = 3 ——4 — 4
5]0 5]0

lZ,Z: 9 = 30m.

Z

5 =0,9/,=18m,

Damit gehen die Dreimomentengleichungen iiber in:
80,4 M, + 27,6 M, =N,,
27,6 M; -+ 80,4 My= N,.
Thre Auflosung fithrt zu den Gleichungen
M, =o0,01410 N, — 0,00484 N, ,
M, = o0,01410 N, — 0,00484 N, ,

Behufs Ermittlung der Einflufilinien betrachten wir der Reihe nach' die Be-
lastung des ersten, zweiten und dritten Feldes mit je einer Einzellast 1.

Man- erhélt so folgende Lastglieder:

linker AuBienzweig der EinfluBilinien:

N, = — @,l,1)/ = — (4, — B, ;) 0,91,2, N, =o;
mittlerer Zweig der Einfluflinien:
N, = — @,/ 1) = — (4 +B/ 0‘;3) 1% Ny == — @)/ Ll = — (4! 4 By ) 15?3
rechter Aufienzweig der Einflufilinien:
N, =o, N, = — @, ;1) = — (4, + B, «;)-0,91,2.
s * I 0

|

M, —Linie
Abb. 108.

Unter Beniitzung der Tafeln III und IV im Anhang ist die nachfolgende
Tabelle der Lastgrofien N, und N, (s.S. 194) berechnet.

Mit den so ermittelten Werten von N berechnet man, mittels der oben
aus den Dreimomentengleichungen abgeleiteten Formeln fiir M, und M, die
Ordinaten der Einflufilinien der Stiitzenmomente. In Abb. 108 ist die Einfluf-
linie M, dargestellt.

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 13
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3. Beispiel. Die Anwen-
dung der Formeln fiir den sym-
metrischen Stab soll an der
Berechnung des in Abb. 109
dargestellten Briickenrahmens,
dessen oberer Riegel gegen
die Mitte abnehmendes Trig-
heitsmoment aufweist, gezeigt

A

—nne ]

Feqorom*

7Emy

14 =g0080m*.

=0,0280m*

(A 70me 8

Abb. 109.

werden. Dieser Riegel, dessen
Achse gekriimmt ist, soll zur
Vereinfachung der Rechnung
als gerade betrachtet werden.
Die Abmessungen sind in Abb.
109 eingeschrieben. Die. Be-
lastung bestehe in einer wage-
rechten Einzellast W, die im
linken oberen Eckpunkt an-
greift,

Wir bezeichnen die 4 Ecken
des als Balken gelagert ge-
dachten Rahmens, von links
unten beginnend, mit 1 bis
4 und geben den 4 Eckmomen-
ten die gleichen Zeiger (Abb.
110). Die reduzierte Linge des

Tafel der Lastgrofien N, und N,.
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Hierin ist

,® ist das Spiegelbild von N,®,

Nzw) = — 0,9-20? (1 _!_ 2),

N = — 50 (1 2),

N®=—0,9-20%(1 — 2),
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Quertrigers sei b, die des Riegels # und die der Pfosten 4'. Die
dazugehérenden Drehwinkel wurden mit ¢, und 9} bzw. &, be-
zeichnet. ¢&,, der Drehwinkel des Quertrdgers, ist voraussetzungs-
gemdh Null ~

Wenn wir bei Punkt 1 beginnen und fiir den Ansatz Gleichung 37)
benutzen, wobei bei den geraden Stiben ¢==0 zu setzen ist, so lauten
die Momentengleichungen:

1
Mlh"‘l—zM% lyh,—!— (1 +2—;f>7’_i+<1 +§> M37/ - 6E]c(19hl - 07-): 0,

(1 +§)M Y+ 2 M, [(1 + %"‘) 7 -+ h} LMK —6EJ,(#,—d7)=o0,
My 2 M, (i + V) + M — 6EJ 87=o0,

MY +2M, (¥ + W)+ MW 4 6E J 9} =o0.
Bei Vernachliassigung der Lingendnde-

rungen haben die Winkelgleichungen die Mr} i 7 3/"/’"1
einfache Gestalt: ‘
hdt—hd,r=o0, Z
L \,‘.‘9 C
b9, =o, * %
somit =
i =r=1, - %
und
07’ =0. /‘/7 , )b, %0 4 |
Wir fithren dieses Ergebnis in die Mo-  ## kX
mentengleichungen ein, setzen zur Ab- 4 -
kiirzung Abb. 110.
h’+<1+g5ﬁ>7'=x, <1+%>7'=l,
6E],=¢

und erhalten
MW + 2M,» + M;A — 0, =0,
M,A 4 2My»—+ MW -+ 09,=0,
MW ~+ 2M, (W +b") 4 MY — 09, =0,
MV +2M, (b + W)+ MyW 4 o9, =o0.

Da das System dreifach statisch unbestimmt ist, so reichen diese
vier Gleichungen zur Berechnung der drei Uberzihligen und des Stab-
drehwinkels &, aus. Nach Addition der zwei ersten und zwei letzten
Gleichungen entsteht

(M, 4 M) W+ (My~+ M) (22 + 1) =0,
(M, + M4) 3V +2/)+ (Ma + M) W=o.

13%
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Betrachtet man die Momentensummen als Unbekannte, so liegen
zwel Gleichungen mit zwei Unbekannten vor. Da 'die rechten Seiten
Null sind, so ist

My=—M, ud My=—DM,. ......23
Die Subtraktion innerhalb der Gleichungspaare liefert
(My — M)W+ (My— M) (2 — 1) — 209, =0,
(M, — M) (V' + 2) 4 (M — M) W -+ 208, —o.
Nach Beseitigung von , durch Addieren dieser Gleichungen folgt

(M, — M) (¥ -+ 3K) + (M, — M) (22— A K)=o. . . b)

In a) und b) haben wir die drei winkelfreien Gleichungen ge-
wonnen, aus denen die drei Uberzihligen bestimmt werden kénnen,
Nach Ausscheiden von M, und M, aus b)

s 7 mittels der Beziehungen a) findet man
ﬁ schlieBlich:

% w
M,(Y' 4 3W)+M,(2x— A+ h)=0.. c)

w '\Zr z

Gleichung c) enthdlt noch zwei Unbe-

kannte, es ist daher noch notwendig, die sta-

tischen Beziehungen zwischen M, und M, in

Rechnung zu ziehen. Bei der Auswahl der

Uberzihligen lassen wir uns von den bis-

W’zé'f herigen Ergebnissen leiten. Da zwischen 1

und 4 sowie 2 und 3 keine Lasten angreifen,

so ist die Momentenlinie im oberen und un-

teren Riegel eine Gerade. Aus den Bestim-

7’2' mungsgleichungen a) geht hervor, daB die

Abb. 111. Momentennullpunkte in Riegelmitte liegen.

Schneidet man den Rahmen an diesen Stellen

durch, so entsteht die in Abb. 111 dargestellte Gleichgewichtsfigur.

Nennt man die Querkraft im Momentennullpunkt des oberen Riegels T,
dann ist die Querkraft Q im Quertrdger

YA

h
0= Wg—T.

Nun ist

h bt
_ Ml:<WE_T>E__E(Wh—Tb),

M‘,:in.
2
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Gleichung c) geht damit iiber in
— (Wh—Tb) (Y +31)+Tb(2x—A+4H)=0
und mithin
h b 34

p— _— - . . d
T—=Wy T Tan =0 )

womit die Aufgabe gelést ist, da mit d) auch die Momente M, und M,
bestimmt sind

Zahlenbeispiel.
Nach Abb. 109 ist, falls wir [, = J, wihlen,

W =h=15m,

Je 0,008
=bL=10.—v=
v= Jo 1 0,024 333 1,
. 008
r':b4£=10-2£“=25m,
Jm 0,0032

ferner ist nach Gleichung 31/)

_JIn—Jo__ 00032 —o00160 o
I, 0,016 o

T
somit ist

x:h’—}-(1+25—a) ¥ =15+ (1 —0,32) 25 =32m,

t= (1 +?> ¥ =(1—0,16)-25 =21 m.
o

Mit diesen Werten findet man

15 3,33 45
T=W-= d = 2W.
10 3,33 -+ 60 - 64 — 21 0,68

Bei gleichbleibendem Trigheitsmoment des Riegels lautet die Formel fiir 7
wenn man in der Gleichung d) « =o setzt,

T'ZI/VEMﬁ,
b6k 17

Fithrt man z. B. fiir J,. das arithmetische Mittel der Trigheitsmomente ‘in der
Mitte und am Ende ein, so erhidlt man:

0,0032 -} 0,0160

Jr= 2 = 0,0096 m*
und damit
, 0,0080
— 10—~ —8
4 ! 0,0096 33

Somit

35, 4833

TN=="W-== w
2 101,66 713

Der Unterschied betrdgt beildufig 59/,, is also verhdltnismédfig klein. Mit
abnehmender Pfostenh6he nimmt dieser Unterschied aber bedeutend zu.
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VI Tragwerke allgemeinster Form.

§ 16. Die Viermomentengleichungen.

Die vorangehenden Untersuchungen erstreckten sich auf gerade
oder schwach gekriimmte Stidbe, deren Triagheitsmomente entweder
unverinderlich waren oder einfachen Gesetzen folgende, stetige Ande-
rungen aufwiesen. Nun gibt es eine groBe Gruppe von praktisch
wichtigen Tragwerken, bei denen diese Voraussetzungen iiber Stab-
form und Querschnittsgestaltung nicht erfiilllt sind. Ihre Berechnung
nach der Methode des Viermomentensatzes koénnte allerdings in der
Weise erfolgen, dal man — wie schon einmal auseinandergesetzt
wurde — die einzelnen irgendwie geformten und im Querschnitt be-
liebig wechselnden Stibe durch Einschalten von zweckmiBig gewdhlten
ausgezeichneten Punkten in Teilstibe zerlegt, derart, daB innerhalb
der Teilstiicke die Voraussetzungen, auf welchen die vorangehenden
Untersuchungen aufgebaut wurden, geniigend genau erfiillt erscheinen.
In vielen Fillen aber wird dieser Vorgang zu einer groBen Zahl von
Viermomentengleichungen fiihren, aus denen zunichst die den einge-
schalteten ausgezeichneten Punkten zukommenden Momente, sowie
die hinzugetretenen Stabdrehwinkel ausgesondert werden miissen, um
die Zahl der Gleichungen zu verringern.

Es liegt der Gedanke nahe, diese Arbeit der Ausscheidung der
Zwischenmomente und Zwischendrehwinkel, die nur HilfsgroBen dar-
stellen, nicht der Rechnung im Einzelfalle aufzubiirden, sondern in
allgemeinster Form ein fiir allemal zu erledigen. Nachdem es sich
gezeigt hat, daB die durch den Viermomentensatz dargestellte Ver-
kniipfung der AnschluBmomente, Sehnenkrifte und Stabdrehwinkel
die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GroBen in hohem MaBe
erleichtert, so werden wir bestrebt sein, die Ausscheidung der Zwischen-
momente und Zwischendrehwinkel so zu gestaliten, daB das Ergebnis
dieser Elimination, die sich auf die Gleichungen zweier elastisch zu-
sammenhingender Stibe erstrecken wird, einen Zusammenhang zwi-
schen den vier AnschluBmomenten, Sehnenkriften und den beiden
Stabdrehwinkeln (Drehwinkel der Stabsehnen) bilde. Mit anderen
Worten: Das Eliminationsergebnis soll in allgemeinster Form einen
fiir beliebig geformte Stdbe giiltigen Viermomentensatz darstellen. Da
die in § 2 unter b) abgeleiteten Winkelgleichungen keinen einschrdn.
kenden Bedingungen hinsichtlich der Stabform oder Querschnittsaus-
bildung unterliegen, so bleibt — falls es gelingt, den angestrebten
Viermomentensatz abzuleiten — der Berechnungsgang der in diesem
Absatze zu erorternden Systeme der gleiche wie bei den in Ab-
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schnitt IT betrachteten Tragwerken, und alle Vorteile, welche sich aus
dieser Methode im vorangehenden ergeben haben, kommen somit
auch der Berechnung von Tragwerken allgemeinster Form zugute.

Wir untersuchen zwei aufeinanderfolgende Stidbe eines Tragwerks
k—1, k und k, k-1, die in k steif verbunden sind (Abb. 112).
In den Schnittstellen 2 —1 und %21 werden die AnschluBmomente
M/7_, und M, _,, die Sehnenkrafte H, und H, ,,, sowie die Quer-

krifte Q, _, und @, , libertragen. Dem Zusammenhang des Punktes &

Abb. 112.

mit den ibrigen Teilen des Systems tragen wir in der Weise Rech-
nung, dafl wir die Momente unendlich nahe links und rechts von %
mit M,! und M,” verschieden annehmen und eine &ufllere Kraft R,
als Mittelkraft der Langs- und Querkrifte aller {brigen in %k ange-
schlossenen Stibe hinzufiigen.

Die stetig gekriimmten Stibe denken wir uns durch Stabvielecke
mit geniigend groBer Seitenzahl ersetzt, so daBl jedes Element eines
solchen Stabzuges als geradlinig und mit unverdnderlichem Quer-
schnitt behaftet angesehen werden kann, Die Lasten mogen nur in
den Knickpunkten angreifen. Die Momente in den Punkten 1, 2...3%
...n—1 bezeichnen wir mit M,, M,...M,...M,_,; die zu den
Stiben s, s,...s;...s, gehorenden Drehwinkel mit ¢, &,... 9;... 9.

Wir stellen nun, bei Punkt 1 beginnend, die Viermomentenglei-
chungen auf. Da der Stab [, n—1 Zwischenpunkte aufweist, so
kénnen fiir diesen Stab # — 1 Momentengleichungen angesetzt werden.
Ebenso kénnen #— 1 Dreimomentengleichungen fiir den Stab [, ,
angeschrieben werden, wobei # in jedem der beiden Fille eine andere
Zahl bedeuten kann. SchlieBlich steht noch eine Viermomentengleichung
fir den Punkt %2 zur Verfiigung. Die hier erwihnten drei Gruppen
von Gleichungen bezeichnen wir mit a), b) und c). Sie lauten:
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Stab I,

Myr_ s +2M, (s +s) + Mysy — o (9, — Py)=0
Ms2 +2N(s +s3)4—M s‘; ——@(ﬂ —19)——0

M‘n—"sn—l—l—ZMi—l(sn’—lTsn)—]_Mks —o(@,_,—9,)=0
Stab [, .,

Myrs +2M, (s, +8) -+ Mysy' — o (9, —Fy)=0

M sg +2M (sa J—ss)—l—ll{[ s3 Q(ﬁ —¥y)=0 b)

n 2 n—l—l—z n*—l(n‘1+s ) k+1¢n_g(ﬁn~1—ﬁn)zo
Punkt %
3 BH1 k1 R+l k1 '
M, _, n/—i—ZMl ‘2My s M, s/ —e(@,f —9, ) =0 . . c)
In der letzten Gleichung wurden die Glieder, je nach ihrer Zu-
gehorigkeit zu Stab [, bzw. [ ., durch den dariiber gesetzten Zeigerk
oder k-1 unterschleden
Gleichung c) stellt bereits den gesuchten Zusammenhang zwischen

den AnschluBmomenten der beiden Stibe dar. Es ist nur noch not-

k k+1
wendig, M, _, und M, ebenso 1911’” und 19-17‘+1 aus dieser Gleichung
zu entfernen und durch die vier AnschluBmomente der beiden betrach-
teten Stibe, deren Sehnenkrifte und Stabdrehwinkel auszudriicken.

Wir benutzen daher die Gruppe a), um # ", die Gruppe b), um
% B+1
9,%*1 zu bestimmen. M, _, und M, konnen ebenso wie alle iibrigen
1 n—1 1 =]

Zwischenmomente in statische Beziehung zu den AnschluBmomenten
und Sehnenkriften gebracht werden.

Nun reichen die #—1 Gleichungen a) nicht aus, um daraus die
# Drehwinkel zu bestimmen, es mufB3 daher noch eine Winkelgleichung
zu Hilfe genommen werden. Gleiches gilt auch fiir die Ermittlung
der Drehwinkel aus dem Gleichungssystem b).

Den Winkelgleichungen geben wir die Form:

fiir Stab 7,
n
ZAs sin e, — 5’19 s;cos e, 9,1, =0,
=1 =
fiur Stab 7,
n n
Sds;sine,— 39;s;cose; +9, L, =0.
=1 i=1
¢, und ¢, ,, sind die Drehwinkel der Sehnen, also die Drehwinkel

der Stibe [, und ]

k+1°
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Setzt man
S;s;
Asi_ﬁ;
und
s;cos e, =1,
wobei S; die Lingskraft im Stabe s, ist, so nehmen die Gleichungen
folgende Gestalt an:

fir Stab [,
n S s n
%% &3 7 —_
Z_E—F. sin ¢, — 2{ L9419, =0,
=1 K i=1
fiir Stab lkJrl
Zﬁzsm o — D10+ by By =0-
i=1" "1 i=1
Wir multiplizieren nun die Gleichungen a) der Reihe nach mit
den Abszissen x,, &, ... %; ... &, _; (sieche Abb. 112) und addieren so-
dann. Dies ergibt:
My_ s w - M [2(s) + )4 85 @]+ My [s)f @, 4 2(sy" +s5) %, -

+ 55 3]T"‘+Mz[sixi—1+2( +31+1)x+5i+1 ;4 4]
A M, (s g, o 2(s) o s )2, )

+Mls, %, —o[(% — ) m (g — Fyp)wy + -+
+(ﬁ‘71~1 0n>xn—1]20’

Nun ist

(ﬁ -—-19‘)111 _l_-(ﬁl 0 ++( azvl_—ﬁaz)x'rl*l
:<x1—'— xo) ( )19' + +< n—1 n*‘l)ﬁn—lh}_zn—lﬁn
:llﬂl+leﬂ2+".+ln~l n——l__(lkﬁln)ﬂn
=1

Aus der Winkelgleichung fiir den Stab 7, folgt aber

n n
Nt —1,9, 2%; sin « .
=1 i=1 v

Fiihrt man diesen Zusammenhang oben ein und :bezeichnet man
die Beiwerte der Momente mit I, y,, Ly, .-, Ly, ... B, 1, LB,
so entsteht die Gleichung:

1) Durch den Strich bei ¢, _, und w, soll hervorgehoben werden, dafi
diese beiden Beiwerte im Vergleich zum allgemeinen Gesetz von y; noch un-
vollstindig sind. Es fehlt das den Faktor x, enthaltende Glied.
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lk[Mk1~1V’0+M1W1"|‘"'+M'%‘+"'+M—177,1—1‘{“‘ klfvn]
—ol, %+ 0l 9, QZ[”smxx]mo

=1
woraus der Betrag von — od, ¥ folgt:

”—Qﬁnk: kr—1w0+ V’1+ _I_M 1/)1,_{_ + 1wn 1—|—Mk Il/”n

et 3],

Um gd&,*+! zu finden, multipliziert man die Gleichungen b) der Reihe
nach mit z/, ,’...2/...2,/_,, wenn allgemein /=1, _, — =, bedeutet
(Abb. 112) und erhdlt nach der Addition:
Myrs ' + M, [2(s) +s))z, + s 2, T+ My [s,/ %, + 2(s, -+ s5) %, 4
+ s’ ]+ M s’xz/—l‘l“z( +Sz+1) sl ]
+- “]“ n— 1[1—1 n — 2+2(3n—1+s )z, 4]
+ k+1 n 11—1 (19'1 2 l—l_(ﬁ‘_’ 3) 2—|—
+ By s— ) xn’_l] =o0.
Es ist ]etzt
(19 “I—(ﬁ ”""‘9) + +(ﬁ1~1 01: xn,—l
=ua/9, — (@@, —x,))0— - — (x/_,— /)9

n—1 n’/"n

=1 1)19 — Al —--—1,9,
lk + 1 2 '11 ﬂt
Aus der Wlnkelglelchung fiir Stab ]

k+1

1 entnehmen wir

7 z S;
Z;Aiﬁi_llwkl P Sm"‘
=1

=1
somit lautet die obenstehende Gleichung, wenn jetzt fir die Beiwerte
L1 by @Y oo Loggw)s oo b4 , geschrieben wird,

lk+1[Mk“1_U0/+M11-ﬁ1/+“'+Mi¢i,+“'+ nﬂwn/~1+Mkl+1‘/’n’J
rS.s, ]
+Qlk+1ﬁk+1—Qlk+1"9:1k+1+9§[§1}‘;‘: Smo‘iJHl:O

und mithin

ot k+1—M’% —I"M v,y ‘JF ‘}“MVG + M, 11/)11~1+ +1Wnl
n
0 S;s; . J
+Qﬁk+1+l_k—+—1gl:r':ﬁ; sin ¢, ei1-

1) Die Werte 3, und ,’ sind unvollstindig, weshalb sie durch einen Strich
ausgezeichnet sind. ’
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Wir fiihren nun o®,* und ¢®#*+! in Gleichung c) ein und gewinnen

[Z‘/Ik—ﬂl’o {— '1,01—[— _i— 11—1W1z—1+Mklwn]k
+[ ‘/’0 + 1% + + 11—1'(/)1»,—1—1—M +1W71]k+1

6 n
——l—k;czl Sisi%isma 75+1275131}:51noc
—6E], (9 k+1)"“o'

Durch die beiden ersten Glieder der Gleichung c) ist ¥, _, und
P, vervollstindigt worden, weshalb vy, , und v, geschrieben wurde.
Gleiches gilt fiir ) und %,’, die durch das 3. und 4. Glied der Glei-
chung ¢) erginzt wurden. Die Klammer- und Summenzeiger & und
kb + 1 wurden hinzugefiigt, um erkennen zu lassen, auf welchen Stab
sich die Klammer- oder Summenausdriicke beziehen.

Wir beseitigen noch die Zwischenmomente, indem wir setzen:
fiir Stab [,

M—M,f_ll M Hoet

fiir Stab |

k+1
M, =M’ Z’I‘ k+ll +Hk+1y1+9ﬁh+1

Hierdurch entsteht:

r xl’ x‘n,—l
Mk—-l U’0+W1l_+"‘+wn—1 1 7_
k k o

i

[ = T,
_I—Mkl Vv’"l - —I—“'I—wn—l—_l—i_laun
L, L k

z, _
-+ M,” {l/)()—}_"z‘ﬁl *-‘1:}
k+1
Typ—1 |
_{_ 7+1 W1l + —}_waz—lr —l—ll/)n

+H [y, 9, '+wzy2+"‘+qu—1y¢z—1]l;
+Hyyy A ”{"‘Po'yo+"'+":Un,—1yn—1]k+1

___,275 _c sin «, + *‘I”LZS@‘%]T‘ sin e,

k7/ 1 T k+1 i=1

—6E], (ﬁk— k+1>=—[§m1”7”1 -+ My, +- -+ M,y Ilpn—l}k
- [ml W1’+ Sme"/’e/ +--- + mn—lwn,—l]k+1
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oder
n ”
]kar—lg% ZW1Z TMrk+21/]z Ic+1k+2w1
t=0 =0
+H7;I§_7Wiyi+Hk+1k+27U’i'yi
=0 P =
———-Qé‘zsl? sin e, —1————7~+2 S,Ls1 ﬁsmcc —6E], (9, —9, 1)
o =
72"93}1#—7”279%%. e oL 43)

t=0

Gleichung 43) stellt die Viermomentengleichung fiir Trag-
werke mit Stiben allgemeinster Form dar. Sie zeigt im wesent-
lichen den gleichen Aufbau wie der in § 4 entwickelte Viermomenten-
satz, nur treten an Stelle der einfachen Beiwerte der Gleichung %)
Summenausdriicke, in welchen sich die Elastizititsverhiltnisse. der ge-
kriimmten Stdbe, ihre Form und Querschnittsgestaltung ausprigen.
Nach Ermittlung dieser Beiwerte kann die Rechnung in der gleichen
Weise durchgefiihrt werden wie bei geraden oder schwach gekriimmten
Stdben. Allerdings enthilt Gleichung 43) noch zwei von den Lings-
kriften S abhingige Glieder, die in Gleichung %) fehlen; die Betrige
dieser Glieder sind aber stets so klein, daB ihre Vernachlissigung
ohne belangreichen EinfluB auf das Ergebnis ist.

Es ist somit gelungen, die Vorteile der Methode des Viermomenten-
satzes auch auf die Berechnung beliebig geformter Systeme auszu-
dehnen. Die Mehrarbeit, die hier zu leisten ist, besteht nur in der
Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen. Fiir die -
leichte Aussonderung der Drehwinkel ¢ ist es von Bedeutung, daB das
Glied 6F J, (9, — ¢, ,,) unverandert geblieben ist.

Wir gehen nun dazu iiber, den Summenausdriicken der Glei-
chung 43) eine fiir die tafelmiBige Berechnung geeignete Form zu
geben. Es ist ganz allgemein:

[si@; s+ 2(s/+ s/ e+ sy 1%04]

(s (- 22) /1 (22,4 2;,,))
%’:17[31.'@ — )2 sl ) =) s 0—a )
=55 54 ) — [ @y 22) 5/ (22 2]
=3(s/ + s/ ) —ws

Wi =

~] —~

o~ =
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Somit gelten fiir jedes Stabelement die Gleichungen:
1
%:7[31"(9”1'—1‘}‘zxi)+si,+1(2xi+xi+1)} l 44)
wi =3(s{ + /11 —w- J
In dieser Form lassen sich die y-Werte in Tafelform leicht be-

rechnen und Produkte und Summen daraus bilden.
Man bilde zunichst

n
Z% %
=0

und findet damit
n , n n
x, z,
E%*}‘: My, — 2,1,017‘, s o . . 43)
i=0 i=0 i=0
ebenso berechne man zuerst

o
Z%’f

=0
und damit
n ’

in n
2@0{%:21&'—-21{){%. )|
1=0 1=0

1=0

Zwecks Uberpriifung beachte man die Beziehung:

n x.’ n -
Zwl —Z. —— 2'4}1’ —l"’ . . . . . . . . . 47)
=0 =0

Endlich berechne man mittels der y,- und wp,/-Reihe noch die
Summenwerte

n n
Z%‘ Y und Zu’i’ Yi-
i=0 i=0

Wohl in der Mehrzahl der Fille wird es moglich sein, die
Zwischenpunkte 1, 2...,4 — 1°so zu wihlen, daB die Sehnenabschnitte
Ays Ay.., A, eines Stabes untereinander gleich werden. Die Berechnung
von y, und 1, wird hierdurch wesentlich vereinfacht.

Da jetzt
¥, =1A
ist, so erhilt man

o= BB b5l G0 . 44)
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und somit die Summenbetrige in der Form:
n

n
Zw,%=£—20’wt
=

=0
womit sich auch

3
S

n
Z%Tl: vi—— 2wt .. ... 45)
ergibt.
Ahnlich findet man die mit p, zusammengesetzten Summen, wenn
vy =3(s{ 4 /1 1) —y; ist, mit

n n
g% 157,
< Vi _:;Z'wiz
t=0 =0
und
n x’ n 11 n
Iat3 ’ ’y; 7
2%7’22%‘“;2%" Ce e .48
1=0 1=0 =0

Ist der Stab nach einer symmetrischen Linie geformt und sind
die Querschnitte symmetrisch gelegener Punkte gleich, so ist die /-
Linie das Spiegelbild der w-Linie und es gelten die einfachen Zu-
sammenhange:

n n ’
. 9
iZOwixi’=_2;w{x,-= 2 — 2y J
= i=
somit geniigt die Berechnung einer y-Reihe, woraus dann alle Summen-

werte gefunden werden konnen.
Ferner gilt

n n ,
_Z"%’iyi:.z% Vie o v e e e e 49)
=0 =0

Fiir einen unsymmetrischen Stab sind somit drei mit z und
zwei mit y gebildete Summen zu ermitteln. Fiir einen symmetri-
schen Stab sind zwei mit 2. zusammengesetzte Summen und eine mit y
gebildete Summe zu berechnen.

Das Lastglied N,
Das Lastglied hat die Form

n n
Nz—lgwi%—ﬂgﬁmiwi' . e . . . . .50)
i=0 i=0

Es besteht aus zweil Teilen, die von den Belastungen der Stidbe

I, und [, , herrihren. Kommen nur unverschiebbare Lasten in
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Frage, so ermittelt man rechnerisch oder zeichnerisch die Ordinaten
der 9¢-Linie und bestimmt tafelmiBig die Produkte und Summen-
betrige nach Gleichung 50). Uber die Form der Lastglieder bei der
Darstellung von EinfluBlinien wird weiter unten noch gesprochen werden.

§ 17. Berechnung der Dehnungen A7 in den
Winkelgleichungen; EinfluBlinien; Beispiel.

Da die Viermomentengleichungen nicht zur Ermittlung simtlicher
Unbekannten ausreichen, so sind, wie bei Systemen mit geraden Stdben,
zwei Winkelgleichungen fiir jeden Einzelrahmen anzusetzen®). Bei der
Aufstellung dieser Winkelgleichungen kann man sich die krummen oder
gebrochenen Stibe durch ihre Sehnen ersetzt denken. Es erscheint nur
notwendig, die in den Winkelgleichungen auftretenden Dehnungen 41
fiir den besonderen Fall stark gekriimmter Stibe darzustellen.

Wir gehen hierbei von der zweiten Winkelgleichung fiir das Stab-
eck aus, die eine wurde bereits auf S. 200 verwendet; sie lautet:

n n
AS,‘-COS at——Al_¥' ZﬁisiS]'nai:o
i=1 =1
oder

n n
Sds;cose;— AL+ 39, (y;—y;_)=0.
=1 t=1

Fiihrt man fiir 4s; den ausfithrlichen Betrag ein, wobei s;cose;=1,
gesetzt wird, so erhilt men fiir 4! die Gleichung

n n
S.A.
Ar= D24 atl+ 00—y )
< EF, =

Hierin bedeutet S, die Lingskraft des i-ten Stabteiles, F; seinen
Querschnitt. «,¢] ist die Langeninderung der Stabsehne bei gleich-
miBiger Erwirmung des Stabes um £°

Aus den Gleichungen a), S. 200, laBt sich nun die Summe
39,(y,—y;_,) berechnen. Man multipliziert zu diesem Zwecke die
Gleichungen der Reihe nach mit den Stabordinaten y,, 4,...,%,_, und
addiert sodann. Dies liefert:

My, My [2(sy"+55) y; F 52 9] +M2 [s8 9142 (5355 v~ 5595
_—}-"'_{—M[silyi—l_l_z(‘si,_i_sil+1)yi+si’+1yi+1]+"'
+ M, [s) 1 Yu—a T2 (5,1 T 8) Y1l + Ms,'y, 4
—6E ] [(0,—5)y, +- (O —05)ya -+ (9, _s—9,) ¥, 1] =0.

1) Diese Winkelgleichungen sind nicht mit den sich auf einen einzelnen
Stab beziehenden Winkelgleichungen auf S. 200 zu verwechseln.
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Nun ist
(8, — )9+ Oy — ) e+ -+ Fas— Vs =
(e — 308+ O —2) s+ 0 — 9, DB — 30— 510)-

Damit ist die fragliche Summe in der Gleichung fiir 41 gefunden.
Sie erscheint durch die AnschluBmomente M7 und M! und durch die
Zwischenmomente ausgedriickt. Sondert man genau wie oben die
Zwischenmomente aus, indem man die statischen Beziehungen von
S. 203 benutzt, und fiihrt man fiir die in eckigen Klammern stehenden
Beiwerte - der vorstehenden Gleichung die Bezeichnung y, ein, so
erhilt man die Beziehung

n n ’ n

z, x,

6E ], Zﬁi(yi“yi—l):Mr22¢71+Ml2Xi*f
i=1 i=0 i=0

n n
+HZ&%+2%171
i=0 i=0

Es folgt somit fiir die Dehnung 4! der Ausdruck

Az_—_ZS)“ + a1l

Gleichung 51 weist den glelchen Bau auf wie Formel 19). Das
von den Stabkriften S, herriihrende Summenglied kann, wenn nicht
vernachlissigbar, mit einem Mittelwert von S,/F, berechnet werden.

Fiir die Berechnung der GroBen y; und der daraus abgeleiteten
Summen kommen folgende Formeln in Betracht:

Zi=s!(yioiF2y)tsi @yt i) - oo 52)

und die Summenbeziehungen
n x n
m’
2/ —l ywzyl’
© =0
’I'L
./_/
=0

2

Die Summenwerte X, y, und Xy, y, sind bereits von der Ermittlung
der Beiwerte der Viermomentengleichungen her bekannt.

. 53)
;i
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Bei symmetrischen Stiben ist

n n ’ kid
ZZ{?:ZZi%:Zwiyi' © e e e e e 54)
i=0 i=0 =0

Es sind also mit der y,-Reihe nur die Summen

n

n
> 1:Y; und 2 M7,
=0 =0

i
neu zu bestimmen.

Die EinfluBlinien der Uberzihligen.

Die Ermittlung der EinfluBlinien erfolgt nach der Auflésung der
Bestimmungsgleichungen in der Weise, da3 man sich der Reihe nach
die einzelnen Felder mit der wandernden Last P=1 belastet denkt
und die diesen Belastungen entsprechenden Betrige der Lastglieder
in die Losungen einsetzt. Alle Felder bis auf eines sind hierbei un-
belastet, weshalb in den Viermomentengleichungen samtliche Last:
glieder bis auf zwei, in den Gleichungen fiir Al simtliche Last-
glieder bis auf eines Null sind. Die Gleichung eines EinfluBlinien-
zweiges erscheint daher als Funktion von bloB 3 Lastgliedern. Be-
zeichnen wir diese Lastglieder, dhnlich wie dies in § 6 geschehen ist,

mit Z?l, 132 und @, so gilt

~ n
Fl = Egﬁzwz,’
=0
n
F2 = 29}}{1/)1';
1=0

Da 9, eine Funktion der Lastabszisse 4 ist, so erscheinen auch F,, F,

und G als Funktionen der
Lastabzisse . Wahrend aber
bei geraden oder schwach
gekriimmten Stidben unver-
dnderlichen Querschnitts die & ,' ' )
Funktionen F, und F, fiir %(_x-_.l i II
alle EinfluBlinien die gleiche !r‘”““’f——" ‘I
Gestalt haben (Stammfunk- L A I
tionen), wechseln in unserem Abb. 113.

Falle die Funktionen Z?“l und

F,, je nach der verschiedenen Gestaltung der miteinander verkniipften
Stiabe, von Zweig zu Zweig ihre Form. Es sind daher fiir jeden Stab,

vor Ermittlung der EinfluBlinien, die Funktionen ﬁl, ﬁ,_, und @, die

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 14

Wy, -Limve
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durch die Linienfilhrung und Querschnittsgestaltung des Stabes ge-
kennzeichnet sind, zu berechnen.

Fiir eine im 7-ten Punkte im Abstande @, vom linken Stabende
stehende Einzellast P==1 ist die Momentenlinie ein Dreieck mit der
Spitze iiber 7 (Abb. 113).

Die Scheitelordinate der 9%,-Linie betragt

9'Jéis=<1 ——%’)ar

und die Tangenten der Neigungswinkel der beiden Dreieckseiten ihrem
absoluten Werte nach

tgoc=1——?]1, tgﬂ:fl—;:

Somit finden wir

E=-§%w{=—[(l—%)§% i+, Zw,l]

t=r+1

7:2=%§93?iwi= [ 4)2% Sta 2%5] .+ 59)

t=r+1

n r
6:Zmz%z:(l—ar)2%zl —a 271l
=0 i=0

1=r+1

Die Produkte zpi’o%'usw. sind von der Berechnung der Beiwerte der

Momentengleichungen bzw. Dehnungsgleichungen her bekannt. Man
bildet damit {iir die aufeinanderfolgenden Werte von =1, 2... die
Teilsummen, entsprechend den Gleichungen 55), dann deren Produkte
mit den zugehorigen Lastabstinden a, bzw. (l—a,) und gewinnt so
die aufeinanderfolgenden Ordinaten der ?1" 1’3‘2- und G-Linien des ins
Auge gefafiten Stabes.

Die EinfluBlinien der Uberzihligen selbst stellen sich in der Form

szﬁl—{—nﬁ?—}—p@

dar, wo m, » und p Zahlenwerte sind, die sich aus der allgemeinen
Losung der Bestimmungsgleichungen ergeben.

Bei symmetrisch gebauten Stiben vereinfacht sich die Berechnung
insofern als die ¢/'-Linie das Splegelbﬂd der w-Linie wird, womit auch
die F Linie als Spiegelbild der F Linie erscheint. Die G-Linie wird
eine symmetrlsche Linie.
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An einem Zahlenbeispiel soll die Anwendung der aufgestellten
Gleichungen gezeigt werden.

Zahlenbeispiel.

Die in Abb. 114 zur Darstellung gebrachte gewdslbte Briicke mit Mittel-
pfeiler besitzt zwei gleiche Offnungen von je 24 m Spannweite und 5 m Pfeil-
héhe. Die Kampferstirke betrigt 1,30 m, die Scheitelstirke o,90 m. Der 1o m
hohe Mittelpfeiler ist oben 2,00 m, unten 3,50 m breit. Die Achsenlinie der
Gewdlbe ist nach einer Parabel gekriimmt.

Abb. 114.

Die zunichst zu losende Aufgabe ist die Berechnung der Beiwerte der
Viermomentengleichungen und der Gleichungen fiir die Dehnungen AI. Den
Bogen teilen wir fiir die Untersuchung in acht Teile mit je gleicher Horizon-
talprojektion, den Pfeiler in drei gleich lange Teile. Die der tafelméBigen
Berechnung der Beiwerte zugrunde gelegten Mafe sind der Abb. 115 zu ent-

| ! | |
—goo—sl 300 —sle—300 —<—300 —~

)

Abb. 115.

nehmen. Als Trigheitsmoment eines Stababschnittes wurde das Trigheitsmo-
ment des jeweiligen Mittelquerschnittes gewihlt. Als J, wurde das mittlere
Trigheitsmoment des ersten Bogenabschnittes in die Rechnung eingefiihrt und

hiermit die Verhiltnisse ‘E in den nachfolgenden Tafeln festgelegt.
[
Die Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen fiir einen

Bogen zeigt Tafel 12, fiir den Pfeiler Tafel 13. Tafel 14 weist die Ermittlung
14%
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der Beiwerte der Dehnungsgleichung fiir den Bogen auf. Da der Bogen sym-
metrisch ist, so geniigt die Ermittlung von Jy;, Jy;7 und y;y;, um alle Beiwerte
der Viermomentengleichungen berechnen zu konnen. Fiir die Darstellung der
Lingendnderung A! erweist sich die Berechnung einer Summe, d.i. Xy;y;,
ausreichend. Der gegen oben verjiingte Pfeiler verlangt dagegen die Aus-
rechnung von drei Summengréfien, Sy;, Jy,7 und Fy/¢. Da er geradachsig
ist, sind die mit y; und y; zusammengesetzten Beiwerte Null.

Tafel 12. Be'rechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen
fiir den Bogen.

=[5! (35— 1) 5 4y GEF 1)

| ]
4 S; % ‘ 55 3t—1 311 Yi ‘ Wil Vi Wiy
P ‘ 1
| |
o — — — — 1 0,46 | [o) o o
1 3,71 | 1,00 | 3,71 2 4 309 | 3,09 | 2,19 6,67
2 3,38 | 1,28 | 4,33 5 7 735 1470 | 3,75 | 27,55
3 314 | 1,69 | 5,31 8 10 13,92\ 41,76 | 4,69 65,28
4 3,02 | 2,28 | 689 1 | 13 20,67 | 82,68 | 5,00 | 103,35
5 3,02 | 2,28 689 14 16 22,68 | 113,40 | 4,69 | 106,37
6 3,14 | 1,69 | 5,31 17 19 21,57 | 129,42 | 3,75 | 80,89
7 3,38 | 1,28 | 4,33 20 22 21,03 | 147,21 | 2,19 | 46,05
8 3.71 1,00 | 3,71 2 — 10,67 | 85,36 o o
~ ‘ | 121,44 | 617,62 436,16
Somit ist

SIS,
Wi‘l—‘ ‘8_——-77;

"

S"Y X

A/'l{)i - == 121,44 — 77,20 = 44,24,
1T, il

2 v 7= E Vi == 44,24,
e @

Z W = Zq;i 7= 77,20,

2/ Wiy == 1/4 ¥i=436,2.

Tafel 13. Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen
fiir den Pfeiler.
1

":Ui:;l[si’(ji—1)+5¢'+1(3i+1)1! "/)i, +s@ +1) Yis

]ﬂ 7’ . . 4[_ ! . ’ ’ ‘ ’ N

P S I S5 3e— 1|30+ 1| vy ‘ Yt 3(5i _}"57: +1)i Vi Wit
| ‘

[¢} —_ — —_ —_ 1 o,19 ’ [¢} 1,71 \ 1,52 [¢}
1333 |o1714{ 0571 | 2 | 4 |o80 o080 2,65 | 1,85 | 1,85
2 |3,33(0,0039| 0,313 | 5 | 7 0,07 | 1,04 151 054 | 108
313,33 10,0560/ 0,100 | 8 | — |os51l 153 0,57 | 0,06 0,18
3 [ [ | | 2,47 | 427 13,97 | 311
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somit

T T 4,27
Z’V’t—l =—3——~_-1747~a

.'g— Y ..x_’——3’11—10
2;@0‘1— w:l—3_:4:

lx, —_ _
pi' 7 =3,97 — 1,04 =2,03 .

s . - . &
Zwecks Uberpriifung bestimmen wir noch Zw'jf nach der Formel

21/);'?:2’/’1' —2#%%22:47 — 1,42 = 1,05,

in guter Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Wert.
Die Berechnung der Tafel 14 liefert:

2%;'?22%%7{:2%%:436,161),

D nivi=3621,03.

Tafel 14. Berechnung der Beiwerte fiir die Lidngenéinderung 4! des
Bogens.

n=s ; 1 ~+2y) -+ Si'+1(2yi +yi+l> .

¢ s Vi Vier+ 29 | 20+, 04 1 ‘ 1 Vi
o — o — 2,19 8,12 o

1 3,71 2,19 4,38 8,13 51,45 112,68
2 4,33 3,75 9,69 12,19 106,69 400,09
3 5,31 4,69 13,13 14,38 168,80 791,67
4 6,89 5,00 14,69 14,69 202,43 1012,15
5 6,89 4,69 14,38 13,13 168,80 791,67
6 5,31 3,75 12,19 9,69 106,69 400,09
7 4,33 2,19 | 8,13 4,38 51,45 112,68
8 3,71 o 2,19 — 8,12 o

"S: i 1 3621)03

In Abb. 116 ist das 6fach statisch unbestimmte Tragwerk mit den Ergédnzungs-
stiben dargestellt. Die Bezeichnungen der Momente und Sehnenkrifte sind

Abb. 116.

1) Aus Tafel 12 entnommen.
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dieser Abbildung zu entnehmen. Da vier ausgezeichnete Punkte 4, B, C und D
vorhanden sind, wovon Punkt C zwei Momentengleichungen liefert, so konnen
insgesamt 5 Viermomentengleichungen aufgestellt werden. Wir verfiigen
ferner iiber 4 Winkelgleichungen, zusammen also iiber 9 Gleichungen, die zur
Berechnung der 6 Uberzihligen und 3 Drehwinkel geniigen.

Bei der Aufschreibung der Viermomentengleichungen mufi die Umfahrung
der einzelnen Grundsysteme im Sinne der Uhrzeigerbewegung erfolgen, weil
simtliche Gleichungen unter der Voraussetzung abgeleitet wurden, daf die
Abszissen x von links nach rechts gezdhlt werden und die Reihenfolge der
Momente mit ihren Beiwerten in den Momentengleichungen durch diesen Fort-
schreitungssinn festgelegt ist.

Wir beginnen bei Punkt 4 und schreiten iiber C nach D im ersten Rahmen
und von D beginnend iiber C nach B im zweiten Rahmen fort. Hierbei wird
der Stab CD zweimal durchschritten. AuBier dem Vorzeichenwechsel der An-
schluBfmomente des Stabes CD ist wegen der Unsymmetrie dieses Stabes noch
zu beachten, dafi beim zweiten Durchschreiten fiir », »’ und fiir v, 3’ zu setzen
ist, da beim ersten Male die Abszissen x von oben nach unten, das zweitemal
von unten nach oben zu z#dhlen sind. ,

Die nach Gleichung 43) aufgestellten Viermomentengleichungen lauten da-
her, wenn die Lastglieder zunichst mit a,, a, ... bezeichnet werden:

77,20 M 4+ 44,24 Mé+436,2 H, 4 o¥,=a,,
44,24 M+ 77.20 Mé -+ 2,93 M° + 1,04 M¥ -} 436,2 H;
— 0 (0 — ¥y)=a,,
1,04 M- 1,42 M* — 09y = o, . . a)
— 1,04 M*— 2,93 M° - 77,20 M, + 44,24 Mp+436,2H,
— o0y — Fy)=ay,

44,24 M{, |- 77,20 Mp - 436,2 H, — 0 9y = a,.

Ferner gelten die Winkelgleichungen:

linkes Feld rechtes Feld
As; — G h=o0, Asy+ 93 h=0,
—A4h—31 =o, Ah~+ 89,1 =o.

Wir vernachldssigen den Einfluf der Normalkrifte, setzen daher A%, die
Zusammendriickung des Pfeilers, Null. Aus den Winkelgleichungen folgt dann:

9, — 9, —o, 03:%(451—432),1

sowie die Gleichung J : b)

ds;+A4s,=o.

Fiir die Betridge 4, und 4s, finden wir nach Formel 51) unter Benutzung
der Summenwerte aus den Tafeln 12 und 14

o d s =436,2 (M, + M)+ 36210 H, + ay , |
0 4 s, = 436,2 (M[ -+ Mp) -+ 3621,0 H, -+ ag, I

wobei die Belastungsglieder mit a, und a, bezeichnet wurden.
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Da die Gleichungen a) 6 Momente und 2 Sehnenkrifte enthalten, so beseitigen
wir die Momente M° und M¥ des Pfeilers durch die statischen Beziehungen:
__ gt T
M = Mg — Mg } e e d)
M= M} — Mf— (H,— Hy h. :

Vor Einfiihrung dieser Zusammenhénge in die Gleichungen a) addieren
und subtrahieren wir je die erste und letzte, zweite und vorletzte Gleichung
und gewinnen so folgende zwei Systeme:

Durch Addition:

77,20 (M, -+ Mp) + 44,24 (M(lj ~+ Mg) - 436,2 (H, + Hy) = a,+ 4y,
44,24 (M + Mp)+- 77,20 (M(l;' - M[) +436,2 (H, + Hy)=a,+a;,
As,-+4s,=0,

wenn wir zu dieser Gruppe noch die letzte der Gleichungen b) hinzufiigen.
Durch Subtraktion:

77,20 (M, — Myg) -+ 44,24 (Mé - Mé) —+ 436,2 (Hy — Hy) = a, — ay,
44,24 (M, — Mp) -} 77,20 (Mé, — MJ)+ 5,86 M? 2,08 M*

+436,2 (Hy — Hy) + 2003 =a, — ag,
1,04 M° -1 1,40 M* — g3 — 0.

Nach Einfithrung der Verkniipfungen b), c) und d) entstehen die Gleichungen:
77,20 (M, + Mp) -+ 44,24 (M~ MG) - 436,2 (H, - Hy) =a, +-a,

44,24 (M, - Mg)+- 77,20 (Mé' —+ M7) + 436,2 (H, + Hy) = a, + a,,

e)
436,2 (M, -+ My) -+ 436,2 (M, -+ MG) - 3621,0 (Hy -+ Hy)
' = — (a5 - ag) -
77,20 (M, — M)+ 44,24 (Mf— M) 4362 (Hy — Hy) —a, — ay,
87,86 (M| — M) - 128,76 (M}, — MJ) +777,5 (Hy — Hy)
1
=“2_a3“?6(“5_“6)a f)

21,81 (M, — M)+ 10,36 (M§, — M) +- 195,25 (H, — Hy)

1
:'_;5(“5_“6)-

Jedes der beiden Gleichungssysteme enthdlt blof drei Unbekannte, falls man
die in den Klammern stehenden Summen und Differenzen als solche auffafit.
Die Auflgsung von e) liefert:

M, +Mp= 0,045756 (@, 4 a,) -+ 0,015416 (a, - a;)
1 0,007369 (@5 + ao),

Mé—{—Mé: 0,015416 (a; + a,) | 0,045756 (a3 - a3)
| 0,007369 (a; - aq),

H, +} H, = — 0,007369 (2, - a,) — 0,007369 (@, -+ ay)

— 0,002052 (a; -+ ag),
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M, — My= 0,035144 (a, — a,) — 0,000685 (2, — ay)
—+} 0,003858 (a; — ay),

Mé, — M/, = — 0,000685 (a, — a,) -} 0,019376 (a, — a,)
—+0,001845 (a; — ay),

H; — Hy = —0,003858 (a; — a,) — 0,001845 (a, — a,)

— 0,000870 (a;, — a,).

Daraus folgen die Betrige der Uberzihligen mit:

MA = 0,040450 a; - 0,007366 a, -} 0,008051 a; -} 0,005306 a,
- 0,005614 a5~ 0,001756 a,,
‘MB = 0,0053064a, 4 0,008051 a, -} 0,007366 a, -} 0,040450 a,
- 0,001756 a; — 0,005614 ag,
A]é, = 0,007366 a, 4-0,032566 a, -} 0,013190 a, - 0,008051 a,

- 0,004607 a; -+ 0,002762 a,, 2)
M}, = 0,008051 a, }-0,013190 a, -} 0,032566 a, -+ 0,007366 a, ‘

-+ 0,002762 a; -+ 0,004607 a,
H, = — 0,005614 a, — 0,004607 a, — 0,002762 a, — 0,001756 a,
— 0,001461 a; — 0,000591 ay,

H, = — 0,001756 a, — 0,002762 a, — 0,004607 a; — 0,095614 a,

— 0,000591 a; — 0,001461 a;.

Mit der Feststellung der Gleichungen g) ist die Aufgabe der Ermittlung der
statisch iiberzdhligen Grofien im untersuchten Tragwerke geldst. Es bleibt
nur noch die Bestimmung der a-GroBen auf Grund der angenommenen Be-
lastung iibrig, womit dann durch die Formeln g) die Zahlenwerte der Unbe-
kannten gegeben sind. Wir wollen diese Formeln benutzen, um die Einflufi-
linien der Uberzihligen darzustellen.

Darstellung der EinfluBlinien.

Den beiden Offnungen entsprechend, besitzen die Einflufilinien zwei Zweige.
Die zugehorenden Betrige der Belastungsgrofien a unserer Losungen sind:

Linker Zweig der Einflufilinie

~ ~
a, =F,, a;=o, a; =G,
a, =I,, a,=o, g ==0.

Rechter Zweig der Einflufilinie IR
111:07 ag: 1 d5:O,
a,=o, = F,, ag=G.

Die I?l- und ZQ.J-Linien sind einander spiegelbildlich gleich, weshalb die Ermitt-

lung der I:“;-Linie und der G-Linie geniigt, um alle Einflufilinien darstellen zu
konnen. Die zahlenmiifiige Berechnung zeigen die Tafeln 15 und 16.
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Tafel 15. Ermittlung der f Linie.

F=—tlo—a) Swite Sne—s]

g=r+1
%‘ TN T ./f\
4 roo | e 1 © -
P l—a pii?) | Myl 2 |4 g T | —8F, Fy
0 T =< ST
> B3 n e
= k. 3
o 24 o o o o| 3,68 |350,22 o o o
1 21 3,09 3,09| 64,89 3| 21,63 |328,59| 985,77 | 1050,66 | — 131,33
2| 18 14,70| 17,79 320,22 | 6 | 44,10 | 284,49| 1706,94 | 2027,16 | — 253,39
3 15 41,76] 59,55 893,25| 9| 69,60 | 214,80| 1934,01 | 2827,26 | — 353,41
4 12 82,68 142,23| 1706,76 | 12 | 82,68 | 132,21| 1586,52 | 3293,28 | — 411,66
5 9 113,40] 255,63| 2300,67 | 15 | 68,04 | 64,17/ 962,55 | 3263,22 | — 407,90
6 6 129,42| 385,05| 2310,30 | 18 | 43,14 | 21,03| 378,54 |2688,84 | — 336,10
7 3 | 147,21| 532,26 1596,78 | 21 | 21,03 o o 1596,78 | — 199,60
8 o 85,36, 617,62 o 24 o — — o o
Tafel 16. Ermittlung der G-Linie.
6:§w~m>vnwwrvnw—ﬂ
=0 t=r+1
N PRNN
. 3 . < . é‘ &D\:].” ' [ee] 30_/ ~ ~
i) | ot | D || =2 | = e Ea 8G G
=0~ T = XY =7
1 | 5| =T 15
~ ll e
o 8,12 o o 24 o 64,963425,24] o o o o
1] 51,45 51,45| 51,4521 1080,45 | 360,15/3065,09| 3| 9195,27 | 10275,72(1284,5
21106,69:213,38| 264,83 |18! 4766,94 | 640,14|2424,95| 6/14549,70 | 19316,64/2414,6
3| 168,80| 506,40 771,23 |15/11568,45 | 844,00/1580,95| 9{14228,55 | 25797,00|3224,6
4 | 202,43|809,7211580,95112/18971,40 | 809,72 771,23|12| 9254,76 | 28226,16|3528,3
5] 168,80|844,00|2424,95| 92182455 | 506,40| 264,8315| 3972,45 | 25797,00(3224,6
6| 106,691640,14 | 3065,09| 6/18390,54 | 213,38/ 51,45[18] 926,10]19316,64|2414,6
7| 51,45/360,1513425,24| 3/10275,72| 51,45 o 21 o 10275,72|1284,5
8 8,12| 69,96{3495,20| o o o — 24 — o o

Die Gleichungen der Einflufilinienzweige der drei Uberzihligen M,, Mé

und H, lauten mithin auf Grund der Formeln g) und h):
linke Zweige

M, = 0,040450 131 - 0,007366 ﬁg ~ 0,005614 @, ]
Mé = 0,007366 F, -+ 0,032566.1’:‘2 — 0,004607 G, e e D)
H, = — 0,005614 1/51 — 0,004607 1?2 — 0,001461 6;

Yy Es ist ndmlich in unserem Falle:
x 2 1 .
Yi;= 81’0‘ und y;i7=§w,-(8-——z).

?) Aus der Tafel 12 entnommen.
3) Der Tafel 14 entnommen.
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rechte Zweige

M,= o0,008051 ?1 -} 0,005306 E, -+ 0,001756 G,
Mé, = 0,013190 £, -} 0,008051 F, — 0,002762 G, )
H, = — 0,002762 F, — 0,001756 F,, — 0,000591 G.

- '
R X * o RN o l
; 3 8 ¥ % 8 %
P Y S v N w
T_ | 1 | | | | | %
M 2 Lire m%’
} ; ay 7cm=2/1/0//;e/7feﬂe/ﬂﬁe/7e/7:
3 |
9
A l
% l
+
d 7 cm =4 Momenienemnberten
Abb. 117.

Die Berechnung der Einfluflinienordinaten nach den Formeln i) lafit sich
mit dem Rechenschieber sehr schnell durchfithren. Das Ergebnis ist in den
Abb. 117a bis ¢ veranschaulicht, die die Einflufilinien der drei Kraftgrofien
M, Mé, und H, aufweisen. Die My, Mé- und H,-Linien sind die Spiegel-
bilder der drei dargestellten Kurven. Der Vollstindigkeit halber wurden mit
Hilfe der Formeln d) auf S. 215 die Einflufilinien der Pfeilermomente M° und M*
berechnet und in den Abb.117d und e zur Darstellung gebracht.



Anhang.

Zusammenstellung der Tafelwerte.

I. Tafel der Stammfunktionen £, und f,.

;.1&

o |

a
f1 fe T

fa

f2

a
T

fi

fa

0,01
0,02
0,03
0,04
0,05

0,06
0,07
0,08
0,09
o,10

0,11
0,12
0,13
0,14
0)15

0,16
0)17
0,18
0,19
0,20

0,21
0,22
0,23
0,24
0,25

0,01970{0,01000|0,26(0,3347810,24242f0,51
0,03881(0,01999|0,270,340980,25032]0,52
0,05733/0,029970,28/0,34675/0,25805/0,53
0,07526(0,03994 | 0,29|0,35209|0,26561]0,54
0,09262/0,0498810,30/0,35700/0,27300[0,55

0,10942]0,0597810,31|0,36149|0,28021]0,56
0,12564|0,06966|0,32|0,365570,28723]0,57
0,14131/0,0794910,33/0,369240,29406/0,58
0,15643|0,08927]0,34/0,37250|0,30070[0,59
0,17100|0,09900(0,35/0,37538|0,30712]0,60

0,18503/0,108670,36|0,37786/0,31334/0,61
0,19853/0,11827]0,37/0,37995/0,31935[0,62
0,21150/0,12780|0,38/0,38167|0,32513]0,63
0,22394/0,13726|0,39(0,38302 0,33068|0,64
0,23588/0,14662]0,40(0,38400|0,33600[0,65

0,24730/0,15590]0,41/0,38462(0,34108/0,66
0,25821|0,16509|0,42|0,38489/0,34591/0,67
0,26863|0,17417 | 0,43|0,38481/0,3504910,68
0,27856(0,18314 |0,44|0,38438/0,35482/0,69
0,28800/0,19200]0,45/0,38362|0,35888|0,70

0,29696|0,200740,46|0,38254|0,36266|0,71
0,30545/0,20935|0,47/0,38112/0,36618|0,72
0,31347/0,217830,48/0,37938|0,36941]0,73
0,32102(0,2261810,49/0,37735|0,37235(0,74
0,32812(0,23438]0,50/0,37500/0,37500[0,75

0,37235
0,36941
0,36618
0,36266
0,35888

0,35482

0,34591
0,34108
0,33600

0,33068
0,32513
0,31935
0,31334
0,30712

0,30070
0,29406
0,28723
0,28021
0,27300

0,26561
0,25805
10,25032
[0,24242
0,23438

0,37735
0,37938
0,38112
0,38254
0,38362

0,38438

0,35049|0,38481

0,38489
0,38462
0,38400

0,38302
0,38167
0,37995
0,37786
0,37538

0,37250
0,36924
0,36557
0,36149
0,35700

0,35209
0,34675
0,34098
0,33478
0,32812

0,76
0,77
0,78
0,79
0,80

0,81
0,82
0,83
0,84
0,85

0,86
0,87
0,88
0,89
0,90

0,91
0,92
0,93
0,94
©,95

0,96
0,97

0,22618
0,21783
0,20935
0,20074
0,19200

0,18314
0,17417

0,32102
0,31347
0,30545
0,29696
0,28800

0,27856
0,26863

0,16509/0,25821

0,15590
0,14662

0,24730
0,23588

0,13726|0,22394

0,12780
0,11827
0,10867
0,69900

0,08927
0,07949
0,06066
0,05978
0,04988

0,03994
0,02997

0,98
0,99
1,00

0,01999
0,01000
o

0,21150
0,19853
0,18503
0,17100

0,15643
0,14131
0,12564
0,10942
0,09262

0,07526

0,05733

0,03881

0,01970
o}

1I. Tafel der Funktion g fiir parabelférmige Stabachsenlinien.

’y——*‘;—_zfx(l—x), g:1[<%>4_

3

(5)'+5]-

~| &

o 0,05

0,10 0,15

0,25

0,30

[¢) 0,01659

0,03270 | 0,04792 | 0,06187

9,07

422 | 0,08470

~[a |

0,35 0,40

0,45 0,50

0,55

0,60

o }65

0,09309 | 0.09920

0,10292 0,10417 o,

10292

0709

920 | 0,09309

~| 8 |

0}70 0)75

0,80 0,85

0,90

0,95

1,00

0,08470 | 0,07422

0,06187 | 0,04792 | o,

03270

0,01

659 o
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Anhang.

1I1. Tafel zur Berechnung der Funktionen ¢, und ¢, fiir verschiedene
Querschnittsziffern a.

¢ =4, + B «a,

@y =4, — By .

P1

P2

a
7

A B,

N

A, B,

P1

a
l A B

1 1

A

2

o
0,05
0,10
9,15
0,20
0,25

0,30
0,35
0,40
0,45
0,50

o
0,09262
0,17100
0,23588
0,28800
0,32812

o
0,04287
0,07290
0,09212
0,10240
0,10547
0,10290
0,09612
0,08640
0,07487
0,06250

0,35700
0,37538
0,38400
0,38362
0,37500

o
0,00012
0,00090
0,00287
0,00040
0,01172

o
0,04988
0,09900
0,14662
0,19200
0,23438
0,27300
0,30712
0,33600
0,35888
0,37500,

0,01890
0,02787
0,03840
0,05012
0,06250

0,35888
0,33600
0,30712
0,27300
0,23438
0,19200
0,14662
0,09900

0,55
0,60
0,65
0,70
0}75
0,80
0,85
0,90
0,95

0,05012
0,03840
0,02787
0,01890
0,01172

0,00640
0,00287
0,00090
0,00012

0,04988
o

1,00 o

0,38362

0,38400

0,37538
0,35700
0,32812

0,28800

0,23588

0,17100

0,09262
o

1 0,07487
0,08640
0,09612
0,10290
0,10547
0,10240
0,09212
0,07290
0,04287
o

IV. Tafel zur Berechnung der Funktionen ¢, und ¢, fiir verschiedene
Querschnittsziffern a.

@' =4, + B, «, @y == Ay + By e

a 2 12 a 2y ¥,

1 4/ B/ Ay Bgl I A ‘ B/ 4, ! By

o o L o o o
0,05 | 0,0926 | 0,0331 | 0,0499 | 0,0099 | 0,55 | 0,3589 | 0,0587 0,3836 | 0,0662
0,10 | 0,1710 | 0,0546 | 0,0990 | 0,0192 | 0,60 | 0,3360 | 0,0549 0,3840 | 0,0699
0,15 | 0,2359 | 0,0674 | 0,1466 | 0,0276 | 0,65 | 0,3071 | 0,0508 | 0,3754 | 0,0732
0,20 | 0,2880 | 0,0740 | 0,1920 0,0348 | 0,70 | 0,2730 ‘ 0,0463 | 0,3570 | 0,0755
0,25 | 0,3281 ‘ 0,0762 | 0,2344 | 0,0410 J 0,75 | 0,2344 | 0,0410 | 0,3281 | 0,0762
0,30 | 0,3570 | 0,0755 | 0,2730 | 0,0463 | 0,80 | 0,1920 | 0,0348 | 0,2880 = 0,0740
0,35 | 0,3754 \ 0,0732 | 0,3071 | 0,0508 | 0,85 | 0,1466  0,0276 | 0,2359 | 0,0674
0,40 | 0,3840 | 0,0699 | 0,3360 | 0,0549 | 0,90 | 0,0090 | 0,0192 | 0,1710 0,0546
0,45 | 0,3836 | 0,0662 | 0,3589 | 0,0587 | 0,95 | 0,0499 | 0,0099 0,0926 | 0,0331
0,50 ' 0,3750 [ 0,0625 | 0,3750 | 0,0625 | 1,00 o o o o
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