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Vor-wort zur erst en Auflage. 
Das in diesem Buche dargestellte Verfahren zur Berechnung statisch 

unbestimmter Tragwerke soIl als ein Versuch betrachtet werden, eine 
genugend allgemeine Methode fur jene Falle zur Verfugung zu stellen, 
wo die ublichen schulmaBigen Berechnungsweisen bei der Anwendung 
versagen oder zumindest einen Umweg bedeuten. Die Schwierigkeiten, 
die die Untersuchung von vielfach statisch unbestimmten Systemen 
nach den Methoden von Mohr und Castigliano, die auf den Begriff 
der Formanderungsarbeit aufgebaut sind, bieten, sind bekannt. Zahl· 
reich und mannigfaltig sind daher die Bemiihungen, derartige Trag· 
werke durch Betrachtung des geometrischen und elastischen Zusammen· 
hanges der einzelnen Glieder - im Gegensatze zu den sich auf den 
Arbeitsbegriff stutzenden gebrauchlichen Methoden - zu berechnen. 
Doch beschranken sich diese Arbeiten meist auf ein engbegrenztes 
Gebiet; die zurechtgelegten Verfahren sind in erster Linie auf den 
Sonderfall zugeschnitten und lassen sich nicht leicht auf andere FalIe 
ubertragen. Aus dies em Bediirfnisse nach einer in jedem Falle ver· 
wendbaren Methode zur Ermittlung der'statisch unbestimmbaren GraBen, 
die die Mangel und die Weitlaufigkeit der ublichen Berechnungsweisen 
vermeidet, ist diese Arbeit entstanden. 

Viele Leser werden in diesem Buche Zusammenhange und Be­
riihrungspunkte mit eigenen Arbeiten und den Veraffentlichungen anderer 
Forscher finden. Dies ist bei den vielfachen Bestrebungen der letzten 
Jahre, die Methoden der Baustatik auszubauen und fiir besonders schwie­
rige Systeme handliche Formeln und Berechnungsverfahren aufzustellen, 
begreiflich. Hier sei nur Axel B endixsens "Methode der a-Gleichungen 
zur Berechnung von Rahmenkonstrukrionen ", Berlin 1914, erwiihnt, da 
diese Abhandlung ahnliche Ziele verfolgt wie die vorliegende Veraffent­
lichung. Leider scheint diese bemerkenswerte Arbeit noch wenig be­
kannt geworden zu sein. 



IV V orwort zur ersten Auflage. 

dieser Bedingungsgleichungen fiir Tragwerke aus geraden oder schwach 
gekriimmten Staben unveranderlichen Querschnittes anschlieBt. In § 7 
dieses Abschnittes wird gezeigt, wie u. U. noch eine ~eitere Verein­
fachung des Rechnungsganges durch Einfiihrung der HilfsgroBen r 
erzielt werden kann. Die Ausfiihrungen dieses Absatzes weisen aber 
auch auf jene Grenzen hin, die der zweckmaBigen Anwendung dieser 
HilfsgroBen gezogen sind. Wer das oben erwahnteBuch vonBendixsen 
kennt, wird hier Ieicht den Beriihrungspunkt zwischen der Methode 
des Viermomentensatzes und dem Verfahren des genannten Verfassers 
herausfinden, aber auch die Grenzen erkennen, die seinem Verfahren 
bei der Anwendung gesteckt sind. 

Bei der Auswahl der Beispiele, die den dritten umfangreichsten 
Abschnitt fiillen, war ich bemiiht, die vielfachen Anwendungsmoglich. 
keiten der vorgefiihrten Methode zunachst an einfacheren, dann an 
schwierigeren Beispielen zu zeigen. Ich habe es bewuBt vermieden, 
gewisse Kunstgriffe, wie z. B. den der Zerlegung der Lastgruppen in 
symmetrische und spiegelsymmetrische Laststellungen, zu beniitzen, um 
nicht eine etwaige Einfachheit des Rechnungsganges vorzutauschen, die 
nicht der Methode des Viermomentensatzes gut geschrieben werden 
kann. Bei der praktischen Anwendung wird man natiirlich in geeig­
neten Fallen eine weitere Kiirzung der Untersuchung durch Benutzurig 
derartiger Lastanordnungen gerne anstreben. Eine Reihe von Beispielen 
wurde auch zahlenmaBig durchgerechnet, da erst bei einer derartigen 
Behandlung die ZweckmaBigkeit des Verfahtens erprobt werden kann. 
Es war auch notwendig darzutun, daB die zur Bestimmung der Uber­
zahligen dienenden Gleichungen, selbst bei groBer Zahl und Be­
schranktmg auf wenige Dezimalstellen in den Beiwerten, geniigend 
genaue Ergebnisse liefern. Gerade in dieser Richtung Iiegt ja einer 
der hauptsachlichsten Mangel der gebrauchlichen Methoden .. 

Der folgende Abschnitt ist der Anwendung des neuen Verfahrens 
zur Darstellung von Biegelinien gewidmet. Die beiden letzten Ab­
schnitte enthalten die Darstellung der Elastizitatsbedingungen flir Trag­
werke mit Staben von stetig veranderlichem Querschnitt und endlich 
fiir Tragwerke von beliebiger Form und Querschnittsgestaltung. Auch 
hier wurden die allgemeinen Ergebnisse an Beispielen erlautert.Im 
Anhange wurden die wichtigsten Formeln und Tafelwerte fiir den Ge­
brauch nochmals iibersichtlich zusammengestellt. 

Ich lege dieses Buch, das aus dem Bediirfnisse der Praxis heraus 
in erster Linie fiir den ausiibenden Statiker geschrieben ist, den Fach-



Vorwort zur zweiten Auflage. v 
genossen mit, dem vVunsche vor, es nicht nur zu lesen und als wissen­
schaftliche Studie zu betrachten, sondem gegebenen Falles auch einen 
Versuch zu wagen, das dargelegte Verfahren anzuwenden. Die ver­
haltnismaBig geringe Miihe, die es kostet, sich mit dem Wesen der 
Methode vertraut zu machen, wird sicherlich ihren Lohn finden. 

An der Ostfront, im Februar 1918. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Bei der Abfassung der Neuauflage habe ich den urspriinglichen 

Plan des Buches vollstiindig unveriindert belassen. Das Bestreben, 
das Buch einem moglichst weiten Kreis von ausiibenden Statikem zu­
ganglich zu machen, hat mich davon abgehalten, durch Vertiefung 
des allgemeinen Teiles, insbesonders durch Erorterung der Stellung, 
die die Methode des Viermomentensatzes innerhalb der allgemeinen 
Theorie der statisch unbestimmten ebenen Tragwerke einnimmt, den 
Umfang des Buches iiber Gebiihr zu vergroBem. So wurde, von einer 
etwas knapperen Fassung des § 2 und von Erganzungen in den §§ 4 
und 5 abgesehen, fast nichts geandert und nur einige Beispiele hinzu­
gefiigt. Neu hinzugekommen sind: Ein Beispiel in § 8, weiter die 
Darstellung der EinfluBlinien des ParaIleItragers in Vierendeelbauart 
mittels Differenzengleichungen, die Berechnung des symmetrischen Stock­
werkrahmens und schlieBlich ein Zahlenbeispiel im V. Abschnitt. 

Die Zusammenstellung der Formeln in einem eigenen Anhang hat 
sich bei dem geringen Umfang des Werkes als iiberfliissig erwiesen, 
weshalb ich mich nur auf die Wiedergabe der wenigen Zahlentafeln, die 
die Berechnung der EinfluBlinien erleichtem sollen, beschriinkt habe. 

Ich hoffe, daB die Neuauflage des Buches mit beitragen wird, der 
Methode des Viermomentensatzes neue Freunde zu erwerben. 

Wi en, im Januar 1925. 
Friedrich Bleich. 
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Einleitung. 
Jede Art der Berechnung statisch unbestimmter Systeme fuBt auf 

dem Grundgedanken, Beziehungen zwischen den elastischen Verschie­
bungen ausgezei<;hneter Punkte des Tragwerkes aufzustellen, urn derart 
Bedingungsgleichungen - die sogenannten Elastizitatsbedingungen -
zur Ermittlung der statisch nieht bestimmbaren GroBen im Systeme 
zu erlangen. Diese Elastizitatsbedingungen werden in der Regel durch 
Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten auf passend 
gewahlte Belastungszustande des betrachteten Tragwerkes (Mohr) 
oder aus der Gleiehung der Formanderungsarbeit mittels der Satze 
von Castigliano und Frankel erhalten. So schon diese Verfahren 
und so allgemein ihre Anwendungsmoglichkeiten auch sind, so ist doch 
nicht zu verkennen, daB insbesondere bei vielfach statisch unbestimmten 
Systemen meist die Ubung und Geschieklichkeit des erfahrenen Sta­

. tikers bei der Auswahl der statisch nicht bestimmbaren GroBen not-
wendig sind, urn die Losung der gestellten Aufgabe ohne ein UbermaB 
an Rechenarbeit zu ermoglichen, falls diese Methoden, was haufig genug 
vorkommt, bei der Anwendung nicht ganz versagen, denn sie geben, 
und das muB als ihr Hauptnachteil bezeichnet werden, keine Anhalts­
punkte fUr die zweckmaBige Auswahl der uberzahligen GroBen 1). 

Bei Systemen mit biegungssteifen Elementen treten in den nach 
dem ublichen Verfahren gewonnenen Elastizitatsgleichungen Integral 
ausdriicke auf, die in jedem Einzelfalle neu ausgewertet werden mussen. 
Es steht daher die Methode in dieser Hinsicht sieher gegen jedes 
andere rechnerische Verfahren an Brauchbarkeit zuruck, das diese In­
tegrationen in den Elastizitatsgleiehungen ein fUr allemal erledigt, so 

') Man erinnere sich nur der zahlreichen Veroffentlichungen Uber die 
Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme, wie Vierendeeltrager, mehr­
stielige Rahmen u. a. Tragwerke, die alle, unter Vermeidung der Methode der 
Formanderungsarbeit, mittels Betrachtungen Uber den geometrischen Zusam­
menhang der einzelnen Teile des Systems, die gestellten Aufgaben zu IOsen 
suchten. Die wenigen Ausnahmen hiervon lassen nur den Verdacht aufkommen, 
dati die Anwendung der Methode der Formanderungsarbeit erst moglich wurde, 
nachdem die Eigenschaften der behandelten Tragwerke durch vorangehende 
Arbeiten auf geometrischer Grundlage geklart und erst hierdurch Anhalts­
punkte fUr die zweckmatiige Wahl der statisch nicht bestimmharen GroDen 
gewonnen wurden. 

BI eich, Viermomentensatz. 2. Auf!. 



2 Einleitung. 

daB die Elastizitatsbedingungen in jedem Sonderfalle unmittelbar in 
Form gewohnlicher Gleichungen angeschrieben werden konnen. 

Das Wesentliche des in diesem Buche dargestellten Berechnungs· 
verfahrens besteht in folgendem: Fur eine Reihe besonderer Punkte 
des Systems, der sogenannten ausgezeichneten Punkte, wird die 
Stetigkeitsbedingung, das ist die Bedingung der Unveranderlichkeit 
des Winkels, den zwei im ausgez~ichneten Punkte zusammenstoBende 
und dort steif verbundene Stabe oder Stabteile miteinanaer einschlieBen, 
aufgestellt. Diese Stetigkeitsbedingung erscheint in Form einer Glei­
chung zwischen Differentialquotienten, deren Betrage in allgemeiner Form 
berechnet werden konnen. Das Ergebnis dieser Berechnung wird durch 
den Viermomentensatz dargestellt, so genannt, weil diese Gleichung 
eine Verknupfung zwischen den vier Endmomenten der beiden im be­
trachteten Punkte steif angeschlossenen Stabe oder Stabteile darstellt. 
Da die lahl der Stetigkeitsbedingungen im allgemeinen nicht ausreicht, 
um samtliche Unbekannten zu bestimmen, zu denen auBer den statisch 
nicht bestimmbaren GroBen auch die Verschiebungen der ausgezeich. 
neten Punkte, die ebenfalls in die Viermomentengleichung eintreten, ge­
horen, so werden auf Grund einfacher geometrischer Betrachtungen noch 
weitere lusammenhange zwischen diesen Verschiebungen aufgestellt. 
Diese lusammenhange werden durch die Winkelgleichungen aus­
gedriickt. Viermomenten- und Winkelgleichungen bilden die Gesamtheit 
der Elastizitatsbedingungen unseres Verfahrens. Nach Aussonderung der 
VerschiebungsgroBen und Ersatz der in den Viermomentengleichungen 
vorkommenden KraftgroBen und Stablangenanderungen durch Ausdriicke, 
die nur die auBeren Krafte und die iiberzahligen GroBen enthaIten, 
werden so viele lineare Gleichungen gew onn en, als statisch nicht be­
stimmbare GroBen vorhanden sind. Diese Gleichungen bilden die 
Gesamtheit der Bestimmungsgleichungen. Wie man erkennt, ist das 
Verfahren im wesentlichen ein geometrisches, im Gegensatze zu den 
von Maxwell und Mohr gegebenen Methoden, die als mechanische 
Methoden angesprochen werden konnen 1). 

Die Vorziige des hier dargestellten Verfahrens, das 'wir die Me­
thode des Viermomentensatzes nennen wollen, sind z. T. schon 
aus den vorangefiihrten knappen Darlegungen zu erkennen. Der lu· 
sammenhang zwischen den Formanderungen einerseits und den an­
greifenden und widerstehenden Kraften andererseits, kurz, das sogenannte 
Kraftespiel, tritt in jedem Punkteder Rechnung deutlich zutage. Sind 
die statisch nicht bestimmbaren GroBen ,einmal bekannt, so konnen, 

1) Maxwell fant z.B. das Fachwerk als eine Maschine auf, mittels welcher 
eine treibende Kraft P (Last) einen Widerstand S (Stabkraft) Uber'windet. "On 
the calculation of the equilibrium and stiffness of frames!' Phil. Mag. 1864, 
Bd. 27, S. 294. 
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meist unter Zuhilfenahme der Zwischenergehnisse der Rechnung, Fragen 
nach den Formanderungen, deren Beantwortung unerlaBlich ist, wenn 
das Kraftespiel im untersuchten Systeme klar erkannt werden soll. ohne 
viel Muhe erledigt werden. In dieser Hinsicht wird sich das Verfahren 
der ublichen Methode an Anschaulichkeit uberlegen erweisen. 

Als Hauptvorzug aber muB der Umstand bezeichnet werden, daB 
die Auswahl der statisch nicht bestimmbaren GraBen erst nach Auf­
stellung der Elastizitatsbedingungen erfolgt; sie kann daher so getroffen 
werden, daB die Rechenarbeit auf ein KleinstmaB beschrankt wird, 
denn z. T. rein arithmetische Uberlegungen zeigen, nachdem die Glei­
chungen bereits festgelegt sind, in jedem Einzelfalle den Weg, wie 
unter Wahrung weitgehender Arbeitsakonomie die Uberzahligen aus­
zuwahlen sind. Die einfache und ubersichtliche Form der Viermomenten­
und Winkelgleichungen erleichtert in hohem MaBe die Entscheidung 
uber den weiteren Rechnungsgang. Die in den Gleichungen deutlich 
ausgepragten Symmetrieverhaltnisse des der Untersuchung unterworfe­
nen Rahmensystems ermaglichen in der Regel die zweckmaBige Zer­
fallung des Gleichungssystems in voneinander unabhangige Gleichungs­
gruppen. Vielfach weisen die Gleichungen selbst auf bestimmte Kraft­
graBen hin, so daB im gewissen Sinne von einem selbsttatigen Aus­
wahlen der statisch nicht bestimmbaren GraBen gesprochen werden 
kann. 1m allgemeinen erweist sich der ganze Rechnungsgang, wie aus 
den Beispielen ersichtlich werden wird, bedeutend kurzer als bei den 
ublichen Verfahren. Dies tritt vornehmlich bei vielfach statisch un­
bestimmten Tragwerken deutlich hervor, da in vielen Fiillen bereits die 
angesetzten Viermomentengleichungen die Bestimmungsgleichungen fur 
die Uberzahligen vorstellen, oder diese durch einfache Umformungen 
daraus gewonnen werden kannen, was bei der gebrauchlichen Berech­
nungsweise erst nach Durchfuhrung von kurzeren oder langeren Inte­
grationen, die bei unserem Verfahren ganz entfallen, maglich ist. Das hier 
erarterte Verfahren fuhrt auch zu der bemerkenswerten Erkenntnis, daB 
die EinfluBlinien der Uberzahligen, unabhangig von der Art des Trag­
werkes und dem Grade seiner Unbestimmtheit, aus wenigen unver­
anderlichen Stammlinien (Stammfunktionen) in einfachel,' Weise dar­
gestellt werden kannen, wodurch die Ermittlung dieser Linien, ins­
besondere bei hochgradig statisch unbestimmten Systemen, bedeutend 
erleichtert wird. 

1* 



I. Die ElastiziUitsbedingungen der Methode' 
des Viermomentensatzes. 

§ 1.. Das Bildungsgesetz ebener Systeme. 
Jedes aus steifen St1iben bestehende Tragwerk kann als Steifrahmen 

aufgefaBt werden. In diesem Sinne sind die Erorterungen dieses Ab­
schnittes als vollkommen allgemein giiltig aufzufassen. 

Unter einem ebenen Steifrahmen verstehen wir ein Traggebilde, 
das aus geraden oder gekriimmten St1iben, die miteinander steif oder 
gelen,kig vetbunden sind, besteht. Die Zahl der St1ibe, deren Verbin­
dungen untereinander, sowie die Lagerung des ganzen Systems mussen 
so beschaffen. sein, daB ein in der Systemebene unverschiebliches Trag-

o~------------------~ 

Abb.1. 

werk entsteht, wenn von 
den e1astischen Formande­
rungen abgesehen wird. 
Sind s1imtliche Knoten­
punkte als Gelenke ausge­
bildet, dann geht das eigent­
liche Rahmentragwerk in 
ein Fachwerk uber. 

P'f Das Orundsystem. Wir 
bezeichnen als einfaches 
Grundsystem einen aus 
beliebig vielen Elementen 

gebildeten ebenen, geschlossenen Rahmen mit uberall steifen Ecken, 
dessen 1iuBere Kr1ifte bekannt und untereinander im Gleichgewichte 
sind (Abb. 1). 

Unter Element verstehen wir dabei einen geraden oder ge­
krummten Stab oder Stabteil, der zwischen zwei ausgezeichneten 
Punkten liegt. 

Ausgezeichnete Punkte; Wir nennen ausgezeichnete Punkte 
eines Systems alle jene Punkte, in denen unter Wahrung des 
elastischen Zusammenhanges der dort zusammentreffenden St1ibe oder 
$tabteile Unstetigkeiten auftreten. Hierher gehoren: steife Ecken, 
Punkte, in denen mehr als zwei St1ibe zusammenstoBen, wobei we 
nigstens zwei derselben miteinander steif verbunden sein mussen, 
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endlich jene Punkte, in denen das Triigheitsmoment eines sonst in 
seiner Achsenfiihrung stetig verlaufenden Stabes eine plotzliche An­
derung erfiihrt. 

Gelenkpunkte gehoren 
nicht zu den ausgezeich­
neten Punkten, da dort der 
elastische Zusammenhang 
gestort ist In Abb. 2 sind: 
Punkt 0 und 1 ausgezeich­
nete Punkte der ersten Art, 
Punkt 2 und 5 ausgezeich­
nete Punkte der zweiten Art 

o 

Abb.2. 

und die Punkte 3 und 4, in denen die Querschnitte plotzliche Ande­
rung en erleiden, ausgezeichnete Punkte der dritten Art. 

Abb.3· 

Zuriickfiihrung der Tragwerke all! einfache Orundsysteme. Es liiBt 
sich nun zeigen, daB jedes Tragwerk aus dem dreifach statisch un· 
bestimmten einfachen Grundsystem abgeleitet werden kann: 

1. Durch Einschalten von Gelenken entsteht der zweifach, der 
einfach statisch unbestimmte und der statisch bestimmte Ring. 

Abb·4· 

2. Jeder offene einfache Rahmen kann in emen geschlossenen 
Rahmen verwandelt werden, wenn man die Auflager durch Stiibe ver, 
bindet, die gewisse Auflagerwiderstande in ihrer Wirkung ersetzen 
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a) Der in: Abb.3a dargestellte geschlossene Rahmen mit dem in 
A ~und B steif angeschlossenen Stab A B, dem wir das Tragheits­
moment ] = 00 zuschreiben, ersetzt, als Balken gelagert, den dreifach 
statisch unbestimmten eingespannten Rahmen der Abb. 3 b. 

Abb·5· 

b) 1st der Stab A B einerseits fest, anderseits gelenkig ange­
schlossen (Abb.4a), dann entsteht das in Abb. 4b dargestellte zwei­
fach statisch unbestimmte Tragwerk. 

Abb.6. 

c) \Venn sowohl in A als auch in B Gelenke vorgesehen sind 
Abb.5a), im iibrigen aber der Querschnitt des Stabes AB, F=oo, 
so kann diesem geschlossenen Systeme der in Abb. 5 b zur Darstellung 
gebrachte Zweigelenkrahmen mit unverschieblichen Kampfern zugeordnet 

werden. 1st der Stabquerschnitt F endlich, dann liegt der Zweigelenk­
rahmen mit Zugband vor. 

d) Sind zwei SchluBstabe vorgesehen, von denen der eine steit 
angeschlossen,'aer zweite <ils Pendel wirkt (Abb. 6a), so entspricht 
diese Anordnung dem in Abb. 6b dargestellten Tragwerk. 1st bei A 
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statt der steifen Eeke ein Gelel1k vorhanden, .. dann geht der Rahmen 
in den frei aufliegenden Balken iiber. 

Die in den Abb. 3 bis 6 verzeichneten Tragsysteme konnen weiter 
durch Einschalten von Gelenken in Systeme von niedrigerem Grade 
statischer Unbestimmtheit venvandelt werden. 1m System der Abb. 3 

A aJ ,~.~A _______ ~ ______ ~8~ 
~ ~ 

Abb.8. 

diirfen ein, zwei oder drei Gelenke eingeschaltet werden. Das System . 
der Abb.4 gestattet die Anordnung von einem oder zwei Gelenken. 
Wird in Abb. 5 ein Knoten gelenkig gemacht, so entsteht der Drei­
gelenkbogen. Das System der Abb. 6 erlaubt noch die Anbringung 
eines Gelenkes. 

3. Denkt man sich den Stab A B in den Abb. 3 bis 6 nach unten 
gekriimmt, dafiir aber die Rahmenstabe in der Verbindungslinie AB 
gerade gestreckt, so ersetzen derartige Anordnungen der Reihe nach: den 

a) ~~A ______ ~ ______ ~8~ 
%1 ll!0. ~{J=OO ~ 

Abb.9. 

beiderseits eingespannten Balken (Abb. 7), den einerseits eingespannten, 
anderseits mit festem Gelenk versehenen Tragbalken (Abb. 8), den 
beiderseits mit festem Gelenk versehenen geraden Stab (Abb. 9) und 
endlich den gewohnlichen Balken (Abb. 10). 

Wir sehen so mit, wie durch Einschaltung von Gelenken sowie 
durch passende Annahmen iiber die Steifigkeit und die Querschnitts-

~ J=oo 

.h 

A 
oj 

Abb.10. 

beschaffenheit einzelner Stabe des Grundsystems sich samtliche mog­
lichen Tragsysteme, die aus einem einfachen Stabzug bestehen und 
in zwei Punkten gestiitzt sind, ableiten lassen. 

4. Alle iibrigen moglichen Tragwerke lassen sich aus Verbin­
dung en von mehreren einfachen Grundsystemen entwickeln. 
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SchlieBt man an das Grundsystem abcda (Abb. 11) einen zweiten 
Rahmen c e f g d an, so entsteht ein zweifaches Grundsystem, das sechs· 

Abb. 11. 

fach statisch unbestimmt 
ist, und in die beiden 
einfachen Grundsysteme 
abcda und cefgdc, die 
die Seite cd gemeinsam 
haben, zerfiillt. Wir 
setzen wie beim ein· 
fachen Grundsystem vor· 
aus, daB samtliche au­
Beren Krafte bekannt 
und untereinander im 

Gleichgewichte sind. In derselben Weise, wie das zweifache System, 
konnen auch drei· und mehrfache Grundsysteme geschaffen werden. Sind 
n einfache Grundsysteme zu einem Tragsysteme vereinigt, so sprechen 
wir von einem n·fachen Grundsystem, das 3 n·fach statisch un-

l, bestimmt ist, wenn die 
c ___ ----------1 auBeren Krafte gegeben 

sind. Sowie sich aus dem 
einfachen Grundsystem 
die Reihe der m oglichen 
Tragwerke durch Ein· 
schalten von Gelenken 
und durch 'Wahl pass en­
der Querschnitte be­
stimmter Stabe ableiten 
laBt, so lassen sich in 
der gleichen Weise auch 
aus dem allgemeinen 

Abb. 12. n·fachen Grundsystem 
aile bei der gegebenen 

Stabzahl up.d Stabanordnung moglichen Tragsysteme entwickeln. Da wir 
hinsichtlich Stabzahl und Stabanordnung keine einschrankende Annahme 
gemacht haben, so folgt daraus, daB jedes nur denkbare Tragsystem 
sich auf ein ein· oder mehrfaches Grundsystem zuriickfiihren laBt. 

0) 

Abb. 13. 



Das Bildungsgesetz ebener Systeme. 

Abb. 12 steUt ein Beispiel eines vierfachen Grundsystems vor. Es 
zerfiillt in die vier einfachen Grundsysteme abcdea, aedfa, cdfghc 
und cdfic und ist 4 X 3 = 12 fach statisch unbestimmt. Es ist hier. 

Abb.14· 

bei zu beachten, daB die Art der Zerlegung der Grundsysteme eine 
gewisse Willkiir zulaBt; so konnen an Stelle der ersten zwei eben 
genannten Grundsysteme auch die Systeme abcdfa und abcdea' 

a) 0) 

~l I 1 
J. i i 1 ~ 

Abb. 15. 

treten, da man sowohl f an das System abcdea als auch e an das. 
System abcdfa anschlieBen kann. Einige Beispiele mogen das voran­
stehend Erorterte veranschaulichen. 

Abb. 13 a zeigt ein dreifaches Grundsystem, das' in seiner Wir­
kungsweise dem in Abb. 13 b dargestellten dreifeldrigen Rahmen mit 
vier eingespannten Standern entspricht. 

Abb.16. 

Aus diesem Grundsystem kann durch Einschalten von vier 
Gelenken (Abb. 14a) ein Abb. 14b gleichwertiges System geschaffen 
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werden. Es ist zu beachten,' daB det Stab A Bohne Unterbrechung 
durch die Gelenke steif durchHiuft. 

Ein aus 'eiriem vierfachen 

a} 

Grundsystem entwickeltes Tragwerk 
zeigt Abb. 15 a. Es ist, wie 
leicht einzusehen, dem in 
Abb. 15 b gezeichneten vier­
feldrigen durchlaufenden 
Balken gleichwertig. Ebenso 
leicht ersichtlich ist, daB die 
in den Abb. 16 a und b dar· 
gestellten Systeme einander 
ersetzen konnen. 

Abb.17. 

Abb. 16a ist aus einem 
dreifachen Grundsystem 
durch Einschalten von vier 

Gelenken entstanden. Daher 9 - 4 = 5 fach statisch unbestimmt. 
Der einfache geschlossene Rahmen der Abb. 17b, der zwei fest 

eingespannte Stabe besitzt, HiBt sich auf ein zweifaches Grundsystem, 
das in Abb. 17 a zur Darstellung gebracht ist, zuriickfiihren. 

Jedes Fachwerk mit n Feldem kann aus einem n-fachen Grund­
system abgeleitet werden, wenn man in den Knoten Gelenke anordnet. 

Es sei noch bemerkt, daB die in den Abb. 3 bis 17 gezeichneten 
geraden Stabe auch fallweise durch gekriimmte Stabe ersetzt werden 
konnen, da wir die Grundsysteme aus geraden oder gekrlimmten Stab en 
zusammengesetzt erklart haben. 

§ 2. Die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GraBen 
im einfachen Grundsystem. 

Wie im vorangehenden Absatze gezeigt wurde, liiBt sich jedes 
Tragsystem aus Grundsystemen ableiten. Gelingt es nun, die liber­
zahligen GroBen des einfachen Grundsystems zu berechnen, so ist 
damit auch ein allgemeines Verfahren gegeben, das bei wiederholter 
Anwendung auf mehrfache Grundsysteme oder auf aus solchen ab­
geleitete Tragwerke deren statisch nicht bestimmbare GroBen 
liefert. Unsere Aufgabe Iauft also zunachst auf die Berech­
nung des dreifach statis'ch unbestimmten einfachen Grund­
systems hinaus. 

a) Die Stetigkeitsbedingung. 
Flir jeden ausgezeichneten PuDkt kann eine Stetig keits bedingung 

aufgestellt werden. Diese Bedingung besagt, daB die Endtangenten 
zweier in einem ausgezeichneten PunJcte.zusammentreffenden und dort 
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steif verbundenen Stabe oder Stabteile (Elemente) vor und nach der 
Formanderung den gleichen Winkel miteinander einschlieBen. 

Das in Abb.18 dargestellte Grund­
system sei durch den Angriff einer 
im Gleichgewichte stehenden Last­
gruppe verzerrt, wobei die Sehne des 
Stabes a b in ihrer Richtung fest­
gehalten gedacht ist. Die Verzerrungs­
figur ist in cler Abbildung strichliert 
angedeutet. Wir betrachten nun zwei 
benachbarte Elemente des Grund­
systems, und zwar die Stabe k - 1 , 
k und k, k + 1 in ihrem elastischen 

" , , 
k+1 1"'1'1 

I 
I 
I 
\ 

~~--"'-----""'-~b,J 
Abb.18. 

Zusammenhange vor und nach der Verzerrung. In Abb. 19 sind die 
beiden ins Auge gefaBten Stabe in beiden Lagen herausgezeichnet. 

Bezeichnet gJ den Winkel, den die Tangenten der in k zusammen­
stoBenden Stabenden vor der Verformung miteinander einschlieBen, 
gJ' den Winkel nach derselben, so besagt die Stetigkeitsbedingung, 

Abb.19. 

daB gJ = gJ' sein muB. Aus Abb. 19 ist ohne weiteres ersichtlich, 
daB dann der Winkel LI gJk' um den sich die Tangente im Punkte k 
des Stabes lk bei der Verschiebung und Verzerrung, dreht, gleich 
sein muB dem Tangentendrehwinkel LI gJk+l des Stabes lk+l' Somit 
ist, wenn man Verdrehungen im Sinne der Uhrzeigerbewegung als 
positiv annimmt, 

LI gJk = LI gJk+l • 

Nun setzt sich jeder der beiden Winkel aus zwei Teilen zusam­
men. In Abb. 20 sind die einzelnen aufeinanderfolgend gedachten 
Verschiebungs- und Verzerrungszustande des Stabes k, k + 1 zur Dar-
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stellung gebracht. Denken Wir uns nun den 

t---------lk .. f-------~ .. I 
I 
I 
I 
1r+1 

urspriingl.Slubt:Tcnse 1\ 
II 
1\ 

urspri.!!!Jl! Stt:Tbacnse -U 
':::::::::'::::=--~--Pa;:;a//e/ vem7i;;;Jin-;;:-r 

1 ~~ __ --..:..t... __ I 
I \ '" , ...... ---__ ...:::..~-- I 

I \ ~."""", -_ 1 
I \ ~ ~~ --_, I 

/ \ 19> --- lr+1 

:' \/ 
/~ '/sP I 

k ~ Stabachse ;lacn del' I 
I VerdreIJung u.llerzerruQg I 

I 
I 
I 
I 

8iege/inie ~----_;;;;;'..tA'''?, 

Abb.20. 

Stab unverzerrt parallel 
zu sich verschoben, 
bis k nach k' gelangt 
(strichlierte Stabachse 
in Abb. 20), dann um 
den Winkel {J ge­
dreht, bis die Stab­
sehne ihre endgiiltige 
Richtung erreicht 
(strichpunktierte Stab­
achse) und endlich 
verzerrt, so hat sich 
bei diesen schrittwei­
sen Verschiebungen 
die Stabtangente in k' 
bei der Drehung um 
den Winkel {j zu­
nachst ebenfalls um {J 

gedreht, um schlieB­
lich bei der darauf-
folgenden Verzerrung 

nach elDer weiteren Verdrehung um den Winkel 1fJ ihre endgiiltige Lage 
zu erreichen. Somit ist £iir jeden der beiden Stabe 

und die oben angegebene Bedingung geht iiber in 

1fJk -'1PU1 + {Jk - {JU1 = o. 

Die Winkel {Jk und {JU1' die die relative Lage der verschobenen 
Knotenpunkte k - 1', k' und k + l' beschreiben, bezeichnen wir als 
Stabdrehwinkel. 

Wir beschranken die weiteren Entwicklungen, ohne ihre Allgemein· 
heit zu gefiihrden, auf gerade oder schwach gekrummte Rahmen­
stabe, da stark gekriimmte Stabe selbst wieder als Steifrahmen betrachtet 
werden ki:innen. 

Bezeichnet man mit LI y die in Richtung senkrecht zur Stabsehne 
gemessenen Verschiebungskomponenten der Achsenpunkte des Stabes k, 
k + 1, d. s. die Ordinaten der in Abb. 20 -eingetragenen Biegelinie, 
so gilt fur die Verdrehung.des linken Endes dieses Stabes, genau 
genug, 
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und ebenso fUr die Verdrehung des rechten Endes des Stabes k - 1, k 

( d LI y)k 
'!jJk '" tg '!jJk = -d- . 

X a;=l 

Man erhiilt sonach die Stetigkeitsbedingung in der Form: 

Die Zeiger k und k + 1 zeigen das Stabfeld an, auf welches sich das 
Gleichungsglied bezieht. 

Die Gleichung 1) gilt selbstverstandlich auch dann, wenn die beiden 
steif vereinigten Stabe in eine Gerade fallen (Abb. 21), oder wenn 
beide Stabe in k mit ste-
tiger Kriimmung in ein­
ander iibergehen. 

Da die Stetigkeits-
. bedingung 1) eine 
Beziehung zwischen 
den Formanderungen 

Abb.21. 

zweier benachbarter Elemen te darstellt, so ist sie eine Art 
Elastizitatsbedingung, die zur Bestimmung der statisch un­
bestimmbaren GraBen im Systeme dienen kann. Es fragt sich 
nun: Wie groB ist die Zahl derartiger im einfachen Grundsystem aus 
n Staben aufstellbaren Stetigkeitsbedingungen und reicht diese Zahl 
aus, urn samtliche iiberzahligen GraBen und sonstigen Unbekannten 
im Grundsysteme zu berechnen? 

Wir betrachten ein einfaches Grundsystem aus n Elementen, dessen 
eine Seite in ihrer Richtung festgehalten ist. Die Stetigkeitsbedingungen 
enthalten die Differentialquotienten der Verschiebungen LI y und die 
Stabdrehwinkel. Diese Verschiebungen und somit auch ihre Differen­
tialquotienten lassen sich als Funktionen der auBeren Krafte und der 
drei Uberzahligen des Grundsystems darstellen. Die Gesamtheit der 
Stetigkeitsbedingungen fUr das ins Auge gefaBte Grundsystem enthalt 
demnach die auBeren Krafte, die statisch nicht bestimmbaren GraBen 
und n - 1 Drehwinkel, da ein Stab voraussetzungsgemaB als festge· 
halten den Drehwinkel Null hat. Da die auBeren Krafte des Grund· 
systems als bekannt angenommen werden, so verbleiben in den 
Stetigkeitsbedingungen an Unbekannten: 

3 stati;;ch unbestimmbare GraBen 

n -1 Stabdreh winkel, 

zusammen n + 2 Unbekannte. Ihnen stehen bei n ausgezeichneten 
Punkten n Stetigkeitsbedingungen der Form 1) gegeniiber, so daB es 
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notwendig erscheint, zwei weitere Beziehungen zwischen den Unbekannten 
aufzusuchen, urn die gestellte Aufgabe losen zu konnen. 

b) Die Winkelgleichungen. 
Die Stetigkeitsbedingungen beschreiben den e1astischen Zusammen­

hang je zweier aufeinanderfolgenden Elemente des Grundsystems. Nun 
ist es noch notwendig, die geometrische Unveranderlichkeit des ganzen 

Rahmengebildes, d. h. 
die Bedingung, daB 
der geschlossene 
Rahmen auch nach 
der Verzerrung ein 
geschlossener Rah­
men bleibe, in Form 
von Elastizitatsglei­
chung en festzulegen. 

~"""-----=.,....---...I.."""'!'!~6------~.:c Der geschlossene 
I<,-_____ z;.~------;O< Stabzug 1, 2 •.• n der 

Abb.22. Abb. 22 gehe nach 
der Verzerrung in den 

strichliert gezeichneten Stabzug 1', 2' . .. n' iiber, wobei sich die 
Stabsehnen, und nur diese sind in der Abbildung dargestellt, urn die 
Stabdrehwinkel {}1' {}2"" {}n-l drehen. Stab 1-n sei hierbei in seiner 
Richtung festgehalten gedacht, cla es nur auf die Verdrehung der Stabe 
gegeneinander und nicht auf eine Verdrehung des ganzen Gebildes 
ankommt. Wir projizieren nun die beiden Stabpolygone auf zwei auf­
einander senkrecht stehende Achsen x und y. Die x-Achse falle mit 
der Stabsehne 1 - n zusammen, der Achsenursprung liege in 1. SoIl 
jeder der beiden Stabziige eine geschlossene Figur bilden, so muB 
die Summe der Projektionen aller Vieleckseiten auf die beiden Achsen x 
und y Null sein. Demnach ist 

fur das unverzerrte Stabvieleck 

2lcosa= 0 und 2.lsina= 0, 

und fur das verzerrte Stabvieleck 

2l' cos a' = 0 und .2 r sin a' = o. 

Die Winkel a bzw. a' sind am niedriger bezifferten Stabende, 
von der Richtung der positiven x-Achse ausgehend, ent· 
gegengesetzt dem Sinn der Uhrzeigerbewegung zu zahlen, 
wies dies in Abb. 22 durch Pfeile angedeutet ist. 

Wir fuhren nun l' = l +,1 lund a' = a - {} ein_ Einem posi­
tiven Lll entspricht somit eine Stabverlangerung, einem posi. 
tiven {} eine Verkleinerung des Winkels a; cler Stab dreht 
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sich demnach bei positivem {} 
Sinne der Uhrzeigerbewegung. 

um sein niedriger beziffertes Ende im 
Diese Festsetzungen wollen wir fest· 

halten 1). 

Fur einen beliebigen Stab gilt demnach 

l' cos a' = (l + Lll) cos (a - {}) = (l + Lll) (cos a + & sin a) , 

wobei, wegen der KIeinheit des Winkels {}, cos {} = 1 und sin & = {} 
gesetzt wurde. Nach Ausfiihrung der angedeuteten Multiplikation folgt 

l' cos a' = l cos a + Lll cos a + {}.l sin a; 

hierbei wurde das Glied Ll l·1't· sin a als klein von der zweiten GraBen­
ordnung vernachlassigt. 

In derselben Weise findet man 

l' sin a' = (l + Lll) sin (a - &) = (l + Lll) (sin a -{}cos a) 
oder 

l' sin a' = l sin a + Lll sin a - {}·l cos a. 

Nach Einsetzen in die eingangs aufgestellten Summengleichungen 
gewinnt man 

2 l cos a + 2 L1 l cos a + 2 &.l sin a = 0, 

2 l sin a + 2 Ll l sin a - 2 & ·l cos a = 0 • 

Die ersten Glieder dieser beiden Gleichungen sind Null, und die 
Formeln nehmen daher die einfache Gestalt an 

1; LlI cos a + 1; if· I sin a = 0 1. . . . . . . 2) 
1; LlI sin a - 1; if . I cos a = 0 J 

Diese beiden Gleichungen werden als Winkelgleichungen be· 
zeichnet. 'Die Summenzeichen erstrecken sich auf aIle Stabe des 
Systems, ob diese gelenkig oder steif angeschlossen sind. Das Vor· 
zeichen der einzelnen Summenglieder hangt yom Vorzeichen der Winkel­
funktion des Winkels a abo Die Lll bedeuten die Langenanderungen 
der Stabsehnen und sind Funktionen der Langskrafte, Temperatur­
anderungen und der verbiegenden Momente bei gekriimmten Staben. 
Die Lll und & werden als Unbekannte zunachst positiv angenommen_ 

In den vorstehenden Entwicklungen wurde die x-Achse mit einer 
Rahinenseite zusammenfallend angenommen, und dieser Rahmenseite, 
als festgehalten, der Drehwinkel Null beigelegt. Dies muB keines­
wegs immer der Fall sein; man kann jede beliebige Richtung als 
Projektionslinie wahlen, d. h. der Winkel a kann auf eine beliebig 

1) Wegen des Zusammenhanges der WinkeIgleichungen mit den Stetig­
keitsbedingungen, in denen die DrehwinkeI {} positiv bei Stabdrehung im Sinne 
der Uhrzeigerbewegung gez1lhlt wurden, wurde einer Verkleinerung des 
Winkels" ein positives {} zugeordnet. 
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gewahlte Gerade mit Richtungssinn bezogen werden, nur muB diese 
-Gerade im Grundsys.teme selbst, also gegen irgendeinen Stab desselben, 
-festgelegt sein. 

Die beiden Winkelgleichungen bilden die fUr die Berechnung des 
Grundsystems noch notwe~en Elastizitatsbedingungen. Damit ist 

..auch die Aufgabe, die iiberzabligen GroBen im einfachen Grund­

.:system zu bestimmen, im Wesentlichen gelOst. Stetigkeitsbedingungen 
-nnd Winkelgleichungen stellenbeim n-stabigen einfachen Grundsystem 
-<lie n + 2 Elastizitatsbedingungen vor, aus denen die n + 2 Unbe-
kannten (Stabdrehw~el und Uberzablige) ermittelt werden konnen. 
Die Winkelgleichungen sind unabhangig von der Stabform 

-und der Querschnittsgestaltung, haben daher allgemeine 
·Geltung. 

§ 3. Anwendung auf beliebige statisch unbestimmte 
Tragsysteme. 

Wir betrachten zunachst die aus einem einfachen Grundsystem 
. .abgeleiteten Trager. Durch Einschalten eines Gelenkes in einem 
..ausgezeichneten Punkte fant eine iiberzablige GroBe, also eine Unbe­
kannte, fort, ebenso entf3.llt aber auch eine Stetigkeitsbedingung, da 
im Gelenkpunkte keine Stetigkeit besteht. Bei zwei Gelenken fallen 
zwei Unbekannte und zwei Stetigkeitsbedingungen fort usw. Man erkennt 
somit, daB das Gleichgewicht zwischen der lahl der Unbekannten und 

·<ier lahl der zu ihrer Berechnung dienenden Elastizitatsbedingungen 
in jedem FaIle fiir alle nach den Regeln des § 1 aus dem einfachen 
Grundsysteme abgeleiteten Tragwerke ungestort bleibt, womit die 

Moglichkeit der Berechnung 
~ beliebiger Tragwerke dieser 

Gruppe mit Hilfe der Stetig-

" keitsb~dingungen 1) und der 
Winkelgleichungen 2) dar­
getan ist. 

Liegt der Gelenkpunkt 
nicht in einem ausgezeichheten 

Abb. 23. Punkte des Grundsystems, wie 
in Abb. 23, so bleibt die lahl 

·der Stetigkeitsbedingungen unverandert, aber die lahl der Stabdreh­
winkel f} wird um Eins vermehrt, da den Stabteilen ag und gb ver­
schiedene Drehwinkel zukommen. Dafiir entfant aber eine Uberzablige, 
wodurch das Gleichgewicht zwischen der lahl der Unbekannten und 

.oer Zahl der Elastizitatsbedingungen wieder hergestellt ist. 
Liegt ein mehrfaches Grundsystem vor, so sind zunachst zwei 

:Fane zu unterscheiden: 
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1. :Fall. lwei aneinandergeschlossene Gnindsysteme haben nur 
einen Stab gen:teinsam. Fur jedes. einfache ·Grundsystem k6nnen so 
viele Stetigkeitsbedingungen angesetzt werden als es ausgezeichnete 
Punkte besitzt, auBerdem je zwei Winkelgleichungen. Raben die an­
einandergeschlossenen Grundsysteme p, q, r '" ausgezeichnete Punkte 
und sind insgesamt {J. einf<l;che Grundsysteme zu einem Tragwerk ver· 
einigt, so betragt die Gesamtzahl der Elastizitatsbedingungen 

p+q+r+···+z{J. 
Denken WIr uns nun vom ersten einfachen Grundsystem eine Seite 
festgehalten, ihren Stabdrehwinkel {} also Null gesetzt, so betragt die 
lahl der unbekannten Stabdrehwinkel urn 1 weniger als die lahl der 
ausgezeichneten Punkte dies,~1' Feldes. Auch die lahl der Stabdreh· 
winkel der anschlieBenden Grundsysteme ist je urn 1 kleiner als <:lie 
lahl der ausgezeichneten Pu"nkte, da. der Stabdrehwinkel der gemein­
samen Seite schon im vorangehenden Felde als Unbekannte geziihlt 
wurde. 

Es liegen demnach 

(p - 1)+(q-1)+ (r-1) + ... + 3{J 
Unbekannte vor, wenn wir beachten, daB ein {J ·faches Grundsystem 
3 p-fach statisch unbesrlmmt ist. Die Gesamtzahl der Unbekannten 
ist demnach gleich der lahl der Elastizitatsbedingungen, d. i. 

p+q+r+···+z{J. 
2. F all. Sind zwei oder mehrStabe den beiden aJieinandergereihten 

einfachen . Grundsystemen gemeinsam, wie z. B. in Abb. 24, . so zeigt 
eine einfache UberIegung, . 
daB in solchen Fallen so ;tL .. ::::::::--------""" 
viel Drehwinke1 aus der 
lah1 der Unbekannten her­
ausfallen als gemeinsame 
Stabe vorhanden 'sind. 
Gleichzeitig vermindert sich 
aber auch die lahl der 
Stetigkeitsbedingungen, da 
fur die zwischen den An­
schlul3punkten a und' b lie­

Abb.24· 

genden ausgezeichneten Punkte nur einmal Stetigkeitsbedingungen 
angesetzt werden Idurfen, und zwar entweder bei Betrachtung des 
Systems I oder II. Die betreffenden Stetigkeitsbedingungen sind in 
beiden Systemen identisch, zihlen also nur einmaI. Entfallen l' ge­
meinsame Stabdrehwinkel als Unbekannte, so k6nnen 1'1-1 Stetigkeits­
bedingungen weniger aufgestellt werden, so daB der' Unterschied ZWI 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 2 
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schen der Zahl der Stetigkeitsbedingungen und der Zabl der unbe­
kannten Stabdrehwinkel, genau wie bei Fall 1, flir jedes einfache 
Grundsystem Eins betragt. Es ist demnach auch hier die ZabI der 
Unb~kannten gleich der Zahl der Elastizitatsbedingungen. 

Beachtet man noch zum Schlusse, daB hinsichtlich des Einflusses 
der Gelenke auf die Zabl der Unbekannten und die Zahl der Elasti­
zitatsbedingungen das gleiche gilt wie beim einfachen Grundsystem, 
so ist der Beweis erbracht, daB jedes beliebige statisch unbestimmte 
System mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen und der Winkelgleichungen 
berechnet werden kann. 

Wir wollen noch einen Satz tiber mehrfache Grundsysteme be­
weisen, dessen Kenntnis fur die Anwendung des Verfahrens wichtig 
ist. Dieser Satz lautet: 

StoBen in einem Tragwerksknoten e Stabe zusammen, 
~ die sam tlich s teif an-

_""""I_~_ geschlossen sind, so 
lassen sich fUr diesen 

p Knoten nur e - 1 von­
einander unabhangige 
Stetigkei ts bedingun­

gen aufstellen. 
Abb. 25. Da e Stabe angeschlos. 

sen sind (Abb. 25), so kann 
jeder dieser e Stabe, mit einem der tibrigen vereinigt gedacht, eine 
Stetigkeitsbedingung liefem. Die Zahl der so moglichen Bedingungen 
ist gleich der Zahl der Kombinationen zu zwei Elementen ohne Wieder­
holung, d. i. 

e(e- i ) 
Z= .. 

2 

Wir greifen nun eine beliebige Stetigkeitsbedingung heraus, z. B. 
die, welche sich auf Stab 1 und Stab v bezieht. Diese lautet: 

[dAy] _[dAY] +#1-#,,=0. 
dx 1 dx" 

Weiter jene, die die. Stabe 1 und v + 1 umfaBt: 

[d::l- [d::l+1 +#1-#,,+1=0. 
Subtrahiert man beide Gleichungen, so entsteht 
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d. i. eine Stetigkeitsbedingung zwischen Stab v und v + 1, die aber 
schon in der Gesamtzahl der moglichen Bedingungen enthalten ist. 
Verbindet man einen beliebigen Stab der Reihe nach mit den iibrigen 
e - 1 Staben zu Stetigkeitsbedingungen, so erhiilt man e - 1 Glei­
chungen, die voneinander unabhangig sind. Durch Subtrahieren von 
je zweien konnen Stetigkeitsbedingungen abgeleitet werden, deren 
Gesamtzahl der lahl der Kombinationen aus (e - 1) Elementen zu 
zwei Elementen ohne Wiederholung gleich ist. Diese lahl z' betragt 

, (e - 1 He - 2) 
Z = . 

2 

Da die Gesamtzahl aller Stetigkeitsbedingungen z ist, so ist die lahl 
der iiberhaupt moglichen, voneinander unabhangigen Stetigkeitsbedin­
gungen z - z', demnach 

, e(e- 1)-(e- 1)(e- 2 ) z-z = =e-1, 
2 

was zu beweisen war. 
Es sei noch bemerkt, daB es im Grunde genom men gleich­

giiltig ist, welche von den moglichen Stetigkeitsbedingungen eines 
Knotens angesetzt werden. Bedingung ist nur, daB sie voneinander 
unabhangig sind, wobei man sich bei der Auswahl der Kombinationen 
nur von lweckmaBigkeitsgriinden hinsichtlich der Vereinfachung der 
Berechnung ·leiten lassen wird. 

Bei der Anwendung der Winkelgleichungen auf mehrfache Grund­
systeme oder auf aus solchen abgeleitete Tragwerke wird man in 
Anwendung des am Schlusse der Darstellung der Winkelgleichungen 

o 
I 
l-,.~oo 
I 

0) I 
I 

-fJ~::?'_~B 
~ 

Abb.26. Abb 27. 

auf S. 15 Gesagten aIle Einzelrahmen, in die das betrachtete System 
zerfaIlt, auf eine und dieselbe Projektionsgerade, die, am zweckmaBig­
sterr eine Auflagerverbindungslinie ist, beziehen. Doch steht es auch 
frei, fUr jeden einfachen Rahmen oder fUr eine Gruppe derselben je 
eme andere Bezugsgerade fUr den Winkel a zu wahlen. 

2* 
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Einige .Beispiele sollen :di~Z~rli<;:ldiihr,ung der Tragsysteme .auf 
G:xvnp'syste~e' und das: G1eic;};tge'\\jcht' zwischen der Zahl der E1asti~i­
tats15edingungen qnd der Zahl·. del:' .Unb~annten zeigen . 

. t. Der in Abb. ~6 ,dargj:!stellte Halbrahmen ist einfach s~tisch 
q:Qb.esthmnt. Mitgerissen~n' Linieo' sil;l<L die Erganzungssta,be zum 
gesguos,senep. Rahmen dargesteUt. Ap. Unbekannten ziihlen wir: eine 
st(ltisch unbestimmbare GroBe_ .\lIid drei· Stabdrehwinkel, da vier Stabe 
v:orliegen, von' dep.en .deX· ,Stab A B in seiner Richtung festgehalten ist 
und daher keine Verdrehlmg erleiden kann. Insgesamt vier Unbe­
kannte. Zu ihrer Ermittl~r1g' -wenen zwei Stetigkeitsbewngungen flir 
die ausgezeichneten Punkte A und C, .sowie die beiden Winkelglei­
chungen. Somit vier Gleichungen. 

Abb.28. 

2 .. Eingespannter Bogen nach Abb. 27. Dieses Tragwerk ist drei­
fach statisch unbestimmt. Als Unbekannte kommen nur ·drei Uber­
ziiihlige in Betracht, weil A und' B fest sind und daher samtliche Stab­
drehwinkel verschwinden. An ElastiziHitsbedingungen liegen vor: zwei 

A 

O __ ------.E~----~r O __ ------.E~----~r 

a) 
C 
% 

0) 
-LJ=oo_ C.id'=.!"'_ B 

Abb.29. 

Stetigkeitsbr~dingungen flir die ausgezeichneten Punkte A und B, sowie 
eine Winkelgleichung, da in der zweiten Winkelgleichung, wie man 
sich leicht iiberzeugt,.. samtliche Glieder Null sind. Zusammen. also 
drei. Gleichungen. 

3. Der Eingelenkrahmen der Abb. 28 ist zweifach statisr:h unbe· 
stimmt. Unbekannt sind·: zwei Oberziiblige und vier Stabdrehwinkel, 
somit liegen sechs Unbekannte vor. Zu ihrer Berechnung dienen 
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vier Stetigkeitsbedingungen fur die Punkte A , B ,t E und F . sowie .zwei 
Winkelgleichungen, somit sechs Greichungen. 

4. Der Doppeirahmen nach Abb. 29 ist vierfach statisch un· 
bestimmt. Den fiinf wirklichen Systemstaben entsprechen fiinf Stab­
drehwinkel; Stab A CB hat den Drehwinkel {} = o. Zusammen mit den 
vier Dberzahligen sind neun Unbekannte lU ermitteln. An Bedingungs-

6 

E 

a) 

Abb. 30. 

glcichungen liegen vor: fiinf Stetigkeitsbedingun:gen, und zwar je eine 
fiir die Punkte D und Fund je zwei fur die Punkte E und C, wo 
je drei Stabe zusammeostoBen. Die beiden Cleichungen fiir Punkt C 
Slimmen aber miteinander iiberein, da beiden Stab C E gemeiosam ist 

. und die von den Zusatz-
staben A C und C B her- 6" H G. H 
ruhrcnden CHeder, wegen 
J =oo, verschwinden_ Die 
sechs moglichen Stetig­
keilsbedingungen verrin· 
gern sich somit auf fiin!. 
Hierzu kommen fUr jedes 
Rahmenfeid lwei Winkel­
gleicbungen. Insgesamt ste­
hen daher lur Berechnung 
der neun Unbekannten 
5 + 4 = 9 Cleichungen 
zur VerfUgung. 

E/>---4r 

C/>-----1D 
a) 

Abb·3' · 

5. Das in Abb. 30 dargestellte dreifeldrige Tragwerk ist dreifach 
statisch unbestimmt, da in den AuBenfeldern je ein Ge1enk angeordnet 
ist. Neben den drei Oberziihligen lahlen wir neun Stabdrehwinkel, 
also insgesamt zwolf' Unbekannte. An Gleichungen liegen VOT: fur 
die Eckpunkte E und H je eine, fUr die Punkte Fund G. wo drei 
Stabe zusammenstoBen, je zwei Stetigkeitsbedingungen, zusammen Also 
sechs Stetigkeitsgleichungen. Dazu treten noch 3 X 2 = 6 Winkel­
gleichungen, daher insgesamt zwal£ Clcichungen. 

·· 6. In Abb. 31 ist 'ein Zweigeienkrahmen mit zwei gelenkig an· 
geschlossenen Zwischenriegeln dargestellt. Dicses Traggebilde ist drei· 
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fach statisch unbestimmt. Berucksichtigt man, daB neun Stabdrehwinkel 
in Betracht kommen, so sind insgesamt zw6lf Unbekannte zu be-

Abb.32 • 

stimmen. Dieser Zahl von 
Unbekannten stehen gegen­
uber: sechs Stetigkeits­
bedingungen fUr die aus­
gezeichneten Punkte C, D, 
E, F, G und H, und 
3 X 2 = 6 Winkelglei-

chungen; zusammen zw6lf Gleichungen. 
7. Der unterspannte Balken (Abb. 32) ist einfach statisch unbe­

stimmt. Die Auszahlung ergibt: an Unbekannten: eine Uberziihlige 
und sieben Stabdreh-

a) 
%A c 

A c ----

E 

o 

- -<C/=OO 1";;'00 
- ___ ~I 

-F" 

%' 

winkel, zusammen 
acht; an Gleichun­
gen: zwei Stetigkeits­
bedingungen und 
sechs Winkelglei­
chungen, zusammen 
e benfalls a c h t. Bier­
bei wurde der Stab­
drehwinkel eines der 
acht Stabe als ge­
geben angenommen, 
da ja ein Stab in sei­
ner Richtung fest­
zuhalten ist. 

8. Der einerseits 
Abb. 33. eingespannte, ander-

seits beweglich ge­
lagerte Balken A B sei mit dem Stabpaar C E und ED steif verbunden 
(Abb. 33). Das so entstandene Tragsystem ist vierfach statisch unbe­
stimmt. Fugt man die Zahl der unbekannten Stabdrehwinkel fur die 
linf Stabe des gegebenen Systems und fUr den Zusatzstab B F 
hinzu, so sind insgesamt zehn Unbekannte zu bestimmen. Zu ihrer 

!d~ ~t 
Abb·34· 
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Ermittlung dienen: sechs Stetigkeitsbedingungen, und zwar je eine fUr 
die Punkte A und E und je zwei fur die Punkte C und D; dann 
2 X 2 = 4 Winkelgleichungen fUr die beiden geschlossenen Rahmen 
ABF und CDE; insgesamt zehn Gleichungen. 

9. Der Vierendeelbalken (Abb.34) ist bei n Feldem 3n-fach sta­
tisch unbestimmt. Die Zahl der Unbekannten betragt demnach 3 n 
Oberzablige, zu denen beL 3 n + 1 Stab en, 3 n Stabdrehwinkel hinzu· 
kommen, also 6n. An Bestimmungsgleichungen stehen zur Verfiigung: 
fUr jedes Rahmenfeld vier Stetigkeitsbedingungen und zwei Winkel­
gleichungen, insgesamt 6 n Bedingungsgleichungen. 

II. Tragwerke aus geraden oder schwach 
gekriimmten SUiben mit unveranderlichem 

Querschnitt. 
§ 4. Der Viermomentensatz. 

Fur die nachstehenden Entwicklungen gel ten die folgenden ein­
schrankenden V oraussetzungen: 

1. Die Querschnittsabmessungen der einzelnen Stabe des Trag­
werks sind klein gegenuber den Stablangen, so daB es erlaubt ist, 
vom EinfluB der Querkrafte abzusehen und die inneren Krafte und 
Formanderungen gekriimmter Stabe in der gleichen Weise zu ermitteln 
wie bei geraden Staben. 

2. Der Kriimmungshalbmesser gekriimmter Stabe ist an allen 
Stell en groB genug und der W6lbungspfeil zwischen zwei ausgezeich­
neten Punkten genugend klein, um die Neigung der Stabachse gegen 
die Stabsehne bei Ermittlung der Formanderung vemachlassigen oder 
durch einen Mittelwert ersetzen zu durfen. 

3. Tragheitsmoment und Querschnittsflache sind innerhalb eines 
Stabes unveranderlich. 

Wir betrachten einen aus irgend einem Rahmentragwerk heraus­
geschnittenen Stab l' -l (Abb. 35). Die Mittelkraft aller links vom 
Punkte l' liegenden auBeren Krafte dieses Stabes werde mit R be­
zeichnet. Thre Teilkrafte parallel und senkrecht zur Stabsehne 1'-l 
seien V und H. Mit P kennzeichnen wir die im herausgehobenen 
Stabfelde selbst angreifenden Lasten. Auch diese Krafte werden in ihren 
Angriffspunkten in die Teilkrafte P" und Ph zerlegt. Fur das Biegungs­
moment M", im Punkte m mit den Ordinaten x und :y finden wir, 
wenn wir die Bezeichnungen der Abb. 35 beach ten und die Momente 
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posItlv ziiblen, falls sie an dem im Rahmenin.nern gelegenen 
Stabrand Zugspannungen erzeugen: 

$ $ 

Mm= V(xo+x)+Hy- 2 P,,(x-a)- 2 P,,(y- b). 
o 0 

~----------l-------------~ 

Abb·35· 

Da VXo= MT ist, wohei Mr das Moment vonR, bezogen auf einen 
unendIlch nahe rt~chts von r gelegenen~ Punkt "b,edeutet, so wird 

$ $ 

Mx= Mr+ Vx+Hy- 2 Pv(x-a)- 2 P,,(y- b). 
o 0 

Setzt man x ---':'Z, so geht Mm in Jvfl uber, 'wobei der links von l 
gelegene unendlich nahe Punkt den Bezugspunkt fUr das Moment Ml 
darstellt. Es ist demnach 

l l 

Ml=Mr+ vz- 2 Pv(l- a)+ 2 P"b 
o 0 

und daraus 
Ml_MT 1 l 1 I 

V=--+- "P (Z--a)-- "P b. 1 zf( v If( " 
Fi.ihrt man diesen Wert von V in die Gleichung fUr Mm ein, so 

entsteht 
lvfl_Mr x ; $ 

M" = Mr + --Z-- x + H y + T ~ P" (l- a) - .p Pv (x - a) 

x l $ 

--Z 2 P"b- 2 P,,(y- b). 
o 0 

Die vier Summenausdrucke stell en das Moment des frei auf­
liegenden mit den Lasten P belasteten Balkens r - Z vor, wenn man 
sich das feste Lager in Z angeordnet denkt. Wir bezeichnen dieses 
Moment mit WC". Die Gleichung fiir Mm nimmt daher nach -Umord­
nung die einfache Form an 
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wobei H die in die Stabsehnenrichtung fallende Teilkraft v~m R ist~ 

R wird positiv gezahlt, wenn es~:· den Stab auf Zug bean· 
sprucht. y ist positiv, w·enn derStab nach auBen, negativ,. 
wenn der Stab nach dem Rahmeninnern gekrummt ist 
Gleichung 3) gilt natiirlich auch, wenn an Stelle der bisher voraus. 
gesetzten Einzellasten zwischen r und 'lirgendeine andere Art der 
Belastung in Betracht kommt, da sich jede Belastung letzten Ende:;; 
mit genugender Annaherung auf ein. System von Einzellasten zuruck­
fiihren laBt. Die Momente' Mf' und Ml nennen wir die AnschluB­
momente. 

Dnter den eingangs gemachten, Voraussetzungen lautet die Diffe-· 
rentialgleichung Ger Biegelinieeines Stahes (Rahmenelement), wenn, 
auBer der Belastung' noch ungleichmaBige Erwarmung ins Auge ge· 
faBt wird, 

EI ~Ay E ~At I) 
cosCPa,x2 =-M"l'- I-d-· 

Ll Y ist wie in § 2 die Verschiebung senkrecht iur Stabsehne,. 
Mx das Biegungsmoment im Punkte m (Abb. 35), E und I Elastizitats­
ma~ und Tragheitsmoment des Stabes. ¥t ist der .Ausciehnungskoeffi­
zient fur 10 C Temperaturerhohung, Ll t die line are Temperaturzunahme 
vom AuBenrand gegen den Innenrand des Stabes, d die Rohe· 
des Stabquerschnittes. cP ist von x unabhangig und bedeutet eine mittlere 
Neigung der Stabelemente gegen die Stabsehne2). 

Die zweimalige Integration der Differentialgleichung ergibt 

.1/1 a ;1 t x2 

E],Lly=-J f-txdx-E]'...L-d -seccp+C1 x+C2, 
o 2 

1) Das von del' ungleichmatiigen El'wal'mung hel'l'Uhl'ende Glied del' l'echten 
Seite wul'de folgendermatien ermittelt: 

Die Vel'drehung d{} zweiel' im Abstande ds befindlichen Quel'schnitte be 
tl'agt, ohne Kiicksicht auf das Vol'zeichen, 

"tAt "tAt 
diJ. = -d-' ds = -d- dx sec <po 

Daher 'ist 

und 

"J d2 Ay 'J"tAt 
JZ cos<p dx2 =E -d-' 

l . 
2). Es ist zweckmatiig cos <p = b zu setzen, wenn l die Sehnenlange, b die 

Bogenlange des krummen Stabes bedeuten. 
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wenn zunachst 
III 

fM",dx=f'", 
o 

eingefUhrt und I cos cp = I' gesetzt wird. 
Urn die Festwerte C1 und C2 zu bestimmen, setzen wir 

fur x=o Ay=o 
fiir x =.l A y = 0 

und finden 
l if IX At l 

C1 =y f'",dx + El' Tzseccp, 
o 

C2 =0. 

Die Gleichung der Biegelinie nimmt damit die Form an 
l Q; 

EI' Ay=y f 1'", dx - f f'x dx+ EI' 1X~~~x(l- x) sec cp. 
o 0 

Urn die Betrage der fUr die Stetigkeitsbedingungen notwendigen 
Differentialquotienten zu· erhalten, differentiieren wir die voranstehende 
Losung und finden 

l 

, dAy 1 f +' IXt A t ( ) EJ d:;-=Y f'xdx-f'x EJ 2(il- 2X seccp. 
o 

Durch partielle Integration gelangen wir zu der allgemein 
giiltigen Verkniipfung 

ff'xdX=Xf'",-J X d:: dx = xf'",- f M",xdx; 

mithin ist 
l l 

f f'",dx=lf'!- f M",xdx, 
o 0 

wenn f'! den Wert von 1'", fur x = l bedeutet. 
Mit dies em Ausdrucke fiir das bestimmte Integral geht die Glei­

chung des gesuchten Differentialquotienten iiber in 
l 

EI,dAy if -I-EI'lXtAt( ) --=1' -I' -- M xdx . -- l-2X seccp. dx ! '" l '" . 2 d 
o 

Beachtet man, daB 1'1 - 1'", die durch M", definierte Momenten­
flache von x bis list, weiter, daB ~as durch l geteilte Integral in der 
letzten Gleichung den rechten Auflagerdruck der ganzen Momenten-
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fHiche vorstellt, so laBt sich der von M", abhangige Teil der rechten 
Seite dieser Gleichung, als die zur Momentenflache M", als Belastung 
gehorende Querkraft m", an der Stelle x deuten (Satz von Mohr). 
Sonach konnen wirauch schreiben 

dLly aLIt 
EITx=m,,+El' ~d (l-2x)seccp. . • . 4) 

Zwecks Verwendung dieses wichtigen Ergebnisses fUr die Stetig­
keitsbedingung bestimmen wir die Sonderwerte des Differentialquotienten 
fUr x = lund x = o. Es ist offenbar 

[dLly] =_~_atLl!lseccp,} 
dx ,,=1 EI 2d 

[dLly] ~ +atLlt l . - ... 5) 
dx ",=0 E I 2d sec cp, 

wenn mit ~ und }8 die von der Momentenflache M" herriihrenden 
Auflagerkrafte im linken bzw. rechten Endpunkt bezeichnet werden. 

Die Verkniipfung der Gleichungen 5) mit der Stetigkeitsbedin­
gung 1) liefert die Beziehung 

}8k + ~k+l +atLl t [lk + lk+l ] 0. + {} 6) 
E T' ET'- -- -d seccpk -d-secCPk+l -Vk k+l=O, 

Jk Jk+l 2 k k+l 

wobei samtliche Glieder mit - 1 multipliziert wurden. Durch die 
Zeiger k und k + 1 wird die Zugehorigkeit der einzelnen Glieder zu 
den durch die Gleichung 6) in Verbindung gebrachten Staben lk und 

Abb·36. 

Hl festgelegt. E wurde zeigerlos belassen, da wir das Elastizitats­
maB in allen Staben gleich groB annehmen wollen. FaBt man die 
Momentenflachen der durch 6) verkniipften Stabe als Belastungen auf, 
so stellcn}8k und ~k+l die von dieser Belastung herriihrenden Balken­
widerstande im Zusammenhangspunkte k vor. 
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Wir haben in GleichuQg 3)'1 eineo. Ausdruck rur das Biegungs­
moment M~ flir den allgemeinen Belastungsfall eines Elementes ' ge­
funden, An Stelle der Momente- M' und Ml flihren wir flir den Stab lk 
die AnschluBmomente M;- l und M: entsprechend den beiden End­

punkten k - t und k ein, ebenso ~ und M~+ l fiir den Stab 1H I' 

dessen Endpunkte k und k + ·1 sind (Abb.36} AIle iibrigen Kraft· 
groBen und Abmessungen, die sich auf die durch die Stetigkeitsbe­
dingung 6)"· in Zusammenhang geb~achten Stabe ~ und 11:;. beziehen, 
werden durcH ' die Zeiger k und k + l ' unterschiedcn. Wir konnen 
daher schreiben 

Kir Stab it: 

M",=M;_l( 1-~)+'M~T+ HkYk+ '9R:, 
flir Stab lk + 1: 

. ( xl I x 1: + 1 M,, = M/t 1 - 7 +M.I:+1 T+ Hk +1 YHI + 9R", . 

D ie du'rch M" definicrten MomentRiichen zerfallen sonach fur 

.. l , r-
, , , , , , 

jeden Stab in vier Teilej Wlr 

bestimmen deshalb die Auf­
lagerkrafte18k und IHH l zweck­
maBigerweise fiir jeden Teil 
getrennt. Aus Abb. 37, in 
der die einzelnen Momenten­
Bachen unter def Annahme, 
daB M', Ml und HEins 
sind, dargestellt erscheinen, 
findct man leicht 

a)L 

') 

c) 

"" " 
• , 
_x~ , , , , --I 

, 
~=-+-'1"------l _J 

, 
• ___ ~I 1700000ne I 
. ~-£ 

Abb· 37· 

, , , , , 

• 

flir die MomentenRachc c) 

~ 6.1:-1 

D1< = 1>1</ = +' • • 

fUr die Momentenflache a) 

6k = ~lk' 

Qk + l =llk+ l' 

fUr die MomentenRache b) 

6k =~lk' 

Gk + 1 = ~ lk + l' 

6:-1 und 6U~ sind die statischen Momente def zwischen Stab­
achse und Stabsehne gelegenen Fliicheh ljik bzw. 4i

H 1
, Der untere 
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Zeiger stimmt mit dem. Stabzeiger iiberein,der obere Zeigergibt den 
Bezugspunkt an, durch den die Momentenachse geht. 

Die Welte von)8k tin¢l mHl ,infolge der ozunachst nicht naher 
bestimmten Feldbelastung (Moment IDlx ) bezeichnen WIr mit )8f und 

mf+1. 
Fur das Gesamtmoment M", gilt somit 

l. @}-1 
en -MT . J£+Mz0l+H ~_ I <uP 
:Uk - k-1 6 . k 3. k lk T:Uk, 

. @5k+1 
(If Mrlk+l+MZ Ik+l+H k+1+ P ~Hl = k3 k+16- k+1 T".-:; mk+l· 

D'amit geht, Gleichung 6) uber in 

1 [ r lk+ Zlk+ @5~-1 + pJ + E 1.' M k- 1"6 Mk- H k -, -z - )8k . 
Jk 3 7, 

. k+1' . 

+ _1 __ [Mr l7<+1 + Ml tk+! + H @5k+1+ml'J 
E T.1 k 3' k+1 6 1<+1 I k+l 

Jk+l 7<+1 

+ Ixtil t [If< 0 + l7,+ 1 ].<1 + {) -_. -. sec IPI< -- sec IPk+l -VI< 'k+l - o. 
2 dk dk + 1 

Wir multiplizieren nun mit· 6 E Ie' wobei Ie ein beiiebig gewahltes 
Tragheitsmomenf bedeuiet,' lasen die Klammern auf, ordnen die Glei· , 
chung und fuhren 
bei gekrummten Stab en: 

bei geraden Staben: 

IIc=l~=l' 
]' I cos IP 

ein. l' heiBt die reduzierte Lange' des Stabes. \Vir erhalten 
danach 

Mf I' + Mil' + Mrl' + Ml I' + 6 H ~k-l/k k-l k 2 k k 2 k k+l k+l k+l k~k 12 
k 

6 k+l/k+l ) +, Hk+l$k+lr-6EJdih-ifk+t =N+Nt 
k+l 

. 7) 

Mit N haben wir das von der Belastung, mit Nt das von der un­
gleichmaBigen Temperaturanderung abhangige Glied bezeichnet. Es ist 

N=-6!8f lie _6~(f+/k+l ... 8) 
h h+l 

und 
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Gleichung 7) tritt an Stelle der Stetigkeitsbedingung in die Ge­
samtheit der Elastizitatsbedingungen ein. Sie enthiilt keine Diffe­
rentialquotienten mehr. Da sie eine Fun~tion der vi er AnschluB­
momente der beiden zusammenhangenden Stabe darstellt, so wollen 
wir Gleichung 7) in ihrer allgemeinstenForm als Viermomentensatz be­
zeichnen. Die nach diesem Satz im Sonderfalle aufgestellten Elasti­
zitatsbedingungen heiBen dann Viermomentengleichungen. Vier­
momenten- und Winkelgleichungen bilden somit das System der 
Elastizitatsbedingungen, aus denen, wie wir sehen werden, die Be­
stimmungsgleichungen fUr die Ermittlung der iiberziihligen GraBen 
herausgelast werden. Die Stetigkeitsbedingung 1) selbst hat fUr die 
hier betrachtete Tragwerkgruppe keine praktische Bedeutung mehr, 
an ihre Stelle ist der Viermomentensatz getreten. Das Belastungs­
glied N hangt nur von der Belastung der beiden durch die 
Viermomentengleichung verkniipften Stabe ab und ist un­
abhangig von der Belastung der iibrigen Elemente. 

Kommen nur gerade Stabe in Betracht, so fallen die Glieder 
mit H fort, da die Flachenmomente @5 Null sind. Der Satz nimmt 
dann die einfachere Form an: 

M;_11~ + 2M~1~+ 2M~l~+1 + M~+1l~+1 - 6Elc({}k - {}k+l) 

=N+Np ••••••••• 7') 
wobei 

N A [lk + 1k+1J t=- 3E l cC(,t Llt d """(1-. 
k 1<+1 

Fiir den besonderen Fall, daB im Punkte k nur zwei gerade 
Stabe zusammenstoBen, wie beim einfachen Grundsystem, geht die 
letzte Gleichung mit LJ t = 0 in den bekannten Dreimomentensatz iiber. 

Mk_11~+ 2M1«1~ + 1~+1)+ Mk+ll~+1 - 6Elc({}k -1'Jk+l) = N . . 7") 
Man erkennt hier ohne weiteres die Clapeyronschen Gleichungen 
wieder, wenn man die Drehwinkel {} durch die Differenzen der Knoten­

c 

9 

Abb·38. 

gemaB Satz 7 in der Reihenfolge, die 

verschiebungen ausdriickt. 
Man denke sich die aus­

gezeichneten Punkte jedes 
geschlossenen Einzelrah· 
mens des vorgelegten Sy­
stems, im Sinne der Uhr­
zeigerbewegung, von einem 
beliebigen Punkte beginnend, 
beziffert. Die Viermomen­
tengleichungen werden nun 
fiir jeden einzelnen Rahmen 

durch die eben angegebene 
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Bezifferung festgelegt ist, angeschrieben. Siimtliche AnschluBmomente 
dieser Gleichungen werden mit einer Ausnahme positiv angenommen. 
Diese Ausnahme bezieht sich auf die Endmomente jener SHibe, die 
zwei benachbarten Einzelrahmen gemeinsam sind, wie z. B. Stab e d 
in Abb. 38. Dieser Stab wird als Glied des Rahmens abed bei Auf­
stellung der Viermomentengleichung im Sinne e ---+ d durchlaufen. 
Seine Endmomente werden hierbei positiv angenommen. Als Stab 
des Rahmens eefgd wird aber ed beim Ansatz der Momentenglei­
chungen dieses Rahmens im umgekehrten Sinne von d nach e durch­
fahren. Nun ist der Sinn der positiv drehenden Momente durch 
die angesetzten Gleichungen des Rahmens abed, soweit Stab ed in 
Betracht kommt, bereits festgelegt. Vom Rahmen eefgd gesehen 
sind diese Momente jetzt negativ drehend. Sie sind daher das zweite­
mal mit negativem Vorzeichen einzuflihren. Wir erhalten daher folgende 
Vorzeichenregel: Siimtliche AnschluBmomente sind positiv in 
die Viermomentengleichungen einzufiihren, mit Ausnahme 
der AnschluBmomente jener Stiibe, die zwei benachbarten 
Einzelrahmen gemeinsam sind. Diese sind einmal p1)sitiv, 
einmal negativ in die Viermomentengleichungen einzusetzen. 

Die Sehnenkriifte H sind positiv, wenn sie den Stab zu 
verliingern trachten. Die Fliiche fjj oder deren statische 
Momente @5 sind positiv zu ziihlen, wenn der gekriimmte Stab 
nach auBen, negativ, wenn der Stab gegen das Rahmen­
innere gewolbt ist. Bei krummen Stiiben, die zwei benachbarten 
F eldem gemeinsam sind, wird deshalb fjj und @5 einmal positiv, ein­
mal negativ in den Viermomentengleichungen erscheinen. Die Las ten P 
sind positiv zu ziUllen, wenn sie von auBen nach innen ge­
richtet sind. Bei 

Berechnung des Belastungsgliedes N. 

Es bleibt noch iibrig, den mit N bezeichneten Teil der rechten 
Seite der Viermomentengleichung 7) - das Belastungsglied - auf 
Grund der Formel 8) flir einzelne praktisch wichtige Lastsysteme zu 
berechnen. 

a) Belastang der Stiibe lk and IH 1 darch Einzellasten Pk and PH l' 
die senkrecht zar Stabsehne gerichtet sind. Abb.39a. 

Die MomentenfHiche m", fiir eine Einzellast P im Abstande a 
yom linken Auflager ist in Abb. 39 b dargestellt. Die Auflagerkriifte 
mp und \8P sind leicht zu ])erechnen. Bezeichnet man das Moment 
III der Entfemung a mit ma , so folgt zuniichst 
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lImn ist 
l-a 

IDla = P-l- a, 

,m we1chem Betrage sich 

Abb·39 . 

.ergibt. Vertauscht man a mit (l- a), soerhiiIt man auf kurzem 
Wege mp , und zwar 

mp={~ l a [1-C l aYJ l2. 

Gleichung8) geht mit dies en Werten, wenn man eme Gruppe paral­
Ieler Lasten ins Auge faBt, tiber in 

N=- ~Pkak[k(l- ~D 
( 1(l-a)~+l) - ~Pk+l (l-a)k+tlk+l 1- [2 ••..• 9) 

k+l 
Bezeichnet man die von den besonderen Systemabmessungen un­

~bhiingigen Teile in N mit f1 und f2, niimlich 

.50 IiiBt sich Gleichung 9) in der Form schreiben 

N=-ikf~ ~Pkfa-ik+tlk,+Il ~Pk+l/I . .... 9') 

- a l-a h und f2 sind Funktionen der VerhiiItniszahIen T bzw_ I 
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und konnen em fur allemal in Tafeln vorberechnet werden. Demrtige 
Tafeln der Funktionen fl und f2' die wir als Stammfunktionen 
bezeichnen, und die< bei der Darstellung der EinfluBlinien eine wich-

tige Rolle spielen werden, sind im Anhange fiir ~ von 0,01 zu 0,01 

steigend enthalten. 

b) Die geraden Stiibe sind durch ein System paralleler Einzellasten 
belastet, deren Richtung im aligemeinen gegen die Stabrichtungen ge­
neigt ist. Abb. 40. 

Wir bezeichnen die Winkel, die die Stiibe I" und IHI mit einer 
Geraden x -- x, die senkrecht zur Lastrichtung steht, einschlieBen, 
mit Uk und uH1 . Jede Last wird in zwei Teilkrafte senkrecht und 

~------~~~~------~'*I'~-------'~k~+1~------4-

Abb·4°. 

parallel zur Stabrichtung zerlegt, wie dies Abb. 40 zeigt. Da bei 
geraden Staben der EinfluB der· Langskrafte auf die Momente Null 
ist, so bleibt fiir jeden Stab ein System von senkrecht zur Stabrichtung 
wirkenden Kraften zuriick, fiir weIche die Beziehung 9) oder 9') gilt. 

'vVir finden somit, wenn wir Gleichung 9') benutzen, 

N = -I" I~ cos Uk 2.; P"f~ --IHll~+l cos UHI Z P H d1 
oder 

... 11) 

A" und Ak + 1 sind die Projektionen der Stablangen I" und I" + 1 

auf die Richhmg x - x. f1 und f2 werden fiir die Verhaltnisse ~ 

a' 
oder T den vorerwahnten Tafeln entnommen. 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 3 
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c) Belastung durch gleichformig verteilte Streckenlasten Pk bzw. Pk+ 1 

in den Stabfeldern Ik und 
ri'P7f'~ 1k+1' AM. 41. 
1!!!!!!!JI!!!I!~!II!!!!I!!!B1r' Setzt man in Glei-..... L- I - I - chung 9) fUr P den Wert 

I a,,-t Z. : pdx und fUr das Summen-
1-<-1.------ ------..... I 

zeichen das Integralzeichen, 
so erhiilt man Abb·41. 

d) Totale gleichformig verteilte Belastung Pk bzw. Pk+1 in den 
Stabfeldern Ik und II< + 1 • 

Fiihrt man in Gleichung 12) fJ = lund ao =.!... ein, so wird 
2 

NfOf=-..!.Pk1kl -"!'Pk+dlc+l12 • 13) p 4 k 4 k+l· ... 

e) Belastung durch Drehmomente ftl< und ftk + 1 in den Feldern Ik 

~ 
a) und 'k+1' AM. 42. 

~ ____ +---'lml;';;"':")U _______ "" Das Moment fl greife 

/i i' in m im Abstande a von 
l..-----a-----;o.J."r------l-a---"'"1. : der linken Stiitze an. 
I I I 
It--·-----+-! l -------~> I Abb. 42 a. Es wird positiv 
I: : geziihlt, wenn es yom 
I -t'l b} : Rahmeninnern gesehen, in 
I \lI>:::. I der rechten Stabhhlfte po-

I sitive Momente erzeugt. 

Abb·42 • 

Mit den Bezeichnungen 
der Abb. 42 b, die die Mo­
mentenfliiche WI", darstellt, 
findet man zunachst:-

1 r a'J 2 (l-- a)'J ( l- a)] 
\8P=-L-ft-·-a+ft-- a+-

l 2l 3 2l 3 

=~ l[1- 3(;YJ, 
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feruer 2(P aus dem Betrag von ~~V, wenn man a durch (l- a) ersetzt 
und beachtet, daB 2(P negativ ist. Man erhhlt sonach 

Mit dies en Werten nimmt Gleichung 8) die Form an 

f) Belastung durch Einzellasten Ph parallel zur Stabsehne. Abb. 43. 
In Dbereinstimmung mit den Annahmen bei der Aufstellung des 

vollstandigenAusdruckes fur Mx (Gleichung 3, S. 24) fassen wir A als be­
wegliches, B als fe­
stes Lager des Bal­
kens A B auf, so daB 
in den Endpunkten 
die senkrechten Auf­
lagerwiderstande A 
und B und auBer­
dem in B die wage­
rechte Last Ph zur 
vVirkung kommt. 
Abb. 43 a. a und b 
sind die Koordinaten 
des Angriffspunktes 
der Last Ph. 

Die Momenten­
flache laSt sich zweck­
maBig in zwei Teile 
zerlegen: In das tiber­
schlagene Dreieck, 
Abb. 43 b, und in die 
krummlinig begrenzte 
schraffierte Momen-

_P'£ x--j I 
~l I 

;<--a--'"j 

I. : 
I I 
I I 
I 
I 
I 

1 J __________ _ 

a) 

l------~ 

Abb·43. 

tenflache mit den Ordinaten Ph y, Abb.43C. Die erstgenannte Flache 
stimmt mit der Momentenflache unter e) tiberein, weshalb man unter 
Verwertung der oben gewonnenen Ergebnisse, wenn p, = Ph b gesetzt 
wird, findet 

Bezeichnet man das statische Moment der schraffierten Momenten­
flache der Abb. 43 c von a bis l, bezogen auf den rechten bzw. linken 

3* 
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Endpunkt, mit i3B und i3A , so ist 

i3B 
~p=-- und 

2 l 

und Gleichung 8) geht liber in 

Nh = - P hk If,' bk [1 - 3 (;rl +Phk+ll~+1 bH1 [1-3 (l l a)1'+1 

'-1- 6 Phk llk~ 131£1£-1 + 6 Phk+1ll~+l i3~!~. . . . . . . . . . 15) 
k 1£+1 

13%-1 und i3~!~ sind die statischen Momente der zwischen Stab­

achse und Stabsehne gelegenen Flache von a bis l des Stabes lk 
bzw. lH1' bezogen auf k - 1 bzw. k + 1-

1st die Stabachse parabelformig gebogen, dann ist, wie man leicht 
nachrechnet 

i3~!i = 4 fl2 [1~-+ (;r + ; (yr - ± (~rl 
worin mit f der Parabelpfeil bezeichnet wird. 

g) Stetige dreieckjormige Belastung Pk bzw. Pk + 1 in den Stab­
jeldern lk und lH 1 • Abb. 44. 

!~p 
,..1 1 f' 

:.. CL .. I I 
1 I 1 
I- l I "'I 
I I I 
I 1 1 
1 I 1 
1 1 I 

~$' 
Abb·44· 

Da fur 

und fUr 

p a2 

'im =-(l-x) 
x 3l 
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gilt, so ergeben sich die Auflagerdrucke der Momentenfuiche wie folgt: 
l 

1 f pas l [ a (a )2J W-P=T 9Rx (l-x)dx= 360 40-45T+12 T 
o 

und 

Somit ist 

N . PkUZ1k[ (U)2] Pk+l Ui+llk+l[ (U) =--- 5-3 - - 40 -45 -15 I k 60 I 

+12(~rl+l ..... 16) 

Setzt man in Gleichung 16) a = l, so erhiilt man fUr den Fall, 
daB die Belastungen uber die ganzen Feldliingen reich en, fur N den 
Ausdruck 

. • . 16') 

h) Stetige dreieckjormige Belastang Pk bzw. PH1 in den Stab­
jeldern lk and 1k+1' Abb.45. 

i' r,:Jnmdf 
I I 

: '.. a )0:1 
I : I 
I. I l • i 
: I I 
I I I 

~~ 
Abb·45· 

Mit 

fUr o<x<(l-a) 
und 

9R =tra2 x _ (x-l-a)3J 
x 6 L l a fUr (l-a)<x<l 

findet man 
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und 

woraus 

N=_Pk :!ik [20-15 (~) +3 (~rl 
_ Pk+l a;+llk+l [10 _ 3 (!!...)2] ..... 17) 

60 I k+l 

Wir haben bisher immer angenommen, daB zwei aufeinander­
folgende Stabfelder lk und lk +1 in gleicher Weise belastet sind. 1st 
dies nicht der Fall, so hat man aus den Gleichungen 9) bis 17) flir 
die Belastung des links gelegenen F eldes 1) die erste Halfte der der 
Belastung dieses Feldes entsprechenden Gleichung fur N und fur die 
Belastung des rechts ge1egenen Feldes die zweite Halfte der zuge­
horenden Gleichung von N zu einem Belastungsgliede zu vereinigen. 

§ 5. Die Berechnung der Uingenanderungen Lll in den 
Winkelgleich ungen. 

Wir fassen den einem Tragwerke entnommenen Stab r - I als 
Balken auf, der in rein festes, in 1 ein in Sehnenrichtung bewegliches 
Lager besitzt, mit den AnschluBmomenten Mr und Ml, der Sehnen-

8! 
f*------l -------+'LllL 

Abb·46. 

kraft H und der Feldbelastung P belastet ist, und berechnen die Ver­
schiebung Lll des Punktes 1 in der Richtung der Sehne infolge dieser 
Belastung und einer ungleichmaBigen Erwarmung urn Ll t. Abb.46. 

Betrachtet man die stetig gekrummte Stabachse als Stabeck mit 
unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten, die sich bei der Belastung 

1) Links und rechts vom Rahmeninnern aus. 
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urn die Drehwinkel {} drehen, so kann, da ddA y = {} , die Gleichung 
x '" 

der BiegelinJ.e in der Form geschrieben werden: 

EJ,d{}",- M Ef' atilt dx--- ",- -d- seccp . 

{}x ist der Drehwinkel des Elementes ds und M", das Biegungs­
moment an der Stelle x. J' = J cos cp. Aus dieser Verknupfung 
zwischen {}", und Mx folgt nach dem in § 4 abgeleiteten Satze (Glei­
chung 4) die Beziehung 

a At 
E]' {} '" = lR", + E ]' --t:a (l- 2 x) sec cp . 18) 

lR", ist die Querkraft an der Stelle x, wenn der Balken r - l mit 
der durch M beschriebenen Momentenfliiche belastet ist. 

'" Urn nun einen Zusammenhang zwischen dem Winkel {} x und den 
Liingeniinderungen zu tinden, wenden wir die erste Winkelgleichung 
(Gleichung 2, S. 15) auf unser Stabvieleck an. Mit Rucksicht auf die 
unendlich kleinen Elemente von der Lange ds geben wir dieser Glei­
chung die Gestalt 

l l 

f LI d s cos a + f {} '" d s sin a - Lll = 0 . 
o 0 

Wir setzen nun fur den Bogen 

N ds 
LI ds cos a = -itI? cos a + at t ds cos a, 

wobei F der Stabquerschnitt, at die Ausdehnungsziffer fur 1 0 Tem­
peraturanderung, t die Temperaturschwankung ist. Nx bedeutet die 
Langskraft im Elemente ds an der Stelle x. Zur Vereinfachung der 
Rechnung setzen wir Nx gleich der Sehnenkraft H und erhalten somit, 
wenn wir noch beachten, daB d s cos IX = dx ist, 

H 
il ds cos IX = E F dx + at t dx. 

Die Einfuhrung dieses Ausdruckes in die Winkelgleichung ergibt, 
da ds sin a = dy geschrieben werden kann, 

l l l 

:Ff dx+att f dx+ f {}"dy-Lll=o 
000 

und daraus 
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Benutzt man fUr {}", den Wert aus Gleichung 18), namlich: 

.0. ffi", + at ,1 t ( ) 
'U'''' = E J' 2d l - 2 X sec rp , 

so entsteht 
I I 

Hl 1 f at ,1 t f ,1l = E F + at tl + E J' ffi", d Y + 2d sec rp (l- z x) d Y . 
o 0 

Diese Gleichung liiBt deutlich den im § 2 unter b), S. 15 er­
wahnten dreifachen Ursprung der Sehnenliihgenanderung,1l erkennen. 
Wir heben zunachst den von der Biegung herriihrenden Teil, den wir 
mit Alb bezeichnen wollen, heraus; setzen also 

I 

Alb = E~,f ill", dy. 
o 

Durch partielle Integration gelangt man zu der Beziehung 

f ffi",dy=ffi",y-f y~~xdX=ffixy+ f Mxydx, 

dffi 
wenn man beachtet, daB d; = - M",. Somit nimmt Lllb , da fUr 

x=o und x=l, y=o ist, den Wert an 
I 

Alb = E~,f M", y dx. 
o 

Nach Einbringen des vollstandigen Ausdruckes fur M", (Gleichung 3, 
S.24) wird 

I I I I 

,1lb= E~' [~' f y(l-x)dx + ~IJYXdX+H f y2 dx+ J 9JC", y dX] . 
. 0 0 0 0 

Nun bedeuten 
I I 

f y(l-x)dx=1S1 und J yxdx= IS' 
u o 

die gleichen Flachenmomente, denen wir bereits in der Viermomenten­
gleichung begegnet sind. lSI ist das Moment der zwischen Stabachse 
und Sehne gelegenen Flache, bezogen auf den rechten, IS' das statische 
Moment der gleichen Flache, bezogen auf den linken Stabendpunkt. 

Ferner ist 
I x 

f y2 d X=zf ~ ydx= 2 IS",. 
o 0 
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WO @?i", das statische Moment der obenerwiihnten Fliiche, bezogen auf 
die Stabsehne, bedeutet. 

Wir bezeichnen schlieBlich das Lastglied 
l 

fmxydx=G. 
o 

Somit wird 
1 [@?il ®T ] A lb= Ii! MT T +MlT +2H@?ix+ G . 

In iihnlicher Weise wertet man das mit der ungleichmiiBigen Er­
wiirmung zusammenhiingende Integral aus. Es ist 

I l 

f (1 - 2 x) d Y = [(l- 2 x) Y + 2 f Y d x J~ = 2 f y dx = 2 rp. 
o 0 

Hierbei wurde mit rp die zwischen Stabachse und Stabsehne gelegene 
Fliiche bezeichnet. 

Man erhalt schlieBlich den Gesamtbetrag der Langenanderung A l 
in der Form 

HI 1 [e1 er ] 
Al= EP+ El' Mr7+M1T+2H~x+G 

atA t 
+ atfl+-ct lPsecp. . . .. . ...... 19) 

Das Vorzeichen der KraftgroBen M, H und m, sowie der Ordi­
naten y ist nach den in § 4 getroffenen Vereinbarungen festzusetzen. 
t ist fiir eine Temperaturzunahme positiv einzufiihren. In Abb. 46 haben 
wir samtliche KraftgroBen positiv angenommen. Dieser Anordnung 
entspricht im einzelnen eine Zunahme der Sehnenlange, welcher 
Zunahme wir im vorangehenden das positive Vorzeichen von A l 
zugeordnet haben. Einem positiven A 1 entspricht somit eine Sehnen­
verlangerung, einem negativen eine Sehnenverkiirzung. sec cp unter­
scheidet sich nur wenig von -der Einheit, weshalb man es im letzten 
Gliede durch 1 ersetzt. 

Ist der Stab, was meistens der Fall sein wird, nach einer sym­
metrischen Achsenlinie geformt, deren Flache wir mit rp bezeichnen, 
so gewinnt Gleichung 19) etwas einfachere Gestalt, .und zwar: 

H 1 1 [f/J - ] a At 
Al=EF+ EJ' z(Mf+ MI)+2Hf/Ja+G +attl+Tf/J, 19') 

worin a der Abstand des Schwerpunktes der Fliiche f/J von der Stab­
sehne ist. 

Fiir den Fall der Belastung mit einer Einzellast P= 1 laBt sich 
bei symmetrischen Stab en das Lastglied G in der Form 

G=gfl2 
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darstellen, wo g eine von der Stabform und dem Laststellungsverhaltnis ~ 

abhangige Funktion, f den Pfeil in Stabmitte bedeutet. Da wir es 
nur mit schwach gekriimmten Staben zu tun haben, wird es angangig 
sein, die Achsenlinie stets durch eine Parabel zu ersetzen, wodurch 
die Moglichkeit gewonnen wird, die Funktion g im voraus zu be­
rechnen. 

Fur eine Last 1 im Abstande a vom linken Auflager ist 

fur x < a 
l-a 

jJ)c",= -l-x, 

fiir x>a 
a 

IDe", = T (l- x). 

Die Gleichung der Achsenlinie lautet bei der Pfeilhohe f 

somit ist 
I a I 

G = f IDe", Y dx = i2f [l . 1 a J x2 (l- x) dx + ~ f x (l- X)2 dX] 
o 0 a 

Damit ist die Funktion g gegeben durch 

. . . 20) 

1m Anhange ist g fur verschiedene Werte von ~ in einer Tafel 

dargestell t. 
Fur parabelformige Achsenlinien gilt ferner: 

1) = ~ 1 fund () = ; f . 
Mit diesen Werten findet man den Betrag von Al fur die Be­

lastung mit der Einzellast P 

Al= :~+ ~j,[HMT+MI)+185Hf+pglJ +attl+~~t:tfl. 19") 

gist, der SteHung der Last P entsprechend, aus der Tafel zu ent­
nehmen. 

"Vir geben noch den "Vert der Funktionen G bei parabelformiger 
Stabachse fiir die nachfolgenden Belastungsweisen: 



Die Darstellung der Einflufilinien der statisch nicht bestimmbaren Grofien. 43 

a) Oleichformig verteilte Streckenlast p. 
Man erhalt, wenn man die Bezeichnungen der Abb. 41, S. 34 beachtet, 

ist die Pfeilhi:ihe der Parabel. 

b) Einzellast Ph parallel zur Stabsehne. 
Dnter Benutzung der Bezeichnungen der Abb.43, S. 35 berechnet 

man zunachst 

flir o<x<a 

woraus schlieBlich 

b 
ffi'lX= -Ph yX, 

b 
ffi'lx = + Ph Y (l-x) - PitY' 

== - 4~~e~ [ S(yY-20 (yr + 10 (yY + 5 (yY - 5 (y) + 2J 
folgt. 

22) 

§ 6. Die Darstellung der EinfluBlinien der statisch nicht 
bestimmbaren GroBen; Zusammenfassung. 

Die Gesamtheit der Elastizitatsbedingungen besteht aus den Vier­
momenten- und Winkelgleichungen. 

Die Viermomentengleichungen sind Funktionen der Knotenmomente 
M, der Sehnenkrafte H und der Stabdrehwinkel {}. Sie ki:innen sym­
bolisch in der Form 

f(MH{})=N 
geschrieben werden. 

Die Winkelgleichungen sind Funktionen der Sehnenlangenande­
rungen j lund der Stabdrehwinkel {}. \Vir schreiben daher sym­
bolisch 

rp(jl{})=O. 

Es sei nun das Element i - 1, i, und nur dieses, im Abstande a 

vom Punkte i - 1 mit der Last P= 1 belastet. Die Last sei senk-
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recht zur Stabsehne gerichtet. Nach Gleichung 9) nimmt das Last­
glied N in den beiden zu den ausgezeichneten Punkten i - 1 und i 
gehorenden Viermomentengleichungen folgende Werte an: 

N i - 1 = -(l-a)ili(1- (1 l2 a)1 =Fl' 

Ni=-ai li(1- ~)i =F2 • 

Diese beiden Ausdriicke, die Funktionen dritten Grades von a 

sind, bezeichnen wir mit Fl und F2 • Da a mit (l- a) vertauscht 
werden kann, so stellt die Fl-Linie das Spiegelbild der F2-Linie vor. 

Nachdem die andern Felder unbelastet sind, werden alle iibrigen 
N W erte Null. Das System der Viermomentengleichungen hat daher 
die Form 

fl (MHtJ) = 0 

f2 (MHtJ) = 0 

It-l (MHtJ) = Fl 

fiMHtJ)=F2 

fn(MHtJ)=o. 

Eliminiert man mit Hilfe der Winkelgleichungen die Drehwirike1 tJ, 
so erhalt man ein neues System von Gleichungen, deren lahl der 
Anzahl der Uberzahligen entspricht und die die Form haben 

<P(MHJl)=clFl +c2 F2· 

Die Beiwerte cl und c2 sind aus den Koeffizienten von M, H 
und Lll entstanden und hangen somit nur mit den Abmessungen des 
Systems zusammen, sind also Festwerte. 

Die Sehnenkriifte H, die Momente M und die Dehnungen Lll 
stellen Funktionen der Belastung und somit Funktionen der verander­
lichen GroBe a, sowie der Uberzahligen X vor. "Vir wollen zunachst 
untersuchen, wie diese Abhangigkeiten von a beschaffen sind. lu 
diesem lwecke betrachten wir ein beliebiges einfaches Grund­
system, als dessen Uberzahlige wir die Momente Ml und Mn und die 
Stabkraft Hl ansehen. Abb. 47. 

FUr das Eckmoment Mv finden wir 

Mv=Ml +Hlh+Aa. 

Da A linearabhangig ist von a, so ist auch IVlv mit a durch lineare 
Beziehungen verbunden. 
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Ftir eine beliebige Sehnenkratt H" gilt die Beziehung 

H,,= -A cosfJ+H1 sinfJ. 

Durch A wird auch H" eine lineare Funktion von a. 
Soweit Lll von den 

Endmomenten M und 
den Sehnenkriiften H abo 
hiingt, ist auch ftir Lll der 
lineare Zusammenhang 
mit a gewahrt. Nur die 
durch ID/:", von der Be-
lastung abhiingige Funk- Z1.-1 

tion G in Lll (bei ge­
bogenen Stiiben) kann 
verschiedene Formen 
annehmen, weshalb auch 
der damit zusammen-
hiingende T eil von Lll A 8 
in verschiedenster Weise Abb.47. 
mit a verkntipft sein 
kann. Wir bezeithnen die Funktion von a, die diesen Zusammenhang 
ausdriickt, mit G(a). 

Lll kann demnach geschrieben werden 

Lll= u" a + v" + G(a). 

Das, was ftir das 'einfache Grundsystem gilt, besteht auch ftir jedes 
andere System zu Recht, das aus einfachen Grundsystemen abgeleitet 
wird. Wir konnen daher die Momente M, die Kriifte H und die 
Dehnungen Lll eines beliebigeri Systems in der folgenden allgemeinen 
Form darsteIlen: 

M=exXl +fJX2 +···+ua+v 

H =ex'Xl +,6'X2 + ... + u'a+v' 

Lll=cI' Xl + fJ" X2 + ... +u" a + v" + G(a) , 

wenn mit Xl' X 2 ••• die Uberziihligen bezeichnet werden. 
D· BOt R' p' , , f h O. d Ie eIwer e ex, 1" ex, ... u, v, u, v us. angen von en 

Abmessungen des Systems abo Setzt man die vorstehenden Ausdrticke 
in die Bestimmungsgleichungen ein, so wird man bei n Uberziihligen 
ein System von n Gleichungen folgender Art erhaIten: 

mX1 +nX2 +pXS + .. ·=clFl + c2 F.,. +c'G(a)+ da+e. 

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach den Unbekannten 
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Xl' X 2 ••• liefert eine beliebige Unbekannte X aIs Funktion der GroBen 
F1, F2 , G(a) und a und zwar: 

X =SFI +C;;F2 + C' G(a)+ da+ e. 
In allen Unbekannten kehren die Funktionen F1 und F'l. sowie 

G(a) immer wieder. 
F1 und F'J konnen wir unter Hinweis auf Formel 9') S. 32 die 

Form geben 
und 

wobei h und f2 die oben erwahnten Stammfunktionen sind. 
Die Funktionen G(a), die nur dann auftreten, wenn im Tragwerk 

gekriimmte Stabe vorhanden sind, hangen von der Stabachsenform 
ab und konnen, wie wir gesehen haben, in die Gestalt 

G=gW 
gebracht werden. fist der Kriimmungspfeil des Stabes. 

da + e ist eine gerade Linie, die die Endordinaten des EinftuBIinien-
a a 

zweiges festlegt, da die Funktionen f1' f'.l und g fur T = 0 und T = 1 

die Ordinaten Null aufweisen. 
Da die Stabachsen bei geringer Kriimmung als Parabeln ange­

sehen werden konnen, so unterscheiden sich die Funktionen G der 
einze1nen Stabe nur durch einen konstanten Faktor voneinander. So­
mit entsteht unter Benutzung der Gleichungen fur F1 und F'l. und G 

X=Af1 +Bf'.l+Cg+da+e. 
A, B und C sind Festwerte, die nur mit den Abmessungen des Sy­
stems zusammenhangen. 

Man erkennt somit, daB das vorgefuhrte Verfahren auch fur die 
Darstellung der EinfluBIinien der Uberzahligen insofem Vorteile bietet, 
als es bei den hier betrachteten Systemen nicht mehr notwendig ist, 
Biegelinien zu berechnen und zu zeichnen. Aus zwei Grundlinien f1 
und f2 und aus der g-Linie lassen sich samtliche EinfluBIinienzweige 
nach Aufiosen der Bestimmungsgleichungen zusammensetzen. Man 
hat im allgemeinsten FaIle, unabhangig vom Grade der statischen Un· 
bestimmtheit, nur drei bekannte Linien zu addieren und von einer 
Geraden abzutragen. 'Besondere Vorteile bieten sich naturgemaB bei 
Tragwerken, die nur aus geraden Staben bestehen. Dort stellt X nur 
eine lineare Verkniipfung der beiden Stammfunktionen 11 und f2 vor. 

Zusammenfassung. Am Schlusse der allgemeinen Ausfuhrungen 
iiber die Berechnung der statisch unbestimmbaren GroBen in Systemen 
mit geraden oder schwach gekriimmten Staben angelangt, moge eine 
kurze Zusammenfassung des Rechnungsganges gegeben werden. 
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1. Nachdem das Tragwerk durch passende Zusatzstabe zu einem 
einfachen oder mehrfachen geschlossenen Rahmen erganzt wurde, werden 
fiir jedes Rahmenfeld so viele Viermomentengleichungen angesetzt, 
als ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, wobei man jeden einfachen 
Rahmen im Sinne der Uhrzeigerbewegung, von einem beliebigen 
Punkte beginnend, durchlauft. Die AnschIuBmomente jener Stabe, 
die zwei benachbarten Rahmen gemeinsam sind, werden in dem einen 
Felde positiv, im andern Felde negativ in Rechnung gestellt. AIle 
iibrigen AnschluBmomente und die Sehnenkrafte H sind positiv ein­
zufiihren. Es ist, wenn verschiedene Belastungsmoglichkeiten in Betracht 
kommen, zweckmaBig, die Viermomentengleichungen ohne Rlicksicht 
auf die Art der Belastung anzusetzen, d. h. also, die rechten Seiten 
der Gleichungen mit N1 , N2 .. , zu bezeichnen und mit dies em allge­
meinen \i\T erten einstweilen zu rechn en. 

2. Fiir jedes Rahmenfeld werden zwei vVinkelgleichungen an­
geschrieben. Die LIt und {} sind zunachst positiv anzunehmen. Das 
Vorzeichen der Winkelfunktionen wird durch die Neigungswinkel a 
der Stabsehnen gegen die Richtung der Projektionslinie x - x be­
stimmt, welche Winkel von der von links nach rechts gerichteten 
Parallel en zu x - x, die im niedriger beziffer.ten Stabendpunkte an­
gesetzt wird, entgegengesetzt dem Sinne der Uhrzeigerbewegung zu 
zahlen sind. Siehe die pfeile in der Abb.22 auf S. 14. Als Bezugs­
linie x - x fiir die Winkel a kann jede beliebige Gerade der Trager­
ebene, die zum Tragwerk festgelegt ist, gewahlt werden. 

3. Die Stabdrehwinkel I} werden aus den Gleichungen eIiminiert, 
worauf so viel Bestimmungsgleichungen gewonnen werden, als statisch 
nicht bestimmbare GraBen vorhanden sind. Diese Bestimmungs­
gleichungen gelten fiir jede Art der Belastung, da sie ftir die Last­
glieder nur die allgemeine Bezeichnung N enthalten. 

4. Wahl der Oberzahligen X und Einflihrung der Ausdrlicke fiir 
die Ans~hluBmomente M, Sehnenkrafte H und Dehnungen LIt, sowie 
Einflihrung der der Belastung oder Temperaturanderung entsprechenden 
Werte der N. Die M, H und LIt sind hierbei als Funktionen der 
Belastung, Temperaturiinderung und der Oberzahligen X darzustellen. 
Bei der Aufstellung dieser statischen Beziehungen sind, in Hinsicht 
auf das Vorzeichen der Momente, die Stabe von jenem Rahmen aus 
zu betrachten, in dessen Viermomentengleichungen sie positiv einge­
fiihrt wurden. Bei Ermittlung der Langenanderungen LIt, soweit sie 
von bekannten oder in ihrer Richtung durch Annahmen festgelegten 
auBeren Kraften, wozu auch die Auflagerreaktionen geharen, herrlihren, 
sind die Sehnenkriifte mit positivem V orzeichen zu versehen, wenn sie 
den Stab zu verlangern, mit negativem Vorzeichen, wenn sie den Stab 
::u verkiirzen trachten. Die in den LastgIiedem N auftretenden Lasten 
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sind positiv zu zahlen, wenn sie von auBen gegen das Rahmeninnere 
gerichtet sind. 

5. Auflosung der so erhaltenen, endgiiltigen Bestimmungsgleichungen 
nach den Unbekannten X. 

6. Sind EinfluBlinien aufzutragen, dann setze man nach der Auf­
stellung der Bestimmungsgleichungen fUr die rechten Gleichungsseiten 
die abgekiirzten Bezeichnungen Fl und F2 und stelle nach Auflosung 
dieser Gleichungen die EinfluBlinien mit Hilfe der Tabellen der Funk· 
tionen f1' f2 und g im Anhange zusammen. W 0 dies zweckmaBig 
erscheint, kann von der eben angegebenen Reihenfolge abgewichen 
werden, wie dies auch aus einzelnen der nachfolgenden Beispiele er­
sehen werden kann. 

§ 7. Einfiihrung der HilfsgroBen r. 
Die Hauptschwierigkeit bei der Berechnung hochgradig statisch un­

bestimmter Systeme liegt in dem Umtande, daB die Uberzahligen 
aus einem Gleichungssysteme mit einer groBen labl von Unbekannten 
berechnet werden mussen. Das vorgefiihrte Verfahren gibt nun ein 
Mittel an die Hand, durch Einfuhrung neuer HilfsgroBen unter Um­
standen die labl der -Bestimmungsgleichungen und die Anzahl der 
Glieder in den Gleichungen zu verringern, wodurch die Berechnung 
derartiger Tragwerke in hohem MaBe vereinfacht wird. 

Wir betrachten ein i-fach statisch unbestimmtes Traggebilde aus 
geraden Stab en mit n Knotenpunkten und r Stab en. Jeder Knoten 
liefert 11 - 1 Viermomentengleichungen, wenn 11 die veranderliche An· 
zahl der in einem Knoten steif angeschlossenen Elemente bedeutet. 
Ferner stehen uns z p Winkelgleichungen zur Verfiigung, falls das 
System in p Einzelrahmen zerlegt werden kann. Durch die Gesamt­
heit dieser Gleichungen sind die Unbekannten der Rechnung, d. s. die 
Uberzahligen und Drehwinkel, bestimmt. 

Fassen wir zunachst die Winkelgleichungen fur sich ins Auge. 
lhre Anzahl kann kleiner, gleich oder groBer sein als die lahl der 
unbekannten Drehwinkel. Betragt, wie oben festgesetzt, die Stabzahl 
Y, so ist die lahl der unbekannten Drehwinkel r - 1, sonach 

< zp>r-1. 
Wenn z p = r - 1 ist, so sind die Drehwinkel samtlicher· Stabe 

bereits durch den geometrischen lusammenhang der Stabe festgelegt. 
Denkt man sich statt der steifen Knoten Gelenke angeordnet, so stellt 
die so entstehende "Ersatzfigur" ein statisch bestimmtes unverschieb­
liches Fachwerk vor. Der Beweglichkeitsgrad oder der Freiheits­
grad der Ersatzfigur ist Null. 
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In dem Faile, wo 2 P < r - 1 ist, reichen die Winkelgleichungen 
nicht aus, um samtliche Drehwinkel zu berechnen. 2P- Winkel konnen 
als F~nktion der iibrigen dargestellt werden, die schlieBlich mit Hi1fe 
der durch die Momentengleichungen gegebenen, elastischen Zusamnien­
hange gleichzeitig mit den Uberzahligen bestimmt werden.Di~ Ersatz­
figur stellt keine unverschiebliche Stabverbindung mehr VOT. . Ihr Frei­
heitsgrad e betragt 

e=r-1-2p . 

. e Stjib~ ;ware? somit hinzuzufiigen, um aus der Ersatzfigur ein 
unverschiebliches Fachwerk herzustellen. 

1st 2 p > r - 1, dann stellt die Ersatzfigur ein statisch unbe­
stimmtes Fachwerk vor. Die Winkelgleichungen gestatten die Be-. 
rechnung der Uberziihligen der Ersatzfigur. Der Freiheitsgrad ist, da 
keine Beweglichkeit vorhanden ist, Null. 

Wir haben somit zwei Falle zu unterscheiden: 
1. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur .ist Null. 
2. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur ist von Null verschieden. 
Wir besprechen iunachst Sysfeme' der ersteh Art. Die AnschluB 

momente der ViermomentengleiChunge~ wollen wi~ in etwas anderer 
vVeise, als es bisher der Fall ge-
wesen ist, bezeichnen. Sind a, fJ fi1.._----/~---__ -.!c 
die Knotenpunktsziffern des Sta­
bes lap, so werden seine An­
schluBmomente MaP und Mpa ge­
nannt. Der untere Zeiger weist 
auf den AnschluBknoten hin, beide 
Zeiger bezeichnen den Stab, fUr 
we1chen das Moment gilt. Ahn­
lich lauten die AnschluBmomente 

Abb.48. 

. der iibrigen in a zusammenstoBenden Stabe, Abb. 48, MaY und My a, 

Ma 0 und Maa usw. 
Fiir jeden Knotenpunkf werden die Viermomentengleichungen auf­

gestellt, indem jedesmal ein Stab der Reihe nach mit den andeni 
in • dem betreffenden Knoten fest angeschlossenen Stab en in einer 
Gleichung zusammengefaBt wird. Die Momentengleichungen fiir den 
Knoten' a lauten, wenn die zwei· benachbarten Gliedem gemeinsame 
reduzierte Lange herausgehoben und fUr 6E Ie . (} geschrieben' wird: 

(Mpa + 2 MaP) l~{J + (2MaY+Mya)l~y - g(-o.a{J --o.ay) =Na1 

(M{J" + 2 MaP) l~p + (2 Mao +Moa)l~o --' e (-o.ap - -o.ao) = Na2 

(Upa +'zM)) l~p +'(zMa" + M~a) l~. -(} (-o.aP - -o.a.) = Na 8 

. . . . . . . . . ....... ~. '. '. . . . . 
Bleich, Viermomentensatz, 2, Auf!. 4 
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Wir setzen nun ganz allgemein: 

(M).'u+2M/)l~,u=r/ und (M,,/·+2M}f)~.u=r;.f' • 23) 

Der untere Zeiger der HilfsgroBe r stimmt jeweilig mit dem unteren 
Zeiger jener MomentengroBe iiberein, die mit dem Faktor 2 ver­
sehen ist. 

Aus den Definitionsgleichungen 23) folgen die 

M/ = ~ll (2 r/ - r;./!) 1 
3 Af' 

Mi./! = ~ll (2r;.1" - r/) 1 
3 J.ft 

Formeln 

• . • • . . 24) 

Die Viermomentengleichungen nehmen daher die Form an: 

raP +raY - e({}ap - {Jay) = Nal 
raP + rao - e ({}ap - {}a~) = Na2 

raP + raE - e({}a(:l- {}a,) = Na3 

Die Drehwinkel {} sind, da der Freiheitsgrad der Ersatzfigur 
unserer Annahme gemaB Null ist, durch die Winkelgleichungen be­
stimmt und ebenso wie die Belastungsglieder N als gegebene GroBen 
zu betrachten. Wir machen hierbei stillschweigend die weiter unten 
noch naher zu erorternde Voraussetzung, daB die in den Winkel· 
gleichungen auftretenden Stablangenanderungen entweder Null oder 
ihrer GroBe nach bekannt sind. FaBt man nun die Stabdrehwinkel­
differenzen mit den rechten Gleichungsseiten in einen Zahlenwert B 
zusammen, so kann man schreiben: 

raP +ray= Bal 

r,l +ra~=Ba2 
raP + ra'= Ba3 

In allen dies en auf den Knoten a bezuglichen Gleichungen tritt die 
GroBe raP auf. Wir bezeichnen sie als Hauptwert der Hilfs­
groBen r fur den Knoten a. Es lassen sich daher aIle vom 
Knoten a abhangigen r- Werte (d. s. jene, welche mit dem unteren 
Zeiger a versehen sind) durch den Hauptwert raP ausdrucken. So­
nach gilt 

raY=Bal-rap) 
ra~=Ba2 -raP 

ra' =Ba3-rafl 
....... 

..... 25) 
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In gleicher Weise lassen sich die T- Werte der anderen Knoten­
punkte durch die betreffenden Hauptwerte ausdrUcken. Die Gesamt­
zahl der unbekannten Hauptwerte der r-GroBen betragt daher n, 
wenn das Tragwerk n Knoten, in denen Stabe steif angeschlossen 
sind, besitzt. Mit der Aufstellung der Beziehungen 25) zwischen den 
r -Werten wurden samtliche Verkniipfungen, die die Elastizitatsbe­
dingungen liefern, ausgeniitzt. Sie ergeben hochst einfache Zusammen­
hange zwischen den- Unbekannten r, die verwendet werden konnen, 
urn auf Grund der statischen Beziehungen, die zwischen den HiIfsgroBen r 
bestehen, die Bestimmungsgleichungen abzuleiten. 

Wir stellen zu diesem Zwecke flir jeden Knoten die Bedingungs­
gleichung 

.2M=o 
auf. Die Zahl derartiger Gleichungen ist gleich der Knotenzahl n. Fiihrt 
man mittels der Formeln 24) die HilfsgroBen rein und benutzt man 
femer die Formeln 25), urn samtliche r· GroBen bis auf die n Haupt­
werte zu beseitigen, so erhalt man schlieBlich ein System von n Be­
stimmungsgleichungen mit n Unbekannten, womit die Berechimng 
eines i·fach statisch unbestimmten Systems auf die Auflosung eines 
Systems Ii nearer Gleichungen mit n Unbekannten zuriickgeflihrt er· 
scheint. Das Verfahren ist natiirlich nur dann zweckmaBig, wenn 
n < i ist, was haufig genug der Fall ist. 

Urn ein Urteil iiber die Anzahl der Glieder einer Bestimmungs­
gleichung zu erhalten, stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen fUr 
den Knoten IX auf. Diese lautet: 

MaP + MaY + Ma~ + ... + m = 0 , 

falls m ein etwa vorhandenes in IX angreifendes Lastmoment bedeutet. 
Driickt man nun MaP, MaY, Ma~'" durch die HilfsgroBen r mittels 

der Formeln 24) aus, so treten die GroBen raP rpa, raY ry", ra~ r~a ..• 
in die Gleichgewichtsbedingung ein. Da '/I Knotenpunkte durch 
l' Stiibe mit dem Punkte IX verbunden sind, so lassen sich die Hilfs­
groBen unserer Gleichung durch die '/I Hauptwerte der verbU?denen 
Knoten und durch den Hauptwert des Knotens IX ersetzen. Insgesamt 
ziihlt demnach eine Bestimmungsgleichung '/I + 1 Unbekannte. Die 
Zahl der Glieder einer Gleichung ist sonach beschrankt, was der 
Yereinfachung der Rechnung bei der Auflosung der Gleichungen zu­
gute kommt. 

Fiihrt einer der Stabe (Stiitzenstab) nach einem Lagerpunkt (be­
wegliches Lager, Gelenk, Einspannung), so ziihlt dieser Lagerpunkt 
nicht als Knoten, da keine Gleichgewichtsbedingung flir ihn aufgestellt 
werden kann, dementsprechend fiillt auch, wie man sich an einem 
Beispiel leicht iiberzeugen kann, ein Hauptwert der r- GroBen aus. 

4-* 
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In die Zahl n der Knoten sind daher' nur jene Punkte aufzunehmen, 
von denen mindestens zwei Stiibe ausgehen, wohei hochstens der eine 
ein Stiitzenstab sein darf. Zusatzstabe, die den Rahmen schlieBen, sind als 
Stiitzenstabe anzusehen. Gehen daher von einem Knoten Stiitzenstabe 
au!;, so veiringert sich die Zahl der Glieder der zu diesem Klloten ge­
horenden Bestimmungsgleichung um die Anzahl der Stiitzenstabe. Sind 
die Auflagerpunkte durch einen Zusatzstabzug unteteinander verbunden, 
sO sind diese Stabe bei der Bestimmung des Freiheitsgrades e als ein 
Stab zu zahlen, da allen der gleiche Drehwinkel (Null) zukommt. 

Liegt ein Tragwerk der zweiten Art vor, dessen Ersatzfigur Be­
weglichkeit besitzt - der Freiheitsgrad sei e -, so kann im wesent­
lichen der gleiche Berechnungsgang eingeschlagen werden. 

Unter derselben Voraussetzung, daB die Stablangenanderungen 
Null sind oder, wenn von Null verschieden, zunachst als bekannt 
anzusehen sind, konnen mit Hilfe der Winkelgleichungen, deren 
Zahl jetzt um e kleiner ist als die Zahl der unbekannten Stabdreh­
winkel, e von ihnen als Hauptwerte der Drehwinkel ausgewiihlt 
und die iibrigen durch .diese Hauptwerte ausgedriickt werden. Die 
Viermomentengleichungen, aus denen wir die HilfsgroBen T durch ihre 
!Iauptwerte bestimmen, enthalten demnach noch e Hauptwerte der 
Drehwinkel. Somit treten diese n + e Hauptwerte (T-GroBen und Dreh­
winkel) in die n Gleichgewichtsbedingungen ein. FaBt man die Dreh­
~inkelhauptwerte zunachst als bekannte GroBen auf, so lassen sich 
die n Gleichungen wie oben auflosen, und man erhalt dien Haupt­
werte der T-GroBen als lineare Funktionen der e Hauptwerte der 
Drehwinkel. Um endlich diese zu bestimmen, stellt man noch e pass end 
gewahlte Gleichgewichtsbeziehungen auf, in welchen man die Momente 
und Langskrafte durch die Hauptwerte der HilfsgroBen T und der 
Drehwinkel {} ersetzt. Die Berechnung lauft also auf die Auflosung 
zweier Systeme linearer Gleichungen mit n und e Unbekannten, oder 
auf die Losung eines Systems mit n + e Unbekannten binaus. Wie 
leicht einzusehen, ist das Verfahren nur dann zweckmaBig, wenn e 
eine kleine Zahl ist. 

Wir haben in den voranstehenden Darlegungen die Voraussetzung 
gemacht, daB die Stablangenanderungen als bekannt anzusehen, oder 
mit andern Worten, daB sie unabhangig von den Unbekannten unserer 
Rechnung sind. Dies ist im allgemeinen nur daIin der Fall, wenn 
die Langenanderungen von Warmeschwankungen herriihren. Sollen 
auch die von den Stablangskraften hervorgerufenen Langenanderungen 
Beriicksichtigung erfahren, weil ihre Vernachllissigung nicht statthaft 
ist, so ist deren GroBe schatzungsweise einzufUhren. Man geht dann 
so VOT, daB man die LIZ zunachst Null setzt, mit den so bestimmten 
\Verten der Unbekannten die Stablangenanderungen ermittelt mid fUr 
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eine zweite Berechnung beniitzt. Mit, diesem Vorgange ist ge"%hn­
lich keine Mehrarbeit verbunden, da fast immer eine wiederholte Be­
rechnung zwecks schrittweiser Anpassung der Querschnitte notwendig 
ist. Theoretisch Hige wohl keine Schwierigkeit vor, die Berechnung 
auch in Hinsicht auf die Wirkung der Uingskrafte genau durchzlifiihren, 
doch gingen damit meist jene Vorteile verloren, die wir durch Ein­
fiihrung der HilfsgroBen r angestrebt haben. 

Das in der Abb. 49a zur Darstellung gebrachte zweifeldrige Trag­
werk ist 6fach statisch unbestimmt. Die Ersatzfigur zeigt einfache 
Bewegungsmoglichkeit, da durch An­
bringung eines Stabes, z. B. der 
strichliert gezeichneten Strebe in 
Abb. 49 c, ein unverschiebliches 
Fachwerk entsteht. Auch die Aus­
ziihlung der Abb. 49 b, in der die 
lusatzstabe eingezeichnet sind, ergibt 
e = r - 1 - 2 P = 1 . Es ist nam­
lich r = 6, da 5 wirkliche Stabe und 
die als ein Stab zu zahlenden lu­
satzstabe vorhanden sind; weiter ist 
2 P = 4, also gilt: e = 5 - 4 = 1. 
Die lahl n der Knoten mit minde-

1 I } 

stens zwei Stab en betragt 3 (die 
unteren Knoten in Abb. 49 b sind 

/' nicht 'zu zahlen, da dort nur Stiitzen- 0", v', 

stabe zusammentreffen), der Freiheits-
grad e ist 1, sonach wird die Be­

,/ 

/' 
,/ 

,/ 
/' 

,/ 

Abb·49. 

rechnung dieses 6fach statisch unbestimmten Systems durch die Ein­
fiihrung der HilfsgraBen r auf die Auflasung von n -1- e = 4 Gleichungen 
zuriickgefuhrt. 

Wiirden die Stiitzen statt der Einspannung gelenkige Auflagerung 
aufweisen, so sinkt der Grad der statischen Unbestimmtheit auf 3 herab. 
Bei Einfuhrung der HilfsgraBen r wiirde die lahl der Bestimmungs­
gleichungen wie oben vier betragen, da sich weder n noch e ge­
andert haben. In diesem FaIle ware die Anwendung des in diesem 
Abschnitte erarterten Verfahrens unzweckmaBig, da die Lasung der 
Aufgabe nach der friiher dargesteIlten allgemeinen Methode auf bloB 
drei Bestimmungsgleichungen fuhrt. Wie man aus diesem Beispiele 
ersieht, ist es sehr einfach, von Fall zu Fall zu entscheiden, ob mit 
der Einfiihrung der HilfsgroBen r Vorteile verbunden sind oder nicht. 
Beispiel 13 in § 8, sowie § 12 zeigen Anwendungen des Verfahrens 
mit den HilfsgroBen r. 

c) 



54 Beispiele fiir die Anwendung der Methode des Viermomentensatzes. 

III. Beispiele fUr die Anwendung der 
Methode des Viermomentensatzes. 

§ 8. Tragwerke, die aus einem einfachen Grundsystem 
abgeleitet werden. 

1. Beispiel. Der in Abb. 50 zur Darstellung gebrachte Zweigelenk. 
rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Uber die Art der Belastung 

a) 
. 8"_1. 
~·l;-:'w 

I I 
"'I·~-~l ------>-<, I 

Abb·5 0 • 

werden spater Annahmen getroffen werden, nachdem der erste Teil 
der Berechnung ohne Rucksicht auf die Belastungsweise durchfuhrbar 
ist und dabei einfachere Aufschreibungen gestattet. 

Die Eckmomente bei C und D werden mit Ml und M2 bezeichnet. 
Wir beginnen mit der Aufstellung der Dreimomentengleichungen (da 
es siCh um einen einfachen Rahmen handelt, geht die allgemeine 
Viermomentengleichung in die Dreimomentengleichung uber), und zwar 
fur die Stabpaare ACD und CDB, wobei zu beachten ist, daB die 
Momente in A und B Null sind. Wir beginnen die erste Gleichung 
bei Punkt A und gehen uber C nach D. Die zweite Gleichung be­
ginnen wir bei Punkt C und gehen uber D nach B. Bei allen An­
schreibungen halten wir die vorgeschriebene Pfeilrichtung, siehe Abb. 50 b, 
genauest ein. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 50 nehmen die Dreimomenten­
gleichungen 7") die Form an 

2Ml (h/ + s')+M2 s' - 6 EI(OI -02)= N1 , 

Ml s' + 2 M2 (5' + h2') - 6 EI({}2 -{f3) =N2· 

Hierbei wurde als Ie das Tragheitsmoment I des Querriegels gewahlt. 
Die gestrichenen GroBen sind die reduzierten Langen. 
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Vernachliissigt man die Wirkung der Liingskriifte, setzt also alle 
A l = 0, so lauten die Winkelgleichungen 

.l:f).lsina=o, - .l:f)·lcosa=o. 

Fiihrt man fiir den Riegel s sin a = h'J - hl und s cos a = l ein, be­
achtet man weiter die in der Abbildung durch Pfeile angedeutete 
Zahlrichtung der Winkel a, so ist 

hl f) 1 + (h'J - hI) f) 2 - h2 f) 3 = 0, 
f)2 l =O. 

Das letzte Glied der ersten vVinkelgleichung ist negativ, da fUr den 
Stab h2' a> n, daher sin a < 0 ist. 

Aus den \Vinkelgleichungen folgt: 

f)1 = ~2f)3 =kf)3' f)2= O. 
I 

Nach Einfiihrung in die Momentengleichungen erhii.lt man 

z MI (hI' + s') + M2 s' -6 EJk f)'3 =NI , 

MI S' + Z M'J (s' + h'J') + 6 E J f) 3 = N2 . 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit k und addiert sodann beide 
Gleichungen, so gewinnt man die Bestimmungsgleichung fUr die 
Berechnung der einen Uberziihligen: 

MI[z(ht'+s')+ks'] +M2 [s'+z(h2'+s')k]=NI +kN2 • a) 

Damit ist die Aufgabe im Prinzipe 
gelost. Wir haben eine Gleichung 
gefunden, die, neben den iibrigen 
statischen Beziehungen angewendet, 
die Berechnung des gegebenen Sy­
stems ermoglicht. 

Wir benutzen nun die Glei­
chung a), um fUr drei verschiedene 
Belastungsfiille die Uberzahlige zu er· 
mitteln. 

1. Wagerechte Last P im Abstande 
a yom Fujigelenk A. Abb. 51. Wir 
wahlen als Uberziihlige den Horizon· 
talschub H und erhalten 

MI=Pa-Hh l 

Ferner ist [Gleichung 9), S. 3z] 

und 

N = - P a h ' (1 __ a~) 
1 I h12 

s --~~-~-_/'-\ /J 

( ~l 
~ t 

~-r~ ~ 

lL ,P-If 8 If 

A 8 
k----l ",I 

Abb·51-

M'J=-Hh'J' 

und 
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somit geht Gleichung a) liber in 

aus welcher Gleichung H in der Form 

...... b) 

gewonnen wird, wo 

, ] 
S =S7=5. 

Da Nl = - P hl hl' f2 ist, so hiitte man auch schreiben k6nnen: 

A 

und 

B 
I. l--~ 

Abb·5 2 . 

wobei Kl und K2 Festwerte sind. die nur 
von den Systemabmessungen abhiingen, 
wiihrend f2 der Tabelle der Stammfunk· 
tionen im Anhange entnommen werden 
kann. 

2. Lotrechte Last P im Abstande a 
vom Eckpunkte C. Abb. 52. 

Es ist 

j'Vll = - H hl' 

M2 =-Hh2 • 

Nl und N2 sind durch Gleichung 11) 
bestimmt und zwar 

N 'f '() ( (l- a )2) 1 = - P l 5 1 = - P s l - a 1 ----y'i-

Gleichung a) nimmt daher folgende Gestalt an: 
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- H hI [2 (hI' + s') + k s'}:- H h'J [s' + 2 (h'iJ' + s') k] 

[ ( (l-a)'J) (a'J)] 
= - P s' (l- a) 1 - -l-'J - + k a 1-7,2 

und daraus 

H ~~ H(l ~T)~(l ~-j-)' -;k [~~(-j-),J} . 
2 1 +k+k2 + :~ + :~ k2 

. . . c) 

Benutzt man die Stammfunktionen, so kann man einfacher schreiben: 

3. Es soIl _ auch der Fall untersucht werden, daB die Riegellast 
auBerhalb der Stiitzweite A - B angreife. Last PI in Abb. 52. 

Dieser Fall kann als Belastung des Standers mit einem Moment 
p, = - PI c aufgefaBt werden. Die· Lastglieder N lund N2 nehmen 
jetzt gemaB Gleichung 14) folgende Wertean: 

F emer besteht 

NI = PI chI' (1 - 3 ::) = - 2 PI C h/ ' 

N2 =o. 

M1=-P1c-Hhl , 

M2 =-Hh'J; 
somit geht die Bestimmungsgleichung a) tiber in 
-(PI c+Hhl ) [2 (hl'+ s') +ks']-Hh'J [s' +2 (h,/ + s')k]=-2P1 chI'. 
Daraus ermittelt man H in der Form 

PIC k+2 
H=- 2hl 1 +k+k2 + :~' + :;' k'J ...... d) 

Zum Schlusse mogen die Verschiebungen der Eckpunkte C und D 
fur den Belastungsfall 1 ermittelt werden. 

Aus den Winkelgleichungen wurde gefunden: 

-{}l = k {}3' {}'.l = o. 
Aus der zweiten Momentengleichung folgt, da N'J = 0 ist, 

{}g=- 6~I[MI S' + 2 MIl{s' +h'J')] 

= - 6~J[(pa -:- H hI) s' - 2 H h'J (s' + h'J')] 
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und somit die wagrechte Verschiebung A YD des Punktes D 

AYD=h2 D3 =- ;;JLPa-H(h1 +2h2 +2 h;9 i)]. 
Die wagrechte Verschiebung des Punktes C ist dann 

A Yo= 191 h1 = :s {fa h1 = hs 193 = A YD, 
1 

somit muB sich der Stab CD parallel zu sich verschieben, siehe Abb. 53, 
was auch unmittelbar aus Ds = 0 folgt. 

A 

I 
I 

f-~ 
I 

8 

Verfolgt man den oben angegebenen Rech­
nungsgang und vergleicht ihn mit der Be· 
rechnung nach dem ublichen Verfahren, so 
erkennt man deutlich die Vorteile der neuen 
Methode. Mit det schon nach wenigen Auf­
schreibungen bestimmten Gleichung a) ist die 
Aufgabe fur jede beIiebige Belastung gelost; 
ebenso konnen aIle die Formanderungen be· 
treffenden Fragen mit Hilfe dieser Gleichung 
und der ihr vorangehenden Zwischenergebnisse 
beantwortet werden. 

Abb·53· 

1st es notwendig, EinfluBlinien aufzutragen 
oder eine groBere Zahl von H -Werten zu be­
rechnen, dann leisten die Tafeln der f1 - und f'J­

Werte, wie man leicht erkennen kann, ausgezeichnete Dienste. 
2. Beispiel. Der beiderseits eingespannte gerade Stab, Abb. 54, 

ist zweifach statisch unbestimmt. 
Urn einen einfachen geschlosse­
nen Rahmen zu erzielen, denken 
wir uns einen in A Ulid B fest 
angeschlossenen Stab mit J = co 
hinzugefugt. Abb. 54 b. 

Wenn man beachtet, daB 
der Drehwinkel 19 des Stabes A B 

Abb. 54. Null ist, so lauten die beiden 
Dreimomentengleichungen fUr die 

ausgezeichneten Punkte A und B bei Belastung durch eine Einzellast P 
im Abstande a yom linken Stabende 

2 M1 l + M2 l = - P l (l - a! (1 _ (l l2 a )2) , 

M1 l + 2 M2 l = - Pal (1 - ~:) . 
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Aus dies en beiden Gleichungen folgt unmittelbar 

und 

3. Beispiel. Der geschlossene, ringsum durch den Innendruck p 
belastete Rahmen -,- Abb. 55 - verlangt mit Riicksicht auf die Sym­
metrieverhaltnisse bloB die Berechnung einer einzigen Uberziihligen­
da alle vier Eckmomente untereinander gleich sind. Die Dreimomenten, 
gleichung fiir eine beliebige Ecke lautet daher 

Ma' +2M(a' +b')+Mb'= -~pa' a~ -~pb' b2 • 

Samtliche Drehwinkel {} sind, da die Seitenwande bei der Form­
anderung keine Verdrehung erfahren, 
Null. Aus der Dreimomentengleichung 
folgt 

Setzt man 

so wird 

, 
a =a, 

a3 + b3 fa 
M=-j~-~. 

12 a+b fa 
J/, 

Abb·55. 

4. Beispiel. Der beiderseits eingespannte, einmal geknickte, sym­
metrische Balken nach Abb. 56 sei durch eme 1m Scheitel C an-

Abb·56. 

greifende Einzelkraft P belastet. Die beiderseitige Einspannung denke 
man sich durch einen festgehaltenen Stab A B mit unendlich groBem 
Tragheitsmoment hervorgerufen. Es liegen sonach drei ausgezeichnete 
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Punkte A, B und C vor, ftir welche die Dreimomente'ngleiehungenanzu­
sehreiben sind. Es ist dabei zu beaehten, daB die reduzierte Lange l' 
des Stabes A B Null ist, da sein Tragheitsmoment J unendlieh groB 
ist. Die betreffenden Glieder fallen mithin in den Dreimomenten· 
gleiehungen fort. Beginnt man mit der Aufsehreibung bei Punkt B 
und sehreitet in der in Abb. 56 angegebenen Pfeilrichtung fort, so 
lauten die Momentengleiehungen: 

z Ml S' + M'j s' + 6 E J {)l = 0, 

Ml S' + 4 M2 S' + M3 S' -- 6 E J ({) 1 - {) 2) = 0, 

M2 S/ -I- Z M3 S' - 6 E J {} 2 = o. 

Setzt man s' = S f = s und dividiert mit dieser GroBe, so nehmen 

die Gleiehungen die einfaehe Form an: 

zMl +M2 =-e{)l' 1 
Ml + 4 M2 + M3,= e ({)1 - {)2)'J 
M 2 +zMg -e{}2' 

6EJ 
Hierbei wurde --= e gesetzt. 

s 

....... a) 

Die Winkelgleiehungen lauten, wenn mit L1 Sl die Dehnung des 
Stabes A C, mit L1 S2 die des Stabes Be bezeiehnet wird, 

Wiirde man die Dehnungen L1 S Null setzen, den EinfluB der Langs­
krafte also vernaehlassigen, so waren gemaB den Gleiehungen b) die 
Stabdrehwinkel und somit aueh samtliehe Momente naeh Gleiehung a) 
Null. Die Seheitelkraft P wiirde die beiden Stabe nur durch Langskrafte 
beanspruchen, die Wirkung der Einspannung und der EinfluB des 
steifen Knotens C kame in diesem Falle gar nieht zum Ausdruck. 

Dureh die beiden Gleiehungen b) sind die Stabdrehwinkel {) be· 
stimmt. FaBt man die Momente M l , M'j und M3 der angesetzten 
Momentengleiehungen als Dberzahlige auf, so konnen diese Uber­
zahligen aus den Gleiehungen a) dureh die Stabdrehwinkel ausgedriickt 
werden. Es wird 

Damit ist die Aufgabe allgemein gelost. 
Wir machen nun beziiglieh der Riehtung von P zwei Annahmen: 
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1. Last P senkrecht zur Stabsehne AB. Abb. 57· 

Da A Sl = A S2 = A s ist, so foIgt aus den Gleichungen b) 

und 

l 
{}1 =--h- As z s 

l 
{}'J=-h- As 

Z s 

. . d) 

Mit Bezug auf Abb. 57 ist nun 

P 
M2=Ml +4 l - Hh 

und darum 

H = Ml - M2 -l- Pl . 
h '4h 

Die Stabspannung Seines Schenkeis ist 

Abb.57· 

S = -!!.. sin ex - H cos ex = _ Ml - M2 ~ _!!.. (~+~) . 
Z h Z s Z s 0 4 hs 

Die Stabdehnungen As betragen demnach 

Ss l P ( l2) 
As= EF=- ZhEF(M1 -M2)- zEF h+ 4h . . . e) 

Aus den Gleichungen c) foIgt 

Ml =M3 =-e{}l 1 
M2 =e{}1 f' 
M1 -M2 =-ze{}1 

. . f) 

Fugt man den Wert fur Ml - M2 in die Gieichung e) em, so erhiilt 
man As ais Funktion von {}l' welche Verknupfung, in d) eingesetzt, 
eme Gleichung zur Bestimmung von {}l Iiefert: 

und daher 

1st {}l bekannt, so sind auch die Momente aus den Gleichungen f) 
bestimmt: 
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P s 
M1=Ms=-z l h2 sF' 

s+3fJ 
P s 

M2 =-M1=Z- l h'JsP· 

s+3fJ 
An das eben erhaltene Ergebnis wollen wir eine wichtige Be­

merkung anschlieBen. In der Gleichung flir {}l ist das zweite Nenner­
glied sehr klein gegen das erste und kann praktisch immer vernach­
Hi.ssigt werden. Es betdigt, wenn der Scheitelwinkel nicht zu stumpf 
ist, meist weniger als 1/100 des 'erst en Gliedes. {}1 nimmt dann die 
einfachere Form an: 

. P ls 
{}1 -:- 4EP h'J· 

Das ist aber der Wert, den man flir {}l erhaIt, wenn man in den 
Eckpunkten Gelenke annimmt. Es war also die genaue Berechnung 
der Stabkraft S, die oben durchgeflihrt wurde, nicht notwendig, es 
hatte geniigt, P in die beiden Stabkomponenten zu zerlegen, um 
dann . rechnerisch oder zeichnerisch die Verschiebung des Scheitel­
punktes unter Annahme von Gelenken in den Endpunkten und somit 
auch den Drehwinkel {} 1 zu finden. Sein so ermittelter Wert in die 
Gleichungen c) eingesetzt, hatte dann auf einfachste Weise die ge· 
suchten Momente ergeben. An dies en VerhaItnissen andert sich auch 
nichts, wenn man sich an Stelle des unendlich steifen Zusatzstabes A B 
einen 'Stab mit endlichem Querschnitt gesetzt denkt. Von dieser wich-

tigen Eigenschaft der Stab-
P dreiecke mit steifen Ecken 

~---------~---------~~ 
Abb.58. 

B= ~,.""-N" 
l 1, 

werden wir bei der Anwen­
dung unserer Methode auf 
die Berechnung der Neben­
spannungen im Fachwerke 
Gebrauch machen. 

2. Last P parallel zur 
Stabsehne A B. 

Aus Abb. 58 entneh­
men WIr 

M =M _ MI-Msi_ Ph +(P_H)h=Ph +Ml +MS _ Hh 
21 l2 2 2 2 

und somit 
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Da nun Ml + Ms = _ M'J ist, was aus den allgemein giiltigen Glei-
2 

chungen c) hervorgeht, so vereinfacht sich der Ausdruck fur H, und 
zwar wird 

H=~- 2M2 • 
2 h 

Damit konnen die Stabspannungen S1 und S'J ermittelt werden. Wir 
finden: 

(Ph M -M) . S1= -l-+-l-l- s sIna+(P-H)cosa 

=P!:!:+P~_~~+ M1 -M3 !:+ ~M'J~ 
1 5 25 225 1 5 h 25 

=P~+ M1 -Ms!:+M2 l 
1 1 5' h5 

und 

[(Ph-+ M1 -Ma). +H ] S2=- -l- ----1--- SIna cosa 

=_[p~+¥'l-M3!:+ M'J l ] 
1 1 5 h5 

S1 = - S'J und somit ist auch ,1 51 = - ,1 52' 

Aus den Gleichungen b) geht dann unmittelbar hervor: 

{}1-{}2=O, 

daher 
2h 

{}1 ={}2= TS L151' 

Aus den Gleichungen c) folgt unter Benutzung dieser Zusammen­
hange zwischen den Stabdrehwinkeln {} 

Weiter ist 

,151= ;F[~5 + 2~1~] = E5F[~5 -e{}1:ZJ. 
Aus der Gleichung fUr {}1 gewinnt man mit diesem Werte von ,151 

{} = 2h ~ [P5 _ 6 EJ!:{}] 
1 15 EF 1 5l 5 1 
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und daraus 
2P hs 

#1 =EF-,- J (h)2' 
z'l-r12F ~ 

Auch hier ist das zweite Nennerglied, wenn der Scheitelwinkel 
nicht zu spitz ist, verhiiltnismiiBig klein gegen das erste. Wird es 
vernachliissigt, so geht {}1 iiber in 

2Phs 
{}1 = EF12' 

in den Wert des Drehwinkels fUr gelenkig aneinander geschlossene 
Stiibe. Auch hier gilt somit das unter 1. Gesagte. 

Zum SchluB berechnen wir noch die genauen Werte von M1 und Ms: 

Ph 
M1=- (h)2 FP' 

2 - -t-­
s 6J 

Ph 
Ms=+ (h)2 Fli!.· 

2 - +­s 6J 
5. Beispiel. Fiir den beiderseits eingespannten, symmetrischen 

Parabelbogen, Abb. 59, sind die EinfluBlinien der iiberziihligen GroBen 

I--a 
I 
I ~ -"-___ L __ _ 

~-------~-------~ 

Abb.59. 

",a) 

ftir Belastungen senkrecht 
zur Stabsehne zu ent­
wickeln. Durch Einschal­
ten eines unendlich steifen 
Stabes zwischen A und B, 
der in dies en Punkten steif 
an den Bogen angeschlos­
sen ist, gewinnt man ein 
einfaches Grundsystem, aus 
dem die Dreimomenten­
gleichungen ftir die beiden 
ausgezeichneten Punkte A 
und B abgeleitet werden 
konnen. Bezeichnet man 

mit Riicksicht auf die Belastung durch eine Einzellast die rechten 
Seiten gemiiB den Ausfiihrungen auf S. 44 und 48 mit - F1 bzw. 
- F'J' so lauten die Momentengleichungen, wenn man von ungleich­
miiBiger Erwiirmung absieht, folgendermaBen: 

2M1l' + M'J l' + 6 H ®B ~ = - Fi ' 
t, 

M1l'+2M'Jl'+6H®A Ji=-F2 • 

Die Stabdrehwinkel der beiden das Grundsystem bildenden Stiibe sind 
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Null, da A und B fest sind, weshalb die Glieder, die von {} abhii.ngen, 
in den vorstehenden Gleichungen entfallen. 

Weil es sich um eine symmetrische Parabellinie handelt, sind 

l 2 l 1 
6A = 6B= tP-=-lf-=-l"'f 

2 3 2 3 

die statischen Momente der schraffierten Fliiche tP (Abb. 59b) bezogen 
auf die Endpu~kte A bzw. B. 

Die Momentengleichungen nehmen daher nach Division mit T! die 
Form an: 

Da, wie schon oben erwiihnt, der einzige in Betracht kommende 
Stabdrehwinkel Null ist, ebenso auch der Winkel (x, den die Stab· 
sehne mit der festgehaltenen Richtung A B einschlieBt, so liefern 
beide Winkelgleichungen, wie man sich leicht iiberzeugt, die einzige 
Beziehung 

Al=o. 

Aus Gleichung 19'), die fur symmetrische Achsenlinien gilt, folgt dann: 

Hl 1 rtP ] EF+Ej'LZ(M1+M\l)+2HtPa+G + (Xttl=o ... b) 

Mit den Beziehungen a) und b) sind die drei Bestimmungsgleichungen 
zur Ermittlung der drei Uberzahligen gegeben. Wie ein Blick auf 
diese Gleichungen lehrt, ist es am besten, die darin vorkommenden 
Momente Ml und M2 und die Langskraft H als Uberziihlige aufzu­
fassen. Durch Addition der Gleichungen gewinnt man ohne weiteres 

M +M =_±Hf_F1 + F!. 
1 \I 3 3l' 

Fiihrt man diese Momentensumme in b) ein, so erhiilt man H in der 
Form 

G - tPFl +F2 + El'(X tl 
2 3l' - t 

H=- j' 2 
-l + 2 tPa - - ftP 

Setzt man fiir 

und 
Fl =flll', 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 

F 3 

5 
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so wird 
1 EJ' att 

g - 9 (f1 + f'J) + -fl 
H = - -----'C/--=';-1:---4--=f----=-

F(i+ 4S l 

. . . . . . c) 

Damit ist die EinfluBlinie fur den Horizontalschnb H des Bogens be­
stimmt. Flir die Funktionen f1 , f2 und g kann man die im Anhange 
mitgeteilten Tabellen benutzen. Da fl spiegelsymmetrisch zu f2 ist, so 

ist fl + f'J eine- zu x=!.. symmetrische Linie, und da auch g sym-
2 

metrisch ist, so zeigt die H -Linie in bezug auf die durch x = "-- gehende 
2 

Vertikale Symmetrie. 
Nach Subtraktion der Gleichungen a) erhlilt man die erste der 

folgenden Beziehungen 
F2 -F1 

MI-M'J~-r-' 

Die zweite Gleichung wurde schon oben erhalten. Beide Beziehungen 
liefem 

M = F'J - 2Fl_:"Hf= "--(f. - zf) -:"H fl 
1 3l' 3 3 . 'J 1 3 

M =F1 __ ZF2 _:" Hf="--(f -Zf.)-:"Hf.1 
2 3l' 3 3 1 '}, 3 

.. d) 

Damit sind auch die EinfluBlinien ftir Ml und M'J festgelegt. Es ge­
ntigt die Ausrechnung einer der beiden Linien, da sie spiegelsym. 
metrisch sind. 

Abb.60. 
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Man bestimmt zuniichst die H·Linie und mit ihrer Hilfe die Ein­
fluBlinien der Momente MI und M 2 • 

6. Beispiel. Der aus zwei eingespannten Stiindern und gelenkig 
gelagertem Riegel bestehende einfache Rahmen der Abb. 60a ist ein­
fach statisch unbestimmt. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 60 b. Als 
Elastizitiitsbedingungen kommen zwei Momentengleichungen und zwei 
Winkelgleichungen in Betracht, we1chen vier Gleichungen eine Uber­
ziihlige und drei Stabdrehwinkel als Unbekannte gegenuberstehen. 

Die Momentengleichungen lauten, falls man bei der Aufstellung 
mit dem Stab A B beginnt, im Sinne der Pfeile fortschreitet und be­
achtet, daB die reduzierte Liinge des Zusatzstabes A B Null ist, 

2MI h/ + 6EJ{}1 = Nl , l 
2M2 h/ -6ERJ3 =N2 • J _ . . . . . . a) 

Die Winkelgleichungen ergeben, wenn man die Stabliingeniinderungen 
unberucksichtigt liiBt, die Beziehungen 

somit ist 

{} I hI + {} 2 (h2 - hI) - {} 3 h',) = 0, 

{}2l= 0, 

{}1 = ~~ {}3 
1 

und {}2 = o. 

Die Beziehungen a) liefern somit 

2 Mlhl ' + 6EJ~.!{}3 = Nl , 

1 

2 M'J h',)' - 6 EjI}3 = N2 · 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit h',) und addiert beide Glei­
hl 

chungen, so erhiilt man 

'+ ,h',) N +h2N 2Mlh] 2M',jh'J -} = 1 -h ',) 
~1 1 

als Bestimmungsgleichung fur die Uberziihlige, welche Gleichung Wir 
unter Einfuhrung von 

I , h J2 
II = 1 J1 ' 

in der Form schreiben wollen 

',) J2 + ',) _ 1 'h 1\T + h N) b\ Mlhl J~M2h2 -zl I1vl ',) 2' • • • • • J 

Wir wenden nun diese Formel auf den in Abb. 61 dargestellten Be­
lastungsfall an. 

5* 
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p 

Ais iiberzahlige GroBe wahlen wir die wagerechte T eilkraft der 

I----l -----J 

Abb. 61. 

Riegelspannung X sec IX. Es gilt dann, 
falls X als Druck angenommen wird, 

und 

Ml =-Py+Xhl' 

M2=+Xh2 

Nl = - Ph12 j: f1' 

N2 =o. 

Mit diesen Wert en geht die Be· 
stimmungsgleichung iiber m: 

Daraus ergibt 

X (h13 + h23~) = Pyh1 2 -~Ph13f1' 
sich 

entnommen. 

..90 Jo 
J M.? ~f~ ~ 

1'12 I1.J 

r -&ol -&{; u h 

Ju J u L 1 

/1.-'-----

I'll VlIJ 11" 1'1" 4-
J/J - I I 

1-f'l--b~1'r I I 

I. b ·1 

Abb.62. 

7. Beispiel. Der geschlossene Briickenrahmen, der in Abb. 62a 
zur Darstellung gebracht ist, ist dreifach statisch unbestimmt. Hier 
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konnen vier Momentengleichungen und zwei Winkelgleichungen, ins­
gesamt sechs Gleichungen aufgestellt werden, die zur Bestimmung 
der drei Uberziihligenund der drei Drehwinkel (Stab 1, 4 hat den 
Drehwinkel {} u = 0) ausreichen. Wenn man bei Punkt 1 beginnt und 
in der Richtung 1, 2, 3, 4 fortschreitet, so lauten die Dreimomenten­
gleichungen, unter der Annahme, daB Lasten nur auf den Quertrager I, 4 
einwirken, folgendermaBen: 

Ml h' + 2 MjI(h' + bo') + Ms bo' - 6EI,,({},/- {}o)= 0, 

~ b/ +zMs(ba' +h')+M4 h' -6EI,,({}o _{}"r)=o, 
Mjlh' + 2 M4 (h' +bu')+ Ml bu' -6EI"({},,r_{}u)=N1 , 

M4 bu' +2 M1(bu' +h'J+ M2 h' - 6EI,,({}u- {},,0=N2 , 

worin 

h'=h, b '= b Iv 
u Iu' 

Aus den Winkelgleichungen folgt bei Vernachlassigung der Stab-
dehnungen 

FaBt man je zwei Gleichungen zusammen, und' zwar: die erste und 
zweite, die dritte und vierte und schlieBlich die zweite und dritte, so 
erhalt man die folgenden von {} freien Elastizitatsbedingungen: 

(Ml +M4 )h' +(M2 + Ms)(2 h' + 3 bo')=o, } 
(M1 +M4)(zh' + 3 bu') + (M2 + Ms)h'=N1 +N2, a) 
Ml bu' +M2 bo' +Ms(3 h' + zbo')+ M4 (3 h' + 2b,;)=N1 • 

Als statisch unbestimmbare GraBen wahlen wir die Schnittkrafte M, 
T und H im oberen Riegel. Abb.62b. Zwischen diesen GroBen 
und den Eckmomenten Ml bis M4 bestehen die Gleichgewichts. 
beziehungen 

b 
M1=M+T-+Hh, 

2 

b 
Ms=M-T-, 

2 

Die Einfiihrung in die Gleichungen a) liefert 

(M+B h)h! + M(2 h' + 3 bo') = 0, 

Mh' +(M+ H h)(2h' +3 bu')= N1 :N2 , 

(M+ T~) bo'+(M+H h ~ T~) b':+ (M- T~)(2bo' +3 h') 

+(M+Hh- T~)(2bu'+3h')=Nl' 
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Aus den ersten beiden Gleichungen erhaIt man 

worauf man aus der dritten Gleichung unter Benutzung der eben ab­
geleiteten Formeln fiir M und H 

. b) 

gewinnt 
Setzt man fUr den Fall einer Einzellast 1 zwischen 1 und 2 mit 

der Abkiirzung a' = l - a 

Nl =1 . bu' a (1 - ~:) , N'J = 1 . bu' a' (1 __ ~'J2) 

ein, wobei zu beachten ist, daB die Last 1 mit negativem Vorzeichen 
eingefiihrt wurde, da sie von innen nach auBen gerichtet ist, so neh­
men die Gleichungen b) die Form an: 

3 a a' bu' h' 1 
M = - Z-b-[(2 hi + 3 bo') (2 h' + 3b~f~ h'2] , 

H = ~ ____ a a' bu ' (h' + bo') 

2 b h [(2 h' + 3 bo') (2 h + 3 b,/) - h'T .. c) 

2 a a' (% - a) bu' 

T=b2(bo'+6h'+bu')' 

§ 9. Tragwerke, die aus mehrfachen Gnindsystemen 
abgeleitet werden. 

8. Beispiel. Ais einfachstes Beispiel mehrfeldriger Systeme wollen 
wir den an beiden Stabenden eingespannten durchlaufenden Balken 
betrachten. Abb.63. Dieser Trager ist bei n Feldern (n+ 1)-fach 
statisch unbestimmt. Das geschlossene Ersatzsystem wird durch Hin­
zufiigung eines beliebig geformten Stabes, der die Enden 0 und n ver­
bindet und unendlich groBes Tragheitsmoment besitzt, geschaffen. 

Da n + 1 ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, so konnen eben­
so viele Dreimomentengleichungen angeschrieben werden, die zur Er­
mittlung der n + 1 statisch unbestimmten GraBen ausreichen. Wir 
beginnen mit dem Zusatzstab und schreiten iiber Punkt 0 in der 
Richtung gegen 1 usw., wie es die Pfeile in Abb. 63 b andeuten, fort. 
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Das erste Glied der ersten Dreimomentengleichung, das sich auf den 
Zusatzstab bezieht, verschwindet, da dessen reduzierte Lange wegen 
des unendlich groBen Tragheitsmomentes Null ist. 

tL) 
f'{o k-l k krl Tl-1 7l:~ 
~ U; i U;: ;;; i ~.' i 0; ~ 

lr---i ~l;. 
I I 

1"'-0. '1< lk f 1------1 

c) 

Abb.63· 

Die Momentengleichungen nehmen daher folgende Gestalt an: 

2 Mo It' + Ml 11' + 6 E Ie {} 1 = No 

Mo It' + 2 Ml (tl' + 1/) + M2 12' - 6 E Ie ({) 1 - {} 2) = Nl 

M,,_21,,'_1 + M"_l (l,,'-l + I,,') + M" 1,,'- 6EIc ({}n-l- {},,) = N"_l 

M"_l In' + 2 111" In' -'- 6 E Ie {}n = N" . 
Das sind die bekannten Cl a p eyronschen Gleichungen. An Stelle 

der bei freigelagerten Enden auftretenden Bedingungen Mo = 0 und 
Mn = 0 treten die erste und letzte Momentengleichung, die die Ein­
spannungsbedingungen aussprechen. Man kann diese Gleichimgen 
auch so ableiten, daB man den Dreimomentensatz auf je ein weiteres 
hinzugefiigtes Endfeld von beliebiger Stiitzweite to bzw. In + 1 anwendet. 
Das Tragheitsmoment der beiden Zusatzstabe ist dann I = 00 anzu 
nehmen. Abb.63c. 

9. Beispie1. Das in Abb. 64 dargestellte symmetrische, dreifeldrige 
Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. Die EinfluBlinien der passend 
auszuwahlenden statisch unbestimmbaren GroBen sind fiir lotrechte 
Belastung zu ermitteln. Die Berechnung erfolgt unter Vernachlassigung 
der Wirkung der Langskriifte auf die Formanderungen. 
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Wir bezeichnen die Knotenmomente der in den Punkten 1 und 2 
zusammenstoBenden Stabe (siehe Abb. 64b) mit Mll, M/, M/J bzw. 

;---l, "IE 

'., 
(,2 

M21, M2 r, M2v. 
Da zwei steife Kno­

tenpunkte mit je drei 
I 

00 /~ 
:;; 

A 

~ 

Ml2~7" 8 

~ N V , ..:9s 2 

L-s 
0) 

~ 
I 5 rf;,,,,, 

-7};.;;:;---&2 ----J 
~ 

Abb.64· 

zusammentreffenden 
Staben vorhanden sind, 
sokonnen 2 '(3-1)=4 
Viermomentengleichun -
gen aufgestellt werden. 
Das linke Feld liefert 

eine Momentenglei­
chung, die das Stabpaar 
A 1 C1 umfaBt, das Mit­
telfeld zwei Gleichungen 
fur die Stabpaare Cl 1 2 
und 12 C2 und das 
rechte Feld schlieBlich 

eine Gleichung fur C2 2 B. vVir weichen aber hier von der Regel 
der feldweisen Aufstellung ab und wahlen die Stabverbindungen A 1 C l , 

A 1 2, 12 B und C2 2 B. Die Momentengleichungen lauten demnach, 
wenn man die Vorzeichenregel der Momente beachtet, ohne Rucksicht 
auf die Art der Belastung: 

2 M1lll' + 2 M11) h' - 6 EI({}1-{}2) = N1, 1 
2M1~ 1t' + 2M/ 12' +M2112' -6 EI({}1-"{}3)=N2 , 

M/ 12' +2M21 1/ + ZM27 11' - 6EI({}3 -{),,)=N3, I 
- Z M2v h' + z M2r 1t' - 6EI({}4 - {}5)= N41). 

Hierin ist 

h'=h, 

a) 

wobei das Tragheitsmoment I der Stander als Ie gewahlt wurde 
AuBer diesen vier Momentengleichungen konnen 3·2 = 6 Winkel­
gleichungen angesetzt werden. Diese lauten: 

h{}o-h{}2=0, 

11 {}l = 0, 

h{}2- h {}4=0, 

13{}3=0, 

h{}4- h {}6=0, 

11 {}5 = 0. 

') Hiitte man die Momentengleichungen nach der Regel feldweise auf­
gestellt, so wiire M 2'/) bereits in der vorangehenden Gleichung aus dem Mittel­
felde mit +-Zeichen behaftet aufgetreten. Vom dritten Feld aus gesehen, 
iindert somit lvl2'/) sein V orzeichen. 
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Es ist sonach 

und 
b) 

welches Ergebnis auch ohne Zuhilfenahme der Winkelgleichungen durch 
eine einfache Oberlegung hatte gefunden werden k6nnen. Fiihrt man 
die Werte b) in a) ein, so vereinfachen sich die Viermomenten­
gleichungen und man erhalt 

2 M1lt1' + 2 M1" h + 6E]{}=N1, 

2 IV} 11' + 2 M]" 12' + M211'./ = N2 , , 

M1T 12' + 2 M2112' + 211,,[2r 11' = N3 , 

,2M2V h + 2M2" 1/ -6E]{} =Nr 

Addiert man die erste und letzte Gleichung, so £allti} aus dem 
Gleichungssystem heraus und man gewinnt dr e i Bestimmungsglei­
chungen zur Ermittlung der drei Oberzahligen, und zwar: 

2 M/l1' + 2 M1v h- 2 M2v h-j-2M2T It' =N1 + N4 '1 ' 
2M/l/+2M/12'+M2112'=N2' J' .. C) 

M 1" 1,/ + 2 M2112' + 2 M2"ll' =N3 • 

"Vir betrachen nun zwei Belastungsfalle: 
1. Last it im ersten Felde im Abstande a von der link en Endstiitze; 
2. Last 1 t im Mittelfelde im Abstande a1 vom Knotenpunkt 1. 

+ 

Abb.65. 
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Um die rechten auBeren EinfluBlinienzweige zu bestimmen, ist es 
nicht notwendig, auch das dritte Feld zu belasten, da mit Riicksicht 
auf. die Symmetrie der Anordnung die Berechnung der beiden Zweige 1 
und 2 geniigt. Allerdings setzt dies vo,raus, daB· die ausgewahlten 
Uberzahligen ebenfalls symmetrische Anordnung zeigen. 

Als Uberzahlige wahlen wir die Auflagerkrafte A und B, sowie 
den Horizontalschub H. 

Aus Abb. 65 folgt: 
1. fiir Last it im Endfelde: 

Weiter ist: 

M/=A II -1 (ll - a), 
M/=A II -1 (ll -a)-Hh, 

M,}=Bl1 -Hh, 

M,,{=Bll' 
M'J.'IJ=-,-Hh. 

Nl =- F'J.=- f'J. lll/, N2 = -F'J.=- f'J. ll l1', 

2. filr Last it im Mittelfelde: 

Ferner gilt: 

M/=All' 
M1T=A II -H h, 
Ml'IJ=Hh, 

M,/=BlI-Hh, 
M'J.T=Bl1 , 

M2'IJ=-Hh. 

N2 = - F1 = - f 1 l'Jl'J" Ns = - F2 = - f'J.l'J.l'J." N1 = N4 = o. 

Nach Einfiihrung dieser Werte gehen die Gleichungen c) iiber in: 
1. Last it im Endfelde: 

A +B-l- 2 H h'J h= (1_~)_D 
, II ~ I II 2 ' 

A (1+~ 1'J.)+ B _1.H~=(1_~)(1+~I'J)_ f'J ~ 12 , • d) 
12 II 2 2 11 II 12 h 2 12 II 

A --i-- B (1 + ~ 12) - 1. H ~ = ~ (1 -~) . 
2 12 II 2 11 2 11 

Hierbei wurden die Werte 1/ und 12' durch die ausfiihrlicheren Be­
zeichnungen von S. 72 unten ersetzt. 

Addiert man die beiden letzten Gleichungen d), so erhalt man 

+ ( a) f'J 11 12 -t h A B= 1-- ----kl -3H-k1, 
11 2 12 II 11 

wenn 
1 

kl =--y-]. ., ........ e) 
1.+.!~ 
2 12 II 

gesetzt wird. 
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Mit diesem Wert von A + B ergibt sich H aus der ersten Glei­
chung in der Form 

1-':.1 12 k 
H 12111 K f) 
=- h ( h 11) f2 =- 1f2' •.••• 

2T 3k1 +2 T I 
1 1 

wobei Kl ein nur von den Abmessungen des Systems abhangiger 
Faktor ist. Die beiden AuBenzweige der H -Linie lassen sich somit 
mittels der f!l-Linie in einfachster Weise bestimmen. Benutzt man 
nun die Gleichung von H, so kann man aus den Gleichungen d) A 
und B ermitteln, man erhalt zunachst 

wobei 
1 

k,,=---·- .......... g) - .!.+':.1 12 
2 l2 II 

ist, und daraus 

A=(1-r) - [.!.(1 +~JJ2 k2) - Kl~: 7J f2= (1 ~r)-K2f2'1 
1 4 2 1 . 1 1 h) 

B = - [-~ (1 - !~-'2 k ) - K h2 I t J f, = - K f, 4 \ 12 II 2 1 11 '2 I 2 S '2. 

K'J und Ks sind, ebenso wie K1 , Festwerte, die nur mit den 
Systemabmessungen verkntipft sind. Der linke AuBenzweig der A -Linie 
ergibt sich demnach durch Abtragen der K'l f'l-Linie von der Geraden 

1 - ; , die durch den Punkt 1 geht und tiber A· die Ordinate 1 hat. 
t 

Den rechten AuBenzweig der A-Linie berechnet man als Spiegelbild 
der B -Linie aus der Gleichung B = - Ka f2 • Siehe die Abb. 65. 

2. Last it im Mittelfelde. 
Die drei Bestimmungsgleichungen lauten jetzt: 
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Der weitere Vorgang ist der gleiche wie oben; durch Addition der 
beiden letzten Gleichungen i) gewinnt man 

A + B = 3 H -lh k1 - ~ Cf1 + f2) -112 k1 • 
1 2 1 

k1 hat die gleiche Bedeutung wie oben. 
Die Einfuhrung von A + B in die erste der drei Bestimmungs" 

gleichungen liefert H, und zwar: 

H ~ h ( k, h ],) (f1 + f2) = K/ V1 + f2 ) • • • k) 
2 f 3 k1 + 2 f -J-

2 1 

Weiter wird auf dem gleichen Wege Wle fruher gefunden 

[ I h2 J1 ( + ) --I 12 k2 ( )] A = - K1 112 J f1 f2 - ~ 4" f1 - f2 

= - [K2' (f1 + f2 ) + Ka' (f1 - f2 )] , • • • • 1) 

I ,h2 J1 ( +.) 12 k2 ( )] 
B = - l K1 1127 f1 f2 - ~ 4 f1 - f2 

= - [K2' (f1 + f~) - Ka' (f1 - f2 )]· 

Damit sind siimtliche EinfluBlinienzweige festgelegt. An einem Zahlen­
beispiel solI noch die zahlenmiiBige Auswertung der gewonnenen 
Formeln mit Hilfe der Tafel der f- Werte im Anhange gezeigt werden. 

Zahlenbeispie1 1). 

Es sei: l1 = 10 ill, l2=15 m, h=5 m, 

I. ---2 11 - , ]],=2. 
I 

Damit findet man die Festwerte k1 und k2 gemiifi den Gleichungen e) und g) 
und 2war; 

1 
k1 = 0 10 = 0,353, 

~+2'- --
2 15 

1 
kg = -1---------:;0 = 0,545· 

-+2.-
2 15 

a) Aufienzwe ige der Einflufilinien. [Gleichungen f) und h).] 

1 (2 ) 1 1{3=- 1---2·0,545 -0,173.--2=-0,0184. 
434 

1) Mit dem Rechenschieber gerechnet. 



a 
1; 

° 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
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In der folgenden Tabelle sind unter Benutzung der Tafel im Anhang die 
Ordinaten der Einflu:falinien fUr die Avfienoffnung zusammengestellt. 

Tafel1. Aufienzweige der Einflufilinien. 

A-Linie 

H-Linie A=(1- ~)-Kd2 B-Linie a 
f2 - H=-K1 fg B=-K3f~ 11 

a 
1--

I Kgf2 A 

0 ° ° 1,000 ° 1,0000 ° 
0,1 0,099 - 0,0171 0,9000 0,0342 0,8658 0,0018 
0,2 0,192 -0,0332 0,8000 0,0662 0,7338 0,0035 
0,3 0,273 - 0,0473 0,7000 0,0942 0,6058 0,0°5° 
0,4 °,336 - 0,0581 0,6000 0,1158 0,4842 0,0062 
0,5 °,375 -0,0648 0,5000 0,1293 0,3707 0,0069 
0,6 0,384 -0,0664 0,4°00 0,13 25 0,2675 0,0071 
0,7 0,357 - 0,0618 0,3000 0,1231 0,1769 0,0066 
0,8 0,288 -0,0499 0,2000 0,0994 0,1006 0,0053 
0,9 0,171 - 0,0296 0,1000 0,0590 0,0410 0,003 2 
1,0 ° ° ° ° ° ° 

b) Mittelzweige der Einflufilinien. [Gleichungen k) und 1).] 

In Tafel 2 sind die Ordinaten fUr die Mittelzweige der Einflufilinien be­
rechnet. 

Tafel 2. Mittelzweige der Einflufilinien. 

Werte der I A-Linie und B-Linie 

Funktionen f1 +f21 f1 - f2 
H-Linie 1=- [K.' (f1 + f2) ± Ka' (f1- f2)] 

H = K/ (fl + f2) 

f1 f2 I K2'ifl +f2) Ka'{f1- f2) A B 

° ° ° ° ° ° ° ° ° 
0,171 0,099 0,270 0,072 0,0468 0,0233 0,0147 -0,°380 -0,0086 
0,288 0,192 0,480 0,096 0,0830 0,0415 0,01 96 - 0,0611 - 0,021 9 
0,357 0,273 0,630 0,084 0,1089 0,0545 0,017 2 -°,°717 - 0,0373 
°,384 0,336 0,720 0,048 0,1245 0,061 3 0,0098 - 0,0711 -0,0515 
°,375 0,3i5 0,750 ° 0,1297 0,0649 ° - 0,0649 -°,°649 
°,336 °,384 0,720 -0,°48 0,1245 0,061 3 - 0,0098 -0,°515 - 0,0711 
0,273 0,357 0,630 -0,084 0,1089 0,0545 -0,°172 - 0,0373 - 0,07 17 
0,192 0,288 0,480 -°,°96 0,0830 0,0415 - 0,01 96 - 0,021 9 - 0,0611 
0,099 0,171 0,270 -0,072 0,0468 0,0233 - 0,01 47 -0,0086 - 0,0380 

° ° ° ° ° ° ° ° ° 
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In Abb. 65 ist der allgemeine Verlauf der Einflufilinien fUr H und A dar­
gestellt. 

10. Beispiel. Die dreischiffige Halle mit vier eingespannten Standern 
und gelenkig aufgesetzten Bindern (Abb. 66a) ist dreifach statisch un­
bestimmt. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 66 b. Ausgezeichnete Punkte 
sind die StanderfuBpunkte, sowie die Knoten E und F, somit kannen 

L 

r 

cz) 

L-l, _----.c,..;.I<--. ---lz---'-k:'--l,j~ 

r~ 
1 

Nt ""'------
A 

Abb.66. 

sechs Momentengleichungen angesetzt werden 1). Fiigt man die 
3 X 2 = 6 Winkelgleichungen hinzu, so stehen zwalf Elastizitatsbedin­
gungen zur Verfiigung. Unbekannt sind: Drei Uberzahlige und neun 
Stabdrehwinkel, zusammen also z wolf GraBen. Bei der Aufstellung 
der Momentengleichungen (nach dem Dreimomentensatz) beginne man 
mit dem link en AuBenfeld, und zwar bei Punkt B und schreite im 
Sinne der eingezeichneten Pfeile fort. 1m zweiten Fach beginne man 
bei Punkt C, im dritten Fach bei Punkt D. Jene Glieder der Mo. 
mentengleichungen, welche die reduzierte Lange des Zusatzstabes als 
Beiwert enthalten, enfallen, da dieselbe wegen des unendlich groBen 
Tragheitsmomentes Null ist. 

') Die Punkte B und C liefern wohl vier Momentengleichungen, doch 
stimmen je zwei Gleichungen miteinander iiberein. 
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Die sechs Dreimomentengleichungen lauten, wenn man 12 als 
Ie wahlt: 

Erstes Feld: 

2 MI h/ + 6 E 12 {} I = NI . 

Zweites Feld: 

- 2 M2 h2' - M5 h,/ + 6 E 12 {} 3 = N2 , 

- M2 h2' - 2 Mo (h2' +hs')- 6E12 ({}3-{}4)=N3, .. a) 

2 Ms (h/ + ha') + Ma h/ - 6 E 12 ({}s - {} 7) = N4 , 

Ms h,/ + 2 MS h/ - 6 E 12 {}7 = N,,,. 
D rittes Feld: 

2 M4 hI' - 6 E J2 {}9 = Ns ' 

Die WinkeIgleichungen nehmen, wenn man die von den Uings­
kraften herriihrenden Formanderungen vernachlassigt, foIgende einfache 
Gestalt an (siehe Abb.66b): 

Erstes Feld: 

+ hI {}1 + s sina'{}2 -h2 {}a= 0, 
scosa·{}2=0. 

Zweites Feld: 

+ h2 {}a + ha {}4 - hs {}6 - h2 {}7 ---:- 0, 

{}o= 0. 

Drittes Feld: 

+ h2 {}7 - s sina·{}s - hI {}9= 0, 
S cos a·{}s = o. 

Aus den Winkelgleichungen folgt ohne wei teres: 

{}2={}5 = {}g . 0, 

{}1=~2{}3=k{}s' {}9=~2{}7=k{}7' 
I 1 

Mittels dieser Beziehungen kann man aus den beiden erst en und aus 
den beiden Ietzten Momentengleichungen je einen der Stabdrehwinkel 
beseitigen, z. B. {}I und {}9' und so vier Gleichungen gewinnen, von 
denen die ersten zwei den Winkel ~3' die andern zwei den Winkel {}. 
enthalten. Wir finden also, wenn wir 6 E 12 = e setzen, 

2 Ml hI' + e k{}s = NJ , 

- 2M2 h2'-M5 h2' + e{}s=N2 

und daraus nach Entfernung von {} 3 

2 Ml h/ + 2 k M2 h2 ' + k Mo h2' = NI - k N2 • 
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In der gleichen Weise: 

M6 h2' + 2 Ms h./ - e {J., = N." 
2 M4 hl' - e k &, = Ne 

und daraus, wenn man #, beseitigt, 

- 2 k Ms h2' + 2 M4 hl' - k M6 h2' = Ne -k N5 . 
Aus der ersten und letzten der in Rede stehenden vier Gleichungen 
folgt aber auch 

Die Einfiihrung dieser Werte in die mittleren zwei Momentengleichungen 
der Gruppe a) und in die mittlere der Gleichungen b) liefert, wenn 
man' noch die beiden oben erhaltenen winkelfreien Gleichungen hinzu­
fiigt, folgendes System von flinf Gleichungen: 

-M2 h2' - zM,,\ (h2 ' + hs')+-iMI h/ + e#4=Ng + ~I, 

( '+ ') J _ '+ 2 , _Q + Ns 2 M6 h2 hg T- Ma h2 -Ii. M4 hI - e U 6 = N4 k ' 

2 Ml hl' + 2 k M2 h2' + k M5 h2' = Nl - k N2, 
. d) 

2 M4 h/ - k M6 h'.!.' - 2 k Ms h2' = N6 - k N5, 

: h/ (Ml +M4) - e(#4 - #6) ~s =i-(Nl+ N6)' 
2 

Addiert man die beiden erst en Gleichungen und entfernt die ent­
stehende Winkeldifferenz mittels der letzten Gleichung, so erhalt 
man das endgiiltige System der drei Bestimmtmgsgleichungen in 
der Form: 

(Ma - M2 ) h2 + 2(M(j -M5) (1z2+hs) + : (Ml +M4 ) (1 + ~2) hl 1J2 

a 1 

=Na+N4 +! (1+~2)(Nl+N(j)' 
s 

2 Ml hl s: + z k M2 h2 + k lV!5 h2 = Nl - k N 2 , 

e) 

2 M4 hl S: - k M6 h2 - 2 k Ms h2 = N6 - k N5 , 

wobei fiir die reduzierten Langen die ausfiihrlich geschriebenen Werte 

h '=h b ' 
1 1 II ' h2 = h2' 

eingefiihrt wurden. 
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Als iiberzahlige GraBen wahlen wir die wagerechten Teilkrafte der 
Riegeldriicke, Xl' X 2 und Xs ' Abb. 67, und bestimmen fUr einige 
Belastungsfalle den Zusammenhang zwischen den Momenten Ml bis Me 
und den vorerwahnten X-Kraften und der Belastung. 

Abb.67· 

1. Belastangsfall: Die Riegel sind lotrecht belastet. Es gilt in diesem 
Falle, falls man die Krafte X als Zugkriifte annimmt, 

M l =-Xl h1 , 

M3=- X 2 (h2 + h3) + X3 h2' 

M5=X2 hS' 

M2 = - Xl h2+ X 2 (h2+ hs)' 
M4=-X3 hl' 

Ms =-- X2 h3> 

samtliche N- Werte sind NulL 
Da die Momente Ml bis M6 von P unabhangig, alle N- vVerte aber 

Null sind, so verschwinden die rechten Seiten der Bestimmungs­
gleichungen e y. Samtliche Zahlerdeterminanten sind daher NulL Dar­
aus folgt 

und somit 
1'\,11 = M'} = M3 = M4 ~-= o. 

2. Belastangsfall. Die Stander hI und h3 sind mit pt/m bzw. p't/m 
gleichformig iiber ihre ganze Lange belastet. Abb. 67. Es gilt, wenn 
man die Riegel als gedriickt ansieht. 

h '} 
M 1 =-p ~+Xlhl' 

2 

M'} = p' h3 (h'} + ';) + Xl It'} -- X2 (h'} + hs)' 

M3 = X'} (h'} + 1t3) - X3 It'}' 

M4=X3 ltl' 

M. = p' ~_3~ - X It 
a 2 2 ;~, 

M6=X2 hS' 

Bleich, Yiermomelltensatz. 2. Aufl. 6 
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N - 1 'hs s---p S' 
4 

Flihrt man diese Werte in das Gleichungssystem e) ein, so gelangt 
man zu den Bestimmungsgleichungel!- fUr die Uberzahligen X von 
der Form: 

[- h·z2 + : hill (1 + ::) j:J Xl + Z (h2 + hs)(h2 + z hs) X 2 

+ [ - h2 Il + : hill (1 + ::) j: J Xs 

= ! p:~ (1-~ ::) j: + P~h~(3 h32 + 4 h22+ 6 hI! hg), 

Z [hilI! + ; h12 iJ X 1- h2 (z h2+ 3 hs)X\l 

= 1. P hl g 12 _ p' h\l hs (4 h -l- 3 h ) 
4 k 11 Z 2. S ' 

-h\l(Zh2+3hs)X2+Z[h22+; h1 2 j:JXS =o. 

Wir schreiben die Gleichungen in der vereinfachten Gestalt 

aX1 +fJ X2+ aXS=Zl' r X l -eX\l=Z2' 
-eX\l+rXs=o. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 

X =Z2+~X, und 
1 r r" 

Damit geht die erste Gleichung liber in 

e 
Xs=-X~. r . 

X2 (fJ + z a; ) = Zl - ; Z\l' 
somit wird 

und schlieBlich 

Z -~Z 
1 r 2 

X =----

2 fJ+z ae 
r 

Z -~Z 
e 1 r 2 

Xs=----
r fJ+ zae 

r 
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Zum Schlusse mage noch die Berechnung der Knotenverschiebungen, 
die von der wagerechten Belastung p und p' herrtihren, gezeigt werden. 

Aus den Gleichungen c) auf S. 80 folgt: 

{) 2 '+ Nl 
'3 = - k e M1 h1 k e ' 

{} 2M I N6 
7 = k e 4 hI - k e . 

Mit den Werten von N1 und e erhiilt man, da N6 Null ist, 

{) 3 = - '6 k ~ J1 ( 2 M1 hl + : p h13) , 

1 
{}, = 3 k E J1 M4 hl ; 

somit ist auch {}1 und {}9 bekannt, niimlich: 

{}1=k{}3 und {)9=k{}7' 

Die erste Winke1g1eichung des Mittelfeldes liefert: 

{}4 - {}6 = ~2 ({}7 - {}s) 
3 

und die dritte Gleichung des Gleichungssystems a) auf S. 79 

{}4 = {}3 + 6; J2 [ M2 h2 -1- 2 ~') (h2 + hg) - : p' hg 3 J, 
somit auch 

{}6 = {}s (1 + ~:) - ~: {}, + 6; J2 [ M2 h2 + 2 M5 (h2 + hg) - : p' hs s J . 
Mit den so berechneten Stabdrehwinke1n ergeben sich die wagerechten 
Verschiebungen der oberen Standerpunkte (Abb. 66) wie folgt: 

A G = {} 1 hi' 11 E = {} s hz ,11K = {} s h2 + {} 4 hs ' 

11 H = {}9 hI ' 11 F = {}, h2' 11 L = {}7 hz + {}6 hs . 
Diese Werte reichen in der Regel aus, um tiber die Steifigkeit des 
Tragsystems AufschluB zu erhalten. Die Kenntnis der Formanderungen 
der Stabe zwischen den Knotenpunkten ist meistens nicht notwendig; 
um ein ungefahres Bild zu erhalten, geniigt es, aus dem Momenten· 
verlauf die V orzeichen der Momente und die Momenten-Nullpunkte 
(Wendepunkte der elastischen Linien) zu entnehmen und durch die 
verschobenen Endpunkte die e1astischen Linien beiliiufig einzuzeichnen. 

11. Beispiel. Als ein Muster fur die. Ermittlung der Uberzahligen 
in einem vielfach statisch unbestimmten Systeme mage die Berechnung 
der in Abb. 68 dargestellten dreischiffigen Halle, einer Tragwerksform, 

6* 
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9ie im Eisenbetonbau haufig Anwendung findet, ausfiihrlich behandelt 
werden. Das Tragwerk ist neunfach statisch unbestimmt; es gestattet, 
daacht einfache Knoten und zwei Knoten mit je diei AnschluBstaben 
vorliegen, die Aufstellung von 8 +2 . 2 = 12 Viermomentengleichungen 
und von 2·3 = 6 Winkelgleichungen. Diesen achtzehn Gleichungen 

Abb.68. 

stehen achtzehn Unbekannte gegeniiber, und zwar: neun Uberziihlige 
und neun Drehwinkel. 

Die Belastung des Tragwerkes besteht aus dem vVinddruck auf die 
Seitenwande und einer gleichformig verteilten Belastung der Dach­
flachen, vom Eigengewicht oder Schneedruck herriihrend, die in den 
Seitenhallen sich auf aIle Falle iiber die gauze Dachflache, in der 
Mitte1halle aber unter Umstanden nur iiber die eine Dachhalfte er­
strecken solI. Es ist natiirlich von Fall zu Fall jene Lastanordnung 
zu wahlen, die fiir die zu berechnende GroBe einen Hochstwert liefert. 
Die allgemeine Untersuchung fUhren wir fUr den in der Abb. 68a darge­
stellten Belastungsfall durch, wobei wir den Winddruck fUr die Langen­
einheit mit w, die lotrechte Belastung der AuBenhalle mit p', die der 
:Mittelhalle mit p" bezeichnen. Setzt man in den Endergebnissen alle 
Belastungswerte bis auf einen Null, so erhalt man den EinfluB dieser 
Be1astung fiir sich allein. 
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Unter Bezugnahme auf Abb. 68b, in der die Umlaufrichtungeri durch 
Pfeile angegeben sind, lauten die Momentengleichungen: 

erstes Feld: 

2M1 h1' + Msh/ + 6EJ #1 = Nt' 
M1 h1' + 2Ms(h/ +s')+M,s'- 6EJ (#1 - {}'J)=N'J' 
Mss' + 2M,s' - 2 Mr;h'J' - M2 h'J' - 6EJ (#'J -- #s) = N,q 1); 

zweites Feld: 

2M'Jh'J' + Mohll' + 6EJ{fs =o, 

M2 h2' + 2Moh,/ + 2M~hs' + M7hS' -6EJ (#s - #,) ---: N" 

M6hS' + 2M7(hs' +12') +M/12' + 6H€5 :2; - 6EJ (#4 - #r;)= N5, 
2 

M71~' + 2 M/ (12' + hs') + M6' hs' + 6 H 6 :2: - 6 E J ({) 0 - #4') = N6 , 

2 

M/hs' -f- 2M6'hs' + 2Mo'h'J' + M2'h/ - 6EJ({}4' - {}s') = 0, 

M'h' + 2M'h '- 6EJ{}'- 0' 1;2 'J2 s-, 

drittes Feld: 

- M ' h ' - 2 M ' h ' + 2 M ' s' + M ' s' - 6 EJ ({) , - {} ') = ° 22 r;2, "s S 2 , 
M's'+ 2M'(s'+h ')+M'h' - 6EJ({} '-# ')=0 , Sill 2 1 ' 

Ms'h1' + 2M/hi' - 6EJ {}/ = 0. 

Ais Je wurde das Tragheitsmoment J des Mittelhallenbinders an­
genommen. 

H bedeutet die Sehnenkraft in diesem Stabe, 6 das statische Mo­
ment der zwischen Sehne und Stabachse gelegenen Flache, bezogen 
auf einen der Endpunkte. 

Die Winkelgleichungen haben die Form 2): 

erstes Feld: 

LI'J1cos IX + h1#1 + (h2 - hi) &2 - h2 #s = 0, 

Llll + Ll21 sin IX - Lls1-1I {}2 = 0; 

zweites Feld: 

Ll51 + h2 #s + hS #4 - hs#/ - h2 {}s' = 0, 

Lls1+ LI,l- LI,'l- Llg'l-12{}1; = 0; 

1) Aus GrUnden der Symmetrie wurden M2 und "M6' yom Mittelfelde aus 
gesehen, positiv angenommen. Diese Momente erscheinen demnach in dieser 
Gleichung mit negativem Vorzeichen. 

2) In den f-?lgenden Gleichungen wurden die Stabdehnungen Lf 1 mit jenem 
Zeiger versehen, den der zu dem betreffenden Stab gehorende Drehwinkel {) 
besitzt. Um Verwechslungen zu vermeiden, wurde der Zeiger unmittelbar nacb 
dem Zeichen Lf gesetzt. 
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drittes Feld: 

A'J'l cos a+ h'J{}S' - (h'J - h1){}'l' - hlfJ/ = 0, 

As'l- A'l'l sina- A/l-ll {}'l' = 0. 

Der EinfluB der Langskrafte werde vernachlassigt, da er, wie wir 
uns spater iiberzeugen werden, unerheblich ist. Da wir aber die Wir­
kung von gleichmiiBigen Temperaturanderungen kennen lernen wollen, 
so diirfen die Dehnungen A l nicht ohne weiteres Null gesetzt werden. 
Es darf auch nicht iibersehen werden, daB bei dem gekriimmten Stab 
des Mittelfeldes die Anderung der Sehnenlange infolge der Biegung 
beriicksichtigt werden muB. 
. Nimmt man iiberall gleiche Temperaturanderung an, so gilt mit 
Hinsicht auf die Symmetrie des Tragwerkes 

ASl=As'l=Ah'J' A4 l=A4'l=Ahg , 

A/jl=Al2 • 

Ferner setzen wir 

und II cosa= -, 
s 

mit welchen Werten die Winkelgleichungen folgende Gestalt annehmen: 

As': + h1fJl +(h'J-hl) {}'J-h2 {}s = 0, 

A A + A h2 - hl fJ _ 
LJ hl - LJ h2 LJ S --s -- - II 2 - 0, 

Al2 + h'J{}S + hs {}4 - hs{}/ - h2{}s' = 0, 

l2{}5=0, 

As~+ h2{}s' - (h'J - hl){),/ -hl {}/ = 0, 
s 

- A hl + A h'J - As h2 - hI - II {}2' = o. 
s 

Aus der zweiten, vierten und letzten Gleichung folgt: 

.Q - Ah'J-Ahl" h'J-hIAs_ h'J-hl +h,,-hl t-j V'J-- ,------ att at-o 
II . II S II II . a) 

.Q' Ah2-Ahl h'J-hlAs h'J-hl h'J-hl t 
'V2= l - l = l att---l--at =0, 

I 1 S 1 1 -

{}/j = 0. 

at bedeutet die Ausdehnungsziffer fUr 10 Temperaturschwankung. 



Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen abgeleitet werden. 87 

Aus den drei iibrigen Gleichungen ergeben sich damit: 

_Q h',! _Q A Zl 1 _d Zl _Q 

'U'l = -h 'U's -- LJ S - -h = kl 'U's - att, = k1 'u's - Nt' 1 
1 S I 1t1 

_Q , h'J _Q , I ,j Zl 1 k _Q" Zl _Q , + N ) 
'U'l == hI 'u's I LJ S S hI = 1 'U's T att hI =kl 'U'g t' J .. . b 

(# ' _ {} '= LIZ',! _ ({) , _ {} ) h'j = LlZ2 _ k ({) , _ {} ). 
4 4) h a 3 h h 2 a 3 

a a a 

Zur Abkiirzung wurde 

k _h'J 
I-hI' und 

gesetzt. Der ausfiihrliche Wert fUr LlZ2 wird spater eingefiihrt werden. 
In den ersten zwei Viermomentengleichungen ersetzen wir nun 

{}1 durch {}s und bezeichnen 

6E]=e· 
Sornit lauten die ersten vier Gleichungen: 

2MI h/ + Mah/ + k1e{}a = NI + eNt' 
Mlh/ + 2Ma(hl' + s') + M4 s' - kte{}a = N2 -eNt' 

Mas' + 2M4 s' - 2 M." h/ - M2h/ + e{}a = N g, 

2M2h'J' + Moh2' + e{J3 = o. 

Ebenso ersetzen wir in den letzten zwei Gleichungen {}/ durch {}3' 

und gelangen zur folgenden Gleichungsgruppe: 

Mo'h2 ' + 2 M2'h'J' - e{}s' = 0, 

- M2'h2' - 2M/h2' +- 2M/s' + M/s' - e{}3' = 0, 

M4 ' S' + 2Ma'(s' + hI') + M/h/ + k1 Q{}a' = - eNt, 

M/hl' + 2M/h I ' - kte{}g' = eNt· 

Urn '{}4 und {}/ zu beseitigen, addieren wir die fiinfie und sechste 
Gleichung, sowie die siebente und achte und gewinnen hierdurch 

M2 h'J + 2Moh2' + 3 M6 hg' +M7 (3 hs' + 2l2') + M;Z2' 
Z ' + 6HIS /2 - eiJa = N4 + No, 
2 

M2' h2' + 2 Mo' h2' + 3 Ms' ha' + M; (3 ha' + 2Z2') + M7l2' 

+6H6 :2~ + e#s' = Ns . 
2 

Wenn man endlich die mittleren zwei Gleichungen addiert und die 
entstehende Differenz ({)/ - {}4) durch die Differenz ({}a' -{}a) aus-
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driickt, so findet man noch die Beziehung 

M6 h3' + M7( 2h3' + 3 l/) + M/(2h3' + 3 l2') + M/h3' 

+ 12H® :2~ -ek2(fV - {}3) + e ~l2 =No + N6 • 

2 3 

Da1l1it haben wir an Stelle der urspriinglichen achtzehn Gleichungen 
elf Gleichungen mit elf Unbekannten (neun Uberziihlige und zwei 
Drehwinkel) erhalten. 

Nun beseitigen wir die GraBen {}3 und {}3'. 

Aus der vierten und fiinften Gleichung der elfgliedrigen Gruppe 
findet man 

e{}3 = - 2 M2 h2' - M5 h2', 

e{}3' = M/ h2' + 2M2' h2'· 

Nach Durchfiihrung der Rechnung erhiiIt man foIgende neun Bestim­
mungsgleichungen, wobei zur Vereinfachung an Stelle der zweiten 
Gleichung die Summe der ersten und zweiten, statt der siebenten 
Gleichung die Summe der siebenten und achten gesetzt wurde: 

2M1 h/ - 2klM2h,/+M3 ht' - k1 M"h2 ' =N1 + eNt, 

3 Ml h/ +M3 (3 h/ + 2S') +MJ =N1 +N2 , 

- 3 Mz h2' + M3 S' + 2 M4 S' - 3 M.5 h2' = N3, 

- 3 M 2' h2' + M3' S' + 2 M4' S' - 3 M/ h2' = 0, 

3 M/ hl ' + Ms'(3 h/ + 2S') +M4' s' = 0, 

2 NI/ h/ - 2 kJ M 2' h2' + M3' hl ' - kl Mo' h2' = e Nt' 

3 M2 h2' + 3M5h,/ + 3M6h3' + M, (3h3' + 2l2') + M/l2' 

l ' ) + 3HiP -'t=N4 +No' c 
.) 

3 M2' h2' + 3 M.5' h;' + 3 M6' h/ + M/ (3 h2' + 2l2') + M,l2' 
l ' 

+3 HiP f=Nij, 
2 

- 2k2(i112 + M/)h2' - k2(M" + M/)h2' + (111;) + M6')h3' 

+ (M, + M,') (2h3' + 3 l,/ ~ ~h:) 
+ ffi (l,,' + a) ..L N 6 G _ l" 

12H'Y -;;- - =No I 6--+e--=-C?t t. 
-l2 h3 h3 h3 J 

In den Ietzten Gleichungen wurde fiir 

®~~ iP~ 
2 
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und fur 

Al!l . ;,[: (M; +M/) + zHWa+ G ] +uttl!l 1) 

eingefiihrt. 
Wir wahlen als statisch unbestimmbare GroBen die Momente 

M1M/, M9 M2', MsMs', M4 M4', sowie die Sehnenkraft H des Stabes l'J 
im Mittelfelde. 

/i.,' 
'2 

'",",-~fI 

A2 ~ 

hf=.A6-~,.. wlL-, ~-fl_.A6-Nt"'w{-1~"'~J) 
k t Z k t 

, ,41.' 
fI.'-H _ N" - t 
:r k t 

Abb.69. 

Mit Hilfe der Abb. 69 findet man folgende Gleichgewichtsbe· 
ziehungen 2): 

ME) = M2+H2h2=M2+Hh2 - (Ms -M1)k1 +wh2 (~l+ hs)' 

M6=M4 + M..,= M:.+ M'J+ Hh',J-(Ms-Ml)kl+ Wh2 (; +h'J)' 

M; =M4 + ME) +(H1 +H2 )hs -w (hlhs + h~2) 

=M4 +M!l- (Ms-M1)k1 +H(h'J+ hs)+W[h2(;+hs)+ h;2] , d) 

M5' = M,,/ + H'J'h'J = M,/ + H h'fJ - (Ms' - M1')k1 , 

M6' = M/ + M5' = M/ + Me' + H h2 - (Ms' - M/)kl' 

M,'= M,,.' + Mo' + (H1' + H'J')hs 
= M4' + M!l' - (Ms' - M/)kl + H (he + hs)' 

HI 
1) Die Debnung E;' wurde wie bei den tibrigen Staben vernacblassigt. 

2) Bei der Aufstellung dieser Beziebungen beachte man die Bemerkung tiber 
das Vorzeicben der Momente in Punkt 4 der Zusammenfassung auf Seite 47. 
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Nach Einfiihrung dieser Werte in die Gleichungen c) erhaIt man 
das endgiiltige System der Bestimmungsgleichungen, und zwar zunachst 
die ersten sechs Gleichungen: 

Ml (z h/ - kl 2 h2') - 3 kl M2 h2' +.zw:~ (hl ' + kl 2 h/) - kl H h2 h2' 

=akl h2'w + Nl + eNt' 

3Ml hl' +M3(3 h/ + zs')+M4 s' =Nl + N2 , 

~3klMlh/ - 6M2 h2' + M3 (s' + 3 kl h2') + zM4 s' - 3Hh2h2' 

=3 ah2'w+N3 , 

- 3 kl Ml' h2' -6M2'h/ + Ma'(s' +3klh2')+zM4' s'-3Hh2h2'=0, 

3M/h/ +M3'(3h1' zs') +M4' s' = 0, 

M/(zh1' - kl2h2')- 3 k1M2' h2' + Ms'(h/ --1- kl 2 h2')- k1 Hh2h/ 
=eNt· 

Hierbei wurde zur Vereinfachung fiir 

geschrieben. 

e) 

Die nachsten beiden Gleichungen des Systems c) benutzen wir, 
urn durch Addition und Subtraktion zwei neue Gleichungen abzu­
leiten, in denen schlieBlich mittels der Gleichungen d) aile Momente 
durch die Uberzahligen ausgedriickt werden. 

Man erhalt mit den Bezeichnungen 

h (~+ h ) I hs 2 = R 
2 Z g I Z IJ, 

3 (ha' +l/ +~) =If' 
g 

die Gleichungen 

k1 (M1 + M1')??l + (M2 + M2') (??l + h2') - kl(Mg + Ma')??l 

+ (M4 + M/)(??1 - h2') + zH [??1 h2 + (hg' + l2')h3 + cp ~:J 

=~(N4 + No + No) -w [a (h2' + hg') + P(hg' + l2')J, 
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k1 (M1 - M1') qJ'J + (M2 -- M'J') (qJ2 + h/) - k1 (Ma - Ma')qJ2 
+(M, - M/)(qJ'J - h,/) 

= ~(N, + No -N6)- W ["(h'J' +ha~ + fJ (ha' + l;~J, 
k1(M1 +M1')('IjJ- k'Jh'J')+(M'J+M'J')~'IjJ - 3k'Jh,/) 

- k1 (Ms + Ma') ('IjJ - k2 h,/) + (M, + M/)'IjJ 

+2H[h'J(hs' -k2 h2')+(h2+hs) ('IjJ - ha') + 6<P G~~ +:JJ 
=No+N6-W["(hs'-k2h2')+fJ('IjJ-hs')] - ~G +e~!!"tt. 

a a 
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f) 

Die Gesamtheit der Bestimmungsgleichungen zerfiillt in drei Glei­
chungsgruppen, wobei sich die Systeme e) und e') nur in den Be­
triigen der rechten Gleichungsseiten unterscheiden. Setzt man nun 
in den Gleichungen e) die Glieder, die M4, und H enthalten, auf die 
rechten Seiten 'und bezeichnet diese zusammenfassend mit a l , a'J' aa' 
so erscheinen nach Einfiihrung der Zahlenwerte auf den linken Seiten 
dieser drei Gleichungen und nach Auflosung derselben die Momente 
M1, M'J und Ms als lineare Funktionen von a1, all und a3 dargestellt. 
Diese Losungen konnen auch ohne weiteres flir die Gleichungen e') 
verwendet werden, da die Beiwerte der Unbekannten in beiden Glei­
chungsgruppen dieselben sind. Nun ersetzt man in den so berechneten 
sechs Losungen die a -Werte durch ihre tatsiichlichen Betriige, d. h. 
man bestimmt die Momente M1, M2, Ms und M1', M'J" Ms' als Funk­
tionen der ubrigen drei Uberziihligen M4 , M4', und H und fiihrt die 
so gewonnenen Ausdrucke in die Gruppe f) ein, wodurch man zu drei 
Gleichungen mit den drei Unbekannten M4 , M 4' und H gelangt, die 
daraus bestimmt werden konnen. Damit sind auch alle andern Uber­
ziihligen gegeben. Die Berechnung des neunfach statisch unbestimm­
ten Tragwerkes liiuft somit auf die Auflosung zweier Gleichungsgruppen 
mit je drei Unbekannten hinaus. 

Wir ermitteln schlieBlich noch die Betriige fur die Belastungs­
glieder N. Es ist 

N1 = - !wh1'h12, 

N2 = -' ! W h1' h12 - ! p' S' l12) 

Ns = - ! p'S' l/', 

N4 =-!wha'hs'J, 

No =-!wha'ha2 - 694P"l'J'l22 , 

N6 = - 674 p" 12'122• 
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Bei der Berechnung von N5 und N6 wurde die Gleichung 12) auf 

S. 34 benutzt. Fur a wurde "- fur fJ "- gesetzt. 
o 4 ' 2 

Zahlenbeispiel. 
'Vir wahlen folgende Tragwerksabmessungen, und nehmen an, dati der 

Mittelbogen nach einer Parabel gekriimmt ist. 

I, = 8 m, 

h, = 5 m, 

J' 
}~=3, 

12 = 12 m, 

h2 = 6 m, 

f=1,50 m, 

ha = 2 m, 

5=8,06 m, 

J' J' J' -=--=---=2, 
J2 Ja J. 

J' =J cos <po 

Somit ist: 
ho 

k, = --= = 1,2, 
h, 

l' 
5' = 5 -1. --:- 16,12 m, 

, J' 
h, = h, -- = 15 m, J, 

I l' ,1' 
h2 = h2 T = 12 m, ha = Ita -- = 4 m. 

J2 J3 

Ferner gilt flir den Mittelbogen 

<p=-z..12 f=12 m 2 , 
3 

2 
a=-f=0,6 m. 

5 
::I1it diesen Zahlen findet man die Festwerte 

<p,=12+8+12=32m, C(J2=12+8+4=24 m , 

'P=3(4+12+6)=66 m, 
sowie 

a= 2j m 2 und 

Das von der Kriimmung des Mittelhallenbinders herriihrende Glied 6 Gist 
h3 

nach S. 43 durch die Gleichung gegeben: 

~ = ~ 2" 123 f (1..) < (_aJ!) 4 _ 2 (.':.~)3 + (~())+ ~ (1..)2 [( ~Q)2 _ ~!lJ +.!.. (t)4} 
h3 Ita 3 I \ I __ I I I 2 I \ I I 80 I 

Setzt man 

2 ' 

so ergibt die Auswertung 

6 G 6 p" 12 3 " 
--=----f=259,2P . 
1t3 1t3 30 , 

Wir berechnen ferner die von der Belastung abhangigen Grotien N nach den 
Gleichungen g). 

Nach Einfiihrung der Zahlenwerte erhalt man: 

N, = - 93,75 W, 

N3 = - 257,9 2 p', 
N5 = - 4 W - 243 p", 

.V2 =-93,75 w- 2 57,9 Z p', 
N4 =-4 W, 

N6= - 189 p". 
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Die Gleichungen e) lauten sonach 

12,72 Ml - 43,20 1112 + 32,28 Ma = al, 

45,00 Ml + 77,24 Ma = ~2' 

- 43,20 Ml - 72,00 Mg + 59,3 2 Ma = aa' 

Ihre Auflosung liefert 

100 Ml = 2,4649° a1 + 0,105 69 a2 - 1,478 96 aa, 1 
100 Mg = - 2,62609 a1 + 0,95 2 51 ag + 0,208 37 aa, f 
100 Ma = -1,43605 a1 + 1,23309 a2 + 0,86164 aa' 

Nun ist in den Gleichungen e) 

a1 = 86,40H~+ 295,05 w+e Nt, 

a2 = - 16,12 M4 - 187,50W - 257,92 p', 
aa = 216,00H - 32,24 M, + 972,00 w- 257,92 p'. 

Mit diesen Betrllgen wird 

.••• h) 

Ml = °,4598 M. - 1,0649 H - 7,2990 W + 3,5419 p' + 0,024 65 e Nt, } 
Mg = - 0,2207 M, - 1,8500 H - 7,6151 W - 2,9941 p' - 0,02663 (! N" h') 

Ma = - °,4765 M, + 0,6200 H + 1,8243 W - 5,4°23 p' - 0,01436 e Nt. 

Die Losungen der Gleichungen e') unterscheiden sich von deu Losungen h') 
nur dadurch, dati die von W und p' abhllngigen Glieder Null sind. Sie haben 
sonach die Form 

M/ = °,4598 M4' - 1,0649H +°,°2465 (! Nt, 
M g' = - 0,2207 M.' - 1,8500H - 0,02663 e Nt, 

Ms' = - °,4765 M/ + 0,6200 H - 0,01436 e Nt. 

1 . . . . h") 

J 
Die Gleichungen f) nehmen nach Ausrechnung der Beiwerte die Gestalt an 

38,40 (Mt + M 1') + 44,00 (Mg + M g') - 38,40 (Ma + Ma'l + 20,00 (M. + M/) 
+ 472,00 H = - 898,67 W - 144,00 p", 

28,80 (Ml - M 1') + 36,00 (Mg - M g') - 28,80 (Ma - Ma') + 12,00 (M, - M 4') 

= - 666,67 w- 18,00 p", 
36,00 (Ml + Mt') - 42,00 (Mg + M g') - 36,00 (Ma + Ms') + 66,00 (M, + M.') 

+ 723,00 H = - 938,00 W - 691,20 p" - 3,75 e Nt· 

Aus den Gleichungen h') und hill bestimmt man nun die Momentensummen 
bzw. -differenzen mit den Zeigern " 2 und 3 und flihrt die Werte in die vor­
stehenden Gleichungen ein. Ais Ergebnis dieser Rechnung findet man: 

46,243 CM. + M.') + 179,800 H = 1 
- 21 3,268 W - 211,717 p' - 144.000 p" - 0,6525 e Nt, 

3' ,020(M, -M.')=- 129,775 W -149,805 p' - 18,000 P", J- .. i) 

108,976 CM. + M.') + 757,287 H = 
- 929,395 W - 447,743 p' - 691,200 p" - 8,7954 (! Nt· 

In den Gleichungen i) sind nurmehr die Unbekannten M" M.' und H ver­
treten. Aus der mittleren Gleichung folgt unmittelbar: 

(M. - M.') = - 4,1836 W - 4,8292 p' - 0,58°3 p". 
Die beiden anderen Gleichungen, die nur (Ml + M I ') und H als Unbekannte 

enthalten, ergeben nach der Auflosung: 

(M. + M 4') = + °,363° W - 5,1750 p' + °,9872 p" + 0,07049 eN" 
H = - 1,2795 W + 0,1535 p' - 1,0548 p" - 0,02176 e Nt· 
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Aus der Summe und aus der Differenz der Momente M4 und Mf findet 
man leicht M4 und Ml selbst. Mit diesen Momentenwerten und dem Betrage 
von H sind durch die Formeln h' und h',) auch die anderen Unbekannten ge­
geben. Man findet so: 

Ml = - 6,8149 W + 1,0784 p' + 1,2169 p" + 0,06403 e Nt 

M~= - 4,8264 W - 2,1741 p' + 1,9065 p" +0,00585 e Nt 

Ms = 1,9413 W - 2,9236 p' - 0,7510 p" - 0,044 65 e Nt 

M4 = - 1,9103 W - 5,0021 p' t 0,2035 p" + 0,035 25 e Nt 

M/ = 2,4078 W - 0,2430 P' + 1,4837 p" + 0,064 03 e Nt 
M 2' = 1,8654 W - 0,2458 p' + 1,7784 p" + 0,00585 e Nt 

Ma' =-1,8765 w+ 0,1776 P' -1,0275 p" -0,044 65 e Nt 

Mf = 2,2733 W - 0,1729 P' + 0,7838 p" + 0,035 25 e Nt 
H = - 1,2795 W + 0,1535 p' - 1,0548 p" - 0,02176 e Nt • • • • j") 

Damit ist die Aufgabe im Grunde genommen gelOst. FUr jede Stelle des 
Tragwerkes konnen Moment und Querkraft, sowie die Liingsknlft auf Grund der 
Gleichgewichtsbeziehungen festgestellt werden. Setzt man in den Losungen P', 
p" und Nt Null, so erhiilt man die Werte der Unbekannten fUr den Winddruck W auf 
die Seitenwiinde. Nimmt man w, p" und Nt Null an, so findet man den Einfluf3 

Abb·7°. 

einer Belastung p' des linken Seitenfeldes auf die "Oberziihligen. Vertauscht man 
die gestrichenen Momentengrof3en mit den ungestrichenen, so liefern diese 
Formeln auch den Einfluf3 einer Belastung des rechten Seitenfeldes. Ebenso 
geht man vor, um den Einfluf3 einer Vollbelastung der MittelOffnung fest­
zustellen. Wiihlt man w, p' und Nt Null, so geben die voranstehenden Formeln 
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die Wirkung der Belastung der linken Halfte des Mittelhallenbinders. 
Vertauschung der gestrichenen 

Nach 

und ungestrichenen Momente er- fjJ'9t::;TI<I1b:~---"""'=_~_~~ 
halt man den Einflufi der Be- ~' 

lasiung: der rechten Binderhalfte. 
Durch Summation der beiden 
Teileinfliisse kann die Wirkung 
der Gesamtbelastung erhalten 
werden. Auf ahnliche Weise 
lassen sich auch die Einfliisse 
aller anderen iiblichen Lastan­
ordnungen berechnen. 

In Anwendung des eben Ge­
sagten mogen einige Belastungs­
falle eingehender behandelt 
werden. 

1. Bleibende Belastung. 
Das Eigengewicht nehmen 

wir in allen Feldern "mit 0,33 
t/qm an. Bei einer Binderent­
fernung von 6 m ergibt das 
p' = p" = 2,0 tIm. 

Wir berechnen auf Grund 
der Formeln j), i') und j"), in 
denen w und Nt Null gesetzt 
werden, die unserer Belastung 
entsprechenden Momentenwerte. 
Diese Zahlen finden sich in Ta­
fel 3, Reihe 1 eingetragen. Ver­
tauscht man nun Ml mit M/, 
M2 mit M/ usw., so entsteht die 
Zahlenreihe 2, die die Momenten­
werte fUr die Belastung der rech­
ten Gebaudehalfte angibt. Die 
Wirkung der Vol!belastung weist 
die Ziffernreihe 3 aus, die die 
Summenbetrage aus 1 und 2 ent­
halt. Aus diesen Werten be­
rechnet man leicht auf Grund der 
Gleichgewichtsbeziehungen d) 
auf S. 89 die iibrigen Anschlufi­
momente (siehe die untere HaUte 
der Tafel 3), um den Verlauf der 
Momente Ubersichtlich darstellen 
zu konnnen. Das Momentendia­
gramm ist in Abb. 70 ersichtlich 
gemacht 1). 

~ 

*~;;Wwf=*~~~~~~~~~~~~~~' 

') Beim Mittelbalken darf nicht der Einflufi der Sehnenkraft H auf die 
l\:[omente libersehen werden. Flir die Bogenmitte ist z. B.: 

Mmitte= M? + ]/s p" l22 +H f= - 15,348 + 36 - 5,40 9 = + 15,243 mt. 
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2. Schneebelastung. 

Diese Belastung sei· ebenfalls tiber die ganze Dachflache gleichformig ver· 
teilt angenommen. Da s = 0,075 tl qm ist, so ergibt sich fUr die Berechnung 
p' = p" = 6· 0,075 = 0,45 tim. 

Man erhalt die Zahlenwerte der Kolonne 4, wenn man die der Kolonne 3 

mit 0,45 = 0,225 multipliziert. 
2,0 

3. Winddruck auf die Wande. 

Der Berechnung wurde ein Winddruck von w = 0,150 t/qm zugrunde ge­
legt j dies liefert w = 6.0,150 = 0,900 tim. Mit diesem vVerte wurde auf Grund 
der Formeln j), j') und j"), in denen p', p" und Nt Null gesetzt wurden, die 
Reihe 5 in Tafel 3 berechnet und der Verlauf der Momente in Abb. 71 ein­
eingetragen. 

Tafel 3. Momentenwerte in mt. 

Bleibende Last p' = p" = 2 tim 

mt 

+ 4,591 
-0,535 
+ 3,065 
-+- 2,481 
- 7,349 
- 9,597 
+ 1,222 

- 1,700 

-1,803 

mt 

+2,481 
+ 3,065 
- 0,535 
+4·591 

1,700 

+ 1,222 

- 9,597 
- 7,349 
-1,803 

Gesamt­
belastung 
(Summe 

1 und 2) 

3 

mt 

-+- 7,07 2 
+ 2,530 
+ 2,530 
+ 7,072 
- 9,049 
- 8,375 
- 8,375 
- 9,049 
- 3,606 

+ 0,239 
- 8,136 
-15,348 
- 15,348 
- 8,136 
+ 0,239 

4 

mt 

+ 1,591 
-+- 0,569 
+0,569 
+ 1,591 
- 2,036 
- 1,884 
- 1,884 
- 2,036 
-0,811 

.J..O,054 
-1,83 1 
- 3,453 
-3,453 
- 1,831 
+0,054 

4- Einflufi einer Temperaturanderung. 
Es ist: 

T 11 
Q j\ t = 6 EJ --- at t. 

hI 

5 

mt 

-6,133 
-4,344 
+ 1,679 
+ 2,1 67 
+ 1,747 
- 1,7 19 
+ 2,046 
- 1,689 
-1,152 

+ 3,588 
+ 1,869 
+ 1,365 
-0,864 
+ 1,440 

- 0,606 

6 

mt 

± 2,30 5 
± 0,211 
± 0,211 
± 2,305 
=F 1,607 
± 1,269 
± 1,269 
=F 1,607 
=F 0,783 

± 0,207 
± 1,476 
=F 0,090 
=F 0,090 
± 1,476 
± 0,207 

\Vir wahlen EJ= 15000 (m" unct 1=200, dann wird mit at= 1: 80000: 

8 20 
oNt = 6·15000 -.---= 36. 
- 5 80000 

Die berechneten ;\lomentenwerte sind in der Vertikalreihe 6 der Tafel 3 an­
gefUhrt. 
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Den Sehlufi die:ses Beispieles moge die Ermittlung der Knotenversehie­
bungen infolge Windbelastung der Wlinde (Wind von links), maehen. 

Wir haben auf S. 8S gefunden: 

e {}3 = - 2 M. h.' - M5 h2' , 

e {}a' = 2 Mo' ho' + Mo' h/; 

daraus ergibt sich unmittelbar: 
h' 

{}3 = - ; (2 M2 + M5)' 

f} , Ito ( M; + ') '3 =- 2 0 Mo. 
(! 

Mit 

und 
(! = 6 EJ = 90000 tm· 

erhlilt man unter Benutzung der Momentenwerte der Reihe 5 in Tafel 3: 

{}3 = + 0,000680, 

{}a' = -+ 0,°00367. 

Damit ist aueh {}, und {}/ gegeben, und zwar: 

{}, = kl {}3 = + 0,000816, 

{}/ = k, {)a' = + 0,000440 . 

Weiter findet man aus 'den Momentengleichungen des Mittelfeldes (siehe die 
Gleiehungen auf S. 85): 

6EJ({}3 - {}.) =M2 h.' + 2 M5 h2' + 2 M6ha' +M7 ha' - N., 
6 E J ({): - {}3') = M/ ha' + 2 M6' ha' + 2 Mo' h/ + Mo' It,' . 

Naeh dem Einsetzen der Zahlenwerte der Momente aus Tafel 3, Reihe 5 
erhlHt man: 

6 EJ ({}3 - {}.) = + 58,00, 

6 EJ ({}.' - {}a') = + 13,67 ' ) 

somit unter Benutzung der oben erreehneten Werte von {}3 und {}3': 

58,00 
{}. c-lJa - 6 EJ = + 0,000036 , 

{}' {),+1 3,67 + 
4 = 3 6EJ = 0,0005 19. 

AIle librigen Stabdrehwinkel sind Null. Die Knotenpunkte erleiden sonaeh 
nur wagereehte Versehiebungen (5, die wir mit dem kleinsten Momentenzeiger 
des betreffenden Knotens bezeiehnen, und zwar: 

(53 = hi fJ , = 0,000816, 500 = 0,408 em 

(5. = h2 {}3 = 0,000680.600 = 0,408 em 

(57 = (5. + h3 {}4 = 0,408 + 0,000036. 200 = 0,415 em 

(53' == hi {},' = 0,000440' 500 = 0,220 em 

(5/ = h2 {}a' = 0,000367.600 = 0,220 em 

(5/ = (54' + h3 {}4' = 0,220 + 0,000519' 200 = 0,324 em. 

') Das positive Vorzeichen der Drehwinkel {} besagt, dati die Verdrehung 
derart erfolgt, dati die Winkel C( der Winkelgleiehungen verkleinert werden. 

Bleich, Viermomentensatz. :? Auf I. 7 
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Benutzt man diese Verschiebungswerte und die Anhaltspunkte, die das 
Momentdiagramm, Abb. 71, fUr die Lage der Inflexionspunkte (MOlnentennull­
punkte) und fUr die Richtung der Verbiegung bietet, dann lafit sich ein an-

Abb·72. 

schauliches Bild von dem Verzerrungszustand des Tragwerkes herstellen, ohne 
dafi es notwendig ware, die genaue Form der elastischen Linien zwischen je zwei 
Knoten rechnerisch festzulegen. Abb. 72 zeigt die Verzerrungsfigur in 200-
facher Obertreibung. 

Die eben ermittelten Verschiebungswerte wollen wir benutzen, um die ein­
gangs gemachte Voraussetzung, dafi der Einflufi der Liingskrafte auf die Form­
lI.nderungen gering set und daher vernachIlI.ssigt werden ki5nne, zu Uberpriifen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Binderstab 12 des Mittelschiffes. Seine 
Sehnenkraft wurde fiir Windbelastung mit: 

H = - 1,152 t (Druck) 

bestimmt. (Siehe Reil1e 5 in Tafel 3.) 
Nimmt man im Zusammenhange mit dem oben gewll.hlten EJ.Betrage 

E F = 300000 t an, so ergibt sich die Zusammendriickung des Stabes 12 , wenn 
man die LlI.ngskraft, genau genug, iiberall gleich H setzt. 

1,152 ·12,00 
Lll = - ---= 0,0000461 m = 0,00461 cm. 

300000 

Um diesen Betrag hat sich der Stab ab (Abb. 72) verkiirzt. Denkt man 
sich die Wirkung dieser VerkUrzung nur bei Punkt b zum Ausdruck kommend, 
welche Annahme die ungiinstigste ist, die wir machen ki5nnen, so ist die Ver­
schiebung in Abb. 72 'um den Betrag 0,0046 cm zu grofi angegeben. Der 
Fehler betrll.gt in Hundertteilen 

f= 100,0,00461 

0,32 4 
1,42 v. H. 

Der angegebene Verschiebungszustand des Systems ist demnach im Punkte b 
mit einem Fehler behaftet, dessen obere Grenze 1,4 v. H. betrll.gt. 

Macht man eine lI.hnliche Berechnung fiir die beiden Binderstll.be der 
Aufienfelder, so findet man die betreffenden Fehler (mit EF=200000 t ge­
rechnet) mit 

f1 = 0,66 v. H. und f9= 1,40 v. H. 

Die Fehler der aus dem angenll.hert bestimmten Verschiebungszustand er­
mittelten statisch unbestimmbaren Gri5fien werden sich in der gleichen Gri5fien­
ordnung bewegen. 
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12. Beispiel. Die Berechnung des bekannten Lohsetragers, dessen 
Uberzahligen meist mittels Naherungsverfahren bestimmt werden, ge­
staltet sich selbst bei beliebiger Form und Querschnittsanordnung der 
beiden Gurtbogen verhaltnismaBig einfach und iibersichtlich. Das 
Tragsystem ist in Abb. 73 dargestellt. Die Berechnung wird hier fUr 
den Fall von n gleich breiten Feldern durchgefiihrt, unter der Annahme. 
daB Lasten nur in den Knotenpunkten iibertragen werden. 

Bei n Feldern ist das System n-fach statisch unbestimmt. Die 
Momente in den Obergurtknotenpunkten werden mit M O, die in den 
Untergurtknoten mit M U bezeichnet. Die Neigungswinkel der Ober­
gurtstabe gegen die Verbindungslinie 0 - n nennen wir (X, die des 
Untergurtes fJ. 

Da die Pfosten gelenkig angeschlossen sind, so kommen sie fiir 
die Momentengleichungen nicht in Betracht, wir denken sie uns bei 
der Aufstellung derselben weggehoben. Man hat es daher beim Ansatz 
der Momentengleichungen nur mit einem einfachen geschlossenen Rah­
men aus 2 n Staben, der in 0 und n Gelenke hat, zu tun. Es sind so­
mit 2 (n - 1) ausgezeichnete Punkte vorhanden, denen 2 n - 2 Drei­
momentengleichungen entsprechen. Wir beginnen bei Punkt 0 und 
schreiten im Obergurt nach rechts fort. Den Untergurt sollten Wlr 

7* 
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dann der Regel gemaB vonn gegen ° durchschreiten. Da abeJ.: beide 
Halften durch Gelenke getrennt und auch sonst keine gemeinsamen 
Stabe vothanden sind, das System .der Dreimomentengleichungen des 
Obergurtes also vollstandig unabhiingig von dem des Untergurtes ist, 
so steht es £rei, fUr den Unterg1.lrt eine andere Reihenfolg~ zu wahlen. 
Wir werden demnach auch den Untergurt' von links nach rechts 
durchschreiten. Fiir beide Gurte sind dann positive Momente solch~, 
welche die Stiibe nach unten zu w611;len trachten. 

AuBer den 2 n - 2 Momentengleichungen konnen bei n Feldern 
2 n Winkelgleichungen aufgestellt werden, so daB zur Berechnung 
samtlicher Unbekaruiten, d. s. n Uberzahlige und 3 n - 2 Stabdrehwinkel, 
4 n - 2 Gleichungen zur Verfiigung stehen. 

Den EinfluB der Langenanderungen der Gurtstabe infolge der 
Stabllingskrafte und Temperaturanderungen wollen wir mit in Rechnung 
ziehen. Es ist nun nicht notwendig, samtliche Dreimomenten· und 
Winkelgleichungen anzuschreiben, da sie gesetzmaBigen Bau haben 
und sich nur durch die aufeinanderfolgenden Zeiger ihrer Glieder unter· 
scheiden. 

Wir wahlen einen beliebigen Punkt k aus und stellen fiir dies en 
Punkt die Dreimomentengleichung des Ober· bzw. Untergurtes auf. 
Mit den Bezeichnungen der Abb.73 finden wir: 

fiir den Obergurt: 1 
M"O -10'" +2MkO (Ok' +0~+1) + M"o + 1 0~+1 - e ({}kO - {)"O + 1)=0 

fiir den Untergurt: J 
M"u_ 1 u,,' +2M"U(u; + Uk+ 1) + M kU +1 Uk+l- e({)"U -{)kU +1)=0 

Hierin ist 

a) 

wobei Ie ein beliebig gewahltes Tragheitsmoment bedeutet, mit dem 
die Werte 0' und 'Ii in der bekannten Weise berechnet werden. Setzt 
man in den Gleichungen a) der Reihe nach k = 1, 2 ... n - 1, so 
erhiilt man die samtlichen 2 n - 2 Dreimomentengleich"?ngen. 

Wir stellen nun die Winkelgleichungen fUr das k - te und 
'k + 1-ste Feld auf, wobei die Langenanderungen der Pfosten als un 
erheblich, vernachlassigt werden. Die Gleichungen lauten fiir das 
k·te Feld: 

LI Ok cos /Xk --: LI Uk COS,8k + h k - 1 {)k" -1 + {)kO Ok sin ~k - hk {),," 

+ {)"U uksin,8,,= 0, 

LI Ok sin IX" + LI Uk sin,8k - {)kO Ok cos IXk + {)kU U" COS,8k = 0; 
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und das £iir k + 1-ste Feld: 

A 01<+1 COS~+1. ~ A UH1 cosPHl + h" #"v + #7<0+ 10k+1 sina1<+1 

- h"+1 #10\ 1 + #7<\1 Uk+1 sinP7<+1 = 0, 

A 07<+1 sin a7<+ 1 + A Uk+1 sin Pk+l '- #7<\ 1 0"+1 cos a"+1 
+#,,1'+1 UH1 COSPHl =0. 

Wir setzen nun: 
° cos« = U cos P = 1, 

° sin a = l tg a und U sin {J = l tg P 
und erhalten, wenn wir die Gleichungen in etwas a~derer Reihenfolge 
schreiben: 

A 0k cos a" - A Uk cos Pk'- (h" #"v - hk- 1 #%-1) ) 
+ ,t(#"O tgak+ #10" tgA) = 0, •..• b) 

A Ok +1 cos ak+1 - A U"+1 cosPk+1-(hk+ 1 #"v + 1 - h" #"V) 
+,t (#kO + 1 tgaH1 -t- #k1'+1 tgPH 1) = 0, 

Ao"sina"+,1u,,sin{Jk- 1 (#kO-#,,1')=.0, } •.•. c) 
,10k+1 sinaH1 +,1Uk+l sinPk+1-l(#ko+1-#"u+1) =0. 

Wir ziehen' nun die beiden MomentengleichungeIi a) voneinander ab 

M,,0-1 0; - M"U -1 Uk' + 2 [MkO(O~+ O~+l) - MkU(u,,' +U~+1)] 
+M,,0+1 0~+1 _M"U +1 U~+1- e (#"O_#7<U)+ e(#"O +1 - #k"+1) = 0. 

Ebenso subtrahieren wir die Winkelgleichungen c) voneinander 

,10" sinak - A 0k+1 sina1<+1 + A u"sinp" -Lf UH1 sin P1<+ 1 

--l(#"O - #7<") + l(#"O +1 - #:'/'+1)= 0. 

Die beiden letzten Glieder der so erhaltenen neuen Gleichungen stimmen, 
wenn man von den Faktoren ,t und (! absieht, miteinander iiberein, 
Wlr gewinnen daher aus beiden Gleichungen die Beziehung . 

wo 

M"O _10'" - Mk" -.1 u,,' + 2 [M"O (0k' + 0~+1) - Mk" (u,,' + U~+1)] 
+M,.o+10~+1-M""+1U~+1-r,,=0, • •.•..• d) 

',,= ~ [A 0" sina,,- A 0k+1 sinaH1 +,1u"sinp,,- A Uk+1 sinPH1] d') 

bedeutet. 
Gleichung d) enthalt keine Drehwinketinehr, sie ist demnach eine 

Bestimmungsgleichung. Da fUr k der Reihe nach 1, 2 .,. n - 1 ge­
setzt werden kann, so stehen n - 1 Gleichungen der Form d) zur 
Verfiigung. Um die letzte noch fehlende: Beziehung zti bestimmen, 
geht man folgendermaBen vor: 
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Aus der ersten der \Vinke1gleichungen c) berechnet man 

}. -&k" =}. -&ko - (LI Ok sin ai' + LI Uk sin Pic)' 

Nach Einfiihrung dieses Ausdruckes fUr }. -& k" in die erste der 'Winkel­
gleichungen b) entsteht 

(LI ai, cos lXk - LI Uk cos Pk ) - (LI Ok sin lXk + LI Uk sin Pk) tg Pk 
+}. -&ko (tg cck + tg Pk) - (hk -&kv - hk- 1 -&kV -1) = o. 

Derartige Gleichungen k6nnen in der Zahl n aufgestellt werden. Die erste 
enthalt bloB h1 -&/" die zweite die Differenz h2 -&2 V - h;J. -&/' die dritte 
ha -&3v - h2 -&2v usf. Addiert man diese n Gleichungen, so heben sich 
samtliche Glieder h -&v weg und die Summengleichung erhalt die Form 

n 

.2) [LI Ok (cos lXk - sin lXk tg PIJ - LI Uk (cos Pk + sin Pk tg Pk)] 
k=l 

n 

= --.2) -&ko }. (tg lXk + tg PIJ· 
k=l 

Da nun). (tg cck + tg Pk) = hk - hk- 1 ist, so nimmt die obige Glei. 

chung, wenn noch auf der linken Seite tg P durch :!n Pp ersetzt und 
cos 

auf gemeinsamem Nenner gebracht wird, folgende Gestalt an: 

n 

.2)-&kO(hk -hk- 1)=-t, . ....... e) 
k=l 

wobei 

t = i [LI Ok cos (lXle t A) - LI Uk __ 1 R-J . . . . e') 
k=l . cos 1-'1, cos I-'k 

ist. 
Wir multiplizieren jetzt die Momentengleichungen des Obergurtes 

in der Gruppe a) der Reihe nach mit h1' h2 ... h"-1 und addieren 
sodann. 

Man erhalt: 

n-l 

.2) [MkO -1 O~ + 2 M ka (Ok' + o:+J + M ko + 1 0 :+ 1 ] hk 
k=l 

n-l 

-12 .2) (-&ko - -&kO + 1) hie = O. 
k=1 

Nun schreiben wir das zweite Summenglied, in seine Elemente zer­
legt, in iibersichtlicher Form an: 
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1}/ hi - #2° hi 
+ #2° h'J - #ao h.~ 

+ 1}ao ha - f}4 0 ha 

+ #,,°_ 2 h"_2 - #"O~l h"-2 

+ #,,°_1 hn-l-#"o h"-l" 

Nun ist, wenn man je zwel iibereinander stehende Glieder zu­
sammenfal3t, 

1}l ° (hi - ho) +1}20 (h'J- h1)+ 1}ao (ha-h2 )+··· + #no -1 (hn- 1 - h"-2) 

wobei zur Vervollstandigung des Zahlenbildes das erste und letzte 
Glied durch ho und h", die beide Null sind, erganzt wurden. Der so 
gewonnene Summenwert ist aber bereits durch Gleichung e) bestimmt 
und man gelangt somit zur letzten Elastizitatsbedingung: 

,,-1 
Z[MkO -1 0k' + zMkO(Ok' + 0k'+1) + Mko+ 1 0k'+1] hk + et=o. 
k=1 

Wir formen den linksstehenden Summenausdruck noch urn. Zu diesem 
Zwecke schreiben wir drei aufeinander folgende Glieder der Summe 
ausfuhrlich an, namlich 

M kO- 2 0k'-l hk - 1 + zMko -1 (Ok'-1 + 0/) hk- l +MkO Ok' hk- 1 

+ M kO -1 0k'hk + zMkO(o/ + 0k'+1) hk+ M ko +1 0k'+1 hk 

+ M ko Ok' +1 hU1 + ... 
Somit treten immer drei Glieder von M O mit gemeinsamem Zeiger 
auf; der voranstehenden Gleichung kann daher folgende endgiiltige 
Form gegeben werden: 

,,-1 

Z M ko [Ok' (hk- 1 + zhk ) + Ok' +1 (zhl> + hU1)] + et = o. f) 
k=l 

Es bleibt nochiibrig, die in den Elastizitatsbedingungen d) und f) 
vorkommendenMomente M und die Langenanderungen At in den Aus­
driicken r und t durch die n Uberzahligen, die tunlichst zweckmaBig 
auszuwahlen sind, zu ersetzen, urn zu den Bestimmungsgleichungen zu 
gelangen. Mit Riicksicht auf die einfachen statischen Beziehungen, 
die zwischen Obergurt- und Untergurtknotenmomenten bestehen, wahle 
man die eine Halfte dieser Momente, z. B. die Obergurtknotenmomente, 
als n - 1 Uberzahlige. In der Gleichung f) sind dann, wenn man zu-
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naehst yom Gliede et absehen will, keine Anderungen mehr vorzu­
nehmen. In den n - 1 Elastizitatsbedingungen d) ist der Ersatz des 
M'" dureh das MO desselben Feldes sehr einfaeh, es wird aueh hier­
dureh die Zabl der Glieder in den Gleichungen nieht vermehrt, was 
fur die Auflosung der Gleiehungen wiehtig ist. Als letzte Dberziihlige 
nehme man die Horizontalkraft H. die in den Verbindungspunkten 0 

und n yom Oberteil auf den Unterteil iibertragen wird, weil sieh dureh 
diese Kraft alle Stabliingskriifte und somit die in den Gliedern r und t 
enthaltenen Liingenanderungen L1 0 und L1 u einfaeh ausdriieken lassen. 
Der Vorteil, den unsere Methode durch Feststellung der Elastizitats­
bedingungen vor der Wahl der Dberziihligen bietet, ist hier, wo es 
sieh urn die Auflosung .. einer groBen Zahl von Gleiehungen handelt, 
besonders einleuehtend. W ollte man z. B. die Hiingestangenkriifte als 
Dberziihlige benutzen, so wiirde man sofort naeh Aufstellung der sta­
tisehen Beziehungen erkennen, daB sieh die Zahl der Gleichungsglieder 
bedeutend vermehren mid hierdu~eh die Arbeit der Ermittlung der 
Unbekannten aus den Gleiehungen vervielfa<:hen wiirde. 

Behufs Aufstellung der Gleiehge~ 

Is wichtsbeziehungen betraehten wir Abb. 74; 
die die linke H3.lfte des in einem be­

::;;;;ooI(lE-l--./I liebigen Felde knapp neben den Kno­
ten k entzwei gesehnittenen Tragwerkes 
darstellt. Die im Ober- und Untergurt 
iibertragenen Sehnihkriifte sind dieMo­
mente M"o und Mk'" die Knotenrilomente 
unserer Momentengleiehungen, ferner die 
wagereehte Sehubkraft H, we1che im 

L -,,~~;;-t-~/I Ober- und Untergurt gleieh ist, nachdem 
wir nur lotreehte auBere Krafte vor-

Is aussetzen wollen, und schlieBlieh die 
Abb.74. Querkrafte Q"o und Q,,". Das Moment 

aller links vom Sehnitte liegenden auBeren 
Krafte, bezogen auf einen Punkt der unendlich nahe neben den Kno­
ten k gefuhrten Schnittlinie s - s, sei £l."r" = IDl".Die einzige in 
Betracht kommende Gleichgewichtsbeziehung lautet daher, wenn samt­
lie he Momente auf den Obergurtschwerpunkt inder Schnittlinie bezogen 
werden: 

und daraus 
. • . . g) 

1) Die Momente M"o und .M"u -sind in Abb. 74 gemiifi den Festsetzungen 
am Beginn dieses Beispiels positiv drehend angenommen. 
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Es . 1St hierbei gleichgiiltig, wo die auBeren Xriifte angreifen, . ob 
an dem Obergurt, Untergurt oder' zwischen beiden. Gurten an den 
Hiingestangen: Fiihrt man samtliche M U gemaB Gleichung g) ein, so 
nehmen die Elastizitatsbedingungen d) und f) zunachst die Form an 

Mk- 1 (Ok' + Uk') + 2M'/Ok' + Uk' +0,,'+1 + U,.' +1) +MH1(Ok' +1 + Uk' +1) 
+H[uk'(h,,_l + 2h,,) + Uk'+l (2hk+ hH1)] -- rk 
-SJRk - 1 Uk' + 2SJRk (u,.' + u,,'+1) + SJRH1 U,,'+l 

n-l 
2 Mk [0,.' (ht.-l + 2hk) + 0;.'+1 (2h" + hH1)] + et= o. 
k=l 

Da eine Verwechslung zwischen Obergurt und Untergurt nicht 
mehr moglich ist, so ha:ben wir den oberen Zeiger 0 weggelassen, be· 
merken aber ausdriicklich, daB nnter M" das Moment im Knoten k 
des Obergurtes verstanden wird. Gleichung f), die wir hier noch· 
mals eingestellt haben, ist unveriindert geblieben. 

Nun haben wir noch die Aufgabe, die Ausdriicke r und t zu be· 
rechnen. Zu oiesem Behufe miissen die Langeniinderungen LI 0 und 
LI U durch die Uberzahligen ausgedriickt werden. Da der EinfluB 
dieser Glieder auf die Unbekannten verhiiltnismaBig gering ist, so ge· 
niigt es, die Stablangskrafte 0 und U durch' die Gleichungen 

O=-Hcosa, U=Hcosf3 

zu beschreibenl). Hierbei ist der EinfluB der Quetkrafte des Trag. 
werkes auf die Stabliingskrafte vernachliissigt. Mit Riicksicht auf die 
in Abb. 74 angenommenen Richtungen der Schnittkrafte H ergibt sich 0 
als Druckspannung, U als Zugspannung, was wir durch Vorsetzen 
des - ·Zeichen vor 0 beriicksichtigt haben. Es ist somit 

LI - _Hocosa LI _Hucos{J 
0- Epo , u- EF'" 

Da 0 cos a = U cos {J = A ist, so wird 

A. 
Llo=-H Epo und 

Mit diesen Werten geht r" tiber in 

6H [ Ie' + Ie . . + Ie . {J Ie· (J Jh) r,,=. - F 0 SInak ~ sm ak + 1 F U sm k-p.U· SIn, ."+1 
k "+1 k .k+1 

und et m 

et = - 6H A. 1; [FIco cos (a" t (Jk) + Flcu ~(J" J. . . . . i) 
k=l k cos 10 . 10 cos " 

1) Genauere NliherungswE!rte wiiren: - H sec ex nnd H sec B. 
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Wie man erkennt, sind r und t nur von H abhangig und stellen Zu­
satzglieder der Beiwerte dieser Unbekannten vor. Die Bestimmungs­
gleichungen ·flir die statisch unbestimmbaren. GroBen M1, Ms'" M"-1 
und H nehmen daher die fo1gende endgiiltige Gestalt an: 

M"_I(Ok' +U,,') + 2M" (0,,' + Uk' + 0;+1 +u1.'+1)+MHI (0;+1+ U;+1) 

+ H [Uk' (h"-1 + zhk ) + uk'+1(zh" + hH1) 

+ 6( Ie " Ie' Ie . p + Ie . p )] po:smlXk-pO-smlXk+l-p"sm" p,,-sm 1£+1 
" 1£ tl " k + 1 

=Wlk- 1 U,,' + Z Wlk (U; + Uk' +1) + WlHI U; +1 . . . . . k) 
n-l 

27Mk[ Ok' (hk- 1 + zhJ + 0k'+1 (Zhk + hH1)] 
k=1 

- 6H2 i:[pIco cos (IXktP,,) +pI"u~p J =0 .. 1) 
k=1 k cos k k cos " 

Beachtet man, daB ~ als Quadrat eines Tragheitshalbmessers i 

aufgefaBt werden kann, so erkennt man, daB das Zusatzglied im Bei­
wert von H in den G1eichungen k) klein gegen das Hauptglied ist 
und in der Regel vernachlassigt werden kann, da das Sch1ankheits­
verhaItnis der Gurtstabe kaum k1einer als 20 sein wird. Man ist 
hierzu urn so mehr berechtigt als sin IX und sin p meist k1eine Briiche 
sind und auBerdem nur die Differenzen zweier aufeinanderfolgenden 
Briiche zu beriicksichtigen sind. Der von den Stabquerschnitten ab­
hangige Beiwert von H in Gleichung 1) dad dagegen nicht vernach-
1assigt werden. 

Die Berechnung des Lohsetragers ist somit auf ein System von 
n -1 Dreimomentengleichungen mit H-Glied der Form k) und auf 
eine G1eichung 1), die alle Unbekannten enth1i.lt, zuriickgefiihrt. Die 
Berechnung der Unbekannten erfolgt am zweckmaBigsten durch schritt­
weise Elimination. Da M o = 0 ist, so enthaIt die erste der Glei­
chungenk) . nur die Unbekannten M1 , M'J und H. Driickt man M'J 
durch Ml und H aus und flihrt den Wert hiervon in die folgende 
Gleichung ein, so kann man aus dieser Ma durch Ml und H dar­
stellen. Auf diese Weise kann man aus jeder Gleichung eine Unbe­
kannte durch Ml und H bestimmen, bis auf die n --1 ~te Gleichung, 
aus der dann Ml unmitte1bar als Funktion von H hervorgeht. Mit 
dieser Beziehung zwischen Ml und H konnen die samtlichen unbe­
kannten Momente durch H definiert werden. In die Gleichung 1) ein­
gesetzt, liefern . sie endlich H und somit aIle iibrigen Unbekannten. 
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Da es sich fast immer um die Ermittlungder EinfluBlinien der 
iiberziihligen GroBen handelt, so empfiehlt sich die Einhli!.ltung des 
folgenden Vorganges: 

Man berechnet zuniichst die Beiwerte der Unbekannten nach den 
Vorschriften der Gleichungen k) und 1), am besten in Form einer 
Tafel, da sich aus einer solchen die Summenausdriicke leicht be­
stimmen lassen. Bei symmetrisch gebauten Tragwerken, die meistens 
vorliegen werden, geniigt natiirlich die Berechnung der Beiwerte fUr 
eine Triigerhiilfte, nur ist etwas Vorsicht bei Ermittlung der Summen­
ausdriicke geboten, damit kein Glied verloren gehe, oder zweimal be­
riicksichtigt erscheine. Nun denkt man sich die Last 1 der Reihe 
nach in jedem Knoten angebracht und bestimmt rechnerisch oder durch 
Zeichnung die zugehorigen Momentendreiecke der 9J1-Linien. In einer 
zweiten Tafel werden nun mit Hilfe der gerechneten oder der Zeich­
nung entnommenen IDl- Werte die dreigliedrigen Ausdriicke der rechten 
Seiten der Gleichungen k) ermittelt. Fiir jede Laststellung werden 
derartige n - 1 Zahlen in einer Tafel zusammengestellt. Bei sym­
metrischen Triigern geniigt es, nur die halbe Zahl der Laststellungen 
zu beriicksichtigen, indem nur· die Knoten der einen Triigerhiilfie ein­
schlieBlich einesbei gerader:¥elderzahl vorhandenen MittelkIiotens der 
Reihe nach mit P= 1 belastet werden. 

Bei der Auflosung der Gleichung geht man nun so vor, daB man 
fiir die Beiwerte der Unbekannten die berechneten Zahlenwerte ein­
fiihrt, die rechten Gleichungsseiten aber zuniichst mit Buchstaben be­
zeichnet und diese Buchstaben wiihrend der Auflosung beibehiilt. Die 
Gleichungen sehen daher folgendermaBen aus: 

(llM1 +'Y1M'J+~lH=al 

a'JMl + (lIlM'J + 'Y'JMs +~2H=a2 

a, (l ... sind hierin Zahlenwerte. Man erhiilt nach Auflosung der Glei­
chung en die Unbekannten in der Form 

M = III a l + ll'J a2 + psas + ... + 1l,,-la"-l 

fll' 1l2··· sind ebenfalls Zahlen. Nun erst setzt man fiir aI' a2 ••• 

der Reihe nach die Zahlenreihen ein, die der Belastung der einzelnen 
Knotenpunkte entsprechen und bestimmt in einer Tafel die Produkte 
und Summen. Aus den so errechneten. Ordinaten lassen sich die Ein­
fluBlinien der Unbekannten mit Hilfe des Satzes von' der Gegenseitig­
keit der Verschiebungen einfach zusammenstellen. 

Die Auflosung der Gleichungen wird bedeutend erleichtert, wenn 
man die Elimination von zwei Seiten beginnt, das heiBt von der ersten 
und n -i-sten Gleichung aus und wenn man gegen die Mitte fort-
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schreitet. Man gewinnt durch diesen Eliminationsvorgang schlieBlich 
z wei Gleichungen, die auBer H noch zwei unbekannte Momente ent­
halten, die sich somit als Funktionen von H darstellen lassen. Der 
weitere Vorgang ist genau der gleiche, wie er oben beschrieben wurde. 
1st das Tragwerk symmetrisch zur Mitte gebaut, dann genugt die 
zahlenmaBige DurchfUhrung der Elimination in der einen Halfte der 
Gleichungen. Man erhalt die Ergebnisse fUr die zweite HaIfte, wenn 
man in den ersterrechneten Resultaten MI gegen Mn - I , M2 gegen 
.iVln _ 2 usw., ebenso a l gegen an-I' a'J gegen a n - 2 usw. vertauscht. 
1m iibrigen sei auf das Zahlenbeispiel in § 10 hinge wiesen. 

Abb·75· 

Sind die statisch nicht bestimmbaren Gr6Ben einmal bekannt, 
dann lassen sich auf Grund einfacher statischer Beziehungen die Mo­
mente (Kernmomente) fUr einen beliebigen Gurtpunkt ableiten. 

Urn auch die Pfostenkrafte zu bestimmen, denken wir uns das 
Tragwerk, wie dies in Abb. 75 dargestellt wurde, in zwei HaIften zer­
legt und die Schnittkriifte angebracht. Fur das Moment im Knoten k 
des Obergurtes gilt, wenn die auBeren Lasten am Untergurt wirkend 
angenommen werden, 

Mk=mk-HYkO. 
Hier ist mk das Moment der Hangestangenkrafte links von k, be­

zogen auf den Punkt k. 
Nun ist bei der Fe1dweite )., 

mk +1 = mk + ).,Qkz , 

wenn Qkz die Mittelkraft aller links von k + 1 gelegenen Hangestangen­
krafte, einschlieBlich der Schnittkraft Z A, bezeichnet. 

Es ist a:lso 



Tragwerke, die aus mebrfacbenGrundsystemen abgeleitet werden~ 109 

und daher 

-z. _Qz_Qz _m,,+l- rnk"_m,,-m,,_l 
"-,, " - 1 - A. A. 

1 
=I(mk+l- 2m,,+mk_1)· 

Driickt man zum ?chluB die Hilfsmomente m durch die Uberzahligen 
M und H gemaB der erstangefiihrten. Gleichung aus, so entsteht 

z,,=~~(Mk+l - zM,,+M"_l) - ~ (y"o+l - 2y"O +y"O-l) .. m) 

13- Beispiel. Ein bemerkenswertes Beispiel fiir die Vorteile, die 
das in diesem Buche dargestellte Berechnungsverfahren bei der Vnter­
suchung vielfach statisch unbestimmter Systeme bietet, liefert der Fall 
des vielfeldrigen Rahmens mit eingespannten Standern und steifen 
Ecken, Wle er in Abb. 76 dargestellt ist. Die groBe Zahl der statisch 

2 kf<1 71,-1 n 

~ N:'n N,! ~ "< 
'" 

I ... 1 I 'i I 
I 

I I I 
I I 

I k--ln--l k-lr-"J k---~ ~n-' 

Abb.76. 

nicht bestimmbaren GroBen gestaltet die Untersuchring dieses Trag­
systems nach der Methode der Formanderungsarbeit sehr schwierig, 
weshalb vielfach Naherungsverfahren eingeschlagen wurden. Wir werden 
zeigen, daB sich bei zweckmaBiger Ausnutzung der durch die Methode 
des Viermomentensatzes gebotenen HiUsmittel, insbesondere durch die 
Einfiihrung der HilfsgroBen r, die Berechnung derartiger Tragwerke 
verhiiltnismaBig einfach gestaltet. Da bei n Feldern n + 1 mehrstabige 
Knoten vorhanden sind und die Ersatzfigur (siehe § 7) einfache Be­
wegungsmoglichkeit besitzt, so kann die Ermittlung der iiberzahligen 
GroBen auf die Losung von n + 2 Gleichungen zuriickgefiihrt werden. 

Folgende Bezeichnungsweise wird sich als zwecktunlich erweisen: 
Die Riegelknoten werden von links nach rechts mit 0, 1, 2 .•. n 

bezifIert. Der Zeiger des rechten Riegeltmdpunktes gibt den Zeiger 
fiir den Riegel abo Es wird also der Stab k -1 bis k, l" genannt. 
Die Stiitzen erhalten den Zeiger des oberen AnschluBpunktes. 1st 
dieser k, ·so heiBt die Stiitze h". Die Momente in den AnschluB-

7-
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punkten eines Riegels bezeichnen wir mit dem gleichen unteren 
Zeiger, wie die zugehorige Stablange, und unterscheiden die beiden 
zu 'einem Stab gehorenden AnschluBmomente durch die oberen Zeiger 
r und l. M{ ist demnach das Moment am rechten Stabende des 
Riegels l"k' M"k' das Moment am linken Stabende des gleichen Riegels. 
Fur das obere AnschluBmoment und das untere Einspannungsmoment 
cler Stutze hk <schreiben wir Mko und Mk u. Der Stabdrehwinkel des 
Riegels l"k wird mit {J"k' der der Stiitze h"k mit {J"v bezeichnet. 

FUr jeden Riegelknoten werden nun die Momentengleichungen 
angesetzt. Die Punkte 0 und n liefem je eine Gleichung, die Zwi­
schenpunkte je zwei Gleichungen. AuBe.rdem gibt jeder StiitzenfuB­
punkt der Einspannung wegen je eine weitere Viermomentengleichung, 
wenn man sich die einzelnen Felder durch einen SchluBstab mit un­
endlich groBem Querschnitt zu geschlossenen Rahmen erganzt denkt. 

1m ganzen verfugen wir uber 3 n + 1 Viermomentengleichungen, 
zu denen noch Zn Winkelgleichungen hinzukommen, so daB das 
System der Elastizitatsbedingungen, von dem wir ausgehen, aus 5 n + 1 
Gleichungen besteht, denen 3n Uberzahlige und zn + 1 Stabdreh­
winkel als Unbekannte gegenuberstehen. 

Die Momentengleichungen fur den Riegelknoten k lauten: 

(M,,'+ zM{)l,,' + (zMkO +M"U) h,,' -e ({)" _(}"V) = N,,', I 
(M"l+zM1,T)l,,'+(zM,,'+1+M{ +1)l.': +1-e({J,,- (}k+l)=N"'+N,,T +1 t) 
und fur den darunterliegenden Einspannungspunkt der Stutze lk 

(M"O + zM"U)h"k'- e{}kV = o. . . . . . . . b) 
Einiger Erlauterung bedarf die Bezeichnungsweise der rechten 

Gleichungsseiten. Wir setzennur die Riegelstabe als belastet voraus, 
die Stutzen aber, seien zwischen Kopf- und FuBpunkt unbelastet. Die 
rechte Seite jeder Viermomentengleichung besteht im allgemeinen aus 
zwei Teilen, von denen der erste den EinfluB der Belastung des linken 
Feldes, wenn man beim Anschreiben der Momentengleichung von 
links nach rechts fortschreitet, der zweite den EinfluB des folgenden 
rechts liegenden Feldes angibt. 'Wir bezeichnen hier jeden Teil mit N. 
Der FuBzeiger k gibt an, von welcher Feldbelastung das Glied her­
ruhrt, und der obere Zeiger ~ oder r, ob das betreffende Feld fur 
diese Momentengleichung linkes oder rechtes Feld ist, da N"l und N{ 
im allgemeinen voneinander verschieden sind. 

Wir fassen nun die in den Klammem stehenden Momentensum­
men samt den Faktoren l' oder h' in Ubereinstimmung mit den Dar­
legungen in § 7 als neue Unbekannte (HilfsgroBen Ij auf und setzen 

(M"l+ ZM"kT) l,,' = X"T (Mk U + zM"O) h': = Y"o } 
(MT+zM l)l'= X I (Mo+ zMU)h ,_ Y," ...• c) 

" k k" "" k-" 
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Der untere Zeiger von X und Y steht im Einklang mit dem unteten 
Zeiger der Momente, gibt also den Stab an, auf den sich diese Hilfs­
groBen beziehen. X k gilt somit fUr den k·ten Riegel, Yk fiir die k-te 
Stiitze. Der obere Zeiger stimmt jeweils iiberein mit dem oberen 
Zeiger jenes Momentes, das mit dem Faktor 2 versehen ist. Die An· 
zabl der HilfsgroBen X und Y ist gleich der Anzahl der in unseren 
Momentengleichungen vorkommenden Momente. 

Nach Einfiihrung der GroBen X und Y in die Momentenglei­
chungen a) und b) nehmendiese folgende Gestalt an: 

X{+1fI.°-e(#k-#k")=Nkl, } 

X{+Xkl+1-e(#k'-#k+1)=Nkl+N{+1' ... 

Yku - f2{}k"= O. 

. d) 

Wie man erkennt, gewinnen die Elastizitiitsbedingungen nach 
Einfiihrung der Unbekannten X und Y sehr einfache und iiber­
sichtliche Form; die die Ausscheidung einzelner Unbekannten und 
eine hierdurch bewirkte Verringerung der Zahl der Bestimmungs-' 
gleichungen leicht ermoglicht. Zur Beseitigung der Drehwinkel aus 
den Gleichungen d) beniitzen wir die Winkelgleichungen, die fur ein 
beliebiges Feld lauten: 

Lllk + hk - 1 {}/,"-l - hk#;= O,} 
Llhk- l Llhk -lk #k- O. 

. . • e) 

Wir setzen fest, daB die Stabdehnungen Lll und Ll h nur dann be· 
riicksichtigt werden sollen, wenn sie von Temperaturanderungen her­
riihren; der EinfluB der Stablangenanderungen infolge der Langs­
krafte soli als geringfugig vernachlassigt werden. Sind die Stiitzen gleich 
hoch oder in der Lange nur wenig verschieden, so ist der Ausdeh­
nungsunterschied Ll hk -1 - Ll hk Null oder doch sehr klein, weshalb 
er gleichfalls unberiicksichtigt bleiben kann. Somit finden wir aus 
der zweiten Winkelgleichung 

_Q -_Q - ••• -_Q ••• -_Q -0 f) 'V'l - 'V'9 - - 'V'k - 'V'n - ••••••• 

Die erste der Gleichungen e) liefert, da Lllk , die Dehnung des 
Stabes lk infolge der Temperaturanderung, als gegebene GroBe be­
trachtet wird, einen Zusammenhang zwischen zwei aufeinanderfolgen­
den Stiitzendrehwinkeln. Da bei n + 1 Stiitzen n derartige Gleichungen 
vorhanden sind, so konnen samtliche Stiitzendrehwinkel durch einen 
von ihnen ausgedriickt werden. Wir wahlen hierzu #0"; es erscheinen 
daber diese Drehwinkel durch die folgenden Gleichungen mit #0" vere 

kniipft. 
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h1 {}~"=ho{}o"+All 

h'J {}'J ". _ ho19:o" + Lll~ + A l'J 
............. 

. . • . . . . . g) 

Die Gleichungen f) undg) gestatten die Beseitigung siimtlicher 
Stabdrehwinkel aus den Elastizitatsbedingungen d) bis auf den Winkel 
{}o". Die Beziehungen d) nehmen mithin die Gestalt an 

k 

X k"+ yko+ (! :0 {}o"= Nkl_: 2) Azt, 
. k k 1 

• . • • . . h) 

Die Dehnungen A l wurden mit dem Zeiger t versehen, urn anzu­
deuten, daB es sich urn Langenanderungen der Riegel infolge Warme­
schwankungep handelt •. 

Die Zahl der Gleichungen h) betragt, wie wir bereits oben fest­
gestellt haben, 3 n + 1 . Die Zahl der in diesen Gleichungen auf­
tretenden Unbekannten X und Y ist bei 2n + 1 Stabeo, 4n+ 2; 
hierzu kommt nochder Drehwinkel {}o", so daB die Gesamtzahl der 
Unbekannten 4n + 3 betragt. Da aber die Gleichungen h) die Ge­
samtheitder Elastizitatsbedingungen, die nach Verwendung der Winkel­
gleichungen ubrigbleibt, darstelIt, so muss en zwischen den GroBenX und Y 
noch n + 2 statische Beziehungen bestehen, die· wir zur weiteren Be­

Abb·77· 

rechnung heranziehen, und mit den Elastizitats­
gleichungen in Ve~bindung bringen1). Zur 
Erlangung dieser- Beziehungen benutzen wir fol­
gende Gleichgewichtsbedingungen: 

1. Die Summe aller in einem Riegelknoten 
angreifenden Momente ist Null. 

2. Die Summe aller auf das Tragwerk wire 
kenden wagerechten auBeren Krafte ist Null. 

Bedingung 1 gibt bei n + 1 Riegelknoten ~ + 1 Gleichungen, 

1) Man erinnere sich der allgemeinen Ausftihrungen tiber diese Frage 
in § 7-
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Bedingung 2 eine Gleichung, womit die fehlenden n + 2 Zusammen­
hange aufgestellt erscheinen. 

Aus 1 gewinnen wir unter Hinweis auf Abb. 77 Gleichungen von 
der Form 

-NlkO+ M{- M kl+ 1= 0 .... i) 

Aus den Definitionsgleichungen c) folgt gleichzeitig 

. . . . . . . . k) 

M 11 1 ( Y 11 "lTO) 
k =--,;:; 2 k - I.k • 

3 " 

Die Verknupfung der Gleichungen i) mit den Formeln k) liefert die 
Gleichgewichtsbedingungen in der Form 

- : I (2 y k o - ¥k") + /,(2 XI:- Xkl) -ri-(2 XI/+! - X.,ttl) = o. 1) 
k k k+l 

Nun ergeben die Gleichungen h) fur jeden Knoten die folgenden 
einfachen Zusammenhange: 

... m) 

Samtliche Unbekannten X und Y sind somit durch die Gr6Ben yo 
und {fo" ausgedrtickt. Wir ftihren die Beziehungen m) in die Gleich­
gewichtsbedingungen 1) ein, multiplizieren mit der beliebig gewahlten 
reduzierten Lange le' und gelangen zu nachstehendem Gleichungs­
system: 

1) Aus den Gleichungen h) wird zunachst Xkl+ 1 gefunden. Durch Ver­
ringerung die Zeigerziffern urn 1 wird daraus Xk1 abgeleitet. 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 8 
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l~ l' 
= lC,(2 Nkl- NkT)-r (2 NkT+1 - N k l+ 1) 

k 'k+1 

n) 

-e a t[Lk- 1 l: + Lk(2 le' _~+2l)+ Lk+1 l J 
t hk - 1 lk' hk lk' h; l~+1 hk+1lk+1' 

Fur den e-fachen Drehwinkel {}OV wurde D gesetzt; demnach ist 

D= 6El c {}oV-

An Stelle von LIlt wurde at t l eingefiihrt, somit wird 

k k 
2) Lllt= at t 2) l = at t L k · 

1 1 

Lk bedeutet die Summe der Riegelliingen von 0 bis zum Punkte k_ 
Das vollstiindige Gleichungssystem wird aus der fur das k-te Feld 

gultigen Gleichung n) erhalten, indem man k der Reihe nach 0, 1, 
2, .. :, n setzt. Fur k = 0 und k =A denke man sich einen ° voran­
gehenden bzw. n nachfolgenden Stab hinzu, setze aber aIle auf diese 
Stiibe bezuglichen l; = 00. 1m Temperaturgliede dieser beiden Glei­
chungen sind innerhalb der eckigen Klammer die ersten bzw. die 
letzten beiden Summanden Null zu setzen. Die zweite und vorletzte 
Gleichung ist bis auf den Klammerwert des Temperaturgliedes v oIl­
stiindig. In diesem Klammerwert entfiillt bei der zweiten Gleichung 
das erste Glied, bei der vorletzten Gleichung das letzte Glied. 

Die Gleichungen n) hab~n die Form von Dreimomentengleichungen, 
doch unterscheiden sie sich von diesen durch das von {}OV herruhrende 
Zusatzglied. Sie konnen kurz in der Form geschrieben werden: 

ak- 1 Y/ -1 + 2 fJk Yk
o +ak+1 YkO+ 1 + YkD=Nk + 'ikeat t. 

Nk ist der von der Feldbelastung, 'ik e IXt t der von der Tempe­
raturiinderung der Riegel abhiingige T eil der rechten Gleichungsseite. 
Die n + 1 Gleichungen n) enthalten n + 1 Unbekannte yo und den 
Sti.itzendrehwinkel {}ov. 

Die noch fehlende Gleichung lei ten wir aus der Gleichgewichts­
bedingung 2 abo Diese lautet· 

n n 
2) Hk+ 2) Pkh=O. 

k=O k=l 

H ist die wagerechte Auflagerkraft in den StutzenfuBpunkten, 
Pkh die ,Summe alIer in der Riegelachse des k-ten 'Feldes wirkenden 
wagerechten iiuBeren Kriifte. 
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Zwischen Hie und den Stiitzenmomenten besteht, wenn man die . 
Abb. 78 beachtet, die Beziehung 

+Mko "':"'Mku-~Hkhk==a~ 

Mithin ist 

1 ( 0 MU) Hk-:-:-h Mk - k ' 
k . 

oder nach Einfiihrung der HilfsgroBen Y durch die Formeln k) 

Nun ist nach Gleichung m) 

k 

Yku= e :0 #ov +: .2,111= e :0 #ov+ (Xtte ~k , 
k k 1 . k k 

somit 

Die GleicbgewichtsbedingUIig nimmt daher die 
Form an 

Abb·78. 

Mit dieser Gleichung haben wir die letzte noch fehlende Bestim­
mungsgleichung zur Ermittlung der GroBen yo und des Drehwinkels #ov 
gefunden. Unsere Aufgabe ,ist. somit im Grunde genommen gelost. 

Die Gleichungen n) und 0) ~eisen den gleichen Bau auf, wi~ die 
Bestimmungsgleichungen fiir den Lohsetdiger. Ihn~ Auflosung kann -da· 
her nach dem gIeichen Eliminationsverfahren erfolgen, wie dort. 

EinfluBlinien der GroBen yo und {}o"'. 
In der Mehrzahl der Falle wird es notwendig sein, EinfluBlinien 

zur Untersuchung des Tragwerks heranzuzieben. Ihre Darstellung auf 
Grund der allgemeinen L6sungen der Bestimmungsgleic:hungen macht 
keine Schwierigkeiten. 

Bezeichnet man die rechte Seite der Gleichungen n) mit ao' ai' 
a'l' ... an' die der Gleichung 0) mit al) und behiilt man diese allge­
meinen Zahlen bei der Aufl6sung bei, wahrend fur die Beiwerte der 
Unbekannten die tatsachlichen Zahlenwerte eingefiihrt werden, so 

8* 
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. nehmen die aIlgemeinen L6sungen der Bestimmungsgleichungen n) 
und oJ die Form an: 

+ f.J-nk a .. + f.J-Dk aD, p) 
yko= f.J-ok ao+ f.J-l" al + ... + f.J-.k_l ai-I +Pik a.+··· ) 

D="oaO+v1 a l + .. ·+"i-I a.-l +"iai+' "+"nan +"DaD' 

f.J- und .." sind Zahlenwerte, die aus den Beiwerten der Gleichungen n) 
und 0) entstehen. 

Zwecks Ermittlung des EinfluBlinienzweiges im i-ten Riegelfelde 
denken wir uns dieses Feld mit der Einzellast P= 1 anbeliebiger 
Stelle belastet. Da die ubrigen Felder unbelastet sind, so sind aIle 
N-Werte unserer Gleichungen mit Ausnahme von Nl und Nt Null. Fur 
die Belastung mit P= 1 ist aber 

Nl = - f2 l. l/, 
Nt = - fl l. l/, 

wenn fl und f2 die Stammfunktionen sind. 
Nun ist 

und daher 

1 ' 
a ----"-(2Nr-Nl) .-1 - l.' ii' 

• 
1 ' a.= --"- (2 N.l- N.r) 

• l/ • • 
ai-I = li (2 fl - (9) l:, 
ai=~ l.(2 f2 - (1) le', 

wiihrend aIle anderen a -Werte einschlieBlich aD Null werden. Die 
L6sungen p) vereinfachen sich daher bedeutend und lauten jetzt: 

YkO = f.J-/ -1 ai-I + f.J-ik ai' 1 p') 
D="'-lai - 1 +"iai' J' ....... . 

Mit den vorangehend dargestellten Werten von ai - 1 und ai gehen 
die Gleichungen p') uber in 

yko = li [f.J-ik_l (2 (1 - (2) - f.J-t(2 f2 - (1)] l:, 
D = 1i ["i-l (2 fl - (2) - ".(2 ('.J - (I)]l:· 

Wir setzen 

und 

und erhaIten die Gleichungen der EinfluBlinien der Uberziihligen m 
der endgiiltigen Form 

Y.: = f.J-i' _ll. le' 4)1 - f.J-ik l. 1.' 4)2' 
D="i_lli l: 4)1-".l.l: 4)2' . 

r) 
s) 
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Setzt man der Reihe nach k = 0, 1, 2, ••• , n und bei festgehal­
tenem k jedesmal i = 1, 2, .•. , n und wahlt man aus den allgemeinen 
Losungen, die den Zeigem k und i entsprechenden Zahlenwerte de:t. J.t 
aus, so konnen nach Formel r) alle EinfluBlinienzweige samtlichel' Unbe­
kannten y ko bel'echnet werden. Gleichung s) liefert, wenn man der 
Reihe nach i = 1, 2, .•. , n setzt, die Zweige del' D-Linie, falls man 
die zugehorigenp-Betrage den allgemeinen Losungen entnimmt. Die 
Funktionen fP1 und fP'J sind in allen Unbekannten und in allen Zweigen 
dieselben. Sie werden mittels der Tafelwerte von f1 und f'J fUr die 
ausgewahlten Zwischenpunkte berechnet. Die Ermittlung samtlichel' 
EinfluBlinienordinaten ist somit auf die Berechnung von Ausdriicken 
der Form A fPl + B fP9 zuriickgefiihrt. 

Mit Hilfe del' yo_ und D-Linien konnen aIle iibrigen EinfluBlinien: 
Ieicht abgeleitet werden. Aus den Formeln k) und m) findet man 

Mkl= 3 ~; [(2yko- 1 + YkO) + (2h::1 + ~:) D+ (2 N{- Nkl)] 
oder 

Mkl= 3~k,r(2YkO-l+Yk}+(2h::~+~~D ]-(;fP1) . t) 

und ebenso 

M,.r= - 3 ~k' [(2 y ko + yko- 1) + (2~: + h,.h:) D ] - (~ fP'J). 

Hierbei ist das SchluBglied (; 4>1) bzw. (; fP'J) nur beim k· ten 

Zweig der EinfluBlinie hinzufiigen. 
Ferner besteht 

und schlieBlich 

Rahmentrager mit FuBgelenken. 
Die Gleichungen fiir Rahmentrager mit gelenkig aufgesetzten Stiitzen 

lassen sich an der Hand des voranstehend Dargelegten sehr einfach 
ableiten. Da die Momente Mk U Null sind, so entfallen die Viermo· 
mentengleichungen b), auBerdem gewinnt man aus den Definitions­
formeln c) eine einfache Beziehung zwischen y ko und Y.:. Es ist 
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hiimlich, wenn man in J:) Mk U = 0 setzt,. 

mid daher 
2 M"o h,/ = Y"o und Mi.° hk' = Y,,1t 

U 1 0 

Y" =-Y". 
2 

1m ubrigen bleiben die Zusammenhange zwischen dim Gr6Ben X undo Y 
und iwischen den Riegelmomenten unverandert. 

rii~ Einfiihrung von. YJ;° in die Gleichgewichtsbedingungen liefert 
jetzt folgende Bestimmungsgleichungen: 

. (1 l,,' ° (le' ·3 l;' l: ) iJ l: 
Y"_1p+2Y" P+-4h'+.i-'- +Y"+1( 

k " k k+1 "+1 
+ D [ . ..!!L le' + 2 h~ (l: +~) +.l!L -~J 

h" _1l,,' h" l,,' l~ +tJ hH 1 1~+1 

= :e:(2 Nkl~ Nit) - /e' (2 N{+1- ry"l+~) 
k "+1 

_ (!tXtt [L"-1l~+2 L" (Ie: + Ie') + Lk +1 ,xc' ] n/) 
hk - 1 l" h" 1" l,,+t hk+11k+1 

und da 

ist, SQ folgt 

1 ° Hk=-h-h'Y" 
2 " k 

... 0') 

Die Gleichungen n') enthalten nur in den Beiwerten der Unbe· 
kannten Yk o und D, sowie im Temperaturgliede unwesentliche Ab­
weichungen gegenuber den Gleichungen n). Ihre Gestalt ist die gleiche 
geblieben. In 0') entfallen im Vergleiche .zu 0) die von D und den Tem­
peraturschwankungen abhiingigen Glieder. Da in den Formeln n') die 
Lastglieder die gleichen sind wie in n), so erfahren auch die Formeln 
fur die EinfluBlinien der yo und D keine A.nderungen. Ebenso unver­
iindert bleiben die Gleichungen fUr die M"l- und M/ -Linien. 

Fur M"o gilt jetzt 

und ffir H k die bereits 

. Zahlenbeispiel. 

M O = Y"o 
" 2 h,,' 

vorangehend·· ahlf~fiihrte Formel. 

Das zu untersuchende Tragwerk ist in Abb. 79, S. 122ersichtlich gemacht. 
Eli besitzt fUnf Offnungen mit den StUtzweit~n 15, 15, 20, 15, 15 m. Die 

. StUtzenhohe betragt durchwegs 8 m. Die Querschnittsmafiesind in der Skizze 
:auf S. 122 eingeschrieben. 
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Die erste Aufgabe ist die ErmittluIig der Beiwerte iIi den Bestimmungs­
gleichungen n). Sie wurde in1::afelform (Tafel 4, uIiten) durchgeflihrt. Die 
der J3.erechnung zugrunde gelegten. reduzierten Langen sind: 

1/ = 10' = 14'=/5' = 3·15 = 45 m, 
Ia' = 1 . 20 = 20 m, 

ho'=hl ' =h2'=h/=h.'=ho'=h'= 5. 8 =40 m. 

Ais Ie' wahlen wir h' und finden damit die Verhaltniszahlen 

!.c.' -!.c.' -!.c.' _ Ie' _ 40 - ° 88 
1'-['-1'-1'- -, 9, 
1 2 • ;; 45 

!e' = 4° = 2 
la' 20 

I ' c 1 h!= . 

Samtliche Verhaltnisse ho sind 1. 
hk 

Tafel 4. Beiwerte der Unbekannten ykound D. 

I ' I' I ' 
fh-:- /,+ hC,+~, 1/ Ie' I: 

)'1,= 3 T' - i' + 3,-,--· 
k k k +1 k Ik k + 1 

1 ' I' 
k C c A )'k 

Ik' h;,' 

° 1,889 1,667 
1 0,889 2.778 4>333 
2 0,889 3,889 7,667 
3 2,000 3 889 7,667 
4 0,889 2,778 4,333 
5 0,889 1,889 1,667 

Urn die durch die Symmetrie des Tragwerks hervorgerufenen Gesetzma13ig­
keiten im Bau der Bestimmungsgleichungen n) 'ausnUtzen zu konnen, vereinigen 
wir das Glied )'k D mit der rechten Seite der Gleichung und setzen 

ak' =ak-)'k D , 

so da13 die Gleichungen die einfache Form annehmen 

3.778 Yo°--t- o,889 Y,O = ao' 
0,899 Yon + 5,556 ylo + 0,889 Yoo = at' 
0,889 Y,n + 7,778 Yoo + 2,000 y 30 = a.' 
2,000 y 20 -+ 7,778 y 3 0 + 0,889 y.o = a3' 

0,889 y 3 0 + 5,556 y 40 + 0,889 Yoo = a4' 

0,889 y 4o+ 3,778 Yoo =a; 

Die Auqosung dieses symmetrischen Systems durch Elimination macht 
wenig Mtihe 1), wir finden 

Yoo·= 0,275 26 ao' - 0,04493 at' + 0,00551 a/ - 0,001 44 a3' 

+ 0,00024 a4' - 0,00005 a5' 

Y1 ° = - 0,04493 ao' + 0,19089 aJ ' - 0,0234° a/ + 0,0061 3 aa' 
- 0,00102 a4' + 0,00024 a; 

Y20 = 0,00551 ao' - 0,02340 at' + 0,14073 az' - 0,03689 a3' 

+ 0.00613 a4' - 0,00144 a5' 

') Man sehe darUber die ausfUhrlichen Erorlerungen auf S. 145 nacho 
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Die weiteren Unbekannten y 3o, Y4 0 und y 50 erhalt man aus den vor· 
stehenden Ausdriicken, indem man bei den Grotien yo und a' die Zeiger der­
art vertauscht, dati an Stelle von 0, 1, 2, ••• , 5 die Zeiger 5, 4, 3, .•. , ° 
treten. 

Nun fUhren wir fUr ak' den Ausdruck a" - Yk D wieder ein und erhalten 
nach DurchfUhrung der Zahlenrechnung: 

Yoo = 0,27526 a o - 0,04493 al + 0,0055 1 a. - 0,001 44 a3 

-f- 0,00024 a4 - 0,00005 a5 - 0,29622 D 

ylo = - 0,04493 ao + 0,19089 al - 0,02340 a. + 0,00613 a3 
- 0,00102 a4 + 0,00024 a, - 0,61S87 D 

y 2o= 0,00551 ao- 0,02340al +°,14°73 a. - 0,03689a3 

+ 0,00613 a4 - 0,00144 aij - °,728°5 D 

y 30 = - 0,00144 ao + 0,00613 al - 0,03689 a2 + 0,14073 a3 

- 0,0234° a4 + 0,00551 an - °,728°5 D 

0,00024 ao - 0,00102 al + 0,00613 a. - 0,02340 a3 
+ 0,19089 a4 - 0,04493 a5 - 0,61587 D 

Y"o = _ 0,00005 ao + 0,00024 al - 0,00144 a2 + 0,00551 aa 

- 0,04493 a4 + 0,27526 ail - 0,29622 D 

0,23457 ao + 0.1 2791 a, + 0,09064 a. + 0,09064 aa 
+ 0,12791 a4 + 0,23457 a5 - 3,28028 D 

Die Bestimmungsgleichung 0) lautet, wenn man hk und hk' als von k un­
abhangig vor die Summenzeichen setzt, die Gleichung mit hk 2 multipliziert, und 
wenn man weiter 

hk ho 1 

hk' hk' 5 

einfUhrt, 

Wit' multiplizieren mit 5 uud gewinnen die einfache Gleichung: 

5 

5 

2) y ko-6D= 5 an· 
k=O 

Die Summe 2)Yk o wurde oben durch Addition der Losungen yo bestimmt. 
k=O 

Nach Einsetzen des Summenwertes gelangt man zur allgemeinen Losung von 
D, namlich: 

D = 0,025277 ao -+ 0,013783 al + 0,009767 a2 + 0,009767 a3 
+ 0,013783 a4 + 0,025277 a5 - 0,53878 an .• , . I) 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man schlietilich die allgemeinen Formeln 
fUr die yo angeben, und zwar: 



Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen abgeleitet werden. 121 

Yoo = 0,26778 ao - °,°49°1 a1 + 0,00262 a2 - 0,00433 aa 

- 0,00384 a. - 0,00753 a; + 0,15960 an 

y 1 0 = - 0,06050 ao + 0,18240 a1 - 0,02941 a2 + 0,00012 aa 

- 0,00951 a. - 0,01534 aD + °,33182 an 

Y2 ° = - 0,01290 ao - 0,03344 at + 0,13362 a2 - 0,04400 aa 

- 0,00391 a. - 0,01985 a6 + 0,39226 an 

Yao = - 0,01985 ao - 0,00391 at - 0,04400 a2 + 0,13362 aa 

- 0,03344 a. - 0,01290 aD + °,39226 an 

y.o = _ 0,01534 ao - 0,00951 at + 0,00012 a2 - 0,02941 aa 

+ 0,18240 a. - 0,06050 a, + 0,33182 an 

Yo ° = - 0,00753 ao - 0,00384 at - 0,00433 a2 + 0,00262 aa 

- 0,0490 1 a. + 0,26778 a, + 0,15960 an 

. . . II) 

In den allgemeinen Losungen I) und II) liegen samtliche Zahlenwerte !' 
undv, die zur Darstellung der Einflul3linien nach den oben abgeleiteten 
Formeln benotigt werden, als Beiwerte der a-Grol3en vor, 

Wir wollen die Ordinaten der Einflul3linien ftir je 9 Zwischenpunkte eines 
Feldes berechnen, weshalb es noch notwendig ist, die Werte der Funktionen 
<Pt und P2 ftir diese Zwischenpunkte zu ermitteln. Wir bedienen uns hierzu 
der Tafel der Stammfunktionen f1 und f2 im Anhange und finden: 

Tafel 5. Werte der Funktionen <Pt und <P2• 

a 

I I I I I 
0,6 1 0,7 I 0,8 I - ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,9 1,0 

l 

<Pt ° 1 0,243 1 0,384 0,441 1°,4321°,3751°,2881°,18910,0961°,027 ° 
<P2 0 0,027 0,096 0,1 89 0,288 0,375 0,432 0,441 0,384 0,243 ° 

In der Tafel 6, S. 123 ist die Berechnung der Einflul3linie von D darge­
stellt. Da diese Linie spiegelsymmetrisch ist, so sind nur die Ordinaten bis 
zur Mitte des Mittelfeldes ausgewiesen. Die vollstandige Linie zeigt Abb. 79 b. 

In gleicher Weise berechnet man die Ordinaten der Einflul3linien ftir Yo 0 , 

yto, Y2~' ftber wei! diese Linien unsymmetrisch sind, ftir samtliche fUnf Felder. 
Yao, Y.o, Y,o sind die Spiegelfelder dieser Linien. 

Gleichung r) liefert unter Benutzung der Beiwerte /L aus den allgemeinen 
Losungen folgende Formeln fUr die Einflul3linienzweige: 

Eield 

3 
4 
5 

yo 
° 

yo 
t 

160,68 <P1 + 29,40 <P2i- 36,30 <Pt - 109,44 <P2 
- 29,4° <P1 - 1,57 <P2 109.44 <P1 + 17,64 <P2 

2,10 <Pt + 3.46 <P21- 23,52 <Pt - 0,10 <P2 
- 2,60 <P1 + 2,30 <P2 0,07 <Pt + 5,71 <P2 

2,30 <Pt + 4,52 <Pu - 5,71 <P t + 9,20 <P2 

7,74 <Pt + 20,04 <P2 
20,04 <Pt - 80,16 <P2 

106,88 <Pt + 35,20 <P2 
26,40 <Pt + 2,35 <P2 

2,35 <Pt + 11,88 <Ps 
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1 

~=3 
<4 

~-3 
.~ 

'" 
~=~ 

'O-unl;' + 

Mafistab der Ordinaten: 

1 ll):m = 2 Einheiten. 

2 

~=7 
~ cis 

'0; 

:J=lJ400 

.J -¥ 

a) 

,..;~ ". y 

~'f=7000 

+ + 

+ 0) + 

+ d) + 

e) 

S 
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Tafel 6. Berechnung der EiilflutilinieD. 

D=A IPI-B lPg, 

I I I 
a I 

i 111) vi-l Vi A B --

I 
D 

1 

r 0,1 +3,463 
0,2 + 5,031 
0,3 + 5,126 

600 0,02528 0,01378 15,168 8,268 
0,4 +4,17 1 

1 0,5 + 2,588 
0,6 + 0,797 
0,7 -0,779 
0,8 - 1,719 
0,9 ~ 1,600 

I I I ( 0,1 + 1,851 
0,2 + 2,612 
0,3 + 2,538 
0,4 + 1,884 

2 600 0,01378 0,00977 8,268 5,862 0,5 + 0,902 
0,6 -0,151 
0,7 - 1,022 

0,8 - 1,457 

I 0,9 I - 1,201 

1 
0,1 + 1,688 
0,2 + 2.251 

3 800 0,00977 0,00977 7,816 7,816 0,3 + 1,970 
°,4 + 1,126 

i 0,5 0 
i i 

Die YO-Linien sind in Abb. 79C) bis e) ersichtlich gemacht. Ein Vergleicb 
der Ordinatenwerte der D- und YO·Linien zeigt, dati die Werte von D ver­
haltnismatiig klein gegenUber den Betragen von yo sind. Der Einfluti von D 
auf die Momente ist daher nicht groti~ 'Bei erst en Annaberungen wird man 
sonach D und somit {}ov Null setzen konnen, wodurch die Rechnung einiger­
matien vereinfacht wird. Bei einer genaueren Berechnung aber ist die Be­
rUcksichtigung von D meist unerlatilich, insbesondere dann, wenn einseitige 
Belastung eines Feldes in Frage kommen kann. Bel Totalbelastung der Felder 
oder bei Anordnung der Lasten symmetrisch zur Mitte des mittleren Riegels 
ist die Wirkung von D Null. Sie nimmt von den Enden gegen die Mitte rasch 
ab, was eine Betrachtung der Einflutilinie von D sofort lehrt. 

Bei der praktischen Anwendung des hier dargelegten' Rechnungsganges 
ist es nicht notwendig, die YO-Linien abzutragen - es geschah hier nur, urn 
den Einfluti von D zu veranschaulichen, - sondern man berechnet unmittel­
bar mit Hilfe der Zahlenformeln fUr die verschiedenen yo auf S. 121 un ten und 
mittels der Gleichungent), u) unl v) die ZahlenausdrUcke fiir die Einfluti­
linienzweige der Momente und Auflagerkr1ifte H, die sich aIle auf die Form 
A <PI + B <Pg bringen lassen. 

Die allgemeinen Gleichungen n) und 0) sollen noch verwendet werden, urn 
die Grotien D und yo fiir Fall zu bestirnmen, dati die Riegel infolge einer 
Temperaturschwankuug ihre Langen andern. Wir wahlen t = ± 35 0 C. 
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Die reehte Seite der Gleichung 0), die mit aD bezeiehnet wurde, nimmt 
folgenden Wert an: 

FUr e setzen wir 

und fiilden damit 
aD = ± 1050 tm2 • 

Die Werte ao bis an [reehte Seite-· der Gleichungen n)] ilaben, falls nur die 
Warmewirkung beriieksiehtigt wird, die Form: 

a,,=- e att [L"-l 1/ + Lk (2 1/ _ 1/ + 2~) + Lk+! ~J . 
h"-l lk' h" lk' h,,' I,,' + 1 h"+1 1,,' + 1 

Naeh Einsetzen der Zahlenwerte erhalt man 

ao = - 0,833 e at t = + 145,8 tm9 

a l = - 4,063 l! at t = + 711,0 " 

a2 = - 16,042 l! at t = + z807,4 " 
a3 = -16,042 e at t = + 2807,4 " 

a4 = - 17,6°4 eat t = + 3080,7 " 

an = - 7,500 l! at t = + 1312,5 " 

Mit den ermittelten Werten von a" kann man unter Benutzung der allge­
meinen Losungen I) und II) S. 120 und 121 die Betrage von D und yo und so­
mit aueh die Werte der Momente und Auflagerkrafte infolge der Warme­
schwankungen bereehnen. 

Wir bestimmen hier nur D. Naeh Einbringung der Zahlenwerte der a in I) 
bereehnet man 

Da D = l! Do'/) ist, so wird 

D 709.7 
Do'/)= -= + --- = + 0,001774, e 400000 

mithin die Verschiebung des Punktes 0 in wagereehter Riehtung 

30 = ho Do'/} = 800,0,001 774 = 1,42 em. 

Das negative V orzeichen von Do'/} bedeutet, daD der Winkel, den die 
Stiitze ho mit der SchluDlinie durch die StiitzenfuDpunkte einschlieDt, bei Tem­
peraturerhohung vergroDert wird, die Stiitze bewegt sich sonach nach auDen. 
Die groDe Versehiebung von 1,42 cm laDt natiirlieh bedeutende Momente in 
StUtzen und Balken erwarten. Der EinfluD der Wilrmeschwankungen ist bei 
derartigen Systemen bedeutend. Er wachst mit der Felderzahl. 

§ 10. Berechnung des Vierendeeltragers. 
Die UmriBlinie des Triigers sei beliebig gestaltet, nur die Quer­

schnittsausbildung der Gurte sei zuniichst an die einschriinkende Be-
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dingung geknupft, daB in jedem Felde die reduzierte Lange des Ober­
gurtstabes gleich der reduzierten Lange des Untergurtstabes sei. 1m 
ubrigen kann der Querschnitt der Gurtstabe beliebig wechseln. Die 
Querschnittsgestaltung der Pfo­
sten unterliege keiner Einschran­
kung. 

Fur die Gurtstabe eines Feldes 
gilt demnach 

o'=u', 
also 

oder 

. a) 

J I I I I I I I l~ 

Abb.80 . 

d. h. die Tragheitsmomente der Gurtstabe eines Feldes verhalten sich 
so wie die zugehorenden Stablangen. Langeren Staben entspricht dem­
nach ein groBeres Tragheits. 
moment; gleichlange Stabe eines 
Feldes haben gleiches Tragheits· 
moment. Diese Verhaltnisse tref­
fen bei ausgeflihrten Tragwerken 
der Vierendeelbauart III der 
Regel gut zu, falls nicht beson­
dere Griinde flir die starkere 
Ausbildung eines Gurtes vor­
liegen. 

Die in den Abb.80a, b, c 
dargestellten Tragwerkformen, 
die in jedem Felde gleiche Ober­
gurt- und Untergurtlange aufwei-
sen, mussen unserer Vorausset-

c) 

Abb.81. 

zung gemaB auch im Ober- und Untergurt eines Feldes gleiches Trag­
heitsmoment besitzen. Bei den Tragwerken der Abb. 81 a, b, c, die 
durch verschiedene Gurtlangen in einem Felde gekennzeichnet sind, 
sind nach Wahl der aufeinanderfolgenden Tragheitsmomente eines 
Gurtes die Tragheitsmomente des zweiten Gurtes durch die Forderung a) 
festgelegt. Fur alle Stabe gilt, daB der Querschnitt zwischen zwei 
Knotenpunkten unveranderlich seL 

Da das n-feldrige Tragwerk aus n einfachen Grundsystemen ent­
standen ist, so ist es bei statisch bestimmter Lagerung, die wir zu 
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nachSt voraussetzen wolfen, 3 n-fach statisch uilbestimmt.· Wie bereits 
in § 3, 5.23 gezeigt wurde, konnen 6 n EIastizitatsbedirigungen zur 
Ermittlung der 3 n Oberziihligen und 3n Drehwinkel aufgestellt werden. 
Den EinfluB der Langeniinderungen der Gurtstabe wollen Wir, da er 

_II", _II." .9.." 
Yk- ;Vlr !' /r.,.1 

b) 

Abb.82. 

u. U. erheblich wird, in der nachfolgenden Rechnung beriicksichtigen. 
Die Langeniinderung der Pfosten kann in jedem FaIle vernachlassigt 
werden. Die Belastung bestehe aus Einzellasten, die in den Knoten­
punkten angreifen. 

Die aufeinanderfolgenden Pfosten werden von links nach rechts 
mit 0, 1, 2, ... , n bezeichnet (Abb. 82). Die zwischen den Pfosten 
k - 1 und k gelegenen Gurtstabe erhalten den Zeiger k. 

Es bedeuten· ferner: 

M"l und M,,'I' die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts 
vom Obergurtknoten k, 

M"l und M{ die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts 
vom Untergurtknoten k, 

M"f) und M,," die Momente im oberen bzw. unteren An­
schluBpunkte des Pfostens k, 
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Ok und Uk die wahren_, Liingen des Ober· bzw. Untergurtes 
zwischen den Pfosten .k - 1, undk, 

Sk' die reduzierte Liinge der Gurtstiibe dieses Feldes, 
hk und hk ' die wilhre und die reduzierte Liinge des Pfostens k - k, 
txk den Neigungswinke1 des Obergurtstabes Ok gegen die Auf-

lagerverbindungslinie, 
fJk den Neigungswinkel des Untergurtstabes Uk gegen die Auf­

lagerverbindungslinie, 

L1 Ok und L1 Uk 'die Stabliingeniinderungen der Gurtstiibe Ok und Uk 
infolge der Liingskriifte und Temperaturiinderungen, 

{}/, {}kU'{}kV die Stabdrehwinkel der Stiibe Ok' U" und hk. 

Da jedes Feld vier ausgez~ichnete Punkte -aufweist, so konnen 
je vier Momentengleichungen angesetzt werden. Es genligt, wenn die 
Aufschreibung flir ein Feld, z. B. flir das zwischen den Pfosten hk - 1 

und hk liegende, durchgefiihrt wird. Wir durchschreiten die Stiibe 
dieses Feldes, bei Punkt k - 1 des Untergurtes beginnend, im Sinne 
der Uhrzeigerbewegung und gewinnen folgende Viermomentenglei­
chungen: 

- Mkv_ 1 h,,' -1 - zM"V_ 1 hk'-l + zM{ -1 Sk' + M"l Sk' 1 
-e({}kV_1-{}"O)=ol), 

M"T -1 Sk' + zM"l s; + zMkv hk' + M"v h/ - e ({}kO _{}"V) = 0, 

Mkv hk' + zM"v hk' + ZMkl Sk' + Mk," -1 s,,' - e ({}kV _{}"U) = 0, J b) 

MklS,,' + zM{ -1 Sk' - zMkV_ 1 h,,'-l ~MkV_1 h,c'-l 
- e ({}"U - {}"V -1) = o. 

Hierbei wurde flir 

6Elc=e 
geschrieben. Die rechten Seiten sind Null, da wir nur Knotenbelastung 
vorausgesetzt haben. Addiert man je zwei Gleichungen des Systems b}, 
die gleiche Pfostenmomente enthalten, also je die erste und vierte, 
und je die zweite und dritte, so erhiilt man zunachst zwei neue Glei­
chungen: 

- 3 (M"V_l + M"V_ 1) hk'-l + z(M"r -1 +Mkr_ 1) Sk' + (Mkl + Mkl) S.' 

+ (! ({}kO - {}kU ) = 0, 

3 (M"V + M"V) h,,' + Z(Mkl + M,/)Sk' + (M{ -,1 + Mkr -l)S,,' 
- e ({}kO - {}/oU) = 0 . 

1) Die Pfostenmomente M kv _ 1 und M kv _ 1 wurden negativ eingeflihrt, da 
man sich das Vorzeichen dieser Momente durch die Momentengleichungen 
des links vorangehenden Feldes bei entgegengesetzter Durchschreitungsrichtung 
des Stabes h"_l als positiv festgelegt denken muE. 
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lur Beseitigung der Drehwinkel aus den vorstehenden Beziehungen 
beniitzen wir die Winkelgleichungen, die wir aus dem vorangehenden 
Beispiele des Lohsetragers unverandert iibernehmen konnen, da das 
Stabnetz, geometrisch aufgefaBt, dasselbe ist. Die Gleichungen lauten 
fUr das k·te Feld (siehe Gleichungenb) und c), S. 101: 

A Ok COS"k - A Uk cos Pk - (hk{}kV 
- hl,-1 {}kV -1) } 

+ l({}kO tg"k+ {}kUtgPk)= 0, • c) 

AOk sin"k + A~tk sin Pk - l ({}kO - {}kU ) = o. 

Man ki:innte nun fiir die Differenz ({}kO - {}k U) in den obigen Mo­
mentengleichungen den Wert aus der zweiten Winkelgleichung ein­
fiihren. Nun ist aber der EinfluB des Gliedes A Ok sin"k -f- A Uk sin p", 
auf die GroBe der Uberzahligen praktisch so geringfugig, daB wlr es, 
ohne nennenswerten Fehler zu begehen, vernachlassigen und 

.. d) 

setzen konnen. Gleichung d) ist fur die in Abb. 80 a und b dar· 
gestellten Tragwerksformen bei lotrechter Belastung strenge richtig. 

Um die Anzahl der Unbekannten zu verringern, beriicksichtigen 
wir die. statischen Beziehungen, die zwischen den drei Momenten eines 
Knotens bestehen. Aus der Bedingung, daB die Summe der Momente 
an einem herausgeschnittenen Knoten Null ist. folgt fiir jeden Ober­
gurt. bzw. Untergurtknoten: 

MV=Ml_MT und MV=Ml_Ml', 

womit die voranstehenden Gleichungen iibergehen in 

- 3 (Mkl_1 + M"l_1) hi,' - 1 + (MkT - 1 + MkT -1) (3 hi,' -1 + 2 Sk') 1 
+ (Mkl + Mkl) Sk' = 0, 

(MkT -1 + Mkr -1) Sk' + (Mkl + Mkl) (3 hk' + 2 Sk') 
- J" (M T --+-- M r) h I = o. k I I, k 

. e) 

Derartige Gleichungen konnen in der lahl 2 n aufgestellt werden. 
FaBt man die in den Klammern stehenden Momentensummen als Un­
bekannte auf, so ist leicht zu erkennen, daB nur 2 n verschiedene 
Momentensummen moglich sind, daher konnen diese 2n GroBen aus 
den Gleichungen e) ermittelt werden. Ihre Berechnung ist sehr ein­
fach. Da die rechten Seiten durchwegs Null sind, so verschwinden 
die lahlerdeterminanten samtlicher Unbekannten, und es folgt: 

und 
oder 

und 
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Wir gelangen damit zu zn sehr einfachen Beziehungen zwischen 
den Gurtmomenten. Die Gleichungen f) besagen,. daB Ober­
und Untergurtmomente eines Feldes paarweise der GroBe 
nach gleich sind und, vom Innern des Feldes gesehen, ent­
gegengesetzten Drehsinn haben. Von den 3 n Bestimmungs­
gleichungen zur Ermittelung der Uberzabligen haben Wir somit 2n in 
den Gleichungen f) gefunden. Es bleibt daher nur noch die Auf­
stellung von n weiteren Gleichungen iibrig. 

Wir gehen zu diesem Zwecke nochmals auf die Ausgangsglei­
chung en b) zuriick, um durch .eine neue Verbindung eine weitere 
Gruppe von winkelfreien Gleichungen zu gewinnen. Wir benutzen 
hierzu die ersten zwei Gleichungen, die mit hk- 1 und hk multipliziert 
und sodann addiert werden. Es entsteht: 

- (MkV
_ 1 + 2Mk"_1) hk'-1 hk - 1 + (Mk" + 2 Mk") hk' h.,. 

+ M{ -1 Sk' (zhk- 1 + hk) + M// S; (hk -1 + 2hk) 
- e [-(hk -&k" - hk_ 1 19-k" -1) + -&kO (hk - hk -1)] = o. 

Die erste Winkelgleichung kann in der Form geschrieben werden: 

- (hk -&/," - hk - 1 -&~-1) + -&.,.0 (hk- h.,._I) = - (Aokcos ".,. -Aukcos Pk) 

wenn man beachtet, daB nach Gleichung d) -&ko = -&ku ist, und daB 
die Beziehung besteht: 

A (tg "k + tg Pk) = hk - hk -1 . 

AusMomenten- und Winkelgleichungen folgt die winkelfreie Beziehung: 

-- (Mk" -1 + 2Mk" -1) hk'-1 hk- 1 + (Mk" + 2 Mk") hk' hk 
+ M{ -1 Sk' (2hk_1 + hk) + Mkl Sic' (hk -1 + zhk) 
+ e (A Ok cos ak - A Uk cos Pk) = o. 

Wir beseitigen noch die Pfostenmomente, indem wir. sie wie oben 
durch die benachbarten Gurtmomente ersetzen, und erhalten: 

- (Mkl_l + ZMkl_ 1 ) hk' -1 hk- 1 + (Mkr -1 + zMkr -1) hk' -1 hk- 1 

+ M/ -1 S; (2hk_ 1 + hk) + (Mkl + ZMkl) hk' hk + MklS; (hk- 1 + 2hk ) 

- (Mkr + 2M{) hk' hk + e(Aokcos "k - AUk cos Pk) = 0.. • . . . g) 

Da n derartige Gleichungen aufgestellt werden konnen, so haben 
wir in den Gleichungen f) und g) die 3 n Bestimmungsgleichungen 
gefunq.en, die qie Ermittlung der Uberzahligen ermoglichen. 

Unsere Aufgabe ist es nun, die 4 n Gurtmomente dieser Gleichungen 
durch die auBeren Lasten und die zweckmaBig zu wahlenden Uber­
.zahligen auszudriicken. Wir betrachten zu dies em Zwecke Abb. 83. 

In der oberen Abbildung sind die Schnittkrafte fUr einen Schnitt 
unendlich nahe links vom Knoten k eingetragen. Das Moment der 

Ble ich, Viermomentensatz. 2. Auf!. 9 
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auBeren Krafte sei durch 0k!k = rolk gegeben. Da zunachst nur lot­
rechte in die Pfostenrichtung fallende Knotenlasten und Auflagerkrafte 

I. 

vorausgesetzt werden, so ist 
die wagerechte Komponente 
der Schnittkraft im Obergurt 

. gleich der wagerechten Kom-
0',) ponente der Schnittkraft im 

Untergurt desselben Feldes. 
Wir bezeichnen diese Teilkraft 
mit X k . Tko und Tk U sind die 
lotrechten Komponenten der 
Schnittkrafte an den Schnitt­
stellen beider Gurte. Die 
Gesamtkraft aus X k und Tk 
nennen wir die F e1dkraft im 
k-ten Felde des Ober- bzw. 

0) 
Untergurtes. Sie ist nicht zu 
verwechse1n mit der Langs­
kraft des Ober- bzw. Unter­
gurtes, da die Feldkraft keines­
wegs in die Gurtrichtung faUt. 

.-----rk-----u· Die Momentengleichung 
fur den Obergurtknotell' k 
lautet somit (Abb. 83a): Abb.83· 

- Mkl + Mkl + rol" - X"hk = o. 

Unter Benutzung der Gleichungen f) erhalt man daraus: 

M l_rol,,_ Xkh" ) ,,_ . . ..... h 
2 2 

In derselben Weise findet man M,,', wenn man einen Schnitt un­
endlich nahe rechts vom Knoten k in Betracht zieht (Abb. 83b). Die 
Momentengleichung wird jetzt 

- M.: -t M,." + rol" - XI' +1 hk = 0 

und daraus bei Benutzung der vereinfachenden Beziehungen f): 

M'- roll,_ X k +1 hk 
,,- 2 2' . .. h') 

Es ist also gelungen, die Obergurtmomente Ml und MT durch die 
auBeren Momente rol und durch die Feldkraftkomponenten X auszu­
drucken, somit sind auch die Untergurtmomente durch diese GroBen 
bestimmbar, und wir finden daher 



Berechnung des Vierendeeltragers. 131 

) • . . . . i) 

Ebenso kannen die in der Gleichung g) vorkommenden Lingenande­
rungen leicht durch die GraBen X dargestellt werden, namlich: 

0,( cos tXk· 0k - XkO k + 
LI 0/, cos tX" = E F 0 ± tXt t 0k cos tXk = -IFF-"· - tXt t Ak, 

k k 

LI cos fJ = Uk cos fJk· Uk = Xk'ttk 
Uk k EF u EF'" 

1£ k 

wobei + t die Temperaturdifferenz des Obergurtes gegen den Unter­
gurt bezeichnet. Somit ist 

e (LI 0k cos tXk - LI Uk cos fJ k) = - 6X" [0" f.co + Uk {ij,J ± 6ElctXttAk . • k) 
" k 

Bei der Aufstellung der Ausdriicke fUr die Langenanderungen 
wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB die Feldkraft gleich der Gurt­
langskraft ist, was, wie schon oben bemerkt wurde, nicht richtig ist. 
Gewahnlich ist aber die Neigung der Feldkraft gegen die Gurtrichtung 
nicht allzu groB, so daB es erlaubt erscheint, bei der Ermittlung des 
an sich nicht betrachtlichen Gliedes, das den EinfluB der Langen­
anderungen darstell t, die 0 ben benutzte Vereinfachung einzufiihren 1). 

Samtliche Momente und Langenanderungen der Bestimmungs­
gleichungen g) kannen daher als Funktionen der n GraBen X, die 
wir als Uberzahli ge wahlen wollen, dargestellt werden. Die Glei­
chung g) nimmt nach EinfUhrung der Werte aus den Forme1n h), i), k) 
die endgUltige Form an: 

X k - 1 h/ -1 hk2 _ 1 - X k [hk'_lhk2 -1 +2Sk' (hk2_1 +hk_1hk+hk2)+hk' hk2 

+ 12 (Ok f.co + Uk feu)] + X H1 h,,' hk'J 
k /, 

= - [imk - 1 Sk'(2hk _ 1 + hk ) + imk sk'(h,,-1 + zhk )] =t= 1zEletXttA". 1) 
Hierbei ist k der Reihe nach 1, 2, ... , n zu setzen. Die rechten Seiten 

') Es steht naturlich nichts im Wege, die Berechnung dieses Einflusses 
genau durchzufiihren. FUr die Gurtkraft 5 ist dann zu setzen 

S=Xcosa+Tsin lX, 

wenn a die Neigung des Gurtes gegen die Wagerechte bedeutet. T kann man 
eben falls durch X ausdriicken und erhalt ein Zusatzglied im Beiwert von X k 

wie oben, aufierdem ein weiteres von !lJC abhiingiges Glied auf der rechten Seite. 

9* 
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der ersten und 1etzten G1eichung des Systems 1) weich en etwas von 
der allgemeinen Form abo 

Die erste G1eichung 1autet: 

... = - [Wlo(ho' ho + Sl' ( 2ho + hI)) + IDcl s/ (ho + 2hJJ 

und die 1etzte G1eichung: 

... = - [Wln- 1 sn' (zhn_ 1 + hn) + Wl,,(s,,' (2h" + hn- l ) + hnh,,')]. 

1st Wlo und ilJC" wie beim frei aufliegenden Balken mit lotrechter Be-
1astung Null, dann Hillt diese Unterscheidung fort. 

Die n G1eichungen 1) reichen aus, um die GroBen X und somit 
alle anderen Werte zu bestimmen. Die Ermitte1ung der Dberzah1igen 
ist damit auf die Auflosung eines Systems dreig1iedriger G1eichungen 
der Form 1) zurUckgeflihrt. 

Wir hatten den Rechnungsgang insofern abkiirzen konnen, als wir 
nach Feststellung der G1eichungen f) diese einfachen Zusammenhange 
zwischen Ober- und Untergurtmomenten in die beiden ersten Glei­
chungen b), die zur Ableitung der dritten Gruppe der Bestimmungs­
gleichungen benutzt wurden, eingefiihrt hatten. Die etwas lang ere 
Darstellung wurde gewahlt, um den Eliminationsvorgang, der zu den 
3 n Bestimmungsg1eichungen fUhrt, klarer zum Ausdruck zu bringen. 

Fiir den Paralle1trager nehmen die G1eichungen 1) besonders 
einfache Form an. Wir setzen hl<-l = h" = h und Sk' = ).k', der redu­
zierten Fe1dweite, weiter Fk o = F k

u = Fk und erhalten 

X k - l hk'-l - X k [hk'-l + 6A/ + hk' + 24 ~ ~~J + Xk+l hk' 
k 

Ak'(<m ! ) - ET Ak 
= - 3 It ""k-l-r Wlk + 12 Jeftt t h2' . m) 

Das Glied 24 },~ Ie ist gewohnlich klein und kann wenigstens bei vor­
h" Fk 

laufigen Berechnungen vernach1assigt werden. 
Der V organg der Auflosung des Gleichungssystems ist derselbe 

wie bei der Auflosung cler Gleichungen des Lohsetragers. Nur liegt 
hier die Sache insofern einfacher, als kein von H abhangiges Glied 
vorhanden ist. Wir enthalten uns hier weiterer Erorterungen, da der 
Rechnungsgang an einem Zahlenbeispiel weiter unten ausfiihrIich dar­
gestellt werden wird. 

In den vorangehenden Darlegungen wurden die auBeren Krafte 
als lotrecht gerichtet vorausgesetzt. Nun wollen wir noch untersuchen, 
welche Anderungen die Bestimmungsg1eichungen 1) erleiden, wenn 
in den Knotenpunkten wagerechte Krafte angreifen. 
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Solange die iiuBeren Lasten in die Pfostenrichtung fallen, sind die 
wagerechten Teilkriifte X der Fe1dkraft fUr Ober- und Untergurt gleich 
groB. Es ist in diesem 
FaIle auchfiir die GroBe 
des auBeren Momentes 
ml< gleichgiiltig, ob der 
Bezugspunkt k im Ober­
oder Untergurt gelegen 
ist. All dies ist nicht 
mehr der Fall, wenn wage-
rechte auBere Kriifte hin-
zutreten. 

Wir haben die G1ei­
chung en h) und h') in der 
Weise bestimmt, daB wir 
die Momentensumme in 

II 

TirO 

X;·xt+EH 
~~~-T-:r-

bezug auf den Obergurtknoten k als Momentenpunkt gebi1det haben. 
Die in diesen Gleichungen auftretenden X·Krafte sind dem­
nach die wagerechten Komponenten der Fe1dkrafte des 
Untergurtes. Halten wir das fest, dann ergibt sich unter Hinweis 
auf Abb. 84 die wagerechte Komponente der Obergurtfeldkraft im 
k-ten Felde mit 

k-l 
Xko=Xk"- 2JH. 

o 

Da nun X k
o und XI<" ihrem absoluten Werte nach nicht mehr 

gleich sind, so andert sich hierdurch das unter dieser Voraussetzung 
abgeleitete, von den Gurtliingskriiften herriihrende Zusatzglied der 
Gleichung 1). 

Es ist jetzt 

somit folgt 

e (LI Ok cos a" - LI Uk cos 13k) 

=- 6Xk" L10k -i"-o + Uk f,c,,] - 60k feo 2 H + 6EfcaP"k' .•.. k') 
k k k 0 

Mit diesem Gliede nehmen die Bestimmungsgleichungen die 
Form an: 
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X kU -1 h~' -1 hk2 _ 1 - X kU [hk' _l hk2 -1 + 2s,,'(hk2 -1 + h"_1h" + h"l!) 

+ hk'hk'l. + 12 (o~ feo + Uk {eu)] +XkU+lh,,'+1hk'l.+1 

[ 
k k 1. ):-1 ] 

= - SJJl" _ 1 SIc' ( 2 h" _ 1 + hIe) + SJJl" Sk' (h k _ 1 + 2 h,,) - 12 0" F :0 f H 

+ 12EleaP,,,. .. . ...... 1') 

Die Gieichung 1') unterscheidet sich somit nur durch das von I H 
abhiingige Glied auf der rechten Seite von der Gieichung 1). Durch 
den oberen Zeiger U wurde angedeutet, daB die aus dieser Gieichung 
errechneten Werte der Uberzahligen X sich auf den Untergurt be_ 
ziehen. Samtliche Momente SJJl beziehen sich auf die Knoten­
punkte des Obergurtes. 

Vernachiassigt man, was unter Umstanden erlaubt ist, die Wirkung 
der Gurtlangskrafte, dann falit auf der rechten Seite das unterscheidende 
Zusatzglied weg, und die Gieichung I~ geht in die Gieichung 1) liber. 

Einflu8liniender Oberzahligen. 
Nach der Auflosung der Bestimmungsgieichungen erhalt man die 

Unbekannten X in der Gestalt 

X =,ul a1 + ,ul!a'l. + ,usaa + ... + ,u.a" + ... + ,una.. . . n) 

,ul,ul! ... sind Zahlenwerte, die sich aus den Beiwerten der Unbekannten 
im Gieichungssysteme ergeben. Die a1 all • " sind die zunachst unbe­
stimmt gelassenen rechten Seiten der Gieichungen 1). 

Urn nun die EinfluBlinien der Dberzahligen zu finden, belastet 
man der Reihe nach die einzeinen Knoten mit P= 1, bestimmt hier­
fur die Werte a und mit Hilfe der Losungen n) die Einzelwerte del 
Unbekannten X, aus denen dann die EinfluBIinien zusammengestellt 
werden. Bei symmetrischen Tragern genligt natiirlich die Berechnung 
fiir eine Tragerhalfte. 

Aus der Tatsache, daB der Beiwert der mittleren Unbekannten 
in den Gleichungen 1) bedeutend groBer ist als die Beiwerte der rechts 
und links stehenden Gleichungsglieder, folgt, daB in dem Ausdrucke n) 
qer Unbekannten X k der Beiwert,u" weitaus groBer ist als alle librigen 
Zahlenwerte. Die Beiwerte ,u nehmen vom Gliede ,uka" rasch nach 
beiden Seiten abo In erster Annaherung kann daher auch 

X,,= ,u"ak 

gesetzt werden. Flir genaue BerechilUngen genligt die Berucksichtigung 
je zweier Glieder vor und hinter ,uk ak, . alle anderen Glieder konnen 
Null gesetzt werden. Mit dieser Eigenschaft der Losungen n) hiingt 
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in weiterer Folge auch die bemerkenswerte Form der EinfluBlinien 
der Uberzahligen X zusammen. In Abb. 85 ist eine solche EinfluB­
linie dargestellt. S~l:\arf be­
tont sind nur die Punkte a 
und b, wahrend die knicke 
c und d nur wenig merk­
lich sind. Die Teile 0 - c 
und d - n weichen so we-
nig von der geraden Linie 
ab, daB selbst bei groBe- a b 

rem ZeichnungsmaBstab die Abb.85. 

Krummung dieser Zweige 
nicht zum Ausdruck kommt. Fur Vorberechnungen genugt daher die 
Ermittlung der zwei Punkte a und b der EinfluBlinie, die dann mit 0 

und n geradlinig verbunden werden. Fur genauere Berechnungen 
empfiehlt es sich, auch noch die Punkte c und d zu bestimmen. 

N aherungsverfahren. 
Obwohl die Aufl6sung des Gleichungssystems 1) selbst bei vielen 

Gliedern keine besonderen Schwierigkeiten macht, ist es doch zweck­
maBig, fUr Vorberechnungen einfache Bestimmungsgleichungen fUr die 
Uberzahligen X zur Hand zu haben. Diese k6nnen nach dem Vor­
bilde Engessers1) in der Weise gewonnen werden, daB man den 
EinfluB der Verbiegung der Pfosten vernachlassigt, deren Tragheits­
moment also unendlich groB annimmt; dementsprechend werden die 
reduzierten Langen h,,' Null, und in den Gleichungen 1) verschwinden 
die AuBenglieder. Die Gleichungen nehmen jetzt die einfache Form an: 

ZX7h'[h,,2 -1+ h"-1 h,,+ h,,2] =s,,' [W'l"_1(zh"_1 +hk ) + W'l,,(h"_1 + hk)] 

und daraus 

X = W'l"-1 (Zh"_1 + hI<) + W'l" (h k - 1 + zhk ) ) 
" (2+ '") .... 0 z h" _ 1 h" _ 1 hk T h,,· 

Die so berechneten Werte entsprechen den Stammwerten Eng. 
essers. Sie weichen allerdings manchmal nicht unerheblich von den 
genauen Werten ab, doch sind sie, wie man sieht, unabhangig von 
der Querschnittsgestaltung der aufeinanderfolgenden Gurtstabe, wes­
halb sie fur eine Vorberechnung, urn vorlaufige Anhaltspunkte fur die 
Querschnittsgestaltung zu erhalten, sehr gut zu verwenden sind. Urn 
die EinfluBlinien zu bestimmen, geniigt es, zwei Werte von X" nach 
Formelo) zu berechnen, indem man die Last 1 im Knoten k -1 und 
hierauf im Knoten k aufstellt und die zugeh6rigen W'l- Werte ermittelt 

') Prof. Dr.-Ing. Fr. Engesser: Die Berechnung der Rahmentrager. 
Berlin 1913. 
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Paralleltrager in Vierendeelbauart. 
Wir benutzen die Gleichungen m) von S. 132, um fiir den im Hoch· 

bau hiiufig vorkommenden Fail gleicher Feldweite und unveriinder­
licher Gurt- und Pfostenquerschnitte eine geschlossene Formel fur die 
Uberziihlige X abzuleiten. Da aile ).' und J{ jetzt einander gleich 
sind, vereinfacht sich die Gleichung m) bei Vernachliissigung des Ein­
flusses der Liingskraft zu 

p 

0 1 2 £-'1 £ n-1 TV 

I T 
~I~~---------------------l=nk----+-----------------~~~I 
I I 

a) 

Abb.86. 

1st der Knoten i mit P belastet, so gilt fur Knotenpunkte links 
von i, Abb. 86a: 

somit 

WI = P n -- ~ (k = 1) ). und 
k-1 n 

n-~ 
Wlk = P---- k2, 

n 

n-~ 
imk - 1 + Wlk = P--(2k -1)).. 

n 

Fur Knotenpunkt rechts von i, Abb. 86 b 

9Jlk - 1 = pi (n-- k + i)). und n . 
~ 

Wlk=P-(n-k)J., 
n 
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daher 
i 

Wll<-l +WlI<=P-(zn- zk+ 1)A.. 
n 

Mit c = 1 + 3h~' und f1, = 3 P h:' nehmen daher die Gleichungen fur X 

folgende Form an: 
fiirk<i 

~ 
XI<-l - zcXI< + X1<tl = - f1, -(zn - zk + 1)A.. n 

FaBt man die voranstehenden Gleichungen als Differenzengleichungen 
auf, so werden sie durch die nachstehenden Losungen befriedigt: 
fiirk<i 

Hierin bedeuten ~1 und ~2 die Wurzcln der quadratischen Gleichung 

~2-zc~+1=0, 
namlich 

~1=C+VC2_1 und ~2=C-VC2_1o 

Fuhrt man wieder fur c und f1, die ausfiihrlichen Werte ein, so 
nehmen die Losungen mit A.' = A. die Gestalt an: 
fur k < i 

- I< k A. i 
Xk=C3~1 +C4~2 +P-h-(zn-zk+1). z n 

Die Festwerte C1 bis C4 bestimmen sich aus den Grenzbedingungen 

Xo=O, X,,+1 =0, Xi=Xi , Xi+1 =Xi +1o 

Man erhaIt daher folgende Gleichungen zur Ermittlung der Fest­
werte: 
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C I: n+1+C I: n+l=p~i 
3"1 4\;2 zhn' 

(C1-C3H1i+(C2-C4)~2i=P Z).,h' 

(C -C H i+l+(C -C)~ i+l __ P~ 
1 8 1 2 4 ~ - zh' 

Aus Grunden der Symmetrie findet man, wie wir unten noch aus­
fuhren werden, mit einer der beiden Losungen das Auslangen. Wir 
berechnen daher bloB C1 und C2 aus dem Gleichungssystem der C 
und finden 

C - -p)., [i_ n-i ~ n+1 
2-zh(~1n+1-~2n+1) n n 1 

+~1n-i(1 +~1)-~2-"-i(1 j-~2)]. 
~2-~1 

1m N enner kann man ~ 2 n+1 gegen ~ 1 n+1 , da ~ 2 klein gegen ~ 1 ist, 
in der Regel vernachliissigen. X k nimmt schlie.B1ich, wenn man die 
Verkniipfung ~1' ~2 = 1 beachtet, die Form an 

X. = p)., [i (~ n-k+l __ ~."n+k+l) + n - i (~" k _ ~ 2n-k+2) 
k zh n 2 - n" '2 

__ ~_ (~i-k+l_ ~ i+k+l + ~ 2n-i+k+2 _ ~ 2n-i-k+2) 
1 - ~2 2 2 2 2 

+nn i(2k_1)] . _ ....... _ p) 

~2 ist hierbei die kleinere der beiden Wurzeln ~1 und ~2' Da ~2 
eine kleine Zahl ist (meist < 0>4), so konnen die hoheren Potenzen 
je nach dem apgestrebten Genauigkeitsgrad unterdriickt werden, wo­
durch die Rechnung sehr vereinfacht wird. 

Die Gleichung p) gilt nur solange k < i ist, wenn i der Lastpunkt 
ist. 1st k > i, so denke man sich die Wirkung im Felde n - k 
also X,,_k fUr die symmetrische Laststellung, d. i. also Last P im 
Punkt n - i stehend, ermittelt. In dies em Falle ist, wie eine einfache 
Uberlegung lehrt, X,,-k gleich dem gesuchten Xl<' 

Auch zur Ermittlung der EinfluBlinien geniigt die Gleichung p). 
Diese Formel gibt die Feldkriifte X an in jenen Fe1dern, die links 
vom belasteten Knoten i liegen, sie liefert also die Ordinaten der 
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EinfluBlinienteile rechts von k, d. i. von k bis n. Da nun die Ein­
fluBlinie von X k spiegelbildlich gleich ist der EinfluBlinie von X .. - k , 

so ermittle man auch diese Linie von n - k bis n und setze aus 
beiden Hiilften die Xk·Linie zusammen. 

Zahlenbeispiel. 
Es ist die Einflufilinie Xa fUr einen achtfeldrigen Trager von 20 m Stutz­

weite darzustellen. Die Tragerhahe betrage 2,50 m. Das Tragheitsmoment 
des Gurtes sei zweimal so grofi als das der Pfosten. Sonach ist 

20 
2'=2=8=2,50 m, 

Damit erhalt man 

und die kleinere Wurzel 

h' = 2,50 2=5,00 m. 
1 

~ = ~ _ -y2 5 _ 1 = 0,2087. 
2 4 

Wir berechnen noch: 

~2=0,0436, ~3=0,0091 , ~4= 0,0019, 

Hahere Potenzen von ~ sollen vernachlassigt werden. Nun setzt man in 
Gleichung p) k = 3 und i der Reihe nach 3 und 4 und gewinnt so die Ordinaten 

8 

Abb.87· 

der Einflufilinien von Xa fUr die Punkte 3, 4. FUr die weiteren Punkte 5 bis 8 
ist die Errechnung der Ordinaten, wenn man sich des auf S. 135 Uber die Ein­
flufilinien Gesagten erinnert, nicht notwendig. 

X 3(3) = ~ [~ (~6 - ~12) + ~ (~3 - ~15) - 1 1 ~ (~- ~'+ ~18 _~12) + %. 5 J= 1,479, 

X 4(4) = ~ [~ (~6 - ~12) + % w - ~15) - 1 1 ~ (~2 - ~8+ e'- ~11) + ~'5 J= 1,234' 

Setzt man nun k' = n - k = 5 und i' = n - i = 6 bzw. 7, so erhalt man die 
Einflufilinienordinaten fUr i = 2 bzw. 1. 

Xa(2) = ~ [~ (~4 - ~14) + ~ (~5_ ~la) - 1 1 ~ (~2 - ~12+ ~17_ n+ ~'9 J= 1,108, 

X (I)=~ rZ (~4 _ ~14) + ~ (~5 _ ~13) __ 1_ (~3,- ~13+ ~16_~6) +~'9J=0 560. 
3 2 L8 . 8 1 - ~ 8' 

In Abb. 87 ist die X3 - Linie zur Darstellung gebracht. 
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Bogentriiger der Vieren~eelbauart. 

Es 5011 noch der Fall untersucht werden, daB das Vierendeel­
ttagwerk statisch unbestimmt gelagert ist. Ais Beispiel wahlen wir 
den Zweigelenkbogen (Abb.88). Die Lasten grenen mittels Hange­
stang en am Untergurt an. 

~ 
Abb.88. 

Zu den 3n Un­
bekannten des Bai­
kentragers tritt noch 
eine weitere Unbe­
kannte, der Bogen· 
schub H, hinzu. Dem­
entsprechcnd ben6ti­
gen wir auch eine 
weitere Elastizitats­

bedingung. Die festen Kampfergelenke denken wir uns durch einen 
Stab mit unendlich groBem Querschnitt, der die Auflagerpunkte ver· 
bindet, ersetzt. Da kein neuer ausgezeichneter Funkt hinzutritt, so 
k6nnen auch keine weiteren Momentengleichungen aufgestellt werden. 
Dafiir aber k6nnen zwei neue Winkelgleichungen, die sich iiber das 
Stabeck erstrecken, das vom Untergurt und dem Zusatzstab gebildet 
wird, angesetzt werden. Die eine Winke1gIeichung bestimmt das un­
bekannte H, die zweite einen weiteren, neu hinzugekommenen Stab­
drehwinkeI, da durch Hinzutreten des Verbindungsstabes A B die Zahl 
der Stabdrehwinkel urn Eins vermehrt wurde. 

Die beiden Winkeigieichungen lauten mit Bezug auf Abb. 88: 

Da an Stelle des auBeren Momentes 9111& das Moment 911/< - H y/< 
tritt, so kommt in jeder der n Bestimmungsgleichungen I') ein von 
H abhangiges Glied, ahnlich wie beim Lohsetrager, hinzu. Driickt 
man nun in den Gleichungen q) die {}/< durch die Unbekannten und 
auBeren Lasten aus, so erhalt man eine. weitere Gleichung zur Er· 
mittlung von H. 

Man kann nun unter Verwertung der Rechnungsergebnisse fiir den 
Balkentrager einen kiirzeren Weg zur Bestimmung des Bogenschubes H 
einschlagen. Wir denken uns zu diesem Zwecke das Balkentriiger· 
system einmal mit den gegebenen Lasten, das zweitemal mit der zu­
nachst unbekannten Kraft· H belastet. Diesen beiden Belastungs­
zustanden entsprechen die Unbekannten X,t und X/<H; dann ist der 
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tatsachliche Wert der Uberzahligen im Bogentrager 

Xk=X/+X/,H. 
Dementsprechend ist auch 

{}k = {}kP + {}kH 

oder 

und ebenso 
L1 Uk = Li ukP + H L1 ukH =l, 

141 

wenn mit {}/,H=1 der Drehwinkel des k·ten Gurtstabes und mit L1 JtkH=l 

die Langenanderung des Stabes Uk fur den Belastungszustand H = 1 
bezeichnet werden. Die erste der Gleichungen q) nimmt nun folgende 
Gestalt an: 

n n n 
Z Uk {}/ sin Pk + H ZU,,{}kH =1 sin Pk + Z L1 tt/ cos Pk 

"=1 "=1 k=1 
n 

-t- H Z L1 tt;,H=1 cos p" = 0, 
k=1 

woraus sich 

n n 
Z Uk {}kH =1 sin Pk + Z L1 U kH =1 cos p" 

k=1 "=1 

bestimmt. 
Betrachten wir den Zahler 

naher. Das Produkt Uk {}kP 

sin Pk ist gemaB Abb. 89 
nichts anderes als die wage· 
rechte Verschiebung des 
PuU:ktes k infolge der Stab· 
drehung, wenn der Punkt 
k - 1 festgehalten ist; eben­
so ist L1 u/ cos Pk die wage­
rechte Verschiebung des 
Punktes k infolge der Stab· 
langenanderung. Somit wird 

n n 

Abb.89. 

0; = Z ttk {}/ sin p" + Z L1 ukP cos Pk 
"=1 k=l 

. . . . . r) 

die wagerechte Verschiebung des Punktes B des Balkentragwerkes 
unter der Wirkung der Lasten P, wenn A festgehalten wird. 

Kommt nur eine einzige Knotenlast P = 1, wie dies bei der Be· 
rechnung der EinfluBlinien cler Fall ist, in Frage, so kann man vom 
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Satze iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen Gebrauch machen 

und schlieBen: Die wagerechte Verschiebung ~~ des Punktes B durch 
die lotrechte Last 1 im Knoten mist gleich der V erschiebung d~s 
Punktes m im lotrechten Sinne, wenn der Trager mit H = 1 belastet 
wird. Der Ziihler bedeutet also die Ordinate der Biegungslinie (fUr 
lotrechte Verschiebungen) im Punkte m, wenn auf das System die 
Last H = 1 wirkt. Damit ist auch die EinfluBlinie fiir H gegeben; 
man braucht bloB die Ordinaten der Biegungslinie mit dem Nenner 
der Gleichung r) zu dividieren. Auch dieser Nenner kann, wie eine 
einfa<;he Uberlegung lehrt, als wagerechte Verschiebung des Punktes B 
fiir den Lastzustand H = 1 gedeutet werden. Man erhiilt schlieBlich 
die bekannte Gleichung 

~H=l 

H=-~ 
~:=1 

_ . . • . . r') 

Der Vorgang bei Berechnung des Bogentragers nach Vierendeel­
bauart ist sonach folgender: 

Man ermittelt die EinfluBlinien· der GraBeri X fiir den Balken­
trager, wie dies oben beschrieben wurde, sowie die Werte der GraBen X 
fUr den Lastzustand H = 1. Die diesem Belastungszustande ent­
sprechenden Werte der Uberzahligen bezeichne man mit X. Nun 
bestimmt man noch die Drehwinkel {}kH =l aus n -1 Gleichungen 
der Form 

2 {! ({}k - {}H 1) = - [Yk- 1 S; + 2 Yk (s// + S~+1) + YHI S~+1] 
-Xks;(hk_ 1 +2hk)-XH1S~+1(2hk+hHl)' • ••• s) 

wo k der Reihe nach 1, 2, ... , n -1 zu setzen ist 1) und aus der 
bisher noch nicht benutzten zweiten Winkelgleichung q). Aus diesen 
insgesamt n Gleichungen kannen die n fraglichen Stabdrehwinkel 
berechnet werden. Sind einmal die Gurtdrehwinkel bekannt, so lassen 
sich nach dem weiter unten in § 13 gezeigten Verfahren die Biegungs­
linie und der Betrag des Nenners der Gleichung r) mittels eines 

1) Die Gleichungen s) sind leicht gefunden. Man stellt fUr zwei aufeinan­
derfolgende Obergurtstiibe die Viermomentengleichung auf; diese lautet: 

M{ -1 Sk' + 2 Mkl Sk' + 2 M{ Sk' +1 + Mkl+ 1 Sk'+1 -!! (Ok - f}k+1) = o. 

Nun ersetzt man die Obergurtmomente gemiiti den Gleichungen h) und h') 
durch die iiutieren Momente IDl und die tJberziihligen X. Das iiutiere Moment 
im Punkte k des Obergurtes ist nun 

.IDlI; =.:.. 1'Yk' 

wobei Yk die Ordinate des Obergurtpunktes k bedeutet (Abb. 88). Nach Durch­
fiihrung der angegebenen Substitutionen und Einfiihrung der Momentenwerte IDl 
erhiilt man die Gleichung s). Bei 'It Gurtstiiben konnen 'It - 1 derartige Glei­
chungen aufgestellt werden. 
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Verschiebungsplanes unschwer ermitteln. Damit ist die H -Linie ge­
funden und somit sind auch die endgiiltigen X -Werte bzw. deren 
EinfluBlinien durch die Beziehung 

X=XP+HX 
festgelegt. 

Aus dem Umstande, daB die X -Werte bei Belastung mit der Bogen­
kraft H fiir Ober- und Untergurt verschieden sind, erkennen wir, daB 
beim Bogentrager wohl die Gurtmomente eines Feldes gleich, die 
Gurtlangskrafte aber verschieden sind. Sollen aber die Tragheits­
momente beider Gurtstabe, bei gleichen Stabliingen z. B., gleich sein, 
so muB der eine Gurt, der den groBeren Stabquerschnitt erfordert, 
in der Tragerebene etwas gedrangter gebaut werden, was meist leicht 
zu erreichen ist, da der Unterschied gewohnlich nicht sehr groB ist. 
Durch zweckmaBige bauliche Durchbildung kann daher eine Forderung 
erfiillt werden, die die Berechnung der hier in Rede stehenden Trag­
werksart iiberaus vereinfacht. 

Den gleichen Weg, den wir hier bei Bestimmung des Horizontal­
schubes H beschrieben haben, schlagt man auch ein, wenn der Vier­
endeeltrager als durchlaufender Balken ge1agert ist oder einem Hange­
gurt als Versteifungstrager dient. Man berechnet das 3 n-fac;h statisch 
unbestimmte System unabhangig von den durch die Lagerung oder 
sonstigen Verbindungen gegebenen Uberzahligen und legt das so be­
stimmte System der weiteren Berechnung als Hauptsystem zugrunde, 
ein Vorgang, wie er ja jedem Statiker gelaufig ist. 

Zahlenbeispiel. 
Der in Abb. 90 dargestellte Bogentrager in Vierendeelbauweise habe 60 m 

Stiitzweite. Die Pfeilhohe des Untergurtes betrage 9 m, die Tragerhohe am 
Scheitel 2 m, die Pfostenhohe am Auflager 6 m. Die Gurtknotenpunkte liegen 
auf Parabeln. In der Abbildung sind die auf Grund der vorstehenden Angaben 
berechneten Stablangen eingeschrieben. Wir nehmen femer an, dati samtIiche 

I 
1~. ______________________ 12x~oo_6qoom,------------------~ 

Abb.90. 

Obergurtstabe gleichen Querschnitt haben und wahlen das Tragheitheitsmoment 
des Obergurtes als le. Die reduzierten Langen S' der Obergurtstabe sind somit 
gleich den wahren Langen s. Da nun Ober- und Untergurt, entsprechend den 
Voraussetzungen unserer Rechnung, in jedem Felde die gleiche reduzierte 
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Lange haben sollen, so folgt, daD die reduzierte Lange eines Untergllrtstabes 
gleich der wahren Lange des Obergurtstabes des gleichen Feldes ist. FUr die 
GroDen Sk' unserer Gleichungen sind daher die in Abb. 90 eingeschriebenen 
Obergurtlangen einzufUhren. 

FUr die Pfosten gelten folgende Querscbnittsannahmen: 

Ie = Ie = 1 , Ie = Ie = Ie = 2, Ie = Ie = 3. 
C C C C C ~ C 

Sonach berecbnen sich die reduzierten Langen der Pfosten wie folgt: 

ho'=6,00 m, 

hf=4,88 m, 
h1' =4,78 m, 
h,,'=6,33 m, 

h2'= 7,56 m, 
h6' = 6,00 m. 

hs'=6,00 m, 

Wir untersuchen zunachst das Tragwerk als Balkentrager, ermitteln also 
die 'Oberzahligen X, die die wagerechten Komponenten der Feldkrafte dar­
stell en, aus den Bestimmungsgleicbungen 1) S. 131. In Tafel 7 sind die Bei­
werte der .Unbekannten in den Gleichungen 1) dargestellt. Wegen der Trager­
symrnetrie wurde die Berecbnung nur fUr die linke Tragerhalfte durchgefUhrt. 

Tafel 7. 
Berechnung der Beiwerte der Bestimmungsgleich ungen 1). 

"k = hk2_1 + hk-l hk + hk2 , Bk = hk'-l hk2_1 + 2 Sk'''k + hk' h.,l, 

LI = 12 (0 Ie +u Ie )1) 
k k FkO k FkU 

k hk hk' hk' hk2 

I 
hk2 I hk~~ hk I "k Sk' 

I 
Bk Llk Bk+,1k 

m m m3 m2 m2 m mS m3 m3 

0 6,00 6,00 216,00 36,00 28,68 
I 

1 4,78 4,78 109,22 22,85 87,53 5,23 1240,78 7,5 1248,28 
2 3,78 7,5 6 108,03 14,29 

18,07 
55,21 5,15 785,91 7,5 793,41 

3 3,00 6,00 54,00 9,00 11,34 34,63 5,09 5 14,5 6 7,5 522,06 
4 2,44 4,88 29,04 5,95 7,3 2 22,27 5,05 307,97 7,5 315,47 

.5 2,11 6,33 28,17 4,45 
5,15 15,55 5,02 213,33 7,5 220,83 

6 2,00 6,00 24,00 4,00 4,22 12.67 5,00 178,87 7,5 186,37 

1) Da die Werte ,1k klein gegenUber Bk sind und nur wenig voneinander 
abweichen, so setzen wir sie einander gleich und berechnen ,1k fllr die 
mittelsten Gurtstabe, deren Langenanderungen den groDten EinfluD auf die 
Unbekannten X au sUb en. 

Bezeichnet Ie das Tragheitsmoment der mittelsten Gurtstabe, so ist 

f; = i der Tragheitsradius dieser Stabe und wir finden daher fllr ,1k, wenn 

Ok = Uk =;. eingefUhrt wird, wo J. die Feldweite bedeutet, 

,1k = 24;' i2 oder ,1k = 24).3 (~ y; 
J. • d S i 1st as chlankheitsverhaltnis, das wir mit 20 annehmen wollen. Wir er-

mitteln schlieDlich, wenn fUr l = 5 m eingefUhrt wird, 

24'5" 
,1k = 2(js = 7,5 m 3• 
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Die Bestimmungsgleichungen lauten somit, wenn man beide Seiten der 
Gleichungen mit - 1 multipliziert, 

+ 1248,3 Xl - 109,2 X 2 =al 

- 109,2 Xl + 793,4 X2 - 108,0 X3 =a2 

- 108,0 X 2 + 522,1 Xa 54,00X4 =a3 

54,00X3 + 3 15,5 X 4 29,04 X5 =a4 

29,04 X 4c + 220,8 X; 28,17 Xij =a5 

28,17 X5 + 186,4 Xij 24,00 X 7 =aij 

24,00 Xij + 186,4 X7 28,17 Xs =a7 

28,17 X 7 + 220,8 Xs 29,04 X9 =as 

29,04 Xs + 315,5 Xg 54,00 X IO = a9 

54,00 X9 + 522,1 X IO - 108.0 Xl! = a lO 

- 108,0 X IO + 793,4 X11 - 109,2 X l2 = all 

- 109,2 X ll + 1248,3 Xl2 :::=: a12 

Wir schreiben nun die ersten beiden Gleichungen nochmals an (S. 146), 
derart, dafi die Glieder mit gleichen Unbekannten untereinander stehen, multipli­
zieren wechselweise mit den Beiwerten von Xl und addieren sodann. Die so 
entstehende neue Gleichung a) ist frei von Xl' Um nicht liberfllissige Ziffern 
mitzuflihren, wurden siimtliche Beiwerte der Gleichung a) mit 100J dividiert. 
Es genligen, in Hinsicht auf den angestrebten Genauigkeitsgrad, vier Stell en. 
Unter a) setzen wir nun die dritte Gleichung des voranstehenden Systems, 
multiplizieren wechselweise mit den Beiwerten von X 2 und addieren, wodurch 
X 2 aus der Gleichung b), die in der Aufschreibung eben falls mit 1000 dividiert 
erscheint, verschwindet. In dieser 'Veise schreiten wir bis Gleichung e) fort, 
die die Unbekannten Xij und X 7 enthiilt. 

Nun denken wir uns den gleichen Eliminationsvorgang von der letzten 
Gleichung ausgehend durchgefUhrt, derart, dafi zunachst X 12 , dann XII usw. aus­
gesondert werden. Da die zweite HaUte der Gleichungen aus der ersten ge­
wonnen wird, wenn man stalt Xl' X 12 , statt X 2 , Xu usw., ebenso statt aI' a12 , 

statt a2 , all usw. setzt, so erhalt man das Endresultat dieses Aussonderungs­
vorganges ohne jede Rechnung aus Gleichung e), wenn in dieser Gleichung Xij 
durch X7 und umgekehrt ersetzt und fUr aI' ag, fUr a2 , all usw. geschrieben 
wird. Das Ergebnis ist Gleichung e'l. Auch diese Gleichung enthalt blofi 
die Unbekannten Xij und X 7 • Durch e) und e'l sind diese beiden Uberzahligen 
bestimmt. 

Wir beseitigen aus e) und el) X7 und gewinnen Xa als lineare Funktion 
der Grofien a. Benutzen wir diesen Wert der Unbekannten Xij fUr Gleichung d), 
so erhalten wir X5 und in der gleichen Weise weiter nach rUckwarts schreitend 
alle librigen Unbekannten bis Xl als Funktionen der Grofien a. 

Schon aus den Gleichungen a) bis e) erkennt man, dafi die Beiwerte der 
a, von einem bestimmten Gliede an, nach beiden Seiten rasch abnehmen. Es 
ist daher, nachdem Xij bestimmt ist, nicht mehr notwendig, bei der schrittweisen 
Berechnung der librigen Unbekannten alle Glieder mitzufUhren. 1m vorliegen­
den Falle genUgen je drei Glieder vor und hinter dem matigebenden grofiten 
GHed, da nur vier Stellen zu berlicksichtigen sind. Das mafigebende Glied 
ist in der Rechnung durch fetteren Druck gekennzeichnet. 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Auf1. 10 
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+ 1248,3 X, - 109,2 X. = a, 1109,2 
- 109,2 X, + 793,4 X 2 - 108,0 Xa = a. 1248,3 

a).·. + 978,9X2 -134,9Xa =0,1992 a, + 1,249a21108,0 

108,0 X 2 + 522,1 Xa - 54,00 X. = aa 978,9 

b) + 496 ,5 Xa - 52,86 X. = 0,01179 a, + 0,1349 a2 + 0,9798 aa 154,00 
54,00 Xa + 315,5 X. - 29,04 X5 = a4 496,5 

c) ... + 153,8 X 4 - 14,42 Xo = 0,Oa6367 a, ') + 0,0.7295 a2 0,05286 aa 129,04 

+ 0,4965 a4 I 
29,04 X 4 + 220,8 X5~. 2.~,17 X6 = ao 153,8 

d) ... + 33,54 X 5 -4,333 X 6=0,041849 a, 0,032118a.+o,021535aa 28,17 

+ 0,0144 2 a4 + 0,153 8 a5 

28,17 Xo + 186,4 X 6 - 24,00X7 =a6 33,54 

e) ... + 6,130X6-0,805X7=0,065209a,+0,055966a2+0,0.4324a3 6,130 
+ 0,oa4062 a4 + 0,024333 a5 + 0,03354 a6 

e' ) ... - 0,805 X6 + 6,130 X 7 + 0,03354 a7 + 0,024333 a8 + 0,Oa4062 a9 0,8050 

+ 0,°44324 a,n+ 0,055966al1 + °,°652°9 a'2 i 

39,93 X6 = 0,0002651 a3 + 0,002490 a4 + 0,02656 a5 + 0,2056 a6 
+ 0,02700 a7 + 0,0034 88 a8 + 0,00°327° a9 

1000 X6 = 0,0°72 a3 + 0,0675 a4 + °,7192 a5 + 5,567 a6 + 0,7311 a7 
+ 0,0945 a8 + 0,0089 ao 

33,54 Xo ~ 0,0002118 a2 + 0,001566 aa + 0,01471 a. + 0,15 69 a5 

+ 0,02412 a6 0,003168 a7 + 0,000410 a8 

1000 X5 = 0,0065 a. + 0,0468 a3 + 0,4368 a4 + 4,678 a5 + 0,7192 a6 

+ 0,0945 a7 + 0,0122 as 

153,8 X 4 = 0,0006367 a, + 0,0073 89 a2 + 0,05353 aa + 0,5°28 a4 

+ 0,06746 a5 + 0,01037 a6 + 0,001 36 a7 

1000 X 4 = 0,0042 a, + 0,0480 a2 + 0,34 80 a3 + 3,269 a4 + °,4386 a5 

0,0675 a6 + 0,0088 a7 

496,5 Xa = 0,01201 a, + 0,1374 a. + 0,9973 a3 + 0,1728 a4 + 0,02318 a" 
+ 0,00356a6 

1000 Xa = 0,0242 a, + 0,2768 a. + 2,009 a3 + 0,3480 a4 + 0,0468 a5 

+ °,°°72 a6 

978,9 X. = 0,1125 a, 1,287 a2 + 0,271 0 a3 0,04695 a. 0,00633 a" 

1000 X 2 = 0,1149 a, + 1,315 a2 + 0,2768 a3 + 0,04 80 a4 0,0065 a5 

1248,3 Xl = 1,013 a, + 0,1436 a. 0,3023 a3 + 0,05 24 a4 

1000 X, = 0,8112a, + 0,1149 a2 + 0,0242 aa + 0,0042 a4. 

Nachfolgend sind die Werte der Uberziihligen X nochmals Ubersichtlich 
znsammengestellt, wobei fUr die weitere Rechnnng eine Dezimalstelle abgeworfen 
wird nnd dementsprechend anch das drittvorhergehende nnd drittfolgende Glied 

') Der kUrzeren Schreibweise wegen wnrde z. B. statt 0,0006 ... , 0,oa6 ..• 
gesetzt. 
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des matigebenden Gliedes unterdrUckt werden. Ein grijtierer Genauigkeitsgrad 
ist zwecklos, da beim Auftragen und Obertragen der Einflutilinien in den flb­
lichen Zeichnungsmatistll.ben die vierte Stelle nicht mehr mit Sicherheit mit­
geflihrt werden 'kann. Die Werte der Unbekannten· X9 bis X19 gewinnt man 
aus den oben berechn,eten Gleichungen, wenn man die Zeiger der Unbekannten 
und a-Grotien durch die Zeiger dersymmetrisch gelegenen Grotien der rechten 
Trll.jrerhll.lfte ersetzt. 

1000 Xl = 0,811 a l + 0,115 ag + 0,024 as 

1000Xg =0,115al +1,3iSa2 +0,277 as +0,048a, 
1000Xs =0,024 a l +0,277 ag +2,009 as +0,348a4 +0,047 a6 
1000 X, = 0,048 ag + 0,348 as + 3,269 a4 + 0,439 aD + 0,068 a6 
1000 X. = 0,047 as + 0,439 a, + 4,678 a6 + 0,719 a6 + 0,095 ~ + 0,012 as 1) 

1000 X6 =0,068a, +0,719a6 +S,S67a6 +0,731a7 +0,095as+o,009a91) 
1000X. =0,009a4 +0,095a5 +°,731 a6 +S,S67a7 +0,719as+o,068a9 
1000Xs =0,012a6 +0,095 a6 +°,719 a7 + 4,678 as +0,439 aD+ o,047 alO 

1000 X9 = 0,068 a7 + 0,439 as + 3,269 a9 + 0,348 alO + 0,048 a.l 

1000 X IO = 0,047 as + 0,348 aD + 2,009 alO + 0,277 au + 0,024 a12 

1000 X 11 = 0,048 a9 + 0,277 a lO + 1,315 all + 0,115 a12 

10'00 X12 = 0,024 alO + 0,115 all + 0,811 all! 

Die nll.chste Aufgabe ist die Bestimmung der Grotien a" flir die verschie­
denen Laststellungen. a" hat allgemein die Form: 

a" = ak rol"-l + ,0" rol". 
Tafel 8 enthil.lt die Berechnung der Beiwerte a" und ,0". 

Tafel 8. Berechnung der Beiwerte a" und ,0". 
a" = S,,' (2 hk-l + hk), ,0" = Sk' (h"_l + 2 h,,). 

k s' h" 2h"_1+h"l h"-1+2h" a" ,ok " m m m m mil mil 

° 6,00 
1 5,23 4,78 16,78 15,56 123,76 2) 81,37 
2 5,15 3,78 13,34 12,34 68,70 63,55 
3 5,09 3,00 10,56 978 53,75 49,78 
4 5,05 2,44 8,44 ·7,88 42,62 39,79 
5 5,02 2,11 6,99 6,66 35,09 33,43 
6 5,00 2,00 6,22 6,11 31,10 30,55 
7 5,00 2,11 6,11 6,22 30,55 31,10 
8 5,02 2,44 6,66 6,99 33,43 35,09 
9 5,05 3,00 7,88 8,44 39,79 42,62 

10 5,09 3,78 9,78 10,56 49,78 53,75 
11 5,15 4,78 12,34 13,34 63,55 68,70 
12 5,23 6,00 15,56 16,78 81,37 123,762) 

1) Da die Beiwerte von as und a9 in X. und X6 verhll.ltnismll.tiig groti sind, 
wurde bei diesen beiden Unbekannten ausnahmsweise noch ein weiteres Glied 
beriicksichtigt. 

2) Hier erscheinen noch die Glieder ho hO' und h12 hJ2' = 36 hinzugefiigt. 
Siehe die Bemerkung zu Gleichung I) auf S. 132. 

10* 
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In Tafel 9 S. 149 sind die Ordinatenwerte der Wlk-Linien fUr die aufein­
anderfolgenden Knotenbelastungen zusammengestellt und neben jeder Wlk-Reihe 
mittels der Werte flk und flk das zugehorige ak berechnet. In den letzten Ver­
tikalreihen findet man die der Belastung mit H = 1 entsprechenden Wlk- und 
ak- Werte sowie das von den Uingskraften abhangige Zusatzglied (Gleichung I') 
dargestellt. Die Momente Wlk sind hierbei auf denObergurt bezogen. 

Mit Hilfe der in Tafel 9 berechneten ak- Werte konnen, unter BenutZJlng 
der oben zusammengestellten Formeln fUr die Unbekannten X k , die Ordinaten 
der Einflutllinien berechnet werden. Der Vorgang werde an der Berechnung 
von X 4 gezeigt. 

Es ist 1000 X4 = 0,048 a. + 0,348 a. + 3,269 a4 + 0,439 aD + 0,068 a6 • Die 
Zahlenrechnung flihrt man wie folgt Ubersichtlich durch: 

Last in I 1 2 I 3 I 4 5 I 6 

0,048 a. 

I 
28 39\ 35 

I 31 27 23 
°,348 a3 143 286 335 I 298 261 223 
3,269 a4 955 1912 I 2867 

I 

31 27 2736 2346 
0,439 a5 I 94 188 282 376 394 337 
0,068 as 11 23 i 34 45 57 58 

1000 X 4 11231 2448 I 3553 I 3877 3475 I 2987 

Man ermittle immer eine ganze Horizontalreihe der vorstehenden Tafel, 
da der eine Faktor hierbei unverandert bleibt, was beim Arbeiten mit dem 
Rechenschieber oder auf der Rechenmaschine von Vorteil ist. Die erste Zeile 
erhalt man, wenn die ak- Werte der zweiten Zeile (k = 2) der Tafel 9 mit 0,048 
multipliziert werden. Die zweite Zeile wird durch Multiplikation der dritten 
Zeile (k = 3) der Tafel 9 mit 0,348 gewonnen usf. Nach Summation findet 
man die aufeinanderfolgenden EinflutlIinienordinaten fiir die Punkte 1 bis 6 in 
der Schlutlzeile nebeneinander stehen. In Abb. 91 d ist die EinfIutllinie fUr X. 
aufgetragen. Die Aste der Linie links von 2 und rechts von 5 wurden durch 
geradlinige Verbindung der abgetragenen Punkte 2 und 5 mit den Auflager­
punkten ° und 12 gefunden. Demgemiitl war die Berechnung der ersten und 
letzten Kolonne in der Darstellung von X4 Uberfliissig. ,Vie man sich leicht 
Uberzeugt, weicht der unter 1 stehende Ordinatenwert nur wenig vom Halbwert 
der folgenden Ordinate abo Punkt 1 liegt daher nahezu auf der Verbindungs­
geraden ° - 2. Ahnliches gilt fUr 6 und die folgenden Punkte. Bei der prak­
tisch en Durchflihrung der Rechnung ist es daher nicht notwendig, alle ak-Werte 
zu besti=en. Es genUgt die Ermittelung der durch die stark gezeichneten 
Stufenlinien eingerahmten Werte der Tafel 9. 

In der Abb. 91 sind die auf dem vorbeschriebenen ,Vege ermittelten Ein­
fIutllinien flir die Uberzahligen Xl bis Xa zur Darstellung gebracht. Die Be­
rechnung des gegebenen Tragwerkes als Balkentrager ist somit, soweil die 
Ermittelung der statisch unbestimmbaren Grotlen in Frage kommt, vollendet. 
Da die X - Werte positiv sind, so besteht die bei der Aufstellung der Gleich­
gewichtsbeziehungen getroffene Annahme zu Recht (Abb. 83 S. 130). Der Ober­
gurt wird gedriickt, der Untergurt gezogen. 

Die in der Abb. 91 gestrichelt eingetragenen Einflutllinien entsprechen 
jenen Einflutlwerten, die bei Vernachllissigung der Gurtlangskrafte gefunden 
werden. Der Un terschied ist fUr die Stabe in Tragermitte am grotlten und 
nimmt gegen die Auflager hin abo Von X3 an ist der Unterschied schon so 
klein, datl er in dem gewahlten Darstellungsmatlstabe nicht mehr deutlich zum 
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Ausdruck kommt. 1m Ubrigen sei auf die Bemerkungen Uber die Vernach­
llissigung des Einflusses der Lilngsktafte am Schlusse dieses Paragraphen ver­
wiesen. 

1.3 

X6~----____________ r-__ ~ __ ~ __ -+ ____________________ ~ 

Mit Hilfe der Gleichungen h) und h') findet man die Gurtmomente bzw. 
deren EinflnDIinien fUr den Balkentrager mit 

Mkl = ; (Wlk - Xl: hk) , 

Mkr = ~ (Wlk - Xl:+l hk) 
2 

und fUr die Anschlufimomente der Pfosten 

( U u hk 
Mk'l)=Wl~-Mkr= X k+1- Xk)z' 



Berechnung des Vierendeeltragers. 

Die Gurtlangskrafte sind 

fiir den Obergurt 

151 

U [ sin (Xk ] 1 . 1 + cos" ak k-1 
0k=Xk cos ak+--(tg ak-tgp,,) +-O"smak+-----2) H, 

2 2 2 cos a" 0 

fiir den Untergurt 

U [ sin Pk ] 1 . 1 . k-1 
Uk=Xk COSflk--~(tgak-tgfA) +-Oksm~,,--tgaksm{h2) H. 

2 2 2 0 

0,. ist die Balkenquerkraft im k-ten Felde. Der Obergurt ist gedrlickt, der 
Untergurt gezogen. 

Die Pfostenlangskraft Vk ist durch die Formel gegeben 

XU XU P 
V k+1 ( R) k P) I k k = 2-- tg a"+l - tg 1'''+1 - ---z- (tg ak - tg J z' 

Pk ist die Knotenlast im Punkte k. Das + - Zeichen gilt, wenn die Last am 
Obergurt, das --Zeichen, wenn die Last am Untergurt angreift. Ergibt sich 
Vk positiv, so sind die Pfosten gedriickt, andernfalls gezogen. Flir die Pfosten­
querkraft gilt die Formel 

OkV = X%'_l - X;:. 

Bei der Einfiihrung der Werte fiir die Winkelfunktionen sin und tg ist 
auf das Vorzeichen der Winkel a und p zu achten. Die Vorzeichen dieser 
Funktionen in den vorstehenden Formeln gelten fiir rechts steigende Obergurte 
nnd fiir rechts fallende Untergurte, z. B. fiir die Hnke HaUte der in Abb. 82 
dargestellten Tragwerksform. Hat einer der ,Gurte entgegengesetzte Steignng, 
so ist das Vorzeichen vor den betreffenden Funktionen sin und tg umzukehren. 

Wir benutzen die ak-Werte der letzten Vertikalreihe der Tafel 9, urn noch 
die Griifie der (Jb erzahligen fUr den Lastznstand H = 1 zu finden. 

man 
Nach EinfUhrung der a" in die Formeln von Xl bis X6 anf S. 147 findet 

X1"=-1,25o t , 

X 2"= -·1,882 t, 

Xa" = - 2,586 t , 

X4" = - 3,482 t , 

X 5"= -4,402 t, 

X 6"=-4,926t . 

Die Werte X wurden in den voranstehenden Formeln mit dem oberen 
Zeiger u versehen, urn anzudeuten, dafi es sich urn die wagerechten Kompo­
nenten der Feldkrafte des Untergurtes handelt, nachdem sichdie in Rech­
nung gesetzten Momente 9J1 infolge H= 1 auf die Obergurtknoten beziehen. 

Die Berechnung des Horizontalschubes H erfordert die Kenntnis der Stab­
drehwinkel einer Gurtung bei Belastung durch H = 1. Wir benutzen zu 
ihrer Bestimmung die Gleichungen s) auf S. 142 und die zweite Winkelglei­
chung q) von S. 140, Die Ordinaten Yk der Gleichungen s) beziehen sich auf 

die Obergurtpunkte; fiir die (Jberziihligen X sind die oben gefundenen Werte 
einzufiihren. Die Berechnung ist in Tafel 10 durchgefiihrt. 

Die Gleichungen s) liefern die 2e-fachen Differenzen der Drehwinkel, die 
wir in Kolonne 10 ausgewiesen find en. In der nachsten Vertikalreihe sind 
siimtliche Drehwinkel durch {}1 ausgedriickt. Die Summe dieser Gheder wird 
nun in die Winkelgleichung eingefiihrt und liefert, wie wir sehen werden, den 
Wert von {}1 und somit auch den Wert aller anderen Drehwinkel. 



T
af

el
 

1o
. 

B
e
re

e
h

n
u

n
g

 d
e
r 

S
ta

b
d

re
h

w
in

k
e
l 

fh
 

u
a
d

 
L
~
n
.
5
e
n
a
'
l
.
d
e
r
L
1
n
g
e
n
 

Au
:, 

fU
r 

d
e
 1

 
B

e
la

s
tu

n
g

s
n

ls
ta

n
d

 H
=

 1
. 

A.k
 =

 
Y

k-
1

 s
i/

 +
 

2Y
k 

(S
k' 

+ 
SI

/ +
1)

 +
 

Y
k+

t 
S/

+
1 

fh
 =

 
Sk

' (
ft

k-
1 
+

 2ft/
,) 

"k
+

1 
=

 
5

//
 +

1 
(2

ftk
 +

 ft/'+
1)

 

k 
12

/?
 (

{}
"-

{}
k+

t)
 

2/
? 

fh
 

SI
/ 

I 
Yk

 
I
~
T
 X

; 
I P

~)}
'k+

t1)
~, 

X
kU

 PI~
J X

kU +
1

"k
+

l 

~1
~r

-~
2~

 -
--
;-
-I
--
~-
-I
 

5 
1-
6~
 I 

7 
I 

8 
I 

9 

I 
10

 
11

 

°
 

2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

11
 

12
 

6,
00

 
!-

l 
I 

5,
23

 
7,

53
 

23
3,

1 
-

1,
25

0 
81

,3
7 

5,
15

 
8,

7
8 

26
8,

2 
-

1,
88

2 
63

,5
5 

5,
09

 
9,

75
 

29
5,

2 
-

2,
5

86
 

49
,7

8 

5,
05

 
10

,4
4 

31
3,

8 
-

3,
4

82
 

39
,7

9 

5,
02

 
10

,8
6 

32
5,

0 
-

4,
40

2 
33

,4
3 

68
,7

0 

53
,7

5 

4
2

,6
2 

35
,0

9 

5,
00

 
1

1
,0

0
3

2
8

,6
 

-4
,9

2
6

3
°

,5
5

 
31

,1
0 

5,
00

 
10

,8
6 

32
5,

0 
-

4,
92

6 

5,
02

 
10

,4
4 

31
3,

8 
-

4,
4

02
 

31
,1

0 

35
,0

9 

30
,5

5 

33
,4

3 

5,
05

 
9,

75
 

29
5,

2 
-

3,
4

82
 

! 4
2 ,

62
 

39
,7

9 

5,
09

 

5,
15

 

5,
23

 

8,
78

 
26

8,
2 

7,
53

 
23

3,
1 

6,
00

 

-
2,

5
86

 
53

,7
5 

49
,7

8 

-
1,

88
2 

I' 
68

,7
0 

63
,5

5 

-
1,

25
0 

-
I 

81
,3

7 

1) 
A

u
s 

T
af

el
 

8 
en

tn
o

n
u

n
en

. 

-
10

1,
7 

-
1

2
9,

3 

-
11

9,
6 

-
13

9,
0 

-
12

8,
7 

-
14

8
,5

 

-
13

8 ,
6 

-
15

4,
5 

-
14

7,
2 

-1
5

3
,2

 

-
15

0
,5

 
-

15
0

,5
 

-1
5

3
,2

 
-1

4
7

,2
 

-
15

4,
5 

-
13

8 ,
6 

-
14

8 ,
5 

-
12

8,
7 

-1
3

9
,°

 
-

11
9,

6 

-
1

2
9,

3 
-

10
1,

7 

-
2,

1 

-
9,

6 

-1
8

,0
 

-
20

,7
 

-
24

,6
 

-2
7

,6
 

-
24

,6
 

-
20

,6
 

-
18

,0
 

-
9,

6 

-
z,

1 

2/
? 

{}
1 

2,
1 

+ 
2/

? 
{}

1 

1
1

,7
+

2
/?{

}1
 

29
,7

 +
 

2/
? 

{}
1 

50
,4

 +
 

2/
? 

{}
1 

75
,0

 +
 

2/
?{

}1
 

10
2,

6 
+ 

2!
;! 

{}
1 

12
7,

2 
+ 

2/
?{

}1
 

14
7,

9 
+ 

2/
? 

{}
1 

16
5,

9 
+ 

z/
? 

{}
1 

17
5,

5 
z/

?{
}t

 

17
7,

6 
+ 

2/
? 

{}
l 

10
6 5

,6
+

 2
4/

? 
{}

1 

9 
X

k"
se

ef
h'

U
I, 

-"
 

Je
 

-
2(

i)2
 

-
) 

Z/
?L

/U
k=

 1
2 

E
Jc

 -
--

"
--

--
--

-
=

 
12

 X
,,"

 _
_

 H"
 se

c 
fJ

,.
=

 1
2 

X
k"

h
 

.,
 

u
ks

ee
{h

 =
 

0,
75

 X
,,"

 U
k 

se
e
P

k
. 

E
 F

I,"
 

F
I,"

 
AI

< 

12
 

-
88

,8
 

-
86

,7
 

-7
7

,1
 

12
/?

A
ul

,2
) 

13
 6,
1 

8,
3 

-1
0

,9
 

-
59

,1
 

-
13

,8
 

-
38

,4
 

-
16

,9
 

-1
3

,8
 

-
18

,5
 

+ 
13

,8
 

i 
-

18
,5

 

+
3

8
,4

 

+
5

9
,1

 

+
7

7
,1

 

+
8

6
,7

 

+
8

8
,8

 

-1
6

,9
 

-
13

,8
 

-1
0

,9
 

-
8,

3 

-
6,

1 

"'" CJ1 ~ to
 

(l
) 00
' 

'E.
 
~
 

(l
) 2:
 ... 0.

. 
(D

' 

~
 

1::1
 

~ (l
) 1::1
 § U

q 0.
. 

(l
) ... is:
 S- o 0.

. 
(l

) 0.
. ill <:
 

(D
' S
 

o 13 (l
) ::!. (l
) 1::1
 'h ~ .. (l

) ~
 



Berechnung des Vierendeeltragers. 153 

Die Winkelgleichung zur Berechnuug von{}l lautet: 

n n 
.2 L1 Uk sin/h - .2 Ukfh cos /h = o. 

k=l k=l 

Die erste Summe ist Null, da L1 Uk in symmetrisch zur Mitte gelegenen Staben 
gleich grofi und sin fJk in der linken Tragerhalfte positiv, in der rechten nega­
tiv ist. Setzt man Uk cos fJk = J. und multipliziert mit 2(!, da unsere Tabelle 
die 2(!-fachen Drehwinkelwerte aufweist, so entsteht die einfache Beziehung 

n 
2J 2(!{}k = o. 
k=l 

Diese Summe haben wir in Kolonne 11 gefunden. Es ist somit 

1065,6 + 24(!f}1 = 0 

und 2 (! f}l = - 88,8. Mit diesem Werte wurde sodann aus Kolonne 11 die 
"Yertreihe 12 errechnet. 

In der letzten Vertikalreihe 13 sind die 2(!-fachen Werte der Yer­
ktirzungen der Untergurtstabe zusammengestellt, weil es notwendig ist, den 
Einflufi der Normalkrafte bei der Ermittlung der Biegungslinie infolge H = 1 
zu beriicksichtigen. Ihre Berechnung zeigt die Fufinote zu Tafel 10. Es wurden 
hierbei die gleichen Vereinfachungen benutzt wie bei der Aufstellung des von 

i 
den Langskraften herriihrenden Zusatzgliedes in Tafel 7; I wurde wie dort 20 

angenommen. 
Die Darstellung der Biegungslinie und der Verschiebungsgrofie des 

Punktes B aus den oben berechneten {}- und L11~-Werten wird in § 13 S. 172ff. 
gezeigt werden. Dort solI auch das vorliegende Zahlenbeispiel fortgefiihrt werden. 

Den SchluB dieses Absatzes mogen einige Bemerkungen tiber die 
GroBe der Feh1er, die durch Vernachlassigung der Gurtlangenande­
rungen bei Berechnung der Uberzahligen im Vierendee1trager entstehen, 
bilden. 

Man findet in der Literatur des Vierendee1tragers vielfach die An­
merkung, daB der EinfluB der Formanderungen durch "die Norma1-
kriifte auf die GroBe der Uberzah1igen ullerheb1ich ist und ohne weiteres 
vernach1assigt werden kann. Dies ist, in so allgemeiner Fassung 
wenigstens, keineswegs richtig. Die Verhaltnisse 1iegen vie1mehr fo1-
gendermaBen: 

Der EinfluB der Gurtdehnungen auf die statisch unbestimmbaren 
GroBen und auf die daraus abge1eiteten Momentenwerte hangt von 
zwei Umstanden ab: 1. Yom Schlankheitsgrad (Iii) der Gurtstabe und 
zwar derart, daB mit abnehmendem Schlankheitsgrad der EinfluB der 
Normalkrafte groBer wird. z. Vom Verhaltnis (hI}.), d. i. das Verhalt­
nis von Fachhohe zur Fachbreite, derart, daB bei gleichem Sch1ank­
heitsgrad mit zunehmerider Fachhohe der EillfluB der Normalkrafte 
kleiner wird. Bei breitgebauten Gurtstaben und lliedrigen Fe1dern 
wird der EinfluB der Normalkrafte auf den Wert der Uberzah1igen 
groBer sein, a1s bei sch1anken Stab en und hohell Feldern. Den Ein-
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fluB der FeldhOhe (bei gleicher Feldweite) erkennen wir deutlich in 
unserem Beispiel (Abb.9I). In der Tragermitte, wo die Tragerhohe 
gering ist, betragt der Unterschied zwischen dem genauen und dem 
Naherungswert von X6 etwa 5% , Bei Xr, ist er, wie die Abbildung 
lehrt, geringer und wird bei Xs un~erklich. Eine zahlenmaBige 
Crenze fur die Notwendigkeit, den EinfluB der Langskrafte beruck­
sichtigen zu mussen, laBt sich nicht gut angeben, da zwei Umstande 
vorhanden sind, die die GroBe des Einflusses bestimmen. Es ist aber 
leicht, sich in jedem Sonderfalle uber die beilaufige Hohe dieses Ein­
flusses Rechenschatt zu geben. Hat man die Beiwerte Bk (Tafel 7), 
d. s. die Beiwerte der mittleren GHeder der Bestimmungsgleichungen, 
berechnet, so geniigt eine uberschlagige Bestimmung des Zusatz­
gliedes Ak (Tafel 7), um zunachst zu sehen, ob es unberucksichtigt bleiben 
kann oder nicht. 1st der Unterschied zwischen Bk und (Bk + Ak) nOlo' 
so ist auch der Unterschied zwischen dem genauen und dem ange­
naherten Wert von XI' beilaufig nO/ 0' Danach kann man seine Ent­
schlieBungen einrichten. 

Es sei aber bemerkt, daB die Einbeziehung der Gurtlangskrafte 
in die Rechnung so geringe Muhe macht, daB es empfehlenswert ist, 
bei allen genaueren Berechnungen darauf Rucksicht zu nehmen. Die 
gesamte Mehrarbeit erstreckt sich auf die Berechnung der einen Wert· 
reihe Ak in Tafel 7. Diese Arbeit kann, meist ohne Schaden, noch 
dadurch verringert werden, daB man den Wert von Ak fur alle Stabe 
gleich annimmt und nach dem Schlankheitsgrad des niedrigsten Feldes 
bemiBt, wie dies oben fur die Tragermitte geschehen ist. In dies em 
Falle ist nur eine einzige Zahl auszurechnen. 

Bei der Festsetzung der zulassigen Fehlergrenze der Unbekannten X 
darf nicht iibersehen werden, daB eine Abweichung vom genauen 
Werte von X in erhohtem MaBe in die daraus berechneten Gurt- und 
Pfostenmomente ubertragen wird. Fur das Gurtmoment Mkl haben 
wir gefunden 

Mkl=i(Wlk - XkhJ. 

Mk erscheint hier als Differenz zweier Zahlen. Ein Fehler in X k 

wird sich daher in Mkl in erhohter Weise bemerkbar machen. 
Fur eine in Tragermitte (Punkt 6) stehende Einzellast P = 1 t ist 

Wl6 = 15 mt. Das zugehorige X6 betragt, wie wir aus Abb. 91 ent­
nehmen, 6,014 t; h6 ist 2 m, somit 

1st X6 urn 5 v. H. groBer, d. i. Xa' = 6,314, so wird 
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Das mit dem angenaherten Werte von Xli ermittelte M6 1 ist so­
mit um 20 v. H. zu klein. 

Diese Unterschiede konnen bei statisch unbestimmt gelagerten 
Systemen noch groBer werden, da dort weitere mit Fehlern behaftete 
Glieder hinzutreten. 

§ 11. Der symmetrische, eingespannte Stockwerkrahmen. 
EinfluB der Windbelastung. 
Die in § 10 entwickelten Formeln fur den Vierendeeltrager er­

moglichen es, den Fall der Windbelastung des Stockwerkrahmell rasch 
zu erledigen. Greifen die \Vindlasten bloB in den Knotenpunkten 

I 

Ur2 

W, 

~ ~ 
/ 

J=oo 
~ ........ ---~--~w 

B 

Abb.92. 

an, Abb. 92 a, dann stellt der Stockwerkrahmen einen Konsoltrager 
Vierendeelscher Bauart vor, Abb. 92 b, fur den die Gleichungen 1) von 
S. 131 zur Berechnung der Uberzahligen unmittelbar Anwendung fin­
den konnen, da .2 H uberall Null ist. 

Lotrechte Belastung der Riegel. 
Um den Rechnungsgang ubersichtlicher gestalten zu konnen, soIl 

jede Art der Belastung durch eine zur lotrechten Rahmenachse sym­
metrische und eine hierzu spiegelsymmetrische Lastgruppe ersetzt 
werden. Die Berechnung wird dann getrennt fur die symmetrische 
und fur die spiegelsymmetrische Belastung durchgefuhrt. 
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Die Last P der Abb. 93 a, die vom linken Riegelende den Ab­
stand a habe, werde ersetzt durch eine symmetrische Lastgruppe aus 

p! f I 21 
i 

Ii I , 
i 
i 

I I I I 
.I-a,--l i k-a,-l\ 

1 
! 

I Ip .i--a,--! Iz I-a,-I\ 

a. b. c. 
Abb.93. 

P 
zwei Lasten -- im Abstand a von den beiden Riegelenden, Abb. 93 b, 

2 

und einer spiegelsymmetrischen Lastgruppe, ebenfalls aus zwei Lasten 

~l",---i P im Abstande a von den Riegelenden 
I I I 2 

n bestehend. Abb. 93 c. Es . ist ohne 

~ 

~I' . ~ 

~I 

weiteres ersichtlich, daB die Einzellast 
in Abb. 93a statisch gleichwertig ist 
den beiden Lastgruppen der Abb. 93 b 
und c. 

~. 
*r~t-----~-----t 

a) Symmetrische Riegelbelastung . 
Die gleiche Verkurzung beider 

Gurte hat zur F olge, daB die Riegel 
auch nach der Formanderung wage· 
recht bleiben und daB auch die Gurt­
neigung, von kleinen GraBen zweiter 
Ordnung abgesehen, unverandert bleibt. 
Samtliche Drehwinkel {} sind sonach 
NulL Da auBerdem die StabanschluB­
momente rechts und links einander 
gleich sind, so bleiben bei n Feldern 
bloB 2 n statisch unbestimmbare GraBen 
zur Ermittlung ubrig. Von den 4 Vier­
momentengleichungen eines jeden Fel· 
des sind aus Grunden der Symmetrie 
je zwei einander gleich, so daB bei 
n F eldern gerade 2 n Gleichungen zur 
Berechnung der Uberzahligen zur Ver­
fUgung stehen. 

lk 
;w,0 
~ 

k 
Jlll.u M/ 

)f 

~ 

~-------lo--------~ 

Abb.94· 

Wir bezeichnen die AnschluBmo­
mente der beiden mit dem k -ten 
Riegel verbundenen Gurtstabe mit M 7,Q 
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und M.,:", das AnschluBmoment des Riegels am Knoten k mit M.,;". 
Die einzelnen Felder haben die Rohe hk und die Gurte die Uinge s;.. 
Die RiegelHingen werden mit lk bezeichnet. Abb. 94. 

Die Viermomentengleichungen lauten nun: 

Fur das erste Feld (0 -1): (SchluBstab J = 00) 
2 Mo S1' + Mt S; = 0, 

Fur das k-te Feld: (k= 2,3, ... , n) 
. . a) 

Mo S/ + 2 Ml" S1' + 3 M/ l/ = N1; 

- 3 Mkll -1 Xk'-1 + 2 Mko- 1 Sk' +Mk" s.,.' = - N II - 1, 

Mko- 1 S1<' + 2 Mk" Sk' + 3 Mkll Xk' = Nk • 

Rierbei ist zu beachten, daB jedes Lastglied N zweimal vorkommt, 
da die belasteten Riegel zwei Rahmenfeldern gemeinsam sind. Fur 
jenes Feld, fUr das die Lasten von auBen nach innen wirken, ist Nk 
positiv, fUr das darauffolgende Feld, wo die gleiche Lastgruppe auf 
den gleichen Rieg:el von innen nach auBen wirkt, ist Nk negativ zu 
setzen. 

Aus der Gleichgewichtsbedingung fur den Knoten k folgt noch 
Mkll=Mku-Mko, so daB die Gleichungen a) die Form annehmen. 

Fur das erste Feld: 

2 MO s1' +M1u S1' = 0, 

Mo S1' + M1U(2 S1' + 3 X1')-- 3 M10 Xl' =N1 ; 

fUr das k-te Feld: 

- 3 Mku_ 1 lk'_1 + MkO -1 (2 Sk' + 3lk'-1) +Mku S.,.' =- Nk- 1 , 

. M.,! -1 Sk' +M~U(2 S.,.' + 3 lk')- 3 Mko l~' = Nk· 

Aus jedem der n Gleichungspaare folgt zunachst aus der ersten 
Gleichung: . 

M" 0" 1 (MU l' M U ' N ) k -1 = ---;-+-X-,- 3 k -1 k -1 - k Sk - k -1 ' 
2 Sk 3 k-l 

daher auch 

o 1 ('" U r' N) Mk = , + l' 3 Mk lk - Mk + l\Sk + 1 - k 
2 Sk +1 3 k 

AuBerdem fur das erste Feld 

M _~Mlu 
0- 2' 

• . . b) 

Fuhrt man diese Werte in die zweite Gleichung eines jeden Paares 
ein, so gewinnt man nach Ordnung der Glieder folgende Beziehungen: 
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Fur k=n: 

U 3 s,,' 1n' -1 U [ Sn' 2 " ] 
M" -1 2S '+3-1 ,-+Mn - 2s '+3 1 ,-+(2Sn + 3 1,,) 

n ,,-1 n ,,-1 

S ' = __ n __ N +N. c) 
2 S,; + 3 1';-1 ,,-1 n 

Die Berechnung der 2 n Uberzahligen M k
o und M k

u ist somit auf 
die L6sung eines Systems von n Dreimomentengleichungen zuriick­

r I 

I 

lr 

I /I1,D 
~ 4u I 

k 
M. u I u; :f 

k 
..flk ~~J 

-1 
/ H-

I 
"f.lr-1 

I 
, I 

i 
Abb.95. 

I 

Ip 
tiiJ 
-

Alf,u 
~ ~ 

4 

~-

gefiihrt. 
Fur das Lastglied Nk ist zu setzen: 
Bei zwei symmetrisch gestellten Ein­

zellasten: 

Nk = - 3 Pk ak 1k' (1 -7~) . 
k 

Bei voller gleichf6rmig verteilter Last: 

Nk = - 51 Pk 1k'lk 2 • 

b) Spiegelsymmetrische Belastung der 
R.iegel. 

Da bei spiegelsymmetrischer Belastung 
der Riegel (Symmetrieachse ist die lot­
rechte Achse des Stockwerkrahmens), 
die Verknupfungen 

MO=_MO, 

MU=_MU , 

bestehen, w6bei M die AnschluBmomente entlang dem linken Stiel, 
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M die AnschluBmomente entlang dem rechten Stiel bedeuten, so lauten 
die Viermomentengleichungen, wenn man die Bezeichnungen der 
Abb. 95 beach~et" 

fiir das erste Feld: 

2 Mo S1' + M1 U S/ + e {} 1 = 0, 

MO s1' + 2M1U S1' + M1" l1' -e({}1 - {}1")= N1'; 

fur das k-te Feld: 

-Mk"-1lk'-1+ zMko_ 1 s: +M"u s:-e({},,"-1 -{},,)=-Nr.'-1' 
M"O -1 s,,' + z M"U s: + M,," l,,' - e ({}k - {)o,,") = N,,'. 

. d) 

Die Lastglieder wurden hier mit N' bezeichnet, um sie von den Last­
gliedern bei symmetrischer Belastung unterscheiden zu konnen. 

Insgesamt konnen. 2 n Viermomentengleichungen angeschrieben 
werden, da von den 4 Viermomentengleichungen in jedem Fache je 
zwei miteinander identisch sind, weil, wie wir sofort beweisen werden, 
die Drehwinkel {} des linken Stieles gleich sind dem Drehwinkel ""J 
des rechten Stieles. 

Zur Beseitigung der Drehwinkeldifferenzen der. Momentenglei­
chungen d) beniitzen wir die Winkelgleichungen, die folgende Form 
fiir das k-te Feld annehmen, falls wir die Dehnungen der Riegel ver­
nachlassigen: 

.1 s" cos a + .1 s" cos (\: + {}" s" sin a - {} " Sk sin a = 0, ) 

.1 s" sin a - .1 Sk sin a -l"_1 {}k" -1 + l" {}k" + {}k s" cos a 

+ {}"SkCOS a= o. 

Da infolge der Spiegelsymmetrie 

.1 Sk= -.1 Sk' 

so folgt aus der ersten Winkelgleichung 

{}" ={}", 
was wir oben behauptet haben. 

Aus der zweiten Winkelgleichung geht d<inn 

(lk {}k" -l"_1 {}k" -1) + z s" cos a.{)o" = - 2 .1 Sk sin a 

hervor. Setzt man 

2skcosa=lk_1- l", 

so gewinnt man die wichtige Verkniipfung 

e) 

l"-1 ({},," -1 - {)ok) + l" ({}" - {}k") = z .1 s" sin a. • • • . f) 
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Nun addieren wir in jedem Felde die beiden Viermomenten­
gleichungen, nachdem wir sie mit 110 - 1 bzw. lk multipliziert haben, 
ersetzen die Summe der beiden Drehwinkeldifferenzen gemaB Glei­
chung f) durch 2 L1 Sk sin (X und gewinnen dadurch folgende Glei­
chungen: 

Fur das erste Feld: 

Mo S1' (210 +11)+ Ml U s/(lo +211) +M1
V 11 1/ - 2 e L1 Sl sin IX= N/ 11 , 

fur das k-te Feld (k = 2,3, ... , n): 

I-l",--' 
I "2 I 

I 

!~ 
I 
i 

k-1 .......... ---!. 

Abb.96. 

- Mk v _ 1 1,,'_ 1 lk _ 1 + M/ _ 1 S k' (2 lk -1 + 110) 

+Mk" S; (1"-1 + 2l,J 
+ Mk v 110' I" - 2 f2 L1 S 10 sin (X 

= - N,,' _ 1 110 -1 + N k' lk' 
Beseitigt man in diesen n Gleichungen die 

Momente lvr durch die bereits oben verwendete 
Gleichgewichtsbeziehung 

MV=Mu_Mo, 

so gelangt man zu nachfolgendem System von n 
Gleichungen: 

Mo S/ (210 + 11) 
+ Ml u [s/ (to +- 2 11) + 11' 11 ] 

- M/ 11' II - 2 e L1 Sl sin (X = Nt' 11 , 

Fiihrt man einen Schnitt durch die lotrechte 
Achse des Rahmens, Abb. 96, so ist ohne weiteres 
klar, daB in den Schnittpunkten die Schnitt· 
momente M und die Riege1kriifte H Null sind 
und daB nur die Querkrafte Y die einzigen Dber­

ziihligen des Systems darstellen. Insgesamt sind n + 1 Unbekannte Y 
vorhanden, die aber durch die Gleichung .2 Y + .2 P = 0, wenn.2 P 
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die Summe aller lotrechten auBeren Krafte der einen Tragwerkhalfte 
bedeutet, verbunden sind. Das spiegelsymmetrisch belastete System 
ist sonach bloB n-fach statisch unbestimmt, so daB die Gleichungen g) 

. geniigen,. um die Oberzahligen zu berechnen. 
Ais neue statisch unbestimmbare GroBe fiihren wir nun die 

Summenkraft 
k 

ID" = .2;Y" . . . . . . . . . . . h) 
k=O 

ein, und stellen zunachst folgende Gleichgewichtsverkniipfungen her: 

u u+ l" 1 M" = 9.n". ID"-l 2" ' 
. . . . . . . . . i) 

M o 0+ l" "=9.n,, ID,,-. 
2 

Rebt man den oberhalb des Schnittes u bzw. 0, Abb. 96, ver­
bleibenden Ralbrahmenteil ab, so werden die auf u bzw. 0 bezogenen 
Momente der aufieren Kriifte P, die auf dem iibrig bleibenden untern 
Teil des halben Rahmens wirken, mit 9.n"u bzw. 'im,/ bezeichnet. 

Die Verbindung der Gleichungen i) mit der Gleichung g) liefert 
schlieBlich ein System dreigliedriger Gleichung zur Ermittlung der 
Oberzahligen ID, namlich: 

I [ , (l II + 1 1 + 1 2) + 1 ' 1 2] ll' l/' _ ,f • - IDo 2 Sl 0 0 1 1 - 1 1 - IDl -- - 2 (! LJ Sl sm a 
2 2 

- 'imo Sl' (2 lo + ll) - 'im/ [S/ (lo + 2 ll)+ /1' ll] + 'im/ /1' II + N1 ll' 

-l ID" - 2 lk' -1 l" 2 -1 + i IDk -1 [1,,'_1 l" 2 -1 

+2 S; (l,,2 -1 + ll'-llk + l,,2) +l,,'lk2] -i IDk l; l,,2 

= 2 (! LI S/, sin a + 'im"u_ 1 l; -ll"-l 

- 'im"o -1 [Sk' (2l/,_1 + l,,) + l,,'-ll"-l] 

- 'im"u [S/ (l"-1 + 2l,,) + l,,'lk] +'im"o l,,' l" k) 

- N"-l l"_'l + Nk lk' 

1", l' l2 +1", [l'l2 -2&n-2n-ln-l 2&n-1 n-l,,-1 

+ 2 Sn' U,,'!. -1 + l"_ll" + l,,2) + l,,'l,,] 

= 2(! LI s" sin a + 'im"u -ll,,'-ll,,-l 

- 'im"o -1 [S,,' (2l"_1 + l,,) + l,,'_ll,,_I] 

- 'im" u [S,,' (l"-1 + 2l,,) + l,,' l,,] 
-N"-ll"_1 +N"l". 

Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 
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Wir haben das die Uingenanderungen .1. s enthaltende Glied auf 
die rechte Gleichungsseite gesetzt, urn damit anzudeuten, daB dieses 
Glied als bekannt vorausgesetzt wird. In Wirklichkeit ist .1 seine 
Funktion der Belastung und der Uberziihligen ID. Da sein. EinfluB 
aber gering ist, so genligt es, einen geschiitzten Wert von .1 s in die 
Rechnung einzuflihren, iihnlich wie wir es beim Vierendeelttager ge­
tan haben. In vie1en Fallen wird man seinen EinfluB ganz vernach­
Iassigen konnen. 

Flir das Lastglied Nt.' hat man, wenn zwei spiegelsymmetrisch 
gestellte Einzellasten in Frage kommen, zu setzen: 

Nk' = Pk ak lk' (1 - ~~) (1 -: tk ) . 
k k 

Mit Hilfe der errechneten ID-Werte ermittelt man schlieBlich von 
IDo = Yo ausgehend, der Reihe nach die Querkriifte Y und mittels 
der Beziehungen i) die Momente Mko undMku • Die Zusammenfassung 
der Losungen der Gleichung c) flir symmetrische Belastung mit den 
flir spiegelsymmetrische Belastung gefundenen Mko und Mku .liefert 
schlieBlich die gesuchten Momente in den GurtanschluBpunkten flir 
die vorgeschriebene Belastung und somit auch alle anderen flir die 
Bemessung maBgebenden GroBen. 

Die Aufstellung von EinfluBlinien ist bei Stockwerkrahmen meist 
liberfllissig, doch wird man i. d. R. verschiedene Anordnungen der 
Riegelbelastungen zu untersuchen haben. 

§ 12. Die Berechnung der Nebenspannungen im 
Fachwerktrager. 

Das Fachwerk mit steifen (vernieteten) Knotenpunkten stellt einen 
vielgliedrigen Steifrahmen vor, dessen innere Kriifte sich nach der 
Methode des Viermomentensatzes genau bestimmen lassen. Thre Be­
rechnung bietet ein ausgezeichnetes Beispiel flir die Anwendung der 
in § 7 eingefiihrten HilfsgroBen r. Flir den Gang der Untersuchung 
ist es hierbei gleichgiiltig, ob das Fachwerk liberzahlige Stabe besitzt 
oder nicht. 

Hat das Fachwerk n Knotenpunkte, so betragt, wie man leicht 
nachprlifen kann, die Gesamtzahl der Uberzahligen, falls der Trager 
eine Dreieckskette darstellt, 3 n - 6. Flir jeden liberzahligen Stab treten 
die beiden AnschluBmomente und die Stablangskraft als weitere Un­
bekannte hinzu. Bei der Ermittlung der Nebenspannungen eines {-fach 
statisch unbestimmten Fachwerkes sind somit, wenn man von den 
Stabdrehwinkeln absieht, 3 (n + f) - 6 Unbekannte zu berechnen. 
Gelingt es, die Stabdrehwinkel unseres Rahmensystems unabhangig 
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von der Ermittlung der Nebenspannungen genau genug darzustellen, 
so sind diese Winkel fiir unsere Berechnung als bekannt zu betrachten, 
womit die V oraussetzung fiir die Anwendung des in § 7 erorterten 
Verfahrens mit den HilfsgroBen r gegeben ist. Da der Freiheitsgrad e 
der Ersatzfigur Null ist, so erscheint die Benutzung der HilfsgroBen 
besonders zweckmaJ3ig, wodurch die Berechnung der 3 (n + f) - 6 
Unbekannten auf die Auflosung von n Gleichungen zwischen den GroBen 
r zuriickgefiihrt wird. 

Wir haben bei der Untersuchung des Stabdreieckes mit steifen 
Ecken (Beispiel 4, S. 59 ff.) gefunden, daB die Stablangskrafte und 
Drehwinkel bei beliebiger Knotenbelastung nur wenig von jenen Werten 
abweichen, die man erhalt, wenn man in den Eckpunkten Gelenke 
anordnet. Was fiir da~ einzelne Dreieck gilt, gilt auch fur die Drei· 
eckskette. Wir konnen daher an Stelle der aus den Winkelgleichungen 
zu berechnenden Drehwinke1 jene Stabdrehwinke1 in die Viermomenten­
gleichungen einfiihren, die unter der Voraussetzung gelenkiger Knoten­
verbindungen fiir die gleiche Belastung ermittelt wurden. Es scheiden 
demnach die Drehwinkel und die iiberzahligen Stablangskrafte als Un­
bekannte aus, da sie auf Grund der gegebenen Belastung nach den 
Lehren der Fachwerkstheorie berechnet oder zeiGhnerisch bestimmt 
werden konnen. Die Aufgabe lauft somit auf die Bestimmung der 
Biegungsmomente, die durch einen gegebenen Verschiebungszustand 
der Fachwerksknoten in den Staben entstehen, heraus. 

In der Regel werden die Lasten nur in den Knotenpunkten an­
greifen, die rechten Seiten der Viermomentengleichungen sind daher 
Null. Sitzen aber Lasten zwischen den Knotenpunkten oder ist der 
EinfluB des Eigengewichts langer Stabe mit zu beriicksichtigen, oder 
sind endlich einzelne Stabe in den Knotenpunkten nicht achsenrecht 
angeschlossen, so ist der der Feldbelastung entsprechende Wert von N 
(rechte Seite der Viermomentengleichung) einzufiihren. 1m iibrigen 
kann die Rechnung in der gleichen Weise durchgefiihrt werden wie 
bei bloBer Knotenbelastung. Bei einseitigen Stabanschliissen ist das 
hierdurch entstehende Biegungsmoment aus der bekannten· Stabkraft 
(nach der Fachwerkstheorie berechnet) und der bekannten Achsenab­
weichung zu ermitteln und der hiermit berechnete Wert Nit (nach 
Formel 14) auf der rechten Seite der betreffenden Viermomenten­
gleichungen einzufiihren. 

Fassen wir das bisher Gesagte kurz zusammen: Die Ermittlung 
der Nebenspannungen eines Fachwerkes mit n Knotenpunkten und 
f iiberzahligen Staben laBt sich auf die Aufstellung von 3 (n + f) - 6 
Viermomentengleichungen mit ebenso vielen Unbekannten zuriickfiihren. 
Die Ermittlung der Unbekannten erfolgt nach Einfiihrung der Hilfs­
groBen r aus n Gleichungen, die zunachst die sogenannten Haupt-

11* 
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werte Iiefern, womit aIle anderen Unbekannten durch die einfachen 
Beziehungen zwischen ihnen und den Hauptwerten festgelegt sind. 

Wir beziffem die aufeinanderfolgenden Knotenpunkte von links 
nach rechts mit 1, 2, •.. , n, wie das in Abb. 97 fiir einige heraus­
gegriffene Punkte gezeigt ist. Die Stabe bezeichnen wir mit dem 

Zeiger jener Knoten, 
die sie verbinden, so daB 
sap die Lange des Sta­
bes bedeutet, der die 
Knotenpunkte a und p 
verbindet. Die AnschluB­
momente des Stabes sap 

. heiBen Mpa und MaP. 
Beide Zeiger weisen auf 

Abb.97. den Stab hin, auf den sich 
die Momente beziehen, 

der untere Zeiger gibt den Momentenpunkt selbst an. Ml bedeutet demo 
nach das Moment im AnschluBpunkte (Knoten) a des Stabes Sail> 
Mpa das Moment im AnschluBpunkt (Knoten) p des gleichen Stabes. 
Mit Bezug auf Abb 97 bezeichnen somit M 1£-2 M 1£-1 M 1£+1 M 1£+2 . k ' k ' k ' k 
dieBiegungsmomente derStabe Sk-2,1£' Sk-1,k' Sk,k+1' Sk,k+2 imAn­
schluBpunkte k. Mit {}ap ist der Drehwinkel des Stabes sap benannt. 
Die vorgeschlagene Bezeichnungsweise hat den Vorteil, daB sie ein­
fach ist und auch bei jeder anderen von der Dreieckskette abweichen­
den Fachwerksform angewendet werden kann. 

Fur jeden Knoten werden nun die Viermomentengleichungen auf­
gestellt. Fur den Knoten k lauten diese Gleichungen, wenn wir den 
Stab Sk-2,I< der Reihe nach mit den anderen in k angeschlossenen 
Stab en zusammenfassen: 

(M~_2 + 2 M;-2) S~-2, k + (2 M;-l + Mt-l) S~-l, k 

-e({}1£-2 k-{}1£-1 1£)=0 , , 

(M%-2 + 2 M:-2) S~-2, k + (2 Mt+1 + M%+l) S~, H1 
- e({}1£-2,k - {}k, H1)= 0 

(Mf-2 + 2 M%-2)S~_2,1£ +(2 M:+2 +M%+2)S~.H2 
- e ({}k-2 k - {}k k+ll) = 0 , , 

In dies en Gleichungen bedeutet 

, Ie 
Sap = Sa p ].­

ap 
und e=6EIe, 

wenn Ie ein beliebig gewahltes Tragheitsmoment ist. 

.. a) 
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Wir setzen nun allgemein 

(Mi + 2 Mpa) s~p = rpu. '\ 
(MpU.+2 Mi)s~p=ri. J 

. . . . b) 

Der obere Zeiger der neuen Unbekannten r stimmt jeweilig mit 
dem oberen Zeiger jenes Momentes iiberein, das mit dem Beiwert 2 

versehen ist. 

Die 

Aus b) leitet man die Transformationsformeln c) ab, namlich: 

. . . . . c) 

Viermomentengleichungen a) nehmen dann die Form an 

r kk - 2 + r kk - l -12 (1}/C-2. k - {}k-l. k) = 0, I 
r ,ck - 2 + r kk +1 -12 ({}'C-2." -1}", Hl) = 0, J' 
r/ck-2 +. r

"
k+2 -12 (1}k-2,k -1}k,H2) = o. 

.... d) 

Die Drehwinkeldifferenzen der Gleichungen d) sind uns der GroBe nach 
bekannt. \'Vir schreiben daher kiirzer fur 

12(1}"-2,k-1}k-l,")=kD%=~ usw. 

und driicken samtliche HilfsgroBen des Knotens k durch den Haupt­
wert r"k-2 aus. Somit finden wir 

r k-l =1 Dk-~ - r k-2 l 
" k k-- k' 

r k+l - D k +1 r k-2 e) I, - k k-2 -- I, , J ...... . 
r k+2 - D k+2 r k-2 " -k k-2 - k . 

Gleichungen der Form e) konnen fUr jeden Knotenpunkt an 
geschrieben werden, wobei fur die GraBen D die Zahlenwerte ein­
zufUhren sind. Nun setzen wir fur jeden Knoten die Gleichgewichts­
bedingung 

.2;M=o 

an, wie dies § 7 lehrt, driicken die Momente mit Hilfe der Formeln c) 
durch die HilfsgroBen r aus, beseitigen sodann samtliche HilfsgroBen 
bis auf die n Hauptwerte vermittels der Beziehungen e), wodurch die 
n Bestimmungsgleichungen der Hauptwerte der HilfsgroBen r gefun­
den sind. Ihre Auflosung liefert diese Hauptwerte und somit auch die 
Betrage der iibrigen HilfsgroBen und Momente. 

Bei Fachwerken nach Art der Abb. 97 (Dreiecksketten) sind die 
Gleichungen funfgliedrig. Tritt in einem Knoten ein weiterer Stab 
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hinzu, so vergri:iBert sich die Zahl der Gleichungsglieder fiir dies en 
Knoten urn E ins. 

Diejenigen Leser, die sich bereits mit dem Problem der Neben­
spannungen beschaftigt haben, werden erkannt haben, daB der hier 
vorgefiihrte Berechnungsgang mit der von Engesser vorgeschlagenen 
Methode zur Berechnung der Nebenspannungen iibereinstimmt und 
daB die Hauptwerte der HilfsgroBen r mit den von Mohr in seiner 
damit verwandten Berechnungsmethode der Nebenspannungen benutzten 
Knotendrehwinkeln f{J in sehr einfachem Zusammenhange stehen. 

Es ist namlich 
r 

f{J=-+-&. 
Q 

"Vir sind nach Ansetzen der Viermomentengleichungen und nach Ein­
fiihrung der HilfsgroBen r gewissermaBen zwanglaufig zu jener Lo­
sung gelangt, die in der Literatur der Nebenspannungen als die ein­
fachste Methode erkannt wurde. Bei allen andern bisher bekannt ge­
wordenen Verfahren ist die Zahl der zu losenden Gleichungen groBer. 

IV. Die Ermittlung der Formanderungen 
von Stabzligen und die Darstellung der 

Biegelinien nach der Methode des 
Viermomentensatzes. 

§ 13· 
Die Viermomentengleichungen beschreiben den Zusammenhang 

zwischen den inneren und auBeren Kraften einerseits und den Form­
anderungen anderseits, sie konnen daher unmitte1bar zur Berechnung 
der Verschiebungen gewisser Punkte des Tragwerkes dienen. Fiir die 
Beurteilung der Formanderungen der aus steifen Stab en zusammen· 
gesetzten Tragsysteme kommt weniger das Verformungsbild des ein­
zelnen Stabes, als vielmehr die Gestaltung der Verzerrungsfigur des 
ganzen Tragwerkes in Frage. Diese ist aber in erster Linie durch 
die Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und der Gelenkpunkte 
des Systems bedingt. Wo es notwendig erscheint, kann die Zahl 
der ausgezeichneten Punkte fiir die Berechnung der Formanderungen 
beliebig vermehrt werden, da jeder Punkt eines steifen Stabes als 
ausgezeichneter Punkt angesehen werden kann und eine weitere 
Elastizitatsbedingung liefert. Sind die Verschiebungen dieser Punkte 
einmal bekannt, so lassen sich, wenn dies unter Umstanden notwendig 
ist, Verschiebungen von weiteren Zwischenpunkten mit Hilfe der 
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Differentialgleichung der elastischen Linie leicht berechnen. Meist 
geniigt aber die Kenntnis der Bewegung der ausgezeichneten Punkte 
und der Lage der mit den Moihentennullpunkten iibereinstimmenden 
Wendepunkte, utn ein fiir die Zweckeder Praxis ausreichendes Ver­
formungsbild herzustellen. Wir wollen daher die Aufgabe, die Form­
anderungen eines statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Sy­
stems zu ermitteln, als erledigt betrachten, wenn es gelungen ist, die 
Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und Gelenkpunkte des 
Systems, unter Beriicksichtigung der durch die Lagerung gegebenen 
Bedingungen, darzustellen. 

In einzelnen Beispielen der §§ 8 und 9 wurde bereits gezeigt, 
wie in einfachen Fallen aus den Drehwinkeln {}, deren Werte sich 
als Zwischenergebnisse der Berechnung vorfanden, die Verschie­
bungen bestimmt werden. Da es sich bei vielfeldrigen Rahmen­
systemen meist um die Darstellung der Verschiebungen der aus­
gezeichneten Punkte eines aus dem System herausgegriffenen zu­
sammenhangenden Stabzuges handelt, so bleibt noch iibrig, ein ein­
faches Verfahren anzugeben, wie aus den aus Momenten- und 
Winkelgleichungen gewonnenen Stabdrehwinkeln die Verschiebungen 
aller besonderen Punkte eines solchen Stabzuges bestimmt werden 
konnen. Vorher ist es aber notwendig, die Frage der Ermittlung der 
Drehwinkel fUr einen zusammenhangenden Stabzug kurz zu erortern. 

Abb·98. 

Wir betrachten zu dies em Zwecke einen aus irgendwelchem Trag­
werk entnommenen Stabzug von n Staben (Abb. 98), der in 0 gelenkig 
oder durch Einspannung festgehalten ist und in n entweder auf ge­
gebener Bahn beweglich gelagert oder ebenfalls gelenkig bzw. durch 
Einspannung festgehalten ist. Ebenso konnen auch andere Punkte 
des Stabzuges beliebig gestiitzt oder sonstwie mit den iibrigen Teilen 
des Tragwerkes zusammenhangen. Diese Lagerungen und Verbin­
dung en kommen in der GroBe der inneren und auBeren Krafte zum 
Ausdruck, die wir uns samtlich als gegeben vorstellen, insbesondere 
die Momente in bzw. unendlich nahe rechts und links von den aus­
gezeichneten Punkten des Stabzuges. Wir setzen nur voraus, daB 
der Stabbogen keine freischwebenden Gelenke aufweise. 
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Bei n Staben sind n Drehwinkel zu bestimmen. Zu ihrer Er­
mittlung stehen nur n - 1 Momentengleichungen fur die zwischen den 
Endauflagern liegenden n - 1 ausgezeichneten Punkte zur Verfugung. 
Durch diese Momentengleichungen ist die Lage der Stabe gegeneinander 
festgelegt. Ein Winkel bleibt noch willkiirlich, der so zu bestimmen 
ist, daB die Punkte 0 und n des Stabbogens in die festgehaltene 
Linie 0 - n fallen. Der Zusammenhang zwischen der Geraden 0 - n 
und dem Stabzug kann nun durch eine vVinke1gleichung, die den 
ganzen Stabzug umfaBt, beschrieben werden. 

Die Viermomentengleichungen weisen, wenn wir nur gerade Stabe 
ins Auge fassen wollen, die Form auf 

M{ -1 Sk' + 2111[1/ Sic' + 2 MIt Sk'+ 1 + Mk'+1 Sk' +1 - 6ElcC{}k - {}1c+1) 
=Nk • 

Daraus folgt 

({;k-{}k+l) 
1 

= 6 Elc [MkT -1 Sk' + 2i'vIk' SI/ + 2M{ Sk' + 1 +. Ml/+ 1 Sk' + 1 --- Nk]· 26) 

Nk ist das von der Feldbelastung abhangige Glied, es wird Null, 
wenn die Lasten nur in den Knotenpunkten angreifen. Da samtliche 
GraBen der rechten Seiten der Gleichungen 26) als bekannt voraus­
gesetzt werden, so lassen sich die Differenzen je zweier aufeinander­
folgender Drehwinkel in einer Tafel berechnen. 

Die Winke1gleichung lautet 

n n 
.2) L/ sl,sinak - .2){}kskcosal,=o. 
k=l k=l 

Bleibt der EinfluB der Normalkrafte iiberhaupt unberiicksichtigt, so fallen 
die ersten Summenausdriicke in den Winkelgleichungen fort. Aber selbst 
dort, wo dies nicht der Fall ist, kann der erste Teil der vVinkelgleichung 
vernachlassigt werden, da er entweder genau Null oder nur wenig 
davon verschieden ist. Man kann namlich die Summen immer in 
zwei im Werte gleiche oder wenig voneinander abweichende Teil· 
summen zerlegen, die wegen der Winkelfunktion sin aI, mit verschie­
denen Vorzeichen behaftet sind. 

Den Bestimmungsgleichungen fur die Drehwinkel {} kannen wir 
daher nach dem Vorhergesagten die Gestalt 

26') 
und 

..... 27) 

geben, wobei Zk die bei der Ausrechnung der rechten Seite der Glei-
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chung 26) gefundene Zahl ist und Ak die Projektion von Sk auf die 
Gerade 0 - n darstellt. 

Druckt man samtliche Drehwinkel mittels 26') durch {}1 aus, so 
entstehen Gleichungen von der Form 

{}k={}l-~k' 

worin, wie man sich leicht iiberzeugt, 
k-l 

~k= 2}Zk' 
1 

Nach Einfiihrung dieser Beziehungen in Gleichung 27) erhalt man 
fi fi 

{}1 2}Ak - 2}~T.A'k = 0, 
k=l k=l 

mithin 
1 fi 

{}1 = L 2) Ak~k' 
k=l 

.... 28) 

wenn L die Entfernung drr Punkte 0 und n bedeutet. 
Mit {} 1 sind auch aIle iibrigen Drehwinkel gegeben. 
Auf den Zusammenhang der Gleichung 26) mit der Formel fiir 

die elastischen Gewichte eines' Stabbogens sei hier kurz verwiesen. 
Setzt man fur aIle Punkte MI/ = M{ = M k , was beim einfachen 

Stabzug der Fall 'ist, und nimmt man nur Knotenbelastung, also 
Nk = 0 an, so stimmt die rechte Seite von Gleichung 26) mit der 
von Miiller·Breslau angegebenen Gleichung der elastischen Gewichte 
eines Stabbogens genau iiberein 1). Das elastische Gewicht ist dem­
nach gleich der Differenzzweier aufeinanderfolgender Stabdrehwinkel. 
Dieser Zusammenhang geht natiirlich auch aus der Ableitung der 
Formeln fUr die e1astischen Gewichte hervor. Man 'kann sich den Zu· 
sammenhang auch klarmachen, wenn man das Krafteck, das zur 
Darstellung der Biegungslinie dient, betrachtet. Der Winkel. den zwei 
aufeinanderfolgende Poistrahien miteinander einschlieBen, stimmt mit 
der p·fachen Differenz der Drehwinkel zweier benachbarter Silibe iiber­
ein, wenn" den V erzerrungsmaBstab der Zeichnung bedeutet. Der 
EinfUhrung der Winkelgleichung in die Rechnung entspricht die Durch­
fiihrung eines Polwechsels bei der Darstellung der Biegungslinie, urn 
den Auflagerbedingungen zu geniigen 2). Der EinfluB der Normal-

1) MUller- Breslau: Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. Dritte 
Auflage. S. 184. Leipzig 1904. 

2) 1m allgemeinsten Falle (verschiedene Momente rechts und links vom 
Knoten) wUrde die Gleichung fUr die elastischen.Gewichte mit den Bezeichnungen 
von MUller-Breslau lauten: 

1 [1m (r + l + 1m - 1 ( r + l ] oom= 6E TI Mm _ 1 . 2M;J ],~- 2Mm Mm_ 1) 
Jm m + 1 
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kriifte erscheint in unseren Gleichungen, im Gegensatze zu dem von 
Muller-Breslau angegebenen vollstandigen Ausdruck fiir die e1as­
tischen Gewichte, nicht beriicksichtigt. Dieser Gegensatz ist nur schein· 
bar, die Wirkung der Normalkriifte wird, wie wir w. u. sehen werden, 
bei der Darstellung des Verschiebungsplanes nachtraglich in Riicksicht 
gezogen werden. 

Wir wollen noch den Fall eines frei schwebenden Zwischen­
gelenkes im Stabbogen der Er6rterung unterziehen. Abb. 99 stellt 

g einen so1chen Stabzug 
vor. Die Enden sind ent­
weder, wie in der Zeich-
nung angenommen, ge­
lenkig gelagert oder 

n weisen eine andere Art 
der Lagerung auf. Bei n 
Staben k6nnen, bei Vor­

handensein von Endgelenken z. B., nur mehr n - 2 Momentenglei-

o 
Abb·99· 

chungen aufgestellt werden. Es mussen daher beide \Vinkelgleichungen 
zu Hilfe genommen werden, urn die n unbekannten Stabdrehwinke1 zu 
bestimmen. Da die Drehwinkel links vom Gelenk g und die Dreh­
winkel rechts vom g in den Momentengleichungennicht zusammen­
hangen, so kann man samtliche Drehwinkel der linken Seite durch 1}1' 

die der rechten Seite durch 1}" ausdriicken. Fiihrt man die so ge­
wonnenen Werte der Stabdrehwinke1 in die beiden Winkelgleichungen 
ein, so gelangt man zu zwei Gleichungen fur I}l und 1}", welche 
GraBen daraus berechnet werden k6nnen. Mithin sind auch alle anderen 
Stabdrehwinkel eindeutig festgelegt. 

Wir gehen nun dazu uber, die Verschiebungen aus den Stabdreh­
winkeln und Stabdehnungen darzustellen. 

Fiir den Stabzug 0, 1, 2, ... , n in Abb. 100 a seien nach Ermitttelung 
aller inneren und auBeren Kraftgr6Ben die Stabdrehwinkel 1} l' 1}~, ... , 1J11 

sowie die Stabdehnungen Ll1' Ll2' ... , LIn bestimmt worden. Fur die 
weitere Untersuchung werden wir daher 1} und LI eines jeden Stabes 
als gegebene GraBen betrachten. 

In Abb. 100 b sind die ersten zwei Stabe in ihren Lagen und Langen 
vor und nach der Verzerrung vergr6Bert herausgezeichnet. Punkt 0 

sei festgehalten. Infolge der Stabdehnung Ll1 gelangt der Punkt 1 
nach l' und nach der Stabdrehung urn den Winkel 1} 1 nach 1", der­
art, daB die Verschiebung l' - 1" senkrecht zur Stabrichtung, die wir 
mit ~l bezeichnen wollen, der Bedingung ~1 = ll1}l genugt. FaBt 
man Ll1 und ~1 als Vektoren auf, so ist die Gesamtverschiebung 1 - 1" 
durch die Vektorsumme 

gegeben. 
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Nun denken wir uns den Stab l2 bei unveranderter Lange parallel 

zu seiner urspriinglichen Lage verschoben, so daB Punkt 2 nach ;; ge­
langt und hierbei den Weg a1 zuriickgelegt. Wegen der Stabdehnung 

.12 gelangt ;; nach z' und infolge der Drehung endlich z' nach 2", 

2 

Abb. 100. 

wobei die Verschiebung (\ = l2#2 betragt. 
des Punktes z ist wieder die Vektorsumme 
vektoren a1 , .12 und (l2' so daB 

a2 = al + .12 + (l2· 

Durch ahnliche Uberlegungen finden wir 

as = a2 + .13 + (l3 
und allgemein 

Die Gesamtverschiebung 
der drei Verschiebungs-

ak = ak - 1 + .1k + (lit· 
Man kann daher einen Verschiebungsplan folgender Art zeichnen 

(Abb. 100c): Von einem Punkte 0 (Pol) ausgehend, tragt man in einem 
beliebig gewahlten MaBstab zunachst .11 seiner Richtung. und GroBe 
nach auf (0 - l' in Abb. 1 00 c), fiigt an dem Endpunkt l' die Strecke (l1 

ihrer Richtung und GroBe nach an. 0 - 1" ist mithin die Ver­
schiebung a1 des Punktes 1 unseres Tragwerkes. Nun setzt man an 
1", .12 an, an dessen Endpunkt z' die Verschiebung (l2 und gelangt so 
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nach 2". 0 - 2" stellt die Verschiebung u2 des Punktes 2 vor. 
Ebenso werden die Punkte 3", 4" usw. bestimmt. Ihre Lage zum 
Pol 0 gibt im MaBstabe der Zeichnung die Verschiebung des be­
treffenden Punktes nach Richtung und GroBe an. 

Da bei der Berechnung der {}-Werte die Auflagerbedingungen be­
reits beriicksichtigt wurden, so ergibt der Verschiebungsplan die tat­
sachlichen Verschiebungen der Punkte 1, 2, ... , n. 

Mit der Aufzeichnung eines Verschiebungsplanes in der Art der 
Abb. 100c ist die Aufgabe, die Verriickungen bestimmter Punkte des 
Tragwerkes zu find en, gelost. Hierbei ist es gleichgiiltig, ob der 
betrachtete Stabzug Gelenke besitzt oder nicht, da ihre Wirkung, ebenso 
wie die der Lagerung oder sons tiger Verbindungen, schon bei der 
Berechnung der Drehwinkel zum Ausdruck kommt. Der EinfiuB der 
Stablangskrafte wird durch Eintragen der Verschiebungsvektoren L1 in 
den Verschiebungsplan beriicksichtigt. 

Aus den Verriickungen lassen sich leicht Biegungslinien fiir be­
stimmte Richtungen darstellen, indem man die in dieser Richtung 
genommenen Verschiebungskomponenten in bekannter Weise von 
einer Geraden abtragt. (Siehe die Komponenten ~k und 'YJk in 
Abb.1ooc.) 

Wir haben bisher die einzelnen Stababschnitte als Gerade be­
trachtet. Es macht nun gar keine Schwierigkeiten, den gleichen 
Rechnungsgang auch auf schwach gekriimmte Stabe zu iibertragen. 
In z (Gl. 26') tritt dann noch ein von der Sehnenkraft H abhangiges 
Glied hinzu. AuBerdem ist bei der Berechnung der Gri:iBen L1 noch 
der EinfiuB der Stabbiegung auf die Stabdehnung nach Formel 19) 
zu bestimmen. 

Das dargestellte Verfahren wird nachstehend an einem Beispiele 
erprobt werden. 

Beispiel (Fortsetzung des Zahlenbeispiels aus § 10). 

Nachdem bereits in § 10 die 2(!-fachen Betrage der Gurtdrehwinkel {}k 

und der Stabdehnungen Llk berechnet wurden, bleibt nur noch die Darstellung 
des Verschiebungsplanes Ubrig, urn die Einflutilinie des Horizontalschubes H 
auftragen zu konnen. 

Samtliche fiir die Herstellung des Verschiebungsplanes notwendigen Werte 
sind in Tafel 11 iibersichtlich zusammengestellt. Da sich der Horizontalschub 
H als Quotient zweier, aus dem gleichen Plane zu entnehmenden Verschie­
bungen darstellt, so flillt der Faktor 2(!, mit dem die Grundwerte {} und Ll 
multipliziert erscheinen, am Schll1sse fort, weshalb die Darstellung des Planes 
mit den in der Tabelle angegebenen 2 (! - fa chen Verschiebl1ngswerten dl1rchge­
fiihrt wl1rde. 
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Tafel 11. Zusammenstellung der 2(!/h- und 2(!Lluk-Werte 
zum Verschiebungsplan Abb. 101. 

-88,8 

5,71 

-507 

-6 

2 3 4 

- 86,7 -77,1 -59,1 

5,42 5,3° 5,15 

-470 -4°9 -304 

-8 -11 -14 

Mrysstob der 2f fochen 
f/erschiebvngen 

200 Einheiten:'1cm 

a) 

I 

5 6 

-38,4 -13.8 

5,06 5,01 

-194 -69 

-17 -19 

~---------------2fd,9 

Nttftstob dertlrtlinoten, 
'1Gm:tJ,9t 

Abb.101. 

7 8 9 10 

+13,8 +38,4 +59,1 +77,1 

5,01 5,06 5.15 5,30 

+69 +194 +3°4 +4°9 

-19 -17 -14 -11 

11 

+86,7 

5,42 

+47° 
-8 

12 

+88,8 

5,71 

+5°7 
-6 



174 Tragwerke mit innerhalb d. Stabfelder stetig veriinderl. Tragheitsmoment. 

In Abb. 101 ist der VerschiebUJigsplan gezeichnet. Der Polo entspricht 
dem linken festgehaltenen Kiimpferpunkt A. Da die Berechnung der Dreh­
wmkel die D-Werte fUr die linke Triigerhiilfte mit negativem, fUr die rechte 
Hiilfte mit positivem Vorzeichen liefert, so bedeutet dies,' dati durch die Stab­
verdrehung die Winkel (J in der rechten Hiilfte vergrotiert, in der linken ver­
kleinert, die Knotenpunkte also gehoben werden. Wir tragen dementsprechend 
die Verschiebungen 261 DI< Sk nach aufwiirts auf. Die Richtung dieser Verschie_ 
bungen ist durch die Normalen zu den im Plane von einem beliebigen Punkte P 
aus abgetragenen Stabrichtungen gegeben 1). Da der Untergurt bei H = 1 
Druck erfiihrt, so sind die Verschiebungen LI uk von rechts nach links abzu­
tragen 2). Die Vektoren 0 1, 02 usw. geben sodann die 261 - fachen Betriig~ der 
tatsiichlichen Verschiebungen der Knotenpunkte 1, 2 usw', an. 

Bestimmt man im Plane die Abstiinde der Punkte 1, 2, 3, ... von der 
x-Achse, so erhiilt man die 261-fachen Werte der lotrechten Verschiebungs­
komponenten dieser Punkte. Dividiert man die Betriige dieser Ordinaten mit 
dem Betrag der wagerechten Verschiebung261(jB des Punktes B, so gewinnt 
man die Ordinaten der H-Linie, die in der Abb.101 b veranschaulicht ist. 
Unsere Darstellung bietet somit den Vorteil, Ziihler und Nenner der Gleichung 
fUr die tJ'berziihlige H aus e in em Verschiebungsplan entnehmen zu konnen. 

Bei Vernachliissigung der Stabdehnungen LI u hiitte sich, wie man sich 
aus dem Verschiebungsplan leicht Uberzeugt, Hum rd. 100/0 zu grofi ergeben. 

v. Tragwerke aus geraden oder schwach 
gekrlimmten SUiben mit innerhalb der 

Stabfelder stetig veranderlichem 
Tragheitsmoment. 

§ 14. Die Vierrnornentengleichungen. 
In § 4 haben wir die Stetigkeitsbedingung fUr den Fall von 

Staben mit unveranderlichem Querschnitt entwickelt. Nun kann auch 
die Aufgabe, Systeme zu berechnen, deren Stabe stetige oder un­
stetige Querschnittsanderungen aufweisen, zurlickgefUhrt werden auf 
die Berechnung von Tragwerken mit Stab en gleichbleibenden Quer­
schnitts, und zwar in der Weise, daB man sich die Stabe in 
Teilfelder zerlegt denkt, innerhalb welcher der Querschnitt als unver· 
iinderlich angenommen werden kann, womit nur die Zahl der ausge­
zeichneten Punkte und so mit die Zahl der Viermomentengleichungen 

') Es ist viel zweckmiitiiger, die Stabrichtungen in der Weise der Abb. 101 a 
darzustellen, als den ganzen zusammenhiingenden Stabzug, wie dies vielfach 
Ublich ist, aufzutragen. Wiihlt man in letzterem FaIle den Liingenmafistab zu 
klein, so sind die Stabrichtungen nicht genau genug festgelegt, wiihlt man ihn 
grotier, so macht das Ziehen der Parallelen Schwierigkeiten. 

2) In der Abb. 101 a ist in der Beschriftung der Verschiebungen Ds und LI u 
der Faktor 261 weggelassen worden, um die Ubersichtlichkeit der Zeichnung 
zu fordern. 
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erhoht wird. Doch ist nicht zu iibersehen, daB durch diese Ver­
mehrung der Elastizitatsbedingungen die Berechnung u. U. bedeutend 
erschwert wird. Da anderseits gerade der neuzeitliche Eisen- und Eisen­
betonbau der Baustofferspamis wegen oder aus Schonheitsriicksichten 
vielfach Stabe mit veranderlichem Querschnitt benutzt, der EinfluB 
dieser Veranderlichkeit auf die GroBe der Uberzahligen aber nicht 
ohne wei teres vemachlassigt werden darf, so erscheint es notwendig, 
die Methode des Viermomentensatzes auch auf derartige Tragwerke aus­
zudehnen, d. h. die Auswertung der Stetigkeitsbedingung ftir den Fall 
durchzufiihren, daB die Tragheitsmomente ] der im ausgezeichneten 
Punkte zusammenhangenden Stabe stetig veranderlich sind. 

Es ist nun klar, daB diese Rechnung nur dann durchftihrbar ist, 
wenn das Gesetz, nach welchem sich das Tragheitsmoment andert, 
fiir jeden Stab von vomeherein 
festgelegt ist. Nun ware eine 
allzuweit gehende, jedem mog- 7 

lichen Sonderfall angepaBte Ver- ;z-
folgung der tatsachliChen Quer­
schnittsverhaltnisse in der Bau­
praxis ohne besonderen Vorteil; 
wichtig ist nur, daB der Kleinst­
und GroBtwert des Tragheitsmo­
mentes innerhalb eines Stabfeldes 
berticksichtigt erscheinen. Wir 
machen daher fiir unsere Untersu­
chung folgende Voraussetzungen: 

1. Das Gesetz, nach welchem 
sich die Tragheitsmomente an­
dem, sei gleichgiiltig, maBgebend 
bleibe nur das Verhaltnis des 
kleinsten zum groBten Tragheits­
moment. 

2. Die die Anderung der re­

1 
;z-

Abb. 102. 

ziproken Werte der Tragheitsmomente beschreibende Funktion der 
Abszisse x (i-Linie) werde bei unsymmetris chen Staben durch das 
Geradliniengesetz, bei symmetrischen Staben durch das Parabel­
gesetz vertreten1). 

Es werden demnach zwei Falle der Betrachtung unterzogen werden: 

') Herr lng. P. Abel es, Recklinghausen hat in einer Reihe von Ausftihrungs­
beispielen den Fehle'r bestimmt, der durch die hier eingeflihrten Annahmen 
tiber den Verlauf der Tragheitsmomente in den Endergebnissen der Rechnung 
auftritt. Er fand den Unterschied gegenliber der genauen Rechnung immer 
kleiner als 5 % des richtigen Wertes. 
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a) Stiibe mit unsymtnetrischem Verlauf der I-Linie; 
b) Stiibe mit symmetrischem Verlauf der I-Linie. 
In Abb. 102 a und b sind die beiden idealisierten FaIle dargesteIlt, 

wobei die Linie der reziproken Tragheitsmomente als i·Linie bezeichnet 
wurde. 

a) Unsymmetrische Stabe. 
Flir das Tragheitsmoment eines Zwischenquetschnittes gelte die 

, 
, I 

• I I 
'--r. ----+-Lx~ ,- - 2 I 

~~ ,i. 
I 
I 

Abb. 103· 

einschrankende Bestimmung, daB 
es der GroBe nach zwischen den 
Tragheitsmomenten der Endquer­
schnitte liege; mit anderen Wor­
ten: die Linie der tatsachlichen 
Tragheitsmomente darfzwischen 
den Endquerschnitten keine Maxi­
mum- oder Minimumstellen auf-
weisen. 

Bezeichnet man mit 10 und 10' die tatsachlichen Tragheitsmomente 
1 

des linken bzw. rechten Endquerschnittes, so ist, wenn die 7 Werte 

nach einer geraden Linie verlaufen soIlen, nach Abb. 103 

somit 

......... 29) 

wobei 1m nicht das tatsachliche, sondern ein ideales Tragheitsmoment 
in StalmIitte bedeutet. Ferner ist nach Abb. 103 

~=~+-(1_2~)(~_~)=~+(1_2~)Im-Jo 
I 1m' l 101m 1m l 1m 10 

oder 

]=1 +a(1-2~), 
wobei 

N=Im - 10 ') "" 10 .......... 29 

bedeutet. a kann POSltlV oder negativ sein, je nachdem 1m ~ 10 ist. 
Hierbei nimmt a aIle Werte von + 1 bis - 1 an. a = 0 entspricht 
10 =10" d. i. der Stab mit unveranderlichem Querschnitt. 

Das Verhiiltnis Ij fiihren wir in die Differentialgleichung der Biege­

linie des Stabes ein, indem wir beiderseits des Gleichheitszeichens 
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mit 1m multiplizieren. Man erha1t mit 1:n = 1m cos tp bei Niehtberiiek­
siehtigung des Einflusses einer ungleiehmaBigen Erwarmung: 

EJ' d2 LlY=_lmM 
m dx2 1 x, 

demnaeh 

oder 

wenn man 

("1 - 2::')M =M' l x x 

setzt. 
Der Losung dieser linearen Differentialgleiehung zweiter Ordnung 

kann die Form gegeben werden: 

Ll Y= Ll Yo + aLl y', 

worin Ll Yo und Ll y' die Teillosungen sind, falls die reehte' Seite nur 
aus M" oder M.,,' besteht. DemgemaB ist aueh 

dLl y = dLl Yo + a dLl y' 
dx dx dx 

und die Stetigkeitsbedingung 1) lautet mithin 

[dLlYo]X=1 rdLlYoJx=O [dLlY']X=1 [ dLly'lx=o 
-d - - Li-d- + a-d- - a-d-J + {}k - {}"+1 = o. 

X k X k+l x k x k+l 

Der erste Teil dieser Gleiehung in Verbindung mit dem Gliede 
{}k - {}k+l stimmt mit der Stetigkeitsbedingung fiir Stabe mit unver­
anderlichem Quersehnitt iiberein, da Ll Yo zum Momente Mx geh6rt. 
Die Ausrechnung dieser zwei Glieder, naeh EinfUhrung des vollstan· 
digen Ausdruckes fiir Mx ' ergibt somit die Viermomentengleichung 7) 
in § 4, nur ist an, Stelle des unveranderlichen Tragheitsmomentes ], 
in Ubereinstimmung mit der hier zugrunde gelegten Differential­
gleichung, das durch Gleiehung 29) definierte ideale Tragheitsmoment 
der Stabmitte 1m zu setzen. Die beiden letzten Glieder stell en einen 
Zusatz zu der bereits bekannten Viermomentengleichung vor, den 
wir nun bestimmen wollen. 

Da die Differentialgleichung fiir Ll y' den gleiehen Bau zeigt wie 
die Ausgangsgleiehung in § 4, so k6nnen samtliche dort gewonnenen 
allgemeinen Ergebnisse fUr die Berechnung des Zusatzgliedes ver­
wertet werden; nur ist an Stelle Mx' Mx' zu setzen und 1m statt 1 
einzufiihren. 

Blei ch, Viermomelltensatz. 2. Aufl. 12 
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Insbesondere finden wir nach den Gleichungen 5) 

[dAY'] __ ~ 
dx z=l- EI!m' 

[dA Y'] \H' 
- dx 21=0- El!m' 

wo \H' und ~' die linken und rechten Auflagerdriicke der durch das 
Gesetz von M; gegebenen Momentfliiche bedeuten. 

Bezeichnen wir den ersten Tell der Stetigkeitsbedingung, den wir 
uns durch die mit - 6Elc dividierte Viermomentengleichung 7) er· 

V 1) 
setzt denken, kurz mit - -6-- . und nehmen darauf Bedacht, daB 

Elc 
die Verschiebungen der Endpunkte, die durch die Drehwinkel {} in un-
seren Gleichungen zum Ausdruck kommen, bereits in V beriicksichtigt 
erscheinen, so konnen wir unter Benutzung der oben angegebenen Aus­
driicke fiir die Grenzwerte der Differentialquotienten die Stetigkeitsbe. 
dingung in die Form 

V 1, 1, ) 
- 6El -"k --k ~k - "Hl -m \Hk+l = o. . . . 30 

c Elm Elm 

bringen. Da 

M'=(1-Z:")M 
'" l '" 

ist, so folgt nach Einfiihrung des vollstiindigen Ausdruckes fur M". 
(Gleichung 3) in § 4 

M",' = Mr( 1 - Z T) (1 - T) + Ml (1 - Z T) T + H (1 - Z T) Y 

+(1-ZT)9R",· 
Wir ermitteln nun der Reihe nach fUr die einzelnen Glieder die 

Auflagerdrucke a' und 0', und zwar 

1) Wir haben bei der Auswertung der Stetigkeitsbedingung in § 4 die 

Gleichungen mit - 6~Jc multipliziert, was bei Einflihrung des Rechnungser­

gebnisses in unsere Stetigkeitsbedingung wieder rlickgllngig gemacht wer· 
den mufi. 
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, 

a'=+I(1 - 2y) (1-Y)'(l-X)dX=~l' 
IJ 

I 

6'= }f(1-2 y) (1- y).XdX=O. 
o 

b) m = (1 - 2 ~) ~ . 
" l l' 

I 

a'=+J(1-2 y)y(l-X)dX=O, 
o 

I 

6'=+ f (1-2 y)yx dX= -~l. 
o 

Wir nennen 

die reduzierte Achsenlinie, und bezeichnen die statischen Momente der 
zwischen der Linie y' und der Stabsehne gelegenen Fliiche, bezogen 
auf den rechten bzw. linken Endpunkt, mit ®'l und ®'r, daun ist 

®'l a'=-l 
d) m,,=(1-2 y)9Rx ' 

und 

Da das Gesetz von 9R" zuniichst unbekannt ist, so benutzen Wlr 
fur die Auflagerdrucke die allgemeinen Bezeichnungen 

m'P und Q3'p. 

Die voranstehenden Werte der Auflagerdrucke ergeben 

l 'k-l 
'--MI...k+H ®k_-I-m'p Q3k - k 6 k l ,;Uk, 

k 

'k+l 
(If' -Mr l /,+l+H ®k+l +OY'P 
uk+1 - k 6 k+1 T- Uk+l' 

k+1 

Der untere Zeiger der Fliichenmomente ®' stimmt mit dem Stab, 
zeiger uberein, der obere Zeiger gibt den Bezugspunkt fur das Mo-

12* 



180 Tragwerke mit innerhalb d; Stabfelder stetig veranderl. Tragheitsmoment. 

ment an. Mit den Werten von '18,.' und w.,.' + 1 gaht die Gleichung 30), 
nachdem alle Glieder noch mit - 6EIe multipliziert wurden, liber in 

V+ 6a Ie [-Ml~+H 6~k-1 +'i8,p] kJ,k ,. 6 ,. l k 
m k 

oder 

V M ll'+ M'I'l' '+6 H ~'k_llk' - a" k" ak + 1 k ,,+ 1 a,." --=';k l2 ,. 
+6 'k+1l,,'+1 +6 ,pl,,'+6 'p l,,'+1_ aHI H"+16k+1"[9- a,,'i8k T aHI w.k+1 1 -- o. 

k+l k ,.+1 

Nach Einfugen des vollstandigen Ausdruckes fUr V gemaB Glei· 
chung 7) erhalt der Viermomentensatz flir unsymmetrische Stabe 
schlieBlich die Gestalt 

M{.ll: +(2 - a,.)M"ll,,' + (2 + ak+1 )Mkrlk'+ 1 + Mkl+ll: +1 

+ 6H lk' [6k-1 + a 6'k-1] + 6 H lk\.! [6k+1 +a6'&+1] 
k lk'J k k + 1 lk'J + 1 /, + 1 

-6EIe (#k-#Hl)=N', ...•.......... 31) 

hierbei ist das Belastungsglied 

. . . 32 ) 

unter N das Lastglied der Viermomentengle.ichung 7) verstanden. 
Die Viermomentengleichung 31) hat im wesentlichen den gleichen 

Bau wie die Gleichung 7), sie unterscheidet sich von dieser nur durch 
die geanderten Beiwerte einzelner Glieder. Sind diese Beiwerte ein­
mal. festgelegt, so ist die weitere Rechnung in der gleichen Weise 
durchzufiihren, wie bei den Systemen mit Staben von unverander­
lichem Querschnitt. Wichtig ist hierbei die Tatsache, daB der von 
den Drehwinkeln # abhiingige Teil der Gleichung 31) im Vergleich zu 
Formel 7) unverandert geblieben ist. 

Es bleibt noch ubrig, das Belastungsglied N' zu bestimmen. Wir 
fiihren die Berechnung nur fiir zwei Falle durch. 1. Einzellasten senko 
recht rur Stabsehne und 2. gleichformig verteiIte senkrecht zurStab· 
sehne gerichtete V ollbelastung. 

1. Belastang der Felder Ik and Ik+l darch Einzellasten Pk and 
-Pk + 1 senkrecht zar Stabsehne, im Abstande ak bzw. ak + 1 yom linken 
Stabende. 
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Fur MI]; gilt 

wenn x<a 

" 
daher findet man fUr m; 

wenn x<a 

" 

x 
m",=p(l-a)Z' 

m =pa(1-~) 
'" l ' 

m",,=p(l-a)(1-2 ~)1-' 

m re'=Pa(1-2 ~)(1- ~); 
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femer die Auflagerdriicke ~ P und m' P der zu ml];' gehorenden 
Momentenmiche 

a 

, l- af ( x) x mp=p-l - 1-2 Z Z·(l-x)dx 
o 

l 

+ P ; f (1 - 2 ~) (1 - ~) . (l- x) dx = ! Pla (1 - ~ r ' 
a 

a 

, l- af( x) x m P=P-- 1-2- ---·xdx . l l l 
o 

l 

+P ~ f (1- 2 ~) (1- ~).XdX=- ~ Pl(l- a)(~r 
a 

Mithin lautet N' 

N' =N + Pk"kl,/ (l- a)k (~kr -Pk+1 ak+ll~+l ak+l (1- ~k+lr· 
k k+l 

Damit ergibt sich der Gesamtwert des Belastungsgliedes, wenn man 
N nach Gleichung 9) S. 32 einfiigt und fUr ein System paralleler 
Lasten das Summenzeichen vorsetzt, 

, ~ ak +1 ( ak+1) [( a) + ( a)2] ) -lHllk+1L.tPH1~+1 1- lHl 2-[ "1-[ Ht3 

Den von ; abhangigen Teil der beiden Summenausdrucke fassen 

wir unter der Bezeichnung fPl und lP'J zusammen, derart, daB 
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ist. Mithin erhlilt Gleichung 33) die Gestalt 

N' = -lk 'k' 2} Pk f/J2 -lk+ l'~+l 2} PHI f/JI· . . • 33') 

Ist nur ein einzelnes Feld mit P= 1 belastet, dann geht N' tiber 
in F/ bzw. F2', welche Funktionen nun die Werte 

annehmen. 
Zur Erleichterung der Berechnung von f/JI und f/J2' die sich auf 

die Form f/JI = Al + Bl a, f/J2 = A2 - B'J a bringen lassen, sind die 

Beiwerte A und B flir verschiedene Verhaltnisse von ~ im Anhange 

in Tafel III zusammengestellt. 

2. Olekkjormig verteitte Votlbetastang Pk and Pk+ 1 der Stiibe I k 
and lk+l. 

Setzt man in Gleichung 33) flir P, P da und an Stelle des Summen· 
zeichens das Integraizeichen, so erhalt man 

l 

Np' = - Pk 'k 'k' f ~: (1 - ~:) [(1 + ~) - a ( ~ rl d a 

und 

o 

Wir berechnen daher 
l 

f ; (1 - ~) [(1 + ~) + a ( ~ YJ d a = (1 - ;) ~ 
o 

l 

f ~ (1 - ~) [(2 - ~ ) + {(, (1 - ~ YJ d a = ( 1 + ~) : . 
o 

Somit finden wir 

N,=_Pk 1 2 1'(1_{(,k) __ Pk+l[' l' (1+ {(,k+l) . . 35) 
p 4 k k 5 4 HI k+1 5 
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b) Symmetrische Stabe. 
Unter der Voraussetzung, daB die Linie der reziproken Tragheits­

momente (i-Lillie) durch eine Pat1abel zweiter Ordnung ersetzt werden 
kann, besteht unler Hinweis auf Abb. 104 folgende Beziehung: 

1 1"( X)II (1 ... ) 1 ( X)21. - 1. _=_+ 1-2- --- =-+ 1-2~ m 0 
I 1m l 101m 1m l 1m 10 

oder 

1. ( )2 j = 1 + a 1 - 2; ,. 36) 

wobei wie friiher 

a =Im-Io 6') 10 ... 3 

bedeutet. a ist positiv oder negativ, 
je nachdem Im:e: 10 ist. 

~---------l-------~ 
Abb. 104· 

Fiihrt man, wie oben, das Verhaltnis 7 in die Differentialgleichung 

der elastischen Linie ein, so lautet diese Gleichung 

d!i A y r ( x )2J " 
Elmcostp dxiJ=- L 1+a 1-2y M., 

oder 

J' d2Ay M M" 
E m7i2=- x-a .,' 

wobei 

M"=(1- 2~)2 M " ., l" 

bedeutet. Auch hier hat die L6sung der Differentialgleichung die Form 

Ay= Ayo + aA y", 

weshalb auch die Stetigkeitsbedingung die gleiche Gestalt wie oben 
(GI. 30) annimmt; nur sind fUr mk' und <;J1k' + 1 die den geanderten Werten 
von M.," entsprechenden Ausdriicke von mt und W~+l einzufiihren. 

Es ist nun 

M.," = Mr (1 _ 2 ;)2 (1 _ ;) + Ml (1 _ 2 ;)2 ; + H (1 _ 2 ;)11 Y 

+(1-2yym.,. 
Wie unter a) bestimmen wir auch hier fUr die einzelnen Glieder 

von M.," der Reihe nach die Betrage der Auflagerdrucke n" und b" 
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der Teilmomentenflachen. Wir finden: 

I 

" 1 f ( X)2 ( x) ( , 2 a =- 1-2- 1---· l-x)dx=-l 
l l l 15 ' 

o 
I 

" 1 I ( X)2 (x) 1 6 =T 1 -2T 1- T oxdx=30l . 
o 

b) mx = (1 - 2 ~r -f: 
I 

a =- 1- 2-1 -. l--x dx=-l " 1 f ( X\2 X ( ) 1 
l l) l 30 ' 

o 
I 

" 1 f ( X)2 X 2 6 =T 1-2T T· xdx =15 Z. 
o 

Deutet man ( )
~ 

x - " 
1- 2 T Y=Y 

wieder als reduzierte Achsenlinie und nennt man die statischen Mo· 
mente der Flache zwischen y" und der Stabsehne, bezogen auf den 
rechten bzw. link en Stabendpunkt, @i"l und @i"r, so ist 

" @i" I 
a =-Z-

d) mx= (1 -2 ;r 9R",: 

und 
@i'" 

6"=-Z· 

Die von 9Rx abhangigen Teile der Auflagerdrucke bezeichnen Wlr 
zunachst kurz mit 

m:"P und lB" p. 

Hiermit ergeben sich die Auflagerdrucke lBJ<" und m:;:+1 der Stetig. 
keitsbedingung mit 
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Somit gewinnen wir aus Gleichung 30) nach Einsetzen der Be­
trage flir 'ilJt und 2l~+1 und nachdem wir alle Glieder mit - 6 EIe 
multipliziert haben, die Beziehung 

V+6a Ie [M' !l£.+Ml2lk+H !?tk- 1 --L'ilJIIP] 
k I! k - 1 30 k 15 k lk I k 

+ 6 Je ,2 k+1 l lk+1 ~k+l r \J"P T [ l """k+l] 
ak+1 -Ik-+! Mk 15-+Mk+1-30-+Hul-l---iJk+l =0 

m k+1 
oder 

v + ak M r l' + 4 C:k_ M lZ '+ ±~.±l M r l ' + al< + 1 M l l ' 5 k-1 k 5 k /, 5 k k+1 5 ,,+1 k+l 

--L 6 a H 6 "k-l !~ + 6 a H 6"k+! l/-tl + 6 a 'iIJ" P 't' 
I k" k l 2 k + 1 k + 1 k+ 1 l 2 k k l 

k k + 1 k 

I 6 "p ',,'+1 
I al<+l 2lk+1Z-=O. 

k+l 

Fuhrt man schlieBlich fur V den vollstandigen Betrag der Glei­
chung 7) ein, so lautet der Viermomentensatz fUr symmetrische Stabe 
mit stetig veranderlichem Querschnitt: 

(1 + ak) lVf r l' + 2 (1 + 2 at) M lZ' I 2 (1 + 2 ak ±),) M r l ' 5 k-1 k 5 k k T 5 k k+1 

+(1 I ak+!)Ml l' +6H !{[6k-1 I CC@3"k-l] 
T 5 /,+1 1c+l klk~ T k 

--i--6H l//+1[6k +1 --La611k+1J -6ET({}_{} )=N" ) 
I k+1l2 I k+1 J e \ k k+1 .37 

/, +1 

Das Belastungsglied Nil ist 

Nil = N - 6 ak 'ilJt" P 'k' - 6 etk +1 2l~!'1 'k' + 1 . • . • 38) 'k - T 'ld-1 
N ist das Lastglied der Momentengleichung 7). 

Nach Feststellung der Beiwerte auf Grund der Abmessungen der 
Stabe 'k und lUI' wobei bei krummen Stab en an Stelle der wirk­
lichen Achsenlinie y die reduzierte Achsenlinie y" tritt, erhiilt man 
Viermomentengleichungen von der gleichen Gestalt wie bei Tragwerken 
mit Stab en unveriinderlichen Tragheitsmomentes, weshalb auch die 
weitere Untersuchung den gleichen Weg nehmen kann. 

Ermittlung des Belastungsgliedes Nil. 

1. Belastung der Stiibe h und h+l durch Einzellasten Pk und 
Pk+ 1 senkrecht zur Stabsehne, im Abstande Uk bzw. Uk+l vom linkell 
Stabende. 
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Es ist 

fUr x<a 
fUrx>a 

damit folgen fur die Auflagerdrucke IlI"P und ~"P die Formeln 

a 1 

llI"p=pl I af(1-2 ;y; .(/-X)dX+pyf(1-2.yY(1-.y).C/- X)dX 
o a 

1 ( a ) [ I - a (1- a)2 (I - a)3] 
= 30 Pia 1- y 1+ -1--4 -1- +6 -1-

a 1 

~"p=pll af(1-2~y~.XdX+P1f(1-2;r(1-;).XdX 
o a 

Wir finden somit N" 

"k+lp' (ak+1) [ + I-a (/_a)2 + 6 (/_a)3] - -5 - k+l Zk+l a',+l 1-y-- 1 -1- -4 -Z- --Z-
1c+l k+l 

und schlieBlich nach Einfiihrung des Wertes von N fur eine Gruppe 
paralleler Einzellasten 

_ 2 "(I. - a)2[ _ (Z- a)Jl 
Z 2 3 Z f .... 5 ' k+l 

.. 39) 

Bezeichnet man den von ; abhangigen Teil der beiden Summen 

mit CP2' und CPl', so daB 
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und 

ist, so lautet 

N" = -1" 1,,' 2 P" fP'J' -lHl1~+1 2 PHI fP/. • • . 39') 

Setzt man in fP/ ftir 1-a, a, so geht die Linie in cP'J' tiber; fPl' 
ist somit das Spiegelbild von fP'.1 • 

Fiir den Fall, daB bloB ein Feld mit der Einzellast 1 belastet ist 
(EinfluBlinien), geht Nil in die Funktionen Ft und Ft tiber, und zwar: 

FI" = - fPl' 1l! und F,,:' = - fP,/ 11' . 

Zur Berechnung der Funktionen fPl' und fP2', die die Form 
fP' = A + B a annehmen, dient die Tafel IV im Anhange. 

2. Oleichjormig verleilte Vollbelastang Pk and Pk+l der Stiibe 
Ik and ik+l' 

Aus Gleichung 39') leiten wir die Beziehung ab: 
l l 

Np" = - p" 1,,1,,' f fP2' da - PHl1"+11~+1 f fP/ da. 
o 0 

Die Ausrechnung der bestimmten Integrale auf Grund der For-
meln 40) ftir fPl' und fP2' liefert 

N" - 1 I 2' ( + a,,) 1. 12 , (+ a,,+l) 
p --4" p"l" 1" 1 5 -4"PHl k +111<+1 1 -5-" 41) 

c) Symmetrische und unsynimetrische Stabe. 
Wechseln symmetrische Silibe mit unsymmetrischen Staben im 

Tragwerk ab, so sind die Viermomentengleichungen aus den Glei· 
chungen 31) und 37) sinngemaB zusammenzusetzen. 

a) Folgt ein symmetrisches Feld einem unsymmetrischen, so lautet 
die Viermomentengleichung: 

M"r -1 1,,' + (2 - a,,) M"ll,,' + 2 (1 + 2 a; + 1 ) M"r 1,,' + 1 

+(1+a"+l)Ml l' +6H 1,,' [6"-I+ a6'''-1] 
5 "+1 k+1 "l,,'J " 

+6H; +1 S+! [6"+1 + a6""+1]H1 - 6 Elc(f},,-f}H1)= N; 
" +1 
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fur Einzellasten P: 

N = -lll lll' .2 Pk Cf!2 -lH 1 l!o+1.2 PH1 Cf!1'; 

fur V ollbelastung p: 

N = - E7< l 2lf (1 _ cek) _ Pk+1 l 2 l (1 + ak±!) . 
4 II /I 5 4 II +1 k+1 5 

b) Folgt ein unsymmetrisches Feld einem symmetrischen, so gilt: 

( 1 + ; ) M{ _ Ilk' + 2 (1 + 2 5C:~) Mk1lk' + (2 + all + 1) MIt llo' + 1 

+ Mil' + 6 H ~'[@:;TC-l + a ('3l1k-l] 
k + 1 /I + 1 /I l102 II 

+ 6 HH1 :":+1 [('3/1+1 +a ('3'k+1]Hl - 6 EIJ&/I - {}k+1) = N; 
k + 1 

fUr Einzellasten P: 

,N = -lk lll' .2 P/I Cf!2' -l/l+1 lll' +1.2 PH - l (PI; 

fur V ollbelastung p: 

N = - Pk l 2l' (1 + all) _ PI'±.1l 2 l' (1-L ~,±!), 
4 Ie II 5 4 11+111+1 I 5 

§ 15. Die Ermittlung der Uingenanderungen L1l in den 
Winkelgleich ungen; Beispiele. 

"Vir schlieBen uns eng an den Gedankengang in § 5 an, der die 
Berechnung der Langenanderungen L1l fur Stabe mit unveranderlichem 
Querschnitt zeigt, weshalb wir uns in den folgenden Darlegungen etwas 
kurzer fassen werden. Die Formeln fur die Anderungen Lll der Stab­
sehnen bei symmetrischen und unsymmetrischen Staben konnen unter 
einem entwickelt werden, da beiden Fallen die gleiche Differential­
gleichung zugrunde liegt. Der in § 14 benutzten Ausgangsgleichung 
geben wir jetzt die Form: 

l:n = 1m cos Cf! ist bei unsymmetrischen Staben durch Gleichung 29) 
festgelegt, die eine Verknupfung der beiden ungleichen Endquerschnitte 
10 und 10' darstellt. Bei symmetrisch gebauten Stab en ist 1m das tat­
sachliche Tragheitsmoment im Mittelquerschnitt. Unter {}x wird, wie 
in § 5, der Drehwinkel eines unendlich kleinen Stabelements ds mit 
der Abzisse x verstanden. a ist in beiden Fallen der durch Formel 29') 
erlauterte Zahlenwert. 
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M., ist durch die Gleichungen gegeben: 

bei unsymmetrischen Staben 

bei symmetrischen Staben 

Wir bezeichnen den von x abhangigen Beiwert in beiden Fallen mit w (x). 
Aus der Differentialgleichung folgt unter Benutzung des in § 4 ab­

geleiteten Satzes tiber die Querkraft der Momentenflache 

E J'm a. x = lR", + a lR", ' 

wo lR",· zur Momentenflache Mx und lRx zur Flache Mx gehoren. 
A us § 5 entnehmen wir die aus der Winkelgleichung entwickelte 

Beziehung ftir die Langenanderung Ll 1 
I 

Hl f Lll= EF +attl+ 19",dy. 
'" o 

Fm bedeutet eine pass end gewahlte mittlere Querschnittsflache. Der 
von der Stabbiegung he?"uhrende Teil von Lll, d. i. Lllb, nimmt nach 
Einfuhrung des Betrages fur a.", den Wert an: 

III 

Lllb=f a.xdY=-E~'mf lRxdY+E;~J lRxdy. 
000 

Nun ist 
I l 

flRxdy==f Mxydx 
o 0 

und ebenso 
I I 

f lRx dy= f Mxw(x) Y dx, 
o 0 

wenn man fur M", den Betrag Mx w (x) setzt. w (x)· y haben wir im 
vorangehenden Abscl1nitt als reduzierte Achsenlinie y' bzw. y" be­
zeichnet. Wir nennen sie jetzt in beiden Fallen y und erhalten 

I I 

Ll1b= E~~ [f M:~ydx+a fMxYdX]. 
o 0 
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Nach Einsetzen des ausfuhrlichen Wertes von Mx nimmt diese 
Gleichung folgende endgiiltige Form an, falls man, wie vorher, die 
einzelnen Integralausdriicke als Flachenmomente deutet. 

1 [MT - Ml - -
dlb=Ej:;' -z (@/+ae l )+-Z(er +aer )+2H(ex +ae,,) 

+(G+aG)]. 

e l, e', ex und G haben die gleiche Bedeutung Wle die GraBen 
e l, e T, ex und G (siehe S. 40), nur ist zu ihrer Bildung an Stelle 
der Stabachsenlinie y die reduzierte Achsenlinie y zu beniitzen. 

Fur unsymmetrische Stabe gilt 

Y=(1-2~)Y' 
fur symmetrische Stabe 

Y=(1-2~ry, 
Der Gesamtwert d Z betragt somit 

H 1 1 [Mr - Ml ---
dl= EF-+attl+j:;;T' -z (el+a@l)+-l(er+aer) 

m. J111, 

+2H(e"+ae,,,)+(G+aG)]. . . . . . . 42) 

Bei symmetrischen Stab en kann die Gleichung noch m die em­
fachere Form gebracht werden: 

~ l=!i"--+ at t 1 +~, [2- (lfJ+ a lfJ) (Mr + Ml) 
EF", Elm 2 

+2H(ex +aex)+(G+aG)l, ......... 42 ') 
_ J 

llnter lfJ und lfJ die Flachen zwischen der Stabsehne und den Achsen­
linien y bzw. 51 verstanden. 

Bei geradachsigen Staben ist der Klammerausdruck Null und d Z 

beschrankt sich auf 

Beispiele. 

1. Beispiel. Es ist die Einflufilinie des Stiitzenmomentes 1111 des in 
Abb. 105 dargestellten durchlaufenden Balkens mit zwei gIeichen Feldem dar­
zustellen. Die Feldstiitzweite sei 1, das Verhaltnis der Endtragheitsmomente 
eines Feldes 

10' = 4 10 • 
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Nach Formel 29) (unsymmetrischer Stab) ist das ideale Trligheitsmoment 
1m fUr die Feldmitte der link en 6ifnung 

daher 

-a 
I 
I 
I 

J,; 

1 

Ar-----

I 
1 
I. 

2.4102 8 
1m=5J;=S10, 

Abb.10 5. 

«=1m_ 1 =i. 
10 5 

FUr die rechte Offnung ist sonach . 

3 
«=-5' 

" 

welchen Wert man auch erhlilt, wenn man 1m nach Formel 29) berechnet und 
damit « bestimmt. 

B 

Abb. 106. 

Die Momentengleichung lautet somit (Formel 31) 

oder 
2,8M1 1'= N, 

somit 
NIl' 

M1 = 2,8 I' = - 2,8 Z' r'g = - 0,357 r'g I . 

Mit Hilfe der Tafel ITI auf S. 220 finden wir mit «= 0,6 fUr den linken Zweig 
der Einflu:6linie: 

1) Eigentlich liegen Stlibe mit gekrUmmter Stabachse vor; da aber H sehr 
klein ist, so unterdrUcken wir die von den Sehnenkrliften abhlingigen Glieder. 
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a/l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

((!2 0,0985 0,1882 0,2617 0,3130 0,3375 0,3322 0,2953 0,2266 0,1273 

M1/l 0,0352 0,0672 0,0934 0,1118 0,1205 0,1186 0,1055 0,0809 0,0455 

In Abb. 106 ist die Einflutilinie dargestellt. Zum Vergleiche wurde die Ein­
flutilinie fUr den Trager unveranderlichen Querschnitts strichliert eingezeichnet. 

t~-----~--------=Jc=-----~f 
1 1 I 1 
I.--l1=20111--....... 0I-1 ... ,,-----/,2=30117 .. I" [3=20111 .. I 

Abb. 107. 

2. Beispiel. In Abb. 107 ist der Umriti eines dreifeldrigen Durchlauf­
balkens mit den Stiitzweiten 20, 30, 20 m dargestellt. Die Einflutilinien der 
Stutzenmomente sind zu ermitteln. 

In den Seitenoffnungen ist: 

links: I, = 2 10 , 

wobei 

1 
rechts: 13 =212' 

Sonach ist fUr die Autienfelder laut Gleichung 29) 

links: rechts: 

und nach Gleichung 29') 

4 "?/o-Io 
IX, = 10 -"3' links: rechts: 

FUr die Mitteloffnung gilt mit 

Im=o,6I, 
0,611 -I, 

IX2 = I, = - 0,4 . 

Die beiden hier in Betracht kommenden Momentengleichungen nehmen da­
her unter BerUcksichtigung des Umstandes, dati die Autienfelder unsymmetrische 
Stabe sind, das Mittelfeld abereinen symmetrischen Stab vorstellt, folgende Form an: 

2 5IX2) M, le' + (1 + ~2 ) Mele' = N, , 

Die EinfUhrung der IX-Werte Iiefert: 

(1,6671,' + 1,6812') 1111 + 0,921/ M2 = Nu 
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Wir wahlen als Ie das Ttagheitsmoment des Mittelquerschnittes der Mittel­
offnung und berechnen 

, 0,6.210 
11 = ----.-l1 = o,gll = 18 m, 

±lo 
3 

1/ = 12 = 30 m. 

Damit gehen die Dreimomentengleichungen tiber in: 

80,4 M 1 + 27,6M. =N1 , 

27,6Ml + 80,4 M2 = N2 · 

Ihre Auflosung ftihrt zu den Gleichungen 

M1 = 0,01410 N1 - 0,004 84 N 2 , 

M2 = 0,01410 N2 - 0,00484 Nl , 

Behufs Ermittlung der Einflu13linien betrachten wir der Reihe nach die Be­
lastung des ersten, zweiten und dritten Feldes mit je einer Einzellast 1-

Man erhalt so folgende Lastglieder: 

linker Au13enzweig der Einflu13linien: 

N1 = = CP2 /1 I.' = - (A2 - Be oc1 ) 0,gI1 2 , 

mittlerer Zweig der EinIlul3liuien: 

Nl = - CPt' 12 12' = = (A/ +B1 ' oc.) 12", 

rechter Au13enzweig der Einflu13linien: 

N1 =0, 

Abb. 108. 

Unter Beniitzung der Tafeln III und IV im Anhang ist die nachfolgende 
Tabelle der Lastgro13en N1 und No (s. S. 194) berechnet. 

Mit den so ermittelten 'Verten von N berechnet man, mittels der oben 
aus den Dreimomentengleichungen abgeleiteten Formeln fiir Ml und M2 die 
Ordinaten der Einflu131inien der Stlitzenmomente. In Abb. 108 ist die Einflu13-
linie l'vi1 dargestellt. 

B 1 e i c h, Viermomentensatz. 2. Aufl. 
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3. Beispiel. Die Anwen­
dung der Formeln fUr den sym­
metrischen Stab solI an der 
Berechnung des in Abb. 109 

dargestellten Briickenrahmens, 
dessen oberer Riegel gegen 
die Mitte abnehmendes Trag­
heitsmoment aufweist, gezeigt 

HI 

-=-- f2 4:";4t7t7J'~ II I ~=qt7160m.9 

I I 
1 <i=qo080m.# I"~ 

~}I/ -+t-I_r_~~o._'OJWJm_¥ _Ll 
iAt---- 10711r----I18 

Abb.10g. 
.... 
<l) 

'tl 

werden. Dieser Riegel, dessen ] 
Achse gekriimmt ist, soU zur ~ 

Vereinfachung der Rechnung 
als gerade betrachtet werden. 
Die Abmessungen sind in Abb. 
log eingeschrieben. Die~ Be­
bstung bestehe in einer wage· 
rechten Einzellast W, die im 
linken oberen Eckpunkt an· 
greift. 

Wir bezeichnen die 4 Ecken 
des als Balken gelagert ge­
dachten Rahmens, von links 
unten beginnend, mit 1 bis 
4 und geben den 4 Eckmomen­
ten die gleichen Zeiger (Abb. 
110). Die reduzierte Lange des 
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Quertragers sei b', die des Riegels r' und die der Pfosten h'. Die 
dazugehorenden Drehwinkel wurden mit {},. und {}hl bzw. {}hr be­
zeichnet. {}b' der Drehwinkel des Quertragers, ist voraussetzungs­
gemaB Null. 

Wenn wir bei 'Punkt 1 beginnen und fur den Ansatz Gleichung 37) 
benutzen, wobei bei den geraden Stab en IX = 0 zu setzen ist, so lauten 
die Momentengleichungen: 

Ml h'+zM2 [h' + (1 + ~a)r' J+( 1 +~) M3r' - 6Elc({}hl- {}r)= 0, 

(1 +~)M2 r' + 2M3 [( 1 + 25") r' + h' ] +M4h'-6Elc({}r-I}hr)=0, 

M3h' + 2M4 (h' + b') + Ml b' - 6 Elc{},t = 0, 

M4 b' + 2Ml (b' + h')+ M2 h' + 6 Elc{},,z = 0. 

Bei Vernachlassigung der Langenande­
rung en haben die Winkelgleichungen die 
einfache Gestalt: 

r' 

somit 

und 

Jd}hl - h{}/ = 0, 

b1'Jr=o, 

1'J,.= 0. 

Wir fuhren dieses Ergebnis III die Mo­
mentengleichungen em, setzen zur Ab­
kurzung 

AI. 1 ~' r~=O 
~\>7 

... 1. ___ 0 ___ --'( 

Abb. 110. 

und erhalten 

h' + (1 + 25a ) r' =~, (1 +~) r' = 2, 
6Elc=e 

Mlh' + zM2~+M32 - e1'Jh=o, 
M22 + 2M3~ + M4 h' + e1'Jh = 0, 

M3h' + 2M4 (h' + b') + Ml b' - e1'Jh = 0, 

MJ b' + 2Ml (b' + h') + M2 h' + e1'Jh = 0. 

Da das System dreifach statisch unbestimmt ist, so reichen diese 
vier Gleichungen zur Berechnung der drei Uberzahligen und des Stab­
drehwinke1s 1'Jh aus. Nach Addition der zwei erst en und zwei letzten 
Gleichungen entsteht 

(Ml +M4 ) h' + (M'J + M3) (2~ +2)= 0, 
(Ml + M4 ) (3b' + 2h') + (M2 + M3)h' = 0. 
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Betrachtet man die Momentensummen als Unbekannte, so liegen 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten vor. Da ·die rechten Seiten 
Null sind, so ist 

und 

Die Subtraktion innerhalb der Gleichungspaare liefert 

(Ml - M4) h' +(M2-Ma)(zx- 1) - Z(}{}h= 0, 

(Ml -M4 )(b' +Zh')+(M2 -Ms)h' + Z(}{}h= O. 

Nach Beseitigung von {}h durch Addieren dieser Gleichungen folgt 

(M1 -M4)(b' + 3 h') + (M2- Ma)(Zx -l+h')= O ••• b) 

In a) und b) haben wir die drei winkelfreien Gleichungen ge­
wonnen, aus denen die drei Uberziihligen bestimmt werden konnen. 

Nach Ausscheiden von Ms und M4 aus b) 
mittels der Beziehungen a) findet man 
schlieBlich: 

Gleichung c) enthalt noch zwei Unbe-
kannte, es ist daher noch notwendig, die sta­
tischen Beziehungen zwischen Ml und M2 in 
Rechnung zu ziehen. Bei der Auswahl der 
Uberzahligen lassen wir uns von den bis­
herigen Ergebnissen lei ten. Da zwischen 1 

If' und 4 sowie Z und 3 keine Lasten angreifen, 
'1!1'-..... __ -o __ ---..:z::,. so ist die Momentenlinie im oberen und un-
I teren Riegel eine Gerade. Aus den Bestim-
tWI: mungsgleichungen a) geht hervor, daB die 

Abb.111. Momentennullpunkte in Riegelmitte liegen. 
Schneidet man den Rahmen an dies en Stellen 

durch, so entsteht die in Abb. 111 dargestellte Gleichgewichtsfigllr. 
Nennt man die Qllerkraft im Momentennullpunkt des oberen Riegels T, 
dann ist die Qllerkraft Q im Quertrager 

Nun ist 

( h) b 1 - M = W--T -=-(Wh-Tb), 
1 b Z Z 

1 
M~=-Tb. 

" Z 
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Gleichung c) geht damit tiber in 

-(Wh- Tb) (b' + 3h') + Tb(z% -2 +h')= 0 

und mithin 

. d) 

womit die Aufgabe gelost ist, da mit d) auch die Momente 1111 und lVI2 
bestimmt sind 

ZahlenbeispieI. 

Nach Abb. 109 ist, falls wir lit = Ie wahlen, 

h'=h= 15m, 

Ie 0.008 
b' = b- = 10.-'--= 3,33 m, 

Ib 0,024 

, Ie 0,008 
r =b--=10.---=25m 

Ir1n 0,0032 ' 

ferner ist nach Gleicbung 31') 

somit ist 

1m - 10 0,003 2 - 0,0160 
a=---= ,---=-08 10 0,016 ' , 

x = h' + (1 + 25a ) r' = 15 + (1 - °,32) 25 = 3Z m, 

}.=(I+f)r'=(1-0,16).25 =21 m. 

:.\Iit diesen \Yerten findet man 

T = W 12 3,33 + 45 .. = 0682 W. 
103,33+6°+64-21 ' 

Bei gleichbleibendem Tragheitsmoment des Riegels lautet die Formel fUr T 
wenn man in der Gleichnng d) a = ° setzt, 

, h b' + 3h' 
T = W -b b-'-I~ 7""j-r' . --6h T 

Ftihrt man z. B. fUr I,. das arithmetische Mittel der Triigheits11l0mente 'in del' 
:\Iitte und am Ende ein, so erhalt man: 

und damit 

Somit 

0,0032 + 0,0160 
If = 2 = 0,0096 m' 

, 0,0080 
r = 10·-~= 8,33 m. 

0,0096 

T'=;>'W~,J3=0'713 W. 
2 101,66 

Der Unterscbied betragt beilaufig 5 OJ 0, is also verhaltnismafiig klein. Mit 
abnehmender Pfostenbobe nimmt dieser Unterschied aber bedeutend zu. 
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VI. Tragwerke allgemeinster Form. 
§ 16. Die Viermomentengleichungen. 

Die vorangehenden Untersuchungen erstreckten sieh auf gerade 
oder schwach gekriimmte Stabe, deren Tragheitsmomente entweder 
unveranderlich waren oder einfachen Gesetzen folgende, stetige Ande· 
rungen aufwiesen. Nun gibt es eine groBe Gruppe von praktisch 
wichtigen Tragwerken, bei denen diese Voraussetzungen uber Stab· 
form und Querschnittsgestaltung nicht erfUIlt sind. Ihre Berechnung 
nach der Methode des Viermomentensatzes konnte allerdings in der 
Weise erfolgen, daB man - wie schon einmal auseinandergesetzt 
wurde - die einzelnen irgendwie geformten und im Querschnitt be· 
liebig wechselnden Stabe durch Einschalten von zweckmaBig gewahlten 
ausgezeichneten Punkten in Teilstabe zerlegt, derart, daB innerhalb 
der Teilstiicke die Voraussetzungen, auf welch en die vorangehenden 
Untersuchungen aufgebaut wurden, genugend genau erfiillt erscheinen. 
In vie1en FaIlen aber wird dieser Vorgang zu einer groBen Zahl von 
Viermomentengleichungen fiihren, aus denen zunachst die den einge· 
schalteten ausgezeichneten Punkten zukommenden Momente, sowie 
die hinzugetretenen Stabdrehwinkel ausgesondert werden muss en, urn 
die Zahl der Gleichungen zu verringern. 

Es liegt der Gedanke nahe, diese Arbeit der Ausscheidung der 
Zwischenmomente und Zwischendrehwinkel, die nur HilfsgroBen dar· 
stellen, nieht der Rechnung im Einzelfalle aufzubiirden, sondern in 
allgemeinster Form ein fUr aIlemal zu erledigen. Nachdem es sich 
gezeigt hat, daB die durch den Viermomentensatz dargestellte Ver­
kniipfung der AnschluBmomente, Sehnenkrhlte und Stabdrehwinkel 
die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GroBen in hohem MaBe 
erleichtert, so werden wir bestrebt sein, die Ausscheidung der Zwischen· 
momente und Zwischendrehwinkel so zu gestalten, daB das Ergebnis 
dieser' Elimination, die sich auf die Gleichungen zweier elastisch zu­
sammenhangender Stabe erstrecken wini, einen Zusammenhang zwi· 
schen den vier AnschluBmomenten, Sehnenkraften und den beiden 
Stabdrehwinkeln (Drehwinkel der Stabsehnen) bilde. Mit anderen 
Worten: Das Eliminationsergebnis soIl in allgemeinster Form einen 
fur beliebig geformte Stabe giiltigen Viermomentensatz darsteIlen. Da 
die in § 2 unter b) abgeleiteten Winkelgleichungen keinen einschran. 
kenden Bedingungen hinsichtlich der Stabform oder Querschnittsaus. 
bildung unterliegen, so bleibt - falls es gelingt, den angestrebten 
Viermomentensatz abzuleiten - der Berechnungsgang der in diesem 
Absatz.e zu erorternden Systeme der gleiche wie bei den in Ab· 
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schnitt II betrachteten Tragwerken, und aile V orteile, welche sich aus 
dieser Methode im vorangehenden ergeben haben, kommen somit 
auch der Berechnung von Tragwerken allgemeinster Form zugute. 

Wir untersuchen zwei a.ufeinanderfolgende Stabe eines Tragwerks 
k - 1, k und k, k + 1, die in k steif verbunden sind (Abb. 112). 
In den Schnittstellen k - 1 und k + 1 werden die AnschluBmomente 
M kr_ 1 und M.,/+l' die Sehnenkrafte H.,. und H k +l' sowie die Quer­
krafte Qk -1 und Qk + 1 ubertragen. Dem Zusammenhang des Punktes k 

Abb. 112. 

mit den ubrigen Teilen des Systems tragen wir in der Weise Rech­
nung, daB wir die Momente unendlich nahe links und rechts von k 
mit Mkl und Mkr verschieden annehmen und eine auBere Kraft Rk 
als Mittelkraft der Langs- und Querkrafte aller ubrigen in k ange­
schlossenen Stabe hinzufugen. 

Die stetig gekrummten Stabe denken wir uns durch Stabvielecke 
mit genugend groBer Seitenzahl ersetzt, so daB jedes Element eines 
so1chen Stabzuges als geradlinig und mit unveranderlichem Quer­
schnitt behaftet angesehen werden kann. Die Lasten mogen nur in 
den Knickpunkten angreifen. Die Momente in den Punkten 1, 2 .•. i 
... n-1 bezeichnen wir mit M1 , M2 •• - Mi ... M .. - 1 ; die zu den 
Staben S1' S2' •• Si •• • s" gehorenden Drehwinke1 mit 1}1' 1}2··· 1}i.' .1} ... 

vVir stellen nun, bei Punkt 1 beginnend, die Viermomentenglei­
chungen auf. Da der Stab I.,. n -1 Zwischenpunkte aufweist, so 
konnen fur diesen Stab n - 1 Momentengleichungen angesetzt werden. 
Ebenso koitnen n - 1 Dreimomentengleichungen fur den Stab l.,. +1 

angeschrieben werden, wobei n in jedem der beiden FaIle eine andere 
Zahl bedeuten kann. SchlieBlich steht noch eine Viermomentengleichung 
fur den Punkt k zur Verfugung. Die hier erwahnten drei Gruppen 
von Gleichungen bezeichnen wir mit a), b) und c). Sie lauten: 
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Stab lie 

M7t -1 Sl' + zM1 (s~' + S2') + M2 S2' - (! (lJ1 - {}2) = 0 j 
M1s2' + zM2 (s/ + S3') + M3 S3' - e({}2 -1'J3) = 0 

. . . . .. . ........ . 
M,,_2 S,,'-l + zM" -1 (s,,' -1 + S,,') + M7/ s,,' - (! ({},,-1 - {},,) = 0 

a) 

b) 

k k k k k+l k+l k+l k+l 
"1 ' + M I ' I M r ' + M ' (. Q k _Q k + 1) -H ,,_ 1 S" Z k S" T Z k 51 1 Sl - (! !I'" - V 1 - 0 . . c) 

In der letzten Gleichung wurden die Glieder, je nach ihrer Zu­
gehorigkeit zu Stab lk bzw. lH1' durch den daruber gesetzten Zeiger k 
oder k·+ 1 unterschieden. 

Gleichung c) stellt bereits den gesuchten Zusammenhang zwischen 
den AnschluBmomenten der beiden Stabe dar. Es ist nur noch not-

k k+1 
wendig, M n - 1 und 1111 ebenso {}"k und {}/+1 aus dieser Gleichung 
zu entfemen und durch die vier AnschluBmomente der beiden betrach­
teten Stabe, deren Sehnenkrafte und Stabdrehwinkel auszudrucken. 

vVir benutzen daher die Gruppe a), urn {}"k, die Gruppe b), urn 
k k+l 

'I'J / + 1 zu bestimmen. Mn -1 und M1 konnen ebenso wie aIle ubrigen 
Zwischenmomente in statische Beziehung zu den AnschluBmomenten 
und Sehnenkraiten gebracht werden. 

Nun reichen die n - 1 Gleichungen a) nicht a us, urn daraus die 
'it Drehwinkel zu bestimmen, es muB daher noch eine vVinkelgleichung 
zu Hilfe genommen werden. Gleiches gilt auch fur die Ermittlung 
der Drehwinkel aus dem Gleichungssystem b). 

Den Winkelgleichungen geben wir die Form: 
fur Stab lk 

" " 2} iI 5i sinai - 2}1'Ji 5i cos C(i + 1'J7Jk = 0, 
i=l i=l 

fur Stab lH1 

n n 
2} L1 Si sin C(i - 2}{}i 5 i cos C(i + {}H 1lk+! = o. 

i=l i=l 

{}" und{}H1 sind die Drehwinkel der Sehnen, also die Drehwinkel 
der Stabe lk und l" + 1 . 
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Setzt man 

und 
S. cos lXi = Ai' 

wobei S. die Uingskraft im Stabe Si ist, so nehmen die Gleichungen 
folgende Gestalt an: 

fiir Stab lk 

fiir Stab lk+l 
n n 
"" SiSi . "" ~ .0. + l .0. _ ..::::.,; EF. sm lXi - ..::::.,; "'''U'i k+l'u'/,+l - o. 
i=l' i=l 

Wir multiplizieren nun die Gleichungen a) der Reihe nach mit 
den Abszissen Xl' X2 ••• Xi ... X" -1 (siehe Abb. 112) und addieren 50-

dann. Dies ergibt: 

M{_1 Sl' Xl + M1[2 (S1' + S2') Xl + S2' X2] +M2 [S'}X1 + 2 (S2' + Ss')X2 + 
+ Sa' Xs] + _ .. + Mi[s/ Xi -1 + 2 (S/ + S/ +1)Xi + S/ +1 Xi + 1] 
+ ... + M"_l [S,,'_l X" -2 + 2 (S,,' -1 + Sn')xn - 1] 
+ Mkl Sn' Xn -1 - e [({}1 - {}2) Xl + ({}2 - {}s)X2 + ... 
+ ({},. -1 - {}n) Xn - l ] = o. 

Nun ist 

({}1 -{}2)Xl + ({}2 - {}a) Xs + ... + ({}n-l - {},,)X"_l 

= (xl-(XO)){}1 + (X2-Xl ){}2 + ... + (xn - 1 - xn - 2){}n-l +xn - 1 {}" 

= A1 {} 1 + A2 {} 2 + ... + A" -1 {} n -1 - (lk - An) {} n 
n 

= 2 A, {}i - lk {}n • 
i=l 

Aus der Winkelgleichung fur den Stab lk folgt aber 

Fiihrt man diesen Zusammenhang oben ein und . bezeichnet man 
die Beiwerte der Momente mit lk "Po' lk "P1' ... , lk "Pi' ... lk 'iii n -1' lk 'iii /), 
so entsteht die Gleichung: 

1) Durch den Strich bei ;Pn-1 und ipn soIl hervorgehoben werden, dan 
diese beiden Beiwerte im Vergleieh zum allgemeinen Gesetz von 1jJi noeh un­
vollstandig sind. Es fehlt das den Faktor Xn enthaltende Glied. 
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" ~[S.s" ] - e l" {)" + elk {)" - e L.J EOi-. sm (Xi = 0, 

i=1 ° " 
woraus der Betrag von - e {),," folgt: 

- e{)/= M"r -1 "Po + M J "Pl + ... + Mi"Pi +, .. + M,,_ 1'fii,,-1 + M"l'fii" 

e ~[S.s, l - e {)" - r L.J E'i. sin (Xi Jk . 
ki=1 • 

Um e{)1k+1 zu finden, multipliziert man die Gleichungen b) der Reihe 
nach mit Xl" x2' ••• X/ ••• X,,' -1' wenn allgemein X/ = l" + 1 - Xi bedeutet 
(Abb. 112) und erhiilt nach der Addition: 

M{ s/x/ +M1[2 (s/ + s'/) x/ + s~/x/] +M2 [S2'X/ + 2 (S2' +sa')x2' + 
+ S3' Xs'] + ... + Mi l s/ X/ _ 1 + 2 (s/ + s/ + 1) :X/ + s/ + 1 X/ + IJ 

+ ... + M"_1 [s,,' -J X,,' -2 + 2 (s,,' -1 + s,,')X,,'_l] 
+ M"Z+1 s,,' X,,'_1 - e [({)1 - {)2)X/ + ({)2 -{)s)X2' + ... 
+ ({)" -1 - {) ,,) X,,' -1] = 0 . 

Es ist jetzt 

({)1 - {)2)X/ + ({)2 - {)s)x2' + ... + ({)" -1 - {),,)xn'-l 
=X'{) -(X'-X'){) _ ... _(X' -(X"){} 

1 1 1 2 2 ,,-1 "I .. 

= (lid 1 - A1 ) {)1 - A2 {)2 - ... - An {)" 
" 

= lk+ 1 {) 1 - .2 Ai {)i' 
i=1 

Aus der Winkelgleichung fUr Stab l" + 1 entnehmen wir 

1) Die Werte if;o' und if;/ sind unvollstiindig, weshalb sie durch einen Strich 
ausgezeichnet sind. 
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Wir fuhren nun e{}"k und e {}l+1 in Gleichung c) ein und gewinnen 

[Mlt-1 VJo +M1 VJ1 + ... +M" -1 lP,,-1 + MkIVJ"]k 

+ [MkTVJo' +MI lP1' + ... + 111,'-1 VJ,,'-1 + Mkl+ 1 lP,,']k+ 1 

6'2)"S J. I 6 t2)"S J . --k .S.-"Slna.-c---k+1 .s.--"-sma. 
I l 'F. l I I ' l F. l 
ki=l' k+1 i=l ' 

- 6EIe({}k - {}k+l) = o. 

Durch die beiden erst en Glieder der Gleichung c) ist W,,-1 und 
1p" vervollstandigt worden, weshalb VJn- 1 und VJn geschrieben wurde. 
Gleiches gilt fur Wo' und WI', die durch das 3. und 4. Glied der Glei­
chung c) erganzt wurden. Die Klammer- und Summenzeiger k und 
k + 1 wurden hinzugefiigt, urn erkennen zu lassen, auf welch en Stab 
sich die Klammer- oder Summenausdrucke beziehen. 

Wii beseitigen noch die Zwischenmomente, indem wir setzen: 
fur Stab II, 

fur Stab lH1 

x.' X. 
M -Mr-'-+Ml .2:+H +WCk+1 i- k I k+11 k+1Yi i' 

k I, 

Hierdurch entsteht: 

M,/ -1 ['11'0 + "P1 Xz1' + ... + lPn -1 X nZ' -1J . 
k I, I. 

+ Mkl [IP1 ~t + ... +'1/',,-1 X'i- 1 + VJn 1 
k k 

l ' , x/ , Xn' -IJ +MI/lPo +lP1 --+"'+'I/)n-1--
. lk + 1 II; + 1 k + 1 

+ Mkl + 1 [VJ/ -ZX1- + ... + 'ljJn' -1 Xl'n -1 + lPn'],_+ 
k+1 1;+1 ,. 1 

+ Hk[VJ1Y1 + % Y2 + ... + 11',,-1 Y,,-1]k 

+ HI, + 1 [VJ1' Y1 + VJ2' Yz + ... + lPn' - 1 Yn -1]k + 1 

6 " " r:2)s Ie· + 6 2)S Ie' --k ·S·- sma· --k+ ·s·---sma. 
I ' 'F.' Z l 'F. ' 
k i= l' k + 1 i= 1 ' 

- 6E Ie ({}k - {}H1) = - [WC111'1 + 9)12 'Ij'2 + ... + WCn- I 1P,,-I]k 

- [WC1 'I/'t' + WC2VJ2' + ... + WC,,-1 VJ,,'-1]k+1 
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oder 
n, n n, n 

Mkr_l'2:VJi~i +Mkl .2)VJ/?+M{k+2)VJ/ /t' + M;+1 k+2VJ/ l xi 
i=O k i=O k i=O k+1 i=O k+l 

n n 

+Hk~VJiYi+Hk+1 k+2)VJi'y. 
i=O .=0 

6 n n 
-r'2}SiSi~. sinai +~k+2 SiS. ~. sina. - 6EIe ({}k -{}H1) 

ki=1 • k+l i=l • 
n n 

=-'2}'fftiVJ.-k+2)'fft.VJ/ . ........ 43) 
i=O i=O 

Gleichung 43) stellt die Viermomentengleichung fiir Trag. 
werke mit Staben allgemeinster Form dar. Sie zeigt im wesent­
lichen den gleichen Aufbau wie der in § 4 entwickelte Viermomenten­
satz, nur treten an Stelle der einfachen Beiwerte der Gleichung 7) 
Summenausdriicke, in welchen sich die Elastizitatsverhiiltniss~ der ge­
krummten Stabe, ihre Form und Querschnittsgestaltung auspriigen. 
Nach Ermittlung dieser Beiwerte kann die Rechnung in der gleichen 
Weise durchgefuhrt werden wie bei geraden oder schwach gekriimmten 
Staben. Allerdings enthalt Cleichung 43) noch zwei von den Langs­
kriiften S abhangige Glieder, die in Gleichung 7) fehlen; die Betrage 
dieser Clieder sind aber stets so klein, daB ihre Vernachlassigung 
ohne belangreichen EinfluB auf das Ergebnis ist. 

Es ist somit gelungen, die V orteile der Methode des Viermomenten­
satzes auch auf die Berechnung beliebig geformter Systeme auszu­
dehnen. Die Mehrarbeit, die hier zu leisten ist, besteht nur in der 
Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen. Fur die' 
leichte Aussonderung der Drehwinkel {} ist es von Bedeutung, daB das 
Clied 6 E Ie ({) k - {} k + 1) unverandert geblieben ist. 

Wir gehen nun dazu uber, den Summenausdrucken der Clei­
chung 43) eine fur die tafelmaBige Berechnung geeignete Form zu 
geben. Es ist ganz allgemein: 

VJ. = + [s/ x.- 1 + 2 (s/ + sf + 1) Xi + s/ +1 Xi+1] 

= + [S/(Xi _1 + 2 X.) + S/+l (2Xi +Xi +l)]' 

VJ/ = + [s/(l-Xi _1) + 2 (s/ + s/+l)(l-xi ) + S/+1 (l-Xi +1)] 

= 3 (s/ + s/+ 1) -+ [sf (Xi- 1 + 2 Xi) + s/ +1 (2X. + Xi + 1)] 

=3(S/+S/+1)-'l/'i' 
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Somit gelten flir jedes Stabelement die Gleichungen: 

"Pi'-~[S/(Xi-1 + 2 Xi) + S/+l (2 Xi + Xi+1)] 1 
"P/ = 3( Si' + sf +1) - "Pi' J 

205 

... 44) 

In dieser Form lassen sich die "P-Werte in Tafelform leicht be­
rechnen und Produkte und Summen daraus bilden. 

Man bilde zunachst 

und findet dam it 

ebenso berechne man zuerst 

und damit 

n 
~ ,~ 
~ "Pi l 
.=u 

n ,n n 
~ ,Xi ~, ~ ,Xi 

.L..; "Pi T = .L..; "Pi - .L..; 'Pi l' 
i=O i=O i=O 

...... 45) 

..... 46) 

Zwecks Uberpriifung beachte man die Beziehung: 

.i; "Pi X/ = .i; "P/ ~ . 
i=O l i=O l 

. .. 47) 

Endlich berechne man mittel 5 der "Pi- und "P/ -Reihe noch die 
Summenwerte 

n 

und 

Wohl in der Mehrzahl der Falle wird es moglich sein, die 
Zwischenpunkte 1, 2 ... , n -1' so zu wahlen, daB die Sehnenabschnitte 
A1 , A2 •• , A" eines Stabe~ untereinander gleich werden. Die Berechnung 
von 'Pi und "P/ wird hierdurch wesentlich vereinfacht. 

Da jetzt 

ist, so erhalt man 
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und somit die Summenbetrage in der Form: 

womit sich auch 

. . . . . . 45') 

ergibt. 
Almlich findet man die mit 'P: zusammengesetzten Summen, wenn 

'P/ = 3(S/ +s/ +l)-'Pi ist, mit 

und 

n n 
~ ,Xi _1 ~ ,. 

L.; 'Pi - - - L.; 'Pi ~ 
i=O l n i=O 

1st der Stab nach einer symmetrischen Linie geformt und sind 
die Querschnitte symmetrisch gelegener Punkte gleich, so ist die "P'­
Linie das Spiegelbild der "P-Linie und es gelten die einfachen Zu­
sammenhiinge: 

n n 1 ..2 'Pi Xi = ..2"P/ Xi', 
i=O i=O 

J 
.... 48) 

2 "Pi x/ = l:"P/ xi = ..2"Pi - ..2 "Pi Xi; 
i=O £=0 

somit genugt die Berechnung einer "P-Reihe, woraus dann alle Summen­
werte gefunden werden konnen. 

Ferner gilt 
n n 

.J: 'If'i Yi = ..2 "P/ Yi . 49) 
i=O i=O 

Fur einen unsymmetrischen Stab sind somit drei mit X und 
zwei mit Y gebildete Summen zu ermitteln. Fur einen symmetri­
schen Stab sind zwei mit x.zusammengesetzte Summen und eine mit y 
gebildete Summe zu berechnen. 

Das Lastglied N. 
Das Lastglied hat die Form 

n n 

N = - ~WCi 'Pi -H.27WCi V;/ . 50) 
i=O i=O 

Es besteht aus zwei Teilen, die von den Belastungen der Stabe 
lk und lk + 1 herruhren. Kommen nur unverschiebbare Las ten in 
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Frage, so ermittelt man rechnerisch oder zeichnerisch die Ordinaten 
der ID1i-Linie und bestimmt tafelmaBig die Produkte und Summen­
betrage nach Gleichung 50). Uber die Form der Lastglieder bei der 
Darstellung von EinfluBlinien wird we iter u,nten noch gesprochen werden. 

§ 17. Berechnung der Dehnungen Lll in den 
Winkelgleichungen; EinfluBlinien; Beispiel. 

Da die Viermomentengleichungen nicht zur Ermittlung samtlicher 
Unbekannten ausreichen, so sind, wie bei Systemen mit geraden Staben, 
zwei Winkelgleichungen fur jeden Einzelrahmen anzusetzen 1). Bei der 
Aufstellung dieser Winkelgleichungen kann man sich die krummen oder 
gebrochenen Stabe durch ihre Sehnen ersetzt denken. Es erscheint nur 
notwendig, die in den Winkelgleichungen auftretenden Dehnungen Lll 
fur den besonderen Fall stark gekrummter Stabe darzustellen. 

Wir gehen hierbei von der zweiten Winkelgleichung fur das Stab­
eck aus, die eine wurde bereits auf S. 200 verwendet; sie lautet: 

n n 
2: LI si cos ai - Lll + 2}{}isi sin ai = 0 

i=1 i=1 
oder 

n n 
2} LI Si cos ai - Lll + 2}{}i (Yi - Yi-1) = 0 . 

i=1 i=1 

Fuhit man fur LI Si den ausfuhrlichen Betrag ein, wobei si cos ai = Ai 
gesetzt wird, so erhalt men fur Lll die Gleichung 

n 5 . .1. ~1 
Lll=.2 E'i.+attl+ 1., {}i(Yi-Yi-1)' 

i=1' i=1 

Hierin bedeutet 5 i die Langskraft des i-ten Stabteiles, Fi seinen 
Querschnitt. attl ist die Langenanderung der Stabsehne bei gleich. 
maBiger Erwarmung des Stabes urn to. 

Aus den Gleichungen a), S. 200, laBt sich nun die Summe 
2}{}.(Yi - Yi-1) berechnen. Man multipliziert zu diesem Zwecke die 
Gleichungen der Reihe nach mit den Stabordinaten Y1' Y2"" Yn -1 und 
addiert sodann. Dies liefert: 

lWs' Y1 + M1 [2 (S1' +S2')Y1 +S~/ Y2J+M2 [S2'Yl +2 (S2' +S3')Y2+ S3'YaJ 
+ ... + Mi [S/ Yi-1 + 2 (S/ + s~' + 1) Yi + s;' +1 Yi + 1J + ... 
+ 111,'-1 [S,,' -1 Y,,-2 + 2 (S,,' -1 + S,,') Y"-1] + M~sn' Y,,-1 
- 6Efc[({}1-{}2)Yl +({}2-{}3)Y2+'" +({}"-1-{}")Y"-1J= O. 

') Diese \.Vinkelgleichungen sind nicht mit den sich auf einen einzelnen 
Stab beziehenden Winkelgleichungen auf S. 200 zu verwechseln. 
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Nun ist 

({}1 - {}'J)Yl + ({}2 -{}3)YS + ... + ({} .. -1- {} .. )Y .. - 1 = 
__ It 

(Yl - YO){}l + (Y2 -Yl){}2 + ... + (Yn - Yn-l){}n = .2{}JYi- Yi-l)' 
;=1 

Damit ist die fragliche Summe in der Gleichung fiir Lll gefunden. 
Sie erscheint d~rch die AnschluBmomente Mr und Ml uud durch die 
Z wischenmomente ausgedriickt. Sondert man genau wie oben die 
Zwischenmomente aus, indem man die statischen Beziehungen von 
S. 203 benutzt, und fUhrt man fUr die in eckigen Klammern stehenden 
Beiwerte . der vorstehenden Gleichung die Bezeichnung Xi ein, so 
erhalt man die Beziehung 

n n 

+H 2)XiYi+ 2)mi Xi' 
;=0 ;=0 

Es folgt somit fUr die Dehnung Lll der Ausdruck 

n 5.1. 
Lll = 2)-'---1 + at tl 

;=1 EFi 

+6~JJMr JX;X;' +Ml JXi1+H iX;Yi+ im;Xi]. . 51) 

Gleichung 51 weist den gleichen Bau auf wie Formel I9).· Das 
von den Stabkraften Si herriihrende Summenglied kann, wenn nicht 
vernachlassigbar, mit einem Mittelwert von SifFi berechnet werden. 

Fur die Berechnung der Gri:iBen Xi und der daraus abgeleiteten 
Summen kommen folgende F ormeln in Betracht: 

Xi = s/ (Yi -1 + 2 Yi) + s/ + 1 ( 2 Yi + Yi + 1) 

und die Summenbeziehungen 

n n 
\., x. " 

.L.;Xri= .L.;'IJliYi' 

52) 

;=0 . ;=0 
......... 53) 

Die Summenwerte ~'IJliYi und ~'IJl/ Yi sind bereits von der Ermittlung 
der Beiwerte der Viermomentengleichungen her bekannt. 
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Bei symmetrischen Staben ist 

iX/1= j;Xi~= J;1piYi. 
i=O i=O i=O 

. . - ... 54) 

Es sind also mit der Xi-Reihe nur die Summen 

und 

neu zu bestimmen. 

Die EinfluBlinien der Uberzahligen. 
Die Ermittlung der EinfluBlinien erfolgt nach der Auflosung der 

Bestimmungsgleichungen in der Weise, daB man sich der Reihe nach 
die einzelnen Felder mit der wandernden Last P= 1 belastet denkt 
und die diesen Belastungen entsprechenden Betrage der Lastglieder 
in die Losungen einsetzt. AIle Felder bis auf eines sind hierbei un­
belastet, weshalb in den Viermomentengleichungen samtliche Last· 
glieder bis auf zwei, in den Gleichungen fur Lll samtliche Last­
glieder bis auf eines Null sind. Die Gleichung eines EinfluBlinien­
zweiges erscheint daher als Funktion von bloB 3 Lastgliedern. Be­
zeichnen wir diese Lastglieder, ahnlich wie dies in § 6 geschehen ist, 

mit F1 , F2 und G, so gilt 

~ n 
G = 2lJRi Xi. 

i=O 

Da lJRi eine Funktion der Lastabszisse a ist, so erscheinen auch F1 , F2 
und Gals Funktionen der 
Lastabzisse a. Wahrend aber 
bei geraden oder schwach 
gekriimmten Staben unver­
anderlichen Querschnitts die 
Funktionen F1 und F2 fUr 
aile EinfluBlinien die gleiche 
Gestalt haben (Stammfunk­
tionen), wechseln in unserem 

FaIle die Funktionen F1 und 

i r 
I 

I I I 

r-X'i----' : : 

f.--a,~ I 

I, l----------',I 

Abb. 113. 

F2 , je nach der verschiedenen GestaItung der miteinander verkniipften 
Stabe, von Zweig zu Zweig ihre Form. Es sind daher fUr jeden Stab, 

vor Ermittlung der EinfluBlinien, die Funktionen F1 , F2 und G, die 
Bleich, Viermomentensatz. 2. Aufl. 
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durch die Linienftihrung und Querschnittsgestaltung des Stabes ge­
kennzeichnet sind, zu berechnen. 

Ftir eine im r-ten Punkte im Abstande a,. vom linken Stabende 
stehende Einzellast P= 1 ist die Momentenlinie ein Dreieck mit der 
Spitze tiber r (Abb. 113). 

Die Scheitelordinate der wei-Linie betragt 

we.S = (1 - ar) a , l ,. 

und die Tangenten der Neigungswinkel der beiden Dreieckseiten ihrem 
absoluten Werte nach 

Somit finden Wlr 

a 
tg'fX=l---L 

l ' 
a 

tg fJ = -"-. 
1 

~ 2}n 2}r X. 2}n X.' 
G = we·X· =(l- a) X·~ _L a X·-"-· , , ,."' l I,. , l 

i=U i=O i=r+l 

x. 
Die Produkte 1p/ l~ usw. sind von der Berechnung der Beiwerte der 

Momentengleichungen bzw. Dehnungsgleichungen her bekannt. Man 
bildet damit fUr die aufeinanderfolgenden Werte von r = 1, 2... die 
Teilsummen, entsprechend den Gleichungen 55), dann deren Produkte 
mit den zugehorigen Lastabstanden a,. bzw. (l- aT) und gewinnt so 

die aufeinanderfolgenden Ordinaten der FI " [;2- und G·Linien des ins 
Auge gefaBten Stabes. 

Die EinfluBlinien der Uberzahligen selbst stellen sich in der Form 

dar. wo m, n und p Zahlenwerte sind, die sich aus der allgemeinen 
Losung der Bestimmungsgleichungen erg eben. 

Bei symmetrisch gebauten Stab~n vereinfacht sich die Berechnung 
insofern als die 1p' -Linie das Spiegelbild der 1p.Linie w~rd, womit auch 

die [;2 -Linie als Spiegelbild der Fl -Linie erscheint. Die G -Linie wird 
eine symmetrische Linie. 
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An einem Zahlenbeispiel soIl die Anwendung der aufgestellten 
Gleichungen gezeigt werden; 

Zahlenbeispiel. 
Die in Abb. 114 zur Darstellung gebrachte gewOlbte Brllcke mit Mittel· 

pfeiler besitzt zwei gleicbe 6ffnungen von je 24 m. Spannweite und 5 m Pfeil· 
hohe. Die Kampferstarke betragt 1,30 m, die Scheitelstiirke 0,90 m. Der 10 m 
hohe Mittelpfeiler ist oben 2,00 m, unten 3,50 m breit. Die Achsenlinie der 
Gewolbe ist nach einer Parabel gekriimmt. 

Abb. 114. 

Die zunacbst zu losende Aufgabe ist die Berechnung der Beiwerte der 
Viermomentengleichungen und .der Gleichungen fUr die Dehnungen Lll. Den 
Bogen teilen wir fllr die Untersuchung in acht Teile mit je gleicher Horizon­
talprojektion, den Pfeiler in drei gleich lange Teile. Die der tafelmatiigen 
Berecbnung der Beiwerte zugrunde gelegten Matie sind der Abb. 115 zu ent-

I I I I I 
'-'-400-..1.-400--'-<-400 .....k-4oo-+l 

a) 

Abb.115. 

nehmen. Als Tragheitsmoment eines Stababscbnittes wurde das Tragheitsmo­
ment des jeweiligen Mittelquerschnittes gewahlt. Ais Ie wurde das mittlere 
Tragheitsmoment des ersten Bogenabschnittes in die Rechnung eingefiihrt und 

hiermit die Verhliltnisse ~ in den nachfolgenden Tafeln festgelegt. 

Die Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen fUr einen 
Bogen zeigt Tafel 12, fllr den Pfeiler Tafel 13. Tafel 14 weist die Ermittlung 

14* 
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der Beiwerte der Dehnungsgleichung flir den Bogen auf. Da der Bogen sym­
metrisch ist, so genligt die Ermittlung von 2:1fJ/l2:1fJli und 2:1fJIYI, urn alle Beiwerte 
der Viermomentengleichungen berechnen zu konnen. Flir die Darstellung der 
Llingenanderung LIZ erweist sich die Berechnung einer Summe, d. i. 2: Xi YI, 
ausreichend. Der gegen oben verjlingte Pfeiler verlangt dagegen die Aus­
rechnung von drei Summengrofien, 2:1fJ1t 2:1fJ.i und 2:1fJ/i. Da er geradachsig 
ist, sind die mit YI und Xi zusammengesetzten Beiwerte Null. 

Tafel 12. Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen 
fUr den Bogen. 

1fJi = ~ [s/ (3 i - 1) + s/ +1 (3i + 1)]. 

Ie 
!3 i + 1 ! 

i 

!1fJIYI i Sl ]; S,' 3 i -l 1fJ1 
I 

1fJI i YI 

0 - - - - 1 0,46 0 0 0 
1 3,7 1 1,00 3,71 2 4 3,09 3,09 2,19 6,67 
2 3,38 1,28 4,33 5 7 7,35 14,70 3,75 27,55 
3 3,14 1,69 5,31 8 10 13,92 4 1,76 4,69 65,28 
4 3,02 2,28 6,89 11 13 20,67 82,68 5,00 103,35 
5 3,02 2,28 6,89 14 16 22,68 113,40 4,69 106,37 
6 3,14 1,69 5,3 1 17 19 21,57 129,4 2 3,75 80,89 
7 3,38 1,28 4,33 20 22 21,03 147,21 2,19 46,05 
8 3·71 1,00 3.7' 23 - 10.67 , 85,36 ° ° I 

2: I I 1 '21 ,44 1 61 7,62 I ! 436,16 

Somit ist 
~ X 617,62 

L.J 1fJ1 1 = -8-- = 77,20, 

Tafel 13. Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen 
fUr den Pfeiler. 

1fJ1= ~[S;'(3i -1)+S/ +1 i3 i + 1)], 1fJ/=3 (s/ +s/ +1) - 'PI, 

I 
1. 

I 
\3 i - 1 \3 i + 1 11fJ1 

1 

3 (s/+s/ +1) I I 
i sl s.' 'Pli 1fJ;' 

I 
1fJ/i II . 

° - - - - 1 0, ,9 1 ° 1,71 1,5 2 ° 1 3,33 0,17 14 0,571 2 4 0,80 0,80 2,65 1,85 1,85 
2 3,33 0,0939 0,3 13 5 7 0,97 [ 1,94 1,51 0,54 1,08 
3 3,33 0,0569 0,190 8 - 0,51 1.53 0,57 0,06 0,18 

2: 
1 I 1 

1 2,47 1 4,27 I 1 3,971 3,11 
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somit 

'" x 4,27 ...:::,.; "PI 1 =-3-= 1,42, 

'" ,X '" X' 3,11 "':::";"PII= ...:::,.; 'PIT=-3-= 1,04 , 

1) 'P/~ = 3,97 - 1,04 = 2,93· 

Zwecks UberprUfung bestimmen wir noch 2) 'P/ I nach der Formel 

2)'P/I= 2)"PI- 2)'P1 l= 2,47 -1,42 = 1,05, 

in guter Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Wert. 
Die Berechnung der Tafel 14 liefert: 

2)XI j= 2)XI X;' =.2: 'PIYI=436,16 1), 

2)XIYi= 362 1,03. 

Tafel 14. Berechnung der Beiwerte fUr die Langenanderung 111 des 
Bogens. 

XI= s/ (Yi -1 + 2Y;) + Si'+l (2Yi + Yi+l)' 

i I S! . I Yi I Yi-1 + 2Yi I 2YI+Yi+l I Xi I XIYi 

I 
8,12 ° - ° 

I 
- 2,19 ° 

1 3,71 2,19 4,38 8,13 51,45 112,68 
2 4,33 3,75 

I 
9,69 12,19 106,69 400,09 

3 5,31 

I 

4,69 13,13 14,38 168,80 791,67 
4 6,89 5,00 

I 14,69 14,69 202,43 I 1012,15 
5 6,89 4,69 

I 

14,38 13,13 168,80 791,67 
6 5,31 3,75 12,19 9,69 106,69 4°°,09 
7 4,33 

I 
2,19 8,13 I 4,38 5 1,45 112,68 

8 3,71 ° 2,19 I - I 8,12 ° 

In Abb. 116 ist das 6fach statisch unbestimmte Tragwerk mit den Erganzungs­
staben dargestellt. Die Bezeichnungen der Momente und Sehnenkrafte sind 

Abb. 116. 

1) Aus Tafe!' 12 entnommen. 
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dieser Abbildung zu entnehmen. Da vier ausgezeiehnete Punkte A, B, C und D 
vorhanden sind, wovon Punkt C zwei Momentengleiehungen liefert, so konnen 
insgesamt 5 Viermomentengleiehungen aufgestellt werden. \Vir verfiigen 
ferner iiber 4 Winkelgleichungen, zusammen also iiber 9 Gleiehungen, die zur 
Bereehnung der 6 Uberzahligen und 3 Drehwinkel geniigen. 

Bei der Aufsehreibung der Viermomentengleiehungen muti die Umfahrung 
der einzelnen Grundsysteme im Sinne der Uhrzeigerbewegung erfolgen, weil 
samtliehe Gleichungen unter der Voraussetzung abgeleitet wurden, dati die 
Abszissen x von links naeh reehts gezahlt werden und die Reihenfolge der 
Momente mit ihren Beiwerten in den Momentengleichungen durch diesen Fort­
schreitungssinn festgelegt ist. 

Wir beginnen bei Punkt A und sehreiten iiber C nach D im erst en Rahmen 
und von D beginnend iiber C nach B im zweiten Rahmen fort. Hierbei wird 
der Stab CD zweimal durehschritten. Autier dem Vorzeichenwechsel der An­
sehlutimomente des Stabes CD ist wegen der Unsymmetrie dieses Stabes noch 
zu beaehten, dati beim zweiten Durchsehreiten fiir x, x' und fiir 'P, 'P' zu setzen 
ist, da beim ersten Male die Abszissen x von oben naeh unten, das zweitemal 
von unten nach oben zu zahlen sind. 

Die naeh Gleiehung 43) aufgestellten Viermomentengleiehungen lauten da­
her, wenn die Lastglieder zunaehst mit a1 , a2 ••• bezeiehnet werden: 

77,20 MA + 44,24 JV1b + 436,2 H1 

44,24 MA + 77,20 lV1}] + 2,93 MO 

1,04 MO'+ 1,42 M1£ - e{}a = 0, 

- 1,04 JVlu - 2,93 MO + 77,20 M~ 

e{f1 = a1 , 

1,04 MU + 436,2 HI 

- e ({}1 - (}3) = a2 , 

44,24 MB +436,2H2 

- e({}a - (}z)= aa, 

44,24 M~+ 77,20 MB +436,2 Hz -e{}2 = a4 • 

Ferner gelten die Winkelgleiehungen: 

linkes Feld 

Lls1 -{}3 h =0, 

-Lllt-{}ll =0, 

reehtes Feld 

Lls2 +{}a h =0, 

LI II + {}2 l = 0. 

1 
I 

. a) 

Wir vernaehlassigen den Einfluti der Norrnalkriifte, setzen daher LI h, die 
Zusammendriiekung des Pfeilers, Null. Aus den Winkelgleichungen folgt dann: 

{}1 = {}2 = 0, 

sowie die Gleichung 
b) 

Fiir die Betrage LI'Sl und LI S2 finden wir nach Formel51) unter Benutzung 
der Summenwerte aus den Tafeln 12 und 14 

eLI Sl = 436,2 (MA + Mb) + 362 1,0 H1 + as, I 
eLI S2 = 436,2 (M;+MB)+ 36z1 ,oH2 +a6 , r 

wobei die Belastungsglieder mit a5 und a6 bezeiehnet wurden. 

...... c) 
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Da die Gleichungen a) 6 Momente und 2 Sehnenkrafte enthalten, so beseitigen 
wir die Momente MO und M" des Pfeilers durch die statischen Beziehungen: 

MO _Ml _MT ) 
- a a' ~ •........ d) 

M"=Mb-M~- (H, -H2)h.) . 

Vor EinfUhrung dieser Zusammenhange in die Gleichungen a) addieren 
und subtrahieren wir je die erste und letzte, zweite und vorletzte Gleichung 
und gewinnen so folgende zwei Systeme: 

Durch Addition: 

77,20 (MA + MB) + 44,24 (Mb + M~) + 43 6,2 (H, + H2 ) = at + a., 
44,24 (M A + M B) + 77,20 (Mb + M~H- 436,2 (H, H2 ) = a. + aa' 

Ll 5, + Ll 52 = 0 , 

wenn wir zu dieser Gruppe noch die Ietzte der Gleichungen b) hinzufiigen. 
Durch Subtraktion: 

77,20 (M A - M B) + 44,24 (Mb - M~) + 436,2 (Ht - Hz) = at - a" 

44,24 (MA - MB) + 77,20 (Mb - M~) + 5,86 MO + 2,08 M" 

+ 436,2 (H, - Ho) + 2eD" = a. - a", 
1,04 MO + 1,40 M" - e{}" - 0. 

!\ach Einfiihrung der Verkniipfungen b), c) und d) entstehen die Gleichungen: 

77 ,20 (MA + M B) + 44,24 (Mb + M~) + 43 6,2 (H, + H~) = a, + a., 1 
44,24 (MA + MB) + 77,20 (Mb +M~) + 436,2 (H, H 2) = a. + a3 , 

43 6,2 (MA + MB) + 436,2 (Mb + M~) + 3621 ,0 (H, + Hz) f e) 

=-(a5 +a6) • 

77,20 (MA - MB ) + 44,24 (Mb - Mal 436,2 (H, - Hz) = a, - a" 

87,86 (M A - MB) + 128,76 (NIb - M~) + 777,5 (H, - Hz) 

1 
= 0.2 - 0.3 - 1o (0.0 - ( 6 ) , f) 

21,81 (MA - MB ) + 19,36 (Mb - M~) + 195,25 (Ht - Hz) 

1 
= - 20 (ao - ( 6 ) • 

Jedes der beiden Gleichungssysteme enth1ilt bIoE drei Unbekannte, falls man 
die in den Klammern stehenden Summen und Differenzen als solche auffaut. 

Die Auflosung von e) Iiefert: 

MA +MB = 0,04575 6 (a l + (4)+ 0,0154 16 (a2 +(3 ) 

+ 0,007369 (ao + (6), 

Mb+M~= °,°15416(0., +(4)+0,045756(a2+aa) 
+ 0,007369 (a,> + (6), 

H, + H2 = - 0,007369 (a l + a.) - 0,007369 (0.2 + aa) 
- 0,002052 (ao + (6 ), 
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und von f): 

MA - MB = 0,035 144 (at - a4) - 0,000685 (ag - as) 

+ 0,003858 (as - aai, 

Mb - M~ = - 0,000685 (at - a4) + 0,019376 (ag - a3 ) 

+ 0,001845 (as - as)' 

Hl - H2 = - 0,00385 8 (at - a4) - 0,001845 (ag - a3) 

- 0,000870 (as - a6). 

Daraus foIgen die Betriige der Uberziihligen mit: 

MA = 0,040450 at + 0,007366 a2 + 0,008051 as + 0,005306 a4 

+ 0,005614 a5 + 0,001756 aa, 

MB = 0,005306 at + 0,008051 a2 + 0,007366 a3 + 0,040450 a4 

+ 0,001756 aD + 0,005 614 a6 , 

Mb = 0,0073 66 at + 0,032566 a2 + 0,013190 as + 0,008051 a4 

+ 0,004607 a5 + 0,002762 a6 , 

M~ = 0,008051 at + 0,013190 a2 + 0,032566 as + 0,007366 aJ 

+ 0,002762 a5 + 0,004607 a6 , 

H t = - 0,005614 at --.:. 0,004607 ag - 0,002762 a3 - 0,001756 a4 

- 0,001461 aD - 0,000591 a6 , 

Hg = - 0,001756 at - 0,002762 a g - 0,004607 a3 - 0,0::>5614 a4 

- 0,000591 aD - 0,001461 a6 • 

g) 

Mit der Feststellung der GIeichungen g) ist die Aufgabe der Errnittlung der 
statisch Uberziihligen Grofien irn untersuchten Tragwerke gelOst. Es bIeibt 
nur noch die Bestirnrnung der a-Grofien auf Grund der angenornmenen Be­
Iastung Ubrig, wornit dann durch die Formeln g) die Zahlenwerte der Unbe­
kannten gegeben sind. Wir wollen diese Forrneln benutzen, urn die Einflufi­
linien der Uberziihligen darzustellen. 

Darstellung der Einflu13linien. 

Den beiden Offnungen entsprechend, besitzen die Einflufilinien zwei Zweige. 
Die zugehorenden Betriige der Belastungsgrofien a unserer Losungen sind: 

Linker Zweig der Einflufilinie 

a1 =F1 , 

a2 =F2 , 

Rechter Zweig der Einflufilinie 

a3 =Ft , 

d4 =Fg , 

.•••• h) 

Die F.. -und F 2 -Linien sind einander spiegelbildlich gleich, weshalb die Errnitt­

lung der Fg-Linie und der G-Linie geniigt, urn aile EinfluJ3linien darstellen zu 
konnen. Die zahlenrniifiige Berechnung zeigen die Tafeln 15 und 16. 
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Tafel 15. Ermittlung der ~-Linie. 

~ 1 [ r n ] 1) 
F2 = -g (l- a,.) .2: "I'li + a,.. 2: "I'd8 - i) 

t=O t=r+l 
I 

I 
~ 

~ 
"~o r 

l-ar "I'li 2) 2:"I',i 'I;' ar 
0 ~ 

I 
~ 

1 
24 ° ° ° ° 21 3,09 3,09 64,89 3 
18 14,70 17,79 320,22 6 
15 41,76 59,55 893,25 9 
12 82,68 142,23 1706,76 12 

9 113,40 255,63 2300,67 15 
6 129,42 385,05 2310,30 18 
3 147,21 512,26 1596,78 21 

° 85,36 617,62 ° 24 

',. 
,::; .. .. ~~ n <3 II 

Xi 3) Xii 2)xi i I -:--'eo) 

i=O - ",' 

I 
I -

8,12 ° ° 24 ° 51,45 51,45 51,45 21 1080,45 
106,69 213,38 264,83 18 4766,94 
168,80 506,40 771,23 15 11568,45 
202,43 809,72 1580,95 12 18971,40 
168,80 844,00 2424,95 9 21824,55 
106,69 640,14 3065,09 618390,54 

51,451360,15 3425,24 3 10275,72 
8,12 69,9613495,20 °1 ° 

-'"' 
.~ .---. .,. I 

I ~ e ~ 
~ ~~+ .. 

3,68 350,22 
21,63 328,59 
44,10 284,49 
69,60 214,89 
82,68 132,21 
68,04 64,17 
43,14 21,03 
21,03 ° 
° -

~ 
'~ 

~. 

I ~ 

1 e 
e ~ .... 
,::; ~~t 

.~ 

64,96 3425,24 
360,15 3065,09 
640,14 2424,95 
844,00 1580,95 

-'"' 
.~ 

I 
e 
~ -8F2 

~~lt 
<3' 

° ° 985,77 1050,66 
1706,94 2027,16 
1934,01 2827,26 
1586,52 3293,28 
962,55 3263,22 
378,54 2688,84 

° 1596,78 
- ° 1 

I 

----',. 
I 

e 
arl ,::;~ 8e 

~~t 
<3'.~ 

° ° ° 

F2 

° - 131,33 
- 253,3 
- 353,41 

9 

6 

° 
° 
° 

-411,6 
-407,9 
- 336,1 
-199,6 

° 

e 

° 3 9195,27 10275,72 1284,5 
6 14549,70 19316,64 2414, 
9 14228,55 25797,00 3224, 

809,72 771,23112 9254,76 
506,40 264,8T 5 397 2,45 

28226,16 
25797,00 

3528, 
3224, 

6 
6 
3 
6 
6 
5 

213,38 51,4518 926,10 19316,64 2414, 
51,451 ° 21 ° 10275,72 1284, 
° - 124 - I ° ° 

Die Gleichungen der Einflufilinienzweige der drei Uberziihligen MA , M~ 
und H1 lauten mithin auf Grund der Formeln g) und h): 

linke Zweige 

0,°4°450 F1 + 0,007366 F2 + 0,005614 G, 
0,007366 F, + 0,032566 F2 + 0,004607 e, 

') Es ist niimlich in unser em Falle: 

x 1 . 
"I'll = g"l'i~ und 

x' 1 
"I'i T = g "1" (8 - i ). 

2) Aus der Tafel 12 entnommen. 
3) Der Tafel 14 entnommen. 

} • . .• i) 
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rechte Zweige 

MA = 0,008051 Pl + 0,005306 P2 + 0,001 75 6 G, 
lYE/:: = 0,013190 Fl + 0,008051 P2 - 0,002762 G, 

Hl = - 0,002762 Pl - 0,001756P2 -°,°0°591 G. 
}. • . . . i) 

"7 em=" /lfomenlenelnneil 

I Mel-Llnie 
-rem = 1/1fomemenelnneif 

I 
I 

t1{u:"Linie fj) 1 em - 9 /lfomentenelnneiten 

Abb. 117. 

Die Berechnung der Einflufilinienordinaten nach den Formeln i) lafit sich 
mit dem Rechenschieber sehr schnell durchfiihren. Das Ergebnis ist in den 
Abb. 117 a bis c veranschaulicht, die die Einflufilinien der drei Kraftgrofien 

M A • Mb und Hl aufweisen. Die MB-, M~- und H 2 -Linien sind die Spiegel­

bilder der drei dargestellten Kurven. Der Vollstandigkeit balber wurden mit 
Hilfe der Formeln d) auf S. 215 die Einflufilinien der Pfeilermomente MO und M" 
berechnet und in den Abb. 117 d und e zur Darstellung gebracht. 
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Anhang. 
Zusammenstellung der Tafelwerte. 

I. Tafel der Sitammfunktionen fl und f2' 

fl f2 
a 

fl f2 
a 

fl f2 
a 

fl f2 - T 7 I 

0,01970 0,01000 0,26 0,33478!0,24242 0,51 0,37235 0,37735 °,76 0,22618 0,32102 
0,03881 0,01999 0,27 °,34°98 0,25032 0,5 2 °,36941 °,37938 0,77 0,21 783 0,3 1347 
0,05733 0,02997 0,28 °,34675 0,25805 0,53 °,36618 °,38112 0,78 0,20935 0,30545 
0,07526 0,03994 0,29 0,35 209 0,26561 0,54 °,36266 °,38254 0,79 0,20074 0,29696 
0,09262 0,04988 0,30 0,357°0 0,273°0 0,55 °,35888 0,38362 0,80 0,19200 0,28800 

0,1 0942 0,05978 0,3 1 0,36149 0,28021 0,56 °,35482 °,38438 0,81 0,1 8314 0,27856 
0,12564 0,06966 0,32 0,36557 0,28723 0,57 0,35049 °,38481 0,82 0,174 17 0,26863 
0,14131 0,07949 0,33 °,36924 0,29406 °,58 0,34591 °,38489 0,83 0,16509 0,2582 1 
0,15 643 0,08927 0,34 0,3725° 0,30°7° 0,59 0,34 108 0,38462 0,84 0,15590 0,24730 
0,17100 0,09900 0,35 0,37538 0,30712 0,60 0,33600 0,38400 0,85 0,14662 0,235 88 

0,1 8503 0,10867 0,36 0,37786 0,31334 0,61 °,33°68 0,383°2 0,86 0,13726 0,22394 
0,19853 0,11 827 0,37 0,37995 0,3 1935 0,62 0,3 2513 °,38167 0,87 0,1 2780 0,21150 
0,21150 0,12780 0,38 0,38167 0,32513 0,63 0,3 1935 0,37995 0,88 0,1 1827 0,19853 
0,22394 0,13726 0,39 0,383°2 0,33068 0,64 0,3 1334 0,37786 0,89 0,10867 0,1 8503 
0,23588 0,14662 0,40 °,384°° 0,3360.0 0,65 0,30712 °,37538 0,90 0,09900 0,17100 

0,24730 0,15590 0,4 1 °,38462 °,34108 0,66 0,30070 0,37250 0,91 0,08927 0,15643 
0,25821 0,1 6509 0,42 °,38489 °,34591 0,67 0,29406 0,36924 0,92 0,°7949 0,14131 
0,26863 0,17417 0,43 0,38481 0,35049 0,68 """T'6551 

0,93 0,06966 0,125 64 
0,27856 0, 18314 0,44 °,38438 °,35482 0,69 0,28021 0,36149 0,94 0,05978 0,10942 
0,28800 0,19200 0,45 °,38362 0,35888 0,70 0,273000,357°0 0,95 0,04988 0,09262 

0,29696 0,20074 °,46 °,38254 °,36266 0,7 1 0,26561 0,35209 °,96 0,03994 0,07526 
0,30545 0,20935 0,47 0,38112 °,36618 0,72 0,25805 0,34675 0,97 0,02997 0,05733 
0,3 1347 0,21783 °,48 0,37938 0,3694 1 0,73 0,25°32 °,34°98 °:98 0,01999 0,03881 
0,3 2102 0,22618 0,49 0,37735 0,37235 0,74 0,24242 0,33478 0,99 0,01000 0,01970 
°,32812 0,23438 0,50 0,37500 0,375 00 0,75 0,23438 0,32812 1,00 ° ° 

II. Tafel der Funktion g fUr parabelformige Stabach$enlinien . 

. Y = it x (I - x), g = i [( Tr - 2 ( Tr + TJ . 
° 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 

° 0,01 659 0,°327° 0,04792 0,061 87 0,07422 0,08470 

0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 

0,09309 0,°9920 0,1 0292 0, 104 17 0,1 0292 0,09920 0,09309 

0,7° 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 

0,08470 0,07422 0,06187 0,04792 °,°327° 0,01 659 ° 
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III. Tafel zur Berechnung der Funktionen f/l und f/2 fUr verschiedene 
Querschnittsziffern 0.. 

a 

° ° 0,05 0,09262 
0,10 0,17100 
0,15 0,23588 
0,20 0,28800 
0,25 0,32812 

0,30 0,357°0 
0,35 °,37538 
0,40 0,38400 
0,45 °,38362 
0,50 0,37500 

a 
T 

° ° ° 
0,04287 0,04988 0,00012 0,55 °,35888 0,05012 °,38362 0,07487 
0,°729° 0,09900 0,00090 0,60 0,33600 0,03840 °,384°0 0,08640 
0,09212 0,14662 0,00287 0,65 0,30712 0,02787 °,37538 0,09612 
0,10240 0,1920010,00640 °,7° 0,273°0 0,01890 0,35700 0,10290 
0,1 0547 0,2343810,01172 0,75 0,23438 0,01172 0,32812 0,1 0547 

0,10290 0,2730°1°,01890 0,80 0,19200 0,00640 0,28800 0,10240 
0,09612 0,30712 0,02787 0,85 0,14662 0,00287 0,23588 0,09212 
0,08640 0,33600 I 0,03840 °,90 0,09900 0,00090 0,17100 °,°729° 
0,07487 0,35888 0,05012 0,95 0,04988 0,00012 0,09262 0,04287 
0,06250 0,37500,0,06250 1,00 ° ° ° ° 

IV. Tafel zur Berechnung der Funktionen fJil' und fJio' fUr verschiedene 
Querschnittsziffern 0.. 

'Po' = A2 + B2 a. 

a 

I 
'Pl' I 'Po' a 

I 

'P/ I 'Po' 
-

I 
-

1 A' B' A' B' 1 A' B' A' B' 1 1 9 2 1 1 2 2 

° 
I 0'0~261 0,0~31 I 0,0~99 ° 

0,05 0,0099 0,55 0,35 89 0,05 87 °,3836 0,0662 
0,10 i 0,17 10 : 0,0546 0,0990 0,0192 0,60 0,3360 0,0549 0,3840 0,0699 
0,15 0,2359 0,0674 0,1466 0,0276 0,65 0,3071 0,05 08 0,3754 0,0732 
0,20 0,2880 0,°740 0,1920 0,034 8 0,70 0,273° 0,0463 0,3570 0,0755 
0,25 °,3281 0,0762 0,2344 0,04 10 0,75 0,2344 0,04 10 0,3 281 0,0762 
0,30 0,3570 0,0755 0,273° 0,0463 0,80 0,1920 0,034 8 0,2880 0,0740 
0,35 0,3754 0,073 2 0,3071 0,0508 0,85 0,1466 , 0,02 76 0,2359 0,0674 
0,40 °,384° 0,0699 0,3360 0,°549 0,90 0,0990 ' 0,01 92 0,17 10 ! 0,0546 
0,45 °,3836 0,0662 0,35 89 0,05 87 0,95 0,0499 I °,°°99 0,09 26 0,033 1 
0,5 0 1 0,3750 0,0625 0,375 0 0,0625 1,00 ° ° ° ° 
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