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Vorwort. 
Den Gegenstand des Berichts bildet die Entwicklung der modernen 

Idealtheorie als einer selbstandigen Disziplin im Rahmen der allgemeinen 
Algebra und Arithmetik unter ausschlieBlicher Beschrankung auf den 
kommutativen Fall. 

Die moderne Idealtheorie geht einerseits auf die DEDEKINDsche Be
handlung der endlichen algebraischen Zahlk6rper, andererseits auf die 
KRoNEcKER-LASKER-MAcAuLAyschen Untersuchungen tiber Polynom
moduln zuriick. Entscheidend war die 1919 von E. NOETHER gemachte 
Entdeckung, daB allein mit Hilfe des von DEDEKIND stammenden ab
strakten "Teilerkettensatzes" die wichtigsten Zerlegungssatze von LAs
KER und MACAULAY in auBerst durchsichtiger Weise abgeleitet und weit
gehend verallgemeinert werden k6nnen. 

Ihrem doppelten Ursprung entsprechend hat die moderne Ideal
theorie zwei grundsatzlich verschiedene Aufgaben: Auf der einen Seite 
(KRoNEcKER-LAsKER-MAcAuLAysche Richtung) handelt es sich darum, 
in einem Ringe ffi, der im allgemeinen auch mit Nullteilern behaftet 
sein darf, die Zerlegungen der einzelnen ("ganzen") Ideale zu unter
suchen, wobei diese Ideale als "ffi-Moduln", d. h. als additive ABELsche 
Gruppen mit ffi als multiplikativem Operatorenbereich aufgefaBt werden. 
Auf der anderen Seite (DEDEKINDsche Richtung) geht man von einem 
K6rper Sf aus, in dem ein "ganz abgeschlossener" Integritatsbereich ~ 
ausgezeichnet ist, und stellt sich die Aufgabe, durch Untersuchung der 
multiplikativen Gruppe aller in Sf liegenden ("ganzen" und "nicht
ganzen") "umkehrbaren" ~-Ideale einen Einblick in die Teilbar
keitsverhaltnisse der Elemente von Sf hinsichtlich ~ zu gewinnen. 
Urn den Unterschied zwischen beiden Richtungen kurz zu charak
terisieren, spreche ich von einer "additiven" und einer "multiplika
tiven" Idealtheorie. (Ausfiihrliche Entwicklung der Grundlagen und 
Gegeniiberstellung der charakteristischen Probleme beider Richtungen 
in § 1.) . 

Bei der additiven Idealtheorie sind schematisch zwei Hauptaufgaben 
zu unterscheiden: Entweder man wahlt den zu untersuchenden Ring 
m6glichst allgemein und fragt dann, inwieweit die von den klassischen 
Spezialfallen her bekannten Idealzerlegungssatze in Geltung bleiben; 
das klassische Beispiel ist hier die NOETHERsche Theorie der "Ringe mit 
Teilerkettensatz". (Besprechung der einschlagigen Probleme in § 2.) -



IV Vorwort. [250 

Oder man sucht mit Hille der abstrakten Methoden die Theorie konkret 
wichtiger spezieller Ringe begrifflich einfacher zu gestalten und weiter 
auszubauen. Hier ist in erster Linie auf die vor allem an die Namen 
von E. NOETHER und VAN DER WAERDEN geknfipfte Weiterentwieklung 
der Polynomidealtheorie zu verweisen. (Inhalt von § 3.) Ein anderes 
wiehtiges Beispielliefert die genauere Untersuchung der nieht ganz ab
geschlossenen Unterringe eines endlichen algebraischen Zahlkorpers oder 
allgemeiner beliebiger "einartiger" Ringe und Integritatsbereiche. 
(Thema von § 4; verhiiltnismaBig starke Beriihrungspunkte mit der 
"multiplikativen" Idealtheorie.) 

Die multiplikative Idealtheorie (§ 5 und § 6) gestattet einen viel ge
schlosseneren Aufbau als die in zahlreiche Einzeluntersuchungen zer
splitterte additive. Um fiber eine bloBe Axiomatisierung der klassischen 
DEDEKINDschen Satze hinauszukommen, hat man entweder (nach VAN 
DER W AERDEN, ARTIN, PRUFER) den DEDEKINDschen Idealbegriff in 
passender Weise abzuandem, oder man muB (anknfipfend an HENSELs 
p-adische Zahlen) die Hilfsmittel der Bewertungstheorie heranziehen. 
Daneben tritt erganzend eine auf die Hauptsatze der GALOIsschen Theorie 
gestfitzte weitgehende Verallgemeinerung der DEDEKIND-HILBERTschen 
"Verzweigungstheorie" der endliehen algebraischen Zahlkorper. - In 
den Rahmen der multiplikativen Idealtheorie gehoren auch gewisse 
Satze fiber die arithmetische Fassung des Divisorbegriffs in der mehr
dimensionalen algebraischen Geometrie, insbesondere fiber die sog. 
"Divisoren zweiter Art". 

In der Terminologie habe ieh es ffir notig gehalten, auf die klassischen 
DEDEKINDschen Bezeichnungen zu verziehten und mieh daffir eng an 
die Ausdrucksweise der Mengen- und Gruppentheorie anzuschlieBen. 
(Statt "Idealteiler" und "Idealvielfaches" "Ober-" und "Unterideal" 
nach dem Vorbild von Ober- und Untermenge bzw. Ober- und Unter
gruppe usw.) Mein Grund war folgender: Die DEDEKINDsche Termino
logie ist wesentlich auf die Bediirfnisse der algebraischen Zahlentheorie 
zugeschnitten, in der sie wohl auch immer ihre Geltung behaupten wird. 
Sie hat aber den, vor allem bei "additiven" Untersuchungen hervor
tretenden, schwerwiegenden Nachteil, daB sie der naiv mengentheoreti
schen Auffassung der Ideate widerspricht; dementsprechend ist sie auch 
in der allgemeinen Idealtheorie keineswegs fiberall starr beibehalten, 
sondem von verschiedenen Autoren in verschiedener Weise abgeandert 
worden. Eine Vereinheitlichung der Bezeiehnungsweise erschien daher 
dringend geboten und es kam dabei nach meiner Dberzeugung als 
maBgebender Gesichtspunkt· nur die terminologische Einordnung der 
Idealtheorie in die allgemeine Gruppen- und Mengenlehle in Frage. 
(1m fibrigen habe ich am Schlusse des Berichts fUr die wichtigsten 
Grundbegriffe die verschiedenen fiblichen Bezeichnungen zusammen
gestellt.) 
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1nhaltlich war es natiirlich unrnoglich, die Beweise irn einzelnen aus
zufiihren. 1ch habe rnich aber berniiht, iiberall dort, wo ich nicht auf 
Lehrbiicher (insbesondere auf VAN DER WAERDENS "Moderne Algebra") 
verweisen konnte, den wesentlichen Gedankengang zu skizzieren und 
die hauptsachlichen Methoden herauszuarbeiten. Dieser Grundsatz 
wurde auch bei so1chen Dingen befolgt, die sich iiberhaupt oder doch 
in der gewahlten Form noch nicht in der bisherigen Literatur finden. 
Urn den Zusarnrnenhang zwischen der durchlaufenden Darstellung des 
Berichts und der Einzelliteratur herzustellen, habe ich am Schlusse 
jeder Nummer kurze Literaturhinweise beigefiigt. 

Herzlichen Dank schulde ich Herrn HAUPT und vor alletn Herrn 
NOBELING fur die liebenswurdige Unterstutzung bei der Korrektur. 

Erlangen, im Januar 1935. 
WOLFGANG KRULL. 
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§ 1. Grundlagen und Ausgangspunkte. 
1. Gruppen mit Operatoren und Ideale. Der Begriff derkommuta

tiven und nichtkommutativen Gruppe sowie der des K6rpers wird als 
bekannt vorausgesetzt. Bei den K6rpern handelt es sich stets urn so1che 
mit kommutativer Multiplikation. Unter einem "Ring" verstehen wir 
ein Elementsystem mit Addition und Multiplikation, das sich vom 
K6rper nur dadurch unterscheidet, daB die Division durch von Null 
verschiedene Elemente im System nicht allgemein ausfiihrbar ist, und 
daB "Nullteiler" auftreten diirfen, daB also ein Produkt a· b zu Null 
werden kann, ohne daB ein Faktor verschwindet 1. 

EinRing ohneNullteiler heiBt I n tegri ta ts bereich. Zujedemlntegri
tatsbereich S gibt es einen kleinsten ihn umfassenden K6rper, den" Qu 0-

tientenk6rper" Sf:, der aus S durchEinfiihrung von Briichen genau so 
konstruiert werden kann wie insbesondere der K6rper der rationalen 
aus dem Integritatsbereich der ganzen rationalen Zahlen. Ein Ring 
mit Nullteilern kann selbstverstandlich nie in einen K6rper eingebettet 
werden. 

Da jeder Ring m hinsichtlich der Addition eine Grllppe bildet, wird 
man zur naheren Untersuchung von m vor allem die additiven Unter
gruppen heranziehen. 1st a eine so1che, so bildet wegen der Kommuta
tivitat der Addition das System mla der "Restklassen" (Nebenscharen, 
Nebengruppen) von m nach a immer selbst wieder eine Additions
gruppe, wenn die Addition zweier Restklassen durch die Addition be
liebiger Reprasentanten erklart wird. Kann Il1an in entsprechender 
Weise auch die Multiplikation der Restklassen einfiihren und damit 
mla zu einem Ring machen, so heiBt a Ideal. Die Ideale spielen also 
bei den (kommutativen) Ringen eine ahnliche Rolle wie die invarianten 
Untergruppen bei den nichtkommutativen Gruppen (vgl. im Anhang 
- A. 2) - die Bemerkung iiber die hyperkomplexe Terminologie). 

Eine additive Untergruppe a von mist dann und nur dann Ideal, 
wenn a gleichzeitig mit a stets auch b· a fur beliebiges b aus m enthiilt. 
("Klassische" Idealdefinition.) 

In vielen und verschiedenartigen Anwendungen treten ABELsche 
Gruppen auf, bei denen neben der Gruppenoperation, die hier meistens 
als Addition bezeichnet wird, noch die Anwendung von gewissen "Ope
ra toren" definiert ist ("Operatorgruppen" oder "Moduln"). Bei 
einer Operatorgruppe (] ist jeder Operator ~ auf jedes Gruppenelement a 

1 Dagegen soil jeder Ring ein - mit 1 bezeichnetes - Einheitselement der 
Multiplikation enthalten. 

Ergebnisse der Mathematik. IVj3. Krull. 
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anwendbar und liefert ein eindeutig bestimmtes Gruppenelement 
E· a = b; auBerdem gilt das distributive Gesetz: g. (a + b) = g . a + ~ . b. 

Ein Untersystem U von @ zahlt nur dann als Gruppe, wenn es 
nicht nur hinsichtlich der Addition Gruppeneigenschaft besitzt, sondem 
auch mit a stets g. a ffir jeden Operator g enthalt. - Stellt femer 
der Operatorenbereich einen Ring dar, so gelten in der Regel neben 
dem distributiven Gesetz noch die folgenden Formalgesetze: 

(~. 'Y}) • a = ~. ('Y}' a); (g + 'Y}) • a = ~. a + 'Y}' a; 1 . a = a. 

Alle tur allgemeine Operatorgruppen gUltigen Siitze kOnnen unmittel
bar aut die I dealtheorie ubertragen werden, denn jedes I deal a stellt einen 
speziellen Modul dar, bei dem der Operatorenbereich nicht nur ein Ring, 
sondern gleichzeitig auch Obermenge von a ist. 

In Anbetracht des engen Zusammenhanges zwischen Ideal- und 
Gruppenbegriff halte ich es ffir zweckmaBig, bei der Einffihrung und 
Bezeichnung der einfachsten Idealoperationen ausschlieBlich gruppen
und mengentheoretische Gesichtspunkte zu berucksichtigen. Die so 
entstehende Terminologie ist meines Erachtens einfacher und natfir
licher als die DEDEKINDsche, die zwar den arithmetischen Bedfirfnissen 
besser angepaBt ist, aber erfahrungsgemaB jeden Neuling zunachst stark 
befremdet. 

Sind im Ringe m (in der Operatorgruppe @) a und 0 Ideale (Unter
gruppen) und ist a Obermenge von 0, so schreiben wir a 2 0, 0 ~ a und 
nennen a Oberideal (Obergruppe) von 0 oder "groBer als 0", 0 
Unterideal (Untergruppe) von a oder "kleiner als a". aC a oder 
auch a == 0 (a) bedeutet die Zugehorigkeit des Elementes a zum Ideal 
(zur Gruppe) a 1. 

Fiir den Durchschnitt von a und 0 benfitzen wir das in der Mengen
theorie fibliche Symbol an o. an 0 ist selbst Ideal (Gruppe), und 
zwar groBtes gemeinsames Unterideal (groBte gemeinsame Untergruppe) 
von a und o. Das kleinste gemeirischaftliche Oberideal (die kleinste 
gemeinschaftliche Obergruppe) oder die "Summe" a+ 0 von a und 0 
besteht aus der Vereinigungsmenge b von a und 0 und aus allen end
lichen Summen, die sich aus Elementen von b bilden lassen 2. 

Summen- und Durchschnittsbildung konnen ohne weiteres auf den 
Fall von beliebig (endlich oder unendlich) vielen Komponenten aus
gedehnt werden. Bei unendlich vielen Komponenten schreiben wir 
EaT und LlaT 3. 

1 a C Ii, Ii:::> a ohne Gleichheitszeichen kennzeichnet a stets als echtes 
Unterideal (ech te Untergruppe) von Ii! 

2 Die Symbole a + Ii, a n Ii nnd a' Ii sind anch dann sinnvoll, wenn a nnd Ii 
irgendwelche additiven Untergruppen eines gemeinsamen Oberrings m darstellen. -
Wichtige Anwendnngen fur a n Ii nnd a· b z. B. in 7.! 

3 Dabei braucht 7: keine (finite oder transfinite) Ordnungszahl zu sein; es 
bedentet einfach irgendein Symbol zur Unterscheidung der einzelnen IdeaIe. 
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Sind a und 0 Sa Gruppen mit demselben Operatorenbereich 0, so 
stellt das System a/o der Restklassen (Nebenscharen, Nebengruppen) 
von a nach 0 selbst eine Gruppe mit dem Operatorenbereich 0 dar. 
Bildet man (fur beliebiges a und 0) die Restklassengruppen al(a no) 
und (a + 0)/0, so sind diese Restklassengruppen (einstufig) isomorph, 
wobei sich die Isomorphie nicht nur auf die Addition, sondern auch 
auf die Anwendung derOperatoren aus 0 bezieht. ("DEDEKIND-NoETHER
scher Isomorphiesatz"; vgl. z. B. NOETHER [8J § 4, insbesondere 
auch Anm. 19.) 

Zum Beweis hat man einfach immer solche Klassen aus al(a no) 
und (a + 0)/0 einander zuzuordnen, die ein- und dasselbe Element 
aus a enthalten. Der DEDEKIND-NoETHERsche Isomorphiesatz Hi.Bt sich 
naturlich sofort auf den Spezialfall anwenden, daB a und 0 Ideale in ffi 
sind, und daB fur 0 entweder ffi oder eine geeignete Untermenge von ffi 
gewahlt wird. 

1m allgemeinen wird man bei der Betrachtung zweier Ideale a und 
oS a des Ringes ffi das System a/o als Gruppe mit dem Multiplikatoren
bereich ffi/o, d. h. als Ideal im Restklassenring ffi/o auffassen. Es er
gibt sich dann: LaBt man (bei festem 0) a alle Oberideale von 0 durch
laufen, so stellen die Systeme a/o alle Ideale von ffi/o, und zwar jedes 
genau einmal dar. Die samtlichen Ideale von ffi/o lassen sich also den 
Oberidealen von 0 in ffi eindeutig umkehrbar zuordnen, und diese Zu
ordnung ist offenbar hinsichtlich der Summen- und Durchschnitts
bildung sowie hinsichtlich der spater einzufiihrenden Quotientenbildung 
ein Isomorphismus. 

Es sei ferner ffi l Oberring von ffi, al Ideal aus ffil , a = al n ffi das 
Durchschnittsideal von al und ffi. Dann bildet im Restklassenring 
ffiI/al das System 5 aller der Klassen, die Elemente aus ffi enthalten, 
einen zum Restklassenring ffila isomorphen Ring, und man kann im 
allgemeinen unbedenklich geradezu 5 und ffila identifizieren, also ffiI/al 

als Oberring von ffila au/lassen. Wir werden von dieser Moglichkeit 
sehr oft Gebrauch machen. 

Sind a und 0 Gruppen mit demselben Operatorenbereich 0, so mage 
a: 0 die Menge aller der Operatoren ~ bedeuten, bei denen aus be 0 
durchweg ~. be a folgt. Hat man es bei a und 0 mit Idealen im 
Ringe ffi zu tun, so ist auch a: 0 ein Ideal aus ffi (und zwar ein Ober
ideal von a), das als "Quotient" von a und 0 bezeichnet wird. 

AIle elementaren, im Kerne gruppentheoretischen Idealsatze konnen 
allein mit Hilfe von Summe, Durchschnitt und Quotient formuliert 
werden. Die wichtigsten Beziehungen, die zwischen diesen drei Be
griffen bestehen, sind in zwei "distributiven Gesetzen" enthalten: 

I. (a l n ... nan) : 0 = (a l : 0) n ... n (an: 0). 

II. a: (01 + ... + On) = (a: 111) n ... n (a: bn). 
1* 



4 § 1. Grundlagen und Ausgangspunkte. [268 

Unter dem Produkt o· 0 zweier Ideale oder Moduln 0 und 0 ver
steht man die Menge aller endlichen Summen a1 • b1 + ... + an . bn 
(av ... an c 0; b1 , ••• bn co). Fiir Summe und Produkt gilt das wich
tige "distributive Gesetz" o· (01 + O2) = o· 01 + o· O2 , AuBerdem ist 
bei Idealen stets o· 0 S. 0 no, o· (0: 0) S. 0, 0: (01 ' O2) = (0: 01): O2, 
- 1m iibrigen spielen die Beziehungen zwischen Produkt und Quotient 
keine groBe Rolle, weil man den Idealquotienten im allgemeinen nur 
bei solchen Untersuchungen braucht, bei denen man die Heranziehung 
des Idealproduktes fast vollig vermeiden kann. 

Die Einordnung in die allgemeine Theorie der Operatorgruppen ist fiir 
die nichtkommutative Idealtheorie noch weit bedeutsamer als fiir die 
kommutative. Vgl. etwa NOETHER [18J, VAN DER WAERDEN [15J Kap.16 
sowie auch NOETHER [15J, eine Arbeit, die zwar im iibrigen mit unserm 
Bericht kaum Beriihrungspunkte besitzt, in der aber der NOETHERsche 
Grundsatz, die gesamte Algebra soweit als moglich auf Isomorphie
betrachtungen aufzubauen, wohl seinen scharfsten Ausdruck gefun
den hat. 

FaBt man die Ringe als spezielle Operatorgruppen auf, sieht man also 
die Multiplikation der Addition gegeniiber als zweitklassig an, so liegt 
es nahe, auf die Existenz der 1 zu verzichten. In der Tat gelten z. B. die 
Hauptsatze von NOETHER [4J und KRULL [15J auch fiir Ringe ohne Einheits
element der Multiplikation, und es wird insbesondere in der japanischen 
Literatur der Fall des Fehlens eines Einheitselements meistens beriick
sichtigt. 1m ganzen spielen die Ringe ohne 1 im Kommutativen aber 
doch eine so untergeordnete Rolle, daB ich es fiir richtig hielt, sie von 
vornherein von der Betrachtung auszuschalten. 

2. Prim- und Primarideale. Polynomringe. Nach 1. beruht die Be
deutung des Idealbegriffs vor allem auf der Moglichkeit der Restklassen
ringbildung. Man wird daher diejenigen Ideate auszeichnen, deren Rest
klassenring besonders einfach gebaut ist. 

Ein Ideal V im Ringe 9l heiBt Primideal, wenn 9l/V nullteilerfrei, 
also Integritatsbereich ist. q wird Primarideal genannt, wenn 9l/q 
hochstens "nilpotente" Nuilteiler enthaIt, d. h. soIche Nullteiler, von 
denen eine Potenz dem Nullelement gleich wird. 

Auch ohne Benutzung des Restklassenringes lassen sich Prim- und 
Primarideal leicht charakterisieren: V ist Primideal, wenn ein Produkt 
a . b nur dann in V liegt, wenn schon ein Faktor zu V gehort. q ist 
Primarideal, wenn in q gleichzeitig mit einem Produkt a· b stets ent
weder ein Faktor oder eine endliche Potenz j edes Faktors enthal
ten ist. 

Die Primideale sind spezielle Primarideale. 1st q ein beliebiges 
Primarideal, so bildet die Menge ValIer der Ringelemente, von denen 
eine Potenz in q liegt, ein Primideal. V heiBt das zu q gehOrige Prim
ideal, wahrend q als ein zu 1J gehoriges Primarideal bezeichnet werden 
kann. - Den besten Einblick in die praktische Bedeutung des Prim
und Primaridealbegriffs liefert die klassische Nullstellentheorie der Poly
nome mehrerer Veranderlicher. 
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Es sei \l! der Ring aller Polynome in n Unbestimmten Xl' ••• xn 
mit Koeffizienten aus einem festen Kerper Sf. Der Anschaulichkeit 
halber wollen wir fur Sf den Kerper aller komplexen Zahlen wahlen, 
und Xl' .•. Xn als (kartesische oder affine) Koordinaten im n-dimensio
nalen Raume P deuten. Ein Punkt (Xl' ..• xn) aus P heiBt Nullstelle 
des Polynoms P(Xl' ••• xn), wenn P(xl , •.. ~n} = o. Er heiBt Null
stelle des Polynomideals a, wenn P (Xl' ... Xn) = 0 ffir jedes p (x) ca. -
Eine Punktmenge M wird ublicherweise als (irred uzi ble) algebraische 
Mannigfaltigkeit1bezeichnet, wennsiedurchalgebraischeGleichungen 
zwischen den Koordinaten definiert ist, und wenn auBerdem ein Pro
dukt zweier Polynome nur dann samtliche Punkte von M zu Nullstellen 
hat, wenn das gleiche fur mindestens einen Faktor gilt. - Das heiBt 
aber einfach: Die Menge .)J aller der Polynome, die samtliche Punkte 
von M zu N ullstellen haben, bildet in \l! ein Primideal. Von entscheidender 
Bedeutung ist nun die Tatsache, daB dieser Satz umgekehrt werden kann: 

] edem Primideal .)J aus \l! entspricht eindeutig umkehrbar eine alge
braische Mannigfaltigkeit M aus P; dabei besteht M aus allen NuUsteUen 
von .)J, und es ist .)J das gro/3te Ideal, das samtliche Punkte von M zu NuU
stellen hat. 

Der Bewels dieses Fundamentalsatzes wird erst in 18. besprochen 
werden. Hier zeigen wir nur, wie mit seiner Hilfe die Nullstellenmenge 
eines beliebigen Polynomideals a in algebraische Mannigfaltigkeiten 
zerlegt werden kann. 

Eine Nullstellenmannigfaltigkeit M von a (also eine algebraische 
Mannigfaltigkeit, deren samtliche Punkte Nullstellen von a sind) heiBt 
"eingebettet" oder "nichteingebettet", je nachdem, ob sieineiner 
anderen N ullstellenmannigfaltigkeit von a als echte Untermenge enthalten 
ist odernicht. Ein Primoberideal von a, das kein anderes Primoberideal von 
a enthalt, soll als "minimales" Primoberideal bezeichnet werden. 
Aus dem Fundamentalsatz folgt dann sofort: Die Nullstellenmannig
faltigkeiten von a entsprechen eindeutig umkehrbar den Primober
idealen; insbesondere sind die nichteingebetteten Nullstellenmannig
faitigkeiten den minimalen Primoberidealen zugeordnet. 

Danach bildet zunachst bei einem Primarideal q die Menge aller 
N ullstellen die einzige nichteingebettete Mannigfaltigkeit; denn ein 
Primarideal hat offenbar genau dieselben Nullstellen wie sein zu
gehOriges Primideal. 1st aber a ein beliebig-es Ideal aus \l!, so gilt der 
grundlegende, auch als "LASKERsches Theorem" (LASKER [1J S. 51, 
MACAULAY [3J Nr. 39) bezeichnete 

Zerlegungssa tz: In \l! la/3t sich jedes Ideal a als Durchschnitt von 
endlich vielen Primaridealen darstellen: a = ql n ... n qm. 

1 In 2. und 3. bedeutet "Mannigfaltigkeit" schlechtweg soviel wie "irreduzible 
Mannigfaltigkeit". Auch spater (in 23.-28.) wird der Zusatz "irreduzibel" weg
gelassen, sobald er im Zusammenhang entbehrlich erscheint. 
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Aus dem Zerlegungssatz, dessen abstrakter Beweis in 3. besprochen 
werden wird, folgt allein auf Grund der Definition von Prim- und 
Primarideal: Ein Primideal .lJ ist dann und nur dann Oberideal von 
a = ql n •.. n qm' wenn es fill mindestens ein i Oberideal von qi und 
damit auch Oberideal des zu q'i gehorigen Primideals 1:'i ist. Urn alle 
minimalen Primoberideale von a zu erhalten, hat man nur aus der 
Reihe der .lJi diejenigen Primideale wegzulassen, die ein anderes Prim
ideal dieser Reihe als echtes Unterideal enthalten. 

Ein Polynomideal a besitzt also immer nur endlich viele minimale 
Primoberideale, und es verteilen sich dementsprechend seine samtlichen 
Nullstellen auf endlich viele nichteingebettete Mannigfaltigkeiten. -
Bezeichnet man ferner allgemein als das "Radikal" t des Ideals a 
das Ideal aller der tRingelemente, von denen eine Potenz zu a ge
hort, so folgt aus Zerlegungssatz und Primaridealdefinition: 

Ein Polynom p gehort dann und nul' dann zum Radikal r von a, 
wenn es in allen minimalen Primoberidealen von a enthalten ist. -
Oder andel's ausgedruckt: t ist der Durchschnitt aller minimalen Prim
oberideale. 

Verschwindet also das Polynom p fUr alle N ullstellen des Ideals a, 
so li'Jgt eine Potenz von p in a ("HILBERTscherN ullstellensa tz"). Will 
man nur die nichteingebetteten Nullstellenmannigfaltigkeiten. von a 
bestimmen, so hat man einfach das Radikal r als Durchschnitt seiner 
minimalen Primoberideale darzustellen. 

Sollen dagegen auch die eingebetteten Nullstellenmannigfaltigkeiten 
zu ihrem Recht kommen, so muB man a selbst in Primarkomponenten 
zerlegen, und untersuchen, inwieweit diese Komponenten und ihre zu
gehorigen Primideale eindeutig bestimmt sind. Dazu braucht man zwei 
einfache, sofort aus der Definition von Primarideal und Idealquotient 
folgende Bemerkungen: 

1st 1:' ein Prim-, a irgendein nicht in 1:' enthaltenes Ideal, so ist nicht 
nur 1:' : a = 1:', sondern auch q: a = q fUr jedes zu 1:' gehorige Primar
ideal q. Sind ferner ql und q2 zu 1:' gehorige Primarideale, so sind es 
auch ql n q2 und ql : q2 (Ausnahme q2 S;; ql' ql: q2 = ~). - Eine Primar
idealzerlegung a=ql n ... n q", moge "normiert" heiBen, wenn erstens 
kein qi einfach weggelassen werden kann, und wenn zweitens die zu 
den qi gehOrigen Primideale 1:'i alle verschieden sind. Eine beliebige 
Primaridealzerlegung kann stets .durch die Weglassung uberflussiger 
und durch die Zusammenfassung zum gleichen Primideal gehoriger 
Komponenten normiert werden; man darf sich daher auf die Betrach
tung von normierten Zerlegungen beschranken und erhalt dann den 

E in deu tig kei t ss a t z: Bei zwei normierten Zerlegungen a= ql n .. · nqm 
= qi n ... n q;n' ist die Komponentenzahl dieselbe, und es gehoren bei 
geeigneter Numerierung qi und qi ieweils zum selbenPrimideal 1:'i = 1:'i. 
1st ferner 1:'i minimales Primoberideal von a, so ist sogar stets qi = qi. 
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Aus der Normierungsvoraussetzung folgt, daB jedes ,)Ji unter den ,)J~ 

und jedes ,)Ji unter den ,)Ji mindestens ein Oberideal besitzen muB. Ware 
namlieh etwa ,)Jm in keinem ,)J~ enthalten, so ware a: qm= (ql: qm) n .. . 
n (qm-l: qm) = (qi : qm) n· .. n (q~,: qm) = qi n· .. n q~,= a= ql n .. . 
n qm-l, die Komponente qm ware also bei der erst en Zerlegung uber
flussig. - 1st daher ,)Jm so gewahlt, daB kein einziges ,)Ji oder ,)J~ 
eehtes Oberideal von ,)Jm ist, so muB ,)J", aueh unter den ,)Ji vorkommen, 
etwa ,)Jm = ,)J~'. Fur q = qm n q~, wird dann al = a : q = (qi : q) n ... 
n (q';'-l: q) = qln .. · n qm-l = (qi: q) n··· n (q~'-1: q) = qi n··· 
n q~l' -1' - Auf die beiden normierten Zerlegungen al = ql n ... n q", _ 1 

und al = qi n· .. n q~'-1 von al darf man aber wegen der Erniedri
gung der Komponentenzahl auf m - 1 bzw. m' - 1 naeh den Grund
satzen des Induktionssehlusses den ersten Teil des Eindeutigkeitssatzes 
bereits anwenden. Daraus folgt dieser Teil aber aueh fUr a und somit 
allgemein. 

1st ferner etwa ,)Jl = ,)Ji minimales Primoberideal von a, so wird fur 
0= q2 n ... n qm n q~ n ..• n q~" sicher a: 0 = ql : 0 = ql = qi : 0 = qi. , 
zweiter Teil des Eindeutigkeitssatzes! Zur Erganzung des zweiten Teiles 
ist noeh zu bemerken, daB man leieht dureh Beispiele zeigen kann, daB 
zwei entspreehende Primarideale qi und qi, deren zugehoriges Prim
ideal ,)Ji = ,)Ji nieht minimal ist, keineswegs identiseh sein mussen. Der 
Eindeutigkeitssatz kann also im wesentliehen nieht weiter verseharft 
werden. - Die Primideale ,)Jl, ... ,)Jm des Eindeutigkeitssatzes bezeiehnet 
man kurz als "die zu a gehorigen Primideale". Die zu den mini
malen Primoberidealen ,)Ji gehorigen Primarideale qi heiBen die "iso
lierten Primarkomponenten". 

Auf die Nullstellentheorie angewandt ergibt der Eindeutigkeitssatz: 
Unter den (im allgemeinen unendlich vielen) Nullstellenmannigfaltig

keiten von a sind dureh die zugehorigen Primideaie endlich viele "wesent
liehe" ausgezeichnet, unter denen sich jedenfaIls aIle nichteingebetteten, 
unter Umstanden aber aueh einige eingebettete Mannigfaltigkeiten be
finden. Jeder nichteingebetteten Mannigfaltigkeit entspricht nieht nur 
ein minimales Primoberideal, sondern aueh eine zu dies em Primoberideal 
gehorige "isolierte Primarkomponente" von a. - DaB dieses Resultat 
unter gewissen Umstanden es gestattet, jeder niehteingebetteten Null
stellenmannigfaltigkeit von a eine bestimmte "Vielfaehheit" zuzuordnen, 
wird sieh erst in § 3 zeigen. Zunaehst wenden wir uns allgemeinen 
abstrakten FragesteIlungen zu. 

3. Der Zerlegungssatz in abstrakten Ringen. Der in 2. skizzierte 
Beweis des "Eindeutigkeitssatzes" gilt offenbar in jedem Ringe fUr 
jedes Ideal, das uberhaupt als Durehsehnitt endlieh vieler Primarideale 
dargestellt werden kann. Eine der groBen Leistungen von E. N OETHER 

ist die Entdeekung, daB aueh fur den "Zerlegungssatz" ein abstrakter 
Beweis erbraeht werden kann, der kein tieferes Eingehen auf die spezielle 
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Natur der Polynomringe erforderl, und der insbesondere nicht einmal 
von der Tatsache, daB jedes Polynom eindeutiges Produkt von endlich 
vielen irreduziblen Polynomen ist, Gebrauch macht. - Man sagt, das 
Ideal a im Ringe m habe die (endliche) Basis aI' ... am' und schreibt 
a = (<<t, ••• am), wenn a das kleinste aI' ... am enthaltende Ideal ist, 
d. h. wenn a aus der Menge aller Summen a = IXI al + ... + IXm am 
(lXI' ••• "'m C m) besteht. HILBERT hat bereits 1890 (HILBERT [1], vgl. 
auch VAN DER WAERDEN [15] § 80, sowie den bemerkenswerlen Beweis 
bei SPERNER [1] S. 159f.) gezeigt, daB in einem Polynomring ~ jedes 
Ideal eine endliche Basis besitzt, daB also jede beliebige algebraische 
und insbesondere auch jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit 
durch endlich viel Gleichungen definiert werden kann. E. NOETHER 
erkannte dann 1919 die Tragweite der Tatsache, daB die Giiltigkeit 
des HILBERTschen Basissatzes fur einen beliebigen Ring gleichwertig 
ist mit einem fur abstrakte Existenzbeweise auBerordentlich gut geeig
neten, schon von DEDEKIND gelegentlich benutzten "Kettensatz". 

In einem Ring m (oder auch in einer Operatorgruppe @) verstehen 
wir unter einer 0- bzw. U-Kette eine Ideal- (Gruppen-) Folge aI' a2 , ••• , 

bei der aiH stets Obermenge bzw. Untermenge von ai ist. Gibt es 
in m (@) keine 0- bzw. U-Kette mit unendlich vielen verschiedenen 
Gliedern, so sagen wir, es gelte in m (@) der 0- bzw. U -Sa tz und be
zeichnen m (@) kurz als 0- bzw. U -Ring (0- bzw. U-Gruppe)1. - Nach 
ARTIN kann man dem 0- bzw. U-Satz auch die elegantere Form einer 
Maximal- bzw. Minimalbedingung geben: Der 0- bzw. U-Ring 
ist dadurch charakterisiert, daB jede aus ihm entnommene Idealmenge 
ein groBtes bzw. kleinstes Ideal enthalten muB, das von keinem an
deren Ideal der Menge umfaBt wird, bzw. das seinerseits kein anderes 
Ideal der Menge umfaBt. 

Gibt es in m eine 0-Kette aI' a2 , • '.' mit unendlich vielen verschie
denen Gliedern, so kann daselbst a = 1; ai keine endliche Basis haben; 

• 
besitzt andererseits a keine endliche Basis, so lassen sich aus a unend-
lich viele Elemente aI' a2 , ••• so ausw1i.hlen, daB fUr ai = (aI' ... ai ) 

die Glieder der O-Kette aI' a2 , ••• aIle verschieden sind. O-Satz und 
HILBERTscher Basissatz sind also gleichwertig. Diese NOETHERsche Er
kenntnis ist deshalb so wichtig, weil einerseits die Gultigkeit des Basis
satzes sehr oft leicht nachgewiesen, z. B. von einem beliebigen 0-Ring m 
sofort auf den Ring aller Polynome in beliebig vielen Variablen mit 
Koeffizienten aus m ubertragen werden kann, und weil andererseits 
der O-Satz die folgende InduktionsschluBweise gestattet: 

L1i.Bt sich in dem 0-Ringe m von einer bestimmten Eigenschaft A 
zeigen, daB aus "non-A fur a" notwendig "non-A ffir ein ech tes 
Oberideal von a" folgt, so besitzen alle Ideale von m die Eigenschaft A. 

1 Dcr "O-Satz" ist der beriihmte "NOETHERsche Teilerkettensatz". 
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Daraus folgt z. B. unmittelbar: 1st im O-Ring ~ jedes nichtprimare 
Ideal reduzibel, d. h. als Durchschnitt zweier echter Oberideale darstellbar, 
so ist in ~ jedes Ideal Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen. Urn 
also den Zerlegungssatz von 2. ffir beliebige O-Ringe zu beweisen, hat 
man nur zu zeigen: In jedem O-Ring ~ ist jedes nichtprimare Ideal 
reduzibel. 

Zu nichtprimarem a existiert aber stets ein Element b, von dem 
keine Potenz in a liegt, wahrend andererseits a: (b) = al ein echtes 
Oberideal von a ist. Bildet man nun die Kette al = a: (b), a2 =a : (b2), ••• , 

so ist Ilt+l 2 ai' und wegen des O-Satzes wird an+! = an' d. h. Iln: (b) 
= an ffir groBes n. Unter diesen Umstanden ist aber, wie leicht nach
zurechnen, a = an n (a + (bn)) eine Durchschnittsdarstellung von a 
durch echte Oberideale. 

Damit ist also gezeigt, daB der Zerlegungssatz von 2. ebenso wie 
der dortige Eindeutigkeitssatz nicht nur ffir Polynom-, sondern fUr 
beliebige O-Ringe gilt. 

Doch ist ein Punkt hervorzuheben: Beim Beweis des Eindeutig
keitssatzes arbeitet man ausschlieBlich mit Idealen, insbesondere mit 
den formalen Eigenschaften des Idealquotienten. Beim Zerlegungssatz 
dagegen muD man auch mit einzelnen Ringelementen rechnen, denn 
man braucht beim Beweis der Gleichung a = an n (a + (bn )) die Tat
sache, daB jedes Element von a + W) die Gestalt a + c· bn (a c a) 
besitzt. 

Gilt in ~ der O-Satz nicht, so braucht auch der Zerlegungssatz nicht 
zu gelten. Es gibt sogar Ringe, in denen manche Ideale (sogar solche 
mit endlicher Basis) auf keine Weise als Durchschnitt von endlich oder 
unendlich vielen Primaridealen dargestellt werden k6nnen (vgl. 41.). In
dessen fiihrt auch bei ganz allgemeinen Ringen das Vorbild der Poly
nom- und O-Ringe zu wichtigen Struktursatzell. Man kann namlich 
alle in 2. fiber Radikal, minimale Primoberideale und isolierte Primar
komponenten aufgestellten Satze auf beliebige Ringe fibertragen, wenn 
man nur die M6glichkeit zulaBt, daB ein gegebenes Ideal unendlich 
viele minimale Primoberideale besitzt. 

Struktursatz: In jedem Ringe ~ besitzt jedes Ideal a minimale 
Primoberideale, und es enthiilt jedes Primoberideal von a mindestens ein 
minimales. Der Durchschnitt aller minimalen Primoberideale ist das 
Radikal t von a. 

Zu jedem minimalen Primoberideal -l.J gehort eine bestimmte "isolierte 
Primiirkomponente" q, die charakterisiert werden kann als das kleinste 
zu .\J gehOrige Primiirideal; das a gerade noch enthiilt. 

Der Beweis des Struktursatzes erfordert nur einfache Wohlordnungs
schlfisse und den bisher noch nicht beniitzten Begriff des "multipli
kativ abgeschlossenen Systems". Eine Untermenge 5 des Rin
ges ~ heiBt "multiplikativ abgeschlossen" (in Zukunft kurz "m. a."), 
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wenn sie mit a und b stets auch das Produkt a . b enthalt. - Aus die
ser Definition ergibt sich u. a.: 

~ ist in 91 dann und nur dann Primideal, wenn das System 91 - ~ 

def nicht zu ~ gehorigen Ringelemente m.a. ist. 1st 5 m.a. System 
aus 91, ~ ein maximales zu 5 elementefremdes1 Ideal, so ist ~ Primideal. 

Urn nun zu gegebenem 0 ein minimales Primoberideal zu finden, 
zeigt man zuerst durch Wohlordnungsschlusse, daB zu jedem zu a 
elementefremden m.a. System 5 (mindestens) ein maximales m.a. Sy
stem 5* existiert, das zwar 5, aber kein Element aus a enthalt. Ebenso 
ergibt sich dann weiter, daB es (mindestens) ein maximales zu 5* ele
mentefremdes Oberideal ~* von a gibt, das angesichts seiner Konstruk
tion minimales Primoberideal von 0 sein muB. 1st ~ irgendein Prim
oberideal von a, so kann man fur 5 das System 91 - ~ wahlen; ~ er
weist sich so als Oberideal eines minimalen Primoberideals ~*. 

1st andererseits a ein nicht zu dem Radikal t gehoriges Element, 
und wahlt man fUr 5 das System aller Potenzen von a, so ergibt sich, 
daB stets ein a nicht enthaltendes ~* existiert, und daB somit der Durch
schnitt aller ~* nicht nur (wie selbstverstandlich) Oberideal von t, 
sondern sogar gleich t sein muB. 

Fs sei schlieBlich ~* minimales Primoberideal von a und q* das Ideal 
aller der Elemente, die durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren 
aus 91 - ~* in Elemente von a verwandelt werden konnen; dann ist q* 
das kleinste 0 umfassende, zu ~* gehorige Primarideal. 

(Zum Beweis ist vor allem zu zeigen, daB q* eine Potenz jedes Ele
mentes p aus ~* enthalt. Das ergibt sich so: 1st 5 das kleinste, sowohl 
pals 91 - ~* enthaltende m.a. System, so gibt es sicher kein zu 5 
elementefremdes Primoberideal von o. Es muB also ein Element von 5 
in a und damit eine Potenz von p in q* liegen.) 

Der Zerlegungssatz der O-Ringe uFld der allgemeine Struktursatz 
mit ihren auBerst einfachen und durchsichtigen abstrakten Beweisen 
legen den Gedanken nahe, die abstrakte Ringtheorie auf den gewonnenen 
Grundlagen systematisch auszubauen und dann nachtraglich die ge
wonnenen Ergebnisse zu Anwendungen in konkreten Fallen, vor aHem 
bei den Polynomringen zu benutzen. Die hierher gehorigen Unter
suchungen, bei denen durchweg gruppentheoretische Gesichtspunkte im 
Vordergrund stehen, werden in § 2 und § 3 ausfiihrlich behandelt werden. 
Ehe wir indessen zu ihrer Besprechung ubergehen, wollen wir die Grund
lagen der an DEDEKIND anknupfenden "arithmetischen" Richtung der 
Idealtheorie kurz entwickeln. 

Die Theorie der Polynomringe, die in 2. nur als Beispiel diente, wird in 
§ 3 systematisch dargestellt werden. Zu den Zerlegungssatzen der O-Ringe 

1 Ein "maximales" Ideal 0 mit einer Eigenschaft A ist dadurch ausgezeichnet, 
daB A zwar 0, aber keinem echten Oberideal von 0 zukommt; in entsprechender 
Weise ist der Ausdruck "minimales Ideal" aufzufassen. 



265J 4. Zahlentheoretische Grundlagen der Idealtheorie. 11 

(also der "Ringe mit Teilerkettensatz" in iiblicher Bezeichnungsweise) 
vgl. die klassische Arbeit NOETHER [4J und die Darstellung bei VAN DER 
WAERDEN [15J Kap. 12. Der Struktursatz der Ringe ohne Endlichkeits
bedingung findet sich bei KRULL [15J. 

4. Zahlentheoretische Grundlagen der Idealtheorie. Bei den bis
herigen Betrachtungen waren wir von einem Integritatsbereich, dem 
Polynomring, ausgegangen. Der Karperbegriff trat dementsprechend 
vallig in den Hintergrund. - Die arithmetische Idealtheorie dagegen 
diente bei ihrem Begrunder DEDEKIND zur Gewinnung der in den end
lichen algebraischen Zahlkarpern fUr die ganzen und nichtganzen Zahlen 
gultigen Teilbarkeitsgesetze. Infolgedessen ist es' zweckmaBig, bei der 
Entwicklung einer abstrakten arithmetischen Idealtheorie durchweg 
einen Integritatsbereich S in engstem Zusammenhang mit seinem 
Quotientenkarper Sf zu betrachten. 

Die Elemente von S werden als ganz, die nicht zu S geharigen Ele
mente aus Sf werden als nichtganz bezeichnet, das Nullelement und 
das nur aus dem Nullelement bestehende Nullideal werden von der 
Betrachtung ausgeschlossen. Das Element 1X aus Sf heiBt Teiler des 
Elemen tes {J, und man schreibt {J == 0 (1X), wenn der Quotient {J. 1X - 1 

ganz ist. 1st auch 1X. {J-l ganz, so nennt man IX und {J "assoziiert", 
im andern Fall heiBt 1X "echter" Teiler von {J. Ein ganzes Element 8, 

das Teiler der 1, fur das also auch 8- 1 ganz ist, heiBt "Einheit". 
Zwei Karperelemente 1X und {J sind dann und nur dann assoziiert, 

wenn 1X. {J-l Einheit ist. Jedes ganze Element besitzt als triviale Teiler 
die assoziierten Elemente und die Einheiten. Ein ganzes Element, das 
nur triviale Teiler hat, und das sich demgemaB nicht als Produkt echter 
Teiler darstellen laBt, mage "unzerlegbar" heiBen. Dagegen solI ein' 
ganzes Element nur dann "Primelemen t" genannt werden, wenn in S 
aus a· b == 0 (P), b =1= 0 (P) stets a == 0 (p) folgt, wenn also das Ideal (P) 
im Sinne von 2. und 3. Primideal ist. Jedes Primelement ist unzerlegbar, 
aber nicht jedes unzerlegbare Element muB Primelement sein. 

1st z. B. Sf der Karper der rationalen, S der Integritatsbereich der 
ganzen rationalen Zahlen, so laBt sich in S jede Zahl als Produkt von 
wirklichen "Prim"zahlen darstellen, und diese DaJ;stellung ist infolge
dessen (bis auf Einheitsfaktoren) eindeutig bestimmt. Wahlt man aber 
fUr Sf irgendeinen endlichen algebraischen Zahlkarper, fUr S den Ring 
aller ganzen algebraischen Zahlen aus Sf, so ist zwar immer noch jede 
Zahl von S als Produkt von endlich vielen unzerlegbaren Zahlen dar
stellbar, aber die Darstellung braucht nicht mehr eindeutig zu sein, weil 
diesmal eine unzerlegbare Zahl unter Umstanden keine Primzahl mehr ist. 

Der Gedanke, diese Schwierigkeit mit Hilfe des Idealbegriffs zu 
uberwinden, wird durch folgende Uberlegung nahegelegt: 

Auch wenn in S die Begriffe "unzerlegbar" und "prim" zusammen
fallen, ist mitunter die Tatsache lastig, daB die Zerlegung eines Ele-
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ments aus ~ in Primelemente nicht absolut, sondem nur bis auf Ein
heitsfaktoren eindeutig bestimmt ist. Betrachtet man aber durchweg 
an Stelle des Ringelements a die Menge aller durch a teilbaren Ele
mente, d. h. das "Hauptideal" (a), und definiert die Hauptidealmulti
plikation durch die Regel (a) • (b) = (a • b), so erhiilt man die Satze: 
a und a' sind dann und nur dann assoziiert, wenn (a) = (a'). p ist 
dann und nur dann Primelement, wenn (p) Primideal ist. Der bis auf 
Einheitsfaktoren eindeutigen Zerlegung eines Elements a in Prim
elemente entspricht eine absolut eindeutige Zerlegung des Haupt
ideals (a) in Primhauptideale. - 1st femer wieder ~ speziell der Ring 
aller ganzen Zahlen eines endlichen algebraischen Zahlkorpers, so fiber
zeugt man sich leicht, daB in ~ dann und nur dann jede unzerlegbare 
Zahl prim ist, wenn aIle Ideale Hauptideale sind. Gibt es also in ~ 
unzerlegbare, aber nichtprime Elemente, so gibt es auch Ideale, die 
keine Hauptideale sind. Es liegt nun auf der Hand, daB man dann 
eben die Menge aller Ideale heranziehen muB, urn einen befriedigenden 
Einblick in die Teilbarkeitsverhaltnisse der Elemente von ~ (und da
mit auch aller Elemente von Sf) zu gewinnen. 

Will man dabei von der Idealtheorie nicht mehr Begriffe her an
ziehen als unbedingt notig, so kann man folgendermaBen vorgehe~: 
Zuerst zeigt man, daB in ~ jedes Ideal eine endliche Basis hat, daB 
also der O-Satz gilt, und daB von zwei Primidealen niemals eines das 
andere umfaBt; daraus ergibt sich u. a., daB jedes Ideal nur endlich 
viele Primoberideale besitzt. Dann wird bewiesen, daB jedem Haupt
ideal (a) in bezug auf jedes Primideal.IJ eine nichtnegative ganze Zahl Qa 

zugeordnet werden kann, die als "Vielfachheit von (a) hinsichtlich .IJ" 
anzusehen und nur dann von Null verschieden ist, wenn (a) S.IJ. -
SchlieBlich gewinnt man den Hauptsatz: 

In ~ ist a dann und nur dann durch b teilbar, wenn ffir kein .IJ die 
Vielfachheit Qa kleiner ist als die Vielfachheit Qb' 

Zur Durchffihrung dieses Beweisganges, bei dem das Teilbarkeits
problem als solches dauemd im Vordergrund steht, braucht man nur 
die Begriffe der Idealsumme, des Durchschnitts, des Primideals, da
gegen nicht die Begriffe des Idealquotienten, der Idealmultiplikation, 
des Primarideals. - Ffihrt man dagegen die allgemeine Idealmulti
plikation im Sinne von 1. von vomherein ein, so kommt man von selbst 
auf einen ganz anderen Weg. 

Man beweist zuerst rein idealtheoretisch ffir den Integritatsbereich ~ 
aller ganzen Zahlen eines endlichen Zahlkorpers den 

Zerlegungssatz inPrimideale ("Z.P.L"): In ~ kann iedes Ideal 
eindeutig als Produkt von Potenzen endlich vieler Primideale dargestellt 
werden. 

Wendet man dann den Z.P.L speziell auf Hauptideale an, so kommt 
man sofort zu dem frfiheren Teilbarkeitskriterium. -
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Will man die Teilbarkeitstheorie nicht nur fiiI die ganzen Elemente 
von ~, sondern fUr aile Elemente von Sf entwickeln, so kann man das 
bei den rationalen Zahlen einfach dadurch erreichen, daB man neben 
positiven auch negative Pot en zen zulaBt und so jede beliebige ratio
nale Zahl als Produkt von Primzahlpotenzen darstellt. Auch bei der 
idealtheoretischen Behandlung der endlichen algebraischen Zahlkorper 
ist ein entsprechendes Vorgehen moglich. Man hat nur neben den bis
her ailein betrachteten, im Ring~ aller ganzen Zahlen liegenden "ganzen" 
Idealen allgemeinere Ideale einzufUhren, die auch nichtganze Elemente 
aus Sf: enthalten diirfen. Man definiert dementsprechend abstrakt: 

1st S' Integritatsbereich mit dem Quotientenkorper Sf, so soil unter 
einem ~-Ideal (oder kurzweg "Ideal", wenn kein MiBverstandnis zu 
befiirchten) eine beliebige additive Untergruppe a von Sf verstanden 
werden, die gleichzeitig mit IX stets auch a· IX fUr beliebiges a aus ~ 
enthalt und auBerdem der Bedingung geni.igt, daB alle ihre Elemente 
durch Multiplikation mit einem festen Element a* =1= 0 in ganze Ele
mente aus ~ verwandelt werden konnen. 

Diejenigen Ideale, die Untermengen von ~ sind, heiBen "ganz". 
1st a ein belie biges Ideal, so bedeutet a -1 das Ideal aller der Korper
elemente, deren Produkte mit samtlichen Elementen von a ganz aus
fallen; unter a- i versteht man (a- 1)i. a heiBt "umkehrbar", wenn 
a . a -1 = ~ (nicht nur wie selbstverstandlich c.. a -1 S m. 

Mit Hilfe dieser Definition kann man den Z.P.I. ohne weiteres von 
den ganzen auf beliebige Ideale ausdehnen, nur daB jetzt neben den 
positiven auch negative Primidealpotenzen auftreten. Der erweiterte 
Z.P.I. ermoglicht dann auch die Erweiterung des friiher nur fiir ganze 
Elemente ausgesprochenen Teilbarkeitskriteriums auf beliebige Korper
elemente, selbstverstandlich unter Zulassung von negativen Vielfach
heitszahlen. 

Die wirkliche Tragweite der Einfiihrung der nichtganzen Ideale 
zeigt indessen erst der 

Gruppensatz: In ~ gilt dann und nur dann der Z.P.I., wenn die 
Menge aller ~-Ideale hinsichtlich der Multiplikation eine Gruppe hildet. 

Das "dann" ist klar. 1st ferner die Gruppenbedingung erfiillt, so 
folgt im Bereich der ganzen ~-Ideale aus a c b stets eine Gleichung 
a = b· c; auBerdem gilt ftir die ganzen ~-Ideale der O-Satz, denn aIle 
~-Ideale sind umkehrbar, und ein umkehrbares Ideal besitzt, wie sehr 
leicht nachzurechnen, immer eine endliche Basis (vgl. KRULL [20J). 
Unter diesen Umstanden macht aber der, Beweis des Z~P.I. keinerlei 
Schwierigkeit. - Der Z.P.I. und der Gruppensatz in ihrer au Berst ein
fachen und befriedigenden Form bilden den Ausgangspunkt fiir die 
Entwicklun~ einer selbstandigen arithmetischen Idealtheorie abstrakter 
Integritatsbereiche, bei der das urspriinglich zentrale Teilbarkeits
problem der Elemente etwas in den Hintergrund tritt. Diese "multi-
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plikative" Theorie ist von der in 1. bis). entwickelten "additiven" 
grundsatzlich verschieden. In der additiven Idealtheorie ist die Haupt
aufgabe die Untersuchung eines einzelnen ganzen Ringideals, daS dabei 
selbst als additive Operatorgruppe aufgefaBt wird. In der multiplika
tiven Idealtheorie handelt es sich urn das Studium der multiplikativen 
Gruppe alier ganzen oder nichtganzen umkehrbaren Ideale eines ge
eigneten Integritatsbereiches. Bei den multiplikativen Untersuchungen 
ware es an und fur sich durchaus zweckmaBig, im AnschluB an die 
klassische DEDEKINDsche Bezeichnungsweise von "Teller" und "Viel
fachem" statt von "Ober-" und "Unterideal", sowie von "groBtem 
gemeinschaftlichem Teller" und "kleinstem gemeinschaftlichem Viel
fachen" statt von "Summe" und "Durchschnitt" zu reden. Doch halte 
ich es ffir folgerichtiger, auch hier an der in 1. eingefuhrten, in allen 
Fallen gut brauchbaren Terminologie festzuhalten. 

Die Begriindung der Idealtheorie unter moglichster Vermeidung der 
Idealmultiplikation entspricht DEDEKIND [1J ; die Hervorhebung des 
Gruppensatzes an Stelle des Z.P.I. geht auf DEDEKIND [8] zuriick, wo 
der Begriff des "eigentlichen Moduls", d. h. des umkehrbaren Ideals, in 
den Vordergrund gestellt ist. - 1m iibrigen sei hinsichtlich der Begriindung 
der Idealtheorie in den algebraischen Zahlkorpern noch auf einige neuere 
Arbeiten hingewiesen, die nicht an DEDEKIND, sondern an ZOLOTAREV 
anklliipfen: TSCHEBOTAREV [1J, [2], ENGSTROM [1], vgl. auch GRAVE [1] 
und [2J. Die PRuFERsche Begriindung der Idealtheorie wird in 31. ge
wiirdigt werden. 

5. Ganz abgeschlossene Integritatsbereiche. Die erste Aufgabe der 
in 4. angekundigten multiplikativen Idealtheorie besteht in der axio
matischen Chani.kterisierung derjenigen Integritatsbereiche, fur die der 
Z.P.I. und der Gruppensatz gilt. Die Losung verdankt man E. NOETHER, 
die in einer richtungweisenden Arbeit (NOETHER [8]) funf einfache, not
wendige und hinreichende Axiome angegeben hat: 

Axiom 1 und 2 fordern die Existenz der 1 und die Nichtexistenz 
von Nulltellern, sie besagen also, daB man es wirklich mit einem Integri
tatsber~ich zu tun hat. Axiom) und 4 gehoren in den Rahmen der 
additiven Idealtheorie. Sie verlangen die Gultigkeit des O-Satzes fUr 
"die ganzen Ideale von S und die Gultigkeit des U -Satzes fur die ganzen 
Ideale jedes echten Restklassenrings Sin ("abgeschwachter" U-Satz). 
Aus dem O-Satz folgt, daB in S jedes Ideal nur endlich viele minimale 
Primoberideale hat, aus dem abgeschwachten U-Satz schlieBt man, daB 
in S ein Primideal kein echtes Oberideal auBer S besitzt. Daraus zu
sammen ergibt sich schlieBlich (vgl. 3.1), daB in S jedes ganze Ideal 
als Durchscl1nitt, ja sogar als Produkt von endlich vielen, zu ver
schiedenen Primidealen gehOrigen Primaridealen dargestellt werden 
kann, n = qi' .... qm' 

SolI also fur S der Z.P.I. gelten, so muB nur noch jedes Primarideal 
Primidealpotenz sein. Das wird aber gesichert durch das funfte Axiom, 
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das eine abstrakte Fonnulierung derjenigen Eigenschaft darstellt, durch 
die in einem endlichen algebraischen Zablkorper der Ring aller ganzen 
Zahlen vor seinen echten Unterringen ausgezeichnet ist. - Nach 
E. NOETHER nennt man ein Element IX des Quotientenkorpers Sf vom 
Integritatsbereich 3 "ganz a bhangig", wenn IX einer Gleicbung 
IXn + a1IXn - 1 + ... + an = 0 mit Koeffizienten aus 3 geniigt; sind 
aIle von, 3 ganz abh1ingigen Elemente in 3 selbst enthalten, so heiBt 3 
"ganz abgeschlossen". Das entscheidende mnfte Axiom verlangt 
dann einfach, daB 3 ganz abgeschlossen sein solI. - Das Endergebnis 
lautet also: 

1m 1ntegritatsbereich 3 gilt dann und nur dann der Z.P.1., wenn die 
ganzen Ideale von 3 dem O-Satz und dem abgeschwachten U-Satz genugen 
und wenn aufJerdem 3 ganz abgeschlossen ist. 

Mit der Weiterentwicklung der multiplikativen Idealtheorie iiber 
diesen NOETHERschen Fundamentalsatz hinaus werden wir uns erst in 
§ 5 systematisch beschaftigen. Erst dort werden wir auch im einzelnen 
die Methoden kennenlernen, mit denen man aus dem fiinften Axiom 
die Giiltigkeit des Z.P.1. herleitet. Der Z.P.1. als solcher wird bereits 
in § 4 eine betrachtliche Rolle spielen. Dagegen kniipfen wir bei den 
additiv-idealtheoretischen Untersuchungen von § 2 und § 3 fast aus
scblieBlich an die Nummern 1. bis 3. an. 

Als Vorlaufer der grundlegenden Arbeit NOE':rHER [8J sind SONO [2J 
und [8J anzusehen. SONO hat bereits den 0- und den abgeschwachten 
U-Satz, und zwat in der Fassung, daB fur jedes Ideal It =!= (0) die Existenz 
einer J ORDANschen Kompositionsreihe von 'iRJ It gefordert wird. (V gl. 11. 
und 13.) An Stelle der Forderung, daB 'iR ganz abgeschlossen sein soIl, 
tritt bei SONO die Bedingung, daB es bei keinem Primideal p aus 'iR zwischen 
p und p2 ein echtes Zwischenideal geben darf. In [4J hat SONO seine Ergeb
nisse auf Ringe mit Nullteilern ausgedehnt. - Historisch bemerkenswert 
ist die Tatsache, daB der. Begriff des ganz abgeschlossenen Integritats
bereichs - allerdings in ganz anderm Zusammenhange - bereits in NOETHER 
[2) eine wesentliche Rolle spielt. 

§ 2. Abstrakte additive Idealtheorie. 
6. Isolierte Komponentenideale. In 3. wurden im AnschluB an die 

Theorie der O-Ringe die einfachsten Grundlagen der additiven Ideal
theorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung besprochen. Die da
maligen Ergebnisse konnen charakterisiert werden durch die Scblag
worte "minimales Primoberideal", "Radikal", "isolierte Primarkompo
nente". Das Haupthilfsmittel bei den Beweisen bildete der Begriff des 
m.a. (multiplikativ abgeschlossenen) Elementsystems. Die m.a. Sy
sterne ermoglichten insbesondere den Existenzbeweis mr die isolierten 
Primarkomponenten. Die Verallgemeinerung' der damaligen Ober
legungen fiihrt zu folgender von VAN DER W AERDEN ([6] § 2) stammen
den Definition: 
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1st 5 irgendein m.a. System aus dem Ringe ffi, so soIl unterdem (durch 
5 erzeugten) "isolierten Komponentenideal" (in Zukunft kurz 
"i.K.I. ") von a das Ideal as aller der Ringelemente verstanden werden, 
die durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren aus 5 in Elemente 
von a verwandelt werden konnen. - Besteht insbesondere 5 = ffi - .).J 

aus der Menge aller der Elemente, die nicht zu einem gewissen Prim
ideal fJ gehoren, so wird statt a9t-lJ auch kurz alJ geschrieben. 

Jedes a hat zwei "triviale" oder "uneigentliche" i.K.I., namlich 
sich selbst und den (allerdings im folgenden im allgemeinen nicht unter 
die Ideale mitgerechneten) Gesamtring ~\. Das i.K.I. ffi wird erzeugt 
durch jedes m.a. System, das mindestens ein Element aus a enthalt, 
das groBte m.a. System, das das i.K.I. a erzeugt, besteht aus der Menge 
aller der Elemente b, die "zu a prim" sind, d. h. der Quotientenglei
chung a: (b) = a genugen. Die einzigen Ideale ohne nichttriviale i.K.I. 
sind die Primarideale. 

1st .)J* minimales Primoberideal von a, so ist das i.K.I. aV" gleich 
der zu .)J* gehorigen isolierten Primarkomponente q*. 1m mengentheo
retischen Sinne sind die isolierten Primarkomponenten "maximale" 
i.K.I. von a. 

GewissermaBen ein Gegenstiick zu den isolierten Primarkomponenten 
liefert die folgende Uberlegung: Das Ideal b soU zum Ideal a prim heiBen, 
wenn b mindestens ein zu a primes Element enthalt. Gibt es dagegen in b 
kein solches Element, so wird b zu a "nichtprim" genannt, selbst wenn 
die Gleichung a: b = a gelten soUte. b heiBt "maximales" zu a nichtprimes 
Ideal, wenn zwar b selbst, aber kein echtes Oberideal von b zu a nicht
prim ist. - Ein maximales zu a nichtprimes Ideal b = V ist Obermenge 
von a und muB Primideal sein, weil das Produkt zweier echter Oberideale 
von V stets mindestens ein zu a primes Element enthalt. Durch leichte 
Wohlordnungsschliisse zeigt man, daB jedes zu a nichtprime bin mindestens 
einem maximalen zu a nichtprimen Ideal V liegt. Als "Hauptkomponenten" 
bezeichnen WIT die zu den maximalen z.u a nichtprimen (Prim-) Idealen V 
geh6rigen i.K.I. ap • Der Durchschnitt aUer Hauptkomponenten ap ist gleich a 
selbst, "Hauptdarstellung" von a. Hat a mehrere Hauptkomponenten, 
so sind diese aIle echte Oberideale von a. Die maximalen nichtprimen 
Ideale einer Hauptkomponente tip sind jedenfaIls Unterideale von V. In 
allen bekannten Fallen ist sogar V selbst das einzige maximale zu ap nicht
prime Ideal, doch ist die Frage, ob das immer so sein muD, bis jetzt ein 
unge16stes Problem. 1m iibrigen spiel en die Hauptkomponenten im Gegen
satz zu den isolierten Primarkomponenten praktisch nur eine sehr unter
geordnete Rolle. 

Versteht man unter 5 1 .52 das kleinste m.a. System, das die m.a. 
Systeme SI und S2 enthalt, so gilt die wichtige Gleichung as,.s, = (as,)s, 
= (as,)s,; das i.K.I. eines i.K.I.s ist also stets selbst wieder i.K.I. 
von a. - Zwei i.K.I. il und 12 sind identisch, wenn sie dieselben maxi
malen nichtprimen Primideale besitzen, denn sie werden beide erzeugt 
durch das m.a. System aller der Elemente, die zu keinem dieser Prim
ide ale gehoren. 
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Genaue Aussagen tiber die Menge aller i.K.1. von a kann man dann 
machen, wenn sich a als D,urchschnitt von endlich vielen Primaridealen 
darstellen HiBt. Es sei a = qi n ... n qm eine normierte Darstellung 
im Sinne von 3., so daB die zu den qi gehorigen Primideale -lJi gerade 
die slimtlichen verschiedenen zu a gehorigen Primideale sind; M* sei 
die Menge aller -lJi' eine Untermenge M von M* heiBe (in M*) isoliert, 
wenn M gleichzeitig mit -lJ stets auch jedes in M* liegende Unterideal 
von -lJ enthlilt. Dann gelten die Slitze: 

Die i.K.I. von a entsprechen eindeutig umkehrbar den isolierten Unter
mengen M von M*. Das M zugeordnete i.K.I. i ist der Durchschnitt aUer 
der qi' deren zugehOrige Primideale -lJi in M liegen. Bedeutet a ein 
Element, das in allen und nur in den nicht in M enthaltenen -lJi vorkommt, 
S das m.a. System aUer Potenzen von a, so ist i = as, und es gilt sagar 
fur hinreichend gropes r die Gleichung a: (ar) = i. 

Der Beweis erfordert nur so1che Dberleguhgen, wie sie beim "Ein
deutigkeitssatz" in 2. benutzt wurden. An wichtigen Folgerungen seien 
hervorgehoben: a = qi n· .. n qm hat nur endlich viele i.K.1. Sind 
iI' ••• is i.K.1. von a mit den zugeordneten Mengen MI , ••• M8 , so ist 
auch it n ... n i. i.K.1. von a, und zwar mit der zugeordneten Menge 
MI + ... + Ms' 

In einem O-Ring ist nach 3. j edes Ideal Durchschnitt endlich vieler 
Primarideale. Fragt man nach einer axiomatischen Charakterisierung ailer 
der Ringe ill, die diese Eigenschaft besitzen, so kommt man auf folgende 
notwendige und hinreichende Bedingungen: 

1. Zu jedem LK.I. i jedes Ideals a von ill muB ein Element a exi
stieren, fiir das a: (a) = i wird. 

2. Es darf in ill keine unendliche Kette il::::l ig ::::l is ::::l ••• geben, bei 
der aile Glieder LK.I. eines festen Ideals a sind (" U-Satz fur LK.I. "). 

Der Beweis fur die Notwendigkeit und das Ausreichen der Bedingungen 1 
und 2 stellt eine einfache Anwendung der in 3. beim Beweis des Zerlegungs
satzes fur O-Ringe benutzten NOETHERschen Methoden dar. - Vgl. auch 
den SchluB von 10., wo aIle die Ringe charakterlsiert werden, in denen 
jedes Ideal eindeutiger Durchschnitt endlich vieler Primarideale ist. 

Literatur: VAN DER WAERDEN [6] § 2 (LK.J. bei O-Ringen); KRULL 
[15] (Hauptkomponenten); KRULL [17] (KleindrucksatzvomSchluB derNum
mer); KRULL [7] ("formal axiomatisch", vgl. die SchluBbemerkung von 43.) ; 
MORI [1], [2], [4] (weitere Spezialuntersuchungen iiber Primarkomponenten). 
- E. NOETHER definierte ursprunglich ([4] § 7, vgl. auch VAN DER WAERDEN 
[15] § 84) die LK.I. nur bei Idealen der Form a = ql n ... n qm, und zwar 
direkt durch gruppenweise Zusammenfassung der Primarkomponenten, so 
daB die oben fur diese Ideale formulierten Satze Selbstverstandlichkeiten 
wurden. 

7. Quotientenringe. Anstatt im Ringe m die i.K.1. eines bestimmten 
Ideals a zu bilden, kann man auch das Verhalten von a beim Dbergang 
zu gewissen Oberringen von m untersuchen. Als Grundlage braucht 
man dabei einige einfache Definitionen und Slitze tiber den Zusammen
hang zwischen den Idealen eines Unterrings m un,d eines Oberrings ~_ 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 2 
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ar bzw. a, bedeute ein Ideal aus m bzw. <5; dann gehort zu jedem arin <5 
das "Erwei terungsideal" ar • <5, zu jedem a, in m das "Verengungs
ideal" a, n m. Es ist ar • <5 das kleinste Ideal aus <5, das ar enthalt, 
a. n m stellt das groBte in a. enthaltene Ideal aus m dar. Als "Zuriick
leitungsideal" von ar hinsichtlich <5 bzw. von a. hinsichtlich m be
zeichnet man die Ideale or = (ar • (5) n m bzw. o. = (a. n m) . <5; 
offenbar ist or 2 ar , 0, S a.. Dariiber hinaus gilt: 

ar bzw. a, ist dann und nur dann gleich seinem Zuriickleitungsideal 
hinsichtlich <5 bzw. m, wenn ar Verengungsideal eines c. bzw. a. Er
weiterungsideal eines cr ist. Bezeichnet man also mit A. bzw. Ar die 
Menge der Erweiterungsideale aller cr in <5 bzw. der Verengungsideale 
aller c. in m, so werden die Mengen As und Ar durch die Zuordnung 
von Erweiterungs- und Verengungsideal eindeutig umkehrbar aufein
ander abgebildet. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus hinsichtlich 
der GroBenbeziehungen und hinsichtlich aller der Idealoperationen 
(+, n, :, .), die man in beiden Mengen Ar und A. unbeschrankt aus
fiihren kann. 

Sind z. B. Sf und ,2::> Sf endliche algebraische Zahlkorper und be
deutet m bzw. <5 den Ring aller ganzen Zahlen aus Sf bzw. ,2, so be
steht zunachst Ar aus allen Idealen von m, es enthalt also Ar mit a 
und b stets auch a + 0, a no, a: 0, a· O. Aber auch A. besitzt diese 
Abgeschlossenheitseigenschaft. Die Zuordnung zwischen Ar und A. ist 
also hier hinsichtlich aller elementaren Idealoperationen isomorph, und 
man kann deshalb beim Dbergang von m zu <5 unbedenklich jedes 
Ideal aus m mit seinem Erweiterungsideal in <5 identifizieren. - Genau 
so einfach liegen die Dinge, wenn m beliebig ist und <5 aus der Menge 
aller Polynome in beliebigvielen Variablen mit Koeffizienten ausm besteht. 

Andere Verhaltnisse treffen wir dagegen bei den (nach GREll [1] § 6) 
sog. "Quotientenringen". Es sei m = S Integritatsbereich mit dem 
Quotientenkorper Sf, S sei ein (die Null'nicht enthaltendes) m.a. System 
aus S; dann versteht man unter dem Quotientenring Ss die Menge 
aller der Korperelemente, die sich als Quotienten von Elementen aus S 
mit zu S gehorigem Nenner darstellen lassen. 

Ist S = m - .lJ das Restsystem eines Primideals .lJ, so schreibt man 
statt Ss auch Sv. - Der Zusammenhang zwischen den Idealen von 
m = S und <5 = Ss ist durch folgende, leicht aus den einschlagigen 
Definitionen ableitbare Satze charakterisiert: 

1. Jedes a. ist Erweiterungsideal eines or' A. umfaBt alle Ideale 
von <5, ist also hinsichtlich aller Idealoperationen abgeschlossen. 

2. Das Zuriickleitungsideal or eines ar hinsichtlich <5 ist gleich dem 
durch S erzeugten i.K.I. von or' Ar besteht also aus allen und nor 
den Idealen, zu denen samtliche Elemente von S prim sind, und ist 
infolgedessen immer abgeschlossen hinsichtlich der Durchschnitts- und 
Quotientenbildung. Dagegen zeigt es sich bereits bei den Polynom-



273J 7. Quotientenringe. 19 

ringen, daB AT gleichzeitig mit aT und Dr keineswegs immer aT + Dr 
und ar • Dr enthalt. 

Es laBt sich also die Menge aller der Ideale von 3, zu denen das 
System S (d. h. jedes Element von S) prim ist, eindeutig umkehrbar 
und hinsichtlich der Durchschnitts- und Quotientenbildung isomorph 
der Menge aller Ideale von 3s zuordnen, dagegen besteht hinsichtlich 
der Summen- und Produktbildung im allgemeinen keine Isomorphie. -
Will man eine eindeutig umkehrbare Abbildung des vollen Idealbereichs 
von 3 auf den vollen Idealbereich von 3s und Isomorphie fur alle 
Idealoperationen erhalten, so hat man fur die Ideale von 3 eine neue 
Gleichheitsdefinition einzufuhren, indem man zwei Ideale a und D dann 
und nur dann identifiziert, wenn die i.K.1. as und Ds im gewohnlichen 
Sinne gleich sind. 

Die letzte Bemerkung zeigt, daB tatsiichlich das Arbeiten mit den 
LK.I. in gewissem Umfang durch den Obergang zu geeigneten Quotienten
ringen ersetzt werden kann. Hat man insbesondere eine Durchschnitts
darstellung 3 = Ll3sT von 3 durch beliebig viele Quotientenringe 3ST' 
so erhiilt man au~ ihr innerhalb 3 fur jedes a eine Zedegung in LK.J.: 
a = 4aST (asT = (a' 3s.) II 3). 

1m ubriger. verdienen noch folgende Tatsachen eine besondere Hervor. 
hebung: 1st q bzw . .p e;n Primiir- bzw. Primideal, zu dem das ganze Sy
stem S prim ist, so ist auch q' 3s bzw . .p. 3s in 3s Primiir- bzw. Prim
ideal. Gleichzeitig mit 3 ist stets auch 3s ein 0- bzw. U-Ring. LiiBt sich in 
3 jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen Primiiridealen darstellen, 
so gilt dasselbe fur 38; der Obergang von 3 zu 38 iiuBert sich danI1 
(ungenau, aber anschaulich ausgedruckt) einfach darin, daB man bei den 
Durchschnittsdarstellungen der Ideale von 3 alle die Primiirkomponenten 
wegliiBt, die Elemente von S enthalten. 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Restklassenringe der 
Ideale von 3 beim Ubergang zu 3s verandern .. Dazu muB man zu
nachst die Theorie der Quotientenringe auf den Fall ausdehnen,· daB 
nicht ein Integritatsbereich, sondern ein nullteilerbehafteter Ring ffi 
vorgelegt ist. - 1st T die Menge aller Nichtnullteiler von ffi, bildet 

man die Menge aller formalen Quotienten~- (a C ffi, neT) und defi

niert man fur diese Quotienten Gleichheit, Addition, Multiplikation 
nach dem Vorbild der gewohnlichen Bruchrechnung, so erh1i.lt man 
elnen Ring £1, der sich als Oberring von ffi auffassen laBt, bei null
teilerfreiem ffi in den Quotientenkorper Sf ubergeht und der im ubrigen 
eindeutig charakterisiert werden kann als der kleinste Oberring von ffi, 
in dem jeder Nichtnullteiler ein reziprokes Element besitzt, also Einheit 
ist. £1 moge kurz als "Gesamtquotientenring von ffi" bezeichnt'it 
werden. - Bedeutet S irgendein m.a. System von Nichtnullteilern 
aus ffi, so gehort zu S ein bestimmter Quotientenring ffis zwischen ffi 
und £1, und alle Satze, die oben bei den Integritatsbereichen aufgestellt 
wurden, bleiben auch fur die neuen Quotientenringe in Giiltigkeit. 

2* 
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Wesentlich ist nur die Einschrankung, daB keine Nullteiler in den 
N enner geworfen werden diirfen. 

Es sei jetzt a ein Ideal aus m, zu dem das ganze System S prim ist, 
und es werde der Kiirze halber ms = St, a· ms = a gesetzt. Dann 
kann man nach 1. den Restklassenring m/'a. als Oberring von mla auf
fassen, indem man jede Restklasse von mIa, die ein Element a aus m 
enthalt, mit der durch a erzeugten Restklasse von mla identifiziert. 
mla erscheint dann als Quotientenring von mia, und zwar besteht das 
fUr mla charakteristische Nennersystem Sla aus allen und nur den 
Restklassen von mia, die ein Element aus S enthalten. Es besteht 
also gewissermaBen ein Vertauschbarkeitsgesetz fiir Restklassen- und 
Quotientenringbildung. 

Praktisch sind vor allem zwei einfache Anwendungen bemerkenswert: 
1st 5 = !R -.\>, also !Rs = !ltv, so wird !R~/(.\>·!Rp) gleich dem Quotienten
korper des Integritatsbereichs !R/.\>. - Enthalt !RIo. nur Nullteiler und 
Einheiten, ist also !RIo. mit seinem eigenen Gesamtquotientenring identisch, 
so wird fur ein System 5, das nur zu 0. prime Elemente enthalt, immer 
!RIo. gleich !RsI(o. ·!Rs), es kann also jede Restklasse aus !RsI(o. ·!Rs) stets durch 
ein Element aus !R reprasentiert werden. -

Pie wirkliche Bedeutung der Methode der Quotientenringbildung zeigt 
sich erst bei den Anwendungen auf spezielle Probleme, vor allem auf die 
Theorie der Polynomringe (§ 3) uud der einartigen Integritatsbereiche (§ 4). 

Literatur: GRELL [1] (Allgemeine Theorie) sowie GRELL [2] § 2 und 
KRULL [111 § 2, § 3 (Quotientenringe bei einartigen Integritatsbereichen 
mit O-Satz). - Bei KRULL [11] ist der Quotientenringbegriff etwas all
gemeiner gefaBt als bei GRELL und im Text; das ist dort notig, urn den 
Satz zu gewinnen, daB jeder Unterring eines endlichen algebraischen Zahl
korpers Quotientenring eines Integritatsbereichs aus ganzen algebraischen 
Zahlen ist. Vgl. hierzu auch SKOLEM [1]. 

S. Teilerfremde Ideate. Direkte Summen. Die Ideale a und 0 im 
Ringe m heiBen "teilerfremd", wenn ihr "gr6Bter gemeinschaftlicher 
Teiler", d. h. ihre Summe, die 1 enthalt, also gleich dem nicht unter 
die Ideale mitgerechneten Gesamtring m wird. Man beachte, daB zwei 
Ideale a und 0 keineswegs teilerfremd zu sein brauchen, wenn sie 
"faktorfremd" sind, d. h. wenn kein echtes Ideal c existiert, fiir das 
zwei Gleichungen a = c· aI' 0 = c· 01 bestehen. - Fiir teilerfremde 
Ideale gelten einige allgemeine, element are und wichtige Formeln una 
Satze, namlich: 

1. Aus a + 01 = a + O2 = m folgt a + (01 n O2) = a + (01 • o~ = ffi . 
2. Aus a· 05; c, a + c = ffi folgt 0 s: c. 
,. Aus a' + 0 = m folgt an 0 = a· o. 
4. Sind VI' V2 Primideale mit den zugehOrigen Primaridealen ql' q2' 

se> folgt aus VI + V2 = m stets ql + q2 = m. 
5. Sind tl und t2 die Radikale von al und a2 , so folgt aus tl + ,t2 = m 

stets al + a2 = ffi. 
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Die Beweise sind hier und im folgenden so einfach und bekannt, 
daB sie ubergangen werden durfen. Aus 5 folgt insbesondere: Raben 
die beiden Ideate aI' a2 nur endlich viele Primoberideale -!JH, ... -!Jl ml; 
-!JZl, .•. -!J2m" so ist a1 + a2 = ffi, falls -!Jlkl + -!Ju. = ffi fur 1 <k1 < mI; 
1 <k2< m2 • - a moge "teilerfremd unzerlegbar" heiBen, wenn a 
nicht als Produkt von teilerfremden echten Teilern darstellbar ist. Dann 
gilt folgender Eindeutigkeitssatz: 

Es seien a = a1 •...• am = ai •.... a~, zwei Produktzerlegungen 
von a in paarweise teilerfremde F aktoren, und es seien insbesondere die 
F aktoren ai teilerfremd unzerlegbar. Dann ist m' < m, und fur m' = m 
wird bei geeigneter Numerierung ~ = ai (i = 1, ... m). 

Gibt es also eine Produktzerlegung von a in endlich viele, paarweise 
teilerfremde, teilerfremd unzerlegbare Faktoren, so ist diese eindeutig. 

Die Zerlegung existiert z. B. sicher dann, wenn a = q1 n ... n qlll 
Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen ist; man erhalt in die
sem Falle die teilerfremd unzerlegbaren Faktoren ai dadurch, daB 
man die Primarkomponenten qi in geeigneter Weise in Gruppen zu
sammenfaBt. 

Der Ring ffi heiBt "direkte Summe" der Unterringe ffiI , ... ffim (sym
bolisch ffi = ffil + ... + ffim), wenn ffi aus der Menge aller Elemente 
al + ... + am (al C ffi1, ..• am C ffim) besteht und die folgenden 
Rechenregeln gelten: 

m m 
(1) ~ ai = ~ bi dann und nur dann, wenn ai = bi (i = 1, ... m). 

1 1 

1st in ffi das Nullideal Produkt von paarweise teilerfremden Fak
toren, (0) = qi' .... qm, und setzt man ffii =II.q1c' so wird (0) = qi n ffii 

1c =I='i 
(i = 1, ... m); ffi = ffil + ... + ffim , und es erweist sich ffii als iso-
morph zum Restklassenring ffijqi' - 1st umgekehrt ffi = ffil + ... + ffim , 

und setzt man qi = ~m., so sind die qi paarweise teilerfremde Ideale, 
1c=l=i 

und es wird (0) = qi' ...• qm, ffii =IIq1c' 
k=l=i 

Direkte Summenzerlegung von ffi und Zerlegung von (0) in teiler-
fremde F aktoren entsprechen einander also umkehrbar eindeutig. 

Ais einfache, aber praktisch wichtige Anwendung der direkten 
Summenzerlegung ist hervorzuheben: Sind die Ideale aI' ... am paar
weise teilerfremd, so gibt es in ffi bei beliebiger Vorgabe von aI' •.. am 
stets ein Element a, das den m Kongruenzen a == al (a1), ••• a == am (am) 
genugt. (Beweis durch direkte Summenzerlegung von ffi/(a1• .•.• am}.) 

In gewissen Fallen benutzt man auch direkte Summen von unend
lich vielen Komponentenringen. Man definiert dann: ffi heiBt direkte 
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Summe der wohlgeordneten 1 Ringmenge ffi1 , ..• ffi..., ... , wenn ffi aus 
der Menge aller wohlgeordneten Summen a1 + ... + aT + . .. (aT C ffi...) 
besteht, und wenn im iibrigen fiir Gleichheit, Addition, Multiplikation 
die friiheren Regeln (1), (2) gelten. 

Fiir die Moglichkeit dieser Definition ist es natiirlich wesentlich, 
daB in ffi gewisse unendliche Elementsummen entweder von vomherein 
definiert sind oder doch sinnvoll eingefiihrt werden konnen. Die ge
wohnliche Idealdefinition ist dann dadurch zu verschiirfen, daB man 
von einem Ideal verlangt, daB es gleichzeitig mit irgendeiner Element
menge stets auch alle unendlichen Summen, die man aus ihr ableiten 
kann, enth1i.lt. Dieser Punkt ist bei den wenigen Anwendungen, die 
wir von der unendlichen direkten Summenzerlegung machen werden, 
sorgf1i.ltig zu beachten. 

Zu den Satzen von 8. vgl. etwa VAN DER WAERDEN [15J § 85. Zur Zer
legung in unendlich viele direkte Summanden vgl. die Bemerkung am 
Schlusse von 9. 

9. Einartige Nullteilerringe. Die wichtigste Anwendung der in 8. 
eingefiihrten direkten Summenzerlegung bezieht sich auf die (im An
schluB an VAN DER WAERDEN [15J sogenannten, vgl. den Anhang) "ein
artigen" Ringe. ffi heiBt einartig, wenn in ffi kein Primideal Oberideal 
eine:: anderen Primideals ist, d. h. wenn in ffi zwei verschiedene Prim
ideale stets te:J.erfremd sind. 

In einem nullteilerfreien einartigen Ring muB das Nullideal das 
einzige Primideal sein, ein solcher Ring ist also stets ein Korper. -
1st femer im einartigen Ringe ffi jeder Nullteiler nilpotent, so bildet 
die Menge aller Nullteiler das einzige Ringprimideal. ffi = n 5011 dann 
als "prim arer" Ring bezeichnet werden, die Korper sind als Entartungs
fane der primaren Ringe anzusehen. - Allgemein ergibt sich ohne 
weiteres durch Anwendung der Struktursatze von 3.: 

In einem einartigen Ringe ffi ist jedes Primideal minimales Prim
oberideal von (0). In ffi muB also jedes zu (0) prime Element, d. h. 
jeder Nichtnullteiler, Einheit sein, d. h. ffi ist mit seinem Gesamt
quotientenring identisch. Der Durchschnitt LI-lJ. aller Ringprimideale 

• 
ist gleich dem Radikale von (0), also gleich dem Ideal aller nilpotenten 
Elemente. Zu jedem -lJ. gehort eine isolierte Primarkomponente q~ 
von (0), die gleichzeitig "Hauptkomponente" im Sinne von 6. ist, und 
es wird (0) = Llq:. - ffi/q~ ist primarer Ring mit dem einzigen Prim-
ideal -lJ.lq~. • 

1 Die Annahme einer Wohlordnung ist hier und in ahnlichen Fallen nicht 
unbedingt notig, vgl. z. B. KOTHE [1] § 2. - Dagegen verhilft die Wohlordnung 
zu einer sehr bequemen Schreibweise; auch hat es meines Erachtens keinen 
Sinn, die Beniitzung des Wohlordnungssatzes allzu angstlich zu vermeiden, da 
z. B. bereits bei ganz einfachen Anwendungen des O-Satzes genau besehen Wohl
ordnungsschliisse notig sind. (Vgl. NOETHER [8] § 6.) 
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Aus (0) = LI q: folgt durch leichte Rechnung: In mist das Element a 
r 

dann und nur dann durch das Element b teilbar, a = b • c, wenn fUr 
jedes T in ~ = m/q~ die durch a erzeugte Restklasse a. durch die durch b 
erzeugte Restklasse D. teilbar ist, a. = D • • c •. Man kann also gewisser
maBen die Untersuchung der Teilbarkeitsverhaltnisse in m auf die 
Untersuchung der Teilbarkeitsverhaltnisse in den primaren ffi. zuriick
fiihren. - 1st dagegen fiir jedes T eine bestimmte Restklasse a. vor
gegeben, so wird es, wenn m unendlieh viel Primideale enthalt, im all
gemeinen nicht moglich sein, in m ein Element a anzugeben, das fUr 
jedes T in der Restklasse a.liegt. Das zeigt aber, daB man im allgemeinen 
die Struktur des Ringes mallein aus der Struktur der Restklassen
ringe ffi. heraus nieht vollkommen beherrschen kann. 

Enthalt allerdings m nur endlich viele Primideale -Il], ... -Ilm' so 
wird (0) Produkt der teiledremden Ideale qt, ... q:, es besitzt also m 
nach 8. eine direkte Summenzerlegung m = D1 + ... + Dm , bei der 
Di = n q: zu m/qt = 9li isomorph und somit primar ist. Das Studium 

k~i 
eines einartigen Ringes mit endlieh vielen Primidealen - insbesondere 
das eines einartigen O-Ringes - laBt sieh somit vollstandig auf das 
Studium endlich vieler primarer Ringe zuriickfiihren. 

Bei einem einartigen Ring mit unendlieh vielen Primidealen kann 
man fUr die im allgemeinen nieht mehr mogliche direkte Summen
darstellung durch primare Unterringe wenigstens einen gewissen Ersatz 
darin finden, daB man m in eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte 
"Hiille" m* einbaut, die gleichfalls einartig ist und ihrerseits eine Zer
legung der gewiinschten Art gestattet. - Wir nehmen der Einfachheit 
halber die Menge der Primideale von m wohlgeordnet an, -Ill' ... -Il., ... , 
und wahlen als Elemente von m* alle wohlgeordneten Folgen 
{aI' ... a., ... }, ar em. Gleiehheit, Addition, ,Multiplikation definie
ren wir durch die Festsetzungen: 

(1) {aI , ••• a., ... } = {b1 , ••• b., ... } dann und nur dann, wenn 
a. == br (q~) ffir jedes T. 

(2) {aI , •.• aT> ... } + {bI' ... br , ••• } = {(al + b]), ... (aT + b.), ... }; 
{aI' ... aT' ... }. {bI' ... b., ... } = {(aI • bI), ... (a •. b.), ... }. 

Die Menge m* wird so tatsachlich zu einem Ring, der nach Konstruk
tion durch mallein eindeutig bestimmt ist. - Die Gesamtheit aller 
Folgen {a, a, ... a, •.. } mit lauter gleiChen Gliedern bildet einen 
Unterring m' von m*, und durch die Zuordnung a +-+- {a, ... a, ... } 
wird m' isomorph auf den Restklassenring m/(4qn, d.h. wegen 4q~ = (0) 
isomorph auf m selbst abgebildet. Man dad also unbedenklich m' und m 
identifizieren, und damit m* als Oberring von m auffassen. 

Die Menge aller Folgen {O, ... a., 0, ... }, bei denen hochstens das 
T-te Glied von Null verschieden ist, bildet einen primaren, zu m/q~ iso-
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morphen Unterring m:= von ffi*. - Es liegt nun auf der Hand, in ffi* 
spezielle unendliche Summen einzufiihren durch die Festsetzung 
{aI' O, ... O, ... } + {O, all"" 0, ... }+ ... +{O, 0, ... a .. ••. } + ... 
= {aI' all' ••• a .. .•• } und dabei gleichzeitig die Idealdefinition in 
der am Schlusse von 8. angegebenen Weise zu verschiirfen. ffi* wird 
dann die unendliche direkte Summe der primaren ffi~, und man iiber
zeugt sich miihelos, daB die Primideale bzw. die isolierten Primar
komponenten des Nullideals in ffi* gerade die Erweiterungsideale der 
entsprechenden Ideate aus ffi darstellen. Es ist also nicht nur der Bau 
von ffi* selbst, sondern auch der Zusammenhang zwischen ffi* und ffi 
recht einfach. 

Auf der andern Seite ist aber der Ausgangsring ffi durch die Hiille ffi* 
keineswegs eindeutig bestimmt, und es scheint aussichtslos, die Menge 
alIer ffi, die zu einer festen Hiille ffi* gehoren, irgendwie zu klassifizieren. 

Literatur: KRULL [15J § 3 (Einbau von m in m* nur ganz kurz ange
deutet), KOTHE [1] § 2 (Durchfuhrung des Einbaus von m in m* im Rahmen 
weitergehender Untersuchungen, gleich fur den nichtkommutativen Fall). 

10. Einartige Integritatsbereiche. Die in 9. betrachteten Ringe ent
halten (vom Korperspezialfall abgesehen) stets Nullteiler, weswegen wir 
sie auch als einartige Nullteilerringe bezeichnen werden. Wir defi
nieren nun weiter: 

Ein Integritatsbereich 3 heipt einartig, wenn jeder echte Restklassen
ring 3/a im Sinne von 9. einartig ist, wenn also in 3 zwei von (0) ver
schiedene Primideale stets teilerfremd si1Jd. SchlieBen wir (0) von der 
Betrachtung aus, so ergibt sich analog wie in 9.: 

1m einartigen 3 ist jedes Primoberideal von a minimal. Die iso
lierten Primarkomponenten qr sind gleichzeitig die Hauptkomponenten 
von a, und es ist a = Llqr. Hat a nur endlich viele Primoberideale .. 
lll, ... llm, so wird a = ql' .... qm, . da wegen der Teilerfremdheit 
der qi die Durchschnitts- durch die Produktdarstellung ersetzt werden 
darf. 

Es sei ferner 3a der durch das m.a. System alIer zu a primen Ele
mente erzeugte Quotientenring, Aa sei das System aller der Ideate 
aus 3, deren samtliche Primoberideale auch Oberideale von a sind. 
Dann ergibt sich als Anwendung der Satze von 7.: Der Bereich alIer 
Ideale von 3a ist zum Idealbereich Aa aus 3 hinsichtlich aller Ideal
operationen isomorph. 1st b Ideal aus 3a und o=b n 3, so enthalt jede 
Restklasse aus 3a/b ein Element aus 3, man kann also die Restklassen
ringe 3/0 und 3a/b identifizieren. 

Hat a nur endlich viele Primoberideale, so gibt es in 3a nur endlich 
viele Primideale. 1st insbesondere a = II Primideal (oder auch a = q 
Primarideal), so wird 3a ein "primarer Integritatsbereich", in 
dem alIe Ideate zum einzigen Primideal ~ gehOrige Primarideale sind. 
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LaBt man V. alle Primideale von ~ durchlaufen, so wird ~ = 4 ~lJ. , 
eine Gleichung, die nach der Terminologie der Gruppentheorie als 
"direkte" Durchschnittsdarstellung von ~ bezeichnet werden kann, 
weil fiir "'"1 =f= "'"2 das Produkt ~lJ., • ~lJ<. stets gleich dem vollen Quo
tientenkorper Sf von ~ ist. Aus ~ = 4~lJ< folgt weiter a = 4(~lJ.· a) 
fiir beliebiges a aus ~, und diese Gleichung zeigt, daB man die Ideal
theorie in ~ beherrscht, wenn man die Idealtheorie der primaren Quo
tientenringe ~lJ. kennt. 

Die direkte Durchschnittsdarstellung bildet also bei den einartigen 
Integritatsbereichen ein Gegenstiick zu der direkten Summenzerlegung 
der einartigen N ullteilerringe; allerdings kann man sie niemals zum 
konstruktiven Aufbau von ~ aus den ~lJ benutzen. Dafiir hat sie den 
Vorteil, daB ihre Existenz an keinerlei Endlichkeitsvoraussetzung ge
bunden ist. 

Eine ausfiihrliche Theorie der einartigen Integritatsbereiche wird in 
§ 4 entwickelt werden; doch wollen wir bereits jetzt einige allgemeine 
Satze, die unmittelbar an die Betrachtungen von 5. ankniipfen, kurz 
besprechen. 

Hauptidealsatz: Enthiilt der einartige Integritatsbereich ~ nur end
lich viele Primideale, so sind alle (ganzen und damit auch alle nichtgan
zen) umkehrbaren ~-Ideale Hauptideale. Gilt also insbesondere in ~ der 
Z.P.I., so ist sogar jedes Ideal von ~ Hauptideal. 

In der Tat, sind V1' ... Vm die Primideale und ist u ein (ganzes) 
umkehrbares Ideal von ~, so ist U· Vi C u fiir i = 1, ... m, und es 
laBt sich leicht ein Element a konstruieren, das zwar in u, aber in keinem 
der Produkte U· Vi enthalten ist. Wegen der Umkehrbarkeit von u gilt 
nun in ~ eine Gleichung (a) = U· b, und es kann dabei das (ganze) 
Ideal b kein einziges Vi zum Oberideal haben. Daraus folgt aber b = ~, 
(a) = u. (Vgl. HELMS [1] § 1.) 

Als Beispiel fiir die Verwendungsmoglichkeiten des Hauptidealsatzes 
diene ein einfacher Beweis fUr ein STEINITZSches Theorem iiber lineare 
inhomogene Gleichungssysteme in Z.P.I.-Ringen. (Vgl. KRULL [26].) 

Es sei zunachst ~ beliebig einartig, P;(x) (i = 1, ... m) seien Poly
nome in Xl' ••• Xn mit Koeffizienten aus ~. 1st dann das Gleichungs
system Pi(x) = 0 (i = 1, ... m) in ~n losbar, so ist wegen der Identi
fizierbarkeit der Restklassenringe ~!ar und ~a!(ar. ~a) in ~ das Kon
gruenzensystem Pi (X) == 0 (a') (i = 1, ... m) fiir jedes r !Osbar. Sind also 
insbesondere die Pi (X) inhomogene Linearformen, so ergibt sich aus 
elementaren Satzen der linearen Algebra: Das Gleichungssystem 

n 
~ aikxk + aiO = 0 (i = 1, ... m) ist in ~ immer !Osbar, wenn es 
k=l 

in ~(d) !Osbar ist, falls d eine nichtverschwindende Unterdeterminante 
moglichst hohen Grades aus der Matrix Ilaikll (i=1, ... m; k=1, ... n) 
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bedeutet. - 1st nun ~ ein Ring mit Z.P.I., so sind in ~(d) nach dem 
Hauptidealsatz aIle Ideale Hauptideale, so daB man auf ~(d) die von 
ganzrationalzahligen Gleichungssystemen her bekannten Satze anwenden 
kann. So ergibt sich schlieBlich: n 

In einem Z.P.I.-Ring ~ ist das Gleichungssystem ~ aik%k + aw = 0 
k=l 

(i = 1, ... m) dann und nur dann losbar, wenn bei der Matrix Ilaik " 

(i = 1, ... m; k = 1, ... n) durch Zufiigung der Spalte I/ aio II 
(i = 1, ... m) weder am Rang noch am "hochsten Determinanten-
teiler" (d. h. an dem aus den nichtverschwindenden Unterdeterminanten 
groBtmoglichen Grades abgeleiteten Ideal) etwas geandert wird. -
Weitere Anwendungen des Hauptidealsatzes in § 4. Hier noch einige 
Bemerkungen fiber Kettensatze. 

Ein Integritatsbereich ~ ist immer einartig, wenn in ihm der "ab
geschwachte U-Satz" gilt. (Vgl. NOETHER [8J bzw. 5. im Bericht!) 

In der Tat, gleichwertig mit der Einartigkeit ist die Bedingung, daB 
ffir jedes Primideal .J:l der Ring ~/.J:l ein Korper ist. Ware nun ~/.J:l ffir 
ein bestimmtes .J:l ein echter Integritatsbereich, so gabe es in ~/.J:l eine 
vom Nullelement verschiedene Nichteinheit a, und es bildeten dann, 
wie leicht nachzurechnen, in ~/.J:l die Ideate (a') (r = 1, 2 ... ) eine un
endliche U-Kette mit lauter verschiedenen Gliedern. 

Bei O-Rinr:en laBt sich das gewonnene Ergebnis umkehren: 
Gilt in einem einartigen Integritatsbereich der O-Satz, so gilt auch der 

abgeschwachte U-Satz. 
Auch fiir die Giiltigkeit des O-Satzes kann man notwendige und hin

reichende Kriterien aufstellen. Z. B.: 
Ein einartiger Integritatsbereich ~ ist dann und nur dann O-Ring, wenn 

in ~ gleichzeitig a) jedes Ideal nur endlich viele Primoberideale hat, b) jedes 
Primarideal eine endliche Potenz seines Primideals enthalt, c) jedes Ideal It 

eine Darstellung It = c1 n ... n c, besitzt, bei der kein y als Durchschnitt 
echter Oberideale dargestellt werden kann. 

Die Beweise der letzten Satze ergeben sich aus einer genaueren Unter
suchung der primaren Nullteilerringe, die in 13. durchgefiihrt werden wird. 

Es sei schlieBlich noch auf zwei Problemstellungen hingewiesen, die 
auf direkte Summen von einartigen Integritatsbereichen und Nullteiler
ringen fiihren: 

a) Sucht man nach eindeutigen Primarkomponentenzerlegungen, 
so ergibt sich der Satz: 

1m Ringe m kann man dann und nur dann jedes Ideal eindeutig als 
Durchschnitt endlich vieler Primarideale darsteIlen, wenn m eine direkte 
Summenzerlegung m = mI + ... + mp + 6 1 + ... + 6 q besitzt, bei 
der die mi primare Nullteilerringe, die 6 i einartige Integritatsbereiche 
bedeuten, und wenn dabei in keinem 6 i ein Ideal a =l= (0) mit unend
lich vielen Primoberidealen existiert. 

b) Bezeichnen wir (wesentlich spezieller als spater in 40.) einen 
Ring m als Multiplikationsring, wenn in m aus a c b stets die Gftltig-
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keit einer Gleichung a = J) • c folgt, so sind nach 5. die Z.P.I.-Ringe 
die einzigen nullteilerfreien Multiplikationsringe. Gilt ferner in einem 
nullteilerbehafteten Multiplikationsring Wl der O-Satz, so besitzt we 
eine direkte Summenzerlegung we = ~1 + ... + ~p + ,fh + ... + 2q , 

bei der die ~i beliebige Z.P.I.-Ringe, die 2i primaTe Nullteilerringe ein
fachster Art (namlich "zerlegbare" Ringe im Sinne von 30.) darsteilen. 
Ein Multiplikationsring we ohne O-Satz scblieBlich laBt sich stets nach 
der gleichen Methode, wie sie in 9. auf die ailgemeinsten einartigen 
Nullteilerringe angewandt wurde, in eine Hillle we* einbetten, die ihrer
seits eine unendlichedirekte Summenzerlegung in Z.P.I.-Ringe und 
primare zerlegbare Ringe gestattet. Man kann also mit einem gewissen 
Recht sagen, es gebe nur zwei Grundtypen von Multiplikationsringen: 
die Z.P.I.-Ringe und die primaren zerlegbaren Ringe. 

Literatur: AuBer den im Text bereits angefuhrten Arbeiten kommen 
vor allem noch solche zu den beiden zuletzt behandelten Aufgaben in 
Betracht, und zwar: Zu a) MORl [9] (wo auch Ringe ohne Einheitselement 
betrachtet sind und die fUr die Ringe 6 i notwendige Primidealbedingung 
durch einen gleichwertigen Kettensatz ersetzt ist). Zu b) KRULL [5J, [6J, 
MORl [8J (Multiplikationsringe mit O-Satz); MORl [12J, [13] (allgemeinste 
Multiplikationsringe, auch solche ohne Einheitselement). - Der Satz von 
der Existenz der Rulle iJJl* findet sich allerdings in MORl [12] noch nicht; 
dort werden vielmehr die Multiplikationsringe axiomatisch charakterisiert, 
und zwar durch das am Schlusse von 5. angegebene SONosche "Ersatz
axiom fUr Ganzabgeschlossenheit" und zwei weitere Forderungen. -
Zur Theorie der linearen Gleichungen, Matrizen und Moduln im Bereich 
eines Z.P.I.-Ringes, aus der wir oben ein Beispiel fUr die Anwendungs
moglichkeiten des Rauptidealsatzes entnommen haben, vgl. die grund
legenden Arbeiten STElNITZ [1J, [2J, sowie die vereinfachten Darstellungen 
bei KRULL [26J, FRANZ [1], CHEVALLEY [2J. 

11. Operatorgruppen. Ftir die Entwicklung der additiven Ideal
theorie von primaren Ringen und O-Ringen braucht man einige Satze 
tiber Operatorgruppen, die tiber die in 1. zusamrnengestellten einfach
sten Grundlagen hinausgehen. - Wir betrachten Gruppen, die aile 
denselben, im tibrigen nicht naher festgelegten Operatorbereich besitzen, 
und benutzen die Definitionen und Satze von 1. - Sind die Gruppen 9( 

und )8 "elementefremd", d. h. ist ihr Durchschnitt gleich der nur aus 
dem Nullelement bestehenden "Nullgruppe" (0), so nennen wir die 
Summe 9( +)8 "direkt" und schreiben zur Betonung diesel' Tatsache 
9( + )8. Allgemeiner heiBt (£ = 911 + ... + \)(m direkte Summe von 
9(1' ••• 1)("" in Zeichen: (£ = \)(1 + ... + 9(m ,wenn jede der Gruppen 9(i 

zur Summe der m - 1 tibrigen elementefremd ist; oder anders aus-
gedrtickt: (£ ist direkte Summe von 9(}, ... 9(m' wenn jedes Element 
aus (£ eindeutig in der Form c = a} + ... + am (a i C 9(i) dargestellt 
werden kann. 

Eine Gruppe, die auBer (0) keine echte Untergruppe besitzt, heiBt 
irreduzibel. Eine Gruppe, die sich als direkte Summe endlich vieler 
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irreduzibler Untergruppen darsteilen HiBt, wird "vollstandig redu
zibel" (kurz "v.red.") genannt. 

Jede Summe endlich vieler irreduzibler Gruppen ist v.red. AuBer
dem gelten folgende Satze: 

Sind )8 = S'l + ... + S'm = S'i + ... + S';". zwei Zerlegungen der 
v.red. Gruppe )8 in irreduzible direkte Summanden, so ist m = m', und 
bei geeigneter Numerierung sind S'k und S'k jeweils isomorph. Jede Unter
gruppe und jede Restklassengruppe einer v.red. Gruppe )8 ist selbst v.red. 
- Der Bau der v.red. Gruppen ist also in jeder Hinsicht denkbareinfach. 

Eine Gruppe heiBt "endlich", wenn flir ihre Untergruppen sowohl 
der 0- als auch der U-Satz gilt. Jede v.red. Gruppe und jede Gruppe 
mit nur endlich vielen verschiedenen Elementen ist endlich, aber nicht 
umgekehrt. Besteht allerdings der Operatorbereich aus den ganzen 
rationalen Zahlen, handelt es sich also urn gew6hnliche ABELsche Grup
pen, so bedeutet "endlich im Sinne der Kettensatze" ebensoviel wie 
"endlich im Sinne der Elementezahl". 

Aile Unter- und alle Restklassengruppen einer endlichen Gruppe 
sind selbst endlich. 

1st )81 eine Untergruppe von W, )82 eine so1che von WI = W/)81' 
)83 eine so1che von W2=W1/)82,"" )8m eine so1che von Wm- 1 =Wm- 2/)8m-l' 
so nennt man )81>'" )8m' )8m+l=Wm- 1/)8m die "Glieder" einer "Kom
positionsrdhe" von W. 

Sind die Glieder )8i alle irreduzibel, so spricht man von einer 
"JORDAN schen Komposi tionsreihe". 

Eine Gruppe W besitzt dann und nur dann eine JORDANsche Komposi
tionsreihe, wenn sie endlich ist. Alle J ORDANschen Kompositionsreihen 
einer festen endlichen Gruppe ~{ haben dieselbe Gliederzahl j, die als 
"JORDANsche Invariante" oder "Lange" von W bezeichnet wird. -
Mit Rlicksicht auf eine wichtige idealtheoretische Anwendung sei 
schlieBlich noch hervorgehoben: 

Gilt flir die Untergruppen von W derO-Satz und enthalt W selbst sowie 
jede Restklassengruppe von W mindestens eine irreduzible Untergruppe, so 
besitzt W eine J ORDANsche Kompositionsreihe, es ist also W endlich. 

Die Summe aller irreduziblen Untergruppen einer endlichen Gruppe W 
bildet die gr6Bte v. red. Untergruppe )8 von W. Die Lange lv von )8 heiBt 
"vordere LOEwYsche Invariante" von 12f. - Greift man zuerst 
aus ~{ die gr6Bte v. red. Untergruppe )8 heraus, alsdann aus W/)8 = WI 
die gr6Bte v. red. Untergruppe )81 usw., so entsteht die (eindeutig be
stimmte) "vordere LOEwYsche Kompositionsreihe", deren Glieder
zahllals die "LoEWYsche Invarian te" von Wbezeichnet wird. Zwischen 
der LOEWyschen und der J ORDANschen Invariante besteht offenbar die 
Ungleichung 1 <:: j. - Neben die "vordere" kann noch eine "hintere" 
LOEWYsche Kompositionsreihe gestellt werden, die gleichfalls die 
Gliederzahl 1 besitzt und nicht aus gr6Bten v. red. Unter-, sondern aus 
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groBten v.red. Restklassengruppen aufgebaut ist; wir brauchen hier 
auf die Einzelheiten der Konstruktion dieser Reihe nicht naher einzu
gehen. - Die Langen der Glieder der vorderen und hinteren LOEWY
schen Kompositionsreihe stellen Zahlinvarianten der Gruppe 2{ dar. 

Man kann den Begriff der v.red. Gruppe noch dadurch verallgemeinern, 
daB man (ohne wesentliche Anderung der Definition der direkten Summe, 
insbesondere ohne Einfuhrung von unendlichen Elementsummen) direkte 
Summen von unendlich vielen irreduziblen Gruppensummanden einfiihrt. 
Es bleiben dann aIle Struktursatze erhalten, insbesondere gilt nach wie 
vor der Satz, daB die Summe einer beliebigen Menge von irreduziblen 
Gruppen v.red. ist. Enthalt also eine beliebige Gruppe I!( uberhaupt irredu
zible Untergruppen, so bildet die Summe aller dieser die groBte v.red. 
Untergruppe. Diese Tatsache gestattet, wie wir in 13. an einem ideal
theoretischen Beispiel sehen werden, unter Umstanden auch bei solchen 
Gruppen, die keinem Kettensatz genugen, die Einfiihrung der vorderen 
LOEWyschen Kompositionsreihe. 

Alter als der Begriff der irreduziblen und v.red. Gruppe ist der -'- aller
dings eng verwandte - Begriff des irreduziblen und v.red. Matrizensystems, 
der bei der Untersuchung der Matrizendarstellungen von endlichen Gruppen 
oder allgemeiner von endlichen hyperkomplexen Systemen entstand. Auch 
die Definitionen der LOEWyschen Kompositionsreihen sind ursprung
Uch aus den Satzen uber Matrizenkomplexe von LOEWY [1] und [2] heraus
prapariert. - Diesem Ursprung entsprechend spielen die irreduziblen und 
v.:t;ed. Gruppen in der nichtkommutativen Darstellungstheorie (vgl. etwa 
NOETHER [13], VAN DER WAERDEN [15] Kap. 16) eine weit groBere Rolle 
als in der kommutativen Idealtheorie. - Ais grundlegend fur die kommu
tativen Anwendungen seien genannt: SONO [1] (J ORDANsche Kompositions
reihe speziell bei Idealen); NOETHER [8] (JORDANsche Kompositionsreihe 
und Ideallange vom Standpunkt der allgemeinen Operatorgruppen); 
KRULL [8] (JORDANsche und LOEWysche Kompositionsreihe); KRULL [11] 
(v.red. Gruppen mit unendlich vielen Summanden). - Ferner sei noch 
auf die - im folgenden nicht bebandelten - idealtheoretischen An
wendungen in den' Arbeiten SONO [5], MORI [6], [7] hingewiesen. Der 
"SoNosche Ring", der kein Einheitselement zu· enthalten braucht, ist 
dadurch ausgezeichnet, daB der Restklassenring jedes Ideals eine Gruppe 
mit JORDANscher Kompositionsreihe darstellt; die "primaren Ideale" 
SONOS sind nicht immer "Prlmarideale" im Sinne des Textes. - Vgl. schlieB
lich die Behandlung der Operatorgruppen in VAN DER WAERDENS Lehr
buch ([14] Kap.6). 

12. Elementarteilergruppen. Eine endliche Gruppe 2{ moge "Ele
mentarteiler-" (kurz "E.T."-) Gruppe heiBen, wenn ihr Operator
bereich einen "Hauptidealring" SJ darstellt, also einen Integritats
bereich, in dem nicht nur der Z.P.I. gilt, sondem sogar jedes Ideal 
Hauptideal ist. 

Besteht 2{ = .8 aus der Menge aller Elemente ~. a (a fest, ~ c SJ), 
so nennen wir .8 "zyklisch" und bezeichnen als "Ordnung" von .8 das 
Ideal ~ alier der Elemente ~ von SJ, die der Gleichung ~. a = 0 und 
damit auch der Gleichung ~. b = 0 fUr jedes bc.8 geniigen. 

Zwei zyklische Gruppen mit derselben Ordnung sind isomorph. Eine 
zyklische Gruppe .8 ist dann und nur dann irreduzibel bzw. direkt un-
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zerlegbar (d. h. nieht als direkte Summe echter Untergruppen darstell
bar), wenn ihre (sieher vom Nullideal verschiedene) Ordnung ein Prim
ideal bzw. eine Primidealpotenz in ~ ist. - Fiir eine beliebige E.T.
Gruppe 2{ gilt der 

Fundamen talsa tz: 2{ ist als direkte Summe endlich vieler direkt 
unzerlegbarer zyklischer Gruppen darsteUbar. Sind 2{ = 31 + ... + 3", 
= 3~ + ... + 3~' zwei derartige Darstellungen, so ist m = m', und es 
sind (bei geeigneter Numerierung) 3i und 3i jeweils isomorph, es besitzen 
also 3i und 3i immer dieselbe Primidealpotenzordnung lJri • 

Die im Fundamentalsatz auftretenden Primidealpotenzen lJri 

(i = 1, ... m) werden als die (Einzel-) "Elementarteiler" (kurz "E.T.") 
der Gruppe 2{ bezeiehnet. Es ergibt sieh dann sofort: . 

Zwei E. T.-Gruppen 2{ und 5S sind dann und nur dann isomorph, 
wenn sie dieselben E. T. besitzen. 

Der Durchschnitt (arithmetisch das "kleinste gemeinschaftliche Viel
fache") (E) alIer Einzelelementarteiler heiBt "hochster" Elementar
teiler von 2{. (E) ist offenbar gleieh (0): 2{, also gleieh dem Ideal aller der 
~ c ~, die der Gleiehung ~. a = 0 fiir jedes a c 2{ geniigen. Unter 
der Norm (N) versteht man das Produkt alIer Einzelelementarteiler 
von 2{; die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Primhauptideal
faktoren von (N) ist gleich der Lange von 2{. 

Bei abstrakten E.T.-Gruppen ist es unbedingt zweckmaBig, die 
Elementarteiler so wie geschehen durch Ideale zu definieren. In kon
kreten Fallen (d. h. bei speziellem gegebenem ~) wird man im alIgemeinen 
von den Idealen zu Elementen iibergehen, indem man in jedem Ideal 
von ~ ein "normiertes" Basiselement auszeichnet. 

Die Beweise unsrer E.T.-Gruppensatze gehoren bereits der Lehrbuch
literatur an. Das gleiche gilt fur die Anwendung der E.T.-Gruppen auf 
die Matrizentheorie und insbesondere fur den Nachweis, daB die E.T. 
einer Matrix uberall dort, wo man sie nach klassischem Vorbild durch 
Quotienten von Determinantenteilern einfuhrt, auch als E.T. einer passend 
zugeordneten E.T.-Gruppe gedeutet werden konnen. Vgl. insbesondere 
HAUPT [1] Kap. 23 (13), sowie VAN DER WAERDEN [15] Kap.15. 

13. Primare (Nullteiler-) Ringe. Ein Primarideal q wird nach 
E. NOETHER [8J "stark" oder "schwach" genannt, je nachdem ob q 
eine Potenz seines zugehorigen Primideals lJ enthalt oder nicht. Bei 
starkem q wird die kleinste ganze Zahl e, fiir die lJl! ~ q ist, als der 
"Exponen t" von q bezeiehnet. - Hat", eine endliehe Basis, so sind alle 
zu '" gehorigen Primarideale stark; andererseits konnen leicht Beispiele 
von schwachen Primaridealen angegeben werden. - Ein primarer Null
teilerring .D mit starkem bzw. schwachem Nullideal soll selbst stark bzw. 
schwach heiBen; im starken FalI soll der Exponent des Nullideals auch 
als Exponent des Gesamtrings bezeiehnet werden. Im folgenden 
beschranken wir uns auf die Betrachtung von starken Ringen, da nur 
sie einer befriedigenden gruppentheoretischen Behandlung fahig sind. 
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Es sei .IJ das Primideal, e sei der Exponent des vorgelegten Ringes D. 
Dann sind die Ideale .lJ0 = D, .IJ, .lJ2, ... .IJ!! = (0) und ebenso die Ideale 
q(O) = (0), q(l) = (0) : .IJ, q(2) = (0) : .lJ2, ... q(u) = (0) : .IJ!.' = D alle ver-
schieden, wiihrend fUr x > e stets .IJ" = .\JI.' = (0), q(") = (0) : .IJ" = q(u) = D 
wird. FaBt man nun D als Gruppe mit dem Operatorbereich D auf, 
so ergibt sich zunachst miihelos: 

Ein Ideal i aus D ist dann und nur dann als Gruppe irreduzibel, 
wenn es Unterideal von q(1) und Hauptideal ist, und zwar ist i in diesem 
Falle als Gruppe zum RestklassenkiJrper Dj.IJ isomorph. 

q(1) ist die groBte v. red. Untergruppe von D, q(2) j q(1) diejenige von 
Djq(l>, q(3)jq(2) diejenige von Djq(2) usw. D besitzt also (ohne notwendig 
endlich zu sein) eine vordere LOEwysche Kompositionsreihe mit den 
Gliedem q('")jq(i-l) (i = 1, ... e). Die Gliederzahl dieser Reihe, die 
LOEwYsche Invariante l, ist gleich dem Exponenten e des Ringes D; 
dieser an und fUr sich multiplikativ definierte Exponent kann also 
auch additiv-gruppentheoretisch gedeutet werden. 

1st Dja ein Restklassenring von D, so ist nattirlich (a: .IJ)ja die 
groBte v.red. Untergruppe von Dja, (a: .lJ2)j(a:.\J) diejenige von Dj(a:.\J) 
usw. Es enthalt also insbesondere jeder Restklassenring von D minde
stens eine irreduzible Untergruppe. Da ein O-Ring stets stark ist, ergibt 
sich daraus nach einer Bemerkung von 11.: 

Gilt in einem primaren Nullteilerring D der O-Satz, so ist D als 
Gruppe endlich, es gilt in D also auch der U-Satz. 

Dieses fur die primaren Nullteilerringe grundlegende Theorem ist 
urn so bemerkenswerter, als man keineswegs umgekehrt aus der Giiltig
keit des U-Satzes die des O-Satzes erschlieBen kann. 

1st D ein O-Ring, so moge unter der "Lange" eines Ideals a von D 
die Lange der Restklassengruppe Dja im Sinne von 11. verstanden 
werden. Aus der gruppentheoretischen Bedeutung der Lange ergeben 
sich dann ohne weiteres die Satze: 

a hat dann und nur dann die Lange s, wenn eine O-Kette 
a c al c ... cD, die nicht durch Einschaltung eines Zwischengliedes 
"verlangert" werden kann, immer genau die Gliederzahl s + 1 besitzt. 
1st a Unterideal von lJ, so ist die Lange von a nicht kleiner und fur 
lJ =1= a sogar stets groBer als die Lange von lJ. 

Bei zwei Idealen, von denen keines im andem enthalten ist, lassen 
sich aus der Gleichheit der Langen keine weiteren Schlusse ziehen. 

AuBer der Lange kann man einem Ideal a des O-Ringes 0 leicht noch 
weitere Zahlinvarianten gruppentheoretischer Art zuordnen. In Betracht 
kommen in erster Linie die Langen el' e2' .•. der Gruppen (a: '{J)/a, 
( a: '{J2) / (a: '{J), usw., also die Langen der einzelnen Glieder der vorderen LOEWY
schen Kompositionsreihe von 0/ a. In zweiter Linie die Langen !iI' !i2 , ••• der 
Gruppen O/'{J = (0 + a)/('{J + a), ('{J + a)/('{J2 + a), ('{J2 + a)/('{J3 + a), ... , 
die als Glieder der ;,hinteren LOEWyschen Kompositionsreihe" von O/a 
gedeutet werden konnen. Die Zahlen !iI' !?2' . .. treten gelegentlich in 
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der Literatur unter dem (auf MACAULAY [2] zuriickgehenden) Namen 
"HILBERTsche Zahlen" auf. (Vgl. SCHMEIDLER [2J § 1; NOETHER [11]). 

Selbstandige idealtheoretische Bedeutung hat allein (h = )'''' die 
"vordere LOEWYsche Invariante" von D/a, die auch erklart werden 
kann a1s die Gliederzahl einer moglichst kurzen Basis von (a: :p)/a in 
D/a. Nach E. NOETHER nennt man (von der oben benutzten gruppen
theoretischen Terminologie abweichend) ein Ideal a im Ringe m redu
zibel oder irreduzibel, je nachdem ob es sich als Durchschnitt echter 
Oberideale darstellen laBt oder nicht. Fur einen primaren Ring D 
uberlegt man sich dann verhaltnismaBig leicht: 

er ist in D dann und nur dann irreduzibel, wenn D/er die vordere 
LOEWysche Invariante 1 besitzt, wenn also er::P modulo q Hauptideal ist, 
d. h. q::p = q + (IX). Gibt es fur a eine kurzeste Durchschnittsdarstellung 
durch m irreduzible Ideale, so hat D/a die vordere LOEWYsche In
variante m und umgekehrt. 

Beim Beweis braucht man nicht D als O-Ring anzunehmen; es 
genugt vorauszusetzen, daB jede Untergruppe von D/a mindestens eine 
irreduzible Untergruppe enthalt, was bei starkem Dimmer der Fall 
ist. Daraus kann man nach KRULL [11J § 5 schlieBen: 

1st in dem starken Ring D jedes Ideal Durchschnitt von endlich 
viden irreduziblen, so gilt in D der O-Satz. 

Aus den Voraussetzungen folgt namlich, daB die Glieder der vor
deren LOEWyschen Kompositionsreihe von D alle endliche Langen 
haben mussen, so daB D eine JORDANsche Kompositionsreihe besitzt. 
- Weit wichtiger als diese Bemerkung ist ein anderer Satz uber irredu
zible Ideale, dessen erster Beweis von E. NOETHER gefunden, aber wegen 
seiner Kompliziertheit nicht veroffentlicht wurde, wahrend eine neue, 
einfache Darstellung von W. GROBNER kurzlich erschienen ist: 

1st a in D irreduzibel, so genugt iedes 0 :::> a der Gleichung a: (a: 0) = 0, 
d. h. die Oberideale von a lassen sich eindeutig zu Paaren von "reziproken 
Quotienten" 0, c zusammentassen, die ieweils durch die Gleichungen 
a: 0 = c, a: C = 0 gekoppelt sind. 

1st speziell das N ullideal irreduzibel .und sind Ab und Ac die Langen 
von 0 und C = (0) : 0, so folgt aus dem Quotientensatz sofort: 

Ab + Ac ist gleich der Gesamtliinge A von D. 
Zum Beweis bilde man eine J.+ 1-gliedrige O-Kette 0;. = (0) c· .. c OAb 

= 0 C V,tb-l C· •• C Vo = D und beachte, daB in der U-Kette 
Co = (0) : V). = D:::> ••• :::> c;'-Ab = (0) : Vlb = C :::> ••• :::> c). = (0) : Vo = (0) 
alle Glieder verschieden sein mussen. 

(Die GROBNERsche Beweisanordnung, auf deren Einzelheiten wir 
nicht naher eingehen wollen, ist in Wirklichkeit genau umgekehrt wie 
die Anordnung im Text: Zuerst wird fur irreduzibles Nullideal die 
Gleichung. A = Ab + Ac gewonnen und dann daraus der Satz uber die 
reziproken Quotienten abgeleitet.) - Es sollen jetzt noch einige weitere 
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Folgerungen besprochen werden, die sich fUr einen pnmaren Ring D 
mit irreduziblem Nullideal aus dem Quotientensatz ziehen lassen: 

Zunachst tritt neben die immer gtiltige Formel (0) : (a1 + ... + ar) 
= ((0) : al ) n ... n ((0) : ar) dual die Formel (0): (a1 n ... nat) 
= ((0) : al ) + ... + ((0): ar). Daraus und aus dem Umstand, daB in 
jedem primaren D die Summe aller echten Unterideale eines Haupt
ideals (a) gleich (a) • f! =F (a) ist, ergibt sich weiter: 

1st 0 in D Hauptideal, so ist c = (0) : 0 irreduzibel und umgekehrt. 
Beweis: a) 0 Hauptideal, C = c1 n· •. n c8 ; dann 0 = ((0): c1) + ... 

+ ((0): c8), daraus 0 = (0): ci ' C = ci fUr geeignetes i. b) C irredu
zibel, 0 = (bl , •.. bs); dann C = ((0): (bl )) n ..• n ((0): (b.)), daraus 
C = (0) : (bi ), 0 = (b.i) fUr geeignetes i. - Ais Verallgemeinerung ergibt 
sich sofort: 

Hat 0 eine ktirzeste Basis von r Elementen, so besitzt c eine ktirzeste 
Durchschnittsdarstellung durch r irreduzible Oberideale und umgekehrt. 
Die Zuordnung o .... ~ (0) : 0 liefert eine Abbildung des Idealbereichs 
von D auf. sich selbst, bei der stets der Summe bzw. dem Durchschnitt 
auf der einen Seite der Durchschnitt bzw. die Summe auf der andern 
entspricht. - Dartiber hinaus gilt schlieBlich noch: 

1st C = (0) : 0, so ist c· a = (0) : (0: a). "Reziprozitat zwischen 
Quotienten- und Produktbildung." 

(Leicht einzusehen, falls c = (e); falls c = (e1 , ••• er), dann 0 = (0) : c 
= 01 n ... nOr' wobei 0i = (0) : (ei ), (ei) = (0) : 0i; weiter 0: a = (01 : a) n 
'" n (Or: a); (0): (0: a) = ((0): (01 : a))+ •.. + (0): (Or: a)) = ((e1 )· a) + .. + ((er)· a) 
= c· a.) 

1st a ein reduzibles Ideal aus dem primaren Ring D, so gibt es 
stets ein 0, fUr das a c 0 c a: f!, und es wird a: 0 = 1J, a: (a: 0) 
= a: f!::::> 0, der Fundamentalsatz tiber die Gleichung a: (a: 0) = 0 gilt 
also bei reduziblem a nicht mehr. Dagegen la13t er sich bei irredu
ziblem a sofort auf den Fall eines beliebigen O-Ringes ausdehnen: 

1st a ein irreduzibles und damit primares Ideal aus dem 0-
Ring ffi, und bedeutet 0 ein Primaroberideal von a, das dasselbe 
zugehorige Primideal f! besitzt wie a selbst, so gilt immer die Gleichung 
a: (a:o) = O. 

(Man braucht nur zu beachten, daB mit a und 0 auch a: 0 ein zu f! 
gehoriges Primarideal ist, und daB dementsprechend die Untersuchung 
von ffi nach dem primaren Gesamtquotientenring von ffi/q verlegt wer
den kann.) - Als weitere Verallgemeinerung kann man schlieBlich 
noch in den O-Ringen von den irreduziblen zu so1chen reduziblen Idealen 
tibergehen, die sich als Durchschnitt von gegenseitig primen irredu
ziblen Idealen darstellen lassen ("regulare Ideale" in GROBNERscher 
Bezeichn ungsweise). 

Literatur: KRULL [8J § 4, VAN DER WAERDEN [5J Abschn. III (Gruppen
theorie der O-Ringe); KRULL [2J § 8, [11] § 5 (bel. stark primare Ringe); 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 3 
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SCHMEIDLER [2J § 1, KRULL [2J § 4 (HILBERTsche Zahlen); GROBNER [1] 
(Theorie der irreduziblen Ideale mit vielfachen Anwendungen). 

14. Additive Theorie der O-Ringe. Der Einfachheit halber be
schranken wir uns auf die Betrachtung eines Integritatsbereichs S', 
obwohl aile Satze im wesentlichen unveraodert auch fUr Nullteilerringe 
gelten. Der Grundgedanke der Untersuchung ist einfach: Jedem Ideal a 
werden durch Quotienten- und Restklassenbildung endlich viele end
liche Operatorgruppen zugeordnet, die sich nach der in 13. bei den 
primaren Nullteilerringen benutzten Methode behandeln lassen. 

1st zunachst a = q primar mit dem zugehorigen Primideal V, so 
bildet man (vgl. VAN DER WAERDEN [5J § 24) den Quotientenring S'p 
und den Restklassenring S'p/(q . S'p) = O. 0. ist primarer Nullteilerring 
mit dem Primideal ~ = (,p. S'p)/(q. S'.,) und stellt wegen des O-Satzes eine 
endliche Gruppe (mit dem Operatorbereich 0.) dar. Die Lange bzw. 
die vordere LOEwYsche Invariante von :5 sol1en als Lange bzw. vordere 
LOEwYsche Invariante von q bezeichnet werden. Durch Anwendung 
der Ergebnisse von 13. beweist man dann leicht die Satze: 

Sind q und q' 2 q zum selben Primideal 1:1 gehOrige Primarideale, 
so ist die Lange A von q nicht kleiner als die Lange A' von q', und es 
ist nur dann A = A', wenn auch q = q'. - Bei jeder normierten Durch
schnittsdarstellung von q durch irreduzible Oberideale ist die Zahl der 
Komponenteu gleich der vorderen LOEwyschen Invariante Av von q, 
insbesondere ist q dann und nur dann irreduzibel, wenn Av = 1 . 

Bei einem nichtprimaren Ideal a liegt der Gedanke nahe, jedem der 
endlich vielen, zu a gehorigen Primideale eine "Teillange" zuzuordnen. Das 
ist auch wirklich moglich, und zwar auf Grund der in 6. angegebenen Satze 
uber den Zusammenhang zwischen zugehorigen Primidealen und i.K.I. 

1st 1:1 minimales Primoberideal von a, so definiert V eine isolierte 
Primarkomponente q, deren Lange als "die zu ,p gehorige Teillange" 
von a bezeichnet werden sol1. - Gehort 1:1 zu a, ohne minimal zu sein, 
so bestimmt 1:1 zwei ausgezeichnete i.K.I. Zu dem einen, a' (1:1), gehoren 
a11e und nur die Primideale, die zu a gehoren und echte Unterideale 
von ,p sind. Zu dem andern, a (1:1), gehOrt auBerdem noch 1:1 selbst. 
Wegen des O-Satzes wird fur groBes r sicher 1:1' • a' (1:1) ~ a (,p) . 

Wir bilden nun nacheinander im Quotientenring S'., die Ideale 
a~ = a' (1:1) • S'." a., = a (1:1) • S'., = a . S'lJ; 1:1., = 1:1 • S'lJ und im Rest
klassenring SUp = S'.,/ ap die Ideale (0) = qp/ a." a' = a~/ alJ , ~ = 1:1~1/ ap • 

In SUp ist V das einzige maximale Primideal (d. h. das einzige Prim
ideal ohne echtes Oberideal), und es gilt die Gleichung ~r. a' = (6). 
FaBt man daher ii' als Gruppe mit dem Operatorbereich SU., (oder auch 
mit dem Operatorbereich S'p) auf, so erhalt man ganz analog wie in 13. 
der Reihe nach die Satze: 

Ein Ideal Jj aus 2lp ist dann und nur dann eine irreduzible Gruppe, 
wenn es in (0): ~ enthalten und Hauptideal ist. ii' besitzt wegen 
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a'. :pr = (0) eine vordere LOEwysche Kompositionsreihe. Jedes Glied 
dieser Reihe hat wegen des O-Satzes eine endliche Lange; ii' ist also 
selbst eine endliehe Gruppe. - Die Lange von ii' soll als die zu .p ge
horige Teillange von a bezeichnet werden. So ist jedem zu a gehorigen 
Primideal eindeutig eine Teillange zugeordnet, und man erhalt den 
folgenden 

Langensatz: a und 02 a seien Ideale aus 3 mit denselben zu
gehiJrigen Primidealen, A bzw. A' sei die Teilliinge von a bzw. 0, die einem 
bestimmten Primideal .p zugeordnet ist. 1st dann .p minimales Primober
ideal von a und ooder a' (.p) = 0' (.p), so ist entweder A > A', a(.p) co (.p) 
oder A = A', a(.p) = o(.p). - Sind also insbesondere alle Teilliingen von a 
gleich den entsprechenden von 0, so ist a = o. 

In der Tat, unter der Voraussetzung des Langensatzes ist sieher 
a (.p) ~ 0 (.p). Bedeutet daher ii' bzw. b' die Gruppe, mit deren Hille 
die Teillange A bzw. A' eingefiihrt wurde, so kann man fj' als Rest
klassengruppe von il' auffassen, und daraus folgt sofort die zu be
weisende Behauptung. 

AuBer der Teillange A kann man noch jedem zu a gehOrigen Prim
ideal .p eine "vordere LOEWYsehe Teilinvariante" Av zuordnen, 
und es gilt dann der Satz: 

Rei ieder kurzesten Darstellung a = ql n ... n qm von a durch irredu
zible Ideale q,,; hat die Anzahl A derienigen Komponenten, die zu einem 
festen Primideal .p gehiJren, denselben Wert, niimlich den der durch .p 
bestimmten vorderen LOEWYschen T eilinvariante von a. 

Der Beweis (NOETHER [4] § 2 und § 3, beachte insbesondere Anm. 14 
auf S. 34) griindet sich auf einfaehe gruppentheoretische tJbedegungen 
und ist dadureh ausgezeichnet, daB er nur vom 0-, nicht aber vom 
U-Satz Gebraueh macht. Dementspreehend findet sich in NOETHER [4] 
allerdings noch nicht die Deutung der invarianjen Zahl A. durch die 
vordere LOEWysche Teilinvariante, aber diese Deutung kann nachtrag
lich leicht beigefiigt werden. 

Beim Langensatz ist es als Unvollkommenheit anzusehen, daB zwei 
Ideale a undo b 2 a nur dann vergleichbar sind, wenn sie dieselben zuge
horigen Primideale besitzen. Formal kann man diesem MiBstand dadurch 
abhelfen, daB man, falls V nicht zu a gehOrt, a (V) = a' (V) setzt und a hin
sichtlich V die Teillange 0 zuordnet; im Langensatz ist dann unter .v ein 
beliebiges Primideal aus ~ zu verstehen. - Eine wirklich befriedigende 
tl"berwindung der Schwierigkeit wurde indessen eine gruppentheoretische 
Charakterisierung der zu a gehorigen Primideale erfordern. 

Eine derartige Charakterisierung ist zwar nur im Spezialfall der Poly
nomringe bekannt (vgl. 21.). Einige dort benutzte allgemeine Grund
gedanken konnen indessen schon hier auseinandergesetzt werden. - Es 
sei g die bisher mit ii' bezeichnete Gruppe. Bei der Definition der zu .v 
gehorigen Teillange A. wurde oben fur g der Operatorbereich ~p benutzt, man 
ist aber keineswegs an gerade diesen Ring gebunden. Gibt es nun einen 
Hauptidealring ~ ~ ~p mit der Eigenschaft, daB bei der Wahl von S) zum 

3* 



36 § 2. Abstrakte additive Idealtheorie. [290 

Operatorbereich g endlich bleibt und damit zur E.T.-Gruppe wird, so kann 
man die Einzelelementarleiler, die Norm und den hochsten Elementar
teiler von g hinsichtlich ~ bilden, und da diese neuen Invarianten nicht 
mehr reine Zahlen, sondern Hauptideale bzw. Elemente aus ~ sind, besteht 
die Hoffnung, durch sie das Primideal fl, dem die Gruppe g zugeordnet 
ist, eindeutig festzulegen. Ffir den Nachweis, daB g beim "Obergang zum 
Operatorbereich ~ endlich bleibt, ist dabei folgendes Kriterium nfitzlich: 

Es sei ~ Unterring von .soP' lj = fl n~, so daB der Integrltatsbereich 
.2 = ~/lj als Unterring des Korpers rot = .sop/(fl • 3p) aufgefaBt werden kann; 
ist dann .2 sogar Korper und rot fiber .2 algebraisch vom Grade p., so ist g 
nicht nur fUr den Operatorbereich 3p, sondern auch fUr den Operator
bereich ~ endlich, und fUr die Langen A und 1J, die den beiden Operator
bereichen entsprechen, gilt die Gleichung 1J = A • p.. 

Zum Beweis bedenke man: rot hat als Gruppe mit dem Operatorbereich.£l 
die Lange p.. 1st i eine bei Benutzung des Operatorbereichs .soP irreduzible 
Untergruppe von g oder von einer Restklassengruppe von g, so ist i zu rot 
isomorph (vgl. 13.). Beim "Obergang von Sp zu ~ verwandelt sich also die 
Lange 1 von i in die Lange p.. 

Die Theorie der Teilinvarianten beliebiger Ideale in allgemeinen O-Rin
gen finCilet sich meines Wissens noch nirgends in der Literatur. Die Ein
zelausffihrung der Beweise macht keine Schwierigkeit, wenn man sich nach 
dem Vorbild des primaren Falles richtet. 

15. Prim- und Primaridealketten in O-Ringen. Wie in 14. be-
deutet 3 einen Integritatsbereich, in dem der O-Satz gilt. ' 

Hilfssa tz: Gibt es in 3 zu zwei Idealen a und 0 -ein drittes Ideal 
C =l= (0), fur das a· c = o· c, so besitzen a und 0 dasselbe Radikal, es ist 
also wegen des O-Satzes eine Potenz von a in 0 enthalten und ebenso eine 
Potenz von 0 in a. 

Anders ausgedriickt: 1st keine Potenz von a Unterideal von 0, so 
folgt aus a· C = 0 • C notwendig C = (0). 

Es sei C = (c I , .•• c1I), a ca. Wegen (a). C ~ 0 . C gelten dann 
11 

n Gleichungen a· Ci = ~ buh, (i = 1, ... n) mit Koeffizienten bik 
k=I . 

aus o. Daraus folgt aber Ibik - a· ~ikl = a1l + bI a1l - 1 + ... + b1l = 0 
(bI , ... b1l co), d. h. a1l co. Fertig! - Die angegebene, auBerst ein
fache Beweismethode geht letzten Endes auf DEDEKIND zuruck. Wir 
werden an viel spaterer Stelle noch einmal auf sie zUrUckgreifen mussen, 
und zwar bei der Besprechung der PRUFERschen a-Ideale. 

Durch eine leichte Abanderung des Beweises kann der Hilfssatz 
auf den Fall ausgedehnt werden, daB 3 kein Integritatsbereich, sondern 
ein Ring mit primarem Nullideal ist. Bei noch allgemeinerem Bau des 
Nullideals wiirde eine gewisse Modifikation des Hilfssatzes selbst not
wendig werden. - Fur Integritatsbereiche folgt aus dem Hilfssatz u. a.: 

1st (t • 0 = a (0 =l= 3), so ist a = (0). AIle Potenzen eines beliebigen 
Ideals a (=l= (0)' =l= 3) sind verschieden. - Weiter beweist man den 

Primaridealsatz: In 3 ist der Durchschnitt b alter zu einem festen 
Primideal .lJ gehOrigen Primiirideale stets gleich (0). 
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Stellt man namlich b als Durchschnitt von Primaridealen dar, und 
nimmt man an, daB.):1 in 0 maximal ist, so erhalt man fast unmittelbar 
b . .):1 = b. Die Annahme tiber .):1 darf aber gemacht werden, weil man 
andernfalIs die Untersuchung von 0 nach dem Quotientenring 0~1 ver
legen konnte. - Der Primaridealsatz gilt auch dann noch, wenn 0 
ein Ring mit primarem Nullideal ist. Hinsichtlich der alIgemeinsten 
FaIle sei auf KRULL [12] verwiesen. 

Eine haufig bequeme Umformung des Primaridealsatzes ergibt sich 
durch folgende Begriffsbildung: 1st .):1 Primideal aus einem beliebigen 
Ringe ffi, so braucht, wie ganz einfache Polynombeispiele zeigen, 
.):1r kein zu .):1 gehoriges Primarideal zu sein. W ohl aber ist .):1 das einzige 
minimale Primoberideal von .):1r, und .):1r besitzt somit eine einzige, und 
zwar zu .):1 gehorige isolierte Primarkomponente .):1(r); diese solI als die 
"sym bolische" r-te Potenz von.):1 bezeichnet werden. In einemO-Ring 
existiert zu jedem zu .):1 gehorigen Primarideal q eine in q enthaltene 
symbolische Potenz .):1 (r). Der Primaridealsatz kann daher auch so aus
gesprochen werden: In 0 ist der Durchschnitt alIer symbolischen Po
tenzen eines Primideals .):1 stets gleich (0). Daraus folgt insbesondere, 
daB in 0 nicht nur die gewohnlichen, sondern auch die symbolischen 
Potenzen von )J aIle verschieden sind. 

Ein Primideal .):1 mogp "in 0 minimal" heiBen, wenn .):1 (auBer (0)) 
kein echtes Primunterideal besitzt. Dann gilt der 

Hauptidealsatz: ledes minimale Primoberideal .):1 eines Haupt
ideals 1) von 0 ist auch in 0 minimal. 

Beim Beweis darf man annehmen, daB 0 == 0., und somit 1) ein 
zu .):1 gehoriges Primarideal ist. - 1st nun .):1' ein echtes Primunterideal 
von .):1, so bildet man die zu .):1 gehOrigen Primarideale: q'i = .):1'(i) + f) 
(i = 1, 2, ... ). Wegen der Gtiltigkeit des U-Satzes im primaren Rest
klassenring 0/1) (vgl. 13.) muB einmal qi = Qi+lwerden, und daraus 
schlieBt man durch eine leichte Determinantenrechnung, ahnlich der 
oben beim Beweise des Hilfssatzes benutzten, daB auch .):1'(i) = .):1'(i+1) 
und somit .):1' = (0) sein muB. - Auf den Hauptidealsatz sttitzt sich der 

Primidealkettensatz: Ist.):1 minimales Primoberideal eines Ideals 
f = (kI' ... kl) mit l-gliedriger Basis, so besitzc in 0 jede mit.p beginnende 
U-Kette aus Primidealen hOchstens I verschiedene Glieder. 

Der Beweis, auf dessen Einzelheiten wir nicht eingehen, benutzt 
auBer dem Hauptidealsatz einfache Induktionsschltisse und die folgende, 
nicht ganz triviale Bemerkung: Sind in 0 zu einer m+ 1-gliedrigen 
Primidealkette .):1:::J.):11:::J ... :::J.):1", endlich viele Primideale .p~, ... .):1; 
vorgelegt, die .):1 nicht umfassen, so kann stets eine Primidealkette 
.):1 :::J .pf :::J ... :::J.):1~ mit derselben Gliederzahl m + 1 konstruiert wer
den, bei der kein Glied in einem der Ideale .p~, •.. .):1; enthalten ist. 

Eine Primidealkette ¥o c V1 C ... C V,n mage "geschlossen" heiDen, 
wenn ihre Gliederzahl nicht durch Einschaltung eines weiteren Prim-
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ideals vergroBert werden kann. Nach dem Primidealkettensatz lii.Bt sich 
in 3 zwischen zwei Primidealen .p und .p/::>.p immer eine geschlossene 
Kette .p C .pI C .•• C .pm = .p' mit den Enden .p und .p' konstruieren, und 
auBerdem ist die Lange einer derartigen Kette von vomherein beschrii.nkt. 
Es liegt nun die Frage nahe: 

Besitzen etwa in 3 alle geschlossenen Primidealketten mit den festen 
Enden .v und .p' die gleiche Gliederzahl? 

In den nachsten Nummem werden wir sehen, daB in den Polynom
ringen unsere Frage auf Grund der Dimensionstheorie sofort bejaht werden 
kann. Fiir den Fall abstrakter Integritatsbereiche hat sie meines Wissens 
noch keine Beantwortnng gefunden. 

Dagegen kann der Hauptidealsatz noch durch eine allgemeingultige 
Bemerkung erganzt werden: Nachdem gezeigt ist, daB jedes minimale 
Primoberideal eines Hauptideals ~ in 3 minimal ist, konnte man vermuten, 
daB iiberhaupt jedes zu ~ gehorige Primideal in 3 minimal sein muB. - Das 
hieBe dann einfach: In 3 ist jedes zu einem Hauptideal ~ gehorige Prim
ideal minimales Primoberideal von ~, ein Hauptideal ist also stets gleich 
dem Durchschnitt seiner isolierten Primarkomponenten. Indessen ist diese 
Vermutung nur fUr ganz abgeschlossene Integritatsbereiche allgemein 
richtig [vgI. 37.], wahrend fur den nicht ganz abgeschlossenen Fall Gegen
beispiele bekannt sind (MACAULAY [8] Nr. 44, S. 47). 

Literatur: KRULL [12]. Vgl. femer bei MACAULAY [8] Nr.51 und 52 
die interessante Untersuchung, wann in einem Polynomring alle Potenzen 
eines Primideals primar sind und wann nicht. 

§ 3. Polynomringe. 
16. Integritatsbereiche von endlichem Transzendenzgrad. Es sei 3 

ein 1ntegritatsbereich, der einen ausgezeichneten Korper, den "Grund
korper" ~oJ entha.J.t1; der Transzendenzgrad des Quotientenkorpers ~ 
von 3 fiber ~o sei endlich, und zwar gleich n. Dann soll n auch als 
Transzendenzgrad von 3 (fiber ~o) bezeichnet werden 1, und 3 selbst 
soll kurz ,,1ntegritatsbereich von endlichem Transzendenz
grad" heiBen. - 1st .):1 ein PrimideaJ. aus 3, so bezeichnen wir mit ~ll 
den Restklassenkorper 311/ (.):1 • 311) und fassen nach 1. ~ll als Quotienten
korper von 3/.):1, 3/.):1 als Oberring von ~o auf. Unter der "Dimension" 
von .):1 verstehen wir den gemeinsamen Transzendenzgrad, den 3/.):1 und ~ll 
fiber ~o besitzen. 

Hat .):1 die Dimension m, so gibt es in 3 genau m, aber nicht mehr 
Elemente aI' ... am' die in ~ll algebraisch uilabhangige Restklassen 
erzeugen, die also die Eigenschaft haben, daB kein Polynom p (aI' ... am) 
mit Koeffizienten aus ~o zu .):1 gehort. 311 entha.J.t dann den ganzen 
Korper ~o (aI' ..• am), fiber dem ~ den Transzendenzgrad n - m be
sitzt. Daraus folgt sofort: 

In 3 ist die Dimension m eines Primideals .):1 =1= (0) stets kleiner als n. 
Ware namlich m = n, so ware jedes Element von 3 vom Korper 

1 AIle auftretenden Korper und Ringe enthalten ~o als Teilbereich. Bei 
"Transzendenzgrad" und "algebraisch unabhlingig" ist, falls nichts anderes aus
driicklich bemerkt, immer stillschweigend "hinsichtlich ~o" zu erganzen. 
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S'eO(a1, ••• am) algebraisch abhangig, und da S nullteilerfrei ist, mfiBte S 
Korper statt echter Integritatsbereich sein. - Sind 13 und 13' ::> 13 zwei 
Primideale aus S, so ist die Dimension von 1J' in S gleich der Dimen
sion von 13'113 in S/l3, also kleiner als die Dimension von 13. Daraus 
ergibt sich allgemein: 

Es sei 131::> 132 ::> •.• ::> 13m eine Primidealkette, #i sei die Dimension 
von l3i in S. Dann gilt die Ungleichung 0 <#1 < #2 < ... < #m < n. 
Es ist daher m < n, und aus m = n !olgt #i = i - 1 (i = 1, ... n) . 

Der Transzendenzgrad n tiefert also eine feste Schranke fUr die 
Gliederzahl jeder Primidealkette VI::> 132 ::> ••• ::> 13m' Mehr HiBt sich 
im allgemeinen nicht aussagen; insbesondere kann es bei geeignetem S 
vorkommen, daB ein Primideal der Dimension m zwar Primoberideale 
von der Dimension m - 2, m - 3, ... 0, aber kein einziges Primober
ideal der Dimension m - 1 besitzt. - Dagegen lassen sich einige fUr 
die Polynomringe wichtige, vor allem von "VAN DER W AERDEN sehr 
haufig benutzte Kunstgriffe bereits in beliebigen Integritatsbereichen 
von endlichem Transzendenzgrad anwenden: 

Sind aI' .•. an irgendwelche n algebraisch unabhangige Elemente 
aus S, und ist 13 ein Primideal der Dimension m, so kann man durch 
geeignete Numerierung stets erreichen, daB a], ... am in sep algebraisch 
unabhangige Restklassp.n erzeugen, so daB Sp den ganzen Korper 
Bo = seO(al •... am) enthait. Geht man nun von S zu dem Quotienten
ring 3 = S . Bo fiber, und wahlt man in 3 den Korper Bo an Stelle 
von seo zum Grundkorper, so ist in 3 die Dimension jedes Primideals 
fiber Bo urn m Einheiten niedriger als die Dimension des zugehorigen 
Verengungsideals aus S fiber seo' Insbesondere hat ~ = 13 • 3 fiber Bo 
die Dimension O. ' ' 

Diese Bemerkung gestattet es oftmals, einen Beweis nur ffir den 
Fall zu ffihren, daB ein gegebenes Primideal die Dimension 0 besitzt 
und das gewonnene Ergebnis sofort auf Primideale beliebiger Dimen
sion zu fibertragen. Die Dimensionserniedrigung konnte auch dadurch 
erzwungen werden, daB man statt zu 30 zu dem im allgemeinen groBeren 
Ringe SP und wieder zum Grundkorper Bo fibergeht. Aber die Wahl 
von S· Bo hat oft formelle Vorzfige, z. B. ist S· Bo stets gleichzeitig 
mit S Polynomring oder "endlicher Integritatsbereich". 

Ein zweiter Kunstgriff besteht in der algebraischen Erweiterung 
des Grundkorpers, also im Ubergang zu 3 = s· sl'o' wobei ~o fiber ~o 
algebraisch ist. Ein beliebiges Primideal 13 aus S ist, wie leicht nach
zurechnen, stets gleich seinem Zurfickleitungsideal (13 • 3) n s; daraus 
folgt, daB in 3 mindestens ein "fiber 13 liegendes" Primideal ~ existiert, 
das 13 zum Verengungsideal hat; ~ muB dieselbe Dimension besitzen 
wie 13, weil der Restklassenkorper Sl'Ji als algebraischer Oberkorper 
von ~p aufgefaBt werden kann. 
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1st ~o fiber Sfo "separabel" (algebraische Erweiterung erster Art 
im Sinne von STElNITZ [3]), so laBt sich dieses Ergebnis wesentlich ver
scharlen: 

Das Erweiterungsideal ii=-lJ' § ist dann gleich dem Durch
schnitt aller fiber -lJ liegenden V. 

Beim Beweis darf man sich auf den Fall beschranken, daB io fiber 
Sfo und damit auch der Quotientenkorper ~ von .§ fiber dem Quotienten
korper Sf von ~ normal ist. Zwei Ideate al und aa sollen konjugiert 
heiBen, wenn sie durch einen Automorphismus von i fiber Sf inein
ander fibergefiihrt werden. Ein Ideal a, das mit allen Konjugierten 
identisch ist, wird invariant genannt. - 1st nun Vo ein festes, fiber -lJ 
liegendes Primideal mit den konjugierten Primidealen Vl' ... VT' •.. , 
so ist b = 4 VT invariant und b n ~ = Vo n ~ = ... = VT n ~ = ... = -lJ. 
Die Gleichung a = -lJ . .§ = 4 VT = b ergibt sich daher unmittelbar aus 
dem folgenden Hilfssatz: 

In.§ ist jedes invariante Ideal ii Erweiterungsideal eines Ideals aus ~. 
ii=n.§. 

In der Tat, es sei al C n, und es sei der tiber Sfo endliche Normal
korper io so bestimmt. daB ~ £; ~o und a c st' . ~o. Sind dann a2 • ••• ' an 
die Konjugierten von al in Sf· st:o• so liegen a2 • ••• an nach Vorausset-

n 
zung in it und es gelten n Gleichungen ai = ~ ai' (Xik. bei denen al • ••• an 

&=1 
Elemente aus ~ und {(Xii' ... (Xin} (i = 1, ... n) konjugierte Basen von 
s% tiber Sfo sind; wegen der Separabilitatsvoraussetzung ist dabei I (Xik I =1= 0 
(i, k = 1, ... n). a enthiilt daher gleichzeitig mit al stets auch gewisse 
Elemente all ••• an aus ~, aus denen sich al linear kombinieren laBt, 
d. h. es ist a = (a n ~) . .§. - 1st jedes Ideal aus ~ gleich seinem 
Zuriickleitungsideal hinsichtlich ,3, eine Bedingung, die z. B. immer 
erfiillt ist, wenn ~ fiber Sfo Polynomring. so kann man die Primarideale 
nach denselben Methoden behandeln wie die Primideale und kommt 
zu dem Satz: 

Unter der Separabilitatsvoraussetzung ist das Erweiterungsideal 
q. § eines Primarideals q aus ~ Durchschnitt von Primaridealen 'ii' 
deren zugehOrige Primideale Vi aIle fiber dem zu q gehOrigen Prim
ideal -lJ liegen. 

Uber die Anzahl der Primideale $. die fiber einem bestimmten 
Primideal -lJ von ~ liegen. geben folgende Ubedegungen Auskunft: 

1st io endliche Erweiterung von st'o, so liegen selbstverstandlich 
tiber -lJ immer nur endlich viele V. - FaBt man den Restklassenkorper Sfp 

als Oberkorper von Sfo auf, so wird St'p einen groBten Unterkorper Ep 
enthalten, der tiber Sfo algebraisch ist. 1st Ep = Sfo, so tiberzeugt man 
sich leicht, daB in .§ tiber -lJ stets nur ein einziges Primideal $ liegt. 
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und daB der Restklassenkorper ~v aus dem Restklassenkorper stp (an
schaulich ausgedrtickt) einfach durch Adjunktion von ~o entsteht. 
Daraus folgt weiter: 

1st £\1 endliche Erweiterung von sto - eine Voraussetzung, die 
z. B. immer erfiillt ist, wenn S Polynomring -, so liegen tiber -\.1 in § 
immer nur endlich viele Primideale, selbst dann, wenn ~o der zu sto 
gehorige algebraisch abgeschlossene Korper ist. 

Die Satze tiber das Verhalten der Primideale bei algebraischer Er
weiterung des Grundkorpers gestatten es in der Theorie der Polynom
ringe oftmals, bei den Beweisen den ursprtinglich gegebenen Grund
korper sto stillschweigend durch eine geeignete algebraische Erweite
rung, haufig sogar ohne weiteres durch den zugehorigen algebraisch 
abgeschlossenen Korper zu ersetzen. 

Fur den Spezialfall der Polynomringe vgl. zum Verhalten der Prim
ideale bei algebraischer Erweiterung des Grundk6rpers v AN DER W AERDEN 

[6J § S. 

17. Endliche Integritatsbereiche und Polynomringe. Ungemischt
heitssatze. Ein Integritatsbereich S mit dem Grundkorper sto soU 
(tiber sto) "endlich" heiBen, wenn S aus der Menge alier Polynome in 
endlich vielen Elementen aI' ... am mit Koeffizienten aus sto besteht. 
Sind die ai=xi algebraisch unabhangig, so hat man es mit dem Poly
nomring '.15m=sto [Xl' ... X",] zu tun, und der Transzendenzgrad von S 
ist genau gleich m. Bestehen aber zwischen den ai algebraische Rela
tionen, so ist der Transzendenzgrad n von S kleiner als m, und man 
erhalt einen zu S isomorphen Ring, wenn man das Restklassensystem 
'.15m/-\.1" des Polynomrings '.15m nach einem geeigneten Primideal -\.1" der 
Dimension n bildet. Aus dieser lsomorphie folgt der wichtige Satz, 
daB jeder endliche Integritatsbereich ein O-Ring ist. - Berm Studium 
der endlichen Integritatsbereiche geht man in der Regel so vor, daB 
man zuerst den SpezialfaH der Polynomringe behandelt und dann die 
Ergebnisse soweit als moglich auf beliebige endliche Integritatsbereiche 
ausdehnt. Die Moglichkeit dieser Ausdehnung beruht genau besehen 
vor aHem auf dem folgenden einfachen, in der Literatur haufig benutzten 

N ormierungssatz: In einem endlichen Integritiitsbereich Q;n vom 
Transzendenzgrad n lassen sich stets n algebraisch unabhiingige Elemente 
u I , ••• u" so bestimmen, dafJ jedes Element a aus Q;" vom Polynomring 
\:]5/1 = sto [u I , ••• un] "ganz abhiingt", also einer Gleichung aT + VI aT -1 + ... 
+ vT = 0 mit Koejjizienten Vi aus '.15" geniigt. 

Es sei Q;n = sto [aI' ... am] - (m > n) -, und es sei die Nume
rierung so gewahlt, daB aI' ... an algebraisch unabhangig sind. Bjldet 

m-i+l 
man nun mit Koeffizienten Cik aus sto die Linearformen u i = ~ cil,ak 

k=l 

(i = 1, ... m), so sieht man leicht, daB uI ' ••. Un bei "nichtspezielier" 
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Wahl der c'A: algebraisch unabhangig sind, wiihrend (fiir i = 1, ... m-n) 
un+i jeweils einer Gleichung u~+i + vi! u~+l + ... + Vir; = 0 geniigt. 
bei der die Koeffizienten Vu (k = 1, ... r i ) Polynome in U I , ••• Un+i - 1 

iiber seo darstellen. - Darans folgt dann ganz elementar die zu be
weisende Behauptung. - Die "nichtspezielle" Wahl der CiA: ist aller
dings nur moglich, wenn seo unendlich oder doch wenigstens "hinrei
chend" viele Elemente enthaIt. Sollte aber diese Bedingung nicht er
ffillt sein, so kann man sie in allen praktisch wichtigen Fallen dadurch 
erzwingen, daB man den Grundkorper seo einer algebraischen Erweite
rung hinreichend hohen Grades unterwirft (vgl. 16.). - (Erste wichtige 
Anwendung des Normierungssatzes wohl bei NOETHER [9].) 

Die Grundlage fUr die eigentliche Dimensionstheorie der Polynom
ringe und endlichen Integritatsbereiche bildet die Bemerkung; 

1m Polynomring $n = seo [Xl' ••• x,J ist jedes minimale Primideal 
Hauptideal .\) = (P). EnthaIt nun 'das Basiselement p etwa die Vari
able xn wirklich, so tritt xn in allen Polynomen von V auf, und es miissen 
daher Xl' ••• Xn _ 1 im Restklassenkorper se.p algebraisch unabhangige 
Klassen erzeugen. D. h. also: In $n hat jedes minimale Primideal genau 
die Dimension n -1. 

DaB dieser letzte Satz auch fiir beliebige endliche Integritatsbereiche 
gilt, ergibt sich auf Grund des Normierungssatzes aus einem allgemeinen 
Theorem iiber das Verhalten der Primideale bei ganz algebraischen Er
weiterungen. Wir werden dieses Theorem erst in 48. besprechen, ob
wohl es gewissermaBen an die Untersuchungen von 16. ankniipft. -
Ein anderer Beweis kann der VAN DER WAERDENschen Vielfachheits
theorie entnommen werden (vgl. 27.). - Nachdem einmal gezeigt ist, 
daB nicht nur in jedem $n. sondem auch in jedem ~n alle minimalen 
Primideale n - i-dimensional sind, schlieBt man leicht weiter: 

In jedem ~n besitzt fiir r > 0 j~des r-dimensionale Primideal V. 
mindestens ein r -1-dimensionales Primoberideal. 1st femer V. ein 
Primoberideal von Vr von einer Dimension s <:: r - 2, so gibt es stets 
ein r -1.-dimensionales Primideal V.-l' fiir das die Beziehung 
V. c V.-l C V. gilt. 

DaB V. iiberhaupt echte Primoberideale hat, folgt daraus, daB ~n/Vr 
als endlicher Integritatsbereich vom Transzendenzgrad r > 0 kein 
Korper sein kann (Beweis mit Hille des Normierungssatzes). 1st femer 
auBer Vr auch V. gegeben, und bedeutet a ein nicht zu V. gehoriges 
Element aus V., so muB wegen V~ + (a) c V. mindestens eines der end
lich vielen minimalen Primoberideale von V. + (a), etwa V, in V. ent
halten sein. - In ~r = ~n/V. ist (V. + (a»)/.\). Hauptideal und V/V. 
minimales Primoberideal von (V. + (a))fv •. Nach 15. ist also V/V. in @iT 
minimal, und da ~. den Transzendenzgrad r hat, muB V/V. in ~r und 
damit auch V in ~n die Dimension r - 1 besitzen. - Man gewinnt 
nun sofort den abschlieBenden 
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Dimensionssatz: In jedem Q;n besitzt jedes minimale Primideal 
die Dimension n - 1, jedes maximale die Dimension O. Sind,):l, und 
.):Is ::::>,):Ir zwei Primideale von den Dimensionen r und s < r, so besitzt 
jede Primidealkette -P8::::> ,):1(1) ::::> ••• ::::> ,):I(q) ::::> ,):Ir, die nicht durch Zwischen
schaUung eines weiteren Gliedes verlangert werden kann, genau r - s + 1 
Glieder (q = r - s - 1). 

Ein Primideal.p aus Q;n besitzt dann und nur dann die Dimension r, 
wenn mindestens eine Primidealkette .p c ,):1(1) C ,):1(2) C ••• (bzw . .p::::> ,):1(1) 

::::> .p(2)::::> ••• } von der Gliederzahl r + 1 (bzw. n - r), aber keine von der 
Gliederzahl r + 2 (bzw. n - r + 1) existiert. 

Zieht man noch den PrimideaIkettensatz von 15. heran, so ergibt 
sich schlieBlich: 

In Q;n besitzt jedes'minimale Primoberideal eines Ideals a = (aI' ... ar) 
mindestens die Dimension n - r. 

Der Dimensionssatz samt seinen Vordersatzen kann miihelos auf jeden 
Nullteilerring m iibertragen werden, der iiber einem Grundkorper seo endlich 
ist, dessen Elemente also iiber seo Polynome in endlich viel festen Elementen 
a l •••• am darstellen. Dabei andert sich an der Dimensionsdefinition gar
nichts, da fiir jedes Primideal V c: m der Ring mIl' endlicher Integritii.tsbereich 
ist; man wird nur diesmal kein Primideal (auch die endlich vielen minima
len Primoberidealel'r, ... V.:" von (0) nicht) von der, Betrachtung ausschlieBen. 
1m iibrigen gibt es zu jedem V c: m' ein l't ~ V, und man kann bei der 
Dimensionsuntersuchung der Primoberideale von V den Nullteilerring m 
durch den Integritii.tsbereich m/l't ersetzen. - Den Transzendenzgrad von m 
definiert man als die Maximalzahl von in m enthaltenen, liber seo algebraisch 
unabhangigen Elementen oder auch (formell verschieden, aber inhaltlich 
gleichwertig) als die groBte unter den Dim~nsionen der Primideale l't. 

Besonders scharfe Dimensionssatze gelten fiiI die Polynomringe. 
Dem PolynomideaI a aus ~n = $to [Xl' ••• xJ mage die Dimension m 
zugeschrieben werden, wenn mindestens ein PrimoberideaI die Dimen
sion m, keines aber eine hahere Dimension aIs,m besitzt1• Haben aile 
"zu a geharigen" PrimideaIe genau die Dimension m, so soIl a "un
gemischt m-dimensional" heiBen. 

MACAULAYScher Ungemischtheitssatz: Es sei II a,.!: II (i=1, ... s; 
k = 1, ..• r; s s: r) eine Matrix aus ~n' 11"" I (~) seien die durch 

Spaltenstreichung aus ihr abgeleiteten Determinanten s-ten Grades. Dann 
hat das Ideal a = (11' ... I (~)) eine Dimension d ~ n - r + s - 1, und 

es ist a sicher ungemischt, laUs d = n - r + s - 1 . 
Zum Beweise sei zunachst bemerkt: d:> n - r + s - 1 folgt aus 

der Tatsache, daB man r-s+1 Determinanten Ii - etwa 11, ... 1,-8+1 -
so ausw1ih1en kann, daB ihr Verschwinden das aIler iibrigen nach sich 
zieht, daB also (ft, .•• I'-Hl) und a dasselbe Radikal besitzen. - Die 
Ungemischtheitsbehauptung ist richtig fiir r = s, well dann a = (11) 

1 An Stelle der Idealdimension d benutzen LASKER und MACAULAY im 
allgemeinen den durch die Gleichung r = n - d definierlen "Rang" r. 
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Hauptideal; beim Beweise fiir r > s hat man nur zu zeigen, daB bei 
d = n - r + s - 1 > 0 jedes nulldimensionale Primideal ~ zu a 
prim ist, und man darf dabei $to algebraisch abgeschlossen annehmen, 
so daB ~ = (Xl - ~, .•• xn - I¥n) wird. (Kunstgriffe von 16.!) 

Es sei nun zuerst s = 1, II lid = /1/11' ••• 11r/l, d = n - r. Be-
r 

stimmt man dann die Polynome Ii = IIi + ~eikla (i =1, ... r; eikc$tO) 
k=Hl 

so, daB das Unterideal (11, ••• Ii> von a = (11, •.• I;) jeweils genau die 
n 

Dimension n - i besitzt, so wird a: (y) = a fiir jedes y = ~ di (Xi - I¥i) 
1 

aus ~, das so gewiihlt ist, daB es weder zu einem minimalen Primober-
ideal von (/i, ... 1;-1) noch zu einem solchen von (/i, ... I;) gehOrt. 

In der Tat, ~n-l = ~nl(y) ist ein Polynomring in n-1 Variablen, 
in dem die Ideale (t;., ... (,-1) und (t;., ... (,) die Dimensionen n - r 
und n - r - 1 besitzen. Man darf daher beim InduktionsschluB 
(Ii, ... (,-1) in ~n-l ebenso wie (/i, ... 1;-1) in ~n als ungemischt 

r 
voraussetzen, 

r _ 
und aus y. F = ~ gi Ii ergibt sich der Reihe nach: 

1 1"-1 

o =~gili, gr C (t;., ... 7;-1), gr = ~ hdi + y. h; y. (F - h· I~) 
1 

r-l 
1 

= ~ (gi + hi) • Ii, F - h . I; c (/i, . . . I~ -1), F c (11, ••• I;)· 
1 

dem damit fur (11, ... I;) bewiesenen Ungemischtheitssatz 
r 

- Aus 

schlieBt 

man erganzend leicht weiter: 1st ~hd',; = 0 in ~n' so ist hi =~Uiklk 
(i - 1 n)' U - U 1 k=l=i - ,... , ik - - ki' 

Dieses letzte Ergebnis kann aber auf Matrizen /I lik /I mit s > 1 Zeilen 
verallgemeinert werden, und zwar in folgender Fassung: 

Hat a=(/I' ... I(~)) die Dimension n-::--r+s-1, undist~hzlz=o, so 

gelten (~) Gleichungen hz = tt UZiJc lik derart, daB der Ausdruck ~ hz Iz 

identisch verschwindet, wenn man ihn als homogene Funktion s+1-ten 
Grades in den lik mit linear aus den UZik zusammengesetzten Koeffizienten 
darstellt. - Der Beweis dieser Behauptung, aus der nachtraglich der 
Ungemischtheitssatz fur (11" .. I(~)) durch eine ganz leichte Rech-

nung folgt, erfordert zunachst eine geeignete Spaltentransformation 
r . 

lik = lik+ ~elklil (i = 1, ... S; k = 1, ... r; elk c $to) der Matrix /I lid, 
Z=k+l 

und alsdann fur s = 2, 3, . . . jeweils einen etwas miihsamen Induk
tionsschluB nach (von s + 1 ab) wachsender Spaltenzahl r. 1m ubrigen 
handelt es sich grundsatzlich um' ahnliche lJbedegungen wie oben beim 
Spezialfall s = 1. - Die wichtigste Anwendung des allgemeinen Un
gemischtheitssatzes sei nochmals besonders formuliert: 
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Hat in ~n das Ideal 0 = (11' ••. Ir) die Dimension n - r, so ist as 

fUr jedes s ungemischt. 
(Ffir s = 1, also fUr 0 selbst, wurde der Beweis oben im einzelnen 

11 .... Iro .... 0 

ausgefUhrt; fUr s> 1 betrachte man die Matrix 011···· Ir O ... 0 .) 
00/1···· ...... . 

Ein weiterer MACAULAYScher Ungemischtheitssatz bezieht sich auf 
"H-Ideale", d. h. auf Ideale, die eine Basis von homogenen Formen be
sitzen (vgl. 23.). - Ein m-dimensionales Ideal a aus $" kann entweder 
dadurch nuUdimensional gemacht werden, daB man die "passend" ge-
wahlten Variablen Xl' ... Xm in den Grundkorper wirft, also a' = a . $ .. -m 
in $,,-m = $,. . 5fo (Xl' ... Xm) bildet (Kunstgriff von 16.), oder auch daclurch, 
daB man ohne Anclerung des Grundkorpers von a in $,. zu Ii = (a + (Xl' ... X,.)) I 
(Xl' ... xm) in 1.13,.-m=$,./(Xl , ... xm) iibergeht. MACAULAY nennt nun ein H
Ideal perfekt, wenn (fiir jedes I) stets a' iiber 5fO(xl ••• xm) genau so viel 
linear unabhiingige Polynome vom hochstens I-ten Grade in X.,+l, ... x,. 
enthiilt wie a iiber 5fo• Es zeigt sich dann, daB aIle perfekten H-Icleale 
ungemischt sind. 

Leider verbietet es der Platzmangel, auf den Beweis dieses MACAULAY
schen Satzes naher einzugehen. Ebenso kann auf die weiteren Unter
suchungen iiber perfekte Ideale uncl insbesondere auf die interessanten 
Beispiele, durch die MACAULAY das Versagen des Perfektheitsbegriffs bei 
Nicht-H-Idealen zeigt, hier nur hingewiesen werden. 

Literatur: VAN DER WAERDEN [3J, [15J § 90 (Dimensionstheorie cler 
Polynomideale); MACAULAY [3J Nr. 48-53 (Ungemischtheitssatze); MACAU
LAY [3J Nr. 88ff., [5J Nr. 6 (Definition und Eigenschaften der perfekten 
Ideale). - Der Spezial£all a = (fl' ... IT) des Ungemischtheitssatzes, der 
fiir H-Icleale bereits von LASKER stammt, ist in VAN DER WAERDEN [15J 
§ 95 ausfiihrlich behandelt; in VAN DER WAERDEN [8J § 3 findet sich eine 
leicht beweisbare, wichtige Verallgemeinerung: Der Satz gilt, faUs a selbst 
eine Dimension s > n - r haben soUte, wenigstens fiir jedes LK.I. von a, 
das genau die Dimension n - r besitzt. 

18. Allgemeine und spezielle Nullstellen eines Polynomideals. 
Bereits in 2. haben wir NulIstelIentheorie der Polynomideale getrieben, 
aber unter der speziellen Voraussetzung, daB Sl'o der K6rper aller kom
plexen Zahlen ist, und unter Beschrankung auf solche NullstelIen, die 
im Grundk6rper liegen. - Es sei jetzt ~n = Sl'o [Xl' ... xn] ein Poly
nomring fiber einem beliebigen Grundk6rper Sl'o; dann heiBt ein System 
~1' ... ~n aus einem beliebigen Oberk6rper 2 von Sfo NulIstelIe des 
Ideals a aus ~n' wenn P(~l"" ~n) = o fUr jedes P(Xl' ... xn) C o. 
Der zwischen Sfo und 2 liegende K6rper SfO(~l' •.. ~n) wirdals "ein 
Nullstellenk6rper" von 0 bezeichnet, sein Transzendenzgrad (fiber 
Sfo) heiBt die "Dimension" der NulIstelIe ~l' ... ~n' "Algebraische" 
NulIstelIen sind solche von der Dimension O. - Zwei NulIstelIen 
~1' ... ~n und 'YII, ..• 'YIn von 0 werden abstrakt dann und nur dann 
als gleich angesehen, wenn die Zuordnung Sfo ... ->-Sl'o, ~i"""'YIi (i = 1, ... n) 
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die Korper SPo (~l> ... ~,,) und SPo (171' ••. 17,,) isomorph aufeinander ab
bildet. Zwei in SPo selbst liegende NulIstelIen sind offenbar dann und 
nur dann abstrakt gleich, wenn sie identisch sind (~i = 1'/i (i = 1, ... n)). 
Dagegen konnen in einem echten Oberkorper B von SPo NulIstellen auf
treten, die abstrakt gleich, aber in B verschieden sind (~i =1= 17i fUr 
mindestens ein i). - Aus der alIgemeinen NullstelIendefinition ergibt 
sich zwanglos ohne jeden Kunstgriff: 

Die Menge alIer abstrakten NulIstelIen entspricht eindeutig umkehr
bar der Menge alIer Primoberideale von a. Das der NulIstelle ~l' •.. ,;" 

zugeordnete Primideal lJ besteht aus allen den a (Xl' .•. X,,), fiir die 
a(~l' ... ~,,) = 0; der dem PrimideallJ entsprechende Nullstellenkorper 
SPO(~I"" ~,,} wird durch die Zuordnung SPo+->-SPo, ~i+->-Xi isomorph 
auf den Restklassenk6rper SPlJ abgebildet. Die NullstelIe ~l' ••• ~" hat 
also stets dieselbe Dimension wie ihr zugeordnetes Primideal. - Die 
endlich vielen abstrakten NulIstelIen, die den (im Sinne von 2.) "zu 
a gehorigen Primfdealen" entsprechen, heiBen "wesentliche" Null
stelIen von a. Ein Primideal lJ hat nur eine wesentliche NulIstelIe; 
diese hat dieselbe Dimension wie lJ und bestimmt SPlJ und damit lJ 
selbst eindeutig. 

Ais wichtiges Beispiel fUr die Anwendungsmi:iglichkeiten des abstrakt'en 
N ullstellenbegriffs sei der folgende Satz hervorgehoben: 

Sind I, (x) (i = 1, ... r < n) algebraisch unabhangige Polynome aus $n. 
so haben die Gleichungen Ii (x) = ai (i = 1, ... r) bei unbestimmten ai 
in dem zu Sf~ = Sfo (al , •.• ar) gehi:irigen algebraisch abgeschlossenell 
Ki:irper stets eine n - r-dimensionale Li:isungsmannigfaltigkeit. 1st zu
nachst n = r, n - r = 0, so ist SfOUl"" In) = Sf rein transzendente 
Erweiterung von Sf 0' Sf (Xl' ... Xn) algebraischer Oberki:irper von Sf . 
Ersetzt man nun rein formal Ii durch ai, Xi durch ~i' so ergibt sich sofort 
die Isomorphie von Sfo (~l' ... ~n) zum Restklassenring des Ideals 
(11 - aI' ... , In~- an) = 1J aus Si\~· $n = $~. 1J ist also in $~ nulldimen
siollales Primideal, und das System ~l"" ~n ist N ullstelle von 1J, also 
Li:iSUllg der Gleichungen Ii = ai (i = 1, . ' .. r). - Der Fall n > r wird ganz 
analog ededigt; insbesondere erkennt man wieder, daB (11 - aI' ... Ir - a,.) 
in ~ ein n - r-dimensionales Primideal sein muB. -

In ~" hat nach 17. jedes a nulldimensionale Primoberideale und 
damit auch algebraische NulIstelIen. Diese Bemerkung ermoglicht nach 
RABINOWITSCH [1] einen ganz elementaren Beweis fiir den bereits in 2. 
erwahnten 

Nullstellensatz von HILBERT: 1st P(IXI' .•• IX,,) = 0 fur iede 
algebraische Nullstelle IXI , ••• IX" von a, so ist P(XI' .•• x,,)f! c a riir 
gro(Jes (!. (HILBERT [2J, II § 3.) 

Es sei a = (al , ••• ar), al bedeute das Ideal (aI' ... ar , 1 + X" + 1 • P) 
in ~"+1 = ~,,[X"+IJ. al hat offenbar iiberhaupt keine NulIstelle, es 
muB daher al = ~"+1 sein und somit eine Gleichung 

r 
1 =.2' ai (Xl' ... X,,) .Ai (Xl • ... Xn +1) + (1 +P(xl • ... Xn )'X,,+I)' C (Xl' ... X" + 1) 

1 
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r ( -1) gelten. Daraus folgt 1 = L a. (Xl' .•• Xn) • A. Xl' ••• Xn' p ( X) oder 
1 Xl' .,. " 

r 

nach Wegschaffung der Nenner P (Xl' ... XnY·'=L ai(XV ••• xn)· b.(Xl' ... Xn)' 
1 

Aus dem HILBERTschen Nullstellensatz ergibt sich sofort: Ver-
schwindet P ffir alle algebraischen Nullstellen des Primideals -lJ, so 
ist pc",; ein Primideal -lJ ist also durch die Menge seiner algebraischen 
Nullstellen eindeutig bestimmt. Damit ist der bereits in 2. benutzte 
Fundamentalsatz fiber den eindeutig umkehrbaren Zusammenhang 
zwischen Primidealen und irreduziblen algebraischen Mannigfaltigkeiten 
vollstandig bewiesen. 

Die wichtigste Aufgabe der Nullstellentheorie ist die Konstruktion 
einer Parameterdarstellung ffir die Menge aller Nullstellen eines ge
gebenen etwa m-dimensionalen Primideals ",. Eine sehr elegante Losung 
wurde neuerdings von VAN DER W AERDEN gefunden: Man denke sich 
von vomherein Xl' ••• xn so gewahlt, daB im Restklassenkorper !'tll die 
Elemente Xm+l' ... xn algebraisch ganz vom Polynomring !'to [Xl , ... Xm] 
abhangen. (Normierungssatz von 17.1) Setzt man dann ji =u1xm +1 + ... 
+ un_mxn mit neuen Unbestimmten u. als Koeffizienten, so genfigt ji 
fiber dem Korper 2 = !'to (Xl' .•. Xm) einer irreduziblen Gleichung 

r 
E (ji; Xl' ... Xm; u) =ji' + Pljir-l+ ... + Pr = II (ji - (UIX~+1 + .. + Un_ m X~») 

i~l 

=0 (X~)=Xk (k=m+1, ... n», bei der die Koeffizienten Pi Polynome 
fiber !'to in Xl' ••. xm , ul .... un _ m sind, und es gilt der Satz: 

Sind 'YJl,'" 'YJm beliebige Elemente aus irgendeinem Oberkorper .2 
von !'to, und bestimmt man ul'YJm+1 + ... + un-m'YJn als Wurzel der 
Gleickung E(z; 'YJl' ••• 'YJm; u) = 0, so ist 'YJl' ••• 'YJn NuUsteUe von -lJ. 
Umgekekrt lapt sick jede NuUsteUe von", aul diese Weise gewinnen. 

Durch die Gleichung E(z; Xl' ••• xm; u) = 0 sind also alle Null
stellen von '" als algebraische Funktionen der unabhangigen Parameter 
xl> ••• xm dargestellt. 

Der zweite Teil der Behauptung ist fast selbstverstandlich. Die 
Gleichung E(u]'YJm+1 + ... + un-m'YJn; 'YJl' ••• 'YJm; u) = 0 gilt nach De
finition von E, wenn 'YJl' ••• 'YJn die wesentliche Nullstelle von", be
deutet; sie muB daher auch richtig bleiben, wenn man von der wesent
lichen zu irgendeiner speziellen Nullstelle fibergeht. - Es bleibt nur 
noch zu zeigen, daB bei beliebiger Wahl von 'YJ], ... 'YJm jede Wurzel C 
von E(z; 'YJl' ••• 'YJm; u) = 0 die Gestalt C·= ul 'YJm+1 + ... + un-m'YJn 
besitzt, wobei 'YJl>'" 'YJn Nullstelle von ",. Sei -lJ = (/1' ••• f.), y = 
z - (U]Xm+l + ... + un_mxn) und bedeute Ri(Xl , ••• Xm, z) (i= 1, ... 1) 
ein aus 11"" f" y durch Elimination von xm+1 , ••• xn gebildetes 
"Resultantensystem", dessen Ver~chwinden ffir die Losbarkeit der 
Gleichungen 11 = ... = f. = y = 0 notwendig und hinreichend ist 
(vgl. 22.). Dann folgt bei unbestimmten Xl' ... Xm aus E (z; x], ... X1/t; 1$) 
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= 0 sieher R;,(x1 , ••• xm; z) = 0 (i = 1, ... l); es ist also aueh 
Ri (1]l' •.. 1]m; C) = 0 (i = 1, ... l), es lassen sich daher 1]m+l' .•. 1]" 

so wahlen, daB 11(1]) = ... = 11'(1]) = 0, C = ul 1]m+l + ... + u"_m1],,. 
Der VAN DER WAERDENsehe Satz zeigt, daB die Nullstellenmannig

faltigkeit von .):I und damit das Primideal .):I selbst dureh das Polynom 
E (z; Xl' •.• xm; u) eindeutig bestimmt ist. Diese letztere Eigensehaft 
von E kann aueh ohne Nullstellenbetrachtungen rein korpertheoretiseh 
auf Grund der Bedeutung von E fUr den Aufbau des Restklassen
korpers srp uber "£ bewiesen werden, und zwar sehr einfaeh, sofem nur 
Ul %m+1 + ... + U"_m%,, ein primitives Element von srp uber"£ darstellt. 
1st allerdings (bei unvollkommenem "£) diese Bedingung nicht erfiillt, 
so gestaltet sieh der Beweis etwas umstandlieh; der Weg uber den 
VAN DER WAERDENsehen Nullstellensatz, bei dem keine storenden 
Sonderfalle auitreten, durfte daher grundsatzlich vorzuziehen sein. 

Sind ~il> ~i2' ••• konvergente komplexe Zahlfolgen mit den Grenz
werten'TJi (i=1, ... m), hat E(.,; Xl' ... X",; u) Zahlkoeffizienten und bedeutet 
Ul'TJm+l + ... + U .. -m'TJ" eine Wurzel von E(z; 'TJl'" . 'TJm; u) = 0, so kann 
man die Wurzeln Ul~m+l.k + ... + Un-m~ ... k von E(z; ~lk' ••• ~"'.k; U)= 0 
fur k = 1, 2, . .. stets so bestimmen, daB auch fur i = m + 1, ... n 
die Folge ~il' ~i2' • •• jeweils gegen 1}i konvergiert. Daraus ergibt sich 
sofort der 

Satz von J. F. RITT: 1st g(Xl"" x .. ) ein Polynom mit komplexen 
Koeftizienten, das nicht in allen Punk ten einer irreduziblen Manmgtaitigkeit 
M. ver5chwindet, 50 sind die Punkte von M, in denen g = 0 ist, Limespunkte 
von solchen Punkten von M, in denen g =f o. (RITT [2] S. 91.) 

(Man bedenke: Sind wie bisher Xl' ... X'" unabhangige Parameter fUr 
die m-dimensionale Mannigfaltigkeit M, so kann man den Fall eines be
liebigen Polynoms g(Xl' ... xn) durch Normenbildung auf den Fall eines 
nur von Xl' ... X'" abhangigen Polynoms G(Xl' ... xm) zurUckfuhren.) -
Der einfache Beweis des RITTschen Satzes ist vor allem deshalb wichtig, 
well bei den ublichen Primidealnullstellenkonstruktionen, die auf die Ein
fuhrung von Unbestimmten verzichten, immer gewisse "singuIare Null
stellen" ausgeschlossen werden mussen, die ein bestimmtes (allerdings von 
der Art der Konstruktion abhangiges) Polynom zu.O machen. Nach dem 
RITTSchen Satz konnen diese singularen Nullstellen im Falle des Grund
korpers aller komplexen Zahlen stets durch die erfaBbaren "regularen" 
Nullstellen approximiert werden. 

Literatur: NOETHER [6], VAN DER WAERDEN [8], [15] § 87-90, [19]. 
(In [19] die im Text besprochene Nullstellenkonstruktion und der Satz 
von RITT.) Bemerkenswert ist die Tatsache, daB das bei der Nullstellen
konstruktion des Textes auftretende Polynom E(z; Xl' ... X"'; u) in anderm 
Zusammenhang unter dem Namen "Involutionsform" bereits in NOETHER [1] 
vorkommt. 

19. Nullstellentheorie der Potenzreihenideale .. ,s" sei der Integri
tatsbereich aller der Potenzreihen P(Xl' ... x,,) mit komplexen Koeffi
zienten, die in irgendeiner Umgebung des "Nullpunkts" Xt = ... = x" = 0 
konvergieren. Ein Zahlsystem gl' ... g" heiBe Nullstelle des Potenz
reihenideals a, wenn fUr eine geeignete Basis (PI' . . . P r) von a die 
Gleiehungen Pl(g) = ... = p .. (g) = 0 gelten. Unter einem m-dimen-
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sionalen irreduziblen analytischen Gebilde soll ein nicht zerfallender 
endlich vielblattriger "Oberlagerungsraum einer schlichten m-dimensio
nalen Umgebung des Nullpunkts verstanden werden. 

Dann gilt der fur die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
Veranderlicher grundlegende 

Satz von WEIERSTRASS: Die Menge aller Nullstellen eines Potenz
reihenideals a = (PI' ..• Pr) erfullt in einer gewissen Umgebung des 
Nullpunkts (d. h. fur I ~.I <: R (i = 1, ... n») endlich viele irreduzible 
analytische Gebilde von hiichstens n - 1-ter Dimension. 

Nach W. RUCKERT kann der Satz von WEIERSTRASS sehr einfach 
dadurch bewiesen werden, daB man die algebraischen Methoden von 18. 
auf 3" ubertragt. Ais formales Hilfsmittel dient dabei eine leichte 
Verallgemeinerung des bekannten "WEIERSTRASsschen Vorbereitungs
satzes", sie sog. "WEIERSTRAsssche Formel": 

Es seien P(x) undQ(x) Nichteinheiten aus 3", also P(o) = Q (0) = 0; 
Q moge ein nur von x" abhangiges Glied wirklich enthalten, und zwar 
sei x~ die niedrigste in Q auftretende x,,-Potenz. Dann laBt sich in 3" 
die Einheit E(x) (E(O) =l= 0) eindeutig so bestimmen, daB P I= P-E· Q 

1'-1 

= ~ R, • x~ ein Polynom hochstens r - i-ten Grades in x" wird, dessen 
o 

Koetfizienten Ri im Nullpunkt verschwindende Potenzreihen in 
Xl' ••• X" -1 darstellen. 

Aus der WEIERSTRASSschen Formel folgt leicht, daB in 3" jedes 
Ideal eine endliche Basis hat, also als Durchschnitt endlich vieler 
Primarideale dargestellt werden kann. - Zum Beweis des WEIER
STRAssschen Satzes bleibt dann nur noch zu zeigen, daB die Nullstellen
mannigfaltigkeit jedes Primideals .lJ aus 3" ein irreduzibles analytisches 
Gebilde liefert, und dazu dient eine Nullstellenkonstruktion, die der 
in 18. ffir den algebraischen Fall durchgefiihrten ganz ahnlich ist. 

Es zeigt sich, daB bei passender Variablenwahl fUr ein gewisses m < n 
der Restklassenkorper srp von .lJ uber dem Korper 3! aller konvergenten 
Potenzreihenquotienten in Xl' ••• Xm endlich algebraisch ist, und mit 
Hille eines primitiven Elementes 1) = cl xm+1 + ... + c"_mx,, von srp 

uber 3! erMlt man fur die Nullstellenmannigfaltigkeit von .lJ eine Dar
stellung durch die Parameter Xl' ••• xm von der Art, wie sie in der 
Funktionentheorie .fiir die irreduziblen analytischen Gebilde ublich ist. 
(Dabei wahlt man in 1) fUr die ci diesmal Zahlen und keine Unbestimmten. 
Dementsprechend treten singulare Nullstellen, die Punkte der "Dis
kriminantenmannigialtigkeit von 1)", auf.) 

Die Dimension von .lJ ist naturlich gleich der Parameterzahl m. Sie 
kann aber auch wie bei den Polynomringen rem algebraisch durch die 
Langen der von .lJ ausgehenden Primidealketten charakterisiert werden. 
Zum Beweis hat man sich nur zu uberlegen, daB zu jedem echten Prim
oberideal von .lJ weniger als m Parameter gehoren, und daB mindestens 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 4 
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ein -1'1 ::> -I' mit genau m - 1 Parametem existiert. Das Hauptgewicht 
liegt dabei auf dem zweiten Punkt. Man zeigt, daB aus dem Rest
klassenk6rper von -I' durch zahlenmaBige Spezialisierung des Para
meters xm ein neuer Restklassenk6rper entsteht, durch den dann das 
gesuchte Primideal -1'1 definiert ist. 1m algebraischen Fall ist diese 
Methode auBerst bequem (vgl. VAN DER WAERDEN [15] S. 64); bei den 
Potenzreihen dagegen erfordert sie einen sorgfaltigen und etwas mfih
samen InduktionsschluB, auf dessen Einzelheiten wir nicht naher ein
gehen k6nnen. - Durch den Transzendenzgrad des Restklassenk6rpers ~ll 
laBt sich die Dimension von -I' in ~" nicht definieren; denn der Trans
zendenzgrad von $tll ist (vom trivialen Fall -I' = (Xl' ••• X,,), $tll = Sfo 
abgesehen) stets unendlich groB. 

Vgl. zum Texte RUCKERT [1] und [2]. 1m iibrigen ist hinsichtlich der 
Theorie der Potenzreihenideale noch nachdriicklich auf LA!:!KER [1] Kap. III 
hinzuweisen. Dort findet sich nicht nur der Basissatz und der Prinlar
komponentenzerlegungssatz, es wird auch die Theorie der "HILBERT

schen Funktion" (vgl. 24.) entwickelt und die Einfiihrung des "inversen 
Systems" (vgl. 25.) vorbereitet. Es ware zu wiinschen, daB diese LASKER

schen Untersuchungen bald eine ebenso einfache und modemisierte Dar
stellung finden, wie sie die Nullstellentheorie der Potenzreihenideale durch 
RUCKERT bereits gefunden hat. 

20. Das "Rechnen" mit Polynomidealen. Die Betrachtungen von 
20. bis 23. beziehen sich vor allem auf die Aufstellung von Methoden, 
die es gestatten, zu einem gegebenen Polynomideal (l = (aI' •.. a,) in 
einer endlichen, von vomherein angebbaren Schrittzahl die zugeh6rigen 
Primideale zu berechnen und eine "explizite Darstellung" der mit ge
wissen "Vielfachheiten" ausgestatteten wesentlichen Nullstellenmannig
faltigkeiten zu gewinnen. Es handelt sich also gewissermaBen um 
"praktische" Fragen, doch muB dabei das Wort "praktisch" in einem 
sehr eingeschrankten Sinne verstanden werden. Denn einerseits ist bei 
den meisten Berechnungen die Zahl der auszufiihrenden Einze1schritte 
so groB, daB an eine wirkliche Durchfiihrung nicht zu denken ist, und 
andererseits muB man gerade bei den wichtigsten Aufgaben die still
schweigende Voraussetzung machen, daB ein Polynom I (Xl' ..• X,,) 
fiber dem Grundk6rper $to stets in einer beschrankten Schrittzahl in 
seine irreduziblen Faktoren zerlegt werden kann, eine Bedingung, die 
nur in Spezialfallen wirklich erfi.illt ist, z. B. dann, wenn $to einen 
Primk6rper oder eine endliche Erweiterung eines Primk6rpers darstellt. 
(Vgl. VAN DER WAERDEN [12].) 

Bei den zunachst zu besprechenden rein formalen Aufgaben tritt 
allerdings diese letzte Hauptschwierigkeit noch nicht auf, da man nur 
zwei element are Satze fiber line are Gleichungssysteme im Polynom
ring ~,,= $to [Xli .•• x,J heranziehen muB: 

m 
H -Sat z: I n ~" gibt es zu iedem homogenen Gleichungssystem 

1: au, Uk = 0 (i = 1, ... l) endlich viel Losungen {Uk = /Xj:(!} (e = 1, ... M), 
j:=l 
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aus denen sich aUe in ~n liegenden Losungen linear mit Koetlizienten 
aus ~n darstellen lassen. Die Berechnung der {lXke} ertordert hOchstens N 
rationale Rechenoperationen, wobei die Schranke N nur von der Vari
ablenzahl n, der Gleichungszahl lund den Gradzahlen der Gleichungs-
koetlizienten aik abhiingt. m 

I-Satz: Hat in ~n das inhomogene Gleichungssystem ~ai1:Uk = bi 
k=1 

(i = 1, ... l) uberhaupt eine LiJsung, so hat es auch eine ausgezeichnete 
Losung {Uk = IX:}, bei der die Gradzahlen der IX: eine teste, nur von l, n 
und den Gradzahlender Gleichungskoetlizienten aik , b. abhiingigeSchrankeN 
nicht ubersteigen. 

Der H-Satz bildet einen Teil des HILBERTschen Satzes vom "Ab
brechen der Syzygienkette" (HILBERT [1J, Theorem 3), der I-Satz, 
der sich bereits bei KONIG [1J findet, wurde meines Wissens zuerst von 
G. HERMANN vollstandig bewiesen. Der Beweis ergibt sich beide Male 
durch InduktionsschluB ria.ch der Variablenzahl aus einer Reduktions
methode, die eine denkbar weitgehende Verallgemeinerung des be
kannten Euklidischen Divisionsverfahrens darstellt. 

Aus dem I-Satz und dem H-Satz folgt nun ohne nennenswerte 
Schwierigkeit: 

Sind aI' ... a,., b gegebene Polynome, so kann durch eine endliche 
Zahl von rationalen Rechenoperationen entschieden werden, ob b zu 
a = (aI' ... a,.) gehOrt oder nicht. - Sind die Ideale a = (aI' ... a,.) 
und b::::: (bl , ••• b.) gegeben, so laBt sich eine Basis von a + b, a· b, 
a n b, a: b jeweils durch eine endliche Zahl von rationalen Rechen
operationen bestimmen. 

In der Tat, die ZugehOrigkeit von b zu (aI' ... aT) hangt von der ,. 
Losbarkeit der inhomogenen Gleichung b = ~ Uk ak abo a + b 

1 

= (aI' ... b8), a· b = (al • bl , •.. a,.' b.) ist trivial. Die Bildung von 
an b ist gleichwertig mit der vollstandigen Losung der homogenen 

,. 8 

GleichUng ~ ukak + ~ 'IJk bk = O. FUr a: b gilt a: b ::::: (a: (bI ») n ... 
1 1 

n (a: (b8 ») , und zur Berechnung von a: (bi ) ist nur die Gleichung 
r 

~ Ukak + 'IJ • b. =' 0 vollstandig zu losen. 
1 

Auf Grund des H- und des J-Satzes konnen also in ~n alle elemen
taren Idealoperationen mit endlich vielen Schritten ausgefiihrt werden. 
Doch ist vor allem die Frage nach praktisch wirklich brauchbaren 
Kriterien fur die ZugehOrigkeit eines Elementes b zu einem Ideale 
a = (ai, ... aT) durch diese Feststellung noch keineswegs beantwortet. 

Literatur : HERMANN [1J § 2 und § 3. (Knappe und vollstandige Dar
stellung aller Satze von 20.) - Das Problem der Berechnung mit endlich 
vielen Schritten, das hier im Bericht nur gestreift wird, steht in der klassi-

4* 
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schen, an KRONECKER [1] ankniipfenden Polynomidealliteratur im Vorder
grund des Interesses. Man vergleiche vor allem das KONIGSche Lehrbuch 
(KONIG [1]) und die groBe Annalenarbeit von MACAULAY (MACAULAY [2]); 
siehe femer OSTROWSKI [5], eine Arbeit, deren ,;Obertragungsprinzip" 
tmmittelbar an den HILBERTschen Satz von der Syzygienkette bzw. an den 
H-Satz des Textes ankniipft. 

21 .• Gruppentheorie der Polynomideale. Zur Charakterisierung und 
Berechnung der zu einem Polynomideal a gehOrigen Primideale greifen 
wir auf die allgemeinen gruppentheoretischen Ubedegungen von 14. 
zuriick. Wir gehen aus vom Polynomring ~,,= SfO[Yl' ... y.J und er
weitem sofort den Grundkorper Sfo durch Adjunktion von Vnbestimmten 
Uik (i, k = 1, ... n). Die Anderung, die ~" durch diese Adjunktion 
erfahrt, wird nicht besonders hervorgehoben, femer setzen wir still
'schweigend voraus, daB im erweiterten Ring nur die sog. "trans
formierten" Ideale, d. h. die Erweiterungsideale der Ideale des ur
spriinglichen Ringes betrachtet werden sollen. Die einfachste Charakte
risierung der transformierten Ideale lautet: a ist dann und nur dann 
transformiert, wenn a gleichzeitig mit einem Polynom a (y; u) stets 
alle die Polynome in Yl> ... y" enthalt, die als Koeffizienten auftreten, 
wenn man a als Polynom in Un, ..• U"" darstellt. - Besonders wichtig 
ist die leicht beweisbare Tatsache, daB gleichzeitig mit a stets auch 
alle i.K.I. von a und aIle zu a gehorigen Primideale transformiert sind. 

" Fiihrt man in ~" an Stelle der Yi neue Variable Xi =1;Uik Yk 
k=l 

(i = 1, ... n) ein, so sind fur die transformierten Ideale aIle Xi gleich-
berechtigt, d. h. enthaIt a ein nur von X .. ' ••• Xi,. abhangiges Polynom, 
so enthaIt es auch fiir jede andere Variablenkombination xk1 , ••• xkr 

ein Polynom, das nur von Xk1 , ••• xkr abhangt. - 1st also insbesondere 
a = .» Primideal der Dimension n - m, so definieren xm+l ' ••• x" im 
Restklassenkorper Sf!, stets algebraisch unabhangige Restklassen. 

Wir betrachten nun neben ~" die Ringe ~i (i = 0, 1, ... n - 1), 
die aus ~" dadurch entstehen, daB man Xi+l' ... x" zum Grundkorper 
adjungiert, ~oist der Quotientenkorper Sf von ~'" und ~i (i= 1, ... n-1) 
ist Polynomring in Xl"" Xi uber 2"-i = SfO(Xi+I"" X,,). 

Vnter dem i-ten "Grundideal" IJi von a verstehen wir das ZUrUck
leitungsideal hinsichtlich ~i' also gi = (a. ~i) n ~". 

Aus dem Verhalten der transformierten Ideale zu den Variablen Xi 

folgt sofort: Es ist go = ~'" gIl = a; fur 1 <. i <. n - 1 ist gi gleich 
demjenigen i.K.I. von a, zu dem alle und nur die Primideale von a 
gehoren, die mindestens die Dimension n - i besitzen. 1st also a un
gemischt n - i-dimensional (etwa Prim- oder Primarideal der Dimen
sion n - i), so wird go = ... = 1Ji-1 = ~'" gi = ... = en = a. 

Es seien jetzt allgemein .»il, ... .»i81 die zu a gehOrigen n-i-dimen
sionalen Primideale, ®i bedeute den Restklassenring (1Ji-1' ~i)/(gi' ~i)' 
Wahlt man dann fUr ®i den Operatorenbereich SJi = 2"_i[XJ, so wird 
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@ieine endliche Operator-, und zwar eine Elementarteilergruppe, 
well in SJi jedes Ideal Hauptideal ist. - Die Endlichkeit von @i folgt 
aus den allgemeinen Betrachtungen von 14. Denn einerseits ist fiir 
k = 1, ... Si der Restklassenk6rper 5rPik jewells endlich algebraisch 
iiber dem in SJi enthaltenen K6rper En - i , und andererseits besitzt @i 
(wegen der Teilerfremdheit der PrimideaIe .jJik • ~i in ~i) eine direkte 
Summenzerlegung @i = mil + ... + mis., wobei mil; jeweils zu der 
Gruppe isomorph ist, die in 14. dem Primideal .jJik = .jJ unter der Be
zeichnung (i' zugeordnet wurde. 

Die Norm Ni und der hochste Elementarteiler Ei der Elementar
teilergruppe ®i sind Polynome in Xi mit Koeffizienten aus En - i ; wir 
konnen und wollen sie bis auf einen Faktor aus 5ro eindeutig festlegen 
durch die Forderung, daB sie auch in Xi+1' .•• xn; ~tll' ... 'unn Poly
nome sein, aber keinen nur von X i +1 ' •.. xn; ull , ••• ~tnn abhangigen 
Polynomfaktor enthalten sollen. 

n n 
N = IINi bzw. E =IIEi heiBt "Norm" bzw. "Elementar-

1 1 
teilerform" des Ideals u. Aus der Definition von N und E ergibt 
sich durch ganz einfache Dberlegungen: E ist Teiler von N, eine Potenz 
von E ist durch N teilbar, E und N enthalten also dieselben irredu
ziblen Polynomfaktoren. Es ist E I • ••• • Ei C g.;, also insbesondere 
E I • •••• En Cu. - 1st u =.jJ ein m-dimensionales Primideal, so ist 
E = En_m. ein irreduzibles Polynom in xn-m.' xn- nl +1' ••. x"' und es 
wird E(xn _ nl ; xn - m+1' ... x,,; u)=O die Gleichung niedrigsten Grades, 
der xn - m = U,,_m, I YI + ... + U n _ nl ,,, Yn im Restklassenk6rper Sfp 

iiber dem "Parameterk6rper" 13m = 5rO(X,,_m+I' ... X,,) geniigt. 1m 
Primidealfall hat daher die Elementarteilerform im wesentlichen die
selbe Bedeutung wie das Polynom E (z; Xl' ... xm; u) von 18., und es 
gilt dementsprechend der "Kerns a tz": 

Zwei (transformierte) Primideale sind identisch, wenn sie dieselbe 
Elementarteilerform besitzen. 

Aus dem Kernsatz folgt weiter auf Grund der Elementarteilersatze 
von 12. und der Betrachtungen von 14.: Die Norm N und die Elementar
teilerform E eines Primarideals q sind stets Potenzen der Elementar
teilerform Eo des zugehorigen Primideals .jJ, und zwar ist N mindestens 
gleich E~, falls q =F .jJ. - Sind .jJI' ••. .jJ. die zu u gehOrigen Primideale 
mit den Elementarteilerformen E l , •.. Es, so haben Norm und Ele-

s s 
mentarteilerform von u die Gestalt N = II E~k, E = II EZk (nk ::> e,,::> 1). 

1 1 

- Zwei Ideale mit gleicher Norm, von denen das eine im anderen 
enthalten ist, sind identisch. 

Bei vollkommenem Grundkorper Sfo - und, wie Beispiele zeigen, 
auch nur in diesem Falle - laEt sich der Kernsatz noch wesentlich 
verscharfen: Bei einem Primideal fallen Norm und Elementarteilerform 
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zusammen, es ist alsoauch die Norm stets irreduzibel; bei einem echten 
Primarideal dagegen muB auch die Elementarteilerform immer reduzibel 
sern. Durch die Irreduzibilitat von N und E ist somit das Primideal 
unter der Menge alier zugehorigen Primarideale eindeutig ausgezeichnet. 

Hinsichtlich des Beweises dieser wichtigen Erganzung, bei dern die 
Separabilitat von SflJ fiber13m bei volikornrnenern Sfo die Hauptrolie 
spielt, sei auf NOETHER [6] § 6 verwiesen. 

Urn zu gegebenem a die zugehorigen Primideale zu bestimmen, hat 
man nach dem bisherigen irn wesentlichen nur die Elementarteilerform 
von a bzw. ihre irreduziblen Faktoren zu berechnen. Ffir den Fall 
eines ungemischten Ideals werden wir eine Berechnungsrnoglichkeit 
in 22. kennenlernen. 1st ferner a ein beliebiges Ideal mit den Grund
idealen 1Ji, so sind die Quotienten 1Ji: lJi-l = fi (fUr gi =1= gi-l) un
gernischt, und es gehort jedes Prirnideal von a zu mindestens einern fi 
und urngekehrt. Man kann daher den.allgerneinen Fall sofort auf den 
ungernischten zurfickffihren, sofern man nur irnstande ist, zu jedem a 
aus ~n seine Grundideale, d. h. zu jedem Ideal ai aus ~i (i < n) sein 
Verengungsideal hinsichtlich ~n zu berechnen. - Sind erst einmal aIle 
Grundideale und zugehorigen Primideale von a gefunden, so liefert, wie 
in HERMANN [1] § 8 sehr elegant gezeigt ist, der in 24. zu besprechende 
"HENTZELTsche Nulls tellensa tz" sofort eine Durchschnittsdarstel
lung von a durch Primarkomponenten, und aus dieser konnen wieder 
durch Durchschnittsbildung alle i.K.I. von a gewonnen werden; die 
wichtigsten Berechnungsprobleme der Idealtheorie sind also vollstandig 
ge16st, sob aId nur die Moglichkeit der Grundidealberechnung feststeht. 

1st aber a = (f1' ... IT), so gibt es eine nur von n, r und den Grad
zahlen der Ii abhangige Schranke J,. derart, daB das Grundideal gi eine 
Basis von solchen Polynomen besitzt, deren Gradzahlen in Xl' ... Xi 

allein hochstens bis zum Werte J,. anstei,gen. Bildet man nun die Menge 
m bzw. @i alIer der Polynorne aus a bzw. gi' die in Xl' ... Xi hochstens 
den Grad J,. haben, so sind m und @i Linearforrnenmoduln in endlich 
vielen Variablen fiber dem Polynomring Sfo [Xi + l' ... x,J, und es laBt 
sich auf Grund der Bemerkung; daB @i den "Grundrnodul" von m I 
darstellt, eine Modulbasis von @i berechnen, die dann gleichzeitig 
Idealbasis von gi sein muB. (Vgl. HERMANN [1J § 6; angesichts der 
Wichtigkeit der Sache ware eine Yereinfachung des in den EinzeTheiten 
ziemlich kornplizierten HERMANNschen Beweises dringend erwitnscht.) 

Es sel jetzt 
8m 

Nm = n E':;,m/ Sel 
i=l 

n 
wieder N = n N m die Norm des 

1 

die Zerlegung der Partialnorm N m in 

Ideals a, 

irreduzible 

lIst WI ein Linearformenmodul fiber dem 1ntegritatsbereich ;J, so versteht 
man unter dem "Grundmodul" all* die Menge aller der Linearformen 1 fiber 0', 
ffir die a' 1 C all ffir geeignetes a + 0 aus 0' ist. 
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rml 
Faktoren, Emi = II (Xm - (Urnl Y?) + ... + Umn y~k») bedeute die 

1:=1 
Linearfaktorzerlegung von Em. in dem zu 2n-m gehorigen algebraisch 
abgeschlossenen Korper. Dann liefert, wie die Betrachtungen von 18. 
tiber das Polynom E(z; Xl' ••. xm; u) zeigen, die Produktzerlegung 

n ~(~l )_1 N=II II II (xm- (Umly~k) + ... + umny~k») eine "explizite" 
m=1 i=1 1:=1 

DarstelIung alIer wesentlichen NulIstelIen von 11, und zwar 
erscheinen die n - m-dimensionalen als algebraische Funktionen der 
unabhangigen Parameter xm+1 ' ••• xn • Jede Nullstelle ist dabei mit 
einer durch 11 allein eindeutig bestimmten Vielfachheit nmi behaftet, 
und es gilt der Satz: 

Raben zwei Ideale 11 und b ~ 11 dieselben Nullstellen und dieselben 
Nullstellenvielfachheiten nmi' so sind sie identisch. 

Durch die Berechnung und Linearfaktorzedegung der Norm wird 
so ein Nullstellenproblem gelost, das zuerst durch KRONECKER auf
gestellt wurde, ohne daB er es mit seinen Methoden vollig befriedigend 
losen konnte. (Vgl. etwa MACAULAY [8J Nr. 18-20 [Theorie der "U

Resolvente"J. Beachte vor allem die kritische Bemerkung S. 26 oben.) -

Nenntmaneinldealaaus~" "absolutes Primideal", wennesbei jeder 
algebraischen Erweiterung des Grundkorpers sto Primideal bleibt, so ergibt 
sich sofort: p ist dann und nur dann absolutes Primideal, wenn seine Elemen
tarteilerform E absolute Primfunktion, d. h. nicht nur iiber sto' sondern 
auch iiber jeder algebraischen Erweiterung von sto irreduzibel ist. 

Aus dieser Bemerkung folgt nach E. NOETHER u. a.: 1st p absolutes 
Primideal in einem Polynomring, dessen Grundbereich nicht einen Korper 
sto' sondern einen Z.P.I.-Ring So darstellt, so kann es nur fiir endlich viele 
Primideale Po aus So vorkommen, daB Po seinen Primidealcharakter ver
liert, wenn man vom Grundring So zum Grundkorper sto = So/Po iibergeht. 
(Vgl. NOETHER [6] § 7 sowie fiir die notigen Grundlagen des Beweises 
OSTROWSKI [4] und NOETHER [5]. Eine bemerkenswerte Anwendung des 
Satzes iiber die absoluten Primideale enthiUt NOETHER [12].) 

Literatur zu 21: HENTZELT [1] (Grundbegriffe, insbesondere "trans
formierte" und "Grund"-Ideale); NOETHER [6] (Norm und Elementar
teilerform; scharfste Fassung der Satze, Darstellung teilweise nicht leicht 
lesbar); HERMANN [1] (Berechnungsprobleme). - Eine tlbertragung der 
Theorie von Grundidealen, Norm und Elementarteilerform auf den Fall 
beliebiger ganz abgeschlossener endlicher Integritatsbereiche findet sich 
bei SCHMEIDLER [15] und [16] (vgl. 50.). 

22. Eliminationstheorie. Wir behandeln zunachst anschlieBend an 
21. die Aufgabe, zu einem transformierten Ideal 11 im Polynomring 
~n = storY!> ... y,J = stO[Xl' .•. x,J die Nullstellenmannigfaltigkeiten 
hochster Dimension zu berechnen. Es sei 11 = (11' ... Iq), wobei ins-

8 

besondere 11 von der Form 11 = x~ + ~Bi(X2' ... xn) . ~-i sein moge, 
i=1 

eine Annahme, die wegen der Transformiertheit von 11 gemacht werden 
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8-1 

darf; ferner seien Ri = ~ aik(x2, •.• X,,) • Xf (i = 1, ... seq -1) = t) 
k=O 

die Reste, die sieh bei der Ausdivision der Polynome Xi' 1(1 
(e = 0, ... s - 1; (1 = 2, ... q) durch 11 ergeben. Aus der Tatsache, 

daB sich jedes pc a in der Formp=A. 11+ t'(l:Cik (X2, ... X,,). x~). Ii 
darstelIen Hi.Bt, folgt dann sofort: 1.=2 k=O 

Die Menge aller der p c a, die in Xl den Grad s nieht errei
chen, bildet fiber ~"_1=Sfo[X2"" x,J einen Linearformenmodul roll in 
1, Xl' ... xf-1 mit der Basis (R1 , ••• Rt). - rol~ hat einen Rang e < s, 
und zwar gilt das Kleinerzeichen dann und nur dann, wenn 11' ... Iq 
einen nichttrivialen (wegen der Form von 11 sieher von Xl abha.ngigen) 
gemeinsamen Teiler besitzen. Bildet man daher in ~"-1 das aus allen 
Unterdeterminanten s-ten Grades der Matrix Ilaik(x\l,'" x,,) II 
(i = 1, ... t; k = 0, ... s - 1) abgeleitete "erste Eliminations
ideal" a2 , so ist a2 = (0) dann und nur dann, wenn a = a1 einen 
nichttrivialen Hauptidealfaktor und damit die Dimension n - 1 hat. 
1m fibrigen zeigt man leicht, daB a2 stets Untermenge von ai' trans
formiert und unabhangig von der speziellen Basis 11"" Iq (d. h. 
im wesentlichen unabhangig von s) durch " allein eindeutig he
stimmt ist. 

Ffir "2 =!= (0) bildet man nach demselben Schema, das von al zu a2 

fiihrte, ein durch a2 (und damit durch a) eindeutig bestimmtes "zweites 
Eliminationsideal" as in ~"-2 = Sfo[xs, ... x,J. Sollte auch Us =!= (0) 
sein, so kommt man eindeutig zu a4 in ~"-3 = SfO [x4 , ••• x,J usw. 
Ffir a =!= ~" bricht das Verfahren nach r < n Schritten ab: ar =!= (0), 
ar+! = (0). r ist dadurch charakterisiert, daB a die Dimension n - r, 
also mindestens eine wesentliche Nullstelle der Dimension n - r, aber 
keine der Dimension n - r + 1 besitzt. Da alle ai transformiert sind, 
kann man bei der Bestimmung der -n - r-dimensionalen N ullstellen 
durchweg xr +l ' ••• x" als unabhangige Parameter wahlen. Die Be
rechnung verlauft dann so: 

Wegen aNl = (0) haben die Polynome von ar einen niehttrivialen 
gemeinsamen Faktor Dr' der wegen der Transformiertheit von a, die 

Form Dr = ~r + !Qi(Xr+!, .•. X,,) . x~r-i hat. Es sei nun xr = ~r 
. ;'=1 

eine der endlich vielen, fiber E,,_r = Sfo(xr+!, .•• x,,) algebraischen 
Nullstellen von Dr. Durch die Spezialisierung x, = ~r wird ar = (0), 
die Polynome von ar erhalten also einen niehttrivialen gemeinsamen 

Faktor Dr_l=X~~l'+~'Qi(~r,Xr+l, ... X")'X~':..l'-i. Wahlt man 
i=1 

weiter ~r-l als eine der endlieh vielen fiber E,,_r algebraischen Null-
stellen von Dr - 1 und spezialisiert man x r - 1 = ~r-l' xr = ~r' so wird 
a .. _1 = (0), und es bekommen die Polynome von "r-2 einen niehttrivi-
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~. . 
alengemeinsamen Faktor Dr-2=~~2'+ .z.Qr (~r-l'~r,Xr+l' ... Xn) 'X~~2'-' 

i=l 
mit endlich vielen fiber 2n-r algebraischen Nullstellen ~r-2 usw. -
SchlieBlich kommt man zu endlich vielen fiber 2n-r algebraischen 
Systemen ~1' ••• ~r' die zusammen mit den unabhangigen Parametern 
xr+1' ••• xn alle n - r-dimensionalen Nullstellen von a liefern. (Dabei 
erzeugen zwei fiber 2n-r konjugierte Systeme ~1' ••• ~r und ~i, ... ~~ 
im abstrakten Sinne von 19. dieselbe Nullstelle von a.) 

Aus der Art der auf Dr gestfitzten Nullstellenberechnung ergibt 
sich sofort, daB die irreduziblen Faktoren von Dr in ~n gerade die 
Elementartellerformen der n - r-dimensionalen zu a gehorigen Prim
ideale sein mfissen. Unter der zu Beginn von 20. gemachten Voraus
setzung besteht daher die Moglichkeit, diese Elementarteilerlormen mit 
endlich vielen Schritten zu bestimmen, denn man gewinnt ja in jedem 
Fall die Eliminationsideale a2 , ••• ar und damit auch das Polynom Dr 
aus dem urspriinglich gegebenen Ideal a durch endlich viele rationale 
Rechenoperationen. 

Ein beliebiges spezielles Wertsystem Xi = 1/i, •.• X,. = 1/,. (i <: r) kann 
offenbar dann und nur dann zu einer Nullstelle Xl = 1/1' ••. X" = 1/ .. von a 
erganzt werden, wenn es selbst Nullstelle von al ist. Daraus folgt: 1st 
It,.: (Dr) = a; =F ~ .. _"' und bildet man zu a~ die Eliminationsideale a;+l, ... 
a;+r" so lange, bis (fur r + r'<:n!) einmal a;+r'+1= (0) wird, so fuhrt 
der nichttriviale Hauptidealfaktor Dr+r, von a:+r, zu neuen Nullstellen
mannigfaltigkeiten von a. - Man zeigt sogar leicht, daB man, wenn notig 
durch mehrfache Anwendung des angedeuteten Verfahrens, (ohne Gmnd
idealbildungl), jedenfalls alle wesentlichen nichteingebetteten Nullstellen 
von a gewinnt. Dagegen konnte es sein, daB nicht alle wesentlichen ein
gebetteten Nullstellen erfaf3t werden, und daB umgekehrt nichtwesentliche 
eingebettete mitunterlaufen. -- Immer aber bildet jede Basis von It,. fur 
11 = .,. = Ig = 0 ein Resultantensystem von der in 18. gelegentlich 
benotigten (nicht von der weiter unten behandelt~n) Art. 

Die soeben besprochene Methode der Nullstellenberechnung durch 
Elimination, die (wegen der Invarianz der ai unabhangig von jeder 
speziellen Basis von a) den Anforderungen der Idealtheorie besonders 
gut entspricht, stammt von K. HENTZELT. Auf die klassische KRO
NECKERsche Methode brauchen wir hier nicht naher einzugehen, da 
sie jedenfalls nicht weiter tragt als die HENTZELTsche und bereits lehr
buchmaBig dargestellt ist (MACAULAY [3J I. u. II.; VAN DER W AERDEN 
[15] Kap.11). - Auch bei einer anderen Gruppe von dimensions
theoretischen Untersuchungen konnen wii uns damit begnfigen, die 
wichtigsten Ergebnisse kurz aufzuzahlen und im fibrigen auf VAN DER 
W AERDENS Lehrbuch zu verweisen. 

Es handelt sich um die Betrachtung eines Gleichungssystems 
11 = ... = 1m = 0, bei dem die linken Seiten homogene Formen in 
Xl' ..• xn sind, deren Koeffizienten tells als Unbestimmte, teils als 
irgendwie spezialisiert angenommen werden. Wie im homogenen Falle 
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ublich, wird die triviale Losung Xl = ... = Xn = 0 von der Betrach
tung ausgeschlossen, und es werden zwei nichttriviale Losungen als 
nicht wesentlich verschieden angesehen, wenn sie sich nur urn einen 
Proportionalitatsfaktor unterscheiden. Es gilt dann das folgende 
"algebraische Losbarkeitskriterium": 

Fiir m < n sind die Gleichungen 11 = ... = Ir" = 0 immer nicht
trivial lOsbar. - Fiir m >- n existiert ein "Resultantensystem", 
d. h. ein System von Polynomen Rda), ... R8(a) in den unbestimmt 
gedachten Koeffizienten a der Formen Ii derart, daB bei einer Koeffi
zientenspezialisierung a = 0<- die Gleichungen 11 = ... = 1m = 0 dann 
und nur dann eine nichttriviale Losung erhalten, wenn das Resultanten
system dabei verschwindet (Rl (0<-) = ... = R8 (0<-) --:- 0). - Fiir m = n 
reduziert sich das Resultantensystem' auf ein einziges, eindeutig be
stimmtes Polynom R, das als "die Resultante" der Formen 11' ... In 
bezeichnet wird; ist (!i der Grad von Ii in den Variablen x, so ist R 
in den Koeffizienten von Ii jeweils homogen vom Grade (Ji = II (bc' 

k=!=i 
Es seien nun die Formen iI, ... 1m so gewiihlt, daB das Gleichungs-

system 11 = ... = 1m = 0 endlich viele wesentlich verschiedene Losun
gen ;li ), ••• ;~) (i = 1, ... £0) besitzt, 1m+! = U l X1 + ... + UnXn sei 
eine weitere Linearform mit unbestimmten Koeffizienten. Bildet man 
dann zu 11' ... 1m+! ein Resultantensystem Rl , ••• R8 , SO werden die 
Rk Polynome in u, und ihr groBter gemeinschaftlicher Teiler hat die 

ro . 

Gestalt D(u) = c· II(;fi)ul + ... + ;~)un)I!;, wobei c von den U un-
i=1 

abhangig ist und aile (!i mindestens gleich 1 sind. Man findet also die 
nichttrivialen Nullstel1en von 11 = ... = 1m = 0 durch Linearfaktor
zerlegung der "u-Resultan te" D (u). (Fur m = n - 1 ist D(u) 
naturlich gleich "der" Resultante von 11' ... Im+!.) 

Literatur: Zu der ausftihrlich beschriebenen Eliminationsmethode 
HENTZELT [1] § 6 und VAN DER WAERDEN [7] § 2 und § 3. - Zu den Satzen 
tiber homogene Gleichungssysteme und zu den zugehorigen Resultanten
bildungen vor alIem VAN DER WAERDEN [15] Kap. 11 § 76-79 und VAN 
DER WAERDEN [2], wo gleich der fUr die Anwendung auf die Multiplizitats
theorie unentbehrliche Fall behandelt wird, daB das vorgelegte Gleichungs
system nicht nur in einer, sondern in mehreren Variablenreilien homogen 
ist. AuBerdem vgl. etwa: MERTENS [1], [3], [4]; KAPFERER [5]; HURWITZ 
[3]; FISCHER [2]. Korpertheoretisch bemerkenswert ist OSTROWSKI [5] 
Kap. 1, 2, wo u. a. der folgende Satz bewiesen wird: Sind 11' ... In Poly
nome in Xl' ... X .. , bei denen die zu den homogenen Formen hochster 
Dimension gehorige Resultante nicht identisch verschwindet, so ist der 
Grad N des Korpers stO(Xl' ... xn) tiber dem Korper stO(fl"" In) gleich 
dem Produkt der Gradzahlen der Ii (vgl. hierzu z. B. auch VAN DER WAER
DEN [8]), und es hat der Polynomring ~ = stO[Xl' ... in] tiber dem Unter
ring £) = stOUl' ... In] eine Modulbasis von genau N Elementen. 

23. Der BEzoUTsche Satz und die HENTZBLTschen Wullstellensatze. 
In 23. bis 28. handelt es sich vor ailem urn die Anwendung der Poly-
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nomidealtheorie auf die algebraische Geometrie, insbesondere auf das 
Multiplizitatsproblem. Dabei steht die p:roiektiv~ Auffassung und 
dementsprechend die "homogene Schreibweise" im Vordergrund. -
Man betrachtet im Polynomring ~n+l = se!l[xo, ... xnJ ausschlieBlich 
"H-Ideale", d. h. Ideale, die eine Basis (iI, ... 1m) von homogenen 
Formen Ii besitzen und somit gleichzeitig mit einem beliebigen Poly
nom p stets auch jeden homogenen Bestandteil von p enthalten. Jedes 
H-Ideal a hat die geometrisch bedeutungslose triviale Nullstelle 
Xo = ... = xn = O. Zwei nichttriviale· Nullstellen ~o, ... ~n und 
e . ~o, ••• e . ~n' die sich bloB um einen Proportionalitatsfaktor unter
scheiden, werden nur als verschiedene Reprasentanten ein und derselben 
"projektiven" Nullstelle {~o, ... ~n} von a angesehen; dementspre
chend muB einem H-Primicl.eal, das im Sinne von 18. die Dimen
sion m hat, im projektiven Sinne die Dimension m - 1 zugeschrie
ben werden. (VAN DER WAERDEN bezeichnet m - 1 als die "reduzierte" 
Dimension. ) 

1st a H-Ideal, so sind es auch aIle zu a gehorigen Primideale; ihre 
projektiven Nullstellenmannigfaltigkeiteri heiBen die "wesen tlichen" 
projektiven Nullstellenmannigfaltigkeiten von a. Die zum 
Primideal (xo, ... xn) gehOrigen Primarideale, die fiberhaupt keine pro
jektive Nullstelle besitzen, werden von der Betrachtung ausgeschlossen; 
zwei H-Ideale werden als nicht wesentlich verschieden angesehen, wenn 
sie sich nur um eine zu (xo, .•. xn) gehorige Primarkomponente unter
scheiden. - Sind a= ( .•. I,(xo, ... xn ), ••• ) und.o=( ... gi(XO'" .xn ), ••• ) 

zwei H-Ideale aus ~n' so kann man sich die Variablen xO' ... xn stets 
so gewahlt denken, daB weder a noch 0 eine weseritliche projektive 
N ullstellenmannigfaltigkeit besitzt, bei der durchweg Xo = 0 ist. Geht 
man dann von a und 0 zu den "zugehorigen" inhomogenen Idealen 
a = ( ... 1 .. (1, Xl' ••. xn ), ••• ) und 0 = ( ... gi(1, Xl' ... Xn ), ••• ) in 
~n = seO[x1, .•. x,J fiber, so entsprechen die wesentlichen projektiven 
Nullstellenmannigfaltigkeiten von a bzw. 0 eindeutig umkehrbar den 
wesentlichen gewohnlichen von a bzw. 0, und es sind a und 0 dann 
und nur dann identisch, wenn a und 0 nicht wesentlich verschieden 
sind. - 1st andererseits a ein beliebiges Ideal aus ~n' so erhalt 
man in der Gesamtheit aller homogenen Formen von der Gestalt 

l(xO,x1, ... xn)=Xo·q;(-*"1, ... -*"n) (q;(xI, ... xn)ca) ein zu a ge-
-*"0 -*"0 . 

horiges H-Ideal a* aus ~n+1' und es ist dabei a* durch das Fehlen 
einer zu (xo, ... xn) gehorigen Primarkomponente ausgezeichnet. -
Die Beweise dieser Bemerkungen, die je nach Wunsch den "Obergang 
von der homogenen zur inhomogenen Behandlungsweise und umgekehrt 
ermoglichen, sind fast durchweg recht einfach. Nur der Nachweis, daB 
aIle zugehOrigen Primideale eines H-Ideals selbst H-Ideale sind, ge
staltet sich etwas umstandlich. 
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Sind IPl"" IPr Polynome aus ~n von den Graden th, ... !I" so stellt 

a = (Xgl • IPl (Xl, ..• Xn ), ••• xgr. IPr (Xl, •.. X,,")) ein H-Ideal aus ~nH dar, 
Xo Xo Xo Xo 

das von dem oben zu a= (IPl (Xl' ... Xn), ••• IPr (Xl' ... X,,») definiertenldeal a* 
nicht wesentlich verschieden, aber doch im allgemeinen ein echtes Unter
ideal von a* ist; wird a = a*, so heiBt (IP1' ..• IPr) eine "H-Basis" von n. 
Der Begriff der H-Basis spielt eine wichtige Rolle in den Untersuchungen 
von MACAULAY (vgl. z. B. [3] § 38); im folgenden werden wir uns mit ihm 
nicht weiter zu bescMftigen haben. 

Das einfachste Multiplizitatsproblem der algebraischen Geometrie 
tritt beim sog. BEZouTschen Satz auf. 1m n-dimensionalen projek
tiven Raume P n haben n Flachen von den Graden PI' ... ,Un entweder 
unendlich viele oder hochstens PI ..... Pn Schnittpunkte gemein. 1st 
die Schnittpunktszahl1 kleiner alS Pl· ... · Pn' so wird man danach 
streben, jedem einzelnen Schnittpunkt Pi eine gewisse Vielfach
heit fli derart zuzuordnen, daB die Gleichung fli + ... + (!l = Pl' .... Pn 
gilt. Am einfachsten ergibt sich die Moglichkeif einer derartigen Viel
fachheitsdefinition aus den letzten Satzen von 22. 

Eine Flache Fi vom Grade Pi ist charakterisiert durch eine Gleichung 
fi = 0, wobei fi eine homogene Funktion p.-ten Grades aus ~n+l bedeutet. 
Haben F l , ••• Fn nur endlich viele gemeinsame Schnittpunkte, so 
besitzen f], ... fn eine nicht identisch verschwindende u-Resultante von 

I 
der Gestalt D (u) = c • n (~~i)uo + ... + ~~i)un)lli, wobei die Systeme 

i=l 
{~~i), ... ~~)} (i = 1, ... 1) gerade die samtlichen verschiedenen 
Schnittpunkte :£!i von F l , ••• Fn definieren und (!1 + ... + (!l 
= Pl····· Pn ist. 

Yom besonderen Standpunkt der Idealtheorie aus erscheint eine 
andere Vielfachheitsdefinition bemerkenswert. Enthomogenisiert man 
unter der Annahme, daB kein Schnittpunkt Pi die Koordinate 
Xo = 0 besitzt, durch die Substitution Xo = 1, so entsprechen fur 
gli = fi (1, Xl' ... xn) den Pi in ~n eindeutig umkehrbar die Primober
ideale.pi = (Xl - /Xii' ••• xn - /Xin) (i = 1 , ... 1) von a = (glI' ... gln)' 

(~o ist bier, sowie spater beim NOETHERschen und LASKERschen Satze 
algebraisch abgeschlossen anzunehmen, im iibrigen aber beliebig.) - Zu 
jedem.pi gehort eine Primarkomponente qi von a, und q,;hatnach 14. je
weils eine bestimmte "Lange" Ai' die in unserem FaIle auch erklart wer
den kann alS der Rang des als Linearformenmodul tiber ~o aufgefaBten 
Restklassenringes ~n!qi' - Die Liinge Ai liefert nun einen brauchbaren 
Wert fur die Vie1fachheit des Schnittpunkts Pi' 

Zum Beweis der Richtigkeit dieser Tatsache kann man nach 
MACAULAY direkt zeigen, daB die Lange Ai dem durch die u-Resultante 
gelieferten Exponenten (!i gleich sein muB. Auch dtirfte sich die in 
KAPFERER [2] ftir den zweidimensionalen Fall entwickelte Methode 
(axiomatische Festlegung der Vielfachheitszahlen durch einfache for-
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male Eigenschaften und Verifikation dieser letzteren fiir den u-Resul
tantenexponenten und die Idea11ange) muhelos auf den n-dimensio
nalen BEZOUTschen Satz ubertragen lassen. 

Die Vielfachheitsdefinition durch die Ideallange ist bequem bei 
praktischen Berechnungen. 1st V = (Xl - lXI' ••• Xn - IXn) das einem 
bestimmten Schnittpunkt P entsprechende Primoberideal, q die zu V 
gehOrige Primiirkomponente von a, so gilt eine Gleichung q = a + va, 
und daraus folgt sofort: Bedeutet $n den Ring aller formalen Potenz
reihen in Xl - lXI' ••• xn - IXn' so ist die Lange A von q in $n gleich 
der Lange von a = a . $n in $n' also gleich dem Rang des als Linear
formenmodul uber seo aufgefaBten Ringes ~n/a. 

Auf Grund dieser Bemerkung beweist man u. a. durch direkte Ab
zahlung: 

Ist P ein vrfacher Punkt der Flache Pi> besitzt also fill, nach For
men steigender Dimension in Xl - lXI' ••• X" - lXn entwickelt, die Ge
stalt fill = 1p~: + 1p~~+1 + ... (1p~~ =f 0) (i = 1, ... n), so ist die Vielfach
heit von P mindestens gleich VI" ••• V,,, und sie hat genau diesen Wert 
. . f h F 11" ( (1) (nl)· ( ) 1m sog. "em ac en a ,wenn 1p" , ••• 1p" eln zu Xl - lXI' ••• X" - lX" 
gehoriges Primarideal ist. 1 n 

Auf Verfeinerungen dieses Satzes, die sich mit der gleichen Methode 
vor allem im Spezialfall n = 2 gewinnen lassen, gehen wir nicht weiter 
ein; wir stellen vielmehr das ganze Vielfachheitsproblem zunachst zUrUck, 
urn uns dafiir der Besprechung einiger anderer mit den zuletzt benutzten 
Potenzreihenentwicklungen eng zusammenhangender Satze zuwenden: 

NOETHERscher Fundamentalsatz: Es sei a = (IPI' ... IPr) irgend
ein nulldimensionales Ideal aus $n mit den endlich vielen Primoberidealen 
Vi = (Xl - lXi!' ... xn - lXin) (i = 1 , ... 1). Gibt es dann zu einem 
Polynom q aus $n fur iedes i formale Potenzreihen Pi!"" Pir in 
Xl - lXiI' ••• xn - lXin , die der Gleichung q = PillPl + ... + PirP.r 
genugen, so ist q ca. (M. NOETHER [1].) 

LAsKERscher Sat2;: Der NOETHERsche Satz gilt wortlich auch dann, 
wenn a ein nichtnulldimensionales Ideal bedeutet und wenn die null
dimensionalen Primideaie Vi so gewiihlt sind, da{3 iedes zu a gehOrige 
Primideal in mindestens ·einem .J:li enthalten ist. 

Der Beweis des NOETHERSchen Satzes ist trivial, denn die Potenz
reihenbedingung ist hier gleichwertig mit der Forderung, daB q fUr 
jedes i der zu Vi gehorigen Primarkomponente von a aitgehoren solI. -
1st femer a = q ein beliebiges Primarideal, so braucht man beim 
LASKERschen Satz nur ein einziges Vi = VI' und der Beweis ergibt sich 
nach 15. aus dem Satz, daB in $/q = ~ der Durchschnitt aller Potenzen 
von.jJ1 = .J:lI/q das Nullideal ist; denn die Potenzreihenbedingung besagt 
gerade, daB q in ~ in allen Potenzen von .fJI liegen muB. - 1st schlieB
lich a beliebig nichtprimar, so kann man a als Durchschnitt von Primiir
idealen darste11en und das bereits gewonnene Ergebnis auf jede einzelne 
Komponente anwenden. - 1m Gegensatz zu den Methoden von 20. 
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liefem die Satze von NOETHER und LASKER praktisch brauchbare 
Kriterien fUr die ZugehOrigkeit von q zu a. Wiehtiger noch ist in 
dieser Hinsieht ein anderes Theorem, das an Stelle der unendliehen 
Reihenentwicklungen einen endliehen Exponenten (} setzt: 

HENTZELTscher Nullstellensatz: Bei beliebigem GrundkOrper gibt 
es in ~n zu iedem Ideal a = (fIJI' .•• fIJ,) einen endlichen, nur von n, r 
und den Gradzahlen der fIJi abhiingigen Exponenten e derart, da/l q c a 
sein mu/l, falls q c a + .pf ist fur iedes zu a gehOrige Primideal .pi. 

Oder suggestiver ausgedriickt: Das Polynom.q. gehOrt zu a, falls es 
in ieder wesentlichen Nullstelle von a mindestens die Vielfachheit (} 
besitzt. 

(Bei der zweiten - historisch ersten - Fassung kann man die 
folgende Definition zugrunde legen: 1st ~l' ••• ~n irgendeine abstrakte 
Nullstelle von a im Sinne von 18., so soil q "in dieser Nullstelle die 
Vielfachheit a" zugeschrieben werden, wenn q in SfO(~I'··· ;n) . ~n 
in der a-ten, aber nieht in der a + i-ten Potenz des Primideals 
(Xl - ~l' ••• xn - ~n) enthalten ist. Vgl. dazu die ausfiihrliche Dar
stellung bei VAN DER WAERDEN [3] § 6.) - Beim Beweis des HENTZELT
schen Nullstellensatzes kommt es angesiehts der fUr hinreiehend groBes a 
sieher giiltigen Gleiehung a = 4 (a + .pr) nur darauf an zu zeigen, daB (} , 
wirklieh allein von den im Satz angegebenen Zahlen abhangt. Fiir den 
Fall einer beliebigen Dimension von a gestaltet sieh dieser bei G. HER
MANN [1] zu findende Nachweis ziemlich kompliziert. - Bei nulldimen
sionalem a dagegen kann ein triviales e sofort aus dem BtzouTschen 
Satz abgeleitet werden, ein erstes praktisch brauchbares (} wurde bereits 
von BERTINI ([1]) angegeben, nnd es existiert eine ·umfangreiehe Lite
ratur, die sich mit der Verbesserung des BERTlNISchen Exponenten 
befaBt. (V om idealtheoretischen Standpunkt aus sei vor allem auf 
die Behandlung des Falles n == 2 bei P. DUBREIL [3J hingewiesen.) 

Neben dem bisher behandelten "ersten" HENTZELTschen Nullstellensatz 
gibt es noch einen "zweiten", der sich von dem ersten dadurch unterscheidet, 
daB an Stelle der endlich vielen wesentliehen die im 'allgemeinen unendlich 
vielen algebraischen Nullstellen von a treten. (Beweis wieder bei G. HER
MANN [1].) An praktischer Brauchbarkeit steht der zweite HENTZELTsche 
Nullstellensatz dem ersten gegentiber entschieden zurUck, insbesondere 
handelt es sich bei der in 21. erwiilmten Berechnung der Primiirkomponenten
zerlegung eines beliebigen Polynomideals um den ersten Satz und nicht 
um den zweiten. 

Zu den Satzen tiber H-Ideale vgl. vor allem die kurze Zusammen
stellung bei VAN DER WAERDEN [6] § 3. - Die Behandlung des BEZOUT
schen Satzes mit der Resultante gehort in den Rahmen der-vAN DER WAER
DENschen Vielfachheitstheorie (26.); die mit der Ideallange laBt sich in 
die Theorie der HILBERTschen charakteristischenFunktion (24.) ein
ordnen, vgl. hierzu auch VAN DER WAERDEN [8], wo die Moglichkeit be
sonders berticksichtigt ist, daB beim inhomogenen Arbeiten Schnittpunkte 
ins Unendliche fallen. Zum NOETHERschen Satz vgl. VAN DER WAERDEN 
[15] § 92 und § 93. zum LASKERschen LASKER [1J S.95, MACAULAY [3] Nr.56, 
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KRULL [12] § 4; zum HENTZELTschen Satz auBer HERMANN [1] § 5 vor 

allem v AN DER W AERDEN [3] § 6, [15] § 94. 

24. HILBERTS Funktion. Bei den H-Idealen, deren Bedeutung fur 
die projektive Geometrie bereits in 23. gekennzeichnet wurde, tritt 
neben die IdealHi.nge als wichtige Invariante die "HILBERTsche cha
rakteristische Funktion" x(a, l) (zuerst eingefiihrt in HILBERT [1J). 
Ist Ct ein beliebiges H-Ideal aus ~n+1 = sro[~o, ... x.J, so verstehen 
wir unter lP(a, I) bzw. x(a, I) die Anzahl der in a enthaltenen bzw. 
modulo a linear unabhangigen Formen I-ten Grades. Zwischen lP(a, I) 
und x(a, I) besteht die Gleichung lP(a, I) + x(a, I) = (l)n+l' wobei (l)n+1 
die Anzahl aller Potenzprodukte I-ten Grades in xO' ••• xn bedeutet. 
Man kann sich also stets auf die Betrachtung einer der Funktionen 
11' (a, I) und X (a, I) beschranken. - Ordnet man die Potenzprodukte 
in xO"" xn in ublicher Weise lexikographisch, und versteht man 
unter 1,(n+1) die (von I unabhangige) Zahl aller verschiedenen Potenz
produkte 1+'1-ten Grades, die fur groBes I (namlich fiir (l)n+l > fl) 
aus den fl ersten Potenzprodukten I-ten Grades durch Multiplikation 
mit Xo, ..• xn hervorgehen, so kann man nach MACAULAY [4J den fol
genden Satz aussprechen: 

Zu einer tur I = 1 , 2 •... detinierten, positiv ganzzahligen Funktion 
11'(1) existiert dann und nur dann ein der Gleichung lP(a, I) = 11'(1) ge
nugendes H-Ideal a, wenn durchweg (l)n+1 > 11'(1),11'(1+ 1) > 11' (l)(n+l) isf. 

Sind die angegebenen Bedingungen erfiillt, so erhaIt man ein Ideal a 
mit 11' (a, I) = 11' (I), indem man fUr jedes I die Menge aller linearen Ver
bindungen der 11' (I) ersten Potenzprodukte I-ten Grades bildet. - Die 
Notwendigkeit der Bedingungen ergibt sich leicht aus dem folgenden 
Hilfssatz: Ist m irgendeine Menge von fl Potenzprodukten I-ten Grades, 
so genugt die Zahl '/I aller der Potenzprodukte I + i-ten Grades, die 
man aus denjenigen von m durch MultiplikatioI\ mit xo, .•• xn erhalt, 
der Ungleichung '/I >fl(n+1). - Der Beweis des Hilfssatzes selbst ist 
allerdings keineswegs trivial oder auch nur kurz zu beschreiben. 

Aus (l)n+l >1P(a, I); lP(a, 1+ 1) > lP(a, l)(n+l) erschlieBt man durch 
rein kombinatorische 'Oberlegungen die Giiltigkeit der Gleichung 
lP(a, I) = lP(a, 1_1)(n+l) fur hinreichend groBes I, und daraus folgt 
leicht weiter, daB lP(a, I) (und damit auch x<a, I») fiir groBes I eine 
ganz rationale, ganzzahlige Funktion von I darstellt. Gleichzeitig hat 
man einen neuen Beweis des HILBERTschen Basissatzes fur H-Ideale 
gewonnen, denn dieser ist offenbar mit der Giiltigkeit des Gleichheits
zeichens in lP(a, I) > lP(a, 1_1)(n+l) fur fast alle I aquivalent. - Von 
ganz anderer Art als die bisherigen im wesentlichen formalen Betrach
tungen sind die folgenden Untersuchungen, die in der Hauptsache von 
LASKER und VAN DER W AERDEN stammen: 

Die Grundlage bilden zwei fast unmittelbar aus der Definition von 
X (a, I) ableitbare Identitaten: 
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(1) x(a+b,l)=x(a,l)+x(b,l)-x(anb, l). (2) x(a+(a),l)= 
x(a, l) - x(a, l - 7'), falls a: (a) = a und 7' Grad von a. 

Aus (1) und (2) beweist man mit Hille der in $n+1 moglichen 
Primaridealzerlegung durch einen doppelten InduktionsschluB nach 
wachsender Dimension und wachsender Primarkomponentenzahl 
verh1iltnismaBig einfach: x(a, l) hat fur grope l die Gestalt x(a, l) = 

aD' (~) + al • (d: 1) + ... + ai' wobei aUe ai ganz sind, aD> ° ist 
und d die profektive Dimension von a bedeutet. 

Fiir die Zahl aD' die als der "Grad" von a bezeichnet wird, ergibt 
sich leicht aus (1) und (2): Der Grad eines H-Ideals a ist gleich der 
Summe der Grade seiner hochstdimensionalen isolierten Primarkompo
nenten. 1st a =.p Primideal (oder auch ein zu .p gehOriges Primarideal), 
f eine nicht zu .p gehOrige Form, so ist der Grad von a + (I) gleich 
dem Produkt der Grade von a und t. 

Schwieriger ist der Beweis des grundl~genden Satzes: 
Der Grad eines Primarideals q ist gleich dem Grad des zugehOrigen 

Primideals .p multipliziert mit der Lange von q. 
Sind zunachst .p und q projektiv nulldimensional, und bedeuten q 

und.p die zugehOrigen enthomogenisierten Ideale in $n = ~O[XI' ••• x.J, 
so zeigt man unschwer, daB der Grad von q bzw . .p dem Range des 
als Linearformenmodul iiber ~o aufgefaBten Ringes $n/q bzw. $n/~ 
gleich ist. Daraus ergibt sich sofort die zu beweisende Formel, und es 
zeigt sich insbesondere, daB der Grad von .p identisch ist mit dem 
Grade von $n/~ iiber dem Korper ~o (der hier nicht algebraisch ab
geschlossen zu sein braucht). - Der Obergang vom null- zum beliebig 
m-dimensionalen Fall erfolgt durch Oberlegungen, die im Grund
gedanken auf die Anwendung der "Kunstgrif£e" von 16. hinauskommen, 
aber durch die notwendige Beriicksichtigung des Homogenen kom
pliziert werden. - Aus den gewonnenen Gradsatzen folgt unmit
telbar: 

Es sei.p ein H-Primideal vom Grade g und der profektiven Dimension 
d> 0, f eine nicht zu .p gehOrige Form vom Grade h. Dann ist g. h 

r 
=IAi' ei' faUs el' ... er die Grade der minimalen ((d-1}-dimensio

i=l 

nalen) Primoberideale von .p + (I) und AI' ... Ar die Langen der zugehOri
gen isolierten Primarkomponenten bedeuten. 

Urn dieses letzte Ergebnis geometrisch zu deuten, hat man sich 
nur noch zu iiberlegen, daB der idealtheoretische Grad von .p gleich ist 
dem geometrischen Grad der zugehOrigen Mannigfaltigkeit :n;, der durch 
die Schnittpunktszahl von :n; mit einer allgemeinen linearen n - d
dimensionalen Mannigfaltigkeit definiert wird; man kommt so - auf 
Grund der Vielfachheitsdefinition durch die Ideall1inge - zu· einer 
Verallgemeinerung des BEzouTSchen Satzes von 23., auf die wir hier 
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nicht weiter einzugehen brauchen, da wir sie in 27. unter anderen Ge
sichtspunkten ausfiihrlicher besprechen werden. 

Dagegen sei noch kurz auf eine andere geometrische Anwendung 
der HILBERTschen Funktion hingewiesen, die man P. DUBREIL ver
dankt. DUBREIL betrachtet in erster Linie Gruppen von vielfachheit
behafteten Punkten in der projektiven Ebene, d. h. ungemischte pro
jektiv nulldimensionale H-Ideale in \133 = Sl'o[xo, Xl' xsJ; er konstruiert 
zu einem derartigen Ideal a eine N ormalbasis (f l' ... I,J von moglichst 
wenigen nach steigender Dimension geordneten Formen Ii' beschrankt 
sich auf die Betrachtung des Falles, daB 11 und 12 gegenseitig prim ge
wahlt werden konnen, und stellt sich die Aufgabe, eine Beziehung 
herzusteHen zwischen den Gradzahlen <Xl und <X2 von II und 12' der 
Basisgliederzahl k und der Summe ), der Langen der Primarkompo
nenten von a. Zu diesem Zweck untersucht er zuerst die HILBERTsche 
Funktion x(a, l) des H-Ideals a aus \132 = Sl'o[xI , xsJ, das aus a durch 
die Substitution Xo = 0 entsteht, und geht dann mit Hilfe der Glei
chung x(a, l) - x(a, I-i) = x(a, l) zum Studium von x(a, I) selbst 
uber. Er kommt so zu dem Satze: 

Es ist stets <Xl >k -1. Setzt man <Xl = (k -1) q + r (O<r< k -1), 
(k - 1) (k - 2) IX (IXI - 1) 

so genugt A der Ungleichung <Xl <X2 - 2 >A> ~ <Xli - I 2 -

+ IXI + r - (k - 1) 
2 q. 

Die Formel fur A liefert u. a. fast unmittelbar den BEZouTschen 
Satz der projektiven Ebene. Wichtiger noch ist ihre Anwendung auf 
die Raumkurven, hinsichtlich derer wir uns allerdings mit einigen 
methodischen Andeutungen begnugen mussen: 

Eine Raumkurve ist definiert durch ein projektiv nulldimensionales 
Primideal a in \134 = Sl'o[xo, ... xsJ. Urn die im Zweidimensionalen ge
wonnenen Ergebnisse ausnutzen zu konnen, ordnet DUBREIL dem 
Ideal a das durch die Substitution Xo = 0 entstehende H-Ideal it aus 
Sl'o[xI , Xli' xsJ zu und beschrankt sich auf sog. "Raumkurven erster 
Art", bei denen a = a n Sl'o [Xl' Xli' xsJ ist. Es gelingt ihm dann vor 
aHem eine elegante Ableitung von gewissen HALPHENschen Ge
schlechtsformeln, wobei er noch die (z. B. bei HENSEL-LANDSBERG 
bewiesene) Tatsache benutzt, daB bei einer singularitatenfreien Raum
kurve erster Art die HILBERTsche Funktion die Gestalt x(a, l) = g. l 
+ (1 - p) besitzt, falls g den Grad und p das Geschlecht der Kurve 
bedeutet. 

Literatur: Zur Darstellung des Textes: MACAULAY [4J, SPERNER [1J (for
male Charakterisierung der HILBERTschen Funktibn), VAN DER WAERDEN 
[5J (Gradtheorie), DUBREIL [4J, [5J (Punktgruppen und Raumkurven). -
Vgl. femer HILBERT [1J, LASKER [1J; MACAULAY [2J Abschn. V, OSTROWSKI 
[5J Kap.4 (Methoden zur Berechnung der HILBERTschen Funktion, bei 
OSTROWSKI vor aHem auch fiir kleine Werte von 1, bei denen die Polynom~ 
darstellung von X(a. 1) versagt); NOETHER [11], VAN DER WAERDEN [8J, 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 5 
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[6J § 4. - Besonders nachdriicklich sei auf die historische Bedeutung von 
LASKER [1J hingewiesen. Dort ist nicht nur die Gradtheorie fUr Polynom
und Potenzreihenringe (vgl. 20.) in den Grundziigen entwickelt und bereits 
die Anwendbarkeit auf das Vielfachheitsproblem - sogar in dem in 28. zu 
besprechenden "mehrfach projektiven" Fall - angedeutet; es wird auch 
die Theorie der HILBERTschen Funktion auf Polynomideale mit ganzzahligen 
Koeffizienten ausgedehnt und damit ein Problem angegriffen, das anschei
nend bis heute noch keine wesentliche Weiterbearbeitung erfahren hat. 

25. Das inverse System. Die folgenden Untersuchungen beziehen 
sich zunachst auf beliebige Ideale, doch werden bei den geometrischen 
Anwendungen wieder die H-Ideale in den Vordergrund treten. 1st a 
Ideal in I.13n = st'o[xl , ... x,J, so fassen wir die Polynome a1 , ••• a" .. . 
von a als Linearformen in den unendlich vielen Variablen wp" ... P" 

= xf' ..... x~n auf lund betrachten das Gleichungssystem (1): al (w) = .. . 

=a.(w)=···=O in den wp p' Jeder Losung {wp . p =cp p} 
wird eine formale Poten~;~ih~ E = ~ cp" ... p" xIP:' : .... ': . x;;'f,,:" i~ 
xl!, ... X;;-l zugeordnet, und die Menge alier so entstehenden Reihen 
bildet das zu a gehorige "inverse System" W- 1• 

Besonders einfach ist die Konstruktion von W- 1 fUr ein H-Ideal a. 
Das System (1) zerfallt dann in abzahlbar unendlich viele endliche 
Gleichungssysteme (1 i): ail (W(i») = ... = au; (W(i») = 0; dabei be
deuten die wei) die Potenzprodukte i-ter Dimension und ail"" aai 
eine Linearbasis iiber st'o fiir alie in a enthaltenen.Formen i-ter Dimen
sion. 1st {wei) = C(i)} jeweils ein festes Losungssystem von (1 i), so 
wird {wei) = ceil (i = 1, 2, ... )} ein Losungssystem von (1), und man 
erhalt so alle Losungen von (1). Fiir W- 1 bedeutet das, daB mit E 
auch alle die homogenen Formen, aus denen sich E aufbaut, in W- 1 
enthalten sind, und umgekehrt. - Bei inhomogenen Idealen ist die 
Konstruktion der Reihen von '2(-1 umstandlicher, so daB auf MACAULAY 
[3J und [5J verwiesen werden muB. 

In W-1liegt mit E(i) = ~c~~, ... P"x1P1 • .... x;;-PnauchlX1E(1) + ... +lX,E(') 
,-, (~ c(1) + + c(") ) x-p, x-Pn C 1& =..:;.. ""1 p" ... P" . • • lX, p" ... Pn 1 ' ••• ' " , WO lXI ,··· lX, .no' 

Aus der Tatsache, daB a mit a = ~ lXiX~i1 ..... x~:n auch x1" ... ' x~" • a 
= ~lXiXri1 +q, ..... x~:n+ q"enthalt, daBalsofiir~cp, ... P"xI P, ..... x;;-PncW- 1 

gleichzeitig mit ~cril, ... rinlXi=O immer auch~Cri1+ql, ... Tin+qnlXi=O 
sein muB, folgt weiter: 

W- 1 wird zu einer Gruppe mit dem Multiplikatorenbereich I.13n 
durch die Festsetzung: 
xq, ....• xqn ...... C x-P, • •••• x-Pn= ..... C x-p, + q, • •••• x-p" + q". 

1 n ~ Pl, ... Pn 1 n'::" Pl, ... Pn 1 n' 
~~o ~~R 

(~lXi • X~il •.... x~in) • E = 2:X~i1 •...• x~in. (lXi • E). -

W- 1 besteht aus allen und nur den Reihen, bei denen a· E = 0 fiir 
jedes a ca. Dariiber hinaus kann man sogar zeigen: Aus W- 1 = m- 1 

folgt a = 0, es darf also unbedenklich a = '2( -1 gesetzt werden. 1st ~-1 

lCOo .... o =1! 
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irgendeine "zuHissige" Potenzreihengruppe, d. h. eine Gruppe, zu der 
in $n ein a =F 0 existiert derart, daB a . E = 0 ffir jedes E c Q: -1, so 
bildet die Menge aller dieser Bedingung genfigenden a ein Ideal a, und 
es wird a = Q: -1. - Die Polynomideale und die zuliissigen Potenzreihen
gruppen entsprechen also einander umkehrbar eindeutig, und zwar so, dafJ 
dem Durchschnitt aut der einen Seite die Summe aut der andern zugeordnet 
ist und umgekehrt, a + b = m- 1 n ~-1, an b = m- 1 + ~-1. Aus dem 
assoziativen Gesetz a· (b • E) = (a . b) • E foIgt schlieBlich noch: Das 
inverse System m -1 : b von a: b besteht aus allen und nur den Reihen 
der Form b· E, wobei be b und E c m- 1• 

1st a nulldimensional, hat also $n/a als Linearformenmodul fiber St'o 
einen endlichen Rang A, so enthiilt m-l, wie unschwer aus seiner De
finition abzuleiten, genau A fiber St'o linear unabhangige Reihen. Ffir 
m- 1 gilt daher eine Summendarstellung m- 1 = 5)11 + ... + 5);:-1 
(rSA), wobei das "Hauptsystem" 5)i1 =(Ei) jeweils aus allen 
Vielfachen a· E. einer einzigen "Basisreihe" E. besteht. Die Bedeutung 
der Hauptsysteme beruht auf dem Satz: 1st m- 1 Hauptsystem, so ist 
iedes Ideal b => a Quotient von a, also b = a: (a: b). 

In der Tat, ist m- 1 = (E), ~-1 C m-1, so ist ~-1 = (b1 • E) + ... 
+(b,. E) und somit b=a: (bl , ••• b,) nach der Formel ffir m- 1 : (b1, ••• b,). 

Der Quotientensatz zeigt, daB man bei primarem a = q = (E) die 
in 13. entwickelte Theorie der "reziproken Quotienten" auf den Rest
klassenring $n/q anwenden kann; insbesondere ist stets Aq = Ab + Ac' 
.falls b => q, c = q: b ist und Aq , Ab, Ac die Langen von q, 0, c bedeuten. 
AuBerdem erweist sich q nach den Ergebnissen von 13. als irreduzibeI, 
und aus dieser Ietzten Bemerkung schlieBt man weiter durch eine 
leichte Rechnung: 

Ein nulldimensionales Ideal a ist dann und nur dann ein Haupt
system, m-l = (E), wenn alle isolierten Primiirkomponenten von a 
irreduzibel sind. 

Der praktische Wert dieses Satzes wiederum berullt auf einem 
Theorem von MACAULAY, auf dessen Beweis wir hier leider nicht naher 
eingehen konnen: Ein nulldimensionales Ideal mit genau n-gliedriger 
Basis ist stets ein Hauptsystem. 

Eliminiert man aus den letzten Satzen das inverse System und 
wendet man die Kunstgriffe von 16. an, so erhiilt man ffir Ideale be
liebiger Dimension: Hat a = (aI' ... an _,)· die Dimension r, so ist a 
nicht nur ungemischt r-dimensional, sondern es sind auch alle isolier
ten Primarkomponenten von a irreduzibel. 1st 0 ein unge!Discht r-di
mensionales Oberideal von a, c = a: 0 und bedeuten Aa, Ab, Ac die 
Langen der zu einem bestimmten Primideal .lJ gehorigen isolierten 
Primarkomponenten von a,o, c, so ist stets Aa = Ab + Ac; bei H-Idealen 
gilt dariiber hinaus nach 24. ga = gb + gc' falls ga' gb' gc die Grade 
von a, 0, C sind. 

5* 
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Die bemerkenswerteste Folgerung aus diesen Satzen ist ein 
Theorem, das als algebraische Fassung einer Verallgemeinerung des 
bekannten BRILL-NoETHERschen Restsa tzes anzusehen ist. Es sei 
m = (Pz, .•. Pn-r) ein festes, ungemischt r+ 1-dimensionales H-Ideal; 
dann sollen zwei ungemischt r-dimensionale H-Ideale b und c "rezi
proke Reste hinsichtlich m" heiBen, wenn eine zu m prime Form a 
so bestimmt werden kann, daB fUr das ungemischt r-dimensionale 
H-Ideal a = m + (a) die Gleiehungen c = a: b, b = a: c geIten. -
Geometrisch reprasentiert im projektiv n - 1-dimensionalen Raume a 
eine Hyperflache, m eine projektiv r-dimensionale Mannigfaltigkeit, 
a das projektiv r-1-dimensionale Schnittgebilde von a und m; die 
Tatsache, daB b und C reziproke Reste sind, ist geometrisch so zu 
deuten, daB das Gebilde a gerade in die durch b und c definierten Ge~ 
bilde zerfallt. 

Der algebraische Restsatz lautet nun: Es seien b und c hinsichtlich 
m reziproke Reste: C = ao: b, b = ao: c (ao = m + (aD»); ferner bedeute 
b1 bzw. C1 einen weiteren reziproken Rest von b bzw. c: also b1 = a1 : b, 
b=a1 :b1 ; c1 =a2:c, c=aZ:c1 (a1=m+(a1), az=m+(as»); 
schlieIJlich werde angenommen, daIJ die Formen aD, ai' as aUe den gleichen 
Grad haben. Dann sind auch b1 und c1 reziproke Reste: b1 = as: c1, 
c1 = as: b1 (as = m + (as»)' 

Der einfache Beweis schlieBt sieh gedanklich an die beim Beweis 
des geometrischen Restsatzes fiblichen Uberlegungen an. Idealtheore
tisch braucht man auBer den oben abgeleiteten Satzen die Bemerkung, 
daB die Grade von aD, ai' a2 nach 24. alIe gleich, namlich gleich dem 
Produkt der Grade von Ps, •.. Pn-r mit dem gemeinsamen Grad von 
aD, ai' a2 sind. - 1m fibrigen kann man sieh, wie bei MACAULAY ge
zeigt ist, nachtraglich von der Beschrankung auf H -Ideale und von 
der Gradvoraussetzung fiber die ai frei machen. 

Was das Arbeiten mit dem inversen System selbst bei nichtnulldimen
sionalem a angeht, so behandelt MACAULAY vor allem den Fall, daB a 
ungemischt n - y-dimensional ist. Er ad jungiert die passend gewli.h.lten 
Variablen %,+1> ••• %" zum Grundkorper, macht so a zu einem nulldimen
sionalen Ideal Ilo und bildet das System 2(;1, das aus Potenzreilien in 
xII, ... X;l besteht, bei denen X'H' ••• X" rational als Parameter in den 
Koeffizienten auftreten; aus 2(;1 wird dann das eigentlich gesuchte System 
2(-1 bestimmt. Es ergibt sich, daB mit mol immer auch 2(-1 Hauptsystem 
ist, und daB somit 2(-1 stets Summe von endlich vielen Hauptsystemen 
wird; allerdings muB dabei der Begriff des Hauptsystems erst passend 
verallgemeinert werden. - (1st namlich 2(-1 = (E) Hauptsystem im friiher 
festgelegten Sinne, so ist a: (a: b) = b fur jedes b::;) a, und daraus folgt, 
daB a nulldimensional ist; ebenso muB auch die Summe von endlich vielen 
Hauptsystemen ein nulldimensionales Ideal reprasentieren.) - Auf die 
Einzelheiten der teilweise recht muhsamen MACAULAYSchen Unter
suchungen kann im Rahmen unseres Berichts nicht naher eingegangen werden. 

Literatur: MACAULAY [1], [3] Abschn. IV, [6] Nr. 5. Zur algebraischen 
Fassung des Restsatzes vgl. auch SCHMEIDLER [8). - An dieser Stelle 
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moge ferner noch auf einige weitere Arbeiten SCHMEIDLERS hingewiesen 
werden: [6]. [7]. [9] (idealtheoretische Definition und genauere Untersuchung 
der Singularitaten algebraischer Gebilde. vgl. hierzu auch KRULL [27]. 
HELMS [1]); [14] (algebraische Fassung des geometrischen Begriffs der 
"adjungierten KurveH ). - 1m Gegensatz zu MACAULAY arbeitet SCHMEID
LER zunachst stets inhomogen ("affin-rationale GeometrieH ) und unter
sucht erst nachtraglich die projektive (und birationale) 1nvarianz seiner 
Begriffsbildungen. - Eine ausfiihrliche Behandlung der SCHMEIDLER
schen Arbeiten ist hier nicht moglich. da die Formulierung der notigen 
Definitionen und die Abgrenzung der Tragweite der gewonnenen Ergebnisse 
zuviel Platz beanspruchen wiirde. 

26. Die Multiplizitatstheorie von VAN DER WAERDEN. Die Ideal
Hinge, die bei den geometrischen Anwendungen in 23. und 24. eine 
brauchbare Vielfachheitsdefinition lieferte, versagt bei allgemeineren 
Problemen. Eine systematische Vielfachheitstheorie wurde fiir die 
algebraische Geometrie von VAN DER W AERDEN geschaffen, und zwar 
einerseits auf rein algebraischem, andererseits auf topologischem Wege. 
1m folgenden haben wir uns nur mit den algebraischen Methoden zu 
beschaftigen. - VAN DER W AERDEN behandelt in erster Linie solche 
projektiven Aufgaben, bei denen nur endlich viele Schnittpunkte (pro
jektive Losungen) auftreten. Der wichtigste Grundgedanke seiner 
Theorie liegt darin, daB nicht isolierte "spezielle" Probleme untersucht 
werden. Es wird vielmehr zuerst ein "allgemeines" Schnittpunkts
problem aufgestellt, bei dem allen Punkten die Vielfachheit 1 zu
geschrieben werden darf. Geht man dann vom allgemeinen zum 
speziellen iiber. so riicken die urspriinglich getrennten Schnittpunkte 
in bestimmter Weise zusammen, und daraus ergeben sich dann die 
Vielfachheitszahlen des speziellen Falles. Arithmetisch driickt sich 
dieser Gedanke folgendermaBen aus: 

Neben dem urspriinglichen Grundkorper sto (der ganz beliebig sein 
kann) betrachtet man einen Korper st~. der aus sto durch Adjunktion 
von hinreichend vielen Unbestimmten und nachtragliche algebraische 
AbschlieBung entsteht. Das "allgemeine" Problem ist charakterisiert 
durch ein in ~*=st~[xo •... xJ gegebenes H-Ideal a*=(fl(u, x), ... fr(u, x»), 
bei dem die fi(u, x) Polynome in xo, ... xn undendlich vielen unbestimm
ten Parametern U1, ••• Uz aus stt mit Koeffizienten aus sto darstel
len"l. - Von a* wird auBerdem angenommen, daB es Durchschnitt 
von endlich vielen projektiv nulldimensionalen Primidealen .t:Jt, ... .t:Ji 
ist. Wegen der Abgeschlossenheit von stt -hat jedes .t:Jt eine Basis der 
Form .t:Jt= {~iOXl - ~i1 xo, ••• ~ioXn - ~inXo}. wobei die ~ik algebraische 
Funktionen von Ul , ••• U z sind, und es stellen die Systeme {~iO' ••• ~in} 
(i = 1, ... s) die samtlichen projektiven Nullstellen von a* dar. -
Ersetzt man die Parameter ui durch Elemente Ai aus sto, so entsteht 
aus dem allgemeinen Ideal a* = (fl(U, x), ... ) aus ~* ein spezielles 

1 In den Parametern Uj branchen die tdu. x) nicht homogen zn sein! 
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Ideal a = (/10., x), ... ) aus ~ = S'Mxo,'" xJ, von dem vorausgesetzt 
werden soIl, daB es ebenso wie a* nur endlich viele projektive Null
stellen {"7iO"" "7in} (i = 1, ... t) hat. (Dadurch werden gewisse 
"singuHi.re" Parameterspezialisierungen ausgeschlossen.) - Urn nun 
einen Zusammenhang zwischen den Nullstellen {~iO' ... } (i = 1, ... s) 
und {"7io, ... } (i = 1, ... t) von a* und a herzustellen, ffihrt VAN DER 
WAERDEN den Begriff der "relationstreuen Spezialisierung" ein: 

Die Zuordnung ui"-~ Ai (i = 1, ... l); ~ik -+ "7,,;k (i = 1, ... s, 
1 <: Vi <: t) heiBt eine relationstreue Spezialisierung, wenn aus 
I(u, ~l"" ~B) = 0 stets I(A, "7"" ... "7".) = 0 folgt, falls I(u, Yl"" Y.) 
einin deneinzelnen VariablenreihenYIO"" Yin;"'; YBO' ... Y,n homo
genes Polynom in u l , .•• uz, Y10' ... Y,n fiber ~o bedeutet. Oder 
schlagwortartig ausgedriickt: Die relationstreue Spezialisierung ist da
durch charakterisiert, dafJ bei ihr alle homogenen algebraischen Relationen 
erhalten bleiben. - Aus den am Schlusse von 20. zusammengestellten 
Satzen fiber Resultantensysteme und u-Resultante ergibt sich nun 
verhaItnismaBig einfach: 

Es gibt eine und im wesentlichen auch nur eine relationstreue Speziali
sierung ui -+ Ai' {~iO' ... } -+ {"7"iO' ... }. 

Auf den Beweis braucht nicht naher eingegangen zu werden, da 
alle wichtigen Punkte in dem VAN DER WAERDENschen Lehrbuch dar
gestellt sind (vgl. insbesondere § 96). - Auf Grund der Eigenschaften 
der relationstreuen Spezialisierung wird die folgende Definition moglich: 

Die Nullstelle {"7iO' ... } des speziellen Ideals a hat die Viellachheit p, 
wenn ihr bei der relationstreuen Spezialisierung genau p Nullstellen des 
allgemeinen Ideals a* zugeordnet werden. - Die Summe der Vielfach
heiten der Nullstellen des speziellen Ideals a ist dann offenbar gerade 
gleich der Anzahl saller verschiedenen Nullstellen des allgemeinen 
Ideals a* (Prinzip von der "Erhaltl1I!g der Anzahl"). Doch ist eine 
Schwierigkeit zu beachten: Es kann, wie Beispiele zeigen, bei un
giinstiger Wahl von a* und a vorkommen, daB eine Nullstelle {"7io, ... } 
von a die "Vielfachheit 0" erhaIt, daB also bei der relations
treuen Spezialisierung fiberhaupt keine Nullstelle von a* gerade in 
{"7iO, ... } fibergeht; bei den praktisch wichtigen Anwendungen muB diese 
Moglichkeit immer durch besondere lJbedegungen ausgeschlossen werden. 

Bei der Behandlung eines bestimmten geometrischen Problems mit 
Hille der VAN DER WAERDENschen Vielfachheitstheorie kommt es im 
wesentlichen auf drei Punkte an: Zuerst ist das "allgemeine" Problem 
aufzustellen, d. h. es ist das Ideal a* zu bestimmen, dann ist zu zeigen, 
daB bei keinem speziellen Ideal a Nullstellen der Vielfachheit 0 vorkommen, 
und schlieBlich ist die Nullstellenzahl von a* zu ermitteln. Die letz1;e Aufgabe 
ist dabei im allgemeinen die schwierigste. Fiir ihre Erledigung ist der folgende 
Kunstgriff von Wichtigkeit: Man betrachtet neben dem allgemeinen Ideal 
a* = (ll(U, Xl, ... ) und dem speziellen Ideal a = (11(;" Xl, ... ) noch ein 
"halbspezielles" Ideal a' = (It (IL, xl, ... ), bei dem ILl"" ILl geeignete 
Elemente aus Sf:, aber nicht mehr vollig unabhangige Parameter sind. 
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Natiirlich gilt auch fUr It* und It' die VAN DER WAERDENsche Vielfachheits
theorie. Kann man nun a' so bestimmen, daB sich seine Nullstellenzahl 
sofort angeben laBt, und daB auBerdem jede Nullstelle die Vielfachheit 1 
erhalt, so ist damit auch die gesuchte Nullstellenzahl von a* gefunden. 

Literatur: VAN DER WAERDEN [4]; [15] § 96. 

27. Der Grad einer Mannigfaltigkeit und der "allgemeine" BE
zOUTsche Satz. Wir verwenden die Bezeichnungen von 26., beschranken 
uns aber auf den Fall, daB ~o die Charakteristik 0 hat. Hinsichtlich 
der Besonderheiten, die bei Charakteristik p auftreten, sei auf VAN DER 

W AERDENS Odginalarbeiten verwiesen. - Zuerst behandeln wir das 
Schnittpunktsproblem einer festen speziellen (eindimensionalen) KurveK 
mit einer allgemeinen bzw. speziellen (n-1-dimensionalen) Flache F* 
bzw. F vom Grade m (bei der Dimension handelt es sich im folgenden 
immer um die projektive). Natiirlich setzen wir bei der speziellen 
Flache voraus, daB nur endlich viele Schnittpunkte auftreten. - Die 
Kurve Kist charakterisiert durch ein eindimensionales H-Primideal 
.):I = (gl(X), ••• gr_l(X») aus ~. Zur Definition der Flache F* bzw. F 
dient ein Primhauptideal (I(u, x») bzw. (I(l, x») aus ~* bzw. ~, wobei / 
eine homogene Funktion m-ten Grades in xo, ••. Xii bedeutet, deren 
Koeffizienten u l , ... u1 bzw. AI' ... 1.1 Unbestimmte aus ~~ bzw. Ele
mente aus ~o sind. Die gemeinsamen Schnittpunkte von F* bzw. F 
mit K sind die Nullstellen von a*= (gl(X), ••• gr_l(x), /(u,x») aus ~* 
bzw .. von a = (gl(X), ••• gr-l(x), /(1., x») aus ~. Aus der sehr leicht 
nachzurechnenden Tatsache, daB in ~l = ~O(Ul' ... u1) • ~ das Ideal 
al = a* n ~l ein nulldimensionales Primideal sein muB, folgt sofort, 
daB a* = al • ~* Durchschnitt von enPlich vielen nulldimensionalen 
Primidealen .):Ii = (~iOXl - ~il Xo, •.• ~iOXiI - ~iilXO) ist, wobei die Sy
steme {~iO' ... ~iil} die samtlichen Nullstellen von a* darstellen. Die 
Anzahl g dieser Nullstellen, die man erhalt, wenn man m = 1, also / 
als Linearform wahlt - geometrisch gesprochen die Anzahl der Schnitt
punkte von K mit einer allgemeinen n - 1-dimensionalen Ebene -, 
heiBt der "Grad" der Kurve K. Es gilt dann der Satz: 

Schneidet man die Kurve K des Grades g mit einer allgemeinen 
Plache F* des Grades m, so entstehen m· g verschiedene Schnittpunkte. 
Beim Obergang zu einer speziellen Flache F treten niemals Schnittpunkte 
der Viel/achheit 0 auf. 

Wir beweisen zuerst den zweiten Tell der Behauptung. Es geniigt 
zu zeigen: 1st {1Jo, .• • 1JiI} eine Nullstelle des speziellen Problems (also 
eine solche von a), so gibt es stets eine Nullstelle {~O, ... ~iI} von a* 
derart, daB die Spezialisierung Ui - Ai' ~i -1Ji relationstreu ist. Aus 
den Resultantensatzen von 22. folgt dann ohne Schwierigkeit, daB 
man die Zuordnung Ui - Ai' ~i -1Ji zu einer relationstreuen Speziali
sierung erweitern kann, bei der aIle Nullstellen von a* auf solche 
von a abgebildet werden. 
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Bei der Konstruktion der Nullstelle {Eo, ... En} zur gegebenen Null
stelle {"70, ••• "7n} dfirfen wir Eo = "70 = 1 annehmen und voraussetzen, 
daB bei keiner einzigen Nullstelle von a* die xo-Koordinate gleich 0 
ist. Wir konnen und wollen dann weiter durch die Substitution Xo = 1 
enthomogenisieren, ohne das aber in der Bezeichnung besonders hervor
zuheben. Es sei enthomogenisiert I(u, x) = U1 - 11 (Us, •.. U1, x); 
0= Al - 11 (As, •.. AI' "7); K sei der Restklassenkorper des eindimensio
nalen Primideals .):1(2) = (gl(X), ••. gr_I(X» • Sfo(U\I' ... ul) in $8 = 

$. Sfo(u\I, ... ul), 11 = U] bzw. X;, (i = 1, ... n) sei die von 11 bzw. Xi 

in K erzeugte Restklasse. Dann ist ul in K fiber Sfo(us, ... ul ) transzen
dent, und es gilt fiber Sfo (u2, ••• u l) ein Gleichungssystem Pi (U1' Xl' '" Xi) 
= 0 (i = 1, ... n), durch das K eindeutig bestimmt ist. Wahlt man daher 
in Sf~ die Elemente E1 , ••• En sukzessive als Wurzeln der Gleichungen 
Pi(UI , EI , ••• ~;,) = 0, so ist I] (u2 , ••• Ul , E) = U1 , I(u, E) = 0, und es 
stellt E1 , ••• En eine Nullstelle von .):1(2) dar. D. h. aber, E1 , ••• En ist 
Nullstelle von a*. 

Bedeutet nun 4>(u, x} ein Polynom, ffir das 4>(u}, •.• uz, E) 
= 4> (11 (ua, .•• U l , E)' US,," U1, E) = 0 ist, so ist (/J(/1' u, E) = 0 eine 
der Relationen, die fUr die allgemeine Nullstelle von .):1(2) gelten und 
daher richtig bleiben, wenn man diese durch irgendeine spezielle Null
stelle, z. B. durch "71'''' "7n ersetzt. Es ist also 4> (11 (ua, ... uI, 1]), Us,'" uz, "7) 
= 0 und damit auch 4> (f] (A2 , ••• AI' 'Yj), A2 , ••• AI' "7) = 4> (A, "7) = O. 
Die Zuordnung u;, ~ A;" E;, ~ "7;, erweist sich also als relationstreu. 

Um nun noch die Nullstellenzahl von a* zu bestimmen, lassen wir F* 
in m allgemeine Ebenen zerfallen, d. h. wir betrachten neben a* das 
halbspezielle Ideal a' = (gl' •.• gr-l' I(ft, x»), bei dem ft], ... ftl in Sf~ 
so gewiihlt sind, daB I (ft, x) das Produkt von m voneinander unab
hiingigen Linearformen mit unbestimmten Koeffizienten wird: I (ft, x) 

m 
= ]](UiOXO + ... + u;,nxn). Von a' sieht man ohne weiteres, daB es 

1 
ebenso wie a* Durchschnitt von Primidealen ist und auBerdem genau 
g. m verschiedene Nullstellen besitzt. Da nach dem bereits Bewiesenen 
jede dieser Nullstellen mindestens die Vielfachheit 1 hat, ergibt sich 
fiir die Nullstellenzahl von a* die Ungleichung r > m • g. 

Um umgekehrt r:::;;; m· g zu beweisen, nimmt man die Ideallange 
zu Hille. Aus der Tatsache, daB a' und a* Durchschnitte von null
dimensionalen Primidealen sind, ergibt sich sofort, daB die Nullstellen
zahl r bzw. m· g gleich der Lange A* bzw. A'des "vorsichtig" ent
homogenisierten Ideals a* bzw. a' sein muB. Bedeutet femer n bzw. 
n* (n') die Maximalzahl von linear unabhangigen Formen k-ten Grades, 
die keiner Bedingung unterworfen bzw. im homogenen Ideal a* (a') 
enthalten sind, so wird, wie leicht einzusehen, fiir groBes k stets 
A* = n - n*, A' = n - n'. - Es seien nun fP.(u, x) bzw. fP. (ft , x) 
(-r = 1, ... co) die Formen k-ten Grades, die sich aus den Basisformen 
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von a* bzw. a' durch Multiplikation mit Potenzen der x. bilden lassen. 
Dann ist jede Form k-ten Grades aus n* bzw. n' Linearkombination 
der CfJ.(u, x) bzw. CfJ,(tt, x); es ist also n* bzw. n' gleich dem Rang der 
Koeffizientenmatrix A(u) bzw. A(tt) der CfJ,(u, x) bzw. CfJ.(tt, x). Da 
aber A (tt) aus A (u) durch Parameterspezialisierung entsteht, muB 
n' -< n*, also auch m· g = n - n' > n - n* = r sein. - (trber die 
Moglichkeit eines andern, von spezifisch idealtheoretischen trber
legungen freien Beweises vgl. VAN DER WAERDEN [21].) 

Der Satz liber den Schnitt der Kurve K mit der FHiche F* bzw. F 
kann leicht verailgemeinert werden: Es sei Lr eine feste spezielle 
(irreduzible) r-dimensionale Mannigfaltigkeit mit dem zugehOrigen 
H-Primideal t> = (gl (x), ... g.(x»). Dann schneiden wir Lr mit r all-
gemeinen FHichen F:, ... F~ von den Graden m1 , ••. m" wir bilden 
also in 1.13* das Ideal a* = (gl (x), ... gs(X), 11 (u, x), ... I,(u, x»), wobei 
/.(u, x) eine homogene Form m;-ten Grades bedeutet und die Koeffi
zienten u1 , ••• u1 ailer li(U, x) voneinander unabhangige Unbestimmte 
sind. - Es ergibt sich wieder mlihelos: In \151 = S'to (u1 , ••• ul) • 1.13 ist 
(gl(X), ... g.(x), lI(u, x), ... li(u, X») jeweils ein r-i-dimensionales 
Primideal; n* zerfallt also in 1.13* in endlich viele nulldimensionale Prim
ideale, die die verschiedenen Schnittpunkte von Lr mit den Flachen 
Fi, ... F~ definieren. Die Schnittpunktszahl g, die man erhalt, wenn 
aile Fj Ebenen sind - m1 = ... = mr = 1 -, wird als der "Grad" 
von Lr bezeichnet. 

1st nun weiter immer noch m2 == ... = mr = 1, aber m1 beliebig, 
so definiert das Primideal (gl(X), ... g.(x), 12(U, x), ... f,(u, x») in 
1.131 = S'to (u1 , • • • uz) • 1.13 offen bar eine (eindimensionale) K urve vom 
Grade g. Nach dem Kurven-Flachenschnittpunktssatz ist somit die 
Nullsteilenzahl des Ideals ((gl(X), ... gs(x), 12(X), ... fr(x)) , iI(x») 
= ((gl(X), ... g.(x), fl(U, x»), f2(U, x), ... fr(u, x») in 1.13* gleich g. m], 
d. h. (gi (x), ... g.(x), II (u, x») definiert in 1.131 eine r -1-dimensionale 
Mannigfaltigkeit des Grades g . mI' - Aus diesem Ergebnis folgt so
fort durch InduktionsschluB: 

Die Mannigfaltigkeit Lr des Grades g hat mit r allgemeinen Flachen 
Fi, ... F~ von den Graden ml , ••• m, genau g. m1 ••••• mr Schnitt
punkte gemein. - Ersetzt man Fi, ... F~ durch spezieile Flachen 
FI , .•• F" so konnen, falls die Schnittpunktszahl endlich bleibt, aus 
den gleichen GrUnden wie beim Kurven-Flachensatz niemals Schnitt
punkte der Vielfachheit 0 auftreten. Spezialisiert man ferner nur 
Fi, ... F; zu F I , ..• F. (s < r), wahrend man fUr F:+1' ... F'; all
gemeine Ebenen wahlt, so erkennt man leicht: 

Treten beim Schnitt von L, mit s < r speziellen Flachen F I , ••• F. 
von den Graden ml , .•• m. keine Schnittpunktsmannigfaltigkeiten von 
hOherer als r - s-ter Dimension auf, so verteilen sich die Schnittpunkte 
von L" F I , ... F. auf endlich viele (irred~tzible) r-s-dimensionale 
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Mannigfaltigkeiten 51"" 5 q , denen man eindeutig positive Vielfach-
. q 

heiten VI' ••• v q so zuordnen kann, dafJ die Gleichung g. m l ••••• m8 = 1: vigi 
gilt, falls gi jeweils den Grad von 5 i bedeutet. i=l 

Die Vielfaehheiten Vi werden dureh die Vielfaehheiten der beim 
vollen Sehnitt von L T , F 1 , ••• F s ' F;+l' ... F: auftretenden Sehnitt
punkte geliefert. DaB die 5 i , auf die sich die Sehnittpunkte von L r • 

F l' ... Fs verteilen, alle genau die Dimension r - s haben miissen, 
folgt aus der Bemerkung, daB andemfalls beim Sehnitt von L r , F I , ••• F. 
mit r - s speziellen Ebenen Sehnittpunkte der Vielfaehheit 0 auftreten 
wiirden. (Damit ist iibrigens ein bereits in 17. benutzter Satz in ver
allgemeinerter Fassung bewiesen.) - Dureh die bisherigen Betraeh
tungen haben wir auf dem einfaehsten Wege diejenigen geometrisehen 
Satze gewonnen,' deren Ableitbarkeit mit Hilfe der HILBERTsehen 
eharakteristisehen Funktion in 24. angedeutet wurde. Allein der VAN 
DER WAERDENsehen Vielfaehheitstheorie zuganglieh ist der sog. "All
gemeine BEzouTsehe Sa tz": 

Eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit Lr vom Grade g hat mit einer 
n - r-dimensionalen Mannigfaltigkeit Ln-r vom Grade h bei richtiger Viel
fachheitsziihlung genau g. h 5chnittpunkte gemein, - sofem man den 
Fall unendlieh vieler Sehnittpunkte aussehlieBt. 

Es seien die speziellen MannigfaItigkeiten Lr und Ln-r durch die 
H-Primideale (gl' ... gs) = p und (h1' ... ht) = q aus '.IS eharakteri
siert, so daB a = (g1' ... g., hI' ... ht) das spezielle Ideal des Pro
blems ist. Es ist nun diesmal keineswegs ohne weiteres klar, wie das 
allgemeine Ideal a* aussehen soIl; jedenfalls kann man nicht einfach 
etwa die spezielle MannigfaItigkeit Ln-r dureh "die allgemeine" Mannig
faltigkeit der Dimension n - r ersetzen, da eine so1che fUr r *' 1 gar 
nieht definiert ist. 

VAN DER WAERDEN gewinnt nun zu L,,_r eine "hinreiehend all
gemeine" MannigfaItigkeit L!_r, indem er aus (h1 (x), ... ht (x») das 

n 
Ideal (hl (y), ..• ht(y») ableitet (Yi = 1:UikX", alle Uik unabhangige Un-

k=O 

bestimmte aus sed). Es ist dann a* = (gl (x), ... gs(X), h1 (Y), ... ht(Y») , 
und die Spezialisierung, die von a* zu a fiihrt, ist die Substitution 

U ik -+ bik (bik = {~ ~ :!: Z}), sie besteht also im Ubergang von der 

"allgemeinen Matrix" U = II U ik II zur Einheitsmatrix E. 
Man zeigt nun zuerst durch verhaltnismaBig miihsame Reehnungen, 

daB U in eine Matrix V (und zwar in eine "allgemeine Matrix vom 
Range r + 1 ") so spezialisiert werden kann, daB fUr Zi = 1: Vi"Xk die 

k 
dureh q' = (hI (z), ... ht(z») definierte halbspezielle MannigfaItigkeit L~-r 
in h voneinander unabhangige n - r-dimensionale MannigfaItigkeiten 
ersten Grades zerfallt. Von L~_r wissen wir dann, daB es mit Lr genau 
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h . g verschiedene Schnittpunkte gemein hat. DaB die Schnittpunkts
zahl p von L;-r und Lr hi:ichstens gleich der Zahl It· g des halb
speziellen Falles sein kann, ergibt sich im wesentlichen aus denselben 
Uingenbetrachtungen, wie sie oben beim Kurven-FHichensatz benutzt 
wurden. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB L;-r und Lr iiberhaupt Schnitt
punkte besitzen (das ist diesmal keineswegs selbstverstandlich), und 
daB bei keiner Spezialisierung der Matrix U Schnittpunkte der Viel
fachheit 0 auftreten. Der Existenzbeweis fUr den gemeinsamen Schnitt
punkt von L;_r und Lr beruht auf einem hi:ichst bemerkenswerten 
Gedanken: Ausgehend von einer allgemeinen Nullstelle von Lr kon
struiert man eine Transformation Wi = 1: qikxk so, daB Lr mit der 

k 
durch (hI (w), ••• ht{w}) definierten Mannigfaltigkeit L~_r gerade diese 
Nullstelle gemein hat. Dann zeigt man, daB die Transformations
koeffizienten qik algebraisch unabhangig sind, so daB sie mit den Un
bestimmten Uik identifiziert werden ki:innen, wodurch L~-r und L!_r 
zusammenfallen. - Von der so erhaltenen gemeinsamen Nullstelle von 
Lr und L;'_r beweist man weiter, daB sie relationstreu in jede gemein
same Nullstelle von L, und Ln_r (oder von L, und L~_r) spezialisiert 
werden kann, womit dann die abschlieBende Ungleichung p 2': h . g ge
wonnen ist. 

Auf Einzelheiten sol1 auch hier nicht eingegangen werden. Es sei 
nur betont, daB trotz des naturgemaB umstandlicheren Apparates die 
trberlegungen durchaus denen parallel laufen, durch die im Kurven
Flachenfall die Vielfachheiten 0 ausgeschlossen wurden. Auch damals 
stand ja die Konstruktion eines gemeinsamen Punktes von Kurve und 
FHiche an der Spitze. DaB beim allgemeinen BEzouTschen Satz die 
Ideallange als Vielfachheit versagt, kann durch Beispiele gezeigt werden. 

Zur ersten Halfte von 27. vgl. VAN DER WAERDEN [17], zur zweiten 
VAN DER WAERDEN [6]. In [21] hat VAN DER WAERDEN angedeutet, daB 
man die spezifisch idealtheoretischen 'Ubedegungen des Textes (d. h. im 
wesentlichen das Arbeiten mit der IdealHinge) vermeiden kann, wenn 
man einen (in [21] bewiesenen) einfachen Hilfssatz heranzieht, der eine 
algebraische Fassung der geometrischen Bemerkung darstellt, daB das 
Auftreten von zusammenfallenden Schnittpunkten stets die Existenz 
mindestens einer gemeinsamen Tangente nach sich zieht. 

28. Zweifach projektive Raume. Es ist von hi:ichster Bedeutung, 
daB man die VAN DER WAERDENsche Vielfachheitstheorie ihrer Natur 
nach unmittelbar auch auf die Geometrie in einem "mehrfach pro
jektiven" Raum anwenden kann. Wir beschranken uns auf die Be
sprechung des zweifach projektiven Falles, auch setzen wir den Grund
ki:irper Sfo durchweg als algebraisch abgeschlossen von der Charakte
ristik 0 voraus. - Ein Ideal a aus \]Sm,n = Sfo[xo, •.. xm; Yo, ... y,,] 
heiBe H 2-Ideal, wenn es eine Basis (fl' ..• I,) besitzt, bei der die Ii 
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in den beiden Variablenreihen Xo • •.. x",; Yo •... Yn homogen sind. Mit 
~O •••• ~",; 'YJo •••• 'YJn ist stets auch fl' ~o, ••• fl' ~",; ')I. 'YJo •••• ')I. 'YJ ... 
(fl. ')I beliebig) Nullstelle von n; der Menge aller dieser Nullstellen ordnet 
man eine "doppeltprojektive" Nullstelle {~O, ... ~",; 'YJo •••• 'YJ ... } zu, 
die geometrisch als Punkt in einem "doppeltproj ektiven" Raum P "'.'" 
der Dimension m + n gedeutet wird. Nullstellen. bei denen entweder 
alle ~i oder alle 'YJi gleich 0 sind. und Ideale. die nur so1che Nullstellen 
haben, werden von der Betrachtung ausgeschlossen. - Hat ein H 2-Prim
ideal .p im gewohnlichen Sinne die Dimension r + 2. so bildet seine 
N ullstellenmenge in P'" n eine Mannigfaltigkeit der Dimension r. 

Die Untersuchung des Schnittes einer speziellen r-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit Lr mit r (bzw. mit s < r) allgemeinen oder speziellen 
(m + n - 1-dimensionalen) FHichen kann in p"" ... nach demselben 
Schema durchgefuhrt werden wie im einfach projektiven Raum. Ins
besondere ergibt sich durch unwesentliche Abanderung der in 27. an
geste11ten Uberlegungen: 

Beim Ubergang von allgemeinen zu speziellen Schnitten tritt niemals 
eine Vielfachheit 0 auf. - Bei der Bestimmung der Schnittpunktszahl 
des allgemeinen Falles darf man die schneidenden Fliichen so "halb
spezialisiert" annehmen. dafJ jede von ihnen in eine gewisse Zahl von 
allgemeinen x-Ebenen 1{'nd allgemeinen y-Ebenen zerfiillt. (Dabei wird 
eine x- bzw. y-Ebene algebraisch dargeste11t durch eine Form, die von 
den Yi bzw. Xi unabhangig und in den Xi bzw. Yi linear ist.) 

Urn auf Grund dieses letzten Satzes zu expliziten Schnittpunkts
formeln zu kommen, muB man Lr im ganzen r + 1 Gradzahlen 
gik (i + k = r) zuordnen, und zwar hat man dabei unter gik die Zahl 
der beim Schnitt von Lr mit i allgemeinen x- und k allgemeinen y-Ebenen 
auftretenden Schnittpunkte zu verstehen. (Einzelne der Zahlen gik 

konnen 0 sein!) - 1st insbesondere r = 1, also LI eine Kurve, so gibt 
es nur zwei Gradzahlen giO und gOl' und man erhalt fUr die Schnitt
punktszahl von LI mit einer Flache F den Wert giO • P + gOl • q. fails 
p bzw. q den x-Grad bzw. y-Grad des definierenden Polynoms I (x, y) 
von F bedeutet. 

1m allgemeinen Fall berechnet sich die Schnittpunktszahl von Lr 
mit den Flachen F l , ..• Fr aus den Gradzahlen gik von Lr und den 
x- und y-Graden Pi und qi der definierenden Polynome der Fi nach 
einer in der abzahlenden Geometrie ublichen symbolischen Methode. 
Das gleiche gilt fUr die Gradformeln, die beim Schnitt von Lr mit 
s < r Flachen auftreten. 

Ein lehrreiches Beispiel fUr die Anwendung der Theorie bietet die 
Bestimmung der Anzahl der Geraden auf einer allgemeinen Flache F", 
des m-ten Grades im n-dimensionalen projektiven Raum Pn • 1st I(x) 
= 10 (x, y) die F m definierende allgemeine Form m-ten Grades in 
xo, ... xn' li(x, y) die mit Hille der Reihe Yo, .•. Yn gebildete i-te 
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Polarform von 10' so dient das Gleichungssystem/i(x, y)=O (i=O, ... m) 
zurBestimmung derGeraden vonF",. JedeNullsteIle {~o, .. , ~n; 1]0'''' '/}11} 

des H2-Ideals (/0' ... 1m) definiert ein Punktepaar auf einer dieser Ge
raden, sofem nicht die Reihen ~o, ..• ~n und '/}o, .•. '/}n proportional 
sind und somit denselben Punkt von F~, liefem. - Urn zuerst zu ent
scheiden, ob F m uberhaupt Gerade besitzt, setzt man Xo = Yl = 0 und 
beschrankt sich damit auf solche Punktepaare, bei denen ein Punkt 
in der xo-, der andere in der x1-Ebene liegt; auBerdem enthomogeni
siert man durch die weitere Substitution Xl = Yo = 1. Man kommt so 
zu m + 1 Gleichungen f{!i(X2"" xn; Y2, ... Yn) = ai (i = 0, ... m), 
bei denen die linken Seiten fUr 2n - 2:::> m + 1 algebraisch unab
ha.ngige Polynome in x2, ..• xn ' Y2' ••. Yn und die ai auf den rechten 
Seiten von den Koeffizienten der linken Seiten unabhangige Un
bestimmte sind. 

Daraus folgt sofort (vgl. die Kleindruckbemerkung in der Mitte 
von 18.): Fm tragt fur m> 2n - 3 keine, fUr m < 2n - 3 unendlich 
viele, fUr m = 2n - 3 endlich viele Gerade. 

Fur den wichtigsten Fall m = 2n - 3 ergibt sich aufJerdem, dafJ die 
endlich vielen Fllichengeraden alle algebraisck konjugiert und somit samt
lick mit der Viellachheit 1 zu zahlen sind. Will man eine Formel fUr ihre 
Anzahl gewinnen, so muB man zur doppeltprojektiven Untersuchung 
des H2-Ideals a = (fo' ... 1m) ubergehen. a ist kein Primideal, es hat 
vielmehr zwei nichteingebettete Nullstellenmannigfaltigkeiten, die 
"richtige" zweidimensionale M 2 , der die Flachengeraden entsprechen, 
und eine "falsche" n - 1-dimensionale M!_l, die durch I (x) = 0, 
Xo: ••• : xn = Yo: •.• : Yn charakterisiert ist und aIle Punkte von Fm 
(aufgefaBt als zusammenfallende Punktepaare) liefert. - Urn nun M2 
zu erfassen, bildet VAN DER W AERDEN zuerst das Ideal 00 = (/0' ••• f n) , 
das zwei n - 1-dimensionale Nullstellenmannigfaltigkeiten hat, die 
falsche M!-l und eine richtige M n - 1 • Nur die letztere schneidet er mit 
der durch I n+1 = 0 definierten doppeltprojektiven Flache; es entstehen 
zwei Mannigfaltigkeiten der Dimension n - 2, eine falsche M!-2' die 
Untermenge von M!_l ist, und eine richtige M n - 2 • M"_2 allein wird 
mit der durch j"-f2 definierten Flache geschnitten usw. - Bei jedem 
Schritt sind die Bedingungen fUr die Anwendbarkeit einer "Gradformel" 
erfullt. Dabei treten allerdings zunachst die unbekannten Vielfach
heiten von M!_l, M:- 2 , ••• auf; aber diese konnen schlieBlich durch 
einen geschickten Kunstgriff eliminiert werden, und es gelingt so die 
gewiinschte Anzahlbestimmung, auf deren Einzelheiten im knappen 
Rahmen unseres Berichts leider nicht eingegangen werden kann. 

Dagegen mussen wir wegen der auBerordentlich wichtigen Anwen
dungen kurz den Zusammenhang zwischen algebraiscken Korrespondenzen 
und doppeltprofektiven M annigjaltigkeiten besprechen. Es sei Meine 
derartige Mannigfaltigkeit von der Dimension "', definiert durch das 
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Hs-Primideal .\)=(/t(X,y), ... fl}(x,y»), d.h. durch das Gleiehungs
system (1): fl(X,y)=···=fl}(x,y)=O aus $n,m. DurchHiuft 
{~o, .•. ~m; 1'}o, •.. 1'}n} die Punkte von M, so durchlauft {~o, .•. ~m} 
bzw. {1'}o, ... 1'}n} die Nullstellen eines H-Primideals .\)'" bzw . .\)y aus 
sro[xo, ..• xmJ bzw. sro[Yo, ... yJ, also die Punkte einer irreduziblen 
einfach projektiven Mannigfaltigkeit M", bzw. My. Durch die Zusam
menfassung ihrer Punkte zu den Punkten von M werden M", und My 
(im allgemeinen in jeder Richtung unendlieh vieldeutig) aufeinander 
abgebildet, es entsteht eine "algebraische Korrespondenz" K zwischen 
M", und My. - Bedeutet 1-'", (I-'y) die Dimension von M", (My), 'V'" ('Vy) die 
Dimension der einem allgemeinen Punkt von My (M",) - (also einer 
allgemeinen Nullstelle von .\)y (.\)"'») - in K zugeordneten Mannigfaltig
keit N", (Ny), so gilt offenbar die Gleichung 1-'", + 'Vy = I-'y + 'V'" = 1-'. -
1st ferner {~o, ... ~m} = {~} irgendein spezieller Punkt von M"" d die 
Dimension seiner Bildmannigfaltigkeit Ny, so geniigt d wegen der 
Homogenitat der Gleiehungen (1) der Ungleiehung d:> 'Vy , und es ergibt 
sieh durch die Verallgemeinerung gewisser in 27. angedeuteter "Ober
legungen, daB fiir d = 'Vy die irreduziblen niehteingebetteten Bestand
teile N~i) (i = 1, ... lX) von Ny alle genau die Dimension d haben 
miissen. - SchlieBlich liefert die VAN DER W AERDENsche Vielfachheits
theorie einen auBerst einfachen, seiner Wiehtigkeit wegen nachher kurz 
zu skizzierenden Beweis des folgenden Satzes: 

1st d = 'Vy und ist {~} ein nichtsingularer Punkt von M", - eine 
Voraussetzung, deren Notwendigkei~ von SEVERI (vgl. [1] Nr. 13) gezeigt 
wurde -, so lapt sich jeder der irreduziblen Mannigfaltigkeiten N~i) eine 
eindeutig bestimmte positive Vielfachheit Ai zuordnen, und zwar so, daP eine 
dem Satz von der Erhaltung der Anzahl entsprechende "Gradformel" gilt. 

Zunachst laBt sich der Fall d > 0 leieht dadurch auf den Fall d = 0 
zuriickfiihren, daB man zu den Gleiehungen (1) noch d allgemeine 
Linearformen in Yo, ..• Yn allein hinzunimmt, daB man also My mit d 
allgemeinen Ebenen schneidet. - 1st d = 0, sind also die N~i) Punkte 
{1'}(t)} (i = 1, ... lX), so projiziert man (geometrisch gesprochen) M", in 
moglichst allgemeiner Weise auf einen I-'",-dimensionalen linearen Raum P. .. 
und fiihrt in P,. projektive Koordinaten To, ..• Tltz ein. Es entsprechen 
dann gleiehzeitig mit {~} = {~(O)} noch endlich viele weitere Punkte 
{~(1)}, ... {~(P>} demselben Punkte {'r*} von Pr • Wegen der Allgemein
heit der Projektion haben {~(1)}, ... {~<P>} in My nur endlich viele Bild~ 
punkte, unter denen sieh keiner ·der Bildpunkte {1'}(t)} von {~} befindet, 
auBerdem ist {~} als niehtsingularer Punkt 'lon M", in der Reihe aller 
{~(k)} sieher nur einfach zu zahlen. Besitzt daher ein Punkt {1'}(i)} als 
Bild von {r*} eine bestimmte Vielfachheit Ai' so kann man Ai auch als 
die Vielfachheit von {1'}(i)} hinsichtlich {~} auffassen. -

Der Zusammenhang zwischen P T und My wird aber hergestellt durch 
ein doppelthomogenesGleiehungssystem (2) : gl ('t" ,y) = ... = ga ('t", y) = 0, 
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in dem man wegen der Linearitat von P T die T. - (im Gegensatz zu 
den xi, in (1») - als frei veranderliche Parameter ansehen darf. Da 
ferner {r*} in My nur endlich viele Bildpunkte hat, kann man jedem 
von diesen, also insbesondere jedem der Punkte {fi'')} nach der all
gemeinen VAN DER WAERDENschen Vielfachheitstheorie von 26. eine 
eindeutig bestimmte Vielfachheit A zuordnen, und zwar erweist sich A 
nach 'Oberlegungen von der Art, wie sie in 27. ausfiihrlich dargestellt 
wurden, als positiv. Damit ist alles Wesentliche bewiesen, die noch 
ausstehende Gradformel ergibt sich fast von selbst, und man hat eine 
algebraisch exakte, von Grenziibergangen freie Begriindung der Theorie 
der Korrespondenzen gewonnen. 

Auf die sehr weitgehenden geometrischen Anwendungen (lineare 
Scharen, rationale Abbildungen, Charakteristikenformeln) kann hier 
nur hingewiesen werden. 

Literatur: VAN DER WAERDEN [17] (Schnittpunktsformeln), [18J 
(FUichengeraden), [21J und vor allem [22J (Korrespondenztheorie nebst 
geometrischen Anwendungen). - Vgl. ferner VAN DER WAERDEN [5J, wo
unter Hinweis auf das bereits von LASKER aufgestellte Programm - die 
Gradtheorie der HILBERTschen Funktion, die wir der Einfachheit halber 
nur einfach projektiv dargestellt baben, von vornherein doppeltprojektiv 
entwickelt ist. - Zur Wiirdigung der historischen Bedeutung von LASKER [1J 
vgl. die Bemerkung am Schlusse von 24. 

§ 4. Einartige Bereiche. 

29. Endliche algebraische Erweiterung primarer Ringe. Bereits 
in 9. und 10. wurde gezeigt, daB die Untersuchung von beliebigen 
einartigen Ringbereichen weitgehend auf das Studium "primarer" 
Ringe, die nur ein einziges Pnmideal enthalten, zuriickgefiihrt werden 
kann.- Dementsprechend beginnen wir den Paragraphen mit einer 
Weiterentwicklung der Theorie der primaren (Nullteiler-) Ringe. Das 
Vorbild liefert uns dabei - ganz anders als in § 2 - die STEINITZSche 
abstrakte Korpertheorie. Zunachst handelt es sich urn den Nachweis, 
daB die algebraischen Erweiterungen eines primaren Ringes einer ganz 
ahnlichen Behandlung fahig sind wie die eines Korpers. 

Es sei 0 ptimar mit dem Primideal .p*, 0" = O[Xl' ... x,J sei der 
Polynomring in Xl' ... X" mit Koeffizienten aus .0, .p: =.p*. 0". 

In 0" sind aile Elemente von .p: nilpotent, wahrend es auBerhalb 
von .p: keine Nullteiler gibt. - Setzt man Sf = OJ.p*, ~,,= O"j.p!, 
und versteht man ailgemein unter a bzw. a das zum Element a bzw. 
Ideal a aus 0" in ~" gehorige Restklassenelement bzw. Restklassen
ideal, so laBt sich ~"als Polynomring in Xl' .•. X" iiber dem K6rper Sf 
auffassen, und man erschHeBt bei Beschrankung auf nicht in .p* enthal
tene a aus dem Zusammenhang zwischen ~" und 0" ohne besonderen 
Kunstgriff folgende Satze: 
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fJ ist in .on Primideal dann und nur dann, wenn fJ; C fJ und ~ Prim
ideal in I.lSn; die Primideale aus .on und I.lSn entsprechen also einander 
umkehrbar eindeutig. Setzt man die Dimension von fJ fiber D. gleich 
der Dimension von ~ fiber sr, so kann die gesamte Dimensionstheorie 
von 17. und 18. von I.lSn auf .on fibertragen werden. - Es ist a = £In 
dann und nur dann, wenn a = I.lSn; insbesondere ist a in .on dann und 
nur dann Einheit, wenn a Element von sr. Sind fJl' ... fJm die mini
malen Primoberideale von a, so sind .j.11' ••• .j.1". die minimalen Prim
oberideale von a und umgekehrt. - Ffir die isolierten Primarkompo
nenten dagegen besteht im allgemeinen kein wnlich enger Zusammen
hang: 1st q die zu fJ gehorige isolierte Primarkomponente von a, so 
kann unter Umstanden die zu ~ gehorige isolierte Primarkomponente q' 
von a echtes Oberideal von q sein. 

1st allerdings a ungemischt nulldimensional, so ergibt sich sofort: 
a ist Produkt seiner paarweise teilerfremden isolierten Primarkompo
nenten, a = ql •.... ql1" und es sindih, ... q". die isolierten Primar
komponenten von a = Ql' ...• 'I",. 

1st a = ~ IXiXi ein (nicht zu fJt gehOriges) Polynom aus .ol=.o[x], 
so bezeichnet man als "Grad" von a den Grad von a, also den Expo
nenten der hochsten x-Potenz, die in a einen Nichtnullteilerkoeffizienten 
besitzt; a heiBt normiert, wenn es die spezielle Gestalt x' +IX1X·- 1+ ••• + IX. 

hat. Wie bereits erwwnt, ist a dann und nur dann Einheit, wenn es 
den Grad 0 besitzt. Darfiber hinaus gilt: 

Jedes Element a aus .01 vom Grade mist zu einem einzigen nor
mierten Element a* gleichen Grades assoziiert. 

Die Einzigkeit von a* ist mfihelos einzusehen, die Existenz ergibt 
1 

sich so: Es sei a = 1: {Xi Xi (l >- m), a sei das in fJ* enthaltene Ideal 
o 

(IXl' (Xl-I' ••• IX".+1) aus .o. Dann zeigt eine leichte Rechnung: Man 
kann in .o} schrittweise die Einheittm e1 , ••• e;. so bestimmen, daB 

L;. 
( ) - '" 'i 't - ( ) C (22) . d e1 •...• e;. • a -.::..., #iX ml #",- 1, #L2' #L;. -1' ... #"'+1 = a wlr. 

o 
- Fertig, da a(2;'} = (0) fUr groBes A. a 

Es sei nun a irgendein normiertes Polynom aus .01 , a = II pfi sei 
1 

die Zerlegung von a in Potenzen von fiber sr irreduziblen Faktoren, 
a 

mi bedeute den Grad von Pfi, (a) = II qi sei die Primarfaktorzerlegung, 
1 

die (a) als nulldimensionales Ideal in .01 besitzt. Bei geeigneter Nume-
rierung ist dann qi = (pfi) und es enthalt qi jeweils ein normiertes 
Element qi vom Grade mi' Setzt man nun a' = II qi' so sind a' und a 
normierte Elemente gleichen Grades, und es ist a' = a . b. Daraus 
folgt aber a' = a, qi = (qi) , d. h.: Bei normiertem a entspricht der 
Zerlegung von a in Potenzen irreduzibler Faktoren eindeutig eine Zer-
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legung a = II qi in normierte, primare, paarweise teilerfremde Faktoren. 
i 

Die wichtigste Anwendung dieses Resultats ist der 
"Wurzelexistenzsatz": 1st a ein Polynom aus .01 , dessen Rest

klasse a in sr eine ein/ache N~tllstelle 01. hat, so gibt es in .0, und zwar 
in der Restklasse 01., eine Nullstelle 01. von a . 

.0 heiBt vollkommen, wenn St' vollkommen ist; ffi:J .0 heiBt end
liche algebraische Erweiterung von .0, wenn ffi = .0[1]1' ... 1]nJ aus .0 
durch Adjunktion von endlich vielen Elementen 1],: entsteht, von denen 
jedes einzelne einer algebraischen Gleichung mit nicht durchweg zu tl* 
gehorigen Koeffizienten aus .0 geniigt. ffi ist dann isomorph zu .on/an, 
wobei Un ein nulldimensionales Ideal aus .on = D[x1' ... xnJ bedeutet, 
fUr das an n .0 = (0) ist. r 

Der Zerlegung an = II q~) ih teilerfremde Primarfaktoren q~:) ent-
1 r 

spricht in ffi die gleiche Zerlegung des Nullideals (0) = IIq(i) und da-
1 

mit nach 8. eine direkte Summendarstellung ffi = ®1 + ... + ®r> bei 
der ®i zu ffi/q(i), d. h. zu Dn/q~) isomorph und somit primar ist. ®; laBt 
sich auffassen als endliche algebraische Erweiterung des primaren Ringes 
D~ = D/(q~) n D), der unter Umstanden ein echter Restklassenring 
von .0 sein wird, weil aus Un n Q = (0) nicht notwendig q~:) n .0 = (0) 
fUr jedes q~) folgt. 

1st tlt' das Primideal von Di, so kann man Dili>t' mit dem Rest
klassenkorper St' von .0 identifizieren. Der Restklassenkorper B,: von ®i 
laBt sich als endliche algebraische Erweiterung von St' auffassen, und 
zwar ist B,: isomorph zu Dn/tll:) und damit auch zu \13n/~~)' falls i>~P das 
zu q~) gehOrige Primideal bedeutet. 1st ~~) = q~f>, so sind in ®,: nur 
die Elemente von i>1' . ®i Nullteiler; ist dagegen ~~n):J q~n), so treten 
in ®i ),wesentlich neue", nicht zu i>1" ®i gehOIjge Nullteiler auf. 

Beim tfbergang von .0 zu ffi geschieht also im allgemeinen dreierlei: Der 
erweiterte Riug zerfallt in endlich viele primate Summanden ®i' der Rest
klassenkorper jedes einzelnen ®,: wird zu einer endlichen algebraischen 
Erweiterung des ursprunglichen Restklassenkorpers St', und es treten in 
den ®,: "wesentlich neue" Nullteiler auf. Diese dreifache Veranderung 
von .0 kann nun Schritt fUr Schritt getrennt vollzogen werden, und 
zwar dadurch, daB man zwischen .0 lind ffi einen "Zerlegungsring ffi;' 
und einen "Tragheitsring ffi/, einschaltet. 

ffiz entsteht aus .0 dadurch, daB man nur die Einheitselemente der ®i 
adjungiert. ffi. ist der kleinste Zwischenring zwischen ffi und .0, der in eben
soviel primare Summanden zerfallt wie ffi selbst: ffiz = ®z 1 + ... + ®zr; 
®zi C ®i (i = 1, ... r). Fur jedes i ist ®zi zu Di isomorph, es kann 
sein Restklassenkorper mit St' identifiziert werden, und es ist tlt . ®zi 
sein Nullteilerprimideal. Beim Obergang zu ffi. erfolgt also nur eme 
"Zerlegung" (des erweiterten Ringes in direkte Summanden). 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 6 
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1st ferner .0 vollkommen, so laBt sich zwischen 6 Zi und 6,; jeweils 
ein "Tragheitsring" 6 ti einschalten, der dadurch eindeutig ausgezeichnet 
ist, daB einerseits sein Restklassenkorper mit dem Restklassenkorper £,; 
von 6,; identifiziert werden kann, und daB andererseits .\:It' • 61i sein 
Nullteilerprimideal ist. 

In der Tat, in ~1 = $rex] gibt es ein irreduzibles Polynom g (x) 
derart, daB £,; aus Sf durch Adjunktion einer einfachen Nullstelle Ii 
von g (x) entsteht, £,; = Sf (Ii). Bedeutet nun g (x) irgendein der Rest
klasse g(x) angehOriges Polynom aus .01 = .0 [x] , so muB 6,; eine Null
stelle IX von g (x) enthalten, und es hat dann 6 zi (IX) = 61i alle vom 
Tragheitsring geforderten Eigenschaften. Auch die Eindeutigkeit 
von 61i (also die Unabhangigkeit von der speziellen Wahl von g(x) 
und g(X») laBt sich unschwer einsehen. 

ffit = 6t! + ... + 6 tr heiBt der Tragheitsring schlechtweg (von ffi 
hinsichtlich D). Er ist der kleinste Zwischenring zwischen .0 und ffi, 
der ebensoviel primare Summanden besitzt wie ffi, und in dem auBer
dem der Restklassenkorper jedes einzelnen Summanden mit dem Rest
klassenkorper des entsprechenden Summanden des Gesamtringes ffi 
identifiziert werden kann. 

Der Obergang von ffit zu ffi kann dadurch erfolgen, daB man zu 
jedem 6 ti =1= 6,; geeignete "wesentlich neue" Nullteiler adjungiert, 
deren Auftreten sich darin zeigt, daB .\:I~' 6 i ein echtes Unterideal des 
Nullteilerprimideals von @5iwird. Nach der in der Zahlentheorie fiblichen 
Ausdrucksweise wird man sagen, 6 i spiele fiber 6 ti die Rolle des "Ver
zweigungsringes" . 

Unsere Theorie der endlichen algebraischen Erweiterungen kann ohne 
weiteres auf den Fall iibertragen werden, daB £1 nicht primar, sondern 
selbst bereits direkte Summe von endlich vielen primaren Unterringen 
£11, . .. £1. ist. Fiir m gilt dann eine Gleichung m = m1 + ... + m., 
wobei mj jeweils eine endliche algebraische Erweiterung des primaren £1; 
darstellt. Bedeutet mol bzw. mil den Zerlegungs- bzw. Tragheitsring von mi 

hinsichtlich 0;, so ist m.1 + ... + m •• bzw. mil + ... + m .. der Zerlegungs
bzw. Tragheitsring von m hinsichtlich £1. 

Auch bei den hyperkomplexen Systemen spielt - unter anderem 
Namen - der Tragheitsring iiber dem Grundkorper (als dessen nicht
kommutative endliche algebraische Erweiterung das System aufgefaBt 
werden kann) eine wichtige Rolle. Der Existenzbeweis gestaltet sich 
allerdings wesentlich schwieriger als im FaIle des Textes, auch ist der Trag
heitsring nicht mehr eindeutig, sondern nur noch bis auf Isomorphie ein
deutig bestimmt. 

Literatur: KRULL [9J, HOLZER [1]. Zum Fall der nichtkommutativen 
hyperkomplexen Systeme, - deren Behandlung wesentlich alter ist als die 
allgemeine kommutative Theorie -, vgl. etwa DICKSON [1J Kap. VIII, ins
besondere das "principal theorem" auf S. 125. Die dort auftretende 
"semi-simple sub-algebra K" ist der Tragheitsring. 

Es solI nun noch ganz kurz eine andere, im wesentlichen auf W. SCHMEID
LER zuriickgehende Untersuchungsreihe gestreift werden, die an und fUr 
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sich eher in den Rahmen von § 2 geh6rte, dort aber wegen eines gewissen 
Zusammenhangs mit der Theorie der Polynomringe noch nicht behandelt 
wurde. (SCHMEIDLER faBt die von ihm betrachteten Ringe in der Regel als 
"Restgruppen", d. h. als Restklassenringe von Polynomidealen auf und 
benutzt ihre Zerlegung, urn 1nvarianten zu gewinnen, die allen Polynom
idealen mit isomorphen Restklassenringen gemeinsam sind.) 

Wir beschranken uns auf soIche primaren Nullteilerringe 0, die tiber 
einem Grundk6rper K, den wir der Einfachheit halber algebraisch abge
schlossen annehmen, im Sinne von 17. "endlich" sind. - 1st etwa 
o = K [CXI' ••• CX",; PI' ... PnJ, so heiBt 0 "direktes Produkt" der 
U nterringe 0 1 = K [CXI' • . • cxmJ und O2 = K [{JI' • • • PnJ - abgektirzt 
o = 0 1 X O2 -, wenn in 0 zwischen CXI' ••• CXm, PI' ... Pn nur diejenigen 
Relationen bestehen, die aus den fUr CXI' ••• cx'" in 0 1 und fUr PI' ... pn 
in O 2 giiltigen Relationen mit Notwendigkeit folgen. (Vgl. die analoge 
Definition des Kreuzproduktes in 34.) - LaBt sich 0 nicht als direktes 
Produkt echter Unterringe darstellen, so m6ge 0 "multiplikativ unzer
legbar" heiBen. 

Es gilt dann der Satz, daB jeder primare Ring in bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmter Weise als direktes Produkt multiplikativ unzerleg
barer Unterringe dargestellt werden kann. 

Die Definition des direkten Produktes und der multiplikativen Unzer
legbarkeit ist ohne .Anderung des Wortlautes auch dann noch anwendbar, 
wenn lR ein ganz beliebiger, tiber K endlicher Ring ist. Indessen erhalt 
man bei dieser Verallgemeinerung nur noch einen Homomorphiesatz 
an Stelle des ftir den primaren Fall gtiltigen Isomorphiesatzes. Auch zeigt 
sich, daB die direkte Produktzerlegung von lR im allgemeinen in keinem 
naheren Zusammenhang mit dem primaren oder nichtprimaren Charakter 
des N ullideals von lR steht. 

Die letztere Bemerkung legt es nahe, sich zunachst auf die Betrachtung 
von endlichen Integritatsbereichen zu beschranken. Geht man hier von 
lR = 0' zum Quotientenk6rper Sf tiber, so kommt man auf die Aufgabe, 
einen tiber K (algebraisch und transzendent) endlichen K6rper Sf als direktes 
Produkt von Unterk6rpern darzustellen, eine Aufgabe, deren Behandlung 
nach W. SCHMEIDLER als ein erster Schritt auf dem Felde einer "verall
gemeinerten GALoIsschen Theorie" ;otngesehen werden kann. 

Literatur: SCHMEIDLER [1J (Isomorphiesatz der primaren Ringe unter 
einer gewissen Zusatzbedingung); MlTTELSTEN-SCHEID [1J (Primare Ringe 
allgemein, Ausdehnung auf nichtkommutative hyperkomplexe Systeme); 
SCHMEIDLER [4J (beliebige tiber einem Grundk6rper endliche Ringe); 
SCHMEIDLER [12J, [10J, [11J (endliche 1ntegritatsbereiche, verallgemeinerte 
GALoIssche Theorie). 

30. Konstruktiver Aufbau primarer zerlegbarer Ringe. Die in 29. 
entwickelte Theorie kann in zwei Richtungen weiter ausgebaut werden. 
Einmal kann man neb en den algebraischen auch transzendente Er
weiterungen einfiihren und eine besondere Klasse von "reguHiren" 
algebraischen und transzendenten Erweiterungen genauer untersuchen, 
von der sich zeigen laBt, daB man sie mit k6rpertheoretischen Hilfs
mitteln vollkommen beherrscht. Dann k6nnen weiter die regularen 
Erweiterungen dazu benutzt werden, in jedem vollkommenen primaren 
Ring die Existenz eines ausgezeichneten Unterrings von besonders ein
fachem Bau nachzuweisen. Bei der Besprechung dieser Dinge be-

6* 
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schranken wir uns auf die Betrachtung des einfachsten Spezialfalls, 
in dem man in jeder Richtung zu abschlieBenden Ergebnissen kommt. 

Ein primarer Ring .0 heiBt "zerlegbar", wenn sein Primideal 
Hauptideal ist, .):J* = (n). Ein primarer zerlegbarer Ring .0 hat einen 
endlichen Exponenten e, und es sind (n), (n2) , ... (ne) = (0) die samt
lichen verschiedenen Ideale von .0; jedes Element aus .0 besitzt also 
eine Darstellung (X, = B • 1t' (0 < (J < e), wobei Beine Einheit und (J 

eindeutig bestimmt ist. 
Der kleinste primare Unterring .80 eines primaren zerlegbaren 

Ringes .8 heiBt der "Primring" von .8. .80 besteht aus den Viel
fachen des Einheitselements und ihren Reziproken, soweit solche vor
handen sind. .80 ist entweder zum Korper der rationalen Zahlen oder 
zum Restklassenring der ganzen rationalen Zahlen nach einer Primzahl
potenz pr isomorph; im ersten Faile heiBt 0, im zweiten pr die "Cha
rakteristik" von.8. Ein primarer zerlegbarer Ring .8 von der Cha
rakteristik 0 bzw. pr wird "unverzweigt" genannt, wenn 0 bzw. p 
Primelement, d. h. Basiselement des Primideals von.8 ist, also.):J* = (0) 
bzw . .):J* = (P). (Ffir.):J* = (0) ist natfirlich .8 ein Korper I) 

Hauptsatz 1: Zwei vollkommene unverzweigte zerlegbare Ringe sind 
dann und nur dann isomorph, wenn sie gleiche Charakteristik und iso
morphe Restklassenkorper besitzen. 

Hauptsatz 2: Jeder primare zerlegbare Ring .8 enthiilt einen bis 
aut Isomorphie eindeutig bestimmten gro{Jten unverzweigten Unterring .8*, 
der dadurch ausgezeichnet ist, da{J sein RestklassenkOrper mit dem Rest
klassenkorper von .8 identitiziert werden kann. 

Die Beweise seien nur kurz angedeutet: In der Korpertheorie sind 
die einfachsten Bausteine die einfach algebraischen bzw. transzendenten 
Erweiterungen eines gegebenen Korpers Sf. 1st nun an Stelle eines 
Korpers ein zerlegbarer Ring .8 mit d~m Restklassenkorper Sf vorgelegt, 
so definiert man nach STEINITzschem Vorbild: .81::::>.8 heiBt einfache 
transzendente Erweiterung, wenn .81 fiber .8 isomorph ist zum Ring 

aller Quotienten :' bei denen der Zahler ein beliebiges, der Nenner 

ein nichtnilpotentes Polynom aus .8[x] = .01 bedeutet. .81 wird als 
einfache regular algebraische Erweiterung von .8 bezeichnet, wenn .81 
:z;u einem Restklassenring D1/(P) isomorph ist, bei dem die zu p gehOrige 
Restklasse p in ~1 = Sf[x] ein irreduzibles Polynom darstellt. - Ohne 
Schwierigkeit ergibt sich: 

Eine einfache transzendente (einfache regular algebraische) Erweite
rung .81 eines zerlegbaren Ringes .8 ist selbst zerlegbar, und es ist jedes 
Primelement von .8 auch in .81 Primelement. Zwei einfach transzen
dente Erweiterungen .81 und .82 von .8 sind stets fiber .8 isomorph. -
Zwei einfache regular algebraische Erweiterungen sind es sicher dann, 
wenn die definierenden Polynome PI und P2 aus .01 in ~1 dieselbe 
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Restklasse p erzeugen und wenn dabei diese letztere ein Polynom mit 
nur einfachen Nullstellen ist. (Beweis unter Benutzung des in 29. ab
geleiteten "W urzelexistenzsa tzes" .) 

1st nun 30 der Primring des vollkommenen zerlegbaren Ringes 3, 
st'o der Primkorper des Restklassenkorpers st', so baut man zuerst nach 
STEINITZ st' tiber st'o durch eine wohlgeordnete Folge von einfachen 
algebraischen und transz~ndenten Erweiterungen auf; im Fall der 
Charakteristik p richtet man es dabei so ein, daB auf die Adjunktion 
einer Transzendenten t sofort die Adjunktion aller ihrer pi-ten Wurzeln 
(I = 1,2, ... ) folgt. Ahmt man dann von 30 ausgehend den Aufbau 
von st' tiber Sl'o Schritt fUr Schritt nach, so erhlilt man einen groBten 
unverzweigten Unterring 3 * von 2 aus 20 durch eine wohlgeordnete 
Folge von einfachen, regular algebraischen und transzendenten Er
weiterungen. Aus der Art del' Konstruktion ergibt sich gleichzeitig so
fort die Eindeutigkeitsbehauptung des ersten und zweiten Hauptsatzes. 

Besondere Kunstgriffe sind - vom Wurzelexistenzsatz von 29. ab
gesehen - nicht erforderlich. Nul' ein Punkt ist hervorzuheben: 

Adjungiert man zu einem Zwischenring 2' zwischen 20 und 2* eine 
Transzendente t, so muB man bei der darauffolgenden Adjunktion der 
pi-ten Wurzeln mit Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln arbeiten, auf 
die sich der Wurzelexistenzsatz nicht anwenden laBt. Urn bier durch
zukommen, muB man tin der zugehorigen Restklasse taus st' "passend" 
auswahlen, was aber unschwer geschehen kann. 

Aus einem groBten unverzweigten Unterring 2* kann 2 selbst durch 
Adjunktion eines Primelementes :n; gewonnen werden. 2 ist also iso
morph zu 2f/at, wobei at das Ideal aller der Polynome aus 2f = 3* [x] 
bedeutet, die ftir x = :n; verschwinden. Dabei ist es moglich, eine Basis 
von af unmittelbar hinzuschreiben. 1st fl* bzw. fl der Exponent von 
3* bzw. 3, so sind drei Hille zu unterscheiden: . 

1. fl* = fl· Hier ist 3* = 2, und es kann at = (x - :n;*) gesetzt 
werden, falls :n;* Primelement aus 3*. (Spezialfall 2 = 2* Korper.) 

2. fl* = 1 < (!, d. h. 2 * Korper, aber nicht 3. Hier wird at = (xl!) . 
3. 1 < e*< e· Hier muB 3* Primzahlpotenzcharakteristik pI!' be

sitzen, und es wird at = (a(x), p*-l. x"); dabei bedeutet a (x) = 

xr + a1xr - 1 + ... + aT ein "EISENSTEINsches Polynom", bei dem jedes ai 

durch p, aber ar nicht durch p2 teilbar ist, und es sind r und (J durch 
die Bedingungen fl = (r - 1) • fl* + (J, 0 < (J < e* festgelegt. 

Mit Hille von at kann entschieden werden, wann ein verzweigter 
vollkommener zerlegbarer Ring 2 durch seine drei Hauptinvarianten, 
die Charakteristik, den Exponenten e und den Restklassenk6rper Sf, 
eindeutig bestimmt ist. 

Wir nennen 2 tiber 2* "gew6hnlich verzweigt", wenn entweder 2 * 
Korper ist (Fall 2) oder wenn im Fall 3 der in at auftretende "Ver
zweigungsexponent" r zu p teilerfremd ist. SoUte dagegen im Falle 3 
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r zu p nicht teilerfremd sein, so sprechen wir von einer "hoheren" 
Verzweigung. - Es ergibt sich dann: 

Hauptsatz 3: Einvoltkommener zerlegbarer Ring.3 =F 3* ist durch die 
drei H auptinvarianten abstrakt eindeutig bestimmt, wenn eine gewohnliche 
Verzweigung vorliegt und der Restklassenkorper algebraisch abgeschlossen ist. 

Sind dagegen diese beiden Bedingungen nicht erfullt, so zeigen ein
fache Beispiele, daB - von trivialen Ausnahmefallen abgesehen - die 
drei Hauptinvarianten zur eindeutigen Festlegung nicht ausreichen. 

Die bisher betrachteten zerlegbaren Ringe waren alle primar. Ein 
beliebiger einartiger Ring heiBt zerlegbar, wenn seine samtlichen Ideale 
Hauptideale sind. Ein allgemeiner zerlegbarer Ring ist stets als direkte 
Summe von endlich vielen primaren zerlegbaren Ringen darstellbar 
(Beweis ganz einfach). Durch Hauptsatz 1 bis 3 beherrscht man also 
auch die allgemeinen zerlegbaren Ringe. Ein besonderes Interesse ver
dienen unter ihnen die "endlichen", d. h. die mit nur endlich vielen 
Elementen; fur sie gilt der 

Darstellungssatz: Zu jedem endlichen zerlegbaren Ring .8 kann 
man einen endlichen algebraischen ZahlkOrper K und im Ring Q alter 
ganzen Zahlen von K ein Ideal a", so bestimmen, da(J .8 zu Qla", isomorph 
ist. - Oder anders ausgedruckt: 

.8 lii(Jt sich stets als Restklassenring eines geeigneten Ideals in einem 
passenden endlichen algebraischen Zahlkorper darstellen. 

Ist.8 primar, so braucht man zum Beweise nur den oben beschriebe
nen konstruktiven Aufbau und einige ganz elementare Bemerkungen 
aus der Theorie der Kreiskorper. 1m nichtprimaren Fall muB man 
etwas tiefer liegende Existenzsatze der algebraischen Zahlentheorie 
heranziehen (vgl. etwa HASSE [1]), dann aber wird die Durchfuhrung 
des Beweises wieder ganz leicht. 

Literatur: FRAENKEL [1] (Einfiihru.ng der zerlegbaren Ringe), [2], [8] 
(erste Untersuchungen iiber ihre Erweiterungen); KRULL [8] (konstruktiver 
Aufbau im Sinne des Textes). Der Satz von der Darstellbarkeit jedes end
lichen zerlegbaren Ringes findet sich bei KRULL noch nicht, auch ist die 
Terminologie etwas anders als im Text, wo ich mich an das Vorbild von 
HASSE-SCHMIDT [1] (vgl. 31.) gehalten habe. - Zum konstruktiven Aufbau 
nichtzerlegbarer primarer Ringe vgl. KRULL [1], [2]; HOLZER [1]. 

31. Die perfekten Hullen der Integritatsbereiche mit Z.P.I. Die 
Hauptsatze von 30. sind von ganz anderem Charakter als die Unter
suchungen, uber die in § 2 und § 3 berichtet wurde. Damals war eine 
bestimmte Ringklasse axiomatisch festgelegt, und es handelte sich 
darum, einen Einblick in den mehr oder minder komplizierten Bau 
ihrer Ideale zu gewinnen. In 30. dagegen war von vornherein eine 
denkbar einfache Idealstruktur vorgegeben, dafiir sollten aIle (Null
teiler-) Ringe mit dieser Idealstruktur nicht nur axiomatisch charakteri
siert, sondern sogar konstruktiv aufgebaut werden. - Will man bei 
Integritatsbereichen einen ahnlichen konstruktiven Aufbau durchfuhren, 
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so wird man nach dem Vorbild von 30. sich von vornherein auf primare 
Integritatsbereiche beschranken und auBerdem fordern, daB das einzige 
Primideal ~ = (~) ein Hauptideal sein soll. Ein Integritatsbereich 58, 
der dieser Bedingung genfigt und in dem sich dementsprechend jedes 
Element eindeutig in der Form (X = 8· ~r (8 Einheit) darstellen laBt, 
wird aus einem erst in § 5 klar werdenden Grunde "diskreter Be
wertungsring" genannt. 

Soll ein diskreter Bewertungsring 58 eines ahnlichen konstruktiven 
Aufbaus fahig sein wie ein primarer zerlegbarer Ring, so muB in ihm 
jedenfalls der Wurzelexistenzsatz von 29. gelten: Es sei Sf der Rest
klassenkorper 58/(~), g(x) ein Polynom aus 58[x], g(x) die zugehOrige 
Restklasse aus Sf[x]; besitzt dann g(x) in Sf eine einfache Nullstelle Ii, 
so besitzt g (x) in 58 eine der Restklasse IX angehOrige Nullstelle (X. -

Auf die Gfiltigkeit dieses Satzes kann man indessen diesmal nur unter 
einschrankenden Voraussetzungen rechnen, vor allem dann, wenn 58 
"perfekt" ist, d. h. der folgenden Bedingung genfigt1: 

In 58 ist ein unendliches Kongruenzensystem x == (Xi (~i) (i = 1,2, ... ) 
stets losbar, sobald jedes endliche Teilsystem lOsbar, d. h. die" Vertraglich
keitsbedingung" (Xi+l == (Xi (~i) (i = 1, 2, ... ) erfullt ist. 

Ffirdie perfekten diskreten Bewertungsringe haben nun in derTat HASSE 
und SCHMIDT eine Strukturtheorie entwickelt, die derjenigen der primaren 
zerlegbaren Ringe genau parallellauft. Es sind zwei Fane zu unterscheiden: 

1. Der QuotientenkOrper ides perfekten diskreten Bewertungsringes 58 
und der Restklassenkorper Sf besitzen dieselbe Charakteristik (entspricht 
Fall 2 von 30.). Hier existiert in 58 ein Unterkorper Sf*, der mit Sf identi
fiziert werden kann. 58 besteht aus allen formalen Potenzreihen in einem 
Primelement ~ mit Koettizienten aus Sf*, wobei Addition und Multiplika
tion in der ublichen Weise auszufuhren sind. - 58 ist also durch den 
RestklassenkOrper Sf abstrakt eindeutig bestimmt .. 

2. ~ hat die Charakteristik 0, dagegen besitzt Sf Primzahlcharakte
ristik p (entspricht Fall 3 von 30.). Hier nennt man 58 "unver
zweigt" oder "verzweigt", je nachdem, ob p in 58 Primelement ist oder 
nicht. Es ergibt sich dann ahnlich wie in 30.: Ein unverzweigter Ring 58 
ist durch den RestklassenkOrper Sf allein eindeutig bestimmt. ] eder ver
zweigte 58 enthalt einen gro(Jten unverzweigten Unterring 58*, der dadurch 
ausgezeichnet ist, da(J sein RestklassenkOrper mit Sf identitiziert werden 
kann. 58 entsteht aus 58* durch Adjunktion einer Nullstelle eines "EISEN
STEINschen Polynoms" x' + a1x·- 1 + ... + a., bei dem die in 58* 
liegenden ai alle durch p teilbar sind, aber ar * 0 (P2) ist. 

In beiden Fallen braucht St' (und im ersten Falle auch .i"r) nicht 
vollkommen zu sein. Der Beweis der HASSE-SCHMIDTschen Satze ist 

1 Zu dem hier auftauchenqem Problem vgl. die Untersuchungen von OSTROWSKI [6] 
Teil I; (mit den weiteren Betrachtungen des Textes keine wesentlichen Beriih
rungspunkte) . 
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nur dann elementar, d. h. im wesentlichen allein mit Hilfe des Wurzel~ 
existenzsatzes durchfiihrbar, wenn Sf die Charakteristik 0 besitzt oder 
absolut algebraisch ist. 1m iibrigen sind neue Begriffe (" Grundring" , 
" Grundideal") und tiefliegende korpertheoretische Hilfsmittel notig; 
vor allem braucht man bei unvollkommenem Sf die SCHMIDTsche Theorie 
der "Transzendenzbasen", und die Konstruktion des groBten un
verzweigten Unterrings 18* im Falle 2 ist auch bei vollkommenem Sf 
keineswegs trivial. - Auf Einzelheiten kann daher leider nicht ein~ 
gegangen werden; es sei nur hervorgehoben, daB die Methoden von HASSE
SCHMIDT ohne weiteres ausreichen diirften, urn auch die beiden ersten 
Hauptsatze von 30. auf den Fall unvollkommener Restklassenkorper aus
zudehnen, und zwar mit wesentlich geringerer Miihe, als sie bei der Behand
lung der perfekten diskreten Bewertungsringe aufgewandt werden muB. 

Ohne die Perfektheitsvoraussetzung erscheint die Entwicklung einer 
Strukturtheorie diskreter Bewertungsringe aussichtslos. Einen gewissen 
Ausgleich fiir diesen MiBstand bietet der Satz, daB jeder beliebige 
diskrete Bewertungsring in einen perfekten eingebettet werden kann. 
DaB diese Einbettung auch, abgesehen vom Strukturproblem, idealtheo~ 
retisch interessant ist, sieht man am besten, wenn man an Stelle eines 
diskreten Bewertungsringes von vornherein einen beliebigen Integritats~ 
bereich mit Z.P.I. im Sinne von 4. betrachtet. (Diese Verallgemeine~ 
rung liegt nahe, da ein Integritatsbereich mit Z.P.I. auch charakteri~ 
siert werden kann als O~Ring, in dem fiir jedes Primideal der zugehOrige 
Quotientenring diskreter Bewertungsring ist.) 

Zur Vereinfachung der Bezeichnung nehmen wir die Primideale 
lJl' .• ·lJT' .•. des Z.P.I.-Ringes ~, zu dem die "perfekte" Hiille ~* 
konstruiert werden solI, wohlgeordnet an. Als Elemente von ~* 
wahlen wir alle (im allgemeinen zweifach) unendlichen Folgen 
{~ll' ~12' ... ; ... ; ~r1' ~T2' .•• ; .•• } = {~Ti}' bei denen dieGlieder~ .. i 
Elemente aus ~ sind, die der "Vertraglichkeitsbedingung" 
~<i+1 == ~Ti (lJ;) fiir jedes Indexpaar 't, i geniigen. (Die Vertraglich~ 
keitsbedingung ist gleichwertig mit der Forderung, daB jedes endliche 
Kongruenzensystem x == ~T"iv (lJ;~) ('/I = 1, ... k) in ~ losbar sein muB.) 

Gleichheit, Addition, Multiplikation definieren wir fiir die {~Ti} 
durch die Festsetzungen: {~ .. i} = {Pd} dann und nur dann, wenn stets 
~Ti=Pd (lJ!); {~ .. i}+{PTi}={~<i+Pd}· Ferner identifizieren wir durch
weg {~} = {~, ... ~, ... } mit dem Element ~ aus ~. So wird die 
Menge aller {<Xd} zu einem Oberring ~* von ~. 

Enthalt nun zunachst ~ nur eineinziges Primideal, ist also ~ = 18 
ein diskreter Bewertungsring, so ist auch ~* = 18* ein solcher, und 
zwar ein perfekter. Der Restklassenkorper von 18 kann mit dem von 18* 
identifiziert werden, und es sind die Primelemente von 18 auch in 18* 
Primelemente. Am einfachsten HiBt sich der Ubergang von 18 zu 18* 
folgendermaBen beschreiben: 
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1st 7& ein Primelement aus 58, A eine Untermenge von 58, die aus 
jeder Restklasse von 58/(7&) genau einen Vertreter enthalt, so besitzt 
jedes Element von 58 eine eindeutig bestimmte "Potenzreihendarstel-

00 

lung" fX = "J:.fli7&i mit Koeffizienten fl aus A, und der Ubergang von 58 
o 

zu 58* besteht einfach darin, daB man die Menge aller derartigen 
Potenzreihen bildet. (Die Existenz der Darstellungen fX = "J:. flini fUr 
die Elemente von 58 ist trivial. Mit den fUr perfekte Ringe giiltigen 
Struktursatzen hat sie nichts zu tun, da A im allgemeinen keinen 
Korper bildet.) 

Nach Erledigung des Spezialfalls ~ = 58 kann der allgemeine Fall, 
- wir nehmen gleich an, daB ~ unendlich viele Primideale enthalt -, 
leicht behandelt werden. Bezeichnet man fiir festes "l" mit ~; die Menge 
aller der Elemente {fXui} aus ~*, bei denen hochstens die Glieder fXd' 

fX~2' ••• von Null verschieden sind, so ergibt sich muhelos, daB ~; zur 
perfekten Hiille des diskreten Bewertungsrings ~lJT isomorph ist. Defi
niert man weiter in ~* spezielle unendliche Summen durch die F estsetzung: 
{fXw •.. ; 0, ... ; ... ; 0, ... ; ... }+{O, ... ; fX21' ... ; ... ; 0, ... ; ... }+ ... + 
{O, ... ; 0, ... ; ... ; (Xx!, ••. ; ••. }',.={OC11 , •.. ; LX21 , ... ; ... ; IXrl' ... ; ... }, 

so wird ~* im Sinne von 8. die unendliche direkte Summe aller ~;: 
~* = ~f + ~: + ... + ~~ + .... 

Der Ubergang von ~ zu ~* besteht also einfach darin, dafJ man die 
diskreten Quotientenringe ~ll~ einzeln perfekt macht und dann die perfekten 
Hutlen direkt additiv zusammensetzt. 

~* ist kein 1ntegritatsbereich; beschrankt man sich auf die Be
trachtung von solchen 1dealen, die nicht ausschlieBlich aus Nullteilern 
bestehen, so erscheint ~* als einartig. Die Primideale lJ; sind die Er
weiterungsideale der Primideale lJ. von ~, -\)~ besteht aus allen den 
{fXO"i}, bei denen fXtl' fX.2 , •.• zU lJ. gehOren. {fX'!i} ist in ~* dann und 
nur dann Einheit, wenn fX. 1 , fX. 2 , .•• fUr jedes 7:' ZU lJ" teilerfremdsind. 
Bedeutet n" ein zu lJ" aber nicht zu lJ; gehoriges Element, und setzt 
man 7&; = {1, ... ; 1, ... ; ... ; 7&., ... ; 1, ... }, so wird lJ; = (7&;); in ~* ist 
also jedes Primideal Hauptideal. Fiihrt man ferner spezielle unendliche 
Produkte ein: 

{(Xu, ... ; 1, ... ; ... ; 1, ... ; ... }. {1, ... ; fX21' ... ; ..• ; 1, ... ; ... } . ... . 
{1 , .... ; 1, ... ; ... ; lX1; l' ... ; .•. } ••. = {tXII , ... ; €X 21 ' ..• ; •.• ; tXt'l' ... ; ... }, 

so besitzt jeder Nichtnullteiler aus ~* eine" eindeutig bestimmte Prim
faktorzerlegung (X* = e* . 7&f' • nf' . '" . nt· .... , bei der e* eine Ein
heit bedeutet und die Exponenten r, nichtnegative ganze Zahlen sind. 
1st insbesondere (Xc~, ((X) =lJ~~' ... 'lJ;:, so wirdin~*: (X=e*· n:"" .... n:"s, 
die Primidealzerlegung des Hauptideals ((X) aus ~ fiihrt also in ~* zu 
einer Primelementzerlegung der Basis IX. - Man kann daher den Uber
gang von ~ Ztj. ~* dazu benutzen, um die Teilbarkeitstheorie der Ele-
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mente von 3 ohne Gebrauch des Idealbegriffs zu entwickeln, auch dann, 
wenn in 3 selbst nicht jedes Ideal Hauptideal ist. Auf diesem Wege hat 
PRUFER die algebraische Zahlentheorie in origineller Weise neu begriindet. 

1st 3 der Ring aller ganzen Zahlen eines endlichen algebraischen 
K6rpers Sf, so konstruiert PRUFER sofort die perfekte Hiille 3* ohne 
jedes genauere Eingehen auf die in 3 herrschenden Idealgesetze. Das 
ist m6glich, well man die Elemente von 3* auch ohne Benutzung der 
Primideale von 3 durch vertragliche Kongruenzensysteme nach allen 
Hauptidealen definieren kann. Fur 3* beweist PRUFER dann die addi
tive Ringzerlegung und die multiplikative Primfaktorzerlegung der Ele
mente direkt ohne idealtheoretische Hllfsmittel. Die Eigenschaften 
von 3, die PRUFER bei seinen Beweisen benutzt, werden in § 5 in an
derem Zusammenhang kurz besprochen werden. 

Die PRUFERsche Methode, die von J. v. NEUMANN vereinfacht und weiter
gebildet 'wurde, hat vor allem den Vorteil, daB sie ohne weiteres brauch
bar ist zur Behandlung der Relativkorper, also zur Untersuchung eines 
endlichen Zahlkorpers nicht iiber dem Grundkorper der rationalen Zahlen, 
sondem iiber einem beliebigen Unterkorper. Auch fiir die arithmetische 
Theorie der algchraischcn Funktionen einer Variablen bildet die PRUFER
sche Arbeit eine bequeme Grundlage. Dort liefert sie unter Heranziehung 
eines einzigen Konvergenzsatzes sofort die Reihenentwicklungen, mit 
deren Hilfe man die verschiedenen Stellen der RIEMANNschen Flache eines 
endlichen algebraischen Gebildes definiert. 

Literatur: Zum zweiten Teil der Nummer PRUFER [1J, v. NEUMANN [1J. 
- Zum ersten Teil HASSE-SCHMIDT [1J, vgl. auch die Behandlung eines 
einfachen Spezialfalls (Restklassenkorper mit nur endlich vielen Elementen) 
bei VAN DANTZIG [1J. Besonderes Interesse verdient die Ausdehnung der 
Strukturuntersuchungen auf den Fall eines (selbstverstandlich perfekten) 
nichtdiskreten Bewertungsringes (im Sinne von 36.). F. K. SCHMIDT ist 
hier bereits zu sehr weitgehenden Ergebnissen gelangt, die aber im wesent
lichen noch unveroffentlicht sind. 

32. Erweiterung eines einartigen Integritatsbereichs zum ganz 
abgeschlossenen Ring. In 31. hatten Wir uns auf die Betrachtung von 
Z.P.I.-Ringen beschrankt, die nach 5. alIe ganz abgeschlossen sind. Es 
sei jetzt 3 ein beliebiger, dem O-Satz genugender einartiger Integritats
bereich mit dem Quotientenk6rper Sf, 3* sei "der zu 3 gehorige 
ganz abgeschlossene Ring", d. h. der Ring alIer von 3 ganz ab
hangigen Elemente aus Sf. In § 5 werden wir sehen, daB 3* immer 
Z.P.I.-Ring ist. Hier machen wir eine Einschrankung, aus der diese 
Tatsache sofort folgt, wir nehmen namlich an, daB 3* aus 3 durch 
Adjunktion von endlich vielen Eletnenten <Xl' ••• <Xr entsteht. - 3* besitzt 
dann, da die <Xi aIle ganz von 3 abhangen, uber3 eine "endliche Modul
basis", d. h. man kann aIle Elemente von 3* als Linearformen in endlich 
vielen festen Elementen PI' ... P. mit Koeffizienten aus 3 darstellen. 

Versteht man ferner unter dem "Fuhrer" f (von 3 hinsichtlich 3*) 
nach DEDEKIND das gr6Bte Ideal aus 3*, das Untermenge von 3 ist, 
d. h. die Menge alIer <X C 3, fUr die <X • 3* .s 3, so ist wegen der Gultig-
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keit des O-Satzes fur ~ die Existenz der endlichen Modulbasis von ~* 
gleichwertig mit der Tatsache, daB f =+= (0). - Die Bedeutung von f 
beruht vor al1em auf dem aus der Zahlentheorie bekannten 

Fuhrersatz: Jedes zu f teilerfremde Ideal a aus ~ laj3t sich in~* ein
deutig als Produkt 'von Primidealpotenzen darstellen. 

In der Tat, es sei qJ ein zu a teilerfremdes Element aus f, 5 das 
multiplikativ abgeschlossene System aller Potenzen von qJ. Dann wird 
~s = ~:, und da ~! gleichzeitig mit ~* Z.P.I.-Ring ist, HiBt sich a . ~~ 
in ~~ eindeutig als Produkt von Primidealpotenzen darstellen. Aus den 
Satzen von 7. folgt dann, daB auch a in ~ eine derartige Darstellung 
besitzen muB. - Die Art des Beweises des Fuhrersatzes fiihrt unmittel
bar zu einer Verallgemeinerung: 

Es seien ~ und ~' ::::> ~ beliebige Integritatsbereiche, f der Fuhrer von ~ 
hinsichtlich ~', ferner sei }; bzw. 1:' der Bereich aller zu f teilerfremden 
Ideale aus ~ bzw. ~'. Dann werden 1: und };' durch die Zuordnung von 
Verengungs- und Erweiterungsideal eindeutig umkehrbar und kinsichtlich 
aller elementaren Idealoperationen isomorph aufeinander abgebildet. 

Kehrt man zu dem speziellen Ringpaar ~, ~* zUrUck, so hat man 
angesichts des Fiihrersatzes vor allem zu untersuchen, wie sich die 
endlich vielen Primoberideale ~l' ••• ~. von f aus ~ beim "Obergang 

t1; 

zu ~* verhalten. Fur.\li gilt in ~* jeweils eine Gleichung l'i' ~* = II .\l~~k, 
k=l 

wobei die Primideale .\lik aIle der Gleichung ~ik n ~ = .\li genugen, so 
daB man die Korper Sfik = ~* /.\lik (k = 1, ... (Ji) aIle als Oberkorper 
von Sfi = ~/~i auffassen kann. 1st (Ji > 1, so sagt man, .\li erfahre in ~* 
eine "Zerlegung"; ist mindestens ein Sfik echter Oberkorper von Sfi 
bzw. mindestens ein flik> 1, so spricht man vom Auftreten von "Trag
hei ten" bzw. "Verzweigungen". Diese Bezeichnung entspricht genau 
der von 29. Man kann daher die dortigen Ergebnisse benutzen, urn den 
"Obergang von ~ zu ~* durchsichtiger zu machen. Setzt man D = ~/f ' 
D* = ~*/f, so ist D ein einartiger Nullteilerring mit s Primidealen, 
D* endliche algebraische Erweiterung von D. Zwischen D und D* gibt 
es also nach 29. einen Zedegungsring D. und, - falls die Korper Sf, 
aIle vollkommen sind -, einen Tragheitsring Dt • Die Menge al1er der 
Elemente von ~*, die den Restklassen von Dz bzw. Dt angehoren, 
bildet einen zwischen ~ und ~* liegenden Ring ~z bzw. ~t. ~t bzw. ~. 
heiBt Tragheits- bzw. Zerlegungsring von ~* hinsichtlich~. Aus 
29. ergibt sich sofort: 

~. ist der kleinste Zwischenring zwischen ~ und ~*, in dem jedes Prim
ideal .\l von ~ in genau soviel teilerfremde F aktoren zerfallt wie in ~*; 
diese F aktoren sind alle Primideale; ikr~ RestklassenkOrper konnen samt
lick mit dem Korper ~/.\l identifiziert werden. ~t ist der kleinste Zwischen
ring zwischen ~. und ~*, in dem jedes Primideal aus ~z eine solche Er
weiterung seines Restklassenkorpers erfahrt, daj3 der erweiterte Korper mit 



92 § 4. Einartige Bereiche. [346 

dem Restklassenkorper des zugehOrigen Primideals aus S* identifiziert 
werden kann. Die Primideale aus Sz bleiben auch in St alle Primideale. 
- Beim Ubergang von St z'u S* treten keine Zerlegungen und keine Triig
heiten mehr auf. Es werden aber teilweise Primideale zu Primidealpotenzen. 

Fehlen beim Dbergang von S zu S* die Zerlegungen, so ist S = Sz; 
fehlen die Tragheiten, so ist Sz = St; fehlen die Verzweigungen, so ist 
St = S*· (Bei den Beweisen ist nur zu beachten, daB fUr die zum Fuhrer 
teilerfremden Primideale niehts bewiesen zu werden braucht, da sie alle 
beim Dbergang zu S* vollig unverandert bleiben.) 

Die Satze iiber ~z und ~t haben groBe Ahnlichkeit mit Satzen aus der 
DEDEKIND-HILBERTschen "Verzweigungstheorie" der Primideale in 
endlichen algebraischen Zahlk6rpern. Aber diese Ahnlichkeit ist nur ober
flachlicher Art, da vor allem die Beweismethoden v6llig verschieden sind. 
Auf keinen Fall dad man von der Einfiihrung von ~z und ~t neue Erkennt
nisse spezifisch zahlentheoretischer Art erwarten. Dagegen kann man 
umgekehrt bekannte Methoden der elementaren algebraischen Zahlentheorie 
dazu benutzen, um den Zusammenhang zwischen den abstrakten Ringen 
~ und ~* noch durchsichtiger zu machen. 

Sind namlich die K6rper Sl:i aile vollkommen, und enthalt jeder Sl:, 
mindestens (Ji verschiedene Elemente, so ergibt sich nach HELMS [1J § 3 
aus Schliissen, die samtlich der klassischen Arbeit DEDEKIND [4J entnommen 
werden k6nnen, die Existenz eines primitiven Elementes von ~* iiber ~. 
d. h. ~* = ~ [o.<*J. 

Kennt man aber einmal 0.<*, so kann man iiber das Verhalten eines 
Primideals V aus ~ beim Ubergang zu ~* folgendermaBen entscheiden: 

Man bestimme fiir 0.<* eine Gleichung niedrigsten Grades der Form 
aoo.<*' + a1 0.<*r-l + ... + aT = 0 (ao' .•• a, c~; ao =1= 0 (V)) und zerlege 

(1 

g (x) = aox' + ... + a, modulo V in irreduzible Faktoren: g (x) == II Pk (X)!!k (V); 
U f! 1 

dann wird V· ~* = llvt k, vt = (V + CPk(o.<*»)) • ~*. und der Restklassen-
k=l 

k6rper ~*/V~ entsteht aus ~/V jeweils durch Adjunktion einer Nullstelle 
von Pdx). (Beweis genau so wie bei dE,)r Ableitung des entsprechenden 
Satzes der algebraischen Zahlentheorie.) 

Literatur: GRELL [1J § 6 (abstrakte Theorie des Ringfiihrers), KRULL 

[9J § 4 (Einfiihrung von ~z und ~t). 

33. Normensatze. In 32. handelte es sich urn eine Zusammenstellung 
derjenigen Satze uber S und S*. deren Gultigkeit nur vom O-Satz und 
von der Existenz eines von (0) verschiedenen Fuhrers abhangt. Urn zu 
weitergehenden Resultaten zu kommen, fUhren wir jetzt scharfere Vor
aussetzungen ein, die sieher dann erfullt sind, wenn S* den Ring aller 
ganzen Zahlen eines endlichen algebraischen Korpers Sf, S einen be
liebigen Unterring von S* mit dem Quotientenkorper Sf darstellt. -
Wir nehmen an. der Quotientenkorper st' von S und S* enthalte einen 
Unterkorper Sfo• fur den st = S* n Sfo = S n Sfo Z.P.I.-Ring ist, und 
es besitze auBerdem S* (und damit auch S) uber st eine endliche Modul
basis. (1m algebraischen Spezialfall wird Sfo im allgemeinen der Korper 
der rationalen Zahlen sein.) 
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Aus der Existenz der endlichen Modulbasis folgt, daB St endlicher 
algebraischer Oberkorper von Sto sein muB. Umgekehrt ist die Existenz 
der Modulbasis gesichert, sobald man weiS, daB St endliche separable 
Erweiterung von Sto ist (fUr den nichtseparablen Fall vgl. 35.). -
Selbstverstandlich sind ~ und ~* beides 0-Ringe, und es ist der FUhrer f 
von ~ hinsichtlich ~* von (o) verschieden. 

Lll.Bt man VOr aIle Primideale von ~: durchlaufen und setzt man 
~* - (~*) ~ - ~ . ~* C\(* - C\(* • ~* f - f . ~* so wird ~* - A ~* 'VO .. - 'VO 110 .. , '\.I" - 'V 'VO .. ' '\h -" 'VO .. '" - 'VO .. , 'VO - .. 'VO .. ' 

~ = A~ .. , ~~ = A~:, f = Af.., es ist f .. der Fuhrer von ~ .. hinsicht-.. .. .. 
lich ~:, und es stellt jede endliche Modulbasis von S bzw. ~* uber ~~ 
auch eine solche von ~ .. bzw. ~: uber ~~ .. dar. Auf Grund dieser Be
merkung diirfen wir beim Beweis der folgenden Sll.tze durchweg ~~ = ~~ .. 
annehmen, also voraussetzen, daB ~~ ein diskreter Bewertungsring ist. 
Durch Durchschnittsbildung kann man dann die fur diesen Spezialfall 
gewonnenen Ergebnisse sofort auf den Fall eines beliebigen ~~ ubertragen. 

Die Annahme ~~ = ~: .. fiihrt zu folgenden Vereinfachungen: 1. 1st 
n der Grad von St uber Sto, so besitzen ~ und ~* uber ~~ je eine Modul
basis von genau n (uber Sto) linear unabhangigen Elementen. 2. ~ und 
~* enthalten je nur endlich viele Primideale. 3. In ~* ist jedes, in ~ 
jedes umkehrbare Ideal Hauptideal. AIle Sll.tze, die fur Hauptideale 
bewiesen werden, gelten demnach ohne weiteres fur beliebige umkehr
bare Ideale. 

Die erste Aufgabe, die wir uns stellen, betrifft die Konstruktion 
eines Ringes ~ zu (in ~*) gegebenem FUhrer f. Bezeichnet man als 
"Grad" des Primideals V* aus ~* den Grad des Restklassenkorpers ~* Il>* 
uber dem Restklassenkorper ~~ Iv~ (vt = V* n ~m, so gilt der folgende, 
von DEDEKIND fur Zahlkorper angegebene, von H. GRELL aIlgemein 
bewiesene Satz: 

Zu f existiert ein Ring ~ dann und nur dann, wenn fur jedes Prim
ideal V* '/Jom ersten Grade fund f: V* in ~t dieselben Verengungsideale 
haben. 

Gibt es uberhaupt einen Ring ~ mit dem FUhrer f, so ist auch ~t + f 
ein solcher, und zwar der kleinste. Zum Beweis des DEDEKIND-GRELL
schen Satzes ist daher nur zu zeigen: Es sei V* irgendein Primober
ideal von f in ~* vom Grade p" f = V*, g*; ist dann p, > 1 oder p, = 1 , 
f n ~~ = g* n ~t, so ist g* nicht in ~~ + f enthalten; ist dagegen 
p, = 1, f n ~~ c g* n ~~, so ist g* Untermenge von ~t + f. Die Rich
tigkeit dieser Tatsache kann aber unschwer nachgerechnet werden. (Am 
einfachsten beginnt man mit Betrachtung der Fll.lle f=v* und f=<l>*)2.) 

Hat 3: + f den Fuhrer f, so entspricht die Menge aller Ringe mit diesem 
Fuhrer eindeutig umkehrbar der Menge der einartigen Nullteilerringe, die 
zwischen :0 = (3: + f)/f und at = 3*/f liegen und kein Ideal a =l= (0) aus 
at enthalten. - Auf Grund dieser Bemerkung uberzeugt man sich leicht, 
daB die Ringe 3 mit dem Fuhrer f im allgemeinen sehr zahlreich sind und kaum 
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in ein ubersichtliches Schema gebracht werden konnen. Die Anstellung von 
eingehenden Untersuchungen durfte sich hier wohl nicht lohnen. 

Es seien jetzt wieder a und b::;) a Ideale aus einem fest vorgegebenen 
Ringe ~, (<Xl' ••• <Xr) bzw. (PI' ... P.) (r, s::> n) sei eine Modulbasis 

• 
von a bzw. b; dahn gilt ein Gleiehungssystem <Xi = ~ C'kPk (i = 1 , ... r) 

k=1 

mit Koeffizienten cik aus ~t und das aus allen Unterdeterminanten 
n-ten Grades der Matrix Ilcik II abgeleitete Ideal ng aus ~g hangt nur 
von den Idealen a und b, nieht von den speziellen Modulbasen abo 
ng = N(a, b) heiBt die "Norm von a hinsiehtlich b". Unter der 
"N orm von aU sehleehtweg versteht man N(a) = N(a, m. 

Jedem Quotientenring ~g. entsprieht eine "Partialnorm" N.(a, b) 
= N(a . ~" b • ~,) von a hinsiehtlieh b, die ein Ideal aus ~g. darstellt, 
und es wird N (a, b) = LI N. (a, b). - Bei den Beweisen der folgenden 

• 
Formeln darf man ~g = ~g., N(a, b) = N,(a, b) annehmen; man kann 
dann ftir a und b je eine genau n-gliedrige Modulbasis <Xl' ••• <x .. bzw . .. 
PI""P" wahlen und erhalt N(a, b)=(lciki) fUr <Xi=1:CikPdi=1, ... n). 

&=1 
- Aus dieser Darstellung der Norm dureh eine Einzeldeterminante er-
gibt sieh aber ganz elementar: 

(1) N(a, c) = N(a, b) • N(b, c), wenn a c b c c. 
(2) N(a· b) = N(a) . N(b), wenn a umkehrbar. 
Bei (2) ist zu beachten, daB beim Beweise a als Hauptideal angenom

men werden dad. Sind a und b beide niehtumkehrbar, so kann, wie 
Beispiele zeigen, N(a. b) =F N(a) . N(b) sein. Indessen gilt wenigstens 
noeh allgemein: 

(3) N(a. b) = N(a). N(b) , wenn a + b =~. 
Der Beweis von (3) ist weniger elementar als der von (1) und (2), 

er sttitzt sieh auf gruppentheoretisehe Obedegungen: FaBt man b/a als 
ABELsche Gruppe mit dem Operatorbereich ~g = ~t. auf, so ist b/a 
Elementarteilergruppe, da ja ~g einen diskreten Bewertungsring dar
stellt, und es wird N(a, b) gleieh dem Produkt aller Elementarteiler 
von b/a. Sind also bla und bl/al als Gruppen isomorph, so ist sieher 
N(a, b) = N(al , bl ), und es wird insbesondere stets N(a, a + b) 
=N(anb,b). Aus a+b=~, anb=a·b folgt also N(a.b) 
= N(a· b, b). N(b); N(a. b, b) = N(an b, b) = N(a, a + b) = N(a); 
N(a· b) = N(a). N(b). Naeh (3) gilt u. a. der Satz: Es ist N(a) 

8 

= /IN(qi) ' falls q1' ... q. die isolierten Primadaktoren von a bedeuten. 
1 
Versteht man wie oben unter dem Grad des Primideals .\.1 den Grad 

von ~/.\.1 tiber ~g 1(.\.1 n ~g) und setzt man naeh 14. die Lange des Primar
ideals q gleieh der Lange des primaren Ringes ~/q, so erhalt man ffir 
eine Primaridealnorm die Formel: 
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(4) N(q) = .Jl~"', falls g Grad des zu q gehOrigen Primideals .Jl, 
.Jla' = .Jl n 3~, 1 Lange von q. 

Zum Beweis hat man nach GRELL 3/q als Gruppe mit dem Operator
bereich 3~ aufzufassen und auf eine Normalform zu transformieren, aus 
der die Elementarteiler unmittelbar ersichtlich sind. Durch (3) und (4) 
sind die Normen der Ideale von 3 vollig bestimmt. Ftir 3 = 3* erMlt 
man den wohlbekannten Satz: 

a 

1st a = II.Jlf i , .Jli n 3~ = .Jl~i und bedeutet gi jeweils den Grad von .Jli' 
. 1 a *(}i'Ui 

SO 1St N(a) = II .JlOi . 
1 

1st 3 =!= 3*, so wird man nach dem Zusammenhang zwischen N(a) 
und N(a. 3*) fragen: 

(5) Invarianzformel: N(a) = N(a. 3*), wenn a umkehrbar. 
Beweis nur ftir Hauptideale notig, dort triviale Determinantenrech

nung! Ftir die Anwendung ist wichtig, daB mit a auch jeder Faktor 
von a, insbesondere jede isolierte Primarkomponente umkehrbar. -

• • 
1st a,l: umkehrbar in 3,1:, so ist auch II a,l: = a umkehrbar in II3,1: = 3, 

• 8 1 1 

und aus (5) folgt: IIN(a,l:) = IIN(ak • 3*) = N(a· 3*) = N(a). - 1Jber 
1 1 

nichtumkehrbare Ideale vgl. weiter unten! 
Die Kombination von (4) und (5) liefert zwei wichtige Exponenten

gleichungen, den "Gradsatz" und den "Kompositionsreihensatz": 
Es sei a umkehrbar in 3, a* = a· 3*, ql"" q. bzw. qt, ... q:. 

seien die Primarfaktoren von a bzw. a* mit den zugehorigen Prim
idealen .Jll' ... .Jl. bzw . .Jlt, ..• .Jl:'; gi bzw. gt bedeute den Grad von.Jli 
bzw . .Jlt, li bzw. It die Lange von qi bzw. qf, Nach (3) und (4) ist dann 

8 8" 

~ gili bzw. ~ gt 1t die Zahl der (gleichen oder verschiedenen) Prim-
1 1 

faktoren von N(a) bzw. N(a*), und aus (5) folgt: 
• o· 

(6) Gradsatz: ~gi1i =~gt1t, wenn a umkehrbar. 
1 1 

1st insbesondere a = q ein umkehrbares Primarideal mit dem zu-
gehOrigen Primideal .Jl, so ist .Jlt n 3 = .Jl fUr alle .Jlt, und (6) nimmt die 

•• 
Form g.l =~gt1t an. Versteht man nun unter ht den Grad von .Jlt 

1 

tiber 3, also den Grad von 3*/.Jlt tiber 3/.Jl, so ist gt=ht· g (i=1, ... s), 
und durch Wegdivision von g erhalt man: 

8* 

(7) Kompositionsreihensatz: 1 =~ht1t, wenn q = a primar 
und umkehrbar. 1 

1m Unterschied von (6) tritt bei (7) der Ring ~: nicht mehr auf, denn 
die Zahlen 1, h~ ,1: hangen nur von ~ und ~* abo In der Tat hat GRELL (in [5]) 
neuerdings gezeigt, daB (7) immer gilt, wenn nur ~ und S* den Endlich-
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keitsbedingungen von 32. geniigen. (Der Beweis beruht auf einer Verall
gemeinerung des Gradsatzes, niimlich auf der Bemerkung, daB unter den 
Voraussetzungen von 32. fiir jedes umkehrbare Ideal n aus 3 die Rest
klassenringe 3/n und 3*j(n. 3*) als Gruppen mit dem Operatorenbereich 
3 stets dieselbe Liinge besitzen). 

Auch die Frage nach dem Geltungsbereich von (5), (6) und (7) fiir 
nichtumkehrbare Ideale ist im wesentlichen gek1ii.rt: 

1st fiir ein Primideal II aus 3 die Anzahl der Primoberideale von II . 3* 
in 3* nicht groBer als die Elementezahl von 3/ll, so ist fiir jedes nichtum-

.* kehrbare zu II gehOrige Primarideal I < 1: ht It. 
1 

Der Beweis wird dadurch gefiihrt, daB man mit Hilfe des fiir 3: = 3p ' 3* 
giiltigen Z.P.I. zeigt, daB ein Ideal aus 3:, das Erweiterungsideal irgend
eines Ideals np c 3p ist, auch Erweiterungsideal eines in np liegenden 
Hauptideals sein muB. Da (7) eine unmittelbare Folgerung aus (5) ist, 
ist damit gleichzeitig gezeigt, daB auch (5) "im wesentlichen" nur fiir 
umkehrbare Ideale gilt. 

Literatur: GRELL [2] (fast aIle Fiihrer- und Normensatze von 33., Dar
stellung teilweise noch umstandlich); WEBER [1] (Herausarbeitung der 
Bedeutung der umkehrbaren Ideale); HELMS [1] (Beschrankung bei den 
Beweisen auf Hauptideale, Abgrenzung des Geltungsbereichs der For
meln (5), (6), (7); geometrische Anwendung: Versagen der Ideallange bei 
der Definition der Vielfachheit von Kurvenschnittpunkten auf algebraischen 
Flachen). GRELL [5] (Grad- und Kompositionsreihensatz unter den Vor
aussetzungen von 32.). - Vgl. femer GRELL [3]. 

34. Diskriminantensatze. Wir benutzen dieselben Bezeichnungen 
und Voraussetzungen wie in 33. Sind Wl , ••• Wn linear unabhangige 
Elemente aus St, so gilt ffir jedes tX C St ein Gleichungssystem tX· Wi 

n 
= ~ CikWk (i = 1, ... n) mit Koeffizienten Cik aus Sto, und es hangt 

1:=1 
nach elementaren Determinantensatzen die Diagonalgliedersumme 
5 (tX) = Cll + ... + Cnn von tX allein abo 5 (tX) heiBt die "Spur" von tX, 
unter dem "Diskriminan tenideal" b~ von ~ (fiber ~~) versteht 
man das kleinste Ideal aus ~~, das' alle "Spurendeterminan ten" 
1 5 (Wi' W k) 1 (i, k = 1, ... n) enthalt, bei denen w 1 , ••• wn beliebige 
Elemente aus ~ sind. - Nach E. NOETHER ([10]) gilt nun folgender 
Diskriminantensatz: 

Ein Primideal V~ aus ~~ ist dann und nur dann Oberideal von b~, 
wenn vt . ~ in ~ entweder einen echten Primarfaktor besitzt oder ein Prim
oberideal V, dessen RestklassenkOrper ~/V eine nichtseparable Erweiterung 
von ~~ /V~ darsteUt. 

1st ~ = ~*, und sind die Restklassenkorper ~~/V~ alle vollkommen, 
so ist der NOETHERsche Satz eine Teilaussage des bekannten Diskrimi
nantensatzes der endlichen algebraischen Zahlkorper. - 1m fibrigen 
kann man sich nach den Grundsatzen von 33. auf die Betrachtung des 
Falles beschranken, daB ~t diskreter Bewertungsring mit dem einzigen 
Primideal M ist. ~ hat dann fiber ~t eine n-gliedrige Modulbasis 
W 1 , ••• Wn' und es wird b~ = (IS(wi • W k ) I) Hauptideal. 
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Geht man von 3t und 3 zu 3t/tJt = 2 und 3/(tJt· m = m tiber, so 
wird 53 ein Korper, m ein einartiger Nullteilerring, und es bilden die 
Restklassen Wi der Wi eine Modulbasis linear unabhangiger Elemente 
von m tiber 53. Man kann nun das Diskriminantenideal 60 von m tiber 53 
genau so definieren wie das Diskriminantenideal b~ von 3 tiber 3~, und 
es ergibt sich sofort die Gleichung 60 = bt/tJt. Der NOETHERSche Satz 
ist also gleichwertig mit dem folgenden "Diskriminan tensa tz der 
kommutativen hyperkomplexen Systeme": 

60 ist dann und nur dann gleick dem NUllideal, wenn unter den pri
miiren direkten Summanden von m entweder ein eckler primiirer NuU
teilerring au/tritt oder ein KiJrper, der uber 53 nichtseparabel ist. 

Der Beweis wird nach E. NOETHER mit Hilfe einer "Kreuz-Pro
dukt"-Bildung erbracht, die ffir die Theorie der nichtkommutativen 
hyperkomplexen Systeme von grundlegender Bedeutung ist (vgl. z. B. 
VAN DER WAERDEN [15] § 119), auf die wir aber hier nur ganz fltichtig 
eingehen konnen. - 1st <5 ein von m unabhangiger Oberring des Kor
pers 53, so kann man leicht einen kleinsten gemeinsamen (kommutativen) 
Oberring m X <5 von m und <5 konstruieren, der dlJrch die Forderung 
eindeutig bestimmt ist, daB in m X @) zwischen den Elementen von m 
und @) nicht mehr Relationen bestehen sollen, als sie durch die Existenz 
des gemeinsamen Unterkorpers 53 notwendig werden. Wiihlt man nun 
ffir @) den zu 53 gehOrigen algebraisch abgeschlossenen Korper 2, so 
lassen sich tiber den Bau von §'t = m X 2 leicht genauere Aussagen 
machen: §'t ist ebenso wie m direkte Summe von endlich vielen primaren 
O-Ringen: §'t = 01 + ... + Om. Sind alle direkten primaren Surn
manden von m separable Oberkorper von 53, so sind alle ~ Korper; 
andernfalls ist stets mindestens ein .0. ein echter primarer Nullteiler
ring. - Eine endliche Modulbasis von m tiber 53 ist auch eine solche 
von m tiber 2. Fiihrt man das Diskriminantenideal 60 von at tiber 2 
ein, so wird lio= 60 .2. 

Es handelt sich also jetzt nur noch urn die Bestimmung von lio; 
diese ist aber einfacher als die von 60 , und zwar aus folgendem Grunde: 
m bzw. mist endliche algebraische Erweiterung des speziellen primaren 
Ringes 53 bzw. 2. Nach 29. konnen ~so bei Vbergang von m zu 53 
bzw. von m zu £ Zerlegungen, Tragheiten und Verzweigungen auftreten. 
W1i.hrend aber bei 53 und m tatsachlich alle drei Moglichkeiten bestehen, 
sind bei at und 2 die Tragheiten ausgeschlossen, weil der Restklassen
korper von 2, d. h. 2 selbst algebraisch abgeschlossen ist. Man kann 
dementsprechend die ffir lio zu beweisende Behauptung kurz so formu
lieren: Filit §'t mit dem Zerlegungskorper tiber ~ zusammen, so ist 
))0 = 2. Treten dagegen Verzweigungen auf, so wird lio = (0). 

1st ffi = 5. primar, so ist der erste Teil der Behauptung trivial, und 
Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 7 



98 § 4. Einartige Bereiche. [352 

der zweite kann leieht verifiziert werden, wenn man eine im Sinne der 
gruppentheoretisehen Betraehtungen von 13. ausgezeiehnete Basis von 
ffi fiber fl konstruiert. 1st aber ffi = 01 + ... + Dm (m> 1), so ent
halt jeder Oi einen zu B isomorphen Unterk6rper fli' und ffir das Dis
kriminantenideal hi von £\ fiber fl. gilt naeh dem bereits Bewiesenen 

die Alternative: b .. = {2/ (~I = ©i)}. Setzt man ferner b~= {B (~i = BI) } 
, (0) (.I3i c Oil • (0) (bj = (0») , 

so ergibt sieh - allerdings erst auf Grund von tiefer liegenden "dar
stellungstheoretisehen" Dberlegungen, auf die wir trotz ihrer groBen 
Bedeutung fUrs Nichtkommutative hier nicht weiter eingehen k6nnen -

_ m_ 
die Gleiehung b =/lbi. - Damit ist der NOETHERsehe Satz fertig 
bewiesen. 1 

Mit Methoden der Darstellungstheorie kann man noeh sehr elegant 
zeigen, daB die im Texte benutzte, auf DEDEKIND zurfiekgehende Dis
kriminantendefinition dureh Spurendeterminanten gleiehwertig ist mit 
der HILBERTsehen Definition, naeh der bt aus allen Determinanten-

d 1 ( .. ) 12 (. ) b l' t . db' d (1) (1) qua raten Wi ~, 'jJ = 1, ... n a ge elte Wlr , el enen (1)1 , ••• Wn 

Elemente aus 0, wP), ... w~n) die Konjugierten von W~I) fiber Sfo bedeuten. 

Ein weitgehender Ausbau der NOETHERschen Theorie stammt vbn 
H. GRELL. GRELL fiihrt in ~ einen "Verzweigungsmodul" b ein, der im 
allgemeinen Fall eine iihnliche Rolle spielt, wie die DEDEKINDsche Diffe
rente im ganz-abgeschlossenen Falle ~ = ~*. Die (im ganzen recht miih
same) Strukturuntersuchung von b ist GRELLS Hauptleistung. Nachtriig
lich ergibt sich dann leicht eine Deutung der Exponenten der im Diskri
minantenideal b: steckenden Primidealpotenzen; denn bt erweist sich als 
die sinngemiiB definierte "Norm" von b. (Voranzeige in GRELL [4J, Durch
fiihrung in GRELL [5J). 

Literatur: NOETHER [10J (zurn Text); KOTHE [2J (Untersuchung des 
Kreuzproduktes ffi X <5 fUr den Fall, daB ffi unendliche separable Erwei
terung von .13). - An die Untersuchungen von 33. und 34. hiitte sich noch 
einigermaBen zwanglos eine Wiirdigung von ORE [1J, [2J anschlieBen lassen. 
Doch glaubte ich darauf verzichten zu miissen, teils aus Platzmangel, 
teils weil bei ORE immerhin die rein zahlentheoretischen Gesichtspunkte 
stark im Vordergrunde stehen. 

35. Verallgemeinerter Diskriminantensatz. Endliehkeitsprobleme. 
Das Diskriminantenideal bt von 0 hinsichtlieh 06 c 0 kann immer 
definiert werden, wenn 06 ganz abgesehlossen ist und jedes Element 
aus 0 von 06 ganz abhangt. Besitzt ferner 0 fiber 0t eine endliehe 
Modulbasis, und ist 06 eine der in 44. zu bespreehenden endlichen dis
kreten Hauptordnungen oder allgemeiner irgendein Integritatsbereieh, 
in dem ffir jedes minimale Primideal fJ6 der Quotientenring (06)lJ* = 0~o 
einen diskreten Bewertungsring darstellt, so gilt: 0 

Verallgemeinerter Diskriminantensatz: Ein in 06 minimales 
Primideal fJ6 ist dann und nur dann Oberideal von b6, wenn fJ6 . 0 ent
weder eine echte isolierte Primarkomponente q besitzt oder ein minimales 
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Primoberideal .\J, fur das S'll/(.\J . S'll) eine nichtseparable Erweiterung von 
S'rio/(.\Jt . S'~o) darstellt. 

Zum Beweis hat man nur zu beachten, daB die Untersuchung von S'6 
und S' nach S'60 und S'o = S'60' S' verlegt werden darf, weil jedes mini
male Primoberideal .\J von .\J6 . S' der Gleichung .\J n S't = .\Jt genfigt. -
Auch wenn S't ein O-Ring ist, kann es vorkommen, daB 06, das ja kein 
Hauptideal zu sein braucht, minimale Primoberideale .\Jt besitzt, die 
nicht in S'6' minimal sind; es ist zu beachten, daB auf diese .\Jt der ver
allgemeinerte Diskriminantensatz nicht angewandt werden darf. Der 
einfachste Fall, in dem der verallgemeinerte Diskriminantensatz 
herangezogen werden muB, ist wohl der, daB S'~ den Ring der ganz
rationalzahligen Polynome einer Variablen x, .\JO" ein Primhauptideal 
aus S'~ darstellt. Dieses Beispiel ist auch deshalb bemerkenswert, weil 
man bereits bei ihm die Moglichkeit einer nichtseparablen Erweite
rung des Restklassenkorpers von .\J6 beriicksichtigen muB (vgl. hierzu 
OSTROWSKI [4J S.289, siehe auch S. 285, Anm.4). 

In der gleichen Weise wie der Diskriminantensatz von 34. kann 
auch die Normentheorie von 33. verallgemeinert werden, indessen wollen 
wir das nicht genauer ausffihren. Dagegen wollen wir uns noch kurz 
mit der Frage beschaftigen, unter welchen Bedingungen S' fiber S't eine 
endliche Modulbasis besitzt, falls S't ein ganz abgeschlossenerO-Ring ist. 

Notwendig fUr die Existenz der Modulbasis ist jedenfalls, daB jedes 
Element von S' von S't ganz abhangt, und daB der Quotientenk6rper ~ 
von S' fiber dem Quotientenk6rper ~o von S't einen endlichen Grad n hat. 

1st andererseits ~ separable Erweiterung von ~o, so sind diese beiden 
Bedingungen auch hinreichend. 

Greift man namlich aus S' n beliebige fiber ~o linear unabhangige 
Elemente WI' ... Wn heraus, so ist ihre Diskriminante d = 1 w~k} 12 
(i, k = 1, ... n; W~l) = Wi) ein von Null verschiedenes Element aus S't, 

n 
und es gilt ffir jedes W c S' eine Gleichung d . W = L ai Wi (aJ> ... an c S't). 

1 

Daraus folgt aber die Existenz der Modulbasis nach einem klassischen 
HILBERT-NoETHERschen Modulsatz (vgl. z. B. VAN DER WAERDEN 
[15J § 97). 

Ffir den Fall nichtseparabler Erweiterungen bezeichnen wir bei 
Charakteristik p mit S'(e) den Integritatsbereich aller der Elemente, 
deren pe_te Potenz zu S' gehOrt (e = 1,2, ... ). Durch die Zuordnung 
a +-+ a(P - ,) wird S' isomorph auf S'(e) abgebildet. 

Kriterium von ARTIN-VAN DER WAERDEN: HatS't(1) - und damit 
aus lsomorphiegrunden S'6Ie) tur jedes e - uber S't eine endliche Modul
basis, so gilt das gleiche ohne Rucksicht at£! Separabilitiit oder Nicht
separabilitiit attch fur S'. 

In der Tat, es sei ~1 der groBte separable Zwischenkorper zwischen 
~o und ~, S't sei der Ring aller von S' n ~1 = S'1 ganz abhangiger Ele-

7* 
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mente aus sel; dann ist der Grad von se fiber sel eine p-Potenz, und es 
wird S cst) ffir groBes e; es genfigt daher zu zeigen, daB sr!e) fiber S~ 
eine endliche Modulbasis hat. Die Richtigkeit dieser Tatsache aber 
folgt unter den Voraussetzungen des Kriteriums sofort aus der Be
merkung, daB aus Separabilitatsgriinden sr fiber S~ und damit aus 
Isomorphiegriinden auch st') fiber st") eine endliche Modulbasis be
sitzt. - Als wichtigste praktische Anwendung sei hervorgehoben,: 

1st K ein vollkommener Korper oder hat wenigstens (bei Challakte
ristik P) K(l) uber K endlichen Grad, so ist ieder Integritatsbereich S, der 
von einem uber K endlichen Integritiitsbereich So ganz abhiingt und in 
einem endlichen Erweiterungskorper von K liegt, selbst uber K endlicher 
I ntegritatsbereich. 

Zum Beweis hat man nur zu beachten, daB man (nach dem Nor
mierungssatz von 17.) So = S~ als Polynomring fiber K annehmen darf, 
und daB dann sieher S~!l) fiber S~ eine endliche Modulbasis hat. -
Das Kriterium ffir endliche Integritatsbereiche wurde von E. NOETHER 
dazu benutzt, den ffir Grundkorper der Charakteristik 0 wohlbekannten 
Satz von der Endlichkeit des Invariantenrings einer' endliehen linearen 
homogenen Substitutionsgruppe auf 'den Fall beliebiger GrundkorpeF 
von Primzahlcharakteristik auszudehnen. ' 

Ob in jedem FaIle 3 iiber 3: eine endliche Modulbasis besitzt, ist 
eine bis jetzt noch unentschiedene Frage. Es ist daher besonders be
merkenswert, daB sich wenigstens - (bewertungstheoretisch oder auch 
nach GRELL [6J idealtheoretisch) - zeigen laBt, daB 3 im FaIle der 
Ganzabgeschlossenheit immer gleichzeitig mit 3: z.P.I.-Ring bzw. end
liche diskrete Hauptordnung ist. (Vgl. 48.) - 1m iibrigen kann man 
haufig, wenn zunachst nur st und 3 gegeben sind, nach einer Bemer
kung, yon F. K. SCHMIDT durch geeignete Wahl von sto (und 3: = 3 n sto) 
erreichen, daB st separable Erweiterung von sto wird; die Schwierigkeit 
der Nichtseparabilitat also von vomherein ausgeschlossen ist. (Vgl. HAUPT 
[1] Bd. 2 S. 534f.) 

Literatur: Zum verallgemeinerten Diskriminantensatz OSTROWSKI [4J 
S. 291 f. (Spezial£aIl der ganzzahligen Polynomringe). - Zu den Endlich
keitssatzen: ARTIN-VAN DER WAERDEN [1J; VAN DER WAERDEN [15J 
S.94; NOETHER [9J (lnvarianten endlicher Gruppen). Vgl. auch die in 
NOETHER [1J ausschlieBlich fiir Grundkorper der Charakteristik 0 durch
gefiihrten Untersuchungen iiber endliche Integritatsbasis bei "relativ 
ganzen" Ringen aus Polynomen. Das oben formulierte Kriterium fiir 
endliche Integritiitsbereiche liefert auch hier die Grundlage fiir die Be
handlung der Grundkorper von Primzahlcharakteristik, allerdings muB 
man sich auBerdem noch vom Arbeiten mit Funktionaldeterminanten 
frei machen. 

§ S. Bewertungstheorie. 
36. Bewertungsringe. AnschlieBend an 4. und 5. betrachten wir 

einen ganz abgeschlossenen Integritatsbereich S mit dem Quotienten
korper se und stellen uns die Aufgabe, die Teilbarkeitstheorie der Ele-
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mente von se binsichtlich S zu entwickeln. Fiir einen Z.P.I.-Ring S 
wird diese Aufgabe nach 4. und 5. durch die DEDEKINDsche Ideal
theorie gel6st. Wir suchen aber nach einer Methode, die auch auf 
allgemeinere Ringe angewandt werden kann, z. B. auf die Polynom
ringe und endlichen Integritatsbereiche, wom6glich sogar auf alle ganz 
abgeschlossenen Integritatsbereiche. Eine solche Methode liefert die 
Bewertungstheorie, die nicht auf DEDEKIND zuriickgeht, sondern auf 
HENSEL und seine p-adischen Zahlen - also wiederum auf eine spezielle 
Behandlungsweise der endlichen algebraischen Zahlk6rper. 

Wir arbeiten ausschlleBlich mit "Exponen ten bewertungen", die 
die "Bewertung durch den absoluten Betrag" nicht mitumfassen (vgl. 
den Anhang). AuBerdem beschranken wir uns vorerst, ohne das be
sonders hervorzuheben, auf "spezielle" Bewertungen, bei denen die 
"Werte" reelle Zahlen (und nicht wie spater Elemente einer abstrakten 
Gruppe) sind. 

Von einer Bewertung B des Korpers se soU gesprochen werden, wenn 
jedem Element (X, =l= 0 aus se eindeutig eine reelle Zahl a = w ((X,) als " Wert" 
zugeordnet ist, und wenn dabei die folgenden drei Bedingungen erfuUt sind: 

1. w((X,. fJ) = w((X,) + w(fJ). 
2. w((X, + fJ) > min (w «(X,) , w(fJ»). 
3. w((X,*) = 1·fur geeignetes (X,* aus se. 
Bedingung 1 besagt, daB die Menge der wirklich auftretenden Werte 

hinsichtlich der Addition eine Gruppe, die "Wertgruppe" F, bildet, 
die durch die Bewertung homomorph auf die multiplikative Gtuppe 
der K6rperelemente abgebildet wird. Bedingung 2 entspricht der 
"Dreiecksungleichung" bei der Bewertung durch den absoluten Betrag. 
Bedingung 3 schlleBt die "triviale" Bewertung aus, bei der alle Ele
mente den Wert 0 haben. 

Die Menge der K6rperelemente, die in eine;r festen Bewertung B 
von se nichtnegative Werte besitzen, bildet zusammen mit 0 einen 
Ring ~, den "zu B geh6rigen Bewertungsring". Haben zwei 
Bewertungen Bl und Bs denselben Bewertungsring ~, so entsteht Bs 
aus Bl einfach dadurch, daB man fiir jedes (X, c se den Wert von (X, 
in Bl mit einer festen von (X, unabhangigen Zahl m multipliziert. Man 
kann daher Bl und Bs als nicht wesentlich verschieden ansehen und un
bedenklich von "der" zu einem bestimmten Bewertungsring ~ gehOrigen 
Bewertung Breden. - Eine Bewertung, derep. Wertgruppe zur Gruppe Fo 
der ganzen rationalen Zahlen isomorph, also bei geeigneter Normierung 
sogar mit Fo identisch ist, heiBt "ganzzahlig" oder "diskret"; be
steht die Wertgruppe ausschlieBlich aus rationalen Zahlen, so spricht 
man von einer "rationalen" Bewertung. - Der Integritatsbereich S 
ist dann und nur dann der Bewertungsring einer diskreten Bewertung 
von Sf, wenn er einen "diskreten Bewertungsring" im Sinne von 31. 
darstellt. - Wir suchen jetzt allgemein notwendige und hiureichende 
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Bedingungen dafiir, daB ein vorgelegter Integritatsbereich 58 mit dem 
Quotientenkorper Sf Bewertungsring ist. 

1. Kriterium: 58 ist Bewertungsring dann und nur dann, wenn in 58 
von zwei Elementen stets eines durch das andere teilbar ist, und wenn 
auf3erdem 58 nur ein einziges Primideal enthiilt. 

Die Bedingungen sind notwendig; denn in einem Bewertungsring 58 
folgt aus w (IX) :>- w ({3) stets IX == 0 ({3), die Menge aller Elemente von 
positivem Wert bildet in 58 ein Primideal .p, und es ist jedes Element 
IX c.p die Basis eines zu.p gehOrigen Primarideals (IX), weil aus {3 c.p, 
d. h. w ({3) > 0 fur genugend groBes n stets w ({3") = n· w ({3) > W (IX), 
{3" == 0 (IX) folgt. - Hat andererseits 58 die im 1. Kriterium geforderten 
Eigenschaften, und ist r* die multiplikative Gruppe aller ganzen und 
nichtganzen Hauptideale von 58, so kann man wegen der Teilbarkeits
bedingung r* dadurch zu einer linear geordneten Gruppe machen, daB 
man (IX) fur groBer erklart als ({3), wenn IX durch {3 teilbar, also IX' {3-1 C 58 
ist. Die ganzen Hauptideale sind dann dadurch gekennzeichnet, daB 
sie in r* groBer sind als das Einheitselement (1). - Daraus, daB jedes 
ganze Hauptideal ein zum eirizigen Primideal .p gehOriges Primarideal 
darstellt, folgt nun weiter: In der geordneten ABELschen Gruppe r* 
gilt das "Archimedische Axiom": 1st (IX) groBer als (1) und ({3) beliebig, 
so ist (IXn) groBer als ({3) fur groBes n. Unter dieseIi Umstanden laBt 
sich aber r* einschlieBlich der Ordnungsbeziehung isomorph auf eine 
additive Untergruppe r des Korpers aller reellen Zahlen abbilden. Ent
spricht dabei dem Hauptideal (IX) die Zahl a, so werde a = w (IX) ge
setzt. Es entsteht dann eine Bewertung B von Sf mit der Wertgruppe r, 
die gerade 58 zum Bewertungsring besitzt. 

2. Kriterium: 58 ist R,''''l'YlltIlgsl'ilZg dann und nur dann, wenn 58 
in Sf maximal ist, wenn also aus 58 ~ ~ c Sf stets 58 = ~ folgt. 

Das "nur dann" ist fast selbstverstandlich. 1st ferner 58 maximal, 
so uberzeugt man sich zunachst leicht, daB 58 primar und ganz ab
geschlossen sein muB. Bedeutet nun IX ein nicht zu 58 gehoriges Ele
ment von Sf, so wird 58[IX] = Sf, es gilt also eine Gleichung 1X-1 = 
aolXm + a11Xm - 1 + ... + am' wobei ao, ... am c 58. Das zeigt aber, daB 
1X-1 von 58 ganz abhangt und somit zu 58 gehort. Aus dem 1. Kriterium 
folgt nun sofort, daB 58 tatsachlich Bewertungsring ist. 

Fur den Beweis des 2. Kriteriums war die Tatsache entscheidend, 
daB jeder Bewertungsring ganz abgeschlossenist. 1m folgenden brauchen 
wir noch eine verwandte, aber wesentlich scharfere Eigenschaft: 1st S 
ein beliebiger Ring mit dem Quotientenkorper Sf, so kann man ein 
von S ganz abhangiges Element IX dadurch charakterisieren, daB mIX] 
uber S nicht nur einen von (0) verschiedenen Fuhrer, sondern sagar 
eine endliche Modulbasis besitzt. Wir wollen nun ein Element {3 aus Sf 
immer "fast ganz" abhangig von S nennen, wenn der Fuhrer von 
mf3J uber S von (0) verschieden ist, wenn also in S ein Element a =+= 0 
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existiert, fur das alle Produkte a· fJi (i = 1, 2, ... ) und damit auch 
aIle Produkte a· y (y c 3[,8]) in ~ liegen. GehOren aIle von ~ fast ganz 
abhangigen Elemente bereits zu ~, so soIl ~ "vollstandig ganz ab
geschlossen" heiBen. 

Bei den O-Ringen fallen die Begriffe "ganz" und "fast ganz" ab
hangig, "ganz" und "vollstandig ganz" abgeschlossen zusammen, in 
anderen Fallen dagegen werden wir "fast ganz" ab4angige Elemente 
kennenlernen, die nicht "ganz" abhangen, und dementsprechend "ganz" 
abgeschlossene Ringe, die nicht "vollstandig ganz" abgeschlossen sind 1. 

Es muB daher besonders hervorgehoben werden, dafJ die Bewertungs
ringe unseres Kapitels alle voUstandig ganz abgeschlossen sind, eine Tat
sache, die miihelos aus dem fur die Wertgruppen giiltigen Archimedi
schen Axiom folgt. 

3. Kriterium: Ein primarer, ganz abgeschlossener O-Ring ist dis
kreter Bewertungsring. 

1st in }S das einzige Primideal -I' umkehrbar, -1" -1'-1 = }S, so ist -I' 
nach 10. Hauptideal, und es sind -1'" (i = 0, ±1, ±2, ... ) die samt
lichen Ideale von}S. Fertig! - Ware aber -1" -1'-1 c}S, so ware -1" -1'-1 
= -1" -1'-2 = ... = -1', es muBte also jedes <X c -1'-1 fast ganz und wegen 
des O-Satzes sogar ganz von }S abhangen, d. h. es ware -1'-1 = }S, und 
das ist unmoglich; bedeutet namlich p ein Element aus -1', eden wegen 
des O-Satzes vorhandenen kleinsten Exponenten, fiir den -1'1:> S (P) ist, 

q ein zu -1'1:>-1, aber nicht zu (P) gehOriges Element, so liegt ~ in -1'-1, 
aber nicht in }S. 

Der indirekte SchluB, durch den - auf Grund der Aquivalenz der 
Begriffe "ganz" und "fast ganz" abhangig - die Umkehrbarkeit von -I' 
gezeigt wurde, ist wichtig durch seine sehr umfangreiche Verwendungs
fahigkeit., Mit seiner Hille kann man recht einfach den NOETHERschen 
Fundamentalsatz von der Giiltigkeit des Z.P.I. f.ur ganz abgeschlossene 
Integritatsbereiche mit 0- und abgeschwachtem U-Satz beweisen, man 
kann sogar diesen Beweis auf die zweiseitigen Ideale eines "maximalen 
hyperkomplexen Systems" ausdehnen. Naturlich ergeben sich dabei 
gewisse Schwierigkeiten durch die Notwendigkeit, gleichzeitig mit 
mehreren Primidealen zu arbeiten und im hyperkomplexen Fall das 
Nichtkommutative zu beriicksichtigen; doch betreffen diese Dinge keine 
Hauptpunkte. - Eine besonders elegante Anwendung unserer Methode 
werden wir in 43. kennenlernen. 

Literatur: KURSCH.AK [1], OSTROWSKI [1] (grundlegende Arbeiten zur 
Bewertungstheorie); KRULL [19] § 1 und § 2, [25] § 1 und § 4 (Einfiihrung 
der Exponentenbewertungen, Charakterisierung der Bewertungsringe, 

1 In VAN DER WAERDEN [15] wird zwischen "ganz" und "vollstlindig ganz" 
abgeschlossen nicht unterschieden. Die allgemeinen Untersuchungen von § 103 
gelten nur fiir soIehe Integritatsbereiche, die in unserm Sinne "vollstlindig ganz" 
abgeschlossen sind. 
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"ganz" und "vollstandig ganz" - in [25] "voll und ganz" - abgeschlossen). 
- Die bei Kriterium 3 besonders hervorgehobene Beweismethode stammt 
aus KRULL [11]. Unter den Arbeiten, in denen sie Anwendung gefunden 
hat, seien als besonders wichtig hervorgehoben: VAN DER WAERDEN [9J, 
[10J (beliebige ganz abgeschlossene O-Ringe); ARTIN [1J (maximale hyper
komplexe Systeme); vgl. auch PRUFER [2J § 8. 

37. Hauptordnungen. Es sei zunachst 3 ein Z.P.I.-Ring mit den 
Primidealen -PI"" -P .. , ••• , IX sei ein beliebiges Element aus dem 
Quotientenkorper ~, nr(~ 0) bedeute den Exponenten der in (IX) 

steckenden -p .. -Potenz. Setzt man dann durchweg W .. (IX) = n .. , so erhalt 
man fUr jedes -r eine durch -P .. eindeutig bestimmte diskrete Bewertung 
B .. von ~, und es ergibt sich aus dem Z.P.I.: 

Teilbarkeitskriterium der Bewertungstheorie: In ~ ist IX 

dann und nur dann (hinsichtlich m durch P teilbar, wenn IX in allen Be
wertungen B .. (-r = 1,2, ... ) mindestens denselben Wert besitzt wie p. 

Endlichkeitsbedingung: Kein IX hat in unendlich vielen B .. einen 
von Null verschiedenen Wert. Bei der Untersuchung der Teilbarkeits
verhiiltnisse endlich vieler lester Elemente lXI' ••• IXr braucht man also 
immer nur endlich viele Bewertungen B.l , ••• B .... 

Wir wollen nun aligemein einen 1ntegritatsbereich 3 als "Haup,t
ordnung" bezeichnen l , wenn zu ibm die Bewertungen B I , ••• B.., ... 
des Quotientenkorpers ~ so bestimmt werden konnen, daB hinsichtlich 
der Menge alier B. das Teilbarkeitskriterium der Bewertungstheorie 
gilt. Lassen sich dabei die B .. alie diskret bzw. rational wahlen, so 
sprechen wir von einer diskreten bzw. ra tionalen Hauptordnung. 1st 
die Endlichkeitsbedingung erfiillt, so heiBt die Hauptordnung endlich. 

Es ist also insbesondere jeder Z.P.I.-Ring eine endliche diskrete 
Hauptordnung, und es erhebt sich die Frage nach einer axiomatischen 
Charakterisierung alIer endlichen diskreten Hauptordnungen. Wir be
merken zunachst: 3 ist dann und nur dann Hauptordnung mit der 
zugehorigen Bewertungsmenge BI , •• : B .. , ... , wenn 3 den Durch
schnitt der entsprechenden Bewertungsringe ~l' ••• ~ .. , • • • darstellt. 
Ganz leicht beweist man nun das 

1. Kriterium fiir endliche diskrete Hauptordnungen: 3 ist 
dann und nur dann endliche diskrete Hauptordnung, wenn in 3 jedes 
ganze Hauptideal Durchschnitt von symbolischen Potenzen 2 endlich vieler 
(in m minimaler Primideale ist. 

Gilt in 3 die angegebene Hauptidealzedegung, so ist fiir jedes mini
male Primideal -P ... der Quotientenring 31'. ein diskreter Bewertungsring, 
mid es wird 3 = .131'.... Auch die Endlichkeitsbedingung ist erfiillt, .. 

1 "Hauptordnung" bedeutet bei DEDEKIND bekanntlich den Ring aller ganzen 
Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers. Das Wort erschien mir daher empfehlens
wert zur Bezeichnung eines arithmetisch ausgezeichneten Integritatsbereichs. 

2 Definition der symbolischen Potenz in 15.! 
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well jedes IX aus 3 nur in endlich vielen 3vr Nichteinheit ist. - 1st um
gekehrt 3 = LI~. endliche diskrete Hauptordnung, so entspricht zu-

• 
nachst jedem Bewertungsring ~. in 3 ein bestimmtes Primideal .pr, 
das alle und nur die Elemente umfaBt, die in der zu ~. gehorigen Be
wertung B. positive Werte besitzen. 1st femer IX C 3 und setzt man 
q. = (IX) • ~.) n 3. so ist jedes von 3 verschiedene q. ein zu .p. ge
hOriges Primarideal, aus 3 = LI~. folgt (IX) = Llq .. und man erhalt 

• • 
wegen der Endlichkeitsbedingung durch Weglassung iiberfliissiger Kom-
ponenten fiir (IX) eine normierte Primaridealdurchschnittsdarstellung 
(IX) = q., n ' , . n q." Man zeigt dann weiter, und das ist der wich
tigste Punkt des Beweises: "Die zu den q., gehorigen Primideale .p., 
sind alle gegenseitig prim und damit minimale Primoberideale von (IX). 
Ware namlich etwa .p. ~.p. , so ware 3 = LI ~T' man konnte ~. ver-

I 2 l'=Fl'l 1 

nachlassigen und erhielte so (IX) = q.> n ' .. n q ••• " (LeichteRech
nung, bei der nur die Tatsache ausgeniitzt werden muB, daB alle B. 
rational sind.) - Ohne besonderen Kunstgriff ergibt sich schlieBlich: 
Die .p.; sind nicht nur minimale Primoberideale von (IX), sondem sogar 
in 3 minimal. Fiir jedes in 3 minimale Primideal .p" ist 3va = ~a ein 
Bewertungsring aus der Reihe der ~ .. und es ist 3 = Ll3va' wobei der 

a 

Durchschnitt natiirlich iiber aIle minimalen Primideale von 3 zu er
strecken ist. - Der skizzierte Beweis liefert als wichtiges Nebenergebnis: 

Jede endliche diskrete Hauptordnung 3 besitzt eine N ormaldar
stellung 3 = LI~;, bei der die Bewertungsringe ~; die Quotienten-

• 
ringe der minimalen Primideale von 3 sind. J ede der Endlichkeits-
bedingung geniigende Durchschnittsdatstellung von 3 durch diskrete 
Bewertungsringe entsteht aus der Normaldarstellung durch Beifiigung 
von iiberfliissigen Komponenten. Bei der Normaldarstellung selbst ist 
keine Komponente iiberfiiissig, sie ist "minimal". - 1m iibrigen be
sitzt eine endliche diskrete Hauptordnung unter Umstanden auch 
"pathologische" Darstellungen durch diskrete Bewertungsringe, bei 
denen die Komponenten der Normaldarstellung aIle oder tellweise 
fehlen; solche Darstellungen geniigen aber niemals der Endlichkeits
bedingung. 

Nach dem 1. Kriterium ist 3 insbesondere dann endliche diskrete 
Hauptordnung, wenn in 3 jedes Element eindeutig als Produkt von 
Primelementen darstellbar ist. - Ringe mit "Z.P.E." - Dazu ge
hOren z. B. die Polynomringe in unendlich vielen Variablen mit Korper
koeffizienten. Eine endliche diskrete Hauptordnung braucht also kein 
O-Ring zu sein. Dagegen ist sie - wie jeder einzelne Bewertungsring -
stets vollstandig ganz abgeschlossen. 

2. Kriterium fiir endliche diskrete Hauptordnungen: Jeder 
ganz abgeschlossene O-Ring 3 ist eine endliche diskrete Hauptordnung. 
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1st .t.J" minimales Primideal in 3, so ist 3p" nach Kriterium 3 von 36. 
endlicher diskreter Bewertungsring. Man hat also nur 3 = Ll3p" zu be-

" weisen, d. h. man hat zu zeigen, daB die zu einem ganzen Hauptideal (IX) 
gehOrigen Primideale alle in 3 minimal sind. GehOrt aber.t.J zu (IX), so 
ist sieher .t.J- l =1= 3 und ~-l =1= ~ fiir ~ = 3)), ~ =.t.J. §; also ist ~ nach 
den in 36. bei Kriterium 3 hervorgehobenen Schliissen in ~ umkehrbar 
und damit als Faktor jedes Unterideals auch minimal. RiickschluB 
auf.t.J! Fertig I 

Bei den O-Ringen fiihrt also der Hauptordnungsbegriff zu einem 
abschlieBenden, denkbar einfachen Ergebnis. Wichtig vor aliem fiir 
Ringe ohne O-Satz ist: 

3. Kriterium fiir Hauptordnungen: Es seien 3 und §::::> 3 
Ringe mit den QuotientenkOrpern st und ~::::> st, und es sei 3 "relativ ~ 
ganz", d. h. es sei 3 = § n st . 1st dann § (endliche, diskrete, rationale) 
Hauptordnung, so gilt dasselbe fur 3. 

Beweis unmittelbar aus der Tatsache, daB jede (diskrete, rationale) 
Bewertung von i eine entsprechende Bewertung von st "induziert". 
Ergebnis besonders bemerkenswert, well im aligemeinen aus dem fiir ~ 
bekannten O-Satz nicht der O-Satz fiir 3 erschlieBbar. 

Das 3. Kriterium laBt sich z. B. dann anwenden, wenn 3 den Integri
tatsbereich alier der Elemente aus § bedeutet, die bei einer bestimmten 
Automorphismengruppe A von i in sieh selbst iibergehen. - Aus einer 
kleinen Veraligemeinerung des 3. Kriteriums ergibt sieh leieht: 

1st 30 endliche diskrete Hauptordnung, so ist es auch der Ring 3 aller 
formalen Potenzreihen in Xl' ••• X" mit Koettizienten aus 30. 1st 30 
Unterring des Korpers aller komplexen Zahlen, so kann man fur 3 auch 
den Ring aller konvergenten Potenzreihen wahlen. 

Beim Beweis muB man alierdings zuerst mit anderen Hllfsmitteln 
den Spezialfall erledigen, daB 30 einen diskreten Bewertungsring dar
stellt; das macht aber keine besondere Schwierigkeit (vgl. 38.). 

Eine auf dem Begriff des ARTIN-PRUFERschen v-Ideals be
ruhende, besonders einfache Charakterisierung der allgemeinen endlichen dis
kreten Hauptordnungen werden wir in 43. kennenlemen. - Von den
jenigen Hauptordnungen, die nicht gleichzeitig endlich und diskret sind, 
kann man wenigstens die endlichen rationalen einigerma13en befriedigend 
charakterisieren. Man erhli.lt durch die gleichen Schliisse, wie sie beim 
1. Kriterium benutzt wurden: 

3 ist dann und nur dann endliche rationale Hauptordnung, wenn in 3 
jedes ganze Hauptideal den Durchschnitt von endlich vielen Primar
idealen darstellt, die zu in 3 minimalen Primidealen gehoren, und wenn 
dabei fiir jedes minimale Primideal V" von 3 der Quotientenring 3v" ein 
rationaler Bewertungsring ist. - 3 = Ll3p" ist eine minimale Normal
darstellung. 

Bei einer endlichen nichtrationalen Hauptordnung kann man mit den 
friiheren Schliissen nur zeigen, daB jedes ganze Hauptideal (IX) eine kiirzeste 
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Primarkomponentendarstellung (IX) = ql n ... n q. besitzt, aber nicht 
mehr, daB die zu den ql gehorigen ~i in ~ minimal sein miissen. (Immer
hin besteht die Moglichkeit, daB sie es in jedem Fall sind.) 

Literatur: KRULL [22]. - Zur arithmetischen Theorie der Potenz
reihenringe sei noch bemerkt, daB sich wesentlich weitergehende Aus
sagen machen lassen, wenn der Koeffizientenbereich nicht eine beliebige 
endliche diskrete Hauptordnung, sondern ein Z.P.I.-Ring ist. Vgl. SCHUR 
[1], KRULL [23]. 

38. Z.P.E.-Ringe. Die Einordnung der Z.P.I.-Ringe unter die all
gemeinen endlichen diskreten Hauptordnungen ergibt sich unmittelbar 
aus den in 5. besprochenen NOETHERschen Satzen: Eine endliche dis
krete Hauptordnung ist dann und nur dann Z.P.I.-Ring, wenn im Be
reich ihrer ganzen Ideale der O-Satz und der abgeschwachte U-Satz gilt. 
Die Ringe mit Z. P. E. dagegen, in denen jedes Element eindeutiges 
Produkt von Primelementen ist, werden in ihrer Eigenart durch eine 
gewisse Axiomatisierung der wohlbekannten Methode des "Euklidi
schen Algorithmus" am besten charakterisiert. Die dabei notigen 
"Oberlegungen ordnen sich formell gut in den Rahmen der Bewertungs
theorie ein, obwohl sie an sich mit unserem Bewertungsbegriff nichts 
zu tun haben. 

Von einer "Betragsdefinition" im Integritatsbereich ~ soIl ge
sprochen werden, wenn jedem Element a =1= 0 aus ~ eine nichtnegative 
Zahl I a I = IX als "Betrag" so zugeordnet ist, daB folgende Bedingungen 
erfiillt sind: 1. la. bl = lal + Ibl. 2. lal = 0 dann und nur dann, 
wenn a in ~ Einheit. 3. Die Menge M alier Betrage ist diskret, besitzt 
also keinen endlichen Haufungspunkt. 

Beispiele von Betragsdefinitionen: ~ Ring alier ganzen Zahlen eines 
endlichen Zahlkorpers - I a I Logarithmus des Absolutwertes der Norm 
von a. ~ Polynomring in endlich vielen Variablen mit Korperkoeffi
zienten - lal Gesamtgrad des Polynoms a. ,~ein Z.P.E.-Ring
I a I Anzahl der gleichen oder verschiedenen Faktoren bei der Prim
elementzerlegung von a. 

Hauptidealkriterium von DEDEKIND und HASSE: In ~ ist 
dann und nur dann jedes Ideal Hauptideal, wenn in ~ eine Betrags
definition existiert, die auBer den Axiomen 1, 2, 3 noch der folgenden 
"Reduktionsbedingung" gentigt: 

4. Sind a und b zwei Elemente aus ~, von denen keines durch das 
andere teilbar ist, so kann man in ~ zwei weitere Elemente c und d so 
bestimmen, daB ftir e = c • a + d • b die Ungleichung I e I < min (I a I, I b j) 
gilt. 

Jeder Hauptidealring ist Z.P.E.-Ring, aber nicht umgekehrt. Will 
man eine Charakterisierung alier Z.P.E.-Ringe gewinnen, so muB man 
die Reduktionsbedingung des DEDEKIND-HAssEschen Kriteriums 
etwas abschwachen: 

Kriterium ftir Z.P.E.-Ringe: ~ ist dann und nur dann Z.P.E.-
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Ring, wenn es in Seine Betragsdefinition gibt, die auBer 1, 2, 3 fol
gender Bedingung genfigt: 

4', Sind a und b zwei Elemente aus S, von denen keines durch das 
andere teilbar ist, so kann man c und d in S so bestimmen, daB eine 
Gleichung q • e = c ' a + d • b gilt, bei der q zu a und b prim ist und e 
der Ungleichung lei < min(lal, Ibj) genfigt, 

Die Beweise des Hauptideal- und des Z,P.E.-Ringkriteriums sind 
ebenso einfach wie der Beweis der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung 
bei den ganzen rationalen Zahlen. Ffir die praktische Brauchbarkeit 
der Kriterien ist folgende Bemerkung wichtig: 

Will man die Gilltigkeit des Z.P.E. oder des Hauptidealsatzes nicht 
ffir ganz S beweisen, sondern nur fUr ein multiplikativ abgeschlossenes 
Teilsystem 5, das mit a stets auch jeden Faktor von a enthalt, so 
braucht man nur fUr 5 die Existenz der Betragsdefinition mit den 
Eigenschaften 1, 2, 3, 4 bzw. 1, 2, 3, 4' zu zeigen. - Dabei mfissen in 
4' und 4 a, b, e zu 5 geh6ren, wahrend c, d, q beliebig aus S sein 
dfirfen. 

Das Z.P.E.-Kriterium liefert besonders einfache Beweise fUr die 
Gilltigkeit des Z.P.E. im Polynomring in beliebig vielen Variablen fiber 
einem Koeffizientenring mit Z.P.E. und im Ring der formalen Poten'z
reihen in endlich vielen Variablen fiber einem diskretenBewertungsring 
oder einem Hauptidealring. Dagegen reicht das Kriterium nicht 
aus, urn zu zeigen, daB aus der Gilltigkeit des Z.P.E. ffir S seine Gilltig
keit fUr den Ring alier formalen Potenzreihen in x mit Koeffizienten 
aus S folgt. (Die Richtigkeit dieses letzteren Satzes ist meines Wissens 
bis jetzt iiberhaupt noch nicht bewiesen.) - 1m weiteren Verlauf unserer 
Untersuchungen wird die Betragsdefinition keine Rolle mehr spielen. 

Literatur: DEDEKIND [11], HENSEL [2], HASSE [2], KRULL [22] § 5. 
39. AbschlieBung eines O-Rings. Es sei S ein O-Ring, S* der zu

gehOrige ganz abgeschlossene Ring. Frage: 1st S* endliche diskrete 
Hauptordnung? Die Frage ist nach dem 2. Kriterium von }7. zu be
jahen, wenn S* selbst O-Ring ist. Die Gilltigkeit des O-Satzes wieder
urn fUr S* ist gesichert, wenn S* fiber Seine endliche Modulbasis be
sitzt. Die Existenz dieser letzteren laBt sich aber anscheinend nur in 
Spezialfallen beweisen (vgl. 35.). Trotzdem kommt man wenigstens bei 
primaren lntegritatsbereichen zu einem befriedigenden Ergebnis: 

1st S = ~ primar, so ist S* = ~* Durchschnitt von endlich vielen 
diskreten Bewe1'!ltngsringen und damit Hauptidealring mit nur endlich 
vielen verschiedenen Primidealen. Ist.).J das Primideal von ~, .).J* eines 
der Primideale von ~*, so laBt sich der Restklassenk6rper ~*/.).J* als 
endliche algebraische Erweiterung des Restklassenk6rpers ~/.).J auffassen. 
(KRULL [18J.) 

Aus der Tatsache, daB jeder einartige lntegritatsbereich Durch
schnitt von primaren ist, schlieBt man leicht weiter: 
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1st ~ einartig, so ist ~* Z.P.I.-Ring. Zu jedem Primideal '" aus ~ 
gibt es in ~* endlich viele Primideale H, ... ",~, die '" zum Verengungs
ideal haben. Die Karper ~*/"'i sind endliche algebraische Erweiterungen 
von ~/.\J. 

Die Behandlung des primaren Falles ist recht kompliziert, so daB 
wir auf Einzelheiten nicht eingehen. Nur ein Punkt sei hervorgehoben: 
Man muB, urn durchzukommen, die Untersuchung von 1.13 zunachst 
nach der zugeharigen perfekten Hiille ~ verlegen, die nach der in 31. 
bei den Z.P.I.-Ringen beschriebenen Methode gebildet wird. Es ist das 
bisher der einzige Fall, in dem die perfekte Hiille eines nicht ganz ab
geschlossenen Integritatsbereiches eine Rolle spielt. 

1st der O-Ring ~ nicht einartig, so bilde man zu jedem minimalen Prim
ideal .p von ~ den primaren Quotientenring ~p und zu ~p den ganz abge
schlossenen Ring ~;. Der Durchschnitt ~* aUer ~; wird nach dem bis
herigen eine endliche diskrete Hauptordnung, und das gleiche gilt also 
auch fur ~*, faUs nur ~* = ~*. SoUte aber ~* echter Unterring von ~* 
sein, eine Moglichkeit, die ich nicht ausschlieBen kann, obwohl ich kein 
Beispiel fur ihr wirkliches Vorkommen kenne, so gilt wenigstens noch: 

~* ist immer diskrete Hauptordnung. - D. h. also: Zu jedem von ~ 
nicht ganz abhangigen Element <X aus dem Quotientenkorper sr gibt es 
mindestens einen diskreten Bewertungsring m, der zwar ~, aber nicht <X 

enthalt. 
1st namlich <X von ~ nicht ganz abhangig, so kann <x-I in ~' = ~ [ex-I] 

keine Einheit sein, es gibt daher in ~' ein minimales Primoberideal .p' des 
Hauptideals (ex-I), das wegen des O-Satzes auch in ~' minimal sein muB. 
Da ~~, primar ist, existiert mindestens ein diskreter Bewertungsring 
m 2 ~~, 2 ~, und es kann ex nicht zu m gehoren, weil ex-I nach Kon
struktion in m Nichteinheit ist. 

40. Allgemeine Bewertungsringe. Bei den bisher betrachteten "spe
ziellen" Bewertungen war die Wertmenge abstrakt durch zwei Eigen
schaften charakterisiert: 1. Sie bildete eine (linear) geordnete ABELsche 
Gruppe r. 2. Es galt das "Archimedische Axiom", zwei positive Werte 
hatten stets "gleiche GraBenordnung". - Die bereits in 36. angekundigte 
Verallgemeinerung besteht nun darin, da/3 man aut das Archimedische 
Axiom verzichtet und als Wertgruppe r eine beliebige geordnete ABELsche 
Gruppe zula/3t. Die Gruppenverknupfung in r wird nach wie vor als 
Addition geschrieben, ein Element (X aus r heiBt positiv oder negativ, 
je nachdem es graDer oder kleiner ist als die Einheit O. An den Be
wertungsaxiomen andert sich nichts, nur im dritten ist jetzt w (X*) =!= 0 
statt w (X*) = 1 zu schreiben. 

Auch die Definition des Bewertungsringes bleibt die gleiche, und es 
gilt wieder der Satz, daB eine Bewertung B durch ihren Bewertungs
ring lB im wesentlichen eindeutig bestimmt ist. Das gleiche gilt jetzt 
sogar fur die Wertgruppe, da bei dem neuen abstrakten Standpunkt 
"Normierungen" keine Rolle spielen. Die ausschlieBlich auf den spe
ziellen Fall zugeschnittenen Begriffe der "diskreten" und der "ratio-
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nalen" Bewertung treten zunachst in den Hintergrund. Unter "Be
wertung" schlechtweg wird stets eine allgemeine Bewertung verstanden, 
die Bewertungen von 36. bis 39. werden "speziell" genannt. 

1st r irgendeine geordnete ABELsche Gruppe, so gibt es immer einen 
Korper ~, der eine Bewertung B mit der Wertgruppe r besitzt. 

Man braucht z. B. nur tiber einem beliebigen Grundkorper ~o den 
Korper aller "Polynome" und "rationalen" Funktionen einer Un
bestimmten u zu bilden, dabei aber als "Exponenten" nicht die ganzen 
rationalen Zahlen, sondern die Elemente von r zu benutzen und 
schlieBlich mit der Differenz der "Grade" von Zahler und Nenner zu 
bewerten. 

Die allgemeinen Bewertungsringe konnen in ahnlich einfacher Weise 
charakterisiert werden wie friiher die speziellen: 

1. Kriterium: ~ ist dann und nur dann Bewertungsring, wenn in ~ 
von zwei Elementen stets eines durch das andere teilbar ist. 

Beweis genau so wie bei Kriterium 1 von 36., nur einfacher, weil 
diesmal Hauptidealgruppe sofort mit Wertgruppe identifizierbar. 

1st ~ ein nichtarchimedisch geordneter Korper, so bildet die Menge 
der Elemente von ~, die gegentiber der 1 nicht unendlich groB sind, 
nach dem 1. Kriterium einen Bewertungsring, die Ordnung von ~ er
zeugt also eine ausgezeichnete "Ordnungsbewertung". Die Ord
nungsbewertung findet sich implizit bereits bei ARTIN-SCHREIER [1] S.95 
und vor allem bei BAER [1]. Auf ihre korpertheoretische Bedeutung 
konnen wir hier nicht naher eingehen. (V gl. aber auBer BAER [1] noch 
KRULL [25] § 12.) 

2. Kriterium: ~ ist dann und nur dann Bewertungsring, wenn in ~ 
die Menge aller Nichteinheiten ein Ideal bildet und wenn ieder echte 
Zwischenring zwischen ~ und dem Quotientenkorper ~ ein Reziprokes 
einer N ichteinheit von ~ enthiilt. . . 

Das "nur dann" folgt aus Kriterium 1. - 1st andererseits ~ ein 
Ring mit den angegebenen Eigenschaften, so muB ~ ganz abgeschlossen 
sein, weil kein Reziprokes einer Nichteinheit von ~ ganz abhangt. 
Bedeutet nun (X -1 irgendein nicht zu ~ gehoriges Element von ~, so 
zeigt eine leichte Rechnung, daB (X-I in ~[(X-I] Einheit sein muB, daB 
also (X von ~ ganz abhangt und somit zu ~ gehort. Anwendung von 
Kriterium 1! Fertig! 

Die Tatsache, daB jeder Bewertungsring ganz abgeschlossen ist, ist 
besonders bemerkenswert, weil man leicht zeigt, daB ein nichtspezieller 
Bewertungsring niemals vollstiindig ganz abgeschlossen sein kann. (Wich
tigstes Beispiel fiir die Nichtaquivalenz der Begriffe "ganz" und "voll
standig ganz" abgeschlossen.) - Das "Teilbarkeitskriterium der Be
wertungstheorie" und der Begriff der "Hauptordnung" kann ftir all
gemeine Bewertungen genau so formuliert werden wie fUr spezielle. 
Es gilt dann: 
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Fundamentalsatz der Hauptordnungen: ~ ist dann und nut' 
dann Hauptordnung, wenn ~ ganz abgeschlossen ist. 

Zum Beweis hat man nur zu zeigen: 1st ~ ganz abgeschlossen und 
ist IX ein nicht zu ~ gehoriges Element aus dem Quotientenkorper ~, 
so gibt es einen Bewertungsring j8, der zwar ~, aber nicht IX enthiilt. -
IX kann in ~'= mIX- l ] nicht Einheit sein, weil es sonst zu ~ gehOren 
miiBte; es ergibt sich nun aus leichten Wohlordnungsschliissen, daB in ~ 
zu~' mindestens ein maximaler, IX = (IX- 1)-1 nicht enthaltender Ober
ring j8 existiert und nach Kriterium 2 erweist sich j8 als Bewertungs
ring. Fertig! 

Der Fundamentalsatz ist in seiner Allgemeinheit und Einfachheit 
formell auBerst befriedigend. Sein Hauptmangel, den man nicht iiber
sehen darf, liegt darin, daB er ein reiner Existentialsatz ist. Nach dem 
Fundamentalsatz gibt es zu jedem ganz abgeschlossenen ~ mindestens 
eine Durchschnittsdarstellung durch Bewertungsringe. Es gibt aber, wie 
schon das Beispiel der Polynomringe leicht erkennen laBt, im allgemeinen 
unendlich viele derartige Darstellungen, und man steht vor der Aufgabe, 
unter ihnen allen eine oder mehrere eindeutig bestimmte "N ormaldar
stellungen" auszuzeichnen. 

Fiir die endlichen diskreten Hauptordnungen wurde dieses Problem 
in 37. durch Angabe der Minimaldarstellung gelost. Wir behandeln jetzt 
noch eine andere wichtige Ringklasse, die den Vorteil bietet, daB sie, 
anders als die endlichen diskreten Hauptordnungen, iiber den Rahmen 
der speziellen Bewertungen hinausfiihrt. - In 5. hatten wir gesehen, 
daB ein umkehrbares Ideal stets endlich sein, d. h. eine endliche Basis 
besitzen muB. Wir wollen nun (wesentlich allgemeiner als in 10.) einen 
Integritatsbereich m als "Multiplikationsring" bezeichnen, wenn 
in m die multiplikative Gruppe aller umkehrbaren Ideale moglichst 
groB, d. h. wenn jedes endliche Ideal umkehrbar ist. 

Zu den Multiplikationsringen gehOren die Ringe mit Z.P.I., in denen 
aIle iiberhaupt vorhandenen Ideale umkehrbar sind. Das einfachste 
iiber die Z.P.I.-Ringe hinausfiihrende Beispiel liefert der Ring aller 
ganzen Zahlen eines nicht zu speziellen unendlichen algebraischen Zahl
korpers. Ferner ist selbstverstandlich ein Integritatsbereich Multiplika
tionsring, wenn in ihm jedes endliche Ideal Hauptideal ist. Aus diesem 
Grunde gehoren z. B. aIle Bewertungsringe zu den Multiplikationsringen. 

1st nun m ein beliebiger Multiplikationsring, .):I ein maximales 
Primideal aus m, so ist ml1 nicht nur gleichzeitig mit m Multiplika
tionsring, sondern sogar, wie leicht aus dem 1. Kriterium zu schlieBen, 
Bewertungsring. LaBt man ferner .):I .. alle maximalen Primideale von m 
durchlaufen, so wird m = Lim" , und damit ist bereits eine Normal-.. .., 
darstellung ffir m gewonnen. - Die Normaldarstellung enthiilt keine 
trivialerweise iiberfliissigen Komponenten, ist aber auch keineswegs 
immer minimal. 
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Mit Hilfe der N ormaldarstellung und der in 41. zu entwickelnden 
Idealtheorie der Bewertungsringe zeigt man sofort: 

In einem M ultiplikationsring sind zwei Primideale, von denen keines 
durch das andere teilbar ist, stets teilerfremd. Ein Primideal .\J aus me 
kann also wohl zwei gegenseitig prime Primoberideale haben, aber nie
mals zwei gegenseitig prime Primunterideale. 

Die Verhaltnisse sind also bier ganz anders als bei den O-Ringen, wo 
ein Primideal, das nur ein einziges echtes Prlmunterideal hat, immer un
endlich viele gegenseitig prime Primunterideale besitzt. - In 46. werden 
wir sehen, daB jeder ganz abgeschlossene Integritatsbereich S' in einen 
eindeutig bestimmten lVIultiplikationsring ffil eingebaut werden kann. Dar
aus ergibt sich dann die lVIoglichkeit, aus der Normaldarstellung von ill~ 
eine solche von S' abzuleiten. (Ausfiihrlich in 47.) 

Literatur: KRULL [25J. Vgl. auch BAER [1], wo sich bereits (allerdings 
in anderer Terminologie) eine Axiomatik der allgemeinen Bewertungen findet. 

41. Idealtheorie der Bewertungsringe. Der Bau eines Bewertungs
ringes hangt vor allem vom Bau seiner Wertgruppe abo Wir stellen 
daher zunachst einige Definitionen und Satze uber geordnete (ABELsche) 
Gruppen zusammen. - Eine Untermenge Q der geordneten Gruppe r 
heiBt "Oberklasse", wenn Q mit ex stets auch jedes fJ> ex enthiilt. 
Gibt es in Q ein kleinstes Element, so nennt man Q abgeschlossen,'im 
anderen Falle dagegen offen. Als "Summe" QI + Q 2 der Oberklassen 
QI und Q 2 bezeichnet. man die Oberklasse aller der Elemente, die in 
der Form ex = fJI + fJ2 (fJI c Ql' fJ2 c Q2) darstellbar sind. - Die 
Summe ist dann und nur dann abgeschlossen, wenn es beide Summanden 
sind. Zu den Oberklassen Q I und Q 2 existiert eine der Gleichung 
QI = Q 2 + Q3 genugende Oberklasse Q s dann und nur dann, wenn Q 2 

abgeschlossen ist oder wenn QI und Q 2 beide offen sind. 
Eine Untergruppe Ll der geordneten Gruppe r soli "isoliert" 

heiBen, wenn die Menge alIer positiven, nicht zu Ll geh6rigen Elemente 
eine Oberklasse bildet. r ist dann und nur dann archimedisch geordnet, 
also zu einer Additionsuntergruppe des K6rpers aller reellen Zahlen 
isomorph, wenn r auBer der Nullgruppe keine echte isolierte Unter
gruppe besitzt. - Ist Ll in r isoliert, so kann man riLl dadurch ordnen, 
daB man die Restklasse (X aus riLl fUr gr6Ber erklart als die Rest
klasse {J, wenn irgendein Vertreter ex von (X in r gr6Ber ist als irgend
ein Vertreter fJ von [J. 

Ist nun Beine Bewertung des K6rpers st' mit dem Bewertungsring Q3 
und der Wertgruppe r, so ergibt sich fur die (ganzen und nichtgan
zen) Q3-Ideale durch einfache Ubedegungen: 

Die Ideale von Q3 entsprechen eindeutig umkehrbar den Oberklassen 
von r. Das der Oberklasse Q zugeordnete Ideal a besteht aus 0 und 
allen den Elementen, deren Werte zu Q geh6ren. Ist Q abgeschlossen, 
so ist a Hauptideal; ist Q offen, so hat a keine endliche Basis. - Von 
zwei Idealen ist stets eines Oberideal des anderen. - Die Oberklasse 
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des Produktes ist die Summe der Oberklassen der Faktoren. a1 ist 
dann und nur dann Faktor von a2 , wenn a1 Hauptideal ist oder wenn 
a1 und a2 beide keine endliche Basis haben. 

Die Menge aller Ideale von iB bildet also hinsichtlich der M ultiplika
tion zwei in sich abgeschlossene Systeme. Das eine ist die Gruppe aller 
endlichen, d. h. aller Hauptideale mit dem Einheitselement iB. Das andere 
umfafJt aUe nichtendlichen Ideale und bildet nur dann eine Gruppe, wenn 
der Reu.:ertltngsring iB speziell ist. - Ein ganzes Ideal ist dann und nur 
dann Primideal, wenn es mit aT stets auch a enthalt. Die Primideale 
von iB entsprechen eindeutig umkehrbar den isolierten Untergruppen von r; 
das der isolierten Untergruppe LI zugeordnete Primideal -P besteht aus 0 
und allen den Elementen von iB, deren Wert nicht zu LI gehort. -
-P andert sich nicht beim Ubergang von iB zum Quotientenring iB lJ , 

also -P = -P . iBp • 

Definieren wir im Restklassenkorper SfIJ = iBp/-P den 'Wert der Rest
klasse a als den gemeinsamen Wert, den die Vertreter von a in B be
sitzen, so erhalten wir eine Bewertung Bp von Sf\J mit dem Bewertungs
ring iB/-P und der Wertgruppe LI. Set zen wir ferner den Wert des Ele
ments a aus Sf gleich derjenigen Restklasse aus riLl, die durch den 
Wert von a in B reprasentiert wird, so kommen wir zu einer Bewertung 
B\J von Sf mit dem Bewertungsring iBlJ und der Wertgruppe riLl. -
-P spaltet also die Bewertung B von Sf mit der Wertgruppe r auf in 
eine Bewertung BlJ von Sf mit der Wertgruppe riLl und in eine Be
wertung EIJ von st'lJ mit der Wertgruppe LI. - Der AufspaltungsprozeB 
laBt sich umkehren: Es sei Bl Bewertung von Sf mit dem Bewertungs
ring iBl und der Wertgruppe r1 , -PI sei das maximale Primideal aus iB1; 
ferner bedeute 131 eine Bewertung von Sf1 = iBl/-Pl mit dem Bewertungs
ring 58 1 und der Wertgruppe r 1 • Dann ist der Ring iB aller der in den 
Restklassen von \81 auftretenden Elemente aus Sf' Bewertungsring, und 
es ist -PI = -P Primideal in iB. Bedeutet weiter r die Wertgruppe von iB, 
LI die zu -P gehorige isolierte Untergruppe von r, so wird in der Be
zeichnungsweise des Aufspaltungsprozesses 581 = iB/-P, iBl = iBp , B1 = B IJ , 

151 = BIJ , und man kann r 1 mit riLl, ['1 mit LI identifizieren. 
Der praktischen Anwendung des Aufspaltungsprozesses und seiner 

Umkehrung dienen folgende gruppentheoretische Bemerkungen: 
Nennt man von zwei isolierten echten Untergruppen von r die 

mengentheoretisch umfassendere die "groBere", so bilden die isolierten 
Untergruppen eine geordnete Menge M,1, deren Ordnungstypus eine 
charakteristische Invariante von r darstellt. Hat M,1 eine endliche 
Kardinalzahl n, so schreiben wir r den "Rang n" zu; sind dann 
Lll' ... LIn die nach abnehmender GroBe geordneten isolierten Unter
gruppen von r = Llo, so sind die Gruppen Ll i _ dLii (i = 1, ... n) alle 
archimedisch geordnet, r laBt sich also sozusagen in n archimedisch 
geordnete Gruppen "auflosen". Sind Llo/Ll1' ... Lln_dLln alle "diskret", 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 8 
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also zur Additionsgruppe der ganzen Zahlen isomorph, so ist r durch 
..10/..11' ••. L1n_l/L1n sogar bis aufIsomorphie eindeutigbestimmt; rmoge 
in diesem FaIl "diskrete Gruppe des Ranges n" heiBen. 

Eine Bewertung mit n-rangiger (diskreter) Wertgruppe wird selbst 
n-rangig (diskret) genannt. Einrangige bzw. einrangig diskrete Be
wertung bedeutet also soviel wie spezielle Bewertung bzw. diskrete 
Bewertung schlechtweg. Jede n-rangige Bewertung von ~ HiBt sich auf
spalten in n einrangige Bewertungen B1 , ••• Bn. Dabei gehort Bl zu ~ 
selbst, B2 , ••• Bn gehoren zu den Restklassenkorpern der n -1 nicht
maximalen Primideale des Bewertungsringes ~. 1st B n-rangig diskret, 
so sind aIle Bi speziell diskret. - Umgekehrt kann man aIle n-rangigen 
Bewertungen von ~ konstruktiv aufbauen: Man geht aus von einer 
speziellen Bewertung Bl von ~ mit dem Bewertungsring ~1' bestimmt 
dann weiter zum Restklassenkorper ~1 = ~1/Vl eine spezielle Be
wertung B2 mit dem Bewertungsring ~2 usw. Nach n Schritten hat 
man n spezielle Bewertungen B1 , ••• Bn , aus denen sich eine n-rangige 
Bewertung B von ~ zusammensetzen laBt. - Soll B n-rangig diskret 
werden, so hat man nur alle Bi speziell diskret zu wahlen. (Anwendung 
auf "endliche Erweiterungskorper" in 42.) 

Eine Bewertung, deren Wertgruppe unendlich viele isolierte Unter
gruppen besitzt, kann im allgemeinen nicht so unmittelbar konstruktiv 
auf spezielle Bewertungen zUrUckgefiihrt werden wie eine Bewertung 
endlichen Ranges. Indessen zeigt eine genauere Strukturuntersuchung 
der geordneten Gruppen, daB man j eder nichtspeziellen Bewertung 
eine charakteristische geordnete Menge von speziellen Bewertungen zu
ordnen kann. So gelingt es z. B., den grundlegenden Perfektheitsbegriff 
von den speziellen auf beliebige allgemeine Bewertungen zu ubertragen. 

Hier konnen wir darauf nicht naher eingehen, dagegen mussen einige 
idealtheoretische Merkwiirdigkeiten der nichtspeziellen Bewertungsringe 
kurz besprochen werden. DaB kein nichtspezieller Bewertungsring ~ 
vollstandig ganz abgeschlossen ist, wurde schon in 40. hervorgehoben. 
Wahlt man insbesondere die Wertgruppe so, daB sie keine groBte echte 
isolierte Untergruppe besitzt, so enthalt ~ kein minimales Primideal, 
und der kleinste vollstandig ganz abgeschlossene Oberring von ~ ist 
gleich dem Quotientenkorper~. - Das "Vollstandig-ganz-AbschlieBen" 
verwischt also - anders als das bloBe "Ganz-AbschlieBen" - unter 
Umstanden den Bau des ursprunglichen Ringes. 

Die nichtspeziellen Bewertungsringe liefern auch das einfachste Bei
spiel fur die Tatsache, daB die ARTINSche Theorie der v-Ideale in 
vollstandig ganz abgeschlossenen Ringen (vgl. 43.) keineswegs auf be
liebige ganz abgeschlossene Ringe ausgedehnt werden kann. - Be
sonders bemerkenswert ist es schlieBlich, daB in einem nichtspeziellen 
Bewertungsring ein Hauptideal mit mindestens zwei Primoberidealen 
auf keine Weise als Durchschnitt von Primaridealen darstellbar ist. 
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Die bei den O-Ringen erfolgreichen Methoden sind also bei den all
gemeinen Bewertungsringen fiberhaupt nicht anwendbar, wahrend man, 
wie oben gezeigt, mit Hille der Wertgruppe einen vollig befriedigenden 
Dberblick fiber die Menge der Ideale gewinnt. 

Noch deutlicher zeigt sich das, wenn nicht ein einziger, sondem der 
Durchschnitt von endlich vielen Bewertungsringen untersucht werden 
solI. Es seien B1 , ••• Bn Bewertungen von ~ mit den Bewertungs
ringen ~,; und den Wertgruppen r,;, IX,; bedeute stets ein Element 
von r i , w,;(a) den Wert von a in B,. Dann lautet die Hauptfrage: 
Wann existiert zu gegebenem lXI' •.• IXn ein a c ~, das den Gleichun
gen w,;(a) = IX,; (i = 1, ... n) genfigt? - Zur Beantwortung muB der 
Zusammenhang zwischen je zweien der ~i genauer untersucht werden. 

1st .):l,; ein Primideal aus ~i' so wird ffir i =+ kim aligemeinen nicht 
lJi c ~k sein. 1st aber lJ,; C ~k' so ist lJ,; = lJk auch in ~k Primideal, 
und es wird (tik = (~';)~j = (~k)~k gemeinsamer Quotientenring von ~,; 
und ~k' Bedeutet dann LI,; bzw. Llk die .):l,; =.):lk zugeordnete isolierte 
Untergruppe aus r,; bzw. r k, so kann man sowohl ri/LI,; als auch rklLlk 

als Wertgruppe der durch (tik definierten Bewertung von ~ auffassen 
und so r,;/LI,; und rk/Llk in eindeutig bestimmter Weise isomorph auf
einander abbilden. SolI nun lXi = wda), IXk = wk(a) sein, so mfissen 
die durch IX,; und IXk in r,;/LI,; und rklLlk erzeugten Restklassen bei 
diesem Isomorphismus einander entsprechen. - Es soli diese Bedingung, 
die bei gegebenen lXI' ••• IXn ffir jede Indexkombination i, k und ffir jedes ge
meinsamePrimideal von ~iund ~kerfiilltseinmuB, kurzals die "triviale 
Wertbedingung" bezeichnet werden. Dann gilt der Hauptsatz: 

Zu gegebenen lXI' ••• IXn gibt es in ~ dann und nur dann ein den 
Gleichungen w,;(a) = IX,; (i = 1, ... n) genugendes a, wenn die triviale 
Wertbedingung erlullt ist. 

Der Beweis wird durch InduktionsschluB nach der Anzahl der Be
wertungsringe mit Hille einer grundsatzlich nicht"schwierigen, aber auch 
in den einfachsten Spezialfallen ziemllch umstandlichen Rechnung ge
ffihrt. Auf Einzelheiten gehen wir nicht ein. - Der Hauptsatz liefert 
sofort einen Dberblick fiber die Menge der Ideale von ~ = ~l n··· n ~n' 
fiber ihre Multiplikationsgesetze und fiber die Menge der Primideale. 
Insbesondere ergibt sich, daB in ~ jedes endliche Ideal Hauptideal. 
daB also ~ Multiplikationsring ist. 

Besonders einfach gestalten sich die Verhiiltnisse, wenn kein Paar 
j8j, 18k ein gemeinsames Primideal besitzt, wenn 181 "" 18" "paarweise 
vollig verschieden" sind. Die trivialen Wertbedingungen fallen dann weg, und 
es ist der 1dealbereich von il sozusagen das direkte Produkt der 1dealbereiche 
von 181 , ..• 18". - 1m allgemeinen Fall sind noch folgende beiden Satze wichtig: 

Sind !-Jl' ••• !-J .. die maximalen Primideale, aI' .•. an beliebige Elemente 
aus 181"" 18", und ist niemals j8i;2 18k (i =!= k), SO ist in il das Kon
gruenzensystem x == at (!-Ji) (i = 1, ... n) stets losbar. - 1st der Bewertungs
ring 18 Obermenge von il, so ist auch 18;2 j8i fUr mindestens ein i. 

8* 
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1m iibrigen wird die Formulierung von genaueren Idealzerlegungssatzen 
fiir :l> durch den Hauptsatz iiberfliissig gemacht. 

Literatur: KRULL [19] § 3 und vor allem KRULL [25]. 

42. Bewertungen endlicher Erweiterungskorper eines "Grund
korpers". Es sei der Korper sr endliche Erweiterung des "Grund
korpers" sro vom Transzendenzgrad n. Gefragt ist nach den Bewertun
gen von sr, in denen alle Elemente aus sro den Wert 0 haben, d. h. 
nach den in sr liegenden Bewertungsoberringen von sro• Nach 16. ent
haIt jeder der gesuchten Bewertungsringe hochstens n Primideale, die 
zugehorige Bewertung hat also einen endlichen Rang m < n und HiBt 
sich nach 41. aus m speziellen Bewertungen zusammensetzen. Man hat 
also im wesentlichen nur die speziellen Bewertungen von sr zu be
stimmen. - 1st zunachst n = 1, sind also alle Bewertungen von sr 
speziell, so ergibt sich sofort: 

1st 0.; ein beliebiges, uber sro transzendentes Element aus sr, so gibt es 
stets mindestens einen, immer aber nur endlich viele, und zwar diskrete 
Bewertungsringe ~l' ••• ~8' in denen 0.; Nichteinheit ist. Um sie zu 
erhalten, hat man zum Z.P.I.-Ring 3" aller von sro[o.;] ganz abhangigen 
Elemente aus sr die Quotientenringe derjenigen Primideale zu bilden, 
die das Element 0.; enthalten. . 

Ffir n> 1 schreiben wir einem (speziellen oder allgemeinen) Be
wertungsring ~ und seiner zugehorigen Bewertung B die Dimension m 
zu, wenn das maximale Primideal -13m von 58 diese Dimension besitzt. 
Erzeugen die Elemente 0.;1' ••• <Xm aus sr im Korper 58/-I3m (fiber sro) 
algebraisch unabhangige Restklassen, so sagen wir kurz, sie seien "in 58" 
oder "in B" algebraisch unabhangig. Man erhaIt dann als naheliegende 
Verallgemeinerung des oben ffir n = 1 aufgestellten Satzes: 

Sind <Xl' ••• <Xn irgendwelche algebraisch unabhangige Elemente aus sr, 
so gibt es stets mindestens einen, immer aber nur endlich viele, und zwar 
diskrete, m-dimensionale, (n - m) -rangige n.:":I'1'llIlIgsrill~'·, in denen 
<Xl' ••• <Xm algebraisch unabhiingig sind, wahrend filr i = m + 1, ... n 
jeweils <x. durch <X._ I , aber keine einzige Potenz von <Xi-l durch <Xi teilbar 
ist. (Ffir m = 0 setze man <Xo = 1.) 

Der wichtigste Fall m = n - 1, n - m = 1 kann sofort dadurch 
erledigt werden, daB man <Xl' ••• <Xn - 1 zum Grundkorper nimmt und 
den fUr den Transzendenzgrad 1 bereits bewiesenen Satz anwendet. 
Von m = n - 1 schlieBt man dann unter Heranziehung der Zusammen
setzungsprinzipien von 41. mfihelos weiter auf m = n - 2, n - 3 , ... 0.
Unser Satz liefert einen Uberblick fiber die samtlichen m-dimensionalen, 
(n-m)-rangigen Bewertungen von sr; besonders bemerkenswert ist das 
Ergebnis, daB diese alle diskret sind. - Auf weitere wichtige hierher 
gehorige Fragen werden wir (unter Beschrankung auf den Fall m = n -1, 
n - m = 1) erst in 50. genauer eingehen. 



371] 42. Bewertungen endlicher Erweiterungsk6rper eines "Grundk6rpers". 117 

Was diejenigen Bewertungen angeht, die der fUr das Bisherige 
wesentlichen Bedingung "Rangzahl plus Dimension gleich n" nicht 
mehr geniigen, so iiberzeugt man sich leicht, daB es vor allem darauf 
ankommt, in einem Karper vom beliebigen Transzendenzgrad n::> 2 
einen 0berblick iiber die Menge alIer nulldimensionalen speziellen Be
wertungen zu gewinnen. Fiir die Theorie dieser letzteren wiederum ist 
am wichtigsten die Behandlung des Spezialfalles, daB Sf'= Sf'o(ul , ... un) 
n-fache rein transzendente Erweiterung von Sf'o ist, und daB gefordert 
wird, daB ~, ... un samtlich in der gesuchten Bewertung B positive 
Werte haben sollen. 

Hier liegt es nahe, so vorzugehen: Man setzt ui = Pi (t) = 
iXi! tail + iXi2tai2 + .. " wobei die Exponenten der Potenzreihen Pi 

monoton ins Unendliche wachsende reelIe Zahlen sind, wahrend die 
Koeffizienten in dem zu Sf'o geharigen algebraisch abgeschlossenen Kar
per liegen; auBerdem richtet man es so ein, daB die Pi algebraisch un
abhangig sind, daB also kein Polynom p (u l , ••• un) durch die Sub
stitution ui = Pi(t) (i = 1, ... n) identisch verschwindet. Man erhalt 
dann fUr jedes r c Sf' eine bestimmte DarstelIung r = iXl tal + iX 2 ta• + ... 
(iXl =!= 0, al ~ 0), und die gesuchte Bewertung ergibt sich dadurch, daB 
man durchweg w (r) = a l setzt. 

Aus der Art dieser Konstruktion ersieht man leicht: Die gestellte 
Aufgabe hat unendlich viele Lasungen, selbst wenn man sich auf dis
krete Bewertungen beschrankt, bei denen in den Pi (t) nur ganzzahlige 
Exponenten aik auftreten. Ein einfaches Prinzip zur Festlegung von 
endlich vielen ausgezeichneten Lasungen diirfte es nicht geben. Ver
langt man andererseits die Angabe von allen iiberhaupt vorhandenen 
Lasungen, so kommt man im nichtdiskreten Fall mit den oben benutzten 
einfachen Reihenentwicklungen nicht aus, man muB, vgl. OSTROWSKI [6J, 
auch solche heranziehen, bei denen die Exponentenmenge Haufungs
punkte im Endlichen besitzt. Auf Einzelheiten naher einzugehen, diirfte 
hier nicht angebracht sein. Es handelte sich nur darum, in aller Kiirze 
an dem nachstliegenden Beispiel zu zeigen, daB man bereits bei den 
speziellen Bewertungen von niedrigerer als (n - 1)-ter Dimension auf 
recht schwierige Probleme staBt. 1m iibrigen haben bis jetzt in der 
arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer Ver
anderlicher und der mehrdimensionalen algebraischen Geometrie nur 
die zuerst behandelten einfachsten Bewertungstypen praktische Be
deutung erlangt. 

Zweirangige Bewertungen eines K6rpers yom Transzendenzgrad 2 
treten bei ]UNG [1J (Kap. I, § 8) auf. Bei OSTROWSKI [6J ist die konstruk
tive Bestimmung aller m6glichen (allgemeinen und speziellen) Bewertungen 
eines beliebigen K6rpers .\l' durchgefiihrt. Fiir unsere arithmetischen Unter
suchungen hat das Konstruktionsproblem keine wesentliche Bedeutung. 
Handelt es sich namlich um die Untersuchung eines vorgegebenen ganz 
abgeschlossenen Integritatsbereichs 0', so wird man wohl immer die zur 
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Beherrschung von ~ notigen Bewertungen mit Hilfe der speziellen Eigen
schaften von ~ und nicht auf Grund der allgemeinsten Konstruktions
methoden aufstellen. (V gl. z. B. oben die Behandlung der endlichen dis
kreten Hauptordnungen und der Multiplikationsringe.) 

§ 6. V-Ideale und A-Ideale. Verhalten der Primideale bei 
Ringerweiterungen. 

43. V-Ideale. In § 5 wurde gezeigt, daB die Bewertungstheorie zur 
Entwicklung einer Teilbarkeitslehre in den endlichen diskreten Haupt
ordnungen, ja sogar in beliebigen ganz abgeschlossenen Integritats
bereichen dienen kann. Die DEDEKINDsche Idealtheorie dagegen war, 
wie wir bereits in 5. sahen, nur zur Behandlung der Z.P.I.-Ringe ge
eignet. Will man in allgemeineren Ringen nach klassischem V orbild 
multiplikative Idealtheorie treiben, so muB man zuerst den DEDEKIND
schen Idealbegriff, dessen gruppentheoretische Natur schon in § 1 dar
gelegt wurde, fUrs Arithmetische passend umformen. - Das geschieht 
immer nach dem gleichen abstrakten Schema: J edem ganzen oder nicht
ganzen DEDEKINDschen Ideal a eines ganz abgeschlossenen Integritats
bereiches S wird durch eine bestimmte Rechenvorschrift (,-Operation) 
ein Oberideal a' so zugeordnet, daB fiinf formale Bedingungen erfUllt 
sind: 

1. (a')' = a'. 2. Aus a1 ~ a2 folgt a~ ~ a~. 

3. (a~ + a~)' = (a1 + a2)'. 4. (a~· a;)' = (a1• a2)'. 
5. (a)' = (a); ((al· a)' = (a) . a'. 

1st die '-Operation festgelegt, so kann man entweder - nach VAN 
DER W AERDEN und ARTIN - bei den gew6hnlichen Idealen einen neuen 
Gleichheitsbegriff einfiihren, indem man a1 und a2 als nicht verschieden 
ansieht, wenn ai = a~ ist. Man kann sich aber auch - nach PRUFER -
auf die Betrachtung des Bereiches der durch die Gleichung a = a' ge
kennzeichneten '-Ideale beschranken. Allerdings muB man dann, damit 
Summen- und Produktbildung nicht aus dem Bereich der '-Ideale her
ausfUhren, festsetzen, daB unter ai + a; bzw. ai . a; nicht die gewohn
liche Summe bzw. das gewohnliche Produkt, sondem (ai + a~)' bzw. 
(ai . a~)' verstanden werden solI. - Der VAN DER WAERDEN-ARTINSche 
und der PRUFERsche Standpunkt sind nur formell verschieden. Wir 
stellen uns auf den PRUFERschen, weil dadurch die Ausdrucksweise 
etwas vereinfacht wird. 

Der zuerst zu besprechende v-ProzefJ besteht in der Bildung von a' = av 
= (a-I)-I, d. h. man setzt av gleich dem Ideal aller der Elemente des Quo
tientenkorpers sr, die durch alle gemeinsamen Teiler der sa:mtlichen Ele
mente von a teilbar sind. (Teilbarkeit bedeutet dabei immer "Teilbar
keit hinsichtlich S".) - Wir untersuchen die Tragweite des v-Ideal
begriffs zunachst an drei Beispielen: 
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1. Es sei ~ eine endliche diskrete Hauptordnung mit der minimalen 
Normaldarstellung ~ = Ll58T, und es seien die Bewertungen BT alle so 

T 

normiert, daB ihre Wertgruppen gerade aus allen ganzen rationalen 
Zahlen bestehen. Wir wollen nun dem Ideal a aus ~ das Zahlsystem 
{AI' ... Ap ... } = {~} zugeordnet nennen, wenn zu jeder Bewertung B. 
in a ein Element aT vom Werte AT' aber kein Element vom Werte AT - 1 
existiert. GehOrt zu al das System {Ah }, zu as das System {A2T} , so 
gehOrt zu ai' O2 das System {AIT + As.}. - Ein beliebig gegebenes Sy
stem {AT} ist dann und nur dann einem Ideal a zugeordnet, wenn fast 
aile ~ gleich 0 sind. ("Endlichkeitsbedingung. ") 

Die Bedeutung dieses Zuordnungssatzes wird dadurch beeintrachtigt, 
daB im allgemeinen mehrere (gewohnliche) Ideale dasselbe zugeordnete 
Zahlsystem besitzen. Geht man aber von gewohnlichen zu v-Idealen 
uber, so ergibt sich leicht: 

Zu jedem Zahlsystem {A.} mit Endlichkeitsbedingung gibt es ein einziges 
maximales zugehiJriges Ideal a*. Fur jedes zu {~} gehOrige a ist a" = a*. 
Die v-Ideale von ~ entsprechen also eindeutig umkehrbar den der End
lichkeitsbedingung genugenden Systemen {~}. 

Aus dieser Eindeutigkeit und den Betrachtungen von 37. schlieBt 
man miihelos der Reihe nach: Ein ganzes Ideal a aus ~ ist dann und 
nur dann v-Ideal, wenn es als Durchschnitt von symbolischen Potenzen 
in ~ minimaler Primideale darstellbar ist. 1st a = .W') n ... n 13~m) im 
Sinne der gewohnlichen, so ist a = 13i' " ...• 13;'m im Sinne der v-Ideale. 
Auch jedes nichtganze Ideal a besitzt im v-Idealsinn eine Produktdarstel
lung a = 13f' • ... ·13:;;n. - In ~ gilt also der "Z.P. I. fur v-Ideale", wobei 
als v-Primideale die gewohnlichen minimalen Primideale von ~ auftreten. 

Bedenkt man noch, daB sich das gewonnene Ergebnis offenbar um
kehren l[Bt, so erhiilt man schlieBlich als Erganzung von 37.: 

4. Kriterium fur endliche diskrete Ha'uptordnungen: ~ ist 
dann und nur dann endliche diskrete Hauptordnung, wenn in ~ der Z.P.I. 
fur v-Ideale gilt. 

In der arithmetischen Theorie der endlichen diskreten Hauptord
nungen ist also der v-Idealbegriff dem gewohnlichen weit uberlegen. 

2. Es sei ~ = 58 ein spezieller, aber nichtdiskreter Bewertungsring mit 
der Wertgruppe r. - Nach 41. entsprechen die gewohnlichen Ideale 
von 58 eindeutig umkehrbar den Oberklassen aus r. Diese ihrerseits 
lassen sich den reellen Zahlen zuordnen, und zwar gehort zu j eder 
reellen Zahl eine Oberklasse ohne kleinstes Element ("u-Klasse"), zu 
jeder in r liegenden reellen ZahllX auBerdem noch eine Oberklasse mit 
dem kleinsten Element lX ("e-Klasse"). Den u-Klassen entsprechen 
die Ideale ohne endliche Basis, den e-Klassen die Hauptideale. - Beim 
'Obergang zu den v-Idealen fallen zwei gewohnliche Ideale immer dann 
zusammen, wenn ihre zugeordneten Oberklassen zu derselben reellen 
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Zahl gehoren; die Beziehung zwischen dem Korper alIer reellen Zahlen 
und der Menge alIer v-Ideale ist also umkehrbar eindeutig, und man er
halt den Satz: In jedem speziellen, nichtdiskreten Rewcl'tungsring bildet 
die Menge aller v-Ideale eine zur Additionsgruppe aller reellen Zahlen 
isomorphe multiplikative Gruppe. 

Es sind ;uso hier alIe v-Ideale v-umkehrbar, obwohl im alIgemeinen 
unter ihnen solche auftreten, die weder selbst endlich noch aus einem 
gewohnlichen endlichen Ideal durch den v-ProzeB ableitbar sind. -
Wichtiger Unterschied zwischen gewohnlichen und v-Idealen! 

Bei den alIgemeinen Bewertungsringen liegen die Dinge ahnlich wie 
bei den speziellen; doch braucht man zu ihrer Behandlung die ab
geschlossene Hiille einer beliebigen geordneten Gruppe, auf deren De
finition wir hier nicht naher eingehen konnen. - 1m ubrigen hat der 
V'bergang von den gewohnlichen zu den v-Idealen bei den Bewertungs
ringen den Nachteil, daB er zwar zu einem formell eleganten Ergebnis 
fiihrt, aber den wichtigen Unterschied zwischen nichtendlichen und 
Hauptidealen und damit die Bedeutung der Wertgruppe vollig verwischt. 

3. Gruppensatz der v-Ideale: 1st 3 vollstiindig ganz abgeschlos
sen, so bildet die Menge aller v-Ideale eine multiplikative Gruppe. 

Zum Beweis ist nur zu zeigen: 1st a gewohnliches Ideal von 3, so 
wird (a· a-I) -1 und damit auch das v-Produkt av ' (a- 1)v gleich 3. -
1st nun a c (a. a-I) -1, also (a) . a· a-I S S, so ist (a) . a-I S a-1, d. h. 
(a2). a· a-IsS, und es ergibt sich schrittweise (a"), (a· a-I) s3 
('/I = 3, 4, ... ), d. h. a c S, weil S vollstandig ganz abgeschlossen. 
(Eleganteste Anwendung der Methode von 36., Kriterium 3.) 

Verknupft man den Gruppensatz mit den Ergebnissen von)7. und 39., 
so erhalt man als wichtige Anwendung: 

1st S spezielle Hauptordnung - etwa der zu einem O-Ring gehOrige 
ganz abgeschlossene Ring -, so gilt in S der Gruppensatz der v-Ideale. 
- Aus dem Gruppensatz ergibt sich fur die ganzen v-Ideale der sag. 
"ARTINSche Verfeinerungssa tz": 

Sind in S zwei Zerlegungen a = 01 •.••• om = ci •...• cn des ganzen 
v-Ideals a in ganze v-Faktoren gegeben, so kann man immer die o~ und Cfk 

in ganze v-Faktoren so weiter zerlegen - o~ = flOll}' Cfk = IIcfku -, 
I} U 

dafJ die entstehenden v-Zerlegungen a = fl 0;'1} = II Cfku bis aut die 
Reihenfolge der Faktoren ilbereinstimmen. l,1} fk,U 

Die einfache Konstruktion der Verfeinerungszerlegungen findet sich 
bei VAN DER WAERDEN [15] § 103. Sie ist vor allem dadurch bemerkens
wert, daB man bei ihr nur die Tatsache benutzt, daB aIle auftretenden 
Ideale einschlieBlich ihrer endlichen Summen umkehrbar sind. Daraus 
ergibt sich z. B., wie nebenher bemerkt werden moge: 

Der ARTINSche Verfeinerungssaiz gilt auch dann, wenn S = m Multi
plikationsring ist und wenn man in S die gewohnlichen ganzen endlichen 
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Ideale und ihre Zerlegungen in endlich viele gewohnliche ganze endliche 
F aktoren betrachtet. 

Bei dem Gruppensatz der v-Ideale muB noch auf zwei Mangel hin
gewiesen werden, die seinen iibrigen Vorziigen gegeniiberstehen: Einer
seits kann, wie bereits in 41. erwahnt wurde, der Gruppensatz nicht 
von den vollstandig-ganz auf beliebige ganz abgeschlossene Integritats
bereiche ausgedehnt werden. Andererseits ist es bei einem allgemeinen 
vollstandig ganz abgeschlossenen Integritatsbereich ~ nicht moglich, aus 
dem v-Gruppensatz irgendwe1che Schliisse iiber die Primidealstruktur 
zu ziehen, etwa so, wie es in 40. bei den Multiplikationsringen moglich 
war. Der auf multiplikative Anwendungen zugeschnittene v-Idealbegriff 
verwischt eben die gruppentheoretischen Feinheiten im Bereich der 
ganzen Ideale. 

Literatur: VAN DER WAERDEN [9J (v-Ideale im Spezialfall); [15J § 103 
(Abstrakte v-Idealdefinition, vollstandig ganz abgeschlossene Ringe); PRUFER 
[2J (Systematische Theorie der '-Operationen, Gegeniiberstellung von v
und a-Idealen); ARNOLD [1J (v-Ideale in "Halbgruppen"). 

1m AnschluB an den formalen "Verfeinerungssatz" sei kurz auf eine 
Reihe von Arbeiten hingewiesen, bei denen die Ideale nicht als Untermengen 
eines Ringes definiert werden, sondern ohne inhaltliche Erklarung allein 
durch ihre axiomatisch festgelegten Verkniipfungsgesetze gekennzeichnet 
werden. Es seien genannt: DEDEKlND [9J, [10J; GRELL [1J; KRULL [7], [13J. -
Bei DEDEKIND erscheint der Idealbereich als eine multiplikative Gruppe, 
in dem ein "Ganzheitsbegriff" erklart und eine "Summenbildung" unbe
schrankt ausfUhrbar ist. (Gruppe der umkehrbaren Ideale in einem Multi
plikationsring beliebiger Art.) Der ARTINsche Verfeinerungssatz laBtsich 
zwanglos in den DEDEKIND schen Gedankenkreis einordnen. Bei GRELL [1J, 
wo iibrigens teilweise auch Idealtheorie im iiblichen Sinne getrieben wird -
siehe vor allem § 6 und § 7 -, stehen gruppentheoretische Gesichtspunkte 
(direkte Summe, direkter Durchschnitt) und Zuordnungsprobleme von 
gewissen ausgezeichneten Idealmengen ("Idealkorpern") im Vordergrund. 
Bei KRULL handelt es sich urn eine axiomatische Herleitung der additiven 
Satze von 6. iiber den Zusammenhang zwischen 'zugehorigen Primidealen 
und i.K.I., die in [7] fUr den kommutativen Fall durchgefiihrt und in [13J 
soweit als moglich aufs Nichtkommutative ausgedehnt wird. 

44. Unendliche algebraische Zahlkorper. Ein lehrreicher Vergleich 
zwischen gewohnlichen und v-Idealen ist bei den unendlichen alge
braischen Zahlkorpern moglich, doch sind dazu einige Vorbetrachtungen 
erforderlich. Zunachst zeigt man leicht: 

Der Ring Saller ganzen Zahlen eines unendlichen algebraischen Zahl
kOrpers sr ist einerseits ein vollstandig ganz abgeschlossener Multiplika
tionsring, andererseits eine rationale, aber (von Spezial/allen abgesehen) 
nichtendliche und nichtdiskrete Hauptordmmg. 

In der Tat, sr ist Summe von unendlich vielen endlichen algebraischen 
Zahlkorpern, sr = ~ sr,; setzt man fiir S bzw. fUr ein Ideal a von S: , 
S, = ~ n sr" a, = an sr" so wird S = ~S" a = ~ a,. - Daraus 
schlieBt man der Reihe nach: S ist vollstandig ganz abgeschlossen, weil 
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es aIle 0. sind. a = .p ist dann und nur dann Primideal in 0, wenn 
jedes a. in 0. Primideal ist; 0 muB also eben so wie die 0. einartig sein. 
- 1st a ein endliches Ideal aus 0, so ist a = a. . 0 fur geeignetes T, 
und aus der Umkehrbarkeit von a. in 0. folgt die von a in 0. - Durch
Hiuft .p(a) aIle Primideale von 0, so wird 0 = L1 01l(a). Fur ein einzelnes 

a 

.p(a) gilt 01l(O) = 1: (0')1l(O)' und daraus schlieBt man leicht, daB 0p(a) dis-
• • 

kreter oder zum mindesten rationaler Bewertungsring sein muB, weil 
die (0')Il«(I) aIle diskrete Bewertungsringe sind. - Wahlt man fUr St' den 

• 
Korper aller algebraischen Zahlen, so ergibt sich aus ganz einfachen 
Existenzsatzen, daB kein 01l(a) diskret ist, und daB jedes Element von S
in niehtabzahlbar vielen 01l(a) Nichteinheit ist. Damit ist a11es bewiesen. 

Zur bewertungstheoretischen Charakterisierung der gewohnlichen 
Ideale von-0 dient die (fur ganzes und nichtganzes a giiltige) Gleichung 
a = L1 (a . 01l«(I)) = L1 ala). Wir setzen 01l(a) = )8(a) und bezeichnen mit B(a) 
die durch )8(a) definierte Bewertung von St', mit r(a) ihre Wertgruppe. 
Dabei sol1en die B(a) gleieh fUr das Folgende passend normiert werden: 
Zu jedem )8(a) gibt es eine einzige rationale Primzahl pia), die in )8(a) 

Nichteinheit ist, wahrend aIle anderen Primzahlen Einheiten sind. Wir 
konnen und wollen nun verlangen, daB pia) in B(a) jeweils den Wert, 1 
haben soIl. - Unter dem "Wert" /X(a) eines Ideals ala) aus )8(a) verstehen 
wir die untere Grenze der Zahlen, die in der zu ala) (nach 41.) geh6rigen 
Oberklasse von ria) vorkommen, auBerdem ordnen wir ala) das'"Sym
bol" e oder u zu, je nachdem, ob ala) in )8(a) endlich ist oder nieht. 
Nach 43., Beispiel 2, ist dann ala) durch Wert und Symbol zusammen 
eindeutig bestimmt. 

Wir fassen nun die Ringe )8(G) als Punkte eines (spater zu "topologi
sierenden") Raumes P auf und ordnen jedem Ideal a aus 0 in Peine 
"Zahlfunktion" f()8) und eine "Symbolfunktion" <p()8) zu durch 
die Festsetzung, daB f ()8(a») bzw. <p ()8tG») stets gleich dem Wert bzw. 
dem Symbol des Ideals ala) = a . )8(a) sein soIl. - Wegen a = L1 ala) ist a 
durch Zahl- und Symbolfunktion zusammen eindeutig bestimmt. Die Zahl
funktion eines Produktes ist gleich der Summe der Zahlfunktionen der 
F aktoren, und das gleiche gilt fur die Symbolfunktion, wenn man die 
Addition der Symbole e und u durch e + e = e, e + u = u + u = ~t 
definiert. 

Es bleibt nur noch festzuste11en, wann zu einem willkurlich in P 
definierten Funktionenpaar f ()8), rp ()8) ein Ideal a existiert, das gerade 
f ()8) als Zahl- und <p ()8) als Symbolfunktion besitzt. Dazu dient als 
neue Methode die Topologisierung des Bewertungsringrau
mes P. - 1st S'l'. irgendein endlicher Unterkorper von S'l', so sol1en )8(G1) 
und )8(a,) in dieselbe "T-U mge bung" gerechnet werden, wenn )8(111) n S'l'. 
= )8(a,) n S'l'. ist. - Man verifiziert leicht, daB die Menge der T-Um
gebungen den HAusDoRFFschen Umgebungsaxiomen A, B, C so-
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wie dem Trennungsaxiom genfigt, so daB in P die Begriffe des Hau
fungspunktes und der abgeschlossenen Punktmenge in fiblicher Weise 
eingeffihrt werden konnen. AuBerdem folgt aus der Art der Normierung 
der B(a), daB ein Element aus seT in zwei in derselben or-Umgebung 
liegenden Bewertungen B(al) und B(a,) stets den gleichen Wert hat. 

Dieser Zusammenhang zwischen Werten und Umgebungen gestattet 
es, die wichtigste Bedingung fur die Zahlfunktion eines Ideals auf die 
suggestive Form einer Stetigkeits- oder vielmehr Halbstetigkeitsbedin
gung zu bringen. Zur exakten Formulierung benutzt man am besten 
Abkiirzungen der LEBESGUESchen MaBtheorie wie A (/08)::?:=:.x) 1. 

Hauptsatz der gewohnlichen Ideale: In ~ gibt es ein Ideal a, 
das I (~) als Zahl- und q; (~) als Symbollunktion besitzt, dann und nur 
dann, wenn I (~) und q; (~) den lolgenden Bedingungen genugen: 

1. Triviale Bedingungen: q;(~(a») ist gleich u, wenn f(~(a») nicht 
zur Wertgruppe rea) gehOrt. q; (~(a») ist gleich e, wenn der Bewertungs
ring ~(a) diskret ist. 

2. Beschranktheitsbedingungen: Die Punkte der Mengen 
A (f08) =+= 0) und A(/(~) = 0, q;(~) = u) liegen hinsichtlich des Kor
pers seo der rationalen Zahlen in endlich vielen verschiedenen O-Um
gebungen. - I (~) ist nach oben und unten beschriinkt. 

3. Stetigkeitsbedingungen: 1st I(~(o») =.x, so ist ~(a) kein 
Hiiulungspunkt der MengenA(f(~) > .x+8) (8 >0) und, lalls q;(~(a»)=e, 
auch kein Hiiulungspunktder MengenA(f(~».x) undA(f(~)=.x, q;(~)=u). 

Eine genaue Analyse der einschHigigen Definitionen zeigt sofort die 
Notwendigkeit aller Bedingungen; sind diese umgekehrt ffir I(~) und 
q; (~) erfiillt und ist a das Ideal aller der Elemente aus se, bei denen 
der Wert .x(a) in B(a) jeweils den Ungleichungen "/(~(a») > .x(a), falls 
q;(~(a») = e; I ('iNa») >.x(o), falls q;(~(a») = u", genfigt, so zeigt man leicht, 
daB a gerade I(~) als Zahl- und q;(~) als Symbolfunktion besitzt. -
Der Hauptsatz liefert nicht nur einen genauen 'Oberblick fiber die 
Menge aller Ideale von ~. Er gestattet auch die Beantwortung der 
Frage, wann und wievieldeutig die Gleichung a· ~ = b bei gegebenem 
a und b lOsbar ist; doch wird die Antwort wegen des Hereinspielens der 
Symbolfunktion recht schwerf1illig. 

Wenden wir uns nun zu den v-Idealen, so ergibt sich aus deren 
Definition ohne besonderen Kunstgriff der Reihe nach: 

Hat a die Zahlfunktion I(~) == 0, so ist a" = ~; zwei v-Ideale mit 
derselben Zahlfunktion sind identisch; die Symbollunktion kann also in 
der Theorie der v-Ideale beiseite gelassen werden. Zu einer gegebenen 
Zahlfunktion I(~) gehort dann und nur dann ein v-Ideal a = a", wenn 
f (~) auBer den auf die Zahlfunktion bezfiglichen Bedingungen des 
Hauptsatzes noch der folgenden Zusatzbedingung genfigt: 

1 A (/(\8) > a:) bedeutet die Menge aller durch die Ungleichung 1(\8) > a: 
gekennzeichneten Urbildpunkte \8. 
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1st f (m(a») = ex, so gibt es fUr jedes /3 > 0 in jeder Umgebung U von 
m(o) eine (m(o) selbst nicht notwendig enthaltende) Teilumgebung U' 
derart, daB f (m) > ex - /3 in ganz U'. 

Die Zusatzbedingung ist sieher erfilllt, wenn f (m) in P stetig ist. 
Daraus folgt: Die multiplikative Gruppe G, die die v-Ideale von ~ 
naeh 43., Beispiel 3. bilden, enthalt eine Untergruppe H, die zur Addi
tionsgruppe alier in P besehrankten und stetigen Funktionen isomorph 
ist. Aber H ist im allgemeinen eehte Untergruppe von G, denn man 
kann Zahlfunktionen konstruieren, die allen notigen Bedingungen ein
sehlieBlieh der Zusatzbedingung gentigen, ohne stetig zu sein. Man 
steht also vor der - vorerst unerledigten - Aufgabe, die Gesamt
gruppe G genauer zu untersuehen und womoglieh die etwas umstand
liche Zusatzbedingung auf eine suggestivere Form zu bringen. 

Die soeben entwiekelte Theorie kann mtihelos auf den Fall tiber
tragen werden, daB Sl' unendliehe algebraisehe Erweiterung eines be
liebigen Grundkorpers Sl'o ist, sofern nur der purehsehnitt ~ n Sl'o = ~o 

einen Z.P.L-Ring darstelit. Z. B. kann man ohne weiteres an Stelle 
des unendliehen Zahlkorpers Sl' einen unendlichen Korper von alge
braisehen Funktionen einer Veranderliehen setzen. Die dabei entstehen
den Modifikationen sind so nebensaehlieher Art, daB sie tibergangen 
werden konnen. 

Interessanter und schwieriger ist dagegen der Fall, daB 30 in Sfo keinen 
Z.P.I.-Ring, sondern nur eine allgemeine endliche diskrete Hauptordnung 
darstellt. Wir begniigen uns damit, auf die Hauptpunkte kurz hinzuweisen, 
ohne auf die Einzelheiten der nicht immer trivialen Beweise einzugehen. -
1st, wie friiher Sf, ein endlicher Oberkorper von Sfo und 3, = 3 n Sf" so 
ist 3, stets eine endliche diskrete Hauptordnung mit einer minimalen 
Normaldarstellung 3, = 4 58",. Die 58<0" werden "ausgezeichnete Bewer
tungsringe" von Sf, genannt, und ein Bewertungsring 58 heiBt ausgezeich
neter Bewertungsring von Sf, wenn stets 58 n 3T ausgezeichneter Be
wertungsring von Sf, ist. - Man kann dann zeigen: Durchlauft 58(0) alle 
ausgezeichneten Bewertungsringe von Sf, so ist 3 = A 58(0) und a = A (a· 58(0») 
fur jedes v-Ideal a von 3. Definiert man wie fruher im Raume P der 58 (a) 

die Zahlfunktionen der Ideale, so ist jedes v-Ideal durch seine Zahlfunktion 
eindeutig bestimmt. und die Existenzbedingungen fUr ein v-Ideal zu gegebener 
Zahlfunktion lauten genau so wie friiher. - Damit ist alles mogliche er
reicht, denn daB man sich diesmal auf v-Ideale beschranken muB, zeigt 
das Vorbild der endlichen diskreten Hauptordnungen. 

Literatur: STIEMKE [1J, KRULL [14J, [19]. Dort allerdings nur einartige 
Integritatsbereiche und keine v-Ideale. Vgl. ferner CHEVALLEY [1J und die 
Anwendungen der Theorie in den Untersuchungen von HERB RAND [1J, [2]. 
- Eine systematische Theorie der "topologischen Algebra" wurde von 
VAN DANTZIG entwickelt ([1J, [2J, [3J). 

45. Polynomringsatze und Permanenzsatze. Die folgenden Satze 
zeigen die Bedeutung der v-Ideale unter ganz neuen Gesiehtspunkten: 

KRONEcKERseher Sa tz: Es seien t (x), g (x) und h (x) = j (x) . g (x) 
Polynome in x mit Koejjizienten ai' bi' ci aus dem ganz abgeschlossenen 
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I ntegritatsbereich ~. Sind dann in ~ aUe Koe//izienten ci von h (x) durch 
ein Element a teilbar, so sind es auch aUe Einzelprodukte ai · bk • 

1st ~ = 58 Bewertungsring, so rechnet man die Richtigkeit des 
Satzes muhelos nacho Von einem einzelnen Bewertungsring schlieBt 
man dann durch Durchschnittsbildung nach dem Hauptsatz von 40. 
sofort auf beliebige ganz abgeschlossene Integritatsbereiche. 

GAussscher Satz: Haben ai' bi , Ci dieselbe Bedm/tung wze im 
KRONECKERschen Satz, so ist (aD • ... ) •. (bo, ... ). = (co, ... ) •. 

Beweis ganz leicht auf Grund der Definition des v-Ideals und des 
KRONECKERschen Satzes. Fur gewohnliche Ideale gilt der GAusssche 
Satz bekanntlich nur bei den Z.P.I.-Ringen, bei denen gewohnliche und 
v-Ideale zusammenfallen, aber bereits nicht mehr bei den Polynomringen 
in mehreren Veranderlichen. - Sind a. und o. zwei v-Ideale aus der 

endlichen diskreten Hauptordnung ~, so moge ~v das durch die 
v 

Gleichung av = ov· Cv eindeutig bestimmte v-Ideal Cv vorstellen. Dann 
gilt: 

Erganzung des KRONECKERschen Satzes: Es sei ~ endliche 
m n 

diskrete Hauptordnung, /(x) =LaiXm-i bzw. g(x) =LlXiXn - i sei ein 
o 0 

Polynom mit Koeffizienten aus ~ bzw. aus dem Quotientenkorper Sf, 

b bedeute die gewohnliche Summe der v-Ideale ( (ai) ) (i=O, ... m). 
aOJ ••• am v 

Hat dann f (x) . g (x) = h (x) Koeffizienten aus ~, so liegen sogar alle 
Einzelprodukte ai • IXk (also auch alle Koeffizienten von h(x)) in b. 

Soll namlich h (x) in mx] liegen, so muB aus elementaren bewertungs
theoretischen Grunden (ao, ... am)v' (IXD' ••• IXn) ganz sein; daraus folgt 

aber, daB fUr k=O, ... n stets ai • IXk in ( (ai) ) und damit erst recht 
aOJ '" am v 

in b liegt. (Anwendung des Erganzungssatzes in 49.) 
Ein v-Ideal, das aus einem gewohnlichen endlichen Ideal durch den 

v-ProzeB entsteht, av = (aI' ... an).' soll selbst endlich heiBen. 1st 
in ~ jedes endliche v-Ideal Hauptideal bzw. v-umkehrbar, so nennen 
wir ~ einen v-Hauptidealring bzw. v-Multiplikationsring. Ein 
v-Multiplikationsring ist stets ganz abgeschlossen. Genugt namlich ~ 
aus dem Quotientenkorper Sf einer Gleichung ~n + al~n-l + ... +a" = 0 
(aI' ... an em, und setzt man 0v = (1, ... ~n-l), so wird av = 

(~)v· av + av' 0v· a;1 = ~ = (1) + (~), ~ c~. Nach 43. sind alle 
vollstandig ganz abgeschlossenen Integritatsbereiche ausgezeichnete 
v-Multiplikationsringe, weil in ihnen samtliche (endliche und nicht
endliche) v-Ideale umkehrbar sind. 

1. Permanenzsatz: 1st ~ ein v-Hauptidealring bzw. v-Mztltiplika
tionsring, so gilt das gleiche fur mx]. 

Beweis auf Grund der v-Idealdefinition und des GAussschen Satzes 
nach demselben Schema wie im Spezialfall des Polynomrings mit ganzen 
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rationalen Zahlkoeffizient~n. Nur der Beweis, daB (all 'S[x])v) n S = Ov 
fur jedes all aus S gilt, erfordert eine kleine Sonderuberlegung. -
Der erste Permanenzsatz kann durch InduktionsschluB sofort auf Poly
nomringe in endlich vielen Variablen ausgedehnt werden. Er gilt aber 
auch dann noch, wenn man zu ~ eine unendliche Variablenmenge be
liebiger Machtigkeit adjungiert, weil man bei der Untersuchung jedes 
einzelnen v-Ideals immer in einen Polynomring mit endlich vielen Ver
anderlichen zuruckgehen kann. - Es sei jetzt S im Quotientenkorper ~ 
ganz abgeschlossen, ~ sei ein beliebiger algebraischer Oberkorper von st, 
j der Ring aller von S ganz abhangiger Elemente aus Si>. Dann gilt: 

2. Permanenzsatz: 1st S ein gewohnlicher oder ein v-Multiplika
tionsring, so gilt das gleiche tur 3. 

Beim Beweis muB man sich im v-Idealfall wieder die Gilltigkeit der 
Gleichung (av '3)11) n S = a1l ffir beliebiges a1l aus S besonders uber
legen, und zwar unter Benutzung des KRONECKERschen Satzes. Mit 
dessen Hilfe beweist man im ubrigen den ganzen zweiten Permanenz
satz sehr einfach nach der im Fall der endlichen algebraischen Zahl
korper zuerst in HURWITZ [1] benutzten Methode. Nur ein (letzten Endes 
auf DEDEKIND ([3] § 173) zurUckgehender) Kunstgriff verdient besondere 
Erw1i.hnung: Sind in ~ alle (gewohnlichen oder v-) Ideale der Form 
(1, co) (co c ~) umkehrbar, so sind es naturlich uberhaupt alle Ideale 
mit zweigliedriger Basis, und man kann durch einen eleganten Induk
tionsschluB zeigen, daB gleiches fUr alle Ideale mit 3,4, ... -gliedriger 
Basis gelten muB. - Ais Gegenstuck zu dem zweiten Permanenzsatz 
werden wir einen "Permanenzsatz der Bewertungstheorie" in 48. kennen
lernen. 

Literatur: PRUFER [2]. Zu den iiblichen Beweisen des KRONECKERschen 
Satzes auJ3erdem DEDEKIND [5], [7]; HURWITZ [1], [2]. 

46. Multiplikationsringe und A-Ideale. In 40. wurden die gewohn
lichen Multiplikationsringe bewertungstheoretisch untersucht; jetzt 
sollen sie idealtheoretisch genauer charakterisiert werden: Wie in 45. 
bemerkt, ist in S jedes endliche Ideal umkehrbar, falls es nur jedes 
Ideal der Form (1, co) ist. Daraus folgt: S ist dann und nur dann 
Multiplikationsring, wenn zu jedem (X aus dem Quotientenkorper ~ 
zwei Elemente a und b aus S existieren, ffir die a· (X c S und a + (X. b=1 
wird. - Aus diesem Hilfssatz ergibt sich durch leichte Rechnungen: 

Kriterium 1: S ist dann und nur dann Multiplikationsring, wenn 
in S ein endliches Kongruenzensystem x == ai(bi) (i = 1, ... s) immer 
dann lOsbar ist, falls jedes Paar der vorgeschriebenen Kongruenzen in S 
eine Losung besitzt. 

Beim Beweis braucht man nur dreigliedrige Kongruenzensysteme 
der Form x == 0 (a); x == 0 (b); x - a == 0 (a - b) zu betrachten. Kri
terium 1 bildete das wichtigste Hilfsmittel von PRUFER bei der Kon-
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struktion der perfekten Hillle eines endlichen algebraischen Zahlk6rpers 
(vgl. 31.). Wichtige Umformungen von Kriterium 1 finden sich bei 
PRUFER [2J: 

Kriterium 2: S: ist dann und nur dann Multiplikationsring, wenn S: 
ganz abgeschlossen ist und jedes endliche Ideal der Gleichung a = av 
genligt. 

Beweis: a) 1st a· a-I = S:, so ist (a- 1)-1 = a-v = a. - b) (1, w) ist 
stets umkehrbar, falls (1, ( 2)v = (1, (2). 1st namlich iX gemeinsamer 
Teiler von 1 und w2, so ist (w· iX-I). (1, w) S (1, w), und daraus folgt 
eine Gleichung (iX·' l • W)2 + a· (iX-I. w) + b = 0 (a, be S:)' es geh6rt 
also w . iX -1 zu S:, d. h. es ist w d urch j eden gemeinsamen Teiler von 1 
und w 2 teilbar: OJ e (1, ( 2)v' Wegen (1, ( 2)v = (1, (2) ist somit 
w=c+dw2 (e,dem, und es wird e·w- 1 ·(1,w)=(c,1-d.w) 
~ (1, w). Es muB daher c· w- 1 e S:, (1, w). (e· w-1, d) = (1) sein. 

Kri teri urn 3: S: ist dann und nur dann Multiplikationsring, wenn S: 
ganz abgeschlossen ist, und wenn bei endlichem a und 0 aus a . 0 = a . 0' 
stets 0 = 0' folgt. 

Beweis ganz ahnlich wie bei Kriterium 2. - In einem gewissen 
inneren Zusammenhang mit Kriterium 3 steht der hochwichtige 

Einbettungssatz: Zu jedem gam abgesehlossenen Integritiits
bereich S: gibt es in einer einfach transzendenten Erweiterung sr (x) des 
Quotientenkorpers sr stets einen der Gleichung S:" n sr = S: genugenden 
Ring S:", in dem jedes endliche Ideal Hauptideal ist. 

1st zunachst S: Multiplikationsring, so gilt in S:[x] nach Kriterium 2 
del;" GAusssche Satz fUr gew6hnliche Ideale, und man weiB, daB aus 
a· 0 = a· 01 bei endlichem a stets 0 = 01 folgt. Allein mit Hllfe dieser 
beiden Tatsachen zeigt man nun ohne Schwierigkeit: Man erhalt einen 
eindeutig bestimmten, der Gleichung S:" n sr = S: genugenden Unter-

ring S:" von sr (x) durch die Festsetzung, daB ein Polynomquotient ~ i:~ 
dann und nur dann zu S:" geh6ren soll, wenn das Ideal der Zahler
koeffizienten im Ideal der Nennerkoeffizienten enthalten ist. - In S:" 
ist jedes endliche Ideal Hauptideal, denn fUr beliebiges A, B e S:" wird 
angesichts der Definition von S:" sicher (A, B) = (A + xn. B) bei 
groBem n. - 1st S: kein Multiplikationsring, so ist die soeben beschriebene 
Konstruktion von S:"o mit Hilfe der gew6hnlichen Ideale nicht mehr 
durchfUhrbar, denn es wird (nach Kriterium 3) a· 0 = a· 01 (0 =i= 01) 

fUr mindestens ein a. 
Dagegen ist zur Konstruktion von S:", ohne weiteres brauchbar jede 

Klasse von '-Idealen, bei der bei ganz abgeschlossenem S: und end
lichem a aus a'· 0' = a'· oi stets 0' = oi folgt. Denn fUr alle derartigen 
'-Ideale ergibt sich die Gilltigkeit des GAussschen Satzes sofort aus dem 
folgenden, durch lexikographische Anordnung der Basiselemente von 
an + 1 • 0 und InduktionsschluB zu beweisenden 
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Hilfssatz von DEDEKIND-MERTENS: Sind a, 0, c die Koeffizienten
ideale der Polynome t (x), g (x), h (x) = t (x) . g (x) aus ~ [x], so ist an. c 
= an+! . 0, falls n den Grad von h (x) bedeutet. (DEDEKIND [5], MER
TENS [2].) 

Was nun die gesuchte '-Operation angeht, so hat PRUFER durch ein 
Beispiel gezeigt, daB die v-Operation nicht immer die verlangte Eigen
schaft besitzt. Dagegen fuhrt folgende Dberlegung zu einem brauch
baren Ansatz: 1st (aI' ... al) • b = (aI' ... al ) • c, so genugt nach ele
mentaren Determinantensatzen jedes ~ aus b bzw. c einer Gleichung 
~l + AI~I-l + ... + Al = 0, wobei Ai jeweils eine homogene Funk
tion i-ten Grades in Elementen aus c bzw. 0 mit Koeffizienten aus ~ 
darstellt. Wir wollen kurz sagen, es "hange ~ von c bzw. b ganz 
ab". - Es liegt nun sehr nahe, eine "a-Operation" einzufiihren durch 
die F estsetzung : 

Unter aa soll das Ideal aller von a ganz abhiingigen Elemente ver
standen werden. 

Man verifiziert dann in der Tat leicht, daB die a-Operation den Be
dingungen 1 bis 5 von 43. genugt, und daB bei endlichem a aus aa' oa 
= aa . ca stets oa = ca folgt, so daB mit Hilfe der a-Operation der 
Ring ~'" des Einbettungssatzes konstruiert werden kann. 

Bei den Beweisen muB man naturgemaB die Tatsache ausnutzen, 
daB ~ ganz abgeschlossen, also ~a = ~ ist. - Hinsichtlich der Beweise 
kann - soweit es sich um die fUr uns allein wichtigen endlichen 
Ideale handelt - auf PRUFER verwiesen werden. 

Zu dem grundlegenden Einbettungssatz sei noch bemerkt: Bei allen 
vollstandig ganz abgeschlossenen Integritatsbereichen kann man in An
betracht des Gruppensatzes von 43. statt mit dem a- auch mit dem v-ProzeB 
arbeiten, und man erhalt so in St (x) zwei Ringe 3~) und 3~), die im all
gemeinen verschieden sind, allerdings nicht bei den Multiplikationsringen, 
wohl aber z. B. bei all den endlichen di&kreten Hauptordnungen, fur die 
der Z.P.I. nicht gilt. In diesem letzteren Fall durfte der Vergleich von 3~) 
und 3~) besonders interessant sein. 3~) wird ein Hauptidealring vom 
Typus der ganzen rationalen Zahlen (KRONECKERscher Funktionalring). 
3~·) dagegen wird eine nichtspezielle Hauptordnung, uber deren Feinstruktur 
bis jetzt keine Untersuchungen vorliegen. 

Literatur: PRUFER [2], daneben (zu den Satzen der ersten Halfte) DEDE
KIND [7]. - Das erste in der Literatur vorkommende Beispiel eines 3.,-Ringes 
stellt der KRONECKERsche Funktionalring (KRONECKER [1]) dar. 

47. Einordnung des A-Prozesses in die Bewertungstheorie. ~'" sei 
der zu ~ in Sf (x) mit Hilfe des a-Prozesses definierte Ring. Als Multi
plikationsring besitzt ~'" nach 40. eine Normaldarstellung ~'" = Li58",,, 
bei der die Bewertungsringe 58",. die Quotientenringe der maximalen 
Primideale von ~'" sind. Setzt man 58. = 58",. nSf, so sind die 58. Be
wertungsringe von Sf, und wegen ~ = ~'" n Sf wird' ~ = Li 58.. Diese 

• 
Durchschnittsdarstellung, die nach Art ihrer Konstruktion durch ~ ein-
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deutig bestimmt ist, soll als "Normaldarstellung" von S bezeichnet 
werden, und zwar als "allgemeine" N ormaldarstellung, urn einer
seits zu betonen, daB sie bei jedem ganz abgeschlossenen S existiert, 
und urn andererseits eine Verwechslung mit der friiher bei den end
lichen diskreten Hauptordnungen eingefiihrten "minimalen" Normal
darstellung zu vermeiden. Die allgemeine Normaldarstellung kann zu 
einer bewertungstheoretischen Deutung des scheinbar rein algebraischen 
a-Prozesses benutzt werden. - Man fiihrt dazu zunachst eine neue 
b-Operation ein: 

1st a Ideal des ganz abgeschlossenen Integritatsbereiches S, so bilde 
man fUr jeden S enthaltenden Bewertungsring )8. das Erweiterungs
ideal a· )8. = a. und setze ab = LI a •. 

• 
Die b-Operation geniigt, wie leicht zu sehen, den fUnf Bedingungen 

von 44., und aus ab • Vb = ab • cb folgt bei endlichen a, V, C stets Vb = cb• 
- Ein Ideal a mage "Wertideal" genannt werden, wenn a = ab , es 
soll "ganz abgeschlossen" heiBen, wenn a = aa ist. Dann gilt der 

Fundamen talsa tz der Wertideale: Ein endliches Ideal ist dann 
und nur dann Wertideal, wenn es ganz abgeschlossen ist. 

Bei den endlichen Idealen sind also die a- und die b-Operation 
stets gleichwertig. 

Hangt namlich y von a ganz ab, so hat y in keiner Bewertung B. 
einen kleineren Wert als alle Elemente von a, d. h. es ist aa S ab • 

Andererseits gilt nach PRUFER fUr jedes endliche a die Gleichung 
(aa'S,,) n sr = aa' und da aa' S" in S", Hauptideal ist, muB aa' 00: 
= LI (aa . )8".) und damit auch aa = LI (aa' )8,) sein, d. h. es ist aa ~ ab , , 
nach Definition. von abo 

Bei nichtendlichem a ist nur die Gleichung a. S ab unmittelbar klar; 
ob aber stets auch ab So a. sein muB, vermag ich zur Zeit nicht zu ent
scheiden. Indessen scheint schon der oben bewiesene Fundamentalsatz 
darauf hinzuweisen, daB die a-Ideale fUr bewertungstheoretische Unter
suchungen besonders geeignet sind. Dabei muB noch auf einen anderen 
V orteil des a-Prozesses hingewiesen werden. 1st t das Radikal eines ganzen 
Ideals a, so ist stets a. So t. Die Radikale selbst und insbesondere die 
Primideale sind daher stets ganz abgeschlossen. Der a-IdealprozeB ver
wischt also Z. B. bei den O-Ringen im Gegensatz zu dem viel gr6beren 
v-IdealprozeB nicht von vornherein alle die Feinheiten der Ringstruktur, 
die nur mit Hilfe der nichtminimalen Primideale erfaBt werden k6nnen. 

48. Der Permanenzsatz der Primideale. Die folgenden Betrach
tungen kniipfen in gewissem Umfang an den 2. Permanenzsatz von 45. 
an; ein Teilziel ist die Herleitung des dort angekiindigten "Permanenz
satzes der Bewertungstheorie". In vieler Hinsicht sind aller
dings die neuen Fragestellungen von wesentlich anderer Art als die 
in 45. behandelten; es wird nur mit gewahnlichen Idealen gearbei
tet, und es treten die rein multiplikativen Probleme vallig in den 
Hintergrund. 

Ergebnisse der Mathematik. IV/3. Krull. 9 
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Wir betrachten einen ganz abgeschlossenen Integritatsbereich 3 
mit dem Quotientenkorper ~ und in einem endlich oder unendlich 
algebraischen, separablen Oberkorper i von ~ den Ring 3 aller von 3 
ganz abhangiger Elemente aus i. Von einem Primideal ~ von .§ sagen 
wir, es "liege fiber dem Primideal -I' von 3", wenn ~ n 3 = -I' ist. -
Bedeutet andererseits -I' ein beliebiges Primideal aus 3, so setzen wir 
§~ = 3~· §, ii~ = -1'. 3~. Es gilt dann, wie miihelos einzusehen, der 
Satz: Die samtlichen fiber -I' liegenden Primideale ~ entsprechen ein
deutig umkehrbar den Primoberidealen von ii~ in 3~ -und damit auch 
den samtlichen Primidealen von 3~/ii~. 3~fCi~ HiBt sich aber als alge
braische Erweiterung des Korpers 3~/(-I'· 3~) = ~~ auffassen, und ist 
daher ein einartiger Nullteilerring. Daraus ergibt sich: 

Ober iedem Primideal -I' von 3 liegt in .§ mindestens ein V. AUe uber -I' 
liegenden ~ sind gegenseitig prim. 

Urn einen noch genaueren Vberblick fiber die Menge der ~ zu ge
winnen, bedienen wir uns eines Hilfsmittels, das bisher noch nirgends 
eine Rolle spielte, der GALOIsschen Theorie. - 1st ~ Normalkorper 
fiber ~, so geht .§ bei allen Automorphismen von Ie in sich selbst und 
jedes fiber -I' liegende Primideal ii in ein gleichfalls fiber -I' liegend,es 
Primideal V' fiber. Nennt man nun, wie fiblich, V und V, .§~ und §~, 
konjugiert, so gilt: 

Konjugiertensatz: 1st i uber ~ normal, so sind aUe Uber.lJ liegen
den V untereinander koniugiert. 

Beim Beweis dad man ohne weiteres 3 = 3~ annehmen. Dann zeigt 
man nach einer bisher in der Literatur nur bei den Bewertungsringen 
beniitzten Methode ganz allgemein ohne Schwierigkeit: 1st ~1' ••• V~, ... 
eine volle Serie von fiber -I' liegenden, untereinander konjugierten Prim
idealen, so ist § = L13;:; . - 1st nun zunachst ~ endlich fiber ~, so ist 

T t'T 

auch die Zahl der Vi endlich, etwa glekh n, und aus .§=.§~ln ... n§~" 
schlieBt man leicht, daB VI' ... ~n die samtlichen maximalen Primideale 
von 3 und damit die samtlichen fiber -I' liegenden .p darstellen. - Die 
Ausdehnung dieses Resultates auf unendliche Normalkorper edordert 
einen im allgemeinen transfiniten Induktionsbeweis, der formell recht 
schwedallig ist, aber auch beim Limesschritt keine ernsthaften Schwierig
keiten macht. - Aus dem Konjugiertensatz ergibt sich, und zwar zu
nachst ffir einen Normalkorper, dann durch Durchschnittsbildung fiir 
seine Unterkorper, also ffir belieblge Ie: 

Permanenzsatz der Primidealstruktur: 1st -1'1 c -1'2 in 3, so 
gibt es in 3 zu iedem uber -1'1 liegenden ~1 ein ~1 enthaltendes, uber -1'2 
liegendes ~2' und zu iedem uber -1'2 liegenden V2 ein uber -1'1 liegendes, in 
~2 enthaltenes VI· 

Der Permanenzsatz zeigt, daB sich an den etwa ffir 3 geltenden 
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"Primidealketten" - und "Dimensions"-Satzen beim 'Obergang zu § nichts 
andert; insbesondere erweist sich ein Primideal ~ in § dann und nur 
dann als maximal bzw. minimal, wenn es tiber einem in ~ maximalen 
bzw. minimalen Primideal .).1 liegt. Auch HiJ3t sich mit Rilfe des Per
manenzsatzes leicht zeigen, daB in j edem endlichen Integritatsbereich 
des Transzendenzgrades n jedes minimale Primideal die Dimension n -1 
hat (vgl. 17.). 

Permanenzsa tz der Bewertungsringe: 1st ~ =)8 Bewertungs
ring und Ie uber Sf normal, so gibt es in Ie mindestens einen "uber )8 

liegenden Bewertungsring m", fur den l8 n Sf =)8 ist. Alle uber )8 

liegenden Bewertungsringe ~. sind untereinander konjugiert, und es ist 
:D = L1 58. = 3. - 1st )8 speziell, so sind es auch die 58 •. 1st )8 diskret, 

• 
so sind die l8. mindestens rational und sicher diskret, falls sl: uber Sf 
endlich ist. 

Der Beweis benutzt dieselben Dberlegungen wie der Beweis des 
Konjugiertensatzes. Die Existenz von l8 ergibt sich aus Kriterium 2 
von 40. Zum Nachweis, daB aIle 58. konjugiert sind, braucht man die 
SchluBbemerkungen von 41. Beim Spezialfall der diskreten Bewertungs
ringe kann man auf die Betrachtungen von 44. zurtickgreifen. 

Auf den Permanenzsatz der Bewertungsringe sttitzt sich eine weit
gehende Veraligemeinerung des DEDEKIND-RILBERTschen Aufbaus 
der normalen endlichen algebraischen Zahlkorper. - Wir 
nehmen zunachst der Einfaehheit halber )8 als speziell und sl: als end
liehe normale, separable Erweiterung von Sf an. Mit n bezeichnen wir 
den Grad, mit (3) die Automorphismengruppe von ~ tiber Sf, mit 
>8 = 580 , ~l' ••• l8m - 1 die konjugierten, in Ie tiber )8 liegenden Be
wertungsringe. 1st \8... mit gewissen Indizes ein bestimmter Bewer
tungsring, so solI B ... bzw. r ... bzw . .).1 .•• mit denselben Indizes stets 
die zu \8 ... gehOrige Bewertung bzw. Wertgruppe bzw. das einzige 
Primideal von \8 ... bedeuten. 

Die Zerlegungsgruppe (3)z (von m tiber Sf) ist die Gruppe alier 
der Automorphismen aus (3), die m in sich selbst tiberftihren, der Zer
legungskorper Sf. ist der zu (3). gehorige Unterkorper von sl:, \8. be
deutet den Bewertungsring l8 n Sf.. - Es gilt dann: 

1st mi =1= 58 = 580 , so ist auch mi n Sfz =F )8., d. h. mist in Ie der 
einzige tiber \8. liegende Bewertungsring. Es ist rz = r, und es kon
nen die Restklassenkorper \8./.).1z und \8/.).1 identifiziert werden. Der 
Index von (3). in (3) ist gleich der Zahl m der tiber \8 liegenden )§i' -

Von jetzt ab werde der Einfachheit halber 58/~ als separable Erweite
rung von \8/.).1 angenommen (fUr den anderen Fall vgl. etwa KRULL [21J 
S.231 Anm. 1 I). Zwei tiber Sf. konjugierte Elemente (%: und (%:' aus ~ 
haben in E = Eo stets denselben Wert, B = (%:. (%:-1 ist also Einheit 

9* 
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in 58. 1st insbesondere e == 1 (~), so heiBt iX "halbinvariant" gegen
tiber den Automorphismen, die iX in iX' tiberftihren. Die Untergruppe et 

aller der Automorphismen aus ez , denen gegentiber samtliche Einheiten 
von jf) halbinvariant sind, ist die "Tragheitsgruppe", ihr zugehCiriger 
Unterkorper srt der Tragheitskorper (von ~ tiber sr), )8t bedeutet den 
Bewertungsring ~ n srt • 

srt besitzt (ebenso wie frtiher srz) die von der Zahlentheorie her be
kannten Eigenschaften: Es ist Ft = rz = r, )8t/.).1t kann mit jf)/~ 
identifiziert werden; srt ist normal tiber srz, seine Relativgruppe ez/et 
ist isomorph zur Gruppe von ~ j~ = )8t/.).1t tiber )8z/.).1z = )8/.).1. 

Als (erste) Verzweigungsgru ppe ev (von is tiber sr) bezeichnet 
man die Menge der Automorphismen aus et , denen gegentiber alle 
Elemente von jf) halbinvariant sind. Der zu ev gehorige Korper srv 

ist der (erste) Verzweigungskorpel', unter )8v verstehen wir den Be
wertungsring jf) n srv ' srv ist ABELscher, aber nicht immer zyklischer 
Normalkorper tiber srt. Die Relativgruppe et/ev ist isomorph zur 
Faktorgruppe rv/rt = Fv/r. - Die Gruppen r' zwischen rv und r 
entsprechen eindeutig umkehrbar den Korpern zwischen srv und srt. 
r' ist die Wertgruppe des im zugehorigen Korper sr' liegenden Be
wertungsringes )8' = 58 n sr', und es besteht die zu sr' gehorige Unter
gruppe e' von e aus allen und nur den Automorphismen, denen gegen
tiber alle die Elemente von st, deren Werte in r' liegen, halbinvariant 
sind. 

1st )8/.).1 von Primzah1charakteristik p, so ist der Grad von srv tiber srt 
zu p teilerfremd. - 1st st =1= srv , so hat )8/.).1 eine Charakteristik p =1= 0, 
es ist Sl: tiber srv auflosbar, und es stellt der Grad g von st tiber srv eine 

Potenz von p und ein Vielfaches der Ordnung h der Faktorgruppe i'jrv 
dar. - 1st g = h, ist st in DEURINGSclier Bczcichnllngswcisc "tiber srv 

vollverzweigt", so kann man nach DEURING zwischen st und srv in 
engster Anlehnung an das Vorbild der algebraischen Zahlentheorie eine 
Reihe von "hoheren Verzweigungskorpern" einschieben, wanrend 
fUr g =1= h der tiefere Zusammenhang mit der Zahlentheorie hierverloren
geht. 

Zum Beweise der Satze tiber srz, srt, srv braucht man die in 41. be
sprochenen Satze tiber den Durchschnitt von endlich vielen (hier nattir
lich durchweg speziellen) Bewertungsringen, im tibrigen hat man nur 
bekannte zahlentheoretische Dberlegungen in einer den allgemeineren 
Verhaltnissen angepaBten Art zu modifizieren. Dabei kann man rein 
bewertungstheoretisch oder auch nach DEURING im wesentlichen mit 
idealtheoretischen Begriffsbildungen arbeiten; der Unterschied ist im 
Grunde rein formaler Natur. Dagegen ist die Ausdrucksweise der Be
wertungstheorie allein zweckmaJ3ig, wenn die bisherigen, auf spezielle 
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Bewertungsringe bezuglichen Satze auf allgemeine Bewertungsringe 
ausgedehnt werden solien. Wir gehen auf diese Ubertragung nur an
deutungsweise ein. 

1st )8 aligemeiner Bewertungsring, und sind die uber )8 liegenden 
Bewertungsringe mo' ... mm-l "vollig verschieden" im Sinne von 41., 
so kann man die Satze des spezielien Falies mitsamt ihren Beweisen 
im wesentlichen unverandert ubernehmen. Treten dagegen bei den m; 
gemeinsame Primideale auf, so werden die Verhaltnisse verwickelter, 
und man erhalt bei passender Modifikation der fruheren Uberlegungen 
zwar wieder nur einen Zerlegungs- und einen Tragheitskorper, aber 
mehrere Reihen von (ersten und hoheren) Verzweigungskorpern. 

Wenden wir uns jetzt wieder zu beliebigen ganz abgeschlossenen 
Integritatsbereichen, so erhalten wir aus dem Permanenzsatz der Be
wertungsringe sofort das schon lange angekundigte bewertungstheo
retische Gegenstuck zum 2. Permanenzsatz von 45.: 

Permanenzsatz der Hauptordnungen: 1st 0 = LI)8, eine Dar-. , 
stellung von 0 durch Bewertungsringe, 2tnd sind 58'1> ... 58,,,, ... jeweils 
die Bewertungsringe, die in ~ iiber )8, liegen, so wird.§ = LI 58,0-' Gleich-

- ~,q-

zeitig mit 0 ist auch 0 spezielle bzw. rationale Hauptordnung. 1st ferner st: 
iiber st: endlich, so liegen iiber jedem )8, nur endlich viele 58", (0" = 1, ... n,), 
und es mufJ ~ als Hauptordnung speziell, endlich, diskret, rational sein, 
falls 0 eine dieser Eigenschaften besitzt. 

Dber den Permanenzsatz der Hauptordnungen hinaus kann man bei 
beliebigem ganz abgeschlossenem ~ und normalem St' in ganz analoger Weise 
wie oben im Sonderfall § = i8 zu jedem Primideal ~ von § einen "Zer
legungsk6rper srz" und einen "Tragheitsk6rper sr," definieren, und es gelten 
dann fUr srz und sr, dieselben Satze wie bei den Bewertungsringen, nur daB 
der auf die Wertgruppe bezligliche Teil der Behauptung wegfal1t. Dieses 
Ergebnis fUhrt zwangslaufig auf die wichtige, aber schwierige Frage, was 
man bei zwei Primidealen ~l und ~2' von denen das eine im anderen ent
halten ist, liber den Zusammenhang zwischen ihren Zerlegungs- und Trag
heitsk6rpern aussagen kann. - Man stoBt so auf Probleme, bei denen die 
Kombination von GALolsscher Theorie und 1dealtheorie meines Erachtens 
noch eine groBe Rolle spielen wird. 

Von der bisher gelibten Beschrankung auf separable Erweiterungen 
kann man sich leicht befreien. Man hat nur zu bedenken: a) J ede beliebige 
algebraische Erweiterung des K6rpers sr von der Charakteristik p laBt sich 
spalten in eine gr6Bte separable Erweiterung und eine darauffolgende Kette 
von Adjunktionen p-ter Wurzeln. b) 1st St' p-ter Wurzelk6rper liber sr, so 
besteht das einzige Primideal ~, das im 1ntegritatsbereich .§ liber dem 
Primideal .p von ~ liegt, aus der Menge aller der (i cSt', fUr die (iP C .p; 
ebenso bildet die Menge aller der (i cSt', fUr die (iP C ~, den einzigen Be
wertungsring j8, der in Sr zu dem Bewertungsring ~ von sr geh6rt. 

Literatur: KRULL [21J, DEURING [1J (spezielle Bewertungen); KRULL [25J 
§ 11 (allgemeine Bewertungen); RYCHLIK [1J, KRULL [25J § 9 (perfekt be-
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wertete Korper, Wegfallen des Zerlegungskorpers). OSTROWSKI [6J bringt 
eine neuartige Behandlungsweise der algebraischen Erweiterungen speziell 
bewerteter Korper, die auf die Heranziehung der Gruppentheorie verzichtet 
und dementsprechend von vornherein keinen Unterschied zwischen normalen 
und nichtnormalen, separablen und nichtseparablen Erweiterungen zu 
machen braucht. Besonderes Gewicht ist auf die Behandlung der im DEU
RINGSchen Sinne nichtvollverzweigten Korper gelegt ("Defektsatz"). 
In den Endergebnissen fiihren, soweit ich sehe, die Methoden OSTROWSKIS 
nirgends weiter als die Methoden des Textes. - Hinsichtlich der tiefer 
eindringenden algebraischen Theorie perfekt bewerteter K6rper, fUr die im 
Rahmen dieses Berichtes leider kein Platz ist, sei vor allem auf SCHMIDT [1J 
und [2J verwiesen. - Die Verzweigungstheorie der algebraischen Zahlkor
per geht auf DEDEKIND [6J und HILBERT [3J zuriick; vgl. auch als klassi
sche Darstellung HILBERT' [4J (Zahlbericht) S.247-263. 

49. Zusammenhang zwischen den Primidealen verschiedener Ringe 
mit gleichem Quotientenkorper. Wahrend wir in 48. das Verhalten 
der Primideale von 3 bei algebraischer Erweiterung des Quotienten
korpers untersuchten, betrachten wir jetzt zwei - nicht notwendig ganz 
abgeschlossene - Integritatsbereiche S und S mit demselben Quotienten
korper St'; der Einfachheit halber nehmen wir von vornherein an, daB 
S und S tiber einem festen Grundkorper st'o einen endlichen Transzendenz
grad n haben, so daB jedes ihrer Primideale eine bestimmte Dimensiqn 
besitzt, auBerdem setzen wir S als endliche Erweiterung von S voraus, 
S = S[IXl , ... IX.J. Es handelt sich wieder darum, einen Dberblick 
tiber die Menge der Primideale ~ zu gewinnen, die in S tiber einem 
festen Primideal ,p aus 3 liegen. 

1st zunachst ((,p • j) n S) ~ ,p, so gibt es offenbar tiberhaupt kein 
tiber ,p liegendes ~, es gebt, wie wir sagen wollen, ,p in S verloren. 1st 
aber (,p. S) n S = ,p, so ergibt sich genau so wie in 48.: Die tiber ,p 
liegenden Primideale ~ aus S entsprechen eindeutig umkehrbar den 
samtlichen Primidealen von £1' = S1'/a1' (S1' = j . S1" a1' = ,p • S1') • 
£ll ist aber eine endliche, allerdings im allgemeinen nicht nullteilerfreie 
Erweiterung des Korpers st'll = Sll/(,p • Sll). Man kann daher auf Bll die 
Dimensionstheorie in der am Schlusse von 17. skizzierten Form an
wenden und hat dann fUr den Dbergang von den Primidealen ~' von Bj:l 
zu den tiber ,p liegenden Primidealen ~ von S' nur zu beachten, daB ein 
bestimmtes ~ tiber st'o die Dimension f-l + s besitzt, falls s die Dimen
sion des zugeordneten ~' tiber st'll' f-l die Dimension von ,p tiber St'o be
deutet. - Urn die Ergebnisse bequemer formulieren zu konnen, schreiben 
wir dem System lXI' ••• IXm "modulo ,p den Rang r" zu, wenn es 
unter lXI' ••• IXm genau r Elemente gibt, zwischen denen keine alge
braische Relation mit nicht durchweg in ,p liegenden Koeffizienten 
aus S besteht oder, anders ausgedrtickt, wenn sich unter den Rest
klassen eXl' ... eXm' deren Adjunktion von St'j:l zu Bll fUhrt, genau r 
tiber St'll algebraisch unabhangige befinden. Man erhalt so die Satze: 
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Hat 1X1, ... IXm modulo.p den Rang 0, ist also jedes einzelne IX. 
"modulo.p algebraisch", so gibt es nur endlich viele fiber .p liegende ~, 
die alle die gleiche Dimension p. besitzen wie .p selbst. Die Restklassen
korper der.j3 sind alle endliche algebraische Erweiterungen von S't'lJ.IIst 
dagegen der Rang r des Systems lXI' ... IXm positiv, so liegen fiber .p 
unendlich viele ~, unter denen sich aber nur endlich viele minimale 
befinden. Die Dimensionen der ~ bewegen sich zwischen den Grenzen p. 
und p+r; ffir endlich viele .j3 wird die Maximaldimension p+r wirk
lich erreicht. Hat ein bestimmtes.j3o die Dimension p.+s (s>O), sogibt 
es in der Menge aller .j3 unendlich viele Oberideale von .j3o von der Dimen
sion ,u + s -1. - 1st der Rang gleich m, sind also alle IX. modulo .p 
algebraisch unabh1l.ngig, so ist nicht nur 2lJ ein Korper, sondern sogar 
3/ (.p • 3) ein Polynomring fiber S/.p. Es gibt daher in diesem Extremfall 
sicher nur ein einziges fiber .p liegendes .j3* von der Maximaldimension 
p. + m, und zwar ist .j3* = .p . 3. - Wir wollen bei positivem Rang r 
stets sagen, es "erfahre.p in 3 eine Dimensionserhohung urn r Ein
heiten", wahrend im Fall des Ranges 0 von einem "normalen Zer
fallen von .p in 3" gesprochen werden soli. - Bei der praktischen 
Anwendung dieser Satze kommt es darauf an, zu dem fest gegebenen 
System lXI' ... IXm den Rang modulo jedes Primideals von S zu be
stimmen. Hier kommt man wenigstens in einem Fall zu einem be
friedigenden Ergebnis, namlich dann, wenn 3 endliche diskrete Haupt
ordnung und 3 = mIX] einfache Erweiterung von S ist. 

Wir zedegen das Hauptideal (IX) hinsichtlich S in ein v-Produkt von 
positiven und negativen v-Primidealpotenzen und fassen die positiven 
Potenzen zurn Idealz1i.hler 3, die negativen zum Idealnenner n von (IX) 
zusammen. Dann gilt der Satz: 

1. 1st das Primideal .p kein Oberideal von n, so ist ~ = .p • 3 das 
einzige in §=mlX] uber .p liegende Primideal, und -es wird SlJ=§~' 2. lst.p 
Oberideal von n, aber nicht von 3, so geht .p in 3 verloren. 3. lst.p gemein
sames Oberideal von n und 3, so ist .p . 3 = ~ in 3 Primideal, und es er
fiihrt .p beim Obergang zu 3 eine DimensionserhOhung um eine Einheit. 

In der Tat, im Falle 1 ist IX Element von SlJ' im Falle 2 ist lX- 1 

Nichteinheit in SlJ' und die Richtigkeit der Behauptungen im Falle 3 
ergibt sich leicht aus der in 45. besprochenen "Erganzung zum KRO
NECKERSchen Satz". - 1st 3 nicht ein-, sondern m-fache Erweiterung 
der Hauptordnung S, also 3 = m1X1' ... IXmJ, so kann man ffir die 
Elemente IX. analog wie friiher einen gemeinsamen v-Idealnenner n und 
m Einzel-v-Idealz1i.hler 31' ... 3m definieren, und es ergibt sich dann wieder: 

1. 1st .p kein Oberideal von n, so ist ~ = .p . 3 das einzige fiber .p 
liegende Primideal, und es wird SlJ = 3~. 2. 1st .p Oberideal von n, 
aber nicht von allen 3., so geht .p in 3 verloren. - Dagegen kann man 
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in dem interessantesten Fall, daB .1J gemeinsames Oberideal von n, 
~l' ••• ~m ist, diesmal nicht ohne wei teres genauere Aussagen tiber das 
Verhalten von .1J in ~ machen. 

Unter diesen Umstanden ist ein ganz andersartiges Kriterium be
merkenswert, bei dem S nicht als endliche diskrete Hauptordnung, 
sondern als beliebiger endlicher Integritatsbereich angenommen wird: 

1st ~ = m1Xl , ••• 1X,nJ, und ist ai = 1Xi (i=1, ... m) jeweils eine Quo-ao 
tientendarstellung von 1Xi durch Elemente aus S, so sind 1XI , ••• 1Xm sicher 
modulo .1J algebraisch unabhiingig, wenn .1J genau n - m -i-dimensional 
ist und das Ideal a = (ao, .•. am) eine ztt .1J gehOrige isolierte Primiir
komponente hat. 

Beim Beweis braucht man die Primidealkettensatze von 15. Nach 
diesen besitzt zunachst a' = (aI' ... am) in S ein in .1J enthaltenes mini
males Primoberideal .1J' von mindestens n - m-ter Dimension. Daraus 
folgt aber, daB .1J in ~ nicht verschwinden kann, weil sonst, wie leicht 
nachzurechnen, .1J' entgegen der tiber ao,'" am gemachten Voraus
setzung auch ao enthalten mtiBte. a· S = (ao) ist somit in ~ ein von ~ 
selbst verschiedenes Hauptideal, und nach 15. bzw. 17. mtissen aUe 
minimalen Primoberideale ~ von a· ~ die Dimension n - 1 besitzen. 
Von diesen ~ liegt aber unter unseren Voraussetzungen (mindestens) 
eines tiber .1J, .1J gewinnt also beim Dbergang zu ~ urn m Einheiten an 
Dimension. Fertig! 

Sind 0 = 00 und 0 [(Xl' ... (Xm] = § = 0m endliche ganz abgeschlossene 
Integritatsbereiche iiber dem vollkommenen Grundkorper Sto' so kann man 
den Ubergang von 0 zu ~"so vollziehen, daB man zuerst 0o[(XJ bildet und 
zu einem endlichen Integritatsbereich 01 ganz abschlieBt, dann von 01 zu 
0l[(X2] und dem zugehorigen ganz abgeschlossenen endlichen Integritats
bereich 02 iibergeht usw. Fiir l' = 1, ... m iibersieht man dann vollstandig 
das Verhalten der Primideale von 0"-1 in 0"-1 [(X,,] , und man weiB auBer
dem, daB alle Primideale von 0,,-1[(X,,] in 0'" normal zerfallen, daB also beim 
Ubergang von 01'-l[(X1'] zu 01' weder Primidealverluste noch Dimensions
erhohungen eintreten. Dagegen muB man sich hiiten, auf den Zusammen-

hang zwischen 0,,-I[(X1'] = 0' und 0" = §' den in 48. unter ganz anderen 
Voraussetzungen abgeleiteten "Primidealstruktursatz" anzuwenden. Sind 

V' und q' ::::J V' zwei Primideale aus 0', die in 3' in die Primideale ,p~, ... i3e 
bzw. (f{, ... q~ normal zerfallen, so ist zwar stets jedes i3~ Unterideal minde
stens eines q~, aber keineswegs immer jedes q~ Oberideal eines 13;. Dieses 
"Abrutschen" einzelner Primideale in dem zu 0' gehorigen ganz abgeschlos
senen Ring §, macht es unmoglich, aus der bekannten Idealstruktur von 0' 
allzu weitgehende Schliisse auf die Idealstruktur von §' zu ziehen, und 
stellt so den Wert des oben beschriebenen Aufbaus von § iiber 0 einiger
maBen in Frage. 

50. Divisoren zweiter Art. Wie in 42. betrachten wir die Be
wertungen eines Korpers st' tiber einem Grundkorper st'o unter der Vor
aussetzung, daB st' endliche Erweiterung von st'o vom Transzendenz-
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grad n ist; der Einfachheit halber nehmen wir sto algebraisch ab
geschlossen an. Wir beschranken uns durchweg auf n - 1-dimensionale 
(spezielle) Bewertungen, die wir ebenso wie ihre zugehorigen Bewertungs
ringe kurz als "Divisoren" bezeichnen. Bereits in 42. wurde ein ge
wisser "Oberblick tiber die Menge aller Divisoren von Sf gewonnen, doch 
fehlte es noch an einer Methode, die es gestattete, alle Divisoren aus 
endlich vielen in Sf passend ausgewahlten Integritatsbereichen durch 
einfache Operationen zu berechnen. In der Tat ist eine solche Berech
nung nur fUr n = 1 in vollig befriedigender Weise moglich: 

Hat Sf den Transzendenzgrad 1, so bilde man zu einem beliebigen 
nicht zu Sfo gehorigen und damit tiber Sfo transzendenten Elemente 1X 

die Ringe ~ und ~(-1) aller von 1X bzw. 1X- 1 ganz abhangigen Elemente 
aus Sf. Dann stellen die Quotientenringe samtlicher Primideale von ~ 
zusammen mit den endlich vielen Quotientenringen der das Element 1X- 1 

enthaltenden Primideale von ~(-1) alle Divisoren von Sf, und zwar 
jeden genau einmal dar. 

Zum Beweis ist nur zu bedenken: Jeder Divisor m enthalt entweder 
~ oder ~(-1), etwa~. Bedeutet dann 13 das Durchschnittsprimideal 
des Primideals von m mit ~, so ist ~p ~ m ein diskreter Bewertungs
ring, es muB also m = ~p sein. - Will man nach dem Vorbild des 
Falles n = 1 den Fall eines beliebigen Transzendenzgrades n:> 2 be
handeln, so wird man folgendermaBen' vorgehen: 

Man bildet, ausgehend von irgendwelchen n tiber Sfo algebraisch un
abhangigen Elementen 1XI , ... 1Xn , die 2n Polynomringe Sfo[1Xtl, ... 1X*1] 
und die zugehorigen ganz abgeschlossenen Int€lgritatsbereiche ~(1), ••• ~(2") 
aus Sf. Es ist dann sofort klar, daB jeder Divisor von Sf mindestens 
einen der endlich vielen Integritatsbereiche ~(~) enthalt, und es stellt 
fUr jedes minimale Primideal 13 aus ~(,,) der Ring ~~) einen Divisor 
von Sf dar. Die Menge aller Divisoren von Sf, die man so aus den Rin
gen ~(,,) (11 = 1, ... 2n) durch Quotientenbildurig ableiten kann, moge 
mit M bezeichnet werden; das Divisorensystem M besitzt dann eine 
gewisse V o11s tandigkei tseigenschaft, es gilt namlich der Satz: 

Ein Element 1X aus Sf gehOrt stets zum Grundkorper sto, wenn es in 
allen Divisoren von M Einheit ist. 

In der Tat, gehort f3 nicht zu Sfo, so gibt es nach 42. mindestens 
einen Divisor m von Sf, in dem f3 Nichteinheit ist; es ist dann f3 auch 
in ~(,,) Nichteinheit, falls ~(,,) einen der in m enthaltenen Ringe aus der 
Reihe ~(l), ••• ~(2") bedeutet. Daraus folgt weiter, daB f3 in mindestens 
einem minimalen Primideal 13 von ~(,,) liegen und somit in dem zu M 
gehOrigen Divisor ~~) Nichteinheit sein muB. 

Trotz der Vollstandigkeitseigenschaft umfaBt die Menge M keines
wegs aIle Divisoren von Sf. 1st namlich m ein beliebiger Divisor mit 
dem Primideal 13, sind ~("1), ••• ~("k) die in m enthaltenen Ringe aus 
der Reihe ~(1), ••• 0(2"), und setzt man 13V i = 13 n ~("i) (i = 1, ... k), so 
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gibt es zwei M6glichkeiten: Entweder hat flVi ffir mindestens ein i (und 
damit, wie leicht zu sehen, ffir aile i) ebenso wie fl selbst die Dimen
sion n-1, es ist )8 "von erster Art" hinsichtlich ~(Vi); dann geh6rt 
)8 = ~~:: zu M. Oder es haben aile flv; kleinere Dimensionen als fl, es 
ist )8 in bezug auf aile ~(Vi) "von zweiter Art"; dann liegt )8 nicht 
in M, und es sind aile ~~:: echte Unterringe von )8, durch die )8 in 
keiner Weise eindeutig bestimmt ist. 

Aus dem Auftreten und der Definition der Divisoren zweiter Art 
schlieBt man leicht: Es gibt in Sl' unendlich viel verschiedene Divisoren
mengen M, die aUe die VoUstiindigkeitseigenschaft besitzen und von denen 
jede aus einem endlichen System ~(l), •.• ~(co) von ganz abgeschlossenen 
endlichen Integritatsbereichen durch Quotientenringbildung abgeleitet 
ist. Kein M umfaBt aile Divisoren von Sl'; sind endlich viele Divisoren 
)81' ... )8t vorgegeben, so kann man das Ringsystem ~(l), ••• ~(w) stets 
so wahlen, daB kein )8i der zugeh6rigen Divisorenmenge M angeh6rt. -
Andererseits ergibt sich aus den Untersuchungen von 49. der wichtige 
Satz: 

Die zu zwei verschiedenen Ringsystemen ~(l), ••• ~(co) und ~(l)', ••• ~(ro)' 
gehorigen Divisorenmengen M und M' unterscheiden sich stets nur in end
lich vielen I ndividuen. 

In der Tat, beim Beweis darf offenbar w = w' = 1, ~(l) C ~(l)' vor
ausgesetzt werden. Man kann dann ~(l)' fiber ~(l) nach dem am Schlusse 
von 49. beschriebenen Schema aufbauen und hat nur zu beachten, daB 
nach den gleichfails in 49. aufgestellten Kriterien bei einer einfachen 
Erweiterung eines ganz abgeschlossenen endlichen Integritatsbereiches 
immer nur endlich viele Primideale der Dimension n - 1 verlorengehen 
und endlich viele Primideale der Dimension n - 2 eine Dimensions
erh6hung erfahren. 

Was die Konstruktion von geeigneten "vollstandigen" Ringsystemen 
~(l), ••• ~(CO) angeht, so gibt es vor aHem zwei Methoden, die oben von uns 
benutzte "funktionentheoretische" und eine "projektive", bei der man aus 
~(l) = $foCal' ... aT] die iibrigen ~(V) durch linear gebrochene Transforma
tionen der Elemente aI' ... aT gewinnt. Ein ausfiihrlicher Vergleich der 
beiden Methoden und eine vViirdigung ihrer Bedeutung fiir die arithmetische 
Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer Variabler bzw. fUr die mehr
dimensionale algebraische Geometrie wiirde den Rahmen unseres Berichtes 
weit iiberschreiten. - Wir beschranken uns auf die Behandlung von rein 
idealtheoretischen Problemen, bei denen die Divisoren zweiter Art in den 
Vordergrund treten. 

1st ~ ein fester ganz abgeschlossener endlicher Integritatsbereich, 
)8 ein ~ enthaltender Divisor mit dem Primideal flb' so ordnen wir )8 

dem Primideal fl = flb n ~ aus ~ zu. Die Ergebnisse von 49. liefern 
dann einen gewissen Dberblick fiber die Menge aller der Divisoren 
zweiter Art, die einem festen Primideal fl aus ~ von der Dimension 
m -< n - 2 zugeordnet sind: Es seien aI' ... am teste Elemente aus ~, die 



393J 50. Divisoren zweiter Art. 139 

in 311/ (l' • 311) algebraisch unabhiingige Restklassen erzeugen; ist dann 
(bI , ••• bn _ m) irgendein Ideal aus 3 mit dem minimalen Primoberideall', 
so gibt es immer endlich viele l' zugeordnete Divisoren 58(1), ... 58(8) mit der 

E · h f d Rd' El t b1 b,,_m_l ~gensc a t, a", M emen e aI' ... am' am+1 = b--' ... an - 1 = -b--
a-In A-m 

in den Kiirpern 58{i)/l'~i) (i = 1, ... s) algebraisch unabhiingige Restklassen 
definieren. - Umgekehrt kann man zu iedem zu l' gehOrigen Divisor 58 die 
Elemente b1 , ••• bn - m in 3 so bestimmen, dap (bI , ... bn _ m) das minimale 

Primoberideall' besitzt, und dap a l , .•. am' am+1 = b:~m' ... an_l = bb:~~l 
in 58/l'b in algebraisch unabhiingigen Restklassen liegen. 

Zum Beweis der "Umkehrung" hat man nur zu beachten: Zu a, bc3, 

: c 58 existiert stets ein Exponent I! derart, daB fUr c c l'e immer : 

und ate derselben Restklasse von 58/l'b angehoren. - Sind anderer-
. b1 b B C\I h . selts am+l = -b-' ... vorgege en, so mu l'l = l' • 0\51 nac 49. In 

n-m 

31 = m am+1' ••• an_I] ein n -1-dimensionales Primideal sein; versteht 
man dann unter ~I' ... ~~ die endlich vielen Primideale, die in dem 
zu 31 gehOrigen ganz abgeschlossenen Ring 3 fiber .pI liegen, so sind 
3p-., ... 3iir die gesuchten Divisoren 581 , ••• 58r • 

Die Ideale (bI> ••• bn - m) mit dem minimalen Primoberideal.p bilden 
also in der Tat das geeignete Hilfsmittel zur endllch vieldeutigen Fest
legung der zu .p gehorigen Divisoren zweiter Art. Durch passende Kon
struktion solcher Ideale zeigt man leicht: GehOrt ffir IX C Sf weder IX noch 
IX -1 zu 311 , so gibt es unter den.p zugeordneten Divisoren zweiter Art immer 
solche, in denen IX, und solche, in denen IX -1 Nichteinheit ist. Die Anzahl 
aller zu .p gehOrigen Divisoren zweiter Art ist also stets unendllch groB. 

Wahrend bisher die Divisoren zweiter Art als solche betrachtet 
wurden, dienen sie bei den folgenden, von SCHMEIDLER herriihrenden 
Untersuchungen als Hilfsmittel zu einer Verallgemeinerung der in )4. 
und 35. entwickelten "Verzweigungstheorie". Es sei ~ = Sfo[xI , ... xJ 
ein Polynomring mit dem Quotientenkorper Sf, Ie bedeute einen alge
braischen Oberkorper von Sf vom Grade m, ~ den Ring aller von ~ 
ganz abhangigen Elemente aus ~. 1st dann .p irgendein Primideal 
aus ~ von der Dimension m, so besitzen, wie man nach SCHMEIDLER 
leicht zeigen kann, auch die isolierten Primarkomponenten ill"" Cir 
von it = .p . $ aile die Dimension m, und ,es gilt fUr m = n - 1 nach 35. 
der Satz: Unter den qi befindet sich dann und nur dann ein echtes 
Primarideal, d. h . .p ist dann und nur dann "verzweigt", wenn alle aus m 
beliebigen Elementen WI' ... Wm von ~ gebildeten "Einzeldiskriminan
ten" L1 (w) in .p enthalten sind. 

Ffir m < n - 2 dagegen versagen die Methoden von 34. und 35. 
SCHMEIDLERS neuer Gedanke besteht nun darin, iedem Primideal .p der 
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Dimension m einen bestimmten Divisor zweiter Art 58 (V) zuzuordnen, una 
aus der Verzweigung des Primideals .pb von 58 (V), die ihrerseits mit Hille 
der klassischen Diskriminantentheorie erlafJt werden kann, Ruckschlusse 
aul die Verzweigung von V zu ziehm. - Bei der Durchfiihrung darf 
man sich im wesentlichen auf die Betrachtung von nulldimensiona
len Primidealen V beschranken (vgl. 17.). Wie in 21. erweitert 
SCHMEIDLER den (hier i. a. nicht algebraisch abgeschlossenen) Grund
korper ~o stillschweigend durch Unbestimmte u"" fiihrt neue Variable 

n 
Yo = ~UikXk (i = 1, ... n) ein und beschrankt sich auf "transformierte" 

k=l 

Ideale. Jedes nulldimensionale Primideal V besitzt dann eine Normal
basis (YI-PS, ... ,Yn-l-Pn,E), bei der das Polynom Pi jeweils nur 
von Y., ... Yn abhangt und E, die "Elementarteilerform" von V, ein 

irreduzibles Polynom in Yn ailein darstelit. Setzt man nun Zi,=YI-:i+ 1 

(i=1, ... n-1), so sind Zl'''' zn_l offenbar modulo V algebraisch un
abhangig. In ~'= ~[Zl' ... zn-l] = ~O[Zl' ••• zn_l' yJ wird also 
V' = V • ~' ein Primideal der Maximaldimension n -1, und da ~' als 
Polynomring ganz abgeschlossen ist, stellt ~, einen durch.p eindeutig 
bestimmten Divisor, den SCHMEIDLERschen Divisor 58 (V), dar. 

Um nun zunachst den Verzweigungscharakter von V' (und damit 
auch den des Primideals von 58<V») hinsichtlich st zu bestimmen, er
weitert SCHMEIDLER ~o durchAdjunktion von Zl' •.• zn-l zum Korper ~l 
und untersucht den Polynomring ~l • ~' = ~i = ~l[YJ und den Ring Wt 
aller von ~i ganz abhangigen Elemente aus st. Er kommt dann zu 
folgenden Ergebnissen: 

1st L1 (co) irgendeine Einzeldiskriminante von $, so ist der Wert ft, 
den L1 (co) in der zu 58 (V) gehOrigen ganzzahligen Bewertung B (V) besitzt, 
gleich dem Exponenten der hochsten Potenz von .p, die L1 (co) gerade 
noch enthalt. Der Minimalwert ft*, den eine Einzeldiskriminante L1 (co) 
in B (V) annimmt, hat die Gestalt: ft* = 2r + ~ (r >- 0, ~ >- 0); dabei 
laBt sich die ganze Zahl r unmittelbar aus einer Normalbasis des Rest
klassenrings $~/«E). $i) ablesen, wahrend dann und nur dann ~ =1= 0 
wird, wenn V' in $ verzweigt ist. 1st r =1= 0, so kann man, wie Bei
spiele zeigen, im ailgemeinen aus dem Verzweigungscharakter von V' 
den von V nicht erkennen; ist aber r = 0, so hat man nochmals zwei 
FaIle zu unterscheiden: 

Fur co C $ verstehen wir unter dem "Einzelfuhrer I (co) von $" den 
Fuhrer von '~[co] hinsichtlich $ (vgl. 32.). Enthalt nun V aile Einzel
fUhrer I (co), so bleibt es dahingesteIlt, ob immer ein Zusammenhang 
zwischen dem Verzweigungscharakter von V' und dem von V besteht 
oder nicht. Gibt es aber einen nicht zu .p geh6rigen Einzelfuhrer, so 
kann SCHMEIDLER den grundlegenden Satz beweisen, daB nicht nur V 
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stets gleichzeitig mit .):I' verzweigt oder unverzweigt ist, sondern daB 
man auch aus der Zerlegung von (E). $~ in $i unmittelbar die iso
lierten Primarkomponenten qt von .):I • $ in $ ablesen kann; es liif3t sich 
sagar iedes qt allein durch das zugehOrige Primideal .i\ und einen einzigen 
Zahlexpanenten charakterisieren. Die Ergebnisse sind also in diesem 
Faile denkbar einfach und abschlieBend. 

DaB man nicht immer das Verhalten von .):I mit Hilfe eines einzigen 
Divisors 58 (.):I) beherrschen kann, ist nicht verwunderlich; man wird 
vermutlich im allgemeinen noch weitere zugeordnete Divisoren ·zweiter 
Art heranziehen miissen. Die SCHMEIDLERschen Untersuchungen stellen 
eben nur den ersten (ailerdings damit auch den wichtigsten) Schritt auf 
einem meines Erachtens sehr aussichtsreichen Anwendungsgebiet der 
Divisoren zweiter Art dar. 

Zum Divisorbegriff vgl. VAN DER WAERDEN [9], [10], SCHMEIDLER [15]. 
VAN DER W AERDEN und SCHMEIDLER bedienen sich nicht der Termi
nologie der Bewertungstheorie, sondem der von DEDEKIND-WEBER [1], 
was aber nur einen formalen, keinen inhaltlichen Unterschied bedeutet. 
Bei VAN DER WAERDEN kOII).men nur Divisoren erster Art vor, bei SCHMEID
LER treten auch soIche zweiter Art auf, aber ohne daB eine systematische 
Theorie von ihnen entwickelt wurde. Die (bei SCHMEIDLER nicht zu findende) 
Bezeichnung "Divisor zweiter Art" habe ich von JUNG [1] (Kap. I, § 5) iiber
nommen, obwohl JUNG nicht idealtheoretisch, sondem mit Potenzreihen
entwicklungen arbeitet. - Die am Schlusse von 50. besprochene Verzwei
gungstheorie findet sich in SCHMEIDLER [16]. - In keiner ni!heren Beziehung 
zu 50. stehen offenbar die Untersuchungen zum RIEMANNSchen Problem 
von OSTROWSKI [6]. Denn der Standpunkt, die Konstruktion der "abso
luten RIEMANNschen Flache" eines beliebigen Korpers Sf bestehe im wesent
lichen in der konstruktiven Erfassung aller moglichen Bewertungen von Sf, 
weicht von der Auffassung des Textes weit abo - (OSTROWSKI stellt aller
dings nicht die Bewertungen selbst, sondem - DEDEKIND-WEBERsches 
Vorbild! - die "Restisomorphien" in den Vordergrund. Aber diese werden 
offenbar einfach durch die Restklassenkorper der Be~ertungsringe vermittelt, 
wobei ihre Verschachtelung der Zusammensetzung und Aufspaltung der Be
wertungen entspricht.) 
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Anhang. 

Bemerkungen zur Terminologie. 
A. Idealtheorie. Wir stellen kurz die gebrauchlichsten Bezeichnungen einiger 

Grundbegriffe zusammen. S .... bedeutet die Einfiihrungsseite im Text, "W." 
bzw. "M." soviel wie "VAN DER WAERDEN [15]" bzw. "MACAULAY [3]"; im iibrigen 
wird nach dem Literaturverzeichnis zitiert. 

1) Gruppe mit Operatoren, Modul S. 1. - Bei W. Modul, Gruppe mit Multi
plikatorenbereich; die fiirs Nichtkommutative wesentliche Unterscheidung von 
"Links-" und "Rechtsmoduln" war im Text nicht notig. 

2) Ideal S. 1. - Bei M. "Modul" statt Ideal im AnschluB an KRONECKER; 
in MACAULAY [5] allerdings Ubemahme des Wortes "Ideal" aus W. - LASKER [1] 
unterscheidet Polynommoduln und Polynomideale, je nachdem, ob der Koeffi
zientenbereich ein Korper oder der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist. In 
der Theorie der hyperkomplexen Systeme heiBt ein zweiseitiges Ideal bei WEDDER
BURN und DICKSON "invariant sub-algebra" - Auffassung des Idealbegriffs als 
Verallgemeinerung des Begriffs der invarianten Untergruppe! 

3) a ist Element von a, a C a, a == o(a) S.2. - In der auf DEDEKIND zu
riickgehenden Idealtheorie (auch bei W.) allgemein iiblich: "a ist durch a teil
bar". W. schreibt auBer a == o (a) auch aEa; mir scheint a C a unbedenklich. 

4) a ist Unterideal (Oberideal) von b; a C b (a:::> b) S. 2. - Bei W.: "a ist 
Vielfaches (Teiler) von b" (klassische Bezeichnungsweise nach DEDEKIND), anderer
seits aber wie im Text a c b (a:::> b). Bei M.: "a contains (is contained in) b" 
(nur verstandlich, wenn man bei Polynomidealen nicht an die Ideale selbst, 
sondem an die durch sie definierten Mannigfaltigkeiten denkt). Bei DEDEKIND 
und im AnschluB an ihn z. B. bei GRELL [1], KRULL [7], [13]: a > b statt a C b, 
a < b statt a:::> b (historisch klar, aber mengentheoretisch unmoglich). 

5) "Maximales" bzw. "minimales" Ideal S. 10 (AIim. 1 I). - Bei W. gleicher 
Wortgebrauch; dagegen steckt die entgegengesetzte (DEDEKINDsche) Auffassung, 
daB das Vielfache (Unterideal) als groBer anzusehen ist als der Teiler (das Ober
ideal) in der im AnschluB an NOETHER [4] auch bei W. benutzten Bezeichnung 
"groBte Primarkomponente", - vgl. 15). 

6) O-Satz (U-Satz) S. 8. - Klassische Bezeichnung (nach NOETHER [4J) 
"Teilerkettensatz" ("Vielfachenkettensatz"). 1m Nichtkommutativen nach ARTIN 
allgemein "Maximalbedingung" ("Minimalbedingung"). (Letzteres wohl gliick
lichste Bezeichnung; Vorteil von ,,0-" bzw. "U-Satz" Kiirze, vgl. auch "O-Ring"). 

7) Summe a + b S. 2. - Bei W.: Summe, groBter gemeinschaftlicher Teiler 
(a, b). Bei M.: "H.C.F." (highest common factor) (a, b). Auch bei NOETHER und 
in der japanischen Literatur (a, b); bei DEDEKIND a + b. (Vorteil von (a, b): 
Ubereinstimmung mit der allgemein iiblichen Basisbezeichnung (aI' ... an); Frei
haltung des +-Zeichens fiir die direkte Summe. Vorteil von a + b: AnschluB 
an die mengentheoretisch gebotene Wortbezeichnung "Summe", suggestive Schrei
bung des wichtigen distributiven Gesetzes a' (b + c) = a' b + a' c.) 

8) Direkte Summe ffi + 6 bei Ringen und Gruppen S. 21 bzw. 27. - Bei W. 
einfaches + -Zeichen: ffi + 6. 
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9) Durchschnitt a n fl S. 2. - Bei W. Durchschnitt, kleinstes gemeinschaft
liches Vielfaches an fl, [a, fl). Bei M. "L.C.M." (least common multiple) [a, fl]. 
Auch bei NOETHER und in der japanischen Literatur [a, fl]. Bei DEDEKIND (und 
im AnschluB an ihn z. B. bei GRELL [lJ) a - fl (meines Erachtens bedenklich 
wegen der Unsymmetrie der gewohnlichen Subtraktion) . 

. 10) Produkt a' fl (allgemein tibliche Bezeichnung) S.4. 
11) Quotient a: fl S. 3. - Bei M. (und entsprechend bei LASKER [lJ) "residual 

module" a/fl. Bei VV. Sprachgebrauch wie im Text, Ausnahme § 102, wo a: fl im 

Sinne des DEDEKINDschen : zu verstehen. In DEDEKIND [3] bedeutet : (oder 

auch a: fl) nicht den Idealquotienten des Textes, sondem ftir zwei ganze oder 
nichtganze Ideale a, fl eines Integritatsbereiches die Menge aller der a aus dem 
Quotientenkorper ~, ftir die a . fl ~ a. 

12) a-t, umkehrbares Ideal S.13. - Bei W. gleicher Sprachgebrauch. Bei 

einem Z.P.I.-Ring ist a' fl- 1 gleich : im Sinne DEDEKINDS. 

13) Restklassenring m/a S. 3. -Gleiche Bezeichnung bei W.; bei M. alb Symbol 
des Quotienten (vgL 11»). 1m Nichtkommutativen bezeichnen WEDDERBURN und 
DICKSON den Restklassenring von m nach einem zweiseitigen Ideal a als "difference
algebra m - a". 

14) Isolierte Primarkomponente, isoliertes Komponentenideal (LK.I.) S. 9 
bzw. 16. - (Gleicher, auf NOETHER [4J zurtickgehender Sprachgebrauch auch bei W.) 

15) Normierte Primarkomponentenzerlegung S. 6. - Bei W. (nach NOE
THER [4]) "unverktirzbare Darstellung durch groBte Primarkomponenten". 

16) Einartige Nullteilerringe bzw. Integritll.tsbereiche S. 22 bzw. 24. - Bei W. 
heiBt (nach DEDEKIND) ein Primarideal einartig, wenn es nur ein einziges Prim
oberideal besitzt. Die einartigen Nullteilerringe bzw. Integritatsbereiche sind also 
dadurch ausgezeichnet, daB in ihnen alle bzw. alle von (0) verschiedenen Primar
ideale einartig sind. 

17) O-Ring S. 8. - 1m N OETHERschen Sinne "Ring mit Teilerkettensatz", 
im Sinne ARTINS "Ring mit Maximalbedingung". 

18) Z.P.I. S. 12. Z.P.I.-Ring als Abktirzung ftir "Integritatsbereich mit 
Z.P.I." erstmalig auf S. 25. - Bezeichnung nach HASSE [2]. Bei W. keine be
sondere Abktirzung. 

19) Multiplikationsring S. 27 bzw. 111. Erste Stelle: in der Literatur tibliche 
Bedeutung, z. B. GRELL [2J, KRULL [6J, [16J, MORI [8J, [12J, [13J; zweite Stelle: 
Verallgemeinerung des Begriffs. . 

B. Bewertungstheorie. Vergleich der Axiome der "speziellen" Bewertungen 
des Textes und der Axiome der "klassischen" Bewertungstheorie in der Fassung 
OSTROWSKIS: Die Wertmenge besteht jeweils aus reellen Zahlen, im Text ist stets 
w(o) nicht definiert, w(1) = 0, bei OSTROWSKI dagegen w(o) = 0, w(1) = 1. 1m 
tibrigen lauten die Axiome: 

Text 
1. w(a· b) = w(a) + w(b). 
2. w(a + b) > min (w{a), w(b»). 

3· w(a)=l=o ftir mindestens ein a=l=O. 

1. 
2a. 

2. 

3. 

OSTROWSKI 
w(a· b) = w(a)· w(b). 
w(a + b)::;; w(a) + w(b) 

(allgemeiner Fall). 
w(a + b) < max(w{a), w(b») 
("nichtarchimedischer" Fall). 
w (a) =l= 1 ftir mindestens ein a =l= o. 

Jeder speziellen Bewertung B, des Textes entspricht eindeutig umkehrbar eine 
"nichtarchimedische" Bewertung Bo im Sinne OSTROWSKIS; dabei sind die Werte 
von B, mit denen von Bo durch die Gleichungen w, (a) = -In Wo (a) ; Wo (a) = r W ' (a) 

verkntipft; man kann daher anschaulich die Bewertungen des Textes als "Expo-
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nentenbewertungen", die nichtarchimedischen Bewertungen OSTROWSKIS als 
"Basisbewertungen" bezeichnen. - Die im OSTROWsKlschen Sinne "archimedi
schen" Bewertungen, die nur dem Axiom 2a, nicht aber dem scharferen Axiom 2 
genugen, konnen als Bewertungen durch den absoluten Betrag im Bereich der 
gewohnlichen reellen oder komplexen ZaWen aufgefaBt werden (OSTROWSKI [1J, 
ARTIN [2J). Die Bewertungen durch den absoluten Betrag spielen bei den Unter
suchungen des Tex-tes keine Rolle; unter diesen Umstanden sind aber die Expo
nenten- den Basisbewertungen vorzuziehen, wei! so die "diskreten" Bewertungen 
gleichzeitig als "ganzzahlig" erscheinen und vor allem in den endlichen diskreten 
Hauptordnungen die fur die Teilbarkeitstheorie 'wichtigen Bewertungen unmittelbar 
durch die Exponenten der in den Ringelementen steckenden Primidealpotenzen 
erkHirt werden konnen. 

Sachverzeichnis. 
Die bereits im ersten Teile des Anhangs behandelten Begriffe werden im folgen
den nicht mehr aufgefuhrt; das gleiche gilt fur solehe Definitionen, die nur an 

einer einzelnen Textstelle benutzt werden. 

Basis 8; Modul- 90. 
Bewertung, -sring, Wertgruppe 101 

(speziell, diskret, rational); 109 (all
gemein). 

Bewertungsring, diskreter 87. 

Dimension 38, 43. 
Divisor 137. 
Doppeltprojektiv, -e Dimension, -e 

N ullstelle 76. 

Eingebettet 5. 
Elementartei!er 30; -form 53. 

Fuhrer 90. 

Ganz, - abhangig, - abgeschlossen 15; 
fast - abhangig, vollstandig - ab
geschlossen 102. 

Grad 64 (eines Polynimodeals); 71, 73 
(einer Mannigfaltigkeit). 

Gruppe, endliche 28; E. T.- 29; irredu
zible 27; vollstandig reduzible 28. 

Hauptidealring 29; v- 125. 
Hauptkomponente, Hauptdarstellung 

16. 
Hauptordnung 104 (spezielle, endliche, 

diskrete, rationale); 110 (allgemeine). 
Hilbertsche (charakteristische) Funk

tion 63. 
Hilbertsche Zahlen 32. 

Integritatsbereich, einartiger 24; end
licher 41; primarer 24; - von end
lichem Transzendenzgrad 38. 

Ideal, a- 128; Erweiterungs-, Ver
engungs-, Z uruckleitungs- 18; Grund-
52; H- 45, 59; H 2- 75; irreduzibles 
32; perfektes 45 ; transformiertes 52; 
v- 118; Wert- 129. 

Inverses System 66. 
Isolierte Untergruppe 112. 

Kompositionsreihe (J ordansche, Loewy
sche) 28. 

Kreuzprodukt 83, 97. 

Lange 28, 31; Teil- 35. 
Loewysche Invariante 28, 31; vordere 

- 28, 32, 35. 

Mannigfaltigke_~, irreduzible 5; N ull
stellen- ,. 

Multipl.iKativ abgeschlossen 9. 

~ilpotent 4. 
Norm 30 (E. T.-Gruppen); 53 (Polynom

ringe); 94 (einartige Integritatsbe
reiche). 

Normaldarstellung 105, 111, 129. 
Nullstelle, -nkorper 45. 

Oberklasse 112. 
O-Gruppe, O-Ring, O-Satz 8. 

Perfekte H ulle 88. 
Prim 16; Primelemen t 11. 
Primideal4; absolutes 55; zu a gehoriges 

7· 
Primarideal 4; starkes, schwaches 30; 

Exponellt eines -5 30. 
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Projektiv. -e Dimension. -e Mannig-
£altigkeit. -e Nullstelle 59. 

Quotientenring 18; Gesamt- 19. 

Radikal 6. 
Rang (einer Bewertung) 114. 
Resultantensystem 47. 57 (Polynome); 

58 (homogene' Formen); u-Resul
tante 58. 

Reziproke Quotienten 32. 67. 
Ring. einartiger 22; primarer 22; zer

legbarer 86; primarer zerlegbarer 83; 
Z.P.E.- 107. 

Symbolfunktion 122. 
Symbolische Potenz 37. 

Teller 11; tellerfremd 20. 
Tragheit. -sring 81. 91; -sgruppe. 

-skorper 132. 

Ungemischt 43. 
U-Gruppe. U-Ring. U-Satz 8; abge

schwachter U-Satz 14. 

Verzweigung 82. 91; -sgruppe. -skor
per 132. 

Vielfachheit (Multiplizitiit) 60. 69. 

Zahlfunktion 122. 
Zerlegung. -sring 81. 91; -sgruppe. 

- skorper 131. 

Druck der Spamer A.-G. in Leipzig. 
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