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Vorwort.

Bei der Bearbeitung des vorliegenden Taschenbuches waren fiir Heraus-
geber und Mitarbeiter die folgenden Erwigungen ausschlaggebend:

Mathematik und Mechanik, diese beiden wichtigsten Grundlagen der wissen-
schaftlichen Ingenieurausbildung, sind in eingehender, besonders die Elemente
beriicksichtigenden Form dargestellt. Diese Darstellung entspricht -den Be-
diirfnissen der Praxis, die meist nur eine allerdings griindliche Beherrschung
der Elemente erfordert. Eine Beschrinkung erschien auch deshalb angebracht,
weil bei Losung schwierigerer Aufgaben nicht die knappen Angaben eines
Taschenbuches, sondern gréBere Spezialwerke zu Rate gezogen werden.

Da GewiBheit iiber den Geltungsbereich nur bei solchen Formeln, deren
Entstehung bekannt ist, vorhanden ist, so ist auf Ableitung der Hauptsitze
groBer Wert gelegt. Die zahlreichen Beispiele dienen nicht nur als Ubungs-
stoff, sondern behandeln auch wichtige Fragen aus dem Gebiete des Maschinen-
baus, so die Beschleunigungsverhiltnisse unrunder Scheiben, die Berechnung
mehrfach gelagerter Wellen, die statische Berechnung der Krantriger usf.
Der zunehmenden Bedeutung der rotierenden Kraft- und Arbeitsmaschinen,
die im praktischen Teil im Zusammenhang behandelt sind, wurde durch
die Berechnung umlaufender Scheiben und der kritischen Verhiltnisse rasch-
laufender Wellen Rechnung getragen.

Der praktische Teil wurde ausschlieBlich mit Riicksicht auf die Be-
diirfnisse des Maschineningenieurs bearbeitet. Fiir die Darstellung der
einzelnen Kapitel war die Tatsache maBgebend, daB der Spezialist auf
seinem Fachgebiet Taschenbiicher selten oder nie zu Rate zieht, da ihm hier
eigene Erfahrungswerte und Konstruktionsvorlagen sowie die Fachliteratur
zur Verfiigung stehen, die das Erforderliche in aller Ausfiihrlichkeit enthalten.
Aus diesem Grunde sind die einzelnen Kapitel in der Weise behandelt, daB
sie jedem Maschineningenieur einen raschen Uberblick auch auf ihm ferner-
liegende Fachgebiete erméglichen und ihn mit den wichtigsten Methoden
und Zahlenwerten bekannt machen. So soll das Taschenbuch den engen
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Zweigen des gesamten Ma-
schinenbaus zum Ausdruck bringen und gleichzeitig durch Wiedergabe der
neuesten Bauarten und besonders der Elemente ein Bild des heutigen Standes
der wichtigsten Gebiete der Maschinentechnik geben.

GroBter Wert wurde auf die zeichnerische Darstellung und auf die Be-
tonung des Wesentlichen in den Konstruktionen gelegt.



Iv Vorwort.

Mit Gebiihrenordnungen, Normalien fiir Untersuchungen, polizeilichen und
gesetzlichen Vorschriften usw. (die u. a. vom Verein deutscher Ingenieure be-
zogen werden konnen) ist das Buch nicht belastet worden.

Den Firmen und Ingenieuren, die durch Uberlassung wertvoller Unter-
lagen ihr Interesse an unserem Unternehmen bekundet haben, sei an dieser
Stelle verbindlichst gedankt.

Besonderer Dank gebiihrt der Verlagsbuchhandlung von Julius Springer,
die allen Wiinschen und namentlich den hochgespannten Anforderungen der
Mitarbeiter in bezug auf die Ausfithrung der Figuren ohne Einschrinkung

entsprochen hat.

Berlin, 20. Juni 1914.

Dubbel.
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2 A. a) Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen,
Kreisumfinge und =inhalte.

2 2 /= 8 — 1000 T n?

n »n »n /&L ]/n logn o Tn 1 n
1 1 1 | 1,0000 | 1,0000 | 0,00000 |1000,000 3,042 | 0,7854 | 1
2 4 8 | 1,4142 | 1,2599 ]| 0,30103 | 500,000| 6,283 3,1416]| 2
3 9 27 | 1,7321 | 1,442210,47712| 333,333| 9,425| 7,0686 | 3
4 16 64 | 2,0000 |1,5874|0,60206| 250,000| 12,566 12,5664 | 4
5 25 125 | 2,2361 | 1,7100]0,69897 | 200,000 15,708 | 19,6350 | 5
6 36 216 | 2,4495 | 1,8171]0,77815] 166,667 | 18,850 |28,2743| 6
7 49 343 | 2,6458 1,9129]0,84510| 142,857 21,991 | 38,4845 7
8 64 512 | 2,8284 | 2,0000|0,90309 | 125,000] 25,133 50,2655 | 8
9 81 729 | 3,0000 | 2,0801 | 0,95424 ITLIII| 28,274 163,6173| 9

10| 100 1000 | 3,1623 | 2,1544 | 1,00000 | 100,000 31,416 | 78,5398 | 10
1T 121 1 331 | 3,3166 | 2,2240 | 1,04139 | 90,9091 | 34,558 | 95,0332 | 11
12| 144 1728 | 3,4641 | 2,2894|1,07918 | 83,3333 37,699 | 113,097 | 12
13| 169 2197 | 3,6056 |2,3513]1,11394 | 76,9231 | 40,841 | 132,732 | 13
14| 196 2744 | 3,7417 |2,4101 | 1,14613 71,4286 43,982 | 153,938 | 14
15| 225 3375 | 3,8730 |2,4662|1,17609| 66,6667 | 47,124 | 176,715 | 15
16| 256 4096 | 4,0000 |2,5198 | 1,20412| 62,5000| 50,265 | 201,062 | 16
17| 289 | 4913 | 4,1231 |2,5713[1,23045 | 58,8235| 53,407 | 226,980 | 17
18 324 | 5832 | 4,2426 |2,6207]1,25527 | 55,5556 56,549 | 254,469 | 18

_1g9|_361 6859 | 4,3589 | 2,66841,27875| 52,6316 | 59,690 | 283,529 | 19
20| 400 8000 | 4,4721 | 2,7144 1,30103 | 50,0000 | 62,832 | 314,159 20
21| 441 | 9201 | 4,5826 | 2,7589 | 1,32222 | 47,6190| 65,073 | 346,361 | 21
22| 484 | 10648 | 4,6904 |2,8020|1,34242 | 45,4545 69,115 | 380,133 | 22
23| 529 | 12167 | 4,7958 |2,8439] 1,36173 | 43,4783 72,257 | 415,476 | 23
24| 576 | 13824 | 4,8990 |2,8845]1,38021 | 41,6667| 75,398 | 452,389 | 24
25| 625 | 15625 | 50000 |2,9240|1,39794| 40,0000 | 78,540 | 490,874 | 25
26| 676 17 576 | 5,0990 | 2,0625] 1,41497 | 38,4615] 81,681 | 530,929 | 26
27| 729 | 19683 [ 51962 | 3,0000]1,43136 | 37,0370 84,823 | 572,555 | 27
28| 784 | 21952 | 52915 | 3,0366]1,44716 | 35,7143 | 87,965 | 615,752 | 28

29| 841 24 389 | 5,3852 | 3,0723] 1,46240| 34,4828 | 91,106 | 660,520 | 29

80| 900 | 27000 | 54772 |3,1072]|1,47712| 33,3333 | 94,248 | 706,858 | 30
31| 961 | 29791 | 55678 | 3,1414 | 1,49136 | 32,2581 | 97,389 | 754,768 | 31
32(1024 | 32768 | 5,6569 | 3,1748] 1,50515| 31,2500 |100,531 | 804,248 | 32
331089 | 35937 | 5,7446-!3,2075] 1,51851 | 30,3030 103,673 | 855,299 | 33
34| 1156 | 39304 | 58310 | 3,2396] 1,53148 | 29,4118]106,814 | 907,920 | 34
35| 1225 | 42875 | 59161 |3,27111,54407 | 28,5714 109,956 | 962,113 | 35

361296 | 46656 | 6,0000 | 3,3019 | 1,55630 | 27,7778 |113,097 | 1017,88 | 36

3711369 | 50653 | 6,0828 | 3,3322|1,56820| 27,0270}116,239 | 1075,21 | 37

38|1444 | 54872 | 6,1644 |3,3620]1,57978 | 26,3158]119,381 | 1134,11 | 38

39| 1521 | 59319 | 6,2450 | 3,39121,59106 | 25,6410 122,522 | 1194,59 | 39

40|16 oo 64 000 | 6,3246 | 3,4200 | 1,60206 | 25,0000 125,66 | 1256,64 4_0

41| 16 81 68 921 | 6,4031 | 3,4482 ] 1,61278 | 24,3902 | 128,81 | 1320,25 | 41

421764 | 74088 | 6,4807 | 3,4760]1,62325| 23,8095 131,95 | 1385,44 | 42

4311849 | 79507 | 6,5574 | 3,5034 | 1,63347 | 23,2558 135,09 | 1452,20 | 43

441936 | 85184 | 6,6332 | 3,5303]1,64345 | 22,7273| 138,23 | 1520,53 | 44

45|2025 | 91125 | 6,7082 | 3,5569 | 1,65321 | 22,2222| 141,37 | 1590,43 | 45

462116 | 97336 | 6,7823 | 3,5830|1,66276 | 21,7391 | 144,51 | 1661,90 | 46

472209 | 103823 | 6,8557 | 3,6088|1,67210| 21,2766| 147,65 | 1734,94 | 47

4812304 | 110592 | 6,9282 | 3,6342] 1,68124 | 20,8333] 150,80 | 1809,56 | 48

49 | 2401 | 117649 | 7,0000 | 3,6593 | 1,69020 | 20,4082 | 153,94 | 1885,74 | 49

50 | 25 00 | 125000 | 7,0711 | 3,6840 | 1,69897 | 20,0000| 157,08 1963,50 | 50




Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen usw. 3
1T /=1 71 1000 T T a2

n n? n# ]/n Vn log n }%09 Tn ”‘Zl n
50| 2500/ 125000 7,0711 |3,6840]1,69897 | 20,0000} 157,08 | 1963,50 }\5(7)
51| 2601| 132651| 7,1414 | 3,7084 | 1,70757 | 19,6078 | 160,22 | 2042,82 | 51
52| 2704| 140 608| 7,2111|3,7325]| 1,71600 | 19,2308 | 163,36 | 2123,72{ 52
53| 2809]| 148 877] 7,2801 | 3,7563 | 1,72428 | 18,8679 ] 166,50 | 2206,18| 53
54| 29 16| 157464| 7,3485|3,7798]1,73239 | 18,5185 | 169,65 | 2290,22 | 54
55| 3025| 166 375] 7,4162 | 3,803011,74036 | 18,1818} 172,79 | 2375,83 | 55
56| 3136| 175616] 7,4833|3,8259|1,74819 | 17,8571 § 175,93 | 2463,01 | 56
57| 3249| 185193| 7,5498]3,8485]1,75587 | 17,5439 | 179,07 | 2551,76 | 57
58| 3364 195112 7,0158( 3,8709]1,76343 17,2414 182,21 | 2642,08 | 58
59| 3481 205379| 7,6811 |3,8930]1,77085 | 16,9492 | 185,35 | 2733,97 | 59
60| 3600| 216000 17,7460 | 3,0149|1,77815 | 16,6667 | 188,50 | 2827,43| 60
61| 3721 226981 7,8102]3,9365]1,78533| 16,3934 | 191,64 | 2922,47 | 61
62| 3844| 238 328] 7,8740]3,9579]1,79239 | 16,1290 | 194,78 | 3019,07 | 62
63| 3969/ 250047 7,9373|3,9791 | 1,79934 | 15,8730 197,92 | 3117,25 | 63
64| 4096| 262 144] 8,0000 | 4,0000 | 1,80618 | 15,6250| 201,06 | 3216,09| 64
65 4225/ 274625 8,0623 | 4,0207] 1,81291 | 15,3846 | 204,20 | 3318,31 | 65
66| 4356 287496] 8,1240| 4,0412|1,81954 | 15,1515} 207,35 | 3421,19 | 66
67| 44 89| 300763| 8,18544,06015]1,82607 | 14,9254 | 210,49 | 3525,65| 67
681 46 24| 314 432] 8,2462 14,0817 1,83251 | 14,7059 | 213,63 | 3631,68 ] 68
69| 4761 328 509] 8,3066 | 4,1016|1,83885 | 14,4928 | 216,77 | 3739,28 | 69
70| 49 00| 343000] 8,3666 | 4,1213]}1,84510 | 14,2857 | 219,91 | 3848,45| 70
71| 5041| 357911) 8,4261 |4,1408|1,85126 | 14,0845] 223,05 | 3959,19| 7I
72| 5184| 373248| 8,48534,1602]1,85733| 13,8889 226,19 | 4071,50| 72
73| 5329| 389017 8,5440)4,1793)1,86332 13,6986 229,34 | 4185,39| 73
74| 5476| 405224] 8,6023 24,1983 1,86923| 13,5135 232,48 | 4300,84 | .74
75| 5625 421875 8,6603|4,2172|1,87506 13,3333 | 235,62 |4417,86( 75
76| 5776 438976] 8,7178|4,2358| 1,88081 | 13,1579 | 238,76 [ 4536,46 | 76
77| 5929| 456533| 8,7750]4,2543 | 1,88649 | 12,9870} 241,90 |4656,63| 77
78| 6084| 474552 8,8318|4,27271,89209 | 12,8205 | 245,04 | 4778,36| 78
79 62 41| 493039] 8,8882|4,2908 1,89763 12,6582 | 248,19 | 4901,67 79
80| 6400| 512000| 8,9443|4,3089 | 1,90309 | 12,5000 251,33 | 5026,55 | 80
81| 6561 531441 9,0000|4,3267[1,00849 (12,3457 | 254,47 [ 5153,00 8I
82| 6724| 551 368| 9,0554|4,3445|1,91381 | 12,1951} 257,61 | 5281,02 | 82
83| 6889| s571787| 9,1104 | 4,3621]1,01908 | 12,0482 260,75 | 5410,61} 83
84| 7056 592704{ 9,16524,3795 | 1,92428 | 11,9048 | 263,89 | 5541,77 | 84
85| 7225 614125 09,2195 |4,3968 | 1,92042 | 11,7647 | 267,04 | 5674,50 | 85
86| 7396] 636056] 9,2736|4,4140] 1,93450 [ 11,6279 270,18 | 5808,80 | 86
87| 7569| 658 503| 9,3274 | 4,4310] 1,93952 | 11,4943 | 273,32 | 5944,68 | 87
88| 77 44| 681472| 9,3808|4,4480 ] 1,04448 | 11,3636} 276,46 | 6082,12 | 88
89| 7921| 704969| 9,4340 | 4,4647 | 1,94939 | 11,2360 | 279,60 | 6221,14 | 89
90| 8100 729000 09,4868 | 4,4814 | 1,95424 | 11,1111} 282,74 | 6361,73 90
o1| 8281 753571| 9,5394 | 4,4979 | 1,95904 | 10,9890 | 285,88 | 6503,88 | 91
92| 84 64| 778688| 09,5017 | 4,5144 | 1,96379 | 10,8696 | 289,03 | 6647,61 | 92
93| 8649 804 357] 9,6437|4,5307 | 1,96848 | 10,7527 | 292,17 | 6792,01 | 93
94| 8836| 830584 09,6954 |4,5468|1,97313 | 10,6383 295,31 | 6939,78 | 94
95| 9025 857375 09,7468 |4,5629[1,97772 | 10,5263 | 298,45 | 7088,22 | 95
96| 92 16| 834 736] 9,7980 |4,5789 ) 1,98227 | 10,4167} 301,59 | 7238,23 | 96
97| 9409| 912673| 9,8489 |4,5947 | 1,98677 | 10,3093 | 304,73 | 7389,81 | 97
98 9604/ 941192 9,8995 |4,6104 | 1,99123 | 10,2041 | 307,88 | 7542,96 | 98
99| 9801 970299| 09,9499 | 4,6261 | 1,99564 | 10,1010 311,02 | 7697,69 | 99
100 |1 00 00| 1 000 000] 10,0000 | 4,6416 | 2,00000 | 10,0000 | 314,16 | 7853,98 | 100

1%
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Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logaritimen usw. 5

1000 T n?

;
ol Yo
n n? n? Vn | ]/n log n — 1

150 | 22500 | 3375000 | 12,2474 | 5,3133 | 2,17609 | 6,66667 | 471,24 | 17671,5 | 160
151 | 22801 | 3442951 | 12,2882 | 5,3251 | 2,17898 | 6,62252 | 474,38 | 17907,9 | 151
152 | 23104 | 3511808 | 12,3288 | 5,3368 | 2,18184 | 6,57895] 477,52 | 18145,8 | 152
15323409 | 3581577 | 12,3693 | 5,3485 | 2,18469 | 6,53595 | 480,66 | 18385,4 | 153
154 | 23716 | 3652264 | 12,4097 | 5,3601 | 2,18752 | 6,49351 | 483,81 | 18626,5 | 154
155} 24025 | 3723875 12,4499 | 5,3717 | 2,19033 | 6,45161 | 486,95 | 18869,2 | 155
156 | 24336 | 3796416 | 12,4900 | 5,3832 | 2,19312 | 6,41026 [ 490,09 | 19113,4 [ 156
157 | 24649 | 3869893 | 12,5300 | 5,3947 | 2,19590 | 6,36943| 493,23 | 19359,3 | 157
158 | 24964 | 3944312} 12,5698 | 5,4061 | 2,19866 | 6,32911 | 496,37 | 19606,7 | 158
159 | 25281 | 4019679 | 12,6095 | 5,4175 | 2,20140 | 6,28031 | 499,51 | 19855,7 | 159
160 | 25600 | 4096000 | 12,6491 | 5,4288 | 2,20412 6,25000| 502,65 | 20106,2 | 160
161 | 25921 | 4173281 | 12,6886 | 5,4401 | 2,20683 | 6,21118 | 505,80 | 20358,3 | 161
162 | 26244 | 4251528 | 12,7279 | 5,4514 | 2,20952 | 6,17284 | 508,94 | 20612,0 | 162
163 | 26569 | 4330747 | 12,7671 | 5,4626 | 2,21219 | 6,13497| 512,08 | 20867,2 | 163
164 | 26896 | 4410944 | 12,8062 | 5,4737 | 2,21484 | 6,09756 | 515,22 | 21124,1 | 164
165 | 27225 | 4492125 | 12,8452 | 5,4848 | 2,21748 | 6,06061 | 518,36 | 21382,5 | 165
166 | 27556 [ 4574296 | 12,8841 | 5,4959 | 2,22011 | 6,02410| 521,50 | 21642,4 | 166
167 | 27889 | 4657463 | 12,9228 | 5,5069 | 2,22272 | 5,98802 | 524,65 | 21904,0 | 167
168 | 28224 | 4741632 | 12,9615 | 5,5178 | 2,22531 | 5,95238 | 527,79 | 22167,1 | 168
169 | 28561 | 4826809 | 13,0000 ‘5L5288 2,22789 | 5,91716 | 530,93 | 22431,8 | 169
170 | 28900 | 4913000 ] 13,0384 | 5,5397 | 2,23045 | 5,88235| 534,07 | 22698,0 | 170
171 | 29241 | 5000211 | 13,0767 | 5,5505 | 2,23300 | 5,84795 | 537,21 | 22965,8 | 171
172 | 29584 | 5088448 [ 13,1149 | 5,5613 | 2,23553 | 5,81395 | 540,35 | 23235,2 | 172
17329929 | 5177717 | 13,1529 | 5,5721 | 2,23805 | 5,78035| 543,50 | 23506,2 | 173
174 | 30276 | 5268024 | 13,1909 | 5,5828 | 2,24055 | 5,74713 | 546,64 | 23778,7 | 174
175] 30625 ) 5359375 13,2288 | 5,5034 | 2,24304 | 5,71429 | 549,78 | 24052,8 | 175
176 | 30976 | 5451776 | 13,2665 | 5,6041 | 2,24 551 | 5,68182 | 552,92 | 24328,5 | 176
177 | 31329 | 5545233 | 13,3041 | 5,6147 | 2,24797 | 5,64972 | 556,06 | 24605,7 | 177
178 [ 31684 | 5639752 13,3417 | 5,6252 | 2,25042 | 5,61798 | 559,20 | 24884,6 | 178
179 | 32041 | 5735339 13,3791 | 5,6357 | 2,25285 | 5,58659 | 562,35 | 25164,9 | 179
180 | 32400 | 5832000 | 13,4164 | 5,6462 | 2,25527 | 5,55556 | 565,49 | 25446,9 | 180
181 | 32761 | 5929741 13,4536 | 5,6567 | 2,25768 | 5,52486 | 568,63 | 25730,4 | 181
182 | 33124 | 6028568 13,4907 | 5,6671 | 2,26007 | 5,49451} 571,77 | 26015,5 | 182
183 | 33489 | 6128487 | 13,5277 | 5,6774 | 2,26245 | 5,46448 | 574,91 | 26302,2 , 183
184 | 33856 | 6229504 | 13,5647 | 5,6877 | 2,26482 | 5,43478 | 578,05|26590,4 | 184
185 [ 3422516331625 | 13,6015 | 5,6980 | 2,26717 | 5,40541 | 581,19 | 26880,3 | 185
186 | 34596 | 6434856 | 13,6382 | 5,7083 | 2,26951 | 5,37634 | 584,34 | 27171,6 | 186
187 |1 34969 | 6539203 | 13,6748 | 5,7185 | 2,27184 | 5,34759 | 587,48 | 27464,6 | 187
18835344 | 6644672 | 13,7113 | 5,7287 | 2,27416 | 5,31915| 590,62 | 27750,1 | 188
189 | 35721 | 6751269 | 13,7477 | 5,7388 | 2,27646 | 5,29101 | 593,76 | 28055,2 | 189
190 | 36100 | 6859000 | 13,7840 | 5,7489 | 2,27875 | 5,26316 | 596,90 | 28352,9 | 190
191 | 36481 | 6967871 | 13,8203 | 5,7590] 2,28103 | 5,23560 | 600,04 | 28652,1 | 191
192 | 36864 | 7077888 13,8564 | 5,7690 | 2,28330 | 5,20833 ] 603,19 | 28952,9 | 192
193 | 37249 | 7189057 | 13,8924 | 5,7790 | 2,28556 | 5,18135 | 606,33 | 29255,3 | 193
194 | 37636 | 7301384 13,9284 | 5,7890 | 2,28780 | 5,15464 | 609,47 | 29559,2 | 194
195 | 38025 | 7414875 | 13,9642 | 5,7989 | 2,29003 | 5,12821 | 612,61 | 29864,8 | 195
196 | 38416 | 7529536 | 14,0000 | 5,8088 | 2,29226 | 5,10204 | 615,75 | 30171,9 | 196
197 | 38809 | 7645373 | 14,0357 | 5,8186 | 2,29447 | 5,07614] 618,89 | 30480,5 | 197
198 | 39204 | 7762392 | 14,0712 | 5,8285 | 2,29667 | 5,05051 | 622,04 | 30790,7 | 198
199 | 39601 | 7880599 | 14,1067 | 5,8383 | 2,29885 | 5,02513 | 625,18 | 31102,6 | 199
200 | 40000 | 8000000 | 14,1421 | 5,8480 | 2,30103 | 5,00000 | 628,32 | 31415,9 | 200
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8 Mathematik.

= — —— e
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300 | 90000|27000000] 17,3205 | 6,6943 | 2,47712 | 3,33333 | 942,48 | 70685,8 | 300
301 | 9060127270901} 17,3494 | 6,7018 1 2,47857 | 3,32226 | 945,62 | 71157,9 | 301
302 | 9120427543608} 17,3781 | 6,7092 | 2,48001 | 3,31126 | 948,76 | 71631,5 | 302
303 | 91809|27818127| 17,4069 | 6,7166 | 2,48144 | 3,30033| 951,90 | 72106,6 | 303

304 | 92416|28094464| 17,4356 | 6,7240 | 2,48287 | 3,28947 | 955,04 | 72583,4 | 304
305 | 9302528372625 17,4642 | 6,7313 | 2,48430 | 3,27869 | 958,19 | 73061,7 | 305
306 | 93636|28652616] 17,4929 | 6,7387 | 2,48572 | 3,26797 | 961,33 | 73541,5 | 306
307 | 9424928934443 17,5214 | 6,7460 | 2,48714 | 3,25733 | 964,47 | 74023,0 | 307
308 | 94864|29218112 17,5499 | 6,7533 | 248855 | 3,24675 | 967,61 | 74506,0 | 308
309 | 95481(29503629| 17,5784 | 6,7606 | 2,48996 | 3,23625 | 979,75 | 74990,6 | 309
810 | 96100{29791000| 17,6068 | 6,7679 | 2,49136 | 3,22581 | 973,89 | 75476,8 | 310

311 | 96721{30080231| 17,6352 | 6,7752 | 2,49276 | 3,21543 | 977,04 | 75964,5 | 311
312 97344(30371328| 17,6635 | 6,7824 | 2,49415 | 3,20513 | 930,18 | 76453,8 | 312
313 | 97969|30664297] 17,6918 | 6,7897 | 2,49554 | 3,19489 | 983,32 | 76944,7 | 313
314 | 98596|30959144] 17,7200 | 6,7969 | 2,49693 | 3,18471 | 986,46 | 77437,1 | 314
315 | 99225(31255875] 17,7482 | 6,8041 ] 2,49831 | 3,17460 [ 989,60 | 77931,1 | 315
316 | 99856|31554496| 17,7764 | 6,8113 | 2,49969 | 3,16456 | 992,74 | 78426,7 | 316
317 |100489|31855013| 17,8045 | 6,8185 | 2,50106 | 3,15457 | 995,88 | 78923,9 | 317
318 |101124(32157432| 17,8326 | 6,8256 | 2,50243 | 3,14465| 999,03 | 79422,6 | 318
319 1101761|32461759 17,8606 6,8328 ] 2,50379 | 3,13480} 1002,2 | 79922,9 | 319
320 |10240032768000] 17,8885 | 6,8399 | 2,50515 | 3,712500| 1005,3 | 80424,8 | 320
321 |103041|33076161| 17,9165 | 6,8470 | 2,50651 | 3,11526 | 1008,5 | 80928,2 | 321
322 |103684/33386248] 17,9444 | 6,8541 | 2,50786 | 3,10559 | 1011,6 | 81433,2 | 322
323 |104329|33698267 17,9722 | 6,8612 | 2,50920 | 3,09598 ] 1014,7 | 81939,8 | 323
324 |104976|34012224] 18,0000 | 6,8683 | 2,51055 | 3,08642 | 1017,9 | 82448,0| 324
325 |105625/34328125] 18,0278 | 6,8753 ] 2,51188 | 3,07692 | 1021,0 | 82957,7 | 325
326 |106276|34645976] 18,0555 | 6,8824 | 2,51322 | 3,06748 | 1024,2 | 83469,0 | 326
327 |10692934965783| 18,0831 | 6,8894 | 2,51455 | 3,05810| 1027,3 | 83981,8 | 327
328 |107584/35287552) 18,1108 | 6,8964 | 2,51587 | 3,04878 | 1030,4 | 84496,3 | 328
329 |108241|35611289 ;8,71384 6,9034 | 2,51720 | 3,03951 1033,6 85012,3> 329

830 [108900|35937000| 18,1659 | 6,9104 | 2,51851 | 3,03030{ 1036,7 | 85529,0 | 330
331 {109561|36264691} 18,1934 | 6,9174 | 2,51983 | 3,02115 | 1039,9 | 86049,0 331
332 [110224|36594368] 18,2209 | 6,9244 | 2,52114 | 3,01205| 1043,0 | 86569,7 | 332
333 (110889(36926037) 18,2483 | 6,0313 | 2,52244 | 3,00300 | 1046,2 | 87002,0 | 333
334 |111556(37259704] 18,2757 | 6,0382 | 2,52375 | 2,99401 | 1045,3 | 87615,9 | 334
335 |112225|37595375) 18,3030 | 6,9451 | 2,52504 | 2,98507 | 1052,4 | 88141,3 | 335
336 |112896/37933056] 18,3303 | 6,9521 | 2,52634 | 2,97619 | 1055,6 | 88668,3 | 336
337 |113569|38272753) 18,3576 | 6,9589 | 2,52763 | 2,96736 | 1058,7 | 89196,9 | 337
338 |114244|38614472| 18,3848 | 6,0658 | 2,52892 | 2,95858 | 1061,9 | 89727,0 | 338
339 |114921/3895821¢) 18,4120 6,9727 | 2,53020 | 2,94985 | 1065,0 | 90258,7 | 339
340 {115600|39304000] 18,4391 | 6,9795 | 2,53748 | 2,04118 | 1068,1 | 90792,0 | 340
341 |116281|39651821] 18,4662 | 6,0864 | 2,53275 | 2,03255] 1071,3|91326,9 | 341
342 [116964/40001688) 18,4932 | 6,9932 | 2,53403 | 2,92398 | 1074,4 | 91863,3 | 342
343 |117649|40353607| 18,5203 | 7,0000 | 2,53529 | 2,91545 | 1077,6 | 92401,3 | 343
344 |118336(40707584f 18,5472 | 7,0068 | 2,53656 | 2,00698 | 1080,7 | 92940,9 | 344
345 |119025141063625} 18,5742 | 7,0136 | 2,53732 | 2,89855 | 1033,8]93482,0 | 345
346 |119716(41421736] 18,6011 | 7,0203 | 2,53908 | 2,89017 | 1087,094024,7 | 346
347 |120409/41781923] 18,6279 | 7,0271 | 2,54033 | 2,88184 | 1090,1 | 94569,0 | 347
348 |121104/42144192) 18,6548 | 7,0338 | 2,54158 | 2,87350 | 1093,3 | 95114,9 | 348
349 |121801142508549] 18,6815 | 7,0406 | 2,54283 | 2,86533 | 1096,4 | 95662,3 | 349
850 [122500[42875000] 18,7083 | 7,0473 | 2,54407 | 2,85714 ] 1099,6 | 96211,3 | 350




Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen uswe.

n n?

nf{

Y

Vo

log n

1000
n

7 n?
4

350 |122500

42875000

18,7083

7,0473

2,54407

2,85714

1099,6

96211,3

350

351 |123201
352 123904
353 |124609
354 [125316

355 1126025
356 1126736

357127449
358 |128164
359 |128881

43243551
43614208

43986977
44361864
44738875
45118016
45499293
45882712
46268279

18,7350
18,7617
18,7883
18,8149
18,8414
18,8680
18,8944
18,9209
18,9473

7,0540
7,0607
7,0674
7,0740
7,0807
7,0873
7,0940
7,1006
7,1072

2,54531
2,54654
2,54777
2,54900
2,55023
2,55145
2,55267
2,55388
2,55509

860 | 129600

46656000

18,9737

7,1138

2,55630

2,84900
2,84091
2,83286
2,82486
2,81690
2,80899
2,80112
2,79330
2,78552

1102,7
1105,8
1109,0
1112,
1115,3
1118,4
1121,5

1124,7
1127,8

96761,8
97314,0
97867,7
98423,0
98979,8
99538,2
100098
100660
101223

2,77778

1131,0

101788

361 |130321
362 (151044
363 (131769
3641132496
365133225
366133956
367 |134689
368 1135424
369 (136161

370 |1 36960

47045881
47437928
47832147
48228544
48627125
49027896
49430863
49836032
50243409

19,0000
19,0263
19,0526
19,0788
19,1050
19,1311
19,1572
19,1833
19,2094

7,1204
771269
7,1335
7,1400
7,1466
7,1596
7,1661
7,1726

2,55751
2,55871
2,55991
2,56110
2,56229
2,56348
2,56467
2,56585
2,56703

2,77008
2,76243
2,75482
2,74725
2,73973
2,73224
2,72480
2,71739
2,71003

1134,1
1137,3
1140,4
1143,5
1146,7
1 14918
1153,0
1156,1
1159,2

102354
102922
103491
104062
104635
105209
105785
106362
106941

50653000

19,2354

7,1791

2,56820

2,70270

1162,4

107521

3711137641
372 (138384
373139129
374 139876
375 |140625
376 |141376
377 |142129
378 [142884
379 |143641

51004811
51478848
51895117
52313624
52734375
53157376
53582633
54010152
54439939

19,2614
19,2873
19,3132
19,3391
19,3649
19,3907
19,4165
10,4422
19,4679

7,1855
7,1920
7,1984
772048
7,2112
7,2177
7,2240
75,2304
7,2368

2,56937
2,57054
2,57171
2,57287
2,57403
2,57519
2,57634
2,57749
2,57864

2169542
2,68817
2,68097
2,67380
2,66667
2,65957
2,65252
2,64550
2,63852

1165,5
1168,7
1171,8
1175,0
1178,1
1181,2
1184,4
1187,5
1190,7

108103
108687
109272
109858
110447
111036
111628
112221
112815

351
352
353
354
355
356
357
358

359

361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
371
378
379

880 144400
381 |145161
382145924
383146689
384 (147456
3851148225
386 |148996
387 1149769
388 |150544
389 (151321

54872000

19,4936

752432

2,57978

2,63158

1193,8

113411

55306341
55742968
56181887
56623104
57066625
57512456
57960603
58411072
58863869

19,5192
19,5448
19,5704
19,5959
19,6214
19,6469
19,6723
19,6977
19,7231

7,2495
7,2558
7,2622
7,2685
7,2748
7,2811
7,2874
7,2936
7,2999

2,58092
2,58206
2,58320
2,58433
2,58546
2,58659
2,58771
2,58883
2,58995

2,62467
2,61780
2,61097
2,60417
2,59740
2,59067
2,58398
2,57732
2,57069

1196,9
1200,1
1203,2
1206,4
1209,5
1212,7
1215,8
1218,9
1222,1

114009
114608
115209
115812
116416
117021
117628
118237
118847

381
382
383
384
385
386
387
388
389

890 |152100

59319000|

19,7484

17,3061

2,59106

2,56410

1225,2

119459

391 | 152881
392 /153664
393 (154449
394 155236
395 (156025
396 (156816
397 |157609
398158404
399 159201
400 | 160000

59776471
60236288
60698457
61162984
61629875
620991 36,
62570773
63044792
63521199

19,7737
19,7990
19,8242
19,8494
19,8746
19,3997
19,9249
19,9499
19,9750

73124
7,3186
7,3248
7,3310
73372
7,3434
7,3496
7,3558
7,3619

2,59218
2,59329
2,59439
2,59550
2,59660
2,59770
2,59879
2,59988
2,60097

2,55754
2,55102
2,54453
2,53807
2,53165
2,52525
2,51889
2,51256
2,50627

1228,4
1231,5
1234,6
1237,8
1240,9
1244,1
1247,2
1250,4
1253,5

120072
120687
121304
121922
122542
123163
123786
124410
125036

64000000

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
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123
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log n

1000
n

7 n?
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n

400
401
402
403
404
405
406
407
408
499
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419

160000

64000000

160801
161604
162409
163216
164025
164836
165649
166464
167281

64481201
64964808
65450827
65939264
66430125
66923416
67419143
67917312
68417929

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

20,0250
20,0499
20,0749
20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

7:3742
7,3803
7,3864
71,3925
73986
7,4047
7,4108
7,4169
7)4229

168100

68921000

20,2485

7,4290

2,60314
2,60423
2,60531
2,60638
2,60746
2,60853

2,60959
2,61066

7;,61172

2,61278

2,49377
2,48756
2,48139
2,47525
2,46914
2146305
2,45700
2,45098
2,44499

2,43902

1259,8
1262,9
1266,1
1269,2
1272,3
1275,5
1278,6
1281,8
1284,9

126293
126923
127556
128190
128825
120462
130100
130741
131382

1288,1

132025

168921
169744
170569
171396
172225
173056
173889
174724
175561

69426531
69934528
70444997
70957944
71473375
71991296
72511713
73034632
73560059

20,2731
20,2978
20,3224
20,3470
20,3715
20,3961
20,4206
20,4450
20,4695

74350
7,4410
7,4470
7,4530
7,4590
7,4650
7,4710
7,4770
7,4829

2,61384
2,61490
2,61595
2,61700
2,61805
2,61909
2,62014
2,62118
2,62221

2,43309
2,42718
2,42131
2,41546
2,40964
2,40385
2,39808
2,39234
2,38663

1291,2
1294,3
1297,5
1300,6
1303,8
1306,9
1310,0
1313,2
1316,3

132670
133317
133965
134614
135265
135918
136572
137228
137885

400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419

120
421 |
422
423
424
425
426
427
428
429
430

176400

74088000

20,4939

7,4889

2ﬁ2325

2,38095

1319,5

138544

420

177241
178084
178929
179776
180625
181476
182329
183184
184041

74618461
75151448
75686967
76225024
76765625
77308776
77854483
78402752
78953589

20,5183
20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640
20,6882
20,7123

7,4948
7,5007
7,5067
7,5126
7,5185
7,5244
75302
75361
7,5420

2,62428
2,62531
2,62634
2,62737
2,62839
2,62941
2,63043
2,63144
2,63246

2,37530
2,36967
2,36407
2,35849
2,35294
2,34742
2,34192
2,33645
2,33100

1322,6
1325,8
1328,9
1332,0
1335,2
1338,3
1341,5
1344,6
1347,7

139205
139867
140531
141196
141863
142531
143201
143872
144545

421
422
423
424
425
426
427
428
429

184900

79507000

20,7364

75478

2,63347 |

2,32558

13599

145220

430

431
432
433
434
435
436
437
438
439

185761
186624
187489
188356
189225
190096
190969
191844
192721

80062991
80621568
81182737
81746504
82312875
82881856
83453453
84027672
84604519

20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045
20,9284
2019523

75537
755595
7,5654
75712
75770
7,5828
7,5886

75944
7,6001

2,63448
2,63548
2,63649
2,63749
2,63849
2,63949
2,64048
2,64147
2,64246

2,32019
2,31481
2,30947
2,30415
2,29885
2,29358
2,28833
2,28311
2527799

1354,0
1357,2
1360,3
1363,5
1366,6
1369,7
1372,9
1376,0
1379’2

145896
146574
147254
147934
148617
149301
149987
150674
151363

440

193600

85184000

20,9762

7,6059

2,64345

2,27273

1382,3

152053

431
432
433
434
435
436
437
438
439
440

441
442
443
444
445
446
447
4438
449

194481
195364
196249
197136
198025
198916
199809
200704
201601

85766121
86350888
86938307
87528384
88121125
88716536
89314623
89915392
90518849

21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
21,1187
21,1424
21,1660
21,1896

77,6117
7,6174
7,6232
7,6289
7,6346
7,6403
7,6460
7,6517
7,6574

2,64444
2,64542
2,64640
2,64738
2,64836
2,64933
2,65031
2,65128
2,65225

2,26757
2,26244
2,25734
2,25225
2,24719
2,24215
2,23714
2,23214
2,22717

1385,4
1388,6
1391,7
1394,9
1398,0
1401,2
1404,3
1407,4
1410,6

152745
153439
154134
154830
155528
156228
156930
157633
158337

441
442
443
444
445
446
447
448
449

202500

91125000

21,2132

7,6631

2,65321

2,22222

1413,7

159043

450




Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen asw. 11
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450 202500, 91125003) 21,2132 7,6631 | 2,65321 | 2,22222 | 1413,7 | 159043 | 450
451 |203401| 91733851) 21,2368 | 7,6688 | 2,65418 | 2,21729 | 1416,9 | 159751 | 451
452 |204304| 92345408| 21,2603 | 7,6744 | 2,65514 | 2,21239 | 1420,0 | 160460 | 452
453 |205209| 92959677] 21,2838 | 7,6801 | 2,65610 | 2,20751 | 1423,1 | 161171 453
454 |206116| 93576664 21,3073 | 7,6857 | 2,65706 | 2,20264 | 1426,3 | 161883 | 454
455|207025| 94196375] 21,3307 | 7,6914 | 2,65801 | 2,19780 | 1429,4 | 162597 | 455
456 1207936 94818816] 21,3542 | 7,6970 | 2,65896 | 2,19298 | 1432,6 | 163313 | 456
457 |208849] 95443993| 21,3776 | 7,7026 | 2,65992 | 2,18818 | 1435,7 | 164030 | 457
458 |209764| 96071912} 21,4009 | 7,7082 | 2,66087 | 2,18341 | 1438,8 | 164748 | 458
459 {210681| 96702579| 21,4243 | 7,7138 ] 2,66181 | 2,17865 | 1442,0 | 165468 | 459
gl_;{) 211600| 97336000} 21,4476 | 7,7194 | 2,66276 | 2,17391 1445,1 166190 | 460
461 |212521| 97972181| 21,4709 | 7,7250]2,66370 | 2,16020 | 1448,3 | 166914 | 461
462 |213444| 98611128| 21,4942 | 7,7306 | 2,66464 | 2,16450 | 1451,4 | 167639 | 462
463 1214369| 99252847| 21,5174 | 7,7362 | 2,66558 | 2,15983 | 1454,6 | 168365 | 463
464 |215296| 99897344] 21,5407 | 7,7418 ] 2,66652 | 2,15517 | 1457,7 | 169093 | 464
465 216225100544625] 21,5639 | 7,7473 | 2,66745 | 2,15054 { 1460,8 | 169823 | 465
466 |217156|101194696) 21,5870 | 7,7529 | 2,66839 | 2,14592 | 1464,0 | 170554 | 466
467 1218089|101847563] 21,6102 | 7,7584 | 2,66932 | 2,14133 | 1467,1 | 171287 | 467
468 |219024|102503232| 21,6333 | 7,7639 | 2,67025 | 2,13675 | 1470,3 | 172021 | 468
469 |219961|103161709] 21,6564 | 7,7695 | 2,67117 | 2,13220 | 1473,4 | 172757 469
470 |220900|103823000] 21,6795 | 7,7750 | 2,67210 | 2,12766 | 1476,5 | 173494 | 470
471 |221841|104487111) 21,7025 | 7,7805 | 2,67302 | 2,12314 | 1479,7 | 174234 | 471
472 |222784|105154048| 21,7256 | 7,7860 | 2,67394 | 2,11864 | 1482,8 | 174974 | 472
473 |223729|105823817] 21,7486 | 7,7915 | 2,67486 | 2,11416 | 1486,0 | 175716 | 473
474 |224676|106496424] 21,7715 | 7,7970] 2,67578 | 2,10970 | 1489,1 | 176460 | 474
475 |225625|107171875) 21,7945 | 7,8025 | 2,67669 | 2,10526 | 1492,3 | 177205 | 475
476 |226576|107850176) 21,8174 | 7,8079 | 2,67761 | 2,10084 | 1495,4 | 177952 | 476
477 |227529|108531333| 21,8403 | 7,8134 | 2,67852 | 2,09644 | 1498,5 | 178701 | 477
478 |228484/109215352] 21,8632 | 7,8188 } 2,67943 | 2,09205 | 1501,7 | 179451 | 478
479 |229441|109902239} 21,8861 | 7,8243 | 2,68034 | 2,08768 | 1504,8 | 180203 | 479

480 | 230400|110592000] 21,9089 | 7,8297 | 2,68124 | 2,08333 | 1508,0 | 180956 | 480
481 |2313611111284641| 21,9317 | 7,8352 | 2,68215 2,07900 | 1511,1 | 181711 | 481
482 |232324|111980168| 21,9545 | 7,8406 | 2,68305 | 2,07469 | 1514,2 | 182467 | 482
483 |233289|112678587] 21,9773 | 7,8460 2,68395 | 2,07039 | 1517,4 | 183225 | 483
484 1234256|113379904] 22,0000 | 7,8514 | 2,68485 | 2,06612 | 1520,5 | 183984 | 484
485 |235225{114084125| 22,0227 | 7,8568 | 2,68574 | 2,06186 | 1523,7 | 184745 | 485
486 |236196|114791256| 22,0454 | 7,8622 | 2,68664 | 2,05761 | 1526,8 | 185508 | 486
487 |237169|115501303] 22,0681 | 7,8676} 2,68753 | 2,05339 | 1530,0 | 186272 | 487
488 |238144|116214272} 22,0907 | 7,8730 | 2,68842 | 2,04918 ] 1533,1 | 187038 | 488
489 |239121|116930169] 22,1133 | 7,8784 | 2,68931 | 2,04499 | 1536,2 | 187805 | 489
490 |240100!117649000| 22,1359 | 7,8837 | 2,69020 | 2,04082 | 1539,4 | 188574 | 490
491 |241081|118370771} 22,1585 | 7,8891 | 2,69108 | 2,03666 | 1542,5 | 189345 | 491
492 {242064|119095488| 22,1811 | 7,8944 | 2,69197 | 2,03252 | 1545,7 | 190117 | 492
493 |243049|119823157| 22,2036 | 7,8998 | 2,69285 | 2,02840 | 1548,8 | 190890 | 493
494 |244036{120553784} 22,2261 | 7,051 | 2,69373 | 2,02429 | 1551,9 | 191665 | 404
495 |245025(121287375 22,2486 | 7,9105 | 2,69461 | 2,02020 { 1555,1 | 192442 | 495
496 |246016|122023936] 22,2711 | 7,0158 | 2,69548 | 2,01613 | 1558,2 | 193221 | 496
497 |247009|122763473| 22,2935 | 7,9211 | 2,69636 | 2,01207 | 1561,4 | 194000 | 497
498 |248004|123505992| 22,3159 | 7,9264 | 2,69725 | 2,00803 | 1564,5 | 194782 | 498
499 [249001|124251499| 22,3383 | 7,9317 | 2,69810 | 2,00401 | 1567,7 | 195565 | 499
500 |250000] 125000000 22,3607 | 7,9370 | 2,69897 | 2,00000 | 1570,8 | 196350 | 500
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500

250000

125000000

22,3607

7,9370

2,60897

2,00000

| 1570,8

196350

501
502
503
504
505
506
507
508
509

251001
252004
253009
254016
255025
256036
257049
258064
259081

125751501
126506008
127263527
128024064
128787625
129554216,
130323843
131096512,
131872229

22,3830
22,4054
22,4277
22,4499
22,4722
22,4944
22,5167

22,5389
22,5610

7,9423
7,9476
7,9528
7,9581
7,9634
7,0686
7,9739
7,9791
7:9843

2,69984
2,70070
2,70157
2,70243
2,70329
2,70415
2,70501
2,70586
2,70672

1 ,9966?
1,99203
1,98807
1,08413
1,98020
1,97628
1,97239
1,06850
1,06464

1573,9
1577,1
1580,2
1583,4
1586,5
1589,6
1592,8
1595,9
1 59911

197136
197923
198713
199504
200296
201090
201886
202683
203482

510
T
512
513
514
515
516
517
518
519

260100

132651000

22,5832

7,9896

2,70757

1,06078

1602,2

204282

261121
262144
263169
264196
265225
266256
267289
268324
269361

133432831
134217728
135005697
135796744
136590875
137388096
138188413
138991832
139798359

22,6053
22,6274
2216495
22,6716
22,6936
22,7156

22,7376 |

22,7596
22,7816

7,9948
8,0000
8,0052
8,0104
8,0156
8,0208
8,0260
8,0311
8,0363

2,70842
2,70927
2,71012
2,71096
2,71181
2,71265
2,71349
2,71433
2,71517

1,95695
1,95312
1,94932
1,94553
1,04175
1,93798
1,93424
1793050
1,02678

1605,4
1608,5
1611,6
1614,8
1617,9
1621,1
1624,2

1627,3
1630,5

205084
205887
206692
207499
208307
209117
209928
210741
211556

520

270400

140608000

22,8035

8,0415

2,71600

1,02308

1633,6

212372

521
522
523
524
525
526
527
528
529

271441
272484
273529
274576
275625
276676
277729
278784
279841

141420761
142236648
143055667
143877824
144703125
145531576
146363183
147197952
148035889

22,8254
22,8473
22,8692
22,8910
22,9129
22,9347
22,9565
22,9783
23,0000

8,0466
8,0517
8,0569
8,0620
8,0671
8,0723
8,0774
8,0825
8,0876

2,71684
2,71767
2,71850
2,71933
2,72016
2,72099
2,72181
2,72263
2172346

1,91939
1,91571
1,91205%
1,90840
1,00476
1,00114
1,89753
1,89394
1,89036

1636,8
1639,9
1646,2
1649,3
1652,5
1655,6
1658,8
1661,9

213189
214008
214829
215651
216475
217301
218128
218956
219787

501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
sTI
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529

530

280900

148877000

531
532
533
534
535
536
537
5338
539

281961
283024
284089
285156
286225
287296
288369
289444
290521

149721291
150568768
151419437
152273304
153130375
153990656
154854153
155720872
156590819

23,0217
23,0434
23,0651
23,0868
23,1084
23,1301
23,1517
23,1733
23,1948
23,2164

8,00927

2,72428

1,88679

16650

2206{87

8,0978
8,1028
8,1079
8,1130
8,1180
8,1231
8,1281
8,1332
8,1382

2,72509
2,72591
2,726%73
2,72754
2,72835
2,72916
2,72997
2,73078
2,73159

291600

157464000

23,2379

8,1433

2,73239

1,88324
1,87970
1,87617
1,87266
1,86916
1,86567
1,86220
1,85874
1,85529

1668,2
1671,3
1674,5
1677,6
1680,8
1683,9
1687,0
1690,2
1693,3

221452
222287
223123
223961
224801
225642
226484
227329
228175

530
531
532
533
534
535
536
537
538
539

1,85185

1696,5

229022

540

541
542
543
544
545
546
547
543
549

292681
293764
294849
295936
297025
298116
299209
300304
301401

158340421
159220088
160103007
160989184
161878625
162771336
163667323
164566592
165469149

23,2594
23,2809
23,3024
23,3238
23,3452
23,3666
23,3880
23,4094
23,4307

8,1483
8,1533
8,1583
8,1633
8,1683
8,1733
8,1783
8,1833
8,1882

2,73320
2,73400
2,73560
2,73719
2,73799
2,73878
2,73957

1,84843
1,84502
1,84162
1,83824
1,83486
1,83150
1,82815
1,82482
1,82149

1699,6
1702,7
1705,9
1709,0
1712,2
1715,3
1718,5
1721,6
1724,7

229871
230722
231574
232428
233283
234140
234998
235858
236720

541
542
543
544
545
546
547
548
549

550

302500

16637 5000

23,4521

8,1932

2,74036

1,81818

1727,9

237583

250




Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmeh uswe: 13

. 1T ) 2 |
»n n? n? }/n Bﬂ log 1000 zr

™ TN 1 | n

550 1302500/166375000f 23,4521 | 8,1932 | 2,74036 | 1,81818 | 1727,9 | 237583 | 550
551 |303601|167284151) 23,4734 | 8,1982 | 2,74115 | 1,81488 | 1731,0 | 238448 | 551
552 [304704/168196608) 23,4947 | 8,2031 | 2,74194 | 1,81159 | 1734,2 | 239314 | 552
553 |305809|169112377) 23,5160 | 8,2081 | 2,74273 | 1,80832 | 1737,3 | 240182 | 553
554 |306916/170031464) 23,5372 | 8,2130 2,74351 | 1,80505 | 1740,4 | 241051 | 554
555 {308025/170953875] 23,5584 | 8,2180 ] 2,74429 | 1,80180 1 1743,6 | 241922 | 555
556 1309136\171879616] 23,5797 | 8,2229 | 2,74507 | 1,79856 | 1746,7 | 242795 | 556
557 |310249(172808693] 23,6008 | 8,2278 | 2,74586 | 1,79533 | 1749,9 | 243669 | 55
558 |311364/173741112) 23,6220 | 8,2327 | 2,74663 | 1,79211 | 1753,0 | 244545 | 558
559 [312481174676879) 23,6432 | 8,2377 | 2,74741 | 1,78891 | 1756,2 | 245422 | 559

560 |313600(175616000] 23,6643 | 8,2426 | 2,74819 | 1,78571 | 1759,3 | 246301 | 560
501 |314721(1765584811 23,0854 | 8,2475(2,74896 | 1,78253 1 1762,4 | 247181 | 561
562 [315844/177504328 23,7065 | 8,2524 | 2,74974 | 1,77936 | 1765,6 | 248063 | 562
563 (316969(178453547| 23,7276 | 8,2573 [ 2,75051 | 1,77620 | 17687 | 248947 | 563
564 1318096/179406144] 23,7487 | 8,2621 | 2,75128 | 1,77305 | 1771,9 | 249832 | 564
565 |319225|180362125] 23,7697 8,2670{ 2,75205 | 1,76991 | 1775,0 | 250719 | 565
566 (320356(181321496( 23,7908 | 8,2719 | 2,75282 | 1,76678 | 1778,1 | 251607 | 566
567 1321489182284263| 23,8118 | 8,2768 | 2,75358 | 1,76367 | 1781,3 | 252497 | 567
568 |322624(183250432| 23,8328 | 8,2816 2,75435 | 1,76056 | 1784,4 | 253388 | 568
569 [323761|184220009( 23,8537 | 8,2865 | 2,75511 1,75747 1787,6 | 254281 | 569

570 }324900|185193000] 23,8747 | 8,2913 | 2,75587 | 1,75439 | 1790,7 | 255176 | 570
5711326041{186169411} 23,8956 | 8,2062 | 2,75664 | 1,75131 | 1793,8 | 256072 | 571
572 |327184(187149248| 23,9165 | 8,3010 | 2,75740 | 1,74825 | 1797,0 { 256970 | 572
573)328329|188132517 23,9374 | 8,3059 | 2,75815 | 1,74520 | 1800,1 | 257869 | 573
574 329476|189119224] 23,9583 | 8,3107 | 2,75891 | 1,74216 | 1803,3 | 258770 | 574
575(330625/190109375| 23,9792 | 8,3155 | 2,75967 | 1,73913 | 1806,4 | 250672 | 575
5761331776|191102976] 24,0000 | 8,3203 | 2,76042 | 1,73611 | 1809,6 | 260576 | 576
577 1332929|19210003 3] 24,0208 | 8,3251 | 2,76118 | 1,73310| 1812,7 | 261482 | 577
578 [334084/193100552) 24,0416 | 8,3300 | 2,76193 | 1,73010 | 1815,8 | 262389 | 578
579 |335241|1941045309} 24,0624 | 8,3348 | 2,76268 1 1,72712 | 1819,0 | 263298 | 579

580 336400|195112000( 24,0832 | 8,3396 | 2,76343 | 1,72414 | 1822,1 | 264208 | 580

581 (337561{196122941| 24,1039 | 8,3443 | 2,76418 | 1,72117 | 1825,3 | 265120 | 581
582 (338724|197137368| 24,1247 | 8,3491 | 2,76492 | 1,71821 | 1828 4 | 266033 | 582
5831339889|198155287| 24,1454 | 8,3539 | 2,76567 | 1,71527 | 1831,6 | 266948 | 583
584 1341056(199176704] 24,1661 | 8,3587 } 2,76641 | 1,71233 | 1834,7 | 267865 | 584
585 [342225(200201625| 24,1868 | 8,3634 | 2,76716 | 1,70940 | 1837,8 | 268783 | 585
586 {343396(201230056( 24,2074 | 8,3682 | 2,76790 | 1,70648 | 1841,0 | 269703 | 586
587 1344569[202262003 24,2281 | 8,3730 | 2,76864 | 1,70358 | 1844,1 | 270624 | 587
588 1345744(203297472] 24,2487 | 8,3777 | 2,76938 | 1,70068 | 1847,3 | 271547 | 588
589 (346921/2043364691 24,2693 | 8,3825 | 2,77012 | 1,69779 ] 1850,4 | 272471 | 589

590 |348100(205 379000} 24,2899 | 8,3872 | 2,77085 | 1,69492 | 1853,5 | 273397 | 590
591 [349281|206425071| 24,3105 | 8,3919 | 2,77159 | 1,69205 | 1856,7 | 274325 | 591
592 |350464(207474688] 24,3311 | 8,3967 | 2,77232 | 1,68919 | 1850,8 | 275254 | 592
593 |351649|208527857) 24,3516 | 8,4014 | 2,77305 | 1,68634 | 1863,0 | 276184 | 593
594 |352836|209584584] 24,3721 | 8,4061 | 2,77379 | 1,68350 | 1866,1 | 277117 | 594
595 |354025/210644875/ 24,3926 | 8,4108 | 2,77452 | 1,68067 | 1869,2 | 278051 | 595
596 |355216|211708736] 24,4131 | 8,4155 | 2,77525 | 1,67785| 1872,4 | 278986 | 596
597 |356409|212776173| 24,4336 | 8,4202 | 2,77597 | 1,67504 | 1875,5 | 279923 | 597
598 1357604|213847192) 24,4540 | 8,4249 | 2,77670 | 1,67224 | 1878,7 | 280862 | 508
599 |358801|214921799 24,4745 | 8,4296 | 2,77743 | 1,66945 | 1881,8 | 281802 | 599
600 |360000|216000000] 24,4949 | 8,4343 | 2,77815 | 1,66667 | 1885,0 | 282743 | 660
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Mathematik.

n2

”3

Vn

Vn

log n

1000
n

T n?

4

400

360000

216000000

24,4949

8,4343

2,77815

1,66667

1885,0

601
602
603
604
605
606
607
608
609
610

361201
362404
363609
364816
366025
367236
368449
369664
370881

217081801
218167208
219256227
220348864
221445125
222545016
223648543
224755712
225866529

24,5153
24,5357
24,5561
24,5764
24,5967
24,6171
24,6374
24,6577
24,6779

38,4390
8,4437
8,4484
8,4530
8,4577
8,4623
8,4670
8,4716
8,4763

2,77887
2,77960
2,78032
2,78104
2,78176
2,78247
2,78319
2,78390
2,78462

1,66389
1,66113
1,65837
1,65563
1,65289
1,65017%7
1,64745
1,64474
3l§4204

1888,1
1891,2
1894,4
1897,5
1900,7
1903,8
1906,9
1910,1
1913,2

282743

283687
284631
285578
286526
287475
288426
289379
290333
291289

372100

226981000

24,6082

8,4809

2,78533

1,63934 |

611
612
613
614
615
616
617
618
619

373321
374544
375769
376996
378225
379456
380689
381924
383161

2280991 31
229220928
230346397
231475544
232608375
233744896
234885113
236029032
237176659

24,7184
24,7386
24,7588
24,7992
24,8193
24,3395
24,8596
24,8797

8,4856
8,4902
8,4948
8,4994
8,5040
8,5086
8,5132
8,5178
8,5224

2,78604
2,78675
2,78746
2,78817
2,78888
2,78958
2,79029
2,79099
2,79169

1,63666
1,63399
1,63132
1,62866
1,62602
1,62338
1,62075
1,61812
1,61551

19164

1919,5
1922,7
1925,8
1928,9
1932,I
1935,2
1938,4
1941,5
1944,6

292247
293206
294166
295128
296092
297057
298024
298992
299962
300934

620

384400

238328000

24,8998

8,5270

2,79239

1,61290

1947,8

301907

621
622
623
624
625
626
627
628
629

385641
386884
388129

389376
390625
391876
393129
394384
395641

239483061
240641848
241804367
242970624
244140625
245314376
246491883
247673152
248858189

24,9199
24,9399
24,9600
24,9800
25,0000
25,0200
25,0400
25,0599
25,9799

8,5316
8,5362
38,5408

8,5453
83,5499
83,5544
8,5590
8,5635
8,5681

2,79309
2,79379
2,79449
2,79518
2,79588
2,79657
2,79727
2,79796
2,79865

1,61031
1,60772
1,60514
1,60256
1,60000
1,59744
1,59490
1,59236
1,58983

1959,9
1954,1
1957,2
1960,4
1963,5
1966,6
1969,8
1972,9
1976,1

302882
303858
304836
305815
306796
307779
308763
309748
310736

630

396900

250047000

25,0998

8,5726

2,79934

1,58730

1979,2

311725

631
632
633
634
635
636
637
638
639

398161
399424
400689
401956
403225
404496
405769
407044
408321

251239591
252435968
253636137
254840104
256047875
257259456
258474853
259694072
260917119

25,1197
25,1396
25,1595
25,1794
25,1992
25,2[90
25,2389
25,2587
25,2784

8,5772
8,5817
8,5862
8,5907
8,5952
8,5997
8,6043
8,6088
8,6132

2,80003
2,80072
2,80140
2,80209
2,80277
2,80346
2,80414
2,80482
2,80550

1,58479
1,58228
1,57978
1,57729
1,57480
1,57233
1,56986
1,56740
1,56495

1982,3
1985,5
1988,6
1991,8
1994,9
1998, 1
2001,2

2004,3
2007,5

312715
313707
314700
315696
316692
317690
318690
319692
320695

640

409600

262144000

25,2982

2,80618

1,56250

2010,6

321699

641
642
643
644
645
646
647
648
649

410881
412164
413449
414736
416025
417316
418609
419904
421201

263374721
264609288
265847707
267089984
268336125
269586136
270840023
272097792
273359449

25,3180
25,3377
25,3574
25,3772
25,3969
25,4165
25,4362
25,4558
25,4755

§,61 77
8,6222
8,6267
8,6312
8,6357
8,6401
8,6446
8,6490
8,6535
8,6579

2,80686
2,80754
2,80821
2,80889
2,80956
2,81023
2,81090
2,81158
2,81224

1,56006
1,55763
1,55521
1,55280
1,55039
1,54799
1,54560
1,54321
1,54083

2013,8
2016,9
2020,0
2023,2
2026,3
2029,5
2032,6
2035,8
2038,9

322705
323713
324722
325733
320745
327759
328775
329792
330810

650

422500

274625000

25,4951

8,”6624

2,81291

1,53846

2042,0

331831

600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629

631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649

650




Tafeln der Potenzen, Wurzeln,

Briggsschen Logarithmen

usw.
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n

n2

nd

g

Vn

log n

1000
n

7 n?

4

[ n

650

422500

274625000

25,4951

8,6624

2,81291

1,53846

2042,0

651
652
653
654
655
656
657
658
059
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
6719

423801
425104
426409
427716
429025
430336
431649
432964
434281

275894451
277167808
278445077
279726264
281011375
282300416
283593393
284890312
286191179

25,5147
25,5343
25,5539
25,5734
25,5930
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710

8,6668
8,6713
8,6757
8,6801
8,6845
8,6890
38,6934
8,6978
8,7022

2,81358
2,81425
2,81491
2,81558
2,81624
2,81690
2,81757
2,81823
2,81889

1,53610
1,53374
1,53139
1,52905
1,52672
1,52439
1,52207
1,51976
1,51745

2045,2
2048,3
2051,5
2054,6
2057,7
2060,9
2064,0
2067,2
2070,3

331831
332853
333876
334901
335927
336955
337985
339016
340049
341084

435600

287496000

25,6905

8,7066

2,81954

1,51515

2073,5

342119

436921
438244
439569
440896
442225
443556
444889
446224
447561

288804781
290117528
291434247
292754944
294079625
295408296
296740963
298077632
299418309

25,7099
25,7294
25,7488
25,7682
25,7876
25,8070
25,8263
25,8457
25,8650

8,7110
8,7154
8,7198
8,7241
8,7285
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

2,82020
2,82086
2,82151
2,82217
2,82282
2,82347
2,82413
2,82478
2,82543

1,51286
1,51057
1,50830
1,50602
1,50376
1,50150
1,49925
1,49701
1,49477

2076,6
2079,7
2082,9
2086,0
2089,2
2092,3
2095,4
2098,6
2101,7

343157
344196
345237
346279
347323
348368
349415
350464
351514

448900

300763000

25,8844

8,7503

2,82607%7

1,49254

2104,9

352565

650
651
652
653
654
655
656
657
658
65

660
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670

450241
451584
452929
454276
455625
456976
458329
459684/
461041

302111711
303464448
304821217
306182024
307546875
308915776
310288733
311665752
313046839

25,9037
25,9230
25,9422
25,9615
25,9808
26,0000
26,0192
26,0384
26,0576

8,7547
8,7590
8,7634
8,7677
8,7721
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893

2,82672
2,82737
2,82802
2,82866
2,82930
2,82995
2,83059
2,83123
2,83187

1,49031
1,48810
1,48588
1,48368
1,48148
1,47710
1,47493
1,47275

2108,0
2111,2
2114,3
2117,4
2120,6
2123,7
2126,9
2130,0
2133,1

353618
354673
355730
356788
357847
358908
359971

361035
362101

671
672
673
674
675
676
677
678
679

462400

314432000

26,0768

8,7937

2,8325¢

1,47059

2136,3

363168

681
682
683
684
685
686
687
688
689

463761
465124
466489
467856
469225
470596
471969
473344
474721

315821241
317214568
318611987
320013504
321419125
322828856
324242703
325660672
327082769

26,0960
26,1151
26,1343
26,1534
26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488

8,7980
8,8023
8,8066
8,8109
8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323

2,83315
2,83378
2,83442
2,83506
2,83569
2,83632
2,83696
2,83759
2,83822

1,46843
1,46628
1,46413
1,46199
1,45985
1,45773
1,45560
1,45349
1,45138

21394
2142,6
2145,7
2148,8
2152,0
2155,1
2158,3
2161,4
2164,6

364237
365308
366380
367453
368528
369605
370684
371764
372845

690

476100

328509000

26,2679

8,8366

283885

1,44928

2167,7

373928

691
692
693
694
695
696
697
698
699

477481
478864

480249
481636
483025
484416
485809
487204
488601

329939371
331373388
332812557
334255384
335702375
337153536
338608873
340068392
341532099

26,2869
26,3059
26,3249
26,3439
26,3629
26,3818
26,4008

26,4197
26,4336

8,8408
8,8451
8,8493
8,8536
8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

2,83948
2,84011
2,84073
2,84136
2,84198
2,84261
2,84323
2,84386
2,84448

1,44718
1,44509
1,44300
1,44092
1,43885
1,43678
1,43472
1,43266
1,43062

2170,8
2174,0
2177,1
2180,3
2183,4
2186,5
2189,7
2192,8
2196,0

375013
376099
377187
378276
379367
380459
381553
382649
383746

700

490000

343000000

26,4575

8,8790

2,84510

1,42857

2199,1

384845

681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696
697
698
699
700
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700 1490000/343000000 | 26,4575 | 8,8790 | 2,84510 | 1,42857 | 2199,1 | 384845 | 100
701 |491401|344472101 | 26,4764 | 8,8833 | 2,84572 | 1,42653 | 2202,3 | 385945 |701
702 1492804(345948408 1 26,4953 | 8,8875 | 2,84634 | 1,42450 | 2205,4 | 387047 |702
703 [494209|347428927 | 26,5141 | 8,8917 | 2,84696 | 1,42248 | 2208,5 | 388151 |703
704 1495616|348913664 | 26,5330 | 8,895y 1 2,84757 | 1,42045 | 2211,7 | 389256 |704
705 |497025|350402625 | 26,5518 | 8,9001 | 2,84819 | 1,41844 | 2214,8 | 390363 |705
706 498436|351895816 | 26,5707 | 8,9043 | 2,84880 | 1,41643 | 2218,0| 391471 |706
707 1499849(353393243 | 26,5895 | 8,9085 | 2,84942 | 1,41443 | 2221,1 | 362580 |707
708 |501264(354894912 26,6083 | 8,9127 | 2,85003 | 1,41243 | 2224,2 | 393592 {708
709 502681 356400829 26,6271 | 8,9169 | 2,85065 | 1,41044 | 2227,4 | 394805 709
710 [504100(357911000 | 26,6458 | 8,9211 | 2,85126 | 1,40845 | 2230,5 __3_(&9:211_0
711 |505521|359425431 | 26,6646 | 8,9253 | 2,85187 | 1,40647 | 2233,7 | 397035 |711
712 |506944/360944128 | 26,6833 | 8,9295 | 2,85248 | 1,40449 | 2236,8 | 398153 |712
713 |508369|362467097 | 26,7021 | 8,9337 | 2,85309 | 1,40252 | 2240,0 | 399272 |713
714 |509796|363994344 | 26,7208 | 8,9378 | 2,85370 | 1,40056 | 2243,1 | 400393 |714
715 (511225.365525875 26,7395 | 8,9420 | 2,85431 | 1,39860 | 2246,2 | 401515 |715
716 [512656|367061696 | 26,7582 | 8,0462 | 2,85491 | 1,39665 | 2249,4 | 402639 |716
717 |514089|368601813 | 26,7769 | 8,9503 | 2,85552 | 1,39470 | 2252,5 | 403765 |717
718 |515524(370146232 | 26,7955 | 8,9545 | 2,85612 | 1,39276 | 2255,7 | 404892 718
719 516961|371694959 | 26,8142 | 8,9587 | 2,85673 | 1,39082 '{;sjé 406020 |719
720 |518400|373248000 | 26,8328 | 8,9628 | 2,85733 | 1,38889 | 2261,9 | 407150 720
721 |519841(374805361 | 26,3514 | 8,9670 1 2,85794 | 1,38696 | 2265,1 | 408282 721
722 |521284(376367048 | 26,8701 | 8,9711 | 2,85854 | 1,38504 | 2268,2 | 409415 |722
723 [522729(377933067 | 26,8887 | 8,9752 | 2,85914 | 1,38313 | 2271,4 | 410550 723
724 |524176(379503424 | 26,9072 | 8,9794 | 2,85974 | 1,38122 | 2274,5 | 411687 |724
725 |525625(381078125 | 26,9258 | 8,9835 | 2,86034 | 1,37931 | 2277,7 | 412825 |725
726 |527076(382657176 | 26,0444 | 8,9876 | 2,86094 | 1,37741 | 2280,8 | 413965 |726
727 |528529/384240583 | 26,9629 | 8,9918 | 2,86153 | 1,37552 | 2283,9 | 415106 727
728 [529984(385828352 | 26,9815 | 8,9959 | 2,86213 | 1,37363 | 2287,1 | 416248 |728
729 |531441|387420489 | 27,0000 | 9,0000 | 2,86273 | 1,37174 | 2290,2 | 417393 1729
780 |532900|389017000 | 27,0185 | 9,0041 | 2,86332 | 1,36986 | 2293,4 | 418539 730
731 1534361[390617891 | 27,0370 | 9,0032 | 2,86392 | 1,36799 | 2296,5 | 419686 |731
732 535824/392223168 | 27,0555 | 9,0123 | 2,86451 | 1,36612 | 2299,6 | 420835 |732
733 1537289|393832837 | 27,0740 | 9,0164 | 2,86510 | 1,36426 | 2302,8 | 421986 |733
734 538756/395446904 | 27,0924 | 9,0205 | 2,86570 | 1,36240 | 2305,9 | 423138 {734
735 |540225|397065375 | 27,1109 | 9,0246 | 2,86629 | 1,36054 | 2309,1 | 424293 1735
736 [541696(398688256 | 27,1293 | 9,0287 | 2,86688 | 1,35870 | 2312,2 | 425447 {736
727 |543169(400315553 | 27,1477 | 9,0328 | 2,86747 | 1,35685 | 2315,4 | 426604 |737
738 544644(401947272 | 27,1662 | 9,0369 | 2,86806 | 1,35501 | 2318,5 | 427762 |738
739 |546121|403583419 | 27,1846 | 9,0410] 2,86864 | 1,35318 | 2321,6 | 428922 {739
740 |547600/405224000 | 27,2029 | 9,0450 | 2,86923 | 1,35135 | 2324,8 430084_17_42
741 |549081|406869021 | 27,2213 | 9,0491 | 2,86982 | 1,34953 | 2327,9 | 431247 {741
742 |550564/408518488 | 27,2397 | 9,0532 | 2,87040 | 1,34771 | 2331,1 | 432412 {742
743 [552049|410172407 | 27,2580 | 9,0572 | 2,87099 | 1,34590 | 2334,2 | 433578 |743
744 |553536(411830784 | 27,2764 | 9,0613 | 2,87157 | 1,34409 | 2337,3 | 434746 1744
745 |555025(413493625 | 27,2947 | 9,0654 | 2,87216 | 1,34228 | 2340,5 | 435916 |745
746 |556516[415160936 | 27,3130 | 9,0694 | 2,87274 | 1,34048 | 2343,6 | 437087 |746
747 |558009/416832723 | 27,3313 | 9,0735 | 2,87332 | 1,33869 | 2346,8 | 438259 |747
748 [559504(418508992 | 27,3496 | 9,0775 | 2,87390 | 1,33690 | 2349,9 | 439433 |748
749 |561001/420189749 | 27,3679 | 9,0816 | 2,87448 | 1,33511 | 2353,1 | 440609 |749
750 562590421875000 27,3861 | 9,0856 2,87}9@]1,33333 2356,2 | 441786 |750
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750 }562500/421875000 | 27,3861 | 9,0856 | 2,87506 | 1,33333 | 23562 | 441786 |750
751 |5640011423564751 | 27,4044 | 9,0896 | 2,87564 | 1,33156 | 2359,3 | 442965 (751
752 |565504/425259008 | 27,4226 | 9,0937 | 2,87622 | 1,32979 | 2362,5 | 444146 |752
753 |5670091426957777 | 27,4408 | 9,0977 | 2,87679 | 1,32802 | 2365,6 | 445328 |753
754 |568516/428661064 | 27,4591 | 9,1017 | 2,87737 | 1,32626 | 2368,8 | 446511 |754
755 |570025/430368875 | 27,4773 | 9,1057 | 2,87795 | 1,32450|2371,9 | 447697 |755
756 |571536/432081216 | 27,4955 | 9,1098 | 2,87852 | 1,32275 | 2375,0 | 448883 |756
757 |573049/433798093 | 27,5136 1 9,1138 | 2,87910 | 1,32100} 2378,2 | 450072 757
758 |574564/435519512 | 27,5318 | 9,1178 § 2,87967 | 1,31926 | 2381,3 | 451262 |758
759 |5760811437245479 | 27,5500 | 9,1218 | 2,88024 | 1,31752 | 2384,5 | 452453 |759
@577600438976000 27,5681 | 9,1258 | 2,88081 1,31579 | 2387,6 | 453646 760
761 |579121|440711081 | 27,5862 | 9,1298 | 2,88138 | 1,31406 | 2390,8 | 454841 |761
762 |5806441442450728 | 27,6043 | 9,1338 | 2,88195 | 1,31234 | 2393,9 | 456037 (762
763 |5821691444194947 | 27,6225 | 9,1378 | 2,88252 | 1,31062 | 2397,0 | 457234 |763
764 1583696/445943744 | 27,6405 | 9,1418 | 2,88309 | 1,30890 [ 2400,2 | 458434 |764
765 15852251447697125 | 27,6586 | 9,1458 | 2,88366 | 1,30719 | 2403,3 | 459635 |765
766 |586756/449455096 | 27,6767 | 9,1498 | 2,88423 | 1,30548 | 2406,5 | 460837 |766
767 15882891451217663 | 27,6948 | 9,1537 | 2,88480 | 1,30378 | 2409,6 | 462041 |767
768 15808241452984832 | 27,7128 | 9,1577 | 2,88536 | 1,30208 | 2412,7 | 463247 |768
769 15913611454756609 | 27,7308 | 9,1617 | 2,88593 | 1,30039 | 2415,9 | 464454 |769
770 1592900/456533000 | 27,7489 | 9,1657 | 2,88649 | 1,29870 | 2419,0 | 465663 (770
7711594441)453314011 | 27,7669 | 9,1696 | 2,88705 | 1,29702 | 2422,2 | 466873 |771
77215959841460099648 | 27,7849 | 9,1736 | 2,88762 | 1,29534 | 2425,3 | 468085 |772
773597529/461889917 | 27,8029 | 9,1775 | 2,88818 | 1,29366 | 2428,5 | 469298 |773
774 |599076/463684824 | 27,8209 | 9,1815 | 2,88874 | 1,29199 | 2431,6 | 470513 |774
775 |0006251465484375 § 27,8388 | 9,1855 | 2,88930 | 1,29032 | 2434,7 | 471730 |775
776(602176467288576 | 27,8568 | 9,1894 | 2,88986 | 1,28866 | 2437,9 | 472048 |776
777 |603729/469097433 | 27,8747 | 9,1933 | 2,89042 | 1,28700 | 2441,0 | 474168 |777
778 |6052841470910952 | 27,8927 | 9,1973 | 2,89008 | 1,28535 | 2444,2 | 475389 |778
779 |606841 472729139 | 27,9106 | 9,2012 | 2,89154 | 1,28370 | 2447,3 | 476612 |779
780 608400 474552000 | 27,9285 | 9,2052 | 2,89209 | 1,28205 2450,4 | 477836 |780
781 16099611476379541 | 27,9464 | 9,2091 | 2,89265 | 1,28041 | 2453,6 | 479062 |781
782 1611524/478211768 ] 27,9643 | 9,2130 | 2,89321 | 1,27877 | 2456,7 | 480250 |782
783 613089480048687 | 27,9821 | 9,2170 | 2,89376 | 1,27714 | 2459,9 | 481519 783
78416146561481890304 | 28,0000 | 9,2209 | 2,89432 | 1,27551 | 2463,0 | 482750 |784
7851616225483736625 | 28,0179 | 9,2248 | 2,89487 | 1,27389 | 2466,2 | 483982 785
786 617796(485587656 | 28,0357 | 9,2287 | 2,89542 | 1,27226 | 2469,3 | 485216 |786
787 1619369/487443403 | 28,0535 | 9,2326 | 2,89597 | 1,27065 | 2472,4 | 486451 787
788 1620944/489303872 | 28,0713 | 9,2365 | 2,89653 | 1,26904 | 2475,6 | 487688 |788
789 {622521{491169069 28,0891 | 9,2404 | 2,89708 | 1,26743 | 2478,7 | 488927 Z{ig
790 10241001493030000 | 28,1069 | 9,2443 | 2,89763 | 1,26582 | 2481,9 | 490167 790
791 |6256811494913671 | 28,1247 | 9,2482 | 2,89818 | 1,26422 | 2485,0 | 491409 |791
792 16272641496793088 | 28,1425 | 9,2521 | 2,89873 | 1,26263 | 2488,1 | 492652 (792
793 |628849/498677257 | 28,1603 | 9,2560 | 2,89927 | 1,26103 | 2491,3 | 493897 (793
794 |630436|500566184 | 28,1780 | 9,2599 | 2,89982 | 1,25945 | 2494,4 | 495143 |794
795 |6320251502459875 | 28,1957 | 9,2638 | 2,00037 | 1,25786 | 2497,6 | 496391 |795
7961633616|504358336 | 28,2135 | 9,2677 | 2,90091 | 1,25628 | 2500,7 | 497641 {796
797 |635209(506261573 | 28,2312 | 9,2716 | 2,90146 | 1,25471 | 2503,8 | 498892 |797
798 |636804/508169592 | 28,2489 | 9,2754 | 2,90200 | 1,25313 | 2507,0 | 500145 |798
799 1638401|510082399 { 28,2666 | 9,2793 | 2,90255 | 1,25156 | 2510,1 | 501399 |799
800 |640000|5 12000000 28,2843 | 9,2832 2,90309 | 1,25000 | 2513,3 | 502655 |800
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n2

ns3

Vv/n_ 1/97 logn

1000

"

800

640000

512000000

28,2843 9)2832 2,90309

1,25000

2513,3

8o1
8o2
803
804
8os
806
8oy
808
8o9

641601
643204
644809
646416
648025
649636
651249
652864
654481

513922401
515849608
517781627
519718464
521660125
523606616

525557943
527514112
529475129

28,3019 | 9,2870| 2,90363
28,3196 | 9,2909 | 2,90417
28,3373 | 9,2948 | 2,90472
28,3549 | 9,2986 | 2,90526
28,3725 | 9,3025 | 2,90580
28,3901 | 9,3063 | 2,90634
28,4077 | 9,3102 | 2,90687
28,4253 | 9,3140 | 2,90741
28,4429 | 9,3179 | 2,90795

1,24844
1,24688
1,24533
1,24378
1,24224
1,24069
1,23916
1,23762
1,23609

2516,4
2519,6
2522,7
2525,8
2529,0
253 2,1
25353
2538,4
2541,5

502623
503912
505171
506432
507694
508958
510223
511490
512758
514028

800
8o1
802
803
804
805
806
8o7
808
8og

810

656100

531441000

28,4605 | 9,3217 | 2,90849

811
812
813
814
815
816
817
818
819
820

657721
659344
660969
662596
664225
665856
667489
669124
670761

672400

533411731
535387328
537367797
539353144
541343375
543338496
545338513
547343432
549353259

28,4781 | 9,3255 | 2,90902
28,4956 | 9,3294 | 2,90956
28,5132 | 9,3332 | 2,91009
28,5307 | 9,3370 | 2,91062
28,5482 19,3408 | 2,01116
28,5657 | 9,3447 | 2,91169
28,5832 | 9,3485 | 2,91222
28,6007 | 9,3523 | 2,91275
28,6182 | 9,3561 | 2,91328

1,23457

25447

515300

810

1,23305
1,23153
1,23001
1,22850
1,22699
1,22549
1,22399
1,22249
1,22100

2547,8
255 1,0
255753
2560,4
2563,5
2566,7
2569,8
2573,0

516573
517848
519124
520402
521681
522962
524245
525529
526814

811
812
813
814
815
816
817
818
819

551368000

28,6356 | 9,3599 | 2,91381

1,21951

2576,1

528102

821
822
823
824
825
826
827
828
829
850
831
832
833
834

836
837
838
839

840

841
842
843

845
846
847
848
849
850

674041
675684
677329
678976
680625
682276
683929
685584
687241

553387661
555412248
557441767
559476224
561515625
563559976
565600283
567663552
569722789

28,6531 19,3637 | 2,91434
28,6705 | 9,3675 | 2,01487
28,6880 | 9,3713 | 2,91540
28,7054 | 9,3751 | 2,91 593
28,7228 | 9,3789 | 2,91645
28,7402 | 9,3827 | 2,91698
28,7576 | 9,3865 | 2,91751
28,7750 | 9,3902 | 2,91803
28,7924 | 9,3940 | 2,01855

688900

571787000

1,21803
1,21655
1,21507
1,21359
1,21212
1,21065
1,20919
1,20773
1,20627

25792
2582,4
2585,5
2588,7
2591,8
2595,0
2598,1
2601,2
2604,4

529391
530681
531973
533207
534562
535858
537157
538456
539758

28,8097 | 9,3978 | 2,91908

1,20482

2607,5

541061

690561
692224
693889
695556
697225
698896
700569
702244
703921

573856191
575930368
578009537
580093704
582182875
584277056
586376253
588480472
590589719

28,8271 | 9,4016 | 2,91560
28,8444 | 9,4053 | 2,92012
28,8617 | 9,4091 | 2,92065
28,8791 | 9,4129 | 2,92117
28,8964 | 9,4166 | 2,02169
28,0137 | 9,4204 | 2,92221
28,9310 | 9,4241 | 2,92273
28,9482 | 9,4279 | 2,92324
28,9655 | 9,4316 | 2,02376

1,20337
1,20192
1,20048
1,19904
1,19760
1,19617
1,19474
1,19332
1,19190

705600

592704000

28,0828 | 9,4354 | 2,92428

1,19048

707281
708964
710649
712336
714025
715716
717409
719104,
720801

594823321
596947688
599077107
601211584
603351125
605495736
607645423
609800192
611960049

29,0000 | 9,4391 | 2,92480
29,0172 | 9,4429 | 2,92531
29,0345 | 9,4466 | 2,92583
20,0517 | 9,4503 | 2,92634
29,0089 | 9,4541 | 2,92686
29,0861 | 9,4578 | 2,92737
29,1033 | 9,4615 | 2,02788
29,1204 | 9,4652 | 2,92840
29,1376 | 9,4690 | 2,92891

722500

6141250C0

29,1548 | 9,4727 | 2,92942

1,18906
1,18765
1,18624
1,18483
1,18343
1,18203
1,18064
1,17925

1,17786
1,17647%7

2610,7
2613,8
2616,9
2620,1
2623,2
2626,4
2629,5
2632,7
26358
2638,9

542365
543671
544979
546288
547599
548912
550226
551541
552858
554177

1820
821
822
823
824
825
826
827
828
829
530
831
832
833
834
835
836
837
838
839
840

2642,1
2645,2
2648,4
2651,5
2654,6
2657,8
2660,9
2664,1
2667,2

2670,4

555497
556819
558142
559467
560794
562122

563452

564783
566116

567450

841
842
843
844
845
846
847
848
849
850
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852
853
854
355
856
857
858
859

722500

614125000

29,1548

94727

2,92942

1,17647

26704

567450

724201
725904
727609
729316
73 102 5
732736
734449
736164
737881

616295051
618470208
620650477
622835864
625026375
627222016
629422793
631628712
633839779

29,1719
29,1890
29,2062
29,2233
29,2404
29,2575
20,2746
29,2916
29,3087

94764
9,4801
9,4838
94875
9,4912
9,4949
9,4986
9,5023
9,5060

2,92993
2,93044
2,93095
2,93146
2,93197
2,93247
2,93298
2,93349
2,93399

1,17509
1,17371
1,17233
1,17096
1,16959
1,16822
1,16686
1,16550
1,16414

2673,5
26%76,6
2679,8
2682,9
2686,1
2689,2
2692,3
2695,5
2698,6

568786
570124
571463
572803
574146
575490
576835
578182
5795390

851
852
853
854
855
856
857
8358
859

860
861
862
863
864
865
866
867
868
869
870

739600

636056000

29,3258

9,5097

2,93450

1,16279

2701,8

580380

741321
743044
744769
746496
748225
749956
751689
753424
755161

638277381
640503928
642735647
644972544
647214625
649461896
651714363
653972032
656234909

29,3428
29,3598
29,3769
29,3939
29,4109
29,4279
29,4449
29,4618
29,4788

9,5134
9,5171
9,5207
9,5244
9,5281
9,5317

95354
9,5391
9:5427

2,93500
2,93551
2,93601
2,93651
2,93702
2,93752
2,93802
2,93852
2,93902

1,16144
1,16009
1,15875
1,15741
1,15607
1,15473
1,15340
1,15207
1,15075

2704,9
2708,1

2711,2
2714,3
2717,5
2%720,6
2723,8
2726,9
2730,0

582232
583585
584940
586297
587655
589014
590375
591738
593102

860
861
862
863
864
8635
866
867
868
869

756900

658503000

29,4958

9,5464

2,93952

1,14943

273352

594468

871
872
873
874
875
876
877
878
879

758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641

880

774400

660776311
663054848
665338617
667627624
669921875
672221376
674526133
676836152
679151439

681472000

29,5127
29,5296
29,5466
29,5635
29,5804
29,5973
29,6142
29,6311
29,6479

9,5501
9,5537
9,5574
9,5610
9,5647
9,5683
9,5719
9,5756
9,5792

2,04002
2,94052
2,04101
2,94151
2,94201
2,04250
2,04300
2,94349
2,94399

1,14811
1,14679
1,14548
1,14416
1,14286
1,14155
1,14025
1,13895
1,13766

2736,3

2739,5
2742,6
2745,8
2748,9
2752,0
275552
2758,3
2761,5

595835
597204
598575
599947
601320
602696
604073
605451
606831

870
871
872
873
874
875
876
877
878
879

29,6648

881
882
883
884
885
886
887
888
889

776161
777924
779689
781456
783225
784996
786769
788544
790321

683797841
686128968
688465387
690807104
693154125
695506456
697864103
700227072
702595369

20,6816
29,6985
29,7153
29,7321
29,7489
29,7658
29,7825

29,7993
29,8161

9,5828

9,5865
9,5901
95937
9,5973
9,6010
9,6046
9,6082
9,6118
9,0154

2,94448

1,13636

2764,6

608212

2,94498
2,04547
2,94596
2,94645
2,04694
2,94743
2,94792
2,94341
2,94890

1,13507
1,13379
1,13250
1,13122
1,12994
1,12867
1,12740
1,12613
1,12486

890

792100

704969000

29,8329

9,6190

2,94939

1,12360

2767,7
2770,9
2774,0
27772
2780,3
2783,5
2786,6
2789,7
2792,9

2796,0

609595
610980
612366

613754
615143
616534
617927
619321
620717

881
882
883
884
885
886
887
888
889

622114

890

891
892
893
894
895
896
897
898
899

793881
795664
797449
799236
801025
802816
804609
806404
808201

707347971
709732288
712121957
714516984
716917375
719323136
721734273
724150792
726572699

29,8496
29,8664
29,8831
29,8998
29,9166
29,9333

29,9666

29,9833

9,6226
09,6262
9,6298
9,6334
9,6370
9,6406
9,6442
9,6477
9,6513

2,94988
2,95036
2,95085
2,95134
2,05182
2,9523[
2,95279
2,95328
2,95376

810000

729000000

30,0000

9,6549

2,95424

1,12233
1,12108
1,11982
1,11857
1,11732
1,11607
1,11483
1,11359
1,11235

I,I1111

27992
2802,3

2805,4.
2808,6
2811,7
2814,9
2818,0
2821,2
2824,3

623513
624913
626315
627718
629124
630530
631938
633348
634760

891
892
893
394
895
896
397
898
899

2827,4

636173

2*



20

Mathematik,

n2

nd

V

Yn

log n

1000

n

7 %2

4

900

810000|729000000

30,0000

9,6549

2,95424

I,ITIII

2827,4

636173

901
902
903
904
905
906
907
908
999
910
911
912
913
914
915
916
917
918
919

811801|731432701
813604733870808
815409,736314327
817216|738763264
819025|741217625
820836{743677416
822649(746142643

824464
826281

748613312
751089429

30,0167
30,0333
30,0500
30,0666
30,0832
30,0998
30,1164
30,1330
30,1496

9,6585
9,6620
9,6656
9,6692
9,6727
9,6763
9,6799
9,6834
9,6870

2,95472
2,95521
2,95569
2,95617
2,95665
2,95713
2,95761
2,95809
2,95856

1,10988
1,10865
1,10742
1,10619
I,10497
1,10375
1,10254
1,10132
1,10011

2830,6
2833,7
2836,9
2840,0
2843,1
2846,3
28494
2852,6
2855,7

828100|753571000

30,1662

9,6905

2,959%4

1,09890

2858,8

637587
639003
640421
641840
643261
644683
646107
647533
648960
650388

829921
831744
833569
835396
837225
839056
840889
842724
844561

756058031
758550528
761048497
763551944
766060875
768575296
771095213
773620632
776151559

30,1828
39,1993
30,2159
30,2324
30,2490
30,2655
30,2820
30,2985
30,3150

9,6941
9,6976
9,7012
9,7047
0,718
9,7153
9,7188
9,7224

2,95952
2,95999
2,960..7
2,96095
2,06142
2,96190
2,96237
2,06284
2,96332

1,09796
1,09649
1,09529
1,09409
1,09290
1,09170
1,09051
1,08932
1,08814

2862,0
2865,1
2868,3
2871,4
2874,6
2877,7
2880,8
2884,0
2887,1

920

846400

778688000

39,3315

97259

2,96379

1,08696

2890,3

651818
653250
654684
656118
657555
658993

660433
661874

663317

664761

921
922
923
924
925
926
927
928
929

848241
850084
851929
853776
855625
857476
859329
861184
863041

781229961
783777448
786330467
788889024
791453125
794022776
796597983
799178752
801765089

30,3480
30,3645
30,3809
30,3974
30,4138
30,4302
30,4467
30,4631
30,4795

9,7294
9,7329
9,7364
9,7400
97435
9,7470
9,7505
9,7540
9,7575

2,96426
2,96473
2,96520
2,96567
2,06614
2,96661
2,96708
2,96755
2,96802

1,08578
1,08460
1,08342
1,08225
1,08108
1,07991
1,07875
1,07759
1,07643

2893,4
2896,5
2899,7
2902,8
2906,0
2909,1
2912,3
2915,4
2918,5

666207
667654
669103
670554
672006
673460
674915
676372
677831

930

864900

804357000

39,4959

9,7610

2,96848

1,07527

20921,7

679291

931
932
933
934
935
936
937
938
939
940

866761
868624
870489
872356
874225

806954491
809557568
812166237
814780504
817400375

876096|820025856
877969/822656953

879844

825293672

881721|827936019

30,5123
30,5287
30,5450
30,5614
30,5778
30,5941
30,6105
30,6268
30,6431

9,7645
9,7680
9,7715
9,7750
9,7785
9,7819
9,7854
9,7889
9,7924

2,96895
2,96942
2,96988
2,97035
2,97081
2,97128
2,97174
2,97220
2,97267

1,07411
1,07296
1,07181
1,07066
1,06952
1,06838
1,06724
1,06610
1,06496

2924,8
2928,0
2931,1
293452
29374
2940,5
2943,7
2946,8
2950,0

680752
682216
683680
685147
686615
688084

689555
691028
692502

883600/830584000

30,6594

9:7959

2,97313

1,06383

2953,1

693978

941
942
943
944
945
946
947
948
949

885481|833237621
887364/835896888
889249(838561807
891136/841232384
893025|843908625
894916/846590536
896809|849278123
898704/851971392
900601|854670349

30,6757
30,6920
30,7083
30,7246
30,7409
30,7571
30,7734
30,7896
30,8058

97993
9,8028

9,8063
9,8097

19,8132

9,816%
9,8201
9,8236
9,8270

2,97359
2,97405
2,97451
2,97497
2,97543
2,97589
2,97635
2,97681
2,97727

1,06270
1,06157
1,06045
1,05932
1,05820
1,05708
1,05597
1,05485
1,05374

2956,2
2959,4
2962,5
2965,7
2968,8
2971,9
2975,1
2978,2
2981,4

695455
696934
698415
699897
701380
702865
704352
705840
797330

900

901
902
903
904.
9035
906
907
908
999
910
911
912
913
914
915
916
917
918
919
920
921
922
923
924
925
926
927
928
929
930
931
932
933
934
935
936
937
938
939
940
941
942
943
944
945
946
947
948
949

902500|857375000

30,8221

9,8305

2497772

1,05263

2984,5

708322

950




Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen usw. 21

11000 | T W

— 3
n? n n yn log »n zTn
» V g n 4

950 {902500|857375000 | 30,8221 | 9,8305 | 2,97772 | 1,05263 | 2984,5 | 708822 |950
951 {904401|860085351 | 30,8383 | 9,8339 | 2,97818 | 1,05152 | 2987,7 | 710315 |951
952 |906304(862801408 | 30,8545 | 9,8374 | 2,97864 | 1,05042 | 2990,8 | 711809 {952
953 [908209(865523177 | 30,8707 | 9,8408 | 2,07909 | 1,04932 | 2993,9 | 713306 (953
954 [910116(868250664 | 30,8869 | 9,8443 | 2,97955 | 1,04822 | 2997,1 | 714803 954
955 |912025/870983875 | 30,0031 | 9,8477 | 2,98000 | 1,04712 | 3000,2 | 716303 955
9561913936(873722816 30,9192 | 9,8511 | 2,98046 | 1,04603 | 3003,4 | 717804 [956
957 |915849(876467493 | 30,9354 | 9,8546 | 2,98091 | 1,04493 | 3006,5 | 719306 |957
958 1917764(879217912 30,9516 | 9,8580 | 2,08137 | 1,04384 | 3009,6 | 720810 958
959 |1919681|881974079 | 30,9677 | 9,8614 | 2,98182 | 1,04275 | 3012,8 | 722316 |959
860 1921600|884736000 | 30,9839 | 9,8648 | 2,98227 | 1,04167 | 3015,9 | 723823 960
961 [923521{887503681 | 31,0000 | 9,8683 | 2,908272 | 1,04058 | 3019,1 | 725332 |961
962 |925444(|890277128 | 31,0161 | 9,8717 | 2,98318 | 1,03950 } 3022,2 | 726842 |962
963 |927369(893056347 | 31,0322 | 9,8751 | 2,08363 | 1,03842 | 3025,4 | 728354 {963
964 1929296(895841344 | 31,0483 | 9,8785 | 2,08408 | 1,03734 | 3028,5 | 729867 |964
965 |931225|898632125 | 31,0644 | 9,8819 | 2,08453 | 1,03627 | 3031,6 | 731382 965
966 933156/901428696 | 31,0805 | 9,8854 | 2,98498 | 1,03520 | 3034,8 | 732899 [966
967 1935089(904231063 | 31,0966 | 9,8888 | 2,98543 | 1,03413 | 3037,9 | 734417 {967
968 1937024/907039232 | 31,1127 | 9,8922 | 2,08588 | 1,03306 | 3041,1 | 735937 |968
969 1938961|909853209 | 31,1288 | 9,8956 | 2,08632 | 1,03199 | 3044,2 | 737458 |969
970 |940900|912673000 §g,1448 9,8990| 2,08677 | 1,03093 | 3047,3 | 738981 {970
9711942841|915498611 | 31,1609 | 9,9024 | 2,98722 | 1,02987 } 3050,5 | 740506 971
972 1944784/918330048 | 31,1769 | 9,9058 | 2,98767 | 1,02881 | 3053,6 | 742032 972
973 {946729(921167317 | 31,1929 | 9,9092 | 2,98811 | 1,02775 | 3056,8 | 743559 |973
974 1948676/924010424 | 31,2090 | 9,9126 | 2,08856 | 1,02669 | 3059,9 | 745088 |974
975 1950625|926859375 | 31,2250 | 9,9160 | 2,98900 | 1,02564 | 3063,1 | 746619 |975
976 1952576/929714176 | 31,2410 | 9,9194 | 2,98945 | 1,02459 | 3066,2 | 748151 {976
977 1954529(932574833 | 31,2570 | 9,9227 | 2,08989 | 1,02354 | 3069,3 | 749685 |977
978 1956484/935441352 | 31,2730 | 9,261 | 2,09034 | 1,02249 | 3072,5 | 751221 |978
979 1958441/938313739 | 31,2890 | 9,9295 | 2,99078 | 1,02145 | 3075,6 | 752758 979
980 |960400|941192000 | 31,3050 | 9,9329 | 2,99123 | 1,02041 | 3078,8 | 754296 |980
981 1962361|944076141 | 31,3209 | 9,9363 | 2,99167 | 1,01937 | 3081,9 | 755837 [981
982 1964324/946966168 | 31,3369 | 9,9396 | 2,99211 | 1,01833 | 3085,0 | 757378 |982
983 1966289/949862087 | 31,3528 | 9,9430 | 2,99255 | 1,01729 | 3088,2 | 758922 |983
984 1968256/952763904 | 31,3688 | 9,9464 | 2,99300 | 1,01626 | 3001,3 | 760466 984
985 1970225/955671625 | 31,3847 | 9,9497 | 2,99344 | 1,01523 | 3094,5 | 762013 |985
986 1972196/958585256 | 31,4006 | 9,953 1 | 2,99388 | 1,01420 ] 3097,6 | 763561 |986
987 1974169/961504803 | 31,4166 | 9,9565 | 2,99432 | 1,01317 | 3100,8 | 765111 {987
988 1976144/964430272 | 31,4325 | 9,9598 | 2,99476 | 1,01215 | 3103,9 | 766662 |988
989 |978121]967361669 | 31,4484 | 9,9632 | 2,99520 | 1,01112 | 3107,0 | 768214 {989
990 |980100|970299000 | 31,4643 | 9,9666 | 2,99564 1,01010 | 3110,2 7_69769 9950
991 |982081|973242271 | 31,4802 | 9,9699 | 2,99607 | 1,00908 | 3113,3 | 771325 (991
992 |984064/976191488 | 31,4960 [ 9,9733 | 2,99651 | 1,00806 | 3116,5 | 772882 (992
993 |986049|979146657 | 31,5119 | 9,9766 | 2,99695 | 1,00705 | 3119,6 | 774441 (993
994 |988036/982107784 | 31,5278 | 9,9800 | 2,99739 | 1,00604 | 3122,7 | 776002 |994
995 {990025/985074875 | 31,5436 | 9,9833 | 2,99782 | 1,00503 | 3125,9 | 777564 1995
996 1992016|988047936 | 31,5595 | 9,9866 | 2,99826 | 1,00402 | 3129,0 | 779128 |996
997 [994009|991026973 | 31,5753 | 9,9900 | 2,99870 | 1,00301 | 3132,2 | 780693 (997
998 |996004(994011992 | 31,5911 | 9,9933 | 2,99913 | 1,00200 | 3135,3 | 782260 |998
999 |9980011997002999 | 31,6070 | 9,9967 | 2,99957 | 1,00100 | 3138,5 | 783828 999

1000

n




b) Tafeln der

Quadrat- und Kubikzahlen.

n2

1’L3

n

n2

n3

n2

1001
1002
1003

1004
1005
1006
1007
1008
1009

1002001
1004004
1006009

1008016
1010025
1012036
1014049

1016064
1018081

1003003001
1006012008
1009027027

1012048064
1015075125
1018108216
1021147343
1024192512
1027243729

1051
1052,
1053

1054
1055
1056

1057
1058
1059

1104601
1106704
1108809

1110916
1113025
1115136
1117249
1119364
1121481

1160935651
1164252608
1167575877

1170905464
1174241375
1177583616

1180932193
1184287112
1187648379

1101
1102]
1103

1104
1105
1106,

1107
1108
1109

1212201
1214404
1216609

1218816
1221025
1223236

1225449
1227664
1229881

1334633301
1338273208
1341919727

1345572864
1349232625
1352899016
1356572043
1360251712
1363938029

1010

1020100

1030301000

1060

1123600

1191016000

1110

1232100

1367631000

1011
1012
1013
1014
1015
1016
1017
1018
1019

1022121
1024144
1026169
1028196
1030225
1032256
1034289
1036324
1038361

1033364331
1036433728
1039509197
1042590744
1045678375
1048772096
1051871913
1054977832
1058089859

1061
1062
1063
1064
1065
1066
1067
1068
1069

1125721
1127844
1129969
1132096
1134225
1136356
1138489
1140624
1142761

1194389981
1197770328
1201157047
1204550144
1207949625
1211355496
1214767763
1218186432
1221611509

1111
1112
1113
1114,
1115
1116
1117
1118
1119

1234321
1236544
1238769
1240996
1243225
1245456
1247689
1249924
1252161

1371330631
1375036928
1378749897
1382469544
1386195875
1389928896
1393668613
1397415032
1401168159

1020

1040400

1061208000

1070

1144900

1225043000

1120

1254400

1404928000

1021
1022
1023
1024
1025
1026
1027
1028
1029

1042441
1044484
1046529
1048576
1050625
1052676
1054729
1056784
1058841

1064332261
1067462648
1070599167
1073741824
1076890625
1080045576
1083206683
1086373952
1089547389

1071
1072
1073
1074
1075
1076
1077
1078
1079

1147041
1149184
1151329
1153476
1155625
1157776
1159929
1162084
1164241

1228480911
1231925248
1235376017
1238833224
1242296875
1245766976
1249243533
1252726552
1256216039

1121
1122
1123
1124
1125
1126
1127
1128
1129

1256641
1258884
1261129
1263376
1265625
1267876
1270129
1272384
1274641

1408694 561
1412467848
1416247867
1420034624
1423828125
1427628376
1431435383
1435249152
1439069689

1030

1060900

1092727000

1030

1166400

1259712000

1130

1276900

1442897000

1031
1032
1033
1034
1035
1036
1037
1038
1039

1062961
1065024
1067089
1069156
1071225
1073296
1075369
1077444
1079521

1095912791
1099104768
1102302937
1105507304
1108717875
1111934656
1115157653
1118386872
1121622319

1081
1082
1083
1084
1085
1086
1087
1088
1089

1168561
1170724
1172889
1175056
1177225
1779396
1181569
1183744
1185921

1263214441
1266723368
1270238787
1273760704
1277289125
1280824056
1284365503
1287913472
1291467?@9

1131
1132
1133
1134
1135
1136,
1137
1138|
1139

1279161
1281424
1283689
1285956
1288225
1290496
1292769
1295044
1297321

1446731091
1450571968
1454419637
1458274104
1462135375
1466003456
1469878353
1473760072
1477648619

1040

1081600

1124864000

1090

1188100

1295029000

1140

1299600

1481544000

1041
1042
1043
1044
1045
1046
1047
1048
1049

1083681
1085764
1087849
1089936
1092025
1094116
1096209
1098304
1100401

1128111921
1131366088
1134626507
1137893184
1141166125
1144445336
1147730823
1151022592
1154320649

1091
1092
1093
1094
1095
1096
1097
1098

1099

1190281
1192464
1194649
1196836
1199025
1201216
1203409
1205604
1207801

1298596571
1302170688
1305751357
1309338584
1312932375
1316532736
1320139673
1323753192
1327373299

1141
1142
1143
1144
1145
1146
1147
1148
1149

1301881
1304164
1306449
1308736
1311025
1313316
1315609
1317904
1320201

1485446221
1489355288
1493271207
1497193984
1501123625
1505060136
1509003523
1512953792
1516910949

1050

1102500

1157625000

1100

1210000

1331000000

1150,

1322500

1520875000




Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1001—1300. 23

”n n? n3 n n? n3 n n? n

11501322500 | 1520875000 | 1200, 1440000 | 1728000000 | 1250| 1562500 | 1953125000
11511324801 | 1524845951 [1201 | 1442401 | 1732323601 | 1251|1565001 | 1957816251
11521327104 | 1528823808 [1202 | 1444804 | 1736654408 | 1252| 1567504 | 1962515008
11531329409 | 1532808577 [1203 | 1447209 | 1740992427 | 1253| 1570009 | 1967221277
1154 1331716 | 1536800264 [1204 | 1449616 | 1745337664 | 12541572516 | 1971935064
1155 |1334025 | 1540798875 11205 | 1452025 | 1749690125 [ 12551575025 | 1976656375
1156 | 1336336 | 1544804416 [1206 |1454436 | 1754049816 | 1256| 1577536 | 1981385216
11571338649 | 1548816893 [1207 | 1456849 | 1758416743 | 12571580049 | 1986121593
1158 |1340964 | 1552836312 [1208 | 1459264 | 1762790912 | 1258| 1582564 | 1990865512
1159 |1343281 | 1556862679 [1209 | 1461681 | 1767172329 | 1259|1585081 | 1995616979

11601345600 | 1560896000 | 1210/ 1464100 | 1771561000 | 1260 1587600 | 2000376000
1161 1347921 | 1564936281 [1211 | 1466521 | 1775956931 | 1261/1500121 | 2005142581
1162 1350244 | 1568983528 [1212 | 1468944 | 1780360128 | 1262| 1592644 | 2009916728
1163 11352569 | 1573037747 [1213 |1471369 | 1784770597 | 12631595169 | 2014698447
1164 1354896 | 1577098944 1214 1473796 | 1789188344 | 1264| 1597696 | 2019487744
1165 |1357225 | 1581167125 [1215 | 1476225 | 1793613375 | 12651600225 | 2024284625
1166 [ 1359556 | 1585242296 [1216 | 1478656 | 1798045696 | 1266| 16027 56 | 2029089096
1167 |1361889 | 1589324463 1217 | 1481089 | 1802485313 [ 12671605289 | 2033901163
1168 |1364224 | 1593413632 [1218 | 1483524 | 1806932232 | 1268| 1607824 | 2038720832
1169 1366561 | 1597509809 |1219 | 1485961 | 1811386459 | 1269| 1610361 | 2043548109
1170(1368900 | 1601613000 | 1220| 1488400 | 1815848000 | 1270| 1612900 | 2048383000
1171 [1371241 1605723211 |1221 | 1490841 | 1820316861 | 12711615441 | 2053225511
1172 1373584 | 1609840448 [1222 1493284 | 1824793048 | 1272(1617984 | 2058075648
117311375929 | 1613964717 11223 1495729 | 1829276567 | 1273|1620529 | 2062933417
1174 1378276 | 1618096024 [1224 1498176 | 1833767424 | 1274]1623076 | 2067798824
1175 1380625 | 1622234375 [1225 | 1500625 | 1838265625 | 12751625625 | 2072671875
11761382976 | 1626379776 [1226 | 1503076 | 1842771176 | 1276, 1628176 | 2077552576
11771385329 | 1630532233 [1227 | 1505529 | 1847284083 | 1277| 1630729 | 2082440933
1178{1387684 | 1634691752 [1228 | 1507984 | 1851804352 | 1278| 1633284 | 2087336952
1179 1390041 | 1638858339 [1229 | 1510441 | 1856331989 | 1279| 1635841 | 2092240639
11801392400 | 1643032000 | 1230/ 1512900 | 1860867000 | 1280] 1638400 2097152000
11811394761 | 1647212741 [1231 [1515361 | 1865409391 | 1281 1640961 | 2102071041
1182 (1397124 | 1651400568 [1232 | 1517824 | 1869959168 | 1282|1643524 | 2106997768
118311399489 [ 1655595487 [1233 | 1520289 | 1874516337 | 12831646089 | 2111932187
11841407856 | 1659797504 1234 | 1522756 | 1879080904 | 12841648656 | 2116874304
11851404225 | 1664006625 [1235 | 1525225 | 1883652875 | 12851651225 | 2121824125
1186 | 1406596 | 1668222856 |1236 | 1527696 | 1888232256 | 1286/ 1653796 | 2126781656
11871408969 | 1672446203 |1237 | 1530169 | 1892819053 | 12871656369 | 2131746903
11881411344 | 1676676672 [1238 | 1532644 | 1897413272 | 12881658944 | 2136719872
1189 [1413721 | 1680914269 |1239 [1535121 | 1902014919 | 1289|1661521 | 2141700569

1190]1416100 | 1685159000 [ 1240| 1537600 | 1906624000 | 12901664100 | 2146689000
11911418481 | 1689410871 [1241 | 1540081 | 1911240521 | 1291| 1666681 | 2151685171
1192 | 1420864 | 1693669888 |1242 | 1542564 | 1915864488 | 1292|1669264 | 21 56689088
1193 | 1423249 | 1697936057 |1243 | 1545049 | 1920495907 | 12931671849 | 2161700757
11941425636 | 1702209384 [1244 | 1547536 | 1925134784 | 1294{1674436 | 2166720184
1195 (1428025 | 1706489875 [1245 | 1550025 | 1929781125 | 1295(1677025 | 2171747375
1196|1430416 | 1710777536 [1246 | 1552516 | 1934434936 | 1296|1679616 | 2176782336
11971432809 | 1715072373 [1247 | 1555009 | 1939096223 | 1297|1682209 | 2181825073
1198 |1435204 | 1719374392 [1248 | 1557504 | 1943764992 | 1298|1684804 | 2186875592
119911437601 | 1723683599 1249 | 1560001 | 1948441249 | 1299/ 1687401 | 2191933899
1200 | 1440000 | 1728000000 11250/ 1562500 | 1953125000 |1300] 1690000 | 2197000000




Mathematik.

n?2

n3

n

72

nB

7

n2

n3

1300 1690000

1301

1692601

13021695294

1303
1304
1305
1306
1307
1308
1309

1697809
1700416
1703025
1705636
1708249
1710864
1713481

2197000000
2202073901
2207155608
2212245127
2217342464
2222447625
2227560616
2232681443
2237810112
2242946629

1350
1351
1352
1353
1354
1355
1356
1357
1358
1359

1822500

2460375000

1400

1825201
1827904
1830609
1833316
1836025
1838736
1841449
1844164
1846881

2465846551
2471326208
2476813977
2482309864
2487813875
2493326016
2498846293
2504374712
2509911279

1401
1402
1403

1960000

1962801
1965604
1968409

1404{1971216
1405|1974025
1406/1976836
1407/1979649
14081982464

1409

198528!

2744000000
2749884201
2755776808
2761677827
5767587264
2773505125
2779431416
2785366143
2791309312
2797260929

1310

1716100

2248091000

1360

1849600

2515456000

1410

1988100

2803221000

1311
1312
1313
1314
1315
1316
1317
1318
1319

1718721
1721344
1723969
1726569
1729225
1731856
1734489
1737124
1739761

2253243231
2258403328
2263571297
2268747144
2273930875
2279122496
2284322013
2289529432
2294744759

1361
1362
1363
1364
1365
1366,
1367
1368
1369

1852321
1855044
1857769
1860496
1863225
1865956
1868689
1871424
1874161

2521008881
2526569928
2532139147
2537716544
2543302125
2548895896
2554497863
2560108032
2565726409

1411
1412
1413

1414

1990921
1993744
1996569

1999396

14152002225
1416/2005056
1417/2007889
14182010724
1419|2013561

2809189531
2815166528
2821151997
2827145944
2833148375
2839159296
2845178713
2851206632
2857243059

1320
1321
1322
1323
1324
1325
1326
1327
1328
1329

1742400

2299968000

1370

1876900

2571353000

1420

2016400

2863288000

1745041
1747684
1750329
1752976
1755625
1758276
1760929
1763584
1766241

2305199161
2310438248
2315685267
2320940224
2326203125
2331473976
2336752783
2342039552
2347334289

1371
1372
1373
1374
1375
1376
1377
1378
1379

1879641
1882384
1885129
1887876
1890625
1893376
1896129
1898884
1901641

2576987811
2582630848
2588282117
2593941624
2599609375
2605285376
2610969633
2616662152
2622362939

1421(2019241
142212022084
1423/2024929
1424|2027776
1425/2030625
1426/2033476
1427/2036329
14282039284
1429/2042041

2869341461
2875403448
2881473967
2887553024
2893640625
2899736776
2905841483
2011954752
2918076589

1330

1768900

2352637000

1380

1904400

2628072000

14302044900

2924207000

1331
1332
1333
1334
1335
1336
1337
1338
1339

1771561
1774224
1776889
1779556
1782225
1784896
1787569
1790244
1792921

2357947691
2363266368
2368593037
2373927704
2379270375
2384621056
2389979753
2395346472
2400721219

1381
1382
1383
1384
1385
1386,
1387
1388
1389,

1907161
1909924
1912689
1915456
1918225
1920996
1923769
1926544
1929321

2633789341
2639514968
2645248887
2650991104
2656741625
2662500456
2668267603
2674043072
2679826869

1431/2047761
14322050624
1433|2053489
1434{2056356
1435/2059225
1436|2062096
1437|2064969
14382067844
1439/2070721

2930345991
2936493568
2942649737
2948814504
2954987875
2061169856
2967360453
2973559672
2979767519

1340
1341

1342
1343
1344
1345

1346
1347
1348

1795600

2406104000

1390

1932100

2685619000

14402073600

2985984000

1798281
1800964
1803649
1806336
1809025
1811716
1814409
1817104

1349 {1819801

2411494821
2416893688
2422300607
2427715584
2433138625
2438569736
2444008923
2449456192
2454911549

(1391
1392,
1393
1394
1395
1396
1397
1398
1399

1934881
1937664
1940449
1943236
1946025
1948816
1951609
1954404
1957201

2691419471
2697228288
2703045457
2708870984
2714704875
2720547136
2726397773
2732256792
2738124199

1441(2076481
1442/2079364
1443|2082249
14442085136
14452088025
1446/2090916
1447/2093809
14482096704
1449/2099601

2992209121
290984428883
3004685307
3010936384
3017196125
3023464536
3020741623
3036027392
3042321849

13501822500

2460375000

1400

1960000

2744000000

1450/2102500

3048625000




Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1300—1500. 25

n?

n3

n2

n3

n

n2

nsd

2102500

3048625000

1500

2250000

3375000000

1550

240250013723875000

2105401
2108304
2111209
2114116
2117025
2119936
2122849
2125764
2128681

3054936851
3061257408
3067586677
3073924664
3080271375
3086626816
3092990993
3099363912
3105745579

1501
1502
1503
1504
1505
15006
1507
1508|
1509

2131600

3112136000

(1510

2253001
2256004
2259009
2262016
2265025
2268036
2271049
2274064
2277081

3381754501
3388518008
3395290527
3402072064
3408862625
3415662216
3422470843
3429288512
3436115229

1551
1552
1553
1554
1555
1556
1557
1558
1559

2405601
2408704
2411809
2414916
2418025
2421136
2424249
2427364
2430481

3731087151
3738308608
3745539377
3752779464
3760028875
3767287616
3774555693
3781833112
3789119879

2280100

3442951000

1560!

2433600

3796416000

2134521
2137444
2140369
2143296
2146225
2149156
2152089
2155024
2157961

2160900

3118535181
3124943128
3131359847
3137785344
3144219625
3150662696
3157114563
3163575232
3170044709

3176523000

1511
1512
1513
1514
1515
1516
1517
1518|
1519

2283121
2286144
2289169
2292196
2295225
2298256
2301289
2304324
2307361

3449795831
3456649728
3463512697
3470384744
3477265875
3484156096
3491055413
3497963832
3504881359

1561
1562
1563
1564
1565
1566
1567
1568
1569

2436721
2439844
2442969
2446096
2449225
2452356
2455489
2458624
2461761

3803721481
3811036328
3818360547
3825694144
3833037125
3840389496
3847751263
3855122432
3862503009

1520

2310400

3511808000

1570

2464900

3869893000

2163841
2166784
2169729
2172676
2175625
2178576
2181529
2184484
2187441

3183010111
3189506048
3196010817
3202524424
3209046875
3215578176
3222118333
3228667352
3235225239

1521
1522,
1523
1524
1525
1526
1527
1528
1529,

2313441
2316484
2319529
2322576
2325625
3228676
2331729
2334784
2337841

3518743761
3525688648
3532642667
3539605824
3546578125
3553559576
3560550183
3567549952
3574558889

1571
1572
1573
1574
1575
1576
1577
1578
1579

2468041
2471184
2474329
2477476
2480625
2483776
2486929
2490084
2493241

3877292411
3884701248
3892119517
3899547224
3906984375
3914430976
3921887033
3829352552
3936827539

2190400

3241792000

1530

2340900

3581577000

1580

2496400

3944312000

2193361
2196324
2199289
2202256
2205225
2208196
2211169
2214144
2217121

3248367641
3254952168
3261545587
3268147904
3274759125
3281379256
3288008303
3204646272
3301293169

1531
1532
1533
1534
1535
1536
1537
1538
1539

2343961
2347024
2350089
2353156
2356225
2359296
2362369
2365444
2368521

3588604291
3595640768
3602686437

3609741304
3616805375
3623878656
3630961153
3638052872
3645153819

1581
1582
1583
1584
1585
1586
1587
1588
1589

2499561
2502724
2505889
2509056
2512225
2515396
2518569
2521744
2524921

3951805941
3959309368
3966822287
3974344704
3981876625
3989418056
3996969003
4004529472
4012099469

2220100

3307949000

1540

2371600

3652264000

1590

2528100

4019679000

2223081
2226064
2229049
2232036
2235025
2238016
2241009
2244004
2247001

3314613771
3321287488
3327970157
3334661784
3341362375
3348071936
3354790473
3361517992
3368254499

1541
1542
1543
1544
1545
1546
1547
1548
1549

2374681
2377764
2380849
2383936
2387025
2390116
2393209
2396304
2399401

3659383421
3666512088
3673650007
3680797184
3687953625
3695119336
3702294323
3709478592
3716672149

1591
1592
1593
1594
1595
1596
1597
1598|
1599

2531281
2534464
2537649
2540836
2544025
2547216
2550400
2553604
2556801

4027268071
4034866688
4042474857
4050092584
4057719875
4065356736
4073003173
4080659192
4088324799

2250000

3375000000

1550

2402500

3723875000

1600

2560000

4096000000
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7

’VL2

n3

n.’!

1600
1601
1602
1603
1604
1605
1606
1607
1608
1&¥i
1610
1611
1612
1613
1614
1615
1616
1617
1618
1619

2560000

4096000000

1650

2722500

4492125000

1700

2890000

2563201
2566404
2569609
2572816
2576025
2579236
2582449
2585664
2588881

4103684801
4111379208
4119083227
4126796864
4134520125
4142253016
4149995543
4157747712
4165509529

1651
1652
1053
1654
1655
1656
1657
1658
1659

2725801
2720104
2732409
2735716
2739025
2742336
2745649
2748964
2752281

4500297451
4508479808
4516672077
4524874264
4533086375
4541308416
4549540393
4557782312
4566034179

1701
1702
1703
1704
1705
1706,
1707
1708
1709

2893401
2896804
2900209
2903616
2907025
2910436
2913849
2917264
2920681

4915000000
4921675101
4930360408
4939055927
4947761664
4956477625
4965203816
4973940243
4982686912
4991443829

2592100

4173281000

1660

2755600

4574296000

1710,

2924100

5000211000

2595321
2598544
2601769
2604996
2608225
2611456
2614689
2617924
2621161

4181062131
4188852928
4196653397
4204463544
4212283375
4220112896
4227952113
4235801032
4243659659

1661
1662,
1663
1664
1665
1666
1667
1668
1669

2758921
2762244
2765569
2768896
2772225
2775556
2778889
2782224
2785561

4582567781
4590849528
4599141247
4607442944
4615754625
4624076296
4632407963
4640749632
4649101309

1711
1712]
1713
1714
1715
1716
1717
1718
1719

2927521
2930944
2934396
2937769
2941225
2944656
2948089
2951524
2954961

5008988431
5017776128
5026574097
5035382344
5044200875
5053029696
5061868813
5070718232
5079577959

1620
1621
1622
1623
1624
1625
1626
1627
1628
1629

2624400

2627641
2630884
2634129
2637376
2640625
2643876
2647129
2650384
2653641

4251528000
4267293848
4275191367
4283098624
4291015625
4298942376
4306878883
4314825152
4322781189

1670

2788900

4657463000

1720

2058400

5088448000

1671
1672
1673
1674
1675
1676
1677
1678
1679

2792241
2795584
2798929
2802276
2805625
2008976
2812329
2815684
2819041

4665834711
4674216448
4682608217
4691010024
4699421785
4707843776
4716275733
4724717752
4733169839

1721
1722]
1723
1724
1725
1726
1727
1728
1729

2961841
2965284
2968729
2972176
2975625
2979076
2082529
2085984
2989441

5097328361
5106219048
5115120067
5124031424
5132953125
5141885176
5150827583
5159780352
5168743489

1630
1631
1632
1633
1634
1635
1636
1637
1638
1639

2656900
2660161
2663424
2666689
2669956
2673225
2676496
2679769
2683044
2686321

4330747000

1680

2822400

4741632000

1730

2992900

5177717000

4338722591
4346707968
4354703137
4362708104
4370722875
4378747456
4386781853
4394826072
4402880119

1681
1682
1683
1684
1685
1686
1687
1688
1689

2825761
2829124
2832489
2835856
2839225
2842596
2845969
2849344
2852721

4750104241
4758586568
4767078987
4775581504
4784094125
4792616856
4801149703
4809692672
4818245769

1731
1732
1733
1734
1735
1736
1737
1738
1739

2996361
2999824
3003289
3006756
3010225
3013696
3017169
3020644
3024121

5186700891
5195695168
5204699837
5213714904
5222740375
5231776256
5240822553
5249879272
5258946419

1640

2689600

4410944000

1690

2856100

4826809000

1740

3027600

5268024000

1641
1642
1643

1644
1645
1646
1647
1648
1649

2692881
2696164
2699449
2702736
2706025
2709316
2712609
2715904
2719201

4419017721
4427101288
4435194707
4443297984
4451411125
4459534136
4467667023
4475809792
4483962449

1691
1692
1693
1694
1695
1696
1697
1698
1699

2859481
2862864
2866249
2869636
2873025
2876416
2879809
2883204
2886601

4835382371
4843965888
4852559557
4861163384
4869777375
4878401536
4887035873
4895680392
4904335099

1741
1742
1743
1744
1745
1746)
1747
1748
1749

3031081
3034564
3038049
3041536
3045025
3048516
3052009
3055504
3059001

5277112021
5286210488
5295319407
5304438784
5313568625
5322708936
5331859723
5341020992
5350192749

1650

2722500

4492125000

1700

2890000

4913000000

1750]

3062500

5359375000
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n n? ns n n? nd n n? n?

1750| 3062500 | 5359375000 | 1800/ 3240000 5832000000 | 1850| 3422500| 6331625000

17513066001 | 5368567751 | 1801: 3243601 | 5841725401 [ 1851 3426201 | 6341898051
1752 | 3069504 | 5377771008 | 1802/ 3247204 | 5851461608 | 1852 3429904 | 6352182208
1753 |3073009 | 5386984777 | 1803 3250809 5861208627 | 1853| 3433609 | 6362477477
1754 | 3076516 5396209064 | 1804, 3254416 | 5870966464 | 1854/ 3437316 | 6372783864
1755 3080025 | 5405443875 | 1805 3258025 | 5880735125 | 1855 3441025| 6383101375
1756 | 3083536 | 5414689216 | 1806 3261636 | 5890514616 | 1856| 3444736 | 6393430016

1757 | 3087049 | 5423945093 | 1807! 3265249 | 5900304943 | 1857 3448449 | 6403769793
1758 | 3090564 | 5433211512 | 1808 3268864 | 5910106112 | 1858| 3452164 | 6414120712
1759 | 3094081 5442488479 | 1809, 3272481 | 5919918162 | 1859 3455881 | 6424482779

1760 3097600 | 5451776000 [ 1810 3276100| 5929741000 | 1860] 3459600 6434856000
1761 | 3101121 | 5461074081 | 1811] 3279721 | 5939574731 | 1861 3463321 | 6445240381
17623104644 | 5470382728 | 1812/ 3283344 | 5949419328 | 1862 3467044 | 6455635928
176313108169 | 5479701947 | 1813, 3286969 | 5959274797 | 1863| 3470769 | 6466042647

1764 | 3111696 | 5489031744 | 1814 3290596 | 5969141144 | 1864| 3474496 | 6476460544
1765 | 3115225 5498372125 | 1815 3294225 5979018375 [ 1865| 3478225 | 6486889625
1766 | 3118756 5507723096 | 1816/ 3297856 | 5988906496 | 1866| 3481956 | 6497329896

1767 | 3122289 5517084663 | 1817/ 3301489 | 5998805513 | 1867| 3485689 | 6507781363
1768 | 3125824 | 54264 56832 | 1818/ 3305124 | 6008715432 | 1868| 3489424 | 6518244032
1769 | 3129361 5535839609 [ 1819| 3308761 | 6018636259 | 1869, 3493161 | 6528717909

1770 3132900 5545233000 | 1820 3312400| 6028563000 | 1870] 3496900 | 6539203000

1771 3136441 5554637011 | 1821/ 3316041 | 6038510661 | 1871 3500641| 6549699311
177213139984 | 5564051648 | 1822 3319684 | 6048464248 | 1872| 3504384 | 6560206848
177313143529|5573476917 | 1823| 3323329 6058428767 11873 3508129| 6570725617
1774 | 3147076 | 5582912824 | 1824/ 3326976 | 6068404224 | 1874/ 3511876 | 6581255624
177513150625| 5592359375 | 1825/ 3330625| 6078390625 | 1875 3515625| 6591796875
17763154176 5601816576 | 1826, 3334276 6088387976 [ 1876 3519376 6602349376
177713157729 5611284433 | 1827| 3337929 | 6098396283 | 1877| 3523129| 6612913133
1778 |3161284| 5620762952 | 1828| 3341584 | 6108415552 | 1878] 3526884 | 6623488152
1779 (3164841 5630252139 | 1829 3345241 | 6118445789 | 1879| 3530641 | 6634074439

1780 3168400| 5639752000 | 1830| 3348900 6128487000 | 1880 3534400 6644672000
1781 | 3171961 | 5649262541 | 1831/3352561 | 6138539191 | 1881| 3538161 | 6655280841
1782 (3175524 5658783768 | 1832| 3356224 | 6148602368 | 1882 3541924 | 6665900968
1783 | 3179089 | 5668315687 | 1833| 3359889| 6158676537 | 1883| 3545689| 6676532387
1784 13182656 | 5677858304 | 1834| 3363556 | 6168761704 | 1884/ 3549456 6687175104
17853186225 5687411625 | 1835] 3367225 6178857875 | 1885 3553225 6697829125
17863189796 | 5696975656 | 1836/ 3370896 | 6188965056 | 1886 3556996 | 6708494456
1787 (3193369 5706550403 | 1847| 3374569 6199083253 | 1887| 3560769 | 6619171103
17883196944 | 5716135872 | 1848| 3378244 | 6209212472 | 1888| 3564544 | 6629859072
1789 | 3200521/ 5725732069 | 1839 3381921 6219352719 | 1889/ 3568321 | 6640558369

1790 | 3204100 5735339000 | 1840| 3385600 6229504000 | 1890| 3572100 | 6751269000
17913207681 | 5744956671 | 1841 3389281 | 6239666321 | 1891/ 3575881 | 6772724288
17923211264 5754585088 | 1842| 3392964 | 6249839688 | 1892/ 3579664 | 6772724288
1793 | 3214849 5764224257 | 1843| 3396649 | 6260024107 | 1893| 3583449 6783468957
1794 | 3218436 5773874184 | 1844 3400336 6270219584 | 1894 3587236 6794224984
17953222025 5783534875 | 184 5| 3404025 | 6280426125 | 1895/ 3591025 | 6804992375
1796 3225616 | 5793206336 | 1846| 3407716 | 6290643736 | 1896, 3594816 6815771136
17973229209 | 5802888573 | 1847| 3411409 6300872423 | 1897 3598609 | 6826561273
1798 | 3232804 | 5812581592 1 1848/ 3415104 | 6311112192 | 1898 3602404 | 6837362792
1799 | 3226401 | 5822285399 | 1849/ 3418801 | 6321363049 | 1899 3606201 | 6848175699

1800 32400001 5832000000 | 1850| 3422500 | 6331625000 | 1900/ 3610000 | 6859000000




B. Natiirliche Logarithmen.

2

—

3

4

5

|

6

7 |

8 |

5 ]

— 00

0,0000

70

2,3026
2,9957
3,4012
3,6889
3,9120
4,0943
4y2485
4,3820
4,4998

2,3979
310445
314340
3,7136
3,9318
4,1109
4,2627
4,3944
4,5109

100 |4,6052

110
120
130
140
150
160
170
180
190

4,6151

0,6931
2,4849
3,0910
3,4657
3,7377
39512
4,1271
4,2767
4,4067
14,5218
4,6250

1,09861,3863

1,6094

1,7918

1,9459

2,0794

2,1972

2,5649

3,1355
34965
3,7612
3,9703
4,1431
4,2905
4,4188
4,5326

2,6391
3,1781
3,5264
3,7842
3,9890
4,1589
4,3041
4,4308
4,5433

2,7081
3,2189
3,5553
3,8067
4,0073
4,1744
4,3175
4,4427
4,5539

2,7726
3,2581
3,5835
3,8286
4,0254
4,1897
4,3307
44543
4,5643

2,8332
32958
3,6109
3,8501
4,0431
4,2047
4,3438
4,4659
4,5747

2,8904
3,3322
3,6376
38712
4,0004
42195
4,3567
4,4773
4,5850

2,9444
3,3673
3,6636
3,8918
4,0775
4,2341
4,3694
4,4886
455951

4,6347

4,6444

4,6540

4,6634

4,6728

4,6821

4,6913

4,7005
4,7875
4,8675
4,9416
5,0106
5,0752
5,1358
51930
5,2470

4,7095
4,7958
4,3752
4,9488
50173
5,0814
51417
5,1985
5,2523

200

210
220
230
240
250
260
270
280
290

5,2983

5,3033

4,7185
4,3040
4,8828

4,9558
5,0239
5,0876
5,1475
5,2040
52575

5,3083

4,7274
4,8122
4,8903
4,9628
5,0304
5,0938
51533

5,2095
5,2627

4,7362
4,3203
4,3978
4,9698
5,0370
50999
5,1591
5,2149
5,2679

4,7449
4,8283
4,9053
4,9767
5,0434
5,1059
5,1648
5,2204
5,2730

4,7536
4,8363
4,9127
4,9836
5,0499
5,1120

5,1705
5,2257
5,2781

4,7622
43442
4,9200
4,9904
5,0562
5,1180
5,1761
52311
5,2832

4,7707
4,8520
45,9273
459972
5,0626
5,1240
5,1818
5,2364
5,2883

45,7791
4,3593
49345
5,0039
5,0689
5,1299
51874
5,2417
5,2933

53132

5,3181

5,3230

5:3279

53327

5:3375

5:3423

5:3471
5,3936
5,4381
5,4806
5,5215
5,5607
5,5984
5,6348
5,6699

53519
5,3982
5:4424
5,43438
5,5255
5,5645
5,6021
5,6384
5,6733

5,3566
5,4027
5,4467
5,4889
55294
5,5683
5,6058
5,6419
5,6768

5,3613
5,4072
54510
54931
55334
5,5722
5,6095

5,6454
5,6802

5,3660
54116
54553

5,4972
5,5373
55759
5,6131
5,6490
5,6836

5,3706
5,4161
5,4596
5,5013
5,5413
595797
5,0168
5,6525
5,6870

53753
5,4205
5,4633
515053
5,5452
5,5835
5,6204
5,6560
5,6904

5,3799
514250
5,4681
5,5094
5:5491
5:5872
5,6240
5,6595
5,6937

5,345
5,4293
5:4723
56134
5:5530
5,5910
5,6276
5,6630
5,6971

5,3891
54337
5:4765
55175
5,5568
535947
5,6312
5,6664
55,7004

5,7038

5,7071

5,7104

57137

5,7170

5,7203

5,7236

5,7268

5,7301

57333

310
320
330
340
350
360
370
380
390

5,7366
5,7683
5,7991
5,8289
58579
35,8861
59135
5,9402
5,9661

5,7398
57714
5,8021
5,8319
5,8608
5,8889
5,9162

5,9428
5,9687

5,7430
5,7746
5,8051
5,8348
5,8636
5,8916
5,9189
59454
59713

5,7462
57777
5,8081

58377
5,8665
5,8944
5,0216
5,9480
5,9738

5,7494
5,7807
5,8111
5,8406
5,8693
5:3972
59243
5,9506
579764

410
420
430
440
450
460
470
480
490

5,9915

319949

5,9965

5,9989

6,0014

5,7526
5,7838
5,8141
58435
5,8721
5,8999
5,9269
59532
5,9789
6,0039

5,7557
5,7869
5,8171
5,8464
578749
5,026
59296
59558
5,9814
6,0004

5,7589
5,7900
5,8201

58493
5,8777
5,9054
5,9322
5,584
5,9839

5,7621
5,7930
5,8230
5,8522
5,8805
5,9081

5:9349

5,9610
59865

5,7652
5,7961
5,8260

5,8551
5,8833
5,901 I
5,9375
5,9636
5,9390

6,0088

6,0113

6,0137

6,0162
6,0403
6,0638
6,0868
6,1092
6,1312
6,1527
6,1738
6,1944

In10+?! = 42,30258509,

6,0186
6,0426
6,0661
6,0890
6,1115
6,1334
6,1549
6,1759

6,1964

6,0210
6,0450
6,0684
6,0913
6,1137
6,1356
6,1570
6,1779

6,1985

6,0234
6,0474
6,0707
6,0936
6,1159
6,1377
6,1591
6,1800
6,200%5

6,0259
6,0497
6,07 30
6,0958
6,1181
6,1399
6,1612
6,1821

6,0283
6,0521
6,0753
6,0981
6,1203
6,1420
6,1633
6,1841

6,2025

In10%3 =

6,2046

+6,9078,

6,0307
6,0544
6,0776
6,1003
6,1225
6,1442
6,1654
6,1862

6,0331
6,0568
6,0799
6,1026
6,1247
6,1463
6,1675
6,1883

6,2066

In10%% = 411,5129 .

In10%4

6,0355
6,0591
6,0822
6,1048
6,1269
6,1485
6,1696
6,1903

6,2086

6,2106

6,0379
6,0615
6,0845
6,1070
6,1291
6,1506
6,1717
6,1924
6,2126

49,2103,



Natiirliche Logarithmen, 20

N| o t [ 2 | 3 | 4 5 6 7 | 8 9
600 |6,21466,2166|6,2186|6,2206 |6,2226]6,2246|6,2265|6,2285|6,2305 | 6,2324
510 |6,23446,2364 |6,2383|6,2403 | 6,2422]6,24426,2461 | 6,24806,2500| 6,2519
520 16,253816,2558|6,25776,2596 |6,2615]6,26346,2653|6,2672 16,2691 | 6,2710
530 |6,2729|6,27486,2766|6,2785 |6,2804|6,2823 6,2841 |6,2860|6,2879| 6,2897
540 16,20166,2934 (6,2953|6,2971 |6,2989|6,3008 | 6,30266,3044|6,3063 | 6,3081
550 16,3099|6,31176,3135|6,3154 |6,3172]6,31906,3208|6,32266,3244 | 6,3261
560 16,32796,3297 |6,33156,3333|6,3351]6,33686,33866,34046,3421 | 6,3439
570 16,3456 /6,3474 16,3491 6,3509 |6,35266,3544 |6,35616,3578 /16,3596 6,3613
580 g,3gso 2,3g4§ g,sgés 2,3382 2,3229 2’357;;;2 2,3733 2,3750 2,3762 2,3784
590 |6,38016,381816,383516,38526,3869]6,38866,39026,3919 16,3936 | 6,3953
600 16,396916,39866,4003 | 6,4019|6,4036]6,4052 6,4069 6,408516,4102| 6,4118
610 16,4135|6,4151|6,4167|6,4184|6,4200]6,42166,4232|6,4249|6,4265| 6,4281
620 16,4297 6,4313|6,4329)6,4345 | 6,4362 16,4378 |6,4394|6,4409 |6,4425| 6,4441
630 16,4457|6,4473(6,44896,4505 |6,45206,45366,4552 | 6,4568 16,4583 | 6,4599
640 16,4615 6,4630 (6,4646|6,4661 |6,4677]6,4693 |6,4708|6,47236,4739| 6,4754
650 16,47706,47856,4800|6,48166,48316,4846|6,4862|6,48776,4892| 6,4907
660 16,49226,4938|6,4953 |6,4968 | 6,4983 16,4998 | 6,5013 | 6,50286,5043 | 6,5058
670 16,5073 |6,50886,5103 |6,5117|6,5132)6,5147|6,5162|6,5177|6,5191 | 6,5206
ggg gg;g; g,gzgé gg;gg g,5265 2,5280 2,5294 2,5309 2’53§§ 2,5338 2,5352

) ,5381 16, ,54106,542516,54396,5453 16,5468 | 6,5482 | 6,5497
700 {6,55116,5525|6,5539|6,5554 |6,5568|6,5582| 6,5596|6,5610|6,5624 | 6,5639
;Ig 2,5653 2,sg6g 2,5381 2,5395 g,sgog g,sgzs 6,5§37 2’5§§‘ 2,5765 6,5779

20 10,5793 10,580606,552016,58346,584816,5862 |6,5876|6,5889 16,5903 | 6,5917
730 [6,5030|6,59446,5958 6,5071 | 6,5085 |6,5999 | 6,6012 | 6,60266,6039 | 6,6053
740 16,6067 |6,6080|6,6093|6,6107|6,6120|6,6134|6,6147|6,6161|6,6174] 6,6187
750 16,6201 6,6214|6,6227|6,6241 | 6,6254]6,6267 16,6280 6,6294|6,6307 | 6,6320
760 16,6333 16,6346 (6,63596,6373|6,6386]6,6399|6,6412|6,6425|6,6438 | 6,6451
770 16,64646,6477|6,6490|6,6503 | 6,65166,6529 (6,6542 | 6,6554|6,6567 | 6,6580
780 16,6593 |6,6606 |6,6619 |6,6631]6,6644|6,6657|6,6670]6,6682 6,6695 | 6,6708
790 |6,67206,673316,67466,6758|6,6771]6,6783(6,6796|6,68096,6821 6,6834:
800 16,68466,68596,6871|6,68846,68966,6908 |6,60216,6933 | 6,6046 | 6,6958
810 16,69706,6983 |6,6995 [ 6,7007 | 6,7020|6,7032 | 6,7044 | 6,7056 | 6,7069 | 6,7081
820 |€70936,7105 6,7117|6,71306,7142)6,7154|6,7166,6,7178|6,7190 | 6,7202
830 16,7214)6,7226 6,72386,72506,7262|6,7274|6,7286| 6,7208 | 6,73 10| 6,7322
240 2,7334 2,7346 6,735816,7370|6,7382(6,7393 |6,7405 |6,7417|6,7429 | 6,7441

50 16,7452 16,7464 6,7476|6,7488 |6,7499]6,7511|6,7523|6,7534|6,7546] 6,7558
860 16,7569 6,7581|6,7593 |6,76046,7616|6,7627|6,76396,7650|6,7662 6,7673
§§° 6,7685 16,7696 16,7708 6,77196,7731)6,77426,7754|6,7765|6,7776 6,7788
8 g 2777?2 2’7811 2’7822 6’7833 677845 617856 677867 677878 697890 617901:

99 10,7912 60,7923 16,7935 |6,7946|6,7957|6,7968 | 6,7979|6,7991|6,8002 | 6,8013
900 16,8024 6,803 5 | 6,8046 _6,8057 6,8068 ~6,8079 6,80906,8101 |6,8112| 6,8123
910 16,8134 6,814516,8156/6,8167|6,8178]6,81896,82006,8211 6,8222 | 6,8233
920 |6,82446,82556,8265|6,8276 6,828716,82986,8309|6,8320|6,8330| 6,8341
930 2,3352 2,3323 2,33;3 6,838416,839516,84056,8416|6,842716,8437 | 6,8448
940 10,545910,84696,8480/6,8491 |6,85016,8512|6,8522|6,8533|6,8544 | 6,8554
950 16,8565 |6,8575(6,8586|6,85966,8507 |6,8817 |6,3828 | 6,8633 | 6,3648 6igg§9
960 2,3669 2,2630 2,2690 6,870116,8711]6,8721(6,87326,8742|6,8752| 6,8763
970 16,3773 6,87836,8794|6,8804|6,8814|6,8824(6,8835|6,88456,8855 | 6,886
980 [6,88766,8886 6,896 6,8006 | 6,8016|6.8926 | 6.8037 |6.8947 | 6,857 6:896;
990 16,897716,898716,899716,9007 |6,901716,9027 | 6,90376,9047 16,9057 | 6,9068

In10%® = 413,8155, In10%7 = +16,1181, In10+8 = +18,4207 .
Beispiele s. S. 43.
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C. Tafeln der Kreisfunktionen.

Sinus

o

10/

20/

30/

40/

50/

60/

0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01454

0,01745

© N i w b | Grad

0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643

0,02036
0,03781
0,05524
0,07266
0,09005
0,10742
0,12476
0,14205
0,15931

0,0232%7
0,04071
0,05814
0,07556
0,09295
0,11031
0,12764
0,14493
0,16218

0,02618
0,04362
0,06105
0,07846
0,09585
0,11320
0,13053
0,14781
0,1650%

0,02908
0,04653
0,06395
0,08136
0,09874
0,11609
0,13341
0,15069
0,16792

0,03199
0,04943
0,06685
0,08426
0,10164
0,11898
0,13629
0,15356
0,17078

0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

0,17365

0,17651

0,17937

0,18224

0,18509

0,18795

0,19081

0,19081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557

0,19366
0,21076
0,22778
0,24474
0,26163
0,27843
0,29515
0,31178
0,32832

0,19652
0,21360
0,23062
0424756
0,26443
0,28123
0,29793
0,31454
0,33106

0,19937
0,21644
0,23345
0,25038
0,26724
0,28402
0,30071
0,31730
0,33381

0,20222
0,21928
0,230627
0,25320
0,27004
0,28680
0,30348
0,32006
0,33655

0,20507
0,22212
0,23910
0,25601
0,27284
0,28959
0,30625
0,32282
9,33929

0,20791
0,22495

0,24192 |

0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

0,34202

0,34475

0,34748

0,35021

9,35293

9,35565

0,35837

0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481

0,36108
0,37730
0,39341
0,40939
0,42525
0,44098
0,45658
0,47204
0,48735

0,36379
0,37999
0,39608
0,41204
0,42788
0,44359
0,45917
0,47460
0,48989

0,36650
0,38268
0,39875
0,41469
0,43051
0,44620
0,46175
0,47716
0,49242

0,36921
0,38537
0,40141
0,41734
0,43313
0,44880
0,46433
0,47971
0,49495

0,37191
0,38805
0,40408
0,41998
0,43575
0,45140
0,46690
0,48226
0,49748

0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

0,50000

0,50252

9,50503

0,50754

0,51004

0,51254

0,51504

0,51504
0,52992
0,54464
9,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932

0,51753
0,53238
0,54708
0,56160
0,57596
0,59014
0,60414
0,61795
0,63158

0,52002
0,53484
0,54951
0,56401
0,57833
0,59248
0,606435
0,62024
0,63383

0,52250
0,53730
0,55194
0,56641
0,58070
0,59482
0,60876
0,62251
0,63608

0,52498
0,53975
0,55436
0,56880
0,58307
0,59716
0,61107
0,62479
0,63832

0,52745
0,54220
0,55678
0,57119
0,58543
0,59949
0,61337
0,62706
0,64056

0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

0,64279

0,64501

0,64723

0,64945

0,65166

0,65386

0,65606

0,65606
0,66913
0,68200
0,69466

0,65825
0,67129
0,68412

0,69675

0,66044

0,67344
0,68624

0,60883

0,66262

0,67559
0,68835

0,70091

0,66480

0,67773
0,60046

0,70298

0,66697
0,67987
0,60256

0,70505

0,66913
0,68200
0,60466
0,70711

60’

| 50 |

40

30/

20/

10/

OI

Cosinus




Tafeln der Kreisfunktionen.

31

Cosinus

0/

10

!

20/

|

30

40/

|

507

60’

1,00000

1,00000

0,99998

© o ot w v m | @ | Grad

0,99985
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,99847
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

9,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
0,99390
0,99182
0,93944
0,98676

0599996
0,99966
0,99905
0,99813
0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,98629

9,99923

0,99989

0,99985

0,99958
0,99892
0,99795
0,99668
0,99511
0,99324
0,99106
0,98858
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776
0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,98814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

10

0,98481

0,98430

0,98378

0,98325

0,98272

0,98218

0,08163

11
1z

13
14

16

17
18

19

20

21
22
23
24
25
26
27
28
29

0,98163
0,97815
0,907437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
9,94552

0,98107
0,97754
0,97371
0,96959
0,96517
0,96046
0,95545
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97304
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459
0,94924
0,94361

0,97992
0,97630
0,97237
0,96815
0,96363
0,95882
0,95372
0,94832
0,94264

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,96285
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167

0,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715
0,95195
0,94646
0,94068

0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
G,95106
0,94552
0,93969

0,93969

0,93869

0,93769

0,93667

093565

0,93462

0,93358

0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253
0,92609
0,91936
0,91236
0,90507
0,89752
0,88068
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,91822
0,91116
0,90383
0,89623
0,88833
0,88020
0,87178

0,93042
0,92388
0,91706
0,90996
0,90259
0,89493
0,88701
0,87882
0,87036

0,92935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,89363
0,88566
0,37743
0,86892

30

0,86603

0,36457

0,86310

0,86163

0,86015

0,92827
0,92164
0,91472
0,90753
0,90007
0,89232
0,88431
0,87603
0,86}74_8
0,85866

0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,37462
0,86603

0,85717

31

33

34
35

37
38
39

0,85717
0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
077715

0,85567
0,34650
0,83708
0,82741
0,81748
0,80730
0,79688
0,78622
0,77531

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558
0,79512
0,78442
077347

0,85264
0,84339
0,83389
0,82413
0,81412
0,80386
0,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228
0,82248
0,81242
0,30212
0,79158
0,78079
0,76977

0,84959
0,84025
0,83066
0,82082
0,81072
0,80038
0,78980
0,77897
0,76791

0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
0,77715
0,76604

40

0,76604

0,76417

0,76229

0,76041

0,75851

0,75661

0,75471

41
42
43
44

0,75471
0,74314
0,73135
0,71934 |

0,75280
0,74120
0,72937
0,71732

0,75088
0,73924
0,72737
0,71529

0,74896
0,73728
0,72537

0,71325

0,74703
0,73531
0,72337
0,71121

0,74509
0,73333
0,72136
0,70916

0,74314
©,73135
0,71934
0,70711

60|

50/

I

40/
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0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01455

0,01746
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0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838

0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,1080%
0,12574
0,14351
0,16137

0,02328
0,04075
0,05824
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0,09335
0,11099
0,12869
0,14648
0,16435

0,02619
0,04366
0,06116
0,07870
0,09629
0,11394
0,13165
0,14945
0,16734

0,02910
0,04658
0,06408
0,08163
0,09923
0,1168%
0,13461
0,15243
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0,03201
0,04949
0,06700
0,08456
0,10216
0,11983
0,13758
0,15540
0,17333

0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

-t
‘o\o oI L W B ..‘le Grad

0,17633

9,17933

0,18233

0,18534

0,18835

0,19136

0,19438

II

0,19438
0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492

0,34433

0,19740
0,21560
0,23393
0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,34758

0,20042
0,21664
0,23700
0,25552
0,27419
0,29305
0,31210
0,33136
0,35085

0,20345
0,22169
0,24008
0,25862
0,27732
0,29621
0,31530
0;33460
0,35412

0,20648
0,22475
0,24316
0,26172
0,28046
0,29938
0,31850
0,33783
0,35740

0,20952
0,22781
0,24624
0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068

0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

0,36397

0,36727

0,37057

0,37388

0,37720

0,38053

0,38386

0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431

0,38721
0,40741
0,42791
0,44872
0,46985
0,49134
0,51319
0,53545
0,55812

0,39055
0,41081
0,43136
0,45222
0,47341
0,49495
0,51688
0,53920
0,56194

0,39391
0,41421
0,43481
0,45573
0,47698
0,49858
0,52057
0,54296
0,56577

0,39727
0,41763
0,43828
0,45924
0,43055
0,50222
0,52427
0,54637
0,56962

0,40065
0,4210§
0,44175
0,46277
0,48414
0,50587
0,52798
0,55051
0,57348

0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431
0,57735

9,57735

0,58124

0,58513

9,58905

0,59297

0,59691

0,60086

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355

0,78129
0,30978

0,60483
0,62892
0,65355
0,67875
0,70455
0,73100
0,75812
0,78598
0,81461

0,60881
0,63299
0,65771
0,68301
0,70891
0,73547
0,76272
0,79070
0,31946

0,61280
0,63707
0,66189
0,68728
0,71329
0,73996
0,76733
0,79544
0,82434

0,61681
0,64117
0,66608
0,69157
0,71769
0,74447
0,77196
0,80020
0,82923

0,62083
0,64528
0,67028
0,69588
0,72211
0,74900
0,77661
0,80498
0,83415

0,62487 |

0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,30978
0,83910

0,83910

0,84407

0,84906

0,85408

0,85912

0,86419

0,86929

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569

0,87441
0,90569
0,93797
0,97133

0,87955
0,91099
0,94345
0,97700

0,88473
0,91633
0,94896
0,98270

0,88992
0,92170
0,95451
0,98843

0,89515
0,92709
0,96008

0,99420

0,0040 |

0,93252
0,96569
1,00000
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D. Bogenlédngen,

Mathematik.

BogenhOhen, Tangenten~ und Sehnenlédngen fiir
den Halbmesser 1.

« in Grad

Tang. AB

3
tan —
2

halbe
Sehne AF

-1
sin —
2

Pfeil DF

10050‘
2

Bogen
ADC

7« 180

« in Grad

Tang. AB

I3
tan —
2

halbe
Sehne AF
.o
sin —
2

Pfeil DF

1-cos —
2

Bogen
ADC

7T ot 180

Do
Ot Owu

3,0

395
4,0
4,5
5,0
5.5
6,0
6,5
7’0
7,5
8,0
8,5
9,0

95

0,00436
0,00873
0,01309
0,01746
0,02182
0,02619
0,03055
0,03492
0,03929
0,04366
0,04803
0,05241
0,05678
0,06116
0,06554
0,06993
0,07431
0,07870

0,08309

0,00436
0,00873
0,01309
0,01745
0,02181
0,02618
0,03054
0,03490
0,03926
0,04362
0,04798
0,05234
0,05669
0,06105
0,06540
0,06976
0,07411
0,07846
0,08281

0,00001
0,00004
0,00009
0,00015
0,00024
0,00034
0,00047
0,00061
0,00077
0,00095
0,00115
0,00137
0,00161
0,00187
0,00214
0,00244
0,00275
0,00308

0,00343

0,00873
0,01745
0,02618
0,03491
0,04363
0,05236
0,06109
0,06981
0,07854
0,08727
0,09599
0,10472
0,11345
0,12217
0,13090
0,13963
0,14835
0,15708

0,16581

10,0

0,08749

0,08716

0,00381

0,17453

10,5
11,0
11,5
12,0
12,5
13,0
13,5
14,0
14,5
15,0
15,5
16,0
16,5
17,0
17’5
18,0
18,5
19,0

19,5

0,09189
0,09629
0,10069
0,10510
0,10952
0,11394
0,11836
0,12278
0,12722
0,13165
0,13609
0,14054
0,14499
0,14945
0,15391
0,15838
0,16286
0,16734
0,17183

0,09150
0,09585
0,10019
0,10453
0,10887
0,11320
0,11754
0,12187
0,12620
0,13053
0,13485
0,13917
0,14349
0,14781
0,15212
0,15643
0,16074
0,16505

0,16935

0,00419
0,00460
0,00503
0,00548
0,00594
0,00643
0,00693
0,00745
0,00800
0,00855
0,00913
0,00973
0,01035
0,01098
0,01164
0,01231
0,01300
0,01371

0,01444

0,18326
0,19199
0,20071
0,20944
0,21817
0,22689

0,23562
0,24435
0,25307
0,26180
0,27053
0,27925
0,28798
0,29671
0,30543
0,31416
0,32289
0,33161

0,34034

20,0

0,17633

0,17365

0,01519

0,34907

20,5
21,0
21,5

0,18083
0,18534
0,18986

0,17794
0,18224
0,18652

0,01596
0,01675
0,01755

0,35779
0,36652
0,37525

22,0
22,5
23,0
2395
24,0
24,5
25,0
25’ S
26,0
26,5
27,0
27,5
28,0
28,5
29,0

29,5

0,19438
0,19891
0,20345
0,20800
0,21256
0,21712
0,22169
0,22628
0,23087
0,23547
0,24008
0,24470
0,24933
0,25397
0,25862
0,26328

0,19081
0,19509
0,19937
0,20364
0,20791
0,21218
0,21644
0,22070
0,22495
0,22920
0,23344
0,23769
0,24192
0,24615
0,25038

0,25460

0,01837
0,01921
0,02008
0,02095
0,02185
0,02277
0,02370
0,02466
0,02563
0,02662
0,02763
0,02866
0,02970
0,03077
0,03185

0,03295

0,38397
0,39270
0,40143
0,41015
0,41888
0,42761
0,43633
0,44506
0,45379
0,46251
0,47124
0,47997
0,48869
0,49742
0,50615

0,51487

30,0

0,26795

0,25882

0,03407

0,52360

30,5
31,0
31,5
32,0
32,5
33,0
33,5
34,0
34,5
35,0
35,5
36,0
36,5
37,0
37,5
38,0
38,5
39,0

39,5

0,27263
0,27732
0,28203
0,28675
0,29147
0,29621

0,30097
0,30573
0,31051
0,31530
0,32010
0,32492
0,32975
0,33460
0,33945
0,34433
0,34922
0,35412

0,35904

0,26303
0,26724
0,27144
0,27564
0,27983
0,28402
0,28820
0,29237
0,29654
0,30071
0,30486
0,30902
0,31316
0,31730
0,32144
0,32557
0,32969
0,33381

0,33792

0,03521
0,03637
0,03754
0,03874
0,03995
0,04118
0,04243
0,04370
0,04498
0,04628
0,04760
0,04894
0,05030
0,05168
0,05307
0,05448
0,32591
0,05736
0,05882

0,53233
0,54105
0,54978
0,55851
0,56723
0,57596
0,58469
0,59341
0,60214
0,61087
0,61959
0,62832
0,63705
0,64577
0,65450
0,66323
0,67195
0,68068

0,68941

40,0

0,36397

0,34202

0,06031

0,69813

40,5
41,0
41,5
42,0
42,5

43,0

0,36892
0,37388
0,37887
0,38386
0,38838
0,39391

0,34612
0,35021
0,35429
0,35837
0,36244
0,36650

0,06181
0,06333
0,06486
0,06642
0,06799
0,06958

0,70686
0,71558
0,72431
0,73304
0,74176
0,75049
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o in Grad

Tang. AB

23
tan —
2

halbe
Sehne AF

-1
sin —
2

Pfeil DF

1-cos &
2

Bogen
. ADC

7T ot 180

o in Grad

Tang.AB

1
tan —
2

halbe
Sehne AF

.
sin —
2

Pfeil DF

o
1-cos —
2

Bogen
ADC

7 o ;180

43,5
44,0
44,5
45,0
45’ 5
46,0
46,5
47,0
47,5
48,0
48,5
49,0
49,5

0,39896
0,40403
0,40911
0,41421
0,41933
0,42447
0,42963
0,43481
0,44001
0,44523
0,45047
0,45573
0,46101

0,37056
0,37461
0,37865
0,38268
0,38671
0,39073
0,39474
0,39875
0,40275
0,40674
0,41072
0,41469
0,41866

0,07119
0,07282
0,07446
0,07612
0,07780
0,07950
0,08121
0,08294
0,08469
0,08645
0,08824
0,09004
0,09186

0,75922
0,76794
0,77667
0,78540
0,79413
0,80285
0,81158
0,82030
0,82903
0,83776
0,84648
0,85521

0,86394

50,0

0,46631

0,42262

0,09369

0,87266

50,5
51,0
51,5
52,0
52,5
53,0
53’5
54,0
54,5
55,0
55,5
56,0
56,5
57,0
57,5
58,0
58,5
59,0

59,5

0,47163
0,47698
0,48234
0,48773
0,49315
0,49858
0,50404
0,50953
0,51503
0,52057
0,52613
0,53171
0,53732
0,54296
0,54862
0,55431
0,56003
0,56577

0,57155

0,42657
0,43051
0,43445
0,43837
0,44229
0,44620
0,45010
0,45399
0,45787
0,46175
0,46561
0,46947
0,47332
0,47716
0,48099
0,48481
0,48862
0,49242

0,49622

0,09554
0,09741
0,09930
0,10121
0,10313
0,10507
0,10702
0,10899
0,11098
0,11299
0,11501
0,11705
0,11911
0,12118
0,12327
0,12538
0,12750
0,12964
0,13180

0,88139
0,89012
0,89884
0,90757
0,91630
0,92502
0,93375
0,94248
0,95120
0,95993
0,96866
0,97738
0,98611
0,99484
1,00356
1,01229
1,02102
1,02974
1,03847

60,0

0,57735

0,50000

0,13397

1,04720

60,5
61,0
61,5
62,0
62,5
63,0
63,5
64,0
64,5
65,0
65,5
66,0

0,58318
0,58905
0,59494
0,60086
0,60681
0,61280

0,61882
0,62487
0,63095
0,63707
0,64322
0,64941

0,50377
0,50754
0,51129
0,51504
0,51877
0,52250
0,52621
0,52992
0,53361
0,53730
0,54097
0,54464

0,13616
0,13837
0,14059
0,14283
0,14509
0,14736
0,14965
0,15195
0,15427
0,15661
0,15896
0,16133

1,05592
1,06465
1,07338
1,08210
1,09083
1,09956
1,10828
1,11701
1,12574
1,13446
1,14319
1,15192

66,5
67,0
67,5
68,0
68,5
69,0

69,5

0,65563
0,66189
0,66818
0,67451
0,68088
0,68728

0,69372

0,54829
0,55194
0,55557
0,55919
0,56281
0,56641

0,57000

0,16371
0,16611
0,16853
0,17096
0,17341
0,17587
0,17835

1,16064
1,16937
1,17810
1,18682
1,19555
1,20428

1,21300

70,0

0,70021

0,57358

0,18085

1,22173

70,5
71,0
71,5
72,0
72,5
73,0
73,5
74,0
74,5
75,0
75,5
76,0
76,5
77,0
77,5
78,0
78,5
79,0

79,5

0,70673
0,71329
0,71990
0,72654
0,73323
0,73996
0,74674
0,75355
0,76042
0,76733
0,77428
0,78129
0,78834
0,79544
0,80258
0,80978
0,81703
0,82434

0,83169

0,57715
0,58070
0,58425
0,58779
0,59131
0,59482
0,59832
0,60182
0,60529
0,60876
0,61222
0,61566

0,61909
0,62251
0,62592
0,62932
0,63271
0,63608

0,63944

0,18336
0,18588
0,18843
0,19098
0,19356
0,19614
0,19875
0,20136
0,20400
0,20665
0,20931
0,21199
0,21468
0,21739
0,22012
0,22285
0,22561
0,22838

0,23116

1,23046
1,23918
1,24791
1,25664
1,26536
1,27409
1,28282
1,29154
1,30027
1,30900
1,31772
1,32645
1,33518
1,34390
1,35263
1,36136
1,37008
1,37881

1,38754

80,0

0,83910

0,64279

0,23396

1,39626

80,5
81,0
81,5
82,0
82,5
83,0
83,5
84,0
84,5
85,0
85,5
86,0
86,5
87,0
87,5
83,0
88,5

0,84656
0,85408
0,86166
0,86929
0,87698
0,88473
0,89253
0,90040
0,90834
0,91633
0,92439
093252,
0,94071
0,94896
0,95729
0,96569
0,97416

89,0

0,98270

0,64612
0,64945
0,65276
0,65606
0,65935
0,66262
0,66588
0,66913
0,67237
0,67559
0,67880
0,68200
0,68518
0,68835
0,69151
0,69466
0,69779
0,70091

0,23677
0,23959
0,24243
0,24529
0,24816
0,25104
0,25394
0,25685
0,25978
0,26272
0,26568
0,26865
0,27163
0,27463
0,27764
0,28066
0,28370
0,28675

1,40499
1,41372
1,42244
1,43117
1,43990
1,44862
1,45735
1,46608
1,47480
1,48353
1,49226
1,50098
1,50971
1,51844
1,52716
1,53589
1,54462
1,55334

3*



A
(@)

Mathematik.

« in Grad

Tang. AB

tan L
2

halbe
Sehne AF

1
sin —
2

Pfeil DF

3
1-cos —
2

Bogen
ADC

7 o : 180

halbe il D
Tang. 4B/ g near| Tl PF | Bogen
o «| 4DC
g | snl |17 la 480

« in Grad

(2]
N=J
w

0,99131

0,70401

0,28981

1,56207

105,0 | 1,30323 | 0,79335 | 0,39124 | 1,83260

90,0

1,00000

0,70711

0,29289

1,57080

105,5 1,31507 | 0,79600 | 0,39471 | 1,84132
106,0 | 1,32704 [ 0,79864 | 0,39818 | 1,85005

90,5
91,0
91,5
92,0
92,5
93,0
93,5
94,0
94,5
95,0
95,5
96,0
96,5
97,0
97,5
98,0
98,5
99,0
9915

1,00876
1,01761
1,02653
1,03553
1,04461
1,05378
1,06303
1,07237
1,08179
1,09131
1,10091
1,11061
1,12041
1,13029
1,14028
1,15037
1,16056
1,17085
1,18125

0,71019
0,71325
0,71630
0,71934
0,72236
0,72537
0,72837
0,73135
0,73432
0,73728
0,74022
0,74315
0,74606
0,74896
0,75184
0,75471
0,75757
0,76041

0,76323

0,29598
0,29909
0,30221
0,30534
0,30849
0,31165

0,31482
0,31800
0,32120
0,32441
0,32763
0,33087
0,33412
033738
0,34065
0,34394
0,34724
0,35055
0,35388

1,57952
1,58825
1,59698
1,60570
1,61443
1,62316
1,63188
1,64061
1,64934
1,65806
1,66679
1,67552
1,68424
1,69297
1,70170
1,71042
1,71915
1,72788
1,73660

106,5 | 1,33916 | 0,80125 | 0,40168 | 1,85878
107,01 1,35142 | 0,80386 | 0,40518 | 1,86750
107,5 | 1,36383 | 0,80644 | 0,40869 | 1,87623
108,0 [ 1,37638 | 0,80902 | 0,41221 | 1,88496
108,5| 1,38909 | 0,81157 | 0,41575 | 1,89368
109,0 | 1,40195 | 0,81412 | 0,41930 | 1,90241
109,5 | 1,41497 | 0,81664 | 0,42285 | 1,91114
110,0| 1,42815 | 0,81915 | 0,42642 | 1,91986

110,5 | 1,44149 | 0,82165 | 0,43000 | 1,92859
111,0 1,45501 | 0,82413 | 0,43359 | 1,93732
111,5/ 1,46870 | 0,82659 | 0,43720 | 1,94604
112,0| 1,48256 | 0,82904 | 0,44081 | 1,95477
112,5 | 1,49661 | 0,83147 | 0,44443 | 1,96350
113,0 | 1,51084 | 0,83389 | 0,44806 | 1,97222
113,51,52525 | 0,83629 | 0,45171 | 1,98095
114,0 | 1,53987 | 0,83867 | 0,45536 | 1,98968
114,5]1,55467 | 0,84104 | 0,45903 | 1,99840
115,0 | 1,56969 | 0,84339 | 0,46270 | 2,00713

100,0

1,19175

0,76604

0,35721

1,74533

115,51,58490 | 0,84573 | 0,46639 | 2,01586
116,0 | 1,60033 | 0,84805 | 0,47008 | 2,02458

100,5
101,0
101,5
102,0
102,5
103,0
103,5
104,0
104,5

1,20237
1,21310
1,22394
1,23490
1,24597
1,25717
1,26849
1,27994
1,29152

0,76884
0,77162
0,77439
0,77715
0,77988
0,78261
0,78532
0,78801
0,79069

0,36056
0,36392
0,36729
0,37068
0,37408
0,37749
0,38091
0,38434
0,38778

1,75406
1,76278
1,77151
1,78024
1,78896
1,79769
1,80642
1,81514
1,82387

116,5 | 1,61598 | 0,85035 | 0,47379 | 2,03331
117,0 [ 1,63185 | 0,85264 | 0,47750 | 2,04204
117,5 | 1,64795 | 0,85491 | 0,48123 | 2,05076
118,0 | 1,66428 | 0,85717 | 0,48496 | 2,05949
118,5 | 1,68085 | 0,85941 | 0,48871 | 2,06822
119,5 | 1,71473 | 0,86384 | 0,49623 | 2,08567

119,0 | 1,69766 | 0,86163 | 0,49246 2,0769}“
120,0 | 1,73205 | 0,86603 | 0,50000 | 2,09440

Formeln fiir die Tangenten-

und Sehnenldnge, die Bogenhihe und -lidnge.

Ist # der Kreishalbmesser, «° der
Zentriwinkel in Grad und « der Zen-
triwinkel in BogenmaB, so betrigt
(Fig. 1):

1. die Tangentenlinge 4 B:

&
=y .tan —,
2



Bogenlidngen, Bogenhohen, Tangenten- und Sehnenlingen usw. 37

2. die halbe Sehnenlinge 4 F } s L P

— ==y sin—=)h(2r—Fh
die Abszisse A E der Bogenmitte ) 2 ! 2 ( )

o2 2 2
3. die Bogenhohe DF, ) j =v¢ (1 — cosf‘_) —_—y — Vﬂ _ 5 y= ‘E_—kili
die Ordinate E D der 2 4 84
Bogenmitte =5 tang—oL =27 sin2i
4 4
0‘0
4. die Bogenlinge ADC: l=ra=avr 8 = 0,0174533 + v + «°

T
= angenihert I/ s? - ~36— ht,

5. der Inhalt des Kreisabschnittes A DCF A4:
y? (mw o® .
)

6. Der Inhalt des Kreisausschnittes A DCM 4:

«° xr?
7% = 0,00872665 - &° + #% =
60ﬂ 72665 )

Zahlen zur Umwandlung von BogenmaB in GradmaB und umgekehrt.

arc1?=0,0174532925 log arc1° ==0,2418774 — 2

arc 1/ = 0,0002908882 log arc1” = 0,4637261 — 4

arc 1”7 = 0,0000048481 log arc 1”/ = 0,6855749 — 6

& «

arcx p p W arco o ’ ”
1,0 57 17 44,806 0,005 0 17 11,32
0,9 51 33 58,33 0,004 0 13 45,06
0,8 45 50 | 11,84 0,003 0 10 18,79
0,7 40 6 | 2536 0,002 Y 6 | 5253
0,6 34 22 38,88 0,001 0 3 26,26
0,5 28 38 52,40 0,0009 0 3 5,64
0,4 22 55 5,92 0,0008 0 2 45,01
0,3 17 11 19,44 0,0007 0 2 24,39
0,2 11 27 32,96 0,0006 0 2 3,76
0,1 5 43 46,48 0,0005 0 1 43,13
0,09 5 9 23,83 0,0004 0 1 22,51
0,08 4 35 1,18 0,0003 0 1 1,88
0,07 4 0 | 3854 0,0002 0 0 | #4125
0,06 3 26 15,89 0,0001 0 0] 20,63
0,05 2 51 53,24 0,00009 0 0 18,56
0,04 2 17 30,59 0,00008 | © 0 16,50
0,03 1 43 7,94 0,00007 0 0 14,44
0,02 1 8 45,30 0,00006 0 0 12,38
0,01 0 34 22,65 0,00005 0 ] 10,31
0,009 0 30 56,38 0,00004 0 0 8,251
0,008 0 27 30,12 0,00003 0 0 6,188
0,007 0 24 3,85 0,00002 0 (o] 4,135
0,000 0 20 37,59 0,00001 (0] 0 2,063




38 E. Tafeln der Hyperbeliunktionen.
Ging fiir ¢ =0 bis 5,99.

@ 0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 D
0,0] 0,0000| 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 | 0600 | 0701 | 0801 | 0901 | 101
01} 0,002 1102 | 1203 | 1304 | 1405 | 1506 | 1607 | 1708 | 1810 | 1911 | 102
0,2 0,2013 | 2115 2218 2320 2423 2526 2629 2733 2837 2941 104
0,3 0,3045| 3150 | 3255 | 3360 | 3466 | 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000 } 108
0,41 0,4108 | 4216 | 4325 | 4434 | 4543 | 4653 | 4764 | 4875 | 4986 | 5098 | 113
0,5] 0,5211] 5324 | 5438 | 5552 | 5666 | 5782 | 5897 | 6014 | 6131 | 6248 | 119
06| 0,6367| 6485 | 6605 | 6725 | 6846 | 6967 | 7090 | 7213 | 7336 | 7461 | 125
0,7 0,7586| 7712 | 7838 7966 | 8094 | 8223 | 8353 | 8484 | 8615 8748 | 133
0,8] 0,8881| 9015 9150 | 9286 | 9423 9561 9700 | 9840 | 9981 |*0122 | 143
0,9] 1,0265]| 0409 | 0554 | 0700 | 0847 | 0995 | 1144 | 1294 | 1446 | 1598 | 154
1,0 1,1752| 1907 2063 2220 2379 2539 2700 2862 3025 3160 166
1,1] 1,3356| 3524 | 3693 | 3863 | 4035 | 4208 | 4382 | 4558 | 4735 | 4914 | 181
1,2] 1,5095 | 5276 | 5460 | 5645 5831 6019 | 6209 | 6400 | 6593 | 6788 |} 196
1,3 1,6984 7182 7381 7583 7786 7991 8198 8406 8617 | *8829 214
1,4) 1,9043 | 9259 | 9477 | 9697 | 9919 | 0143 |*0369 |*0597 |*0827 | 1059 | 234
1,51 2,293 | 1529 | 1768 | 2008 | 2251 2496 | 2743 | 2993 | 3245 3499 | 257
1,6] 2,3756| 4015 | 4276 | 4540 | 4806 | 5075 | 5346 | 5620 | 5896 | 6175 | 281
1,7] 2,6456| 6740 | 7027 | 7317 | 7609 |*7904 | 8202 | 8503 | 8806 | 9112 | 310
1,81 294221 9734 | *0049 | *0367 | *0689 | 1013 |*1340 |*1671 |*2005 |*2341 | 341
1,9] 3,2682) 3025 | 3372 | 3722 | 4075 | 4432 | 4792 | 5156 | 5523 | 5894 | 375
2,0] 3,6269| 6647 | 7028 | 7414 | 7803 | 8196 | 8593 | 8993 | 9398 | 9806 | 413
2,1 4,0219 | 0635 ] 1056 1480 1909 2342 2779 3221 3666 4117 454
2,2 44571 | 5030 5494 | 5962 | 6434 | 6912 | 7394 | 7880 | 8372 | 8868 | 502
23| 4,9370) 9876 | *0387 |*0903 |*1425 |*1951 |*2483 |*3020 |*3562 |*4109 | 553
24| 15,4662 5221 5785 6354 | 6929 7510 | 8097 | 8689 | 9288 9892 | 610
2,51 6,0502| 1118 | 1741 | 2369 | 3004 | 3645 | 4293 | 4946 | 5607 | 6274 | 673
2,6 6,6047| 7628 | 8315 | 9009 | 9709 |*0417 |*1132 |*1854 |*2583 |*3319 | 744
2,7] 7,4063| 4814 | 5572 | 6338 | 7112 | 7894 | 8683 | 9480 | *0285 |*1098 | 821
28] 8,1919| 2749 | 3586 | 4432 | 5287 | 6150 | 7021 | 7902 | 8791 | 9689 ! 907
29| 9,0596| 1512 | 2437 | 3371 | 4315 | 5268 | 6231 | 7203 | 8185 | 9177 [1002
3,0] 100179 | 1191 | 2212 | 3245 | 4287 | 5340 | 6403 | 7477 | 8562 | 9658 |1107
3,41 11,0765 | 1882 | 3011 | 4151 | 5303 | 6466 | 7641 | 8827 |*0026 | *1236 |1223
3,2] 12,2459 | 3694 | 4941 | 6201 7473 | 8758 | *0056 |*1367 | *2691 |*4028 |1351
3,3] 13,5379 | 6743 | 8121 | 9513 |*0919 |*2338 |*3772 |*5221 |*6634 |*8161 [|1493
34] 14,965 | 15,116) 15,268| 15422| 15,577] 15,734| 15,893| 16,053 16,214| 16,378} 165
3,5] 16,543 | 16,709 16,877 17,047| 17,219} 17,392| 17,567| 17,744| 17,923 18,103 182
3,6 18,285 | 18,470| 18,655| 18,843| 19,033] 19,224| 19,418 19,613| 19,811 20,010} 201
3,71 20,211 | 20,415| 20,620| 20,828| 21,037] 21,249| 21,463| 21,679| 21,897| 22,117| 222
3.8 22,339 | 22,564 22,791| 23,020| 23,252) 23,486 23,722| 23,961| 24,202| 24,445 246
39| 24,601 24,939| 25,190 25,444| 25,700] 25,958| 26,219 26,483| 26,749| 27,018 272
401 27,200 | 27,564| 27,842| 28,122 28,404| 28,600| 28,979| 29,270| 29,564 | 29,862| 300
4,1) 30,162 | 30,465 30,772| 31,081| 31,393} 31,709| 32,028 32,350| 32,675| 33,004 332
4,21 33,336 | 33,671 34,009| 34,351| 34,697) 35,046| 35,398| 35,754| 36,113| 36,476 367
4,3} 36,843 | .37,214| 37,588| 37,966| 38,347] 38,733| 39,122| 39,515| 39,913| 40,314 405
4,41 40,719 | 41,129 41,542| 41,960| 42,382| 42,808| 43,238 43,673| 44,112| 44,555 448
4,51 45,003 | 45,455| 45,912| 46,374 46,840 47,311 47,787| 48,267 48,752| 49,242} 495
4,6] 49,737 | 50,237| 50,742| 51,252 51,767| 52,288| 52,813| 53,344| 53,880| 54,422] 547
4,71 54,969 | 55,522 56,080| 56,643| 57,213| 57,788 58,369| 58,955| 59,548| 60,147 | 604
4,81 60,751 | 61,362| 61,979| 62,601| 63,231} 63,866| 64,508| 65,157 | 65,812| 66,473 668
4,91 67,141 | 67,816, 68,498| 69,186| 69,882] 70,584 71,293| 72,010| 72,734| 73,465 738
5,0 74,203 | 74,949| 75,702| 76,463 | 77,232| 78,008| 78,792| 79,584 80,384 | 81,192| 816
5,1 82,008 | 82,832 83,665| 84,506| 85,355| 86,213 87,079| 87,955| 88,839| 89,732| 902
5,21 90,633 | 91,544 92,464| 93,394 | 94,332] 95,281| 96,238 97,205| 98,182| 99,169 997
5,3 ]100,166 |101,173102,190{103,217 {104,254]105,302| 160,360 107,429 | 108,509 | 109,599 |1102
5,4 1110,701 1111,814 (112,938 |114,072|115,219]116,377 | 117,547 | 118,728 | 119,921 {121,127 |1217
5,5 122,344 123,574 |124,816 126,070 127,337 128,617 [129,910| 131,215 | 132,534 | 133,866 |1346
5,6 135,211 [136,570|137,943 139,320|140,730] 142,144 | 173,573 | 145,016 | 146,473 | 147,945 |1487
5,7 |149,432 150,934 |152,451/153,983]155,531| 157,094 | 158,673 | 160,267 [ 161,878 | 163,505 |1643
5,8 |165,148 |166,808 168,485 (170,178 [171,888]173,616|175,361 {177,123 {178,903 |180,701 |1815
5,91182,517 1184,352/186,2051188,0761189,9661191,875 193,804 1195,7521197,719 199,706 1200,




Tafeln der Hyperbelfunktionen. 39
Coj @ fiir @ =0 bis 5,99.

@ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0] 1,0000| 0001 | 0002 | 0005 | 0008 | 0013 | 0018 | 0025 | 0032 | 0041 9
0,4| 14,0050 0061 | 0072 | 0085 | 0098 | 0113 | 0128 | 0145 | 0162 | 0181 | 20
0,2 1,0201| 0221 | 0243 | 0266 | 0289 | 0314 | 0340 | 0367 | 0395 | 0423 30
0,3] 1,0453 | 0484 | 0516 | 0549 | 0584 | 0619 | 0655 | 0692 | 0731 | o770 | #1
0,4) 1,0811| 0852 | 0895 | 0939 | 0984 | 1030 | 1077 | 1125 | 1174 | 1225 51
0,5 1,1276| 1329 | 1383 | 1438 | 1494 | 1551 | 1609 | 1669 | 1730 | 1792 | 63
0,6| 1,1855| 1919 | 1984 | 2051 2119 | 2188 | 2258 | 2330 | 2402 | 2476 76
0,7| 1,2552| 2628 | 2706 | 2785 | 2865 | 2947 | 3030 | 3114 | 3199 | 3286 | 88
0,8| 1,3374| 3463 | 3555 | 3647 | 3740 | 3835 | 3932 | 4029 | 4128 | 4229 | 102
0,9| 1,4331| 4434 | 4539 | 4645 | 4753 | 4862 | 4973 | 5085 | 5199 | 5314 | 117
1,0| 1,5431| 5549 | 5669 | 5790 | 5913 | 6038 | 6164 | 6292 | 6421 | 6552 | 133
11| 1,6685| 6820 | 6956 | 7093 | 7233 | 7374 | 7517 | 7662 | 7808 | 7957 | 151
1,2| 1,8107 | 8258 | 8412 | 8568 | 8725 | 8884 | 9045 | 9208 | 9373 | 9540 | 169
1,3] 1,9709| 9880 |*0053 |*0228 |*0404 |*0583 |*0764 | *0947 |*1132 |*1320 | 189
1,4| 2,509 1700 | 1894 | 2090 | 2288 | 2488 | 2691 | 2896 | 3103 | 3312 | 212
1,51 2,3524| 3738 | 3955 | 4174 | 4395 1 4619 | 4845 | 5073 | 5305 | 5538 | 237
1,6 2,5775| 6013 | 6255 | 6499 | 6746 | 6995 | 7247 | 7502 | 7760 | 8020 | 263
1,7| 2,8283| 8549 | 8818 9090 | 9364 | 9642 | 9922 | *0206 | *0492 |*0782 | 293
18] 3,075| 1371 | 1669 | 1972 | 2277 | 2585 | 2897 | 3212 | 3530 | 3852 | 325
1,9] 34177 4506 | 4838 | 5173 | 5512 | 5855 | 6201 | 6551 | 6904 | 7261 | 361
2,0 3,7622| 7987 | 8355 | 8727 | 9103 | 9483 | 9867 |*0255 | *0647 | *1043 | 400
21| 411443 | 1847 | 2256 | 2669 | 3086 | 3507 | 3932 | 4362 | 4797 | 5236 | 443
2,2| 4,5679 | 6127 | 6580 | 7037 | 7499 | 7966 | 8437 | 8914 | 9395 | 9881 | 491
2,3] 5,0372| 0868 | 1370 | 1876 | 2388 | 2905 | 3427 | 3954 | 4487 | 5026 | 543
24| 5,5570| 6119 | 6674 | 7235 | 7801 | 8373 | 8951 | 9535 |*0125 |*0721 | 602
2,5] 6,1323| 1931 | 2545 | 3166 | 3793 | 4426 | 5066 | 5712 | 6365 | 7024 | 666
2,6 6,7690| 8363 | 9043 | 9729 |*0423 |*1123 |*1831 |*2546 |*3268 |*3998 | 737
2,7| 7,4735| 5749 | 6231 | 6990 | 7758 | 8533 | 9316 | 0106 |*0905 |*1712 | 815
28] 8,2527| 3351 | 4182 | 5022 | 5871 | 6728 | 7594 | 8469 | 9352 |*0244 | 902
29] 9,146 | 2056 | 2076 | 3905 | 4844 | 5792 | 6749 | 7716 | 8693 | 9680 | 998
3,0 10,0678 | 1683 | 2701 | 3728 | 4765 | 5814 | 6872 | 7942 | 9022 | *0113 |1102
3,0 | 11,1215 | 2328 | 3453 | 4580 | 5736 | 6895 | 8065 | 9247 |*0442 | *1648 1218
3,2| 12,2867 | 4097 | 5340 | 6596 | 7864 | 9146 |*0440 |*1747 |*3067 |*4401 1347
3,3] 13,5748 | 7108 | 8483 | 9871 |*1273 |*2689 |*4120 |*5565 |*7024 |*8498 |1489
3,4] 14,999 | 15,149| 15,301| 15,455| 15,610] 15,766| 15,924| 16,084 16,245/ 16,408 | 165
3,5] 16,573 | 16,739| 16,907 | 17,077| 17,248) 17,421| 17,596| 17,772| 17,951 18,131 182
3,6| 18,313 | 18,497/ 18,682| 18,870| 19,059| 19,250| 19,444| 19,639| 19,836 20,035| 201
3,7| 20,236 | 20,439| 20,644 20,852| 21,061| 21,272| 21,486| 21,702| 21,919| 22,140 222
3,8| 22,362 | 22,586| 22,813| 23,042| 23,273| 23,507 | 23,743 | 23,982 24,222| 24,466] 245
3,91 24,711 24,960| 25,210 25,463| 25,719| 25,977 26,238| 26,502| 26,768| 27,037 271
4,0] 27,308 | 27,583| 27,860| 28,139| 28,422 28,707 28,99G| 20,287| 29,581| 29,878| 300
4,11 30,178 | 30,482 30,788| 31,097| 31,409 31,725 32,044| 32,365( 32,601 33,019| 332
4,2 33,351 | 33,686| 34,024| 34,366| 34,711] 35,060| 35412 35,768 | 36,127| 36,490| 367
4,3| 36,857 | 37,227| 37,601| 37,979| 38,360] 38,746| 39,135| 39,528 39,925 40,326| 406
4,4 40,732 | 41,141| 41,554 | 41,972| 42,393| 42,819| 43,250| 43,684 | 44,123 | 44,566| 448
4,5] 45,014 | 45,466 45,923| 46,385 46,851| 47,321| 47,797| 48,277| 48,762| 49,252] 495
4,61 49,747 | 50,247| 50,752| 51,262| 51,777) 52,297| 52,823| 53,354| 53,890| 54,431| 547
4,7| 54,978 | 55,531| 56,089 56,652| 57,221] 57,796 58,377| 58,964 | 59,556| 60,155| 604
48] 60,579 | 61,370| 61,987 62,609| 63,239| 63,874| 64,516] 65,164 | 65,819 66,481 668
4,9| 67,149 | 67,823| 68,505| 69,193| 69,889] 70,591| 71,300( 72,017| 72,741| 73,472} 738
50| 74210 | 74,956/ 75,709| 76,470| 77,238| 78,014 | 78,798| 79,590| 80,390| 81,198 816
5,1 | 82,014 | 82,838 83,671| 84,512| 85,361| 86,219| 87,085 87,960 88,844\ 89,737| 902
5,2] 90,639 | 91,550| 92,470| 93,399 94,338] 95,286 96,243| 97,211 98,188 | 99,174} 997
5,3 100,171 |101,178 {102,194 | 103,221 |104,259 105,307 | 106,365 | 107,434 | 108,513 | 109,604 |1102
5,4 110,706 |111,818 112,942(114,077115,223}116,381|117,551 | 118,732{119,925 | 121,131 |1217
5,5 1122,348 |123,578(124,820126,074 [127,341]128,621 129,913 {131,219|132,538 | 133,870 1345
5,6 |135,215 | 136,574|137,947 139,333 |140,733| 142,148 | 143,576 145,019 146,476 | 147,949 [1487
5,7 |149,435 150,937 (152,454 153,986 {155,534 |157,097 {158,676 160,270 {161,881 |163,508 |1643
5,8 165,151 |166,811|168,488 170,181 (171,891}173,619 (175,364 {177,126|178,906 180,704 |1816
5,9 1182,520 [184,3541186,207 | 188,079/189,9691191,878 [193,8061195,754 (197,721 1199,709 |2007




40 Mathematik.

Briggssche Logarithmen von Sine fiir ¢ = 0 bis 5,99; um 10 vergroBert.
IR NN AR ENENE
0,0] —oco |8,0000| 3011 | 4772 | 6022 | 6992 | 7784 | 8455 | 9036 | 9548 | 459
0,1| 90,0007 | 0423 | 0802 | 1152 | 1476 | 1777 | 2060 | 2325 | 2576 | 2814 | 225
0,2] 9,3039 | 3254 | 3459 | 3656 | 3844 | 4025 | 4199 | 4366 | 4528 | 4685 | 151
0,3| 9,4836 | 4983 | 5125 | 5264 | 5398 | 5529 | 5656 | 5781 | 5902 | 6020 | 116
0,4| 9,6136 | 6249 | 6359 | 6468 | 6574 | 6678 | 6780 | 6880 | 6978 | 7074 | 95
05| 9,7169 | 7263 | 7354 | 7444 | 7533 7620 | 7707 | 7791 | 7875 | 7958 | 81
0,6] 9,8039 | 8119 | 8199 | 8277 | 8354 | 8431 | 8506 | 8581 | 8655 | 8728 | 72
0,7] 9,8800 | 8872 | 8942 | 9012 | 9082 | 9150 | 9219 | 9286 | 9353 | 9419 | 66
0,8] 9,9485 | 9550 | 9614 | 9678 | 9724 | 9805 | 9868 | 9920 | 9992 | *0053 | 61
0,9] 10,0114 | 0174 | 0234 | 0294 | 0353 | 0412 | 0470 | 0529 | 0586 | 0644 | 57
1,0| 10,0701 | 0758 | 0815 | 0871 | 0927 | 0983 | 1038 | 1093 | 1148 | 1203 | 54
1,1| 10,4257 | 1311 1365 1419 1472 1525 1578 1631 1684 1736 | 52
1,2] 10,1788 | 1840 | 1892 | 1944 | 1995 | 2046 | 2098 | 2149 | 2199 | 2250 | 30
1,3]10,2300 | 2351 | 2401 | 2451 | 2501 2551 | 2600 | 2650 | 2609 | 2748 | 42
1,4| 10,2797 | 2846 | 2895 | 2944 | 2993 | 3041 | 3090 | 3138 | 3186 | 3234 | 48
1,51 10,3282 | 3330 | 3378 | 3426 | 3474 | 3521 | 3569 | 3616 | 3663 | 3711 | 47
1,6 | 10,3758 | 3805 | 3852 | 3899 | 3946 | 3992 | 4039 | 4086 | 4132 | 4179 | 46
1,7] 10,4225 | 4272 | 4318 | 4364 | 4411 | 4457 | 4503 | 4549 | 4595 | 4641 | 46
1,8 | 10,4687 | 4733 | 4778 | 4824 | 4870 | 4915 | 4961 | 5007 | 5052 | 5098 | 45
1,9] 10,5143 | 5183 | 5234 | 5279 | 5324 | 5370 | 5445 | 5460 | 5505 | 5550 | 45
2,0] 10,5595 | 5640 5685 5730 | 5775 5820 | 5865 5910 | 5955 6000 | 45
2,1] 10,6044 | 6080 | 6134 | 6178 | 6223 | 6268 | 6312 | 6357 | 6401 | 6446 | 45
2,2] 10,6491 | 6535 | 6580 | 6624 | 6668 | 6713 | 6757 | 6802 | 6846 | 6890 | 45
2,3] 10,6935 | 6979 | 7023 | 7067 | 7112 } 7156 | 7200 | 7244 | 7289 | 7333 | 44
2,4]10,7377 | 7421 | 7465 | 7509 | 7553 | 7597 | 7642 | 7686 | 7730 | 7774 | 44
2,51 10,7818 | 7862 | 7906 | 7950 | 7994 | 8038 | 8082 | 8126 | 8169 | 8213 | 44
2,6 10,8257 | 8301 | 8345 | 8389 | 8433 | 8477 | 8521 | 8564 | 8608 | 8652 | 44
2,7] 10,8696 | 8740 | 8784 | 8827 | 8371 | 8915 | 8959 | 9003 | 9046 | 9090 | 44
281109134 | 9178 | 9221 | 9265 | 9309 | 9353 | 9396 | 9440 | 9484 | 9527 | 44
2,9]10,9571 | 9615 | 9658 | 9702 | 9746 | 9789 | 9833 | 9877 | 9920 | 9964 | 44
3,0 11,0008 | 0051 | 0095 | 0139 | 0182 | 0226 | 0270 | 0313 | 0357 | 0400 | 44
3,1| 11,0444 | 0488 | 0531 | 0575 | 0618 0662 | 0706 | 0749 | 0793 | 0836 | 44
3,2| 11,0880 | 0923 | 0967 | 1011 | 1054 | 1098 | 1141 | 1185 | 1228 | 1272 | 44
3,3| 11,316 | 1359 | 1403 | 1446 | 1490 | 1533 | 1577 | 1620 | 1664 | 1707 | 44
3,4 11,0751 | 1794 | 1838 | 1881 | 1925 1968 | 2012 | 2056 | 2099 | 2143 | 43
3,51 11,2186 | 2230 2273 2317 2360 2404 2447 2491 2534 2578 43
3,6 11,2621 | 2665 | 2708 | 2752 | 2795 | 2839 | 2882 | 2025 | 2069 | 3012 | 44
3,71 11,3056 | 3099 | 3143 | 3186 | 3230 | 3273 | 3317 | 3360 | 3404 | 3447 | 44
3,8 11,3491 | 3534 | 3578 | 3621 | 3665 | 3708 | 3752 | 3795 | 3838 | 3882 | 43
3,91 11,3925 | 3969 | 4012 | 4056 | 4099 | 4143 | 4186 | 4230 | 4273 | 4317 | 43
4,0 11,4360 | 4403 | 4447 | 4490 | 4534 | 4577 | 4621 | 4664 | 4708 | 4751 | 44
41| 11,4795 | 4838 | 4881 | 4925 | 4968 | 5012 | 5055 | 5099 | 5142 | 5186 | 43
42| 11,5229 | 5273 | 5316 | 5359 | 5403 | 5446 | 5490 | 5533 | 5577 | 5620 | 44
4,3] 11,5664 | 5707 | 5750 | 5794 | 5837 | 5881 | 5924 | 5968 | 6011 | 6055 | 43
4,4 11,6008 | 6141 | 6185 | 6228 | 6272 | 6315 | 6350 | 6402 | 6446 | 6489 | 43
4,5 11,6532 | 6576 | 6619 | 6663 | 6706 6750 | 6793 | 6836 | 6880 | 6923 | 44
4,6 11,6967 | 7010 | 7054 | 7097 | 7141 7184 | 7227 | 7271 | 7314 | 7358 | 43
4,7| 11,7401 | 7445 | 7488 | 7531 | 7575 7618 | 7662 | 7705 | 7749 | 7792 | 44
4,8 11,7836 | 7879 | 7922 | 7966 | 8009 | 8053 | 8096 | 8140 | 8183 | 8226 | 44
4,9] 11,8270 | 8313 | 8357 | 8400 | 8444 | 8487 | 8530 | 8574 | 8617 | 8661 | 43
5,0 11,8704 | 8748 | 8791 | 8835 | 8878 | 8921 | 8965 | 9008 | 9052 | 9095 | 43
5,4} 11,9139 | 9182 | 9225 | 9269 | 9312 | 9356 | 9399 | 9443 | 9486 | 9529 | 43
5,21 11,9573 | 9616 | 9660 | 9703 | 9747 | 9790 | 9833 | 9877 | 9920 | 9964 | 43
5,3] 12,0007 | 0051 | 0094 | 0137 | 0181 0224 | 0268 | 0311 | 0355 | 0398 | 43
5,4 | 12,0442 | 0485 | 0528 | 0572 | 0615 | 0659 | 0702 | 0746 | 0789 | 0832 | 43
5,5 12,0876 | 0919 | 0963 | 1006 | 1050 | 1093 | 1136 | 1180 | 1223 | 1267 | 43
5,6 12,4310 | 1354 | 1397 | 1440 | 1484 1527 | 1571 | 1614 | 1658 | 1701 | 43
57| 12,1744 | 1788 | 1831 | 1875 | 1918 1062 | 2005 | 2048 | 2092 | 2135 | 43
5,81 12,2179 | 2222 | 2266 | 2309 | 2352 | 2396 | 2439 | 2483 | 2526 | 2570 | 43
5,91 12,2613 | 2656 | 2700 | 2743 | 2787 | 2830 | 2874 ' 2917 | 2960 | 3004 | 43




Tafeln der Hyperbelfunktionen. 44
Briggssche Logarithmen von Gojg fiir @ = 0 bis 5,99.

(pl o l 1 2 1 3 | 4 5 6 | 7 8 o |p
0,0 ] 0,0000 | 0000 | 0001 | 0002 | 0004 | 0005 | 0008 | 0011 | 0014 | 0018 | 4
0,1]| 0,0022 | 0026 | 0031 | 0037 | 0042 | 0049 | 0055 | 0063 | 0070 | 0078 | 8
0,2] 0,0086 | 0095 | 0104 | 0114 | 1024 | 0134 | 0145 | 0156 | 0168 | 0180 | 13
0,3] 0,0193 | 0205 | 0219 | 0232 | 0246 | 0261 | 0276 | 0291 | 0306 | 0322 |17
0,4] 0,0339 | 0355 | 0372 | 0390 | 0407 | 0426 | 0444 | 0463 | 0482 | 0502 | 20
0,5] 0,0522 | 0542 | 0563 | 0583 | 0605 | 0626 | 0648 | 0670 | 0693 | 0716 |23
0,6] 00739 | 0762 | 0786 | 0810 | 0835 | 0859 | 0884 | 0910 | 0935 | 0961 |26
0,7] 0,0987 | 1013 | 1040 | 1067 | 1094 | 1122 | 1149 | 1177 | 1206 | 1234 |29
08| 0,236 | 1202 | 1321 | 1350 | 1380 | 1410 | 1440 | 1470 | 1501 | 1532 |34
0,9] 01563 | 1594 | 1625 | 1657 | 1689 | 1721 | 1753 | 1786 | 1818 | 1851 | 33
1,0] 0,884 | 1917 | 1950 | 1984 | 2018 | 2052 | 2086 | 2120 | 2154 | 2189 |34
11| 0,2223 | 2258 | 2293 | 2328 | 2364 | 2399 | 2435 | 2470 | 2506 | 2542 | 36
12| 02578 | 2615 | 2651 | 2688 | 2724 | 2761 | 2798 | 2835 | 2872 | 2909 | 38
1,3]| 0,2047 | 2984 3022 3059 3097 3135 3173 3211 3250 3288 | 38
1,4| 0,3326 | 3365 | 3403 | 3442 | 3481 | 3520 | 3559 | 3598 | 3637 | 3676 |39
1,5] 0,3715 | 3755 | 3794 | 3833 | 3873 | 3913 | 3952 | 3992 | 4032 | 4072 | 40
1,6| 04112 | 4152 | 4192 | 4232 | 4273 | 4313 | 4353 | 4394 | 4434 | 4475 |40
1,7] 0,4515 | 4556 | 4597 | 4637 | 4678 | 4719 | 4760 | 4801 | 4842 | 4883 | 41
1,8]| 0,4924 | 4965 | 5006 | 5048 | 5089 | 5130 | 5172 | 5213 | 5254 | 5206 | 41
1,9] 0,5337 | 5379 5421 5462 5504 5546 5587 5629 5671 5713 | 41
2,0 0,5754 | 5796 5838 | 5880 5922 5964 | 6006 6048 6090 6132 | 43
21| 06175 | 6217 | 6259 | 6301 | 6343 | 6386 | 6428 | 6470 | 6512 | 6555 |42
2,2| 06597 | 6640 | 6682 | 6724 | 6767 6809 | 6852 | 6894 | 6937 | 6979 |43
2,3| o0,7022 | 7064 | 7107 | 7150 | 7192 | 7235 | 7278 | 7320 | 7363 | 7406 |42
24| 0,7448 | 7491 | 7534 | 7577 | 7619 | 7662 | 7705 | 7748 | 7791 | 7833 |43
2,51 0,7876 | 7919 | 7926 | 8005 | 8048 | 8091 | 8134 | 8176 | 8219 | 8262 |43
2,6| 0,8305 | 8348 | 8391 | 8434 | 8477 | 8520 | 8563 | 8606 | 8649 | 8692 | 43
2,7| 08735 | 8778 8821 8864 8907 8951 8994, | 9037 9080 | 9123 | 43
28] 0,9166 | 9209 | 9252 | 9295 | 9338 | 9382 | 9425 | 9468 | 9511 | 9554 | 43
29| 09597 | 9641 9684 9727 9770 9813 9856 9900 | 9943 9986 | 43 °
3,0071,0029 | 0073 | 0116 | 0159 | 0202 | 0245 | 0289 | 0332 | 0375 | 0418 |44
3,1 1,0462 | 0505 | 0548 | 0591 | 0635 0678 | 0721 | 0764 | 0808 | 0851 |43
3,2| 1,0084 | 0938 | 0981 | 1024 | 1068 | 1111 | 1154 | 1197 | 1241 | 1284 |43
33| 11327 | 1371 | 1414 | 1457 | 1501 | 1544 | 1587 | 1631 | 1674 | 1717 | 44
34 1,761 | 1804 | 1847 | 1891 | 1934 | 1977 | 2021 | 2064 | 2107 | 2151 |43
3,5 1,2104 | 2237 | 2281 | 2324 | 2367 | 2411 | 2454 | 2497 | 2541 | 2584 |44
3,6 1,2628 | 2671 2714 2758 2801 2844 | 2888 2931 2975 3018 | 43
3,7] 1,3061 | 3105 | 3148 | 3191 | 3235 3278 | 3322 | 3365 | 3408 | 3452 |43
38| 1,3495 | 3538 3582 3625 3669 3712 3755 3799 3842 | 3886 |43
3,9| 1,3920 | 3972 | 4016 | 4059 | 4403 ) 4146 | 4180 | 4233 | 4276 | 4320 |43
4,0| 1,4363 | 4406 | 4450 | 4493 | 4537 | 4580 | 4623 | 4667 | 4710 | 4754 | 43
0| 14797 | 4840 | 4884 | 4927 | 4971 | 5014 | 5057 | 5101 | 5144 | 5183 | 43
421 1,5231 5274 5318 5361 5405 5448 5492 5535 5578 5622 | 43
4,3] 1,5665 | 5709 | 5752 | 5795 | 5839 | 5882 | 5926 | 5969 | 6012 | 6056 |43
4,4) 1,6009 | 6143 | 6186 | 6230 | 6273 | 6316 | 6360 | 6403 | 6447 | 6490 |43
45| 1,6533 | 6577 | 6620 | 6664 | 6707 | 6751 | 6794 | 6873 | 6881 | 6924 |44
46| 1,6968 | 7011 | 7055 | 7098 | 7141 7185 | 7228 | 7272 | 7315 | 7358 |44
47| 1,7402 | 7445 | 7489 | 7532 | 7576 | 7619 | 7662 | 7706 | 7749 | 7793 |43
481 1,7836 | 7880 | 7923 | 7966 | 8010 | 8053 | 8097 | 8140 | 8184 | 8227 |43
49| 1,8270 | 8314 | 8357 | 8401 | 8444 | 8487 | 8531 | 8574 | 8618 | 8661 | 44
5,0] 18705 | 8748 8791 8835 8878 8922 | 8965 9009 | 9052 | 9095 | 43
54 1,9139 | 9182 | 9226 9269 9313 9356 9399 9443 9486 9530 | 43
5,2] 1,9573 | 9617 | 9660 | 9703 | 9747 | 9790 | 9843 | 9877 | 9921 | 9964 | 43
53] 2,0007 | 0051 | 0094 | 0138 | 0181 | 0225 | 0268 | 0311 | 0355 | 0398 |43
54| 2,0442 | 0485 | 0529 | 0572 | 0615 | 0659 | 0702 | 0746 | 0789 | 0833 | 43
5,5| 2,0876 | 0919 | 0963 | 1006 | 1050 | 1093 | 1137 | 1180 | 1223 | 1267 |43
56| 2,310 | 1354 | 1397 | 1441 | 1484 | 1527 | 1571 | 1614 | 1658 | 1701 | 43
5,7| 2,745 | 1788 | 1831 | 1875 | 1918 | 1962 | 2005 | 2049 | 2092 | 2135 |43
58| 22179 | 2222 | 2266 | 2300 | 2353 | 2396 | 2439 | 2483 | 2526 | 2570 |43
591 22613 | 2657 | 2700 | 2743 | 2787 ! 2830 ! 2874 | 2917 ! 2061 | 3004 |43




42 Mathematik.
Tang fiir ¢ = 0 bis 2,89,

@ 0 1 i 2 3 4 5 6 7 8 9 D
6_:0 0,0000 018:70200 0300 | 0400 | 0500 | 0599 | 0699 | 0798 | 0898 {99
0,1] 0,0997 | 1096 | 1194 | 1293 | 1391 1489 | 1587 | 1684 | 1781 | 1878 | 96
0,2| 0,4974 | 2070 | 2165 | 2260 | 2355 | 2449 | 2543 | 2636 | 2739 | 2821 |92
0,3] 0,2913 | 3004 | 3095 | 3185 | 3275 | 3364 | 3452 | 3540 | 3627 | 3714 |86
0,4] 0,3800 | 3885 | 39690 | 4053 | 4137 | 4119 | 4301 | 4382 | 4462 | 4542 | 79
0,5] 0,4621 | 4700 | 4777 | 4854 | 4930 | 5005 | 5080 | 5154 | 5227 | 5299 {71
0,61 0,5370 | 5441 | 5511 | 5581 5649 5717 | 5784 | 5850 | 5915 | 5980 | 64
0,7] 0,6044 | 6107 | 6169 | 6231 | 6291 6352 | 6411 | 6469 | 6527 | 6584 | 56
08 ] 0,6640 | 6696 | 6751 | 6805 | 6858 | 6911 | 6963 | 7014 | 7064 | 7114 |49
09) 07163 | 7211 | 7259 | 7306 | 7352 | 7398 | 7443 | ‘7487 | 7531 | 7574 |42
1,07 0,7616 | 7658 | 7699 | 7739 | 7779 | 7818 | 7857 | 7895 | 7932 | 7969 |36
11| 08005 | 8041 | 8076 | 8110 | 8144 | 8178 | 8210 | 8243 | 8275 | 8306 | 31
1,2} 08337 | 8367 | 8397 | 8426 | 8455 | 8483 | 8511 | 8538 | 8565 | 8591 | 26
1,3] 08617 | 8643 | 8668 | 8693 | 8717 | 8741 | 8764 | 8787 | 8810 | 8831 | 22
1,4] 08854 | 8875 | 8896 | 8917 | 8937 | 8957 | 8977 | 8996 | 9015 | 9033 | 19
1,5] 09052 | 9069 | 9087 | 9104 | 9121 9138 | 9154 | 9170 | 9186 | 9202 | 15
1,61 09217 | 9232 | 9246 | 9261 | 9275 | 9289 | 9302 | 9316 | 9329 | 9342 | 12
1,7] 09354 | 9367 | 9379 | 9391 | 9402 | 9414 | 9425 | 9436 | 9447 | 9458 | 10
1,8] 0,9468 9478 9488 9498 9508 9518 9527 9536 9545 9554 8
1,9] 09562 | 9571 | 9579 | 9587 | 9595 | 9603 | 9611 | 9619 | 9626 | 9633 | 7
2,0] 09640 | 9647 | 9654 | 9661 | 9668 | 9674 | 9680 | 9687 | 9693 | 9699 | ©
2,7 09705 | 9710 | 9716 | 9722 | 9727 | 9732 | 9738 | 9743 | 9748 | 9753 5
2,2| 09757 | 9762 | 9767 | 9771 | 9776 | 9780 | 9785 | 9789 | 9793 | 9797 | 4
2,3] 0,9801 | 9805 | 9809 | 9812 | 9616 | 9820 | 9823 | 9827 | 9830 | 9834 | 3
2,4] 09837 | 9840 | 9843 | 9846 | 9849 | 9852 | 9855 | 9858 | 9861 | 9864 | 2
2,571 09866 | 9869 | 9871 | 9874 | 9876 | 9879 | 9881 | 9884 | 9886 | 9888 | 2
2,6 0,9890 9892 9895 9897 9899 9901 9903 9905 9906 | 9908 2
2,71 0,9910 | 9912 | 9914 | 9915 9917 9919 9920 | 9922 | 9923 9925 1
28] 09926 | 9928 | 9929 | 9931 | 9932 | 9933 | 9935 | 9936 | 9937 | 9938 | 2

Briggssche Logarithmen

von Tane fir ¢ =

0 bis 2,89;

um 10 vergroBert.

@ 0 ‘ 1 ! 2 3 4 5 6 ‘ 7 ‘ 8 ' 9 ' D
0,0f —oo |8,0000 | 3010 | 4770 6018 6986 7776 | 8444 9022 9531 | 455
0,1 | 8,9986 |*0397 [*0771 [*1115 |*1433 |*1729 |*2004 |*2263 | *2506 |*¥2736 | 217
0,2] 9,2953 | 3159 | 3355 | 3542 | 3720 | 3890 | 4053 | 4210 | 4360 | 4505 | 139
0,3] 9,4644 | 4778 | 4907 | 5031 | 5152 | 5268 | 5381 | 5490 | 5596 | 5698 | 99
0,41 9,5797 | 5894 | 5987 | 6078 | 6166 | 6252 | 6336 | 6417 | 6496 | 6573 | 75
0,5] 9,6648 | 6721 | 6792 | 6861 | 6928 | 6994 | 7058 | 7121 | 7182 | 7242 | 58
06| 9,7300 | 7357 | 7413 | 7467 | 7520 | 7572 | 7622 | 7671 | 7720 | 7767 | 46
0,71 9,7813 | 7858 | 7902 | 7945 | 7988 | 8029 | 8069 | 8109 | 8147 | 8185 | 37
03] 98222 | 8258 | 8294 | 8328 | 8362 | 8395 | 8428 | 8460 | 8491 | 8521 | 30
09| 9,8551 | 8580 | 8609 | 8637 | 8664 | 8691 | 8717 | 8743 | 8768 | 8793 | 24
1,0] 9,8817 | 8841 | 8864 | 8887 | 8900 | 8931 | 8952 | 8973 | 8994 | 9014 | 20
1,1] 9,0034 | 9053 | 9072 | 9090 | 9108 | 9126 | 9144 | 9161 | 9177 | 9194 | 16
1,21 9,9210 9226 9241 9256 9271 9285 9300 9314 9327 9341 13
1,3] 9,9354 | 9367 | 9379 | 9391 | 9404 | 9415 | 9427 | 9438 | 9450 | 9460 | 11
1,4] 99471 | 9482 | 9492 | 9502 | 9512 | 9522 | 9531 | 9540 | 9550 | 9558 9
1,5] 9,9567 | 9576 | 9584 | 9592 | 9601 | 9608 | 9616 | 9624 | 9631 | 9639 7
1,6] 9,9646 | 9653 | 9660 | 9666 | 9673 | 9680 | 9686 | 9692 | 9698 | 9704 6
1,7] 9,9710 | 9716 | 9721 | 9727 | 9732 | 9738 | 9743 | 9748 | 9753 | 9758 5
18] 99763 | 9767 | 9772 | 9776 | 9781 | 9785 | 9790 | 9794 | 9798 | 9802 4
1,9] 9,9806 | 9810 | 9813 | 9817 | 9821 9824 | 9828 | 9831 9834 | 9838 3
2,0] 90,9841 | 9844 | 9847 | 0850 | 9853 | 9856 | 9850 | 9862 | 9864 | 9867 | 3
2,1} 9,9870 | 9872 | 9875 | 8977 | 9880 | 9882 | 9884 | 9887 | 9889 | 9891 2
2,2] 9,9893 | 9895 | 9898 | 9900 | 9902 | 9904 | 9905 | 9907 | 9909 | 9911 2
2,3] 9,9913 | 9914 | 9916 | 9918 | 9919 | 9921 | 9923 | 9924 | 9926 | 9927 2
24| 99929 | 9930 | 9931 | 9933 | 9934 | 9935 | 9937 | 9938 | 9939 | 9940 1
2,50 9,9941 | 9943 | 9944 | 9945 | 9946 | 9947 | 9948 | 9949 | 9950 | 9951 1
2,6] 9,9952 | 9953 | 9954 | 9955 | 9956 | 9957 | 9958 | 9958 | 9959 | 9960 1
2,71 9,9961 | 9962 | 9962 | 9963 | 9964 | 9695 | 9965 | 9966 | 9967 | 9967 1
2,81 9,9968 | 9969 | 9969 | 9970 | 9970 | 9971 | 9972 | 9972 | 9973 | 9973 1




Einige Zahlenwerte. Bemerkungen zu den Tafeln A—E. 43

F. Einige Zahlenwerte.

Zahl | Wert n | log n Zahl Wert n log
x| 3141503 [ 0,49715 V2g | 4420447 | 064635
2 | 9, o, 0 1
@ | 9809604 | 9943 1 0225763 | 035365 — 1
Vo | 1772454 | 0,24857 V2¢
[ 9 ,991
§ | o8 0.99167 2| 1,003033 |0,00132
Ve 3,132092 | 0,49583 Ve
1:2¢ 0,050968 0,70830 — 2 e 2,718282 0,43429

G. Bemerkungen zu den Tafeln A—E.

1 . . . .
Mit Ausnahme von z « #n, —OTOQ und den Bogenlingen ist die Anderung simtlicher in den

Tabellen angegebenen Funktionen von # bzw. o der Anderung von # bzw. & nicht propor-
tional. Da jedoch ein kurzes Stiick jeder Kurve als nahezu geradlinig betrachtet werden
darf, kénnen Zwischenwerte, sofern sie nur die nidchste Ziffer betreffen, durch lineare
Interpolation zwischen den benachbarten Werten bestimmt werden. Nicht zulidssig ist es im
allgemeinen, zwei oder mehr Ziffern zu interpolieren.

69322 = ?
69302 = 48 024 900 48 024 900
"69403 = 48 163 600 27 740
10 ~ 138700 69322 = 48 052 640
2 - 27 740 genau 48 052 624

Ist keinerlei Vernachlissigung zuldssig, darf also auch im kleinsten Intervalle keine Pro-
portionalitit angenommen werden, so kann man in folgender Weise rechnen:

69322 = (6930 + 2)2 = 69302 + 2+ 2 - 6930 + 22 = 48 024 900 + 27 720 + 4 = 48 052624 .
Nach Méglichkeit sind vor jeder zahlenmiBigen Ausrechnung Vereinfachungen vorzu-

3
nehmen, o = 82,23 = 555 412,248, Wihrend bei den Briggsschen Logarithmen der

Multiplikation des Numerus mit einer Potenz von 10 ein Wachsen des Logarithmus um den
Exponenten dieser Potenz entspricht, ist dies bei den natiirlichen Logarithmen nicht der Fall.

log437,3 = 2,64 078 In437,3 = 6,0806
log437 300 = 5,64 078 In437300 = In437,3 + In 1000
= 6,0806 + 6,9078 = 12,9884

Bei kleinen Winkeln kann (Fig. 1, Tafel D) die Strecke B D gleich der Bogenhéhe DF
gesetzt werden. (Fehler bei 100 1/, 9/, bei 150 1 0/,.) In Tafel E ist in der letzten Spalte
,, D¢ die Differenz zwischen den Tafelwerten angegeben. Der neben Gin4,19 = 33,004 stehende
Wert D =332 ist die Differenz zwischen &in4,19 und &in4,20. Die Differenzen fiir den
Anfang und das Ende jeder Zeile sind somit direkt ablesbar. Fiir groBere Werte als « = 5,99

1
ist ndherungsweise @ino = Eofa = —+e%*. Fir groBere Werte als « = 2,89 nihert sich Tga
dem Werte 1. 2

I1. Arithmetik.

Bearbeitet von Dr. G. Glage.
A. Die Potenz-, Wurzel- und Logarithmenrechnung.
a) Die Potenzrechnung.
1. Definition: " =a-a-a-a ... (n-mal); 43 =4 .4 .4 — 64 .
a® = Potenz; a = Basis; #» = Exponent.

Aus dieser Definition folgt:
2. 0*"=0,

3. av = {0 fiir Z; : 100 (siehe ,,unbestimmte Werte®, S. 167).
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Ferner ergibt sich fiir gerade und ungerade Exponenten:

4. (+a)*" = +a*"; (+2)t = +2t= +16,
(_a):n = +a%"; (-2)= +2¢= +16.
5‘ (+a2n+1=+a2n+l; (+2)3=+2::=+8,
(_a)2n+1=_a2n+l; (_‘2)3:_23:_._8_
Fiir das Rechnen mit Potenzen gelten folgende 5 Regeln:
6‘ a™ . q® — am+n; 43 .43 =48,
7. am. b = (a.by"; 45.25 =85,
a‘”l _ 45 N
8. =anTr mee
a® 1 _ 4% 9 N
o= e (@ s 1) BEaEr.
a™ a\™ 45
10. (amy = amn; (49)3 = 415,

Diese 5 Regeln gelten nicht nur fiir ganze positive Exponenten (siehe De-
finition 1), sondern auch fiir negative und den Exponenten 0, wenn man setzt:

- 1 . 1 1
1. a”':;;’;—; 43=4?=*6;.
a\~—"™ b +m 4 -5 3 +5
()= G)=0)
12. a® = 1; 4% = 1.

Dieselben Regeln sind fiir Potenzen mit gebrochenen Exponenten anwendbar,

wenn man setzt:
3

m n 3 F—— 1 3 E
13. @ = Ja™ (s. Wurzelrechnung); o' = Ja*; a’ =}a' =a- |a .
Anwendungen der Potenzformeln:
14. (@+b)-(a —b) = a®> — b*; 352 - 252= 60 + 10 = €00 .
15. (a+bd)* =a*4-2ab + b%; 282 = (30 - 2)2 =900 - 120 + 4 = 784 .
16. (a+b)*=a4-3a°b+3ab24b%; 193=(20-1)* = 80001200 +60-1=6859.
17. Binomischer Satz (sieche auch Reihen S. 89):
(tl:l: b)” =a"+n. ar~1.b 4 i‘,(’n—;?’) car=2.p?
ne(m—1)-(n —2) P
:I:A—T—z—‘?—--vﬂa” 3.3 4 ...
Diese Reihe ist endlich, wenn # eine ganze positive Zahl ist, z. B.
(a4+0)=a*44a%b + 6a%b®+4ab®+ b*.
Die Reihe ist unendlich, wenn n negativ oder ein Bruch ist; sie konvergiert
fiir @ > b (siehe Reihen S. 86). Niheres iiber die Koeffizienten der einzelnen
Glieder (Binomial-Koeffizienten) siche Kombinationslehre, S. 63.

3 3
18. ~%-:k:{;~§~=a?3[:al)+l)‘3.
ar — b
19. = -—an""+a""2-b+ an~3'b-2 _}_ . +[l'b"“2+l)"“l,
a® — b

>
=a*+ a’b + a?b? + abs + b4,

s = A3 + @40 + a3 + ath’ + abt + b5 .
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alnrt1 + ber+1

20. =a®" —a®-1.b 4 a2 02—+ ... 4 b,
a+b
5 .
BB e ash 4 atbt - abs 4 b4,
a+b
a2nr — p2n
—_———— =a2n-1_g2n-2 . b4 a2m-3 .2+ ,,, - p2m—1
a+b
8
B = B s ath + b - atb5 4 abt— b,
a+b

21. Ist § klein gegeniiber 1, so ist niherungsweise bis auf Fehler von der
Ordnung §2 (siche Reihen, S. 90 u. 91)

M+d=1426; 1,0012 = 1,002, Fehler = 0,000 001 ;

0,998* = 0,996, ,, = 0,000004 ;
1
(1+6)~(11—6)=1, 10003 = 09997, »  =000000009;
W=1:Fm-6 und A+)"=14m-6;

(146,)-(140d,)-(1L£8)...
=1406,+0,+0;4... Fe, FegFe;F...
A+e) (1) - 1tsg)... 1 2= 1ttt
Ist z. B. [, bzw. /, die Linge eines Stabes bei ¢ bzw. 0° C und « der Ausdehnungs-
koeffizient, also [, =1l,- (1 + « -+ t), so ist
I
lo=1.(1 o) = —20 . (1 =1 (1 — ;
o b - (1 + 404) 1T 204 (1 +40«x) 0o+ (1 + 40 & — 20 &)
lg =1y (1 +200).
22. Ausdriicke wie 0°, 0°°, 00?, 1 sind unbestimmt (s. S. 167). Es ist z. B.
1 x
limes (1 + -—) = e = 2,718... (nicht etwa = 1).
xX=00 x
Umkehrungen des Potenzierens.
Addition (@ + b =b 4+ a =) und Multiplikation (a-b=>b-.a =c) be-
sitzen nur je eine Umkehrung: die Subtraktion (@ = ¢ — b oder b = ¢ — a)

also niherungsweise

c c
und die Division (a = — oder b= ;) , weil Summe und Produkt beim Vertauschen

b
der Summanden bzw. Faktoren unverindert bleiben. Bei einer Potenz hingegen
sind Basis und Exponent nicht vertauschbar. Infolgedessen hat die Potenzrech-
nung 2 Umkehrungen, die Wurzel- und die Logarithmenrechnung.
Besteht zwischen 3 Zahlen a, b und ¢ die Gleichung
23. a® = ¢, so kann aus 2 gegebenen Zahlen die dritte berechnet werden:
24. Potenzrechnung: Gegeben a und b. Gesucht ¢ = a®.

a = Basis, b = Exponent, ¢ = Potenz.

[
25. Wurzelrechnung: Gegeben b und ¢. Gesucht a = y"c .
a = Wurzel, b = Wurzelexponent, ¢ = Radikand.
26. Logarithmenrechnung: Gegeben @ und c¢. Gesucht b = loagc .
a = Basis, b = Logarithmus, ¢ = Numerus.

b) Die Wurzelrechnung.

[
1. Definition: Wenn a? = ¢, dann ist a = ]/—c (s. 25)
Aus dieser Definition folgt:
b
2. (VC)I)= a® =c.

) ——

Ve=c.

13

3.
4. Yo =o0.
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Ferner ergibt sich fiir gerade und ungerade Wurzelexponenten ¢

1

2n 1 4
5. V+a =4a2; V+81 = 43;
2n __
}—a = imaginir (siehe S. 49).
onp1 _r 3
6 Jta=4a¥FT; Y164 =+4;
2n41 1 3
V—a = —a?"¥1 ; ) —64 = —4 .
Fiir das Rechnen mit Wurzeln gelten folgende 5 Regeln:
m____ —_— J— — 2
7. Va b =7Va - ]/b ; V3 :V12=V36=16(V =¥)
m___
8. Va Va VB e sa.
V7
o m n o 3_
9. V“”=(V;)”= " V1i6s=43=64; Va*=a
m___ -p H _L 9 3
10. ]/a"= Va" P=YJat; V8ext=V2.22.
mn nm'— nem 34‘— 48
. Ve =Vya=""a, Viz - Viz-vs .
Anwendungen der Wurzelformeln:
-m  m -3 3 ‘S/L_ 1,
12, Var=Va—n; Vei=Vei-i=Vea~tq}
Va ¢ _Yae
= ami= Fe=4a
Va
m_om / 3 2.3
13. a-Vb =Vam.b; lx~Vx~ Vat = lx’.
14. Va+Vb= Va+b+2.-Va-b V2 +V18= V2+18+12= V31
Va Vo =+Vatb-2-Ve Va- ; Vz-Vi8=-V2+18-12=-V3;

V8-V2 =+V2+18 -12=+V8 .

15. Weitere Zahlenbeispiele:

6:V80=6-V16-5=24-1V75; |/? V3
3

V—37 —V—izs 3=-5.V3;

szs—12x2+18x_‘/2x(x2—6x+9) _x-3 q/x .
2952092+ 50y V2y(2-10y+25) y-5 [y

3 3 3 3
V16x- V1622 =V162 - a3 = 4x. V4 ;
/ —_— 96
VIO \ 2 yags - vig+ Lyies+ 2 5. - 17
2 3 V3

vz
=5-V3 +6:V2-7-V3+2:V3+4.V2-9.V2-V2=0;
V2+V8 _ V2+V8)? _248+42.16 _
V2-v8 (V2-V8)(V2+V3) 2-8 ’

3

3 8 3 8 —
Vo=zVx; V8i=V3; Va-Ve-1 Vai=Va V* i=Vz.V2-1=1.
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16. Ist § klein gegeniiber 1, so ist niherungsweise bis auf Fehler von der
Ordnung 62 (s. Reihen S. 91)

Y1+6=1+ % i V1,004 = 1,002 ; 41,0022 = 1,004(Fehler 0,0004%);

1 1
SR X - = 0,998; 0,998 = (s. 8. 45);
J14+6 2 ¥ 1,004 1,0022
m 1 d
11:&6:1:{:%; 'm——:1:{:~"7;
Y14+ 6
) 5 5
]/a-(aj:ﬁ):a-Vij:;:a-(ij;z—[—i):aj:?; d. h.
geometrischer Mittelwert = arithmetischer Mittelwert

/5506 = 503; 5032 = 25,30(5 « 5,06 oder 52 +2-5-0,3).

—— 1 {0,002)2
V2,542+2,546 = 2,544 , genauer = 2,544 . [1 -5 (2’544) J: 2,544 + [1 - 0,0000003],
Fehler 0,000 03%; ’
e 1 (0,04 )\?*
V2,50 2,58 = 2,54, genauer =2,54 |1 - 2|25 ) | =25 [t - 0,0001] ,
3

Fehler 0,01% ;
Va® + b® =0,9604 + 0,368b, fira>>b, Fehler kleiner als 4 9.
Va* +0% 4 c2 = 0,9394a + 0,389b +0,297¢, fira>b>c, Fehler kleiner als 6 %.

¢) Die Logarithmenrechnung.

1. Definition: Wenn a? = ¢, dann ist b = lggc (siehe 26 auf S. 45).

Die Logarithmen fiir die Basis 2 = 10 heiBlen dekadische oder Brig gssche
(Briggs lebte um 1600). Dieselben werden fiir praktische Rechnungen deshalb be-
vorzugt, weil bei einer Multiplikation bzw. Division des Numerus ¢ mit 10 der
Logarithmus b um 1 wichst bzw. abnimmt. Man schreibt statt ltl)ogc kiirzer logc .

2. log 1=0,da10°= 1

log 10=1, da 10'= 10 log0,1 = —1, da 10~ 1=0,1

log 100 = 2, da 102 = 100 log 0,01 = —2, da 10~ 2 = 0,01

log 1000 = 3, da 10% = 1000 log 0,001 = — 3, da 10~ % = 0,001
3. log 1,092 = 0,03822 log 0,1092 = 0,03822 — 1

log 10,92 = 1,03822 log 0,01092 = 0,03822 — 2

log 109,2 = 2,03822 log 0,001092 = 0,03822 — 3

Der von den Ziffern 1092 abhingige Bruch 0,03822 wird Mantisse, die von der
Stellung des Kommas abhéngige ganze Zahl —0, 1, 2...,—1,—2, —3...
— Kennziffer genannt. In den Logarithmentafeln wird nur die Mantisse ange-
geben, da die Kennziffer nach den Gleichungen 2 bestimmt werden kann.

In der hoheren Mathematik und in theoretischen Rechnungen benutzt man
Logarithmen fiir die Basis ¢ = 2,718 281 828 4. . ., die sogenannten ,,natiirlichen
Logarithmen*, mit deren Hilfe auch die Briggsschen Logarithmentafeln berech-
net sind (sieche Reihen S. 86 und 91).

Man schreibt statt ISgc kiirzer In ¢ (logarithmus naturalis). Es ist (siehe
10 auf S. 48)

4. Inx = 2,30 - logx auf 0,1°/, genau.

1
log# = ——1nx .
8% =23
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1
Man nennt 230 den Modul des Briggsschen Logarithmensystems. Aus

der Definition der Logarithmen folgt:

5. logt =20 ; Int =0 ;
log0 = —00 ; In0 == —o00 ;
logoo == 00 ; Inoo = 00 ;
log10 =1 ; lne =1 ; e = 2,718 .
Die natiirlichen und Briggsschen Logarithmen negativer Zahlen sind ima-
gindr.
Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten folgende 4 Regeln:
6. log(a-b) =1loga + logh ; log 508,3 = 2,70612
10g0,3417 = 0,53364 — 1
10g0,0028 = 044716 ~ 3
log (508,3 + 0,3417 -+ 0,0028) = 0,68692 — 1
508,3 - 0,3417 - 0,0028 = 0,48632.
a
7. log <3) = loga — logb ; 1og2340,5 = 3,36931
1og 0,03684 = 0,56632 - 2
2340,5
log|———=]= 4,802
0g(0,03684) 4,80299
2340,5
—— = ] .
0,03684 3531
8. log(a") = n -loga : log 17,326 = 1,23870
‘og (17,326%) = 3,71610
17,3263 = 5201,1 .
n_
9. logja = — .loga; 10g0,7326 = 0,23870 — 1 oder  2,23870 - 3
n 3
S 1
log}/ 0,17326 = 0,07957 — 3 oder  0,74623 — 1
2
0 = 0,66667 — 3
3»
logl 0,17326 = 0,74624 - 1
3
10,17326 = 0,55750
Anwendungen der Logarithmenformeln:
10. a = 0o = 10loga
log{em«} = log{10t082} oder Ina-loge = loga«log10,
loga =loge+Ina = 0,434294482Ina,
In{en¢} = In{10loga} oder Ina.lne=1loga-In10,
Ina =1n10.loga = 2,302 585093 - loga ,
1
1 == .
oge nio Modul
11. Aus k+Inv + Inp = konst. folgt In(p - v%) = konst.
oder
p - vk = konst. (Adiabate) .
B
12. Aus h=C-(nB-lnb) folgt h=C:.Inp
oder

h

kg

I
®

wlm

¢ also  b=B.e © (Luftdruck b in Hohe ).
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13. Weitere Zahlenbeispiele:

%= 1,66523,1704 log1,6652 = 0,22146
log 0,22146 = 0,34529 - 1 logx = 0,70212
log3,1704 =0,50112 %= 5,0364

log (3,1704 + log 1,6652) = 0,84641 — 1
3,1704 «log1,6652 = 0,70212 ,

4 46812 V737,01 - 0,92314¢

3 ,
564,98 - 186,784
log46,812 = 1,67036 log 564,98 = 2,75203

1
T log 86,784 = 0,64615

1
R log 737,01 =1,43374

4.10g0,92314 = 3,86108 — 4 N Tog(Nenner) = 3,39818
log (Zahler) = 2,96518
- 3,39818
logx = 0,56700 — 1 # = 0,36898 .

B. Zahlensysteme.
a) Reelle Zahlen.

Samtliche ganzen Zahlen und Briiche bilden das System der rationalen
Zahlen. Alle iibrigen reellen Zahlen, deren Wert nur angendhert durch einen
unendlichen, nicht periodischen Dezimalbruch ausgedriickt werden kann, nennt
man irrationale Zahlen. Diejenigen irrationalen Zahlen, die durch Wurzeln
dargestellt werden kénnen, z. B. ]/2 B ]/3 , ]/5 usw., heiBen algebraische irra-
tionale Zahlen; die iibrigen, die nicht durch Wurzeln darstellbar sind, tran-
szendente Zahlen, z. B. =, e.

b) Imagindre und komplexe Zahlen.

Im Gegensatz zur Gesamtheit aller reellen Zahlen stehen die sogenannten
imaginidren Zahlen, d. h. solche, die weder durch positive noch negative reelle
Zahlen dargestellt werden kénnen, z. B. [ —a?.

Jede imaginire Zahl ist darstellbar als das Produkt aus einer reellen Zahl
und der imaginiren Einheit ¢ =} —1. Z. B.}—9 = 43+4.

Fiir das Rechnen mit imaginiren Zahlen gelten folgende Beziehungen:

. 1 R
12 = —1 oder = —1,
A
73 = —1 >
04 = 1.
Hieraus folgt:
z’4n+m J— ,L'm’
P —
ginte — _f,
pAnt3 — g,
l‘4n+4 — _{_1 .

Ferner ist:
Y—a? Y —bt=—a.b (da ®= —1)
V—a2 a
V b2 b
Zahlen, die aus einer reellen und imaginiren Gré8e zusammengesetzt sind,
z. B.a + b7, nennt man komplexe Zahlen.

Taschenbuch. 4
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Fiir das Rechnen mit komplexen Zablen gelten folgende Beziehungen:
Wenn @ +b-2=c+d-7, dann ist @ = ¢ und b = d,
s a-t+b-1=0, » »w @=0 » b=0,
w (@a+bd)+(ct+di)=ce+f-i,,, »e=a+c , [=Db-d.
Ferner ist (@ + b -%)+ (@ — b+ 17) == a® + b? (reell).
Jede komplexe Zahl kann man in der Form schreiben:
7+ (cosq 4 ¢-sing). Kanonische Form (s. Fig. 2).
s ist nédmlich:
a=v+.cosqp und b =7r-sing.
Ferner ist:
[« (cosp & 7-sing)]* = "+ [cos(n - @) 4= 7 +sin(n - ¢)]
und

2

»
[r+(cosq -4 7 -sing)] ¢ = r¢ |cos —§ (¢ +2ka) 4 7-sin g (¢ 42 k.?)] ,
Jd

worin & alle Werte von O bis ¢4 — 1 annehmen kann. Man nennt dicse
beiden Formeln den Moivreschen Satz.

Die imaginiren und komplexen Zahlen, deren reale Bedeutung verhiltnismiBig spat er-
kannt ist — GauB 1830 —, haben erst die Entwicklung der modernen Analysis ermdglicht und
sind in theoretisch-technischen Rechnungen bisweilen

Achse der von groBerer Wichtigkeit als die reellen Zahlen. Die

7 ) elliptischen Funktionen haben ihre groBe Bedeutung
“nag: indren Zalen nur dadurch erlangt, daB sie im Gegensatz zu den
trigonometrischen Funktionen, die nur eine Periode
haben, Funktionen mit zwei Perioden, deren Ver-
héltnis stets eine komplexe GroBe ist, erschlossen
haben. Der Ubergang zu den imaginiren Zahlen war
schlieBlich kein anderer als in fritherer Zeit der von
den Rational- zu den Irrationalzahlen oder von den
ganzen Zahlen zu den Briichen. Der Unterschied
zwischen den reellen
4z und komplexen Zahlen
besteht darin, daB dic
+d.1, reellen Zahlen nur
/’@_b L) simtliche Punkte einer
Geraden, die kom-
plexen hingegen sidmt-
z liche Punkte einer
l Ebene darstellen.
In vielen tech-
g . 1 Aghse dler nischen Untersuchun-
-7 +7 ! reellen Zabfen  gen ist zur Berechnung
. a —. ! bestimmter Werte die
Anwendung komple-
xer Zahlen — sym-
bolische Methode —
an Einfachheit anderen Methoaen iiberlegen. Beson-
ders dort, wo die graphische Methode, deren Vorteil
. in klarer Ubersicht der darzustellenden Erscheinungen
+ =T liegt, bei der zahlenm#Bigen Berechnung mit Riicksicht
auf die in Frage kommende GréSenordnung versagt
— z. B. geringe Phasenverschiebungen in Wechsel-

Fig. 2 stromkreisen —, bietet die Anwendung komplexer
. L Zahlen erhebliche Vorteile. Bei dieser symbolischen
. Methode erfolgt z. B. die Addition phasenver-
schobener Sinuswellen a; + b+ 7 und a, + b,- ¢ durch algebraische Addition ihrer
kqmp}exen Ausdriicke @, + a; + ¢+ (b, + b,), d. h. durch algebraische Addition der recht-
winkligen Komponenten ihrer Vektoren. Der Multiplikation des komplexen Ausdruckes
einer Sinuswelle a + b- i mit { entspricht eine Phasenverschiebung (Drehung des Vektors)
von 1 Periode, der Multiplikation mit —1 eine solche von 4 Periode usw. Die komplexe
Methodfe vereinigt die Anschaulichkeit der graphischen Methode und die Genauigkeit der
rechnerischén. Ihre Vorteile sind so groB, da8 sie trotz der Verwendun g zunachst ungewohnter
mathematischer Operationen immer mehr Verbreitung findet.



Gleichungen. 51

C. Gleichungen.

Eine Gleichung ist der mathematische Ausdruck dafiir, da8 2 GroBen, z. B.
a und b, einander gleich sind. a =b.

Eine Gleichung, wie z. B. (@ 4+ b)- (a — b) = a2 — b2, deren beide Seiten
unabhingig davon, welche Werte die in der Gleichung vorkommenden GroBen
a und b erhalten, stets einander gleich bleiben, nennt man eine identische
Gleichung.

Eine Gleichung, wie z. B. 8 4+ ¥ = 15, deren beide Seiten nur fiir einen
bestimmten Wert von x einander gleich bleiben, nennt man eine Bestimmungs-
gleichung fiir . Ist dieser Wert fiir x ermittelt, ¥ = -+ 7, so sagt man, die Glei-
chung ist nach der ,,Unbekannten x‘ ,,aufgelost‘‘.

a) Gleichungen 1. Grades mit 1 Unbekannten.

Jede lineare Gleichung mit 1 Unbekannten kann auf die Form a.x = b
gebracht werden. Um eine gegebene Gleichung auf diese Form zu bringen,
sind Umformungen nétig. Jede Umformung, die mit der einen Seite vorgenom-
men wird, muB auch mit der anderen Seite erfolgen:

1. Man kann auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe GréBe addieren oder
subtrahieren.

Ein Summand der einen Seite kann unter Umkehrung des Vorzeichens
auf die andere Seite gebracht werden.

2. Man kann beide Seiten der Gleichung mit derselben Zahl multiplizieren
oder dividieren.

Ein Divisor der einen Seite kann als Faktor auf die andere Seite gebracht
werden und umgekehrt.

3. Man kann beide Seiten der Gleichung in die gleiche Potenz erheben oder
aus beiden Seiten die gleiche Wurzel ziehen.

s
3 Vat+s5=2 ; ;‘3 - i Ein Wurzelexponent der einen Seite kann
(V;Ig)ﬂ =28 : Var=V5 als Potenzexponent auf die andere Seite
t+5=8 | 3 gebracht werden und umgekehrt.
x=3 ‘I x=Vs

4. Man kann beide Seiten der Gleichung logarithmieren.
2% = 16
log(27%) = log16

log2 0,3010

log16 1,2041
x +log2 = log16, — 80 . 04

Regeln zur Auflésung der Gleichungen.

1. Sind in einer Gleichung mehrere Glieder mit # und mehrere Glieder ohne
x enthalten, so bringt man die Glieder mit ¥ auf die eine und die ohne x auf die
andere Seite. Hierbei miissen Klammerausdriicke, die » enthalten, aufgeldst
werden.
42-3:.(20-2)=6x-7+(11~2%)+11
4x-60+3x=6x-77+7x+11
4x+32x-6x—-7x=-77+11+60
-6x=-6
x=1.

2. Steht ¥ im Nenner eines Bruches, so mu3 die Gleichung zwecks Fort-
schaffung dieses Nenners mit demselben multipliziert werden. Enthilt die Glei-
chung Briiche, in deren Nenner x nicht vorkommt, so ist die Multiplikation

4*
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mit dem Generalnenner nicht riotwendig. Dieselbe trigt aber hiufig zur Verein-
fachung der Rechnung bei:

5 3 _r 7 . .
m+m_ 2 3748 multipliziert mit 2 - (¥ + 3)

10+3=2+3~-7

x¥=3.

2x-1 +3x—2 5x-4 1 7x—_6_
2 ¢ Tt T 3

oder durch Multiplikation mit 8:

x-3+3x-4+3x-L=1-Fx+% 8x-4+6x-4+5x-4=8-7x+6
t+3x+ir+Fr=1+3+3-} 8xr+6x+5x+7x%¥=8+6+3-4
3lx=31 26 x = 26
x=1 x=1.

3. Steht x in der Basis einer Potenz, so ist die Potenz zu isolieren und dann
die Wurzel zu ziehen.

2 49
wo 3752

21 3 __
oy 3z | x-s=Ve=4
(- 5)3=64

x=4+5=9,

4. Steht x im Radikanden einer Wurzel, so ist die Wurzel zu isolieren und dic
Gleichung dann zu potenzieren.

V7x~5+6=10
Vizx-5=4 7x=21

7x-5=16 x=3.

5. Steht » im Exponenten einer Potenz, so ist die Potenz zu isolieren und die
Gleichung dann zu logarithmieren.

44 3%+5 =31
3¢45 =27
(x + 5) - log3 =log27
P log27 _ 14314

log3 04771
x==2,

Eine Gleichung ist transzendent, wenn ¥ auBer im Exponenten einer Potenz

noch an anderer Stelle vorkommt, z. B. (3 + #)® = 20 oder ¥ + 3% = 10 oder
4% 4+ 5% = 7 usw.

Losung transzendenter Gleichungen siehe S. 62.

b) Gleichungen 1. Grades mit mehreren Unbekannten.
Enthilt eine Gleichung mebrere Unbekannte, so hat sie unendlich viele
Losungen.

3x+2y=75 % =0 Xy =1 X3 =2

=2 =1 y=-}%.

Enthalten #-Gleichungen n#-Unbekannte, so hat jede Gleichung wohl
unendlich viele Lésungen, aber es gibt nur eine Losung, die sdmtliche Gleichungen
gleichzeitig erfiillt. #-Unbekannte sind durch #-Gleichungen eindeutig be-
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stimmt, falls diese Gleichungen voneinander unabhingig sind, d. h. keine der-
selben durch bloSe Umformung der iibrigen aus diesen abgeleitet werden kann.

2r4+y+1iz=14 x=3
3y+4z=7+5% y=2
X+ 5y+6=27-22, 2=4

#n-Gleichungen mit #-Unbekannten werden derart aufgeldst, daB man zunichst
aus ihnen durch Umformung und Kombination passender Gleichungen # — 1
Gleichungen mit # —1 Unbekannten bildet. Durch Wiederholung dieses Ver-
fahrens erhdlt man # — 2 Gleichungen mit # — 2 Unbekannten, dann % — 3 Glei-
chungen mit # — 3 Unbekannten usw., schlieBlich 1 Gleichung mit 1 Unbekann-
ten. Nach Ausrechnung dieser Unbekannten setzt man ihren Wert in eine der
zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten ein und erhilt so die zweite Unbekannte.
Durch weiteres Einsetzen erhilt man der Reihe nach simtliche #-Unbekannte.

Elegantere direkte Losungen erhilt man durch Rechnen mit Determinanten.

Zur Zuriickfiihrung von #-Gleichungen mit #-Unbekannten auf % — 1 Glei-
chungen mit # —1 Unbekannten sind folgende Methoden anwendbar:

1. Additionsmethode.

Die Elimination einer Unbekannten erfolgt durch Addition bzw. Subtrak-
tion der Gleichungen nach passender Umformung derselben (gleiche Koeffi-
zienten der zu eliminierenden GroBen).

x+2y—0,7z=21l-3 3x4+6y-212=63
1 3x402y-z=24 4}-0,3 35402y -2z=24 0,9%+006y~03z=7.2
09%x+7y~22=27 1 58y -112=39 092+ 7y ~22=27
6,94y —1,72=198
11{5,8;/—1,13:39 17 98,6y —1,1+17 2z = 663 11, 22,26 y =445,2
694y -1,72=198|-11 7634y ~ 1,711 2=2178 y =20
5820 -1,12=39 %+2:20-0,7:70=21
112=77 x =30
z2=70

2. Gleichsetzungsmethode.

Die Elimination einer Unbekannten erfolgt dadurch, daB man dieselbe oder
ein passendes Vielfaches von ihr in jeder Gleichung durch die anderen Unbe-
kannten ausdriickt und die so erhaltenen Werte einander gleichsetzt.

3x+02y —2=24 |7z2=21x+14y-168|22=6x+ 0,4y — 48
092 +7y—-22=27 122=09x+7y -27
10r+20y - 210=21x+ 1,4y - 168

{ 6x+04y-48=092+7y 27

{ X+2y-0,72=21|72=10x+20y - 210
1

oder
1 2
11%-18,6y+42=0 131:179’;'2—4~
II{ 51x’—21
5% ~66y-21=0 jy:_—’ €
A

1Mx+42 _ S51%-21

oI, — 2 =22 2
L 18,6 6,6
121 % + 462 = 158,1 x — 651
37,4 2 = 1113
M ,_Mes0raz o

18,6 =

3430+ 0,220 — 24 =70

il

k4
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3. Einsetzungsmethode.

Die Elimination einer Unbekannten erfolgt dadurch, da8 man in einer Glei-
chung diese Unbekannte durch die anderen ausdriickt und den so erhaltenen
Wert in die iibrigen Gleichungen einsetzt.

[ ¥ +2y-07z2=21|x=21 -2y + 0,72
1 3x+02y —z=24 13:-(21-2y+0,72) +02y-2z=24 |58y -112=39
10,9x+7y~22=27 00 (21 -2y +0,72) +7y-25=27]52y 1,372 = 8,1
| -
58y -1,1z=39 lp = 58y -39
H{ 1,1

58y -39

529 - 1,372= 8 | TIL 5,2y — 1,375 == 8,1
,

572y ~ 7,946y + 53,43 = 8,91
2,226 y = 44,52
y=20

58:20-39 77
R
21 - 2.20+4 0,770 =

I
-
(=]

I3 1

(¥
o

Welche Methode am einfachsten zum Ziele fiihrt, hingt von den Zahlenwerten
ab, auch wird man bei ein und derselben Aufgabe hiufig teilweise die eine, teil-
weise die andere Methode anwenden. Besondere Umformung und Einfiihrung
von neuen Unbekannten erleichtert haufig die Rechnung.

Beispiele: (1)

1.i—i—1 fiar [u:—l— erhilt man 1.4u-3v=1
x y x
2
2.——+374 v:l 2.2u+3w=4
P y
3.17110 w:i 3.3v-w=0
y z z
Aus 1. u. 3. 4u~w=1i4u:1+w=2"3v=w=1
2.4u + 6w=238 u~i ‘ 0_717
Tw=7 T2 R
w=1 X =2 y=3 z=1
(2) 1. %+y=237 g=42-37=35
2.y +a=22 T=42-22=20
3.z+x=23 y=42-25=17
. = =
t+y =537 +22+25) =42
8 3 . N
(3) 1. — - — =1 | fiir =u erhalt man 8u—-3v=1, -1
V-3  TVy+3 but9v=14].2
2 -t =0 Av=7
1
0= —
3
1
. - 4-9-5
Vii—4  Vr¥i-s e il
%-3=16 y+3=9
x =19 Yy =6

Fiihrt die Elimination von Unbekannten auf identische Gleichungen, so
folgt daraus, daB die zur Elimination benutzten Gleichungen nicht voneinander
unabhingig waren (siehe S. 53).
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¢) Gleichungen 2. Grades mit | Unbekannten.

Jede quadratische Gleichung mit 1 Unbekannten kann auf die Form
Ad.24+B-x4+C=0
oder

R B C
%% TF -+ i = 0,
also
2ta-x+b=0
gebracht werden.
Die Losung ergibt:

2 2
a (a\®
o= ad N
¥t iV(z)
a *775—*‘ ) . ]
Xy = — > -+ >~ b | ¥, 4 ¥, = —a (negative Koeffizient von #)
a - /’”‘7"’2’"77 o
X, = — — —l, — —b ‘ %, » %, == b (von ¥ freies Glied).
“ 2 2
2
Die Gleichung hat 2 reelle Wurzeln, wenn (—;) —-b>0
a 2
it § ” ” 1 i1} i3] » ("2_) - b =
a 2
. » ,» 2 komplexe ,, » (—2—> —b<Lo0.

Da x;+ %y = b ist, so haben die Wurzeln gleiches Vorzeichen, wenn b positiv,
verschiedenes Vorzeichen, wenn b negativ ist.

Beispiele:
x’—%—x—1=0 x2-10x +25=0 2 +6x+10=0
3 .4/5 R —
=kl et s=4sxV25-25 x=-3+V9-10
3 5 .
x,—~4—+2_-=2 x=+5 % =-3+1
3 5 1 .
mETTY Ty B=-3-d

Sind #; und #, die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 2t a-x+0
= 0, so kann dieselbe auf die Form (¥ — #;)+ (¥ — %;) = O gebracht warden.
x = x, erfiillt die Gleichung, denn (¥, — #;)+ (¥; — %) = 0+ (%3 — ¥3) = 0;

X = Xy » ” s (Hg — X)) (Hg— ) = (¥ — %)+ 0=0.

Beispiel: 22 -2 -20=(x+4):(x-5)=0; xy= -4 und Zy= 4+ 5.

Da (¥ — #9)+ (¥ — 25) = 2% — (% + %)+ & + %+ %y, so folgt fiir die
Wurzeln #; und x, der Gleichung 42 + ax + b=0, % + # = —a und
%+ %y = b, was sich auch direkt durch Addition und Multiplikation der obigen
Werte #; und %, ergibt.

Ist x; eine Wurzel der quadratischen Gleichung 24+ ax+b=0, so
wird die Gleichung durch Division mit ¥ — #; auf eine lineare zuriickgefiihrt,
deren Losung die zweite Wurzel ergibt.
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1 1
A4 2x-3=0| #=+1 x+—;-<u+;):0|x1:a

a- x4+ a - ax, — x,

|

|

|

\

02 4 2, ~ |
i{,,uii =% +3=0 ,; Rl 2 g% -1=0

|

i

t

1

|

i

% —1

%~ a
1
Xy =—.
@

Xy= —3

Ist x ein Faktor der Gleichung, so ist x; = O eine Wurzel. Die andere Wurzcl
(# 0) erhdlt man durch Division der Gleichung mit # .

£ -10x =0 | m=0
%l 104 =%,-10=0 | x,=10.
E2)

Um eine gegebene quadratische Gleichung auf die Normalform 42 + e v 4+ b
= 0 zu bringen, kann man sehr verschiedene Wege einschlagen, fiir die sich
bestimmte Schemata nicht angeben lassen. Es empfiehlt sich die Benutzung
folgender Regeln:

1. Kommt x in einem Klammerausdrucke vor, so ist derselbe aufztilgsen.

(x~6): (x =5+ (x~7) (¥ -4) =10,

- MMx+30+22-11x+4+28=10,

-1135+24=0,

SRV L
2

% =8 Xy =3 .

2. Steht ¥ im Nenner eines Bruches, so ist derselbe durch Multiplikation
der Gleichung mit diesem Nenner fortzuschaffen.

52 -7 14
o T T 2x—3
1042 — 145 — 152 +21 + 126 = 1842 — 18 % ~ 27 x + 27,
842 -16x - 120=0,
x¥2-2x-15=0,
r=1£V1+15=144,
% =5 Xp= -3,

=x-1,

3. Steht x in der Basis einer Potenz, so ist die Potenz auszurechnen oder eine
neue Unbekannte einzufiihren.

Bx-52-24x+47=0 oder fiir 3x-5=y

9%~ 30%+25-24x+47=0 ¥ -8y +7=0,

X2 - 6x+8=0 y=4+116-7=4+3,
x=34+1V9-8=341 =7 wm=1,

Xy =4 X, =2 % =4 B =2,

4. Stebt » im Radikanden einer Wurzel, so ist die Wurzel zunichst zu iso-
lieren und die Gleichung sodann zu quadrieren. In einer Gleichung, die mechrerce
Wurzeln als Summanden enthilt, ist meist mehrfaches Quadrieren notwendig.

F+1+Vr+3=4x Vi3+x+V13-2z-6=0,

Ve+3=3x-1 V3+x+Vi3-z=6,

*+3=92"-6x+1 1342413 - x+2: V137 - 5 = 36,
942 - 7x -2=0

V169 — 22 =5,

7 2

x’——g-x—;:o 169 — x? = 23,
o x* = 144,
-7 49 +2-36 =412 xm = - 12,

x_1§il/ 18.18 ' :

7 1
ERTRRT
%=1 X"—z
1 2 9
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5. Steht » im Exponenten einer Potenz, soist die Potenz zu isolieren und dann
die Gleichung zu logarithmieren. Kommen mehrere Potenzen vor, so fiihrt entspre-
chende Umformung zum Ziele, falls die Gleichung nicht transzendent ist (siehe S. 52).

6L+ 2 4 61—z =13 Fiir 6 = y wird —6r =3 y2=6x2=i
6-y+—6 =13 3
%,-log 6 =log3 —1log2 |x,-log6 =1log2 - log3
i 33—3’ +1=0 = 13&31;??‘3—2—0,2263” X, = — 0,2263
13 q/160—144 13 5
=t T et |

Graphische Losung quadratischer Gleichungen mit 1 Unbekannten.

x2 4+ ax 4+ b =0. Die linke Seite der Gleichung als Funktion von x gra-
phisch dargestellt ist die Parabel ¥ = 42 4+ a4 + b. Die Schnittpunkte der-
selben mit der x-Achse geben die Werte ¥, fiir welche y = 0 ist, also die Wurzeln
der Gleichung #2 + ax + b= 0. Die Gleichung hat

2 reelle Wurzeln, wenn die Parabel die x-Achse 2mal schneidet,
1 reelle Wurzel, wenn die Parabel die x-Achse beriihrt,
2 komplexe Wurzeln, wenn die Parabel die x-Achse nicht schneidet.

Beispiele: 1 , (Fig.3) 2. 10x* 4+ 48x + 57,6 = 0, (Fig. 4)

B+ 482+ 576=0,

y=2x3+48% + 576 = (x + 2,4)%.
Der Scheitelpunkt P, liegt auf der x-Achse.
Seine Abszisse ist %, =-24. Die Gerade

$»-6x+7=0
y=x2-6x+7=(x-3)2-2

Fiir den Scheitelpunkt der Parabel (P1) ist
¥ ein Minimum, also x; = 3; ¥, = — 2. Fur
sk=34+¢ und %37 = 3 -~ c¢ erhilt man den-

selben Wertyg = ¢? — 2, d.h. die Gerade x = 3
ist die Achse der Parabel.

Die Schnittpunkte der Parabel mit der x-
Achse haben die Abszissen 4,4 und 1,6. Dies
sind die Wurzeln der Gleichung.

x = —24 ist die Achse der Parabel.

Die Parabel beriithrt die x-Achse im Punkte
%y = —24. Die Gleichung hat die eine Wur-
zel ~24.,

Y
¥ 2.
Y=x2 Y8 +57
y=x3—6x+7 9 v P6
3 l 8
Ps l Py
I 6
@ 5
7\2 3 4/5 ¢
-1t P P2 4
-2 3
P17
2
a=3
7
Fig. 3
X
P, || P H AR EAE
... 3 " 4 2 5 1 xh-24
Yk oo -2 -1 -1 2 2 Fig.4
P | P | B | A P| R R P
xp. .|| —240 —1,4] -34] -04 | —44|| +0,6] ~54
V.o o 1 1 4 9
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3. s*-4x+ 7=0, (Fig.5)
y=2*-4x+7=(x-22+3.

Der Scheitelpunkt P, hat die Koordinaten x, =2 und y; = 3. Die Gerade x» = 2 jst
die Achse der Parabel.

Die Parabel liegt oberhalb der x-Achse

Py P | Py | Py || P l Py Die Gleichung hat keine reellen Wurzeln,
£ 2 1 37 (4] 4
yeoo 3 e a7 | 7

Die 3 Beispiele zeigen zugleich, wie sofort Achsc und Scheitel der Parabel festgestelit und so-
mit entschieden werden kann, ob die Gleichung %2 + a- x + b = 0 2 reelle, 1 reelle oder 2 kom-

plexe Wurzeln hat. Entscheidend ist das Vorzeichen der Diskriminante (%)~ - b (siehe S. 55).

ZX yx4x+7

Py Ps5

P3
P1

N W R L Yy N
N

xF2 Fig. 6.
a@X

7 2 3 4 &
Fig. 5.

Man wird die graphische Methode praktisch nur dann verwenden, wenn
die Gleichung 2 reelle Wurzeln hat (Diskriminante positiv) und die Zahlenwerte
fiir die direkte Berechnung der Wurzeln unbequem sind. Andererseits ist dann auch
das Berechnen der einzelnen Parabelpunkte miithsam. Hat man eine groSerc
Anzahl quadratischer Gleichungen zu l6sen, so ist es einfacher, die Schnittpunkte

der Geraden y = —a-#% — b mit der Parabel ¥y = #2 zu bestimmen. Fiir
die Koordinaten der Schnittpunkte ist ¥, = %> = —a- %, — b. Die Ab-
szissen ¥y, dieser Schnittpunkte sind also die Wurzeln der Gleichung 42 = —ax — b

oder ¥2 4 ax + b=0. Man hat dann zur Losung simtlicher Gleichungen
nur die eine Parabel ¥ = #2 und fiir jede zu lsende Gleichung noch die Ge-
rade ¥y = —a ¥ — b zu zeichnen. Ist die GroBenordnung der Wurzeln einzelner
Gleichungen sehr verschieden, so miissen verschiedene MaBstibe angewandt
werden.

Beispiele (Fig. 6):

1. 2¥-14.2-0,72=0 % = —-0,4 %=+ 1,8,
2. x*4+02r-195=0 %= +13 %= —1,5.

d) Gleichungen 2. Grades mit mehreren Unbekannten.

Die Auflésung von #-Gleichungen mit #-Unbekannten erfolgt in der auf
S. 53 fiir lineare Gleichungen angegebenen Weise durch allmihliche Elimi-
nation der einzelnen Unbekannten bis auf eine Gleichung mit einer Unbekannten.
Im allgemeinen sind hierzu die dort angegebenen Methoden anwendbar, doch
wird haufig die Einfithrung neuer Unbekannter und die Zerlegung in Faktoren
die Rechnung wesentlich vereinfachen.
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Ist z. B. ¥ + ¥ bekannt, so wird man zunichst # — ¥ suchen und umgekehrt.
_b+9N+E-y
> s
Gty —(=—-9
y = Ty T

Ist 2 4 ¥? bekannt, so sucht man x.« y und umgekehrt. Man kennt damit
¥+ yund ¥—y.
Ft+y=yt+y'+2-5-y,
x—y=J)st+y2—-2.2.9.

Aus ¥ + ¥ und x.+y erhilt man

i—y=Yr+9—4-5.y,
Aus ¥ — ¥ und x. ¥ erhilt man

x+y=|/(x—y)2+4.x.y,

Beispiele:
1. %oy = at - 20202 + b, Vz+Vy =a2-0b2,
VatVy _a Vz _a+b
Vi-Vy o Vy a-b
a+b )
BT (@ - b = (@ 4 02,
a-b
= (@2 — B2) = - B)2
Y=13 (@2 - b2) = (a - b)2.
2. 42 - %y +yP=13(x - y), x und y unter gleichzeitigem Vertauschen der
Xy =12, Vorzeichen vertauschbar,
B -2z y+yr=(r-92=13(x-y) - 12, | (x+9) = V12 + 4. 12= 1 V192 = + 13,86,
r-y=1z, (x+y)e=V1+4-12= 17,
12 13,86
2-13z+12=0, x,=iT3’8=+12,93 oder -0,93,
13 169 - 48 13 11 . —12 + 13,86
z=?il/~—4—:5:t?, y,=—T——=+o,93oder—12,93,
1
5 =12, Zy=1. %Xy = f7==+4 oder -3,
-1
y2=_%=+3 oder -4.
3. 4% - 22y + 3y =3-(x-9) |3, % =5y in die erste Gleichung eingesetzt,
240 4 xy - y2=9-(x-9)|-1, ergibt:
322 - 6xy + 9y* =22% + 1y - 32, 257, — 109,* + 33, = 12y,
¥ -7xy +10y2 =0, 18y,* = 12y, ,
x\? x
(7) - 7.7+ 10=0, 1 =0 und x, = 0 selbstverstindl. Losung,
x 7 49-40 7 3 . .
7_?:‘:‘/ =5 t5 Fir y, 5 0 wird 3y, = 2,
(i):s (i)_z = 2 xy = 31
A B v . nh=3 1= B
x; = 2y, eingesetzt ergibt:
45:% - 49:* + 39,2 =3y, .
Fiiry, 0 wird y, =1, Xy = 2.
4. (x-3)-(y+5) =0, #1=+43; y3= -5,

(x+8)«(y-7)=0. X=-8; y=+7.
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Im allgemeinsten Falle fithrt die Elimination einer Unbekannten aus 2 qua
dratischen Gleichungen mit 2 Unbekannten auf eine Gleichung 4. Grades. In
diesem Falle sind die Wurzeln durch Ndherungsverfahren zu bestimmen, z. B.
dadurch, daB man die Schnittpunkte der beiden Parabeln aufsucht.

e) Gleichungen 3. und hoheren Grades.
Eine kubische Gleichung von der Form 9*+ 4.9*+ B.y - C=0
geht durch Einsetzen von » =1y 4 .}‘A iiber in die ,,reduzierte’* Form
W 4+a-x4+b=0.

Ist L (§)2+ (%)3< 0,

so sind alle 3 Wurzeln recll.
b\® a\®
Ist II. (ﬁ) -+ (—) =0,
so sind von den 3 reellen Wurzeln 2 einander gleich und halb so gro8, aber
von entgegengesetzten Vorzeichen wie die dritte.

Ist 111 (§)2+ (i;-)s> 0,

so sind 2 Wurzeln komplex und eine reell.
Zur algebraischen Auflosung einer kubischen Gleichung kann man die Car-
danische Formel anwenden:

N (N S AT ey

Da jede 3. Wurzel 3 Werte hat, so liefert die Cardanische Formel anschei-
nend 9 Werte. Dieselben reduzieren sich jedoch auf 3, weil- man stets solche
Werte der beiden Wurzeln zu kombinieren hat, daB ihr Produkt reell gleich

- g wird.

Die Cardanische Formel hat den Nachteil, daB sie im Falle I, in dem alle
3 Wurzeln reell sind, dieselben in einer imaginiren Form liefert, die durch al-
gebraische Operationen nicht in eine reelle Form iibergefithrt werden kann
(irreduzibeler Fall). In diesem Falle fiihrt jedoch die trigonometrische Losung

zum Ziele.
Sind alle 3 Wurzeln der Gleichung

¥4a.-x+b=0

31+ (5)<o

so muB @ < 0 oder — a > O sein.

reell, ist also

Es wird:
3 e ————————— 3, T L
,.'/ b . b\2? a\d - b . b \2 a\3
v = v —?“'V“ (?)*(?)* V“?*"V"(?)—(g‘)'
Setzt man:
b / b 2 3
— + 7 ‘/—» (—5) - (%‘) =7 (cosg - i-sing)  (siche S. 50),
also:

b b\ a \? .
——2~‘=r~cos<p und l/——(;)—(?):wsmqﬂ,
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(5)
72 = — | — und Ccos _ - e .
’ e
2 L (£
3
Nach dem Moivreschen Satze (siehe Seite 50) ist

”=i"(005¢+f'sincp) —|—3Vr-(coszp—z‘-sin<p)

3 — k
=2. Vi’ .« coS M, worin £ = 0, 1 u. 2 sein kann.
y Man erhilt also die 3 Ldsungen:
Y= &%~ 6%+ 112-6 /
Xy :2-]/ _ % cosj’i,
3 3
/s
2
x:,=2-]/— a -cos(p+ ? 5
- 3 3
—
a 4
EAN :2.]/-- ".COSL
/\ 3 3
a 7 N3 Z  Rinfacher ist hiufig die graphische

Losung. In dhnlicher Weise wie bei der
graphischen Losung quadratischer Glei-
chungen ist die linke Seite der reduzierten Gleichung
¥4+ ax+b=0
oder auch der Gleichung
¥+ A4y* 4+ By +C=0
als Funktion von # graphisch darzustellen. Die Schnittpunkte dieser

Kurve mit der x-Achse sind dann die Wurzeln der Gleichung (Fig.7).
Man kann auch die Schnittpunkte der kubischen Parabel y = x3

mit der Geraden 1
1 yra?

Fig. 7.

Y= —ax —b

bestimmen (Fig. 8), Ly L% homplecce u. 1reelle Warzel
also ganz analog
wie bei den qua-
dratischen Glei-
chungen verfahren
(siehe S. 58), Wie
bereits bemerkt ist
dieses  Verfahren 2
besonders dann von
Vorteil, wenn es 1172 zusammenfallende u.
sich um die Lo- 7 7dgppelt so groBe Wurzel von
sung mehrerer Glei- entgegengesetzten Vorzeichen
chungen handelt.
Sind #,, #, und \ x
%, die 3 Wurzeln 7 2 3
einer kubischen
Gleichung, so kann
dieselbe in die Form

-3 1) 3 reelle Wurzeln

x—2x)- (v —2,)
. (}V - xa) =0
gebracht werden, Fig. 8.
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da fiir ¥=2x,xr=2% und ¥=2x,
diese Gleichung identisch null wird. Ist also eine Wurzel »; einer kubischen
Gleichung bekannt, so kann dieselbe durch Division mit ¥ — #»; auf eine qua-
dratische Gleichung reduziert werden.

¥ +3y*-10y - 24 =0

x=y+1
% ~13x —-12=0 reduzierte Form.
%, = —1  direkt erkennbar.
A~ ;12 !
-1—--—1‘}1——1«:7:’—,1—12:01 y=x-1
r+1
1 4 i = -2
Xa = 2 +‘/79= i
e Yo = +3
IR | ]
x3_7—] =3 Vo= =4

Bei Gleichungen hdheren Grades oder transzendenten Gleichungen
kénnen die Wurzeln durch Nidherungsmethoden (graphisch) bestimmt werden.
Ist eine groBere Genauigkeit notwendig, so kdnnen die erhaltenen Néherungs-
werte durch Interpolieren sukzessive korrigiert werden.

Beispiel einer tr denten Gleich
tgx=2x (x gemessen im BogenmaB siehe S. 70.)
tg 600 = 1,73 2.+ arc 600 = 2,09
tg 700 = 2,75 2. arc 700 = 2,44
tg 650 = 2,14 2. arc 650 = 2,27
tg 670 = 2,36 2. arc670 = 2,34
tg 660 30" = 2,300 2. arc 660 30" = 2,321
tg 660 50" = 2,337 2. arc 660 50’ = 2,333
g 660 48" = 2,333 2. arc 66048 = 2,332,

Die Anniherung kann bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit fortgesetzt werden.
x w= arc 66048’ = 1,166 .

D. Die Kombinationslehre.

#n-Gegenstinde konnen auf #-Plitze, auf
1:2.3.4...(n—1)+n = n! (sprich,n-Fakultit«)
verschiedene Arten verteilt werden. Man sagt, die Anzahl der moglichen ,,Per-
mutationen® von #u-verschiedenen Elementen betrigt »!
Die Anzahl der Permutationen der 6 Elemente a, b, ¢, d, e, fist 6! = 720,
die der 3 Elemente a, b, ¢ ist 3! =6, nimlich1.abc, 2. bac, 3.bca, 4.ach,

5.cab,6.cba.
Befinden sich unter den #-Elementen p gleiche einer Art, ¢ gleiche einer

anderen Art, # gleiche einer dritten Art usw., so ist die Anzahl der moglichen

Permutationen
n!

pregqtevt...’
Die Anzahl der Permutationen der 10 Elemente a, @, a, a, b, b, b, ¢, ¢, d ist
10! o 600
41.31.21 = 12000,
die der 5 Elemente a, a, a, b, b ist
5!
3.2
nimlich1.aaabb, 2. aabba, 3.aabab,4.abaab, 5. ababa, 6. abbaa,
7.baaab, 8. baaba, 9. babaa, 10. bbaaa .

== 10,
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Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche man unter # Gegenstinden &
auswihlen kann, heiBt die Anzahl der ,,Kombinationen‘ der # Gegenstinde
zu je k. Dieselbe ist ohne Wiederholung desselben Gegenstandes in einer Gruppe

i "”1,) m—2)...n —k+1) _ (") (sprich ,,n iiber k¢ oder
k! T \k auch ,,n tief k).

3= s

Die Anzahl der Kombinationen der 4 Gegenstinde a, b, ¢, d zu je 2 ist ohne Wieder-
holung desselben Gegenstandes in einer Gruppe

4 4
(2)"2’1’.'5?‘6’

namlick 1. ab, 2. ac, 3. ad, 4. bec, 5. bd, 6. cd.

Die Anzahl der Kombinationen der # Gegenstinde zu je % ist mit Wieder-
holung desselben Gegenstandes in einer Gruppe

(11~}~:—~1).

Fiir das vorige Beispiel ist somit die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung

4 4+2-1\_ /5 _

(t*27)=0G)=o
Zu den 6 genannten Kombinationen ohne Wiederholung kommen noch folgende 4 hinzu: 1. aa,
2.bb, 3.¢cc, 4. dd

Werden in den einzelnen Gruppen der Kombinationen Permutationen vor-
genommen, so erhdlt man die ,,Variationen‘. Die Anzahl der Variationen
von # Elementen zu je & betragt

,,ohne Wiederholung¢ (Z) - k! und ,,mit Wiederholung n*.
Im vorstehenden Beispiel erhdlt man also ohne Wiederholung
g) + 2! = 12 Variationen,
nimlich 1. ab, 2.ac, 3.ad, 4.b¢, 5.bd, 6.cd, 7.ba, 8.ca, 9.da,10. cb, 11. db, 12.dc.
Mit Wiederholung wiirde man 4% = 16 erhalten, nimlich auBler den genannten 12 noch folgende 4;

1. aa, 2.bb, 3.¢cc, 4. dd.

Die Zahlen sind die Binomialkoeffizienten, d. h. die Koeffizienten

n
i)
der einzelnen Glieder bei der Entwicklung der #ten Potenz eines Binoms (siehe
S. 44 und 89)

(a+b)"-_:a"—l—(:‘)-a”‘l-b+(Z)-a”‘g-b9+(’3l>-a”"3-b3+...+b”,

(a+b)4=a4+(‘1‘>.a3.b+(g).az.b2+(‘3‘).a.b3+(i).b4
=a*+4a-b+6a%b®+4a-b% 4 bt

f=r (= @

=l 2 a) ==

k) = 0 fir 2 > », wenn # eine positive ganze Zahl ist. Ist # negativ

oder ein Bruch, so ist (Z) fiir keinen Wert von 2= 0. Die Entwicklung des

LEs ist:

Binoms ergibt eine unendliche Reihe (siehe S. 89 u. 90).
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Simtliche Binomialzahlen ergeben sich durch das Pascalsche Dreieck:

3
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
Jede Zahl ergibt sich als Summe der beiden in der vorhergehenden Zeile
rechts und links iiber ihr stehenden Zahlen.

(a+0°=1-a4+6-a°-b+15.a* .02
+20-a®-b34+15.a%-0* +6-ab® 4108

111. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung undihre Anwendung
auf die Fehler- und Ausgleichs=Rechnung.

Bearbeitet von Dr. G. Glage.
A. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung,

Das Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung erstreckt sich
auf Erscheinungen, deren Eintreffen einerseits von bekannten (,,Ursachen),
andererseits von unbekannten (,,Zufdllen‘) Umstdnden abhingt.

Das Wort ,,Zufall* ist hier nicht gleichbedeutend mit dem Fehlen eines ursichlichen Zu-
sammenhanges, sondern es soll nur andeuten, daB ein solcher nicht angegeben werden kann.

Die ,,einfache Wahrscheinlichkeit* fiir das Eintreten eines bestimmten
Ereignisses ist der Quotient % aus der Anzahl g aller dem Ereignis ,,giinstigen

Fille** und der Anzahl m aller ,,m&glichen Fille*. Hierbei ist vorausgesetzt,
daB alle moglichen Fille ,,gleichwertig* sind, d. h., daB kein Grund angebbar
ist, aus welchem das Ereignis eher auf die eine als auf die andere Art eintreten
kann. Sind die einzelnen Fille nicht gleichwertig, so findet Einteilung in Grup-
pen statt (,,partielle Wahrscheinlichkeit*¢).

Befinden sich z. B. in einer Urne 2 weiBe und 8 schwarze Kugeln, so ist die Wahrscheinlich-

. . . . 2 1 . . .
keit fiir das Herausgreifen einer weiBen Kugel 0= 5 die fiir das Herausgreifen einer schwar-

zen Kugel 786 = %, vorausgesetzt, daf alle 10 Kugeln ,gleichwertig®, d. h. hier von gleicher
GréBe und gleicher Beschaffenheit sind.

Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist stets ein echter Bruch.

Wabhrscheinlichkeit 0 ist identisch mit Unméglichkeit ;

Wahrscheinlichkeit 1 ist identisch mit GewiBheit.

Ist die Anzahl der méglichen und giinstigen Fille abzihlbar, so wird die
Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Kombinationslehre errechnet. Ist dies nicht
der Fall, wie z. B. beim Versicherungswesen, so wird die Wahrscheinlichkeit
mit Hilfe der Statistik bestimmt. Gerade auf diesem Gebiete der angewandten
Mathematik hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung groBe Bedeutung erlangt.

X ?eispiel: Welcher Wurf hat beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln die grofte Wahrscheinlich-
eit?
Die Anzah! aller méglichen Fille sind die Variationen der 6 Elemente 1, 2,3,4,5und 6

zu je 2 mit Wiederholung, also 6* = 36 (siehe S. 63), nimlich:

141=2 241= 3+1=4 441=3 54+1= 6 6+1= 7
142=3 24+2=4 3+2=35 4+2=6 54+2=7 6+2= 8
14+3=4 2+3=35 3+3=6 443= 7 5+3= 8 6+3= 9
1+4=5 2+4=6 3+4=7 444= 8 5+4= 9 6+4=10
1+5=6 24 5=7 3+5=38 4+5= 9 54+ 5=10 64 5=11
14+6=7 2+6=38 34+46=9 4+ 6=10 54+6=11 6+ 6=12
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Man erhilt die Wahrscheinlichkeit 1 : 36 fiir den Wurf 2 und den Wurf 12
»” » ” » 2:36=1:18 ,, ,, , 3 , , , 1
» » » » 3:36=1:12 ,, ,, ,, 4, , , 10
» » » »” 4:36=1:9 , , , 5, 4, » 9
» noo» » 5:36 w6 8
noom o ow ” 6:36=1: 6, , , 7

Der Wurf 7 hat die groBte Wahrscheinlichkeit, d. h. es ist anzunehmen, daB bei einer gro8en
Anzahl von Wiirfen der Wurf 7 am hiufigsten vorkommen wird.
Sind von m méglichen Fillen g; dem Ereignisse 1, g, dem Ereignisse 2
g, dem Ereignisse 3 giinstig, ist also die ,,partielle’* Wahrscheinlichkeit fiir die
Ereignisse 1, 2 und 3:
L , L8 und =,
m m m
so ist die ,totale’“ Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines dieser 3 Er-
eignisse, gleichgiiltig welches, gleich der algebraischen Summe der partiellen
Wabhrscheinlichkeiten.

In dem obigen Beispiel ist die totale Wahrscheinlichkeit fiir den Wurf einer ungeraden Zahl,
gleichgiiltig welcher, gleich der Summe der partiellen Wahrscheinlichkeiten fir die 5 Wiirfe
3, 5,7, 9 und 11; also

”17 4 1 + 1 + 1 1 _ 1

gtotetotim =2
Ebenso gro8 ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Wurf €iner geraden Zahl, trotzdem 6 gerade
und nur 5 ungerade Zahlen moglich sind.

Ein aus dem gleichzeitigen Zusammentreffen verschiedener Ereignisse sich
ergebendes Ereignis heifit ein ,,zusammengesetztes und seine Wahrscheinlich-
keit eine ,,zusammengesetzte*. Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit

ist gleich dem Produkte aus den Wahrscheinlichkeiten der Teilereignisse.
W= W, Wy W,y...

Ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein 30jihriger Mann das 60. Lebens-
jahr erreicht, nach der Statistik w; = 0,5 und die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB seine Frau ebenfalls noch 30 Jahre lebt, w, = 0,6, so ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB beide noch 30 Jahre leben, nur 0,5- 0,6 = 0,3.

B. Die experimentellen Beobachtungsfehler.

Ist eine Gré8e durch mehrere vouneinander unabhingige Messungen be-
stimmt worden, so werden die beobachteten oder aus den Beobachtungen er-
rechneten Werte infolge der ,,Beobachtungsfehler* Differenzen zeigen. Sind
die einzelnen Messungen unter den gleichen -Bedingungen und mit der gleichen
Sorgfalt ausgefiihrt, so ist der wahrscheinlichste Wert der gemessenen GroBe
der ,,arithmetische Mittelwert*, weil man annehmen kann, daB bei einer
groBeren Anzahl von Beobachtungen die ,;zufilligen — siehe Bedeutung
von ,,Zufall’, S. 64 — Fehler ebensooft zu gro8 wie zu klein sein werden, ihre
algebraische Summe also = 0 sein wird.

Gemessen Scheinbarer Fehler Absolute Werte der Fehler

Beispiel: 1. 8,3 - 0,1 0,1
2. 8,5 +0,1 0,1
i: g:z . g:;’ 3:2 MeSresultat: 8,4 + 0,1,
5. 8,3 - 0,1 0,1
6. 8,3 -0, 0,1
Mittelwert 8,4 Summe 0,0 Mittelwert 0,1

Man bezeichnet die Abweichungen vom Mittelwerte als ,,scheinbare‘* Fehler
im Gegensatz zu den ,,wahren‘‘ Fehlern, die nur bei Kenntnis des wahren Wertes
der gemessenen GroBe angebbar sind.

Taschenbuch. 5
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Der absolute Wert der scheinbaren Fehler ist ein MaB fiir die Genauigkeit
der Beobachtungen. Der arithmetische Mittelwert dieser Absolutwerte ist ein
praktisches MaB fiir die Zuverlissigkeit der Messungen, das zweckmiBig mit +
dem Resultate zugefiigt wird. Dieser durchschnittliche Fehler ist nicht zu ver-
wechseln mit dem sogenannten ,,mittleren‘* oder dem ,,wahrscheinlichen** Fehler,
die beide nach der Methode der kleinsten Quadrate errechnet werden.

Jedes Resultat ist mit so viel Ziffern anzugeben, daB die letzte keinen groen
Anspruch auf Genauigkeit hat, die vorletzte aber noch sicher verbiirgt werden
kann. Die Zuverlidssigkeit der letzten Ziffer wird in der vorher angegebenen
Weise mit - hinzugefiigt.

Es ist z. B.

10,255 + 0,005
3

Die 0 ist als technische Zahl ebenso zu behandeln wie jede andere Ziffer, also z. B. 10,200 + 0,005,
nicht 10,2 + 0,005. Das Hinschreiben der 0 zeigt, daB diese Ziffer gemessen ist.

10,000 m gemessen bis auf mm genau

=3,418 £ 0,002, nicht etwa  3,4183 £ 0,0017 .

10,00 m » oo M,
87 +10° m » » 5 kmo,
87 000 m » n o o» m »

8,4+ 5,2+7,6 =330 (oder auch 332); nicht etwa 331, 968.

Haben die einzelnen Messungen, die zu einem Mittelwerte vereinigt werden
sollen, eine verschiedene Genauigkeit, so werden dieselben vor ihrer Vereinigung
mit ihrem ,,Gewichte* multipliziert, d. h. mit einer Zahl, welche ein MaB fiir
ihre Genauigkeit angibt. Auf diese Weise erhilt eine mit dreifacher Genauigkeit
ausgefiihrte Messung den dreifachen EinfluB auf das Resultat wie eine nur mit
einfacher Genauigkeit durchgefithrte. Sie wird bei der Ermittelung des Mittel-
wertes dreimal gerechnet.

Beispiel: Die Schwingungszahl einer Stimmgabel wurde mittels einer Sirene von 16 Léchern
am Umfange gemessen:

# Umdrehungen in ¢ Sek. Schwingungszahl = 16- it‘
1 388 ) 5 12,2 ,, ) = 509 11
2. 554 " s 17,2 ,, " = 515 5
3. 1266 " » 39,2, » =517} 3
4. 3465 " ,» 1060 ,, ,, = 523 | 3
520 4

Die Gewichte dieser 4 Messungen sind nicht einander gleich, sondern den Beobachtungs-
zeiten proportional. Der Mittelwert ist daher

509+ 12 + 515+ 17 + 51739 + 523- 106 _
12 + 17 + 39 + 106

520
und nicht etwa
509 + 515 + 517 + 523 _
4
Der durchschnittliche Fehler ist unter Berticksichtigung der Gewichte
1112 + 5-17 + 3-39 + 3-106
12 + 17 + 39 + 106

C. Die Methode der kleinsten Quadrate.?)

Die bequeme Auswertung von Beobachtungen durch Bildung des arith-
methischen Mittelwertes versagt, sobald es sich nicht nur um eine einzige direkt
durch Beobachtungen bestimmbare GréBe handelt, sondern wenn nur Werte
gemessen werden konnen, die eine Beziehung zwischen mehreren Unbekannten
ergeben. Handelt es sich z. B. um eine Funktion von 3 GréBen, so sind die-
selben durch 3 Gleichungen bestimmbar. Bei genaueren Messungen wird man
sich jedoch ebensowenig mit den 3 zur mathematischen Lésung notwendigen

516.

4.

1) Vgl hierzu Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik. 11.Aufl. Leipzig 1910.
B. G. Teubner.
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Messungen begniigen, wie man in den vorigen Beispielen nicht nur eine Messung
ausfithrte. Hat man eine gréBere Zahl von Messungen ausgefiihrt, so sind mathe-
matisch die zu errechnenden GroSen iiberbestimmt. Es gibt keine Werte fiir
dieselben, die simtliche Gleichungen gleichzeitig erfiillen; und es fragt sich,
wie die Unbekannten zu berechnen sind, um simtliche Gleichungen ,,méglichst
genau** zu befriedigen. Ohne irgendeine willkiirliche Annahme ist natiirlich
eine Berechnung iiberhaupt nicht mdoglich. Es geniigt jedoch die gleiche
Annahme, die vorhin gemacht wurde, ndmlich, daB bei einer einzigen, durch
direkte Beobachtungen bestimmten GroBe, der arithmetische Mittelwert der
einzelnen Beobachtungsresultate der wahrscheinlichste Wert ist. Gaull ver-
allgemeinerte diesen Satz und zeigte die Rechenregeln fiir die Auswertung von
Funktionen mehrerer Unbekannter.

Fiir den arithmetischen Mittelwert ist im Gegensatz zu anderen
Mittelwerten die Summe der Quadrate der Abweichungen der Einzelmessungen
von diesem Mittelwerte, oder wie man kurz sagt, die Summe der Fehler-
quadrate ein Minimum.

Fehler  Fehlerquadrate Fehler Fehlerquadrate
8.3 o1 1 83. ... 0 0
8,5 1 1 85 ... 2 4
8,4 0 0 84. ... 1 1
8,6 2 4 8,6 . 3 9
83 1 1 8,3. 0 0
83 . . . . 1 1 8,3. 0 0
8,4 Summe = §[Minimum] 8,3 Summe = 14 [> 8]

Beispiel: Es ist bei verschiedenen Temperaturen ¢ die Linge eines WeiBmetallstabes
=1 +1,-6+t=X + Y.t gemessen worden.

Differenzen =25+ Y

1. ly = 200,14 mm 0.10 mm
2. I =20024 ,, 0'09

3. by = 20033 ,, 0’08 ”
4. by = 200,41 ,, 0’“ ?
5. s = 200,52 ,, 0'09 »
6. lyo = 200,61 ,, 0’08 "
7. by = 200,69 ,, 0'“ ?
8. Iy = 200,80 ,, ’ "

Mittel 0,0943

0,0943
Y="13 = .
25 0,003 77

Das Bilden eines solchen Mittelwertes ist hier sinnlos, weil bei dieser Mittel-
nahme tatsdchlich nur die erste und letzte Messung beriicksichtigt wird, wihrend alle iibrigen
mit der gleichen Sorgfalt und Genauigkeit angestellten Messungen keinen EinfluB auf das Re-
sultat erhalten. Es ist

la00 = bas = 0,66,
also wird
0,66
Y = —r??— =0,00377.

Die Methode der kleinsten Quadrate zeigt, wie hier zu verfahren ist, um simtlichen Messungen
den gleichen EinfluB auf das Resultat einzuridumen.

Um kleinere Zahlen fiir die Rechnung zu erhalten, ist es zweckmiBig, zunichst X = 200 + x
und Y = 0,004 + y zu setzen. Die obigen 8 Gleichungen lauten dann:

1. %+ 25y = 0,14 — 0,10 = 0,04 5. x4 125y = 0,52 - 0,50 = 0,02
2. %4 50y = 0,24 - 0,20 = 0,04 6. x4 150y = 0,61 — 0,60 = 0,01
3. %+ 75y =0,33 - 0,30 = 0,03 7. %+ 175y = 0,69 — 0,70 = — 0,01
4. x + 100y = 0,41 - 0,40 = 0,01 8. x4+ 200y = 0,80 - 0,80 = 0,00

In diesen 8 Gleichungen # + #;+y = ux sind die beiden Unbekannten x und y so zu be-
stimmen, da8 die Gleichungen ,,moglichst genau* erfiillt werden, d.h. es muB die Summe der
Fehlerquadrate

k=8

;l[(uk— %~ 15 9)?) 5%

P
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ein Minimum werden, es miissen also die partiellen Differentialquotienten dieser Summe nach
x und nach y gleich 0 sein. Man erhalt so fiir x und ¥ die beiden Bestimmungsgleichungen:

k=8
? 1[(“’“_"“”"3')2] k=8 k=8
kZ: —
1. —-A——a—x»—————o oder E uk—-8-x~y-k::1tk:0.

=1

k=8
o > (w2 = ti-9)7]
k=1

k=8 k=8 k=8
L= = CUuR) - xe -y 2 =
11 5 0 oder Z'(tk ug) - x 2’ k=Y Z““ 0.
=1 =1 =i
Es ist:

k U 173 e g 12

1. 0,04 25 1,00 625

2. 0,04 50 2,00 23500

3. 0,03 75 2,25 5625

4. 0,01 100- 1,00 10 000

5. 0,02 125 2,50 15 625

6. 0,01 150 1,50 22 500

7. — 0,01 175 — 1,75 30 625

8. 0,00 200 0,00 40 000

3014 S0 2850 127500

Die beiden obigen Bestimmungsgleichungen heiBen somit:
1. 0,14 — 8% — 900y =0.
I1. 8,50 — 900 ¥ — 127 500y = 0.

Hieraus folgt:
_ 900 -8,50 — 0,14 - 127 500

"7810 000 — 8+ 127 500
900014 — 8+8,50
" 810000 — 8 + 127 500

=0,048;,

y = ~0,00027; .

Somit wird
X = 200 + x = 200,049 mm = Linge des Stabes bei 00 C,
Y = 0,004 + y = 0,003 724,

_ Y _ 0,003 724
*=X T 200049

Falls die einzelnen Messungen nicht gleichwertig gewesen wiren, hatten die ,,Gewichte*
in der auf S. 66 angegebenen Weise beriicksichtigt werden miissen.

‘Handelt es sich um Funktionen mit mehr als 2 Unbekannten und um unbequeme Zahlen,
so wird praktisch das G auBsche Rechenverfahren zur Auflosung benutzt, das fiir eine beliebige
Zabl von Unbekannten anwendbar ist.

Beispiel fiir 3 Unbekannte:

= 0,0000186 = Ausdehnungskoeffizient.

ax +byy+ez=20
ayx + by + 2= 20,
agx% +bgy +c32= 0
ag % + by + 5= 0,

an% + bpy +cpz =6y .

Man setzt symbolisch: und entsprechend
[aal = a,® + a,® + as® +.... + an?
[abl =a,b, + a, by + aghs + ... + apby [bb]1=0% + b3+ vue
[acl =a,¢,+ac,+azcs+ ... + agen [bel, [ce]l
[a8] =a,0; + 86 + agds + ... + andn b1, [cé].

Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhilt man dann die 3 Bestimmungsgleichungen:
[aal-x + [abley + [ac]s 2= [ad]
[bal-x + [bb]-y + [bcl- 2=[bd]
[cal-x+ [cbl-y +[ccl-z2=[cd].
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Setzt man ferner zur Abkiirzung:

[C22]

bb-1] = ab
[ 1 aal + [ab]
[bec-1]1=1[bc] - E~-—-[ac] [cc-l]:[cc]——[[a?'[uc]
lab ‘ [acl
[ba~1]~—[b6]— ].[aa] [c(s-i]—[ca]-f;, [a 8]
und
_ Ge- 1)
[cc-2]= [cc-1] — b1l [bcet]
_ [bee1]
[cde21=1[cd-1] - b 1] [bd.1],
so folgt:
_[eo-2] bé- 11 . [bee1] . [aé] [a b] [ac]
“Tee- 2’ Y= e Bo-1] ’ Teal a1 " @al
Fir Funktionen mit 2 Unbekannten:
Gx+by=205
A% + byy = dy
asx + byy = 0y
anx + bpy = dn
hitte man entsprechend erhalten:
[b 8.1] [a 6] [a b]
“TBeen wd  r= T e al
Fiir das letzte zahlenmiBige Beispiel ist:
[aa] =8
[a b] = 900 [b b] = 127 500 [6b.1] = 26250
[ad] = 0,14 [ 4] = 8,50 [bo«1]= -7,25.
Folglich wird in Ubereinstimmung mit den dortigen Resultaten
S . — 0,000 27,
T T 26250 ’ s
1
und x = 0’84— + 920 = 0,00027¢ = 0,048 .

Die Methode der kleinsten Quadrate kann auch zur Aufstellung
empirischer Formeln auf Grund eines bestimmten Beobachtungs-
materials benutzt werden. Geht man von verschiedenen Hypothesen aus
und bestimmt fiir ein und dasselbe Beobachtungsmaterial zu jeder dieser Hypo-
thesen nach der Methode der kleinsten Quadrate die empirische Formel, so hat
diejenige Hypothese die groBte Wahrscheinlichkeit fiir sich, bei der die Summe
der Fehlerquadrate ein Minimum wird.

Beis piel: Fiir die Eichung von Thermoelementen (Eisen-Konstantan) erhielt G1a g e 1) folgende
Werte:

Temperatur- Temperatur-
differenz Spanmomg differenz Spann;x ng
der beiden in ‘ﬁﬁ(’ C‘ ¢ der beiden i Pﬁ?l: c it
Kontaktstellen Tovo Kontaktstellen n Mikrovo
°C oC
192,36 55,56 86,60 53,54
184,08 55,26 77,07 53,36
175,70 55,13 69,12 53,29
167,01 55,05 63,64 53,24
158,30 54,83 56,50 52,98
149,72 54,77 49,70 52,88
141,21 54,58 43,01 52,77
133,60 54,37 35,82 52,66
126,01 54,33 29,23 52,56
119,10 54,13 I 21,70 52,35
111,80 54,05 15,22 52,33
104,83 54,00 8,61 52,20
98,21 53,78 3,50 52,06

1) Dissertation Konigsberg 1905 und Ann. d. Phys. 1905, S. 932,
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Die gewohnliche Annahme, daB8 die elektromotorische Kraft des Thermoelementes der
Temperaturdifferenz der Kontaktstellen proportional, die elektromotorische Kraft (¢) pro 19 C
Temperaturdifferenz also konstant sei, ist nach diesen Messungen nicht streng erfiillt. LaGt man
somit die Annahme e = konst. fallen und setzt ¢ = ¢, + C- T, worin T die Temperaturdiffe-
renz der beiden Kontaktstellen ist, so sind die beiden Unbekannten ¢, und C so zu bestimmen,
daB folgende 26 Gleichungen ,,moglichst genau* erfiillt werden:

1. 55,56 = ¢y + C+ 192,36
2. 55,26 = ¢, + C- 184,08
3. 5543 = ¢ + C- 175,70
26. 52,06 = ¢, + C+ 3,50.
Setzt man hierin, um kleinere Zahlen fiir die Rechnung zu erhalten,
e, = 52,00 + % und C=002+y,

so gehen die 26 Gleichungen iiber in folgende Form:

% + y+192,36 = —0,28, x + y+ 86,60 = —0,19;
%+ y-184,08 = —0,42, %+ y+77,07 = 018,
%+ y+175,70 = ~0,38, %+ ¥+69,12 = ~0,09,
%+ 9+ 167,00 = —0,29¢ %+ y.63,64 = -043,
%+ ¥+ 158,30 = -0,33¢ %+ ¥+ 56,50 = ~0,15,
%+ 9y +149,72 = —0,22, %+ 949,70 = —0,11,
%4 ye 141,21 = -0,24, %+ 9+ 43,01 = —-0,09,
% + ¥+ 133,60 = -0,30, %+ y-3582= 0,05
% + y+126,01 = —0,19, %+ y+29,23 = —0,02
% + y- 119,10 = -0,25, x + y+ 21,70 = — 0,08,
%4y 111,80 = ~0,18 %+ 91522 = + 0,02
% + ¥+ 104,83 = -0,09; x +y. 8,61 =+ 0,02
x+9y. 9821 = —0,18, x+ 9. 3,50=—0,01,

Fithrt man die Rechnung in gleicher Weise wie auf S. 67 u. 68 durch, so folgt
x = 0,01 und y = -0,00183;
& = 52,01 , C = 0,01817 ;
e=520+0,018-T .
Die elektromotorische Kraft fiir eine Temperaturdifferenz von T° Cels. ist somit
E,= 52,0- T + 0,018 - T? Mikrovolt.

Die Methode der kleinsten Quadrate bietet ohne weiteres die Moglichkeit,
beliebig viele Korrektionsglieder — Abhingigkeit von den h&heren Potenzen
von T — zu berechnen. Diese Korrektionen diirften jedoch gegeniiber anderen
MeBfehlern nicht in Frage kommen, wihrend die Vernachlissigung des be-
rechneten ersten Korrektionsgliedes bei Prizisionsmessungen unzulissige Fehler
verursachen kann.

Betr. Verwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung der
Koeffizienten der Fourierschen Reihen siehe S. 94.

IV. Die Kreis- und Hyperbelfunktionen.

Bearbeitet von Dr. G. Glage.

A. Die Trigonometrie.

Winkel werden entweder im GradmaB oder im BogenmaB gemessen. Das
Gradma8 gibt die Gradzahl an, um die ein Schenkel des Winkels gedreht werden
muB, um ihn mit dem anderen Schenkel zur Deckung zu bringen, wobei eine
volle Kreisdrehung gleich 360° gesetzt wird.

1° = 607, 1/ =60".
Das BogenmaB8 gibt die Linge des Kreisbogens (arcus) an, der von den beiden



Die Trigonometrie. 71

Schenkeln des Winkels auf einem um den Scheitel mit dem Radius 1 beschriebenen
Kreise herausgeschnitten wird (Fig. 9).

GradmaB ¢° . .. .. 360° | 180° | 90° | ¢@° 1° | 57°17745”

BogenmaB arcusg . . 27 7T l i £(—)-<p]&0175 1

In der hoheren Mathematik wird ausschlieBlich das BogenmaB benutzt.
Definition der trigonometrischen Funktionen (Fig. 10).

Man denkt sich die Winkel durch Drehen eines Schenkels entstanden, wobei
dieselben stets von dem festliegenden Schenkel OA aus gezdhlt werden. Erfolgt
die Drehung von der Richtung der
positiven x - Achse aus nach der ~§/
Richtung der positiven % - Achse
hin, so wird der Winkel positiv,
bei entgegengesetzter Drehung hin-

~
N
N

e
o
el
s
s ScY‘d\

“ Bt P3~ Gotangente
Pz

Tangente

Fester Schenkel

Fig. 9.

| <>+

gegen negativ gerechnet. Das
Bogenma8 fiir den Winkel @ ist der
Bogen A P. Einer mehrfachen Um-
drehung entspricht eine Bogenlinge
von einem Mehrfachen von 2. In
diesem Sinne ist die GréSe des
Winkels unbegrenzt. Fig. 10
Betrachtet man OA4 und OB als )
Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so ist der

Sinus des Winkels ¢ gleich der Ordinate des Punktes P
sing = PP, ,

Cosinus des Winkels ¢ P2

gleich der Abszisse des _(__r_).,_

Punktes P
cosp = OP,, g2 Q'? 3

Tangens des Winkels ¢
gleich dem Abschnitte auf
der Tangente

tgp = AP, ,
Cotangens des Winkels ¢ gleich
dem Abschnitte auf der Cotangente!) g
ctgp = BP, .
Es ist (Fig. 10):
1. PP? + OP? = OP? oder
PP,

AP i
2. =—=t=2_2 oder o9 tg .
opF, 04 cosp 2
OP, BP,
30— =_2 oder CT)S(p =ctgg .
PP, OB sin @
4. tgp-ctgp =1. Fig. 11.

1) Cotangente = Tangente des Complementwinkels,
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5. Vorzeichen der Funktionen in den 4 Quadranten (Fig. 11):

I 11 111 v
Funktion 14 T
0 — — — 7 T —3n | $n—2n
2 2
e e B
sinus ...\ + (PP) | 4+ (QQ) | — (RR,) | —(SS))
cosinus . . | + (OP)) | —(0Q,) | — (OR)) | + (0S))

tangens . . | + (AP,) | —(4Q,) | + (4R,) | — (4S,)
cotangens . | + (BP,) | — (BQ,) ! + (BR,) | — (BS,)

Im II. Quadranten ist nur der sinus, im IV. nur der cosinus und im III.
nur der tangens und cotangens po-

sitiv.
_ > 6. Beziehungen zwischen den Funk-
03 -1 P8 tionen des Winkels + ¢ und —
3 3
(Fig. 12).
Pz sin(— @) = —sin(+ @)
+ cos(— @) = +-cos (4 @)
3#/’ 4! tg(— @) = —tg (+ @)
USSR otg(— @) = —ctg (+ ) -
7. Sinus und Cosinus &4ndern sich
g @2 nicht, wenn der Winkel um ein be-
liebiges Vielfaches von 2w geédndert
wird. Die Periode von Sinus und
sin @ Cosinus ist 2 7.
“1¢ Fig. 12. sin(p & k- 27) = sing,
cos(p 4 k-2x) == cosg,
+7 o worin % eine ganze
?:{,, Zahl ist.
= 8.Tangens und Cotangens
> andern sich nicht, wenn
0 der Winkel um ein be-
7 liebiges Vielfaches von &
geindert wird. Die Pe-
riode von Tangens und
Cotangens ist .
=7 tg(pLk-7) =teg,
Fig. 13. ctg(p £ k- 7m) =ctgg.

Graphische Darstellung der Funktionen. (Fig. 13 u. 14.)

Wihrend sin g und cos ¢ zwischen — 1 und + 1 variieren, kénnen tge und
ctge simtliche Werte von —oo bis 00 annehmen.

Die Anderung des Sinus ist am groBten in der Nihe von O 4 & -

14
n .
» » ,» Cosinus o » P o Eik-ﬂ
J
» » ,» Tangens ,, ,, 2 R » E:I:k-n
» ,. Cotangens ,, ,, s s e w o O+ k.m.
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9.

[ o ; B %n 27 300 600 1200 450
sinus, .. [0 |1] O|—1|0 usw. 17 =0,5 ~;~ V3 =0,866 %V—;;— = 0,866 %V—z— = 0,707
cosinus . | 1|0 |—1 0| 1 |periodisch %V‘- = 0,866 % =0,5 - —;— = =0,5 —12——]/—'-:‘— = 0,707
tangens . | 0 |co| 0l oo 0 ;—V?=o,s77 V3 =132 | -V3=-1,732 1
cotangens (oo | O |oo| O] oco V3 = 1’732‘,;,]/§ =0,577 _;,]/3_:__0,577 1

Fiir kleine Winkel ist sing = tge und cosp = 1, z. B. sin5° = 0,0872,
tg5° = 0,0875, cos5° = 0,9962.

g
(24
\
o
Ny
S
0 TRE g P
AN £ 27T
(]
Fig. 14.

Die Cosinuskurve ist gleich der um ey verschobenen Sinuskurve.

Die Cotangenskurve ist gleich dem um % verschobenen Spiegelbild der

Tangenskurve.
10.
z id + T+ i 3 2 2
> " P|3te | -9 | ate | Sa-p ot 2a-@|2ate
sinus . ... | cose cosp sing | —sing | ~cosgp| —cosp| ~singp | sing
cosinus. . . | sing —sing | —cosg | — cosgp | — sing sin ¢ cos@ | cosg usw.
tangens. . . | ctgep | -ctge| - tgo tgg ctgp | —ctgep | — tgp| tge | periodisch
cotangens . tggp - tgp | —ctgy ctgp ‘ tgp | - tgp| —ctgp| ctge



74 Mathematik. — Die Kreis- und Hyperbelfunktionen.

11.
0
S
7 < 7 3
G =
4
Vi-smZy cos g oy v
Fig. 15. Fig. 16. Fig. 18.
cosp = V1 - sintgp l sing =1 - cos? g ] sinp=——t
V1 + ctg?q
sing ——— ctgp
tgp = ———— V1 - cos?g COS @ = —————— cosSp = —————v
Vi-sinp | 8P V1 +tg e V1 +ctgte
I — sin?
ctgp = 1si LD otgp = ctg(p=% tgp=— —
ng Vi-cosie g ctgp
12. Funktionen von Summe und Differenz zweier Winkel.
sin(x o f) = sina + cosf 4 cosx - sinf,
cos(x + B) == cosx - cosf F sine - sinf},
tgor 4 tgf
tg (o -,
sle k) 1 Ftgo-tgf
ctgo - ctgf F 1
ct; _——
glatp) ctgf + ctgw
Fir o = § wird:
«
13. sin(2«¢) = 2 -sinx - cosa , sinx = 2+ sin > coszr ,
« 4
cos(2¢) = cos?a — sin’a , cos i = cos2? — sin2Z ,
o
2. tg—
2-tgx . 2
tg(2“)=:'t*2—(x. tga=ﬁ,
€ 1 — tg?—
2
o
ctg?— — 1
ctgZor —1 g 2
ctg2a) = ———— goy = ——
2.ctgo &
2. ctg—
2
14. sin(3x) = 3 -sinow — 4 - sindx,
cos(3x) = 4 + cos®ox — 3+ coscx .
e
15. 14 cos(2x) = 2 - cos’«x , I 1+coszx=2~cos“~2~,
| X
1 — cos(2a) = 2 - sin®e , : 1~cosa=2.sin9_5,
|
1 —cos(2« 1 — cosx
__‘(__)_= tg2zx , % [ G tg2Af .
1 4 cos(2«) | 1+ coso 2

(Folgt aus 13 unter Beriicksichtigung von sin®« 4 cos?a = 1.)



Die Trigonometrie. 75

16 14 tg? ! (d gy — )
. = — da = —
+ e cos®ix g cos &
1
1+ ctg?ox = ——5—.
sin%
17. Fiir « + f=xund x — =1 folgt aus 12 durch Addition bzw. Subtraktion:
. . X r—y
sinx 4 siny = 2. sin- — .« cos ———,
. . x R e 4
siny — siny = 2. cos- e sin ———
x x =y
cosx 4 cosy = 2« cos . cos —
x x —
COSX¥ — COsY = —2 sin——u . sin—-—y— .
x —
18. Fiir x_—{-_y = & und Y = folgt aus 17:
2 2
1 . .
sine » cosf = ~2—-{sm((x + ) + sin(x — f)},
1
coso - cosff == > {cos(x + B) + cos(x — p)},
1
sing - sinff = — > {cos(x + B) — cos(x — B)} .
sin (& + )
19. t t T
9 g 8 = TR
(aus 12 durch Division mit cos« - cosf) ,
in o
ctgo 4 otgp = 2B E D)
sing - sinf8
20. sin(a 4+ B) - sin(ox — f) == sin?x — sin®f = cos?f — cos?x

(aus 12 durch Multiplikation) ,

cos(x + B) + cos(ox — B) = cos?x — sin?B = cos?f — sin®« .
21. Fiir a + f+y = 7 wird:

sing +sin B+ siny = 4-cosfxf-cos—ﬂ < cos-L-

2 2 2
cosa+cosﬁ+cosy=4-sin%.sin§.sinl+1
sina+sinﬂ-siny=4-sinﬁ-sin£.cos_y_

2 2 2

o .
CoSox + €os f ~ cosy= 4-cosz-cos—§—- sm—g -1

sin(2x) + sin (28) +sin(2y) =4 - sina -sinf+ siny

cos(2a) + cos(2f) + cos(2y) = —4-cosq+cosf-cosy — 1

sin(2x) + sin (28) - sin (2y) =4 +cosx - cos B+ sin y

cos{2a) + cos(2p) - cos(2y) = —4 -sinx +sinf-cosy +1
sin® o + sin® § + sin*y = 2. cosx - cosf - cosy + 2

cos?x + cos?fB + cos?y = ~2-cosa+ cosfBecosy + 1
sin?x +sin? B — sin?y =2-sin x - sinf - cosy
cos?ox + cos?f — costy = ~2+sinx.sinf.cosy + 1
tga +tgf + tgy = tga - tgf- tgy

o B v o B v

— +ctg-- + ctg-- = ctg— . ctg = . ctg-~
ctg2+cg2+cg2 ctg2 ctg2 ctg2

ctga - ctgf + ctgfectgy +ctgy-ctga =1 .

Derartige Umformungen von Summen in Produkte sind besonders bei logarithmischen Rech-
nungen bequem.
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Berechnung rechtwinkliger Dreiecke. (Fig. 19.)

1. Gegeben: 1 Kathete und 1 Winkel. h
(Z. B. a und «.)

a a c
=90 —«, C = —-, b=oa-ctgn.

sino
2. Gegeben: Hypotenuse und 1 Winkel.

(Z. B. ¢ und «.) Fig. 19.

=90 —«, a ==c¢.sinx, b= c-cosx .
3. Gegeben: Beide Katheten ¢ und b.
a b — a b
tex =, =, o=faib= o =g

4. Gegeben: Hypotenuse und 1 Kathete.
(Z.B. ¢ und a.)

. a 9
smoc=cosﬁ=?, b=J)c®—a®=c.cosx = a.+ctgx .

Berechnung schiefwinkliger Dreiecke. (Fig. 20.)

Die wichtigsten For- a
meln fiir das schiefwink-
lige Dreieck: Man erhdlt ¢C
die einander entsprechenden
Formeln stets durch ,,zyklische

Vertauschung* — Fig. 21 —, b
indem Fig. 21.
c
\/ man von a nach b, von b nach ¢, von ¢ nach a
_ und ,, & , f, T P
Fig. 20. weitergeht.
« oy T
1. &« = 180° =& ; Ze 2 —g0° = .,
+8+y kg 2 + 2 + ) 90 >
2. sine = sin(f +7) ; sin% = cos # _2'_ v ;
&«
sinf = sin(y + «); sin»'g—z cos 7-{-?:
2 2
siny = sin(a + f) ; sin 4~ = cos & +ﬁ;.
2 2
3. cosay = —cos(f + y) ; cos & = sin ﬂ+y~;
2 2
cosfl = —cos(y + &) ; cosﬁ = sin rre ;
2 2
cosy = —cos(x + f) ; cos% = sin ﬁ

4. Projektionssatz:

|
Il

b.cosy +c-cosf,
C - COSX + a - cosy,
a-cosff +b-.cosx .

Il

I

5. Sinussatz:
a:b:c=sinx: sinf:siny .
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6. Kosinussatz (allgemeiner pythagoraeischer Lehrsatz):
a2=b2+02—2~b~c~cosoc=(b+c)2~—4~b~c-cosgg-
=0b—-c¢*+4:b.c- sm22,
?f"=6"’~}—a‘-’—:’,-c-a-cosﬂ:(o-{—a)‘*"—4-«:-a-c()sgiz5
=(c——a)‘-’+4-o-a-sin2g,
52:a‘3+b‘-’—2-a~b-cosy=(a+b)9—4-a-b-cos“l
:(a—b)9+4-a~b-sin‘~’§.
7. Tangenssatz (Nepersche Gleichungen):
—p
(@4-b):(a—Db)=tg ﬁ—tﬁ tg»%~/—.
ﬁ+r B—r
b (b —¢) =tg—r-" 1 tg ——,
bto): (b —c)=tg— £
v v -
— =t - g
Ct+a):le—a)=tg .
8. Mollweidesche Gleichungen:
a-cosﬁZ_Z::(b—f—c).s' %_(b—f—c) cosﬂ-:y,
b~cos~Z—75£=(c+a) sin g———(c-{—a)»cosy‘_;ix—,
c-cos~;éz(a-{—b)-sln‘;—)—-_—:(a—}—b) cos ?(;Zl_—ﬁ,
a-sin—éflﬁ(b—o) cos oi:(b—c)-sin /9‘—}:2_'_’
2 2 2
n? "% —e—a)cos b = —ay.sin 2TE
b . sin 5 = (¢ — a) - co 2_.(0 a) - sin 5
_ )
c-. sm—— P»::(a—b)-coslz(a~b)-sine‘ '[)
2 2
9. Sehnenformeln:
@ =2+ y.sinx, =2.r-siaf, ¢ =2-7-.siny.
10. Fiir
a+b+c=2s, a+b—c=2-(s—7¢), a—b+c=2-(s—0b)
und —a+b4+c=2.(s—a)
wird
~zx__l/s-—b) (s—o); cos X /s« (s—a),
2 2 . C
s — —_ /s « —
WB_6=ak—a B _js6=b
2 c.a 2 c-a
oy /(s—a) (s—b) o E~(s ——7)‘
smz_L ) s =]/ E 20
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o (s—b) (s —¢ 0
- tg? :] T s (—a) T s _a
8 —0-(s—a [
By =V s6—n T s—b
AN R R et N 2
2 s-(s—¢) s—¢

12. Inhalt ]:g-s:]fs-ﬁ(s—a)—(s—gb)_;(s—c).

& f Ly

13. =4 +¥-sin — «sin — - sin — .

3 e 2 2 2
o

14. s:4-r-cos—-cos£~cos~l.

2 2 2

Die 4 Grundaufgaben fiir das schiefwinklige Dreieck:

1. Gegeben: 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel.
(Z.B. a, b und y.)

(X+ﬂ o Y | a+/3 lx—ﬂ
Z I —90°— £, | = —t,
2 2 2 i * 2 T2
x—f _a—b .y x+p  a—p
= ——.ctg L, = -,
e atb 983 5 A 2 2
c—_—.f—',smy
S &
oder

=Va* £ —2.a-b-cosy.

2. Gegeben: 1 Seite und 2 Winkel.

(Z.B. a, &« und p.)

a.sinf a - siny
= 180° — , b= ————, = ——.
4 (> + ﬂ) sin o ¢ sin o

3. Gegeben: Alle 3 Seiten a, b und c.

a+b+4+c=2s.

Vi —a-6—8-—0
o= . .

& e
tg— — -
g2 s—a

B
s tg— = ,
g2 s—b 2 s —c¢

oder auch
b2+ ¢ —a?
2:.b.c

[

COS &

02+a2_b2
2:¢c+a

cosf

a® + b2 — ¢

V=T b
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4. Gegeben: 2 Seiten und 1 Gegenwinkel.

(Z.B. a, b und «.)
. b.siny a - sin
smﬂ=—a—, y =180° — (x + f) » c= gm—al
Nur moéglich, wenn b.sin < a .
Ist besiny = a, dann ist f =90°.
Ist b.sinod << a und auBerdem
a < b, dann erhilt man 2 Werte fiir
und 2 Dreiecke (f, == 180° — ;).
Istb.sin & < @ und auBerdema =b,
dann erhilt man nur eine Losung.

.
.
AN N /
\ //
N\ Y
\\ /
W
Y
Fig. 23. Fig. 24.

Beispiele: 1. (Zur 4. Grundaufgabe mit 2 Loésungen.) (Fig. 22.)
Die Kraft R = 100 kg ist derart in 2 Komponenten P und Q zu zerlegen, daB < Q, R = 35°
und P = 80 kg wird.
R.sin35° 100 sin35°
= ’

siny =

P 80
_ _ 100- siny; - 100« siny,
log 100 = 2, ’ = siny ' 0 siny ’
log sin35° = 0,7586 — 1, 1log 100 = 2,000 , log100 = 2,0000 ,
log80 = 1,9031, log siny, = 0,9944 — 1, log siny, = 0,2727 - 1,
log sinx = 0,8555 — 1 , log sinx = 0,8555 - 1, | log sinx = 0,8555 — 1,
%y = 45,80, logQ, = 2,1389, ‘ logQ. = 1,3172,
%y, = 1800 — x, = 134,20, Q1 = 137,7 kg. Q; = 20,8 kg.
¥1=99,2°,
¥, = 10,80,

2. Die 3 Phasenstrome
iy = gy sin(w?),
iy = g+ sin(w? — 1209 ,
4y = iy~ sin(w? — 2407
sollen nach der in Fig. 23 skizzierten Schaltung verkettet werden. Welche GroBe und Phase
haben die verketteten Stréme?
Das Resultat ergibt sich graphisch nach Fig. 24 oder rechnerisch in folgender Weise:
€y — 4y = g+ [sin (w?) — sin (WE — 1200)] = 4, [sin(w?) - sin(w?) - cos 1200 + cos(w?)sin120°],
- V3. [sin(w?)- 3 V3 + cos (w?) - 41 =1, -V 3+ [sin(w#)- cos30° + cos (w?)- sin30°],
= gg ¢ V?-sin(wt + 309,
iy = iy = %o+ [sin (1w - 120%) — sin (¢ — 2400)] = ;- V3. sin(wt - 90°) ,
iy ~ 4y = 4y~ [sin (wf—240% — sin (@8] =i, V3 sin(wf + 150°) .

Die Maximalwerte der verketteten Stréme sind das V_3—- fache der Maximalwerte der Phasen-
strome, sie sind gegen die letzteren um 30° und untereinander um je 120° phasenverschoben.
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1 1

= = ? = - =
3 tgp +ctgp =4. =5 2.singecosep  sin(2)

’

sing cosgp 1

= =4, 2¢ = 30° =150,
cosg sing sing . cosg ¢=3 ? 5

sinx

4. - = 1,88, log36 = 1,5563,
siny
log ctg300 = g,zﬁ
arcusx + arcusy = 1,0472 | £ + y = 600 . 1,7949 *
log11 = 1,0414 ,
sinx +siny 188 +1 36 xo_g —_
sinx — siny 1,88 — 1 11~ log ctg '722 = 0,7535,
. x+y x—y
2 . sin 2 « COS ) ity x—y 36 x_y=10,00,
— = tg cctg——="—, 2
z+y . X-y 2 2 11
2+ CcOs . sin x+y
2 =5 =300,
x—Yy 36.ctg30° —
=TT %= 400
! und
I y =20°.

5. Konstruktion von Winkeln mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen:
An Ax ist in A ein Winkel von 23° anzutragen (Fig. 25).

c
E
A2 ) 5
' 1 1.3 x
Fig. 25. Fig. 26.

Man trigt auf A » von 4 aus die Strecke A B = 1 ab, errichtet in B das
Lot BC == tg23° = 0,424 und verbindet C mit 4.

Man kann auch den Sinus benutzen (Fig. 26), indem man auf Ax von A4 aus
die Strecke AM = 4 abtragt, um M mit AM den Halbkreis A B beschreibt und
den Schnittpunkt D desselben mit dem Kreisbogen um B vom Radius sin23°
= 0,391 aufsucht. )

Fiir kleine Winkel verwendet man praktisch den Tangens, fiir groBere besser
den Sinus.

B. Die Hyperbelfunktionen.

Entsprechend den trigonometrischen Reihen:

T A A A
SR =T 3z+51 7z+"7
_ LA AN
sy =1 —rt T e T
werden die Reihen:
e~ o ¢ P 9
R T T TR
e? +e - (’,2 (p4 ()06
[ —— LA S T
2 + 2! + 4! + 6! +
als ,,hyperbolischer« Sinus (&ing) und Cosinus (€oj¢) bezeichnet. Der
Quotient aus beiden %:;ji heiBt ,,hyperbolischer* Tangens (Tg¢) und sein
@

reziproker Wert ,,hyperbolischer* Cotangens (€tge).
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Der Name ,,Hyperbelfunktionen‘ riihrt von der geometrischen Bedeutung
derselben her. In dhnlicher Weise wie die Kreisfunktionen durch Strecken am
Kreise dargestellt werden konnten (siehe S. 71,

Fig. 10), sind die Hyperbelfunktionen durch Y
Strecken an der gleichseitigen Hyperbel dar-
stellbar.
e?+e ¥ P
Aus Gojp — & B
2
x

folgt 2-3"’-@of<p=e2‘p—|—1 s P1

e? = Gofp + VCof?p — 1,

2 (Cof9)

= Cofy +VCoffy — 1} ==
g=1n{Cofp +}Cof*p — 1} VGofig —1 Fig. 27.

Setzt man (Fig. 27) O4 = 1 und sind die Koordinaten des Hyperbel-

punktes P
OP,=x; PP =y,
so ist der doppelte Inhalt des gestrichelten Hyperbelsektors OPA gleich
ax
P —1

Wird dieser doppelte Hyperbelsektor mit ¢ bezeichnet, so ist demnach

x% == Bojp . In gleicher Weise folgt ¥ = Ging
1
PP, = Ging; oP, = Golg ; AP, = Fap — — .

1 ¥ 1 K 2 g Clgo
Entsprechend ist bei den Kreisfunktionen der zur Funktion gehérige Bogen
— Winkel im BogenmaB — zahlenm#Big gleich dem doppelten Inhalt des Kreis-
sektors, da der Radius = 1 ist. (Siehe Fig. 10 S. 71.)

Wihrend Ging jeden positiven und negativen Wert annehmen kann, ist
Cofp=1 und Cige <—1<ITge <+1<Ctgyp .

Die Periode des hyperbolischen Sinus und Cosinus ist 2« 7 -¢ , die des hyper-
bolischen Tangens und Cotangens w+7 .
Analog den entsprechenden trigonometrischen Formeln erhilt man:

_ Goje

_ Ging
T Ging

= Goje
Cojg + Ging = e”;  Gojg — Ging = e~ 7.

Den Zusammenhang zwischen den Hyperbel- und Kreisfunktionen zeigen die
entsprechenden Reihenentwickelungen (S. 90).

Cof2p — Gintep = 1; g Cigo

Es folgt: )
Sing = im—(lz—.;—(p—); sing = —¢-&in@ - ¢),
Cofjp = cos(i-9); cosp = Cof(-9),
tg(@ - . .
g = —gLi 7, tgp = —7-3g(¢-¢),
Clgp = _M : ctgp = i-Cig-q) -

7

Taschenbuch. 6
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Y. Das Rechnen mit Reihen.
Bearbeitet von Dr. G. Glage.

Eine mathematische Reihe ist jede nach einem bestimmten Gesetze gebil-
dete Aufeinanderfolge von Zahlen.

Die Zahlenreihe 1, 2, 3, 4 . . . » ist unbegrenzt. Man sagt, # kann
,,unendlich groB‘ werden, weil es gré8er werden kann als jede angebbare Zahl.
Entsprechend kann in der Reihe:

1 . .
— ,,unendlich klein‘ werden.
n

Man nennt die Zahlen einer Reihe ,,Glieder** derselben.
Eine Reihe ist ,,endlich®, wenn die Anzahl der Glieder eine begrenzte, sie
ist ,;unendlich*‘, wenn die Anzahl der Glieder eine unbegrenzte ist.
Die Summe einer endlichen Zahlenreihe, deren Glieder endliche Werte haben,
ist stets endlich.
1+2+3+44+5... 4+ 100 = 5050 .

Die Summe einer unendlichen Zahlenreihe, deren einzelne Glieder endliche
Werte haben, kann endlich und unendlich sein, wobei unter ,,Summe der Reihe‘
der Grenzwert zu verstehen ist, gegen den die Summe der ersten # Glieder mit
wachsendem # konvergiert. Die Summe der Reihe:

0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + ... in inf.
oder
3 3 3 3 3
10 Taor Tagr Tagr T T

konvergiert mit wachsendem % gegen den Grenzwert 4. Die Summe ist endlich,
trotzdem die Anzahl der Glieder unendlich groB ist.

Ebenso ist
1 T 1
8 16

1_I_1 1 —
?+z_+ +...=2.

Die Summe der Reihe:
1+ 1 -+ 1 + 1 + ! + + 1
2 3 4 5 e n

konvergiert mit wachsendem # gegen den Wert 0o, diese Summe ist ,,unendlich
groB*, trotzdem mit wachsendem # die einzelnen Glieder selbst gegen O kon-
vergieren, ,,unendlich klein‘ werden.

A. Endliche Reihen.

Die einfachsten und zugleich wichtigsten endlichen Reihen sind die arith-
metischen und geometrischen Reihen:

Eine arithmetische Reihe 1. Ordnung ist eine Reihe, in der die Diffe-
renz zweier aufeinander folgender Glieder einen konstanten Wert hat.

1,3,5,7,9, 11...
a,a+d, a+2d,a+3d...a+n—1)-d, at+n-d, at+n+1)-d...
a = Anfangsglied, d = Differenz der Reihe.
Jedes Glied der Reihe ist das arithmetische Mittel aus den beiden benachbarten

Gliedern.
Das #te Glied der Reihe ist.a + (n —1)-d.
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Die Summe der % ersten Glieder ist
2
s = g . {1. Glied 4 nte Glied) — 1;-{2a +n—1)-dy,

k=n-1
Z(a—i-k-d) =s.
=0
Beispiel:
£ =1000
Zk=1+2+3+...+1ooo=3909-(1+1ooo}=500500
=1 2
k=500
D@k =2+4+6+8+ ... +1000 = %—0 - {2 + 1000} = 250 500 ,
=1
* 0 500
DUak-1)=1+3+5+7+ ... +99 =" {1 +999} = 250000.
k=1

Arithmetische Reihen hoéherer Ordnung:

Eine Reihe, die durch Differenzbildung je zweier aufeinander folgender Glieder
einer gegebenen Reihe entsteht, heiBt die Differenzenreihe der ersteren. In gleicher
Weise 148t sich aus dieser Differenzenreihe eine neue Differenzenreihe, die

,,zweite‘ Differenzenreihe der Hauptreihe, aus dieser die ,,dritte‘ Differenzen-
reihe usw. bilden.

2, 3, 7, 8, 15, 52, 158, 387 ... Hauptreihe
1, 4, 1, 7, 37, 106, 229... 1. Differenzenreihe
3, —3, 6, 30, 69, 123 ... 2.
—6, 9, 24, 39, 54... 3.
15, 15, 15, 15 ... 4
0, 0, 0 ...

Ist die nte Differenzenreihe eine konstante, so heifit die Hauptreihe eine
arithmetische Reihe %ter Ordnung. Die obige Hauptreihe ist eine arithme-
tische Reihe 4. Ordnung.

Eine Reihe nter Ordnung ist durch das Anfangsglied 4, und die Anfangs-
glieder aller Differenzenreihen ay, by, ¢; usw. eindeutig bestimmt.
Ay A, A, A, A Ag A A
a, ay a, a, a, ag a, ...
b, by b, b, by b, ...
o Cq Cy ¢, c. .-
dy

Die Summe der # ersten Glieder ist

com (1) (3]s () (1) o

Im obigen Zahlenbeispiele ist also:

—_:(Z)-z—k(;)w+(§)-3+(Z)-(~6)+(§>~15
— 7242114353+ 35 (—6) + 21- 15

= 14 + 21 + 105 — 210 + 315 = 245.

Probe: 2 + 3 + 7 + 8 + 15 4 52 + 158 = 245.

Wird in eine ganze rationale Funktion #.ten Grades
fx)=A s+ B.x""1 4 C.x""2 ...

fiilr ¥ der Reihe nach 0, 1, 2, 3 ... gesetzt, so ergeben die Werte f(0), f (1), /(2),
f(3) ... eine arithmetische Reihe #nter Ordnung.

N

<

6%
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Beispiele:
x n
1. x2=12+22 4+ 32+... +n?

It

I

14+4+9+16+... +n?
305 7.
2 2

z=n
< n n n ne(n—1) fne(n—1)(n-2)
2 = “3 - 2= 7, A A AL
¥ (1)+(2)3+(3)2 "t 3+ 1.2.3
x—1
nt ontoon 1
:T+—E+—a:»6—'-n-(n+1)-(2n+1);
ST nt nd n? 1
2. B=134+254384 .. . 4nd=— 4 o= em2e (n 4 1)2.
= 4 274 T g

Geometrische Reihen.
Eine geometrische Reihe ist eine Reihe, in der der Quotient zweier auf-
einander folgender Glieder einen konstanten Wert hat.
3,6, 12, 24 ...
a, a-@, a-p*, a-@i..
a = Anfangsglied, @ == Quotient der Reihe.
Jedes Glied der Reihe ist das geometrische Mittel aus den beiden benachbarten

Gliedern.

Das % te Glied ist a - "~ 1.

Die Summe der % ersten Glieder ist
1— ¢"
1—g¢’

S = a-

denn
s=a+a-pt+a-¢*+...+a-¢""1;
s-p = a-p+a-p*+a-@*+...+a.9";
s(1—¢) =a(l —¢").
Die Maschinen einer Fabrik haben einen Neuwert von 450 000 Mark. Es werden jahrlich

10% abgeschrieben. Wie gro8 ist der Wert nach 10 Jahren?

nach 1 Jahr: nach 2 Jahren: nach 10 Jahren:

K, =450000-0,9, K, =450000+0,9% , ... K10 = 450 000 « 0,910 ,
Ko = 450 000 > 0,910 = 157 100 Mark.

Anwendungen auf Zinseszins- und Rentenrechnung.
Ein Kapital von K, Mark, welches zu p % auf Zinsen steht, wichst in » Jahren zu:
P
Kn=K,- (1 + Too)” = K, gn Mark
an, wenn die Zinsen am Ende jedes Jahres zum Kapital geschlagen und in den folgenden Jahren

mitverzinst werden. Findet halbjihrliche Verzinsung statt, so ist statt 1 + o0 der Zinsfak-
tor 1 + ZL und statt # die Anzahl der Zeitabschnitte 2 # , bei vierteljihrlicher Verzinsung

entsprechend 1 + 2% und 4 # usw. zu setzen.
Werden am Ende jedes Jahres nicht nur die Zinsen zum Kapital geschlagen, sondern noch
S Mark hinzugezahlt bzw, fortgenommen, so wird:
q -1
-1
Werden am Anfange jedes Jahres (vom 2. Jahre ab) S Mark hinzugezahlt bzw. fortgenommen,
so ist das Endkapital K, um S Mark geringer

anKo'qnﬂ:S'

mn —
K,,:K.,.qnis-iq_—f—.
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Fir Ko = S, d. h. wenn auch im 1. Jahre S Mark eingezahlt werden, ist
- 4

Ky=S.q- i 1 (Sparkassenformel).
Eine Rente von R Mark, die n Jahre lang zu zahlen ist, kann durch eine sofortige Zahlung von
n —
S=R. -1  Mak
gne (g 1)

abgeldst werden. Lauft die Rente dauernd (n = o), so ist

S=R- L Mark
7—1

zu zahlen.
Ein Kapital von K Mark ist in »# Jahren abgeschrieben, wenn bei einem Zinsfaktor
g=1+ Tgo_ die jahrliche Abschreibungssumme
rR=k. 121
-1
betrigt.

Beispiel: Wann ist ein Kapital von 20 000 Mark aufgezehrt, wenu am Ende jedes Jahres
3000 Mark fortgenommen werden? p = 41/,%.

n - q
Kn=K,-qn—S- ‘Iq_1 , 1,0457. (1 —0,3) =1,
0= 20000+ 1,045n — 3000+ 243" =1 1,0450 = 1,43,
0,045 ‘
1 log1,4 1
10457 = - (1,0457 — 1), ‘ 0= B 2B 513 Janre.

" log1,045  0,0191

B. Unendliche Reihen.

Hat die ,,Summe einer unendlichen Reihe‘* (siehe S. 82) einen endlichen
Wert, so heiBt die Reihe konvergent, andernfalls divergent.

1
1. 0,3 + 0,03 + 9,003 + 0,0003 + ... = ? konvergente Reihe.
I1 1+ ! + ! -+ ! + ! + oo divergente Reih
. —_—— = - — e = ivergente Reihe.
273 T g

1
Beschrinkt man sich in Reihe I auf die ersten 3 Glieder, so ist der Fehler ? — 0,333

= § < 0,0004 . BeiBeriicksichtigung von 5 Gliedern ist der Fehler ¢ < 0,000004 .
Die Summe einer unendlichen konvergenten Reihe kann mit jeder vorgeschrie-
benen Genauigkeit ausgerechnet werden.

Die Zahl e (Basis der natiirlichen Logarithmen) auf 7 Ziffern zu berechnen:

1 1 1 1 1
e=1+7'—+—2'—+?+...+7‘|—; _6'»:0,00138889;
1
1=1; 7i—=o,00019841;
1
STt g7 = 0,000 024 805
1 s ! 002 76
2—!-—0,5, aﬁ0,000 763
1 1
57 = 0,166 666 67 ; Jor = 0,00000028 ;
1 1
ST = 0:041666 67 ; a7 = 0,000 000 02
! = 0,008333 335 ! = 0,00000000;
H—O, 33333, 'E—O;OOO 00;

e=2,718 281 83 .
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Will man Reihen zu Rechnungen benutzen, so ist stets zunichst festzustellen,
ob disselben konvergent sind oder nicht. Aus den Konvergenzbedingungen
ergibt sich, daBl z. B. die Reihen

52 e po %5 P

In(1 4+ ») =+« 2i3 4i5 6j:...
nur fiir —1 =< ¥ =< 41 konvergent sind. Nur fiir diese Werte von x diirfen die
Reihen benutzt werden. Fiir andere Werte von # liefern sie vollig falsche Re-
sultate.
1
5
Die einzelnen Glieder dieser Reihe nehmen sehr langsam ab. Das 100. Glied ist
0,01, das 1000. Glied 0,001 usw. Zur zahlenmifiigen Auswertung von In2 ist
diese Reihe unbrauchbar. Fiir das praktische Rechnen sind solche Reihen am
geeignetsten, bei denen man sich auf wenige Glieder beschrinken darf, ohne einen
bestimmten vorgeschriebenen Fehler zu iiberschreiten. Man spricht in diesem
Sinne von stérker und schwicher konvergenten Reihen.

Durch Subtraktion der beiden Reihen fiir In(1 4 %) und fiir In(1 — x,
erhédlt man

NEESA PR EFE S S
A : AN

In(1 1)—1n2—1—1+1-—1—7+ 1+-
n(1 +1) = = ) 3 7 3

5

also

144
1n2=1n(1+3)

L
8

T, S R S
T7l3 T8t 1215 7 15309 177147 ' 1948617 ' 7

= 2-0,333333

0,012346

g’gggggg 02 = 0,60314,,

0000000 1082 = 069314 - 0,43429, = 0,30103 -
0,000000,

2.0,34657,

Man kann bisweilen in dieser Weise durch passende Kombination schwach
konvergenter Reihen stirker konvengente Reihen bilden (sieche Fouriersche
Reihen S. 98).

Fiir beliebige Werte von ¥ lassen sich die Logarithmen unter Benutzung
derselben Reihe sukzessive berechnen, da

1n(u-|—b)=lnlu- (1 -l—%)] =lna-|—ln(1 —l—%).

Konvergenzbedingungen.

Eine unendliche Reihe ist konvergent, wenn bei Beschrinkung auf # Glieder
der Rest der Reihe mit wachsendem % gegen O konvergiert.
Die divergente harmonische Reihe

1 1 1 1
1+*2’+*3'+‘4*_+‘§+-"+“n+“n+1

zeigt, daB es nicht geniigt, wenn limes #,, = O wird, d. h. wenn mit wachsendem %
die einzelnen Glieder selbst gegen O konvergieren. Diese Reihe ist divergent, weil
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bei Beschrinkung auf # Glieder der Rest der Reihe mit wachsendem »
nicht gegen O konvergiert. Es ist der Rest der Reihe gleich

7 — mal
1 1 1 1 1 1
St T arz T ads T w g T Tt
2 n — mal
1 1
+2n+2n Jr2n+2n e
n 2n 1 1 1 1
4 ...=,27+53;+...=-2»4+5+72-+5+... = co.

Im Gegensatz zur harmonischen Reihe ist die Reihe
1 1 4 1 1 4 1 1 4
2 3 4 5 6 o

konvergent (= In2 siehe S. 86), trotzdem die Teilreihen

1 1 1 1
+§_|”,57-|-7+... = 00,
1 1 1 1

,2,,+Z+767+,8,+..._oo

divergent sind.

Da die Reihe der absoluten Betrige divergiert, nennt man eine solche Reihe
,bedingt konvergent* im Gegensatz zu einer ,,unbedingt konvergenten*
Reihe, bei der auch die Reihe der absoluten Betridge konvergiert.

Es gibt kein allgemein giiltiges Kriterium, aus dem fiir jede beliebige Reihe
ohne weiteres die Konvergenz oder Divergenz gefolgert werden kann. Die Fest-
stellung der Konvergenz ist hiufig eine recht schwierige Aufgabe.

Cauch ysches Konvergenzkriterium :

Eine Reihe

ay+a, +a,+ ... +a,+ a0+ -

ist stets ,,unbedingt konvergent‘, wenn von irgend einem Gliede ab der Quo-
a . . . .
tient zweier aufeinander folgender Glieder —**1 kleiner ist als ein bestimmter

"
echter Bruch £. Es geniigt nicht, wenn der Quotient stets kleiner bleibt als 1;
es muB vielmehr ein bestimmter Wert fiir | 2| <{ 1 wirklich angebbar sein.

1
In der divergenten harmonischen Reihe 1 - > + 3 -+ 7 + ... ist der

Quotient zweier aufeinander folgender Glieder stets kleiner als 1. Es ist aber fiir
diesen Quotienten kein Wert 2 < 1 derart angebbar, daBl der Quotient fiir be-
liebig wachsendes % stets kleiner bleibt als %2, da er mit wachsendem » wichst
und gegen 1 konvergiert.

In der Reihe

x x? x3
1+ﬁ+;+37!+"'+un+un+1+-"

ist von # = x + 2 ab der Quotient

Upy1 x x
u, 0 < x4+ 1
Fiir diese Reihe ist also das Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt:
¥
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Ist ein solcher bestimmter Wert £ < 1 nicht angebbar, so kann die Reihe kon-
1 1 1 1 1 1
rgent (1 —_ =gt ——— ...)oderauchdiver ent (1 —+ =4+ - )
verge 2tz 7t 8 ottt
sein. Die Entscheidung muB dann in anderer Weise erfolgen:

1 1 1 1

1.2+2-3 Jr3-4 +4-5 T

s

Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder wichst mit wachsendem 4.
Fiir denselben ist daher kein Wert £ <{ 1 angebbar.

. Eine Reihe ist konvergent, wenn von einem bestimmten Gliede ab die ab-
soluten Werte ihrer Glieder kleiner sind als die entsprechenden Glieder einer
anderen konvergenten Reihe:

1 1 1 1 1 1

123 T 56.7 "o TStz Ty Ty o

1
also konvergent (= T In2 = 0,17328) .

Eine Reihe mit positiven und negativen Gliedern ist nur dann unbedingt
konvergent, wenn auch die Reihe der absoluten Betrige konvergiert.

Die Summe der positiven Glieder und die Summe der negativen Glieder
einer bedingt konvergenten Reihe sind, jede fiir sich betrachtet, divergente
Reihen; bei einer unbedingt konvergenten Reihe hingegen konvergente Reihen.
In einer unbedingt konvergenten Reihe kann die Reihenfolge der einzelnen Glie-
der beliebig gedndert werden, ohne damit die Summe der Reihe zu indern.

In einer bedingt konvergenten Reihe hingt die Konvergenz und die Summe
der Reihe von der Reihenfolge der einzelnen Glieder ab. Die Reihe

In2 =1 ! + ! ! - !
23 45 7
ergibt durch Umstellen der Glieder
1 1 1 1 1 1 1 1
e
( 3 2 5 7 4 + 9 + 11 6/ +
1 1 1

2n —3 Tow—1 T w T

Diese Reihe bleibt konvergent, denn ihre Summe ist kleiner als

1 1 1
Tttt

Wenn auf p positive Glieder # negative Glieder folgen, so ist die Summe

dieser Reihe nach Dirichletl)Vp +In2, in obigem Falle also
n

V2 -1n2 = 1,414 - 0,693 = 0,980 .

Entwickelbarkeit der Funktionen in Potenzreihen.

Taylorscher Satz: Ist eine Funktion f(#) in dem Intervalle von %, bis
%, + % nebst ihren simtlichen Ableitungen f/(¥), #”/(#) ... stetig und sind simt-
liche Werte der Funktion und ihrer Ableitungen endlich, so gilt fiir f(x, + h)

1) Berliner Abh, 1837.
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folgende konvergente, nach ganzen positiven Potenzen von % fortschreitende
Reihenentwicklung:

hn
Fto + 1) = 10+ e 1) o ) o )
Bricht man die Reihe hmter dem # ten Gliede ab, so ist der Rest
h
Ry= 0 ) + TR RS

= Z' - f™(x,+ k- h) (Lagrangesche Form)

J— h”
T (m— 1)t

Hierin bedeutet % einen echten Bruch.
Die Taylorsche Reihenentwicklung gilt auch fiir ¥, = 0. Setzt man ¥, =0
und % = #, so wird aus der Taylorschen Reihe die Mac Laurinsche Reihe:

-ﬂm+§ﬂﬂ@+“.

(1 —E»-1.f™(x, 4 k+h) (Cauchysche Form).
0

Beispiele:
. . x 22 . %3 P .
1. sin (%) = sm(0)+—i—!— « cos(0) — T sin (0) — 30 « cos (0) + ol sin (0) + .
K %3 k2l %7
BT TR TR T
0,26910073 0,26910073 0,26910077
025’ 6”) = 0,26 ’ ’ - -
sin (150 257 6”) = 91007 — 3 + 56 3040 +

= 0,2691007 — 0,0032478 + 0,0000117 — 0,0000000
= 0,2658646 (3 Glieder ergeben das Resultat auf 7 Stellen genau).
2
Schreibt man fiir sin(x + ) = sinx + %+ cosx, so ist der Fehler kleiner als — , weil
sin(x + &« h) < 1 ist. 2
Fiirh =19 = - = 0,017 wird der Fehler < 0,00015 ,

180
fir b =1 ﬁ 0,00029 wird der Fehler < 0,000000042 .
. %3 x5
sing = x — 3—!-(»?— + ...
ergibt durch Differentiation
%2 x4
cosx =1 _’2T+ﬂ_ + ...
Diese Reihe ergibt sich natiirlich auch direkt aus der Mac Laurinschen Reihe.
2. f=er, e=f@)=f@)=1"x=F"=
er und sidmtliche Ableitungen haben fiir x = 0 den Wert 1. Folglich wird
x 22 3
F=tt g grtgrt
=1 , 1 ” 1 prpn ., 402
3. f(x)=Inzx, /(x):»;, l‘(x)=—ﬁ, @) =+ P

Samtliche Ableitungen werden fiir =0 unendlich. Die Mac Laurinsche Reihe ist
also nicht anwendbar. Die Taylorsche Reihe ergibt'

h ht
In{1 + k) = 1n1+—-1+ -( 1)+ -1-2+—r—-(—1-2-3)+...

4!
h? h3 h4
=B -
273 "% T
4. f(x) = (¥ + k)m. Binomischer Satz.

h h2
(x + Bym = gm 4 o cmeamolg o (= ) M2

h3
+3' e e (m—1)e(m—2) e xm=34 ..,
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Binomialkoeffizienten siehe S. 63 u. 64.

(a+b)5=a5+,€..5.u4+_bgﬂ.5.4.a3+,.7b3 — + 54443402
1 1.2 1.2.3
P 5.4.3.2.4 Ll 5.4.3.2-1
1.2:3.4 +1.2.3.4.5

=a’+5-at-b+10-a3.b24+10.a2- b3 +5-a bt + b5,

Die Reihe ist endlich, wenn m eine ganze positive Zahl ist, andernfalls stets unendlich.

m me(m— 1) me(m— 1)« (m—2) .
(1+h)m=1+T-h+ T2 < R2+ 23 R R
(Binomische Reihe.)
_ 5.4 . 5:4-3. . 5:4.3.2 5.4.3-2-1
A+ hp =1+ 5ht ot 1_2.3-h3+1.2.3_4-h*+ 1_—72'37;7?-114
=1+ 5h+10h2+10h3 + Sht+ A 5.
3
5. f(¥) = V68 auf 5 Stellen zu berechnen.
13/* I YRR 1y
68=1/4'+4:4-]/'1+1—6:4~(1+—i—6)
. 1 1.2 1,25
1\ 1 3 1 3 3 12 3 3 3 1\
(1+'1"6’):1§+T'T€* 1.2 (’E)Jr 1-2-3 '('16)
1 2 5 8
_???7+q+
1.2:3+4 16
=1 + 0,02083; ~ 0,00043, + 0,00001; — 0,00000; = 1,02041;

3
168 = 4 + 1,02041, = 4,08165.

Zusammenstellung der wichtigsten Exponential-, logarithmischen,
geometrischen und trigonometrischen Reihen.

Exponentialreihen:
1 S S ilt fiir jedes ¥
. er = +F+2_!+§T+”' gilt fiir jedes x.
5 e 1 x 2 %3
SR VT TH
1 . av A x? xt .
3. 2'{8 +e }—1T2!+I+--.=C§Dfx (siehe S. 80).
1 x® x5 . .
4. —{e* —e ") =14 —+ - + ... = Ginx (siehe S. 80).
2 3! 5!
5 £ — 1 i.x x? 1.3 i 7. x5
‘ =ttt T T Ta e T
—1 x? xt . x 3 x® )
T H Y B N C VR YL -THRRY
= cosx¥ + ¢ -sinx.
A i.x x? 7.3 xt
—ix . - _ R
6 em =1 11 a0 T 31 +4! LI
= cos¥ — ¢ -sinx .
7 1 {6 - g— i) 1 Gl ! iehe S. 81
. . e =1 — —- e R . .
2 51 +- 1 -+ cos ¥ (siehe )
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! 18 g TITY = r o i e — = sinx (siehe S. 81
ey -{e } 1T —u—}— 1 vee = . 81).

32‘*—7 oty

Ina)? Ina)?
@ =14 @ _(Pi)- (na)® % - ... gilt fiir jedes x.
1! 2! 3!

x? 4

Logarithmische Reihen:

2 %3
ln(1j:x):j:x~~——:|:——~—4i Logilt fir —1 <x < 1.
1 5 7
it =2 {x+,,+,,+7+ } . 1<y

¥ —1 1 (x—1\3 1 [x—1)\3 gilt fiir jedes
Iny = 2 {— o | — — | — s
" 2{x+1+3 (x+1)+5 (x+1)+ }POSItw”-

AN F— 1)3
(xz PLe=0 L gtfiro<r=2.
J

Iny =x% —1 —

In(@ + #) = Ina + 2 il ! (J_“:; 1 d 5+
n(e + %) = Ina {2a+x+§' 2a+5c>+5 <2a+x)
gilt fir —a <# < + 00 (& = positive Zahl).

Geometrische Reihen (Spazialfall der binomischen Reihe S. 90):

n x=1—|~x+x2+x3+... gilt fir —1 <x<<+1.
71—7—1—x+x“-’ x84

TEa

— l u"]__ 2 ﬁ;’,ﬁ 3_ﬁ1.3.5~ N

Mdr=t4 e o Pt s Y a6

gilt fir —1<<x=<{1.

3, 1 1.2 1-2.5 . 1.2-5.8

1 =1 B cat — cxt.

Mtr =1ty v =5 Pt 360 " 36002 F

gilt fir —1 << <1

Trigonometrische Reihen:

. x x3 x° x7 x gemessen im s

siny = ETREET) -+ T — ;T + .. '(Bogenmaﬁ .S 70) gilt fiir jedes x .
x2 }\«’4 766

cosx=1——2~!+4—!—?+... gilt fiir jedes x .

tgr =2+ {27 + F A+ AT+ el A+

JT T
ilt fir — — <% .
gilt fir — - <x <+

1
ctgx_}——{lx-i— Load 4 535 4% 4 s AT+ ...}
gilt fir —x < < +4=x
7

arcsinx——x-|—l ﬁ.}.j_i’ £+1 3-5 ~#
=t 3 Taa sty o

gilt fir — 1 <= 41
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3 5 7
25. arctgx:i——i—}——{———x——k... gilt fir —1<x=<+1.
1 3 5 7
o1 L 1 3 5
26 aresing =g =2V as T s T 14136 +
1 4 1 1 1 1
27. tg——= — = —+31 — —— e e
nomeEE TG ,@{ 3375y 7w }
28 gt =L — Lyt oty Leibnizsche Reihe
. c = =1 — == — —} ... eibniz >
aetel =3 3735 7

C. Die Fourierschen Reihen.

Auf dem Gebiete der Schwingungserscheinungen, sowohl der mechanischen
wie der elektrischen Schwingungen, sind rein mathematische Untersuchungen
ganz besonders fruchtbar gewesen. Nach Fourier 148t sich die komplizierteste
Wellenform darstellen als Summe einfacher Sinuswellen. Wihrend Fourier je-
doch glaubte, daB jede beliebige Funktion in eine trigonometrische Reihe entwickel-
bar sei, hat Dirichlet?!) gezeigt, daB auch bei stetigen Funktionen einige Ein-
schrankungen noétig sind. Ein Beispiel einer nicht in eine Fouriersche Reihe ent-
wickelbaren stetigen Funktion hat Schwarz?) gegeben. Derart gekiinstelte
Funktionen haben jedoch nur ein rein mathematisches Interesse. Die fiir die
Technik in Frage kommenden periodischen Funktionen sind sdmtlich mit jeder
gewilinschten Genauigkeit (je nach der beriicksichtigten Gliederzahl) in trigono-
metrischen Reihen entwickelbar.

Auch fiir Funktionen, die in verschiedenen Intervallen verschiedenen Ge-
setzen gehorchen, behidlt die Fouriersche Reihenentwicklung ihre Giiltigkeit.
Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied gegeniiber den Potenzreihen. Bei allen
durch konvergente Potenzreihen darstellbaren Funktionen folgt aus den Eigen-
schaften der Funktion innerhalb eines kleinen endlichen Intervalles der gesamte
weitere Verlauf der Funktion. Der Wert der Fourierschen Reihe an irgendeiner
Stelle hiangt nur ab von dem Verhalten der Funktion in der unmittelbaren Um-
gebung dieser Stelle.

Hat die Funktion Unstetigkeitsstellen, so konvergiert die Fouriersche Reihe
an diesen gegen den Mittelwert aus den beiden Grenzwerten, die der Funktion
bei der beiderseitigen Anndherung an den Unstetigkeitspunkt entsprechen. Jede
periodische Schwingung kann in eine endliche oder unendliche Anzahl
reiner Sinusschwingungen von 1 -facher, 2-facher, 3-facher usw. k-facher
Periodenzahl und beliebiger Phasenverschiebung ¢, zerlegt werden. Man
nennt die einzelnen Schwingungen ,,Harmonische*, die erstere auch
,»Grundschwingung®, die iibrigen ,,Oberschwingungen ¢, #hnlich wie
in der Akustik.

Es ist also die periodische Funktion:

k=00

)T = f(¢>—~A y) +2Hk sink - ¢ + ¢1) 5

k=00

?A +ZH1: (sin(k - @) - cos gy, + cos(k - ) - singpy) -

1) Crelle 4. 1829.
2) Sachse, Dissertation Gottingen 1879. S. 51—54.
3) Siehe Gleichung 5 und 6.
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Setzt man
(2) Hy, - singy, = 4, und H; - cosqy, = By,

so wird
S P I v S

=E—A0+Al-costp+A2-cos(2q;)+A3-cos(3q))+...;
+ B, -sing + B, -sin(2¢) + B, +sin(3¢) + ... .

In dieser Form wird die Fouriersche Reihe meistens benutzt.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit cos(’ - ¢) - d @ und Integration
zwischen den Grenzen O und 2 folgt

27
“) [T~cos(k-(p)-d¢p—_—Ak-]cosz(k-(p)-dq;=Ak-n‘)
0 0
oder
2x
1
©) 4, =;/T-cos<k-¢)-d<p-

0
Fiir £ = O liefert diese Gleichung den doppelten Wert des von ¢ ,,freien

1
Gliedes in Gleichung (1) bzw. (3), weshalb dasselbe dort mit 5 A, bezeichnet

wurde.
2

1
©) A0=;fT-d(p.
0
Durch Multiplikation der Gleichung (3) mit sin(k - @) - d¢ und Integration
zwischen den Grenzen O und 2 & folgt entsprechend
2x

) By——|T-sin(k-¢)-dg.
a

0

Die in Gleichung (3) auftretenden Koeffizienten sind somit durch Gleichung (5)

(6) und (7) bestimmbar.
27

— 4 ::——T d
2 70 2@ ¢
0

ergibt sich bei einer graphisch gegebenen Kurve ohne weiteres als Mittelwert
des Kurvenzuges. Bei reinem Wechselstrom ist daher dieser Koeffizient stets
null. Die iibrigen Koeffizienten 4, und B} konnen verschieden bestimmt werden,
analytisch und graphisch.

1) Es ist namlich
2 0 fiir m =+ n;

fsm(n @)+ sin(m q))u([?nln’ pM=n>0;

0 0, m=n=0;
27 0 fir m=£n; 27
fcos(n- @)+ cos(me g)deg = { yy m=n>0; und /cos(m-zp)-sin(n-rp)dzp =0.
0 27, m=#=0; 0
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Eine Methode zur analytischen Bestimmung ist von Armnold!) ange-
geben:

Man teilt die Strecke 2 & in 2 # gleiche Teile und ermittelt durch Ausmessen
die 2 m zugehorigen Ordinaten T,(r = 0,1,2...2m). Die Koeffizienten 4,
und B; werden dann nach der Methode der kleinsten Quadrate (siehe S. 66)

Fig. 28.

derart berechnet, daB die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum wird,
wobei die ,,Fehler¢ die Differenzen zwischen den mit Hilfe der Koeffizienten
A; und B; berechneten Werten T, und den beobachteten Werten T, sind.
Es muB also

(8) 2 (Toerechnet — Tbeobacntet)? €in Minimum werden.
Aus den Gleichungen

C/Z(Tberechnet - I‘I:secﬂ:sa,chtet)2 . 02(Tberechnet - Tbeobachtet)?' .

©) 04, =0 und B,
folgt
1 3 2@y
(10) Ay = p” -;T,-c%<k-ﬁ)
r=2m
1 R 2T ¥
(11) Bk=~7;.’_Z;T,-sm<k- o )

Im folgenden ist als Beispiel?) hierfiir die Analyse des Tangentialdruckdiagrammes (Fig. 28)

einer Dampfmaschine durchgefithrt. Die Strecke 2 s ist in 2 m = 24 gleiche Teile geteilt. Die
2 6

zugehorigen Ordinaten T, stehen in Spalte 1 der Tabelle. Da ?:% = 32—40: 150ist, so sind diese

Werte mit cos(k+ 7+ 15°) bzw. sin(k- 7+ 15°) zu multiplizieren. Diese Werte sind in den ein-
zelnen Spalten daneben geschrieben. Die Addition der entsprechenden 24 Produkte ergibt nach
Division durch 12 die Koeffizienten A und Bg .

1) Arnold, Wechselstromtechnik, Bd. I, S. 152. Berlin 1902. Julius Springer.
%) Hort, Technische Schwingungslehre, S. 72. Berlin 1910. Julius Springer.
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Al=+2012235 =+1685; Ay = —%‘—0= - 6425; Ag = —1410295 =-1175,
A,=—9‘:—20=4783; A5=—%§=—163; As:—g%)=—3o4;
4= B0 s

Bl=~“12265:~940; B-z=+1519200=+1325; 317—%:»87;
B*:—2819230=—2410; B{,:—iZSTS=~400; BG:+319—20:+325;
B, =+$§5=+247.

T = +1685 - sing — 6425 . sin(2¢) — 1175 - sin (3 ) — 783 + sin (4 ¢) — 163 « sin (5 ¢)
—304 - sin(6¢) — 235 -sin(7¢) + . ..
~940 - cos @ + 1325 « cos (2¢) — 87 - cos (3 ) — 2410 - cos (4 ) — 400 - cos (5 q)
+325 + cos(6 ) + 247 + cos(7 ) + . ..

Zum Aufzeichnen der Kurve werden zweckmiBig die Sinus- und Cosinus-Glieder zusammengefaBt.
Aus Gleichung (2) folgt:
(12) Hyp =V A + B?

und

13 tgqp = Dk
(13) gtpk—Ak,

und zwar liegt, wie Gleichung 2 zeigt, der Winkel ¢y

im I. Quadranten, wenn Ay positiv und By positiv,

1. ,, ,, Ap positiv und By negativ,
III. . ,, A negativ und By negativ,
Iv. " ,, Ag negativ und By positiv.

In unserem Beispiele wird:
H, = 1930, H, = 6560, H; = 1180, H,=2530, H;=432. Hg=445, H,=341,
@1 = 1190, @y = 2820, @4 =2660. @,=1980, ¢5=2080 qg=3170, ¢;=3160.
Die Reihenentwickelung lautet somit:
T = 1930 sin (¢ + 1199) + 6560 sin (2 @ + 2820) + 1180 sin (3 @ + 266°) + 2530 sin (4 ¢ + 1989)
+4325sin (5 @ + 2089) + 445 sin (6 ¢ + 3179 + 341 sin (7 @ + 3169) .

Die Harmonische # = 2 hat den gréBten EinfluB auf die Form der zusammengesetzten
Welle. Die nichst wichtigste Harmonische ist k =4 . Die iibrigen sind von geringerer Be-
deutung. In der Fig. 28 sind die ersten 4 Harmonischen gezeichnet. Ihre Resultierende R

zeigt nur geringe Differenzen

gegeniiber 'dem Tangential-
AT RY druckdiagramm T . Durch Be-
S riicksichtigung weiterer Wellen
kénnen diese Abweichungen
unter jeden gewiinschten Wert
herabgedriickt werden.

Eine graphische Bestim-
mung der Koeffizienten istz. B.
von Frahm?) gelegentlich
seiner Untersuchungen iiber
Resonanzschwingungen in Wel-
lenleitungen von Schiffsmaschi-
nen, auf die im folgenden kurz
eingegangen werden soll, bei der
Zerlegung des Tangentialdampf-
druckdiagramms fiir den Dam-
pfer ,,Besoeki* angewandt wor-
den.

Die Koeffizientenbestimmung erfolgt nach Gleichung (5) und (7) durch Ausplanimetrieren
der durch die Kurven T cos (k- ¢) bzw. T - sin (k- ¢) gegebenen Flachen (Fig. 29a, b, ¢, d u.e),
d. h. durch mechanische Bestimmung der Integrale

27 2z

~

fT- coskrp)dg  und [ TesinGhe g)do.
0 0

Tangemtialdruckdiagramm
Lo,

JEp——

1) Z. d. Ver. deutsch. Ing. 1902. S. 779 u. 886.
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Es sind nur die ersten 3 Kurven fiir £ = 1, k2 = 2 und £ = 3 — in der Figur mit I, IT und III
bezeichnet — ermittelt, weil die hSheren Oberschwmgungen geringere Bedeutung haben. Die
Resultierende aus I, II und III gibt bereits eine ausreichende Ubereinstimmung mit dem Tan-
gentlaldruckdlagramm

Obige Kurven sind fiir die
Umlaufszahl 83 bestimmt. Die
Eigenschwingungszahl des Sy- 7. .s/ny T cos VA
stems Maschine mit Welle und
Propeller wird zu 257,4 berech-
net, dieselbe liegt also in der
Nihe der Schwingungszahl von
Kurve ITI (3-83 = 249). Da g
nun Kurve III die gréBten Am-
plituden und somit den gréBten
FEinfluB hat, sind erhebliche
Resonanzsch\mngungen zu be-
fiirchten, die in einem pendel-
artigen Vor- und Zuriickschwin-
gen der Maschinen- und Propel- \
lermassen bestehen und somit g
erhebliche Verdrehungen der
Wellenleitung bedingen, die zu
Wellenbriichen fiihren kénnen.

Resonanz tritt ein, sobald Lsin2¢
die durch die Tourenzahl der
Maschine gegebene Perioden-
zahl der Tangentialdruck-
schwankungen angenihert
gleich ist der Eigenschwin-
gungszahl des Systems Welle
plus beiderseitiger Endmassen.
Je nachdem, ob die Harmo-
nische I, II, 11 usw. die Eigen-
schwingungszahl der Welle er-
regt, sind zu unterscheiden
,kritische“ Tourenzahlen I,

Tcos ;ﬂ‘
I1., IT1. usw. Ordnung. Welche \

?
L

N\{&‘
3
ai
’ N

T

é%
=

\.J/ W

dieser kritischen Tourenzahlen
die gefihrlichste ist, hingt von Tsin 3¢ Tcos 3¢
der Amplitude der zugehérigen
Harmonischen ab. Bei der
Konstruktion von' Maschinen
ist darauf zu achten, daB die
normalen Tourenzahlen nie-
mals in Néhe der kritischen
liegen.

Zur experimentellen Unter-
suchung dieser direkt nicht
wahrnehmbaren  Resonanzer-
scheinungen hat Frahm an 2
moglichst weit voneinander ent-

S}

fernten Stellen der Welle pri-
parierte Zinkblitter befestigt,

auf welchen in bekannten kurzen Fig. 29¢, 4, e.
Zeitrdumen durch Strom-
unterbrechung gleichzeitig K /{}m

Striche markiert werden, gl

die eine Messung der
relativen Verdrehungen
der einzelnen Wellenquer-
schnitte gestatten.

Aus diesen Versuchen
ergibt sich das in Fig. 30
dargestellte Resultat.

Wihrend die mitt-
lere Verdrehungsbeanspru- 200
chung 218 kg/cm? betrigt,
ist die maximale 600 kg/cm?

und die minimale — 166

kg/cm?2. Das negative Zei- \

chen besagt, daB8 die Ma- N \] z
schine sogar zeitweilig

durch die Wucht der Pro-

pellermasse mitgeschleppt
wird. Wire die Tourenzahl Fig. 30.

4001

Taschenbuch. 7
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257,4

nicht 83, sondern genau gleich der kritischen = 85,8 gewesen, so hitten sich noch hohere

Verdrehungsbeanspruchungen ergeben miissen. Frahm berechnet fiir diese kritische Tourenzahl
die maximale Verdrehungsbeanspruchung zu 810 kg/cm? Die maximalen Beanspruchungen
treten, wie die Kurve zeigt, bei jeder Umdrehung dreimal ein. Da dieselben bedeutend iiber das
zulissige Ma8 hinausgehen, haben sie bei verschiedenen Schiffen Wellenbriiche zur Folge gehabt,
denen wirksam erst begegnet werden konnte, seitdem dieser Grund durch die harmonische
Analyse der Schwingungen aufgeklart ist.

Betreffs der weiteren Ausfithrungen Fra hms iiber die theoretische Berechnung der dynami-
schen Vorginge in langen Wellenleitungen, die es ermdglicht, fiir jeden praktisch vorkommenden
Fall die in Frage kommenden Verdrehungsbeanspruchungen im voraus zu analysieren und zu
berechnen, sei auf die Verdffentlichung in der Z. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 880—888 verwiesen.

Die praktische Brauchbarkeit der Fourierschen Reihen hingt wesentlich von der Stirke der
Konvergenz derselben ab. Wie beim Logarithmus (siehe S. 86) durch passende Kombination
verschiedener schwach konvergenter Reihen eine zur zahlenmiBigen Berechnung geeignete
stark konvergente Reihe gebildet wurde, kann man auch bei den Fourierschen Reihen bis-
weilen dhnlich verfahren.

Als charakteristisches Beispiel sei die Neumannsche Methode zur Bestimmung der Wirme-
leitfahigkeit gut leitender Korper!) angefithrt. Ein Stab wird an einem Ende bis zu einer belie-
bigen Temperatur erwarmt. Sodann 148t man ihn erkalten — frei ausstrahlen — und bestimmt
in gewissen Zeitabschnitten die Summe und Differenz der Temperaturen zweier in Nihe der
Stabenden befindlichen Querschnitte.

‘Werden die einzelnen Querschnitte des Stabes als isotherme Flichen betrachtet und wird
nur die lineare Wirmebewegung in Richtung der z-Achse in Rechnung gesetzt, bezeichnet
ferner:

k = innere Wirmeleitfahigkeit,

h = 4uBere Wirmeleitfahigkeit,

bt
¢ = spezifische Warme,

s = Dichte,

at = s—k; = Temperaturleitfahigkeit,

1 = Lange des Stabes in Richtung der z-Achse,
1; : E) I;]i;?g} eines Stabquerschnittes,
poit

q
Pr=a* yx* + %,
worin yx bestimmt ist durch die transzendente Gleichung

2.y b
t ) = 2
glre+ D) P gy
in der k alle Werte von 1 bis co annehmen kann und y% - I mit wachsendem % gegen (k - 1)+ =

konvergiert,
so erhilt man die Temperatur T an irgendeiner Stelle z des Stabes in Abhingigkeit von der
Zeit ¢ durch die Fouriersche Reihe:

k=o00 b
T = Ak-e‘ﬂk'h{cos(yk-z)+——-sin(yk-z)}.
=1 7k
Da fir 2=0:

[ 2
e sin(yg: 2) = +1
7k

cos (yk- 2) +
und fir 2z = 1I:

b
cos (yk+ 2) + Ay_k. sin(yg+ 2) = (- 1)»+1,
so 148t sich fiir z = 0 und z = ! die Fouriersche Reihe vereinfachen zu:
k:go
Tyeo= Ago e~ Pr-t
>

und

k=00
Tomi= X Apee™ Prolo(- i,
k=1

1) Glage, Annalen der Physik. 1905, S. 904.
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Aus diesen schwach konvergenten Reihen erhilt man durch Addition bzw. Subtraktion die
wesentlich stirker konvergierenden Reihen

k— 00
1
S {Tezo + Tamt} = D Aggoy-e” Frk-1-t
2
k=1
und

1 =
5 {Te=0 - Te=1} = 1%1 Agge o™ Frrct.

Man kann sich schon kurze Zeit nach Beginn der Abkiihlung (kleine Werte von #) auf

das erste Glied
— Bt bzw. Ay e” Pat
beschrianken.

Beobachtet man eine Reihe von Summen und Differenzen zu verschiedenen Zeiten, so heben
sich durch Division die Koeffizienten Ay heraus und man wird dadurch unabhingig von einem
thermisch genau definierten Anfangszustande, der experimentell sehr schwer bestimmbar wire.
Hierin liegt der Hauptvorteil der Methode. Man erhilt:

fi= . {IU(TZ::O + Tz:l)t1 ~In(Tz=0 + Tz:l)l_z)

t,~t
und

1
ﬂ&x:?‘*'*‘ (ln(Tz:o - Tz:l)t - In(Tz=0 — Tz:l)tz)-

Da f, — fy = a®: (y,® ~ 7,?), so folgt hieraus nach Bestimmung der y das gesuchte a?.

Dadurch, daB die Messungen in dieser Weise kombiniert werden, wird der Fehler von a?
bedeutend kléiner als es zunichst scheinen mag. Die Beschrinkung auf das erste Glied besteht
keineswegs darin, daB das folgende und alle weiteren Glieder als klein gegeniiber dem ersten
vernachlissigt werden. Es wird vielmehr infolge der stets vorgenommenen Differenzbildung
der Logarithmen nur die véllig verschwindende Anderung dieser kleinen Glieder in einem geringen
Zeitintervall von Beobachtung zu Beobachtung nicht beriicksichtigt. Der Fehler ist von der
Form 146

" 1 =080y

Dieser Fehler 138t sich durch passende Wahl der Zeitdifferenz ¢, — ¢, unter jede gewiinschte

Grenze herabdriicken. Eine zahlenmiBige Auswertung dieser Fehler ist in der erwidhnten Ar-
beit iiber die Neumannsche Methode durchgefiihrt.

VI. Planimetrie und Stereometrie.!)

A. Umféinge und Fldcheninhalte ebener Figuren.

1. Dreieck.
Seiten a, b, ¢; Winkel &, f#, y; Hohen hk,, h,, k., Mittellinien m,,
my, My 25 =a-+b-+c; 20 = m, + my + m,.
1 2 il B e
F=—.a.h, = ~1—ub csiny = 4 sm!? smy
2 2 2sin«x
abc

=2 ¢%sinx sinfsiny = ——
Bsiny 4r

= p?cot/, - cotB, - coty/,

=Vs(s—a)(s —b(s —¢)

=gV&(6—ma)(6-—mb)(8—mc)=Q~s g
2. Viereck. Diagonalen D, und D,, , %

Héhen auf D, : A, und k,; Winkel zwischen Fig. 31
den Diagonalen ¢ . U

F =

1 -
D2'(h1+hz) :?DL'DZ'SHMP'

1) Aus Foérster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. Berlin 1911, Julius Springer.

7*
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2a. Trapez. a, b parallele Seiten, /4 Hohe, m Parallele \
a+b l

zu a und b in halber Hohe = F

1 .
;— D, D, sin ¢

1
F=—h-(a+b)=m:h >

2b. Parallelogramm, Rechteck. a Grundlinie, # Héhe

F=a-+h )
3. Vieleck, Zerlegung in Dreiecke oder Berechnung aus den Koordinaten
X Yy + %Y, ... der Eckpunkte:

Fe

2 {(x, 9, =X Y) + By, — X ¥y) + (Y, — 2 y) +) -

+ (xnyn—j - xn—1yn) + (xl Vo — xnyl)} *

3a. RegelmiBiges Vieleck (n2-Eck). Seitenlinge @, Umkreis », In-
kreis o, halber Zentriwinkel ¢, Umfang U, Fliche F .

Der Winkel des Vielecks ist 180° —2 ¢ .
__180°

- )

" tl=2l/72—g2=27sin<p=29tanqz;

U=mn-a=2nrsing =2nptang ;
F=1natcotp = Lnrisin2¢ = np?tang.

4. Kreis. Halbmesser #, Durchmesser d, Umfang U .
U=2va=muad;
F=17¢a=1%1ad®=1Ud=0,78539816 d*.

4a. Kreisring. R AuBerer, 7 innerer Halbmesser, D #uBerer, d innerer
Durchmesser, ¢ mittlerer Halbmesser, § Ringbreite.
F=aRR—r)=iaD*—d)=2n-0-0.

4b. Kreisabschnitt F, und Kreisausschnitt F,. Zentriwinkel: ¢° in
GradmaB, ¢ in BogenmaB. Fig. 32:

1 ¢° -z X r(l—s)+s-h
F, = 2( — )—_— -
1 77 y sing > ,
. 1 @° . r? 1
F =] oy=1"" - cp2 e = — @ y?.
o 5 7 3 0,00873 « 7* - @ 5 0

4c. Kreisringstiick:
p°n
=L (R®—#?
F=30 B—")
P
180

5. Parabel, Ellipse (Fi-
gur 33). (Weitere Kurven s.

Fig. 32. S. 174 ff.)

08 =g-0-4.
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2 8 (A\? 32 [h\*
Parabel: F =54, U—_—Ns(ur?(f) . (_>)

s 5 \s
h
wenn — klein ist. Gilt auch fiir einen beliebigen flachen Bogen.
s

Ellipse: F= a-b.m; U s. folgende Tabelle.
b:a |01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 109
U:a |4,0640 |4,2020 4,3860 | 4,6026 | 4,8442 | 5,1054 | 5,3824 | 5,6723 ‘ 59732

6. Beliebige Fldche. Ist die Fliche auf mehreren Seiten durch krumme
Linien begrenzt, so teile man sie durch eine gerade Linie in zwei Teile und
berechne deren jeden in der folgenden Weise (Fig. 34). Man teilt die Fliche

]
| | I
( yl Y, 73 7‘}
21k :
ﬂ/zrtz z'—'/ 2n 4 7z : 75 7
I [ :
L] | 4357@*‘ 4220 ]
P %5{5557, !
———————————— B —— L S = B
Fig. 34. Fig. 35

in eine gerade Anzahl gleichbreiter Streifen senkrecht zur Achse; die Breite
jedes Streifens sei b, die Hohen seiner Begrenzungsgeraden ¥,,y; usw., seine
Mittelhdhe #,, 7,, ... Dann ist angenithert der Inhalt des gezeichneten
Flichenteils :

1. F=by+% + Y+t YVauoo +Vouoy + 320 s
2. F=b2%y,
30 F=3b(,+4y +29, +4Y 4+ - + 2% s +4Y5ny + Yau)>
4 F=3b0,+ 39 +3% +29 + 3y, + 39 + 29 + ...
ce 2V F 3V 3V V)

Die vorstehenden vier Formeln sind nach ihrer Genauigkeit geordnet. Formel 4
ist am genauesten; bei ihrer Anwendung muB die Anzahl der Flichenstreifen
durch 3 teilbar sein. Formel 3 und 4 heiBen die Simpsonschen Regeln.

Die Summen in den Formeln 1 bis 4 lassen sich in einfachster Weise
mit dem Zirkel bilden. Sind die zu ermittelnden Flichen auf Millimeter-
papier gezeichnet, so eriibrigt sich eine besondere Einteilung der Fliche in
Streifen; man benutzt dann, je nach der gewiinschten Genauigkeit, die Tei-
lung des Papiers in Zentimeter, halbe Zentimeter oder gar Millimeter. Diesen
Vorteil erreicht man auch durch Uberdecken der Zeichnung mit einer Milli-
meterteilung auf durchsichtigem Papier.

Ist die Begrenzungskurve der Fliche hochstens vom dritten Grade, so
ergibt sich der Inhalt genau zu:

1
5 FZZ'B'(y0+4'yn+y2n):
ist die Kurve hochstens vom 5. Grade, so gilt genau:
6. F=2b{7100+ ) +3200; +5) + 1235} ,

wenn b = 1 B ist und y, bis y, die fiinf Ordinaten in den gleichen Ab-
stdnden b bezeichnen.
Regel von Tschibyscheff (Fig. 35):

1
7 F=?'b(n1+’72+’73+774+"/5+776)‘
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Beispiel fiir die Anwendung und die Genauigkeit der vorstehenden
Formeln:

Die in Fig. 34a dargestellte Fliche soll quadriert werden. Waihrend in der Praxis die
Ordinaten meist einer Zeichnung entnommen werden miissen, sind sie hier zur Erzielung

1
groBerer Genauigkeit gerechnet ( die Gleichung der Begrenzungskurve lautet: » = T x’) .

0,20000_

Fig. 34a.

Die Strecke B =1 wurde in 10 Teile geteilt, so daB b = 0,1; die Ordinaten sind in Fig. 34a
eingetragen und in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Die Anwendung der Formeln
1 bis 3 und 5 ist ohne weiteres klar; Formel 4 konnte, da die Zahl der Teile durch 3
teilbar sein muB, nur im Intervall ¥ =0 bis x = 0,9 benutzt werden; zur Auswertung der
Flache im Intervall = 0,9 bis # = 1,0 diente dann nochmals die Formel 5. Der genaue
Wert der Fliche ist durch Integration (S. 171) bestimmt.

Ermittelung der Fliche in Fig. 34 a, und zwar nach
% 7{x ) Formel 1 Formel 2 Formel 3 Formel 4 Formel §
0,0 | 0,20000 0,10000 1 020000 |1 020000 o =
0,19950 H : 2
0,1 | 0,19802 0,19802 0.49560 4 :0,79208 |3 i0,59406 S o
02)0,19231 |  0,19231 o18824 | 2 038462 |3 0,57603 & *o
0,3]0,18349 |  0,18349 07 317 4 i0,73396 |2 (0,36698 < °3
0,4 0,17241 0,17241 0’16632 2 i0,34482 |3 0,51723 e T2
0,510,16000 |  0,16000 0 15355 4 064000 |3 (0,48000 p TS
0,6 | 0,14706 0,14706 0’14060 2 10,20412 |2 [0,29412 I,
0,7 | 0,13423 0,13423 0’1 2800 4 10,53692 3 0,40269
0,8 {0,12195 0,12195 0’“ 611 2 0,24390 |3 (0,36585 if1 0,11050
0,9 | 0,11050 0,11050 0’10512 4 10,44200 1 00,11050) {4 0,42048
1,0/0,0000|  0,05000 ’ [1 010000 A1 010000
3= 1,56997 1,57121 4,71442 3,90836 | 0,63098
1 1 1 1 1(3 o1
' F = — + 1,56 — < 1,5712 — . — . —f=3, -+ 0,63098
; 1o VSO | foensmiat T a1 10(3 3,90836 + - 0,6309 )
| = 0,156997 0,157121 0,157088 0,1570798

Genauer Wert 0,15707963 . . .

B. Oberilichen und Rauminhalte von Korpern.
V Rauminhalt, M Mantelfliche, O Oberfliche.
1. Prisma. Grundfiiche G, Héthe 4 .
V=G-.h, s. auch 1d.
1a. Wiirfel. Kante a. V=4a%; O=64?; Diag. d= a,]/z .
1b. Rechtwinkliges Parallelpiped: Kantena,b,c; V—=a -b-c;
Diagonale d=m72; O=2(ab+bc+ca).

1 c. Schief abgeschnittenes 3 seitiges Prisma: Die 3 parallelen Kanten
a,b,c: Normalschnitt N: V=1 (@ + b 4+ ¢) - N: s. auch 1d.
1 d.Schief abgeschnittenes beliebiges Prisma: Verbindungs-

linie der Schwerpunkte der beiden Grundflichen [, Normal-
schnitt N: V= N . [,
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2. Zylinder. Grundfisiche G , Hohe £ .
V = G - h: Mantelfliche = Umfang des Normalschnitts X Mantel-
linienlange.
2a. Gerader Kreiszylinder. Halbmesser der Grundfliche R,
Hohe A .

V=R*2-h, M=2Ra-h, O=2Ra(R+ h.
2b. Gerader Kreiszylinder, schief abgeschnitten. Gré8te
und Kkleinste Mantellinie ¢ und b .

b
V,—_R%n-fZ;Lf, M=Raa-+b).

2c. Zylinderhuf. (Fig. 36.)
FC=a, AC=BC=1, T
< FMB = ¢ in BogenmaB. ’L
|
|
v

V= BOR =8+ 3R — R)g).

8
A
M= 2R Ry F ‘

a
Wenn C mit M zusammenfillt (FC=AC=BC MA=MB=R
=a=>b=R): Fig. 36.
V=%R2-h, M =2Rh.

2d. Hohlzylinder. R #uBerer, # innerer, ¢ mittlerer Halbmesser;
Wandstirke 6 = R — », Hoéhe & .

V=a -h(R2—r)=a-h-sQR—s)=a-h-sQ2v+s)=2n-0-h-s.
3. Pyramide, Kegel. Grundfliche G, Héhe . V= ;AG~h .
3a. Abgestumpfte Pyramide: Grundflichen G und g, Hohe % .
V= %h(G+ g+1G-g).
3b. Kreiskegel: Halbmesser der Grundfliche R, Ho6he 4.
—LaRh.

Mantel des geraden Kreiskegels:
M=aRYR*+ i =aR.s (s Mantellinie).

3c. Abgestumpfter Kreiskegel: » Halbmesser der oberen, R der
unteren Grundfliche, # Hohe.

S=R+7, D=R—v», s=Vi+D?,

n D2>
3]

Mantel des geraden abgestumpften Kreiskegels: M = S.z -5 .
4. Kugel. Halbmessser R.

V— %Ran - %0 R — 418879 - RY,

V=;—nh(R2+Rr+72)=%h(n-R2+7z-52+n-r2)=%(n52+

~ R’
3
R = 0,620351 -}V .

O=4R%n
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4a. Kugelabschnitt, Kalotte. (Fig.37.) Kugelhalbmesser R, Hohe
des Abschnittes 4, Halbmesser seiner Grundfliche a = WZ 7 —h)

h 1 . R
V= hzﬂ(R—g)—g"ﬂh(?)a +h)»

Kappe: M =2vah = z(a® + h?) .
4b. Kugelzone, Kugelschicht. (Fig.38.) Halbmesser der Grund-
kreise @ und b.

:%’1(3a2+3b2+h2), M=2Ra-h,

e . ,“2'—b2~_h_2>2 -
R? = a —l—(——rh , a>

. o h?
Ista=R,sogilt: V="~h-.xa R~~T .

4c. Kugelausschnitt. (Fig.39.)
V=§nR2-h'=2,()944-R2~h, 0=aR2h+a).

= b—rb
R R
\

Fig. 37. Fxg 38. Fig. 39.

4d. Kugelkeil, Kugelzweieck. ¢ der Winkel zwischen den beiden

groBten Kreisen.

V = 0,0116355 - 9° . R*, M = 0,034907 - ¢° - R*.
4e. Kugeldreieck. £° sphirischer ExzeB.

o
M = ;00 a R,

5. Korper mit elliptischen und parabolischen Querschnitten.
5a. Ellipsoid. Halbachsen a, b, c.

V=—’—:fz-a-b-c.
3

5b. Umdrehungsellipsoid.
2 a Drehachse: V =

2 b Drehachse: = —.7x+a2.b.
5c. Umdrehungsparaboloid. Héhe %, Halbmesser der Grund-
fliche R. ]
V= 5.n.R?h = 1,570796 R . h

5d. Abgestumpftes Umdrehungsparaboloid. Héhe %, Halb-
messer der Grundflichen R und 7.

V= S (@4

5e. Kiibel, Bottich. (Fig. 40.) Endflichen Ellip-
sen mit den Halbachsen @, b und a b; .
Hohe & . )

V— nh

{@a+a)b+ (22,4 a)d,}.
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FaB. Bodenhalbmesser #, Mitten-, Spundhalbmesser &, Linge
(Hohe) 4.
Bei Annahme parabolischer Dauben ist genau:
V =0,837758 - h(2 R* + R+ + 0,757 ;
bei Annahme kreisférmiger Dauben ist angenihert:

V = 1,0471976 - (2 R? 4 79 .

6. Umdrehungsflichen und -korper. Sitze von Guldin.

6a.

6b.

6¢.

6d.

6e.

6f.

Die Oberfliche M einer Umdrehungsfliche ist gleich dem Produkte
aus der Linge ! der erzeugenden Linie und dem Wege ihres

Schwerpunktes.

Hat dieser von der Drehachse den Abstand 7, so ist:
M=2vn-1.

Besteht die erzeugende Linie / aus den # Teilen /,, /,, ... mit

den Schwerpunktsabstinden 7;, 7,, ..., so gilt:

M=2n$(rl).

Die erzeugende Linie darf die Drehachse nicht schneiden.

Der Inhalt V eines Umdrehungskorpers ist gleich dem Produkte
aus dem Flicheninhalte f der erzeugenden Fliche und dem Wege
ihres Schwerpunktes.

Hat dieser von der Drehachse den Abstand 7, so ist:

V=2ar-f.
Besteht die erzeugende Fliche f aus den % Teilen f,, f,, ... mit
den Schwerpunktsabstinden #,, #,. ..., so gilt:

V=2:ti(f-r).

Die erzeugende Fliche darf von der Drehachse nicht geschnitten
werden.

Ist ¥ = f(x) die Gleichung der erzeugenden (Meridian-) Kurve
in bezug auf die Drehachse, so gilt allgemein:

Ly L
]Il=2n/yds und V=2nfy2dx.
1 ket

Fiir eine teilweise Urndrehung ist zu beachten, daB Oberfliche
und Rauminhalt den Drehwinkeln proportional sind.

Die vorstehenden Regeln und Rechnungen sind sinngemiB8 auch
anwendbar, wenn der Schwerpunkt keinen Kreis, sondern eine
beliebige Kurve beschr ibt, solange nur die Ebene der Erzeugen-
den zur Bewegungsrichtung immer senkrecht bleibt.

Zylindrischer Ring.
= 2a2 R7? = 19,739 - R+?,
O=47°Ry = 39478 - Rvr.
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VII. Technische Kurvenlehre.

Kurven in der Ebene — analytische Geometrie
der Ebene.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

Die analytische Geometrie der Ebene beschiftigt sich ebenso wie die synthe-
tische Geometrie oder Geometrie schlechthin mit den Eigenschaften ebener Ge-
bilde; jedoch bedient sie sich im Gegensatz zu jener des Hilfsmittels der Rech-
nung (Algebra), um diese Eigenschaften zu entwickeln. Daraus ergibt sich die
Notwendigkeit, algebraische, d. h. positive und negative GroBen zeichnerisch
darzustellen bzw. zeichnerische Gebilde algebraisch zu deuten. Am einfachsten
148t sich diese Forderung befriedigen, wenn man die in Frage kommenden
GréBen als Strecken auffafBt.

A. Punkt und gerade Linie.

Als Grundlage der analytischen Geometrie dient das — im allgemeinen —
rechtwinklige Achsenkreuz oder Koordinatensystem.

a) Die Lage eines Punktes P, ist durch dic Angabe seiner Koordinaten x, y;
bzw. durch seine Polarkoordinaten #; und ¢, eindeutig bestimmt (Fig. 1).
Die positive Richtung der Achsen ist durch einen Pfeil gekennzeichnet.

Die Linge einer Strecke P; P, ist durch die Koordinaten ihrer Endpunkte
bestimmt zu

I = V(,‘(g - xl)z + (yz - y1)2 3
2B P =+7: ¥y =44 Pyln=+2; 5, =—8),
L=V[(+2) — (+ 7P+ (=8 — (+ 4P =13.
Teilt man die Strecke P; Py im Verhiltnis #: # und sind %, die Koordinaten
des Teilpunktes, so wird:

n n
m(xz"ﬂ); yo:y1+%-_i_7(yz =¥

b) Gleichung einer Kurve. Die Kurve entsteht durch Bewegung eines Punktes;
bei der Bewegung #ndern sich die Koordinaten des erzeugenden — laufenden —

Punktes; sie werden zu verédnder-

Xy = % +

r 4 lichen oder variablen Gréfen. Ge-
P schieht die Bewegung stetig nach

) R einem bestimmten Gesetz, so dndern

/ [ [ sich auch die laufenden Koordinaten

XS stetig. Ist das Bildungs-

& 4 gesetz der Kurve be-

/ 1 l P kannt, so mufB} jeder
> # | X ¢ Punkt der Kurve diesem
ey —t 4 Bildungsgesetz geniigen;
Fig. 1. Fig. 2. d. h. zwischen seinen

Koordinaten und be-
stimmten durch das Bildungsgesetz gegebenen Konstanten mufB stets dieselbe
Beziehung bestehen, die durch die Form einer Gleichung zwischen den
variablen Koordinaten # und ¥ — bzw. ¥ und ¢ — und den Konstanten aus-
gedriickt wird. Diese Gleichung heiBt die Gleichung der Kurve.

¢) Die gerade Linie (Fig.2). Sind » und y die Koordinaten des laufenden
Punktes und ist die Richtung durch den Neigungswinkel ¢ der Geraden gegen
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die x-Achse — tg@ = m — gegeben, so lautet die Gleichung der Geraden, die
auf der y-Achse das Stiick b abschneidet:
=mx+b.

Der Neigungswinkel der Geraden gegen die x-Achse ist gleich dem Winkel,
um den die positive Richtung der x-Achse nach der positiven Richtung der
y-Achse hin gedreht werden muB, damit sie in die Richtung der Geraden fillt;
m = 0 ergibt y = b als Gleichung einer Parallelen zur x-Achse,

b = 0 ergibt y = mx als Gleichung einer Geraden durch den Koordinaten-
anfangspunkt,
x = a ist die Gleichung einer Parallelen zur y-Achse.

Geht die Gerade durch den Punkt Pj(#;; ¥,) und ist n = tg ¢ ihre Richtungs-

konstante, so heiBt ihre Gleichung:

geht die Gerade durch die Punkte Pj(xy; ;) und P,(x,; ¥,), so wird:
YN FTH

Yo =N o o —H ’
Schneidet eine Gerade auf der x-Achse die Strecke a, auf der y-Achse die
Strecke b ab, so folgt:

X y
PR

Die allgemeine Gleichung der Geraden ist eine Gleichung ersten Grades
zwischen den Variablen x und y:
Ax 4+ By+C=0,
wobei A, B, C irgendwie bestimmte konstante GréB8en sind; demnach ist:
C C A

a4 = —— b — ——; WM = — —

A B’ B’
Sind zwei gerade Linien durch die Gleichungen:
y=m +x+b; y=my-x+0b,
gegeben, so sind die Geraden parallel, wenn m; = m,; sie stehen senkrecht
1
aufeinander, wenn my = — — ist.
"y

d) Die Koordinaten des Schnittpunktes seien %, y, und miissen, da der Punkt
P, beiden Geraden angehort, beiden Gleichungen geniigen, so daB:

Vo =y - % + b, Yo = My + %, + by
wird und daraus:

¥ = bz_bl
o_ml_m2’
m
yo=m(b2_bx)+bl
oder:
m
Yo =m(b2 ~b)+0b,.

e) Umwandlung der Koordinaten. Um die Gleichungen von Kurven zu ver-
einfachen, ist es hdufig zweckmiBig, sie auf ein anderes Achsenkreuz zu beziehen.

1. Daszweite Achsenkreuzliege parallel zum ersten; die Koordinaten
des laufenden Punktes seien #’ und 9’; die Koordinaten des zweiten Anfangs-
punktes in Beziehung auf das erste Achsenkreuz seien @ und b, dann ist:

x=a+2x"; y=0b+y" oder " =x—a; y =y-—b.
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2. Erscheint das zweite Achsenkreuz unter Beibehaltung des Anfangs-

punktes gegen das erste um den Winkel & gedreht, so ist:
¥ = x"vcosox —y’-sinx; ¥y = x"sinx -y’ :cosx .

3. Sollen die (Linear-)Koordinaten ¥ und ¥ eines Punktes P durch die
Polarkoordinaten » und ¢ ausgedriickt werden, so ist fiir den Fall, daB der
Pol mit dem Anfangspunkt und die Polarachse mit der positiven x-Achse zu-
sammenfallen:

X ==7-.cos@; Y =7-sing.

Beispiele: 1. Gegeben die Gerade y = m x + b; sie ist auf das #” y’-System (Fig. 3) zu
beziehen. Die Umwandlungsgleichungen lauten
x=x; y=b+y,
folglich

4 y
Yy P b+y =mx +0b, VY =mx .
2. Gegeben die Gerade y = 2 x + 3; es ist ihre Gleichung
’ aufzustellen fiir ein x” y’- System, dessen Anfangspunkt dic
K Koordinaten @ = ~3 und b = -5 hat.
X' Die Umwandlungsgleichungen lauten
)/
4 x=x-3; y=9 -5
Y, und damit
» Y —5=2(" -3 +3 bzw. y =22+ 2.
7 3. Gegeben sei die Polargleichung der Konchoide
> (vgl.'S. 144)
Fig. 3.

7= +a oder recosep=05b+a-cosp.

cos @
Mit x =7.cospundy =7 «sing wird tgp = £ , so daB
y

1 x
QS =————=———,
. Vi+tgzg Vardtse
folglich - 22 4
x=btas——o—, (x -0)2= ——o
Vaz + 92 ¥y
oder

@ +9) (x-bpr=a2x2.

f) MaBstab der Darstellung. Ist ¥ in irgendeiner Weise von x abhingig, so
sagt man, ,,y ist eine Funktion von x*‘, demnach heit die allgemeinste Gleichung
einer Kurve ¥ = /(%) oder wenn die Gleichung nicht nach y aufgeldst ist, f(¥y)=0.

Jedes physikalische Gesetz legt die Abhingigkeit physikalischer Gré8en von-
einander klar. Besagt z. B. das Ohmsche Gesetz: die Spannung ist direkt pro-
portional dem Widerstande und der Stromstirke, so heiBt die algebraische Form
dieses Gesetzes ¢ = ¢+ w ; betrachtet man w als konstante, ¢ und ¢ als variable
GroBen, so 148t sich die Abhingigkeit der Spannung von der Stromstirke durch
die Form wiedergeben ¢ = f(¢), d. h. ¢ ist eine Funktion von ¢. Die Gleichung
ist vom ersten Grade, ihr graphischer Ausdruck eine gerade Linie, die — wie
der Vergleich mit y = m + x zeigt — durch den Koordinatenanfangspunkt geht,
und deren Richtungskonstante m = w ist.

Wird gesagt, es ist e als abhingige und 7 als unabhingige Verdnderliche auf-
zufassen, so heiBit das geometrisch gedeutet: ¢ und 7 sind Koordinaten eines
laufenden Punktes, sie werden dargestellt durch Strecken. Dadurch wird ein
MaBstab fiir die Darstellung notwendig; er lautet: amm stellen auf der y-Achse
e Volt dar, b mm stellen auf der x-Achse 7 Amp. dar.

In jeder technischen Kurve muB die gemessene Strecke mit dem jeweiligen
MaBstab multipliziert werden, z. B. sei eine Ordinate y; mm lang, dann ist:

e Volt e
e, = ¥, mm - - =y, Volt ;
a mm a

eine Abszisse sei #; mm lang, dann ist:

N 1 b = (xl . 3) Amp.




Krumme Linien in der Ebene. 109

Mit den MaBstidben fiir die beiden Achsen ist gleichzeitig der MaBstab fiir
die Richtungskonstante der Geraden — bzw. der Tangente bei Kurven — fest-
gelegt. Aus ¢ mm = ¢ Volt und b mm = ¢ Amp. ergibt sich:

a a mm e Volt e

= = == (——) Ohm.

b b mm 7 Amp. )

Beispiel: Eine Speiseleitung sei 1200 m lang, der Querschnitt betrage 120 mm?; der

O
Widerstand ist @ = 0,146 —k}—lr;—n— + 1,2 km = 0,175 Ohm. Der v

Spannungsabfall ¢ als Funktion der Stromstiarke z, d. h. 40
¢ =1+ w, gibt eine Gerade durch den Anfangspunkt (Fig. 4).
Der MaBstab der x-Achse lautet 1 mm = 10 Amp.; der
MaBstab der y-Achse 1 mm = 2 Volt. Durch Division ergibt Vot
sich als MaBstab fiir den Neigungswinkel einer Geraden T 1

4= 2V 2 Ohm. Die Richtungskonstante der gege
= oAmp. — . Die Richtungskon: er gege-

benenen Geraden ist

1
tgo = 0,175 Ohm - m=0,375 , 0 70 4 200
so daB mp

— arct — 410 11,2
wird. o = arctg 0875 = 410 11,2 Fig. 4.

B. Krumme Linien in der Ebene.

a) Allgemeine Sidtze und Erkldrungen.

1. Sind » und ¥ die laufenden Koordinaten, so lautet die Gleichung der
Kurve in Parallelkoordinaten:

y =[x,
wenn die Gleichung nach y aufgeldst ist (explizite Form),
F(xy) =0,
wenn die Gleichung nicht aufgeldst ist (implizite Form). Mit # und ¢ als Koor-
dinaten des laufenden Punktes erhdlt man entsprechend fiir Polarkoordinaten:
7 = f(p) bzw. Fro)=0;
z. B. lautet die Scheitelgleichung des Kreises mit dem Radius « fiir Parallel-
koordinaten (vgl. S.111):
¥ —2ax +12=0, F(xy)=o0,
ader:
y=+V2ax -2, y=10,
v —2a-cosp =0, F(roy=0,
y=2a-cosg , r = f(p) -

Die Parameterdarstellung von Kurven siehe S. 127.

2. Liegt ein Punkt P, (#; ¥;) auf der Kurve, so miissen seine Koordinaten
der Gleichung der Kurve geniigen, d. h. die Gleichungen F (¥, ¥;) = 0; ¥, = f(¥y);
F(r, ;) =0 und r, = f(p,) miissen erfiillt sein. Ist z. B. P, ein Punkt des
Kreises unter (1), so gelten fiir die Koordinaten ¥, ¥, bzw. 7, ¢, die Beziehungen:

y?»~2ax1+xf=0, y1=:l:V2¢W1—%?
bzw.
v, —2a-cosp, =0, 7, =20a-cos@, .

3. Eine Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, heiBt Sekante
(vgl. S. 147).
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4. Eine Gerade P, T,, die die Kurve in einem Punkte P, (Fig. 5) beriihrt,

heit Tangente; im engeren Sinne versteht man darunter den Abschnitt Py T,

M zwischen der x-Achse und
dem Beriihrungspunkt Pj.

Yy 5. Unter dem Neigungs-
winkel 7 der Tangente P; T,
versteht man den Winkel, um

Y=L den man die positive Richtung
der x-Achse um den Punkt T,
Ve nach der positiven Richtung
g0 T ; der y-Achse drehen muB, bis
- ! {, iie1 in die Lage der Tangente
- X allt.
I Xy h % ”7\ 6. Die Gleichung der
Tangente siehe S. 162.
k 7. Die Projektion T, P,
Fig. 5. auf die x-Achse heilt Sub-
tangente.

8. Errichtet man auf dem Leitstrahl #; im Pol O eine Senkrechte, die die
Tangente in T, schneidet, so heiBt T, P, Polartangente.

9. Thre Projektion OT, auf die Senkrechte heiit Polarsubtangente.

10. Die Linge der Tangenten und Subtangenten siehe S. 162.

11. Die gerade Linie P; N;, die im Berithrungspunkte P; auf der Tangente
senkrecht steht, heiBt Normale; sie bildet mit der #-Achse den Winkel (90° + 1) .
Im engeren Sinne versteht man unter Normale den Abschnitt P; N, der geraden
Linie zwischen der x-Achse und dem' Beriihrungspunkt P;.

12. Die Gleichung der Normalen siehe S. 162.

13. Die Projektion N1 P, der Normalen auf die #-Achse heiit Subnormale.

14. Verlingert man N, P, bis zum Schnittpunkt N, mit der Senkrechten OT,,
so ist Ny P; die Polarnormale.

15. Ihre Projektion O N, auf die Senkrechte heiBt Polarsubnormale.

16. Linge der Polarnormalen und Polarsubnormalen siehe S. 165.

17. Beriihrt eine Tangente die Kurve in einem unendlich fernen Punkt, so
heiBt sie Asymptote. Man sagt: eine Kurve nihert sich einer Kurve asympto-
tisch, wenn sich beide in der Unendlichkeit beriihren.

18. Uber Beriihrung siehe S. 164.

4 4

P -
b=/ 7<y “ % Yy
\P< %

Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8.

19. Eine Kurve ist in dem Punkte P (Fig.6) nach oben konkav, wenn
die dem Beriihrungspunkte benachbarten Punkte oberhalb der Tangente liegen
(vgl. S. 161).

20. Eine Kurve ist in dem Punkte P (Fig.7) nach oben konvex, wenn
die dem Beriihrungspunkte benachbarten Punkte unterhalb der Tangente liegen.

21. Geht die Kurve mit wachsendem # von der Konkavitit in die Kon-
vexitét iiber (Fig.8) bzw. umgekehrt, so heiBt der Punkt P; Wendepunkt;
die Tangente in diesem Punkte Wendetangente, vgl. S. 163.

22. Uber Doppelpunkte siehe S. 166.
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23. Uber Krimmungskreisund Krimmungshalbmesser siehe S. 163.

24. Die Linie, die die Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve verbindet, heiBit
Krimmungsmittelpunktskurve oder Evolute.

25. Die gegebene Kurve heiBt Evolvente der Evolute; die Normalen der
urspriinglichen Kurve sind Tangenten an die Kriimmungsmittelpunktskurve.

26. Uber Bogenlingen siehe S. 189.

27. Uber den Inhalt einer Fliche siche S. 174.

28. Uber einhiillende Kurven siehe S. 205.

29. Die Kurve, die eine gegebene Kurvenschar unter einem konstanten
Winkel schneidet, heit Trajektorie; ist der Winkel ein rechter, so heiBt
sie orthogonale Trajektorie (vgl. S.205).

b) Die Kegelschnitte.

Wird ein gerader Kreiskegel von einer Ebene geschnitten, so heiBt die Durch-
dringungskurve Kegelschnitt; sie wird dargestellt durch eine Gleichung zweiten
Grades zwischen den Verdnderlichen x und .

1. Der Kreis.
Die allgemeine Gleichung fiir Parallelkoordinaten lautet (Fig.9):

F—a b=, pore

Liegt der Koordinatenanfangspunkt im | 5
Mittelpunkt, so ergibt sich die Mittelpunkts- , P \;‘&—
gleichung, da ¢ =0 und b = 0 werden, zu: / 5~ T

¥ oyt =2, ¢ /

Liegt der Koordinatenanfangspunkt auf der ) § ‘T
Kreislinie, so lautet die Scheitelgleichung y "
mit der x-Achse als Durchmesser und der V4
y-Achse als Scheiteltangente infolge a = —v i? Tl
und b = 0: Fig. o.

y2 =2vx — 2%,
Lost man die Klammern der allgemeinen Gleichung auf, so erhilt man:
492 —2ax —2by+ a4+ b2 —1=0

oder: .
24y +61x+02y+03=0)
wobei: .
¢, = —2a bzw. a=-——c,
2
1
Cp = —2b bzw. b = ——72762 y
cg = a® + 0> — > bzw. r=Vat + 0 —g,.

Die Wurzel ist reell, solange a? + b% > ¢, ist.

Fiir die Kreisgleichung charakteristisch sind die gleichen Koeffizienten der
quadratischen Glieder und das Fehlen des Produktes x.y.

Die Polargleichung fiir die Achse OM als Polarachse und O als Pol lautet :

0? —2pf-cosp + f2=17r%,

wobei o den Leitstrahl bezeichnet.

Die Gleichung der Tangente im Punkte P, (#,; ¥,) lautet fiir den Fall
der Mittelpunktsgleichung:

x'x1+y'y1=72’
fiir den Fall der allgemeinen Gleichung:
F—a)(x, —a)+ (o —b)(y, =) ="
Umfang und Inhalt der Kreisfliche siehe S. 100.
Inhalt der Kreisausschnitte siehe S. 100.
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2. Die Parabel.

Bildungsgesetz: Ein Punkt P (Fig. 10) bewege sich so, daB seine Ent-
fernungen von einem festen Punkte F — dem Brennpunkt — und einer festen
Geraden L — der Leitlinie — gleich groB sind; d. h. PF = PD.

Scheitelgleichung: 2 = 2px; 2 p = Parameter ist die von der Kurve
abgeschnittene Ordinate im Brennpunkt. Die Entfernung des Brennpunktes
von der Leitlinie ist p, der Anfangspunkt O halbiert diese Entfernung.

Konstruktion:
Ziehe den beliebigen
Strahl GH; CH senk-
recht GH, dann
schneiden sich die
Horizontale durch H
und die Vertikale
durch C im Parabel-
punkte P; die Ent-
fernung OG ist gleich
2p.

Eigenschaften

X der Parabel: Die
zur X-Achse parallele
Gerade PX’ heiBit
Durchmesser der Pa-
rabel, sie halbiert alle
Sehnen ab, die der
Tangente .A P parallel
sind. Die Tangente
A P halbiert im Punkte
E die Strecke OH = ¥y

und steht senkrecht auf FE. Die Subtangente AC ist gleich 2. Die Gerade BP

ist Normale, die Subnormale BC ist gleich p. Der von dem Brennstrahl FP
und dem Durchmesser PX” gebildete Winkel wird von der Normalen PB halbiert.
Die allgemeinere Form der Parabelgleichung lautet:

y=a+bx + cx?
sie stellt eine Parabel dar, weil das Glied y2 fehlt. Um die Lage des Scheitels

Fig. 10.

b
zu erhalten, bildet man die quadratische Ergénzung zu 2 4+ — . x und erhilt:
¢

0 b b \? 1 a b \2
A =—.y—"+

2¢ ¢ c 2¢
oder:
( b )2 b?
cVWtgg) =ty
Setzt man:
x—[—izx’ und y—a—l———g——y’
2¢ 4 ’

so ergibt sich:
yl p— 0%’2 .

Fiir das neue #”y’-System ist dies die Scheitelgleichung einer Parabel, die
symmetrisch zur y’-Achse liegt. Der Koordinatenanfangspunkt des neuen
Systems hat in Beziehung auf das alte die Koordinaten

b b?

X, = — —— und = — — .
0 2¢ o 4c
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Hat #? einen negativen Koeffizienten, so 6ffnet sich die Parabel nach unten,
ihr Scheitel ist der héchste Punkt.

Sonderfille: 1. Sind Tangente und Durchmesser Koordinatenachsen, die
unter dem Winkel ¢ gegeneinander geneigt sind, so lautet die Gleichung der
Parabel in Beziehung auf dieses X’ Y’-System

re 2p

sin?

Der Durchmesser PX’ heift der der Richtung PY’ zugeordnete Durch-
messer.

2. Vertauscht man - und y-Achse, so lautet die Gleichung der Parabel

xl=2p"x".

1
= x? d. = 2%,
2py x oder y 2px

Soll die Kurve durch den Punkt Py(¥, , ¥,) gehen, so lautet ihre Gleichung

2 y

=5 x2’ z’

I\4 5 [

7

) Pl
7,

g L
A

7] ‘1’ 7y

Pl
Ly |

=3 e

7k
|

Fig. 11. Fig. 12.

Konstruktion: projiziere den beliebigen Punkt P, (Fig. 11) der Geraden
OP,, dessen Abszisse x ist, auf die gegebene Ordinate ¥y; verbinde P’ mit dem
Anfangspunkt O, dann schneidet OP’ die Ordinate P, im Parabelpunkte P.

Daraus folgt die Konstruktion:
teile die gegebenen Koordinaten
und y; in eine gleiche Anzahl
gleicher Teile, ziehe das Strahlen-
% biischel O 1, 2, 3, dann schneiden
die Ordinaten- I, 2, 3 die ent-
sprechenden Strahlen in Punkten
der Kurve.
Fig. 13. 3. Gegeben der Scheitel O
(Fig. 12) und der Brennpunkt F:
ziehe den beliebigen Strahl F z und mache 2z’ | Fz, dann ist z 2’ Tangente
an die Parabel. (Hiillkonstruktion.)

4. Gegeben zwei Tangenten PA und PB; die Punkte 4 und B seien die
Beriihrungspunkte. Teile beide Strecken in die gleiche Anzahl gleicher Teile
(Fig. 13) und verbinde die entsprechenden Punkte, dann sind die Geraden 11 s
22; 33 ... Tangenten an die Parabel.

‘Taschenbuch. 8
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Das rechtwinklige Achsenkreuz, bei dem die %-Achse Scheiteltangente
der Kurve ist, wird in folgender Weise gefunden: - halbiere AB in C
(Fig. 14), verbinde P mit C, dann ist PC Durchmesser der Parabel, der
Halbierungspunkt D ist ein Punkt der Kurve. Die x-Achse liuft PC

>

parallel, die Subnormalen — d. h. die Projektionen auf die #x-Achse —
miissen gleich sein. Ziehe durch 4 und B zu dem Durchmesser PC
Parallelen, mache A4 a, = p, = der Projektion der Normalen BB,; auf den
Durchmesser und B b; = p; = der Projektion der Normalen AA, auf den
Durchmesser, dann schneidet a, b, die Sehne AB im Punkte E der x-Achse,
die parallel PC liuft. Der Anfangspunkt O halbiert die Sub-
by tangenten a, A, und By b,.
5. Die Kurve verlaufe nach Fig. 15, die Pfeilhohe sei f,
dann lautet die Gleichung

4f 4f x(l—=x)
=1 yu— N .
y 72 x(l — %) oder ; ;
Bezeichnet man mit

A—‘lj den Faktor — Multi-
plikator — mit dem die:
X Ordinaten der Kurve
_x(—2

multipliziert werden miis-
sen, so ergibt sich fiir
diese eine einfache Konstruktion: schlage mit # um den Anfangspunkt O
einen Kreis, so daB OA = x, dann schneidet die Gerade 4B die Ordinate

!
in x im Parabelpunkt P; die Pfeilhshe wird fiir diesen Fall f = i
x 1 . X
Ist x ein Bruchteil von/, d. h. T = w0 so wird die m te Ordinate

47
y,,,_;;_,——-m(n—m).
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Da es bei den technischen Kurven hiufig weniger auf den strengen mathe-
matischen Verlauf als auf die Gré8e der Ordinaten ankommt, so empfiehlt sich
eine Zerlegung der gegebenen Funktion in Einzelfunktionen.

4f
y = F;;:(l—x) y
148t sich schreiben
x x?
y:—._—4f-7—4/'.—l-2_=y'_y”,

wobei y = 4.f- —Al’: eine Gerade durch den
2

x
Anfangspunkt, " =4 f . i eine Parabel
darstellen, die symmetrisch zur y-Achse liegt
und durch den Punkt P (x, =1;y,=4/)
geht. (Fig. 16). Die Differenz beider Ordi-
naten gibt die gesuchte Ordinate ¥. Diese

Zerlegung empfieht sich bei Kurven héheren
Grades (vgl. S. 128).
Polargleichung: Ist der Brennpunkt

F Pol, die — negative — Richtung der Fig. 16.
X-Achse Polarachse, so lautet die Gleichung
, P p

T 1 fcosg  2cos? Lo’

Gleichung der Tangente: Ist P (,, ¥,) ein Punkt der Parabel, so heiBit
die Gleichung der Tangente durch diesen Punkt an die Kurve

Yoy, =p@+x).
Gleichung der Normalen:

y—"% :_%(x_xj)'

Konstruktion einer Tangente an die Parabel.

1. In einem Punkte P (Fig. 10): man mache O4 = OC, dann ist 4P Tan-
gente, oder: man halbiere OH in E, dann ist EP Tangente.

2. Von einem Punkte Q auBerhalb der Parabel: man beschreibe mit QF um
Q einen Kreis, der die Leitlinie in D" und D’ schneidet, ziehe durch D und D’
Parallelen zur x-Achse, dann sind P und P’ Beriihrungspunkte der Tangenten
QP und QP'.

3. Die Ellipse.

Bildungsgesetz: ein Punkt P bewegte sich so, daB die Summe 2 a seiner
Entfernungen von zwei festen Punkten — den Brennpunkten — F und F; kon-
stant ist; d. h. P,F 4+ P, I} = 2a.

Fiir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 17) lautet die Mittel-
punktsgleichung

P
atpEp=t

wobei O4 = a und OB = b die Halbachsen sind.
Die entwickelte Form der Gleichung heifBit

b/z 2
J’—:E;Va — A

8%
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Ist die y-Achse Scheiteltangente im Punkte A, so heiBt die Scheitelglei-
chung der Ellipse bt .
b

YPP=2—¥ —— 2%,
a a

b2
Mit p = - als Halbparameter — Ordinate im Brennpunkte — wird

b
2 — —
Yy =2px .

Eigenschaften der Ellipse:
Ist 2 e die Entfernung der Brennpunkte, so besteht zwischen e und den Halb-
achsen g und b die Beziehung

OF = OF, = ¢ =Y)a® — b%.

Fig. 17.

Das Verhiltnis
OF ¢ Va*— b

04~ a a
heiBt die numerische Exzentrizitat.

Zieht man von einem beliebigen Punkte P, die Brennstrahlen P;F und
P, F,, so ist

PF=a—¢x; PF =a+tex.
b2

Die Ordinate im Brennpunkt ist p = (1 — &%) - a = -

Die von der Kurve abgeschnittene Vertikale durch die Brennpunkte heifit
Parameter und ist gleich 2p.

Geraden durch den Mittelpunkt heiBen Durchmesser; sie sind zuge-
ordnet (konjugiert) wenn der eine alle Sehnen halbiert, die zu dem andern
parallel sind. Bilden sie mit der groBen Hauptachse 2a die Winkel & und p—
in Fig. 17 sind 2 a; und 2 b; konjugierte Durchmesser — so ist, wenn beide
Winkel spitz sind, a*+ b2 = al + b2 .
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In Beziehung auf die zugeordneten Durchmesser als Koordinatenachsen

lautet die Gleichung der Kurve:

& 7
S =1
it —

Tangente und Normale halbieren
die Winkel, die von den Leitstrahlen

gebildet werden.

Konstruktionen der Ellipse.

1. Aus der Bedingung

P F+ P F, =747 =2a

Y

=] = e}

Fig. 18.

ergibt sich die Fadenkonstruktion, wenn die Brennpunkte F und F; gegeben sind.
2. Sind die Halbachsen 4 und b bekannt, so schlage man mit @ und b als
Radien Kreise um den Mittelpunkt O; ziche einen beliebigen Strahl OP’, pro-

jiziere den Schnittpunkt E
auf die Vertikale durch P’,
dann ist P; ein Punkt der
Ellipse.

3. Teile den Radius b
des Kkleinen Scheitelkreises
(Fig. 18) in » gleiche Teile
und ebenso die halbe groBe
Achse a der zu konstru-
ierenden Ellipse — in der
Fig. 18 ist n =4 — und
projiziere die Kreispunkte
auf die Ordinaten iiber a,

Y
/\5
(v
P__f
20 I/
% o, p
A = 2 !
Fig. 19.

dann liegen die Schnittpunkte auf einer Ellipse.
4. Wandern die Endpunkte 4 und B (Fig. 19) einer Strecke a + b auf zwei
aufeinander senkrecht stehenden Geraden, so beschreibt der Punkt P eine Ellipse

4
B

a ()

Fig. 20.

(vgl. S. 126). Stangenkonstruk-
tion — Ellipsenzirkel.

5. Wilzt sich ein Kreis mit
dem Radius }# (Fig. 20) bei
Innenberiihrung auf einem Kreise
mit dem Radius # ab, dann be-
schreibt ein Punkt P des Durch-
messers 4B eine Ellipse (Carda-
nische Kreise).

Fig. 21.

6. Sind M A und M B (Fig. 21) zwei zugeordnete Halbmesser einer Ellipse,
so ziehe man die Tangenten durch die Endpunkte der Durchmesser parallel
MA und M B; teile BC und BM in die gleiche Anzahl gleicher Teile und ziehe
durch die Teilpunkte aus 4; und 4 Strahlen, dann liegen die Schnittpunkte
entsprechender Strahlen auf einer Ellipse.
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Die Polargleichung der Ellipse, bezogen auf den Brennpunkt F als

Pol und FA4 als Polarachse, lautet b
=,
R 14 /\ 14 - cose
o \ .
/Z' A\ Die Gleichung der
NS Tangente im  Punkte
7 P, (x,9,) der Ellipse lautet:
\ XX Yy 1
N\ a2 b2 - N
,:_; /3 X Die Gleichung der
Normalen
¥—x% Y=Y
T g, — 0
b x, aty,
-Q— @&
Konstruktion der
Tangente in P;.
Fig. 22. 1. Halbiere den Win-

kel Fy P, F (Fig. 17) der

Leitstrahlen und ziehe CP; | DP;. Oder (Fig. 17) konstruiere in P’ des

Kreises mit der groBen Halbachse die Kreistangente CP’, dann ist CP;

z Tangente an die Ellipse.

/77 2. Von einem Punkte R
auBerhalb (Fig. 22). Man
beschreibe um R mit RF
und um F; mit 2a Kreise,
verbinde ihren Schnittpunkt
S mit F;, dann ist T der
Berithrungspunkt der Tan-
gente.

A £ A X Konstruktion der

Y

o]

Hauptachsen einer
c Ellipse aus zwei zugeord-
() neten Durchmessern (Fig.
VoY 23). OD = OD’ = a; und
8, OP = OP’ =1by;  ziche
PE | OD, mache PC =
PCy = 0D = a;, dann gibt
Fig. 23. die Winkelhalbjerende des
. Winkels C;OC die Lage der

Hauptachsen, ihre Léngen sind

2a=0C, +0C; 2b=0C, —0C.

4. Die Hyperbel.

Bildungsgesetz: Ein Punkt P bewege sich so, dal die Differenz 2a seiner
Entfernungen von zwei festen Punkten — den Brennpunkten — F und Fj kon-
stant ist; d. h. P, F, — P, F =2a.

Fiir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 24) lautet die Mittel-
punktsgleichung 22 y2
@t bt
wobei a und b die Halbachsen sind.

Die entwickelte Form der Gleichung heif3t

y—tVE—a .

=1,
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Ist die y-Achse Scheiteltangente im Punkte 4;, so heiBt die Scheitelglei-
chung der Hyperbel
. b? b
=2 — X+ —5 ¥,
y a + a?

b?
Mit p = — als Halbparameter — Ordinate im Brennpunkte — wird

a

C- p#
y:=2px -+ "

Eigenschaften der Hyperbel:
Ist 2 ¢ die Entfernung der Brennpunkte, so besteht zwischen ¢ und den Halb-
achsen ¢ und b die Beziehung

OF = OF, = ¢ =} a® + 0% .

e
& = 7 heiBt die numerische Exzentrizitit.
Die Linge der Brennstrahlen ist
PF=—a+c¢x; PF =a+ex.
14
yl
R
//
4 (7%t
7/ }
X A2
| ;; I Y
ar
(L | & j X
6’” S J’“; 6?\
"
!
p’
Vi
Xl

Fig. 24.

Die Erlduterungen iiber Durchmesser und konjugierte Durchmesser
siehe unter 3. Ellipse.

Die Gleichung der Hyperbel bezogen auf die konjugierten Durchmesser als
Koordinatenachsen lautet

=1,

Bilden zwei symmetrische Durchmesser der Hyperbel mit der X-Achse den
Winkel o, der durch die Gleichung tgo = b: a bestimmt ist, so nahert sich die
Kurve diesen Geraden, ohne sie im Endlichen zu erreichen ; diese Geraden heiflen
Asymptoten (Fig. 24); ihre Gleichungen lauten

X y_
TEFTO
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Die Abschnitte einer Sekante zwischen Kurve und Asymptote sind gleich,
P,R= P’'R’.

Daraus folgt eine einfache Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und
die Asymptoten gegeben sind (siehe Konstruktionen der Hyperbel Nr. 3).

Die auf die Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene Gleichung der Hy-
perbel lautet

2y =i(a2+ b?) =(i)2
4 2

Konstruktionen der Hyperbel:

1. Aus der Bedingung P, F; — Py F =1, — v =2a ergibt sich die Kon-
struktion (Fig. 25), wenn die Brennpunkte gegeben sind: mache FB =2a,
schlage mit dem beliebigen Radius F 4, = # um F einen Kreis, der von einem
Kreise mit dem Radius BA; =7 — 2 a um F, in den Hyperbelpunkten P; und
P/ geschnitten wird. Der Kreis mit OF = OF; = ¢ um O schneidet dic
Vertikale durch C(OC = a) in den
Punkten D D, dann sind die Geraden
durch O und D Aysmptoten der

Hyperbel.
4
B e
A

Yo P G
/] LV
0 2 7

Iy Iq——=
Fig. 25. Fig. 26.

2. Sind die Halbachsen @ und b gegeben, so ziehe man die vertikalen Tangen-
ten an die Scheitelkreise (Fig. 24). Ein beliebiger Strahl aus dem Anfangspunkt
schneide die beiden Geraden in Gy und G, (bzw. G{ und G{); schlage mit O G,
um O einen Kreis, der die X-Achse in G’ schneide, dann liefern die Horizontale
durch G, und die Vertikale durch G’ einen Hyperbelpunkt.

3. Sind die Asymptoten und ein Punkt P; der Hyperbel gegeben (Fig. 24),
so ziehe man ein Strahlenbiindel durch P, und mache auf dem beliebigen Strahl
P,R = R’ P’, dann ist P’ ein Hyperbelpunkt.

4. Die Konstruktion der Hyperbel, die durch die Asymptoten und einen
Punkt gegeben ist, mit Hilfe flichengleicher Parallelogramme zeigt Fig. 24 im
dritten Quadranten.

Sonderfille. Gleichseitige Hyperbel; ihre Mittelspunktsgleichung lautet, da
b = a wird,

2 — y? = q?;
bezogen auf die Asymptoten als Achsen ergibt sich
PV
%'y > a?.

Die Asymptoten stehen senkrecht .aufeinander, der Asymptotenwinkel ist

& = 45°; die Abszissen der Brennpunkte werden ¢ = :I:a]/E ; der Parameter
ist 2p = 2a.
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Ist P,(%,¥,) ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel mit den Asymptoten als
Koordinatenachsen, so lautet die Gleichung der Kurve

Xy = %,9, -

Aus der Bedingung flachengleicher Rechtecke ergibt sich die Konstruktion
(Fig. 26); ziehe einen beliebigen Strahl O P so, daB P, P parallel zur X-Achse
wird, der Strahl schneide die gegebene Ordinate ¥, in P’; die Horizontale durch
P’ und die Vertikale durch P schneiden sich in einem Punkte P; der gleichseitigen
Hyperbel.

T, P, ist Tangente an die Kurve.

Die Polargleichung der Hyperbel bezogen auf den Brennpunkt F als
Pol (Fig. 24) und F A als Polarachse lautet

__r
14 ¢&-cosg ’

Y ==

Die Gleichung der Tangente im Punkte P, (¥, ¥,,) der Hyperbel heift
%% LA

pe 52 =1.

Die Gleichung der Normalen

¥—% Y=
b? . x, a®y,

=0.

Tangente und Normale halbieren die Winkel, die von den Brennstrahlen
(Leitstrahlen) gebildet werden.

Konstruktion der Tangente in P: ziehe durch den Hyperbelpunkt P
eine Parallele P P, zu der Asymptote, mache P,0 = P, P,, dann ist P P, Tan-
gente an die Kurve (Fig. 25).

5. Gemeinsamer Ursprung der Kegelschnitte.

Die Parabel ist der geometrische Ort fiir Punkte, deren Entfernungen von
einem festen Punkte und einer festen Geraden gleich groB sind. Nennt man das
Verhiltnis beider Strecken & so ist
bei der Parabel ¢ = 1. L

. . a? a? L
Konstruiert man bei der Ellipse € T €
(Fig. 27) zwei Parallelen zur Y- Achse, 7
deren Entfernung vom Anfangspunkt T/h = £ Az
a? : ¢ ist, dann ist w

2
P4 =%+x;

1

|
bN
Ny
!
B

a? v

PA2=T—;¢. \J,\ £

Die Linge der Brennstrahlen ist

a?
PF1=71=a+gx=g(_+x)_
e

A
R
Q

a?

PF:r:a——sx:s(T—x)

e >

und daraus
7.

hoo T
P4, P4, <t Fi . 27.

& ==
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Die Parallelen zur Y-Achse in der Entfernung a?: ¢ heiBen Leitlinien der
Ellipse, deren Brennstrahlen demnach zu den Entfernungen von den Leitlinien
in einem konstanten Verhiltnis stehen. Die
gleichen Beziehungen gelten fiir die Hy-

A perbel, doch ist hier ¢ > 1 (Fig. 28).
Az Ay y Beim Kreise ist /' der Mittelpunkt, und
- die Leitlinie liegt im Unendlichen; d.h. e =0.
/ ‘Aus den gemeinsamen analytischen Be-

14 ziehungen ergeben sich Konstruktionen, die
J, identisch sein miissen. Gegeben seien: die

e

——
o

' Strecke CD ab, ziehe unter dem Winkel g,
dessen Tangente gleich ¢ ist, die Gerade D D’
S — (Fig. 27—29). Dann schneidet der Kreis

: il mit CD = # um F die Senkrechte in D’
§ in zwei Kurvenpunkten P und P’.

Die Scheitel 4 und A’ teilen F B har-
monisch.

Geometrisch gedeutet stellen sich die
Kegelschnitte als Durchdringungskurven
Fig. 28. von Ebene und geradem Kreiskegel dar

(Fig. 30). Der Neigungswinkel der Ebene
AT gegen die Horizontale ist ¢, =0, die Durchdringungskurve ist ein
Kreis. Ebenen, deren Neigungswinkel g, < o ist, geben Ellipsen; fiir die

5

F N Leitlinie L, der Brennpunkt F, das kon-
r stante Verhdltnis ¢ = tgo = v:u.
Trage auf der Leitlinie L eine beliebige

e
|y

P

5
k i X\\E
\

)ig
Fig. 29. Fig. 30.

Ebene A III ist ¢, = o, die Durchdringungskurve ist eine Parabel;
Ebenen, deren Neigungswinkel ¢, > « ist, geben Hyperbeln. Die numerische
Exzentrizitat ist

& = sing: sing .
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6. Beispiele.
1. Gegeben sei die Gleichung

y= xb-:u bzw. xy+ay-bx=0.
Da fir x+a=0...y=00 uné fir y - 5=0 ... ¥ =00 werden, setzt man
¥=x+a, d. h. x=zx"-a,
Yy =y=-b, dh y=9y +b
und bezieht die Gleichung auf das x”y’-System, dessen Anfangspunkt die Koordinaten zo = - a;

y0 = b hat; es ergibt sich
(" ~a) ¥ +d)+aly +b)-b(x"-a)=0 oder 2.y = —ab.

Das ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als
Achsen; die beiden Zweige liegen im zweiten bzw. vierten Quadranten, sie gehen durch die
Punkte Py(xo’ = +a; yo’ = —b) bzw. Py (%,’= —a; ,
91" = b) in Beziehung auf das z’y’- System (Fig. 31). TY

Bemerkung: Setzt man b=1; x= A4, !
(Nutzarbeit), 4 = 8 (Verlustarbeit), so ist l

n

A . . . .
y=n= i die Gleichung fm den Wirkungs- )]

grad einer Maschine. ~— Q|
2. Gegeben ist die Gleichung (siehe unter 1)

%'y’ = —ab, sie ist auf die rechtwinkligen Koor- {
dinatenachsen %, v so zu beziehen, da8 das Produkt b
%"+ 3’ verschwindet. b

S

Da das Produkt der beiden Variablen bei einer
Drehung des Achsenkreuzes verschwindet, so setzt
man

%’ =v.coSo + %+COSX = (V+ u)+COScX,

Yy’ =vesiny —#esina=(v - %) sinex,

b
wobei tgo = - Fig. 31.

ist; d. h. das x’y’-System wird um einen Winkel « nach der negativen Richtung der y’-Achse
gedreht, Mit diesen Werten ergibt sich (v2 — 4?)+sina .cosa = —ab.
Die Beziehungen

. tgo b 1 a
sing = = - ’ COS oy = ————mr =
V1 +tg?a Va? + b2 V1+tgta Va2 402
liefern ab
—(ug—uﬁ)m=—ub oder V¥ -ut=024 b2 =2,
Das ist die Mittelpunktsgleichung einer gleichseitigen Hyperbel.
4 ==
- ]
v
- x——‘—a-:
——ir 4
7 2 i y
' _¥
vl
LN\
4
Fig. 32. Fig. 33.

2a. Ein zylindrisches, mit Fliissigkeit gefiilltes Gefa8 rotiere mit der Winkelgeschwindig-
keit 0 um die vertikale Achse. Ein Massenteilchen m steht unter dem EinfluB der Schwer-
kraft m g und der Zentrifugalkraft m x 0?. Die Resultante beider Krifte ist Normale der Kurve,
Mit den Bezeichnungen der Fig. 32 wird
2
mro”_ % cder z= £ konst.
mg z w?

tgp =
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Da die Subnormale einen konstanten Wert hat, ist die Kurve eine Parabel
y=2zx?=2-£4~x’.
w?

3. Es ist die Bahn eines aus einem Gefi8 horizontal heraustretenden Wasserstrahles zu
bestimmen unter der Voraussetzung einer konstanten Druckhéhe und reibungsfreien Austrittes,
der Luftwiderstand werde vernachlassigt (Fig. 33). Die Wahl des Achsenkreuzes zeigt die
Abbildung. Die Horizontalverschiebung eines Wassertropfens in der Zeit ¢ ist x = v- ¢, wenn
v die konstante Austrittsgeschwindigkeit bedeutet.
Die GroBe der gleichzeitigen Vertikalverschiebung
infolge der Schwerkraft ist

r

T
a A Zfp 1
) o N 8 y=agh.
r<—30—>| 22
£ Die Elimination von # ergibt 22=2.—..y,
y

Das ist aber die Scheitelgleichung emer zur
y-Achse symmetrischen Parabel mit dem Parameter

7 ”

(5) pt= 2p=2.2.
Da die Austrittsgeschwindigkeit bei konstanter

Hohe des Wasserspiegels v=V2gh ist, wird

2
Y Y _2n, folglich p=2%, d. h. die Leitlinie fallt

~—~1y’rgl mit dem Wasserspiegel zusammen, der Brennpunkt
Yy ¥ liegt um die Hohe % unter der Austnttsoffnung,
- N damit 148t sich die Kurve ohne das Hilfsmittel
A der Rechnung — natiirlich unter Zugrundelegung
: eines LingenmaBstabes — entwerfen.
(c) 4. Ein Triger auf zwei Stiitzen sei mit gleich-
formig verteilter Last — ¢ kg/m — belastet; die
Momentenlinie ist zu entwerfen (Fig. 34). Ein Punkt
- senkrecht unter 4 sei Koordinatenanfangspunkt,
dann ist

Fig. 34. y:szAx_q.x.%,

RS

- . 1]

wenn man die gleichférmige Last itber ¥ im Schwerpunkte S vereinigt denkt. Mit A = B = kid

q gl x(l-12) 2
w1rd'y—7-x(l )=7-—-—»

Diese Gleichung stellt eine Parabel dar nach (Fig. 15), ihr Multiplikator ist: =4,

d. h. multipliziert man die im LingenmaB gemessenen Ordinaten y mit der Auﬂagerreaktion A4,
so erhdlt man das Moment im Punkte x des Trigers. ql
Soll der Multiplikator x = - vermieden wer-

-]b<———a,

: i 7 i(q Jm, den, so 148t sich die Gleichung auch schreiben:

gl | x gl ox

‘RB PP LAy AN Ly I

|b [
S P4k g F :

] y== 1] i ist eine Gerade durch den
Anfangspunkt, deren Ordinate y’ fiir x=1
Y — also senkrecht unter B — den Wert hat

!
¥'p = qz «l =dem Moment der Auflagerreaktion
A in Beziehung auf B,

w_gt ®
Y= 2

(2 Scheitel senkrecht unter 4 liegt und die symme-
trisch zur Y-Achse ist; sie hat fiir ¥ = I denselben
Wert wie y’p. Die von beiden Kurven einge-

schlossene Fliche ist die Momentenfliche ; die

ist eine Parabel, deren

GroBe yp" =

. q «l=A .l wird im Momenten-
Fig. 35. 2
mafstab aufgetragen (Fig. 34 c).

5. Es ist die Momentenlinie (Fig. 35) fiir einen teilweise mit gleichférmig verteilter Last
belasteten Balken zu entwerfen. Ist die Gesamtlast P = p - @, so kann diese als Einzelkraft
im Schwerpunkt S angreifend gedacht werden. P zerlegt sich mit Hilfe des Seilecks in zwei
Seitenkrifte 4 und B; die Seilstrahlen ca und ¢b sind Tangenten an die Momentenlinie, die
zwischen &’ und b” als Parabel verlduft. Es ist My, = H -y, wobei H im KraftemaBstab
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9 im Lar Bstab zu
maBstab 1 cm = b m, so wird

ist,

125

Lautet der KraftemaBstab 1 cm = a kg, der Léngen-

M, mkg = (H cm - a kg/cm) « (y cm - b mfcm) .

6. Es ist das Netzwerk eines Halbparabeltrigers zu berechnen. Die Gleichung der Parabel

fiir das gewihlte Achsenkreuz (Fig.

36) lautet

VYm = %-m-(n—m):c-m(nAm),

c—ﬂ=‘}—§=o,24,
n2 100

Yo = 5,5m,

y1=55+024.-1.9 = 7,66m,
Y2 =55+ 0,24-2.8= 934 ,,
¥s = 5,5 + 0,24+ 3.7 = 10,54 ,,
Ve =55+ 0,24+ 4. 6 = 11,26 ,
¥ = 5,5 + 0,24+ 5- 5 = 11,50 ,,

7. Ein Massenpunkt m werde
fangsgeschwindigkeit v, nach oben

) ( fjﬁ‘m,
, |
5

4
Yo=25m—— s
Fig. 36.

4

unter dem Winkel « gegen die Horizontale mit der An-
geschleudert; die Wurfbahn ist unter Vernachlissigung

des Luftwiderstandes zu bestimmen (Fig. 37). Die Anfangsgeschwindigkeit zerlegt man nach
horizontaler und vertikalerRichtung in vy« cosa bzw. v,-sinx. In horizontaler Richtung

ist der nach # Sek. bei gleichférmiger Be-
wegung zuriickgelegte Weg

X=1Uy+COSX+P. (1)
In vertikaler Richtung ist der bei gleich-
formig verzdgerter Bewegung zuriickgelegte
Weg

Y

(2)

1
y=vo-sina-t—3~gt2.

&

\
=

Setzt man ¢ = in Gleichung

Vg + COS @

eS¢

ein, so wird

8 g
2 (g + cos @)? ¥
Der Vergleich mit der zu Fig. 15 ge-

(3) Y los &

y=tgx «x ~

e

horenden Gleichung

4f x?
y = x -4y

XLy

Fig. 37.

lehrt, daB die Wurfbahn eine Parabel ist; bezeichnet man mit f die WurfhShe, mit / die Wurf-

weite, so ergibt die Gleichsetzung der Koeffizienten

et g _ A _tex
BE=T5  Sig.costa B 1
und daraus .
= 27,2 . cos2e + Sinax :fﬁ sin2a =7,
g-cosu g
. 16 f2 g 4f-sin?x Vo2 + sin?
2 = = d d: =— =1 .
Mit / tg? o wird 2752 . cos2x 162+ cos? x und daraus f 2g e
8. Ein gleichférmig belasteter Balken
ist als Triger gleichen Widerstand'es gegen I I
Biegung auszufithren; die Breite des Bal-
kens sei g = konst. (Fig. 38). Die obere JAY a
Begrenzungslinie ist zu entwerfen. Es ist A F‘x_> 15
_q! q {4
My = PRy %2, Y
Bezeichnet man die variable Hohe 'ﬁ——
des rechteckigen Querschnittes mit 1y, ¥ 3
dann ist Wy = g—é’: . Die Randspannung J, ¢
. MZ
wird oy = —= konst. = k3 . Daraus er- Fig. 38.
gibt sich
L L ANSU LIV AP
Wy kb—a—x~—2—x oder 3 ko -y Sr T
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Durch” Vergleich mit der Scheitelgleichung der Ellipse

b2 b2 P
y2:2;—-x—;212:2px—;-x2
erhilt man
3qt
! 28k 1
y2*2-~23qub~x4—ib~x'-’ und daraus =
2
!
3gi-— —
2 2
aus p=L=~—2— ergibt sich bﬁzlgil« undb:i 3q~.
a 1 4gkp 2V gk
28%'5

9. Ein gerader Stab werde so gefithrt, daB 4 und B (Fig. 39) auf den Achsen wandern;
es ist die Bahn des Punktes P zu bestimmen. Mit dem Winkel ¢ als Hilfsverinderlicher (Para-
meter) wird

x
ZT=-a-C0SQ; COS@ =,
8 ’ . v
y= be.sing; sing= B
Da cos?¢ + sin?¢ = 1 ist,
wd 2L
wir §+F_1'

Das ist die Mittelpunkts-
gleichung einer Ellipse mit den
X Halbachsen a4 und b .

e Nt

g 4 Umgekehrt kann man sagen:

- x a ! werden A auf einer Geraden und
. P auf einer Ellipse gefithrt, dann

Fig. 39. bewegt sich B auf einer Geraden

— Prinzip des Ellipsenlenkers.

Macht man a = b = 7, dann wandert P auf einem Kreise mit dem Radius » um O — der
Stab OP ist der Gegenlenker —, alle iibrigen Punkte des Hauptlenkers 4B beschreiben Ellipsen,
die fiir die Punkte 4 und B zu Geraden zusammenschrumpfen. Bei dem Evansschen Lenker
wird P auf einem Kreise mit dem Radius 7 gefiihrt, so daB die Geradfithrung des Punktes B
vollkommen gewéhrleistet ist.

Statt den Punkt P auf einer Ellipse zu fithren, geniigt es in praktischen Fillen fiir kleine
Wege, die Ellipse durch einen Kreis gleicher Kriitmmung zu ersetzen. In Fig. 40 sei D, der
% feste Punkt des Gegenlenkers, Kriimmungsmittelpunkt

fir den Scheitel C der Ellipse. Der Kriimmungs-
radius CD = DP = p wird

9:7_—_ .

Der Kriimmungsmittelpunkt D wird in folgender
Weise gefunden: bilde das Rechteck O C E F aus den
Halbachsen a und b; fille von E

auf CF ein Lot, das schneidet die
\ X-Achse in D. Aus der Ahnlich-
y keit der Dreiecke CEF nnd DCE
/ folgt
% X CE:EF=CD:CE
oder
b:a=CD:b .

. Fir kleine Winkel « wird B
angendhert auf einer Geraden gefithrt (angeniherter

Ellipsenlenker).
10. Setzt man ein bestimmtes Volumen v, eines
E F Gases einem Druck p, aus, so besteht — konstante
Temperatur wihrend der Zustandsinderung voraus-
gesetzt — zwischen derselben Gasmenge und einem

Fig. 40. Druck p, die Beziehung
DLV =Dy 0y,
wenn v, das Gasvolumen bei dem Druck p, bedeutet. Entsprechen den Drucken p,, p, ... die
Volumina v3, vy ... so ist
Py V= Py e Uy = Py +vg. = ...= konst.

(Isothermische Zustandsidnderung vollkommener Gase.)
Mit p und v als Variablen lautet die Gleichung der Isotherme p - v = konst.; das ist aber
die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als Achsen.
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Ist der Anfangszustand eines Gases durch p, und v, bekannt, so gilt fiic den Punkt Py (v po)
die Beziehung Do » vo = konst.

Die Gleichung der Kurve, die durch den Punkt P, geht, lautet dann p « v = p, « v (Kon-
struktion siehe Fig. 26).

¢) Parameter-Darstellung. von Kurven.

Es ist hiufig bequemer, statt der impliziten Form f(xy) = 0 bzw. der
expliziten Form ¥ = f(x) die Gleichung einer Kurve mit Hilfe einer dritten
Variablen #, die Parameter heiBit, zu ent-
wickeln. Die Gleichung f(x %) erscheint in Y’ 14
zwei Einzelfunktionen

x =1 ud Yy = £,

aufgeldst, /_
wobei £, (#) und f,(¢) irgendwelche Funktionen v T
des Parameters sind. %
In Fig. 39 ist der Neigungswinkel ¢ der ‘
Geraden A B als Hilfsverdnderliche eingefiihrt, y
es wire also 0 R
x=f(f) = —a-cosp; et Y% b e a s

Y =/f,(t) =b-sing .
Soll die Gleichung der Kurve in Linear-
koordinaten gegeben werden, so mufl der
Parameter eliminiert werden.

Fig. 41.

a
Beispiele: 1. Es ist der Chara.kter der Kurve zx = —os—-; y =b. tg @ zu bestimmen.
a P 1
Aus cosp = - und tge = 7 erhidlt man mit 1 + tg2¢ = m
y2 22 y2
i R T

Das ist die Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel.

2. Es ist die Geschwindigkeit des freien Falles als Funktion der Fallhthe zu entwickeln.
Als Parameter fithrt man die Zeit ¢ ein, dann ist die nach ¢ sek bei gleichférmig beschleunigter
Bewegung erreichte Geschwindigkeit v =g¢; der in dieser Zeit zuriickgelegte Weg ist h = L g¢2.

Aus v? = g2#2 und h = }g#* erhidlt man durch Division v2=2gh.

Das ist die Scheitelgleichung einer Parabel, die symmetrisch zur x-Achse liegt, wenn %
auf der x-Achse und v auf der y-Achse aufgetragen werden.

3. Es ist die Geschwindigkeit bei gleichférmig beschleunigter Bewegung als Funktion des
Weges zu entwickeln, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v, ist. Die Hilfsvariable sei ¢, dann ist
nach ¢ sek die Geschwindigkeit v = vy + p¢+

1
Der nach ?sek zuriickgelegte Weg s = v,¢ + £ pe.
Aus ¢ = v—;ﬂ erhilt man
v 72 v2
- — oder —— =S + — .
“2p 2p 2p 2 )
Ist s Abszisse, v Ordinate, dann stellt die Gleichung eine Parabel dar, die symmetrisch zur

. vo? . 22,
x-Achse liegt; denn mit s + O =’ wird 2 = 2ps’. Die analytische Einsetzung s + — =5

Vo2
bedeutet graphisch eine Verschiebung der y-Achse um den Betrag Lp nach links (Flg 41).

d) Kurven, deren Gleichung die Form y = C.a” hat.
1. Parabolische Kurven héoheren Grades.

Der Exponent # ist eine ganze Zahl und erfiillt die Bedingung #» > 0.
«) n=1. Ist P (x,y,) ein gegebener Punkt der Kurve, so ist mit
y=C-x ud y,=C-x,
x
V=125
Gleichung einer Geraden durch OP,.
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8) m = 2; die Gleichung der Kurve durch den Punkt P, lautet

22

Yy=19" _x—g'

und ist die Gleichung der gemeinen oder quadratischen Parabel (Fig. 11).
y) m = 3, die Gleichung der Kurve durch den Punkt P, heiBit

&3
Yy Y S E— . Yy =19 x‘;}
und ist die Gleichung der
) ¢ kubischen Parabel. Kon-
v o struktion: errichte iiber
7 der gegebenen Ordinate
o a9 AP, =y, (Fig. 42) eiten
2 Halbkreis wund schlage
oo L /P g 3’ um A mit den Radien
A1, A2... konzentrische
Kreise, die den Halbkreis in

Ky

Sy —
1
I

2 denPunkten 1, 2’... schnei-
y 4 7 x den; I, II... sind die Ho-
g 7 2/ 3ay A rizontalprojektionen dieser
Schnittpunkte auf AP,.
D

Fig. 42.

___’B

Ziehe das Strahlenbiindel
OI, OII..., das die Ver-
tikalen 71, 2... in Punkten
der kubischen Parabel
schneidet. Hat man die
ganze Kurve zu entwerfen,
so empfiehlt es sich, x, und
¥, und damit OP, in eine
gleiche Anzahl gleicher Teile
zu teilen. Man erhilt einen
beliebigen Punkt P der
Kurve, dessen Abszisse Oa
ist, in folgender Weise: ziehe
ab l OA, bc parallel zur
x-Achse, schlage den Kreis-
bogen ¢d mit AC als Ra-
dius, ziehe de parallel zur
¥-Achse, dann schneidet Oe
die Ordinate ab im Punkte der gesuchten Kurve.
Tangente an die Kurve im Punkte P wird die Verbindungslinie BP, wenn

OB = 2y ist. (x s

Ist die Gleichung in der Form y = f )

) gegeben, so empfiehlt

es sich, # : / als unabhingige Veranderliche aufzufassen und die Ordinaten rech-
nerisch mit Hilfe folgender Tabelle zu bestimmen. Man teilt die gegebene
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Strecke OA = [ in eine Anzahl gleicher Teile — am bequemsten 10 — (Fig. 43),
bestimmt die Differenz der Verhiltnisse aus der Tabelle und erhilt 10 Punkte
der Kurve. Die Gleichung 1i8t sich auch schreiben

x 3
=t =y =y

’”

y=1-

und stellt sich dar als die Differenz zweier Funktionen;
Y =1 ; ist eine Gerade durch den Anfangspunkt O, die fiir ¥ =/ die

Ordinate 4B = { hat.
3

x
Y= f. Ve ist eine kubische Parabel, deren Scheitel in O liegt, und die durch

den Punkt B geht (Fig. 43b). Die resultierenden Ordinaten — auf die es in der
Praxis ankommt — sind durch Strichelung hervorgehoben. In Fig. 43 a sind
diese Ordinaten von der x-Achse aus abgetragen. Einen beliebigen Punkt der
Kurve erhilt man nach Fig. 42.

Die Gerade OB ist Tangente an die Kurve in O.

Tabelle.

% o1 102 |03 |o4 |05 |06 |07 |08 |09

2

2 |00t 004 (009 (06 [025 [0.36 (049 |0.64 |08t

3

% 0,001 0,008 [0,027 0,064 |0,125 |0,216 | 0,343 | 0,512 | 0,729

4

};—4 0,0001 |0,0016 {0,0081 |0,0256 | 0,0625 |0,1296 | 0,2401 | 0,4096 | 0,6561
¥ ¥
T =20 Joi6 021 |o2¢ lo2s |o24 021 |046 009
x 3
7'——17 0,099 |0,192 [0,263 |0,336 |0,375 (0,384 |0,357 |0,288 |0,171

Beispiel: Ein Triger sei zum Teil durch eine dreieckférmige Last belastet. Die Mo-
mentenlinie ist zu entwerfen (Fig. 44). Die Spitze des Belastungsdreiecks sei der Anfangspunkt,
dann ist

Ma= B0 -0n S

Qp
3.1

Aus der Momentengleichung fiir 4 als Drehpunkt ergibt sich B =
Qb gtz 0p #

2N .
und dan:Q-Flst,wude: 3 7 3
3
Mit Mz =y undo—;’=/ wird y = 1+ q’;x —f-%=y'—y”-

Das ist die Gleichung einer parabolischen Kurve dritten Grades, deren graphische Dar-
q+=x

stellung sich am besten durch Zerlegung in Einzelfunktionen ergibt. 3’ =f. ist eine
gerade Linie, die durch die Ordinaten yg =0 fiir x = ~ ¢ und y4 = f flir = p bestimmt ist.
3

y" = f% ist eine kubische Parabel, deren Ordinaten entweder nach Fig. 44 ¢ konstruiert oder

Taschenbuch. 9
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mit Hilfe der Tabelle berechnet werden konnen; die resultierenden Ordinaten sind durch
Strichelung hervorgehoben. Die Gerade ¥’ = f(x) ist Tangente im Punkte B’ der Kurve.

d) n = 4; die Gleichung der Kurve durch den Punkt P, lautet

o

y e yO . E
und ist die Gleichung einer
parabolischen Kurve vierten
Grades. Thre Konstruktion
ergibt sich aus der kubischen
Parabel; ist P, ein Punkt
dieser Kurve (Fig. 45), so
verbindet man seine Pro-
jektion 3 auf die gegebene
Ordinate ¥, mit dem Koor-
dinatenanfangspunkt O; die
Gerade O 3 schneidet die
Vertikale durch P, in dem
Punkte P, der parabolischen
Kurve 4. Grades. Geht man
auf die quadratische Parabel
zuriick, so verfihrt man
nach Fig. 46; ist 2 die Pro-
jektion des Parabelpunktes
P, auf die gegebene Ordi-
nate ¥,, so schligt man mit
A2um A einen Kreis bis 3
und projiziert 3 auf die Ver-
tikale durch P,, dann ist
P, ein Punkt der gesuchten
Kurve.

&) n = 5. Die Gleichung der Kurve durch den Punkt P, lautet

Fig. 45.

und ist die Gleichung einer para-
bolischen Kurve 5. Grades; ihre Kon-
struktion ergibt sich aus Fig. 46; denn
die Gerade O 4 schneidet die Vertikale
durch P, im Punkte P, der gesuchten
Kurve.

Beispiel: Die Gleichung der elastischen

Linie fiir den gleichformig belasteten Frei-
triager lautet (Fig. 47)

Pis (fﬁ 1 x*)

y

“eEy \T @

_ PB o« 1 P3 xt
T6E] U T 4 T6EJ i+
-

Die GréBen y”” werden mit Hilfe der Ta-
belle bestimmt und von der Geraden 0A4’
nach unten abgetragen; bzw. die Kurve

s 1 PI3 xt

=7 AGE\]'IT nach Fig. 46 entworfen.
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2. Hyperbolische Kurven hoheren Grades.

Der Exponent # ist eine ganze Zahl und erfiillt die Bedingung » < 0 .
&) n =—1. Ist P (x,y,) ein gegebener Punkt der Kurve, so ist

y=C-.x—1 und y,=C.x;-1
4

x—1 %,
y:yo.)?l‘ =y0.'x—.
Gleichung einer gleich-
seitigen Hyperbel bezogen
auf die Asymptoten als
Achsen (Fig. 26).

8) n=—2; die Glei-
chung der Kurve durch P,
lautet

x—2 x3
y=yo';‘r—2=yo'x‘2.

Ist P; ein Punkt der
gleichseitigen Hyperbel
(Fig. 48), so verbindet
man P; mit O; der Schnitt-
punkt mit der Ordinate y,
sei II. Projiziert man IT
auf die Vertikale durch Py,

so ist Py ein Punkt der Fig. 46.
gesuchten Kurve.
y) n =—3. Die Gleichung der Kurve durch P, heift
x—3 %

9’:9’0‘;?3:3’0’?’

o

ihre Konstruktion schlieBt sich an die der hyperbolischen Kurve 2. Grades an;
verbindet man in Fig. 48 P, mit O, so schneidet P,O auf der Ordinate y, die

Fig. 47.

7
7 P
14
)
7 T T
1 < 2
4
BPP
GET | | y P
P A ” o
6B gupy? , Y 7
; —
L ——
2
[ 1
A g 0““2:0—’ }

Fig. 48.

gesuchte Ordinate ¥ ab, die auf die Vertikale durch 4 projiziert wird; P, ist der
gesuchte Punkt der hyperbolischen Kurve 3. Grades.
In gleicher Weise werden die Kurven héheren Grades entworfen.

9*
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3. Polytropische Kurven.

Der Exponent ist eine gebrochene Zahl und erfiillt die Bedingung # < 0 .

Die Gleichung der Kurve lautet y = ¥, -

oder mit » = —m

an
o
’vo

m o . gm
Vo™ =y, - xl .

Gegeben sei ein Punkt P (x,y,) und der Exponent m.
Konstruktion: Wahle die Winkel &« und f§ so, daB

14 tgf =1+ tga)™

ist, ziehe von der Projektion 4 des Punktes P auf die y-Achse eine Gerade 44’

4

R

ALE B

A4 e(xa)ya)

unter 45° und von der Projektion D’ des
Punktes P, auf den Schenkel des Win-
kels « ebenfalls eine Gerade D’D unter
45°, dann schneiden sich die Horizontale
durch 4’ und die Vertikale durch D im
Punkte P der Kurve (Fig.49). Um den
Punkt P’ zu bestimmen, verfihrt man
von P ausgehend in gleicher Weise.
Gegeben seien zwei Punkte P,
und P, der Kurve: da zwischen den
Koordinaten der beiden Punkte die Be-

Pl

m
ziehung kel = (&> besteht,
¥, x,

2 1

F X

so wird

0

b 0 -—>4

Fig. 49.

=]

d

o logy, — logy, )
log %, — log x,

R

Um nun weitere Punkte dieser Potenzkurve zu erhalten, bestimmt man
%, ¥, so, daB die drei Abszissen ¥, x,, ¥; und .die drei Ordinaten y,, Yar Vs
eine geometrische Reihe bilden, d. h. daB x, mittlere Proportionale zwischen
#y und #,, bzw. ¥, mittlere Proportionale zwischen »; und y, sind; es werden dann

x,
ay="2 4 oy, =2,
A 1 Y4
hierbei sind die Winkel & und
(Fig. 50) beliebig, § und y aber
durch die gegebenen Punkte P,
/% und P, bestimmt.

A

N
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Zeichnerisch findet man § und y in folgender Weise: ziehe die Horizontalen
P, R, und PyR,, von denen P, R, den beliebigen Strahl OT in T, schneidet;
durch TR, ist ¢ festgelegt; ziehe die Vertikalen P;Q; und P,Q,, von denen
P, Q; den beliebigen Strahl OS oo ¥
in S; schneidet, dann ist y durch 9
51 Q, festgelegt (Fig. 50). Weitere A
Punkte der Kurve findet man
graphisch in gleicher Weise wie
vorher, wenn man statt der Nei- P
gung von 45° die Winkel § und y °9 Y1 5
benutzt.

+ pBem.: Aus der Bedingung log'
=y = 45° ergibt sich 1 + tgf v 9”\ log X
= (1 + tga)™. ] ]

Soll untersucht werden, ob /tyx, .
eine vorgelegte Kurve eine Potenz- log 2,
kurve ist, so tragt man fiir be- Fig. 51.
liebige Kurvenpunkte die Loga-
rithmen der Koordinaten in einem neuen Achsenkreuz auf (Fig. 51). Ergibt
sich als Verbindungslinie der einzelnen Punkte eine Gerade, so ist die vor-
gelegte Kurve eine Potenzkurve, deren Exponent durch die Richtungskonstante
der Geraden bestimmt ist. Ergibt sich keine Gerade, so zeigt die Berechnung
von m fiir mehrere Punkte, in welchen Grenzen m veranderlich ist.

e) Die zyklischen Kurven.

1. Die gemeine Zykloide wird von einem Punkte 4 einer Kreislinie 4B be-
schrieben, wenn sich diese ohne zu gleiten auf einer Geraden 4 C abwilzt (Fig. 52).

Y

B _ )y

\
9

(Y
/

s

s

<_
N
>}
X
,
P

Ry

1

hY
N
N
N
~\
S
3

Fig. 52.

Gleichung. Ist ¢ der Wilzungswinkel, so lauten die Gleichungen der

Zykloide
x=1r-(p —sing); y=r(1 — cosg) .

Konstruktion. Man mache AC = Bogen AB = s 7, teile beides in die
gleiche Anzahl gleicher Teile, konstruiere die Schnittpunkte 7, 2, 3 und mache
1Py=al; 2Py =>bII und 3 P, =cIII, dam sind P;, P, und P, Punkte
der Zykloide.

Die Normale im Kurvenpunkt geht durch den Berithrungspunkt des
erzeugenden Kreises und der Grundlinie AC.
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Die verlingerte Zykloide entsteht, wenn der erzeugende Punkt A,
auBerhalb, die verkiirzte Zykloide, wenn der erzeugende Punkt A4, innerhalb
des rollenden Kreises liegt. Sind p; bzw. p, seine Abstinde vom Mittelpunkt,
so heiBen die Gleichungen

x=9r. @ —p, -sing; Yy=v¢—p -cos@;
¥=7+ p —pyrsing; Yy=7¢—p, cosp.

2. Die Epizykloide (Fig. 53) wird von einem Punkte 4 eines Kreises mit dem
Radius 4 C == 7 beschrieben, der ohne zu gleiten auf einem Kreise mit dem Radius
AO == R rollt, wenn sich beide Kreise auBen berithren. Der feste Kreis mit dem
Radius R heit Grundkreis, der rollende mit dem Radius # heiBt erzeugender Kreis.

Gleichungen. Setzt man R = # . # und bezeichnet den Wilzungswinkel
mit ¢, so wird, wenn m = n 4 1 ist,

x=v(m:cosp — cosme) ; y=yr(m-sing — sinme) .

Konstruktion. Man mache Bogen AE gleich dem Halbkreisbogen 4B

und teile beide Bégen in die gleiche Anzahl gleicher Teile. Ziehe das Strahlen-

Y

Fig. 54.

biischel 0123 E und durch die Teilpunkte 1’2’ 3’ des erzeugenden Kreises
konzentrische Kreise um O, die den Durchmesser AB in den Punkten I, I'T, II],
das Strahlenbiischel entsprechend in @ bc¢ D schneiden moégen. Macht man
aa=11;bb=112; ¢c,c=1113", sosind 4 a, b, ¢, D Punkte der Epizy-
kloide (Fig. 53).

Sonderfille: 1. Fiir w =1, d. h. » = R wird die Epizykloide zur Herz-
kurve oder Kardioide (vgl. S. 144); ihre Gleichung lautet, da m = » 4 1 = 2 wird
x =vr(2cosp — Cos2@) ; y=r(2sing — sin2¢).

Ist die y-Achse Scheiteltangente in 4 und AO die positive Richtung der
x-Achse, so heiit die Gleichung der Kardioide

(3? + 2 —2R%)? = 4R2(x* 4 97 .

2. Fiir # = oo wird der rollende Kreis zur geraden Linie, die Rollkurve zur
Kreisevolvente (vgl. S. 135).

Liegt der erzeugende Punkt A, auBerhalb des rollenden Kreises, so entsteht
die verlingerte Epizykloide, liegt der erzeugende Punkt 4, innen, so ent-
steht die verkiirzte Epizykloide.
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3. Die Hypozykloide (Fig. 54) wird von einem Punkte A eines Kreises mit
dem Radius 4 C = 7 beschrieben, der ohne zu gleiten auf einem Kreise mit dem
Radius A0 = R rollt, wenn sich beide Kreise innen beriihren.

Gleichungen. Mit den Bezeichnungen unter 2. erhidlt man als Gleichungen
der Hypozykloiden, wenn # — 1 = m ist,

x=vr(m-cosp + cosme) ; Yy =vr(m-sinp + sinme) .

Konstruktion wie unter 2 (Fig. 54).
Sonderfidlle. Die Hypozykloide wird zur Astroide, wenn # =4, d. h.
v = 1 R wird; mit m = # — 1 = 3 erhilt man

% =v(3cosp + cos3 @) ; y = v (3sing -+ sin3 )
oder
x=4r-.costp; Y =4r.sin’Q .
Setzt man # = 2, d. h. » = L R, so wird m = »n — 1 = 1, folglich
% =7 (cosp + cosg) = 27 - cosp v
y = v (sinp — singp) =0 .

Die Hypozykloide wird zu einer Ge-
raden, die mit der x¥-Achse zusammen-
fillt. Jeder Punkt eines Durchmessers
des erzeugenden Kreises beschreibt eine
Ellipse (vgl. S. 117).

Liegt der erzeugende Punkt 4, auBer-
halb des rollenden Kreises, so entsteht
die verlingerte Hypozykloide; liegt
der erzeugende Punkt A, innen, so ent-
steht die verkiirzte Hypozykloide.

Fiir den Fall, daB8 der Rollkreis den X

festen Kreis umschlieBt, entsteht die
Perizykloide.

Die Normale fiir einen Punkt der
Epi- — oder Hypozykloide geht durch
den Beriihrungspunkt des erzeugenden
Kreises und des festen Kreises fiir die Fig. 55.
den Kurvenpunkt bestimmende Lage.

Die zyklische Kurven finden bei der Verzahnung Verwendung.

4. Die Kreisevolvente wird von jedem Punkte einer Geraden beschrieben, die
sich ohne zu gleiten auf einem Kreise abwalzt.

Konstruktion: Man mache BD (Fig. 55) gleich dem Kreisbogen 4B
und teile beide in # gleiche/Teile; bb, ist Tangente in b, von der Linge bb, = B2
d d, ist Tangente in d; von der Linge d dy = B4 usw. Dann sind 4, a4, bys
¢y, D Punkte der Evolvente. Ihre Gleichung in Parameterdarstellung bezogen
auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz lautet

% ==ry(cosy + w.siny); Y =r,(siny — p - cosy)
wobei v die Hilfsvariable bedeutet.

f) Die Spiralen.

1. Die Archimedische Spirale entsteht, wenn sich ein Punkt C (Fig. 56) mit
gleichférmiger Geschwindigkeit auf einem Strahle OC bewegt, der sich seiner-
seits gleichférmig um einen festen Punkt, den Pol O, dreht. Hat der Leitstrahl
bei einer einmaligen Umdrehung von 360° den Weg OA = 7, zurlickgelegt,

1 7, .
so legt er bei einer — Umdrehung den Weg ;" zuriick; daraus ergibt sich die
n
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Konstruktion: teile 360° in n gleiche Teile, ebenso die Strecke 04 = r,;
trage radial nach auBen die entsprechenden GroéBen ab.

14
75

Die Polargleichung
heiBit
y = =0
a-. = .
@ 27 L2

3 74

wobei 7 den Leitstrahl, ¢ den
Polarwinkel von OA4 aus ge-
rechnet bezeichnen.

2. Die hyperbolische Spi-
rale. Trigt man von einem
T Durchmesser (Polarachse) OA4
einer Schar konzentrischer
6| x A & Kreise aus auf allen diesen

}

6l Jes5678910M72 Kreisen nach derselben Seite
el hin Bogen von der Linge a
° ab, so liegen ihre Endpunkte
M auf einer hyperbolischen Spi-
8 rale (Fig. 57), deren Gleichung
7 lautet 7.9 = a. Da fiir
@ =00 7 = 0 wird, so ist
der Pol O ein asymptotischer
g Punkt, um den die Spirale
Fig. 56. unendlich viele Windungen be-
schreibt ohne ihn zu erreichen.
Fiir ¢ =0 wird » =00, d. h. die zur Polarachse im Abstande a gezogene
Parallele BB ist Asymptote der Spirale. Konstruktion der Tangente an
die Kurve im Punkte P: ziehe OT senkrecht OP und mache OT = a, dann
ist TP Tangente.
3. Die logarithmische Spirale.

Q)

4 £ Ist in Fig. 58 A ein Punkt der
Kurve, so daB OA = a, dann
lautetihre Gleichung r =a -em-@;
da fir ¢ = — 00 ¥ = 0 wird,

so ist der Pol O ein asymptotischer
Punkt, dem sich die Spirale fiir
negative @ -immer mehr nahert
ohne ihn zu erreichen.

A 23 %567 8§90

Fig. 57.

Konstruktion: Es sei
z. B. m = 0,2; um fiir den
Bogen von O bis & acht
Punkte zu finden, setze man

n
@ = 3 7; dann ergibt sich

0,2-Z.n

r=a-¢ 8 =—a.1,08".

Die Werte » dieser Glei-
chung lassen sich nach Fig. 71
konstruieren, wenn man
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QA = a; OB = 1,08 a macht und den Linienzug ABCD... bis # = §
zieht. Trigt man nunmehr 7, = a-1,08°; 7, = a-1,08'; r,=a-1,08%...
auf den entsprechenden Strahlen ¢, =0; @y =} 7; @y =% ...ab (Fig. 58),
so erhidlt man 8 Punkte der logarithmischen
Spirale fir den Bogen ABC. Zieht man S
DA 1 BA; ED | DA; FE1 DE..., so
ergeben sich weitere Punkte auf den Achsen. N
Dazwischenliegende Punkte erhilt man durch den. N
Linienzug 6, 2, 8, 9, 10... fir 608 1 902,
wobei 2,8 1. 6,2; 9,81 2,8...

Bem.: Eine Tabelle der Werte em+@ findet
sich S. 313 fiir verschiedene m .

Die Tangente TP in dem beliebigen Punkte
P der Kurve bildet mit dem Leitstrahl OP den
Winkel & = constans; es ist
PP, 04a
PP, 2.a°

Die logarithmische Spirale wird bei
Frisern und unrunden Scheiben ver-
wendet.

/27

ctgax = m =

g) Die Sinuslinien.

Unter einer Sinuslinie versteht man
die graphische Darstellung der Funktion
Yy =Y, sing
wobei @ im BogenmaB gemessen wird

(Fig. 59).

1. y folge dem Sinusgesetz: |
Y =Y, sing . i S

MA heiBt radius vector oder i
Fahrstrahl; der Bogen AC ist >
gleich der Strecke ¢ auf der S
@-Achse; die Darstellung der un- H
benannten Zahl ¢ als Strecke be- )
dingt einen MaBstab von der Form S
1 = acm.

¥, ist der Maximalwert der Funk-
tion; y der Momentanwert. Da ¢ im <
Bogenma8 gemessen gleich dem Weg ist,
der auf dem Kreise mit dem Radius 1
zuriickgelegt wird, so kann man setzen

Y=g 511 ¢

Fig. 59.

Tz
Y=Y5-sin i+ Ty

Yo

¢=w.t,

wobei @ die Winkelgeschwindigkeit be-
deutet ; die gegebene Funktion heit dann

Y =Y,+sinw-?

fiir w = konstant wird also ¥ zu einer
Funktion der Zeit; man sagt: y folgt
dem Sinusgesetz oder y schwingt nach
dem Sinusgesetz. Die Zeit einer vollen Schwingung ist T, sie entspricht
einem vollen Umlauf — 360° — des radius vector, so daB w T = 2x;

T heiBt Periode, LT Frequenz. Vergleiche auch Fig. 72 S. 146.
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2. y folge dem Kosinusgesetz: ¥’ = y{ - cosg; mit cosp = sin ((p + j;—)
wird ¥/ = y§ - sin ((p + %) d. h. die Kosinuslinie ist eine um —725 verschoben/c
Sinuslinie; da sie ihren Maximalwert friiher erreicht als die Kurve y =y, sin ¢,
so sagt man: sie eilt um —2”— voran (Fig. 59); es ist % die Phasenverschiebung.

3. Schnittpunkte beider Kurven. Fiir die Schnittpunkte mufB die Be-
dingung erfiillt sein: y = y’; daraus folgt:

Yo+ sing = y(,’sin( \) ©CosQ ;
Yo
tgg =-— ; @ == arc tg -
Yo y

4. Addition und Subtraktion sinusartig schwingender GroBen.

«) Ohne Phasenverschiebung. Folgen zwei GroBen dem Gesetz
% =x,-sinp, ¥y =y,sinp, so wird ¥ +y =z = (x, + ¥,) sing; mit
%, + ¥, = 2, erhdlt man z = z, - sing, d. h. die resultierende Kurve ist eine
Sinuslinie. mit dem radius vector z, = %, 4 ¥,.

fB) Mit Phasenverschiebung. Ist & die Phasenverschiebung, so lauten
die Gleichungen: .

¥ =%, sing,
Y =y, -sin(p + &)

z = %, sing + ¥, « sin(p + «)
16st man die Klammer auf, so kann man schreiben

z (% + ¥, - cOsx) (sin -+ co Yo sina )
— . . COS —_— .
Ton e ¢ ¢ ¥y + ¥, - cosx
X . 14
Mit _"__l:w = 2, und _&__ — tgﬂ erhilt man
cosf Xy + Yo+ cOsx

z=zo-sin(<p—|-ﬂ) .
d. h. die resultierende Kurve ist eine Sinuslinie mit dem radius vector z,; sie
eilt der Kurve ¥ = #,+sing um f voran (Fig. 60).

\\(zx Lry=20:5 (0 +f3)

\ X =X, -8 P

Y2k 2 ¥

h
I

'

|

1

i

'

i

'

'

i

H

i

i

'

|

[

-Zp——

Fig. 60a. Fig. 6ob.

Aus der graphischen Darstellung ergibt sich ohne weiteres, daB CD als
Projektion des radius vector MC = 2, gleich ist der Summe der Projektionen
von MA und MB, wenn C ein Punkt des Parallelogramms aus M4 = x, und
M B = y, ist; d.h. der resultierende radius vector z, ist Diagonale im Parallelo-
gramm aus ¥, und ¥,; man erhilt ihn, wenn man %, und ¥, der Gré8e und Rich-
tung nach aneinander fiigt (geometrische Addition gerichteter oder VektorgréB8en).
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Fig. 60a heiBt das Vektorendiagramm. Im allgemeinen wird das Vektoren-
diagramm fiir ¢ = O entworfen; zur Bestimmung der Momentanwerte 1468t man
das Achsenkreuz im entgegengesetzten Sinne von ¢ rotieren, die Lote von den

X=Xo SN P

ANV s (¢ -f3)

AN

! S LA 2%
e B 1 K o~ 7
e—gp = Va
Y=Yo-sinfp+o)
Fig. 61.

Punkten A4, B, C auf die — rotierende — Achse MM’ geben die Momentan-
werte. Sind die Kurven # und ¥ der Fig.60b gezeichnet, so ergeben sich die
Ordinaten der Additionskurve durch Addition der Einzelordinaten. Soll die
Differenz der gegebenen Funktionen gebildet werden, so verfihrt man nach
Fig. 61; die Richtung der Vektoren ist durch Pfeilspitzen hervorgehoben.

5. Multiplikation sinusartig schwingender GroBen.
«) Ohne Phasenverschiebung (Fig. 62):
¥ = %,-sing ; Yy =y, sing ;
Z=x.9 == %, Y,sin’p

; 4"~\/zax~y=la~zo cos 24
\l
\
\.‘ [
\I
\
\n
\I
\. v
2 rA
X =2, Sin ¢
Y=Yo Sin ¢
Fig. 62.
1
mit sin®p = > (1 — cos2¢) ergibt sich
X . X e
2= 20 —Ly‘l-cosrp
2 2
¥ ¥
setzt man 7 — 0% — 2/, so wird 2 = — —"2—% - cos2 @ durch eine
RO

Sinuslinie dargestellt, deren radius vector z, == ist. Durch das Pro-
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dukt der Maximalwerte ¥, und y, wird fiir z ein neuer OrdinatenmaBstab er-

X,
forderlich; die Einsetzung z’ = z — 0¥ pedeutet graphisch eine Verschie-
X .
bung der @-Achse um —02—%’— nach der positiven Richtung der Ordinatenachse.
4
Aus der Bedingung z’ = 0 ergibt sich ¢ = ”y ; der Koordinatenanfangse

punkt des Systems, fiir das z’ = f(p) eine normale Sinuslinie ist, hat die Ko-

X,
ordinaten % und _0273’0 . Die Konstruktion der z-Linie ergibt sich in folgender

Weise: Sind CA4 = x, und CB = ¥, die Fahrstrahlen der beiden gegebenen
%0 Yo

Funktionen ¥ = f(¢) und y = F(p), so mache man M’C = z, = >

Z=XY =2y C0S K=2,-COS (2p+6C)

. h{. 7T
\ /N

Fig. 63.

mit Hilfe eines neuen Ordinatenstabes. LiB8t man nunmehr C4A und CB im
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers rotieren, so erhidlt man die Ordinate z
fiir den beliebigen Winkel ¢, wenn der Fahrstrahl M’C den Bogen CC’ =2 ¢
beschreibt; die Entfernung des Punktes C’ von der @-Achse ist die gesuchte
Ordinate z fiir die Abszisse @. Fiir den Sonderfall ¥, = y, = 1 wird 2, = {.

p) Mit Phasenverschiebung (Fig. 63). Die Gleichungen lauten:

¥ =z, sing ; Yy =¥, -sin(p + «)
Z2=x,sing -y, sin(p + &) .

Nach Auflésen der Klammer erhilt man mit Hilfé der Beziehungen

2sin? @ =1—cos2¢ und 2sin @+ cos p =sin2 ¢

X . X,
z:x.y:—"zicoszx — 023’0 cos(2 ¢ + «)
und mit —102'3/0 ccosx = 2
%+ Yo
U _2—cos(21p + &) = —z,-cos2Cp + &) .
x .
Die resultierende Linie ist eine Sinuslinie mit dem radius vector %y = 02 L 4

deren horizontale Achse um %o Yo + cosx = z, » cosx verschoben ist.

Die Konstruktion der z-Linie ergibt sich wie folgt: Sind MA = %, und MB = y, die
um o gegeneinander verschobenen Fahrstrahlen der gegebenen Funktionen x = %,-sin¢g
und y = 9, +sin(e + «), so mache man mit Hilfe eines neuen OrdinatenmaBstabes

%0 Yo
2

M'M = zy+ coso = scosa (ist in Fig. 63 gestrichelt gezeichnet). Fiir ¢ = 0 hat der
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resultierende Fahrstrahl z, die Lage M’C, wobei MM’C = « ist. Rotieren nunmehr die Fahr-
strahlen M4 = x, und MB = y, mit der konstanten Entfetmmg o im entgegengesetzten
Sinne des Uhrzeigers um M, so mu8 der resultierende Fahrstrahl M C = 7z so um M’ ebenfalls
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers rotieren, daB Bogen CC’ = 2 ¢ wird; die Entfernung
des Punktes C’ von der g¢-Achse ist die gesuchte Ordinate z.

Beispiel: Bei einem Wechselstrom mit induktiver Belastung folge die Spannung dem Gesetz
E; = E,-sin w¢, dann folgt die Stromstirke dem Gesetz J; = J,- sin(w? - wz), wenn wzt
die Phasenverschiebung bedeutet. Es ist die Leistung als Funktion der Zeit darzustellen. Sie
ergibt sich als Produkt der Momentanwerte zu

NA=E;+Ji=Ey+Jy-sinwt-sin(wt - wz) .
Unter Beriicksichtigung des Verfahrens Fig. 63 erhilt man

E,- E,-
9[:0—2]0-oosmt~ 0—210—-ws(2mt—wz)

und da
A=EJ.coswr - E Jcos(2w?t - w7) .
6. Die Gleichung der Y
Kurve laute: Y=Y, sina
Y=y, sinn-x. '
a) |

a) m = 1 ergibt @
y =Y, +sinx (Fig. 64a) i
das ist die normale Sinus- ;

Yo -sin

linie.
b) »n = 2 ergibt ! :
y =y, - sin2 #; die Kur- %)
ve ist in Fig. 64b dar- .
gestellt und kennzeichnet i ' )
einen periodischen Vor- '5"}[3
gang mit doppeiter /\ '
Schwingungszahl. '
c) n = 3 ergibt (cy ! T KTl
Yy =19, - sin 3 # (Fig. 64 c), v \‘/
hierbei ist die Schwin-
gungszahl dreimal so groB
wie unter (a).

Fig. 64a—c.

h) Die gemeine Kettenlinie

ist die Seilkurve, deren Belastung der Lingeneinheit des Bogens konstant ist;
ihre Gleichung lautet (Fig. 65):

y = g‘(e%—kg_%)-

Ist H die Fadenspannkraft im Scheitel S, p das Gewicht der Lingeneinheit,
dann ist der Parameter » = H :p diejenige Lange des Seiles, deren Gewicht gleich
z

der Spannkraft H ist. Ersetzt man e* durch eine Reihe (vgl. S. 90), dann wird

h x? 1 8 1 xt
y——-—z( + —f‘f ﬁ‘}‘?'—F—FZT}F"‘

] x 1 2% 1 3 1 x*
it s e Tt )

. 2 1 x‘_}_ )
v= (+?h awmt)
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Da bei dem Sonderfall der flachen Kette x: 4 sehr klein wird, kann man
die hoheren Potenzen von x:4 vernachléssigen; fiir diesen Fall geht die Gleichung
der Kettenlinie iiber in die
Gleichung der Parabel

¥ =2h(y —h).

Konstruktion: Ist der
Parameter # bekannt, so be-
rechnet man die Ordinaten
der Kurve mit Hilfe der Hy-
perbelfunktionen (siehe Tafel E,
S. 38).

Ist der Parameter h nicht
bekannt, so verfihrt man wie
folgt: Es sei 2 L die Linge
einer Kette; ihre Aufhinge-
punkte haben eine horizontale
Entfernung 2/, ihr Hoéhen-

e

i unterschied betrage 2b, dann
X bestehen die Beziehungen
0,«1" yL? — b2 - @intp
! T
und v
Fig. 65. h = L
4

Die X-Achse liegt um den Wert L . (l\:,tgtp senkrecht unter dem Mittel-
punkt M der Verbindungslinie der Aufhingepunkte; die Y-Achse weicht um
den Wert v + % nach der Seite des tiefer gelegenen Aufhingepunktes von
der Vertikalen durch den Mittelpunkt M ab, wobei vy bestimmt ist durch

b
Tay =73

L
Fiir eine symmetrisch aufgehingte Kette ist b = 0, folglich —— lep =5
der Aufhingewinkel & ergibt sich aus ¢
cosx = igqo
L 4

Beispiel: Ein Seil von 36 m Linge sei in zwei Punkten aufgehiingt, deren horizontale
Entfernung 24 m und deren Héhenunterschied 8 m betrigt. Es wird

Ging VL -t Vig: — 4

P TR
Aus der Tabelle findet man durch Probieren
@ 1,6 1,59 1,58 1,57
Ging 2,3756 2,3499 2,3245 2,2993
Ging 1,486 1,480 1472 1,463.
(p
Mit dem so bestimmten Wert ¢ = 1,463 wird
I 12 L 18
h=—=—=765m; L- == 65m ;
P 7,65m ; Ctg Too 0,91 19,65

b 4
igw:z:1—8=02222; p = 0,226,

dann betrigt die horizontale Ausweichung des Koordinatenanfangspunktes
weh=02267,65=1,73 m.

Damit ist die Lage des Achsenkreuzes und des tiefsten Punktes festgelegt.



Krumme Linien in der Ebene. 143

i) Kurven, deren Gleichung die Form +™ = a™ . cos (m¢) hat.

1. m =1 ergibt » = a - cos @ als Polargleichung des Kreises; aus tgep = %

erhdlt man die Scheitelgleichung fiir das rechtwinklige Achsenkreuz (Fig. 66)
224yt =a.x.
2. m=—1. Die Gleichung der Kurve
lautet :
r~*=a"1.cosgp,
a=yv-cosp.
Da die Projektion des Leitstrahles kon- < AN
stant sein soll, miissen seine Endpunkte auf AN
einer Parallelen zur Y-Achse liegen; bezogen |4 N X

auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz heiBt die g :M
Gleichung ¥ = a .

3. m = 2. Die Gleichung der Kurve
lautet :

r? = a? . cos2¢

oder
yt = az(,e cosgtp — #2 . sin2 tP) Fig. 66.

aus tgp = {— erhdlt man fiir rechtwinklige Koordinaten
(#® + 992 = a2 (»® — 99

als Gleichung der Lemniskate oder Schleifenkurve (Fig. 67), die sich
auch aus der Definition der Kurve als geometrischer Ort aller Punkte P ergibt,

|4
A’ .
N
2 F'
1,
i 4
O [2
15 #3\2 @
! #
IPI
f F
1 @ a
vz
Fig. 67.

fiir die das Produkt ihrer Abstinde PF und PF; von den festen Punkten F
und F); konstant und zwar % a? ist. Da nur die Quadrate der Variablen in
der Gleichung vorkommen, sind die Koordinatenachsen Symmetrieachsen.
Die beiden Aste der Kurve stehen im Koordinatenanfangspunkt senkrecht
aufeinander; die Halbachse der Kurve ist a .

Konstruktion: Aus der Polargleichung #? = a? . cos2¢ ergibt sich

72 =12 . a%cos?p — a? = (a}/2 - cosg)? — al.

Ist 04 = 04’ =a, so mache man AB = AB’ = a; schlage mit dem

beliebigen Fahrstrahl OP; = 7 um O einen Kreis und mache AP, = r; schlage
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mit OP, um O einen Kreis, der die X-Achse in Py trifft, dann schneidet die

Ordinate in P3 den Kreis um O mit dem Radius OB = a ]/?2. in P,; verbinde

, ) P, mit O, dann ist der Schnitt-

Y Y punkt P, von OP, und dem

| —1 Kreise mit dem Radius 7 ein
Punkt der Lemniskate.

Fiir mehrere Punkte empfiehlt

sich: Teile OA’ = A’8 in die

by gleiche Anzahl gleicher Teile;

A A rechte VI VI’, dann schneiden

die Strahlen OVI und OVI’ den
a,=3a

2

Kreis mit O6 in den Punkten
P

6

fe

und P} der Lemniskate.
4om =+-;7. Die Gleichung
der Kurve heil3t

/ ziehe die konzentrischen Kreise
/ um O mit den Radien 06, 06,
4 £ 08; errichte in VI die Senk-

b QL —

M—

el XL UTSS

Pl = gt . cosg’_,

q

Ya

Fig. 68. vy =a- 0052% = a(1 + cos¢),

aus 2. c052%=1+cos<p folgt 272 —arcosp = av,
und da fiir rechtwinklige Koordinaten #? = %% 4 9% und 7 - cosp = # ist,
ergibt sich

4(#* + ) (3 +¥° — ax) = a®y*

als Gleichung der Kardioide (Fig. 68) (vgl. S. 207).

k) Gleichungen einiger anderer Kurven.

1. Die Zissoide (Efeublattkurve, Fig.69). Die Gleichung der Kurve lautet
in Polarkoordinaten

7+ cosp = a - sin?ep .

Errichtet man iiber a als Durchmesser einen Kreis, so wird AB = a - sing
und die Projektion dieser Strecke auf die Horizontale durch B B C = a - sin®¢;
aus der Gleichung folgt BD = v . Trigt man von O aus BD ab, so ist P ein
Punkt der Zissoide. Mit ¥ = 7 - cosg und ¥ =7 - sin¢ erhilt man fiir recht-
winklige Koordinaten

yi(a — x) = #%.

2. Die Konchoide (Fig. 70). Zieht man von einem Pole O nach einer
Geraden BA B, Strahlen OP;CP und trigt von ihren Schnittpunkten C mit
der Geraden B A4 B, aus die unveridnderliche Linge a nach beiden Seiten ab,
so liegen die Endpunkte auf einer Konchoide. Ist b die Entfernung der Geraden
BB, vom Pol O, so lautet die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten

b
¥ = ——-4a
cos @
Bezieht man diese Gleichung auf rechtwinklige Koordinaten (vgl. S.108), so
erhidlt man
@+ y)(x —b)? =a%s?.
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3. Die Exponentialkurve ist die graphische Darstellung der Exponential-
funktion >
Yy =a".
Eine besondere. Form der Gleichung ist
y =e

wobei e = 2,71828 . . . die Basis des natiirlichen T.ogarithmensystems ist.

Nimmt man 1 als Strecke (MaBstab der X-Achse) und @ als Strecke (MaB-
stab der Y-Achse) an, so ergibt sich die Konstruktion der Exponentialkurve fol-
gendermaBen : mache O A =1 (Fig. 71) und O B = a; zieht man BC | A B, so

Taschenbuch. 10
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wirdOC=4a2;CD | BCliefert OD=a3; DE | CD liefert OE =a*...
Zieht man Aa | BA, so wird Oa=a"1;ba 1l a4 liefert Ob=a"%,

¢b | baliefert a=3; dc¢ 1 boc liefert a—* ... Trigt man die so gefundenen
Werte ... a"2%, a=1,a°=1, a', a®... als Ordinaten zu den zugehdrigen
Werten ... ¥y =-—-2;y=—1;x¥=0; ¥y =1; ¥y =2 ... auf, so erhilt man

die Exponentialkurve y, = a” . In entsprechender Weise ergibt sich die Expo-
nentialkurve y, = a~%, die in Beziehung auf die Y-Achse symmetrisch zu
Y, = a” liegt.
Durch Addition der Einzelordinaten erhdlt man die Kurve
Y=y +Y,=a"4+a"".
Halbiert man die Ordinaten dieser Kurve, so ergibt sich

1 1
z:?(y1+y2)=?(“x+“_x)’

die in die Kettenlinie iibergeht, wenn a =— ¢ = 2,71828 ... ist; der Parameter
der Kettenlinie ist in diesem Falle A = 1.
4. Die logarithmische Kurve. Durch Logarithmieren erhilt man aus

4 y = a"
N logy = x « loga .
\ Nimmt man a als Basis eines ILo-
garithmensystems an, so wird loga fiir
\ die Basis a gleich 1, so daB
TTNge &% ¥ = lggy;
e
y 5 (N AN .
/ AR Yomsin(c; £+3)
/ i 5.\ SR =bz . s
/ 7 ~_ Y=Cre - Sin(cyz+cy) “
/ / AN 4 4 N
! 4 ) S\ T~ N
| AN ( Y !Y
pe= T 7 5 " =
Vv %’T \L_ | N
/ — \_‘_\_.4

> C3l<

Fig. 72.

es ist dies die inverse Funktion der Exponentialfunktion; mit » = 9’ und
¥y = &’ erhilt man B
y" = log#’ .

Die graphische Darstellung ergibt die gleiche Kurve wie in Fig. 71, doch
sind die Achsen miteinander vertauscht.

5. Die Kurve der geddmpften Schwingung (Fig. 72). TIhre Gleichung
lautet

y=c¢, -e "% .sin(c, x + ¢)
und ist der mathematische Ausdruck fiir geddmpfte pendelartige Schwingungen.
Sie ergibt sich durch Multiplikation der Funktionen y, :‘cl ce ~* und
Y, =sin(c, ¥ + ¢;); ihr Verlauf ist periodisch, doch nehmen die Hochst-
werte wie die Werte der Exponentialfunktion y, ab; die GréBe der Dimpfung
hingt von b ab.

Y, = sin (g x 4 03) ist eine um ¢; nach links verschobene Sinuslinie, die
sich nach Fig. 59 S. 137 entwerfen 1iBt.

y, = ¢; - €% entspricht der Kurve y, =¢, - a~% unter (3), wenn man
eb =g setzt. Trigt man unter Zugrundelegung eines MaBstabes auf der
¥-Achse den Wert ¢, - a, auf der x-Achse den Wert ¢, ab (Fig. 72), so er-
hilt man durch Anwendung des Verfahrens unter (3) die zu den Abszissen
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1,2,3... gehdrenden Ordinaten ¥, . Aus y =y, +y, folgt y:y9, =y,:1,
d. h. y ist die vierte Proportionale zu ¥, , ¥, und1. Um die beliebige Ordi-
nate ¥ graphisch zu finden, trdgt many, und 1 auf der Achse ab, verbindet
die Endpunkte vony, und 1 und zieht zu dieser Geraden durch den End-

punkt von ¥, (auf der » Achse) eine Parallele, die auf der Vertikalen die
Ordinate y abschneidet.

VIII. Infinitesimalrechnung.
Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

A. Die Differentialrechnung.

Es sei die Aufgabe gestellt, an die Kurve y = f(#) im Punkte P(x,%)

eine Tangente zu konstruieren. Da die Tangente als gerade Linie durch Punkt
und Richtung eindeutig bestimmt ist, so handelt es sich in der vorgelegten
Aufgabe darum, die Richtung zu er-
mitteln. Man verbinde den Punkt P %%
(Fig. 73) mit dem so nahe liegenden
Punkt P; der Kurve y = f(x), daB
dieKoordinaten #;, ¥, um einen sehr
kleinen, aber  endlichen  Betrag
Ax = % —x bzw. Ay =1y, —y von
# und y verschieden sind. Durch die
Gerade P, P ist der Néigungswinkel 7
festgelegt durch die Beziehung

LaBt man den Punkt P, auf der
Kurve in Richtung P wandern, so o Ly
4ndert sich die Richtung der Sekante Fig. 73.
P,P. In dem Augenblicke, wo P; mit
P zusammenfillt, wird die Sekante zur Tangente, der Neigungswinkel 7 der
Sekante geht iiber in den Neigungswinkel ¢ der Tangente. Betrachtet man die
Anderungen, die 4 und damit 4y wihrend der Wanderung des Punktes P;
erfahren, so wird man sagen: die veranderliche GroBe A ¥ nimmt immer kleinere
und kleinere Werte an als jede gegebene GroBe, sie wird verschwindend
klein. Fillt P, mit P zusammen, so wird 4% = 0. Da die Gerade P; P sofort
wieder Sekante wird, wenn P; iiber P nach links weiter wandert, so faBt man
die Tangente als Grenzfall der Sekante auf und sagt: die Sekante wird zur
Tangente, wenn sich der sehr kleine, aber endliche Wert der verinderlichen
GréBe Ax der Grenze Ax = O nihert; es ist demnach der Neigungswinkel ¢
der Tangente gleich dem Grenzfall des Neigungswinkels 7 der Sekante

tgp = limtgr lies: limes tgz fiir 4x =0,
Ax=0

(limes = Grenze). Spricht man von ,,verschwindend kleinen oder ,,unendlich
kleinen GroéBen*, so muBl man sich stets vergegenwirtigen, da8 es sich zunachst
um sehr kleine, aber endliche GroBen handelt, die sich dann der Grenze O ndhern
und im Grenzfall zu Null werden; man hat es mit einer stetigen Abnahme von
Ax zu tun. An dieser Betrachtungsweise muBl festgehalten werden, da mit
Ax =0 auch — eine stetige Funktion y = f(x) vorausgesetzt — Ay =0
werden wiirde, der Ausdruck -Alx = tg7r demnach den unbestimmten Wert 9«

annehmen wiirde. Durch diese Betrachtungsweise erhilt man fiir o womit

10*
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4

man nichts anfangen kann, einen reellen Wert: lim tgr = lim 2y ist die
Adx=0 Adx=0 Ax
Steigung der Tangente im Punkte P(xy) der Kurve y = f() .

A —
Z!f = 2)1 —1?2 heiBt Differenzenquotient; fiir den Grenzfall schreibt man
x /£

nach dem WVorschlage von Leibniz

i.j/‘ —= lim =y tg
Ax  fy—0 Adx @
dx und dy sind die Differentiale; unter dx versteht man den verschwindend
d:
- unendlich — kleinen Zuwachs von x ; d—y ist der Differentialquotient;
£1

wird aus der gegebenen Funktion y = f(#) der Differentialquotient gebildet,
so sagt man: die Funktion ¥ = f(x) ist differenziert worden. Man kann
eine Funktion sofort differenzieren, wenn man in der Lage ist, die Tangente
an die Kurve y = f(x) zu zeichnen, und man kann eine Tangente an die Kurve
¥ = f(x) legen, wenn man den Ausdruck

d —_
tgp = - j/ = lim -**-——
dx Ax=0 Ax

bildet.

Beispiele: 1. Es ist die Funktion y = a x zu differenzieren. Da die Kurve eine gerade
Linie durch den Koordinatenanfangspunkt ict, deren Richtungskonstante tgg = a bekannt ist,
so wird
d(a
J—x) =a oder d(ax)=a-dx.
dx

2. Es ist die Funktion y = a zu differenzieren. Die Kurve y = a ist eine Parallele zur
Y- Achse, ihre Richtungskonstante ist

dy
tgp=0, d h 5Y=0 oder Jf’l-o oder d(a) =

in Worten: Das Differential einer Konstanten (a) ist gleich Null.

3. Esist die Funktion y = a 23 zu differenzieren. Der benachbarte Punkt P, hat die Koor-
dinaten %; = ¥ + 4x; y, =y + Ay, die der Gleichung der Kurve geniigen miissen, d. h.
yy=a- (¥ + 4x)3. Man bildet zunichst

Ay yl—yga[(x+Ax3<x3] alx3 +3224x+3x- (Ax)2+(Ax)3—x3]

Ax T dx Ax Ax

Die Einsetzung 4 x = 0 darf erst dann geschehen, wenn A x aus dem Nenner verschwunden
ist. Ausdividiert ergibt sich

4y _wi-v _ N 3]
T AE _a[3x +3x-dx+ (4dx)2|.

Jetzt erst darf der Ubergang zur Grenze durchgefiihrt
werden; mit dx = 0 wird
dy _ dy

lim =2 = 52 .32,
AxlfoAx dz ° 3%

Der konstante Faktor a blieb bei der Entwicklung
Faktor. dy 33/

s y .
t 2= d t =7 -2
Mit x 7.5 W g(p_d

gung der Tangente im Punkte P der Ku:ve vy = a x3 (Fig. 74);
der zweite Punkt 4 der Tangente ist durch P'4 = 3y De-
stimmt.

Setzt man die Symbole der allgemeinen Formen ein, so
erhdlt man

gleich der Stei-

4y A g

Fig. 74. dx gy—-0 dx
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a) Allgemeine Regeln.

1. Differentiation von Summe und Differenz. Gegeben seien die Funk-
tionen # = F(x¥) und v = f(#); ihre graphische Darstellung zeigt Fig. 75.
Die gestrichelte Kurve ist ¥ = # -}- v. Man findet den unendlich kleinen Zu-

wachs dy als Summe der unendlich
kleinen GroBen du und dv, so daB
y=u-+v; dy=du-+ dv;
dy du av
dx  dx ax
d. h. eine Summe bzw. eine Dif-
ferenz wird durch Differentiation
der Summanden differenziert.

Fig. 75. Fig. 76.

2. Differentiation von Produkt und Quotient. ¥ = u-v, wobei © = I (#);
v = f(x) . Werden u und v als Strecken aufgefait, so wird ¥ dargestellt durch
ein Rechteck (Fig. 76); wachsen # um d# und v um dv, so wichst ¥y um die
gestrichelte Fliche, die sich aus drei Rechtecken (% - dv), (v - du) und (du - dv)
zusammensetzt. Das Produkt du#-dv heiBt unendlich kleine GioBe zweiter
Ordnung; sie darf gegen eine verschwindend kleine Grofe erster Ordnung
vernachldssigt werden, und man erhilt als Resultat:

ay

du
dx

dx
Sind mehrere Faktoren vorhanden, von denen jeder cinzelne einc Funktion
von ¥ ist, so ergibt sich

d
dy = u-+dv +v.du; ——:u-—dquLv-
¥

du dv dw )

d(u-v~w...)::(u ’ -

Ist ¥y = , so stellt # = v .y ein Rechteck dar und man erhilt

u
v
du = v.dy + ¥y -dv und daraus
an w dv
Ve —m PR E——
vedu — 1 -dv ay ax dx
dy = —— = —_—.

2

dx v

3. Diiferentiation einer Potenz. Gegeben sci ¥y = g - 4", dann ist

Yy, =a-¥=a-(x+ A x)* ; der Differenzenquotient erhilt die Form
Ay a-|(x + Az — 2"
Ax Ax
i (n — 1
a-. [x” +nam . Ax+ #—272 At (da)? 4 —
— P —

=a-[n-x"“+?L(?—;;—Q-x”*?-zlx—k... .
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Setzt man beim Grenziibergang A x = 0, so ergibt sich

Ay dy

lim —— = ——=a-.-n.3""1
Az=04dx dx

oder dy = a-n-x""1.dx

oder d@-x") =a-n-x""1.dx.

Eine Wurzel wird als Potenz mit gebrochenem Exponenten behandelt.
4. Differentiation der trigonometrischen Funktionen. Es ist die Funk-
tion ¥ = sinx zu differenzieren. In Fig. 77 ist

AA’=sinx = y; BB =sin(¥ +dx) =9,; BC=dy=y, —y.

Ist der Bogen A B verschwindend Kklein, so fillt die Sehne 4 B mit dem Bogen
und mit der Tangente zusammen, es wird
BA | MA und <« CBA = X x. Aus dem
rechtwinkligen Dreieck 4B C erhilt man

BC = BA - cosCB4 ,

d
dy = dx - cosx¥ , so daB i: cos ¥

dx
dsinx
oder ———— == COSX ,
dx
oder dsiny = cosx - dx .

. Die iibrigen trigonometrischen Funktionen
Fig. 77. vgi. Tabelle S.153.
5. Differentiation der logarithmischen Funktion. Es ist die  Funktion
y = logx zu differenzieren; es wird

Ay _y,—y _ log(x 4 4x) —logx

Az Ax Ax
1 x4+ Ax 1 ( )
Tx s T T gy et
Setzt manﬂ=iund Ax:i, so erhilt man
x n
%= e ) = a1+ 1]
—Z;_;-log 1-}—1{ —..x-log 1+7 .

Wird A4 x unendlich klein, so wird # unendlich groB, folglich

n
d_y=_1_.1jm ]og[(j.’.i)]‘
dx ¥ p=oo n

s 1\" . ay 1
Mit lim (1 + — ] = e = 2,71828 .... wird —— = — . loge .
7= 0o n dx x

Fiir e als Basis des Logarithmensystems wird loge = 1, so daf}

ay 1
il
wenn ¥y = lnx.
6. Differentiation inverser Funktionen. Lost man die Gleichung y = f(¥)
nach # auf, so erhilt man ¥ = F(¥). Da diese Funktion aus y = f(#) durch

UmkKkehrung entsteht, heiit sie invers,
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dy . dx _ af(x) . dF(y)

Aus 1 == ax Ty P Ad‘y_ erhilt man
dF(y) 1 1 dy 1
dy T a ~ dy’ dx T dFG)
dx dx 77
d. h. die Differentialquotienten inverser Funktionen sind einander reziprok.
1) Yy = f(#¥) = arcsinx, dann ist x = F(y) = siny,
ay d(arcsiny) 1 1 1 1
ax ax T dEiny) | cosy V1 — sinty = Vi—a
ay
a
2) y=ga" x=logy; x=_—-lny;
dy 1
E—;:—T—B—&y—:ydna:a"-lna;
Tna ay

d(@®) = a® +Ina - dx .
Fiir ¢ = ¢ wird Ina = Ine = 1, so daB d(¢*) = e*- dx.
a
y = é* ist die einzige Funktion, die mit ihrer Ableitung _dl tibereinstimmt ;

man nennt ¢* die ,,Exponentialfunktion‘ (vgl. S. 145).
7. Differentiation unentwickelter Funktionen. Ist die unentwickelte Funk-

d
tion f(¥y) = O gegeben, so 14Bt sich der Differentialquotient d—z durch

direkte Differentiation finden, indem man die Glieder mit x¥ nach x, die

Glieder mit ¥ nach y differenziert; z. B. 92 =2px; 2ydy =2pdx»;

24 . . . .

d—y o % . Ist ¥ = f(u, v) eine Funktion von zwei Verinderlichen # und v,
x

so wird sich ¥ im allgemeinen schon verdndern, wenn sich nur # verindert,

v aber konstant bleibt, oder wenn sich nur v verdndert, # aber konstant bleibt.

a
Ist nur # verdnderlich, so 148t sich der Differentialquotient —t_il bilden, den
d u
man aber mit (7—y bezeichnet und partiellen Differentialquotienten
u

oder die partielle Ableitung von ¥ nach # nenn