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Vorwort.

Die Elektronentheorie der Metalle ist gegenwirtig so weit fort-
geschritten, dall sie fast alle Eigenschaften der Metalle erklart
und schon auf einigen Gebieten vollstandige quantitative Angaben
machen kann.

Dieses Buch soll eine Einfithrung fiir diejenigen sein, die dic
Entwicklung der Theorie nicht im einzelnen verfolgt haben. Ich
habe dabei insbesondere an den Experimentalphysiker gedacht,
der sich mit Metallphysik beschéftigt, und der sicher aus der Theorie
manche Anregung schépfen kann. Ich habe mich daher bemiiht,
mit moglichst einfachen mathematischen Hilfsmitteln auszu-
kommen, und andererseits itberall, wo es moglich ist, die Ergebnisse
der Theorie mit den Experimenten zu vergleichen.

Die Herren K. Fucas und H. Loxpox haben mich beim Lesen
der Korrekturen freundlichst unterstiitzt. Beiden méchte ich
auch an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aussprechen.

Bristol, im September 1936.

HERBERT FROHLICH.
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\2! Zahlenwerte. — Energiebezeichnungen.

Einige Zahlenwerte.

¢ = 2,998 - 10 cm/sec

e = 4,77 - 10710 abs. elektrostatische Einheiten
h = 6,55 - 10727 erg. sec.

h = 1,04 - 1072 erg. sec.

k= 1,37 - 1078 erg. grad!
m = 9,03-10"28¢g
N = 6,06 - 1022 = LoscHMIDT-Zahl

h
h= ’; ;w = 0,916 - 10720 = 1 Borrsches Magneton.

Energiebezeichnungen.

Wir werden die Energie hiufig in e-Volt, k-Grad und u-GauBl
ausdriicken. 1 e-Volt ist dabei die Energie ¢V, mit ¥V = 1 Volt.
Entsprechend ist 1 k-Grad die Energie k7 mit 7' = 1° und 1 -
GauBl die Energie uH mit H =1 GauB.
1e-Volt = 1,59-1012erg = 23,0 K-Cal/g-Atom = 1,16 - 10* k-Grad

= 1,73 - 103 u-GauB.
1%-Grad = 1,49 - 10*u-GauBl = 0,862 - 10~ e-Volt.



Bezeichnungen. Vi

Bezeichnungen.

Die folgenden Bezeichnungen werden im Text micht besonders

erkldrt:

¢ = Lichtgeschwindigkeit

e = Elektronenladung

h = Prancksches Wirkungsquantum

h
2n

k = BorrzmMaNN-Konstante
m = Elektronenmasse

a = Gitterkonstante

f = reduzierter Ausbreitungsvektor
m = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten m,, m,, m,
n = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten n,, n,, n,
R = Volumen des Grundgebietes

t = Ortsvektor

T = absolute Temperatur

T = Zeit

z

y{ = Komponenten des Ortsvektors
2

v = Frequenz
Bei Temperaturangaben bedeutet die Bezeichnung °, z. B. 100°,
immer die absolute Temperatur, wihrend ° C Celsiusgrad sind.



Kurzer Uberblick iiber die Entwicklung der
Elektronentheorie der Metalle.

Im Rahmen der modernen Physik hat als erster W. Pavrr [28]!
das Problem der Metallelektronen aufgegriffen. Er behandelte
den temperaturunabhéngigen Paramagnetismus der Alkalimetalle,
der vom Standpunkt der klassischen Physik aus vollstindig un-
verstindlich ist. Indem er die von Fermr [22] und Dirac [20]
entwickelte Quantenstatistik auf die Metallelektronen anwandte,
konnteereine quantitativ befriedigende Behandlung des temperatur-
unabhéngigen Paramagnetismus geben. Dies veranlafBte A.SOMMER-
FELD [54] zu einer systematischen Untersuchung der Metall-
elektronen, indem er wie in der klassischen Theorie von P. DRUDE
und H. A. LorenTz [26] die Metallelektronen als vollkommen frei
annahm, jedoch nicht die MAXWELL-Statistik, sondern die FERrMI-
Dirac-Statistik auf sie anwandte. SOMMERFELD konnte in seiner
grundlegenden Arbeit zeigen, daf alle Schwierigkeiten der klassi-
schen Theorie in der modernen Theorie wegfallen. Damit war
der Weg fiir die weitere Entwicklung gezeigt. Es handelte sich
in erster Linie darum, die Hypothese der freien Elektronen zu
begriinden bzw. ihren Giiltigkeitsbereich ndher zu untersuchen.
Dies wurde von F. Brocr [33] durchgefiihrt, der die Grundlagen
der wellenmechanischen Behandlung der Metallelektronen schuf.
Gleichzeitig gab er auch die Grundlagen zur Berechnung des
elektrischen Widerstandes. Die wellenmechanische Theorie BLocHs
wurde von R. Pe1grLs [86] und L. Brmrouin [1] erweitert und
anschlieBend von vielen Autoren auf fast alle Probleme.der Metall-
physik angewandt.

Zunéachst unabhéngig von der BLocHschen Theorie und zeitlich
etwas frither entwickelte sich die Theorie des Ferromagnetismus.
Als erster hat J. FRENKEL [36] darauf hingewiesen, daBl die Aus-
tauschkrifte fiir den Ferromagnetismus verantwortlich sein konnten,
ohne aber zu einer quantitativen Theorie zu gelangen. Unabhéngig
davon, hat W. HEISENBERG [44] quantitativ gezeigt, daf das

! Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literatur-
verzeichnis am Ende des Buches.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 1



2 Allgemeine Grundlagen.

Wersssche innere Feld [31] durch die Austauschkrifte erklart
wird und damit die Grundlage zur Behandlung des Ferromagnetis-
mus gelegt.

Einen wesentlichen Fortschritt verdankt man in neuerer Zeit
W. WieNER [154], der eine quantitative Berechnung der Kohésions-
krifte gegeben hat.

Das wichtigste ungel6ste Problem ist die Supraleitfahigkeit.
Zu ihrer Behandlung fehlt gegenwirtig noch jede Grundidee.
Es ist aber zu hoffen, daB auch dieses Problem im Rahmen der
allgemeinen Grundlagen der Metalltheorie gelost werden kann,

I. Allgemeine Grundlagen.

§ 1. Einfiihrung.

Die charakteristischste Eigenschaft der Metalle ist ihre elek-
trische Leitfahigkeit. Um diese zu erkldren, wurde bald nach der
Entdeckung des Elektrons die Annahme gemacht, dal es in jedem
M:iall eine gewisse Anzahl frei beweglicher Elektronen gibt, die
im thermischen Gleichgewicht mit den Metallatomen stehen. Die
Wechselwirkung mit den Atomen war in der Weise gedacht, daB
die Elektronen (analog wie in der kinetischen Gastheorie) Zu-
sammenstoBe mit den Atomen erleiden. Diese sind charakterisiert
durch Angabe der Wegstrecke, die ein Elektron im Mittel zwischen
zwei Zusammenst6Ben zuriicklegt, der mittleren freien Weglénge.
Mit diesen Annahmen gelingt es auf sehr einfache Weise, das
Ommsche Gesetz und das WIEDEMANN-Franzsche Gesetz! ab-
zuleiten? [26].

In der weiteren Entwicklung ergab sich aber bald eine Reihe
schwerer Einwinde gegen die Theorie. An deren Spitze steht der
Widerspruch mit der Erfahrung in bezug auf die spezifische Warme.
Nach der klassischen statistischen Mechanik ist die mittlere Energie

eines freien Elektrons pro Freiheitsgrad3 —; kT, also der Beitrag
zur spezifischen Wérme % k. Fir n Elektronen pro cm? ergibt das
einen gesamten Beitrag der Elektronen von der Grofle %nk. Um

1 Verhaltnis von elektrischer Leitfahigkeit zur Warmeleitfahigkeit ist
unabhingig vom Material.

2 Vgl. § 12.

3 Alle Abkiirzungen, die im Text nicht erklart sind, werden auf S. VI
definiert.



Einfiihrung. 3

diesen Betrag miiite sich die spezifische Wirme von Leitern
gegen diejenige von Nichtleitern erhéhen. Nun wird aber gerade
auch bei Metallen das DuLoNag-PrTiTsche Gesetz, das besagt,
daB die spezifische Warme fester Korper sich durch die Freiheits-
grade der Atome allein erkliren 148t, gut bestitigt. Um mit der
Erfahrung-in Ubereinstimmung zu bleiben, miiBte man annehmen,
daB die Zahl der freien Elektronen sehr klein gegen die Zahl der
Atome ist. Das steht aber in Widerspruch mit den Ergebnissen,
die man fiir die Zahl der ,,Leitungselektronen‘‘ aus den elektrischen
und optischen Effekten erhalt.

Bei einer konsequenten Weiterentwicklung ergab sich unter
anderem auch eine falsche Temperaturabhéingigkeit der elektrischen
Leitfahigkeit, ndmlich Proportionalitit mit 1/ 1/ T anstatt mit 1/
(fiir nicht zu tiefe Temperaturen).

Trotz vieler Versuche zeigte es sich, daB eine Rettung der
Theorie auf dem Boden der klassischen Physik unmdoglich war.

Durch die Entwicklung der modernen Quantentheorie (Quanten-
mechanik, Wellenmechanik) wurde eine vollstindig neue Situation
geschaffen. Vor allem miissen wir jetzt nicht wie in der klassischen
Physik an die Spitze unserer Elektronentheorie eine Hypothese
stellen, sondern wir werden begriinden, daB in Metallen die Elek-
tronen fast frei beweglich sind und so die elektrische Leitfahigkeit
erzeugen. Daneben werden wir auch alle anderen Eigenschaften
der Metalle (mit Ausnahme der Supraleitfihigkeit) erklaren kénnen.
Einer vollstindig exakten Losung der sich ergebenden wellen-
mechanischen Probleme stehen allerdings grofe technische Schwie-
rigkeiten entgegen, da wir ja immer Probleme mit sehr vielen
Elektronen zu behandeln haben. Deshalb miissen wir uns nach
einem geeigneten Naherungsverfahren umsehen.

Um einen Uberblick iiber die Art, in der wellenmechanische
Probleme gel6st werden, zu geben, besprechen wir kurz das Ein-
korperproblem, auf das wir den gréBten Teil unserer Probleme
zuriickfithren werden. Wir verzichten dabei auf eine Begriindung
und ausfiihrlichere Besprechung und verweisen hierfiir auf die
Lehrbiicher.

Einkiérperproblem. Ein Einelektronenproblem ist eindeutig
definiert, wenn die &uBeren elektrodynamischen Potentiale, in
denen sich das Elektron bewegt, bekannt sind. Wir wollen im
folgenden annehmen, daB nur ein elektrostatisches Potential
existiert. V{(z, y,2) sei die potentielle Energie des Elektrons.

1*



4 Allgemeine Grundlagen.

Alle physikalischen FEigenschaften werden eindeutig aus einer
komplexen Raum-Zeitfunktion, der Wellenfunktion ¥, auf deren
Deutung wir gleich zuriickkommen, abgeleitet. ¥ wird als Losung
eiper partiellen Differentialgleichung, der SCHRODINGER-Gleichung,
gewonnen. Diese lautet:
h o h?

—z—.WT—}—mAT—VT.:O. (1)
Die einfachste aus ¥ abzuleitende reelle GroBe 2o (2, y, 2, t) = P ¥'*
wird gedeutet als Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das Elektron
zur Zeit ¢t an dem Ort t=(z, ¥, 2) befindet. Man kann also eQ
als mittlere Ladungsdichte auffassen. Die Wahrscheinlichkeit, daf
sich das Elektron zur Zeit ¢ an irgendeinem Ort aufhilt, ist Eins3,
Infolgedessen mufBl ¥ der folgenden , Normierungsbedingung*
geniigen :

[PP*dr=1. )

Die Integration ist iiber den ganzen Raum auszufiihren. ¥ ist
aus GI. (1) nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der
aus (2) berechnet werden kann. Dazu ist allerdings nétig, daB
das Integral (2) konvergiert. Diese Konvergenzbedingung bedeutet,
daB wir aus allen moglichen Losungen von (1) eine gewisse Anzahl
als zuldssige Losungen herausgreifen miissen. (Z.B. muB8 ¥ im
Unendlichen verschwinden.)

Wir kénnen (1) 16sen mit dem Ansatz:

VYV=y(zy,2) PR (3)
Auf die allgemeinste Losung von (1) kommen wir spéter zu sprechen.
Bei dem Ansatz (3) ist £ zunichst ein willkiirlicher reeller Para-
meter. Durch Einsetzen von (3) in (1) erhalten wir die zeit-
unabhingige SCHRODINGER-Gleichung:

Ay +(E—TV)p=0. @

Die verschiedenen Losungen von (4) sind durch den Parameter E
charakterisiert, der die Dimension einer Energie hat und, wie wir
weiter unten zeigen werden, die Gesamtenergie des Elektrons

1 h
h= CrR vgl. 8.V und VI.

2 ¥* ist die zu ¥ konjugiert komplexe Funktion; sie geniigt auch der
Gleichung (Gl.) (1) wenn man dort ¢ durch — ¢ ersetzt.
3 Denn irgendwo muf sich das Elektron ja aufhalten.
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darstellt. Wie wir eben besprochen haben, sind infolge der Kon-
vergenzbedingung (2) nur gewisse ausgewéhlte Losungen von (1)
brauchbar, also nur Losungen von (4) mit gewissen ausgewihlten
Werten der Energie £. Diese konnen eine diskrete oder kontinuier-
liche Mannigfaltigkeit bilden. Wir sprechen von einem diskreten
bzw. von einem kontinuierlichen Spektrum der Energie. Die
zuldssigen Werte der Energie nennen wir Eigenwerte E,, die
entsprechenden Losungen y Eigenfunktionen y,. Befinden wir
uns im kontinujerlichen Spektrum, so ist es aus physikalischen
und mathematischen Griinden nétig, die Losungen, die zu einem
kleinen Intervall der Energie (zwischen £ und E + 4 E) gehéren,
zusammenzufassen und fir diese die Normierung (2) vorzunehmen.
Gehoren zu einem Eigenwert £, mehrere, z. B. Z Eigenfunktionen
Py (Wir unterscheiden sie durch einen Index I), so nennt man
den Eigenwert Z-fach entartet.

Zwei verschiedene Eigenfunktionen g, und ¢, geniigen einer
einfachen Relation, der Orthogonalitdtsbedingung. Sie lautet:

f‘/’h’mdf =0, E,+E,
oder unter Einbeziehung der Normierungsbedingung:
Zum Beweis multiplizieren wir die Gl. (4) fir g, bzw. p,/ mit

yr bzw. y,,, subtrahieren sie voneinander und integrieren iiber
den ganzen Raum. Wir erhalten dann:

h2
mf(wzd Y —Ym 4 ¥}) dr+(Em—En)/w:zpmdr=0.

Nach dem Greenschen Satz, angewandt auf die Funktionen y}
und y,, ist aber

0 0
/(wIA Y — Ym A yy) d7 =/(w2 gywm—wm-a—rwii) do,
wo do Integration iiber die Oberfliche unseres Gebietes und air

Differentiation senkrecht zu dieser Oberfliche bedeutet. Lassen
wir diese ins Unendliche gehen, so sehen wir, dafl wegen der Be-
dingung (2) das Integral Null wird. Damit ist die Relation (5)
bewiesen.

Zwei sehr wichtige Eigenschaften der Gl. (4) sind:
1. Es gibt unendlich viele Eigenwerte £, und Eigenfunktionen y,.

10ym=1 fir n=m; 6,, =0 fir n34m.



6 Allgemeine Grundlagen.

2. Jede willkiirliche Funktion y, die der Normierungsbedingung

(2) geniigt?, 1aBt sich nach Eigenfunktionen entwickeln, d. h. dar-
stellen in der Form2

p= § Bn P> (6)

wobei die Konstanten @, auf Grund der Orthogonalitits- und
Normierungsbedingungen berechnet werden. Man multipliziere
dazu mit y} und integriere iiber den ganzen Raum, dann wird
wegen (5):

= [pyndr. (62)
Man sieht jetzt leicht ein, daB die allgemeine Losung von (1)
dargestellt wird durch

Y= S, O)pae ", (6b)

denn fiir jede Zeit ¢ 1aBt sich nach Gl. (6) die allgemeinste Losung ¥
nach Eigenfunktionen y, entwickeln. Die Koeffizienten a, miissen
jetzt aber von der Zeit abhéingen und wir haben sie in zwei Teile auf-

gespalten (a” (t)=c¢, () e_FE"t>. Die unbekannten Koeffizienten
¢, () miissen durch Einsetzen in Gl. (1) berechnet werden. Ist
insbesondere das Potential V zeitunabhingig, so werden auch die
¢, zeitunabhéingig. Da die y, fir sich normiert sind, wird die
Normierungsbedingung (2):

e, @) 2=1.

Nachdem wir uns mit den wichtigsten Eigenschaften der
Eigenfunktionen vertraut gemacht haben, miissen wir ihre physi-
kalische Deutung vervollstindigen und auch nachweisen, daf
E tatsichlich die Energie ist. Neben der Ladungsdichte e g inter-
essieren wir uns zunédchst fiir die Stromdichte J.

Wir gehen aus von der zeitabhingigen Gl. (1) fir ¥ und ¥'*:

h o h2
—5a? tgpd¥—V¥=0
h & gx , h? * *

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ¥'*, die zweite mit ¥
und subtrahieren dann die zweite Gleichung von der ersten:

1 Wenn das Gebiet, in dem wir die Wellengleichung (1) 16sen, endlich
ist, muB hinzugefiigt werden: ... und die den gleichen Randbedingungen
geniigt, wie die Eigenfunktionen, ...

2 Im kontinuierlichen Spektrum ist die Summe durch ein Integral
zu ersetzen.
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h @ * h? g« *
= %div (P*grad ¥ — ¥ grad ¥¥).

Die letzte Umwandlung verifiziert man leicht; z. B. ist fiir die
X-Komponente:

9 *x 0 w_ w0 wx\_gx P wx

ﬁ(w 2y _yly )_lp TV —v .
Wir erinnern jetzt an die Kontinuitétsgleichung fiir die Elektrizi-
tatsdichte:

— 2 (o) = div.
Infolgedessen ist die Stromdichte:
J= 0 (Prgrad ¥ — P grad ¥). ()

Durch Integration erhalten wir daraus den Gesamtstrom

2he /(P[’*grad?’ Y grad P*)dr.

Der Impuls des Elektron p =m b ist also, wenn wir [ ¥ grad ¥*dr
durch eine partielle Integration umformen zu —( ¥* grad ¥dr :

:i.fsp*gmd Pdr. (8)

ey =

Wir koénnen dieses Ergebnis folgendermafBien formulieren: Wir
erhalten den Impuls p des Elektrons, etwa seine X- Komponente

P, durch eine besondere Art von Mittelung des Operators 2 % mit
Hilfe der Wellenfunktion ¥. Wir sagen, der Impuls p, wird in
der Wellenmechanik ,,dargestellt durch den Operator g—aa—x und

sein Wert ergibt sich durch die Mittelung (8). Tatsdchlich ist
der so berechnete Wert des Impulses p, in gewissem Sinne ein
Mittelwert. Wie namlich in den Grundlagen der Quantenmechanik
gezeigt wird, sind alle physikalischen Messungen mit einer prin-
zipiellen Ungenauigkeit behaftet und nur die Mittelwerte tiber
viele gleichartige Messungen, man nennt sie Erwartungswerte,
sind berechenbar. Diese Berechnung wird immer in &hnlicher
Weise durchgefiihrt, wie das in Gl. ( ) fiir den Impuls geschehen

ist. Der kinetischen Energie B, = p -, entspricht z. B. der Operator

1 0% 0% h?
2 (7 E00d) = "ﬁ(a—;ﬁa—yﬁw):—z—m“
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und ibr Erwartungswert ist
Ekm=—;%f¥/m P dr.
Der Erwartungswert der potentiellen Energie ist
V=[P*Vv¥dr.
Es ist jetzt leicht zu zeigen, daB der in Gl. (4) eingefiihrte
Parameter E tatséchlich die Gesamtenergie ist. Dazu miissen
wir nur Gl. (4) von links mit y* multiplizieren. Wir erhalten dann

unter Beachtung der beiden obenstehenden Gleichungen fiir E.,
und V [und mit Gl. (2) und (3)] sofort den Energiesatz

— By +E—V =0.
Gehen wir noch zur zeitabhingigen Gl. (1) iber, so sehen wir
sofort, daf die Energie durch den Operator — % 562 dargestellt wird.

Diese Darstellungen von p und E durch Operatoren bilden, ge-
meinsam mit dem Energiesatz, den eigentlichen Ausgangspunkt
(oder vielmehr eine von vielen gleichwertigen Ausgangsméglich-
keiten) der Quantenmechanik.

Um die Wechselwirkung des Elektrons mit Strahlung zu be-
handeln, ist es notig, diese mit in unser System aufzunehmen.
Wir teilen hier nur die Ergebnisse mit. Gegeben sei (zur Zeit
t = 0) ein Elektron im Zustand y,. Die Amplitude des elektrischen
Vektors des auftreffenden Lichtes sei F,, seine Frequenz ». Dann
ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 das Elektron sich zur Zeit ¢ im Zu-
stand y,, befindet, gegeben durch

sz{,, (,,_M)t}
Wyt = (5222 )? | g |2 h 9
nm” T \2mhy ‘ En—E,\2 ° ( )
,Zz(y_%)
d. h. nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn
E,~E,+ hv,

d. h. wenn der Energiesatz erfiillt ist. Andernfallsist W, ,, praktisch
Null. Hier ist

(x) = /W'ma Ynd (10)
Néheres dariiber im Anhang 1.1

! Dieses Ergebnis ist nur dann exakt giiltig, wenn die Wellenldnge des
Lichtes grofl gegen Atomdimensionen ist — also unter Vernachlissigung
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Wir konnen jeder physikalischen Grofle, z. B. der Koordinate x
oder dem Impuls p,, ein zweidimensionales Schema, eine Matrix
zuordnen, deren Elemente, die Matrixelemente, durch ein Bildungs-
schema von der Art (10), fir z,, also durch

xnmz_/w;:tandrs

gegeben sind. Eine solche Matrix ist die quantenmechanische
Reprisentation der betreffenden physikalischen GroBe.

Mehrkorperproblem. In gewissem Sinne stellt ein Einkorper-
problem fast immer ein vereinfachtes Mehrkérperproblem dar,
denn jedes statische Potential wird ja durch Elektronen oder
Atomkerne erzeugt. Das Néherungsverfahren, das wir zur Losung
der uns interessierenden Probleme wihlen, besteht nun in folgendem.

Wir greifen irgendein Elektron heraus. Dieses Elektron bewegt
sich in dem durch die iibrigen Elektronen und Atomkerne erzéugten
Potential, das vorldufig allerdings unbekannt ist. Jeder Losung
entspricht nun eine bestimmte Dichteverteilung ¢ und jede Dichte-
verteilung erzeugt wieder einen bekannten Beitrag zum Potential ¥V
auf alle ibrigen Elektronen. Unser Problem wird dann gelost
sein, wenn das Potential, das zur Berechnung der Eigenfunktionen
benutzt wird, identisch ist mit dem Potential, das aus der (mit
Hilfe der Eigenfunktion bekannten) Dichteverteilung [vgl. § 2,
GL (1)] berechnet wird. Diese Methode ist bekannt unter dem
Namen HarTrREEsche Methode des ,,self-consistent field“ und mit
sehr groBem Erfolg auf Atome angewandt worden. Die praktische
Ausfithrung kann etwa so durchgefiihrt werden, da man von
irgendeinem Potential V,, von dem man annimmt, daB es eine
gute Niaherung darstellt (bei Atomen z.B. ein abgeschirmtes
CouromB-Feld), ausgeht und die zugehérigen Eigenfunktionen vy,
berechnet — dann mit Hilfe der y, das durch sie erzeugte Potential
¥, berechnet usw.

Im Falle der festen Korper kénnen wir aber die empirische
Tatsache verwerten, daB alle festen Koérper Kristalle sind, da8
also die Dichteverteilung sicher periodisch im Sinne der Kristall-
periodizitét ist. Diese Periodizitit ist gerade die charakteristischste
Eigenschaft aller Kristalle. Alle allgemeinen, d. h. fiir verschiedene

der Retardierung. Andernfalls ist p{® zu ersetzen durch

h [ i1, . 0
T / € Vg, ¥ndT-
(] = Ausbreitungsvektor der Lichtwelle.)
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Kristalle qualitativ gleichen Ergebnisse, miissen sich daraus ab-
leiten lassen.

Wir stellen uns folgendes Programm: Wir diskutieren zuerst
moglichst allgemein das Potential (§ 2) und sodann die allgemeine
Form der Eigenfunktionen in einem Kristall (§ 3). Hieraus be-
rechnen wir die Eigenwerte und die uns sonst interessierenden
GroBen (z. B. den Impuls des Elektrons).

Die hier beschriebene Methode liefert sicher, soweit es sich um
Eigenschaften einzelner Elektronen handelt (z. B. deren optische
Terme, ihre Geschwindigkeit usw.), gute Ergebnisse, denn in diesem
Fall ist die Approximation vollstindig korrekt. Daneben inter-
essieren uns aber auch GroBen, die sich nur auf das gesamte System
beziehen, z. B. die gesamte Energie, der Gesamtimpuls. Wenn
die Wechselwirkungsenergie der Elektronen sehr groB ist gegen
ihre Eigenenergie, kann man sogar nur solche GroBen korrekt
definierenl. Wir werden also sehr vorsichtig sein miissen, wenn
es um die Berechnung solcher, sich auf den ganzen Kristall be-
ziehenden GréB8en handelt (vgl. z. B. Ferromagnetismus, Kapitel VI).

Wir berechnen z. B. die Gesamtenergie U. Die Eigenenergie
des i-ten Elektrons sei W,, seine Wechselwirkungsenergie mit
dem k-ten Elektron V,,. Die Gesamtenergie des i-ten Elektrons
E, ist also

E=W+ IV

V,; ist natiirlich Null zu setzen. Die Gesamtenergie ist dagegen:
1 1
U= Wt 5 2 V= 2B DV (D
i ik i ik

also nicht gleich der Summe der Gesamtenergien der einzelnen
Elektronen. (Der Faktor —;— in der Doppelsumme iiber V;, riihrt

daher, daB dort jeder Wechselwirkungsterm doppelt gezahlt wird.)
Eine einigermafien exakte Berechnung der Gesamtenergie kann
unter Umstédnden groBe Schwierigkeiten machen.

§ 2. Das Potential.

Normierung. Unter Potential an einem Punkt versteht man
die potentielle Energie einer bestimmten Ladungsmenge an diesem
Punkt. Diese Definition enthilt zwei willkiirliche Konstanten, die

1 Z.B. wird man nur einen Gesaméimpuls definieren kénnen.
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wir durch Normierung festlegen: erstens die GroBe dieser Ladung ;
zweitens den Nullpunkt der Energie. Fiir erstere wihlen wir die
Ladung eines Elektrons, e. Seine potentielle Energie ist dann
identisch mit dem Potential ¥ und bestimmt sich mit Hilfe der
Porssonschen Gleichung aus der Ladungsdichte D

AV=—4meD 1)
D ist die Ladungsdichte simtlicher Atomkerne und Elektronen
mit Ausnahme des ejnen Elektrons, dessen potentielle Energie
berechnet wird. Aus GIl. (1) wird V nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Wir wihlen diese so, daB in geniigend
grofer Entfernung vom Metall V=0 ist.

Mittleres Potential [32, 68, 80]. Bei unserer Normierung wird,
wie wir weiter unten zeigen werden, der Mittelwert des Potentials

‘V:%/de @)
R

im Metallinneren negativ, obwohl das Metall als Ganzes elektrisch
neutral ist!l. Dies ist qualitativ leicht zu verstehen und ist eine
allgemeine Eigenschaft elektrisch neutraler Systeme, die aus
punktférmigen positiven und ausgedehnten negativen Ladungen
bestehen. Denken wir z. B. an ein Atom mit kugelsymmetrischer
Elektronenverteilung. Nach einfachen Satzen der Potentialtheorie
ist in einer Entfernung », vom Kern die Kraft auf ein Elektron so
groB, als ob die gesamte Ladung innerhalb der Kugel mit dem
Radius r, im Kern vereinigt wére, wihrend die Ladung auBerhalb 7,
keinen Beitrag liefert. Die Gesamtladung (Elektronen und Kern)
innerhalb 7, ist immer positiv und daher ist das Potential bei
unserer Normierung negativ.

Zur Berechnung von V integrieren wir Gl. (2) je zweimal
partiell nach z, y und z. Unter Beachtung, daB ¥V und grad V
auBerhalb des Metalls verschwinden, ist z. B.

1 vV
/Vdr=§/x2 >V dr
und entsprechend fir y und z. Ebenfalls durch partielle Integration
zeigt man, dal

oV
/(y2+22)wd7=0
und Entsprechendes durch zyklisches Vertauschen von z, y und z.

1 R ist das Volumen des Metalls.
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Mit 72 = a2 4 2 + 22 und unter Beachtung von (1) und (2) wird
RV:/Vdr:%frzA Vdr=——23le/r2Ddt.

Aus Griinden der Kristallsymmetrie gibt die Integration iiber jede
Elementarzelle (Volumen R,) den gleichen Beitrag. Es sei

1—'5_, 1 D , 17D ,
E_E/—e—r dr—ﬁ/‘Tf dr,
R, R

dann wird

F 2me?r? 3

Fir Kristalle mit einem Atom pro Elementarzelle kénnen wir
den Nullpunkt in den Atomkern legen. m 72 ist dann das Trag-
heitsmoment der Elektronen, denn %‘D ist die Massendichte und
der Beitrag des Atomkerns zum Integral verschwindet, weil dessen
Dichte mit 72 =0 multipliziert wird. Um die GréB8enordnung
von V abzuschitzen, benutzen wir die in § 11 abgeleitete ndherungs-
weise giiltige Beziehung fir die diamagnetische Volumensus-
zeptibilitat
— 272
Xdia™ Bmect R, (4)
[fir freie Atome gilt (4) exakt].
Aus (3) und (4) ergibt sich ein eigenartiger Zusammenhang
zwischen mittlerem Potential und diamagnetischer Suszeptibilitat:

V=dzmcy, . (5)
Wird V in e-Volt ausgedriickt, so lautet (5)
V=T-10° g, e-Volt. (5a)

Lain hat fiir fast alle Metalle die GroBenordnung —107¢ (vgl. § 11).

Daher hat V die GréBenordnung — 10 e-Volt.

Wir miissen hier darauf hinweisen, daB8 das mittlere Potential V
durchaus nickt identisch ist mit der mittleren potentiellen Energie
E,, eines Elektrons. Diese berechnet sich ja mit Hilfe der mitt-
leren Aufenthaltswahrscheinlichkeit o zu

Epot,zfg VdT.
R

Nur wenn g konstant ( = jlt;) ist, wird H,, = V [vgl. @)1. B hingt
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stark von p, also vom Quantenzustand des betreffenden Elektrons
ab, wiahrend V eine Konstante des Metalls ist.

Periodizitit. Neben der Tatsache, dal das mittlere Potential
im Inneren eines Metalls negativ ist, ist die einfachste Eigenschaft
des Potentials seine Periodizitdt. Sie folgt unmittelbar aus der
Kristallsymmetrie. Aus diesem Grunde hat auch die Ladungs-
dichte D die gleiche Symmetrie. Wir konnen sowohl D als
auch V in FourriEr- Reihen entwickeln und die FoURIER-
Koeffizienten V,; von V mit Hilfe von Gl. (1) durch diejenigen
von D ausdriicken. Fiir ein kubisches Gitter wird so

2nt 272 n)

D=3XDye (6)
271

VeXVyea ™ (7)

Durch Einsetzen von (6) und (7) in die Porssonsche Gleichung
(1) erhalten wir:

2
Vﬁ::;%%ﬁDm, m==(0, 0, 0) (7a)

wihrend Vo, =V ist (GL 3).

Die D,, berechnen sich aus der Ladungsdichte D nach der
Theorie der Fourier-Reihen zu

2nt
m_R/b o ™4z, m+(0,0,0). (6a)
0

Die FOURIER-Koefflzlenten D,, kénnen mit Gl. (6a) rein theoretisch
mit geniigender Genauigkeit berechnet werden. Einzelheiten iiber
die Berechnung der D, und damit nach (7a) der V,, bringen wir
im Anhang 7. Man erhilt z. B. fiir die ersten FourIier-Koeffi-
zienten des Potentials fiir Ag — 17 e-Volt und fiir Au — 21 e-Volt.

Wir kénnen qualitativ den Potentialverlauf auch diskutieren,
ohne auf die Fourier-Darstellung Bezug zu nehmen. Wir gehen
davon aus, daB nur die duBeren (Valenz-) Elektronen eine andere
Dichteverteilung haben als in freien Atomen. Wenn wir also als
Beitrag der einzelnen Atome zum Gesamtpotential die Potentiale
der freien Atome benutzen, werden wir nur einen kleinen Fehler
machen, solange wir uns in der Nihe irgendeines Kernes befinden.
Lings einer Geraden, die durch Gitterpunkte (Atomkerne) geht,
ist der Potentialverlauf etwa so wie in Abb. 1a dargestellt. Dagegen
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sind lings einer Geraden, die keine Gitterpunkte beriihrt, die
Potentialschwankungen viel kleiner, etwa wie in Abb. 1b gezeigt: ist.

Oberfliche. Man kann sich das Potential V additiv aus 2 Teilen
entstanden denken. Zundchst nimmt man an, daB die Ladungs-
dichte durch das eine Elektron, dessen potentielle Energie berechnet
werden soll, nicht verdndert wird und berechnet mit dieser Ladungs-
dichte D, das Potential V. Tatsachlich aber polarisiert das Elektron
seine Umgebung, so daB wir zum Potential ¥V, noch ein Polari-
sationspotential P addieren miissen. Dieses ist immer negativ,

Abb.1a und b. Potentialverlauf lings einer  Abb. 2. Verlauf des mittleren
Geraden, a die durch Atomkerne fiihrt, Potentials an der Oberfliche;
b die nicht durch Atomkerne fiihrt. = == = Bildkraftpotential.

entsprechend der elektrischen Anziehung, die durch die Polari-
sation verursacht wird. Eine besonders einfache Bedeutung be-
kommt das Polarisationspotential in der Nahe der Metalloberfliche.
Dort geht es nimlich iiber in das Potential der Bildkraft, d. h.
in das Potential einer Punktladung e in einer Entfernung « von
der Metalloberfliche. Das Bildkraftpotential ist bekanntlich
(klassische Elektrostatik!).
e2

Py=—_. (8)

Dieser Ausdruck fiir das Polarisationspotential ist giiltig, solange
die Metalloberfliche als Ebene betrachtet werden kann, also fiir
Entfernungen z, die groBer als der Gitterabstand sind. In dieser
Entfernung ist das Potential V,, praktisch Null (bei unserer Nor-
mierung), denn D, ist hier praktisch Null. Fiir Entfernungen
x>a ist also V=P5z Ebenso verlduft hier auch das mittlere

Potential 17, wihrend es fiir < @ sich dem Wert im Metallinneren,
Vooo néhert (vgl. Abb. 2).

§ 3. Das Elektron im periodischen Potential [33].

Allgemeines. Wir kommen in diesem Abschnitt zur eigentlichen
Grundlage der Elektronentheorie.
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Um den Unterschied zwischen der klassischen und der wellen-
mechanischen Behandlung des Problems zu zeigen, iiberlegen wir
uns, was fiir qualitative Aussagen wir tiber die Geschwindigkeit der
Elektronen in beiden Theorien machen kénnen. Wir beschrinken
uns der Einfachheit halber auf ein eindimensionales Modell, etwa
mit einem Potentialverlauf wie in Abb.1a oder 1b. In der klassi-
schen Theorie haben wir dann zwei charakteristische Fille zu
unterscheiden :

Fall 1. Die Energie des Elektrons ist kleiner als das Maximum
des Potentials; dann wird ein Elektron immer in einer bestimmten
Potentialmulde bleiben, das Elektron ist gebunden, die mittlere
Geschwindigkeit ist Null.

Fall 2. Die Energie des Elektrons ist gréBer als in 1; dann kann
es sich ungehindert durch das Metall bewegen (,,freies Elektron‘).

Diese Unterscheidung zwischen freien und gebundenen Elek-
tronen ist in der Wellenmechanik unméglich. Man kann das
schon durch ganz grobe Uberlegungen feststellen.

Falll. Ein Elektron hat die Moglichkeit, einen Potential-
berg zu durchdringen, auch wenn das im klassischen Fall unméglich
wire. Wenn das Elektron zu einer Zeit ¢, in einer bestimmten
Potentialmulde ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB3 es sich spéter
in einer anderen befindet, von Null verschieden. Das Elektron
erzeugt einen Strom, der allerdings fiir Elektronen mit sehr kleiner
Energie sehr klein wird.

Fall 2. Von der dem Elektron zugeordneten DE BrocLIE-Welle!
wird an jedem Gitterpunkt ein Teil reflektiert. Normalerweise
zerstéren sich diese reflektierten Wellen durch Interferenz, d. h.
die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron reflektiert wird, ist
Null — die Elektronen bewegen sich wie im klassischen Fall 2
ungehindert durchs Metall. Ist aber der Abstand zweier Gitter-
punkte ein Vielfaches einer halben Wellenlinge, so werden sich
die reflektierten Wellen durch Interferenz verstirken, so daf3
schliefilich an jeder Stelle des Metalls ebensoviel reflektiert wird,
wie einfillt. Ein Elektron mit dieser Wellenlinge kann sich also
nicht durchs Metall bewegen — d. h. das Verhalten dieser Elek-
tronen ist vollstandig verschieden vom klassischen Fall.

Wir wenden uns jetzt zu einer exakten Behandlung unseres
Problems. Das Verhalten der Elektronen hingt natiirlich stark

1 Die Eigenfunktionen sind hier im wesentlichen ebene Wellen.
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von der Symmetrie des Gitters ab. Wir beschrinken uns im
folgenden immer, falls wir es nicht ausdriicklich vermerken, auf
einfache Translationsgitter, meistens sogar auf einfache kubische
Gitter. Ein einfaches Translationsgitter entsteht dadurch, daB
wir von einem Atom ausgehend drei Vektoren a,, a,, a5, ziehen
und in die Endpunkte dieser Vektoren je ein Atom legen. Diesen
Vorgang setzen wir beliebig oft fort und erhalten dann das in
Abb. 3a gezeigte Gitter. Das durch die Vektoren qj, a,, a3 be-
stimmte Parallelepiped heifit Elementarzelle des Gitters. Jede
Elementarzelle enthilt offenbar genau ein Atom, wie man am
einfachsten sieht, wenn man alle Atome um einen kleinen Betrag

,
Abb. 3a. Aufbau eines Gitters aus der Abb. 3b. Flichenzentriertes kubisches Gitter.
Elementarzelle. Aus [8]. Aus [8].

in der gleichen Richtung verschiebt, so daB sie nicht mehr an
einer Ecke, sondern im Inneren der Elementarzellen liegen.

Die Darstellung eines Gitters als einfaches Translationsgitter
ist nicht immer die zweckmifBigste. Betrachten wir z. B. ein
flichenzentriertes kubisches Gitter. Wenn wir hier, wie es an-
schaulich am einfachsten ist, an der kubischen Symmetrie fest-
halten, so besteht die Elementarzelle aus einem Wiirfel, der auler
an den Ecken auch in den Schnittpunkten der Diagonalen der
Wiirfelflichen je ein Atom enthilt. Das Gitter besteht also aus vier
ineinandergestellten einfachen kubischen Gittern und die kubische
Elementarzelle enthilt vier Atome. Trotzdem 148t sich das flichen-
zentrierte kubische Gitter als einfaches Translationsgitter auffassen,
wenn man zu einem anderen Kristallsystem iibergeht, wie man
am einfachsten an Hand von Abb. 3b feststellt. Ahnlich verhilt
sich das raumzentrierte kubische Gitter.

Eigenfunktionen [33, 5]. Die allgemeine Form der Eigen-
funktionen y laBt sich schon durch reine Symmetriebetrachtungen



Das Elektron im periodischen Potential. 17

festlegen. Nach § 1 [Gl. (4)] geniigt y der SCHRODINGER-Gleichung
2
Ay + 23 (BE—V @)y =0,
wobei das Potential V (r) periodisch im Sinne der Gittersymmetrie

ist. Da E eine Konstante ist, folgt, daf3 {;_'P ebenfalls eine periodische

Funktion mit der gleichen Periode wie V (t) sein mufl. Das ist
immer erfiillt, wenn 1 selbst periodisch ist, doch ist das sicher nicht

die allgemeinste Losung der Bedingung: %l—p— periodisch. Man

sieht das z. B., wenn man als
einfachstes Beispiel V konstant
setzt, was dem Spezialfall freier
Elektronen entspricht. Die
Losung der SCHRODINGER-
Gleichung ist dann
p=eib
wobei f ein beliebiger konstan-
ter Vektor ist, der zum Impuls
des Elektrons proportional ist
(vgl. §4 B). Es laBt sich nun dimensional. vo——u, —em et
leicht zeigen (vgl. Anhang 6.),
daB die allgemeinste Form von y durch eine Kombination der

hier besprochenen beiden Grenzfélle erhalten wird. Es wird nim-
lich

y =t m

wobei u periodisch ist, d. h.
u(v) =u(t+ a3n + ayny + ag7y) . ()
f ist ein konstanter Vektor, der sog. Ausbreitungsvekior oder
die Wellenzahl. Die Eigenfunktionen y sind somit Produkte aus

ebenen Wellen mit Funktionen %, die periodisch in der Gitter-
periode sind (vgl. Abb. 4).

Die Funktionen » kénnen infolge dieser Periodizitit in FOURIER-
Reihen entwickelt werden. Im Fall eines kubischen Gitters!
(Gitterabstand a) wird so

— (1, 1)
U= cye ¢ .

(2a)

1 Im allgemeinen Fall muB man zur Durchfiihrung dieser Entwicklung
das reziproke Gitter einfithren. Vgl. Anhang 6.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 2



18 Allgemeine Grundlagen.

Geben wir uns eine bestimmte Eigenfunktion
Py =eior)y, )
vor, 8o ist durch (1) der zugehorige f-Wert noch nicht eindeutig
bestimmt. Fithren wir ndmlich im Fall eines kubischen Kristalls
einen zweiten Vektor ¥, ein, dessen Komponenten
(k) = (ks — -, (k)y = (kolyy (b= (k) (48)

gsind und eine Funktion

2x1 z
Uy =Uge ¢ (4b)
so wird (3) mit (4a) und (4b)
Yo =€ Nu,. (3a)

u, hat nach (4b) die nach (2a) geforderte Periodizitét, also hat y,
in (3a) ebenso wie in (3) die geforderte Form (1). Offensichtlich
konnen wir ¥, durch alle Vektoren ! ersetzen, die sich von ¥, um

einen Vektor %Tn m unterscheiden. Um den Vektor ¥ eindeutig
zu machen, miissen wir jede seiner Komponenten auf einen Bereich

von der GroBe 27# einschranken. Die spezielle Lage dieses Werte-

bereichs im f-Raumr ist dabei ganz gleichgiiltig. Am praktischsten
und einfachsten fordern wir

— 2 skizZ,  i=zy2 (5)

fiir ein kubisches Gitter. Im allgemeinen Fall (vgl. Anhang 6.)
wird eine analoge Bedingung gefunden. Der durch die Forderung (5)
eingeschrankte Vektor I heiflt reduzierter Ausbreitungsvektor oder
reduzierte Wellenzahl. Wir werden uns im folgenden, soweit wir es
nicht ausdriicklich vermerken, auf kubische Gitter beschrinken.
Fast alle so erhaltenen Resultate lassen sich auf alle einfachen
Translationsgitter entsprechend iibertragen. Dagegen muB man
bei Verallgemeinerungen auf komplizierte Gitter sehr vorsichtig
sein [210].

Fiir die weitere Durchfiihrung der Rechnungen ist es vorteil-
haft, den ganzen (unendlich groBen) Kristall in sehr groBe kubische
Gebiete von der Linge L =a@ einzuteilen. G sei eine groBe
Zahl. Wir wahlen fiir unsere Untersuchungen irgendeines dieser
Gebiete und nennen es unser Grundgebiet. Sein Volumen ist

R=1I3=(a Q).
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@3 ist die Zahl der Elementarzellen im Grundgebiet. Da sich
alle diese grofen Gebiete vollstindig gleich verhalten sollen, fordern
wir fiir die Eigenfunktionen eine Periodizitit mit der Periode des
Grundgebiets, die nicht zu verwechseln ist mit der Gitterperiodizitit.
Die letztere ist eine wesentliche physikalische Bedingung, wihrend
erstere nur zur Vereinfachung der Rechnungen eingefiihrt wird
und in den Resultaten nicht mehr auftritt. Wir fordern also:

p()=ypr+aGe).
e ist ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten. Wegen (1) folgt
hieraus, da % die Periode a, also auch die Periode a G hat:

ei(f,r) — ei(f,t+ ea®)
’

oder eiltead) — 1.

Unter Beriicksichtigung von (5) wird d;;,nn

1

k: = 27 g ——-—;*Gégiéfgs "::x"y’z' (6)

i~ e @7
f kann also nur G® verschiedene Werte annehmen. Aus Gl. (6)
findet man sofort, dal die Zahl der Eigenwerte im Volumen-
element dv; =dk,dk, dk, des {-Raums

Q\3 R
(%;) d‘L’f = (—27!—)3(1‘5{ (6&)

Die Normierung soll im Grundgebiet B durchgefiihrt sein.
Mit (1) wird (B, Volumen einer Elementarzelle):

1= [py*dr= [uu*dr=G° [uu*dz. (7)
R R R,

ist.

Energiespektrum. Zur Untersuchung der Eigenwerte gehen wir
von der SCHRODINGER-Gleichung [§ 1, Gl. (4)] aus:
2
Ay + 3 (E—TV)p=0,
Mit dem Ansatz (1) erhalten wir:
. 2m h?
Au+21,(f,gra,d)u—}—Tf;(E—ﬁk?—V>u:0. (8)

In dieser Gleichung ist ¥ ein Parameter, der die in (6) festgesetzten
@3-Werte annehmen kann. Fiir irgendeinen Wert von f kénnen
wir die (unendlich vielen) Eigenwerte E,; und Eigenfunktionen
¥t berechnen, die dann beide Funktionen des Parameters { sind
und im einzelnen durch den niheren Verlauf des Potentials V
bestimmt werden. Wir gehen jetzt von irgendeiner der Quanten-
zahlen n aus und lassen ¥ variieren. Da ¥ nach (6) G3-Werte
annehmen kann, von denen zwei aufeinanderfolgende sehr nahe

2*
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beisammenliegen (da G sehr groB ist), gibt es zu einer Quanten-
zahl n eine ganze Gruppe von G® beisammenliegender Eigenwerte
bzw. Eigenfunktionen. Wird @ beliebig groB, so wird der Abstand
von zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten beliebig klein. Das
Energiespektrum besteht also aus einzelnen Energiebindern (Quanten-
zahl n) mit je G Eigenwerten. Innerhalb eines Bandes ist das
Spektrum praktisch kontinuierlich. Die einzelnen Energiebinder
konnen sich auch teilweise iiberdecken.

Die Tatsache, daBl jedes Energieband genau G® Eigenwerte
bzw. Eigenfunktionen enthilt, ist, wie wir spéter sehen werden,
von grofer Bedeutung. Sie gilt nicht nur fiir kubische Gitter,
sondern auch fiir alle einfachen Translationsgitter (Anhang 6.).
Da jede Elementarzelle genau ein Atom enthélt, gibt es in einfachen
Translationsgittern in jedem Energicband einen Eigenwert pro Atom.

Was fiir Aussagen kénnen wir iiber die Abhingigkeit der Energie
E,; von f innerhalb eines Bandes () machen? Zunédchst sehen
wir, daBl Gl. (8) in die konjugiert komplexe Gleichung iibergeht,
falls wir £ durch — f ersetzen. Da u und «* den gleichen Eigen-
wert haben, ist £, ;= K, _;. In kubischen Gittern bleibt, auch wenn
nur eine Komponente von f, etwa k,, ihr Vorzeichen wechselt, E,, ,
konstant, denn das ist gleichwertig damit, dal  durch — 2 ersetzt
wird, was wegen der Symmetrie des kubischen Gitters offenbar keinen
Einflu auf den Eigenwert hat. Es ist also in kubischen Gittern

E, :=E, _; E, (ky ky, k,) = E, (— ky, kyy k) usw.  (9a)

Wir wollen jetzt voriibergehend die k, etwas iiber die durch (5)
festgelegten Grenzen hinaus verfolgen, ohne aber dabei das Energie-
band n zu verlassen. Wie wir oben gezeigt haben [vgl. (3), (3a)

und (4a)], gehért dann zu k4 —2;; die gleiche Eigenfunktion,

also auch der gleiche Eigenwert, wie zu k;; d. h. es ist
E,, (k,, b, k,) = E, (lcx;l:2—a"—,ky, k) usw. (9b)

Aus (9a) folgt, daBl E, als Funktion von k; eine gerade Funktion
ist; aus (9b) folgt, daB es innerhalb eines Bandes auch ejne
periodische Funktion ist. Daher muf§ die Ableitung von E, nach
k; sowohl fiir k, =0 als auch am Rand des durch (5) gegebenen
Intervalls verschwinden:

W0 fir k=0 wd k=+2 i=zyz (9

] (12
Im einfachsten Fall hat %%—l im Wertebereich (5) keine weiteren
(1
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Nullstellen. E, ; hat also z. B. als Funktion von k, allein betrachtet
fir k,=0 ein Minimum (oder ein Maximum) und daher fiir

k,=+ g ein Maximum (oder ein Minimum). Ob E fiir k, = 0 bzw.

k=4 g ein Maximum oder Minimum hat, ist physikalisch gleich-

giiltig solange wir uns nur fiir ein bestimmtes Band interessieren,
denn wir konnten die Lage des Wertebereiches fiir ¥ willkiirlich
vorschreiben, also z. B. immer erreichen, daB E,; am Rande des
Wertebereiches ein Ma-
ximum hat. Dagegen
ist es physikalisch be- a b
deutungsvoll, ob fir f

zwei aufeinanderfol-
gende Binder beidesmal
am Rande ein Maximum '\/‘ \/
(oder Minimum) ist, . 1 ) [ ‘
oder ob in dem einen -¥F 0 Zz I 0 Z
Band ein Maximum ist H— H—

. Abb. 5a und b. Die beiden einfachsten Moglichkeiten des
und in dem anderen Energieverlaufs zweier aufeinanderfolgender Bdnder in
ein Minimum. In Abb.5a Abhiingigkeit von der Wellenzahl (eindimensional).

und b haben wir diese
beiden Fille aufgezeichnet. Die Rénder des Bandes sind durch

die Wellenzahlen f = (0,0, 0) und f= <:E: 7 + ; , & ;> bestimmt.

Geschwindigkeit. Um diese zu berechnen, gehen wir am einfach-
sten davon aus, da wir uns innerhalb eines Bandes praktisch im kon-
tinuierlichen Spektrum befinden. Um die Geschwindigkeit fiir den
Zustand (n, ¥)) zu berechnen, miissen wir also eine Wellengruppe
bilden (durch Mittelung iiber einen kleinen Bereich 8 Ak, Ak, Ak,)
und die Gruppengeschwindigkeit berechnen. Nach § 1, Gl. (3) und
§3, Gl (1) lautet die zeitabhingige Wellenfunktion:

iE
Y=¢ltDy,e " ‘ (1a)

In der Néhe von f, ist:
f=f0+Af, Enf:Enf“",—((grarde)fo, Af),
wo grad; der Gradient im f-Raum ist.
Die Mittelung ergibt, wenn wir u,; einen geeigneten Mittel-
wert von u,; nennen:

_ — L Byt
T=ei(fo’r)?2nfoe honl, ‘4.
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Dabei ist die Amplitude 4 =4, 4,4, und
ky, +4k

1 (0F
1 U Edanirll vl PR (Rl TP .
Ai=m;fe[ S L PR
kOl AkL

Die elementare Auswertung ergibt:
__sin&Ak; . 1 /0E
A= G ae v (am),

A, ist also nur dann groB, wenn &; = 0 ist. Daher ist die Amplitude
A der Wellengruppe nur dann grofl, wenn

r—%grad;En;t= 0

ist. Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit b der Wellengruppe:

d 1
b=d—:=—h—grade'ng, (10)
oder fiir den Impuls (z. B. 2-Komponente):
0En
Pr=mv, =5 (10a)

Mit GI. (9a bis ¢) (oder anschaulich aus Abb. 5) ergibt sich als
wichtiges Resultat: 1. Am Rande jedes Bandes verschwindet. die
Geschwindigkeit. 2. Ersetzt man k; durch —k,, so wechselt v; sein
Vorzeichen, d. h. in einem Bande gibt es immer zu.einem Quanten-
zustand mit der Geschwindigkeit v, einen zweiten mit gleicher
Energie und der Geschwindigkeit — v;.

Wir haben somit festgestellt, daf sich alle Elektronen durch
den Kristall bewegen und daf3 ihre Geschwindigkeit b gew¢hnlich
nur am Rande jedes Energiebandes verschwindet. Wir wollen
darauf aufmerksam machen, dafl dieses Ergebnis ganz allgemeine
Giiltigkeit hat, denn wir haben auBer der Kristallsymmetrie keine
Voraussetzungen gemacht. Da es zu jedem Zustand mit der Ge-
schwindigkeit b genau einen mit der Geschwindigkeit —p gibt,
verschwindet der Mittelwert tiber ein Band. Dagegen verschwindet
nicht der Mittelwert von »? (gemittelt iiber alle Zustinde eines
Bandes). Wir kénnen der GroBe »? durch die Formel

By =5 o (11)
eine Energie zuordnen, die wir Translationsenergie nennen. Diese

Translationsenergie E,, ist fiir freie Elektronen natiirlich dquivalent
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mit der kinetischen Energie. Im allgemeinen trifft das aber nicht
zu, denn b (¥) ist ja die mattlere Geschwindigkeit (quantenmechani-
sches Mittel) eines Elektrons im Zustand f. Bei einem Oszillator
ist z. B. E,, =0, nicht aber die kinetische Energie.

Wir wollen den Unterschied zwischen kinetischer Energie und
Translationsenergie an einem einfachen Beispiel klarmachen. Ein
Elektron moge auf einer Geraden zwischen zwei dazu senkrechten
Ebenen hin und her oszillieren. Seine Eigenfunktion ist dann
eine stehende Welle und seine Geschwindigkeit b ist daher Null.
Infolgedessen wird auch die Translationsenergie Null, nicht aber
seine kinetische Energie, die nach den Ausfilhrungen von S.8
zu berechnen wire. Die Tatsache, dal die Geschwindigkeit, also
auch die Translationsenergie, am Rande eines Bandes verschwindet,
bedeutet, daB dort die Eigenfunktionen eine gewisse Ahnlichkeit
mit stehenden Wellen haben miissen.

Beschleunigung. Wir diirfen nicht erwarten, dafl unsere Elek-
tronen durch duBere Krifte in dhnlicher Weise beschleunigt werden,
wie freie Elektronen. Das geht schon aus einer ganz einfachen
Uberlegung hervor. Es sei die duBere Kraft gleichgerichtet mit
der Geschwindigkeit eines Elektrons, so daf seine Energie durch
die auBere Kraft vergroBert wird. Bei einem freien Elektron
bedeutet das, daBl auch die Geschwindigkeit erhéht wird, daf3
also das Elektron beschleunigt wird. In unserem Fall wird aber
die Geschwindigkeit am Rande eines Bandes Null. Wenn also ein
Elektron am unteren Rande eines Energiebandes ist (b = 0), so
wird es zundchst beschleunigt. Wird aber seine Energie schlieSlich
so groB, daB es sich dem oberen Rand des Bandes néhert, so mufl
die Geschwindigkeit wieder auf Null abnehmen. Das Elektron
wird jetzt also verzogert.

Die vorstehende Uberlegung 148t sich leicht quantitativ ver-
schirfen. Die #duBere Kraft sei & In der kurzen Zeit At erh6ht
sich die Energie des Elektrons dann um

AE = (R, vA4%).
Andererseits ist E eine Funktion von f, d. h. es ist
AE = (gradi E,4°¥),

falls sich f in der Zeit A¢ um A f dndert. Es wird also durch
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fir A E

(R, 04¢t)=(grads E,4¥),
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oder, wenn wir Gl. (10) beriicksichtigen,
(R,0dt)=h(v,4%).
Durch Division mit At ergibt sich, wenn wir vom Differenzen-

zum Differentialquotienten iibergehen,

dt 8
= 02)
Die GréBe h ¥ geniigt also der gleichen Differentialgleichung, wie
bei einem freien Elektron der Impuls.
Um die Beschleunigung eines Elektrons zu berechnen, beachten
wir, da v eine Funktion von ¥ ist, also wird z. B.
do, — 0v, dk,, Ovg dky v, dk,
dt = ok, dt T ok, d¢ | ok, di°
oder unter Verwendung von GIl. (10)
o— 80 1 (P8 dky 0B dk, 0B dk
s=q% T h (ak; dt T ok,ok, dt ' ok,ok, dt
Denken wir uns hier noch die entsprechenden Gleichungen fiir
'by und v, angeschrieben, so sehen wir, daB man diese Gleichungen
sehr einfach zusammenfassen kann, wenn man einen Tensor 7T
einfiihrt, dessen Komponenten

. a4t
quotienten ai

0*E
T, = ok, 0k,
sind. Es wird dann
dp T dt
dt T h de
woraus wir mit (12)
do T
T Wﬁ (13)

erhalten. Vergleichen wir diese Beschleunigungsgleichung mit der
entsprechenden fiir ein freies Elektron,
dy f

dt = m’
so finden wir, daB die Masse in unserem Fall durch einen Massen-
h? .
tensor 7 Zu ersetzen ist.

Wenn wir uns nicht fiir die Abhéingigkeit der Beschleunigung
von ihrem Winkel zu den Kristallachsen interessieren, konnen
wir (13) noch bedeutend vereinfachen. Wir denken uns zunichst
den Tensor 7' auf Hauptachsen transformiert, d. h. das Koordinaten-

2
system soll so gewihlt werden, daB nur die Diagonalglieder 33 Iﬁ
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des Tensors T' nicht verschwinden. Sodann bilden wir den Mittel-
wert der Beschleunigung von denjenigen drei Zustdnden, die
durch zyklische Vertauschung der Komponenten des Vektors f
auseinander hervorgehen. Der erste Zustand hat etwa die Kompo-
nenten k,, ky, k,, dann hat der zweite als z-Komponente Icy, als
y-Komponente k, usw. Wegen der Symmetrie unseres Kristalls
haben alle drei Zustdnde die gleiche Energiel. Nennen wir noch
zur Abkiirzung

1 m (2E 02 Ent 02K
f"f:§W< asz + g+ akﬁt ):
x y z
= 5 divegrad; By 1, (14)
so folgt aus (13) und den obigen Uberlegungen:
. dp f .
b=y = ht="Tpfur. (13a)

tp ist die Beschleunigung freier Elektronen. Um die Beschleunigung
unserer Elektronen zu erhalten, miissen wir also die Beschleunigung
freier Elektronen mit f,; multiplizieren. Die GréBe f, ; ist charak-
teristisch fiir die Beschleunigung, die einem Elektron im Zustand
(n, f) erteilt werden kann. Wir nennen sie Freiheitszahl.

Ehe wir mit einer Diskussion der Freiheitszahl beginnen, soll
festgestellt werden, daB ihre Definition (14) unabhingig vom
Koordinatensystem ist. Das folgt unmittelbar daraus, dafl die
Summe der Diagonalelemente eines Tensors invariant gegen
Drehung des Koordinatensystems ist.

Der Name ,,Freiheitszahl® fiir f,; soll andeuten, dal gerade
mit Hilfe von f,; der Vergleich unserer Elektronen mit freien
Elektronen ermdéglicht wird. Insbesondere mufl} fiir freie Elek-
tronen f,; =1 sein. Das ist leicht einzusehen. Die Energie freier

2
Elektronen ist (vgl. § 4 B) P* k2, wobei f

2m n?
Wellenzahl ist. Deren Komponenten kénnen sich aber im Bereich
jedes Bandes? nach unserer Definition der reduzierten Wellenzahl f
von dieser nur um konstante additive Glieder unterscheiden, so

, die nichtreduzierte

1 Fiir nicht kubische Kristalle trifft das nicht zu, doch gelten alle folgenden
Uberlegungen, wenn man nicht einen Einkristall, sondern ein Gemenge von
verschieden orientierten Kristallen nimmt. Das entspricht ganz unserer
oben angefiithrten Beschrinkung auf Probleme, die nicht von der Richtung
der Beschleunigung zu den Kristallachsen abhingen.

2 Fir freie Elektronen ist die Einteilung in Bénder ganz belanglos und
rein formal.
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daB wir bei der zweimaligen Differentiation in (14) offenbar f
durch ¥, ersetzen diirfen und die Behauptung f,; =1 leicht veri-
fizieren konnen.

Wirkt die Kraft & die kurze Zeit At auf ein Elektron, so erhilt
es einen Geschwindigkeitszuwachs

Av=1A4t,
also nach (13a)
Av=tordopg=tu2ai=2_as.

nf

Hier ist

der Geschwindigkeitszuwachs eines freien Elektrons. Der Ge-
schwindigkeitszuwachs unseres Elektrons im Zustand (n,f) ist
also genau so groB wie der eines freien Elektrons mit der Masse

m . . . .
m?*; = —. Wir nennen m* die scheinbare Elektronenmasse. Der
'nt fnt

dem Geschwindigkeitszuwachs entsprechende Zusatzimpuls ist

Ap=mdv,
wo m immer die tatsichliche Elektronenmasse (nicht die schein-
bare m*) ist. Mit (13a) ist also

Ap=fnrapp. (13b)
A pp ist dabei der Zusatzimpuls eines freien Elektrons. Der Zusatz-
impuls unseres Elektrons ist also genau so groB wie der von f,,
freien Elektronen (f,; ist allerdings gewéhnlich nicht ganzzahlig).

Wir zeigen jetzt, daB der Mittelwert der Freiheitszahl iiber ein

ganzes Band immer verschwindet, d. h. da8 der durch ein duBeres
elektrisches Feld erzeugte Zusatzimpuls aller Elektronen eines
vollbesetzten Bandes Null ist. Nach (13b) und (14) miissen wir,
da A4 p, unabhingig von 7 und f ist, nur zeigen, da das Integral
von f,, iiber ein ganzes Band verschwindet. Das folgt aber sofort
daraus, daf

£ n
aazE a
nt 0Bnt .
/ Py dk'L:_ﬂ:L_ =07 1=x,Y,%2
= ¢ =
r @

ist. Bei der Ausfilhrung dieses Integrals wurde benutzt, daB
nach 8. 18 k,= :i; l den Rand des Bandes charakterisiert und

daB8 nach (90) +7— dort verschwindet.
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Da f,, iiber das ganze Band integriert verschwindet, muf} es
positive und negative Werte annehmen. In Abb. 6 zeigen wir,
eindimensional, gleichzeitig den Verlauf von Energie E, Geschwindig-

. oF g . 2E .
keit <r\» —a—E> und Freiheitszahl (r\» 'aﬁ) Wir sehen an Hand
1

dieser Figur oder der entsprechenden Formeln (10) und (14),
daB f,; positiv ist, solange wachsender Geschwindigkeit auch
wachsende Gesamtenergie entspricht
und daB f,; negativ wird, wenn die

Geschwindigkeit mit wachsender
Gesamtenergie fallt. In diesem letz- !
teren Fall hat die Beschleunigung |

also die entgegengesetzte Richtung :
wie bei freien Elektronen, genau |
wie wir zu Beginn dieses Abschnittes -~ ‘j( N
[
\

’

qualitativ festgestellt haben. Wir 1 / N\

wollen auch hier nochmals feststellen, -Z V4 0 ‘\\ x
¢ e

da diese interessanten Ergebnisse
ganz allgemein giiltig sind, da wir  Abb. 6. Verlauf von Energie E, Ge-
. : . schwindigkeit » und Freiheitszahl f;
ja keinerlei Voraussetzungen aufBer irmerhalb eines Bandes

der Kristallsymmetrie gemacht (eindimensional).

haben.

Ubergangswahrscheinlichkeiten [64]. Nach allgemeinen wellen-
mechanischen Grundlagen sind die optischen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten durch die Impulsmatrixelemente p,,, bestimmt,
falls das Licht nicht zu kurzwellig ist [vgl. § 1, Gl. (9)]. Wie wir
im Anhang 1. zeigen, lautet die letztere Bedingung fiir uns exakt:

Wellenzahl des Lichtes <€ Wellenzahl des Elektrons.

Letztere hat nach Gl. (5) die GréBenordnung 7:—. Die Wellenldnge

des Lichtes muB} also groB gegen den Gitterabstand @ sein. Dieser
ist von der GroBenordnung 1078 cm. Die gegenwartigen Be-
trachtungen gelten also nicht fiir Rontgenstrahlen.

Wir berechnen die z-Komponente p(?; . -

h 0
p(nf)f,nf’ = T/W:i'ﬁWmde-

Mit GI. (1) wird

h . , 0 .
p;:}’nt,sze*(f—*’f) (’u:y 52 umf—zfuzf:-um)dt.
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Dieses Integral ist nur dann von Null verschieden, wenn
=¥ (15)
ist, denn der Klammerausdruck im Integral ist periodisch [vgl.
Gl (2)]. Er hat also fiir kubische Gitter wegen (2a) die Form

27”'( )
2 am eT m,
Andererseits ist nach GI. (6)
2ni (9= o'
AA—10) — o a ( ¢ ") l.‘h[ég~
Es ist aber
aG ,
ni(0oth ),
e @ M) Mgy,
0

nur dann nicht Null, wenn auBler m, =0 auch g, = g; ist, denn es

ist & ;gi <1, wihrend m, ganzzahlig ist. Unser Resultat ist also
h 9
p;:,)n,t__-T/u:fE;umtdt’ P =0 fir IV,

Wir haben somit eine Auswahlregel (15) abgeleitet:

Es kombinieren optisch nur Zustinde mit gleicher reduzierter
Wellenzahl miteinander. Da jeder reduzierten Wellenzahl genau
ein Quantenzustand in jedem Bande entspricht, heilt das also:
Von einem Zustand (n,¥) eines Bandes gibt es nur optische Uber-
gange zu einen einzigen Zustand (m, ¥) eines anderen Bandes. Alle
anderen Uberginge, insbesondere solche inmerhalb eines Bandes, sind
verboten.

Eine Auswahlregelist gew6hnlich die Folge des Impulserhaltungs-
satzes. Unsere obige Vernachlissigung der Wellenzahl des Licht-
quantes bedeutet, daB wir seinen Impuls in dem fraglichen Wellen-
langengebiet vernachlissigen kénnen. Der Impuls eines freien
Elektrons miite dann bei einem optischen Ubergang konstant
bleiben, was gleichbedeutend damit ist, daB optische Uberginge
iiberhaupt unmoglich sind. Unsere Elektronen sind aber nicht
frei, d.h. sie kénnen mit dem Gitter .Impuls austauschen. Die
obige Auswahlregel (15) besagt nun, dafl dieser Impulsaustausch
gerade so groB ist, daB die reduzierte Wellenzahl f konstant bleibt.
Der Impulserhaltungssatz des ganzen Systems (Elektronen+ Gitter)
ist also gleichbedeutend mit dem Erhaltungssatz der reduzierten
Ausbreitungsvektoren der Elektronen. Etwas ganz Ahnliches haben
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wir oben bei der Beschleunigung gefunden. Auch hier gehorcht
h¥ dem gleichen Gesetz wie der Impuls bei freien Elektronen
[vgl. Gl. (12)]. Es ist eine direkte Folge der Gittersymmetrie,
daB der Impulsaustausch zwischen Elektronen und Gitter gerade
so geregelt wird, dafB fir ¥ einfache Gesetze gelten.

Anstatt mit den Matrixelementen oder mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zu operieren, ist es hdufig anschaulich, dafiir
die Oszillatorenstirken einzufithren. Diese werden definiert durch

2(p0), ¢
() m, n,
m,n,t — m(E’m,f—-En,f) (16)
und sind verkniipft durch den Summensatz (den wir im Anhang 2.

beweisen)
x> f(,f,)m' P = 1= 2,92 (17)
m
Mit
1
fn,m,f = ”?7 ( (nf)m,l + fit?{)m,f + f(nz,)m,t)

lautet er:
2 fumr =1. (17a)
m

Die Oszillatorenstirken werden in der quantenmechanischen
Dispersionstheorie eingefiihrt. Man zeigt dort, daf sie folgende
anschauliche Bedeutung haben: Ein Elektron im Zustand (n, f)
verhilt sich gegen Licht genau so, wie eine Reihe klassischer

harmonischer Oszillatoren, und zwar wie je f,,¢ Oszillatoren von

Ent—E
der Frequenz v, ,,; = i{—h I der Ladung ¢ und der Masse m,

wobei der Index m (nicht mit der Masse zu verwechseln!) alle
méglichen Werte annimmt. Die f, ¢ sind allerdings nicht ganz-
zahlig und man kann deshalb besser sagen, unser Elektron verhalt
sich wie eine Anzahl Oszillatoren mit den Frequenzen v,,;, und

zwar soll von jeder zulassigen Frequenz je ein Oszillator mit der
m

famt
besondere gibt es immer einen Oszillator mit der Frequenz Null,

d. h. ein freies Elektron mit der Masse m} ;. Nach dieser Defini-
tion und, wie man auch direkt zeigen kann [5], ist f,,y identisch
mit der frither [Gl. (14)] definierten Freiheitszahl f,;.

Die groBe Bedeutung des Summensatzes liegt darin, da man
aus der Messung der GroBen einzelner f,,, auf die GroBen anderer

Ladung ¢ und der Masse my,;=

vorhanden sein. Ins-
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schlieBen kann; insbesondere aus den optischen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten Schliisse auf die ,,Freiheit* der Elektronen ziehen
kann (vgl. §8). Die Oszillatorenstirken selbst sind von groSter
Wichtigkeit fiir die Anschauung, weil sie fiir ein Elektron ein
klassisches Ersatzsystem von freien und elastisch gebundenen
Elektronen (Oszillatoren) definieren.

§ 4. Spezielle Fille.

Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Ergebnisse bean-
spruchen volle Allgemeinheit. Sie gelten fiir die’ Elektronen der
innersten.  Schalen ganz genau so, wie etwa fiir Elektronen, die
mit grofer Geschwindigkeit von auflen in den Kristall geschossen
werden. Um diese Ergebnisse aber auch praktisch verwerten zu
konnen, miissen wir sie quantitativ verscharfen.

A. Ndiherung fir tiefe Energien [33). Es ist empirisch be-
kannt und theoretisch leicht verstandlich, daf die tiefsten Energie-
niveaus (Réntgenniveaus) sich in festen Korpern von denen fiir
freie Atome praktisch nicht unterscheiden. Es liegt also nahe,
ein Niberungsverfahren zu entwickeln (natiirlich im Rahmen
unseres allgemeinen Naherungsverfahrens des § 1), bei dem man
von den Verhiltnissen bei freien Atomen ausgeht und die Wechsel-
wirkung der Atome untereinander als kleine Stérung auffaBt.
Diese Niaherung wird Giiltigkeit fiir diejenigen Elektronen haben,
die sich vorzugsweise in der Ndhe der Atomkerne aufhalten, also
an denjenigen Stellen des Potentials, die im Kristall dhnlich wie
beim entsprechenden freien Atom sind. Das wird dann der Fall
sein, wenn die (negative) potentielle Energie der Elektronen groB
ist gegen ihre Translationsenergie.

Es sei W("é) das Potential eines freien Atoms, dessen Kern
am Punkt t, =am sitzt. Die Eigenfunktion des Atoms zum
Eigenwert K, sei 9" und E, sei nicht entartet!. Es ist also die
ScHRODINGER-Gleichung [§1, Gl. (4)] fiir ein Atom:

h2
o v+ (E,—Wm)yn =0 (1)
Jon pmrdr=1. (1a)
Das Potential V des Metalls kénnen wir immer in folgender Form
schreiben y=SWnaU.
m

1 D.h. B, ist ein s-Term. Die Ladungsverteilung ist in diesem Fall
kugelsymmetrisch um den Kern, der Drehimpuls ist Null.
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Hier ist U ebenso wie V und die Summe periodisch. U wire Null,
wenn die Ladungsverteilung im Metall dieselbe wére, wie beim
freien Atom. U ist daher gerade an den Stellen klein, an denen
das Potential sich dhnlich verhilt, wie das Potential W™ des
entsprechenden freien Atoms (man vergleiche §2, S.13). Wir
interessieren uns gegenwéirtig aber gerade fiir Elektronen, die
sich vorwiegend an diesen Stellen aufhalten. Infolgedessen kénnen
wir U Null setzen, ohne einen groBen Fehler zu begehen. Die
ScHRODINGER-Gleichung fir den Kristall lautet somit:

Ayt (E—T)p=0 @)
V=23 Wm. (2a)
m
Zur Losung machen wir den Ansatz
p=2=c, ¥} (3)
| ém | = ¢ = konstant.
Dieser befriedigt tatsichlich unsere Forderung, dal ¢ in der Néahe

des m-ten Gitterpunktes sich wie ¢™ verhilt, denn alle anderen y™

sind an dieser Stelle klein. (Nur fiir solche sollte ja unsere Naherung

gelten.) Es ist also
p(@m)=c, " (@m). )

=% %n

Um ¢,, zu bestimmen, beachten wir, daB nach unserer allgemeinen
Theorie [§3, Gl. (1)]

Ynr= e By (1)
ist. Wegen der Periodizitdt von u,. ist insbesondere
Ynt (am') = ¢ttam’ —am) ,/,M(am).
Nach Gl. (4) wird deshalb
Oy = etatbm'—m) ¢

oder
Cm = co_eia(i, m) (5)
und unsere Eigenfunktionen nullter Néherung (3) lauten:
Yot = 0 X eiem) ym,
m
Nach §3, Gl. (6) kann f genau G® verschiedene Werte annehmen.

Daher gehdren zu dem einen Eigenwert E, des Atoms G® Eigen-
funktionen y,; im Kristall.
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Um die Energie in erster Naherung, also unter Beriicksichtigung
der Wechselwirkung der Atome zu berechnen, machen wir den
Ansatz

E=E,+e¢.
Setzen wir dies und (3) in GI. (2) ein, so erhalten wir

o e, Ayn + (B, +¢) Se, g — Ze, Vyn=0.
m m m

Unter Beriicksichtigung von (1) und (2a) ergibt dies:
e2c ym=DIc (V—Wmym,
m m

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (c,y!")* und integrieren
iiber den ganzen Raum. Dann erhalten wir mit Gl. (1a) und (5):
£ (1 + 2 e—ia(f,n—m) ‘D:_m) . On + 2 e—ia(f,n—m) Ar;b—m (6)

m m

mit den Abkiirzungen

D= = [ () *ymde

C, =f('/’2n)*(V— wm)ymdr (6a)

Ar=m = [ (g * (V — Wm)ymdz, (6b)
Auf der linken Seite von GI. (6) kénnen wir Di—™ gegen 1 ver-
nachléssigen, weil sich nach den Voraussetzungen, die wir fiir unser
Niherungsverfahren gemacht haben, die Eigenfunktionen wenig
iiberdecken sollen. Auf der rechten Seite kénnen wir aus dem-
selben Grund die At~ ™ fiir den Fall, daB n und m nicht benach-
barte Gitterpunkte sind gegen den Fall, daB sie benachbart sind,
vernachlissigen. Dagegen diirfen wir nicht diese letzteren A"~™
gegen C, vernachléssigen, denn es ist zwar (p!")* y™ groB gegen alle
(wp)*p; dagegen ist aber ¥ — W™ gerade an der fraglichen Stelle
(r = a m) klein. In einem einfachen kubischen Gitter hat ein Atom (m)
6 Nachbarn, namlich diejenigen, fiir die 1t = (m, + 1, m,, m,) USW.
ist. Wir bezeichnen die zugehorigen A%~ ™ mit 4 . Dann wird also
die Energie £ in erster Naherung [vgl. (6)]
E=E,+e=E,+C,+24,(cosak,+cosak,+cosak). (7)

Ehe wir diese Energieformel diskutieren, miissen wir uns die

Bedeutung der Integrale C,, und A4, iiberlegen. Zunichst C, (6a):
V—Wm ist das Potential, das alle Atome, mit Ausnahme des m-ten,

erzeugen. C, ist also der mittlere Wert der potentiellen Energie
des zum Atom m gehérigen Elektrons im Felde der anderen Atome.
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4, [Gl. (6b)] ist das Austauschintegral. Um seine Bedeutung
zu erkliren, betrachten wir ein besonders einfaches Problem.
Wir berechnen unter der Annahme, daf} nur zwei Eigenfunktionen
9, und vy, existieren, die potentielle Energie in einem Potential V
einmal klassisch und einmal wellenmechanisch. In beiden Fallen
ist die potentielle Energie e f oVdr, wo eg die Ladungsdichte ist.
Der Eigenfunktion y, entspricht eine Dichte o, =yfy, (ent-
sprechend g, = y; y,). Klassisch ist nun die Gesamtdichte
Ox1 = 0; + 0,- Wellenmechanisch iiberlagern sich aber nicht die
Dichten, sondern die Eigenfunktionen linear; es ist

Y="Crpt+ Cay (|01k: !02E=1)
und daher

ew =Y Y1+ ¥ ve + 6 Y Yo + G Y1 YE =0 + Qunt-

Die wellenmechanische Dichte g, unterscheidet sich also von der
klassischen durch ein Interferenzglied gy, genau so, wie sich etwa
in der klassischen Optik die Intensitit zweier Lichtwellen unter-
scheidet, wenn man sie einmal inkohdrent und einmal kohirent
zusammensetzt. Dem Unterschied zwischen klassischer und wellen-
mechanischer Dichteverteilung entspricht eine Differenz in der
potentiellen Energie und diese Differenz ist gerade die Austausch-
energiel.

Man kann dem Austauschintegral 4, noch eine zweite Bedeu-
tung zulegen. Es 148t sich zeigen, daBl | 4, | proportional ist mit
der Wahrscheinlichkeit, da ein Elektron im ,,Zustand“ n in
den ,,Zustand* m iibergeht und umgekehrt, d. h. dafl ein Elektron
des Atoms n sich mit einem Elektron des Atoms m austauscht.

Das Austauschintegral ist um so groBler, je weiter sich die
Eigenfunktionen der Atome iiberdecken, d. h. je gréBler die Energie
des Atomzustandes E, ist, denn &uflere Elektronenschalen haben
grofiere Energie (kleinere Bindungsenergie!) als innere.

Wir hatten zur Ableitung der Formel (7) die Annahme gemacht,
dafB der Elektronenterm des isolierten Atoms ein s-Term ist, daf
also zu jedem Eigenwert E, genau eine Eigenfunktion gehort. Wenn
wir diese Annahme fallenlassen, so gehort zur Energie £, des Atoms
nicht eine, sondern mehrere Eigenfunktionen (Entartung!). Denken
wir z. B. an einen p-Term, so sind es drei. Durch die Wechsel-
wirkung der verschiedenen Atome wird die Entartung aufgehoben,

1 Eine ausfiihrlichere Besprechung der Austauschkrifte wird in § 24
gegeben.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 3
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d.h. die drei urspriinglich beisammenliegenden Niveaus spalten
auf. Anstatt (7) erhdlt man dann fiir die Energie die folgenden
drei Ausdriicke [110]:

E,=E,+C,+24,cosak, 4 2B, (cosak, 4 cosak,)
E,=E,+C,+24,cosak,+ 2B, (cosak,+ cosak,) (7a)
E,=E,+C,+2A4,cosak,+ 2B, (cosak, + cosak,)

4, und B, sind Austauschintegralel.

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion der Energieformeln (7)
bzw. (7a). Die Energie besteht hiernach aus einem von ¥ un-
abhéngigen Teil, der die um den Betrag C, verschobene Energie
des freien Atoms darstellt und einem zweiten, von ¥ abhéngigen
Teil, der in jedem Band.G® Werte annehmen kann2. Dieser zweite
Teil bewirkt also das Aufspalten des diskreten Energieterms des
Atoms in ein Energieband im Kristall. Ist der Energieterm des
Atoms entartet, so entsteht eine Uberlagerung mehrerer Bander.
Ist z. B. der Atomterm ein p-Term, also dreifach entartet, so
entstehen drei Béander [Gl. (7a)] und jedes Band enthilt immer
G® Zusténde. Die Breite eines Bandes ist im nichtentarteten
Fall (7) (s-Term) 12|4,,|, im Fall des p-Terms (7a) ist sie fiir alle
drei Bénder gleich, némlich 4|4, |+ 8|B,|. Die drei durch (7a)
beschriebenen Binder iiberlagern sich also vollstindig, weil ein
p-Term in kubischen Kristallen bei Vernachldssigung der Aus-
tauschenergie nicht aufspaltet. Innerhalb der Binder verhalten
sie sich aber verschieden, d.h. im allgemeinen gibt es zu einer
Wellenzahl t= (k,, k,, k,) drei verschiedene Energien E,, E,, E;.
Uber das Vorzeichen der A, und B, kann man nur in ganz speziellen
Fillen bestimmte Aussagen machen. Im allgemeinen sind beide
Fille der Abb. 5 (a und b) méglich. Die Breite der Bénder ist fiir
Réntgenterme praktisch verschwindend ; fiir die &uBeren Elektronen
hat sie die GréBenordnung einige Volt.

Nahe den Rindern jedes Bandes (f: Ound f = (:}: :—:, + g, + Z))

ist die Abhingigkeit der Energie von f besonders einfach. So

erhdlt man z. B. in der Néhe von f = 0, durch Entwicklung der
Cosinusse in (7)

E,t=E,.—A,a*k>. (7b)

1 Da man 3 Eigenfunktionen hat, sollte man das Auftreten von 6 Aus-

tauschintegralen erwarten. Von diesen verschwinden aber 8 und 2 sind

einander gleich.
2 Entsprechend den G® Werten von f.
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Fiir ganz freie Elektronen wire dagegen
h2
E=5_-K?
(K ist die nicht reduzierte Wellenzahl).

Die Abhingigkeit von der Wellenzahl ist formal in beiden
Fillen gleich, wenn man unseren Elektronen eine scheinbare

— h?
Masse von der GréBe m* = 547 4. 2uordnet, deren absoluter Betrag
n

| m* | gewohnlich (fiir nicht zu breite Biinder) gréBer als die Elek-
tronenmasse ist.
Im Fall (7a) tritt fir Formel (7b):
E,=E, —A,0?k%— B, a® (k2 + k?)
E2:En0——~Ana2k§—Bna2 (k§+k§) (70)
Ey=E,,—A4,a kzzh‘ B, a? (k:i + k;)
Auch hier hat der Energieausdruck groBe Ahnlichkeit mit dem
fiir freie Elektronen, doch miilten wir bei diesen jetzt die Masse
durch einen Massentensor ersetzen, der aber in dem von uns ge-
wiéhlten Koordinatensystem nur Diagonalglieder hat. Bei E,
wird dann
—_h2 N —he
My =gt 4, My =M= g g
und bei E, und E, analog. A, bzw. B, kann sowohl positiv als
auch negativ sein!. Wir bemerken, dafl die drei Biander (7a) durch
zyklisches Vertauschen der Wellenzahlkomponenten ineinander
iibergehen. Daher hat die gesamte Energie, die zu den (drei)
Zustianden einer gegebenen Wellenzahl gehort, natiirlich kubische
Symmetrie, und zwar wird fiir kleine f
E,+ Ey,+ E;=3E,,— (4, + 2 B,) k?,
also im Mittel
-3
T 262 (4n+2By)
Nach §3, Gl. (10a) und Gl. (14) berechnen wir jetzt den Impuls
und die Freiheitszahl.
Man erhidlt aus (7)

m*

i) = — z’f#” ? Sinak;. (8)
2
== 2T cosak, + cosak, +cosak). ()

1 Bei s-Termen [Gl. (7)] ist immer 4, <0.
3%
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Energie, Impuls und Freiheitszahl zeigen in ihrer Abhingigkeit
von der Wellenzahl im eindimensionalen Fall das einfache Bild
von Abb. 6, S.27. Interessant ist dabei, daB Energie und Frei-
heitszahl in gleicher Weise von f abhingen.

Um diese Abhingigkeit im Zweidimensionalen zu veranschau-
lichen, zeichnen wir in Abb. 7a die Kurven konstanter Energie
f (bzw. Freiheitszahl) im f
& Raum. Wir begrenzen zuerst

o

M\Z//a

Abb. 7a. Niherung A: XKurven Kkonstanter Abb. 7b. Niherung A4 : Fliche konstanter
Energie im f-Raum (zweidimensional, einfaches Energie im dreidimensionalen f-Raum
Kkubisches Gitter, s-Term). Dieenergetische Mitte (energetische Mitte des Bandes, einfaches
des Bandes liegt auf dem einbeschriebenen kubisches Gitter, s-Term). Die Figur
Quadrat. Die Figur stellt gleichzeitig die Kurven  stellt gleichzeitig die Fliche mit der
konstanter Freiheitszahl dar. Auf dem einbe- Freiheitszahl Null dar.
schriebenen Quadrat ist die Freiheitszahl Null.

den Bereich im f-Raum nach Gl (5), § 3 durch ein Quadrat
k,=+ g, k,= j;g (einfaches kubisches Gitter!). In der Nihe des

Nullpunktes, sowie in der Nihe der Ecken sind die Kurven kon-
stanter Energie Kreise um den Nullpunkt bzw. um die Ecken, wie
man durch Entwickeln der Cosinusse in Gl. (7) bzw. (9) leicht sieht.
Auch die energetische Mitte des Bandes

cosak, 4 cosak,=0 (10)

ergibt eine einfache Energiekurve, nimlich ein Quadrat mit den
Seiten

by=tZ—ky k=t 4k, (10a)
Hierdurch wird gleichzeitig auch die Fliche eines Bandes des
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(zweidimensionalen) f-Raumes in zwei gleiche Teile geteilt. Das be-
deutet, daB die Zahl der Eigenwerte in den beiden Hélften der Biander
gleich groBist, waskeineswegs
selbstverstiandlich ist, sondern v

eine Eigenschaft unserer spe-
ziellen Energieformel (7).
Die Kurven konstanter
Energie sind auch Kurven
konstanter Freiheitszahl [ vgl.
(7) und (9)]. Auf der der ener-

in den beiden Halften des
Bandes hat sie vgrschiedene .

getischen Bandmitte entspre- -# 4 z
chenden Kurve ist die Frei- :
heitszahl Null [vgl. (10)] und

Vorzeichen. L

Im Dreidimensionalen ent- N
spricht dem quadratischen Abb. 7e.
Bereich des Zweidimensio-~ .
nalen ein Wiirfel mit der g

Kantenlénge %ﬁ. Den Kurven /

konstanter Energie entspre-

die genau unserem zweidimen-
sionalen Fall entsprechen.
Der Wert der Energie auf

diesen Kurven héingt aber \

von k, ab. Er ist der gleiche

chen jetzt Flachen. Diese /\
Flachen schneiden die Ebe-

nen, die parallel zu einer -\
Wiirfelebene sind, etwa die -% Z
Ebene k,= k,,, auf Kurven, \\_/

wie im Zweidimensionalen, Abb. 7d.
wenn cos @ kz =0, d.h. Abb.7cund d. Néherung 4: Kurven konstanter
1 Energie bei einem p-Tgrm (zweidimensionale
k,=+ 4 ist. Die Fliche, Schnitte).
die der energetischen Mitte des Bandes entspricht
cosak, + cosak, + cosak,=0 (10Db)

ist ziemlich kompliziert. Wir haben sie in Abb.7b dargestellt.

N
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Wie ersichtlich, schneidet sie die Wiirfelebenen in Kreisen mit
dem Radius % %. Auch sie teilt, dem Zweidimensionalen ent-
sprechend, das Volumen des Wiirfels in zwei gleiche Teile.

Die Freiheitszahl schlieSlich ist auch im Dreidimensionalen
auf der Energiefliche der Bandmitte, die ja durch (10b) bestimmt
ist, Null [ vgl. (9)] und diese Fliche teilt auch gleichzeitig das Band
in zwei Gebiete mit positiver und negativer Freiheitszahl.

Im Fall eines p-Terms, d. h. falls die Energie durch (7a) ge-
geben ist, erhdlt man natiirlich drei Flichen konstanter Energie,
eine fiir jede der drei sich iiberlagernden Bénder. Zeichnen wir
einen zweidimensionalen Schnitt, z. B. fiir £, = 0, so werden die
Kurven konstanter Energie fiir £, genau wie im Fall des s-Terms,
d.h. wie in Abb.7a. E, und E, verhalten sich dagegen anders,
wie in Abb. 7c und 7d dargestellt ist. Fiir kleine k,, k, treten
jetzt Ellipsen an Stelle der Kreise und die ganze Figur wird eine
Verzerrung von (7a).

Geschwindigkeit und Freiheitszahl verhalten sich natiirlich
ganz analog.

Mit steigender Energie werden die Abstinde der Energie-
niveaus des freien Atoms immer kleiner, die Bandbreite dagegen
wird immer gréBer. Das fithrt schlieBlich immer zu einer Uber-
deckung der Binder, auch wenn man von nichtentarteten Atom-
niveaus ausgeht. In diesem Fall miiBte man bei der Berechnung
der Energie schon von Anfang der Rechnung an alle diese Energie-
niveaus mitberiicksichtigen.

Fiir die Giiltigkeit unserer Niherung war vorausgesetzt, daB
die Stérung der Nachbaratome klein sein soll. Wir kénnen dafiir
jetzt auch sagen: Die Breite der Béander soll kleiner sein als die
Ionisierungsenergie der betreffenden Elektronen. Fiir die Elektronen
innerer Schalen ist das sicher immer erfiillt. Fiir die &uBersten
Elektronen (Valenz-Elektronen) haben beide Energien die gleiche
GroBenordnung (einige Volt). Hier ist die Giiltigkeitsgrenze unserer
Niherung schon iiberschritten.

B. Niherung fir hohe Energien [86, 32, 1]. Wenn die kinetische
Energie der Elektronen groB8 gegen die potentielle ist, konnen
wir das periodische Potential als kleine Stérung auffassen. Wir
nehmen also an, daB in nullter Niherung das Potential konstant
=V, sei (mittleres Potential). Die zugehérigen Eigenfunktionen
nuilter Ordnung geniigen der SCHRODINGER-Gleichung
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h2
2_7,7A%+(Eo"‘vo)%=0- (11)
Die normierte Lésung lautet
RICH)
Yosr=—pin - (12)

Sie stellt ebene Wellen mit dem (nichtreduzierten) Ausbreitungs-
vektor & dar. Die Energie ist:

h2
By=Vy+ - K*. (13)

Die Periodizititsforderung im Grundgebiet [§3, Gl. (6)] ergibt
fir ® die Bedingung

2z
QZTG—H. (1234)

Der Impuls ist nach §1, Gl (8):

1h . .
pi=§7/e—z<a,r> aa ¢ 0dr = h K;

z;
R
in Ubereinstimmung mit der Berechnung aus § 3, Gl (10a)
(2
pi= 4 55 = hEKi. (13a)
Die Wellenldnge ergibt sich zu
2n h
A= T =73 (12Db)

die Freiheitszahl wird unter Anwendung von Gl. (14), § 3 Eins,
unabhingig von ®, wie das fiir freie Elektronen sinnvoll ist.

Wir fithren jetzt das periodische Potential V als Storung ein.
Vi, sind wie in §2, Gl (7) seine Fourier-Komponenten. Das
mittlere Potential Vyo,= V, miissen wir hier Null setzen, da wir
es schon in der ungestérten Gleichung beriicksichtigt haben.
Daher ist

ni

2
V:ﬁﬁeT““’”, U = V2, (14)
m , 0,

letzteres, da V reell ist.
Da das Potential V eine kleine Storung sein soll, setzen wir
die Energie
Eq = Eogq + ea
und die Eigenfunktionen

Y = Yos + Px,
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wo &g und @g klein gegen Eyg bzw. y,q sind. Die SCHRODINGER-
Gleichung lautet dann

oA (Wos + ) + (Bon + ea—To—T) (yon + pa) = 0.

Unter Beriicksichtigung von Gl. (11) erhalten wir hieraus, wenn
wir GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind, vernachlissigen

o Aga+ (Boa—Vo)pa=—(a—V)poa.  (15)

Nach einem Satz der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
ist diese inhomogene Gleichung nur dann lésbar, wenn der inhomo-
gene Teil orthogonal zur Loésung der homogenen Gl. (11) ist,
d. h. wenn

[(ea—TV)posyiadr=0
R
ist.
Daher ist die Energiestérung ¢q unter Beriicksichtigung von
Gl. (12) und (14)

£R=/1/}3‘3 quogdr=—11§/Vdr=O.
R
Zur Berechnung der Eigenfunktionen entwickeln wir die rechte

Seite von Gl (15) nach Eigenfunktionen ;4 des ungestérten
Problems. Nach § 1, Gl. (6) und (6a) ist, da &g =0 ist:

Vyos =2 Vas yos, Vas\'—_—R/w{’fs\' Vyogdr.  (16)
Py
Ferner entwickeln wir auch @g nach y;q
Po = RE ba s Yo g (16a)
Einsetzen in Gl. (15) ergibt durch Koeffizientenvergleich:
Vas /
bm,=ﬁ, RLQ (16b)
baa=0.

Mit (12), (14) und (16) wird

LSy, [0 2
VRR’:—_F Vm/et(ﬁ !+ 2 m,t)d_[.
m

In dieser Summe ist nur dasjenige Integral von Null verschieden,
fiir welches

F—8+m=0 17)
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ist, und zwar wird
Vag' = Vin = Vi

m=@R—)y, K+&

Die Losung von Gl. (15) lautet dann mit Gl. (16a) und (16b)?:
_ Vin yost’
P = Eq— E Iy .
K48
Sie muB nach Voraussetzung klein sein gegen die ,,ungestérte‘
Losung (12). Das trifft nur dann zu, wenn der Nenner der Summe
in (16b) nicht sehr klein wird. In diesem Fall ist also die Energie
die gleiche wie bei freien Elektronen gleicher Wellenzahl (da eq = 0)
und das gleiche gilt von Impuls und Freiheitszahl.
Ist hingegen Eg = Eg., d.h. nach GI. (13) und (17)

K2~ K'?, ;—n@——-%@'—l—m, (18)

(16¢)

so miissen wir die Stérungsrechnung auf andere Weise durch-
filhren2. In diesem Fall ist nimlich der Ausgangszustand beinahe
entartet, d. h. die Eigenfunktionen y,q und y,q- gehéren beinahe
zum gleichen Energiewert. Als Losung nullter Ordnung nehmen
wir jetzt eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen. Zur
Losung setzen wir also an: fiir die Eigenfunktionen

P =C Pk T C2¥Pos’ + Pg
und fiir die Energie
1
Eq = 5 (Eos + Eos) + &4, (19)

wo eq und @g klein gegen Eyq bzw. yyg sind.

¢, und ¢, sind zunichst unbekannte Konstanten. In gleicher
Weise wie bei Gl. (15) erhalten wir aus der SCHRODINGER-Gleichung
unter Beriicksichtigung der ungestorten Gl. (11) und bei Vernach-
lassigung der GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind

h? 1
mA Ps +[—2— (Bos + Eoﬁ')—Vo] P =
AE A&
:—(—2—~ + SR_V) 01'/’03"‘("—"2_ Tea— V) % Yos'

wobei zur Abkiirzung

AE=E()R"——E05\ (19&)
gesetzt ist.

1 @ kann nur die durch (16¢) zugelassenen Werte annehmen.
2 Die Bedeutung von Gl. (18) besprechen wir auf S.42ff.



42 Allgemeine Grundlagen.

Wie bei GI. (15) ist auch jetzt die Bedingung fiir die Lés-
barkeit dieser inhomogenen Gleichung, da8 die rechte Seite ortho-
gonal zu den Loésungen der homogenen Gleichung, y,q und vy g,
ist. Da nach (16¢):

J¥8aVpadr=0, [ybaVyoadr="Vagw="Vha="Vu
ist, lautet also unsere Losungsbedingung
AE
—<T+85\>61+Vm02=0
AE
Vner— (———2— -+ sg> c; =0,

Dieses homogene Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢, und c,
ist nur dann lésbar, wenn die Determinante verschwindet:

AE AE
(T‘l‘&\) <—T+3ﬁ) — Va=0.
Daraus berechnet sich
(4E)?
q = = VL—ZL + V?n s
d. h. nach (19) und (19a) wird die Energie jetzt:
E E)?
oY AR VAT (20)

Geniigt also die Wellenzahl ® der Bedingung (18), so spaltet
die Energie in zwei Terme mit dem Abstand 2eq auf. Ist ins-
besondere exakt Eyq = Eygq., d. h. AE = 0, so ist die Lage dieser
beiden Energiewerte:

Emin = Eog— Vm }
Emax-_— E05\+ Vm.

m und ® sind verkniipft durch die fiir K2= K’? verschirfte
Bedingung (18)

(20a)

’ a —_ _‘f__ ’
K= K", 2—59—27’@ +m,
oder, nach Elimination von &', durch
= (® m)__f_“ﬁ
2n ? 2

Immer wenn @ dieser wichtigen Bedingung angenihert geniigt,
treten Abweichungen vom einfachen Verhalten der Elektronen

=0. @1)1

! Im Fall eines nichtkubischen Gitters sind in (21) die Vektoren %

durch Gittervektoren in reziprokem Gitter zu ersetzen.
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auf. Man kann leicht sehen, daB jeder der durch (20) bestimmten
Energiewerte hoher als K, oder tiefer als B ; (20a) liegt. Das
kontinuierliche Energiespektrum der freien Elektronen wird somit
durch verbotene Gebiete von der Breite 2 V,, durchzogen, die
Energie also in einzelne Bénder aufgeteilt. Ihre Lage im ®-Raum
ist durch (21) bestimmt.

Auf die Berechnung der ¢;, ¢, kénnen wir verzichten, da wir
alles fiir uns Interessante (y, f,;) aus der Energie ableiten kénnen.
Fiir den Grenzfall (20a) wird einfach |¢;|=|c¢,| und die Eigen-
funktionen nullter Ordnung sind stehende Wellen, denen also kein
Strom entspricht, in Ubereinstimmung mit unserer allgemeinen
Theorie [da ja (20a) die Rinder der Binder bestimmt].

Ehe wir eine eingehende Diskussion beginnen, zeigen wir, da
die Bedingung (21), die die Lage der starken Abweichungen vom
Verhalten freier Elektronen angibt, eine sehr einfache Bedeutung
hat. Sie ist ndmlich identisch mit der Bracaschen Reflexions-
bedingung. Um das einzusehen, gehen wir von (18) aus, woraus
wir mit der Bedingung K = K’ (21) gewonnen haben. Sind «,
und «; die Winkel von & bzw. & mit der X,-Achse, so ist also

K,=Kcosa;,, K;,=K cosa;=ZKcosa; i=2,9,2.
Die pE BrocLiE-Wellenlinge der Elektronen ist nach (12b):
i=2
%
Daher wird Gl. (18) in Komponenten geschrieben:
a(coso;—cosoy) =mA 1=2,9,2,
und das ist tatsdichlich die Bracasche Bedingung fiir selektive
Reflexion einer Welle der Wellenlinge A an der Netzebene (m,,
m,, m,) eines kubischen Kristalls mit dem Gitterabstand a, d. h.
die Bedingung dafiir, daB sich die an den einzelnen Netzebenen
reflektierten Wellen durch Interferenz verstirken. Elektronen
mit dieser Wellenlinge A und Richtung («,, «,, «,) kénnen sich also
nicht ungehindert durch den Kristall bewegen. Wir haben somit
eine anschauliche Deutung fiir das Auftreten der Anomalien
erhalten.

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion fiir den eindimensionalen
Fall oder im Dreidimensionalen fiir K, = K, = 0. Die Lage der
Anomalien (21) ist dann:

K,=Zm,, my=+1,+2, ... (21a)
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Immer wenn die Wellenzahl ein ganzzahliges Vielfaches von f

ist, tritt eine Aufspaltung der Energie ein. Die Breite des ersten
Bandes wird also mit (20a) und (13):

h2 nZ
Bl = m F —_ I’l .
V; muB, damit unsere Néherung giiltig ist, klein gegen B, sein.
Dann wird z. B. fir e =3-10%cm B,=~3e-Volt.

Um das Verhalten der Energie in der Nihe des m,-ten ver-
botenen Gebietes zu untersuchen [oberer Rand des m,-ten, unterer
Rand des (m,+ 1)-ten Bandes] nehmen wir an, daB (21a) nicht
exakt erfiillt ist. Dann ist AE zwar nicht exakt Null, aber wir
konnen es klein gegen Vim, voraussetzen. Wir kénnen dann die
Wurzel im Energieausdruck entwickeln und erhalten aus (20):

_ AE (4E)
E=Eos+ g & (Yo, + () (22)
Wir fiihren eine Wellenzahl K* ein, die die Abweichung von der
Erfillung der Bedingung (21a) miBt:
EK*=K,—m,~. (23)
Nach (13) wird dann:
h2 2
Eyg = Vo+ﬁ <m§;% + 2mz—;—t-K* + K*z)
und da nach (18) K}, = K,— 2% m,_ ist, wird mit (19a) und (23)
h? , h? 47
—AE=m(K2 KQ) 2m 2 mK*

Dabher ist die Energie (22) als Funktion der vom Rand des Bandes
aus gezihlten Wellenzahl K*

h2
E=V,+ Umxisz +WK*2' (22a)
Hier ist
h2 72
Umz = 2'”::152 2
und
m* = ___l: ___—m___’
142
+ me

wobei das obere Vorzeichen zu wihlen ist, wenn in (22a) das
obere Vorzeichen gewéhlt wird (entsprechend fiir das untere).
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Um,, ist die mittlere Energie des m,-ten verbotenen Gebietes, das
sich von Un, — Vi, bis Um, + Vm, erstreckt.

Damit unser Niaherungsverfahren sinnvoll ist, muf} die Stérungs-
energie Vi, klein gegen Um, sein. Dann wird

v
m*gimrgi—, | m*| <m. (24)
T

Wenn wir die Rinder des Bandes als Nullpunkt der Energie fest-
setzen, verhilt sich dort die F

Energie der Elektronen wie

bei freien Elektronen mit der '
scheinbaren Masse m*. Thr Y s .
absoluter Betrag |m* | istnach \ {

(24) kleiner als die wirkliche \ !
Elektronenmasse m?!. \ !

In Abb. 8a zeigen wir die V|
Abhéngigkeit der Energie von \ N 7
der Wellenzahl K,. Um den \ /
Vergleich mit der allgemeinen 7T
Theorie § 3 zu ermdoglichen, \ Y \ /
filhren wir die reduzierte \ # il
Wellenzahl k, ein, die also N /
in jedem Band von ——g bis g _%'1 — é, _‘a'z\o/‘;z‘( %{ ‘;i
lguft. Das ist in dem gegen- r—
wirtig betrachteten eindimen- Abb. 8a. Niherung B (eindimensional).

. . Energie als Funktion der nichtreduzierten
sionalen Fall sehr einfach. Wellenzahl, «=—— Energie freier Elektronen,
Wir kénnen namlich immer ==--- Energie als Funktion der reduzierten

‘Wellenzahl.

die Eigenfunktionen‘ei B2% in
der Form eik”x-ezaﬂm schreiben, das ist in der in § 3, GL (1)
geforderten Form, wobei also

k,=K,— %’5 n
ist. Insbesondere sieht man aus (21a) und aus der Forderung
|k,| <2, daB fir das m,-te Band gilt:

K g2z 1mel fiir gerade m
A ’ (25)
K, ¥ % _ﬂ2—_— fiir ungerade m,

1 Man vergleiche die Ergebnisse der Naherung tiefer Energien (S. 35),
wo | m* | > m ist.
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+ soll bedeuten: — fiir K, >0 und 4 fiir K, <0. Daraus ergibt
sich an Hand von Abb. 8a, daB die Abhingigkeit der Energie
von der reduzierten Wellenzahl im Sinne von Abb. 5a entschieden

wird, d. h. daB fiir auf-

Y einanderfolgende Bénder

/ bei k,=10 abwechselnd
Maxima und Minima auf-
é treten.

Die Geschwindigkeit
und die Freiheitszahl ver-
L’ laufen im Inneren eines
Bandes, wie auf S.41 ge-
i zeigt wurde, wie bei freien
) Elektronen. Um diese Gro-

! Ben am Rand eines Bandes

l zu berechnen, beachten

,_J wir, da3 nach (23) und (25)
0

’\ 6 _ o _ o ..
ok, oK, _ oK* BSv

| | 4 0 |IE ||&E &  Daher wird nach Gl. (22a)
K— mit § 3, GL (10) und (14):
h K*
Uy = m* ! fK='7:Ln_* (26)

Die Freiheitszahl wird also,
! wie bei freien Elektronen,
konstant und zwar so grof§
wie bei freien Elektronen
mit der Masse m*, wie zu
erwarten war. Da nach (24)

L \

Abb. 8b. Niherung B (eindimensional). }m*f <m ist, wird [f K{ >1,
Freiheitszahl f; und Geschwindigkeit v als  g]go grbBer als beil freien
Funktion der nichtreduzierten Wellenzahl. .

—— — Dasselbe fiir freie Elektronen. Elektronen. Elektronen in
diesen Zustinden werden

also durch duBlere Krifte viel stirker beschleunigt als freie Elek-
tronen, was z. B. bei der Deutung der anormal groBen magnetischen
Effekte bei Wismut von Bedeutung ist (vgl. § 31). Die Geschwin-
digkeit wird am Rand jedes Bandes Null, da dort K* = 0 ist, in

Ubereinstimmung mit den Forderungen der allgemeinen Theorie (§3).

In Abb.8b bringen wir Geschwindigkeit und Freiheitszahl
unserer Elektronen im Vergleich mit vollstindig freien Elektronen.
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Interessant ist es, an Hand dieser Abbildung die Bewegung eines
Elektrons in einem konstanten duBeren elektrischen Feld zu ver-
folgen. Befindet sich das Elektron zunéchst im Inneren eines
Bandes, so erfolgt die Beschleunigung wie bei freien Elektronen,
da ja hier die Freiheitszahl Eins ist. SchlieBlich ist die Geschwindig-
keit so stark gewachsen, daf} sich das Elektron im &-Raum in der
Nihe eines oberen Randes eines Bandes befindet. Hier wird die
Freiheitszahl plotzlich stark negativ, das Elektron wird also plotz-
lich in der entgegengesetzten Richtung beschleunigt. Wenn es auf
Null abgebremst ist, hat es gerade den oberen Rand des Bandes
erreicht. Hierauf wechselt die Geschwindigkeit ihr Vorzeichen und
das Elektron néihert sich im §-Raum dem unteren Rand des Bandes.
In geniigender Entfernung vom oberen Rande wird die Freiheits-
zahl positiv, worauf die normale Beschleunigung wieder beginnt.
Dieser plotzliche Vorzeichenwechsel der Beschleunigung kann als
Bracasche Reflexion aufgefalt werden. Ein Elektron fithrt also
periodische Bewegungen in einem konstanten duBeren Feld aus!.
Die Frequenz dieser Bewegungen berechnet man am einfachsten aus
Gl.(12), §3. Aus dieser Gleichung folgt mit & = e § (§ = Feldstirke)

€
ka,:—h—th + (ke =o.
2
Immer wenn k, sich um 731 andert, ist der Anfangszustand wieder-

hergestellt (S. 18). Die Periode 7 ist also 27n é% , oder die Frequenz
z

ist E} = LFh_z_Q .

Im zwei- und dreidimensionalen Fall sind die Verhéaltnisse
in bezug auf Geschwindigkeit und Freiheitszahl dhnlich wie im
eindimensionalen. Dagegen wird die Feststellung der Lage der
Unstetigkeiten der Energie bedeutend komplizierter. Insbesondere
werden sich die einzelnen Bénder gewohnlich iiberdecken. Die
Bedingung (21), die die Lage der Energieanomalien bestimmt,
stellt im ®-Raum im Dreidimensionalen eine Schar von Ebenen,
im Zweidimensionalen eine Schar von Geraden dar. Fir den
letzteren Fall, der etwa im Dreidimensionalen K, = 0 entspricht,
geben wir an Hand von Abb. 9 eine Konstruktion der kritischen

Geraden. Wir wahlen als Koordinaten:
Qz:%Kx; Qy:'%KZ/

1 Das ist natiirlich nur dann richtig, wenn die Wechselwirkung der
Elektronen mit den Gitterschwingungen vernachléssigt wird (§ 13).
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und zeichnen in der durch @,, @, bestimmten Ebene die Endpunkte
aller Vektoren m, d. h. also alle Punkte mit ganzzahligen Koordi-
naten. Bedingung (21) schreiben wir jetzt in der Form

Q|m|cos (D, m)=|m|?
oder
Qcos (R, m)=|m].
Sie wird von allen denjenigen Vektoren erfiillt, deren Projektionen
auf irgendeinen der Vektoren m die gleiche Lénge hat wie dieser

£
1z
G

N

S

G

Abb. 9. Niherung B (zweidimensicnal). Konstruktion der ersten beiden BRILLOUINschen
Zonen (einfaches kubisches Gitter). Die Kurven konstanter Energie sind eingetragen. Sie
weichen nur an den Réndern der Zonen von konzentrischen Kreisen (freie Elektronen!) ab.

Vektor m. Der Ort fiir die Endpunkte aller solcher Vektoren £
ist bestimmt durch sémtliche Geraden, die senkrecht zu irgendeinem
der Vektoren m sind und durch den Endpunkt von m gehen. Die
so konstruierten kritischen Geraden begrenzen im £)-Raum Gebiete,
von denen wir diejenigen, die dem gleichen Absolutbetrag von &,
d.h. von 9, entsprechen, zu Energiebindern zusammenfassen.
Wir haben in unserer Abb. 9 das erste Band (Quadrat mit den
Ecken [m} = 1) und das zweite Band (vier aufgesetzte Dreiecke)
gezeichnet. Jedes einzelne Band hat (man kann das geometrisch
beweisen) im Q-Raume die gleiche Fliche und enthélt nach Gl. (6),
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§3 G2-Werte von Q bzw. & Die héheren Bénder werden aber
in immer mehr Gebiete aufgeteilt!.

Im Dreidimensionalen ist alles ganz entsprechend. Dem
Quadrat entspricht ein Kubus; den Dreiecken Pyramiden usw.
Jedes Band enthilt G3-Werte von £ bzw. Q.

Der Energieverlauf ist, soweit & nicht in der Nahe einer kritischen
Ebene (bzw. Gerade im Zweidimensionalen) liegt wie bei freien
Elektronen GI. (13). In der Néihe dieser Ebenen ist er durch
Gl. (20) gegeben. Der anomale Verlauf bezieht sich, wie aus unserer
ganzen Berechnung und Konstruktion hervorgeht, nur auf die
Komponenten von ®, die senkrecht zu den kritischen Ebenen
stehen. Diese Komponenten &, verhalten sich beziiglich Impuls
usw. wie wir fiir den linearen Fall Gl. (22a), (24), (26) berechnet
haben.

Wie wir oben gezeigt haben, steht jede kritische Ebene senk-

recht zu einem Vektor % m und geht durch den Endpunkt dieses

Vektors. Genau wie in (23) kénnen wir daher einen Vektor @I

einfiihren, der den Abstand von der betreffenden kritischen Ebene
miflt ({, hat die gleiche Richtung wie m).

* 44
RI=Q —-m.

Wir fiithren ferner einen Vektor S?” ein, der die Projektion von &
auf die betreffende Ebene ist. Es wird dann

K=K+ K=K+ [mp % +2|m| Kt T 4 K},

Ganz ahnlich wie in (22a) berechnet sich dann die Energie aus
(22) zu

E=V,+ Uy + 5o Ki Vo gog KIt, (22D)
wobel
h2
U Zmntﬁ l

ist. m* ist analog zu (24) positiv, falls in (22b) + V,;, und negativ,
falls dort —V,, steht. Die Energieaufspaltung ist also immer
>27V,,, denn alle vorkommenden Energien sind entweder > E_
wobei

Epu=Vo+ U, + 5 — 2 Kﬁ+V (fir m* > 0)

1 Fiir nichtkubische Gitter 148t sich im reziproken Gitter eine ganz
ahnliche Konstruktion angeben.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 4
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oder < E ., wobei
2
Bon = Vot Up+ 5o K — Vo (fir m*<0)

ist. Der obige Ausdruck (22b) gilt nur, wenn & nicht selbst in der
Néhe eines verbotenen Gebietes liegt. LaBt man Q& bei fest-
gehaltenem & wachsen, so tritt eine weitere Aufspaltung der
Energie auf, wenn ®, eine kritische Ebene durchschreitet (vgl.
hierzu § 7).
Aus (22b) folgt ahnlich wie in (26) fiir Geschwindigkeit und
Freiheitszahl:
o="K, u=-—K, fg=%(i,+2>, (262)

m

wobei wieder vorausgesetzt ist, daB &) nicht in der Néhe einer
kritischen Ebene liegt.

In der Ndhe der Werte & = % m werden alle drei Komponenten
von & anomal. Energetisch befinden sich also die stirksten Ano-

malien bei einem einfachen kubischen Gitter in der Nahe der
Energiewerte

2 o2
E=V0+2—h"77%§(m;+mf,+m§), m;=0,+1,+2,...
m < 0,0,0.
Das bedeutet aber nicht, daBl diese Energien verboten sind, denn
es gibt ja viele Vektoren ® mit gleichem Absolutbetrag, die nicht
in der Ndhe von kritischen Ebenen liegen.

27)

Die im vorstehenden beschriebene Einteilung des ®-Raumes
in Zonen (BriLLouINsche Zonen) ist durchaus keine Eigenart
unserer gegenwirtigen speziellen Néherung, sondern hat ganz
allgemeine Bedeutung. Wir erinnern uns an die allgemeine Form
der Wellenfunktion § 3, (1)

p= et )y,
Dort hatten wir den Wertebereich von ¥ auf die Werte zwischen
—g und g fiir jede Komponente eingeschrinkt, um eine eindeutige
Zuordnung zu erreichen. Einem bestimmten Wert von f entspricht
dann je ein Zustand in jedem Energieband. Ein Energiezustand
ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe des f-Wertes und
der Quantenzahl n des Energiebandes. Wir kénnen aber auch

eine eindeutige Zuordnung der Energiewerte zu den Werten des
Ausbreitungsvektors erhalten, wenn wir diesen nicht auf den oben
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angegebenen Bereich reduzieren, also die Eigenfunktion in der Form
p= et (], 1) o

schreiben, wo der Vektor & alle moglichen Werte annehmen kann.
Um die Zuordnung von & zur Energie eindeutig zu machen, gehen
wir folgendermafien vor [5]. Wir geben ® zunichst einen Wert,
der in den Bereich von t fillt und nennen ihn ¥,. Diesem f, kénnen
wir, wie wir eben auseinandergesetzt haben, unendlich viel Energie-
werte K,; zuordnen, die alle in verschiedenen Béndern liegen.
Andererseits gehért zu diesen Energiewerten, falls wir & nicht
mehr auf den Bereich von ¥ beschrinken, nicht nur die Wellenzahl
! = f,, sondern alle Wellenzahlen

fR=1 1+ 277: m,

also auch unendlich viele. Um die Zuordnung eindeutig zu machen,
ordnen wir die E,; der GréBe nach an und beziffern den niedersten
mit f, und die folgenden, indem wir zu f, der Reihe nach die Vektoren

%’E m addieren und die entstehenden {-Werte ebenfalls der GréBe

nach ordnen. Da der Wertebereich von ¥, gerade einem ganzen
Energieband entspricht, wird so der ganze Wertebereich von &
verbraucht. Die Zuordnung der {-Werte zu den Energien kann
somit eindeutig erfolgen, ohne daB man auf ein bestimmtes
Naherungsverfahren zur Berechnung der Energien zuriickgreifen
muB. Die hier behandelte Zuordnung wird immer dann vorteil-
haft sein, wenn sich die einzelnen Energiebdinder sehr stark iiber-
decken.

Fiir die Giltigkeit der gegenwértigen Niherung hoher Energie-
terme war vorausgesetzt, dall das Potential V eine kleine Stérung
sei, dal alsc die Energie der Elektronen, falls man das mittlere
Gitterpotential V; als Nullpunkt rechnet, gro3 gegen die FOURIER-
Komponenten V,, sind. Nach § 2 sind die gréiten dieser V,, etwa
10—20 e-Volt, d. h. ungefdhr genau so gro wie V,. Die Niherung
diirfte also bestenfalls fiir Elektronen, die schon auBerhalb des
Metalls eine Geschwindigkeit von der GréBenordnung 10 e-Volt
haben, giiltig sein. Wenn wir das erste Band betrachten, ist das
Versagen der Nédherung besonders drastisch, denn ihr entspricht
die K-Schale des Atoms (bei Ag z. B. 10 e-Volt gegen 25000 e-Volt).
Aber auch die Elektronen der duBleren Schalen werden noch nicht
im Giiltigkeitsbereich unserer Niaherung liegen, denn wir bekommen
mit ihr keine Energiewerte, die kleiner als V, sind.

4*
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Wenn das n-te Band das erste Band ist, fiir das wir unser
Niherungsverfahren anwenden kénnen, so diirfen wir nicht dieses
Band so behandeln, wie wir das erste Band in unserer Naherung
behandelt haben, denn nach unserer Zuordnung entspricht es auch
jetzt dem n-ten Band. Man kann das auch anschaulich so verstehen,
daB man sich das Gitterpotential sehr stark erniedrigt denkt [5].
Dann wird schon das erste Band durch unsere Néherung richtig
dargestellt. VergroBern wir jetzt allmidhlich das Gitterpotential
bis zu seinem tatsidchlichen Wert, so bleiben die Verhiltnisse fiir
groBe Energien, fiir welche die Naherung giiltig bleibt, im wesent-
lichen unverindert.

C. Mittlere Emnergien [154, 175]. Das groBte Interesse be-
anspruchen fiir uns die Energiebander der Valenzelektronen, denn
diese Elektronen sind fiir die meisten typisch metallischen Effekte,
wie z. B. die elektrische Leitfahigkeit, verantwortlich. AuBerdem
erhilt man aus ihrer Energiedifferenz gegen die entsprechenden
Zustinde im freien Atom alles, was man im Zusammenhang mit
der metallischen Bindung wissen mufl. Wir haben oben gesehen,
daB sowohl die Naherung A4, als auch die Néherung B fiir eine
exakte Beschreibung der Valenzelektronen nicht in Frage kommen
und miissen daher eine neue Methode suchen. Diese ist bis zu
einem gewissen Grade eine Kombination der Methoden 4 und B.

Wir teilen das Potential, in dem sich ein Elektron bewegt,
in zwei Teile: 1. In alle Teile, nahe den Atomkernen, d. h. inner-
halb der Atomriimpfe und 2. alle Teile auBerhalb der Atomriimpfe.
Wenn sich das Elektron vorwiegend in den Gebieten 1 aufhilt,
gilt die Methode 4; wenn es sich vorwiegend in den Gebieten 2
aufhalt, die Methode B. Wenn wir nun z. B. die Breite des Energie-
bandes berechnen, so liefern die Teile, die nach A behandelt werden,
einen viel kleineren Beitrag als diejenigen, die nach B behandelt
werden, d. h. die Breite des Energiebandes bestimmt sich nach B.
Fiir die Lage des Energiebandes sind aber die Teile nahe dem Atom-
kern sehr wesentlich.

Zur Berechnung der Eigenfunktionen gehen wir folgendermafen
vor: Wir teilen zunichst den ganzen Kristall in einzelne gleich
groBe Zellen, in deren Mittelpunkt je ein Atom sitzt. Diese Zellen
werden so konstruiert, daB man ein Atom mit seinen néchsten
Nachbarn (bei kubisch raumzentriertem Gitter auch mit den iiber-
néchsten Nachbarn) durch Gerade verbindet und senkrecht durch
den Mittelpunkt dieser Geraden je eine Ebene legt. Diese Ebenen
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sind die Grenzflichen unserer Zellen. Bei allen praktisch in Frage
kommenden Gittertypen (z. B. kubisch-raumzentriert bei Alkali-
metallen, kubisch-flichenzentriert bei Edelmetallen) kénnen diese
Zellen mit sehr guter Anndherung als Kugeln betrachtet werden.
Die zu berechnenden Eigenfunktionen miissen die Form §3 (1)

p= et (}1) g
haben. Wir wollen hier festsetzen, daf3 fiir den Zustand mit der
tiefsten Energie f = 0 sein soll, was nach den Ausfiihrungen iiber £
in §3 immer zulidssig ist. Fir £=0
ist

y=1u, f=0,
d. h.. y ist eine Funktion mit der
Gitterperiode. In jeder unserer Zellen

(Kugeln) hat also p die gleiche Form /
0

und aus Symmetriegriinden muf} da-

=
her am Rand jeder Kugel \/

oy [ ou . N
<7>r=r.—<W> =0, t=0

‘r=n

Abb. 10. Die Eigenfunktion ¥ = 0 des

sein (wobei r der Abstand vom Atom- 5 _;Bandes von Na. Nach [179].

kern und », der Kugelradius ist),

denn das ist die Bedingung dafiir, da} sich die einzelnen Funk-
tionen stetig aneinander anschlieBen. Der Radius r; ist so zu
wihlen, daf das Volumen der Kugel gleich dem Atomvolumen
ist. Die Funktion « kann man &hnlich berechnen wie die Eigen-
funktionen fiir ein freies Atom, d.h. man 16st die SCHRODINGER-
Gleichung firr das Potential, das durch das Ion erzeugt wird. Der

einzige Unterschied ist der, daB wir jetzt die Randbedingung
"Z_f” =0 am Rand der Kugel erfiillen miissen, wihrend sich die
Eigenfunktionen bei einem freien Atom bis ins Unendliche er-
strecken. Die Ausfiihrung der Rechnung zeigt, da die Eigenfunk-
tion innerhalb des Atomrumpfes fast genau wie beim freien Atom
ist. AuBerhalb dagegen fillt sie beim freien Atom exponentiell ab,
wihrend sie in unserem Fall angenidhert konstant bleibt. Hier
verhélt sie sich also wie bei freien Elektronen, denn es ist ja

ettty =1 fiir t=0.

Abb. 10 zeigt die so berechnete Eigenfunktion fiir Na. Die Energie
des betreffenden Zustandes ist niedriger als beim freien Atom,
denn das Elektron befindet sich jetzt immer innerhalb der Kugel
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mit dem Radius r;, wo das negative Potential gré8er ist als auBer-
halb. Man erhilt beiNa als Energie des Grundzustandes ~—8e-Volt
gegen —5e-Volt beim freien Atom !.

Wir gehen jetzt zu f-Werten iiber, die von Null verschieden sind
und machen fiir die Eigenfunktion den Ansatz

p=1nyyetbn) (28)
wobei. u, die nach der obigen Methode fiir f = 0 berechnete Funk-
tion u ist. Diese Funktion g verhélt sich auBlerhalb des Atom-
rumpfes, wo u, beinahe konstant ist, wie

p~edhn, (28a)
d.h. wie bei freien Elektronen. Innerhalb des Rumpfes ist hin-
gegen t ungefahr gleich dem Radiusvektor des Atomkerns, d. h.
fiir kubische Kristalle

Ity =am.

AuBerdem verhélt sich u, hier praktisch wie die Eigenfunktion
™ des freien Atoms. Infolgedessen wird hier nach (28)

Y~ ;Lneia(f,m) (28 b)
d. h. genau wie bei Néherung A4 (4) und (5). Unser Ansatz (28)
entspricht also genau dem, was wir anfangs fiir unsere gegen-
wirtige Methode gefordert haben.

Zur Berechnung der zum Ansatz (28) gehorigen Energie bemerken
wir zundchst, daf sich zeigen lift, daB u, immer reell gewihlt
werden kann. Durch Einsetzen von (28) in die SCHRODINGER-
Gleichung erhalten wir Gl. (8), § 3 mit u = u,. Zu dieser Gleichung
addieren wir die konjugiert komplexe. Da wir eben gesagt haben,
daB wu,=u; ist, verschwindet das Glied 2 (f, grad) », und wir
erhalten

Auo—}—i—T(E-—%k?—V)uo:O.
Fiir ¥=0 ist
2
Au0+T72n—(E’1—V)u0=O,

wo E, die Energie fiir f =0, d. h. des unteren Randes des Bandes
ist. Durch Vergleich beider Gleichungen findet man

E=E+4 1, (29)

1 Wir werden in §23 ausfiihrlicher auf die Berechnung der Eigenfunktionen
und der Energie zu sprechen kommen.
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d.h. die Energie innerhalb des Bandes verliuft genau wie bei
freien Elektronen, solange der Ansatz w = u, zulissig ist. Aus der
eben durchgefiihrten Rechnung geht auch hervor, da die An-
nahme, daB u reell ist, gleichbedeutend damit ist, daB % unabhingig
von f wird und daB die Energie durch (29) gegeben ist.

Um die oben gemachte Annahme iiber y, die zu dem Energie-
ausdruck (29) fithrte, zu priifen, gehen wir nochmal auf Gl. (8),
§ 3 zuriick.

Au4 21 (%, grad)u+zh% (E—z—h%k2——-V>u=O.

Solange hier ¥ klein ist, kénnen wir das fragliche Glied (£, grad «)
als Stérung auffassen und erhalten dann in erster Néherung fiir
die Energie den Ausdruck (29). Da hier f aber quadratisch eingeht,
miissen wir konsequenterweise auch in unserer Stérungsrechnung
bis zur zweiten Naherung gehen, wodurch wir ein zusitzliches
Glied in (29) erhalten, das aber auch proportional zu %2 ist, so daf3
wir immer schreiben kénnen

2
B=E 452, (29a)
wo m* die scheinbare Masse ist, welche durch die Relation
m
f=

die Freiheitszahl f bestimmt. Ob f wesentlich von Eins verschieden
ist, 148t sich durch Berechnung der Breite des Bandes abschétzen,
denn wenn diese die gleiche GréBenordnung hat wie in der Nédherung
fir freie Elektronen das erste Band, so ist sicher auch f=1.
Wir miissen somit die Energie des oberen Randes des Energie-
bandes berechnen, der bei einem einfachen kubischen Gitter die

Wellenzahl = <Z , g, g) hat. Wir beachten, da8 der Faktor ¢(t )
in y dann beim Fortschreiten um die Strecke a (z. B. in der
X-Richtung) sein Vorzeichen wechselt. Es ist ja

ii'—(a:+a) iiz
e a — a

Wegen der Periodizitit von u ist somit am Rand jeder Zelle
y=—yp, d.h. p=0,
damit o stetig ist. (Die vorstehenden Uberlegungen gelten ent-

sprechend fiir andere Gittertypen.) Wir miissen somit die gleiche
ScHRODINGER- Gleichung lésen, wie bei der Berechnung der Energie
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des unteren Randes, nur haben wir jetzt die Randbedingung
yp =0 zu erfiillen.

Die Durchfithrung der Rechnung, die wir in § 23 vornehmen
werden, zeigt, daf die Breite des Bandes immer die gleiche Gré8en-
ordnung hat, wie die Breite des ersten Bandes in der Niherung
fiir freie Elektronen.

Verteilung und Dichte der Eigenwerte. Wir sind jetzt in der
Lage, genauere Angaben iiber das Energiespektrum zu machen.
Wir beginnen mit den kleinsten Energien. Hier haben wir sehr
schmale Energiebdander, praktisch scharfe Linien, die im gleichen
Abstand wie die Energieniveaus der entsprechenden freien Atome
liegen. Jedes Band enthilt G° Eigenwerte, und die Dichte der
Eigenwerte ist fiir sehr schmale Binder demnach sehr gro8. Fiir
gréBere Energien nimmt die Bandbreite zu, die Eigenwertdichte
innerhalb eines Bandes ab und auBlerdem verschiebt sich die
mittlere Energie des Bandes gegen das zugeordnete Atomniveau.
Bei den Energiebidndern, die den Niveaus der Valenzelektronen
entsprechen, haben die Bander eine Breite von einigen Volt erreicht
und beginnen sich teilweise zu iiberdecken. Da dies Uberdecken
in immer stirkerem MaBe erfolgt, beginnt die Eigenwertdichte
zu steigen, obwohl sie in den einzelnen Béndern infolge der
wachsenden Breite abnimmt. SchlieBlich ist sie so groB wie bei
freien Elektronen, abgesehen von einzelnen Werten der Energie
[GL (27)], wo sie etwas kleiner wird. Die Abweichung an diesen
Stellen vom Verlauf wie bei freien Elektronen ist um so kleiner,
je groBer die Energie wird.

Wir wollen jetzt die Eigenwertdichte D () fiir eine beliebige
Energiefunktion ableiten. Wir verstehen unter D (E) die Zahl
der Eigenwerte in der Energieeinheit. Nach § 3, Gl. (6a) ist die
Zahl der Eigenwerte in einem Volumenelement dry des f-Raumes

R
W d‘[’{ .
Die Eigenwertdichte D(E) ist also
E+AE
1 R
D(E) =A—W/dn. (30)
E

D-AE ist die Zahl der Eigenwerte im Energieintervall 4 E. Wir
fithren jetzt auf der Fliche Z (¥) = const. orthogonale Koordi-
naten ein, deren Flichenelement do sei. Die dritte Koordinate
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k, wihlen wir senkrecht zur Fliche E = const. Dann ist

dE
dk, = |gradt E |’

wobei grad; E der Gradient im f-Raum ist. Damit wird

R do
D (E)= (2n)3/|gmth|. (30a)
E = const

Die Integration erstreckt sich iiber die Fliche E = const.
Im Spezialfall freier Elektronen ist nach Gl. (13)

h2
E=V,+ - K2, (13)

2m

Die Flichen konstanter Energien sind hier die Kugeln K = const.
Also ist

h2
| gradi B|=--K
unabhéngig von den Koordinaten auf der Kugeloberfliche und

/do =4m K2,
Daher ist nach (30a)

R
D(B) = g 4n K? i
oder mit (13)
R 2 /2
D(B) = o (2 ) BT (31)

An den Réindern jedes Bandes verlduft die Energie, also auch
die Eigenwertdichte, wie bei freien Elektronen, deren Energie so
normiert ist, daf sie am Rand des Bandes verschwindet und die
eine scheinbare Masse m* haben, die positiv am unteren und
negativ. am oberen Rand des Bandes ist. Ist E, bzw. E, die
Energie des unteren bzw. oberen Bandrandes, so ist also dort
die Eigenwertdichte proportional (E— E;)'2 bzw. mit (E,— E)'2.

In Abb. 1la—c zeigen wir den Verlauf der Eigenwertdichte;
a) fir sehr tiefe Energien, z. B. K- und L-Schale von schweren
Elementen; b) fiir mittlere Energien, wo sich die Bander zu iiber-
lagern beginnen; ¢) fiir groe Energien, wo die Anndherung an den
Verlauf fiir freie Elektronen beginnt. In a) und b) ist es immer
sinnvoll einem Energieniveau des Atoms ein Energieband des
Metalls zuzuordnen.

Uber den Absolutwert der Eigenwertdichte kann man noch
folgende interessante Aussage machen: Es sei E’ eine Energie,
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von der an die Eigenwertdichte D praktisch gleich der bei freien
Elektronen ist. Die Gesamtzahl der Eigenwerte fiir Energien
E £ F' ist dann genau so groB wie bei freien Elektronen, d. h. es ist
F 3 R (2 /
R [(2m)\3/2 32
/ D(E)dE = (T';‘) / (B—TdE = 5o (_h%) (B — V).
—® Vo

Denkt man sich nidmlich die Schwankungen des Gitterpotentials
allmahlich erniedrigt, so werden die Eigenwerte, deren Energie

3 £
Abb. 11a—c. Eigenwertdichte D (E), a fiir sehr tiefe Energien, b mittlere Energien (Valenz-

elektronen). Es wird die Uberlagerung zweier Binder gezeigt. Eigenwertdichte,
= == — Eigenwertdichte eines einzelnen Bandes, —-— — Grenzenergie unter der Annahme
von zwei Valenzelektronen (vgl. §5), c fiir hohe Energien. Eigenwertdichte,
- — — Eigenwertdichte fiir freie Elektronen.

E > FE’ ist, im wesentlichen unverindert bleiben. Die Eigenwerte
E < B’ werden dagegen verschoben und gehen schlieSlich, wenn
die Potentialschwankungen geniigend klein sind, in die Eigenwerte
fiir freie Elektronen iiber. Da bei diesem ProzeB keine neuen
Eigenwerte entstehen konnen, ist die obige Behauptung bewiesen.

§ 5. Die Gesamtheit aller Elektronen.

Nachdem wir in den beiden letzten Paragraphen die méglichen
Zustande fiir Elektronen eines Kristalls berechnet haben, miissen
wir feststellen, wie diese bei einer bestimmten Temperatur besetzt
sind und was fiir Werte wir fiir die wichtigsten Eigenschaften (wie
z. B. Impuls und Freiheitszahl) erhalten, wenn wir iiber alle be-
setzten Zustdnde summieren.

PAvLI-Prinzip [27]. Dieses lautet: Jeder vollstindig definierte
Quantenzustand kann hichstens von einem einzigen Elektron besetzt
sein. Ein Quantenzustand ist eindeutig definiert durch Angabe der
Quantenzahlen (n,f) und der Spinquantenzahl. Letztere kann
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bekanntlich zwei Werte (4 1/,) annehmen. Eine Eigenfunktion als
Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist durch drei Quantenzahlen
bestimmt (drei raumliche Freiheitsgrade). Bei unserer Bezifferung
brauchen wir zwar vier (n, k,, k,, k,); die t haben aber nur einen
beschrinkten Wertebereich. DafB3 wir nur drei Zahlen brauchen,
sehen wir am einfachsten durch Ubergang zum nichtreduzierten
Ausbreitungsvektor & Ein Quantenzustand ist also unter Hin-
zunahme der Spinquantenzahl durch vier Quantenzahlen eindeu-
tig definiert.

Das PavLi-Prinzip kann im Rahmen der Wellenmechanik nicht
bewiesen werden. Dagegen 1a8t sich sehr leicht beweisen, da8 es,
wenn es einmal giiltig ist, auch immer giiltig bleibt. Ohne PavuLi-
Prinzip wiren alle Elektronen eines Atoms in der K-Schale ver-
einigt. Unter Beriicksichtigung dieses Prinzips aber werden die
Zustéande sukzessive besetzt.

Beim absoluten Nullpunkt sind in einem System von N Elek-
tronen die N tiefsten Energieniveaus besetzt. Es soll das oberste
Band nicht gerade voll besetzt sein. Die Energie des héchsten
besetzten Niveaus nennen wir dann Grenzenergie £,!. Bei steigender
Temperatur werden einzelne Elektronen Energien haben, die
groBer als £, sind. Es ist aber leicht einzusehen, daB eine wesent-
liche Anderung der Besetzungszahlen der Niveaus nur in einem
Bereich von der GroBenordnung k7' um die Grenzenergie stattfindet.

Um das zu zeigen, kann man z. B. folgendermaflen vorgehen:
Nach den Grundsitzen der Thermodynamik muB unser Elektronen-
system bei der Temperatur 7' im Gleichgewicht mit schwarzer
Strahlung von der gleichen Temperatur sein. Die Strahlung ruft
Ubergiinge zwischen einzelnen Elektronenniveaus hervor, und zwar
hauptséchlich solche mit einer Energiedifferenz hv,,,, wo » ,  die
Frequenz mit der groBten Strahlungsintensitdt ist. Nach dem
Pranckschen Strahlungsgesetz ist Ay, ,, ~3%7. Da ein Elektron
wegen des PAULI-Prinzips nur dann in hohere Energiezustinde
iibergehen kann, wenn diese unbesetzt sind, ist unsere Behaup-
tung plausibel.

Fermi-Statistik [22, 20, 54]. Die Aufgabe der Statistik ist die
Berechnung der Zahl der Elektronen, die bei einer bestimmten
Temperatur 7' eine Energie £ haben, wenn Gesamtteilchenzahl N
und Gesamtenergie des Systems vorgegeben sind.

1 Diese muB kleiner als Null sein, damit die Elektronen an das Metall
gebunden sind.
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Die Gesamtenergie des Systems setzt sich, wie wir in §1, GI. (11)
zeigten, zusammen aus der Summe der Energieterme K, ; der ein-
zelnen Elektronen, etwa wie wir sie in den Paragraphen 3 und 4
berechnet haben, vermindert um die gesamte Wechselwirkungs-
energie (denn in X' E,; werden alle Wechselwirkungen doppelt
gerechnet). Wir machen jetzt die Annahme, dafl wir die Wechsel-
wirkungsenergie fiir unsere ganzen statistischen Uberlegungen als
konstant betrachten kénnen. Das bedeutet, dafl, wenn ein Elektron
vom Zustand E,; in den Zustand E,. iibergeht, sich die gesamte
Energie auch um E, ;. — B, ; 4ndert. Nun wissen wir aus unseren
vorstehenden qualitativen Uberlegungen, daB nur die Elektronen
in einem Bereich k¥ T um die Grenzenergie temperaturabhéingig
sind, d. h. nur Elektronen in dem obersten besetzten Band (1 Volt
entspricht einer Temperatur von etwa 10* °C). Diese Elektronen
haben (§ 4) nur einen kleinen EinfluB} auf die Lage der Energieterme
der Elektronen tiefer Bénder. Unsere Annahme ist daher gleich-
bedeutend damit, daB die Wechselwirkung der Elektronen des
obersten Bandes! unabhéngig von der Temperatur ist, eine An-
nahme, die bei weitem nicht so weitgehend ist wie eine vollstdndige
Vernachliassigung der Wechselwirkung dieser Elektronen2. Wir
verstehen im folgenden unter U die Summe der Eigenenergien der
Elektronen. U unterscheidet sich von der Gesamtenergie nach
unserer vorstehenden Annahme fiir alle Temperaturen um einen
konstanten Betrag. Bei entsprechender Normierung diirfen wir
unter U also auch die Gesamtenergie verstehen. Die &duBeren
Bedingungen, die wir unserem System auferlegen, sind: konstante
Teilchenzahl, konstante Gesamtenergie und konstantes Volumen
(d. h. Vernachlissigung der thermischen Ausdehnung).

Die Grundfragestellung der Statistik lautet dann: Wie gro8
ist bei gegebenen duBeren Bedingungen im Mittel die Zahl der
Elektronen mit einer Energie zwischen £ und E + dE.

Um diese Fragestellung analytisch zu formulieren, teilen wir
die Energie in kleine Intervalle von der Grofie 4 E ein. Die mittlere
Energie im i-ten Intervall sei E;, die Zahl der Elektronen in diesem

Intervall sei N,, die Zahl der Eigenfunktionen (n, ) sei %Zi.
Unter Beriicksichtigung des Spins entsprechen jeder Eigenfunktion

1 Oder der obersten Béander, falls sich die Binder iiberdecken.
? Konnten wir diese Vernachlissigung nicht machen, so wiren die
Energieniveaus selbst temperaturabhingig.
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zwel Quantenzustidnde (n, f, +1/,). Die Zahl der Quantenzustinde
im i-ten Intervall ist also Z,. Fallt das i-te Intervall in ein erlaubtes
Energiegebiet, so ist Z, eine sehr grofe Zahl, nadmlich nach §3
proportional mit der Zahl der Elementarzellen des Grundgebietes.

Die Bedingungen, die wir dem System auferlegen, lauten jetzt:
N=XN, (), U=3NE @, =% @
N, U,n sind konstant (B ist das Volumen des Grundgebietes).
Gesucht sind die mittleren Werte der Besetzungszahlen N,.

Zur Losung unseres Problems miissen wir zuerst einiges zum
wellenmechanischen Mehrkérperproblem mitteilen. Nach dem
PavLi-Prinzip kann ein Quantenzustand (n, ¥, & 1/,) hochstens von
einem einzigen Elektron besetzt werden. Der Zustand des Gesamt-
systems ist dadurch eindeutig bestimmt, dal man angibt, welche
Quantenzustinde besetzt sind. Dabei wird aber nicht angegeben,
daB etwa das Elektron @ den Zustand A4, das Elektron b den Zu-
stand B besetzt usw., denn es besteht prinzipiell nicht die Mog-
lichkeit, irgendein Elektron, @, von einem anderen, b, zu unter-
scheiden. Die Tatsache, daB ein Quantenzustand besetzt ist,
kann nicht dadurch niher bestimmt werden, dal man angibt,
daB er durch ein bestimmtes Elektron besetzt ist!.

Wir nennen einen Zustand des Gesamtsystems einen Mikro-
zustand, wenn wir genau angeben koénnen, welche Quanten-
zustinde (n, ¥, = 1/,) besetzt sind. Einer bestimmten Zahlenfolge
der Besetzungszahlen N, (Ny, N,, ...) entsprechen im allgemeinen
eine groBe Zahl von Mikrozustinden, denn es gibt ja in jedem
Energieintervall AE, das in ein erlaubtes Energiegebiet fillt,
sehr viele (Z,) Quantenzustinde. Andererseits gibt es meist sehr
viele Zahlenfolgen N,, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigen.

Aus den Grundprinzipien der Quantenmechanik folgt, daB
jeder eindeutig definierte Quantenzustand a priori mit gleicher
Wahrscheinlichkeit von einem Elektron besetzt. werden kann.
Wir sagen: jeder nicht entartete Quantenzustand hat gleiches
statistisches Gewicht. Infolgedessen wird diejenige Zahlenfolge N,
die wahrscheinlichste sein, die durch die gréBte Anzahl von Mikro-
zustinden erzeugt werden kann.

1 In der klassischen Physik dagegen bezeichnet man zwei Zustinde
des Gesamtsystems als verschieden, die durch Vertauschung zweier Elek-
tronen, die in verschiedenen Zustinden sitzen, hervorgehen.
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Um die Zahl der Mikrozustinde von N, Elektronen, die sich
im s-ten Intervall befinden, zu berechnen, denken wir uns alle
Quantenzustinde dieses Intervalls nacheinander angeschrieben
und von 1 bis Z; numeriert. Das ist auf Z,!-fache Weise méglich.
Ein Mikrozustand ist dadurch definiert, daB3 man angibt, welche
N, von den Z;-Quantenzustinden besetzt sind (wegen des PauLr-
Prinzips ist N, <Z;). Bei N,! von den Z;! Anordnungsmoglichkeiten
werden nur besetzte, bei (Z,— N,)!-Anordnungen nur die un-
besetzten Quantenzustidnde miteinander vertauscht. Im ganzen
gibt es also

Z;!
Ni! (Z; — Ny)!
Mikrozustinde im ¢-ten Energieintervall. Einer bestimmten Zahlen-
folge N, entsprechen somit

Z;!
W=l wrz—mr “

Mikrozustinde. Das mathematische Problem, das wir zu lésen
haben, besteht darin, diejenige Zahlenfolge N, zu bestimmen,
die W unter Beriicksichtigung von (1), (2) und (3) zu einem Maxi-
mum macht. Anstatt W konnen wir auch

log W= X [logZ;!—log N;!—log (Z;— N;)!] (4a)

zu einem Maximum machen.

Zuerst beachten wir, dal Z; =0 ist (also auch N, =0), falls
das i-te Intervall in ein verbotenes Energiegebiet fillt. Da 0! =1
ist, konnen wir diese Intervalle fiir die Berechnung von log W
auBer acht lassen. Alle anderen Z; und N, sind aber groe Zahlen.
Deshalb kénnen wir die StrrriNgsche Formel anwenden:

logZ,! =Z;log Z;— Z;
und erhalten aus (4a):
log W= X [Z;log Z;— N;log N;— (Z;— N;) log (Z;— N;)]. (4b)

Unser Variationsproblem wird dadurch gelost, da8 wir § (log W) = 0
setzen, wobei alle N, zu variieren sind. Die Z, sind dagegen Kon-
stante. Die Nebenbedingungen (1), (2), (3) beriicksichtigen wir
nach dem LacRANGEschen Verfahren, d. h. wir addieren sie mit
zunéchst willkiirlichen Faktoren (den LagRaNcEschen Faktoren)
multipliziert zu log W und bilden die Variationen der Gesamt-
funktion. Da die Bedingung (3) nicht von N, abhingt, konnen
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wir sie vorldufig unberiicksichtigt lassen. Sind —« und —f die
LacrangEschen Faktoren, so fordern wir also:
(S(log W—GEN,"—ﬂEE,LNI):O, (5)

oder, da alle N, unabhingig voneinander zu variieren sind:
0
N (logW—a X N;—f X E;N;) =0.
Mit (4b) erhalten wir nach Ausfiihrung der Differentiation:
—log N; + log (Z,— N)) =« + B B

Z.
N=——-—"
¢ ea + ﬂE,‘: + 1
Wir lassen jetzt die GréBe unserer Intervalle AE beliebig klein
werden. Fiir die Zahlenfolge N, erhalten wir dann eine Funktion
von E, N (E), die dadurch bestimmt ist, da lim i (&) ist.

4E~>0 4dE
Entsprechend ergibt sich die Eigenwertdichte D (E) 1 lim Zi .
2 4 E-> OA g

1 . .
<§, da wir wegen des Spins in Z; jeden Eigenwert (n, f) doppelt

oder

(6)

gezéhlt haben.) Somit wird (6):

__2D(E)
N(E)—;%HEH. (6a)
Wir nennen die GroéBe
1
f=rrrt )

die Fermische Verteilungsfunktionl. Da 2fDdE die mittlere
Zahl der Elektronen im Energiegebiet B, E + d E ist, stellt f(E)
die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB ein Quantenzustand (n,
t, +£1/,) besetzt ist. Da nach §3 (6a) im Volumenelement des

E-Raumes B dt; Eigenwerte sind, und da jeder doppelt besetzt

27
werden kann, ist die Zahl der Elektronen in dr,
2R
Tz?)afdkzdkydkz. (6b)
Gesamtelektronenzahl (1) und Gesamtenergie (2) werden jetzt:
N=2/[{(BE)DdAE, (la)
U=2[f{(E)D-EdE. (2a)

! Diese allgemeine Form der Verteilungsfunktion f ist vollstindig un-
abhiingig davon, welches spezielle Elektronenproblem betrachtet wird.
Dieses ist durch die Eigenwertdichte D charakterisiert.
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Die Bedeutung von « und # bestimmen wir durch Anschluf3
an die Thermodynamik. Diesen stellen wir mit Hilfe der BoLrz-
MaNNschen Beziehung zwischen Entropie S und thermodynamischer
Wahrscheinlichkeit W her:

S=1FklogW. (8)
Unsere Forderung, da8 log W ein Maximum sein soll, ist gleich-
bedeutend mit der thermodynamischen Forderung der maximalen
Entropie. Gl (5) heifit jetzt mit (1), (2) und (8)

o(F—aN—pU) =0,

und damit wird !

1 /08 1 /08
=(w), O p=5w)y O
wobei wir auch noch die Bedingung (3), konstantes Volumen, be-
achten miissen. Der zweite Hauptsatz, der den Zusammenhang
zwischen S und U herstellt, lautet (fiir konstante Teilchenzahl N)
TdS8=dU + pdR.
Nach (3) ist dBR =0 und f wird mit (9a)
1
B=—7- (10)
Zur thermodynamischen Deutung von « (9) fithren wir die freie
Energie F ein. Sie ist definiert durch

F=U-TS,
und daher ist (Definition von ()
08 oF
T (5w )y =~ (ow)y = =4
also nach (9)
. 1 oF _ K
&= T %T (W)U—_k:ﬂ' (10a)

¢ ist identisch mit dem GiBBsschen thermodynamischen
Potential. Die GréBe — dF stellt bekanntlich die bei einem iso-
thermen reversiblen ProzeB am System geleistete Arbeit dar.
Um diesen Betrag erhoht sich dann die ,,gebundene Energie
U—F =TS, da die Gesamtenergie konstant bleiben soll.
Die FermI-Verteilung (7) lautet mit (10) und (10a)
1
f=-—5—¢—
e kT +1
1 Die Indizes U und N bedeuten Ausfithrung der Differentiation bei
konstantem U bzw. N.

(Ta)
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Die GroBe ¢ kann unter Beniitzung von (1a), S.63, fiir das jeweilige
Problem als Funktion der Teilchenzahl und der Temperatur be-
rechnet werden.

Am absoluten Nullpunkt, 7'=0, hat f die einfache Form,
die wir zu Anfang dieses Paragraphen schon qualitativ abgeleitet
haben. f ist ndmlich Eins fir £ <y ({, = ¢ fir 7 = 0) und Null
fiir £ > {,. Der Wert von { am absoluten Nullpunkt ist also dqui-
valent mit der von uns auf S.59 eingefiihrten Grenzenergie (.

Mit steigender Temperatur werden die Ecken der Rechtecks-
kurve von f fir 7 =0 abgerundet (vgl. Abb.12). Es ist aber
immer noch f=~1 fir E<{—k7T und f=~0 fir E>C+ kT
Im letzteren Fall wird genauer

I
fe~e *T mit ' = E—¢, also \
dquivalent mit der MAXWELLschen \
Verteilungsfunktion. Wir wollen \
fragen, bei welchen Temperaturen N
sich alle Elektronen des obersten Y3
besetzten Bandes nach der Max-
weLLschen  Verteilungsfunktion
verhalten. Dazu ist nach dem
Obigen offensichtlich notig, daB k7' >¢,— B, wird, wobei B, die
Energie des unteren Bandrandes ist. Die durch
ET,=C,— B,

definierte Temperatur 7, nennen wir Entartungstemperatur.
Falls 7> T, ist, verhalten sich die Elektronen praktisch nach
der MaxweLLschen Verteilungsfunktion. Elektronen, deren Tem-
peratur 7'< 7T, ist, nennt man entartet. Ihre Verteilungsfunktion
hat den typischen Verlauf von Abb. 12. {,— B, hat die GréBen-
ordnung der Bandbreite, d. h. einige e-Volt. Da 5e-Volt einer
Temperatur von etwa 5-10%* °C entspricht, alle Schmelzpunkte
aber hochstens 1 — 2 - 10% °C sind, ist es nur im Fall auflergew6hnlich
schmaler Biander moglich, da die Entartungstemperatur erreich-
bar ist.

Wir werden im folgenden gelegentlich den Wert irgend einer
GroBe P dadurch berechnen miissen, daB wir die Beitrige aller
Elektronen zu P summieren. Der Beitrag eines Elektrons mit
der Energie E sei Q(£). Dann ist

Abb. 12. FERMIsche Verteilungsfunktion f.
fir 7 =0, ==—=fiir 7> 0.

P:2/meDdE.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 5
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Wie wir im Anhang 3. zeigen, ldft sich dieses Integral in eine,
fiir T'< T, rasch konvergierende Reihe nach der Temperatur ent-
wickeln, und zwar ist [54, 104]

¢
P=2/QDdE+2%-diE(DQ)E=C(kT)2+...=

Z
— 7 de 2
_ 2/QDdE +2% D) (d—E)E%(k T +...
Zur Berechnung der Grenzenenergie {, verwenden wir Gl. (1a).
Mit f fiir 7= 0 ergibt sich

to
N=2/[DdE.
Durch Auswerten dieses Integrals 1aBt sich {, fiir den jeweiligen
Fall als Funktion von N berechnen, falls {, nicht gerade in ein
verbotenes Energiegebiet fallt. Fir alle in Frage kommenden
Temperaturen wird (Anhang 3.)

E =l B (log D), _, (kTP +... (12)

Wie aus den GI. (11) und (12) zu sehen ist, kann die Temperatur-
abhéngigkeit aller physikalischen Gréfen aus ihrem Verhalten bei
der Energie {, und aus der Eigenwertdichte bei dieser Energie,
D(ly), berechnet werden. Wir muBten zur Ableitung von (11)
und (12) allerdings voraussetzen, da8 fiir 7' = 0 nicht gerade ein
Band vollbesetzt ist, weil dann , in ein verbotenes Gebiet fallt.
Wie man in diesem ausgeschlossenen Fall z. B. { berechnet, zeigen
wir auf S. 80.

Stofansatz [120a]. Elektronen koénnen, z.B. durch Zusammen-
stof mit anderen Teilchen, von einem Zustand in einen anderen
iibergehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Ubergang ist
proportional zu der mittleren Zahl von Elektronen im Ausgangs-
zustand. Nach dem PauLi-Prinzip kann ein solcher Ubergang
aber nur dann stattfinden, wenn der Endzustand unbesetzt ist.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist also auch proportional zu
der mittleren Zahl der freien Plitze des Endzustandes, d. h. mit
1—f,, wenn f, die mittlere Besetzungszahl des Endzustandes ist.

Wir konnen diesen StoBansatz dazu beniitzen, die FERMI-
Verteilung auf sehr einfache Weise abzuleiten. Wir betrachten
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zwei Quantenzustéinde (1) und (2) unserer Gesamtheit. Elektronen
in diesen Zustinden sollen durch ihre Wechselwirkung (Stof)
in zwei andere Quantenzustinde (1') und (') itbergehen. Um-
gekehrt werden auch Elektronen aus (1'), (2) in (1), (2) iibergehen.
Damit Gleichgewicht herrscht, mu die Zahl der Uberginge in
beiden Richtungen gleich groB sein. Nennen wir sie Wiy bzw.
WiA., so ist also zu fordern

12
W12 - Wl 2’

Es sei E; die Energie und f(E d1e mittlere Besetzungszahl

des i-ten Zustandes. Vs sei die quantenmechamsche Ubergangs-

wahrscheinlichkeit von (1), (2) nach (1'), (2’) und @}7%. entsprechend
in der umgekehrten Richtung. WY 2 ist dann auBer zu @'} nach
unseren obigen Ausfithrungen proportional zu den Besetzungs-
zahlen der Ausgangszustinde f(E;) bzw. f(£,) und zu der Zahl
der freien Plitze der Endzustinde 1— f(E,,) bzw. 1—f (E,).
Entsprechendes gilt fiir die Uberginge in der entgegengesetzten
Richtung. Unsere Gleichgewichtsbedingung lautet dann:

OV (By) (L—f (Ey)) f (By) (1—f (By)) =
= OV f(By) L —f(B)) f (By) (1 —f (B,)) .
Nach allgemeinen Sa.t;zen der Quantenmechanik ist @12 = @3,

Damit folgt dann, wenn wir die gestrichenen Grofen auf die eine
und die ungestrichenen auf die andere Seite bringen

_f(By) [ A) f(EBy) ()

1—f(B) 1—[(By) ~ 1—[(By) 1—](Ey) "
Nach dem Energiesatz mufl noch die Gesamtenergie beim Stof3
konstant bleiben :

E,+ E,=E, + Ey. (b)
Setzen wir zur Abkiirzung
_ (B . o
F(El)_’l—_‘}-(Ej, 1/——1,2,1,2,

so sehen wir sofort ein, dal F(E;) eine Exponentialfunktion sein
muB, denn das ist die einzige Funktion, fiir welche die beiden
Gleichungen (a) und (b) erfiillbar sind. Somit ist

F(E)=Ae FE,
und daraus folgt fiir f(£) die FErMI-Verteilung

f(B) = —

¥13E
Ae +1
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Die hier gezeigte Methode setzt voraus, daB man von einem Zu-
sammenstoB von Elektronen sprechen kann. Sie leitet die FERMI-
Verteilung deshalb unter viel spezielleren Voraussetzungen ab als
unsere urspriingliche Methode.

Fall freier Elektronen [54]. Das einfachste spezielle Beispiel
in der Statistik bezieht sich immer auf den Fall, daB die Teilchen
vollstandig frei sind, d.h. daB sich unsere Elektronen in einem
konstanten Potential bewegen. Wie wir auf S.77 zeigen werden,
verhalten sich die Elektronen eines Bandes, solange dieses nicht
vollbesetzt ist, in einer gewissen Naherung immer wie freie Elek-
tronen. Dem im folgenden zu behandelnden Beispiel freier Elek-
tronen kommt also immer eine, wenigstens angendherte physi-
kalische Bedeutung zu, auch wenn fiir die Berechnung der Eigen-
werte unsere Néherung freier Elektronen (§ 4 B) nicht zuldssig
ist. Die Anzahl der freien Elektronen ist, wie wir auf S.77 zeigen,
von der GréBenordnung der Zahl der Atome, und zwar meist etwas
kleiner als diese.

Wir wollen voriibergehend, solange wir mit freien Elektronen.
rechnen, den Nullpunkt der Energie mit dem Nullpunkt der
kinetischen Energie, d.h. mit dem unteren Rand des Bandes
zusammenfallen lassen.

Wir werden jetzt zunédchst die GréBen, die wir anschliefend
diskutieren werden, berechnen. Nach § 4, Gl. (31) ist die Eigenwert-
dichte bei unserer jetzigen Energienormierung:

D(E):zli—z(2m) B, (13)

Die Zahl der Elektronen pro Energieintervall ist nach GI. (6a)
und (7)

N(E)dE=2Dde=2—I:z2—<2m>3/2fE1’2dE (14)
und die Gesamtzahl der Elektronen

N:fN(E)dE
0

Da N von der Temperatur unabhingig ist, kénnen wir in N (E)
[Gl. (14)] die Verteilungsfunktion beim absoluten Nullpunkt ein-
setzen, d. h. es ist f = 1 fiir E < {ound f = 0 fiir £ >{,. Dann wird

R 3/2 3/2
v () fnan - (22 . aa
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Hieraus berechnen wir die Grenzenergie beim absoluten Null-
punkt, (o, als Funktion der Zahl der Elektronen pro Volumen-
inheit, n— 2
einheit, n = 4.
2
Lo =gy (B2 ). (15)

Fir endliche Temperaturen wird die Grenzenergie { nach (12)
unter Verwendung von (13) und (15):

g:g(,(l—%(%)er...). (152)
Die Gesamtenergie U ist:
U=2[B{DdE,
nach GI. (11) also 0
U=Uy+ 2D () kT +. ..

Dabei ist U, die Gesamtenergie fiir 7' = 0, die Nullpunktsenergie.
Mit (13), (14a) und (15) wird sie:
o
3
U0=2fDEdE=3NCO=
0
und hiermit ist also

U=U0<l+%(%)2+...). (16a)

Die Anwendung der GI. (11) und (12) zur Berechnung von {
und U [(15a) und (16a)] ist nur korrekt, wenn die Temperatur 7'
klein gegen die Entartungstemperatur 7',, oder, was dasselbe ist,
wenn k T' < {, ist. Wir zeigen weiter unten, dafl das immer zutrifft.

Wir werden jetzt einige Zahlenwerte berechnen. Zunéchst
rechnen wir, wie wir oben begriindet haben, die Zahl der Elektronen

3 h?

10m

N (372n)28, (16)

pro Volumeneinheit, n = %—, gleich der Zahl der Atome, d. h.

Dichte
n= “Atomgowicht LoscaMipT-Zahl.
Fiir Na ist z. B.
= % - 6,06 - 1028 = 2,56 - 1022

und fiir andere Metalle ist die GréBenordnung natiirlich die gleiche.
Nach (15) wird dann die Grenzenergie (, ungefihr 3,2 e-Volt.
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Sie hat also die gleiche GréBenordnung wie die Bandbreite, was

natiirlich neben anderem zu fordern ist, damit unseren gegen-

wirtigen Uberlegungen ein physikalischer Sinn zukommt. Die
]

Entartungstemperatur 7, = % (vgl. S. 65, B, ist bei unserer

jetzigen Normierung Null!) ist fiir Na 3,6 - 10*°, fiir andere Metalle
von der gleichen GréBenordnung, so daB tatsichlich praktisch
immer T < T, ist.

Hier wollen wir eine kurze Bemerkung iiber die Bedeutung der
Entartungstemperatur einschalten [139]. Da die MaxweLLsche
Statistik, die fiir 7> T, herrscht, gleichbedeutend mit klassischer
Physik ist, konnen sich nur fiir Temperaturen T'< T, typische
Quanteneffekte bemerkbar machen. Die anschauliche Grundlage
der Quantenmechanik kann bekanntlich durch die Ungenauigkeits-
relation dargestellt werden. Diese sagt aus, da bei gleichzeitiger
Messung von Impuls und Ortskoordinaten beide nur bis auf Un-
genauigkeiten 4 p und 4 ¢ meBbar sind, die durch die Relation

ApAg>h
miteinander verkniipft sind. Auch im Rahmen der klassischen

Physik miissen wir gewisse Forderungen an die Gréle der MeB-
genauigkeiten A p, 4 q stellen. Der mittlere Raum eines Teilchens
ist % Damit die Messung der Ortskoordinaten dieses Teilchens
sinnvoll (rein im klassischen Sinn) ist, muf die Ungenauigkeit
49<L % sein. Entsprechend muBl, wenn p der mittlere Impuls
ist, A p< p sein. Nun ist in der klassischen Statistik p = (2m k T')'2,
und daher ist die rein klassische Forderung an die MeBgenauigkeit

2mk T)12

ApAq<( nml—.
Die rechte Seite dieses Ausdruckes wird mit abnehmender Tem-
peratur immer kleiner. Sie darf aber nicht kleiner als h werden,
weil sonst die Ungenauigkeitsrelation verletzt wiirde. Fiir Tem-
peraturen, fiir die das eintrife, mufl also die klassische Statistik
ungiiltig werden. Thr Giiltigkeitsbereich beschrinkt sich somit

auf Temperaturen, die der Bedingung

2mk T)'2

oder
Y-
IcT>§—":nZ3—IcTe
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geniigen. Die so definierte Temperatur 7', ist bis auf Faktoren von
der GroBenordnung Eins identisch mit der oben berechneten Ent-
artungstemperatur 7', [vgl. (15)].

Nach dieser Bemerkung iiber die Entartungstemperatur wenden
wir uns wieder zur Diskussion der Grenzenergie {. Sie ist, wie aus
Gl. (15a) zu ersehen ist, nur sehr schwach temperaturabhingig.
Die Anderung zwischen 0 und 1000° ist z. B. bei Na ungefihr 19/o,.

Auch die Gesamtenergie (16a) ist nur sehr schwach temperatur-
abhingig und demnach ist die spezifische Warme ¢, sehr klein.
Sie ist (auf die Volumeneinheit bezogen) definiert durch

¢ — LdU
v R 4T
und wird nach (16) und (16a)
n2 k2Tn
C, = T C .

Sie verschwindet fir 7'=0, in Uberéinstimmung mit den For-
derungen des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik. In der klassi-
schen Statistik ist bekanntlich (vgl. Einleitung § 1) die spezifische

Wiérme %kn. Das Verhiltnis unseres Wertes zum Kklassischen

ist also

n kT T

ER
Fir T =300° und fiir Na, 7T, =3,6-10* (vgl. oben) ist dieses
Verhiltnis ungefihr 1/, Damit sind die Schwierigkeiten der
klassischen Theorie, von denen wir in der Einleitung sprachen,
beseitigt, denn auch bei einer exakteren Berechnung, also nicht
nur bei freien Elektronen, ist die Gré8enordnung von c, die gleiche.
Das Ergebnis ist im iibrigen leicht verstindlich, da ja die Ver-
teilungsfunktion nur fiir Energien, die gréfer als {,—k T sind,
temperaturabhingig ist (vgl. hierzu S. 65).

Zahl der freien Elektronen [183)]. Der Begriff eines freien Elek-
trons ist, wie wir zu Anfang des § 3 gezeigt haben, ein rein klassi-
scher Begriff. Wir wollen jetzt fiir unsere Elektronen folgende
Fragen beantworten: Wie viele freie Elektronen erhalten durch ein
konstantes #uBeres elektrisches Feld § den gleichen Gesamt-
impuls wie unsere Elektronen? Diese Zahl nennen wir Ny, die
Zahl der freien Elektronen.

Die Beantwortung unserer Frage haben wir in § 3 bei Be-
handlung der Freiheitszahl vorbereitet. Wie wir dort [GIl. (13b)]
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gezeigt haben, erhilt ein Elektronﬁ{ in der kurzen Zeit 4 ¢ den
Zusatzimpuls
’ Ap=Apptur,

wobei A p, der Zusatzimpuls eines freien Elektrons und f,; die
durch GI. (14), § 3 definierte Freiheitszahl ist. Infolgedessen ist
durch Summierung iiber alle Elektronen
2Ap=App X far=App Np.

Die Zahl der freien Elektronen ist also

Np=Zfur.
Die Summe erstreckt sich iiber alle besetzten Zustinde. Wie wir
auf S. 26 gezeigt haben, verschwinden dabei alle Beitrige von
vollbesetzten Bindern, d. h. die Zahl der freien Elektronen in einem
vollbesetzten Band ist Null. Beitrage zur Leitfahigkeit kénnen also
nur die Elektronen in nicht vollbesetzten Bdndern liefern. Wir
wollen den obigen Ausdruck fiir N, noch umformen. Zunichst
ist nach §3, GI. (14)

1 m ,.
fut =g 13 divigradi B, y,

wobei der Index f bedeuten soll, daBl sich div und grad auf den
[-Raum beziehen. Sodann fithren wir die Summe in ein Integral
iiber! unter Beachtung, daf die Zahl der Eigenwerte pro Volumen-

element des f-Raumes (2—%-3 d7yist [vgl. §3, (6a)]. Die Temperatur-
abhéingigkeit der Besetzungszahlen diirfen wir — unseren Ergeb-

nissen iiber FErMI-Statistik entsprechend — vernachlissigen. Somit
wird also

R .
Ny—2 W-,o,%/dwf grad; B d.

dr; ist das Volumenelement des f-Raums. Die Integration er-
streckt sich iiber das Volumen, das durch die Oberfliche E = ¢
begrenzt ist. Der Faktor 2 riihrt von der doppelten Besetzung
der Zusténde (Spin!) her. Wir wandeln das Volumenintegral
nach dem Gavussschen Satz in ein Oberflichenintegral iiber die
begrenzende Oberfliche um und erhalten

R m
NF:ﬁ?—hT/)grade’]da. (17)
EZ¢
Die Integrationsfliche ist durch die Bedingung E ={ gegeben.
! Da das Eigenwertspektrum innerhalb eines Bandes praktisch konti-

nuierlich ist und da volle Bander keinen Beitrag zu Ny liefern, ist diese
Uberfithrung in ein Integral korrekt.



Die Gesamtheit aller Elektronen. 73

Wir konnen den Ausdruck (17) fiir die Zahl der freien Elektronen
mit Hilfe der Translationsenergie K, § 3, (11) in einer sehr einfachen
Form schreiben. Da nach §3, Gl (10) die Geschwindigkeit

= %gradf B
ist, wird nach §3, (11)

E,= —’Z—vzzﬁlgradfﬁl\z.

Die mittlere Translationsenergie E, ({) fir Elektronen mit der
Grenzenergie { erhalten wir hieraus, wenn wir tiber alle Zustinde
mit der Energie £ = im {-Raum mitteln. Das ergibt

t+4E

7’7\—2/\ gradi E |2d vt

E=¢{
E, () = I+ AE

f drs
E=¢
Das Integral im Zéhler wandeln wir um, indem wir auf der Fliche
E = orthogonale Koordinaten einfithren, deren Flichenelement
do ist. Die dritte Koordinate wihlen wir wieder senkrecht dazu,
so daB ihr Differential

dFE
| gradt E |
ist. Damit wird dann
t+AE t+4E

/\gradelzdn = figrad;ELdodE =4 E/|grad;E\do.

4 4 E={
Andererseits ist das Integral im Nenner nach §4, Gl. (30)

L+ A4E

/d

Somit wird unser Ausdruck fur d1e mittlere Translationsenergie:

R
Etr (C) = (2 n)? 2h2 /;grad;E|d0

=
Durch Vergleich mit (17) ergibt sich die Zahl der freien Elektronen,
Np, zu

©-

Ny =5 B, () D). (18)

Wir werden diesen Ausdruck auf 8. 77 eingehend diskutieren.
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Fiir freie Elektronen ist (18) trivial, wie man leicht mit Hilfe von
Gl. (13) und (14a) feststellt®.

Gesamtoszillatorenstirke. Wenn wir uns nicht nur fiir konstante,
sondern auch fiir zeitabhingige duBere Felder (Lichtwellen) inter-
essieren, wird die Beschreibung unserer Elektronen durch N freie
klassische Elektronen natiirlich unvollstindig. Aber auch dann
konnen wir mit Hilfe der in §3, (16) eingefiihrten Oszillatoren-
stirken das Verhalten unserer Elektronen anschaulich beschreiben
durch ein System von klassischen harmonischen Oszillatoren.

Die Elektronen eines Bandes, etwa des #n-ten, verhalten sich,
entsprechend unseren Ausfithrungen auf 8. 29, wie

an = %fnmf

Oszillatoren mit einer mittleren Frequenz
Vnm = En ; En .

Dabei nimmt m alle méglichen Werte an. E, ist ein Mittelwert
der Energie des i-ten Bandes. Es gibt insbesondere auch Oszil-
latoren mit der Frequenz Null, d. h. freie Elektronen. Ihre Zahl
haben wir oben bestimmt.

Die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes sei N,. F, sei die
Zahl der freien Elektronen dieses Bandes, d. h. F, ist Null fiir
alle vollbesetzten Binder und &' F, = Np. Aus dem Summensatz

n
[§3, (17a)] ergibt sich dann durch Summieren iiber alle Elektronen
des nm-ten Bandes
N, = F, nt 2F nm
men

Das bedeutet, dafl die N, Elektronen des n-ten Bandes anschaulich
ersetzt werden kénnen durch eine Anzahl von freien Elektronen
und Oszillatoren, deren Gesamtzahl wieder N, ist. Dabei ist aber
zu beachten, daf die F,,,, auch negativ sein kénnen, nimlich, wenn
E, < E, ist. Anschaulich heilt das, daB sich diese Oszillatoren
so verhalten, als ob ihre Ladung — e wire 2.

Die F,,, heiBen Gesamtoszillatorenstirken. Es ist oft praktisch,
dafiir von mittleren Oszillatorenstirken

1 Wenn wir uns fiir die Abhangigkeit der Beschleunigung von ihrem
Winkel zu den Kristallachsen interessieren, kénnen wir nicht mit der Frei-
heitszahl operieren, sondern miissen den entsprechenden Tensor wahlen
(vgl. S.24). In diesem Falle wird auch Ny ein Tensor.

2 + ¢ = Elektronenladung!
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N Fom
fnmf:fnm: N, (19)

zu sprechen, insbesondere dann, wenn man verschiedene Metalle
miteinander vergleichen will.

Leiter, Nichtleiter. Wie wir oben gezeigt haben, ist die Erzeugung
eines Elektronenstromes durch ein elektrisches Feld nur dann
moglich, wenn der Kristall Energiebinder enthélt, die nicht voll-
besetzt sind. Der Unterschied zwischen Metallen und Nicht-
metallen besteht also darin, dafl letztere nur vollbesetzte Energie-
binder haben, wihrend bei ersteren mindestens ein Band nur teil-
weise besetzt ist.

Nach §3 sind in jedem Band eines einfachen Translations-
gitters 2 G3 (2 wegen des Spins) Plitze, d. h. zwei pro Atom. Die
abgeschlossenen Elektronenschalen enthalten immer eine gerade
Zahl von Elektronen. Diese fiillen also eine gewisse Anzahl von
Bindern gerade vollstindig. Atome mit einem Valenzelektron
(d. h. mit einem Elektron in einer nicht abgeschlossenen Schale)
bilden somit immer Metalle (Alkalimetalle, Cu, Ag, Au). Damit
Atome mit zwei Valenzelektronen Metalle bilden, ist es nétig, dafl
sich das Energieband dieser Elektronen mit einem héheren Band
teilweise iiberdeckt, weil es sonst gerade vollbesetzt wiirde. All-
gemein 148t sich sagen, dal Atome mit einer geraden Zahl von
Valenzelektronen nur dann Metalle bilden, wenn sich die zu-
gehorigen Energiebinder teilweise tiberdecken. Dadurch entsteht
ein charakteristischer Verlauf der Eigenwertdichten (vgl. Abb. 11b,
S. 58), der auch experimentell priifbar ist (vgl. § 10, S. 139).

Nehmen wir den Fall von zwei Energiebandern, die sich teil-
weise iiberdecken! Bei einem zweiwertigen Metall miissen wir
diese mit 2 G® Elektronen auffiillen. Wir fragen nach der Lage der
Grenzenergie und nach der Form der Fliche E ={ im f-Raum.
Wenn sich die beiden Binder nicht iiberdecken wiirden, wire das
untere Band genau vollbesetzt. Nun lassen wir den Abstand
zwischen den Béindern immer kleiner werden, bis sie sich iiber-
decken. Dann gibt es in dem Energiegebiet, das jetzt beiden
Bindern gemeinsam ist, mehr Zustinde als vor der Uberdeckung,
d. h. mehr Zustinde als Elektronen zur Verfiigung sind. Infolge-
dessen wird die Grenzenergie { immer in dem Gebiet liegen, das
beiden Bindern gemeinsam ist. In jedem Band gibt es eine Fliche
konstanter Energie im f-Raum, welche die Energie E = { hat.
Wenn man beide Binder gemeinsam behandeln will, ist es
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manchmal vorteilhaft, nicht in beiden mit der reduzierten Wellen-
zahl zu rechnen, sondern nur im unteren Band, wie bisher, mit f.
Im nichsten Band dagegen wird man die Zahlung der Wellenzahl so
fortsetzen, als ob man mit der nichtreduzierten Wellenzahl rechnen
wiirde, d. h. als ob das untere Band das erste, das nidchste Band
das zweite Band der Néherung § 4B wire. Wenn man das in den
nichsten Bandern weiter fortsetzen wiirde, kime man bei hohen

e

2
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Abb. 13. Kurve der Grenzenergie eines zweiwertigen Metalls (einfaches kubisches Gitter).

Energien zu ganz falschen Zuordnungen, d.h. wenn wir mit ¥
diese Wellenzahl bezeichnen, wire
h2

wo ® die richtig gezihlte nichtreduzierte Wellenzahl ist. Innerhalb
von nur zwei Bandern kann dagegen die hier erwihnte Wellenzahl ¥
von Vorteil sein. In dieser Darstellung hat die Energiefliche
E = den in Abb. 13 fiir einen zweidimensionalen Fall gezeigten
Verlauf.

Falls sich die Biander nicht stark iiberdecken, d. h. falls { sowohl
nahe am oberen Rand des unteren Bandes als auch am unteren
Rand des oberen Bandes liegt, 148t sich die Energie dort in jedem
Band als quadratische Funktion der Wellenzahl darstellen. Im
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oberen Band wird also, da hier die Freiheitszahl positiv ist [unterer
Rand des Bandes vgl. Gl. (29&) §4]

B, =Byt 5o B f,>0. (20)

f, ist die Freiheitszahl des oberen Bandes. E, ist die Energie des
unteren Randes dieses Bandes!. Am oberen Rand jedes Bandes ist
die Freiheitszahl negativ. Nach den Ergebnissen von §§3 und 4

wird hier [vgl. z. B. § 4, (22a), (22Db) oder §4, (7), bei Entwicklung

. [ 2 B 1
der Kosinusse um = (~, —, *)]
a’a’ a

E_E+2 f k¥, f,<0. (20a)

E, ist die Energie des oberen Randes. ¥* ist dabei nicht die
reduzierte Wellenzahl, sondern &hnlich wie in §4, (23)
=11,
wobei ¥, die Wellenzahl des oberen Randes ist. Wir konnen natiir-
lich durch die Freiheitszahlen auch scheinbare Massen definieren.
* m *
i e T
Die Eigenwertdichte D, im oberen Band wird nach § 4, (30a)
bei Einfiilhrung des Energieausdrucks (20a), §5, entsprechend
wie (31), § 4

*<0.

3/2 1/2
N
Ahnlich erhalten wir fiir das untere Band

3/2 B2
Wir wollen jetzt die Zahl der freien Elektronen Ny in einem
einwertigen und in einem zweiwertigen Metall berechnen, unter
Zugrundelegung einfacher Energieausdriicke. Fiir ein einwertiges
Metall haben wir in § 4 C schon auseinandergesetzt, daBl E durch
(29a), § 4, d. h. durch die obige Formel (20) gut approximiert wird.
Daher ist die Freiheitszahl f, konstant und die Zahl der freien
Elektronen wird definitionsgemaf3

NF =, N
1 Allgemeiner wire der Ansatz
E,=E,+a,kl+a,kl+a,k;.
Er gibt aber nur dann wesentlich Verschiedenes von unserem Ansatz, wenn es
uns auf die Richtung der Geschwindigkeit innerhalb eines Einkristallsankommt.
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., N . .
wo N die Zahl der Elektronen ist. TF = 1%' = f, ist also hier immer

von der GréBenordnung ein freies Elektron pro Atom?!, da nach
§4C f =1 ist. Bei zweiwertigen Metallen erhélt man aber durch-
aus nicht zwei freie Elektronen pro Atom, sondern viel weniger,
obwohl pro Atom zwei Valenzelektronen vorhanden sind. nj héngt
hier stark davon ab, wie weit sich unsere beiden Bédnder iiber-
decken. Falls sie sich gar nicht iiberdecken, ist offensichtlich
N, =0. Wir wollen annehmen, daB sie sich so weit iiberdecken,
daB im oberen Band z Elektronen sind. Diese tragen dann zu N,
N, 0= f 0?
freie Elektronen bei, entsprechend wie oben. Andererseits hat im
unteren Band die Energie in der Néhe von E ={, d. h. am oberen
Rande des Bandes im wesentlichen das gleiche Aussehen wie beim
oberen Band [vgl. (20) und (20a)]. Nach (18) hingt N, aber nur
vom Verhalten der Eigenwerte bei £ = { ab. Daher ist der Beitrag
des unteren Bandes zu Np
N, = | fu 1 z.

Der absolute Betrag von f, muf} hier stehen, weil er im Aus-
druck fiir D steht und hierdurch in GIl. (18) eingeht. Der andere
Faktor in (18), E,, wird, wie man mit § 3, (10) und (11) leicht nach-
rechnet, proportional zu f2, enthilt also auch nur |f,|. Die Zahl
der freien Elektronen wird also

Np=z(fo+ [ fu])- (22)
z 1aBt sich mit Hilfe der Eigenwertdichte berechnen. Mit (21) wird

¢
z=i[DodEZL(2M)3/2<5_E2)3/2-

3a2 \ h? fo

Da andererseits die Zahl z der Elektronen des oberen Bandes im
unteren Band gerade fehlt, wird auch [mit (21a)]
E

2= 2/Du dE = -2 (2’”)3"2 (E—__l — C)‘m.
T

322 \ h? [ ful
Durch Kombination beider Gleichungen folgt
s= B (21’5)3’2 <WA B )3’2 (222)
bei ~ 3% \ h? fo+ | ful ’
wobei AE - E,—F,

das beiden Béndern gemeinsame Energiegebiet ist.

1 np und » beziehen sich auf die Volumeneinheit.
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Wir nehmen an, dafl wir im ganzen N Atome, also 2 N Elek-
tronen haben. Wenn wir annehmen, daB diese 2 N Elektronen
sich genau wie freie Elektronen verhalten, wird nach (14a)

/ 32 32
2N = (%1-";) w.
w, ist dabei die Grenzenergie der freien Elektronen bei der in
(14a) gebrauchten Energienormierung, d. h. falls £ = 0 ist, wenn
die kinetische Energie Null ist. Somit erhalten wir
2N <A E )3/2

we

(fo + 1 ful)*"
und hieraus mit (22)
np Np . 2 A E\3l2
N ot [h® <T>
An dieser Formel fallt zunéchst das paradoxe Resultat auf, daB ny
groBer wird, wenn f, + |f, | kleiner wird, anstatt umgekehrt. Das
klart sich dadurch auf, daB in diesem Fall nach (22a) z proportional
mit (f, + |f,|)"%2 geht. Lassen wir aber z konstant [also AE ~
(f, + | £,)¥2], so ist natiirlich (22) np~ (f, 4 |1, ]) wie es sein muB.

w, hat die gleiche GréBenordnung wie die Breite der Binder.

Ly ) . . 1
A E mufBl natiirlich immer kleiner sein. Wihlen w1r%= T

(22b)

80 daf3 sich die beiden Binder etwa zur Hilfte iiberdecken, was
in dem fraglichen Energiegebiet sehr viel ist, so erhalten wir trotz-

dem nur %F- = %, falls wir f, und | f,| Eins setzen. Wir haben

also weniger freie Elektronen als in einem einwertigen Metall,
obwohl wir doppelt soviel Elektronen haben.

Firr hoherwertige Metalle lassen sich ganz dhnliche Schliisse
ziehen. Da nach (18) die Zahl der freien Elektronen nur von dem
Verhalten der Elektronen mit der Energie E = { abhingt, wird
sicher, in Analogie zu unseren obigen Betrachtungen, die Zahl der
freien Elektronen pro Atom nie groBer als Eins sein, auch wenn
die Zahl der Valenzelektronen gréBer ist. Wir diirfen sogar ver-

muten, daf3 z;i fir einwertige Metalle am groBten ist.

Halbleiter [110]. Ein Halbleiter ist dadurch definiert, daB bei
ihm die Zahl der freien Elektronen mit der Temperatur wichst,
im Gegensatz zu den Metallen.

Hat ein Kristall beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte
Bénder, ist aber der Abstand zum ersten unbesetzten Band sehr
klein, so werden mit wachsender Temperatur eine merkliche Anzahl
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von Elektronen in das urspriinglich unbesetzte Band kommen,
d.h. wir haben einen Halbleiter.

Wir hatten urspriinglich bei der Berechnung der Grenzenergie
(S.66) den Fall vollbesetzter Binder ausgeschlossen und wollen
das hier nachholen. _

Damals konnten wir sofort sehen, dafl fiir 7= 0 die Grenz-
energie {, mit der Energie der hochsten besetzten Elektronen-
zustinde zusammenfillt. Jetzt dagegen kénnen wir nur sagen,
daB {, in dem verbotenen Energiegebiet nach dem obersten be-
setzten Band liegt, denn dann ist dieses Band fiir 7= 0 voll-
besetzt. Um [ gleich fiir beliebige Temperaturen zu berechnen,
gehen wir davon aus, da die Zahl der freien Plitze des n-ten
Bandes genau so groB sein muB}, wie die Zahl der Elektronen des
(n + 1)-ten Bandes, falls das n-te Band fiir 7'= 0 gerade voll-
besetzt, das (n + 1)-te aber leer ist. Es muB also sein [vgl. (6a)
und (7a)]:

2/(1—f)DAE=2[{DdE. (23)
n-tes Band (n + 1)-tes Band

Es sei E, die obere Grenze des n-ten, E, die untere Grenze des
(n + 1)-ten Bandes. Dann ist sicher E,<{ < E, und
E—~¢

f=—%—¢ ~e¢ kT fir E>E,
kT
¢ 1+1 . (23a)
l—f=—g—F—=e*T fir E<E
e_ kT +1

Da diese beiden Ausdriicke nur in der Nihe von E, bzw. E,
groB sind, konnen wir die Integration bis © bzw. — « erstrecken.
SchlieBlich beniitzen wir noch, daB in der Nihe eines Bandrandes
die Eigenwertdichte D durch (21) und (21a) gegeben ist.

Unsere obige Bedingung (23) lautet dann, wenn wir (23a)
beachten :

E o

E—¢ _E-¢
| f l—3/2/ekT (EI_E)l/sz:f;w/e kT (F— E,)V2dE,

E:
oder, wenn wir B, — E = ¢ und E— E, =7 setzen:

@ «©

E-t [ & i—E'/_L
[fu[ 920 ¥T [ & FTaRAE = f32e T [ & FTpidy.
0
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Die beiden Integrale iiber & und # sind genau gleich, kiirzen sich
also weg. { berechnet sich dann zu:
fo

e SR K Y e (24)

Fir T = 0 liegt also die Grenzenergle o genau in der Mitte des
verbotenen Gebietes. Falls sich f, und |f,| nicht sehr stark unter-
scheiden, ist die Temperaturabhéngigkeit von { sehr gering und
es ist:

3/2

E, +E,
(mgy=2F (243a)
Wir berechnen mit Hilfe dieses Wertes von { die Zahl der
Elektronen Ny in dem fiir 7'=0 leeren (n + 1)-ten Band. Mit
(23a) und (21) wird:

F F Bt
NH_szde = (2;2")3/2#, /e ET (F— E,)2dE. (23b)
E;s i’n
Wir nennen A4 B die Breite des verbotenen Gebietes
AB=E,—E,.

Mit E— E, =7 und (24) wird dann, weil

@

n
/e 7',71/2 dy = 1/” (k T)3"
0
ist,
mkT 3/2 — 4
Yo =R (soitiy) ¢

Die Zahl der Elektronen im (n + 1)-ten Band steigt also rasch
mit der Temperatur an. Bei 7' = 300° und 4 B = 0,3 e-Volt ist
die Zahl der Elektronen N, pro Volumeneinheit ungefihr 107,
bei 1000° dagegen 5 -10%°,

Es gibt noch eine zweite Art von Halbleitern. Bei ihnen ist
zwar die Breite 4 B groB. Der Kristall ist aber durch Fremd-
atome verunreinigt. Deren hochstes besetztes Energieniveau kann
nun nahe, etwa im Abstand A4 B’ vom unteren Rand E, des
(n 4 1)-ten Bandes liegen. Die Storatome dienen dann als Elek-
tronenquelle fiir das bei 7' = 0 leere Band (n + 1). Die Zahl der
Stératome sei N ,, ihre Energie E;, so daB also

AB' —E,—E,

]

N

(25)

ist.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 6
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Die Berechnung der Anzahl der Elektronen Ny im (n + 1)-ten
Band geht natiirlich genau so vor sich wie im ersten Fall, denn ¢
muB auch jetzt aus den gleichen Griinden zwischen E; und E,
liegen. Wir diirfen aber jetzt bei der Berechnung, die zu (25)
fiihrt, { nicht aus (24) einsetzen, sondern miissen es vorliufig

unbekannt lassen. Dann wird
{—Es
. mEkT \32 “pp
N'H—R<—2nh2f0) e .
Um jetzt { zu berechnen, fordern wir wieder, daf3 Nﬁ gleich ist
mit der Zahl der freien Plitze in den Ausgangszustinden E,;
der Storatome. Nehmen wir ein Elektron mit der Energie E;
pro Storatom an, so ist die Zahl der freien Plitze
E{—-¢
Ny (L -f(B)=Nye *T.
Letzteres, weil, wie oben bemerkt, (> E; ist.
Unsere Forderung zur Berechnung von { heiBt also

(26)

Ei—-¢
Ny=N,ek?T
und daraus folgt
=B, +kTlogN&. @7)
H

Setzen wir dies in (26) ein, so erhalten wir fiir die Zahl der
Elektronen im (n + 1)-ten Band:

E{—E
, mkT \312 Ny 57
Na=(gor) wpe T
o , L N,
oder, wenn wir die Zahl der Stératome pro Volumeneinheit n, = T"
nennen:
4B
, mkT \3/4 -
NH = <m) n}l/2e 2kT. (28)

Die Temperaturabhingigkeit von N’ ist im wesentlichen die
gleiche wie im ersten Fall fiir N;; (25), da ja der ausschlaggebende
Faktor die Exponentialfunktion ist. Interessant ist hier aber, daB
Ny nicht proportional zu n,, sondern zu #'? ist. Durch Ein-
setzen von (28) in (27) erhalten wir auch fiir { einen dhnlichen
Ausdruck wie (24):

mkT

E 4+ E "
52_1_2_2+kT[logn},’2 -— log (m) } )
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II. Einfache Probleme.

§ 6. Emissionsprozesse.

Allgemeines. Wir hatten (§2) die Energie eines Elektrons so
normiert, daf alle Elektronen mit einer Energie £ < 0 ans Metall
gebunden sind. Da die Grenzenergie { immer kleiner als Null ist,
konnen die Elektronen im Grundzustand, d.h. fir 7 =0, das
Metall nicht verlassen. Ubertragen wir auf einen Teil der Elektronen,
etwa durch StoB mit anderen Partikeln oder durch Erhéhung der
Temperatur, Energie, so dal £ >0 wird, so kann ein Teil dieser
Elektronen das Metall verlassen. Die Bedingung dafiir, da8 ein
Elektron emittiert werden kann, hingt allerdings nicht nur von
der Energie ab, sondern auch vom Verlauf des Potentials an der
Oberfliche. Die einfachste Annahme, die wir dabei machen konnen,
ist, daBB wir uns die Metalloberfliche als vollkommen eben vor-
stellen, etwa als die Ebene x=0, und daf} das Potential in der Nahe
dieser Ebene auf den Wert Null ansteigt, wie das in Abb. 2 gezeigt
wurde. Dabei haben wir vernachléssigt, dafl die Metalloberfliche
immer eine atomare Rauhigkeit hat. Diese Behandlung der Ober-
fliche als Ebene bedeutet eine Mittelung iiber Gebiete, deren
Lineardimensionen groer als die Gitterkonstante sind. Wenn wir
die Annahme einer vollstindig glatten Oberfliche machen, so
kénnen wir in der gleichen Néiherung auch die Elektronendichte
bei z = 0 konstant, d. h. unabhéngig von y und z voraussetzen.
Fiir die Eigenfunktionen der Elektronen,

y=u (%, 9, 2) ety

[vel. §3, Gl. (1)] bedeutet das, daB u (0, y, z) = u (0) konstant ist.
Die Eigenfunktionen aufBlerhalb des Metalles, d. h. fiir > 0, sind
ebene Wellen,

py=c ei@a, 1) ,
und die Energie ist

=1 g

2m * °
Bei x = 0 miissen sich die Eigenfunktionen im Metall (z < 0) und
im Vakuum (x> 0) stetig aneinander anschlieBen. D. h.
u (0) eilkyy +k22) — goilayy+azz)

Daraus folgt unter anderem

ky:‘an kz:%'
6*
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Ein Elektron mit der Wellenzahl f = (k,, ky, k,) hat also, damit
es austreten kann, eine Energie

h2
B=g @+ +a) = (8 +E)(20). M

Da die Gesamtenergie beim Austritt unverindert bleibt, geniigt
es nicht, zu verlangen, daBl das Elektron eine Energie £ > 0 hat,
sondern es muBl die Bedingung (1) erfiillt sein. Anschaulich heiBt
das Folgendes: Da an der Oberfliche die Funktion u (z, ¥, z) nicht
von y und z abhéngt, ist die kinetische Energie in der y — z-Ebene
genau so groB wie bei einem freien Elektron mit der gleichen
Wellenzahl. Genau wie bei freien Elektronen wird auch die y — -
Komponente der kinetischen Energie beim Austritt nicht ver-
dndert, so dal die z-Komponente der kinetischen Energie groSer
sein muB, als die Differenz der potentiellen Energie des Elektrons
im Metall und im Vakuum.

Die kleinste Energie, die nétig ist, um bei 7' = 0 ein Elektron
aus dem Metall zu entfernen, nennt man Austrittsarbeit w. Bei
unserer Energienormierung ist

w=—_. 2)

RicaarRDSON-Effekt (Qliihelektronenemission) [54, 40, 47, 49, 60].
Nach §5 Gl. (6b) ist die Zahl der Elektronen pro Volumenelement des
E-Raums, wenn wir das Volumen des Grundgebietes R = 1 setzen:

2 dkydkydk,
2n)r  E—C ‘
e*T 41
Die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde auf die Oberfliche auf-
trifft, erhalten wir hieraus durch Multiplikation mit der Geschwin-
digkeit senkrecht zur Oberfliche, d. h. nach §3, Gl. (10) mit
» L 2E
z h okg”
Von den Elektronen, die auf die Oberfliche auftreffen, werden alle,
die der Bedingung (1) geniigen, ins Vakuum emittiert!. Die Zahl
der Elektronen, die pro Sekunde 1 cm? verlassen, ist also:

1 2 1 oF
T Eap yopy E’E;dkxdkydkr
e FT 41
Sh .
E—ﬁ(ky‘*‘kz)

1 Es wire zunichst zu beriicksichtigen, daB ein Teil der Elektronen
an der Oberfliche reflektiert werden kann. Es 148t sich aber zeigen, da8 der
Reflexionskoeffizient sehr klein ist.
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In diesem Integral ersetzen wir zunichst nach (2) — ¢ durch
die positive GréBe w. Da immer £ >0 ist, ist auch

) _Etw
— ~e kT
E+w )
ekT 41

Die Integrationsgrenzen sind nur durch die Bedingung (1)
beschrinkt, fithren also iiber den ganzen Wertebereich von k, und
k,. Die Integration iiber k, transformieren wir in'eine Integration
iiber E. Wir erhalten so aus dem obenstehenden Integral

2 o] © Q—Eﬂ
(2n)3fdky/dk,fe FT 4E. @)

hz 2 2
am (ky + k2)

1
h

Die Ausdehnung der Integrationsgrenzen bis 4- @ kann dadurch
gerechtfertigt werden, dafl man bei dem Bande der Valenzelektronen
beginnend die Wellenzahl nicht mehr reduziert, sondern in die
néchsten Bénder geeignet fortsetzt, wie es schon in § 5 auf S.76
erklart wurde.

Die Integration iiber E it sich elementar ausfiihren, ebenso
die darauffolgende iiber k, und k, wenn man k% -+ k2 als neue
Variable einfiithrt. Durch Multiplikation mit e erhalten wir schlieB-
lich die Stromdichte J:

em k2
2 n2 h3

w

J=ATe ¥T, A= =120 Amp/em?- grad?. (4)

Diese Formel fiir die Glithelektronenemission wird in bezug
auf die Temperaturabhéingigkeit von der Erfahrung sehr gut be-
statigt. Dabei ist beachtenswert, dafl die Exponentialfunktion in
dem meBbaren Temperaturbereich sich so rasch mit T #andert
(w hat die GroBenordnung einige Volt), daBl der Faktor 72 sehr
schwer prifbar ist. Interessant ist, dafl der Ausdruck (3) in keiner
Weise spezielle Annahmen iiber das Metallmodell enthélt und daB
das jeweilige Modell nur durch die Austrittsarbeit w charakterisiert
ist 1, wahrend der Faktor 4 eine universelle Konstante ist. Es ist
experimentell sehr schwierig, den Wert der Konstanten 4 genau
zu messen. Aber selbst wenn man das beriicksichtigt, kann
man A schwerlich als eine Konstante betrachten, wie Tabelle 1
zeigt.

1 Vgl. Tabelle 5, S. 120.
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Tabelle 1. Aus [12].
Metall Cs |Ba| Zr [Hf|Th|Ta|Mo] W |Re| Ni |Pd| Pt

A in Amp/cm? - grad? 162\60!330{15 70| 60/ 55 | 60—100 200 1380 | 60 | 17000

Die meisten Metalle zeigen zwar die richtige Groflenordnung.
Pt fillt aber vollstindig heraus. Eine Moglichkeit, die verschie-
denen A-Werte zu erklidren, besteht in der Annahme, daB w schwach
temperaturabhingig ist. Alles in allem ist aber das Problem der
Grofle A noch ungeklart.

Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen ist eine Max-
WELL - Verteilung, wie aus (3) sofort zu sehen ist. Experimen-
tell wird das gut be-
statigt.

Emission tn duferen
elektrischen Feldern.

a) Schwache Felder [29].
W Ein auBeres elektrisches
Ab;. 14. = == — Verlauf des mittleren Potentials an Feld bewirkt eine Ernied-

der Oberfliche unter dem Einflud eines suBeren rigungder Austrittsarbeit
i . 4 - L
elektrischen Feldes, ohne #duBeres Feld % .. Wir nennen die duBere

ist die Erniedrigung der Austrittsarbeit durch das Feld.
Feldstirke — F, also das
Potential —eF . Ist V das mittlere Potential des Metalls (vgl.
§ 2, Abb. 2), so ist das Gesamtpotential ¥, = V—eFz. In Ent-
fernungen von der Metalloberfliche, die gréBer als der Gitter-
abstand sind, ist der Potentialverlauf nach § 2, Gl. (8) allein durch
das Bildkraftpotential gegeben, d. h. unser Gesamtpotential ist hier

K = — :—1 — € F xX.

In Abb. 14 zeigen wir den Verlauf von ¥;. Das maximale
Potential ist nicht mehr Null, sondern kleiner. Um seinen Wert
zu berechnen, bestimmen wir zuerst die Koordinate des Maximums,

V=0

z,. Aus %le— = 0 ergibt sich

m
14/e
T =g VT
und daraus das Maximum des Potentials zu
Adw=—e}/eF. (5)
Um diesen Betrag erniedrigt sich die Austrittsarbeit w. Bei einem
Feld von 1000 Volt/cm wird ,,=~10-% cm und 4 w=10"%e-Volt.
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Diese durch (5) gegebene Erniedrigung der Austrittsarbeit wird
experimentell gut bestétigt (ScHOTTKY-Effekt).

b) Starke Felder [41, 49, 55, 69]. Die oben behandelte Ernied-
rigung der Austrittsarbeit ist ein rein klassisches Phénomen.
Bei sehr starken Feldern tritt aber ein weiterer rein wellenmechani-
scher Effekt auf. Bekanntlich haben Elektronen die Moglichkeit
einen Potentialberg zu durchdringen, auch wenn ihre Energie
kleiner als das Maximum des Potentials ist. Die Durchtritts-
wahrscheinlichkeit ist allerdings nur fiir schmale Potentialberge,
d. h. fiir starke Felder, gro. Dadurch erhéilt man bei starken Feldern
eine Elektronenemission, die praktisch temperaturunabhéngig ist.
Um sie zu berechnen, vereinfachen wir den Potentialverlauf so,
daB er den in Abb. 15 gezeigten

. X V-ﬂm
Verlauf hat, d. h. im wesentlichen, { \
daB wir die Bildkraft vernach- ¢ !
lissigen. Die Energie der Elek- \
tronen wihlen wir nach §4, (29) -,

E=— o+ iz_ k2 , Abb. 15. Verlauf des mittleren Potentials
2m an der Oberfliche unter dem Einflug
d. h. wie bei freien Elektronen, die emesauserenf:“}f;ggg&’:nmmm
sich in einem konstanten Poten-
tial — E, bewegen. (— E, ist der untere Rand des Bandes und
natiirlich verschieden vom mittleren Potential Vy,,.) Dieser
Energieansatz ist nach § 4 Cin einer fiir uns gegenwiirtig geniigenden
Genauigkeit erfiillt. Bei dem in Abb. 15 angegebenen Potential,
d. h. Potential — E, fir x <0, —e Fa fiir x > 0, findet man fiir
die Durchtrittswahrscheinlichkeit D (f) eines Elektrons mit der
Wellenzahl ¥

3/2

DY) — g — MR =K D (k)

2 h? h?

= Fmer>  zm o= B (6)

Die Zahl der pro Sekunde und pro em? emittierten Elektronen
erhalten wir, wenn wir die pro Sekunde auf die Oberfliche auf-
treffenden Elektronen mit D multiplizieren. Im Gegensatz zum
RiceARDSON-Effekt geht die Integration jetzt iiber alle Elektronen,
da ja jedes Elektron mit der Wahrscheinlichkeit D austreten kann.
Die geringe Temperaturabhingigkeit der Elektronenverteilung spielt
deshalb gar keine Rolle und wir kénnen letztere wie bei 7' =0
annehmen, so daB also alle Zustinde mit Energien kleiner als
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¢ = — w besetzt sind, und zwar [§ 5, Gl. (6b)] pro Volumenelement
des {-Raumes mit

2
| Ak Ak, dE,,

f=1fir E<{=—w

f=0 fir £E>{
Elektronen. Genau wie beim RicHARDsoN-Effekt erhalten wir
hieraus durch Multiplikation mit

_ hk,
27 m

die Anzahl der pro Sekunde an die Oberfliche auftreffenden
Elektronen. Die Stromdichte wird also

2 h _ z_ ;x/:
et [ kb,
E<-w
Wir setzen (Definition von £k,)
h2 h? 2
—w =g ki — By = 5— (k,— k). (8)

Die Integration iiber k, und k,, die wir zuerst ausfiihren, erstreckt
sich dann von & 4 k3 = 0 bis & + k) = k2 —k} und ergibt
[k, dk, =7 (k& — k2).

Die Integration iiber k, geht von 0 bis k,. Wir fithren eine neue

Variable ein:
E=k—k, 2k,dk,=dE.

Der Bereich von £ erstreckt sich von — k2 bis 0. Im Exponenten

entwickeln wir (k83— %2)*2 nach Potenzen von &:

(B — B2 = (k3— B — &% = (k3 — k2™ — o (RI— K2 ..
Unser Integral (7) wird dann:

0
_ 2 eh @ —n@i—kD" [ Fe®— k)"
J—-———(2n)3 i /e £dé&.
— kb
Die Integration liBt sich elementar ausfiihren. Ohne den Wert
des Integrals wesentlich zu verdindern, kann die untere Grenze
bis — oo ausgedehnt werden. Wir erhalten dann mit (6) und (8):

_i V2mw:n

8 2 w
e 8 heF _ BF?e

~ 16nthw

_ b
J F 9)
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oder J in Amp/ecm?, F und w in Volt:
6,8-10" 2

J=16" 10“6%9, F Amp/cm?.

Die Stromstédrke verlduft also in Abhéingigkeit von der dulleren
Feldstarke genau so, wie beim RicHArRDsoN-Effekt in Abhéngigkeit
von der Temperatur [vgl. (4)]. Nach (9) ist

log J = log BFz—%.

Dieses Gesetz wird von der Erfahrung sehr gut bestétigt.
Eine merkliche Emission des Stromes sollte bei Feldstirken von
etwa 107 Volt/cm einsetzen. Tatsichlich beobachtet man schon
bei 108 Volt/cm eine Emission. Das riihrt daher, da die Feld-
starke an der Metalloberfliche an einzelnen Stellen durch Un-
ebenheiten erhoht wird !. Dadurch kennt man die effektive Feld-
stirke an der Metalloberfliche nicht und kann daher die Kon-
stanten B und § nicht genau priifen. Ihre GréBenordnung ist aber
sicher richtig, da die effektive Feldstdirke an einzelnen Stellen
leicht um eine Zehnerpotenz grofBer sein kann, als in groBerer
Entfernung, wo das Feld homogen ist. Es wird tatsidchlich auch
gefunden, daBl die Emission vorzugsweise von einzelnen Stellen
der Oberfliche ausgeht.

Es ist schlieBlich noch zu zeigen, daBl der in a) behandelte
Effekt, d. h. die Erniedrigung der Austrittsarbeit (5) allein nicht
fiir die Emission verantwortlich sein kann. Zwar wird dadurch,
wie aus (9) zu sehen ist, der Emissionsstrom erh6ht. Um aber ohne
unseren Durchtrittsmechanismus, d. h. nur durch den R1cHARDSON- -
Effekt einen merklichen Strom bei tiefen Temperaturen zu be-
kommen, miiBte die Austrittsarbeit praktisch verschwinden. Da
sie von der GréBenordnung 5 Volt ist, miSte nach (5) F grofer
als 108 Voltjcm sein. AuBlerdem wire die Emission stark tem-
peraturabhingig, was beides im Widerspruch zu den Experi-
menten steht.

Kontaktpotentialdifferenz [34, 36]. Wenn man die Oberflichen
zweier Metalle 4 und B zusammenbringt, werden sowohl von 4
nach B als auch von Bnach 4 Elektronen stromen, im allgemeinen
jedoch nicht gleich viele in beiden Richtungen. Es soll z. B. ein Uber-

1 Diese Unebenheiten haben nichts mit der atomaren Rauhigkeit zu tun,
sondern sind durch die Vorbehandlung der Oberfliche bedingt.
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mittlere Potential in B etwa um AV. Das bedeutet, da8 die Elek-
tronen, die urspriinglich die Energie E hatten, jetzt die Energie
E'=E +A4V haben. Die Folge davon ist, daB der Elektronen-
strom in der Richtung A — B erniedrigt wird. Dadurch wird sich
schlieBlich bei einer bestimmten Potentialdifferenz V,, 5 ein Gleich-
gewicht einstellen. Die Spannung V,; heiit Kontaktpotential-
differenz der Metalle A und B.

Beim absoluten Nullpunkt 148t sich V, ; leicht berechnen. In
jedem Metall sind ja alle Zustinde, deren Energie kleiner als die
Grenzenergie {, bzw. ([ ist, besetzt, wihrend alle Zustinde mit
groBerer Energie leer sind. Der Wert der Grenzenergie [, bzw. (g

héngt natiirlich vom Potential an der Ober-
S fliche des Metalls ab. Ein Elektronenstrom

3

1‘_ kann dann nicht auftreten, wenn

| H ta=Cs (10)
A I 8 ist, weil die Elektronen dann nur in schon

Abb. 16, Kontaktpotential- besetzte Zustinde ﬂieBen kénnten, was
differenz ¥ 45. w4, w3, Aus-  wegen des PAvLI-Prinzips offenbar unmég-
trittsarbeit aus den Metallen.  Jich jst. Wenn zwei Metalle (oder auch

’ Halbleiter oder ein Metall und ein Halb-
leiter) bei 7'=0 im Gleichgewicht sind, hat somit bei beiden
die Grenzenergie { den gleichen Wert. Die Grenzenergie steht
in einem einfachen Zusammenhang mit der Austrittsarbeit w.
Diese ist ja die Energiedifferenz zwischen der Energie eines Elek-
trons, das das Metall gerade verlassen kann und (. Erstere ist
gleich dem Potential an der Metalloberfliche 1, das wir bei unserer
Normierung (§ 2) Null gesetzt haben, so daB { = —w war [Gl. (2)].
Da unsere beiden Metalle aber verschiedene Potentiale an der
Oberfliche haben, ist das nicht mehr zuldssig. Ist ¥V, das Potential
an der Oberfliche des Metalls 4, so ist nach Definition

wy =V,—C4,
und Entsprechendes gilt fiir B. Aus (10) folgt dann
wyg—Vy=wp—Vp,
oder, da V, , =V, —V ist:
Vig=w,—wg.
Die Kontaktpotentialdifferenz ist also gleich der Differenz der
Austrittsarbeiten (Abb. 16).

1 Unter Potential verstehen wir ja nach §2 die potentielle Energie
eines Elektrons.
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Bei Erhohung der Temperatur wird an diesem Gesetz wenig
gedndert, da sich die Elektronenverteilung nur in einem Energie-
bereich k7T, also zwischen { — k T'und { + k T, verindert, bei 300°
also in einem Energiebereich von /3, e-Volt. Die Spannung V, ,
hat dagegen die GroBenordnung 1 Volt, so daB keine wesentliche
Anderung der Kontaktpotentialdifferenz bei Temperaturerhéhung
zu erwarten ist.

Sekunddrelektronenemission [123]. Bei den bisher behandelten
Effekten war die Elektronenemission im wesentlichen durch die
Ahnlichkeit unserer Elektronen mit freien Elektronen bedingt.
Bei dem jetzt zu behandelnden Effekt ist aber, wie wir sehen
werden, gerade der Unterschied unserer Elektronen gegen freie
Elektronen ausschlaggebend.

Der physikalische Vorgang ist folgender: Es werden Primér-
elektronen auf die Metalloberfliche = = 0 geschossen. Der Ein-
fallswinkel sei 0° (senkrechter Einfall). Man beobachtet die Emis-
sion von Sekundirelektronen aus der Metalloberfliche, falls die
Energie der Primérelektronen eine untere Grenze iiberschreitet,
die von der GréBenordnung 10 e-Volt ist. Die mittlere Energie der
Sekundérelektronen betréagt einige e-Volt, nahezu unabhingig von
der Primérenergie.

Wir zeigen zuerst, dafl bei freien Elektronen keine Emission
stattfinden kann. Das ist eine einfache Folgerung aus Energie-
und Impulserhaltungssatz. Der Impuls des Primérelektrons vor
dem Stof} sei — ‘3, der des Metallelektrons p. Die entsprechenden
GroBen nach dem Stof3 seien — B’, p’. Die Koordinate senkrecht
zur Metalloberfliche sei wie immer z. Sie ist positiv auBerhalb des
Metalls und negativ im Metall. Die z-Komponente des Impulssatzes
lautet dann:

Dabei ist | |= P= P,>0, weil das Primérelektron senkrecht
zur Metalloberfliche und von positiven zu negativen a-Werten
einfillt. p, kann positiv und negativ sein. Damit das Metall-
elektron nach dem Stof8 das Metall verlassen kann, muB p/, einen,
durch die Austrittsarbeit gegebenen, positiven Wert iiberschreiten,
d.h. es ist dann sicher p,, > p,. Aus dem Impulssatz folgt dann
— P, <—P, d.h. P/>P. Andererseits soll nun das Primér-
elektron Energie abgeben. Da die Energie proportional mit P? ist,
miifite also P, < P sein. (Wenn nach dem StoB auch noch P,-
und P,-Komponenten vorhanden sind, nehmen diese auch einen
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Teil der Primérenergie auf, so daB erst recht P, < P sein muB.)
Es ist also unmdglich, Energie- und Impulssatz gleichzeitig zu
erfiillen, so daB eine Emission aus dem Metall nicht erfolgen kann.
Dagegen ist eine Beschleunigung in die entgegengesetzte Richtung,
d. h. ins Metall hinein, sehr wohl méglich.

Beriicksichtigen wir nun das exakte Verhalten unserer Elek-
tronen, d. h. ihre Modifikation durch das periodische Potential, so
braucht fiir die beiden Elektronen allein der Impulssatz nicht
erfiillt sein, da ja auch das Metallgitter Impuls aufnehmen kann.
Dadurch wird die Elektronenemission erméglicht. Wir wollen uns
von diesem Vorgang eine anschauliche Vorstellung machen. Wie
wir auf S. 47 gezeigt haben, wird ein Elektron in einem dufleren
Feld so lange beschleunigt, bis es in der Néhe einer kritischen Zone
im ¥-Raum, d. h. in ein Gebiet mit negativer Freiheitszahl kommt.
Hier wechselt die Beschleunigung ihr Vorzeichen. In der Nihe-
rung hoher Energien kann man sagen, dafl das Elektron reflek-
tiert wird.

Wir konnen uns die Wechselwirkung zwischen Primér- und
Sekundérelektron dhnlich vorstellen. Der Austausch von Energie
und Impuls wird immer eine gewisse Zeit beanspruchen. In dieser
Zeit durchlduft das Metallelektron kontinuierlich eine Reihe von
Zustinden, bis der Endzustand erreicht ist. Es soll am Anfang
in Gebieten mit positiver Freiheitszahl sein. Dann wird es zunéchst
sich dhnlich wie ein freies Elektron verhalten, d. h. es wird ins Metall
hineinbeschleunigt. Im Lauf dieser Beschleunigung erreicht seine
Wellenzahl ein kritisches Gebiet, so daB es reflektiert wird (fiir
hohe Energien: Bracasche Reflexion an einer Netzebene) und das
Metall verlassen kann. Bei dieser Reflexion bleibt das Elektron
im gleichen Energieband, in dem es zu Anfang war. Seine
Geschwindigkeit auBlerhalb des Metalls ist daher sehr klein (einige
Volt), da die obere Grenze dieses Bandes gewohnlich nicht viel
grofer als Null ist.

Diese anschauliche Vorstellung kann natiirlich keinen Anspruch
auf Exaktheit erheben. Um eine genauere Behandlung des Pro-
blems zu geben, miissen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen,
daB ein Metallelektron durch StoB eines Primirelektrons vom
Zustand (n, f) in einen anderen Zustand (n’, ¥') iibergeht. Da das
Primérteilchen verhdltnisméBig groBe Energie hat, konnen wir
seine Wellenfunktion als ebene Welle mit der Wellenzahl &
ansetzen.
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Wir haben in §3 gesehen, dafi der Impulserhaltungssatz des
Gesamtsystems Elektronen + Metallgitter immer durch den Er-
haltungssatz der Wellenzahlen der Elektronen zu ersetzen ist,
d. h. daB das Gitter immer soviel Impuls aufnimmt oder abgibt,
daB die Summe der reduzierten Wellenzahlen konstant bleibt.
Wenn wir die einfallenden Elektronen durch eine nichtreduzierte
Wellenzahl beschreiben, sc haben wir zu beachten, daB sich deren
Komponenten von den Komponenten der reduzierten Wellenzahl

um ganzzahlige Vielfache von 2—;1 (bei einem kubischen Gitter)

unterscheiden.
Es seien {’ und &’ die Wellenzahlen nach dem Sto8, dann kénnen
nur solche Uberginge stattfinden, bei denen

K- + ¥

ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten selbst sind nur dann von
Null verschieden, wenn auler (11) auch noch der Energieerhaltungs-
satz erfiillt ist, also wenn
E®)—E &)+ E,()—E,(¥)=0

ist. Es ist leicht zu sehen, dafl diese beiden Sdtze immer erfiillt
werden konnen, auch wenn die Elektronen im Endzustand (n’, ¥')
die notige Energie und die richtige Impulsrichtung haben, um das
Metall zu verlassen!. Zwar ist fiir das einfallende Teilchen & pro-
portional zum Impuls, so daBl hier kein Unterschied gegen freie
Elektronen vorliegt. Da das Teilchen Energie an das Metallelek-
tron abgibt, wird auch immer |®'|<|®| sein. Der Unterschied
gegen den Impulssatz besteht aber jetzt darin, daf auf der rechten

Seite von (11) nicht Null steht, sondern %Tn n. Dieses Glied enthalt

gerade den soeben besprochenen Einflu der Reflexionen an Netz-
ebenen.

Durch eine genauere Berechnung der Ubergangswahrscheinlich-
keiten kann gezeigt werden, daB hauptsachlich nur Uberginge in
das Band des betreffenden Metallelektrons oder in benachbarte
Binder erfolgen und daB die Ausbeute in Abhéngigkeit von der
Priméirenergie sowohl den allgemeinen Verlauf als auch die GréBen-
ordnung in Ubereinstimmung mit den Experimenten wiedergibt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Sekundéremission erst bei
einer bestimmten minimalen Primérenergie einsetzt. Dies hat nicht,

2=

! 11

1 Mit Ausnahme sehr kleiner Primérenergien, vgl. S. 94.
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wie man glauben kénnte, seine Ursache darin, daf den Elektronen
mindestens die Austrittsarbeit w zugefilhrt werden muB, denn
die Primérelektronen gewinnen, wenn sie ins Metall eintreten,
diese Energie. Das Auftreten einer unteren Grenze der Primir-
energie hat vielmehr seinen wesentlichen Grund darin, da8 der
Wellenzahlensatz (11) gleichzeitig mit dem Energiesatz erfiillt sein
muBl. Gl (11) kann immer erfiillt werden, wenn die Komponenten

des Vektors ® — &' alle Werte zwischen — % und % annehmen

kénnen [vgl. § 3, (5)]. Andererseits mul3 jedes Metallelektron eine
bestimmte Mindestenergie 4 £ + w vom Primérelektron aufnehmen,
um das Metall zu verlassen (— A4 E ist sein energetischer Abstand
von der Grenzenergie (). Es ist also

2
o (K*— KN zw+AE. (12)
Hieraus folgt | &' | <|®| und
|8—&'|<|®|+|®|<2| | (13)
Sobald also (bei einem kubischen Kristall)
2|9/ <223

wird, kénnen Energie- und Wellenzahlensatz im allgemeinen nicht
mehr gleichzeitig erfiillt werden. Die Emission beginnt also bei
Primérenergien von der GroBenordnung

3% ~10e-Volt

2m a* T :

Die Energieverteilung der Sekundirelektronen ist in groBen
Ziigen durch die Lage der Energiebinder bestimmt. Nehmen
wir z. B. an, die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Metallelektrons
in einen Zustand der Energie E sei @ (E), so ist die Zahl der
Sekundirelektronen mit der Energie E

? (E) D (E),
wo D (E) die Eigenwertdichte ist (vgl. Abb. 11¢). Die Energie-
verteilung der Sekundirelektronen zeigt tatsichlich eine dhnliche
Form wie D (E) in Abb. 11¢, 8. 58, allerdings nur, wenn die Metall-
oberfliche sehr rein ist [185a].

§ 7. Elektronenbeugung [32, 85].

Elementare Theorie. Das Auftreten von Beugungserscheinungen
bei der Reflexion von Elektronen an Einkristallen oder bei ihrem
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Durchtritt durch diinne Metallfolien ist eine unmittelbare Folge
ihrer Wellennatur. Die Wellenlinge der Elektronen ist bekanntlich
[vgl. §4 B, GL (12b)]
A= —.
. mo

Bei einer kinetischen Energie von 100 e-Volt sind das ~ 1078 cm,
bei 10000 e-Volt ~ 10~° cm. Die Wellenlinge ist von der gleichen
GroBenordnung wie bei Rontgenstrahlen, und daher ist bei einer
elementaren, d. h. rein geometrischen Theorie genau das gleiche
zu erwarten, wie bei Rontgenstrahlen von der gleichen Wellenlénge.
Fiir selektive Reflexion n-ter Ordnung erhilt man also das Brage-
sche Reflexionsgesetz

nA=2acos?, (1)
das den Zusammenhang zwischen Einfallswinkel! ¥ und Wellen-
lainge A angibt. Das Bracasche Gesetz folgt unmittelbar, rein
geometrisch, aus der Bedingung, daB} sich die an parallelen Netz-
ebenen reflektierten Wellen durch Interferenz verstirken sollen.
Die Weiterfiilhrung dieser elementaren Theorie hat im Rahmen
dieses Buches kein Interesse, obwohl sie natiirlich von groBer Be-
deutung bei der Untersuchung von Kristallstrukturen ist. Da-
gegen werden wir uns fiir die Abweichungen von der Beziehung (1)
interessieren, denn diese sind nicht durch die rein geometrische
Kristallstruktur bedingt, sondern durch die Wechselwirkung der
Elektronen mit dem Gitter.

Reflexion an Einkristallen. Die Metalloberfliche sei, wie immer,
die Ebene x = 0. Die Energie normieren wir wie in § 2 so, daf3
sie gleich der kinetischen Energie im Vakuum ist. Ist & der Aus-
breitungsvektor der Elektronen im Vakuum, & im Metall, so
ist nach §4 B, GI. (13)

2
E=y  (Ki+ K3+ K. @)

2m
Die Eigenfunktion einer einfallenden Welle lautet:
p=AdErTE R o o g oS

x < 0 sei Vakuum, x > 0 Metall. A ist ein Normierungsfaktor. Im
Metallinneren kénnen wir mit der Niherung fiir groBe Energien
(§4 B) rechnen, da E >10e-Volt ist. Nehmen wir an, daB K,
und K, nicht in der Nahe eines kritischen Wertes liegen [vgl. GI. (21),

1 § =0 fiir senkrechten Einfall.
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§ 4], so lauten die Eigenfunktionen im Metall nach §4 B
po = fro (@) ¢ BV T ED g5, (3)
fx’(x) ist eine fortschreitende Welle (~ e?%z%), wenn K/, nicht in
der Néhe eines kritischen Wertes liegt. Ist dagegen [vgl. §4, (21a)]
K;;%n, n=+1,+2..., (4)

so wird f (z) eine, nach innen rasch gegen Null abfallende Funktion.

Wir setzen als allgemeinsten Ansatz im Vakuum eine ein-
fallende Welle mit dem Ausbreitungsvektor ® und eine Schar
reflektierter Wellen mit Ausbreitungsvektoren &’ an. Die Eigen-
funktion im Vakuum lautet also

wv:Ae’i(KIm+Kyy+K=Z)+2B(@u) ei(—K_’c'z-{*K;'II"FK;’Z), KI>O, KI:;>0.
e

Im Metallinneren ist der allgemeinste Ansatz eine Uberlagerung
von Eigenfunktionen yg. (3), also lautet hier die Eigenfunktion
Y= = C(®) fx; (@) ¢ BV T HD,

ry

An der Metalloberfliche x = 0 muB} die Eigenfunktion stetig sein,
d. h. wir fordern

Ym = P
2y, . oYy fir x=0. (5)
dxr ~ Ox

Diese Bedingungen miissen fiir beliebige Werte von y und z
erfiillt sein. Aus der ersten folgt sofort, daB in y, und g, nur
diejenigen Glieder von Null verschieden sind, bei denen

K,=K,=K,

K, =K, =K,
ist. Die Koeffizienten B und C, bei denen dies nicht erfiillt ist,
sind also sémtliche Null. Da die Energie auBlerdem durch (2)
festgelegt ist, sind auch K und K bestimmt, und zwar ist

"
K!=K,,
wihrend K aus dem Energieansatz im Metallinneren zu ent-
nehmen ist.

Es wird also
%:Aei(Klz-{»Kyy-HKzz) + Be K2+ E,y+Ez2

A 6
Y= O, (2) 6 KoV 529 ©
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Das Verhiltnis der Koeffizienten 4, B, C' kann aus den Stetig-
keitsbedingungen (5) berechnet werden. Wir wollen jetzt annehmen,
daB die Welle unter einem solchen Azimut einfillt, dafi K, =0
ist 1. Nach (2) wird dann die Energie

E=g (K2+KY). (M)

Da der Einfallswinkel 9 ist, wird
Ecos?d = —;im K2 (8a)
Esintd =, K2, (8b)

Es sind jetzt zwei Fille zu unterscheiden.

1. K liegt nicht in der Néhe eines kritischen Wertes (4). Dann
ist die Energie im Metallinneren nach §4, Gl. (13)
h2
2m

da ¥V, negativ ist (§2). Durch Vergleich mit (7) folgt:
, / 2m 1/2
Kx:(KZ+W"VO‘> :

/ h? /
E—= (K7 + Kj) + Vo= 5 (K2 + K})—V,|, (Ta)

Ferner ist in diesem Fall nach §4 B
T (@) =557,
so daB} die Bedingungen (5) unter Beniitzung von Gl. (6) und dem
Vorstehenden lauten:
C=A+8B
K,C=K,(A—B).
Daraus folgt fiir den Reflexionskoeffizienten
R— BE_ <&;Kx>2
AP K, + Ky
Er ist fiir K, = 0 Eins, nimmt aber mit wachsendem K, sehr rasch
ab, d. h. die Welle dringt ins Metall ein.

2. K/, liegt in der Néhe eines kritischen Wertes (4). Jetzt
tritt eine Abweichung von dem einfachen Energieverlauf (7a)
ein, und zwar entsteht nach §4 B ein verbotenes Energiegebiet.
Da wir Reflexionen an Netzebenen, die parallel zu x =0 sind,
betrachten, miissen wir die Wellenzahlkomponenten & und &,

1 Das ist offensichtlich keine wesentliche Beschrinkung der All-
gemeinheit.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 7
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(vgl. S.49) mit K, und K, identifizieren. Die Energie ist dann
nach §4, (22b), S.491

E=_"_n Ly’ c I AT 7 9
— 8m n+8 +‘27,{ y_| olﬂ: n0o0> ()

wobei

_ *2 * __ g
&, = K32, Kx_Kz-—jn

2 ]m*\
ist. Die Bedeutung von m* ist in § 4 erklirt. Diese Energieformel
ist nur giiltig, wenn K, nicht in der Néhe eines kritischen Wertes
liegt. Lassen wir K, bei festgehaltenem K, wachsen, so treten

¥

Abweichungen vom Energieverlauf (9) dann auf, wenn auch K,

in der Nihe eines kriti-

\ \ schen Wertes (§4 B)
L 1 ! 44
K— liegt, und zwar entsteht

ein verbotenes Energie-
gebiet von der Breite
2 Von,o (vgl. § 4 B). Wir konnen die Abweichung vom Ener-
gieverlauf dadurch ausdriicken, dafl wir in (9) ein Korrektur-
glied % zufiigen, das eine Funktion von K ist. Immer, wenn (10)
erfiillt ist, wird # unstetig (ganz im Gegensatz zu ¢,) und springt
um den Wert 2 V,, ,. Die Energie als Funktion von K, verlduft
also genau so wie im eindimensionalen Fall § 4 B, Abb. 8a gezeigt
wurde, mit dem Unterschied, daB fiir K, = 0 die Energie nicht Null
wird. Im iibrigen ist fiir kleine K, die Néherung § 4 B nicht mehr
sehr gut. Das hat auf die Korrektur # den EinfluB}, daB sie auch
in groBerer Entfernung von kritischen Werten (10) von Null ver-
schieden ist. In Abb. 17 zeigen wir den Verlauf von 7. Unter
Beriicksichtigung von # wird die Energie (9):

E=h nt g K2 @ £V, (11)

8ma

Abb. 17. Verlauf der Energiekorrektion 7.

w
wobel D =V, —e,—1 12)
ist.

Die Energie eines Elektrons im Vakuum (7) mufl identisch
mit der Energie im Metall (11) sein. Durch Vergleich von (7)
mit (11) erhalten wir unter Beriicksichtung von (8a)

E00820=8 n—®@ LV,

1 Die Indizes von V, g, sind deshalb =, 0, 0, weil die betreffende kritische
Ebene senkrecht zu K steht.
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Im Metallinneren sind alle Energien verboten, bei denen ¥ cos?d

zwischen
h2

gfm?"z—‘p_lvnool
und
h2
Tmar P + | Vaool

liegt. Elektronen, bei denen E cos?d# zwischen diesen beiden
Werten liegt, konnen daher nicht ins Metall eindringen und werden
selektiv reflektiert. Die mittlere Lage der n-ten selektiven Reflexion
ist somit bestimmt durch

h2
Ecos*d = o — nt—Q, (13)
oder unter Einfiihrung der Vakuumwellenlinge A [§ 4, (12b)]
h
2, =
V2mE
durch
n'A=2acos?, (13a)
wobei
2
n = (n2~_ 8122a @)1/2

ist. Das ist genau die Bracasche Bedingung (1), wenn man dort
n durch n’ ersetzt. Fiir hohe Ordnungen (groBe n, groBe Energien)
sind praktisch » und »’ gleich, fiir niedere Ordnungen treten da-
gegen merkliche Abweichungen auf.

Brechungsindex. Die Abweichung von der gewShnlichen Braga-
schen Bedingung (1) im Sinne von (13a) bedeutet, dal der Kristall
einen Brechungsindex von der Gréfe

p=)1+% 14)
hat. Das siecht man durch Ableitung der BraGaschen Bedingung
fiir Kristalle mit Brechungsindex (vgl. Lehrbiicher). Es ist zu
beachten, daB @ nach (12) verschieden vom mittleren Gitter-
potential || ist. Nur fiir groSe Energien, wo &, und # klein sind,
wird @=~|V,|. Andererseits ist aber fir groBe Energien der Bre-
chungsindex sehr wenig von Eins verschieden. Eine Bestimmung
des mittleren Gitterpotentials aus dem Brechungsindex diirfte also
erhebliche Schwierigkeiten machen. Auf keinen Fall darf man aber,
wie das verschiedentlich geschehen ist, aus dem bei kleinen Energien
gemessenen Brechungsindex }V0| berechnen. Dadurch erhédlt man
giinstigstenfalls die GroBenordnung von |V, |.

T*
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Anomale Dispersion. Wie wir oben festgestellt haben, ist 7
und daher auch @ (12) keine stetige Funktion. Nach GI. (14)
gilt das also auch fiir den Brechungsindex. In Analogie zur gewGhn-
lichen Optik nennt man diese Erscheinung anomale Dispersion.
Wir wollen die Lage der Unstetigkeiten als Funktion von Energie
und Einfallswinkel berechnen. Setzen wir Gl. (10), die die Lage
der Anomalien bestimmt, in (8b) ein, so erhalten wir:

. h?
Esm%?:mng. (13Db)
7, das ja die Aufspaltung der Energie (GroBe des verbotenen
Gebietes) bestimmt, wird hier (vgl. oben) + Von,o- Mit (13), (13b)
und (12) erhalten wir dann anomale Dispersion zwischen den
Energien E; und E, wo

a?
hz
Eg: = 8ma? (n2 + nz)*|V0| +&x £ VOn;,(l (15)
ist, wihrend die Einfallswinkel 9 bestimmt sind durch

8 2 —1/2
tg 95 =, [n + S5E (V| + sk Vono| " (150)

(+ bei E, und 9, bezieht sich auf das Vorzeichen von ¥, ).
An allen diesen Stellen springt der Brechungsindex f# (14) von

B = [1 + [ Vol — &z — Vonyo]m

B
bis

+ |V0|_5z+Vonyo 12
Bt= [1 + - ] .

In Abb. 18 ist der Verlauf des Brechungsindex als Funktion
von E'Y? gezeigt, fiir den Einfallswinkel ¢ = 45°, d. h. tgd = 1.
In diesem Fall sind nach (15) und (15a) die Energien, bei denen
der Brechungsindex unstetig ist, bestimmt durch

E,=2-" n  §=45

8m a?

SchlieBlich zeigen wir noch in Abb. 19 die Abhingigkeit der
Wellenldnge, bei welcher selektive Reflexion einer bestimmten
Ordnung » auftritt, vom Einfallswinkel [Gl. (13)]. Wir finden hier
die entsprechenden Anomalien, wie beim Brechungsindex.

In dem Winkelbereiche zwischen ¥~ und ¥+, d. h. nach (15a)
zwischen

- 8m a?
tgd~ =mn, [’n2 =+ _”};& (_[ Vo' + &z — Vonyo)

—-1/2
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und
8m a? - —1/2
tg Bt = ny |n® 4 bfggi (_‘Hol + &z + Vonyo)]

tritt eine Aufspaltung der Energie, d. h. der selektiv reflektierten
Wellenlidngen, in zwei Werte ein. Hier gibt es also zu einem be-
stimmten Winkel fiir zwe: verschiedene Wellenlingen selektive
Reflexionen der gleichen Ordnung. Wenn man experimentell so
vorgeht, da man bei festgehaltenem Einfallswinkel die Wellen-
lange variiert und die erste selektive Reflexion als erste Ordnung,

A ~
2
\ /—
M /-
7 -\":___
2 1
e a1 /
f)l__- ‘/Illd“ o058 P —
Abb. 18. Abb. 19.
Abb. 18. Brechungsindex 8 als Funktion von E??, = — — unter Vernachlissigung

der Potentialschwankungen im Metall (Ersetzen des Potentials durch das mittlere Potential)
Einfallswinkel ¢ = 45°.
Abb. 19. Abhingigkeit der Wellenlinge selektiver Reflexion von cos & fiir Reflexionen

einer bestimmten Ordnung. Bei Vernachlissigung der Potentialschwankungen im Metall
erhilt man eine Gerade.

die zweite als zweite Ordnung usw. bezeichnet, wie das nach der
elementaren Theorie zu fordern ist [Gl. (1)], so kommt man zu
ganz falschen Zuordnungen, falls ¢ zwischen #* und 9~ liegt,
denn hier gibt es ja zwei Reflexionen, die beide zur gleichen Ordnung
gehoren.

Die hier beschriebenen Anomalien werden auch experimentell
gefunden. Man erhilt bei entsprechenden Experimenten dhnliche
Kurven, wie in Abb. 19 gezeigt [59a].

§ 8. Optik [64, 102, 124, 147, 156, 171, 207).
(AuBer Réntgenstrahlen.)

Aus den Spektren der Atome und Molekille kann man sehr
weitgehende Schliisse auf die Lage der Energieniveaus und auf
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die GroBe der Ubergangswahrscheinlichkeiten, d. h. der Oszilla-
torenstirken, ziehen. Die Metalle absorbieren, im Gegensatz zu
den Atomen und Molekiilen, nicht einzelne diskrete Frequenzen,
sondern kontinuierlich das ganze Frequenzgebiet von den
kleinsten Frequenzen bis ins kurzwelligste Ultraviolett. Dadurch
wird natiirlich die Deutung erschwert. Trotzdem ist es aber im
Prinzip mdéglich, wie wir in diesem Paragraphen zeigen werden,
aus der zu messenden Frequenzabhingigkeit der optischen Kon-
stanten sowohl die Lage der Energieniveaus als auch die GréBe
der Oszillatorenstirken zu bestimmen. Das gegenwirtig vor-
liegende experimentelle Material ist allerdings noch zu wenig
umfangreich, um die Moglichkeiten, die theoretisch vorhanden
sind, voll auszuniitzen.

Die optischen Konstanten. In der Elektrodynamik wird ein
Koérper durch Angabe von drei GroBen bestimmt: Durch die Leit-
fihigkeit o, die Dielektrizitidtskonstante ¢ und die magnetische
Permeabilitit 4. Bei Wechselwirkung mit Licht sind diese drei
GroBen nicht als Konstante zu behandeln, sondern sie hingen von
der Frequenz » des Lichtes ab. Man darf deshalb z. B. unter o
nicht die gewdhnliche elektrische Leitfahigkeit verstehen. Nur
fiir sehr kleine Frequenzen geht sie in diese iiber und ist natiirlich
fiir v =0, d. h. fiir konstantes elektrisches Feld, identisch mit ihr.
Wir werden im folgenden immer y =1 setzen, d. h. wir vernach-
lassigen eventuelle magnetische Einfliisse. Die Ausbreitung einer
Lichtwelle in irgendeinem Medium (o, &) ist durch die Wellen-
gleichung bestimmt. Diese lautet, z. B. fiir die elektrische Feld-
stirke &:

e o dno 0F
Sie wird durch geddmpfte ebene Wellen gelost. Ist x = 0 die Ober-
fliche des Metalls, so 1aBt sich auf Grund der Grenzbedingungen
bei x = 0 zeigen, daB die Losung bei senkrechtem Einfall folgende
Form hat (y = Polarisationsrichtung):

27y
F=g,=Fe ¢ "sin <27wt—2#nx+y>.
Die Phase y wire aus den Grenzbedingungen zu berechnen.

Durch diese Form der Lichtwelle sind die optischen Konstanten,
der Brechungsindex n und der Absorptionskoeffizient » definiert.
Ihren Zusammenhang mit ¢ und ¢ findet man durch Einsetzen
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des obigen Ausdruckes fiir §§ in die Wellengleichung. Man erhilt
nxv=0c (la), nt—xt=g¢., (1b)

Die physikalische Bedeutung von ¢ und ¢ ist folgende. Es sei 4

die pro Sekunde und pro Volumeneinheit absorbierte Energie;

B sei die elektrische Polarisation, d.h. das elektrische Moment
pro Volumeneinheit ; dann ist (vgl. Lehrbiicher der Elektrodynamik)

A=0F, P=""F=aF.

=2 ;n ! heiBt Polarisierbarkeit. 32 ist das Zeitmittel von 2.
Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Einsetzen in (1a) und (1b)

nxv=%=0 (2a), n2~—x2=l+4n§=l+4na. (2b)
¢

Diese beiden Ausdriicke enthalten noch keinerlei spezielle Voraus-
getzungen iiber das Metall. Unsere Aufgabe wird es sein, mit Hilfe
des im I. Kapitel behandelten Metallmodells die Absorption A
und die Polarisation B zu berechnen.

Wir hatten auf S.74 gezeigt, dafl die Elektronen in einem
Metall sich bei der Wechselwirkung mit Licht verhalten wie eine
bestimmte Anzahl klassischer freier Elektronen und klassischer
harmonischer Oszillatoren. Wir werden also zunichst das Ver-
halten klassischer freier Elektronen berechnen.

Freie Elektronen. Wir beschrinken uns rdumlich auf ein Gebiet,
dessen Ausdehnung klein gegen die Wellenlinge des Lichts ist.
Da wir dann die elektrische Feldstirke als rdumlich konstant
annehmen konnen, lautet die klassische Bewegungsgleichung fiir
die Elektronen

e [ .
= —ﬁi}zﬁlf’osm%wt.
Daraus erhalten wir durch Integration die Verschiebung des
Elektronenortes durch das Feld:

— e

=W =gy

T

Der Beitrag eines Elektrons zum elektrischen Moment ist

elt—t)) = o .

d4ntim
Bei ny freien Elektronen pro Volumeneinheit ist also die gesamte
Polarisation
—e*ng 3.

s‘B—‘ln’lf‘e(r*to) 42 vim
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Die absorbierte Energie A verschwindet im Zeitmittel. Sie be-
rechnet sich aus dem Produkt Feldstirke x Stromdichte. Letztere
ist proportional zu t, also zu cos2m ¢, erstere dagegen geht mit
sin2zvt, so daB also im Zeitmittel

A=0
ist1. Durch Einsetzen dieser beiden Ausdriicke fiir 4 und P in
(2a) und (2b) erhalten wir

2
z=0 (3a), n=1—27E  (3p)
2
[oder n=0, —=1-2 npz].
amy
Wir werden hier eine charakteristische Frequenz v, definieren:
e?np\1/2
vy = <——n”f') . (4)

Fiir Frequenzen » >v, ist der Brechungsindex kleiner als Eins,
d. h. freie Elektronen sind dann bis zu einem gewissen Einfalls-
winkel durchsichtig fiir Licht, jenseits dieses Einfallswinkels tritt
Totalreflexion auf, wie das aus der elementaren Optik bekannt ist.
Ist dagegen » <, so wird der Brechungsindex n imaginir. Das
bedeutet, daB fiir diese Frequenzen das Licht bei jedem Einfalls-
winkel total reflektiert wird.

Fiir sehr kleine Frequenzen miissen wir aber einen Umstand
betrachten, den wir bis jetzt vernachldssigt haben, das sind die
ZusammenstoBe der Elektronen mit dem Metallgitter. Solange die

. 1 . . . . .
Schwingungsdauer - kleiner als die Zeit zwischen zwei Zusammen-

stoBen ist, konnen wir diese vernachlissigen. Dagegen ist das fiir
lange Schwingungsdauer, d. h. geniigend kleine Frequenz, nicht mehr
erlaubt. In diesem Fall werden wir die ZusammenstéBe in Form
einer Dampfung der Bewegung, die proportional zur Geschwindig-
keit ¢ des Elektrons ist, beriicksichtigen. Es kann gezeigt werden,
daB das auch quantenmechanisch eine exakte Behandlung ist.
Unsere Bewegungsgleichung lautet jetzt also:

o . e e .
T +yr=_1h_%=WFosm2nvt.

Den Proportionalitatsfaktor y bestimmen wir weiter unten. Fiihren
wir die Geschwindigkeit b =1t ein, so erhalten wir aus obiger
Differentialgleichung

1 Die Tatsache, daB freie Elektronen nicht absorbieren kénnen, wird
auch in § 9 auf Grund von Energie- und Impuls-Erhaltungssatz nachgewiesen.
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n—n":yT—i—):i?ﬁ %FOSIHQWN“—},T_?_Z—:Z{,}%
als Anderung der Geschwindigkeit eines Elektrons unter EinfluB
des elektrischen Feldes. Wir finden hieraus die Gesamtstrom-
dichte J unter EinfluB des Feldes, wenn wir die Beitrige aller
Elektronen pro Volumeneinheit summieren und mit der Elek-
tronenladung e multiplizieren. Dabei beachten wir, da@

Fycos2mvt

& =F,sin2nvt, §=2nvﬁ’ocos2nvt

ist. Es wird dann

_ e&np ( 14 % 1 3%)

T om \y +4ade? y2+\d 2y 0t )°
wenn wir den Gesamtstrom ohne duBeres Feld Null setzen. Um
hieraus ¢ und ¢ zu bestimmen, schreiben wir die allgemeine Form
eines Stromes unter EinfluB} eines elektrischen Feldes  an. Nach
den Grundlagen der Elektrodynamik setzt er sich aus einem
Leitungs- und einem Polarisationsstrom in folgender Weise zu-
sammen :

J G % + AT ] % _.}. o —T .
Durch Vergleich erhalten wir:

€2 ny vy

2
0= I Y] (5a), o= — & !

“m y:+ 4722
Um die Konstante ¢ zu bestimmen, gehen wir zur Frequenz » = 0
iber. Dann wird o identisch mit der gewdéhnlichen elektrischen
Leitfahigkeit o, bei konstanten duBeren Feldern. Es ergibt sich
fir v=01

(5b)

e? ng
ma,
Es ist praktisch hier eine Frequenz v, einzufiihren, die bestimmt
ist durch die Bedingung
2
2avy=y (6), d.h = o F (6a)

m2ma,’

Sie steht in einer einfachen Beziehung zur Frequenz »,. Wie man
durch Vergleich mit GI. (4) sieht, ist
v

20, ° (7)
Aus den Gl. (2a) und (2b) erhalten wir mit (5a) und (5b) die

1 Nach §12, Gl.(5) ist 1/y identisch mit der Relaxationszeit.

1}0:
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optischen Konstanten. Beriicksichtigen wir dabei noch (6) und (4),
so wird

2
= Jﬁz (8a), it =1- o (8b)
Auf die Diskussion dieser Formeln kommen wir auf S. 111 zuriick.
Zuerst wollen wir die vollsténdigen Werte der optischen Konstanten
berechnen.

Dispersion. Wir hatten gezeigt (S. 74), daB sich die Elektronen
durch eine gewisse Anzahl freier Elektronen und harmonischer
Oszillatoren darstellen lassen. Wir wollen jetzt die Beitrige der
Ostzillatoren zur Polarisation berechnen. Die Bewegungsgleichung
eines klassischen harmonischen Oszillators mit der Frequenz v, ,,,
der sich in einem elektrischen Feld § = Fysin2mvt¢ befindet,
lautet:

nxvy

. 3 9 _ i . i .
t+4nvi,,t= - F = p” Fysin2mvt.
Daraus berechnet sich die Verschiebung unter EinfluB des Feldes zu

e i)

T—Ty= 2 2 2 )
4nim v2, —v

und der Beitrag zur Polarisation ist also
¢ __ 3
4nm v} —v? "~
Nach §3, S.29 konnen wir ein Elektron im Zustand (n, ¥) durch
fnt freie Elektronen und durch f, ,,; Oszillatoren mit der Frequenz
Vnm1 darstellen, wobei m alle Werte durchléuft und [vgl. (17a), § 3]
f nt+ D) ,f nmt =1
m (== n)
ist. Der gesamte Beitrag der einem Elektron im Zustand (n, f)
zugeordneten Oszillatoren zur Polarisation ist also

32% ’ fnmt

2 2

4ntm LA
m

e (r_ro) =

-

wobei der Strich am Summationszeichen andeuten soll, da m = =
auszuschliefen ist. Der entsprechende Beitrag aller Elektronen
ergibt sich durch Summieren iiber alle besetzten Zusténde (n, ¥) zu

) /n mi
4n2m22 nmt_"2 ’
Die Gesamtpolarisation P setzt smh additiv zusammen, aus diesem
Beitrag und dem oben berechneten Beitrag der freien Elektronen.
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Wir gehen mit Hilfe von (2b) gleich zu den optischen Konstanten
iiber und erhalten dann mit dem obenstehenden Ausdruck und mit

GL (8b)
et 22 )

n?—xt=1-—
In der Doppelsumme denken wir uns zuerst die Summe iiber ¥,
d. h. iiber die Elektronen eines Bandes n ausgefiihrt. Wir setzen

zur Abkiirzung
Pnm (v) = 2 ) fnm_f O
t

nmt

Die v,y entsprechen den
Frequenzen aller zulissigen 2
Ubergéinge vom n-ten in
das m-te Band. Fir diese T
£

hatten wir auf S. 28, § 3
[Gl. (15)] eine Auswahl- P
regel abgeleitet, nach der g A%
nur Uberginge, bei denen "XK““_ T

die reduzierte Wellenzahl | ! .
konstant  bleibt, erlaubt -F ¢ % ¢ %
. . K K—e
?md“. Deshalb haben wir Abb. 20a und b. Erlaubte optische Uberginge.
Jja bei den Frequenzen und v, untere, », obere Grenze des Absorptionsbandes.
den Oszillatorenstdrken nur

einen Index f und nicht etwa je einen fiir das n-te und m-te Band.
In Abb. 20a, b sind erlaubte Uberginge durch Pfeile einge-
zeichnet. Es gibt fiir die Frequenzen v,,; eine untere Grenze
,, die aber, wie aus Abb.20a, b zu ersehen ist, unter Umstinden
groer sein kann als die, der kleinsten Energiedifferenz zwischen
den beiden Béndern entsprechende Frequenz. Die obere Grenze
der Frequenzen v, ,; nennen wir v,.

Wir wollen jetzt im obigen Ausdruck fir ¢,,, die Summe in
ein Integral verwandeln, was zulissig ist, weil die Energie innerhalb
eines Bandes praktisch kontinuierlich verlduft. Wir fithren eine
Dichtefunktion 6, (v) ein, die dadurch definiert ist, daBl 4§, (v)4»
die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes pro Volumeneinheit ist,
deren zulissige Ubergangsfrequenzen v, ,,; zwischen » und » + 4
liegen. Dann ist

S8 0)dy =, (10)
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wo n, die Zahl der Elektronen im »-ten Band pro Volumeneinheit
ist. Mit dieser Dichtefunktion 4§, (v) wird

14
fn t fnmf
Pnm (¥) = 2 ) - = 3 On () AVt .
T Yamt 1)nmf 4

Um dieses Integral aus-
zuwerten, miilten wir
fumi 0 kennen. Da aber
der Nenner im Integral
viel stiarker verdnderlich
ist als der Zahler, werden
wir, um die Form von
Pnm (V) angendhert zu be-
stimmen, letzteren durch

Ny

N

einen Mittelwert f,,, 0,
ersetzen. Nur an den
Réindern des Integrals,
fir » = v, und v = v, ist
das nicht zuldssig, weil
hier ¢, verschwinden

Fia mufl. Da wir nur eine

ganz grobe Abschatzung
Abb. 20¢. Erlaubte optische Ubergiinge, zweidimensio- enza S io-
nal. Elektronen mit f-Werten, die auf der voll aus- der Frequ z bhang g
gezogenen Kurve liegen, kénnen bei einer bestimmten keit von Prnm geben,

1
Ry

Frequenz v Uberginge machen. — — — Kurven kon- - L
stanter Energie im unteren Band, ------ dasselbe kénnen WII‘2 im Nenner
fiir das obere Band. Die Schnittpunkte mit gleicher yi m—Y durch
Energiedifferenz kv sind in einem Viertel der Abbildung 1
durch Pfeile markiert. [? (ya -+ vb) -+ v} (”n m—7")
ersetzen. Dann wird schlieBlich
2 fn m 5n vp— v
wm (V) = Vv, ¥ 11
<p’”"()—va+vb+2v vg—v +Yas % (11)
und aus (9) erhalten wir
2__ 02 " e ’ 12
n—pnt=1—— - 4+ — ).
x vg_’_,,z'Jf‘nm Prm (V) (12)

Den Verlauf von ¢,,, (v) zeigen wir in Abb. 21.

Absorption. Den Ubergingen vom n-ten in das m-te Band ent-
spricht ein Absorptionsband, das zwischen den Frequenzen v, und
v, liegt. Um die Stirke der Absorption zu berechnen, gehen wir
von den Ubergangswahrscheinlichkeiten aus. Nach der auf .28
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abgeleiteten Auswahlregel muB f bei jedem Ubergang konstant
bleiben. Fiir solche Uberginge wird, falls der Ausgangszustand
(n, 1) besetzt, der Endzustand (m, ¥) unbesetzt ist, die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit nach §1, (9)

G F. 2
Wamt= (E'ﬁﬁ?) |ant)

2 8in% [ (v — vami) £]
n? (’V'— ‘Vnmf)zt

Dieser Ausdruck ist nur dann groB, wenn
hyv=hvymt=Ep1— Epy (13)

ist, wenn also der Energiesatz erfiillt ist. Zu einer bestimmten
Absorptionsfrequenz » (v, <v <w,) gibt es aber infolge der Aus-

wahlregel nur wenige Zustinde (», f),
die (13) erfilllen. Im eindimensionalen /\

Fall, fiir den Abb. 20a, b zwei Beispiele e % *
gibt, sind das hochstens zwei Zusténde j
(mit gleichem [¥|). Im Zweidimensionalen \/
kann man sich in folgender Weise ein  spp.21. Verlauf der Funktion
Bild von der Lage und der Anzahl der #nm innerhalb eines
Absorptionsbandes,

Zusténde, die eine bestimmte Frequenz »
absorbieren R6énnen, machen. Man denkt sich im f-Raum sowohl
fiir das n-te als auch fiir das m-te Band die Kurven konstanter
Energie aufgetragen. Diese Kurvenscharen werden sich gegenseitig
schneiden. Immer wenn sich die Energien der sich schneidenden
Kurven um A v unterscheiden, ist (13) erfiillt und gleichzeitig auch
die Auswahlregel, weil im Schnittpunkt ¥ fiir beide Kurven gleich ist.
Die Gesamtheit aller dieser Schnittpunkte bildet wieder eine Kurve
oder auch mehrere Kurven im f-Raum. Wenn die Kurven kon-
stanter Energie in beiden Bindern gleich sind, also z. B. in beiden
Bindern nach Niaherung 4, § 4 verlaufen [Abb. 7a bzw. Gl. (7), § 4],
so iiberlagern sich die beiden Kurvenscharen vollstdndig, d. h. zu
jeder Kurve in Abb.7a, S.36 gehért gleichzeitig ein Energie-
wert aus dem n-ten und ein anderer aus dem m-ten Band. Wenn
sich beide um % v unterscheiden, ist sowohl (13) als auch die Aus-
wahlregel erfiillt. In diesem Fall ist also die oben erwdhnte Schnitt-
kurve selbst eine Kurve konstanter Energie und das heif3t, dafl die
Ausgangszustinde der Elektronen, welche die Frequenz y absorbieren,
alle die gleiche Energie haben. Im allgemeinen werden die Kurven
konstanter Energie der beiden Binder nicht die gleiche Form haben.
Die Schnittkurve im f-Raum ist dann keine Kurve konstanter
Energie und die Ausgangszustinde der Elektronen liegen in einem
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gewissen Energieintervall. Dieses diirfte aber gewéhnlich be-
deutend kleiner als die Bandbreite sein. Abb. 20¢ zeigt eine solche
Schnittkurve unter der Annahme, da8 das Band » nach Naherung 4,
das Band m aber nach Naherung B zu behandeln ist, und daB
Band m breiter als Band % ist. Dann sind die Kurven konstanter
Energie in n durch Abb. 7a gegeben, wihrend sie fiir m Kreise
sind und auBerdem dichter liegen.

Im Dreidimensionalen wird alles entsprechend, d. h. die Kurven
sind durch Fldchen zu ersetzen.

Die Anzahl der Elektronen pro cm3, die Frequenzen zwischen »
und » + 4 » absorbieren kénnen, nannten wir auf 8. 107 ¢, (v) 4 ».
Den Mittelwert der Quadrate der Matrixelemente |p,,;|? iiber
diese Elektronen nennen wir |pnm (») |2. Dann ist die Summe iiber
alle W, ,,; (vgl. oben) der fraglichen Elektronen, W,,, (»), gegeben
durch !

eF,

Wan®) = (5555) 12am )28, 4) 4

Von hier gehen wir durch Multiplikation mit der bei einem Ab-
sorptionsakt absorbierten Energie h» zur gesamten absorbierten
Energie A (v) iiber. AuBerdem miissen wir noch iiber die Frequenz

8in? [z (v — vamt) £
72 (v — vnmt)?t

. a4 Vi | .
Vpmt ZWischen y— —2—7 und » + -2—7 mitteln. Da
v+ 42—1’
1 /’ 8in? [z (v — vam1) t]
A 72 (v — vpmt)2t
ist2, erhalten wir also

A()=hyW,, ()= (eﬂ))’____lpm(”)'”" @

1
dvpme= Av

2m hv

SchlieBlich fithren wir noch, unter Verwendung von (13), nach §3,
Gl. (16) die Oszillatorenstirken ein:
2 2
fum () = Z122m OO
Dann ist

46) =286, 0) fum ), (14)

L Uberstreichen bedeutet hier Mittelung iiber v, m1.

2 Die Integrationsgrenzen kénnen bei Ausfiihrung des Integrals von — o
bis ® ausgedehnt werden, da der Integrand nur in der Umgebung von
Vpmt =1 groB ist.
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denn es ist
J— — 2
2 =Fisin*2nvt= %

Zu der hier besprochenen Absorption durch Uberginge der Elek-
tronen in héhere Energieniveaus addiert sich die Absorption infolge
der Zusammenst6Be der Elektronen mit dem Gitter, die wir auf
S. 105 berechnet haben. Gehen wir mit Hilfe von Gl. (2a) zu
den optischen Konstanten tiber, so erhalten wir aus (14) und (8a)
2 2
may = g s+ 80 0) fam ). (15)
Diskussion. Wir haben in den Gl. (12) und (15) die vollstdndigen
Formeln fiir die optischen Konstanten abgeleitet. Wir wollen sie
jetzt fiir die verschiedenen Frequenzgebiete genauer untersuchen
und zeigen, wie man aus den experimentellen Daten Aussagen iiber
die Oszillatorenstirken, die Zahl der freien Elektronen und die
Energiebiander machen kann.
Wir beschrénken uns vorldufig auf Frequenzgebiete v > v,.

Da 4, = vi, wie wir spiter zeigen werden, grofer als 10y ist,

beschéftigen wir uns also zunédchst mit den optischen Konstanten
im ultravioletten, sichtbaren und nahen ultraroten Gebiet, bis
zu Wellenlingen von einigen u. Nach (12) und (15) erhalten
wir dann

2 2 ’
vt S S | e
€2 e v>n
nx=~0 +Z,m_yan(v)fnm(v) (lﬁb)

Hier ist zunichst bemerkenswert, dal bei n%2— 2 der Term, der
von den ,,freien‘* Elektronen herriihrt (—:é) , nicht verschwindet
und sogar meist sehr grof ist. Bei n x erhalten wir dagegen fiir
freie Elektronen einen Term, der proportional zu —vf wird und daher

wegen unserer Bedingung v, <» verschwindet. Die Form des
Absorptionsspektrums n » ist also vollstindig durch die Oszillatoren-
stirken f,,. (v) und die zugehérige Dichtefunktion 6, (v) bestimmt.
fum () bezieht sich auf alle Uberginge vom n-ten Band in das
m-te. Diesen entspricht im Absorptionsspektrum ein Absorptions-
band. Wie wir oben gezeigt haben (vgl. Abb. 20a, b), gibt es fiir
diese Absorption eine kleinste Frequenz v,. In Abb. 20a, b haben
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wir das nur fiir den selbstverstindlichen Fall gezeigt, in dem sich
die beiden Energiebénder nicht iiberdecken. Aber auch, wenn sie
sich iiberdecken, gibt es eine Grenzfrequenz v,. Ware namlich

iy V= % =~0, so miilte

7 es zundchst in beiden
Biandern zwei Zu-
"( stinde gleicher Wel-

Y
)

lenzahl geben, deren
Energien sich nur um
den kleinen Betrag ¢
unterscheiden.  Von

i

diesen miiBte der Aus-

Abb. 22 a und b. Energieaufspaltung falls sich zwei Ener- gangszustand besetzt

giekurven schneiden, a eindimensional, b Kurven kon-
stanter Energie, zweidimensional. == = = Energieverlauf

sein, der Endzustand

unter Vernachlissigung der Wechselwirkung. wegen des PauLI-Prin-

zips aber unbesetzt,

d. h. der Ausgangszustand miilte mit der Grenzenergie ¢ der
FERrMI-Verteilung zusammenfallen, was gewohnlich nicht zutrifft.

Ag / N
7
—~
G w W m 00%
V—

3

Au N

e
7

b

%

0w BonGee -

Y ——

Abb. 23a und b. Absorptionsbinder

a fiir Ag, b fiir Au [16].

Aber selbst wenn dieser auBer-
gewohnliche Fall erfiillt wire, gibt
es fiir die Energie ¢ noch eine untere
Grenze, denn beim Uberschneiden
zweier Energiebander spalten diese,
bei Beriicksichtigung der Wechsel-
wirkung, wieder in zwei Bénder
auf. Diese Aufspaltung bewirkt,
daB gerade die Zustdnde gleicher
Energie und gleicher Wellenzahl
auseinander riicken, wie es in
Abb. 22a, b ein- und zweidimen-
sional gezeigt ist.

In Abb. 23a und b haben wir
die experimentellen Werte von
nx als Funktion von » fir Ag
und Au aufgetragen. Die untere

Absorptionsgrenze v, ist deutlich sichtbar. Sie ist z. B. bei
Ag =90 10" sec!, was einer Wellenlinge 1,~3300 A entspricht.
Leider sind aber die experimentellen Daten noch nicht soweit
bekannt, dal das Absorptionsband vollstindig ist. Wir kénnen
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natiirlich die obere Grenze y, des Absorptionsbandes aus der ex-
perimentellen Kurve ungefihr abschitzen und erhalten damit
v, =160 - 10*¥sec~1. Diese Extrapolation kann allerdings in keiner
Weise gerechtfertigt werden, wir beniitzen sie nur, um im fol-
genden ein praktisches Beispiel zu geben.

Um aus den Werten von y, und », weitere Schliisse auf die Lage
der Energiebdnder zu ziehen, miissen wir wissen, wie die Zustinde
der beiden Energiebénder n, m kombinieren. Wir haben dabei zwi-
schen den beiden Fallen, die wir in Abb. 20a und b gezeigt haben, zu
entscheiden. Zunachst diirfen wir sicher annehmen, daf3 das obere
Energieband breiter als das Ausgangsband ist. Den Ubergingen der
Elektronen mit der Grenzenergie { entspricht dann im Fall (20a)
die untere Grenze v, des Absorptionsbandes, im Fall (20b) dagegen
die obere Grenze »,. Bei Silber 143t sich zeigen, dal der Fall (20a)
realisiert ist. Das folgt aus der Temperaturabhingigkeit von nx. Da
die FERMI-Verteilung nur in der Nahe der Energie  temperaturab-
héngig ist, mull n » ebenfalls iiberall temperaturunabhingig sein —
mit Ausnahme der Frequenzen, die gerade den Ubergingen von Elek-
tronen mit der Energie E =~ entsprechen. Bei Silber ist aber die
einzige temperaturabhangige Stelle des ganzen Spektrums (fiir v > ;)
die Gegend um » ~»,, was dem Fall (20a) entspricht. Wir werden
spater auch noch an Hand des Photoeffekts einen weiteren Nach-
weis dafiir geben, daf3 der Fall (20a) erfiillt ist.

Es sei B, bzw. B,, die Breite des n-ten bzw. m-ten Energie-
bandes und B, _,, die Breite des zwischen den beiden Béindern
liegenden Gebiets. Nach Abb. 20a ist dann

B,+ B, + B —mzhvb’ (17)
was bei unserem oben approximiertenWert von », etwa 61/, e-Volt
ergibt. Das bedeutet, dafl die Energiedifferenz zwischen unterem
Rand des n-ten und oberem Rand des m-ten Bandes nur 6/, e-Volt
ist. Da wir v, in Wirklichkeit nicht kennen, kommt diesem Wert
allerdings keine groBe Genauigkeit zu. Ferner gilt offensichtlich fiir
die Breite des verbotenen Gebietes

By —pm<hv,~ 3e-Volt. (17a)

Aus der Stiarke der Absorption kénnen wir die mittlere Oszil-
latorenstirke f,,. berechnen. Sie ist der Mittelwert aller f, . (»),
d. h. wegen (10):

———/fnm , (v)dy.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 8
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Den Integranden kénnen wir aus (16b) entnehmen. Das ergibt:

s

1 4m
=—""[nxydy.

fnm Ny 2 i
Hier werden wir n » durch einen Mittelwert 7 » ersetzen, dann wird
1 2m__
fam = 7= 5 R (F—22). (18)
n
In dieser Formel sind sowohl n x als auch », und », aus Experimenten
zu entnehmen. Mit nx=1,3 (vgl. Abb. 23a) erhalten wir

1 ..
fam= 5 fir Ag,

denn n,, ist ja gleich der Zahl der Atome, d.h. es berechnet sich
wie n auf 8. 69, also fiir Ag
10,5

ny =03 - 6-10% = 6-10%.

Da fiir freie Elektronen f,,, = 0 fiir n + m ist, folgt, daBl das Ver-
halten der Elektronen bei Ag betrichtlich vom Verhalten freier
Elektronen abweicht. Leider ist es aus Mangel an experimentellem
Material gegenwirtig nicht moglich, genauere und umfangreichere
Angaben zu machen. Im Prinzip ist es aber an Hand der Formeln
(17), (17a) und (18) moglich, ein ziemlich gutes Bild iiber Lage
und Breite der Béinder und iiber die GroBle der Oszillatorenstirken
zu erhalten. Ganz allgemein besteht das Absorptionsspektrum
immer aus einer Uberlagerung einzelner Absorptionsbénder.

Bei Silber und Gold liegt die untere Grenze v, des ersten Ab-
sorptionsbandes bei ziemlich groBen Frequenzen. = x wird fiir
» <, zwar klein, es verschwindet aber nicht. Es gibt also Uber-
ginge unter Verletzung der Auswahlregel. Sie sind zwar seltener
als diejenigen, fiir welche die Auswahlregel gilt, aber sie kommen
vor. Das ist leicht verstdndlich, denn die Voraussetzung bei der
Ableitung der Auswahlregel war ein ideales Gitter, wihrend es
in Wirklichkeit, auch bei einem Einkristall, immer Abweichungen
von einem idealen Gitter gibt.

Wir gehen jetzt zur Besprechung von GI. (16a) iiber. Diese
Gleichung ist gerade in dem Gebiet interessant, in dem wir uns fiir
(16b) nicht interessiert haben, nimlich aulerhalb von Absorptions-
béandern. Dort sind némlich die ¢,,,, wie aus Gl. (11) hervorgeht,
klein. Wir werden sie vernachlissigen und erhalten dann aus (16a)

n=r1—n24 12 yly<y,. (19)



Optik. 115

AuBerhalb eines Absorptionsbandes muB also diese GréBe unter
Verwendung der experimentellen Werte von # und x» konstant
(= »,) sein. Abweichungen vom konstanten Wert deuten auf den
EinfluB von naheliegenden Absorptionsbéndern hin. In Abb. 24
zeigen wir fiir einige Metalle den Verlauf von » (1 —n? 4 %2)1/2
nach (19). Aus der so erhaltenen Grée von », konnen wir nach
Gl. (4) die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit, ng,
berechnen. Das Verhiltnis zur Zahl der Atome, d. h. die Zahl der
freien Elektronen pro Atom wird:

2,
n, T my? !
np_ Amu (19a) \\
n en \
Wir zeigen das Ergebnis dieser wichtigen ™%
GréBe in der nachfolgenden Tabelle: \ Aq
00y : —
7 T \
'\:§ o
///414 NN N
200 AT I i B 1S \ ~\
L7 . +
M ~ \ \
TS Y A M
Y W N
700} ) \ k
2 /,' \ =
/' \
\| p———o
0 7 20 30 7 097 S w\ Jm sow®
V—r v-——‘/
Abb. 24. Abb. 25.
Abb. 24. Verlauf von », fiir Cu, Ag und Au.
Abb. 25. Dispersion von Ag. == - - — experimentelle Kurve, Verlauf fiir freie
Elektronen (theoretisch), = == = == Differenz, d. h. EinfluB der Bindung der Elektronen in
der Nihe des ersten starken Absorptionsbandes.
Tabelle 2.
Metall Na K Rb | Cs | Cu! | Ag | Au
v, - 10713 gec 1 134 90 82 80 180 200 190
nF 09 08 | 08 | 09|05 | 08 | 07
n |

ﬁni ist also durchwegs kleiner als Eins, hat aber immer die
GroBenordnung Eins, wie wir aus unseren theoretischen Uber-
legungen von § 5 zu erwarten haben.

Wir wollen nun zeigen, daf3 auch der experimentelle Wert der
GroBen ¢, ,, unseren Erwartungen entspricht., Dazu tragen wir
in Abb. 25 die experimentellen Werte von n2—x2—1 fiir Silber

1 Aufgerundet!

8*
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2
auf. Hierzu addieren wir nach (16a) %, d. h. den Beitrag der freien

Elektronen. », entnehmen wir aus Tabelle 2. Die so entstehende
GroBe ist im wesentlichen das erste Glied der Summe
2 ’
;e,,_n“ Pnm
n,m

[vgl. (16a)], da wir uns im Gebiet des ersten Absorptionsbandes
befinden. Durch Vergleich mit Abb. 21 ist zu sehen, da ¢,,,
tatsdchlich den zu erwartenden Verlauf hat.

Einen interessanten Verlauf zeigen die optischen Konstanten
der Alkalimetalle; bei ihnen ist im ganzen bekannten Frequenz-
gebiet die Absorption sehr klein (nx < 1). Infolgedessen sind die
Oszillatorenstirken der Frequenzen, die in dieses Gebiet fallen,
sehr klein (=~ 1072). Daher kann man fir Alkalimetalle die ein-
fachen Formeln fiir freie Elektronen (3a), (3b) anwenden. Das
bedeutet, wie wir auf S. 104 auseinandergesetzt haben, daB die
Alkalimetalle fiir Frequenzen » >, fast vollkommen durchsichtig,
fiur » <» aber beinahe total reflektierend sind. Das wird tat-
sdchlich gefunden und wir kénnen aus den Experimenten direkt »,
entnehmen [155]. Wie aus Tabelle 3 zu sehen ist, stimmen diese
Werte ziemlich gut mit den »,-Werten, die wir mit (19) aus

Messungen bei ganz an-

Tabelle 3. deren Frequenzen be-

Motall Li | Nal E | Rb | Cs rechnet haben, iiberein
(Tabelle 2). Der Abfall
v, - 107 gec? | 150|140 | 95 | 83 | 70 des Reflexionskoeffizien-
ny 0,7 1 0,9 |08 0,7 ten bei v = ¥, vom Wert

n Eins (v <») auf Null
(»>w,) ist natiirlich nur

dann ein richtiger Sprung, wenn die Absorption » » genau Null
ist. Mit wachsendem =3 erfolgt der Abfall immer langsamer,
ganz in Analogie zu den Verhéltnissen bei der Totalreflexion.

Da wir #» und » immer reell annehmen wollen, miissen wir (3a)
und (3b) in folgender Weise verstehen:

v? \1/2 ..
n=(l1—=%) ,%x=0 fir v>9
y

? o\
n=20 ,x=<-";—— ) fir »<w,.
v

Der Absorptionskoeffizient » hat also bei der Frequenz Null den
Wert 1 und sinkt dann, um bei ¥, den Wert Null zu erreichen.
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Nun wollen wir annehmen, dafl die untere Grenze des ersten
starken Absorptionsbandes, »,, kleiner als », ist, wie es mit Aus-
nahme der Alkalimetalle immer zutrifft. Dann wird sich der
Abfall des Absorptionskoeffizienten nur dann bemerkbar machen,
wenn v, geniigend nahe bei », liegt. Aus Tabelle 2 ist zu sehen,
daB », immer im Ultravioletten liegt. Daher kann der Abfall des
Absorptionskoeffizienten nur bei solchen Metallen sehr gut bemerk-
bar sein, bei denen auch v, im Ultravioletten liegt. Ein besonders
giinstiger Fall ist Silber, bei dem ,,

v, = 90 - 1013 sec™1 ist. Die Verhalt- g i \ |
nisse sind am besten an Hand von |
Abb. 26 zu iiberblicken. Der Abfall |
von ¥ wird von dem Absorptionsband \ /’\
erst unterbrochen, wenn » schon auf f 10
X

etwa 0,2 gefallen ist. Als Folge davon
sind diinne Silberschichten fiir Licht

yi
/

o S | V)
mit einer Frequenz » ~v,, d. h. mit ! \
einer Wellenldnge von etwa 3300 A ' /‘
beinahe durchsichtig und kénnen & @7  w w0 wowe”’
z. B. als Filter dienen, um ultra- L LV L
violettes Licht von sichtbarem zu %% %% 4w /{W” 25004
trennen. Dies D urchlét?,sigkeit.smim- Abb. 26. Der Absorptionskoeffizient x
mum bedeutet natiirlich kein Ab- von Silber. ----- Verlauf von
sorptionsminimum, denn die Absorp- ~ mtr Vernachlissigung ‘i;’:itgzs"alc’;
tion ist ja durch n x (Abb. 23a) Absorptionsbandes.
gegeben.

Auch andere Metalle als Silber (und die Alkalimetalle) zeigen
dieses Minimum von x, insbesondere Kupfer und Gold. Bei ihnen
liegt aber v, viel weiter im Sichtbaren als bei Silber (weiter ent-
fernt von »!) und daher wird x» nicht so klein wie bei Ag.

Die Lage des Minimums von x» bestimmt die Farbe des Metalls.
Wird z. B. von dem Metall Licht mit einer (sichtbaren) Wellen-
lange 4, durchgelassen, so wird im reflektierten Licht diese Wellen-
lange fehlen und die Metallfarbe ist die zu 2, komplementire Farbe.
In der Durchsicht (bei einer diinnen Schlcht) sieht man dagegen
die Farbe 4,. Bei Gold z. B. ist 4, grimn — in der Aufsicht ist
Gold daher rot. Bei Silber ist A, im Ultravioletten — in der Auf-
sicht ist es also weill (in der Durchsicht natiirlich blau-violett).

Wir wenden uns jetzt dem Fall » <, zu, d. h. dem fernen
ultraroten Gebiet. Zunichst kénnen wir v, aus (7) berechner.
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Unter Zugrundelegung der Werte », aus Tabelle 2 ergeben sich die
in Tabelle 4 angegebenen Werte, wenn wir fiir g, die gewohnliche
elektrische Leitfihigkeit bei Zimmertemperatur einsetzen. Im all-
gemeinen ist v, um so kleiner, je besser das betreffende Metall leitet.

Tabelle 4.
Metall Na K Rb | Cs Cu | Ag | Au
v 1072, . L L., 42 | 28 | 44 | 64 | 28 | 33 | 4,1
ing ..o oL 70 110 70 50 110 90 80

Wegen dieser kleinen Werte fiir », diirfen wir annehmen, dafl
immer v, < v, ist, denn fiir v, gibt es ja, wie wir oben gezeigt haben,
eine untere Grenze. Wir kénnen deshalb in den Gl. (12) und (15)
fiir die optischen Konstanten diejenigen Glieder, die von den Ab-
sorptionsbéndern herrithren (d. h. die Glieder mit ¢, ,, bzw. f, )
weglassen. Da auBerdem noch »<, sein soll, werden wir »

egen »? vernachlissigen und erhalten
geg o 1g

—r=1—21 (200), nx=—="1. (20b)

Vg 2 yv

Beriicksichtigen wir noch (6a) und (7), so finden wir

n"‘—u2=1——-%=so, =20
Vo v
wobei ¢, und ¢, unabhéingig von der Frequenz sind. Insbesondere
ist o, die gewoéhnliche elektrische Leitfihigkeit, wihrend &, groBe
negative Werte annimmt (z. B. —6-104 fiir Silber). Da wir

vorausgesetzt haben, daBl » <y, ist, wird trotzdem
[n?—x2| < nx,
d.h.
nasn= (%), (21)

14

Hieraus folgt insbesondere, daB die optischen Konstanten bei sehr
langen Wellen von der Temperatur 7' abhéingen miissen, da ja
gp~ T-1ist (vgl. § 14). Zur Priifung dieser Temperaturabhingig-
keit wird man eine GroBe wihlen, die einfacher zu messen ist als
n und »%, nimlich das Reflexionsvermégen R, das mit » und »
durch die Formel

_(n—=1)2 452

T (n A1) g2
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verkniipft ist. Durch Einsetzen von (21) ergibt sich mit »<g,
v \1/2
R=1-—2 <;> .

0

Wenn man g, als vorgegebene Materialkonstante auffaBt, enthalt
diese Formel keinerlei Gro8en mehr, die sich auf die Elektronen-
theorie beziehen, denn sie enthilt ja weder Ladung e, noch Masse m
des Elektrons. Sie kann demnach direkt aus den phidnomenologi-
schen MaxweLLschen Gleichungen abgeleitet werden. Im lang-
welligen Ultrarot wird sie gut bestétigt, sowohl in der Temperatur-
abhingigkeit als auch im Absolutbetrag des Reflexionsvermogens.

Wenn man zu Wellenlingen A< A, iibergeht, wird man auf
Grund der Gl. (12) und (15) geneigt sein, (20a), (20b) durch

Mt =1 (22a) =i % (99
A ’ 2 402 v

zu ersetzen, so lange noch v <w, ist. Fiir n®2—x? ist das sicher
eine sehr gute Approximation — nicht aber fiir n%. Der Grund
dafiir ist die auf S. 114 erwihnte Restabsorption unter Verletzung
der Auswahlregel, die auch fiir » <y, vorhanden ist. Diese Rest-

L)
i+ o
sehr rasch mit wachsendem » kleiner wird, ist sie in 7 x doch
bedeutend. Infolgedessen kann man v, nicht aus den optischen

Konstanten in diesem Gebiet bestimmen.

absorption ist zwar immer verhéltnisméBig klein. Da aber

§ 9. Photoeffekt.

Fallt Licht mit einer Frequenz », die grofer als eine bestimmte,
fiir jedes Metall charakteristische Frequenz v, ist, auf eine Metall-
oberfliche, so werden von dieser Elektronen emittiert. Die Fre-
quenz v, heilt Grenzfrequenz. Die ihr entsprechende Energie Ay,
ist, wie man leicht einsieht, identisch mit der Austrittsarbeit w,
denn diese ist die geringste Energie, die man den Metallelektronen
gufithren muf, damit sie das Metall verlassen kénnen!. Die Aus-
trittsarbeit kann also durch den RicHarDsoN-Effekt und durch
den Photoeffekt auf ganz verschiedene Weisen gemessen werden.
Die so erhaltenen experimentellen Werte zeigen gute Uberein-

stimmung, wie aus der nachfolgenden Tabelle zu ersehen ist.

1 Dabei haben wir die geringe Temperaturabhéngigkeit der Elektronen
vernachlissigt. Zu einer exakten Messung von v, muB diese aber in Betracht
gezogen werden, wie wir auf S.130 ausfithren werden.
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Tabelle 5. Aus [12].

Metall Ta Mo Pd Pt Fe Ni
X Photo 4,12 4,15 4,99 6,27 4,77 5,03

w in e-Volt
Thermo 4,11 4,15 4,97 6,30 4,77 5,01

Die Auslésung der Photoelektronen kann auf zwei verschiedene
Weisen erfolgen. Die erste besteht darin, daB die, bei der gewéhn-
lichen Lichtabsorption (§ 8) in héhere Zustinde geworfenen Elek-
tronen, emittiert werden konnen, wenn die Energie dieser Zustinde
groBer als Null ist. Neben diesem Volumenphotoeffekt gibt es
auch noch einen Oberflicheneffekt, bei dem die Elektronen durch
einen spiter zu erliuternden Mechanismus nur an der Oberfliche
ausgelost werden.

Volumeneffekt [107]). Durch Licht, dessen Frequenz v in ein
Absorptionsband fillt, werden Elektronen aus Zustinden mit einer
Energie £, in solche mit der Energie E, + kv geworfen. Wie wir
in § 8 gesehen haben, kénnen infolge der Auswahlregel bei jeder
Frequenz nur Elektronen aus ganz bestimmten Zustinden E, ()
absorbieren. Die Energie der Endzustinde wichst daher mit der
Frequenz, aber nicht linear (vgl. Abschnitt iiber Geschwindigkeits-
verteilung). Bei derjenigen Frequenz, bei der die Energie des
Endzustandes groer als Null wird, setzt die Elektronenemission
ins Vakuum ein. Diese Grenzfrequenz », des Volumenphotoeffektes
ist gewohnlich nicht identisch mit der aus der Austrittsarbeit be-

w . . . .
rechneten Grenzfrequenz v, = 7> sondern meist groBer. Sie ist

es nur, wenn es Zustinde mit der Grenzenergie { gibt, welche die
gleiche Wellenzahl wie Zustinde mit der Energie Null haben,
so daB nach der Auswahlregel optische Uberginge méglich sind.

Kénnten alle Elektronen, deren Energie nach Absorption eines
Lichtquantes gréBer als Null ist, das Metall verlassen, so wire die
Anzahl der emittierten Elektronen gleich der Anzahl der absor-
bierten Lichtquanten. Tatsichlich koénnen aber, wie wir aus
§ 6, (1) wissen, Elektronen nur dann das Metall verlassen, wenn
die 2z-Komponente ihrer Energie groBer als Null ist. AuBerdem
werden die Elektronen auf ihrem Weg zur Oberfliche teils elastisch
teils unelastisch gestreut.

Die mittlere Wegstrecke, die ein angeregtes Elektron zwischen
zwei ZusammenstoBen durchlauft, ist sehr klein, nimlich von der
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GroBenordnung 107 cm . Infolgedessen werden maximal ebenso
viele Elektronen emittiert, als Lichtquanten in einer Schicht von
etwa 10~7 cm absorbiert werden. Das ist etwa 1% der Gesamtab-
sorption. Im einzelnen ist aber die genaue Abhingigkeit der Elek-
tronenausbeute von der Lichtfrequenz schwer zu iiberblicken, weil
die Streuung der Elektronen in dem fraglichen Geschwindigkeits-
bereich theoretisch nicht gut bekannt ist. Unter anderem ist die
Ausbeute aber sicher auch proportional zu dem Absorptions-
koeffizienten » des Lichtes, denn das Verhaltnis der in einer kleinen
Schichtdicke absorbierten Lichtenergie zur gesamten Absorption
ist proportional zu x (oder zu % %, wenn man nicht auf die absor-
bierte, sondern auf die einfallende Lichtintensitit bezieht).

Oberflicheneffekt [82, 168]. Neben der Lichtabsorption, die
wir in §8 behandelt haben, und die den Volumenphotoeffekt
hervorruft, gibt es noch eine Art von Absorption, die nur an der
Oberflache erfolgt. Sie ist, wie wir sehen werden, klein gegen die
Volumenabsorption. Da aber beim Volumenphotoeffekt nur die
Elektronen einer diinnen Oberflichenschicht tatsichlich das Metall
verlassen konnen, darf diese Oberflachenabsorption durchaus nicht
vernachlassigt werden. Im Gegenteil in manchen Fillen ist gerade
der Oberflichenphotoeffekt der einzig wesentliche.

Wir gehen aus von der Wechselwirkung vollstandig freier
Elektronen mit Licht. Wie man leicht sieht, ist es nicht moglich,
daB ein Elektron ein Lichtquant absorbiert, ohne daBl der Impuls-
erhaltungssatz verletzt wird. Seiz. B. E die Energie eines Elektrons
vor der Absorption, so ist sie nachher £ + hv. Die entsprechenden
Impulse seien p bzw. p;, so daB also

pl=@E2mE)?,  [p|=@2m(E+ hv) 1)

ist. Nun ist andererseits th der Impuls des Lichtquantes und

nach dem Impulssatz mufl
‘ A
w2 p+ == @mEpE 4

sein. Nach (1) und (2) wére zu fordern

hv
by (@)

@m (E + b))z @mEpe + 27

1 Sie ist bedeutend kleiner als die mittlere freie Weglinge bei der elek-

trischen Leitfahigkeit (§ 14), weil dort die Zusammenst6B8e mit anderen
Elektronen bedeutungslos sind.
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Durch eine elementare Umformung folgt hieraus
hy 2E \1/2
2m c? + (m_ca) =1,
was bei den in Betracht kommenden Energien kv < mc?, E<m c2,
fiir die der obige nichtrelativistische Impulsansatz auch nur giiltig
ist, unmoglich erfiillt werden kann.

Die Tatsache, daf3 Licht von freien Elektronen nicht absorbiert
werden kann, folgt natiirlich auch aus der Berechnung der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Ist die Lichtwelle etwa in der ;-
Richtung polarisiert, so ist nach §1, GL (9) die Ubergangswahr-
scheinlichkeit W,, proportional mit dem Quadrat des Integrals

0
[ ¥t mdr. )

Die Eigenfunktionen freier Elektronen sind ebene Wellen g = e? (% %),
Daraus folgt

4 .
o V8 =1 Kiys,
und daher wegen der Orthogonalititsrelation §1, Gl. (5)
/"’3’ aa~ ‘/’Rdf=iKif¢s‘§'wadr=0, falls 8 + &'
Ty

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind bei freien Elektronen
also immer Null.

Wir denken uns jetzt die Elektronen durch zwei Flichen
2 =1 und x = 0 begrenzt, an denen sie elastisch reflektiert werden
sollen. In der y-z-Richtung sind die Elektronen dann immer
noch frei beweglich, nicht mehr aber in der x-Richtung. Die
elastische Reflexion bedeutet, daB die Elektronendichte und daher
die Eigenfunktionen an der Oberfliche verschwinden miissen.
Unter dieser Bedingung muf8 die 2-Komponente der Eigenfunktion
nicht mehr ¢! &= # Jauten, sondern sin K, z. Die vollsténdige Losung
der SCHRODINGER-Gleichung [§1, (4)] bei konstantem Potential
und mit den oben erwidhnten Randbedingungen lautet also:

ya=Asin K, xel(Eyy+ K:2) 4)
Damit die Randbedingung v =0 fir =1, 0 erfiillt ist, muB
K, ="" (4a)

l

sein. In der y-z-Richtung fordern wir, dhnlich wie in § 3 zur Ver-
einfachung der Rechnung Periodizitit mit der Periode L, wo L
sehr grof} ist. Die Normierung fithren wir in diesem Gebiet durch,
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so daB

! LL

/cp*qut=A2fdx6/'/dydzsin2Kxx=1,

0 )
oder

A2 2 4b

=TI ( )

ist.

Zur Berechnung der fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
wichtigen Integrale (3) unterscheiden wir zwei Fille. 1. Der elek-
trische Vektor der Lichtwelle ist parallel zur Oberfliche, d. h. er
liegt in der y-z-Ebene. Dann ist immer noch, wie bei freien
Elektronen

-3%1/)5\ =i K, yq, ;;wa =i K, yq
und das Integral (3) ist also auch hier Null, d. h. es wird kein Licht
absorbiert.

2. Der elektrische Vektor ist senkrecht zur Oberfliche. Dann
ist nach (4), (4a) und (4b), falls K, = K,, K,=K, und n+n'
ungerade ist:

! LL 1
fdx//dydzy;"ﬁg—’; war =A’L2fsinKz z-K,cos K, zdax=
o 00 0 (5)
_ 8 K,K; 8 aw
T U KL—K? 1 iP—n?
In allen anderen Fillen ist das Integral Null. Das bedeutet, daB
jetzt Licht absorbiert werden kann, wobei sich aber nur die z-
Komponente der Wellenzahl, d. h. des Impulses des Elektrons
andert. Das ist ganz in Ubereinstimmung mit unseren anfiinglichen
Uberlegungen iiber die Erhaltung des Impulses. Die Oberfliche
dndert bei einem Zusammenstof die z-Komponente des Elektronen-
impulses. Infolgedessen ist es jetzt méglich, den Impulssatz bei
Lichtabsorption zu befriedigen, denn die Oberfliche sorgt fiir die
richtige Impulsbilanz, ohne die Energiebilanz zu stéren. Dabei
darf allerdings nur die 2-Komponente des Impulses des Elektrons
verindert werden, wihrend y- und 2-Komponenten konstant
bleiben miissen.

Wir zeigen noch, dafl die Gesamtabsorption unabhiingig von
der Dicke, also tatsiichlich ein Oberflicheneffekt ist. Nach §1
[Gl. (9)] ist die Ubergangswahrscheinlichkeit in einen bestimmten
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Zustand &' proportional zum Quadrat unseres Integrals (5), d. h.
zu llz Um daraus die Wahrscheinlichkeit, daB3 das Elektron vom

Zustand ® in ¢rgendeinen Endzustand iibergeht, zu berechnen,
miissen wir noch iiber alle zuldssigen Endzusténde summieren®.
Diese unterscheiden sich nur in den K Komponenten, da K,
und K, sich ja nicht &ndern. Nach (4a) ist die Zahl der Zusténde
in einem Intervall A K, proportional zu [, so daf also die Wahr-
scheinlichkeit, daB ein Elektron im Zustand & Licht absorbiert,

1 1 . . -
proportional zu l—z-l =7 ist. Die Gesamtabsorption erhilt man

hieraus durch Summieren iiber alle Elektronen. Ihre Anzahl ist
proportional zum Volumen ! - L2, so daB die Absorption proportional

zu %-lesz ist, also unabhingig von der Dicke, aber pro-

portional zur Oberfliche.

Von den hier gegebenen Beispielen ist der Ubergang zu den
wirklichen Verhéltnissen bei einem Metall einfach. Da wir uns fiir
einen Oberflicheneffekt interessieren, kénnen wir die Potential-
schwankungen im Metallinneren vernachlissigen. Das Potential
ist dann im Metall konstant, etwa — E, und springt an der Ober-
fliche um E,. Um in Ubereinstimmung mit den Energieniveaus
des Metalls zu kommen, wéihlen wir E, nicht gleich dem mittleren
Potential, sondern gleich dem unteren Rand des obersten be-
setzten Bandes (§4C). Dieses Metallmodell geht in unser obiges
Beispiel iiber, wenn wir den Potentialsprung unendlich hoch machen.

Die Eigenfunktionen konnen dann immer, wie in unserem
Beispiel, in der Form

p=Agp(x)eKyyt+K2 (6)
geschrieben werden. ¢ (z) ist aber jetzt nicht mehr so einfach
wie in Gl. (4). Wir wollen ohne ausfiihrliche Rechnung gleich das
Resultat mitteilen. Solange die Energie £ des Elektrons zwischen
— E, und 0 ist, kann dieses das Metall nicht verlassen; die z-
Komponenten der Eigenfunktionen ¢ () sind im Metallinneren
stehende Wellen, dhnlich wie in (4), auBerhalb des Metalls fallt
@ (x) exponentiell ab. Fiir £ > 0 ist das Elektron nicht mehr ans
Metall gebunden. ¢ (x) wird in diesem Fall sowohl innerhalb als
auch auBerhalb des Metalls durch ebene Wellen dargestellt. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten verhalten sich qualitativ genau wie

1 Wegen des Faktors mit sin? werden wir nur solche Endzustinde be-
riicksichtigen, fiir die der Energiesatz angendhert erfiillt ist.
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in unserem Beispiel. Ist also der elektrische Vektor & parallel
zur Oberfliche, liegt er z. B. in der y-Richtung, so sind die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten Null, denn es ist wie oben [vgl. (3)]

oy .
By " Kyyp.
Ist dagegen & senkrecht zur Oberfliche, so ist Absorption mdéglich,

Jp . . . .9
denn —a% ist nicht proportional zu ¢. Wie die genauere Rechnung

zeigt und wie auch schon aus Gl. (9), § 1 zu sehen ist, sind die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten um so kleiner, je gréler die Frequenz »
ist. Durch Summation iiber alle Elektronen erhilt man den ge-
samten Emissionsstrom. FEinen Beitrag koénnen aber nur die-
jenigen Elektronen liefern, deren Endzusténde Energien, die groBer
als Null sind, haben. Fiir die Emission kommen daher nur Elek-
tronen mit einer Energie E>—hy in Betracht. Solange also
hv < E, ist (und natiirlich » > »,), wichst die Zahl dieser Elektronen.

Insgesamt ergibt sich so in der Néhe der Grenzfrequenz v, ein

Steigen der Emission, fur v >7° =1’ dagegen sicher ein Fallen,

so dafl zwischen ¥, und »’ ein Maximum des Photostromes liegt.
Die Formel fiir den Emissionsstrom, die man bei einer vollstdndigen
Durchrechnung des Problems erhélt, ist nicht sehr iibersichtlich.
Wir werden deshalb die Abhéngigkeit des Stromes von der Frequenz
in Abb. 27 zeigen. Die wichtigsten Ergebnisse, die man erhélt, sind :

1. Nur die Komponente des elektrischen Vektors des Lichts
senkrecht zur Oberfliche erzeugt einen Photostrom.

2. Die Frequenz seines Maximums ist gewShnlich etwas kleiner
als 2y,

3. Die Ausbeute ist von der GréBenordnung 10~* Elektronen
pro auffallendes Lichtquant.

4. Da im Gegensatz zum Volumeneffekt jeder Zustand Licht
von beliebiger Frequenz absorbieren kann, ist die Grenzfrequenz
durch die Austrittsarbeit w bestimmt.

hyv,=w=—_.
Bei Ableitung von 1. ist wesentlich, daB die atomare Rauhigkeit
der Oberfliche vernachléssigt ist.

Gesamtemission. Diese setzt sich additiv zusammen aus den
Beitrigen von Volumen- und Oberflicheneffekt. Wie wir oben
gezeigt haben, ist die Grenzfrequenz v, des Volumeneffektes grofier
als diejenige des Oberflicheneffektes »,. Infolgedessen kann man
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in der Néhe von », den Oberflicheneffekt allein beobachten. Bei
den Alkalimetallen sind die Verhéltnisse besonders giinstig, denn
wir wissen aus §8, daB bei ihnen die Absorption und damit der
Volumeneffekt sehr klein ist. Tatsdchlich wird bei ihren die Theorie
des Oberflicheneffektes sehr gut bestitigt. In Abb. 27 ist fiir
Kalium die experimentelle und die theoretische Kurve gezeigt.
In Anbetracht des groben theoretischen Modells, das wir zur
Berechnung dieses Effektes verwendet haben, ist die Ubereinstim-
mung als sehr gut zu bezeichnen, insbesondere, was die absolute
Ausbeute anbelangt. Dabei soll ausdriicklich darauf aufmerksam
gemacht werden, daBl es sich hier um Schichtdicken handelt, die

so groB sind, daB man auch wirk-

0”/”’?'%"/ lich von einem Metallgitter sprechen
L ' \/\\ kann!. Auch die Tatsache, daB nur
2 /’/ N AN die Komponente des elektrischen Vek-
/) N\ tors senkrecht zur Oberfliche ()

7 = fiir den Oberflacheneffekt verantwort-
// lich ist, wird sehr gut bestatigt. Das

0 g4 48 © %6 gemessene Verhiltnis der Ausbeuten
1,;2—- J(F)) (3, (5, = elektrischer Vek-

Abb. 27. Ausbeute beim Oberflichen-  tor parallel zur Oberfliche) ist von
ph_"_t"iﬁiklel’sr'inmg:g‘fn' der GréBenordnung 1:20. Das be-
theoretisch nach [168]. deutet, daB bei Alkalimetallen die

Annahme einer glatten Oberfliche
erlaubt ist. Bei anderen Metallen ist dagegen die Abhéngigkeit
von der Polarisation des Lichts nicht zu finden. Auch fallen hier
die beiden Grenzfrequenzen v, und v, viel niher zusammen als
bei den Alkalimetallen, so daB eine Separation des Oberflichen-
effektes nicht mehr moglich ist.

Wir wollen die Ausbeuten von Oberflicheneffekt und Volumen-
effekt miteinander vergleichen. Beim Oberflicheneffekt ist sie
nach 8. 125 maximal 10~* Elektronen pro auffallendes Lichtquant,
Wir miissen zum Vergleich die Ausbeute beim Volumeneffekt auch
auf einfallende Lichtintensitit beziehen (nicht wie auf S. 120 auf
absorbierte Intensitit!). Da beim Volumeneffekt nur Elektronen
aus einer Schichtdicke d emittiert werden koénnen (vgl. oben),
haben wir die Zahl der in dieser Schichtdicke absorbierten Licht-
quanten, bezogen auf die Zahl der einfallenden, zu bestimmen.

1 Schichten von nur wenigen Atomlagen verhalten sich ganz anders,
vgl. 8.121.
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Diese ist angendhert

nxd
%l.

Dabei ist A die Vakuum-Wellenlénge des Lichts, n und x Brechungs-
index und Absorptionskoeffizient. Bei den meisten Metallen ist n x
etwas groBer als Eins (vgl. Abb. 23). d/A ist 1072—1073, so daB
der Volumeneffekt den Oberflicheneffekt iiberwiegt — natiirlich nur
bei Frequenzen » >v,. Nahe der Grenzfrequenz v, diirfte dagegen
immer der Oberflicheneffekt ausschlaggebend sein. Eine Aus-
nahme bilden die Alkalimetalle, bei denen = x 10- bis 100mal
kleiner als bei anderen Metallen ist. Infolgedessen iiberwiegt hier,
wie wir oben schon mitgeteilt haben, immer der Oberflicheneffekt.

Wir haben schon verschiedentlich darauf hingewiesen, daf sich
die Valenzelektronen der Alkalimetalle sehr weitgehend wie freie
Elektronen verhalten. Das bestétigt sich jetzt auch beim Photo-
effekt, denn fiir freie Elektronen ist (§ 8, S. 104) n % = 0, und daher
gibt es in diesem Fall nur den Oberflichenphotoeffekt.

Diinne Schichten-Selektiver Photoeffekt [13]. Wenn man von
diinnen Schichten redet, muBl man von vornherein zwei Arten
unterscheiden. Bei der einen Art sind alle wesentlichen Eigen-
schaften dhnlich wie beim massiven Metall. Eine solche Schicht
besteht aus Mikrokristallen mit etwa 10 Atomen, welche die gleiche
Gitterkonstante haben, wie das massive Metall, das ja meist aus
einem Gemenge solcher Mikrokristalle besteht. Bei der Herstellung
diinner Schichten bilden sich meistens nicht Schichten gleichméBiger
Dicke, sondern die Atome schlieBen sich zu einzelnen Mikro-
kristallen zusammen. Ausnahmen davon bilden die Alkalimetalle,
wenn man sie in ganz feiner Verteilung auf gewisse Nichtleiter
(unter Umstdnden aber direkt auf Metalle) niederschligt. Es
bildet sich dann zuerst eine Zwischenschicht, die im Fall der
Nichtleiter aus einer chemischen Verbindung mit dem Alkali-
metalle, etwa einem Oxyd oder Hydrid besteht und die licht-
elektrisch und optisch verhaltnismaBig unempfindlich ist. Auf
dieser Zwischenschicht kann sich eine ganz diinne Alkalischicht
von einer oder wenigen Atomlagen ausbilden (Adsorption). Diese
koénnen wir uns als zweidimensionales Gitter vorstellen. Sie ist in
einem engen Spektralbereich (vgl. Abb. 28) photoelektrisch auBer-
ordentlich empfindlich, falls der elektrische Vektor des Lichts
senkrecht zur Oberfliche steht, und absorbiert im Maximum unter
Umstédnden mehr als 10% des einfallenden Lichts. (Die Maxima
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liegen im Sichtbaren, ihre genaue Lage ist aber von der Unter-
lage abhingig.) Der elektrische Vektor parallel zur Oberfliche
wird dagegen praktisch gar nicht absorbiert und erzeugt auch keinen
Photoeffekt. Die Ahnlichkeit dieses selektiven Photoeffektes (selek-
tiv sowohl in der Ausbeute als auch in der Abhingigkeit von der
Polarisation) mit dem Oberflichenphotoeffekt an dicken Metall-
schichten (S. 121) ist sehr groB3, doch wire es falsch, diese beiden
Effekte zu identifizieren, denn wir haben ja jetzt mit einer so
diinnen Schicht zu tun, daB man kaum mehr von einem reinen
Metall sprechen kann. Mit der oben angedeuteten Vorstellung
dieser Schicht als zweidimensionalem Gitter werden alle Eigenarten
des selektiven Photoeffektes im Prinzip verstindlich. Dieses zwei-
dimensionale Gitter wird sich fiir Elektronenbewegung parallel
zur Oberfliche dhnlich wie ein Metall, senkrecht dazu aber dhnlich
wie isolierte Atome verhalten. Wir wollen nun annehmen, daB
sich die Eigenfunktionen als ein Produkt einer Funktion von =z
(senkrecht zur Oberfliche) und einer Funktion von y und z dar-
stellen lassen, was nidherungsweise sicher zuldssig ist.
y=9, (@) ¢y, ?2).

@, wird dann, da es ja die metallihnliche Komponente bedeutet
(parallel zur Oberfliche!) angendhert durch ebene Wellen dargestellt.
@, = eiEyy+ Ka2),

Die Eigenfunktionen haben somit genau die gleiche Form wie
beim Oberflicheneffekt [vgl. Gl (6)], nur daB ¢, () eine ganz
andere Funktion wie dort ist. Die Abhéngigkeit des selektiven
Photoeffektes von der Polarisation des Lichts ist daher ebenso
wie beim Oberflédcheneffekt, denn fiir die Absorption von &, ist
janur die Komponente ¢,, fiir diejenige von §, die Komponente ¢,
verantwortlich (vgl. S.124). Die Stérke der Absorption &, ist
jetzt aber ganz anders, wegen der Verschiedenheit von ¢, ()
vom Fall des Oberflicheneffektes am massiven Metall. Wir haben
die absorbierte Energie pro cm3, 4 (») in § 8, (14) ganz allgemein
berechnet. Die auf die Einheit der einfallenden Intensitét J = i’_;c
bezogene Absorption erhalten wir daraus, wenn wir mit J dividieren
und mit der Dicke d multiplizieren. Im Mittel iiber das ganze
Absorptionsband (Breite 4 ») ergibt sich dann als relative Ab-
sorption (bzw. Ausbeute beim Photoeffekt)

Ag_met Nd g,
J mec Ay ‘nm
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Hier ist ) die mit Hilfe der @, (%) berechnete Komponente der
Oszillatorenstiarke; N d ist die Zahl der Atome iiber einem cm?
der Oberfliche und bei unseren Dicken von nur wenigen Atom-
schichten von der GréBenordnung 105, Ay ergibt sich aus den
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Abb. 28. Dickenabhiingigkeit des selektiven Photoeffektes an Kalium. Bei geniigend dicken
Schichten geht der selektive Photoeffekt in den Oberflichenphotoeffekt iiber. Wachsende
Schichtdicke von I — V. Nach [13].

Experimenten zu etwa 0,2 - 10'® sec™. Damit erhalten wir
A
T A=01Mn,

als mittlere Ausbeute. Die GroBe der Oszillatorenstirke hingt
natirlich in erster Linie vom betreffenden Alkaliatom, daneben
aber auch von der Unterlage ab. Da sich der obige Ausdruck auf
die mittlere Absorption bezieht, ist bei plausiblen Werten fiir die
Oszillatorenstirke im Maximum eine Absorption von 10% und
mehr verstindlich.

Mit wachsender Schichtdicke wird die Ausbeute zunichst an-
steigen. Dagegen wird g, () sich allmahlich der entsprechenden

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 9
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Funktion des metallischen Zustands (Oberflicheneffekt!) nihern,
so daB die Ausbeute wieder fallt, und schlieBlich wird der selektive
Effekt in den Oberflicheneffekt mit einer Ausbeute von etwa
10 iibergehen (vgl. Abb. 28).

Bei der Untersuchung von diinnen Schichten, die auf einem
anderen Metall niedergeschlagen sind (entweder direkt oder durch
eine Zwischenschicht getrennt), ist immer darauf zu achten, daB
die Ausbeute des Photoeffektes proportional mit der Lichtintensi-
tat in der empfindlichen Schicht ist. Bei sehr diinnen Schichten wird
diese wesentlich durch das Reflexionsvermégen des Unterlagen-
metalls mitbestimmt.

Ist die Zahl der Alkaliatome so gering, daB sie die Oberfliche
des Trigermetalls nur unzusammenhidngend bedeckt, so ist ihr
Beitrag zum Photoeffekt sehr klein. Thre Wirkung besteht dann
einfach in einer Erniedrigung der Austrittsarbeit des Triagermetalls
(Abb. 28, Kurve I).

Temperaturabhingigkeit [96]. Wir wissen aus §5, daBl die
Elektronenverteilung in einem Metall nur in einem Bereich von
der GroBenordnung k7 um die Grenzenergie temperaturabhéingig
ist. In der Nahe der Grenzfrequenz y, werden aber gerade Elek-
tronen, die in diesem Teil der Verteilungsfunktion sitzen, emittiert.
Wir konnen daher nur beim absoluten Nullpunkt eine wirklich
scharfe Grenzfrequenz v, erwarten. Bei hoheren Temperaturen
wird die Emission schon bei kleineren Frequenzen einsetzen. Wir
wollen die Temperaturabhangigkeit des Photoeffektes in der Nihe
von », untersuchen. Da die Grenzfrequenz des Volumeneffektes

9
groBer als v, ist, brauchen wir nur den Oberflicheneffekt zu be-

rﬁcksichtigefl. Es sei @ die Ubergangswahrscheinlichkeit eines
Elektrons in einen Energiezustand E > 0. Da wir uns gegenwirtig
nur fiir Frequenzen in der Nihe von v, interessieren, kénnen wir die
Frequenzabhingigkeit von @ vernachlissigen. Andererseits kénnen
dann auch nur Elektronen aus einem kleinen Energieintervall (in der
Nahe von {) emittiert werden, so dal wir auch die Abhéngigkeit von
der Elektronenenergie vernachléssigen diirfen und daher @ als Kon-
stante betrachten werden. Aus unserer Behandlung des Oberflichen-
effektes wissen wir, daf3 nur die z-Komponente der kinetischen Ener-
gie (senkrecht zur Oberfliche) die Energie eines Lichtquants erhalten
kann. Ist die Energie eines Elektrons vor der Absorption

h? |
BE=—By+ 5, (K:+ K+ K)),
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so ist sie nachher
2

h ,
E=—Ey+ 4 - (K7 + K} + K)),
WO
he h2
om K = g Kit+ by

ist. Damit ein Elektron emittiert wird, mull unter Annahme einer
glatten Oberfliche [vgl. §6, (1)]

2
Byt 5o KL hy >0

sein. Die Gesamtzahl der emittierten Elektronen berechnet sich
entsprechend wie in §6:

Z— q)/dK/deKf

— ©

wo K, bestimmt ist durch
— E,+ 2m K2=—hv.

Das Integral iiber K, und K, kann elementar ausgewertet werden.
Es wird mit Gl. (7a), § 5, S.64 und Gl (2), § 6, wenn wir alle

von y und 7 unabhingigen GréBen zu const zusammenfassen,

K, dK
Z =const [ dK, i T\g vdK, _
7 —E, §*A(Ki+Kﬁ,+K§)+w}
m +1

:constkT/log(l + e kT[_E“JrZ%KierDdK
Ku

-

Wir fiihren fiur K, eine neue Variable & ein:
52%( E, +2 Kz—‘—hv>
dK,=constk T [(kT + E,—hv] V2dé.

Da nur die Werte fiir kleine & einen wesentlichen Beitrag zum
Integral liefern (fiir y ~v,), kénnen wir in der eckigen Klammer &
vernachlissigen. Ferner kann E,—hv als Konstante betrachtet
werden, da wir uns nur fiir y-Werte, die in einem kleinen Intervall
um », liegen, interessieren. Mit der Abkiirzung

hy —w h (v — vg)

B=""%7 = kT

wird dann
Z = const (kT2 F (u), (7)
9*
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wo ©
= [log (1 4e+-¢)dé

0
eine Funktion von y allein ist. Das bedeutet, daf der durch 72

dividierte Photostrom als Funktion von u aufgetragen, fiir ver-
schiedene Temperaturen auf einer glatten Kurve liegen mu8.
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; J 4%
/
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Abb. 29. Temperaturabhéingigkeit des Photoeffektes. === theoretische Kurven. Nach [96].
Experimentell wird das ausgezeichnet bestdtigt, wie aus Abb. 29
. Z .. .
zu sehen ist, wo log 7 fiir verschiedene Temperaturen als Funk-
tion von ki;’ aufgetragen ist. <1“ geht durch Verschiebung des Null-

punktes in ki;—, iiber.) Auch der genaue Verlauf der Kurve ent-
spricht, wie Abb. 29 zeigt, dem theoretischen. Zur ¥ onstruktion
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der theoretischen Kurve muf} F (i) berechnet werden. Wir unter-
scheiden dabei zwei Fille:
L. p<0(v<w,). Wir entwickeln den Logarithmus (e~ ¢< 1)

«©

log (1 .ir.el“‘f) :Zu)jil_en(ﬂ—f)

n=1 "
und erhalten

2 u 3u
Flp)=et—g + 5 —
2. u>0(v>y,). Wir zerlegen den Integrationsbereich in zwei
Teile, die durch & =u getrennt sind. Fir &<y wird
log (1 + e =%) = (u—&) + log (1 + ¢~ 4),
wo ¢ ~# <1 ist, so daB wir den Logarithmus der rechten Seite
entwickeln kénnen, wéhrend wir fiir £ >u den Logarithmus wie
in Fall 1 entwickeln. Durch Integration ergibt sich dann

2 —#_9 24 _ 9 —3u_ 9
F(‘u‘):lu__<e 1z L 22 "}’”6““5?_—“"}‘---)-

2

1 1
1~'§é+‘:33—+...:T2“
ist, wird
2 72 e M e~ 2H e~ 3K
Fp) ="+ “( e TTm _+"'>'
Fir T' =0 wird der Emissionsstrom nach (7)
Z=0 fir »<y,

Z = const (v—w,)? fir v>y,

wobei aber natiirlich v—, sehr klein sein muB.

Die beim Vergleich mit dem Experiment in Abb. 29 aufgetragene
Funktion

log % = const + log F' (u)

enthélt zwei unbekannte Konstante (v, und ,,const*), die aber nicht
die Form der Funktion log F (u) beeinflussen, sondern die Lage
des Nullpunktes von Abszisse und Ordinate bestimmen, so daf3
ein Vergleich der experimentellen mit der theoretischen Kurve ,
ergibt.

Damit haben wir eine exakte Methode zur Bestimmung von v,
gefunden. Durch Messung der Ausbeute in Abhangigkeit von v

in der Nahe der Grenzfrequenz kann », nicht exakt erhalten werden,
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da ja die Photoelektronenemission bei v, nur fiir 7'=0 scharf
einsetzt. Die in Tabelle 5 beniitzten Werte sind nach der eben
besprochenen Methode gewonnen.

Energieverteilung. Die Bestimmung der maximalen Energie der
Photoelektronen in Abhéngigkeit von der Frequenz war eines der
Grundexperimente in der Entwicklung der Quantentheorie. Die
maximale Energie E,, ist mit der Frequenz durch das EINSTEINsche
Gesetz

E,=h(r—v,)
verkniipft. Sie entspricht der Energie, die ein Elektron mit der
Grenzenergie { =—Ahv, nach Absorption eines Lichtquants & »

besitzt. Infolge der Auswahlregel fiir Lichtabsorption ist die in
Frage kommende Absorption gewohnlich nur durch Oberflichen-
effekt moglich.

Wir wollen jetzt die Energieverteilung fiir Oberflicheneffekt
und Volumeneffekt besprechen. Beim Oberflicheneffekt ist die
Energieverteilung im wesentlichen ein Abbild der Energiever-
teilung der Elektronen im Metallinneren, modifiziert durch die
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Es seien K, die Wellenzahl-
komponenten im Metallinneren vor der Absorption, P, nach der
Absorption im Vakuum. Nach unseren fritheren Ergebnissen iiber
den Oberflicheneffekt dndern sich bei der Absorption nur die z-Kom-
ponenten (senkrecht zur Oberfliche), und zwar ist offensichtlich

h? h2
om Pi=g, Ks+hv—E, P,=K, P=K ()

Die Zahl der Elektronen im Emissionsstrom mit Wellenzahlkom-
ponenten zwischen P, und P, 4 d P, ist proportional zur Zahl der
Elektronen im Ausgangszustand (fdK,d K, d K ), multipliziert mit
der Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron pro Sekunde von K,
nach P, iibergeht. Es laBt sich zeigen, daB diese angendhert pro-
portional zu K, P, ist. Die Verteilung g (E) der Elektronen im
Emissionsstrom ist also bestimmt durch

g(E)dP,dP,dP,~f(E—hv) K, P,dK, dK,dK,.  (9)

E ist hier die kinetische Energie im Vakuum, so daB8 bei Mitte-
lung iiber die Winkel

EV?*dE~dP,dP,dP,, P:dP,dP,dP,~ E**dE
ist. Nach (8) ist

K,dK,=P,dP,, dK,=dP

y?

y dK,=dP,.
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Also wird, wenn wir diese Ausdriicke in (9) einfithren, die Energie-
verteilung A (E), d. h. die Wahrscheinlichkeit, da ein Elektron mit
einer kinetischen Energie zwischen E und E 4 d E emittiert wird,

h(E)AE~g(E)EV2d E~{(E—hv)E¥*d E. pp)

Diese Funktion steigt, wie in Abb. 30 ge- /Y
zeigt ist, unabhéngig von » bis nahe zur 7
Energie E={( + hv="h (v—v,) wie E3? 4 |
und f&llt dann wie E32{ in einem Gebiet, / i
dessen Breite von der Temperatur ab- 4 l\
héngt, auf Null. Wie in Abb. 30 zu sehen 7
ist, sind die experimentell gefundenen  Abb.30. Energieverteilung h(E)
Kurven in sehr guter Ubereinstimmung 4T Phojoetektionen bei Kaliun.
damit. Es zeigt sich aber auch, daBl die perimentell, nach [158]. Die
Energieverteilung unabhiingig von der et secqorsion ot
Dickedes Metallsist, wie esfiireinenreinen  Wwie es dem Oberilicheneffekt
Oberflicheneffekt zu fordernist. Diesesan entsprieh.
Kalium erhaltene experimentelle Ergebnis ist also ein direkter Be-

weis dafiir, daB hier tatsachlich ein reiner Oberflicheneffekt vorliegt.

T a b
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Abb. 31a und b. Zur Energieverteilung der Photoelektronen beim Volumeneffekt. », Grenz-

frequenz, v, Grenzfrequenz des Volumeneffektes. v eingestrahite Frequenz, E,, maximale

Energie der Photoelektronen (durch Oberflicheneffekt), E; haufigste Energie der Photo-

elektronen (durch Volumeneffekt), 4 E energetischer Abstand des absorbierenden Energie-
niveaus von der Grenzenergie {.

Beim Volumeneffekt liegen die Verhaltnisse ganz anders. Hier
muB, und das wird auch tatsdchlich gefunden, ein starker Einfluf}
der Schichtdicke auf die Energieverteilung vorhanden sein, weil
die Elektronen, die im Inneren ausgelést werden, auf dem Weg
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zur Oberfliche einen Teil ihrer Energie verlieren. Wenn wir nun
annehmen, daB die Schicht so diinn sei, daBl Energieverluste bzw.
Streuung zu vernachléssigen sind, so erhalten wir trotzdem ein vom
Oberflicheneffekt verschiedenes Resultat. Wihrend namlich beim
Oberflicheneffekt Elektronen in allen Zustéinden absorbiert werden
konnen, falls das nur energetisch zulassig ist, kbnnen beim Volumen-
effekt infolge der hier bestehenden Auswahlregel (vgl. § 8) nur
Elektronen aus einem engen Energiebereich, dessen Lage von der
Frequenz abhangt, absorbiert werden (vgl. Abb. 20¢, S. 108). Man
kann sich die Verhaltnisse am einfachsten an Abb. 3la, b, c,
klarmachen. Die kinetische Energie im Vakuum kann immer in
der Form hv—hy' geschrieben werden. kv’ ist eine Austritts-
arbeit, die aber selbst von der Frequenz abhingt, und zwar in
unserem Fall mit wachsender Frequenz wichst. Sie ist natiirlich
immer grofler als die eigentliche Austrittsarbeit hv,. Die Differenz
dieser Austrittsarbeiten

AE =hv,—hv (10)
bestimmt, wie an der Figur zu sehen ist, den energetischen Abstand
der Energie der Elektronen, die bei der Frequenz v absorbiert
werden, von der Grenzenergie {. Eine Energieverteilung besteht
beim Volumeneffekt, bei Vernachléssigung der Absorption iiber-
haupt nicht. Alle Elektronen haben die gleiche kinetische Energie
h(y—2").

Bei den tatsichlich vorliegenden Verhiltnissen kann man
weder die Absorption vollstindig ausschalten, noch hat man reinen
Volumeneffekt. Es wird aber, wie wir auf S.127 abgeschitzt
haben, auch bei diinnen Schichten in Gebieten starker Absorption
der Volumeneffekt den Oberflicheneffekt iiberwiegen, wenn man
sich in Frequenzgebieten mit einigermaBen starkem Volumeneffekt
befindet.

Man hat dann eine Energieverteilung, bei der die hiufigste
Energie E, angenahert durch die dem Volumeneffekt entsprechende
Energie £, = hv—hv' gegeben ist, wihrend die maximale Energie
E,, durch Oberflicheneffekt erzeugt wird. Die Differenz dieser
Energien ergibt direkt den oben (10) besprochenen energetischen
Abstand

AE =hv,—hv =E,—E,.

Die GroBe AE muB im Fall von Abb. 31a mit wachsender
Frequenz zunehmen, im Fall der Abb.31b dagegen abnehmen.
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Dadurch haben wir experimentell die Méglichkeit, zwischen
diesen beiden Féllen zu unterscheiden. Bei Silber ist, wie
Tabelle 6 zeigt, der Fall a erfiillt, was wir bei der Auswertung
der optischen Konstanten (8. 113) schon verwendet haben.

Fir Al liegen umfangrei-
chere Messungen vor, deren
Resultate in Abb. 31¢ zusam- v 10-Bsecl . .
mengestellt sind [204]. Dort
ist die maximale Energie der
Elektronen E,,, die haufigste Energie E, ;
und AE = E, —E, als Funktion von » ¢/

Tabelle 6.

|
113 ‘ 119 ‘i 125

A E in e-Volt .| 0,14 l 0,26 | 0,37

aufgetragen. Das Ergebnis ist genau, wie ﬁn
es nach Abb. 3la zu erwarten ist. d L/

Nennen wir die Energien, die bei der / -
Frequenz » miteinander korrespondieren 7 e %
E,(v) und E,(v), so ist nach dem Oben- /’/
stehenden unter Beachtung der Energie- |47 7
normierung 7 w0 70 80-70%ec”

B, () = B, () r—
C__ El (1}) — Em, (V)‘ Eh (v) ) Abb. 31e. Verlauf von

E,, und E, nach Messungen

Die MeBergebnisse zeigen dann, daB in an Aluminium. Nach [204].
4B dE — — — theoretische

dem oberen Band d‘f" also auch 1 Fortsetzung.
groBer ist als in dem unteren, was gleichbedeutend damit ist, daB
es breiter ist als dieses.

Vollstindigen Aufschlufl iiber den Energieverlauf der beiden
Energiebédnder kann man nur erwarten, wenn man ein Absorptions-
band vollstindig durchmif3t.

§ 10. Rontgenstrahlen.

Emission [99, 162, 159]. Die Emission von Réntgenstrahlen
geht bekanntlich so vor sich, daf aus einer inneren Elektronen-
schale ein Elektron entfernt wird, worauf ein duBeres Elektron,
z. B. ein Valenzelektron, unter Emission von Strahlung auf das
freie innere Niveau fillt. Da nach unserer allgemeinen Theorie
die Energieniveaus der Valenzelektronen in festen Kérpern eine
Breite von einigen Volt haben, werden die zugehérigen Rontgen-
emissionslinien eine entsprechende Breite haben (vgl. Abb. 32).
Durch Messung dieser Breite erhalten wir direkt die GroBe des
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von den Valenzelektronen eingenommenen Energiegebietes. Nach
§5, Gl (6a) ist
N(E)dE=2f(E)D (E)dE

die Zahl der Elektronen mit einer Energie zwischen £ und £ + d E.
Sei E, die Energie des unteren Randes des von
Valenzelektronen besetzten Bandes, v, die Fre-

&C quenz der zugehorigen Emissionslinie (der lang-
welligsten), so sind die Emissionsfrequenzen y
gegeben durch

1
2 v=v+4 (E—E,), E<.

Ist ferner @ (E) die Ubergangswahrscheinlichkeit

eines Elektrons mit der Energie £ in das be-

AI'{’P' 32. Breiteeines  troffonde untere Niveau, so ist die Intensitit
oOntgenemissions-

bandes, 4 =cj» = der Emissionslinie in Abhéngigkeit von der Fre-
langwellige Grenze.

Das schraffierte Ge- quenz
biet ist von Elek- E—E
“tronen besctat, J(w)y=J <vo +— °> =D E)N (E).

Die Form von N (E) ist nun in charakteristischer Weise ver-
schieden fiir Nichtleiter, einwertige Metalle und mehrwertige

ey o Moy, N y,
\\ o/

~-.

\

\

\
L \

Abb. 33 a—c. Zahl der Elektronen N(E) mit der Energie E, nach [162]. a Bei einem Nicht-
leiter oder Halbleiter, b bei einem einwertigen Metall, ¢ bei einem zweiwertigen Metall.
Die gestrichelte Kurve zeigt den Verlauf der Eigenwertdichte im unbesetzten Gebiet.

Metalle. Wie wir in § 5, S. 75 gezeigt haben, sind bei Nichtleitern
die Bénder der Valenzelektronen vollbesetzt. Ebenso ist das
praktisch auch bei Halbleitern, weil nach S. 80 hier nur ein sehr
kleiner Teil der Elektronen in nicht besetzten Bindern ist. In
diesen beiden Fillen ist N (E) eine zur Mitte des Bandes ange-
ndhert symmetrische Funktion (vgl. S. 58, Abb. 11b). Anders ist
das bei Metallen. Nach § 5 liegt bei einwertigen Metallen die
Grenzenergie { im Inneren eines Bandes, meist nahe der Mitte des
Bandes. In diesem Gebiet ist die Eigenwertdichte D () und
damit auch N (E) dhnlich wie bei freien Elektronen (vgl. § 5, S. 68),



Rontgenstrahlen.

d.h. N (E) ist proportional zu (E— E)!/2
und fillt bei E = in einem Bereich
von der Groflenordnung k7' auf Null
(§§ 4, 5). Bei Metallen mit zwei Valenz-
elektronen miissen sich zwei Béinder
iberdecken. Die Grenzenergie { und
damit der rasche Abfall von N (E) liegt
in dem beiden Bindern gemeinsamen
Gebiet (vgl. § 5 und Abb. 11b). Wir
zeigen in Abb. 33 die eben besprochenen
Moglichkeiten. Abb. 34 zeigt die ent-
sprechenden Experimente (Photometer-
kurven der Réntgenemissionslinien).
Da @ (E) eine stetige, nicht sehr rasch
verinderliche Funktion von X ist, muf}
J (v) nahe der Grenzenergie im wesent-
lichen wie N (E) verlaufen. Das wird
sehr gut bestatigt. Wir sehen in Abb. 34
Li als einwertiges Metall, Mg als zwei-
wertiges Metall, Si als Halbleiter. Ba
entspricht dem Nichtleiter, weil die be-
treffende Linie nicht durch Ubergéinge
von Elektronen aus dem duBeren Band
entsteht, sondern aus einem inneren,
vollbesetzten Band. Besonders gut ist
bei Mg das Uberlagern zweier Béander
zu sehen. Durch diese Experimente
wird unsere Theorie der Leiter und
Nichtleiter (§5) sehr schén bestétigt.

In der Tabelle 7 geben wir eine Zu-
sammenstellung der experimentell er-
mittelten GroBe des von Valenzelek-
tronen besetzten Gebietes W. Bei zwei-
wertigen Metallen ist dieses etwa so
groB3 wie die Bandbreite, bei einwertigen
etwa halb so groB3.

Tabelle 7. Aus [159].

Metall |Li |Na|Be[Mg| Al| C| Si

W in e-Volt | 4,2 3,5‘13,5 9,0(16,0| 5 ‘19,2

S

-~

Mg

-/

2504

LK

200 A 300

3
)
/

230

1604 %0 %50 A

140

120

260

139

b Mg, c Si, d Ba.

Nach [159]. a Li,

Abb. 34. Rontgenemissionsbinder, Photometerkurven.
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Bei den einwertigen Metallen Li, Na ist die Breite genau
so groB, wie sie sich unter Annahme freier Elektronen berechnet
(4,6 und 3,2 e-Volt). Das war zu erwarten, weil die aus optischen
Messungen bestimmte Zahl der freien Elektronen beinahe so groB
ist wie die Zahl der Valenzelektronen. Auch bei mehrwertigen
Metallen und Halbleitern ist die so berechnete Breite von der
gleichen Gr6Benordnung wie die gemessene. Daraus darf man
natiirlich nicht auf die Zahl der freien Elektronen schlieBen, die
bei Halbleitern ja sehr klein ist. Man kann aber daraus folgern,
daB die Freiheitszahl f,;, die ja das Verhalten der Elektronen
im Vergleich mit freien bestimmt, in einem groBen Teil des Bandes
ungefihr Eins ist, so daf in diesem Teil des Bandes die Eigenwert-
dichte etwa so groB ist wie bei freien Elektronen, wenn man deren
Wellenzahl ® mit der reduzierten Wellenzahl ¥ identifiziert. Im
Mittel iiber ein ganzes Band ist f,; aber natiirlicher immer Null (§ 3).

Wir bemerken schlieBlich noch, daf bei Si gerade zwei Béinder
vollbesetzt sind (4 Valenzelektronen). Tatséchlich scheint die
Photometerkurve (Abb. 34) aus zwei sich iiberlagernden Béndern
zu bestehen.

Absorption [101, 129]. Bei der Absorption von Réntgenstrahlen
muB ein Elektron aus einer inneren Schale entfernt werden. Das
ist wegen des Pauri-Prinzipes nur moglich, wenn die Endenergie
des Elektrons gréBer als die Grenzenergie ist. Von kleinen Fre-
quenzen kommend steigt also hier der Absorptionskoeffizient bei
einer Frequenz v, sehr plotzlich an. Die Breite des Anstieges ist
von der GréBenordnung k7, weil der Ubergang der Frrmi-
Verteilung von f=1 zu f=0 in einem Energiegebiet von dieser
GroBenordnung erfolgt. Fiir noch gréBere Frequenzen v >y, ist
eine Absorption aber nur dann moglich, wenn der Endzustand des
Elektrons in ein erlaubtes Energiegebiet fillt. Bei einem ein-
dimensionalen Modell, wo sich die einzelnen Binder nicht iiber-
decken, wiirde der Absorptionskoeffizient an einzelnen Stellen des
Spektrums auf Null sinken. Da die Endenergie der Elektronen
verhaltnismaBig groB ist, konnen wir die Lage dieser Stellen ver-
schwindender Absorption aus unserer Niherung B (§ 4) bestimmen.
Danach ist im eindimensionalen Fall die Lage des n-ten verbotenen
Energiegebietes durch [Gl. (22a), §4, S.44]

h? 2
Vot goa ™

gegeben. Seine Breite ist V,, d. h. gleich dem n-ten FoURIER-
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Koeffizienten des Potentials. Sind z. B. die ersten fiinf Binder mit
Elektronen besetzt, so ist die erste Anomalie des Absorptions-
koeffizienten durch #» = 6 bestimmt. Der Verlauf des Absorptions-
koeffizienten fiir diesen eindimensionalen Fall ist in Abb. 35a
gezeigt.

Im dreidimensionalen Fall iiberdecken sich bei dem in Betracht
kommenden Energiebereich (Naherung B, §4) einzelne Béander.
Nehmen wir ein polykristallines Material an, so hat die Geschwindig-
keit der Elektronen im Endzustand alle moglichen Richtungen zu

y y’

I~

~

7 v Y v
Abb. 35a. Abb. 35b.

Abb. 35a. Theoretischer Verlauf des Rontgenabsorptionskoeffizienten # fiir ein
eindimensionales Modell.

ADbb. 35b. Dasselbe fiir ein dreidimensionales Modell.

den Kristallachsen. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten langsam
verdnderliche GréBen sind, konnen wir den Absorptionskoeffizienten
proportional zur Eigenwertdichte bei der betreffenden Energie
setzen. Diese hat bei einem einfachen kubischen Gitter starke
Anomalien bei den Energiewerten [vgl. §4 B, (27)]

h2
Em:Vo‘lemP' @)

Sie verschwindet hier zwar nicht vollstindig wie im eindimensio-
nalen Fall, weil es in diesem Energiegebiet immer erlaubte Energien
von dieser GréBe gibt (vgl. Abb. 11¢). Eine genauere Berechnung
zeigt, dall das Verhéltnis der Eigenwertdichte zur Eigenwertdichte
bei Vernachlidssigung der Anomalie von der GréBenordnung
(B —Va)/Ey ist. Die Breite der Anomalie ist V,,. Die GroBen-
ordnung von V,, ist 5 Volt, diejenige von K, 100 Volt. Die
Schwankung des Absorptionskoeffizienten miiite also einige Prozent
betragen. Da aber meist viele Anomalien zusammenfallen (alle mit
gleichem |m|), konnen sehr groBe Schwankungen des Absorptions-
koeffizienten entstehen. Abb.35b zeigt den Verlauf des Absorptions-
koeffizienten. Beim Vergleich mit dem Experiment ist darauf zu
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achten, daBl die Energieanomalien (verbotene Gebiete) von den
tiefsten Energieniveaus (K-Schale) an zu zéhlen sind, denn nur so
kommt man, wie wir in
§ 4B gezeigt haben, zu
einer richtigen Zuord-
nung bei hohen Ener-
gien. In Abb. 36a zeigen
wir fiir Cu die experi-
mentelle Photometer-
kurve der Rontgen-
absorptionskante und
in Abb. 36b die Lage
der Anomalien in Ab-
héingigkeit von |m|? (in
der Abbildung mit S be-
zeichnet). Die Hohe der
aufgetragenen Recht-
T e d ype ecke gibt an, wie viele

[

Anomalien an der be-
treffendenStelle von |m |
zusammenfallen. Da Cu
flaichenzentriertes ku-
bisches Gitter hat, diir-

l I l l ‘ fen nur solche | m| ge-

& F £ D R nommen werden, deren
Komponenten m, ent-
weder alle gerade oder
alle ungerade sind (vgl.

£ 60 ¢ g s

7

Abb. 36a.

S k4 & 7 124 & @ & V24 v 4
Abb. 36b.

Abb. 36 a und b. Réntgenabsorptionskoeffizient von Cu. a Photometerkurve nach [94],
b theoretisch nach [129], genauere Erklirung im Text.

Anhang 7.). Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ex-
periment ist sehr gut. Es kann auch gezeigt werden, daf der
berechnete Abstand der Anomalien von der Absorptionskante



Rontgenstrahlen. 143

gut mit den Messungen iibereinstimmt. Nach Abb. 35b gehort
zu jeder Schwankung des Absorptionskoeffizienten ein Maxi-
mum und ein Minimum. Diese sind in Abb. 36 mit 4, B, C...
bzw. «, B, y... bezeichnet. Wie wir oben auseinandergesetzt
haben, liegen immer mehrere Anomalien nahe beisammen. Diese
werden durch die experimentellen Photometerkurven nicht ge-
trennt und sind in Abb. 36b entsprechend zusammengefaQit.
Aus GL. (1) folgt, daB die Lage der Anomalien des Absorptions-
koeffizienten durch die Gitterkonstante ¢ und die Indizes m; allein
bestimmt sind. Daraus ergeben sich folgende Schliisse:

[ r

I

e d ppa
e dyp fea -\\d\/\/\/\l Td}l}’lil
Yy ")\M
SN f“},': B
Iy £ 0 Coa
a b c

Abb. 37a—c. Rontgenabsorptionskoeffizient nach [198]. a a-Messing, CuK-Kante,
b «-Messing, ZnK-Kante, ¢ reines Cu, K-Kante.

Die Struktur der Absorptionskante ist dieselbe:

1. Fir verschiedene Absorptionslinien des gleichen Kristalls.

2. Fiir verschiedene Metalle gleicher Gitterstruktur, wenn man
auf gleiche Gitterkonstante reduziert. Nach Gl (1) muB man dazu
die Energiedifferenzen E,, — E,,. der Anomalien eines jéden Metalls
mit dem Quadrat des Gitterabstands dieses Metalls multiplizieren.

3. In Legierungen ist die Struktur der Absorptionskanten ver-
schiedener Atome gleich.

Samtliche drei Punkte werden ausgezeichnet bestitigt [198].
In Abb. 37 bringen wir ein Beispiel fiir a-Messing (Zn-Cu-Legierung)
und fiir reines Kupfer. Beide bilden flichenzentrierte kubische
Gitter. In Tabelle 8 zeigen wir die zugehérigen Abstéinde (in Volt)
der Absorptionsanomalien von der Kante. Fiir Kupfer sind diese
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entsprechend 2. reduziert auf den Gitterabstand von Messing.
Die Ubereinstimmung ist sehr

Tabelle 8. Aus [198]. gut.
«-Messing | Reines Cu Schlieflich 148t sich auch zei-
Cu | Zn |(veduziert)  gen, dafl die Temperaturabhingig-
keit der Gitterkonstanten in der

4 15 13 16 Lage der Anomalien E,, richtig
4 27 30 25 . od. Mi h
B 37 | 35 39 wiedergegeben wird. t wach-
B 52 57 55 sender Temperatur (wachsendes a)
C 81 84 80 ricken nach (1) demnach die
v | 108 | 108 106 Anomalien niher an die Kante.
D 139 143 141 Gleichzeitig werden sie auch in-
0 168 | 170 167 . .

E | 218 | 214 216 folge der Wirmeschwingungen ver-
e 250 | 248 246 waschener.

§ 11. Para- und Diamagnetismus.

Allgemeines. Ein duBeres Magnetfeld induziert in einem Metall
ein magnetisches Moment M, das bei schwachen Feldern im all-
gemeinen proportional zu H ist:

M=yH. (1)
Der Proportionalititsfaktor y heift magnetische Suszeptibilitit
und kann z. B. pro Volumeneinheit, pro Masseneinheit, pro Atom
usw. angegeben werden. Ist y > 0, so ist das Metall paramagnetisch,
im anderen Fall y < 0 ist es diamagnetisch. Daneben gibt es noch
einen dritten Fall, den Ferromagnetismus, bei dem auch fiir H = 0
ein sehr starkes Moment M bestehen kann (vgl. § 25).

Die Suszeptibilitdt y laBt sich auch energetisch definieren.
Man kann zeigen, dafl die Energieerhohung AU des Metalls im
Magnetfeld

AU = — § g B @)

ist. Paramagnetische Substanzen erniedrigen ihre Energie im
Magnetfeld, diamagnetische erhshen sie.

Eine Ernjedrigung der Energie der Elektronen im Magnetfeld
ist nur dadurch mdéglich, daB8 sie ihre magnetischen Momente
parallel zum Feld stellen. Bei den Valenzelektronen der Metalle
ist das magnetische Moment u eines Elektrons durch seinen Spin
gegeben, wobei
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ist. Bei freien Atomen kommt hierzu noch das Bahnmoment der
Elektronen. Bei den Valenzelektronen der Metalle ist dieses aber
Null, weil die Eigenfunktionen angenihert ebene Wellen sind. Der
Paramagnetismus ist daher der Magnetismus der Elektronenspins.
Andererseits ist der Diamagnetismus bedingt durch den Einflu
des Magnetfeldes auf die Elektronenbahn.

Paramagnetismus [28, 36]. Legt man an ein Metall ein duBeres
magnetisches Feld H, so werden sich die Elektronenspins entweder
parallel oder antiparallel zum Feld einstellen. Ist E die Energie
eines Elektrons ohne Feld, so ist seine Energie im Feld E —uH
bei parallelem, £ + u H bei antiparallelem Spin. Es tritt also
eine Umnumerierung der Energien ein. Die Eigenwertdichte D (E)
bleibt dagegen die urspriingliche, weil wir annehmen diirfen, daB
die Elektroneneigenfunktionen nicht beeinflult werden, solange
wir uns nur fir den EinfluB des Magnetfeldes auf den Spin
interessieren. Ohne Feld ist die Zahl der Elektronen mit einer
Energie zwischen £ und £ + d E [vgl. §5, (6a)]

2D (E)f(E)dE.

Mit Feld dagegen ist die Zahl dieser Elektronen mit parallelem
Spin, d. h. mit der Gesamtenergie £ —u H
DE)f(E—uH)dE
und mit antiparallelem Spin, d. h. mit der Gesamtenergie £ + u H
D (E)f (B +pH)dE.
Beim absoluten Nullpunkt sind alle Zusténde mit einer Gesami-
energie B’ < {, besetzt, wahrend alle Zustinde ' >, leer sind.
Nun ist fir Elektronen mit parallelem Spin (Definition von E,
und E;) {, = E,— u H, mit antiparallelem Spin y= E, + u H.
Die ersteren Elektronen besetzen also alle Zustinde bis zur Energie
(nichtmagnetische Energie) Ey = {, + u H, die letzteren bis zur
Energie E, ={,—u H. Es gibt daher mehr Elektronen mit par-
allelem Spin. Ihr Uberschull Z ist
o+ uH
Z=[D(E)AE~2uHD (). (3)
Ly—nH
Sie erzeugen ein magnetisches Moment von der GroBe
M=p-2uD(,) H.
Aus (1) folgt daher die paramagnetische Suszeptibilitit
Hpara = 26 D (Gy). (4)
Frohlich, Elektronenthoerie der Metalle. 10
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Aus der Messung der paramagnetischen Suszeptibilitdt ergiabe sich
also eine Methode zur direkten Bestimmung der Eigenwertdichte.
Leider ist aber noch keine experimentelle Methode gefunden, die
es gestattet, den Paramagnetismus der Metalle vom Diamagnetis-
mus zu trennen. Bei anderen Korpern ist dies méglich, weil dort
der Paramagnetismus temperaturabhingig ist (CurIEsches Gesetz!),
der Diamagnetismus aber nicht. Bei Metallen dagegen ist der
Paramagnetismus der Valenzelektronen beinahe unabhéngig von
der Temperatur. Das folgt sofort aus der geringen Temperatur-
abhingigkeit der FERMI-Verteilung. Zum analytischen Nachweis
haben wir Z fiir beliebige Temperaturen zu bestimmen. Aus den
obigen Werten fiir die Anzahl der parallelen bzw. antiparallelen
Spins erhalten wir fiir deren Differenz

Z=[D(E)[f E—pH)—f(E +pH)dE.

Nun ist aber [§5, (7a)]
f(BEtpH)= T,‘Hl—:;—-

e kT +1

Nach Anhang 3, GI. (3) ist

© o FuH

/f(E;l:pH)D(E)dE—_—/D( VdE + % (kT)2< )H#H,
a,l—s: wird o

ot uH Lo —
Z=[DE dE—/D (B)dE + 7 (kT)z((dE)H“H
- £°+“H 2 2
_ (3_11?));,,-,“3) = [D(B)dE + % (kT (%);,'2”’1’
oder mit (3) B
o3 0nr(38) ) -awrn (- S5(4E) ). om

wobei Z, der Wert von Z fiir 7 = 0 (3) ist. Der zweite, temperatur-
abhingige Term in der Klammer ist sehr klein gegen Eins. Setzen
wir, wie fiir freie Elektronen, die Eigenwertdichte D ~ (E— E,)V2,
so wird
@t kT D\ _ _ a*( kT \?
6 D(Co) (dE2>c._ - (io —Eo> '
Fir {,— E,=~3e-Volt und Zimmertemperatur ist das etwa 1074
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Die Suszeptibilitit kann auch, wie wir oben mitgeteilt haben,
durch die Anderung der Gesamtenergie aller Elektronen durch das
Magnetfeld definiert werden. Ist Uy die Gesamtenergie im Magnet-
feld, U, ohne Magnetfeld, so ist nach (2)

1
Ug=U,— y H? (2a)
eine Definition von y, die gleichbedeutend mit unserer obigen

durch das magnetische Moment ist. Die Energieanderung %xﬂz
setzt sich aus zwei Teilen zusammen:
1. Die rein magnetische Energie von Z Elektronen mit dem
magnetischen Moment parallel zum Feld ist [vgl. (3)]
—ZpH=—pH 2uHD ().

2. g Elektronen gehen in héhere Quantenzustinde iiber. Wie

wir gesehen haben, besteht der EinfluB des Magnetfeldes ja darin,
daB die Gesamtenergie eines Elektrons mit parallelem Spin um
—pu H, mit antiparallelem Spin um - uH erhéht wird. Daher
gehen die Elektronen mit antiparallelem Spin, die ohne Feld in
Quantenzustinden zwischen {,—u H und {, sind, im Feld in
Quantenzustinde zwischen ¢, und ¢, +u H iiber unter gleich-
zeitigem Umklappen des Spins. In den urspriinglichen Zusténden
ist letzteres wegen des PAULI-Prinzips nicht méglich. Da im ganzen

Z Elektronen mit parallelem Spin vorhanden sind, haben g Elek-

tronen ihren Spin umgeklappt, wobei jedes dieser Elektronen in
einen um u H héberen Quantenzustand iibergeht. Insgesamt
wird dadurch [vgl. (3)] die Energie

2wl =(uH?D ()

aufgewandt. Mit dem obigen Ausdruck ist die Gesamténderung der
Energie also

AU=—ZpH+2uH—=—(uHPD (),

die nach (2) —% x H? gesetzt werden muBl, wodurch fiir y wieder

(4) erhalten wird.

Neben dem hier besprochenen temperaturunabhingigen Para-
magnetismus (Diskussion auf S.154) gibt es bei einigen Metallen
auch einen temperaturabhingigen. Dieser Fall tritt dann ein,
wenn das Atom eine unabgeschlossene innere Schale hat. Beispiele

10*
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dafiir sind die seltenen Erden, bei denen die N-Schale nicht voll-
besetzt ist, wihrend die Valenzelektronen in der P-Schale sitzen.
Ein anderes Beispiel ist z. B. Chrom, bei dem die M-Schale nicht
vollbesetzt ist. Die Elektronen der inneren Schalen sind im
Mittel viel niher beim Atomkern als die Valenzelektronen. Nach
§ 4 A ist das ihnen zugehorige Energieband also bedeutend schméler
als das Band der Valenzelektronen, und wie wir oben gezeigt haben
(3a), bedeutet das sowohl eine Erhéhung des Wertes der Suszepti-
bilitit als auch eine vergréBerte Temperaturabhingigkeit. Wir
werden in § 27 niher auf diese Verhiltnisse eingehen.

Diamagnetismus freier Elekironen [84, 108]. Die diamagnetische
Suszeptibilitit wird man am einfachsten aus Gl. (2) bestimmen,
d.h. aus der Anderung der Gesamtenergie im Magnetfeld ohne
Beriicksichtigung des Spins. Die Bewegung freier Elektronen wird
bekanntlich durch ein Magnetfeld stark verindert — aus einer
geradlinigen Bewegung wird eine spiralenférmige. Das bedeutet
aber durchaus nicht, da8 freie Elektronen eine groSe magnetische
Suszeptibilitdit haben. Im Gegenteil, im rein klassischen Fall ist
diese Null, weil das Magnetfeld die Energie der Elektronen nicht
verindert. Es kriimmt nur die Bahn, 1Bt aber den absoluten
Betrag der Geschwindigkeit unverindert, und daher auch die

Energie, die ja im Magnetfeld % 22 wie ohne Feld ist. Anders ist

das im quantentheoretischen Fall. Durch die Krimmung der
Bahn wird ja die Bewegung in der Projektion auf die Ebene senk-
recht zum Magnetfeld (Projektion der Spirale auf die Ebene senk-
recht zur Achse) kreisférmig, d. h. periodisch. Wie bei jeder periodi-
schen Bewegung ist dann nur eine gewisse Auswahl der klassisch
moglichen Energien zuldssig. Diese Quantelung der Energie-
komponente senkrecht zum Magnetfeld bewirkt, daB gewéhnlich ein
Elektron seine Energie éndern muBl, wenn das Magnetfeld ein-
geschaltet wird. Daher resultiert in der Quantenmechanik ein
Diamagnetismus freier Elektronen. Die Energie 148t sich leicht
berechnen. Wir nehmen an, daB das Magnetfeld in der z-Rich-
tung liegt (H,= H) und beschreiben es durch ein Vektorpoten-
tial % mit den Komponenten

A,=—Hy, A,=A4,=0.
Dann ist nach den Grundlagen der Elektrodynamik
$=rot¥, dh. H,=H,=0, H,=H.
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Der Impuls p eines Elektrons in einem Vektorpotential % ist mit
der Geschwindigkeit p durch die Relation

1 e
verkniipft. % A heibt potentieller Impuls. Die Energie wird nun

=3 oo £ (ot 0 ) 0

Mit den Abkiirzungen

H 2uH
=5, 2ay— ol 2ud ®
kénnen wir diesem Ausdruck die Form
PE_ g Ph ™9 2 ()2 5
—2m"“ 1“‘2m+ 2( 7'6’!1) (y ?/o) ( a’)

geben. E, ist formal identisch mit der Energie eines harmonischen
Oszillators mit der Frequenz v (LARMOR-Frequenz), der um den
Punkt y, schwingt. Dieser kann bekanntlich in der Quanten-
mechanik nur die Energien [vgl. (6)]

1 1
E = (n—f——“?)hv:&uH(n—i—?)
annehmen. Daher sind die zuléssigen Werte der Energie
y2i 1
E:2—;+2[uﬂ<n—}—?>.
Wir miissen dieses Resultat so deuten, daB die z-Komponente
der Energie

2

B=4

beliebige Werte annehmen kann, wéhrend die Komponente senk-
recht zu z nur die diskreten Werte E; haben kann. Jeder Eigen-
wert E, ist natiirlich entartet, d. h. es gibt viele Zustinde, die den

gleichen Eigenwert haben. Aus einer niheren Untersuchung
1
findet man, daf zur Energie 2y H <n + 7) genau so viele Zustinde

gehéren, wie ohne Magnetfeld im Energieintervall zwischen
2uHn und 2y H (n+ 1) liegen. Der energetische Einflul des
Magnetfeldes besteht also darin, daB alle Eigenwerte des Intervalls
zwischen 2uHn und 2u H(n+ 1) in den dazwischenliegenden

Wert 2y H (n -+ %) hineinriicken.

Die Berechnung der Erhohung der Elektronenenergie im Ma-
gnetfeld ergibt fir u H kT
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A4 =8Dp ).
Mit (2) erhdlt man hieraus, als diamagnetische Suszeptibilitit
Yaia = —~— D), (7)

LHLET. (7a)
Das ist nach (4) genau — 1/3 der paramagnetischen Suszeptibilitit.
Einflup des Qitterpotentials [151]. Wir haben in §§3 und 4
gefunden, daB sich die Energie eines Elektrons im Metallgitter in
vielen Fillen durch die Energie eines freien Elektrons mit einer
scheinbaren Masse m* darstellen 1iBt, die mit der tatsichlichen
Masse vermittels der Freiheitszahl f, [§ 3, (14)] durch die Beziehung
mi fr =
verkniipft ist. Der Index k bedeutet, daB m; und f, von der Wellen-
zahl abhéngen. f, hat sich durch Mittelung iiber alle Richtungen
ergeben, und zwar war nach §3, (14)

falls

2
fe=g Gl th)  i=fagm
Urspriinglich erhielten wir in § 3 anstatt f, einen Tensor mit dem
Komponenten
m o*F
hE ok, dks ’
Entsprechend ist dann die scheinbare Masse durch einen Massen-
tensor zu ersetzen. Dieser Tensor sei auf Hauptachsen transformiert,
die in einem kubischen Kristall senkrecht zueinander stehen. Wir
wollen annehmen, da unser Koordinatensystem z, y, z mit den
Hauptachsen des Tensors zusammenfalle. Das bedeutet, daB die
scheinbare Masse, in der z-, y- und 2-Richtung gegeben ist durch

T, 8=2, Y, 2

ml?fi=m! i=x: Y, 2. (8)
Die Energie eines Elektrons ohne Magnetfeld wird also (bis auf
einen konstanten Term)

vz
E_ s T 2 st 2m¥’
Mit Magnetfeld erhalt)en wir analog zu (5)
1 e
E= 2 m¥% (p"+?Hy> + 2m* + 2mz

oder entsprechend zu (5a)

2
E— b= 2m*+ V(@) (y—go)?.
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Die Frequenz »' ist verschieden von » in (6), und zwar, wie man durch
Vergleich der obigen beiden Ausdriicke fiir E findet, wird [vgl. (8)]

eH eH
27y (m* m*)”“c me (fz jy)l/ﬁ
oder mit (6)
’ 2uH
2y’ =2aw (f, f, )12 = == (f, f, 2.

Wir erhalten daher jetzt fiir die Suszeptlblhtat den gleichen Aus-
druck wie fiir freie Elektronen, wenn wir dort u durch u (f, f, )2
ersetzen. Die f, hingen gewohnlich noch vom Zustand der Elek-
tronen ab. Bei der Integration iiber alle Elektronen stellt sich aber
heraus, daB nur die Elektronen mit der Energie £ = von Be-
deutung sind. Daher tritt an Stelle von f, f, der Mittelwert dieser
GroBe tiber alle Elektronen mit der Grenzenergle ¢ (durch Uber-
streichen gekennzeichnet). Aus (7) erhalten wir also y durch die
oben mitgeteilte Substitution:

Xdia = —'_—D(C fa,/y (9)

Bei der Ableitung dieses Ausdruckes hatten wir einen kubischen
Kristall vorausgesetzt und die Annahme gemacht, da das Magnet-
feld parallel zu einer Hauptachse liegt. Solange wir uns fiir poly-
kristallines Material interessieren, sind beide Voraussetzungen
offenbar unwesentlich und (9) gilt dann allgemein, wenn wir noch
eine Mittelung von f, f, iiber alle moglichen Lagen der Ebene z—y
in bezug auf die Kristallachsen ausfiihren, wobei wir allerdings
beachten miissen, daBl die f; Komponenten eines Tensors sind.
Der Ausdruck f,f, geht also in einen etwas komplizierteren Aus-
druck iiber, wenn z nicht mehr in eine Hauptachse fallt. Man kann
diesen neuen Ausdruck leicht mit Hilfe der Transformationsformel
fiir Tensoren ableiten. Auf Hauptachsen gebracht hat der Tensor,
welcher der Freiheitszahl zugeordnet ist, die Form

f 0 0
'fk1 =10 fy 0
0 0 ff,
wihrend in einem allgemeinen Koordinatensystem z', y', 2’
fz' fx' v /z' 2’
ifk‘: fu'z' fy’ fy’z’
fz' z fz' v fz'

ist, wobei nach §3, S.24
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m o*K
fra=ler= hE Bk, ok,

ist. Der Ausdruck f,f, ist die Unterdeterminante zu f, in der
Determinante, die dem Tensor zugeordnet ist. Daher erhalten wir
allgemein anstatt f,f,

f:c' fy’_’?:'z/'
und fiir (9)

2p

xdia='_-3— (f:cfy f.ty (ga‘)

Eine Voraussetzung fiir die Giltigkeit von (7) ist die Bedingung
(7a). Die entsprechende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (9)
bzw. (9a) ist, wie aus unserer Ableitung der Formel (9) aus (7)
hervorgeht

pH(ff,)?<ET. (10)
Solange f_f, <1 ist, wird (10) auch bei den hichsten erreichbaren
Feldstirken (GréBenordnung 10> GauB) noch bei sehr tiefen
Temperaturen erfiillt, denn 1° entspricht einer Feldstirke von
etwa 10* GauB. Es gibt aber Ausnahmefille (vgl. § 31), bei denen
fl—f; >1 wird. Dann ist, je nach der Groe von m, (10) héaufig
nicht mehr erfiillt. Unter diesen Umstinden wird die Berechnung
von y4, sehr kompligiert, so daB wir hier darauf verzichten.

Diamagnetismus gebundener Elektronen. Wir haben in (7) den
Diamagnetismus vollstandig freier Elektronen berechnet. GI. (9)
erhielten wir daraus unter der Annahme, da sich die Elektronen
im Metallgitter wie freie Elektronen mit einer scheinbaren Masse m*
verhalten. Dies ist fiir die Valenzelektronen, wie wir aus § 4 wissen,
auch meist zutreffend. Wir wollen jetzt hier noch den Beitrag
stark gebundener Elektronen berechnen. Bei freien Elektronen
war der Einfluf des Magnetfeldes auf die Eigenfunktionen sehr
groB, obwohl die Energieinderung nur klein war. Die Ursache
dafiir ist, daB die Bahn freier Elektronen, d. h. ihfe Eigenfunktion,
stark verdndert werden kann, ohne daf sich dabei die Energie
dndert. Bei gebundenen Elektronen trifft das nicht mehr zu.
Wir kénnen dann das Magnetfeld als kleine Storung behandeln,
was die Berechnung der Energieinderung natiirlich stark ver-
einfacht.

Da wir uns jetzt fiir stark gebundene Elektronen interessieren,
diirfen wir annehmen, daB sich die Elektronen wie beim freien
Atom verhalten. Die Zusatzenergie eines Elektrons in einem
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Magnetfeld, das in der z-Richtung liegt ist

eH
e=g— (Py— 'p,,)+8 HERRY

Da wir jetzt das Magnetfeld als kleine Stérung betrachten konnen,
ist die Eigenfunktion y des Elektrons angenahert die gleiche wie
ohne Feld. Die Energieerhchung des Elektrons im Magnetfeld
ist dann

AE = /zp*szpdt,
wobei wir in ¢ nach § 1, S. 7 p, durch %a-ax— zu ersetzen haben.
1

Der erste Term liefert den paramagnetischen Beitrag des Bahn-
moments (p, y—p, = ist ja der Drehimpuls), von dem wir voraus-
setzen, daB er verschwindet (abgeschlossene Schalen). Dann ist

A= [ (@ 4 gy ypdr.

Die Ladungsverteilung y*y ist bei abgeschlossenen Schalen kugel-
symmetrisch. Aus Symmetriegriinden ist dann

f(x2 + ) yp*ypdr= %/Tzw*wdr e %?2
Daher wird
e2 H2p?
12me®”
Es sei NV die Anzahl der Atome in dem von uns betrachteten Gebiet.
Dann ist nach (2)

AE =

e2rz N
6mc® °

Adia = — (11)

Bei der Berechnung der gesamten Suszeptibilitit des Metalls
haben wir die para- und diamagnetischen Beitrége aller Elektronen
zu summieren. Alle Elektronen mit Ausnahme der Valenzelek-
tronen verhalten sich wie beim freien Atom, d. h. ihr Beitrag ist
durch (11) gegeben, wozu, falls nichtabgeschlossene innere Schalen
vorhanden sind, noch ein paramagnetischer Anteil kommt. Die
Beitrige der Valenzelektronen andererseits haben wir in (4) und
(9a) angegeben. Der diamagnetische Anteil der inneren Elektronen
an der Suszeptibilitit ist gleich der diamagnetischen Suszepti-
bilitdt des betreffenden Ions, die wir y;,, nennen wollen. Dann
ist also

A= Tion T @)+ 08) =g1n + 202 D) (1= 5}, 2= (T, —F5,) (12)
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falls das Ion nicht paramagnetisch ist. Hat das Ion hingegen
nichtabgeschlossene innere Schalen, so kommt zu (12) noch ein
paramagnetischer Anteil, der meist alle anderen Beitrige zu y weit
iibertrifft und unter Umstéinden zu Ferromagnetismus fiihrt. In
allen diesen Fillen ist die Einteilung der Elektronen in inmere
(Ion) und duBere (Valenzelektronen) nicht mehr so einfach durch-
filhrbar, wie wir hier geschildert haben. Wir werden diese Fille
beim Ferromagnetismus bzw. in § 27 behandeln und beschréinken
uns hier bei der Diskussion auf die einfachen Fille, fiir die (12)
giiltig ist.

Diskussion (vgl. auch §27). Da die Suszeptibilitit y,  des
Tons direkt gemessen werden kann, erhalten wir mit Hilfe von
(12) experimentelle Werte der Grofe

2D Q) (1—5 ) =2~ fon- (12a)

Wir wollen die linke Seite von (12a) unter vereinfachten Annahmen
weiterentwickeln, um einen Vergleich mit dem Experiment zu
erleichtern. Wir setzen voraus:

1. Die Energie { hingt als Funktion der Wellenzahl nur von
|¥| ab, d.h. f,=f,={,.

2. Die Eigenwertdichte D({) sei die gleiche wie bei freien

. . - m
Elektronen mit einer scheinbaren Masse ! m*=—f—;-.

Aus 1. folgt zundchst, daB in jedem Koordinatensystem
fey=1,. =1, =0 ist. Infolgedessen wird
a=f} (13)
Aus 2. ergibt sich mit Gl (31), § 4, wenn wir D auf die Volumen-
einheit beziehen [vgl.auch §5, (21) und (21a)]
1 (2m)\32 |¢ — B[
DO =ga (W) S
E, ist dabei entweder der untere oder der obere Rand des
Bandes, je nachdem, ob f, positiv oder negativ ist. Bei einwertigen
Metallen ist immer das erstere der Fall. Wenn wir noch die zu-
sitzliche Annahme machen, daB f, fiir alle Energien zwischen
E, und { konstant ist, so liBit sich {— E, aus der Anzahl »
der Atome pro cm3 berechnen. Es wird dann nach § 5, (15) unter
Beachtung der dortigen Energienormierung (£, =0), wenn wir
m durch m/f, =m* ersetzen

(14)

1 f, ist der Mittelwert der Freiheitszahl der Elektronen mit der Energie{.
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{—Ey= gh—,:,; (37 n)¥® = 2"—; fr(Ba2n)3.  (14a)

Hiermit erhalten wir aus (12a) unter Beachtung von (13) und (14)
(x pro Volumeneinheit)

2m (3atn)l3 (1
X —Zion =24 Gy ‘"%,;2“" (E - —f3£> =

=M(%-%):Z,l-lo—unlﬁ(%_%)

Diese einfache Formel fiir einwertige Metalle gestattet uns eine
Bestimmung der Freiheitszahl f,, da alle anderen GréBen bekannt
sind. Es ist aber zu beachten, daB die Voraussetzungen (13) und
(14) sicher nur néherungsweise giiltig sind. Daher kommt den
sich ergebenden f.-Werten keine grofle Genauigkeit zu (vgl. auch
§27). Die Tatsache, daB sie alle die Gré8enordnung Eins haben,
bestatigt uns aber, dafl unsere Vorstellungen iiber das magnetische
Verhalten der Metalle richtig sind. Nachfolgende Tabelle 9 gibt
die experimentellen Daten und die mit Hilfe von (15) berechneten
f.-Werte fiir die einwertigen Metalle.

(15)

Tabelle 91,

Metall Li | Na | K | Rb | Cs | Cu | Ag | Au
2°100. . .| 027 063] 048 013 —0,19|—0,8 ‘_1,5 —3,1
Zion® 10°. . |—0,05 |—0,25|—0,29 |—0,50 |—0,54 [—2,9 [—3,2 | —4,7
fo - ... | L2 | 065 060 065 09| 040 050 0,55

Um bei zweiwertigen Metallen eine &hnliche Berechnung
durchfithren zu konnen, miite der Abstand der Grenzenergie ¢
von den Réndern der beiden sich iiberlagernden Bénder bekannt
sein (vgl. §5, S.77). Da wir in diesem Fall eine dhnliche Ab-
schitzung wie in (14a) nicht vornehmen diirfen, kénnen wir auch
keine weiteren Schliisse ziehen. Wir kénnten natiirlich umge-
kehrt versuchen |{— E,| aus den MeBwerten zu bestimmen. In
diesem Fall miiiten wir aber wieder Annahmen iiber f, machen.
Da die GréBenordnung von y bei fast allen in Frage kommenden
Metallen dieselbe ist, ergibt sich unter der Annahme f, = 1 natiir-
lich immer die GroSenordnung einige Volt fiir {— E,. Mehr als
die Grofenordnung kann aber ohne die Kenntnis von f, nicht er-
halten werden, so daBl wir auf nidhere Angaben verzichten.

1 %ion Dach [5].
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Die Temperaturabhiingigkeit von y ist bei allen Metallen der
ersten Gruppen des periodischen Systems verschwindend klein,
wie das nach unserer Theorie zu fordern ist. Fiir Metalle mit nicht
abgeschlossenen inneren Schalen trifft das nicht mehr zu.

Eine abnorm hohe diamagnetische Suszeptibilitdt hat Wismut,
nédmlich y~—10-10"% (pro Volumeneinheit). Dieser hohe Wert
ist fast vollsténdig dem Beitrag der Valenzelektronen zuzuschreiben.
Das folgt daraus, daB bei fliissigem Wismut y auf etwa ein Zehntel
des Wertes fiir festes Wismut (pro Atom!) zuriickgeht. Infolge-

dessen muB [vgl. (12a)] % > 1 sein, damit der Beitrag der Valenz-

elektronen negativ wird. Das ist nur moglich, wenn die Freiheits-
zahl f, groBer als Eins ist (13). Um den hohen Wert von y zu er-
kliren, muB} f, sogar bedeutend groBer als Eins sein. Theoretisch
tritt dieser Fall nach unserer Niherung §4B fiir Zustinde, die
sehr nahe am Rande eines Bandes liegen, ein. Wir miissen also
folgern, dal bei Wismut die Grenzenergie sehr nahe am Rande
eines Energiebandes verliuft. Diese Vorstellung werden wir spater
noch durch weiteres Material stiitzen und theoretisch begriinden
(vgl. §31).

ITI. Leitfahigkeit.

§ 12. Elementare Theorie.

Uberblick. Das einfachste und wichtigste Gesetz, das sich auf
die elektrische Leitfahigkeit bezieht, ist das Ommsche Gesetz
J=coF. (1)
J = Stromdichte, F = elektrische Feldstirke, ¢ = spezifische Leit-
fahigkeit.
Der reziproke Wert von ¢
1
CA
ist der spezifische Widerstand. ¢ hingt fiir alle Metalle in dhnlicher
Weise von der Temperatur ab, und zwar ist fiir Zimmertemperatur
o~ T, wihrend fiir sehr tiefe Temperaturen ¢ mit einer hoheren
Potenz von 7T, wahrscheinlich mit 7'5, geht. Abb. 38a zeigt fiir
einige Metalle g als Funktion von 7 fiir hohe Temperaturen. Diese
Temperaturabhingigkeit gilt aber nur fiir reine Metalle. Fiir
Legierungen setzt sich der Widerstand additiv aus einem
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temperaturabhingigen und einem temperaturunabhingigen Term
zusammen (MATTHIESSENsche Regel).

=g+ (7).
Der temperaturunabhangige Teil g, heiit Restwiderstand; g, hat
die gleiche Temperaturabhingigkeit wie bei reinen Metallen
(Abb. 38Db).
Neben dem Onmschen Gesetz ist das JouLEsche Gesetz von
grundlegender Bedeutung fiir die elektrische Leitfihigkeit. Es
besagt, daf die pro Sekunde

4020,
und pro Volumeneinheit ' ' '
durch den elektrischen Strom Au
80,
/ qorst- §
70
60
v T
5 L/ g0 .
/| %

/ (A A
30, L~
)/ 2 gl 005}
40 7
10
Au-, ideal”
0L¢c I
g 00 200 300 400 500 6007 2737 -267 262 -257 -252%
Abb. 38a. Abb. 38b.

Abb. 38a und b. a Abhingigkeit des elektrischen Widerstandes von der Temperatur fiir hohe
Temperaturen. Aus {8a). b Elektrischer Widerstand von Au fiir tiefe Temperaturen bei
verschiedenen Reinheitsgraden, d.h. verschiedenem Restwiderstand. Aus [14].

entwickelte Wéirmemenge W durch den Ausdruck

W=JF=c¢F*=pJ? 2)
bestimmt wird. Das JouLgsche Gesetz ist eine Folge des OrmMschen
Gesetzes und des Energieerhaltungsgesetzes.

Auf Grund unseres in Kapitel I entwickelten Metallmodells
wird die elektrische Leitfahigkeit unendlich groB. Nach § 3 werden
ja die Elektronen durch ein dufBeres Feld beschleunigt, so daBl ihre
Geschwindigkeit immer weiter wichst. Der Grund fiir eine endliche
Leitfahigkeit besteht in der Wechselwirkung der Elektronen mit
dem Metallgitter. Unser Metallmodell hatte als wesentliche Voraus-
setzung, daB das Gitter streng periodisch ist. Nur dann ist es
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moglich, daB sich ein Elektron ungehindert durch das Kristall-
gitter bewegt. Tatsdchlich fiihrt jedes Atom des Gitters aber
Schwingungen um seine mittlere Lage aus. Diese Schwingungen
bedeuten Abweichungen von der strengen Periodizitit des Gitters
und sind die Ursachen fiir den Widerstand. Da die Amplitude der
Gitterschwingungen mit der Temperatur wichst, gilt dasselbe auch
vom Widerstand g. Wir stellen uns die Einstellung eines statio-
niren Stromes so vor, daB ein Elektron durch das duBere Feld
beschleunigt wird und nach Durchlaufen einer gewissen Strecke I,
von den Gitterschwingungen gestreut wird. [, heilt freie Wegliinge
des Elektrons. Natiirlich wird ein Elektron von den Gitter-
schwingungen auch gestreut, wenn kein duBeres Feld angelegt ist.
Da aber dann die Elektronen im thermischen Gleichgewicht mit
den Gitterschwingungen stehen, wird die Verteilungsfunktion der
Elektronen durch die Zusammenstée nicht verdndert.

Die Elektronen machen auch untereinander ZusammenstsBe.
Da aber bei jedem Zusammensto der Impulssatz befriedigt werden
muB, kann sich durch solche Prozesse der Gesamtimpuls der
Elektronen, also auch der Strom, nicht dndern. Sie sind daher
belanglos und brauchen nicht weiter beachtet zu werden.

Elektrische Leitfihigkeit. Es sei ein duBeres Feld F in der
z-Richtung an ein Metall gelegt. Dieses beschleunigt jedes Elektron
8o lange, bis es einen ZusammenstoB mit den Gitterschwingungen
macht. Wir nennen den Mittelwert dieser Zeit 7;. Da die Be-

schleunigung eines freien Elektrons% F ist, hat das Elektron nach
Ablauf von 7; Sekunden in der z-Richtung die Geschwindigkeit

Av:%Frl

gewonnen. Im Mittel ist daher der Geschwindigkeitszuwachs jedes
Elektrons
T 1

Av=§Av=%F1, 1=E21—. 3)

Die Zeit v heit Relaxationszeit. Wie wir in § 14 sehen werden,
ist T die Zeit, nach der, nach Abschalten des &uBeren Feldes, die
Stérung der Elektronen-Verteilungsfunktion auf den e-ten Teil
zuriickgegangen ist. Als mittlere freie Weglinge definieren wir die
GréBe ! =t v, wo v die mittlere Elektronengeschwindigkeit ist.
Aus A v erhalten wir die Stromdichte J durch Multiplikation mit
der Elektronenladung e und mit der Zahl » der Elektronen pro cm3:
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ettnF

J=endv= o 4)

Hiermit haben wir schon das Onmsche Gesetz (1) gewonnen, nach
dem die Stromdichte proportional zur Feldstirke ist. Der Pro-
portionalititsfaktor ist die spezifische Leitfihigkeit

e2tn

0= . (5)

m

Wir wollen die von den Elektronen pro Sekunde und pro em3
aufgenommene Energie berechnen. Jedes Elektron wird, wie wir
oben mitgeteilt haben, im Mittel 7; Sekunden lang beschleunigt
und nach Ablauf dieser Zeit ist die z-Komponente seiner Ge-
schwindigkeit von v, auf v, + 4 v, gewachsen. Dabei hat es also
die Energie

AE =" (v, +Avp— 5ol =mv,dv+ 5 (do)?

aufgenommen. Pro Sekunde erhoht somit jedes Elektron im Mittel
seine Energie um A4 Efr;. Die gesamte Energieaufnahme erhalten
wir durch Summieren iiber alle Elektronen:

w=13>4E.
7

Da es gleich viele Elektronen mit positiver und negativer Ge-
schwindigkeit v, gibt!, verschwindet der erste Term von A E bei
der Summierung und es wird

W:%Z(Av)z,

oder mit (3), (4) und (5)

w=22_ gF_ e

Hiermit ist auch das JouLEsche Gesetz abgeleitet. Es ist be-
achtenswert, daB J ~ A4 v, wihrend W~ (4 v)? ist, so daB der Strom
ein Effekt erster Ordnung, die JouLEsche Wérme aber ein Effekt
zweiter Ordnung ist. Wie aus der Ableitung hervorgeht, riihrt
dies daher, daB ein Elektron durch ein #uBeres Feld immer in
der gleichen Richtung beschleunigt wird, daB es aber dadurch
entweder Energie aufnimmt oder Energie abgibt, je nach der
Richtung seiner Geschwindigkeit.

Ein Elektron gibt bei einem Streuproze8 im Mittel nur sehr
wenig Energie ab (vgl. § 14). Trotzdem wird die aus dem Feld

! v, ist ja die Geschwindigkeit ohne Feld.
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aufgenommene Energie von den Elektronen nicht akkumuliert,
sondern ans Gitter abgegeben. Der Grund dafiir liegt in der eben
besprochenen Tatsache, daBl auch die Energieaufnahme der Elek-
tronen ein Effekt zweiter Ordnung ist.

Bei der elementaren Theorie, die wir in diesem Paragraphen
entwickeln, haben wir in keiner Weise Riicksicht auf eine Ver-
teilungsfunktion der Elektronen genommen, sondern nur mit
mittleren Werten gerechnet. Unser Ergebnis [Gl. (4)] wird aber
auch durch eine exakte Behandlung (§ 14) bestétigt.

Der in (4) berechnete Ausdruck fiir die Stromdichte stellt,
wie wir kurz zeigen wollen, den einfachsten dimensionsmiBigen
Zusammenhang der in Frage kommenden GréBen dar [199]. Wir
fithren folgende Abkiirzungen fiir die Dimensjonen ein: ([Masse]
bedeutet ,,Dimension Masse):

[Lénge] = [1], [Zeit] = [t], [Masse] = [¢], [Ladung] = [e].
Die Stromdichte gentigt der Dimensionsgleichung

[e]
[J]1= moE
Auf der anderen Seite stehen uns e, m, n, F, v zur Verfiigung,
welche die Dimensionsgleichungen

[e]= ], [eF] = [Kratt] = B, )= (g1, (0] =, (51 =10

erfiillen. Zur einfachsten Darstellung von J durch diese GroSen
nehmen wir e und eF in den Zihler. Um dann die richtige Dimen-
sion fiir J zu erhalten, gibt es nur eine einzige Anordnungsméglich-
keit fiir die restlichen GréBen. Wir erhalten also

[e] [eF] [n] [7]
als einfachste Dimensionsgleichung, womit unsere Behauptung
nachgewiesen ist.

Wirmelestfihigkeit. Besteht in einem Metall ein Temperatur-
gefille, so entsteht ein Wirmestrom @, der von den Elektronen
getragen wird. Die Warmeleitfahigkeit » wird dadurch definiert,
daB, falls das Temperaturgefille in der x-Richtung liegt

oT
=X (6)

ist. @ ist die Energie, die pro Sekunde durch die Flicheneinheit
strémt. Wir berechnen sie etwa an der Fliche x = x,. Die Energie¢,
die ein Elektron im Mittel besitzt, ist durch die spezifische Warme c,
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gegeben. Es ist

de o Cn

oT —
Die Temperatur T ist eine Funktlon von z. In der Entfernung
Ax von z, ist

¢y 0T

e—so—l— Ax— g+ G, A,

wenn ¢, die Energie bei w,ist. Die Gesamtzahl aller Elektronen,
die pro Sekunde durch 1cm? der Fliche x = x, mit einer Ge-
schwindigkeit v, ! strémen, erhilt man dhnlich wie beim RIrcHARD-
soN-Effekt (S.84), nur daB jetzt v, positiv und negativ sein kann,
weil von beiden Seiten Elektronen durch die Fliche strémen.
Jedes Elektron transportiert durch x, diejenige Energie, die es am
Ort seines letzten Zusammenstofles gehabt hat. Der gesamte
Wirmestrom @ ist also

¢ 6T
0= (ot 22 as)e,
Dabei ist A x der senkrechte Abstand des Ortes des letzten Zu-

sammenstoBes von der Ebene z,. Die Summe geht iiber alle
Elektronen der Volumeneinheit. Wir konnen dafiir auch schreiben

Q=¢gynu, —}——c”—z—Tn Axv, (7)
wo die Striche Mittelung iiber alle Elektronen bedeuten. Hier ist
v, =0,

weil positive und negative Geschwindigkeiten gleich haufig sein
miissen, damit kein elektrischer Strom flieBt. Um den zweiten
Term zu berechnen, fithren wir den Winkel ¢ der Geschwindigkeits-
richtung mit der z-Richtung ein, so daB

¥, = v €08 ¥
ist. Der gesamte von einem Elektron bis zur Erreichung der
Ebene z = x, zuriickzulegende Weg sei r. Da das betreffende
Elektron bis zur Erreichung von z, keine Zusammenstofle erleidet,
ist
Ax=rcosd.
Daher wird
Azv, —rvcostd,
1 z-Komponente der Geschwindigkeit!
Frohlich, Elektronentheorie der Metalle, 11
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wobei
cos? =fcos203'm19d19// sind dd = ;r
0 0
und!
ro=1lv
ist.
Aus Gl. (7) folgt dann fiir den Wérmestrom
oT lv
@=q 9x 3
oder mit (6) fiir die Warmeleitfahigkeit
LA (8)

TFiir freie Elektronen haben wir die spezifische Wérme in § 5, 8. 71
berechnet zu
n2 k2Tn
cv = T 'To‘
Da fiir freie Elektronen?2

ist, erhalten wir aus (8)
at lk*Tn _ a% B2Tzn
3 mv 3 m

8a)

WiIEDEMANN-FRrANZsches Gesetz. Da sowohl die elektrische Leit-
fahigkeit o als auch die thermische Leitfihigkeit » durch die Elek-
tronen erzeugt wird, darf man erwarten, da man eine Kombina-
tion von % und ¢ finden kann, die von den Gré8en, die ein bestimmtes
Metall charakterisieren (n, T) unabhdngig ist. Tatsdchlich findet
man auch mit (5) und (8a)

x _ = (1{)2
o7 3 \e)

(WiEDEMANN-FrANzZsches Gesetz).

Driicken wir den elektrischen Widerstand in Ohm (o entsprechend)
Watt

! in ——
nd % in cm sec grad

aus, so wird

* .10-8
B T = 2,43 -1078.

1 Vgl. FuBinote 2.

2 Dies moge als Definition von % dienen. DaB sie identisch ist mit der,.
in den Beziehungen v 7 =1 und 7v=17v enthaltenen Definition, kann aus
den Uberlegungen dieses Paragraphen nicht entnommen werden (s. § 1¢).
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In § 15 werden wir sehen, daB dieses Gesetz nur fiir hohe Tempera-
turen erfilllt ist. Was unter ,,hohen‘ Temperaturen zu verstehen
ist, werden wir in §13 und § 14 ndher auseinandersetzen. Hier
moge die Mitteilung geniigen, daB die Zimmertemperatur als hohe
Temperatur betrachtet werden kann. In der folgenden Tabelle 10
bringen wir fiir zwei Temperaturen die experimentellen Werte von

alT’ die, abgesehen von Fe, alle in guter Ubereinstimmung mit dem
theoretischen Wert 2,43 - 10-8 sind.

Tabelle 10.
Metall Cu | Ag | Au | Zn | Gd | Pb | Fe

108 291° | 2,28 2,36 2,43 2,31 2,42 2,45 2,88

oT 373° | 2,32 | 237 | 245 | 2,33 | 243 | 251 | 3,00

Zum SchluB wollen wir noch die GroBe der Relaxationszeit
bzw. der mittleren freien Weglinge aus den experimentellen
Werten von ¢ entnehmen. Dazu setzen wir fiir n die Zahl der
Atome pro cm? ein, was, wie wir aus § 5 wissen, die richtige GroBen-
ordnung fiir die Zahl der freien Elektronen ist. Man erhilt dann
fiir die meisten Metalle T zwischen 1013 und 10714 Sekunden. Da

die mittlere Geschwindigkeit ~ 108 ggg ist, wird die mittlere freie

Weglinge etwa 10°—10=¢ cm. Ein Elektron durchliuft also
etwa 100 Atomabstinde, bis es einen ZusammenstoB macht.

§ 13. Die Gitterschwingungen und ihre Wechselwirkung mit den
Elektronen [19, 18, 33].

Wir haben im I. Kapitel angenommen, dafl das Potential im
Metallinneren periodisch ist, daB also auch die Atomkerne in der
Gitterperiode angeordnet sind. Unter dieser Voraussetzung haben
wir gezeigt, daB sich die Elektronen durch das Gitter bewegen
kénnen. Nun haben die Atomkerne in Wirklichkeit nicht dauernd
die oben angegebene ideale Lage, sondern sie filhren Schwin-
gungen um diese Lage aus. Die Amplitude dieser Schwingungen
wichst mit der Temperatur. Das Potential, das auf die Elektronen
wirkt, zeigt also kleine Abweichungen vom periodischen Verlauf.
Dadurch wird, wie wir im vorigen Paragraphen schon mitteilten,
die freie Beweglichkeit der Elektronen gestért und diese Storung

11*
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wichst natiirlich, ebenso wie die Abweichung des Potentials vom
periodischen Verlauf, mit der Temperatur.

Um die Schwingungen eines Atoms zu berechnen, gehen wir
aus von den makroskopischen elastischen Schwingungen des ganzen
Kristalls, d. h. von den Schallwellen, die den Kristall durchziehen.
Jeder Kristall kann, wie aus der Theorie der festen Korper be-
kannt ist, eine Folge von Schwingungen, die Eigenschwingungen,
ausfiihren. Denken wir z. B. einen eindimensionalen Fall, bei dem
die Enden des Kérpers (Lange L) eingespannt sind, also nicht
schwingen kénnen. Die Amplituden der Schwingungen bilden eine
Welle. Die mit den Randbedingungen (Amplitude Null am Rand)
vertriglichen Wellenldngen sind

=2 a-12...

Ganz Entsprechendes erhdlt man, wenn man nicht stehende,
sondern fortschreitende Wellen betrachtet. Ein Kristall fiihrt
natiirlich nicht nur eine einzelne Eigenschwingung aus. Sein
Schwingungszustand ist vielmehr sehr kompliziert und abhéngig
von der Temperatur. Das Entscheidende in unseren gegenwirtigen
Uberlegungen ist aber, daB sich jeder Schwingungszustand eines
Korpers durch geeignete Uberlagerung der Eigenschwingungen
darstellen 14Bt. In dem obigen eindimensionalen Fall bedeutet
das einfach die Entwicklung einer Funktion in eine Fourier-Reihe.
Wir haben hier also folgendes festgestellt: Durch die Schwingungen
der einzelnen Atome eines Kristalls entsteht ein gewisser kom-
plizierter Schwingungszustand des Kristalls. Dieser 1Bt sich
immer durch eine geeignete Uberlagerung der Eigenschwingungen,
d. h. der Schallwellen, darstellen.

Bei den Eigenschwingungen (Schallwellen) im Dreidimensionalen
miissen wir longitudinale und transversale Schwingungen unter-
scheiden. Beide Arten haben im allgemeinen verschiedene Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten ¢, und ¢,. Die Frequenzen der Schwin-
gungen werden also

_a _a
v=- und y=-. 1

Die Gesamtzahl der Eigenschwingungen mufl noch einge-
schrinkt werden. Ein aus N-Atomen bestehender Kristall kann
ja nicht unendlich viele, sondern nur 3 N verschiedene Eigen-
schwingungen ausfithren. Es ist naheliegend, dazu die 3 N
niedrigsten Frequenzen zu nehmen. Physikalisch bedeutet diese
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Einschrinkung, dafl Wellenldngen, die kleiner als der Atomabstand
sind, weggelassen werden. Diese kénnen aber auch physikalisch
nicht mehr sinnvoll sein. Die maximale auftretende Frequenz
nennen wir »,. Um sie zu berechnen, benétigen wir die Zahl der
Eigenschwingungen mit einer Frequenz zwischen » und » - dy.
Diese berechnet sich, wie wir nunmehr zeigen werden, zu

Zdv:zinR%vzdv 2)
3 1 2
KK

Es 148t sich zeigen, dafl Z unabhingig von der Form des Kristalles
ist. Wir wollen (2) dadurch ableiten, dal wir den (unendlich
groBen) Kristall in einzelne Wiirfel mit der Seitenlinge L, Volumen
R = L3, einteilen und dann Periodizitiat in den einzelnen Gebieten
fordern. Das ist genau dasselbe, was wir bei der Berechnung der
Elektroneneigenfunktionen in § 3 (S. 18) gemacht haben. Die
Eigenschwingungen sind in unserm jetzigen Fall ebene Wellen
(Schallwellen!). Thre Wellenzahl sei w, die Wellenlinge ist also

1= 27 @3)

w

Dann folgt fiir unsern kubischen Kristall aus der Periodizitéts-
bedingung, genau wie im §3:

o=-z-n,

wo 1 ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten ist. Die Zahl
der Eigenschwingungen im -Raum ist pro Volumenelement
dry = dw, dw,dw, [vgl. §3, (6a)]

@ap
Wir integrieren jetzt iiber alle Wellenzahlen mit gleichem ||
und erhalten

R
Z,dw = Tzn—)aéiyzw?dw.

Durch Einfiihrung der Frequenz nach GI. (3) und (f) ergibt sich

fiir longitudinale Wellen
27w

==
und fiir die Zahl der Eigenschwingungen im Frequenzintervall v,
v + dv unter der Annahme, daB ¢ nicht von A abhéingt,

47 pardy,
Cl
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Fiir transversale Wellen erhalten wir dasselbe mit ¢, fiir ¢,. Wegen
der Polarisation haben wir hier noch mit 2 zu multiplizieren.
Durch Addition erhalten wir dann GI. (2).

Die maximale Frequenz v, berechnet sich jetzt aus der Be-
dingung, daB die Gesamtzahl der Eigenschwingungen 3 N sein
soll. Mit (2) folgt:

4 L

m 3
3N=/Zdv:4nRE—3/v2dv.
0 0
Daraus finden wir?!:

_[(3n\1/8 N
Vm‘:(}(z‘y;) , n=§. (4)

Die Verteilung der Energie bei einer bestimmten Temperatur
auf die verschiedenen Frequenzen finden wir durch Vergleich mit
der Theorie der Strahlung. (PLaNcKsches Strahlungsgesetz!) Genau
wie dort kann die Energie bei einer bestimmten Frequenz » nur ein
ganzzahliges Vielfaches von A v sein. Den Lichtquanten der Strah-
lungstheorie entsprechen in unserer Theorie die Schallquanten.
Die mittlere Zahl der Quanten, die eine Eigenschwingung der
Frequenz v bei der Temperatur 7' enthilt, ist dem PranNckschen
Strahlungsgesetz entsprechend 2

1

B = —. ®)
K£T_1
Die mittlere Energie ist also
S (6)
eﬁ— 1

Die gesamte Wirmeenergie des Gitters wird dann mit (2)

14

3 mhv“dv
U:4an_a Ty (7)
eﬁ—l

0
Bei der Auswertung dieses Integrals werden wir zum erstenmal
dazu veranlaBt in einem Metall ,,hohe‘ und , tiefe Temperaturen
zu unterscheiden. Wir definieren dazu eine Temperatur @, die

! Eigentlich sollten wir je eine maximale Frequenz fiir longitudinale
und transversale Schwingungen einfiihren.
2 Vgl. Anhang 4.
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DesyE-Temperatur, durch

kO =hy,. (8)
Hobe Temperaturen sind dann solche, fiir welche 7'>>@, tiefe,
fiir welche T'<® ist. @ laBt sich nach (4) und (8) aus der Schall-
geschwindigkeit berechnen. Man bestimmt meistens @ entweder
direkt aus der Schallgeschwindigkeit oder aus dem Zusammenhang
zwischen Schallgeschwindigkeit und elastischen Eigenschaften oder
aus der Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wirme. Es ist
ja der Beitrag des Gitters zur spezifischen Wirme

14U

v R 4T’
d. h. nach (7), wenn wir die Differentiation nach 7' vor Ausfithrung
der Integration vornehmen und dann

§=%T
als neue Variable einfiihren:

o/T
127 k Eetd &
Cy = can 73 (k T)sfm,
0
oder mit (4) und (8)

C, —3nk< \) 3/.(5:&511;.

Fiir hohe Temperaturen T > 6 ist E< 1. Dann wird
eé ~ 1
T
also
¢, =3nk, T>06

wie in der klassischen Theorie (DuLoNg-PETITsches Gesetz). In
diesem Fall sind auch die Ausdriicke (5), (6) fiir mittlere Be-
setzungszahl und mittlere Energie pro Eigenschwingung einfach
kT

Ny~ (5a)
v hv «

T>0.
e=kT 7 (6a)

Fiir tiefe Temperaturen 7'< @ wird die obere Grenze des
Integrals @/T, d. h. praktisch unendlich. Dann ist

E‘eé‘dé
—gfwf
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eine Konstante, die fiir jedes Metall den gleichen Wert hat. In
diesem Fall wird die spezifische Warme

cv=nk<—é—,)3D, T<L6.
Der Beitrag der Elektronen zur spezifischen Wirme ist nach §5
proportional zu 7'. Es 1aBt sich leicht zeigen, daB er klein gegen den
Beitrag des Gitters ist, falls 7' nicht sehr nahe am absoluten Null-
punkt liegt (vgl. hierzu S. 331). Das obige Gesetz fir < @ wird
durch die Erfahrung sehr gut bestitigt. Die aus den Messungen
bestimmte DEBYE-Temperatur @ liegt bei den meisten Metallen
zwischen 100 und 300° (vgl. Tabelle 38, S. 374).

Lineares Modell. Die oben entwickelte Theorie ist sehr einfach
und fiir Wellenlingen, die groB gegen den Gitterabstand sind,
sicher exakt richtig. Fiir kleine Wellen darf man dagegen nicht
von vornherein erwarten, daB die auf Grund einer Kontinuums-
theorie erhaltenen Ergebnisse exakt richtig sind. In diesem Fall
miissen wir von den Schwingungen der einzelnen Atome ausgehen
und nicht von den Schwingungen des ganzen Kristalls. Die Durch-
filhrung der Rechnung ist dann nicht so einfach wie im oben
behandelten Falle, die Ergebnisse decken sich aber in erster
Néherung. Natiirlich 1a8t sich aus der atomaren Methode be-
deutend mehr entnehmen als aus der obigen, kontinuierlichen.
Wir bringen hier die Theorie eines einfachen, eindimensionalen
Modelles, das aber schon alle charaktsristischen Ziige der all-
gemeinsten Theorie aufweist. Natiirlich kénnen wir bei einer
Dimension nur von longitudinalen Schwingungen reden.

Es sei, wie immer, a der Gitterabstand, a n die mittlere Lage
des n-ten Atoms (n-ter Gitterpunkt). z, sei die Amplitude seiner
Schwingung. Wir diirfen uns vorstellen, da jedes Atom (oder
besser gesagt jeder Atomrumpf, da ja die Valenzelektronen weit-
gehend frei sind) durch elastische Krafte an seine mittlere Lage an
gebunden ist. Diese Kriafte kénnen nur vom Abstand der ver-
schiedenen Atome voneinander abhingen. Wir kénnen deshalb
etwa die Kraft auf das n-te Atom in eine Potenzreihe nach den
Abstinden aller andern Atome vom n-ten entwickeln. In dieser
Entwicklung kénnen nur ungerade Potenzen der Abstinde vor-
kommen, denn die Kraft, die vom m-ten auf das n-te Atom aus-
geiibt wird, dndert ihr Vorzeichen, wenn der Abstand sein Vor-
zeichen #ndert. Wir machen jetzt die vereinfachende Annahme,
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daB ein Atom (n) nur in Wechselwirkung mit seinen beiden Nach-
barn (n 41, n—1) sei. Die Abstdnde sind
4+ Ty 11— Xy

und

— a4 Ty 1— Xy
Da die Kraft Null sein muB, wenn sich alle Atome in ihren mitt-
leren Lagen befinden, kénnen wir die Entwicklung der Kraft
mit der ersten Potenz abbrechen, da die Amplituden der Schwin-
gungen klein gegen den Abstand der Atome sein sollen. Die Kraft
auf das n-te Atom ist dann

42 (a+ Tp4+1— xn’““‘*‘ Tp—1— xn) :Az(xn+l+ xn—-l—2xn)'
Dabei ist 4 eine Konstante, die von der speziellen Art der Wechsel-
wirkung abhingt. Die Bewegungsgleichungen lauten, wenn M die
Masse des Atoms ist

Mz, =A% (xp 1+ %p-1—22,), n=12 ...N. 9)
Die auf das Atom wirkende Kraft 148t sich von einem Potential V

ableiten, das dadurch bestimmt ist, daBl die Bewegungsgleichungen
(9) lauten

. 0
Mx,=— oz, V(zy, 5, ... zy).
Daraus findet man
AZ
V:-“—2—‘ E (xn+1xn—}—xn_1xn—2x,2;), (10)

n
wie man durch Differenzieren leicht verifiziert. Man beachte dabei,
daB in der Summe jeder Term x, , ; #, und %, _, z, zweimal vor-
kommt.
Die Bewegungsgleichungen (9) werden gelést mit dem Wellen-
ansatz
Tpw =bw€i (wan) —2miv,t (11)

Durch Einsetzen in (9) ergibt sich
—472h M = AP (w0 4 ~iva—2) =—4 A%sin? 5T, (12)
Die Konstanten b, sind also vollstindig willkiirlich. Die Fre-

quenzen v,, miissen nach (12) der Bedingung!

=4 _gin 2% (12a)

Yw = 3T 2

1 Wir lassen auch negative Werte fiir v zu.
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geniigen. Die Wellenzahl kann auf das Intervall
— P cw<?® (13)
a a
eingeschrinkt werden, denn wenn wir in der Losung (11) w durch
w+ 2?:” ersetzen, erhalten wir keine neue Losung. Wie oben schon

angedeutet, greifen wir aus dem unendlich langen linearen Metall-

modell ein Stiick mit der Linge L = a N, das also N Atome ent-

hilt, heraus. Wie auf S. 19 verlangen wir Periodizitit der

Losungen mit der Periode L. Aus (11) und (13) folgt dann, daB w

die N verschiedenen Werte

annehmen kann. Wir haben also im ganzen N verschiedene

Losungssysteme. Durch Vergleich von Gl. (12a) mit (1) und (3)

sehen wir, daB unsere jetzige Methode nur fiir kleine Frequenzen,

d. h. groBe Wellenlingen, das gleiche Resultat liefert wie die erste

Methode, wenn wir die Schallgeschwindigkeit als konstant be-

trachten. In diesem Fall folgt aus (12a) namlich

_ A wa |w|a <1

M 2 2 ’

oder durch Vergleich mit (1) und (3)
- a4
C =

Wy

v

T
Im Fall kurzer Wellen miissen wir dagegen annehmen, daf die
Schallgeschwindigkeit von der Frequenz abhingt.

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen (9) erhalten
wir durch Uberlagerung der N verschiedenen Losungssysteme (11);
vgl. (13a). Dieser Vorgang entspricht genau der Uberlagerung der
Schallwellen in unserer ersten Methode, nur, daB wir dort den
Schwingungszustand des kontinujerlich gedachten Kristalls be-
trachtet haben, wihrend wir hier die Amplitude z, jedes einzelnen
Atoms berechnen. Wir erhalten also aus (11)

z, =2 %,,=22b,even—2nivt, (14)
w w

Die Summe iiber w ist durch die Bedingungen (13) und (13a)
bestimmt.

Wir werden jetzt die Gesamtenergie berechnen. Dazu fithren
wir Normalkoordinaten B, ein, das sind Koordinaten, in denen
sich die Energie als Summe von Quadraten ausdriickt. Wir wihlen

B, =b,e—27int, (15)
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Unsere Losung (14) lautet dann:
z, = > B, etvan, (14a)
w
Damit z, reell ist, muB
B, = B*, (15a)

gein. Die Normalkoordinaten sind zeitabhingig, und zwar ist
nach (15)

B,=—2niv,B,, B*=2miy, B:. (16)
Die kinetische Energie wird nach (14a) und (16)

M . M . P
Ekin:T E xﬁ:——zfz E 47%v,v, B, B,ewtuwion

n w,w
Wir fithren zuerst die Summe iiber » aus. Diese ist nur dann von
Null verschieden, wenn w = -—w’ ist. In diesem Fall wird

gt@+wian — 1 ynd die Ausfiihrung der Summe bedeutet Multi-
plikation mit der Zahl der Glieder N. Da nach (12a) v_, = —,
ist, folgt mit (15a):

Ek‘in =

w

VY S@nr,)? B, By

w
Die potentielle Energie ist nach (10) mit (14a)
V:_‘g E'Bwa,ei(w-}-w')an(eiwa+e~—iwa_2)‘
n ww
Daraus ergibt sich unter Verwendung von (12) und (15a), wenn

wir wie oben wieder zuerst iiber » summieren, was wieder w = —w’
und Multiplikation mit N bedeutet:

v=2X N 2n,) B, By

Die Gesamtenergie ist also
E = Ekin + V =5 MNZ (2n'pw)2 Bw B;
w
Um den Koordinaten B, eine anschauliche Bedeutung zu geben,
trennen wir sie in reellen und imagindgren Teil, und zwar setzen wir
V2B =y in,.

Hieraus folgt mit Gl. (16)

Ep=27v,7p. (16a)
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Die Gesamtenergie wird

E=2Y N0y, + ).

Hier kénnen wir formal £, als Koordinate und N M &, = p,, als
Impuls auffassen. Nach (16a) ist dann
Do =MN2nv,n,
und die Energie wird damit
E=XBE,,
w

wo
NM P
By="3~Qanéal + 3531
ist. Formal ist E, die Energie eines harmonischen Oszillators
mit der Masse N M und der Frequenz »,. Bei der quantenmecha-
nischen Behandlung des Oszillators wird gezeigt, dal seine Energie

nur die Werte (N,,—}—%)hvw, N,=1, 2, ... annehmen kann.
Der Mittelwert von N, bei einer Temperatur 7 ist durch (5) be-
stimmt. Damit haben wir den Anschluf an unsere anféngliche
Theorie, die auf Schallquanten mit der Energie 4 »,, fiihrte, erreicht.

Der Term %hvw ist bei allen Anwendungen, die wir von der
Theorie machen werden, ohne Belang.

Wechselwirkung mit den Elektronen. Wir haben im vorstehenden
gezeigt, daB die Gitterschwingungen durch Schallquanten, die mit
der Schallgeschwindigkeit ¢, bzw. ¢, durch das Metall fliegen,
dargestellt werden kénnen. Sie werden durch ihre Wechselwirkung
mit den Elektronen von diesen absorbiert oder emittiert. Wir
wollen die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses berechnen
und interessieren uns dabei hauptsichlich fiir die Anderung des
Elektronenzustands.

Es sei W die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron pro Sekunde
aus dem Zustand ¥ unter Absorption eines Schallquants der Fre-
quenz » in den Zustand ¥ iibergeht. Diese Wahrscheinlichkeit ist
proportional zur Zahl der Schallquanten N,, ferner zur Zahl der
Elektronen f (f) im Zustand ¥ und wegen des PAULI-Prinzips zur
Zahl der freien Plitze 1—f (') im Endzustand ¥

Wi =Nf® 01— )] (17)
@Y hiingt von den Eigenschaften der Zustinde f und ¥ ab. Die



Gitterschwingungen und Wechselwirkung mit den Elektronen. 173

entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit Wi vom Zustand ¥
nach ¥ unter Emission eines Schallquants ist proportional zu N, + 1
in Analogie zu den entsprechenden Verhiltnissen bei Lichtquanten.
Das bedeutet, daB, selbst wenn keine Schallquanten vorhanden
sind (N, =0), eine spontane Ubergangswahrscheinlichkeit ¥ — ¥
unter Emission eines Quants existiert. Nach allgemeinen quanten-
mechanischen Grundlagen ist
o =@},

so daB

Wi=@0+N)E) [1—fOH1P} (18)
ist. @! ist natiirlich nur dann von Null verschieden, wenn Energie-
und Impulssatz erfillt sind. Fiir den letzteren tritt, wenn die
Elektronen nicht als vollstindig frei angesehen werden, der Er-
haltungssatz der Ausbreitungsvektoren, genau wie bei andern
StoBprozessen (§ 6) oder bei der Lichtabsorption (§ 3, S. 28 und
§8). Im letzteren Fall hatten wir den Ausbreitungsvektor des
Lichtes Null gesetzt, weil er (mit Ausnahme des Roéntgengebietes)
klein gegen den Ausbreitungsvektor der Elektronen ist. Bei
Schallwellen ist er aber nach (13) genau von der gleichen Gréfen-
ordnung wie bei den Elektronen [§3, Gl. (5)]. Somit lautet also
der Energiesatz

Ey =Ey+ hy (19)
und der Erhaltungssatz der Ausbreitungsvektoren
V=%+mw. (20)

Durch (19) und (20) ist ¥ vollstindig bestimmt, wenn f und
gegeben sind (bzw. f, wenn ¥ und v gegeben sind). Zur Berechnung
miissen wir aber die Energie als Funktion von f kennen. Wir
nehmen an, daB sie dhnlich wie bei freien Elektronen [vgl. § 4C,
Gl. (29a)] he
Ei= oy k? (21)
sei, wobei m* die scheinbare Masse ist (vgl. §§ 3 und 4). Aus (20)
erhalten wir durch Quadrieren
k2 +k'2—2kEk cosd = w2, (22)
wo ¥ der Winkel zwischen ¥ und ¥ ist. Aus (19) und (21) folgt,
da die Energie eines Schallquants [vgl. (1) und (3)]
hy=hwe
Ist, 2m* ¢ w

Kregr 4 =m0 (23)
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Da die Energie eines Schallquants klein gegen die Elektronen-
energie ist, wird
;o m* ¢ w
KF=k-+ s LR (234a)
Aus (22) erhalten wir mit (23) und (23a) nach einfacher Umformung

.
<k2+ m cw)1/2sin£: ad

h 2 2
h2 N — . .
oder, da wir die Klammer wegen T k2> h ¢ w wieder entwickeln

diirfen,

) w m* ¢ w?

2T 2k T 4hk®

zur Bestimmung des Streuwinkels ¥ eines Elektrons im Zustand
bei Absorption eines Schallquants. Der entsprechende Winkel bei
Emission ergibt sich hieraus, wenn wir nach (23a) &k durch &' er-
setzen und wieder wie oben entwickeln. Dann ist

sin2 — o mowt
2 2k 4hi®

wo jetzt & der Streuwinkel eines Elektrons im Zustand ¥ bei Emission
eines Schallquants ist. (Wir haben ¥ fiir ¥’ geschrieben, also auf
den Zustand f bezogen.) Das erste Glied ist in beiden Formeln groB
gegen das zweite. Da w und k gleiche GréBenordnung haben, ist
der Streuwinkel nicht klein. Damit er aber 180° wird, miite

w
fﬂ‘[ =1
sein, was fiir die meisten Elektronen nicht erfiillt werden kann,

da meist 2 k > w ist. Fiir langsame Elektronen, d. h. fiir kleine %,
kann es jedoch vorkommen, daB 2k < w ist. In diesem Fall wire

sin

. B . . . .
sin 3-> 1, was sinnlos ist. Die Elektronen kénnen daher nur mit

denjenigen Schallquanten in Wechselwirkung treten, fiir die
2k>w ist. Bei Metallen ist diese Bedingung fast immer fiir alle
in Frage kommenden Elektronen erfiillt. Bei Halbleitern dagegen
wird sie von grofler Bedeutung (Kapitel IV).
Wir berechnen nun noch den Winkel « zwischen w und &
Aus (20) folgt
2=k +uw?+2kwcosa,

und hieraus wird mit (23)
m*¢c

TE (24)

w
cosa:—ﬁ—}—
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im Fall der Absorption eines Schallquants durch ein Elektron
im Zustand f. Den entsprechenden Winkel fiir Emission eines
Schallquants durch ein Elektron im Zustand ¥ erhalten wir durch
Ersetzen von k durch %' nach (23a) und Entwicklung des Aus-
drucks. Wir schreiben im Resultat wieder % fiir £, d. h. wir beziehen
auf den Elektronenzustand f:

w m* ¢
2k hk -

Wenn die Elektronenverteilung durch &uBere Felder nicht
beeinfluBt wird, herrscht natiirlich thermisches Gleichgewicht, wenn
wir fiir f (f) die FERMI-Verteilung (§ 5)

1Y =g —

cos o = — (24a)

e FT 4]
und fiir N, die PLancgsche Verteilung (5) einsetzen. Es mufl dann
die Zahl der Elektronen, die von f nach ¥ iibergehen, genau so
groB} sein wie fiir die umgekehrte Richtung, d. h.

Wi =wi.
Man verifiziert das leicht durch Einsetzen der entsprechenden Aus-
driicke in (17) und (18). Es ist ja nach (5)

hv

kT hr
14+ N= -5 —&TN, (25)
eﬁ— 1
ferner
Ey—¢
o BT i
1—f{) == =¢*" [0, (26)
e kT +1
oder mit (19)
Ey—¢ hv

FEYI—f®l=e*T f(OfF)=e FT{EH[1—f(F)]. (27)
Wir wollen jetzt die Gesamtinderung der Teilchenzahl im
Zustand ¥ berechnen. Im Fall des thermischen Gleichgewichts muf3
diese natiirlich Null sein. Wir teilen die Elektroneniiberginge in
zwei Teile:
1. in solche in und von Zusténden, deren Energien groBer als E,
sind (W),
2. in solche in und von Zustinden, deren Energien kleiner als E;
sind (W,).
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Den ersten Fall haben wir bisher behandelt. Es ist
Wt — Wl
die Differenz zwischen der Zahl der Uberginge f— ' und ¥ — .

Die Gesamtzahl der Ubergiinge 1. ergibt sich hieraus durch Sum-
mierung iiber alle Endzustinde ¥ oder nach (2C) iber alle :

Wy=Z(WiH®— Wi ). (28)

Die Zustinde, mit denen der Zustand ¥ im zweiten Fall korre-
spondiert, nennen wir ¥’, die Ubergangswahrscheinlichkeit f— ¥
sei ¥ und diejenige in der umgekehrten Richtung V1. Die Ver-
héltnisse liegen dann genau wie im ersten Fall, nur, da Absorption
und Emission vertauscht werden. Demnach ist [vgl. (17) und (18)]

-Vz — Wf Nv+1
V Wf NIl + i
und entsprechend zu (19) und (20)
Ef = E{H + hv (29)
I=t'+mw. (30)

Daher wird entsprechend wie bei W;:
. oM+ 1 N,
W=D (VY —T) =Z(W§ P~ Wiemy1) 6D
1 w

Die Gesamtinderung der Elektronenzahl im Zustand ! durch
StoBe mit Schallquanten v ist pro Sekunde
<3f(f))
ot Jswos
Das Vorzeichen ist so gewahlt, daB in den Zustand ¥ ein-
stromende Elektronen positiv gezihlt werden.

— W+ W,). (32)

Ehe wir diesen Ausdruck ausfiihrlich anschreiben, miissen wir
noch eine Aussage iiber die GroBe der Ubergangswahrscheinlichkeit
&} bzw. @ machen. Diese ist nach (20) und (30) eine Funktion
von ¥ und + v und auBlerdem nur dann von Null verschieden, wenn
der Winkel o zwischen ¥ und +iv nach (24) bzw. (24a) gegeben
ist (Wellenzahlen-Erhaltungssatz) und wenn der Energiesatz (19),
(29) erfiillt ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann @ aus
Symmetriegrinden nur noch von [t| und |w| abhingen. Eine
genaue Berechnung von @}  ist ziemlich umsténdlich. Das Resultat
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ist bei Mittelung iiber alle Winkel (wir nennen die so gemittelte
Funktion @, 1)

C
P = Farow - (33)

Es wird nun der Ausdruck (32) mit (28), (31), (17), (18) und (33):
(5) s = arss D 10+ M) £ (E ) (1~ (0] —

—Nf(E)[1—f (E+ )]+ Nf(E+1w,) [1—f()]—
—A+N)f O [1—f(t+m,)]}
In diesem Ausdruck ist schon [vgl. Definition von (33)] iiber alle
Winkel, die f und + 1 miteinander bilden kénnen, summiert: v,
bzw. v, steht fiir die Gesamtheit der Vektoren v bzw. —1, die
mit f den fiir Absorption bzw. Emission berechneten Winkel (24)

(34)

bzw. (24a) bilden 2. (%)St . verschwindet natiirlich, wenn wie auf
\ 0.

S.175 fir f () die FErMI-Verteilung und fiir N, die PLaNcksche
Verteilung eingesetzt wird. Bei Anwesenheit eines duBeren Feldes
ist aber f(f) nicht mehr exakt die FErRMI-Verteilung. In diesem
Fall werden wir (34) zur Berechnung des Stromes bzw. der freien
Weglinge beniitzen.

Der Ausdruck (34) fir <g_£>St N vereinfacht sich fiir hohe Tem-
0.

peraturen ganz bedeutend. In diesem Fall, T'>6), ist fiir alle
Frequenzen »

h .
<l
Aus diesem Grunde finden wir mit (25)
hy
1+ N, =eTN,~N,.
Daher wird

(50 )= 255 > Molf (4100 — £ (O + 1 (+10) —F (0] (34a)

Es fallen hiernach gerade diejenigen Glieder heraus, die durch das

1 C ist eine Metallkonstante, die von der Wechselwirkung des Atom-
rumpfes mit dem betreffenden Elektron abhingt, also eine langsam ver-
anderliche Funktion der Kernladungszahl (und evtl. des Atomvolumen) ist.

2 Demnach geht also ein Elektron im Zustand f bei Absorption in einen
Zustand f + tv, tiber. Hingegen geht ein Elektron im Zustand f + v, bei
Emission in den Zustand f itber. Entsprechend ist der Ubergang f - f + 1,
mit Emission, f 4 tv¢ —  mit Absorption verkniipft.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 12
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Pavur1-Prinzip bedingt waren. Das bedeutet, daB bei hoher Tem-
peratur das PAuLi-Prinzip fiir die Berechnung der Anderung der
Verteilungsfunktion durch StéBe unwesentlich ist.

Wir wollen uns zum Schlufl dieses Abschnittes noch iiber die
mittlere Impulsinderung eines Elektrons durch Stéfie mit Schall-
quanten einer bestimmten Frequenz (gleiches |m|) orientieren.
Wir berechnen z. B. die Anderung der 2-Komponente der Wellen-
zahl (~ Impuls). Es sei f der Winkel zwischen v und der a-Achse,
dann ist

hw, =hwcosf (35)
die z-Komponente der Impulsaufnahme bzw. Abgabe pro StoS.
Da w und k vorgegeben sind, ist der Winkel a zwischen tv und f
nach (24) bzw. (24a) bestimmt, und zwar entspricht Gl. (24) der
Absorption eines Schallquants, wobei die resultierende Wellenzahl

b, =f+m,
und die resultierende Energie
Ea = Ef + hv

ist, wihrend Gl. (24a) der Emission eines Schallquants entspricht
mit der resultierenden Wellenzahl

LE=1+m,
und der resultierenden Energie
Ee = Eg —hv.

Da nun die Winkel « zwischen ¥ und 1 festgelegt sind, gilt fiir die
z-Komponente
k;,zzkw+waz=kw+wcosﬁa (36)
k;,z:km+we¢:kx+wcosﬂe' (36a)
Um iiber alle StéBe bei gegebenem |w| zu mitteln, miissen wir
noch iiber alle rdumlichen Winkel bei konstantem « mitteln, d. h.
iiber das Azimut ¢ mit f als Achse. Wir wihlen ¢ = 0, wenn
in der von f und der z-Achse gebildeten Ebene liegt. Sei ferner @
der Winkel zwischen f und der x-Achse, so daB

k,=kcos® (37)

ist. Nach einfachen Gesetzen der sphirischen Trigonometrie ist
dann

cos # = cos@ cos a + sin® sin o cos .
Die mittlere Anderung der x-Komponente der Wellenzahl wird
also mit (35)
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2n
1
w, = é—;/wcosﬂdtpzwcos@cosa,
0

da
2n
/cosgvdqp =0
0

ist. Mit (37), (24) und (24a) folgt

(38)

_ w? m* ¢ w
Wy = — kx (‘2’]‘,"2' + h k2 ) s
wobei in der Klammer + im Fall der Absorption, — im Fall der
Emission eines Schallquants steht. Auch hier ist das zweite Glied
in der Klammer klein gegen das erste, denn ihr Verhéltnis ist

w m*c¢ w m*v ¢

2°"h T 2 h v

w
= = ‘2*2 k _’l; .
k und w haben die gleiche GroBenordnung. Das obige Verhiltnis
ist also ~ v : ¢, d. h. Elektronengeschwindigkeit: Schallgeschwindig-
keit (108:10°%). Aus (38) folgt, daB w, immer entgegengesetztes
Vorzeichen wie k, hat. Wenn wir den zweiten kleinen Term ver-
nachldssigen, erhalten wir den gleichen Ausdruck fiir Absorption
oder Emission, namlich
w2

17) = —'kx§k7'

z

(38a)

Dies ist also die mittlere Anderung der x-Komponente der Wellen-
zahl des Elektrons (k,) pro StoB, gemittelt iiber alle Schallquanten
mit gleichem | |. Der Absolutbetrag von k, wird durch Sté8e immer
verkleinert, weil w, entgegengesetztes Vorzeichen hat wie k.. Die
gesamte Impulsinderung aller Elektronen wird natiirlich Null, falls
Elektronen mit positivem und negativem k, gleich haufig sind.
Wenn wir z. B. (38a) iiber alle Elektronen mit gleicher Energie
(gleiches k) mitteln, wird der Mittelwert von w,, den wir w, nennen,

f}x = — ]76(6 Ek? .
zz ist dann der Mittelwert der k,, gemittelt iiber alle Elektronen
mit gleichem k. FlieBt kein Strom, so ist k, = 0, also auch w, = 0.
FlieBt dagegen ein Strom in der positiven z-Richtung, so wird

(38 b)

k, >0, also Ex <0, d. h. in diesem Fall wird von den Elektronen
Impuls an die Schallquanten abgegeben.

12*
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§ 14. Elektrische Leitfihigkeit.

Allgemeines [33]. Die Stromdichte J in der z-Richtung eines
Metalls ist definiert durch die Ladung, welche pro Sekunde durch
eine Einheitsfliche senkrecht zur z-Richtung stromt. Ist f (¥) die
Verteilungsfunktion der Elektronen, so ist nach §5

2
@n—)sf (Hdmn

die Zahl der Elektronen im Volumenelement dr; des f-Raumes
pro Volumeneinheit des Metalls.

v ! (A

ist also die Zahl der Elektronen pro d7y, die pro Sekunde durch
eine Einheitsfliche senkrecht zur z-Achse fliet. Da jedes Elektron
die Ladung e mit sich fiihrt, ist die Stromdichte

— [l O dz. (1)

Dieses Integral verschwindet, wenn wir fiir f (f) die FErMI-Ver-
teilung einsetzen, weil dann aus Symmetriegriinden von beiden
Seiten gleich viele Elektronen durch eine Fliche flieBen. Unsere
Aufgabe ist die Berechnung der Verteilungsfunktion bei An-
wesenheit eines duBeren elektrischen Feldes F, das in der z-Richtung
liegen moge.

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion stehen uns zwei Be-
dingungen zur Verfiigung. Erstens soll der Zustand stationdr sein,
d. h.

af _
=0 (2)
Zweitens wollen wir annehmen, daB die Anderung der Verteilungs-
funktion durch das Feld sehr klein sein soll, so da wir f in der Form

TO=lh®+g® 3)
ansetzen kénnen, wo f, die ungestérte FErMI-Verteilung ist und
9O <fo (¥ (32)

sein soll. Die Anderung der Verteilungsfunktion setzt sich aus zwei
Teilen zusammen, aus einer Anderung durch das duBere Feld und
einer Anderung durch ZusammenstéBe,

%2 (z_{)Fexd+ (%)szo, (28)

die sich im stationdren Zustand kompensieren miisson. Der Ein-
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fluB des Feldes auf die Verteilungsfunktion besteht in einer Anderung
der Wellenzahl eines jeden Elektrons, die nach §3, (12) durch
Ak, _eF  dky _ dk,
TR S Rk R TRl
bestimmt ist. Im f-Raum wird also die Verteilungsfunktion in der

Zeit At in der k -Richtung um ¢

FAt . -
P verschoben. Somit ist

Flhes oy By ) = f (I + <500 By, ey 2+ A1)
oder
flky, by, By, t+At)=f<kx e Y )
Hieraus folgt durch Differenzieren
of L [BEHAD—f®8) __ eF 8f _ _ oF of 0F
(97>Fem At’ff At T 7 h 8k, ~ h BF ok,
oder mit §3, (10)
of _ of
<W)M_ —eFu, . @)

Den zweiten Term der Stationaritétsgleichung (2a) haben wir in
§ 13, Gl. (34) bestimmt. Setzen wir diese Gleichung, sowie (4) in
(2a) ein, so erhalten wir

<Z£>Feld_eF ‘527 <6/>sms NMck‘Z

{A+N)f(E+w,) [1—f(H]—N, f()[l—f( +10,)] +
+ N f(E+w,) [1—F (O] — (1 + N)f () [1—7(t+ w,)])
Hier machen wir fir f den Ansatz (3) und beriicksichtigen (3a).
Dann ist

5

of oh

oF — o0E°
so daBl wir (%) Fold durch ?f—t“ Feld ersetzen diirfen und es wird
unter Beachtung von §13, (21) und § 3, (10)

0 0 eFhkyo 0
_<5£>Feld:eszaié) m* 32’, (5%)%3 (ba)
Die Loésung dieser Gleichung ist im Fall hoher Temperaturen
(T > 6) einfach.
Hohe Temperaturen T>@. Nach § 13, (34a) wird fiir hohe
Temperaturen

()™ i i1t s ma210)
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Fiir f machen wir wieder den Ansatz (3). Wie wir auf S. 175 aus-
einandergesetzt haben, wird

%) —
( 5t Json ~ O
denn f, ist ja die Verteilungsfunktion im thermischen Gleichgewicht.

Daher ist
of ag" C '
(5,‘)%3: (a_t)smﬁmzm {g (E+1,) +g (E+w,)—2g (B}. (6)

Aus (5a) ersehen wir, dal &, in o die einzige GrofBe ist, die
0t ) pera g

nicht kugelsymmetrisch im f{-Raum 1st Fiir g (f) wird daher der

tz
Anse 9() =k (B) m
nahegelegt. y (E) ist dabei eine Funktion, die kugelsymmetrisch
im ¥-Raum ist, d. h. wegen § 13, (21) nur von E, nicht aber z. B.
von k, allein abhingt. Dann ist unter Beachtung von §13, (36)
und (36a)
g (E+10,) = (k; + weosfy) x (B + hv) (7a)
g (t+mw,) = (k, +wcosB,) x (E — hv). (7))
Da hohe Temperaturen dadurch definiert werden, daBl hv <k T
ist, kénnen wir kv immer gegen E vernachldssigen, d. h.
2B+ hy) =y (E—hv)=y (E) (7c)
setzen. Somit erhalten wir mit dem Ansatz (7) aus (6) unter
Beachtung von (7a), (7b), (7¢) und § 13, (£a), S.167?

() a= (38 = NMMZ’ (008 B, + cos ) 1 (B). (6a)

Die Summe iiber v verwandeln wir in ein Integral. Dieses zerfallt
in ein Integral iiber die Winkel und in eines iiber |1|. Bei Aus-
fithrung des Winkelintegrals beachten wir, daBl der Winkel zwischen
o und ¥ durch die Winkel 8, und B, gegeben ist, so daBl nur noch
das Integral iiber das Azimut @ (mit f als Achse) verbleibt. Dieses
haben wir in § 13 bei Berechnung der Anderung von &, durch
StoBe mit Quanten mit gleichem || schon ausgefiihrt. Nach
§13, (35) und (38a) Wird

w_/cosﬂad¢p~w/cosﬂed<p—2nw =—2nk, 575 2k2'

1 Wir schreiben gelegenthch k fir die BourzMaNN-Konstante, um Ver-
wechslungen mit der Wellenzahl & zu vermeiden.
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Es ist also nach (6a)

of\ _ [og 270 by w
(3_t>sms—<_ﬁ>smn T NMc B kT (E)Zhv' (8)

Bei der Umwandlung der Summe in ein Integral beachten
wir, daB nach §13, (2) die Zahl der Eigenschwingungen in einem
Frequenzintervall », v 4 dv

12zE ,
= =vidy

ist. Aus (3), §13 folgt ferner

2y
w=——--,
c

Es ist dann

w? 48n% R 12 R ,

hv  hod ,[ Py het 'me (82)
w 0
Da wir den genauen Wert der Konstanten C nicht angegeben haben,

werden wir alle Zahlenwerte und universellen Konstanten, die in

<2_£>sms auftreten, zu einer neuen Konstanten C; zusammen-
fassen. Wir beriicksichtigen dann noch, dal nach §13, (4)

Vi 3n 3N

e 4n  4aR
ist und ferner nach §13 (8)

k® = hy,,.
Dann wird schlieBlich [vgl. (8), (7)]
of __ (99 _ CinT cinT
(a_t)StoB— <3t>sm8 T MP6 ko x (B) = Mlk:s@zg(f)- 9)

Relaxationszeit. Die Relaxationszeit ist durch Definition die
Zeit, die nétig ist, damit eine Stérung der Verteilungsfunktion
auf den e-ten Teil abklingt. Die Storung der Verteilungsfunktion
ist in unserem Fall die Funktion ¢ (f), und es ist definitionsgeméf

og . 1
<W>smn— A (10)

denn hieraus folgt (nach Abschalten des elektrischen Feldes)
¢
g) =g e ~-
Durch Vergleich von (10) mit (9) finden wir
M 62

K
7 = const o

(11)



184 Leitfihigkeit.

oder, da bei unserem Energieansatz k~ v ist

¥ M 6?
T~ v .
Entsprechend wird die freie Weglinge
t M O?
l=to~f =2 (11a)
Es ist sehr wesentlich und keineswegs selbstverstindlich, daB
. of _ (%9 . . . _
in (9) (3_t>stos = ( 3¢ >Stoﬁ proportional zu g ist (bei tiefen Tempe

raturen ist das nicht mehr der Fall), denn nur dadurch ist es
nach (10) moglich, in verniinftiger Weise eine Relaxationszeit
zu definieren.

Die Relaxationszeit steht in engem Zusammenhang mit dem von

den Elektronen abgegebenen Impuls. Um das zu zeigen, ver-

gleichen wir zunédchst (10) mit (6a), woraus wir mit (7) ( l-(h—zz =JN,,

vgl. oben )

1 C
— = WareEEy 2 M (€08 f, + cosp)
w

erhalten. Nach § 13, (35) ist wcos 8 die Anderung der Wellenzahl
der Elektronen pro Stof mit einem Schallquant tv, die wir Ak,
nennen wollen. Daher wird

X N,w(cos B, + cos B,) = NAk,,

wobei N die gesamte Anzahl der Quanten ist und Ak, ein Mittel-
wert aller A %,. Ferner ist nach (33), §13
c
Pi = warcH
die Ubergangswahrscheinlichkeit. N ®, ist dann (bei hohen Tem-
peraturen) die Wahrscheinlichkeit W, daB ein StoB8proze8 pro
Elektron stattfindet. Somit wird
1 Aky
Chnial ey vt
A4 k,, ist nach §13, (38a) immer negativ falls der Strom, d. h. k,,
positiv ist. Da %k proportional zum Impuls p ist, wird also
Ak, Aks| _ |Aps
ky kr || po
die mittlere relative Abnahme der z-Komponente des Impulses
pro StoB.
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1
W=
war die Zeit zwischen zwel Sté8en. Somit ist

48] (12)

Ist insbesondere |Ap,|=|p,|, d.h. gibt ein Elektron pro StoB
seinen ganzen Impuls ab, so ist f{, =17, d. h. es wird dann die
Relaxationszeit gleich der Zeit zwischen zwei ZusammenstéBen.
Im allgemeinen ist aber 7 nicht gleich der Zeit zwischen zwei Sto8en,
sondern unterscheidet sich davon in charakteristischer Weise
gemil Gl. (12). Der Faktor /ip& ist ziemlich selbstverstdndlich,
T

denn wenn sich der Impuls bei einem Stol nicht dndert (4 p, =0),
muf 7 unendlich grol werden.

Die Relaxationszeit setzt sich nach (11) aus drei Faktoren
zusammen : einem Temperaturfaktor (1/7), einem Faktor, der von
der Geschwindigkeit der Elektronen abhingt (¢%) und einem Faktor,

2
der den EinfluB des Gitters kennzeichnet (ﬂn-@——) Alle drei
Faktoren sind einfach zu verstehen.

Die Abhingigkeit von der Geschwindigkeit der Elektronen
erklirt sich in folgender Weise: Die Wahrscheinlichkeit eines

ZusammenstoBes ist nach §l3 (33) ~~1— Die relative Impuls-

inderung pro Sto, 2%% — 2 ,ist nach (38), §13~ . Nach (12)
x

ist also T~ k3~ 3. Um die Abhanglgkel'c von den Glttersehwm-
gungen zu verstehen, machen wir die einfachste Annahme, die
wir iiber die Streuwahrscheinlichkeit machen kénnen, wir setzten
sie ndmlich proportional zur Zahl der Atome pro cm3, » und

zum mittleren Amplitudenquadrat «? der Schwingung eines Atoms
um seine Ruhelage [30]. Unter der Annahme harmonischer
Schwingungen mit der Frequenz v, ist die mittlere kinetische

Energie 2722, M 2* und aus thermodynamischen Griinden ist
sie bei hohen Temperaturen -; kT. Da hv,=Kk0O ist, folgt

"t~ M @2 Die Relaxationszeit  ist umgekehrt proportional zur

Streuwahrscheinlichkeit, d. h. IN%?,—Z. Damit haben wir auBer
der Abhingigkeit von dem Gitter auch die Temperaturabhingigkeit
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abgeleitet, ohne auf die Vorstellung der Schallquanten Bezug
zu nehmen.

Die Temperaturabhingigkeit folgt auch einfach daraus, daf8
die Zahl der Schallquanten N,, also auch die Zahl der Zusammen-
stofBe, proportional zu 7' ist.

Berechnung des Stromes. Zur Berechnung des Stromes brauchen
wir noch die Funktion y (E). Aus (9) folgt mit (10) und (7)

0 1
<6—£>St08— ——g——— 2% ().

Durch Einsetzen in (5a) erhalten wir

eFh o 1

e —ﬁ—:——?x(E’),
oder mit (7)

Fh 0
k(B =— 20T g, O (13)

Aus (1) finden wir mit (3) unter Beriicksichtigung, da8, wie auf
S. 180 gezeigt wurde, die Integration iiber f, verschwindet:

_ 2 eFh of,
J = —W?/tvzkza—E;drf.
Bei unserem Energieansatz (21), § 13 ist
h kg
“mr = Y

2
Im Integral kénnen wir aus Symmetriegriinden »2 durch %— ersetzen.
Dann ist [vgl. § 3, (ll)]

2eF
J=— 2P /EﬁraE

Hier fithren wir die Integratlon iiber die Winkel im !-Raum sofort
aus, da alle Grofen davon unabhingig sind. Nach §4, (30) ist

(pro cm3)
1 _ D(&)
W/d‘ﬂ = —‘R— dE,
Winkel

J___:.L_e F/ EtrafoD(E) iL.

d. h.

Da f > nur in der unmittelbaren Umgebung von E = { wesentlich
von Null verschieden ist (Abb. 67, Anhang 8. 357), diirfen wir

7 . . . .
den Faktor von 5% mit seinem Wert bei der Energie { vor das
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Integral setzen. Mit der Beziehung (18), § 5,
3” (B D);=Np=mnp R,
sowie mit

[ihap=—1

erhalten wir schlieBlich die Leitfdhigkeit:

J  enn 2l ‘
0="5— TR _ TR psg (14)

m mvc

in formaler Ubereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (5).
Unsere gegenwirtige Theorie liefert aber
iber die elementare Theorie hinaus Einzel-
heiten der Relaxationszeit 7,, insbesondere
die Temperaturabhéingigkeit, die in guter

Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist.
Bei einer exakten Berechnung der in 7 auf-

. \.
tretenden Konstanten erhilt man auch noch g
die richtige GroBenordnung der ILeitfahig- ) )
. Abb. 39. Die Verschiebung
keit [33, 104]. der Elektronenverteilung im
. . . . lektrischen Feld, —— Be-
Nach (14) ist die mittlere Relaxations- gonumg der Verteilungs:
zeit identisch mit der Relaxationszeit der funktion ohne Feld,

Elektronen mit der Grenzenergie { und = = mit Feld.

entsprechend ist die ,,mittlere‘* Geschwindigkeit die Geschwindig-
keit dieser Elektronen. In der Leitfdhigkeitstheorie bedeutete also
Mittelung einer GroBe nicht Mittelung iiber die ungestérte Ver-

teilung f,, sondern iber 37 f ?. Der Grund dafiir ist leicht verstandlich.

Durch das Feld wird ]a, unserer elementaren Theorie §12 ent-
sprechend, die z-Komponente der Geschwindigkeit aller Elek-

tronen um einen gewissen Betrag Av erhoht. Das ist gleich-
bedeutend damit, daB die Verteilungsfunktion im Impulsraum

um den Betrag m Av in der Richtung des Stromes verschoben
wird (vgl. Abb. 39). Dadurch wird aber die Verteilungsfunktion
fo

nur an den Stellen wesentlich gedndert, an welchen groB ist,

d.h. am Rand { der Fermi-Verteilung. Um Av zu berechnen,
bemerken wir, daB nach (3) und (13) die gestorte Verteilungs-
funktion

f(B) =y (B)— T htke 2ho (13a)
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lautet. Andererseits bedeutet eine Erhhung von v, um A v, daB
die Verteilungsfunktion gleich der ungestérten Verteilungsfunktion

ist, falls wir dort v, durch v, + A v ersetzen. Demnach ist

f02) = o 0g—A0) =fo— L2 A0,
Bei unserem Energieansatz §13, (21) ist
vz:hyff und :5‘;=2—2:£=2—g’hk
d.h.
f=h—g hk,dv.
Durch Vergleich mit (13a) folgt
dv=2Ex (14a)

genau wie in der elementaren Theorie § 12, (3).
Lassen wir den einfachen Energieansatz § 13, (21) fallen, so ist
eine einfache Durchfiihrung der Rechnungen nicht mehr méglich.

7 wird aber in jedem Fall den Faktor —- M @ enthalten, wihrend &3

durch eine kompliziertere Funktion der Wellenzahl f und der Ge-
schwindigkeit b ~ grad; £ zu ersetzen sein wird. Nennen wir diesen
Faktor @, so ist (alle Konstanten sind in ¢ aufgenommen)

_ Me?
T ¥
oder mit (14)
e MO n
=7n*_T—TF‘P;s T>06. (15)

In diesem Ausdruck enthilt g, die Konstante C aus § 13, (33).
@, soll also eine Grofe sein, die (angenéhert) monoton von der Kern-
ladungszahl abhingt, vorausgesetzt, daBl @ als Funktion von f nicht
rasch verdnderlich ist. Das ist aber nicht zu vermuten, denn sogar
bei Halbleitern, bei denen k eine ganz andere GroBenordnung als
bei Metallen hat, ist die freie Weglinge von der gleichen GréBen-
ordnung. In (15) ist beachtenswert, dal ¢ nicht proportional

zu ny allein, sondern zu %’1 d. h. zur Zahl der freien Elektronen

pro Atom ist. Da bekannt ist, kann aus den MeBwerten von ¢

ng . .
die GroBe —n— @ entnommen werden. Andererseits kennen wir 711'

fiir eine Reihe von Metallen aus optischen Messungen (Tabelle 2,
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S. 115). Damit kénnen wir zunichst nachweisen, dall ¢ tatséchlich
eine monotone Funktion der Kernladungszahl ist. Wir tragen dazu
in Tabelle 11 alle zur Berechnung von ¢ nétigen GroBen fiir die-

jenigen Metalle, fiir welche wir %' kennen, auf. Da die Genauig-

keit von be hochstens 10—20% ist, geben wir die andern GroBen

auch nur mit einer entsprechenden Genauigkeit an.

In Tabelle 11 bedeutet Z die Kernladungszahl, 4 das Atom-
gewicht. ¢ ist in elektrostatischen C-G-S-Einheiten fiir 7' = 273°
angegeben.

Tabelle 11.
Metall Na | K | Cu | Rb | Ag | Cs Au
\

Z 11 19 29 | 37 47 55 79
o+ 10716 215 | 14,3 | 58 78 | 60 51 | 4
462105 5,8 62 | 63 61 | 50 62 | 60
';_F 0,9 0,8 0,5 0,8 0,8 0,9 0,7
@102 2,7 1,8 1,2 1,0 0,9 0,6 0,7
35
1 3,2 1,8 1,2 ! 1,0 0,7 0,6 0,4

Wir sehen aus dieser Tabelle, dafl ¢ tatsichlich monoton in Z
ist, insbesondere, daf die Alkalimetalle und Cu, Ag, Au sich
gut aneinander anschlieBen. Wir konnen ¢, wie die Tabelle zeigt,
durch

p= . 10% (16)

recht gut darstellen. Damit gewinnen wir eine halbempirische
Darstellung fiir die Leitfahigkeit. Wenn wir ¢ in em™! Q-1
(12 = 10hm) ausdriicken, wird aus (15) und (16):
— A np 101

Diese halbempirische Formel gestattet uns die Bestimmung
von %F— aus ¢. Den erhaltenen Werten liegt die Hypothese zugrunde,

daB ¢ durch (16) richtig dargestellt wird.

Fiir Metalle mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen, z. B.
Cr, Ni, miissen die hier angegebenen Formeln, wie wir in § 30
zeigen werden, etwas modifiziert werden [212]. (15) und (17) sind
daher fiir diese Metalle nicht giiltig. Fiir die iibrigen Metalle geben
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wir die mit Hilfe von (17) berechnete Zahl der freien Elektronen
pro Atom, %F-, in Tabelle 12 (¢ in em™10Q-1 fiir T = 273°).

Tabelle 12.
Metall Li |Na| K |Rb|Cs|CulAg|Au| Be |Mg|Ca|8r|Ba

o-10~* 12 | 24|16 8,6 5,6’ 656749 18 |25(24(3,3|1,7
A@®%-107° 9 |58/6,2(6,1(6,2|6350/60| 90 |20)|21|17]|18
Z 3 |11)19|37|55|29|47/79] 4 |12 |20 38|56

e 007 o,slo,s 0,8 10,9 0,5! 1 1‘(0,01) 0,3/0,4(0,10,1

~

Metall Zn | Cd | Hg | Al | In Tl Sn | Pb Bi

c-10~ 18 15 | 44 | 40 12 7,1 10 5,2 0,9
A6®2-107° 36 32 20 41 45 56 ‘80 17 25

Y/ 30 | 48 80 13 49 81 50 82 83
z'TF 0304|0302/ 021} 02 0,1 0,4 | 0,05
Die hier berechneten n:' -Werte sind zwar nicht sehr genau,

sie geben aber sicher ein einigermafBen richtiges Bild von den
tatsichlichen Werten. Nur die beiden leichten Metalle Li und Be
liefern sicher falsche Werte. @ wurde teils aus der spezifischen
Wirme, teils aus den elastischen Konstanten entnommen.

Das Resultat fiir %F entspricht ganz unseren Erwartungen des
§ 5. So haben z. B. die zweiwertigen Metalle durchwegs kleinere
ﬁf als die einwertigen, was nach § 5 daher riihrt, dafl be sogar
Null wére, wenn fiir die beiden Valenzelektronen nur ein Energie-
band zur Verfiigung stinde. Es miissen sich also zwei Binder
teilweise iiberdecken, wodurch ﬁf zwar von Null verschieden wird,

aber verhiltnismaBig klein bleibt (vgl. § 5, S.79).
Charakteristisch fir Wismut ist die extrem kleine Zahl der

freien Elektronen, die nach § 5 dadurch zu erkléren ist, daB die

Grenzenergie { sehr nahe am Rand eines Energiebandes liegt.

Wiirde £ mit dem Rand zusammenfallen, so wire %I': =0. Dasselbe

muBiten wir schon in § 11 aus dem groBien Dijamagnetismus von
Bi folgern (vgl. § 31).
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Wir kehren nochmal zur Diskussion der halbempirischen
Formel (17) zuriick. Sie zeigt uns, von welchen Faktoren die Leit-
fihigkeit eines Metalles abhingt. Zuerst wollen wir aber noch
eine Vereinfachung vornehmen. Das Verhiltnis 4/Z ist fiir alle
Atome etwa 2. Es ist ziemlich genau 2 bis zum Element 20
(Ca) und steigt dann langsam. Bei den schweren Elementen
ist es etwa 2,5. Die beiden einzigen Faktoren in (17), die ein Metall

charakterisieren, sind daher @2 und % 2 entspricht dem Einflu8

des Gitters auf die Leitfahigkeit, an demjenigen der Elektronen.
Innerhalb einer Vertikalgruppe des periodischen Systems hat

"%1 fir alle Metalle angendhert gleiche Werte (vgl. Tabelle 12).

Der Unterschied der Leitfahigkeit solcher Metalle ist dann allein
auf den Unterschied der DEBYE-Temperaturen zuriickzufiihren.
Diese Unterschiede kénnen sehr betrichtlich sein, wie ein Vergleich
der Alkalimetalle mit Cu, Ag und Au zeigt!.

Tiefe Temperaturen, T <6 [58]. Bei tiefen Temperaturen
gestaltet sich die Berechnung der Leitfdhigkeit unvergleichlich
komplizierter als bei hohen. Der Grund dafir ist, daB die
Approximationen, die bei hohen Temperaturen gemacht werden
diirfen, nicht mehr zulissig sind, weil jetzt

hv

T >1
ist. Bei der Durchfithrung der Rechnung macht man fir die
Storung g wieder den Ansatz (7). Es ist aber jetzt [vgl. (7¢)]

2 (E+ k) x (BE—ho) + 1 (B).
Als Folge davon kann man in (5) im Ausdruck fir (%{)sm die
Summe iiber tv (die wir in ein Integral verwandelt hatten) nicht
mehr wie in (8), (8a) auswerten, weil sie durch die Faktoren

x(E + hv) eine unbekannte Funktion von », d. h. von w, enthilt.
Infolgedessen ist auch

<%>smu = <'Et')3’i_>sm1:‘+ ~9-

Daher ist es nicht mehr méglich, wie in (10) eine Relaxationszeit

. [0 . 1
zu definieren, denn dazu miillte ja (5;1)& g sein. Natiirlich
S — 0|

1 Auch die Druckabhingigkeit der Leitfahigkeit ist in erster Linie auf
eine Druckabhingigkeit von @ zuriickzufithren [170].
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1Bt sich immer eine Zeit 7 definieren, welche die Eigenschaft
hat, daB die Leitfihigkeit durch den Ausdruck (14)
eTnp
m

gegeben ist. 7 hat aber jetzt nicht mehr die Eigenschaft, dafl eine
t

Stérung des thermischen Gleichgewichtes wie e v abklingt. Da-
gegen lift sich zeigen, daB 7 immer noch durch (12) definjert
werden kann. Dann ist also

Pz
Apy

T =1

. (12)

Wir wollen hier nicht die ganze komplizierte Losung von (5)
wiedergeben, sondern nur aus dem obigen Ausdruck fiir 7 die
Temperaturabhingigkeit berechnen. Nach §13, (38a) ist die
mittlere Anderung der x-Komponente der Wellenzahl durch
StoBe mit Schallquanten gleicher Frequenz v

w2
Im Mittel iiber alle w wird also
Aky Apg | w?
ks - Pz 2k
wo w? der Mittelwert von w? ist. Da w ~ v ist, wird also
Apz| e
Pz

Andererseits ist die Zeit ¢, zwischen zwei Zusammenstéfen um-

gekehrt proportional zur Zahl der Schallquanten N. Somit wird
nach (12)

Pz 1

Aps |~ W

Die Gesamtzahl der Schallquanten ist nach §13, (5) und (2)

vm vm
v2dy
N~ [ No2dy= [ ————.
by
efT 1
0 0

Fiir hohe Temperaturen ist, wie wir bereits wissen, wegen :—,;<1

o~T =1

(18)

v?ﬂ
Nw/ﬂvzd'w\» T.
hy
0
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Fiir tiefe Temperaturen fiihren wir die Variable & = I-f‘;' ein und
finden

= kTS [ EdE _ hom
NN<T) Py m = %7 -
0

Da k T<hw, ist, wird £, o und das Integral nimmt einen
von T unabhangigen Wert an. Dann ist

N~T3, T<6.
Wir bendgtigen jetzt noch den Mittelwert 2, d.h. den Wert

4
— | N, vzdv——ﬁ ”d” .
eﬁ 1
0

Wie oben wird fiir hohe Temperaturen

I [LEVE PR BN (19)
N hv
0
und fiir tiefe Temperaturen
fd¢ T8 —
N _/ef—- 1 TV‘ T \0 (19&)
Nach (18) ist also mit (19) und (19a)
b~ i~k T3>0
N2 T
1 1
G~ 7T<60

Diese Temperaturabhéngigkeit ¢~ 75 ist vermutlich in guter
Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Mit Sicherheit ist das 7'-5-
Gesetz jedoch noch nicht nachgewiesen (vgl. S. 196).

Die groBe Verschiedenheit fiir hohe und fiir tiefe Temperaturen
erklirt sich also dadurch, daB fiir hohe Temperaturen N~ T,
fiiv tiefe aber ~ 7' ist, wiahrend »2 fiir hohe Temperaturen tempe-
raturunabhingig, fiir tiefe aber ~ 72 ist. Dies letztere ist dadurch
bedingt, daB fir tiefe Temperaturen die Frequenz v, des Maximums
der Pranckschen Verteilung kleiner als »,, ist. Man kann dann
v durch v, ersetzen. Nach dem WriEeNschen Verschiebungsgesetz

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle, 13
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ist vy~ T, also 2~ T2 Bei tiefen Temperaturen wird also nicht
nur die Zahl der ZusammenstoBe kleiner (~ 7'®), sondern auch
der pro Sto abgegebene Impuls (~ 7%2).

Umklapp-Prozesse [86, 87]. Vom elektrischen Feld wird den
Elektronen dauernd Impuls in der z-Richtung zugefiihrt. Dieser
wird an die Schallquanten abgegeben, so daB sich deren Gesamt-
impuls dauernd erhoht und das thermische Gleichgewicht gestort
wird. Wir haben bisher immer so gerechnet, als ob die Schall-
quanten im thermischen Gleichgewicht wiren. Um das zu recht-
fertigen, muBl gezeigt werden, daB die Abweichungen vom Gleich-
gewicht sehr klein sind. Eine ausfiihrliche Untersuchung, die wir
hier nicht wiedergeben, zeigt, dal bei hohen Temperaturen die
Wechselwirkung der Gitterwellen untereinander hinreichend grof3
ist, um das Gleichgewicht wiederherzustellen. Bei tiefen Tempe-
raturen trifft das aber nicht mehr zu. Zur Herstellung des Gleich-
gewichts ist hier eine neue Art von Zusammenstéfen mit den
Schallquanten nétig, die sog. Umklapp-Prozesse. Diese bestehen
darin, daB sich die Wellenzahl eines Elektrons beim Stof8 auBler

um v noch um %T” n dndern kann, d. h. daB
F=ft+1w+ 27311

ist. Solche Prozesse haben wir schon haufig betrachtet. Mit
o = 0 sind sie gleichbedeutend mit den Prozessen bei Elektronen-
beugung, d. h. mit der elastischen Reflexion von Elektronen an
Netzebenen. Der Unterschied gegen dort besteht nur darin, daB
jetzt nicht f, sondern f -+ den Bedingungen fiir selektive Reflexion
geniigen muf}. Da ip viele Werte annehmen kann, bestehen fiir
ein Elektron im Zustand f viel mehr Méglichkeiten fiir solche
Reflexionen. Bei diesen Prozessen ist der Gesamtimpuls Elektron
Quant nicht mehr konstant, so daB die Méglichkeit besteht, den
Impuls des Feldes zu vernichten, ohne daB er von den Schall-
quanten aufgenommen wird. Er wird vielmehr zum Teil, wie
z. B. bei der selektiven Reflexion von Elektronen an einem Metall,
vom gesamten Gitter direkt aufgenommen. Im iibrigen besteht
aber fiir die Berechnung der Leitfihigkeit kein wesentlicher Unter-
schied zwischen den Umklapp-Prozessen und den gewdohnlichen
Streuprozessen, denn der Ausbreitungsvektor ist ohnehin nur bis

2 . . . .
auf Vektoren Tﬂn definiert. Falls wir mit dem reduzierten Aus-
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. .. o . . 27
breitungsvektor rechnen, miissen wir #mmer einen Vektor —-n

addieren, der so bestimmt ist, dal die Komponenten des Aus-
breitungsvektors immer, d. h. vor und nach dem StoB, zwischen

— gundg liegen. Unsere Berechnung der Temperaturabhingigkeit

der Leitfahigkeit bleibt also unbeeinflufit, weil hiernach in (38),
§ 13 der Faktor w? nicht zu dndern ist.

Legierungen, Verunreinigungen [104]. Nach unseren Vor-
stellungen iiber die Bewegung von Elektronen in Metallen entsteht
der elektrische Widerstand dadurch, daB im Metallgitter Ab-
weichungen von der strengen Periodizitét vorhanden sind, die
eine Streuung der Elektronen verursachen. Bei reinen Metallen
und perfekten Einkristallen entstehen solche Abweichungen nur
durch die thermischen Schwingungen des Gitters. Anders ist das
aber bei Legierungen. Wenn wir, von einem Metall ¢ ausgehend,
einige Atome des Metalls b in das Gitter einbauen, so wird an diesen
Stellen eine Abweichung von der Periodizitit des Gitterpotentials
auftreten. Die Folge davon ist eine zusdtzliche Streuung und
daher ein zusédtzlicher Widerstand.

Wir wollen hier nur solche Legierungen betrachten, bei welchen
die Gitterstrukturen der beiden Metalle @ und b gleich sind.
Wir nehmen an, dal durch den Einbau von b-Atomen keine
wesentliche Verzerrung des a-Gitters entsteht. Die Elektronen
kénnen dann, wie oben erklirt wurde, durch zwei verschiedene
Prozesse gestreut werden: 1. Streuung durch die Gitterschwin-
gungen, 2. Streuung infolge des Potentialunterschiedes zwischen
den beiden Atomen @ und b. Entsprechend setzt sich [vgl. (5a), (6)]

<%)Swﬂ - <%>Smﬂ

additiv aus zwei Teilen zusammen:

<%%>Stoﬁ = (%%)1' + <%>L :

Der Index 7T bedeutet Streuung durch die thermischen Schwin-
gungen, L bedeutet Streuung durch die Fremdatome (Legierung).
Dieser letztere Term ist also unabhingig von der Temperatur.
Nach der Definition von 7 (10) ist also auch

,}A__l<_ai\ __1,<,9_9> ~l<ﬂ> _L+L
T g at)smn g\ot)p g\ot)r vp L’

Dies gilt nicht nur fiir hohe, sondern auch fiir tiefe Temperaturen,
13*
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wie man an Hand der allgemein giiltigen Relation (12) leicht
zeigen kann. Es war ja £, die Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen,
d. h.

L9,
t ;
wo @ die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB pro Sekunde ein StoB
erfolgt. Da wir jetzt zweierlei St68e haben, von denen wir an-
nehmen, daf sie sich gegenseitig nicht beeinflussen, setzt sich @
additiv aus den beiden Teilen

D=P,; + P,

zusammen, d. h. nach (12)

1 1 1
T T_T + T_L’
wie oben.
Da die Leitfahigkeit ¢ ~ 7 ist, wird der elektrische Widerstand
e~

d.h. beji einer Legierung

e=erter (20)
o setzt sich somit additiv aus einem temperaturabhéingigen Teil g,
und einem temperaturunabhéingigen Teil p;, dem Restwiderstand,
zusammen. Das ist die MATTHIESSENsche Regel, die wir schon in
§ 12 mitgeteilt haben und die sich somit zwanglos aus unseren
Grundanschauungen ergibt.

Wir wollen besonders darauf hinweisen, daB in diesem einfachen
Gesetz tatsdchlich unsere Grundanschanungen bestitigt werden.
Wiirde man z. B. annehmen, wie es in der klassischen Theorie
geschah, daB sich ein Elektron nicht frei durch ein ideales Gitter
bewegen kann, sondern durch die Gitterpunkte (nicht Gitter-
schwingungen) gestreut wird, so wire durchaus nicht einzusehen,
daB Fremdatome eine so verschiedenartige Streuung hervorrufen.

Der Restwiderstand g ist bei sehr tiefen Temperaturen natiir-
lich der ausschlaggebende Teil in p (20), da ja g, ~ T verschwindet
(vgl. Abb. 38b, 8. 157). Dies erschwert die experimentelle Priifung
des 7'5-Gesetzes sehr wesentlich, da ja kleine Verunreinigungen
bei tiefen Temperaturen schon groBe Verinderungen des Wider-
standes hervorrufen.

Da die Anderung des Potentials durch Fremdatome um so
groBer ist, je stirker sich die Kernladungszahlen Z unterscheiden,
mufl auch g; um so grofer sein, je grofer die Differenz der
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Kernladungszahlen, AZ, ist. Das soll natiirlich nicht heiflen, daB
oy, eine Funktion von AZ allein ist und nicht auch von Z abhéngt.
In Tabelle 13 zeigen wir fiir Cu als Grundmetall, daB unsere Be-
hauptung recht gut erfiillt ist. Die Werte von g, sind in £ cm an-
gegeben und beziehen sich auf 1 Atomprozent Beimischung.

Besonders interessant

Tabelle 13.
ist es auch, den Rest- apere

widerstand einesMetallsp _MetallbinCu| A4Z Jogin10*Qcm
1mkMetall % nllllt dfem um- Mg 1 0.8
ge ehrten Fa , @ 1IN b, za Al —16 0,8
vergleichen [170]. In bei- Cu 0 0
den Fillen ist die Abwei- Zn +1 0,2—0,3
chung vom periodischen Ag +18 0,22

Au +50 | 0,6—0,64

Potential gleich grof, so
daB auch 7, in beiden Fillen gleich groB ist. Der Widerstand g,

héngt aber auch noch von der Zahl der freien Elektronen pro Atom,

np .
o ab, und zwar ist

o~ .
0L prym

T

L
nTF ist durch das Ausgangsmetall gegeben, falls die Konzentration
des Fremdmetalls klein ist. Wir kénnen nTF aus Tabelle 12 ent-
nehmen. Die Grofle g - 7;—F muf3 dann fir beide Fille, @ in b,

oder b in a, gleich sein, vorausgesetzt, daB unsere %-Wer’oe richtig

sind.

Tabelle 14.

epin mp|  mp epin | np | np
Metall 11460 cm n n °L Metall /10-4'Qem n n 9L

Mgin Ag|08—1,3| 1| 08—1,3 | AginMg| 3—3,5 | 0,3 | 09—1,1
Mg ,, Cd | 0,4—0,45/0,4 0,16—0,18 | Cd ,, Mg | 0,5—0,6 | 0,3 | 0,15—0,18
Cu ,, Ag|04—05]|1| 04-05 | Ag,, Cu! 022 05| 0,11
Ag ,, Au| 036 |1 0,36 Au, Ag! 03 |1 0,3
Cd ,, Au| 0,64 |1 0,64 Au,, Cd | 1,71,9 | 0,4 | 0,68—0,76

In Tabelle 14 ist g, wieder fiir 1 Atomprozent Beimischung des
Fremdmetalls angegeben. Bei der Beurteilung dieser Tabelle miissen
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wir beachten, daB sowohl unsere %'—-Werte, als auch die MeBwerte

von o, reichlich ungenau sind. In Anbetracht dessen ist die Uber-
einstimmung so gut, wie wir erwarten kénnen. Der einzige Wert,
der nicht stimmt, ist Ag, Cu. Wahrscheinlich ist hier der experi-
mentelle Wert 0,22 fiir Ag in Cu zu niedrig, eine Vermutung, die
auch durch Tabelle 13 nahegelegt wird.

Wir wollen schlieBlich auch die Abhingigkeit des Restwider-
standes g; von der Konzentration berechnen. Es sei y, die Konzen-
tration des Metalls a, y, diejenige von b, so daB

Ya = 1 —Y-
o, muB proportional sein zur Zahl der Storstellen. Wir koénnen
immer die Atome a als Fremdatome in b und umgekehrt die Atome b
als Fremdatome im Metall ¢ betrachten. Dann ist also

01~ Ya¥s = Ya (1 —7a) = 75 (1—=7). (21)
g, ist daher als Funktion von y, oder y, eine Parabel mit dem

Maximum bei y, =y, = 5 und natiirlich ¢, = 0, falls entweder

y, oder y, Null ist. Dieses Gesetz fiir g, ist in sehr guter Uber-
einstimmung mit der Erfahrung, wie Tabelle 15 fiir Ag—Au zeigt!.
Die theoretischen Daten geben uns keine absoluten Werte und sind
mit den experimentellen fiir y, = 0,01 in Ubereinstimmung gebracht.

v, Dbedeutet Atomprozent
Tabelle 15. Nach [104]. Silber

va | 0,01 |0,025| 0,316 0,629 In den Uberlegungen, die
theor. | 035 | 0,88 | 7,6 | g 2% (21) fiihrten, war die Vor-

exp. } 0:35 086 | 73 | 82 aussetzung enthalten, daBl die
beiden Metalle keine Verbin-
dung bilden. Trifft das aber nicht mehr zu, sondern bilden sie z. B.
eine Verbindung im Verhaltnis 1: 2, so muB} g, fiir p,:9, =1:2,

1 . . . . N
d.h.y, = 3 verschwinden, weil das Gitter dann wieder periodisch
ist. Auch das wird gefunden und Abb. 40 gibt als Beispiel die
experimentellen Daten fiir die Legierung Cu—Au.

Auch von den hier abgeleiteten GesetzmaBigkeiten miissen wir
wieder die Metalle mit nicht abgeschlossenen inneren Schalen aus-
nehmen (vgl. § 29).

1 In (21) ist vernachlissigt, daBl die Metalle @, b im allgemeinen ver-
schiedene —%-Werte haben. Bei Ag und Au sind diese jedoch gleich.



Wirmeleitfahigkeit. 199

Suprale ‘dhigkeit. Bel vielen Metallen verschwindet der Wider-
stand bei «iner tiefen Temperatur 7, plotzlich sprungartig und
bleibt Nuli fir 7' < T,. T, hat die GréBenordnung 1°. Der Sprung
des Wide: standes ist mit einem Sprung der spezifischen Wérme
der Elcktronen (die bei so tiefen Temperaturen gemessen werden
kann) und einer Anderung des magnetischen Verhaltens eng ver-
kniipft. Es ist bisher noch nicht ,

. . Cm
gelungen, diese Erscheinungen theo- 1) : . T T
retisch zu deuten. ”

74

Der Grund hierfiir scheint darin
zu liegen, dall man bisher immer
versucht hat, die Supraleitung als
Grenzfall der Leitfahigkeit zu ver- T é
stehen. Es konnte aber kiirzlich ¢

6
gezeigt werden [210a), dall man
die Suprastréme so beschreiben ¢
kan'n, daf} sie immer in bestimmter 2 Cyhu Pl
Weise mit den sie begleitenden 1 | I
Magnetfeldern verkniipft sind, dhn- 06'u “ ‘Z o AR
U —> Au

lich wie bei einem diamagnetischen )

. . Abb. 40. Der Widerstand der Cu-Au-
Atom. Der Unterschied gegeniiber Legierung. Aus [14].
dem Diamagnetismus besteht nur
darin, daB sich hiernach der ganze Supraleiter wie ein einziges
grofles diamagnetisches Atom verhilt, wobei jedoch die diamagne-
tischen Strome nicht notwendigerweise im Supraleiter geschlossen
sein miissen, sondern auch von auflen zugefiihrt sein konnen.
Es diirfte sich also bei der Supraleitung eher um ein Problem des
Diamagnetismus als um ein solches der Leitfahigkeit handeln.

§ 15. Wirmeleittihigkeit.

Die Stationdirititsgleichung [54]. Wir haben bei Behandlung der
elektrischen Leitfihigkeit die Stationiritdtsbedingung nur fiir den
Fall eines duBeren elektrischen Feldes aufgestellt. Wir wollen jetzt
den allgemeinen Fall behandeln. Es mége also die Verteilungs-
funktion f eine Funktion der Raum- und Impulskoordinaten sein.
Fiir die letzteren fithren wir zweckmifBig die Koordinaten des
Ausbreitungsvektors f ein. Es ist dann:

f = f(z, 9,2, kx’ ky’ kz) .
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Die GroéBe —f bedeutet in unserem sechsdimensionalen t, f-Raum

die Anderung der Dichtefunktion pro Sekunde ganz in Analogie
zu hydrodynamischen Strémungsproblemen. Das Vorzeichen ist so

zu wiéhlen, daf % > 0, wenn die Ausstrémung aus dem Volumen-
element dt,; die Einstromung iiberwiegt. Durch Ausfiihrung der
Differentiation finden wir

af 3,‘ ofdz | ofdy ofdz  of dk, = of dky

i = Gudi Toydt Tazdr ok, dt | ok dt T O

of dk, f
+6I: e _%—ngadf’”) + (grade 1)

Im stationdren Zustand ist
df
de

d. h. alles, was aus dem Volumenelement d 7, ; ausstrémt, muB8 durch

St6éBe wieder hineingeworfen werden. 2—{ bedeutet die Erhohung

von f pro Sekunde bei festgehaltenen tr und f. Diese ist durch die
StéBe allein gegeben. Unter Beachtung des Vorzeichens (vgl.
S. 176) wird

of _ of
ot <5i>smu‘
Ferner ist nach § 3, (10)
r= %grade.

Damit erhalten wir aus (1) und (2)

 (grad f, grad B) + (grade £, = (1) . 3)

Die weitere Entwicklung dieser Gleichung hingt wesentlich von

dem Wert von f ab, d. h. von der durch &uBere Felder bedingten
zeitlichen Anderung der Wellenzahl eines Elektrons. Wir wollen
nicht den allgemeinsten Fall behandeln, bei dem gleichzeitig elek-
trische, magnetische und thermische Felder vorhanden sind. Dieser
Fall ist zwar ohne allzu groBe Schwierigkeiten losbar, doch sind die
allgemeinen Resultate sehr uniibersichtlich. Wir werden hier viel-
mehr den Fall von gleichzeitigem elektrischen und thermischen
Feld, in § 17 denjenigen von gleichzeitigem elektrischen und
magnetischen Feld behandeln. In einem &uBeren elektrischen Feld
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ist nach § 3, (12)

. e
Das Feld soll in der z-Richtung liegen, §, = F. Es ist dann
k=2, ky=k,=0. 4)
Wir machen, wie in § 14, wieder den Ansatz
f:f0+ga g<]‘0, (5)
wobei f, die ungestérte FErMI-Verteilung ist.
1
fo="5=2
e kT 11
Da f={f, dem thermischen Gleichgewicht entspricht, ist wie in
§ 14
(@_f,,_) —
9t /stos
Wir fiihren nach (10), § 14 die Relaxationszeit 7 ein:
1 [(og
B <3t)sma ©)

Auf der linken Seite von (3) konnen wir g gegen f, vernachlissigen.
Nach (4) wird mit dem Ansatz (5):
. 6 ofy OE eF
(gradsf, 1) = f° Ic a;‘}’ oh h )
Wir nehmen an, daf das Tempera.turgefalle, wie das elektrische
Feld, in der z-Richtung liege. Dann sind { und 7 Funktionen von
x und es ist

af, OE

(grad f, grade)—:W ok, (8)
wobei
ofy _ 2 o (E—C\ _ of o (E—C\oT _
Ff | okTw( kT )*ﬁ“’ﬁ( ET )7{_1 (8a)
_of[ E |, L 0r]oT I
—a_E‘[" ?’+7~W]W
ist. Wir erhalten aus (3) und (6) mit (5) bis (8a):
1 8E of E ¢ 4 1.
W ok, 9F ["T+T 6T]8z +e F} —z9 O

Also wird die gesuchte Funktion g:
v 0F 6fo{A EaT}

"~ h ok, F
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wo
¢ ot tor o¢ e (¢
‘4:[T—ﬁ]ax+F 1o —5e TF=—Top(p)5; +eF (D
ist.

Die einzige unbekannte GréBe in (10) ist die Relaxationszeit 7.
Fiir hohe Temperaturen haben wir 7 in § 14 berechnet. Wir kénnen
rein formal (6) auch als Definition von 7 fiir tiefe Temperaturen
einfithren. Da aber dann nach S. 191

ﬂ) ~
< ot Jston T Y
ist, hebt sich die Funktion ¢ in der Definitionsgleichung fiir v nicht

mehr heraus, so daf T ganz von der speziellen Art der Stérung abhéngt

und fiir Warmeleitfahigkeit anders als fiir elektrische Leitfahigkeit

ist. Der Grund dafiir ist eben (nach S. 192), daf} jetzt die Stérung g
t

nicht mehr wie ¢ abklingt. Wir finden also nach § 14, (11) fiir
hohe Temperaturen

T~ T, T>6. (12)
Fiir tiefe Temperaturen dagegen wird, wie wir weiter unten be-
sprechen, 7~ 773, im Gegensatz zur elektrischen Leitfihigkeit
(t ~ T-5).

Warmeleitfihigkeit. Nach dieser Bemerkung iiber die Relaxations-
zeit wenden wir uns wieder an die Berechnung der Wirmeleitfahigkeit.
Durch die in (10) berechnete Funktion ¢ ist sowohl der elektrische
als auch der Wirmestrom bestimmt. Nach § 14, (1) ist die elek-
trische Stromdichte

2
J =g /v gdr; = Ma/@k gdr;. (13)

Der Ausdruck fiir den Warmestrom Q lautet ganz entsprechend.
Anstatt des Transports von Ladung e berechnen wir beim Warme-
strom den Transport von Energie £. Dann ist

2 1 2 oE
QZW_/E”xgdr‘:FW/E gdrs. (14)

Bei der Ableitung von (13) und (14) ist Gleichung (5) beniitzt und
die Tatsache, daB der ungestérten FErmI-Verteilung weder ein
elektrischer, noch ein Wiarmestrom entspricht. Wir setzen (10) in
{13) und (14) ein und erhalten

7=~ el ) 14— %Zi} o A (13
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Die einzige von der Richtung im f-Raum abhéngige Grofe ist in
2
beiden Integralen (E?TE) . Bei Mittelung iiber alle Winkel diirfen

wir sie ersetzen durch - (grad; E)?, oder bei der Einfihrung der

Translationsenergie E, [§ 3, (11)]:

/0B \2 1 2 h?

(F1) = 5 (erade B)? = - B,
Da jetzt in den Integralen keine winkelabhéngigen Groflen mehr
vorkommen, kénnen wir die Integration iiber die Winkel bei kon-
stanter Energie ausfiihren und erhalten nach §4, Gl. (30).

Wfdrfzp(E)dE

Winkel
wobei die Eigenwertdichte D jetzt auf die Volumeneinheit des
Metalls zu beziehen ist. Damit wird (13a) und (14a)

10T

4 ¢ | |

I= g m (A= g5 1), 1o
4 1 7/ 1eT

0=y (A p o k). 1o

Die verschiedenen Integrale haben wir durch die Groen L, abge-
kiirzt, wobei

d
an—/rEtrE”D?%,—dE (17)
bedeutet. Diese Integrale haben die Form
~ [ F(B)D(B) o aE.
Wir zeigen im Anhang 3., Gl. (3), daf der Wert dieses Integrals

FODQ+ ' (g FEDE), _ TP+, ..

ist. Es wird also, wenn wir als Abkiirzung

G(E)=7E,D (18)
einfiihren?
d2
—L, = 0O+ (gge OF) (TP + ... (9)

Wir berechnen jetzt den Warmestrom unter der Voraussetzung,
daB8 der elektrische Strom verschwindet. Letzteres gibt uns die

1 Index  bedeutet, daB der Wert der betreffenden GroBe fiir £ =
zu wahlen ist.
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Bedingung [vgl. (15)]
- L. (20)
Damit wird

Q_41 1 07 L} —L,L,
3m T ox L,

Setzen wir hier L, aus (19) und (I18) ein, so erhalten wir erst in
zweiter Naherung ein von Null verschiedenes Ergebnis:

4 1 o7 2n2 2 4 kT oT
Q=307 55 ¢ COED? =53 DB~ = 7.
Nach § 5, GL (18) ist?
4
np = 5 (By D),

die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit. Somit wird

(20a)

l
mit T = '1%

Q= n e k?Tnp 0T 2% k2T np 0T
-3 m Px 3 mv; Ox
oder nach §12 (6) die Warmeleitfahigkeit

2 . 12 2 2
%:i’,""k TnF:f_l;k Tnp 1)

3 m 3 muvg

in formaler Ubereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (8a).
Daf}  in erster Naherung verschwindet, ist klar, da in dieser Nidherung
mit einer Verteilungsfunktion f, beim absoluten Nullpunkt gerechnet
wird, die natiirlich keine thermischen Effekte aufweisen kann.
Bemerkenswert ist, dafl aus der Bedingung (20) folgt, daB das elek-
trische Feld nicht verschwindet, obwohl der elektrische Strom
Null ist. Das ist verstindlich, denn die Elektronen, die die Wirme-
energie transportieren, fithren gleichzeitig auch elektrische Ladungen
mit sich. Um den so entstehenden elektrischen Strom auszugleichen,
ist ein elektrisches Feld nétig, das einen Gegenstrom erzeugt. Dieses
Feld ist wichtig bei der Berechnung der Thermokraft (§ 16).

Wir kommen zur Berechnung der Temperaturabhingigkeit. Fiir
hohe Temperaturen ist nach (12) 7, ~1I,~ T, d.h. die Wérme-
leitfahigkeit (21) ist fiir hohe Temperaturen temperaturunabhéngig.

Das Ergebnis ist in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung,
was natiirlich schon daraus folgt, daBl das WIEDEMANN-FRANzZsche
Gesetz (S.163, § 12) firr hohe Temperaturen erfiillt wird.

1 Hier steht np, weil D auf die Volumeneinheit bezogen ist.
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Fiir tiefe Temperaturen muf 7 gesondert berechnet werden.
Dabei findet man 7~ 73, gegen 7~ T3 bei der elektrischen
Leitfahigkeit. Der Grund dafiir ist folgender. Bei der Berechnung
des elektrischen Widerstandes hatten wir auf S. 193, § 14 gezeigt,
daB sich das 7" Gesetz aus zwei Faktoren zusammensetzt. Einem
Faktor, der proportional zur Zahl der ZusammenstoBe (~ 7'3) und
einem zweiten, der proportional zum abgegebenen Impuls ist und mit
T? geht. Bei der Wirmeleitféhigkeit wird, da der elektrische
Strom Null ist, gar kein Impuls auf die Elektronen iibertragen,
was dazu fiihrt, daB in erster Néherung die Verteilungsfunktion
iiberhaupt nicht gedndert wird (vgl. S. 204). Fiir die Wieder-
herstellung des Gleichgewichts spielt also die Impulsabgabe (~ 7%
gar keine Rolle, so dafl 1/t proportional zur Zahl der Sté8e, d. h.

t~T3,  T<0O (22)

ist. Durch Einsetzen von (22) in (21) finden wir die Warmeleitféhig-
keit fiir tiefe Temperaturen ~ T2, was experimentell bestatigt wird.
Das WiepEMANN-FraNzsche Gesetz ist hiernach fiir tiefe Tempe-
raturen ungiiltig.

Einflup von Verunreinigungen. Wie wir in § 14 bei der Behand-
lung der Legierungen gezeigt haben, setzt sich 7, falls Fremdatome
ins Gitter eingebaut sind, aus zwei Teilen zusammen, und zwar
wird

1 1 1
“_E‘ = ﬁ + E 5
wobei 7, die gewohnliche temperaturabhingige Relaxationszeit ist,
wihrend 7; nicht von der Temperatur abhingt. Nach (21) ist

» ~ Tt, also
1 1 1
w ~ Tep * T
Der EinfluB von Verunreinigungen ist demnach um so stérker, je
kleiner 7' ist. Fiir tiefe Temperaturen, 7,~ T-3, wird

Fiir sehr tiefe Temperaturen wird das erste Glied Null, das zweite

hingegen unendlich. Wihrend fiir den elektrischen Widerstand

Verunreinigungen bewirken, daB er bei kleinen Temperaturen

nicht gegen Null, sondern gegen einen konstanten Wert g, konver-
. 1

giert, verursachen sie, daB der Warmewiderstand —- anstatt Null

unendlich wird.
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Zum SchluB sei noch bemerkt, daB auch das Gitter einen Beitrag
zur Wirmeleitfahigkeit liefert, der aber klein gegen den Beitrag
der Elektronen ist, denn elektrische Isolatoren haben eine sehr
kleine Warmeleitfahigkeit [66].

§ 16. Thermoelektrische Effekte.

Thermodynamischer Zusammenhang. Wenn in einem Metall ein
Wirmestrom flieBt, so wird, wie wir in §15 schon angedeutet haben,
im Metall ein elektrisches Feld F erzeugt, das wir Thermofeld nennen.
Dieses Feld ist in der Lage, in einem geschlossenen Stromkreis, der
aus mindestens zwei verschiedenen Metallen besteht, einen elek-
trischen Strom zu erzeugen. Die beiden Metalle nennen wir ¢ und b

(vgl. Abb. 41). Ihre beiden Létstellen
7+dr 7 mogen die Temperaturen 7'und 7'+ AT
haben. 7' sei die niedrigste, 7'+ AT

KA die héchste Temperatur des Kreises.
ADD. 41, Thermokrele, > Richtu  Dann flieBt von 7' + AT sowohl durch
a als auch durch b ein Wirmestrom.
Beide erzeugen in a bzw. b ein Thermofeld. Falls @ und b ver-
schiedene Metalle sind, entsteht dadurch eine Potentialdifferenz
zwischen den beiden Lotstellen. Sind dagegen @ und b gleiche
Metalle, so heben sich die Wirkungen der beiden Thermofelder
gerade auf, weil der Wirmestrom jn ¢ und b ja verschiedene Rich-
tung hat. Schneiden wir eines der beiden Metalle a oder b auf, so
kénnen wir an den beiden Enden eine Potentialdifferenz messen.
Man versteht dann unter Thermokraft ¢,, die Potentialdifferenz,
falls AT = 1° ist. Es sei also V,, die gemessene Spannung, dann
ist die Thermokraft
dVap
Pab = —gp - (1)
Im Zusammenhang mit dem eben besprochenen Effekt steht der
PeuriEr-Effekt. Er sagt aus, daB an den beiden Lotstellen zweier
Metalle eine Temperaturdifferenz erzeugt wird, falls in dem Kreis
ein elektrischer Strom flieBt. Die Temperaturdifferenz hingt natiir-
lich von den &uBleren Bedingungen ab. Wir definieren deshalb den
PevtiER-Koeffizient P,, durch die an der Lotstelle auBer der JouLe-
schen Wirme erzeugten Wirmemenge (genaue Definition weiter
unten).
Wie wir in § 15 gesehen haben, besteht das Thermofeld F,; in
einem Metall immer, wenn ein Wirmestrom flieBt. Wenn gleich-
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zeitig nun auch ein elektrischer Strom durch das Metall flief3t, wird
die entwickelte Warmemenge von der JouLEschen Wirme etwas
verschieden sein, da ja das Thermofeld jetzt auch Warme erzeugen
kann. Das Vorzeichen von F, héngt natiirlich von der Richtung
des Warmestromes ab. Die vom Thermofeld erzeugte Wirme, die
TroMSON-Wirme, wechselt also ihr Vorzeichen, wenn der Wérme-
strom (oder der elektrische Strom) sein Vorzeichen wechselt, d. h. in
einem Fall wird Wérme erzeugt, im anderen verbraucht. Der eben
beschriebene Effekt heit TEHoMsoN-Effekt.

Zwischen den drei GroBfen Thermokraft, PELTIER-Wirme und
TrOMSON-Wirme bestehen einfache thermodynamische Zusammen-
hénge. Gegeben sei ein Stromkreis, bestehend, wie oben (Abb. 41)
beschrieben, aus den Metallen @ und b mit den Temperaturen 7'
und T + AT an den beiden Lotstellen. Eines dieser Metalle
schneiden wir, wie oben, auf, so daB an den Endpunkten die
Spannung V,, liegt. Mit diesem Thermoelement kénnen wir
Arbeit leisten. Dazu verbinden wir die Endpunkte durch einen
sehr hohen Widerstand, so daB der (sehr kleine) Strom I durch
den Kreis flieit. Durch den Strom wird im Thermoelement Warme
erzeugt: JouLEsche Wéirme, PrLTIER-Wirme und THOMSON-
Wérme. Wir definieren den PrLTIER-Koeffizienten dadurch, daB

P, ab I (2)
die pro Sekunde an der Lotstelle a, b erzeugte Warmemenge ist.
Den TrOMSON-Koeffizienten y, eines Metalls @ definieren wir ent-
sprechend dadurch, da@

u IAT (3)
die pro Sekunde erzeugte Warmemenge ist. An der Lotstelle (a, b)
moge die Temperatur 7+ A4 T, an (b, a) die Temperatur 7" herrschen.

Offensichtlich ist
P

ab (T) =— By (T).
Die PELTIER-Wiarme des ganzen Kreises ist daher nach (2)-
d Fyp

(Pab(T+AT)_Pab(T))I=“H'T*'A TI. (2a)

Aus (3) folgt, daB die THOMsoN-Warme im Metall b
—upy IAT
ist, denn hier hat I das gleiche, AT aber das entgegengesetzte Vor-
zeichen wie im Metall a. Die gesamte THoMSON-Wirme ist also
(a—pp) IAT. (3a)
Die JouLesche Wérme ist vernachlissigbar klein, da sie ~ 12 ist.
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Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (Energie-
erhaltungssatz) mufl die im Thermoelement erzeugte Wérmemenge
gleich der an ihm geleisteten Arbeit

IV, =15 ar @
sein. Mit (4), (2a) und (3a) folgt dann
— 18 gy =1 8080 A 4 Ty ) AT,
oder
dv dF
— e Ll ). (5)

Eine weitere Relation gewinnen wir mit Hilfe des zweiten Haupt-
satzes. Da PELTIER- und TroMsoN-Effekt reversibel sind, muB
die Entropie konstant bleiben!. Es ist dann, wenn 7' eine mittlere
Temperatur (T L T LT + A T) ist [vgl. (2) und (3)]

0= 4 faoll+dD) p Foll) jQ bagpp_togpr,
T4+A4T T T T
Hieraus folgt fiir AT - 0
d ( Fap .ua o _
ar (1) + 47" =0

als zweite Relation. Durch Kombmatlon mit (5) ergeben sich die
beiden folgenden Beziehungen [vgl. (1)]

dv, F,
- ®
dgap — d*Vap _ Pa— (7
d7 47 T

Wegen dieser beiden Beziehungen geniigt es den THOMSON-
Koeffizient 4 zu berechnen, denn wir kénnen aus ihm dann in ein-
facher Weise V,, und P,, ableiten.

THOMSON- E//ekt [54, 65] Wir betrachten jetzt ein homogenes
Metall a, in dem ein elektrischer Strom J (Stromdichte) und ein
Wirmestrom @ flieBt. Die Stromrichtung sei die z-Richtung. Wir
wollen die in der Volumeneinheit pro Sekunde entwickelte Wéirme-
menge W berechnen. Diese setzt sich aus zwei Teilen zusammen.
Der erste Teil ist von der Feldstirke F abhiingig, namlich JF.
Der zweite Teil ist der UberschuB der in die Volumeneinheit ein-
stromenden Wirmemenge iiber die ausstrémende. Da durch die

1 Dabei wird die Annahme gemacht, daB die Erhéhung der Entropie
infolge des Warmestromes vernachlissigbar ist.
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Flacheneinheit bei = x, der Wirmestrom @) (z,) einfliet, wahrend
Q (x + Ax) bei v = z, + Az ausflieBt, verbleibt in der Volumen.
einheit pro Sekunde die Warmemenge

Q (%) — @ (z, + A=) aQr
Az = oz’
Somit ist
w—=Jr—2%. (8)

Zur Berechnung dieses Ausdruckes setzen wir J und @ aus § 15,
(15) und (16) ein. Wir nehmen zuerst eine kleine Umformung vor.
Berechnet man 4 in § 15, (15) und setzt es in § 15, (16) ein, so wird
Qb L (Yl erm Loy
3 m\ 4e L, T ox L, T oz %)
oder, da nach (20a), § 15 die Warmeleitfahigkeit

4 LI,
3mT L,
ist, wird
_J L1 T
Aus § 15, ( 15) folgt mit § 15, (1 l)
o (¢ 1 0T
J=g, (eFL 6T<T) 6a:L Ta_xL1>
Hier ist [Vg1~ § 15, (19); §5, (18), § 14, (14)]
4 e? 4 e? et teng
WLo:WTc(EnD)ZZT:U,
so daB
1971 P 1 L,
F_M+e 3x(TT< )+TL0> (10)

wird. Einsetzen von (9) und (10) in (8) ergibt
W:L’_,_E_T_Ti’u(hi_i)iﬁi(%ﬂ)

o ox = 0T \L, T T) e ox z
oder
J? oT 0 oT
W= G el ) (1)
mit
T8 (1L ¢
=T (?7:;'— ?)' (12)

In (11) bedeutet das erste Glied die gewohnliche JouLEsche Warme
(~ J?), das letzte Glied die durch die Warmeleitung erzeugte
Wirme, wihrend das mittlere, zu J proportionale Glied definitions-
gemifB [vgl. (3)] die THoMsON-Wirme ist.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle, 14
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Aus (18) und (19), § 15 folgt?

GO+ T @BEERTE
L s —c+ 7 wre[S e 42
C W)+ ek Ty

G @

Iallw]

¢ QE]
¢

n? (v By D);
= (kT2
¢+ 5 60 h, D)
Da nach §3, (11), E,,~ ¢* und da die freie Weglinge ! = v 7 ist,
wird mit (12)

_ BT

B=—730, (13)
wo
U v’ D’
5 — [T +2 ¢ fL (13a)
ist.
Die Thermokraft wird nach (7)
k2 T 2
Pab = —— % (0 — 03), (14)
d. h. die Spannung
k2 2
Voo = % (6, — 8) (T + AT — T?).
Der Prrrier-Koeffizient P,, folgt aus (6)
kT2 n?
Popp=——"—506,—8). . (15)

Diskussion. Die hier abgeleiteten Formeln (13) bis (15) haben
natiirlich nur fiir hohe Temperaturen 7' > @ Giiltigkeit, falls wir
die fiir die elektrische Leitfihigkeit berechnete Relaxationszeit bzw.
freie Weglinge verwenden (vgl. S. 202). Auf eine spezielle Diskussion
tiir tiefe Temperaturen verzichten wir hier. Die GréBe J, ist dann
eine fiir jedes Metall charakteristische Konstante. Die von uns abge-
leitete Temperaturabhingigkeit von g wird fiir hohe Temperaturen
im allgemeinen gut bestitigt. In Abb. 42 geben wir einige experi-
mentelle Kurven. Entsprechend ist auch die direkt gemessene
Temperaturabhingigkeit von ¢,, und P,, im allgemeinen mit
unseren Ergebnissen in Ubereinstimmung. Zur Diskussion des
Absolutwertes von y bzw. ¢,, wollen wir zunéchst fiir I, » und D
die Werte fiir freie Elektronen einsetzen. Fiir diese ist nach § 5,
(13) und § 14, (11a)

v~ B2 D~EV2 I~ E2,
1 Die Striche bedeuten Ableitung nach E.
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Daher ist

3
0= . (16)

Wir zeigen zunichst an Hand der Thermokraft, daB8 die GroBen-
ordnung in (14) richtig ist. Die beobachtete Thermokraft ist
Volt

bei Zimmertemperatur von der GréfSenordnung 10-5—10-6 Grad"

Aus (14) folgt mit (16)

eVab=6%bAT=n2kT(Cia~cib)-kAT. (17)
kT ist fiir Zimmertemperatur 1/, e-Vclt,
kAT fir AT =1 ist ungefihr 104 e-Volt,
wahrend { etwa 5 e-Volt ist. Damit er- Werad|
halt man also tatsichlich die richtige ¢
Gr6Benordnung. Fiir Alkalimetalle sollten /
die nach (17) berechneten Thermospan- ’ FoT
nungen auch im einzelnen mit den gemes- Cu /
senen Werten iibereinstimmen, weil fiir Al- /
kalimetalledasModellfreier Elektronen die A
Wirklichkeit gut wiedergibt. Es stellt sich 4 //
heraus, daB dies besonders gut im fliissigen e
Zustand erfiillt ist [176]. Wir haben bis-
her noch nichts iiber die fliissigen Metalle 7 //
mitgeteilt und werden dies auch erst in Au //
§ 32 tun. Hier seinur darauf hingewiesen, ’ R R R W
daB gerade fiir fliisssige Metalle eine be- abs Fmperatur

sonders gute Ubereinstimmung ZU er-  Apb. 42. THoMSON-Koeffizient u
: 3 : fiir Cu, Ag, Au. Abhingigkeit
. zei ie - » Ag,
W,a'rten ..ISt Tabelle 16 gt d B _Ergeb von der Temperatur. Nach [17].
nisse fir den THoMSON - Koeffizienten.

VA
3

Y

Tabelle 16. Nach [176].

Metall | L Na K Rb Cs
exp. | +0,03 | —0,048 | —0,043 | —0,085 | —0,078
 in Mikrovolt P l ‘
T theor. | —0,016 | —0,023 | —0,036 = —0,041 | —0,048

Bei einer groflen Anzahl von Metallen hat J negative Werte.

Betrachten wir zunédchst nur die GréBen % und % in é (13a). Beide

sind nach § 3 am unteren Rand eines Energiebandes positiv, am
oberen Rand aber negativ, denn sowohl v als auch D ist Null an

14*
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beiden Réandern. Anders verhilt sich aber die Gré8e lll- Wir haben

im § 14, (11a) I ~ v* gefunden, unter der Annahme, daf8 die Energie
wie bei freien Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* beschrieben
werden kann. Aber selbst dann steckt noch eine Voraussetzung
iiber die GroBe der Wellenzahl in der Ableitung, wie wir schon in
§ 13 bei Berechnung des Streuwinkels angedeutet haben. Da
nimlich bei einem StoB mit einem Schallquant praktisch keine
Energie tibertragen wird und da fiir die Wellenzahlen ein Erhaltungs-
satz gilt, mul}
V=t+w, k¥=EF

sein, wo f die Wellenzahl des Elektrons vor dem StoB, ¥ nach dem
StoB und v die Wellenzahl des Schallquants ist. Daraus folgt
sofort

2k>w. (18)
Ist wy,, > 2k, so konnen hiernach nicht alle Schallquanten, sondern
nur der Teil, fiir den (18) erfiillt ist, in Wechselwirkung mit den
Elektronen treten. Wie wir in Kap. IV bei der Behandlung der

Halbleiter sehen werden, hat dies zur Folge, daB3 I fiir kleine &
T

konstant wird. Da nach § 13, (13) wy,, = a ist, sind nach (18) Ab-

weichungen vom I~ v%-Gesetz auch bei verhiltnismafig groBen
Energien zu erwarten. Nach diesen Bemerkungen ist es versténd-
lich, daB schon eine kleine Anderung der Energiefunktion eine groBe

Anderung von lT hervorrufen kann, so da3 auch bei Metallen, bei
welchen % und % noch ahnliche Werte wie bei freien Elektronen

4 . . . .
haben, - schon ginzlich verschieden sein kann. Das ist z. B. der

Fall bei Cu, Ag und Au, wo wir, insbesondere aus Messungen des

Havr-Effekts (§ 17), schlieBen miissen, daB %I und daher wahr-

’

. D e .
scheinlich auch D positiv ist, wihrend aus den thermoelektrischen

Effekten folgt, daB §-(13a) negativ ist. Aus den experimentellen
Werten fiir 4 (vgl. Abb.42) findet man 6{, ~—1, wo £, die Grenz-
frequenz unter der Annahme freier Elektronen ist.

§ 17. Galvano-magnetische Effekte.

Elementare Behandlung des Havrv-Effekts. An einer Metallplatte
(x—y-Ebene) liege in der z-Richtung ein elektrisches Feld F, und
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in der z-Richtung ein Magnetfeld H. Man beobachtet dann in der
y-Richtung ein elektrisches Feld F,, das wir berechnen werden.
Das Auftreten dieses Effekts ist einfach zu verstehen. Die Elek-
tronen, die sich unter Einflu} des elektrischen Feldes in der z-Rich-
tung bewegen, werden durch das magnetische Feld senkrecht zu
beiden Feldern, d. h. in die y-Richtung abgelenkt. Um den dadurch
in dieser Richtung entstehenden Strom zu kompensieren, ist ein
elektrisches Feld ¥, notig. Wir werden sehen, daB wir aus dem
Havv-Effekt sehr wichtige Schliisse auf das Verhalten der Elektronen
ziehen koénnen.

Wir haben die Beschleunigung eines Elektrons in einem &uBeren
Feld in §3, (13a), (14) berechnet. Die Beschleunigung eines Elektrons
ist demnach genau so groBl wie diejenige eines freien Elektrons,
multipliziert mit der Freiheitszahl f;. Das ist gleichbedeutend
damit, daB man die Masse des Elektrons durch eine scheinbare

Masse % ersetzt, die dann auch negativ sein kann (vgl. § 3).
Die Bewegungsgleichungen lauten somit fiir unseren Fall
b= (LBt Ho ) hy iy = (o By — s o) fr, 9=0. (1)
Der mittlere Geschwindigkeitszuwachs in der Zeit 21 =7, ist
[vel. § 12, (3)]
e e
Av, — (WFx—kmﬂvy)fﬂ 2a)
Av, = (%Fyﬁ%mz)/ﬂ. 2b)

Der Strom wird durch Summierung von e Av, iiber alle Elek-
tronen pro cm? erhalten.

. __ eTnp
J, — 264 v,= """ F, 3)
Dabei ist beniitzt, daB nach § 5, S. 72
2 fr=np 4)

ist. Der Strom in der y-Richtung soll verschwinden. Es muf} also
2 Av, =0 sein. Das bedeutet nach (2b)

F, D= —Z ye

v, setzt sich additiv zusammen aus v2, dem Wert ohne Feld und 4v,.
Es ist X v? f = 0, weil ohne Feld alle Geschwindigkeitsrichtungen
gleich héufig sind. Mit (4) und (3) erhalten wir dann

F, nF—*Z :r.ff'—_fl‘ZAv —ft%
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fr soll ein geeigneter Mittelwert von f; sein. Er ist naturgemiB iiber
diejenigen Zustéinde zu bilden, deren Besetzungszahlen durch das
duBere Feld beeinfluBt werden, das sind die Zustinde in der Niahe
der Grenzenergie {. Wir schreiben deshalb f, fiir f; (Ableitung
auf S.218).

Die Harx.-Konstante R ist definiert als Feldstirke Fv fir H =1,
J,=1. Es ist also

_ Fy i .
R= BT, = eong (H in GauB). (5)

Fiir freie Elektronen ist f, = 1. Sonst kann f, aber positiv und
negativ sein. Die Diskussion wollen wir auf S. 220 nach der exakten
Behandlung durchfiihren.

Exakte Berechnung des HALL- Effekts [54]. Wir gehen aus von der
allgemeinen Gleichung § 15, (3). Wir setzen voraus, daB die Tem-
peratur im ganzen Metall konstant, und zwar > @ ist und daB auch
alle duBeren Felder konstant sind. Dann ist grad f = 0 und wir
erhalten

gradsf, H=(50) . ©®)

Nach § 3, (12) wird ¥, wenn wir ein elektrisches Feld in der z- und
y-Richtung, § = (¥,,F,,0) und ein magnetisches Feld in der
z-Richtung § = (0, 0, H) voraussetzen:

: 1 s 1 ) .
kZ:F<eFx+ %Hvy>, kyzﬁ(er—%Hvz), k=0,

da ja die Kraft & = e + % [b, $] ist. Durch Einsetzen in (6)
entsteht

e[ o 17, af . (uaazfz—”x:—m] (gg)smﬂ (6a)

Wir machen Wleder den Ansatz,

f = f 0 + 99 g <f 0
wo f, die FERMI-Verteilung ist und beachten, daB [vgl. § 15, (6)]

(= ()=
0t / stos ot /stos z 9

ist. Wiirden wir auf der linken Seite von (6a) wie bisher g ver-
nachldssigen, so fielen die Glieder mit H ganz weg, denn es ist
(§3, (10)1]

oy oty a/o< oF oF - afo Is (0,0, 0,2,) = 0.

Y ok, — Yz ok, = 2B \"v ok, "z ok,
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In diesen Gliedern miissen wir daher g beibehalten. Wir erhalten
dann aus (6a) mit § 3, (10), da

Oty _ 0t OF
ok; ~ OE 0k;
ist:
of eH ég og 1
eaE:v) (vax'*‘Fy@y)'Fch <vy akx_‘vx aky)z—?g- (7)

Diese Differentialgleichung fiir die Funktion g 148t sich unter
gewissen Bedingungen exakt losen, ndmlich immer dann, wenn die
Energie E fir E={ sich dhnlich wie bei freien Elektronen (mit
einer scheinbaren Masse m*) verhilt, deren Wellenzahl im Fall
m* > 0 identisch mit der reduzierten Wellenzahl ist, wihrend fiir
m*<0 die Wellenzahl vom oberen Rand des Energiebandes aus
zu zéhlen ist [vgl. z. B. § 4, S. 35 oder § 5, S. 77]. In beiden Fillen
ist die Energiefliche £=( im f{-Raum durch Kugelflichen dar-
stellbar. Im Fall m* >0 ist sie eine Kugel mit =0 als Mittel-
punkt; fiir m*<0 wird sie bei einem einfachen kubischen Kristall
durch Kugeln, welche die 8 Wiirfelecken f= ( + %, + %, + %) als
Mittelpunkte haben, dargestellt (vgl. § 4).

Bei den meisten Problemen, die wir bisher behandelt haben,
waren die Abweichungen der Energieflichen von XKugelflichen
unwesentlich und wir haben sie meist durch Kugelflichen er-
setzen konnen. Bei der magnetischen Widerstandsinderung, die
wir in diesem Paragraphen zu besprechen haben, stellt sich aber
heraus, daB der ganze Effekt gerade von der Abweichung der
Energieflichen von Kugelflichen, also von ihrer Anisotropie ab-
hiangt. Fir freie Elektronen wird sie also Null.

Ein einfaches Beispiel fiir eine anisotrope Energieflaiche haben
wir in §4 A bei der Behandlung stark gebundener p-Elektronen
kennengelernt. Fiir Energien nahe am unteren Rand des Energie-
bandes sind die Energieflichen bei einem kubischen Kristall Ellip-
soide (vgl. Abb.7e¢, 7d). Zu einer Energie gehoren immer drei
gleiche aufeinander senkrecht stehende Ellipsoide, so daf die kubische
Symmetrie trotz der Anisotropie gewahrt ist. Eine unmittelbare
Folge der Anisotropie der Energiefliche ist die Anisotropie der
Geschwindigkeit

1
v=|gradiB|,

d. h. v hingt nicht nur von der Energie E, sondern auch von der
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Richtung ab. Da die Relaxationszeit v eine Funktion der Ge-
schwindigkeit ist, wird auch 7 eine anisotrope Funktion, d. h. auch
7 hingt auBer von der Energie noch von der Bewegungsrichtung
des Elektrons ab.

Wir wollen nun (7) zunéichst fiir den Fall verschwindender
Anisotropie 16sen. Dann wird man auf Grund der Symmetrie des
Problems den Ansatz

g=0% P19 P (8)
versuchen, bei dem @, und ¢, nur von £ abhéingen. Nach §3, (10) ist
ov, 1 &F év, 1 &F

=, = A usw.
Oky h ok oky h 2ky0ky,

Wegen der vorausgesetzten Isotropie ist ferner unter Einfiihrung
der Freiheitszahl § 3, (14)

?E K *E h? 0*E

ory — ok, | ok e okp 0k,
Wir erhalten dann durch Einsetzen von (8) in (7)

0. 9)

0 H 1
eygv” (Uze+ UyFy) +%n—g/k(vy(pl_vz(p2) -+ T (”z% + Uy(P2) =0.

In dieser Gleichung sind v, und v, unabhéngig voneinander. Daher
miissen die Faktoren von v, und v, einzeln verschwinden. Mit
den Abkiirzungen
_Te H fk
1= "me !
ay=reh (11)
erhilt man die beiden Gleichungen
Pr— gy =—aF,
Pt o =—ayF,.
Die Losungen dieser Gleichungen lauten
— ay ¥y + a0, Fy
PETT e (12)
ay Fy—a,a, F,
i
Die elektrische Stromstidrke wird entsprechend § 15, (13) mit (8)

(10)

2
JzZ(TWe/(”ﬁ%"Fvﬂy%)dfb

2
Jy:(z—n):;e/(v;(pz—}-vzvytpl)drf.

In diesen Integralen sind v, und v, die einzigen von den Winkeln
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im f-Raum abhingigen GroBen. Die Integration iiber die Winkel

kann deshalb sofort ausgefithrt werden. Wegen der Isotropie sind
2

v . . .
2 und ”121 durch - zu ersetzen, wihrend die Integrale iiber v, v,

verschwinden. Beniitzen wir noch die Definition der Eigenwert-
dichte D (pro Volumeneinheit) nach § 4, (30),

1

‘Winkel

und der Translationsenergie E, nach § 3, (11)
m
5 =By,

so erhalten wir
4
Jp = ’3%/EtrtplDdE
de (13)
J, = —3WfEtr<p2DdE
Setzen wir hier fiir ¢, und ¢, die Werte aus (12) ein, so wird unter
Beachtung von (10) und (11)

4 e?
J, = 5o (K F, + Ky F)] l

o (13a)
Jy = 3m [Kle - K2Fx] |
Dabei ist
. T of
K= — [ { s BuD 5y dE "
_ T of
K, = — 1+T%EtrD aE—dE

Beide Integrale lassen sich wie die Integrale L, in § 15 (17) auswerten.
Sie liefern .
K= (144, EuD)

— (BT
K2 - ( 1+ a? )C (Etl‘D)C
Der Strom in der y-Richtung soll verschwinden. Nach (13a) ist
daher
F __ K,

7K 19

(14a)

und J, wird
4 e? K2
Jx: 3—:”‘F:c <K1+ Ti)y
oder die Leitfahigkeit
L L K
o= = 3m<K1+K1>. (16)
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Unter Verwendung von (14a) erhalten wir mit (10)

K, mec
K,  eHuf! (158)

K2
K, + TI% = (t B D),

Entnehmen wir (E, D), aus § 5, (18), so wird nach (16) die Leit-
fahigkeit

et m
= (16a)
wihrend die Harn-Konstante nach (5), mit (15), (15a) und (16)
_ B _ K _
R——HJx_HFxo'_ean ®)

ist. Fiir die Harr-Konstante erhalten wir daher das gleiche Ergebnis
wie in der elementaren Theorie.

Die Leitfihigkeit ¢ (16a) hat genau den gleichen Wert wie
ohne Magnetfeld [§ 14, (14)]. Die Widerstandsinderung ist daher
bei Vernachlissigung der Anisotropie Null.

Beriicksichtigung der Anisotropie [65, 91, 105]. Das Verschwinden
der magnetischen Widerstandsinderung la3t sich bei freien Elek-
tronen leicht verstehen. Bekanntlich lauten die Bewegungs-
gleichungen

b, =—F,+ - Hu,, 8, = = F,— —— Hu,
Entsprechend den Ausfiihrungen von § 12 sollen die v,, v, ge-
eignete Mittelwerte iiber alle Elektronen darstellen. Der Strom in
der y-Richtung soll verschwinden, d. h. 4, = 0. Ferner ist dann
auch v, = 0. Es wird dann

- e
V=7 B

so daB der EinfluB des Magnetfeldes auf v, und damit auf den
Strom vollstindig wegfallt.

Bei Beriicksichtigung der Anistropie ist eine allgemeine Be-
handlung des Problems nicht mehr durchfiihrbar. Wir werden
deshalb die Annahme machen, da die Stationiritétsgleichung
immer noch durch (8) und (12) gelést wird, vorausgesetzt, dafl man
fiir v und f, jetzt die richtigen, anisotropen Werte einsetzt. Man
wird dann wieder zur Gl. (13) gefiihrt, hat dabei aber bei der
Integration iiber die Winkel die beidenn Grofen v und f, durch
entsprechende Mittelwerte iiber alle Richtungen zu ersetzen. Diese
Mittelwertbildung wollen wir durch Uberstreichen kennzeichnen.
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Man erhilt dann wieder (13a), wobei die Integrale analog zu (14a)
jetzt

K, = (Tg-l-‘iiﬁ; (B¢ D):
—
K, = (ﬁlzf‘); (B D):
lauten. GI. (16) bleibt bestehen, aber es ist jetzt

K+ o= B Dk (5 ) + (125 ) () @9

und daher wird analog zu (16a)
e2np
o(H)=—7"1[1, (18)
wo die eckige Klammer den in (17) angegebenen Wert hat. Der
wesentliche Unterschied gegen friiher ist, daB z. B. a7 + a - 7 ist,
so daB sich jetzt [] nicht auf 7 reduziert. Um (18) ndher aus-
werten zu konnen, unterscheiden wir starke und schwache Magnet-
felder. Fiir schwache Felder sei
a‘l < 1 )

d. h. nach (10)
eH — _
el
Wir definieren eine Feldstirke H, durch
eHy 5 1. (19)

mc

Fiir H < H, kann man [ ] nach H entwickeln und erhilt, wenn
man Glieder bis H? bei behilt [vgl. (10)]

JE— N I —s2
N =v—dfet o = () e —E2.

Nach (18) wird also die Leitfahigkeit (o, = Leitfédhigkeit ohne Ma-

gnetfeld) - f__zz
o= fi- (] [ 7).

mc T T

Hieraus berechnet sich die relative Widerstandserhdhung zu

— — 2
49 _ orn—9 g,—0o _ (eH 2’%’3"7‘—’1;7‘%7
%@ ”a“—<m> >0 (20)

%—Q ist immer positiv, da nach der ScHwarzschen Ungleichung

0
— 2
fird r=f1?

ist.
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Entsprechend berechnet man fiir starke Felder [vgl. (10)]H > H,,
—2 1
AL T e T A v i
N=(£) (&) =wy@Ems "
Wir wollen die Abkiirzung
[1=71[zhh
einfiihren. [7, f,], ist eine dimensionslose Gré8e. Mit (18) finden wir
2% g .
= =0y [t fik, H>H,. (20a)
Es 148t sich an Hand der Scawarzschen Ungleichung leicht be-
weisen, daB [7, f,] > 1 ist.
Diskussion des Haiv-Effekts. Fir die Hary-Konstante R haben

wir sowohl in der elementaren als auch in der exakten Behandlung
den Wert
fe
R= ecnp ®)
erhalten. Nach § 3 kann die Freiheitszahl f, sowohl positive als
auch negative Werte annehmen (vgl. Abb. 6, S. 27). Am unteren
Rand eines Bandes ist f, immer positiv, am oberen immer negativ.
Die gemessenen R-Werte liefern uns daher direkt Aussagen iiber
die Besetzung der Energiebinder.
Wir wollen, bevor wir die Experimente diskutieren, zeigen, daB3
R o eine sehr einfache, anschauliche Bedeutung hat. Mit (5) und
§ 14, (14) wird

cRo— 20l
m

Nach § 14, (14a) ist ¢ Ro nichts anderes als die mittlere Geschwindig-
keitserhchung eines Elektrons im Feld F = 1, d. h. die Beweglichkeit
des Elektrons. Aus den MeBwerten fiir R und ¢ folgt fiir Rco z. B.
2

bei Ag ~ 50, bei Na ~ 40, bei Pb ~ —5 und bei Bi ~ 5000 Vo(;;—msec .
Der hohe Wert fiir Bi ist (vgl. unten Tabelle 17) auf den hohen
Wert der Freiheitszahl f, zuriickzufithren. Der negative Wert fiir
Blei bedeutet, da8 hier f, < 0 ist.

Durch Multiplikation mit der Zahl der Atome pro cm3, #, erhilt
man aus (5)

ft

nF/n
. n,
Wenn wir —n£ aus anderen Messungen, z. B. aus Tabelle 2 oder

Tabelle 12 entnehmen, erhalten wir direkt die Freiheitszahl f, der
Elektronen mit der Grenzenergie {. Fiir freie Elektronen ist Recn =1.

=Recn. (21)
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Aber nicht nur fiir freie Elektronen gilt dies, sondern immer, wenn
die Energie aller Zustdnde zwischen dem unteren (oder dem oberen)
Rand des Energiebandes und der Energie E={ durch die oft
gebrauchte Formel [vgl. § 5, (20), (20a)]
2 2

B By= ekt = f k2 22)
mit konstantem f, dargestellt werden kann. In diesem Fall ist ja
nach §5, S. 72

np = nfi.

Dabei ist B, im Fall positiver f der untere und im Fall negativer f

der obere Rand des Energiebandes. Die Abweichung des Ausdrucks
£z

ngjn V01 Eins ist daher ein Ma8 dafiir, wie stark die Abweichung vom
Energieausdruck (22) mit konstanter effektiver Masse ist. In
Tabelle 17 bringen wir die gemessenen Werte von R, die mit

Hilfe von (21) berechnete Grofle n;;ﬂ und schljeBlich f,, wobei wir

fiir nTF die Mittelwerte aus den Tabellen 2, S. 115, und 3, S. 116,

bzw. die Werte aus Tabelle 12, S. 190, wihlen!. Wir driicken, wie
héufig iblich, R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus. An
Stelle von (21) tritt dann

_ft  Ren

npfn T ¢

(e in elektrostatischen C-G-S-Einheiten).

Tabelle 17.
Metall |Li|Na | K [Cs| Cu|Ag|Au|Mg| Zn | Cd |Al]| Pb | Bi
—R-10417| 21 |42 |78 (6,1 |94 |74 |94 [—10| —6 |34 |09 }5.104
2 11,30,850,9|1,0] 0,82/0,89(0,70| 0,64 —1 |—0,4/0,3 |—0,05/ 2300

np/n
IF 10,7/0,950,850,8

n
f: 10,908 08|08

0,5 10,8
0,4 10,7

0,710,303 | 0,4 (0,2| 0,4 (0,05
0,5 [0,2 |—0,3|—0,2/0,06|—0,02] 120

Wir finden fiir die Alkalimetalle fiir f, und "Liﬁ durchwegs Werte

von der GréBenordnung Eins, wie zu erwarten ist. Bei Cu, Ag
und Au sind mit Ausnahme von Ag die Abweichungen schon grofer,
besonders bei Cu, das auch eine verhiltnismaBig kleine Anzahl

1 Letzteres nur fiir Metalle, die in Tabelle 2 oder 3 nicht vertreten sind.



222 Leitfahigkeit.

von freien Elektronen hat (vgl. § 29). Bei den mehrwertigen Metallen
ist |f,| durchwegs bedeutend kleiner als Eins. Das ist leicht ver-
sténdlich, da ja hier immer die Grenzenergie { in mehreren Energie-
béndern zugleich liegt, wie wir in § 5, S. 76 fiir zweiwertige Metalle
besprochen haben. Bei letzteren hat f; positive Werte fiir das
obere und negative fiir das untere Energieband. Ihr Mittelwert
ist daher klein und es sind resultierende positive und negative
f-Werte gleich wahrscheinlich.

Bei Bi ist beachtenswert, daBl f, > 1 ist. Das gleiche Resultat
erhielten wir qualitativ schon in § 11 bei Behandlung des Dia-
magnetismus. Wie wir dort schon festgestellt haben, ist dies nach
unserer Naherung § 4 B verstidndlich, wenn £ nahe am Rand eines
Energiebandes verlduft (vgl. Abb.8b, S.46). Dann mull aber
gleichzeitig auch die Anzahl der freien Elektronen sehr klein sein,

was nach Tabelle 12, S. 190 auch tatsichlich der Fall ist <%1 = 0,05>.

Die theoretische Begriindung fiir dieses Verhalten des Wismuts
wird in § 31 gegeben werden®.

Diskussion der Widerstandsdnderung.

a) Schwache Felder, H < H,. Wir wollen zuerst die Bedeutung
der durch (19) eingefithrten kritischen Feldstdirke H, untersuchen.
Man wird vermuten, daB starke und schwache Felder sich dadurch
unterscheiden, da8 der Kriimmungsradius des Elektrons im einen
Fall klein, im anderen Fall groB8 gegen die freie Wegléinge ist. Tat-
séichlich ist der Kriimmungsradius g eines Elektrons mit der Masse

m* = % im Magnetfeld H, bekanntlich

0 Mo
“_fGHo’

d. h.
"'_H'Jfﬂ 1
me’ v

Ein Vergleich mit (19) ergibt o = v 7, d. h. ¢ ist gleich der freien
Wegléinge, falls H = H, ist. Die Gro8enordnung von H, ist bei
Zimmertemperatur 105—10¢ GauB, falls f nicht abnormale Werte
annimmt (wie z. B. bei Bi).

! In zweiter Naherung erhélt man einen temperaturabhiingigen Anteil
der HaLr-Konstanten, der in gréBenordnungsmaBiger Ubereinstimmung mit
den Experimenten ist, ausgenommen Bi [113].
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Zur Diskussion von Gl. (20) wollen wir erst eine kleine Um-
formung vornehmen. Wir schreiben:
f‘ 13 T—f, 12
a8 T—,Jif =21 ik

[7, f;)p ist dann &hnlich wie [z, f.]; eine dimensionslose GroSe.
Hiermit lautet (20)

A
28— (SEnk) v i
oder
%RZB(T)Hz, H<H,. 23)
0

Dabei ist unter Beachtung von § 14, (14)
Gofs \*
B(T) = (25 ) [, fel.

Benutzen wir noch die Formel (5) fir die Hari-Konstante, so
erhalten wir

B(T) = B* o} [7, fJo. (24)
Die quadratische Abhangigkeit von der Feldstirke H wird fiir
geniigend kleine Feldstiarken durchwegs bestéitigt. Ebenso ist auch
die Temperaturabhéngigkeit, B (T') ~ o3 fiir nicht zu tiefe Tem-
peraturen in ziemlich guter Ubereinstimmung mit der Erfah-
rung. Die absolute Grofe der Widerstandsinderung ist natiirlich
durch den Wert der dimensionslosen Grole [7, f,], mitbestimmt.
Diese GroBe hingt von der Anisotropie der Energiefliche E = ¢
ab. Sie sollte fiir die einwertigen Metalle, fiir welche die Anisotropie
nicht groB ist, ungefihr Eins sein. Fiir mehrwertige Metalle dagegen
kann dieser Wert iiberschritten werden. Denken wir z. B. an ein
zweiwertiges Metall, so liegt { gleichzeitig auf zwei verschiedenen
Energiebindern. Die Kriimmung der Energiefliche hat in beiden
verschiedene Vorzeichen, denn das eine Band ist nahezu gefiillt,
das andere nahezu leer (vgl. z. B. Abb. 13, S. 76). Die Anisotropie
einer solchen Fliche ist natiirlich sehr gro. Wir bringen zum
Vergleich mit den Experimenten in Tabelle 18 die aus den gemessenen
Werten von B, g, und R berechnete Grofle

B112

1/2

T, =

[ fk]z T ‘Rl
Tabelle 18.

Metall | Li | Cu | Ag | Au | Mg | Zn | Cd | Al | Bi

[z, fg1i2] 1,3 | 1,7 ‘ 18 | 7 ‘ 4 ‘ 13 1 3 1,3
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Wir finden tatsdchlich etwa Eins fiir die einwertigen Metalle
und bedeutend hohere Werte fiir die mehrwertigen. Wismut hat
bekanntlich eine sehr groBe
Konstante B. Diese ist aber
2 / im wesentlichen dem groBen

3 'Wert von R zuzaschreiben (24),
so daB die GroBe [z, f,], sich
durchaus normal verhilt.

/ b) Starke Felder, H > H,.
20 / Felder von dieser Stirke (> 108
/ GauB) sind bisher noch nicht
p /Q erreicht worden, so daf nicht
. % entschieden werden kann, ob

. 4 .
/ sich Tg_ einem konstanten

% / Wert nig,hert (20a). Die experi-
mentellen Kurven (vgl. Abb.43)
95 verlaufen, wie oben schon be-

/ merkt, zunichst quadratisch,
woran sich dann ein ange-
/o/ > néi,hertlmearesStﬁck‘anschlieBt.

— —— In manchen Fillen ist eine An-

y "1 ot
e onnsd deutung einer Sittigung
2 50 00 10 200 2% 00Kilagau
. zu bemerken [63, 2].
feldstirke —e [63, 2]
Abb. 43. Magnetische Widerstandsinderung in Eine quantitative Be-
Abhingigkeit von der Feldstirke fiir Mg. Ag,.
1. Zimmertemperatur, 2. 195°, 3. 78°. Nach [68]. rechnung von— fiir Feld-

|t

0
stirken, bei welchen das quadratische Gesetz nicht mehr giiltig
ist, wurde bis jetzt noch nicht durchgefiihrt.

IV. Halbleiter:.

§ 18. Allgemeines.

Termschema [110, 137]. Ein Halbleiter ist dadurch charakteri-
siert, daf3 die Zahl seiner freien Elektronen von der Temperatur

1 Es soll vorausgeschickt werden, dafl die experimentellen Ergebnisse
verschiedener Forscher noch nicht in allen Gebieten der Physik der Halb-
leiter iibereinstimmen [13a]. Andererseits sind die Voraussetzungen bei
der theoretischen Behandlung (inshesondere periodisches Potential) bei
einem groBen Teil der Halbleiter wahrscheinlich nicht mit der nétigen
Exaktheit erfiillt.
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abhingt. Sie ist Null beim absoluten Nullpunkt und steigt mit
der Temperatur nach einem Gesetz, dessen wesentlicher Faktor die
Form ¢~ YT hat. Wir haben schon in § 5 die einfachsten Grundlagen
der Theorie der Halbleiter gegeben. Danach hat ein Halbleiter
beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte Energiebdnder. Bei
hoheren Temperaturen wird das, auf das oberste besetzte Band
folgende Band, infolge der Temperaturabhingigkeit der Elektronen-
verteilungsfunktion, teilweise besetzt. Dabei hatten wir zwei Fille
unterschieden. Entweder stammten die Elektronen in dem fiir
T= 0 leeren Band 2 aus dem vorhergehenden fiir 7=0 vollbesetzten
Band 1. Die Zahl der Elektronen pro Volumeneinheit im Band 2
ist dann nach § 5, (25)
T el 32 _ 48

=2 = (Vrmlt ) wr, W

Dabei ist m, die scheinbare Masse im Band I und m, diejenige
im Band 2.

Damit ny bei normalen Temperaturen nicht sehr klein ist, darf
die Breite des verbotenen Gebietes, 4 B, nicht zu groB sein, etwa
< le-Volt.

Nach der zweiten Moglichkeit stammen die Elektronen des
Bandes 2 aus Fremdatomen, deren héchstes besetztes Energie-
niveau E; den kleinen Abstand 4B’ vom unteren Rand des
Bandes 2 hat. In diesem Fall ist die Zahl der Elektronen in 2
nach § 5, (28)

4B
2k T (2)

Ni my kT \3/4 -
ngr = H___( 2 ) g,

R 2 m he @
Die Grenzenergie ist sehr schwach temperaturabhéngig und liegt
nach § 5, (24) und (29) in beiden Fillen in der Mitte des verbotenen

Energiegebietes, also im Abstand ATB bzw. 45 unterhalb £,

2

(= unterer Rand des Bandes 2).

Diese beiden Fille sind nicht die einzigen méglichen. Es kann
z. B. vorkommen, daB nahe iiber dem oberen Rand des Bandes 1,
E,, ein Energieniveau £, der Fremdatome liegt, das aber bei T'=0
unbesetzt ist. Bei hoheren Temperaturen wird dieses Niveau
Elektronen aus dem Band 1 aufnehmen, das dann nicht mehr voll-
besetzt ist und entsprechend der Zahl der freien Plitze einen Beitrag
zur Zahl der freien Elektronen liefert.

Die Grenzenergie { liegt hier sicher zwischen E, und E’, und
daher ist, entsprechend unserer Ableitung in § 5

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 15
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E—¢
1 —f(B)=~ek*T | E<E,,
Y el 4
f(B)=e *T | E=E,.
Da bei jeder Temperatur die Zahl der freien Plitze im Band 1 gleich
der Zahl der Elektronen in dem anfangs unbesetzten Niveau der
Fremdatome ist, wird, wenn ny die Zahl der freien Plitze pro
cm? und n, die Zahl der Fremdatome pro cm? ist, entsprechend
wie (26), §5: .
E ¢ i—¢
= (B

Hieraus folgt mit

AB"=E, —E,
fiir die Grenzenergie {
E, + E, kT my| kT \3/2
(= Bgs +—‘2“1°g(?|7;‘hlzw> ®)

und fiir die Zahl der freien Plitze im Band 1, das, wie wir sehen

werden, fiir die Leitfahigkeit verantwortlich ist
\ 4B
"o__ <1m1!k£)3/4n1/2 o 2ET 4)

2= \"2qh? a
Die Formeln (1), (2) und (4) zeigen alle im wesentlichen die gleiche
4B

Temperaturabhiingigkeit ¢ 2¥T, die man auch nach klassischen
Betrachtungen erwarten wiirde, wenn eine gewisse Energie nétig
ist, um die Elektronen in Zustidnde iiberzufiihren, in denen sie an
der Elektrizitdtsleitung teilnehmen kénnen. Das Charakteristische

fiir die FERMI-Verteilung ist aber das Auftreten von A2—B anstatt

von A B, wie es im klassischen Fall zu erwarten ist.

Die meisten Halbleiter sind ,,Verunreinigungshalbleiter®, d.h.
die Leitungselektronen werden durch Fremdatome geliefert [(2)
bzw. (4)]. In reinem Zustand sind sie bei nicht zu hohen Tempera-
raturen nur sehr schlecht leitende Halbleiter. Es ist also A B'<4 B
[vgl. (1) und (2)] und die Zahl der Elektronen im Band 2 [im Fall
Gl. (2)] ist durch Gl. (2) gegeben (vgl. Abb. 44a, b); die Elektronen
werden von den Storatomen geliefert. Andererseits muB fiir ge-
niigend hohe Temperaturen die Zahl der vom unteren Band I
gelieferten Elektronen die von den Stératomen herriihrende iiber-
wiegen, denn die letztere ist natiirlich immer <n,, wihrend erstere
viel groBer sein kann, da die Zahl der Elektronen in dem fiir
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T=0 vollbesetzten Band immer >, ist. Die Gesamtzahl der
Elektronen im oberen Band 2, nj, kann in diesem allgemeinen
Fall, wo die Elektronen sowohl von Fremdatomen als auch von
dem urspriinglich vollen Band I stammen, nicht einfach durch
Addition von GI. (1) und (2), d.h. der Elektronenzahlen, wenn
nur der eine oder der andere Fall realisiert ist, gewonnen werden.

Der Grund dafiir ist, daB die Grenzenergie { im einen Fall =~ ?-1%& ’

im zweiten =~ 5 ;E” sein soll [§ 5, (24a), (29)]. Sie kann aber natiir-

lich nur einen einzigen Wert haben. Dieser lafit sich durch eine

I],fa. nfb
f fjf
N l§?
N 1 |
NEH N A

Abb. 44 a und b. Termschema, Verteilungsfunktion f und Zahl der freien Elektronen ng.
a bei einem gewéGhnlichen Halbleiter, b bei einem Verunreinigungshalbleiter.

einfache Erweiterung unseres Ansatzes zur Berechnung von
(vgl. §5) erhalten. Man muB nur verlangen, daBl die Zahl der
Elektronen im oberen Band 2 gleich der Summe der freien Plitze
im unteren Band I und in dem Energieniveau E; der Fremdatome
ist. Dabei kann man aber die FERMI-Verteilung im Niveau E; nicht
mehr durch einen Nédherungswert ersetzen und erhilt infolgedessen
ny, wie eine nihere Rechnung zeigt, als Losung einer kubischen
Gleichung. Der so erhaltene Ausdruck fiir ny ist ziemlich kompli-
ziert, so daf} wir ihn hier nicht wiedergeben. Fiir gewisse Grenzfille
vereinfacht er sich aber sehr. Wie man sofort direkt einsehen kann,
muB, wenn [vgl. (1) und (2)] ng > ny ist, ny =~ny sein. und wenn
ng < ny ist, ny =~ nj sein. Die beiden Fille sind durch eine kritische
Temperatur 7', getrennt, die aus der Bedingung ng = ny zu be-
rechnen ist. Nach (1) und (2) wird dann:

4B—A4B

m kT 3/4 —_ -
<|2lylh=c> =mngte 2T ®)

Fiir Temperaturen 7'< T, wird die Zahl der Elektronen im oberen
15*
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Band 2 also durch »y [Gl. (2)], fiir 7> T, durch ng [GL. (1)] dar-
gestellt. Der Gesamtverlauf als Funktion von lT ist im logarith-

mischen MaBstab in Abb. 45 aufgetragen. Wie aus (5) folgt, liegt
die Temperatur 7, um so héher, je grofer die Zahl der Fremdatome
n, ist. Ein experimentelles Beispiel fiir die hier besprochenen Ver-
héltnisse werden wir spéter kennenlernen (S. 243).

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, daBl 4 B’ eine
Konstante ist, d. h. sowohl von der Temperatur als auch von der
Konzentration »n, unabhingig ist. Um diese beiden Hypothesen

i

|

|

|

|

|

|

1

|

i

I
z 7
Abb. 45. Logarithmus der Zahl
der freien Elektronen eines
Verunreinigungshalbleiters als
Funktion der Temperatur bei
verschiedener Konzentration
der Fremdatome (n,>n/,>n")).

theoretisch zu untersuchen, mufl man so-
wohl das Termschema des Halbleiters als
auch die Art, in der die Fremdatome ein-
gebaut werden, genau kennen. Beides ist
gegenwirtig nicht genau bekannt. Solange
keine Strukturdnderung erfolgt, wird man
aber annehmen diirfen, daf eine Tempera-
turinderung von A4 B’ hochstens in einem
Bereich von der Gréenordnung k7' er-

folgt. Dies wiirde unsere allgemeine Ge-
4B

setzméBigkeit <'nH~e_ m) nur ganz
unwesentlich beeinflussen. Dagegen ist
eine Abhéngigkeit von der Konzentration
der Fremdatome, #,, denkbar, die einflul3-

reicher ist. Nehmen wir z. B. an, dafl die Fremdatome eine Ten-
denz zeigen, sich zusammenzuschlieflen, so wird A B’ zweifellos von

1/2

der GréBe dieser ,Inseln‘“ abhéngen. Da wir ngy ~ n,;“ gefunden
haben [vgl. (2), (4)] bedeutet eine geringe Anderung der im Expo-
nenten stehenden GréBe A4 B’ (in Abhéngigkeit von n,) schon eine
bedeutende Anderung des nl-Gesetzes.

Zahl der freien Elekironen. Die fir Leitfahigkeitsprobleme inter-
essante GroBe ist nicht die Zahl der Elektronen in einem Band,
sondern die Zahl der freien Elektronen, wie wir sie in § 5 definiert
haben. Die dort abgeleitete Formel (18) kann fiir Halbleiter aber
nicht beniitzt werden, denn es war dort vorausgesetzt, daBl die
Eigenwertdichte D (E) bei der Grenzenergie { von Null verschieden
ist. Bei Halbleitern liegt £ aber immer in einem verbotenen Gebiet,
fiir das D =0 ist. Trotzdem ist es auch hier moglich, einfache Aus-
driicke zu erhalten, wenn wir die in §4 abgeleitete und bei der
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Berechnung von ny benutzte Tatsache verwerten, daBl die Eigen-
wertdichte in der Nahe der Rénder jedes Bandes groBe Ahnlichkeit
mit der fiir freie Elektronen hat [vgl. § 5, (21), (21a)]. Wir wollen
alle hierher gehorenden Dinge noch einmal kurz zusammenstellen.
Dabei bezieht sich der Index 1 auf das untere Band I, das fiir
T =0 vollbesetzt ist; der Index 2 entsprechend auf das obere Band 2,
das fiir 7' = 0 leer ist; 1’ auf das Storniveau £, das fiir 77=0 be-
setzt ist; 2’ auf ein Storniveau, das fir 7' = 0 leer ist. X, ist der
obere Rand von Band (1), E, der untere Rand von Band (2). Die
Verteilungsfunktionen lauten [vgl. § 5, (23a)].
E—-¢ E-¢

a=e KT, fi=1_¢kT 6)
Die meisten Elektronen des Bandes (2) bzw. freien Plitze des
Bandes (1) befinden sich in einem Abstand von der GréBenordnung
kT vom Rand. Da kT klein gegen die Breite eines Bandes ist,
wird hier die Freiheitszahl konstant. Um Verwechslungen mit
der Verteilungsfunktion zu vermeiden, bezeichnen wir sie mit F.
Nach §§ 3 und 4 kann man den Elektronen in der Nihe des Randes
eine scheinbare Masse zuschreiben, die definitionsgemif mit der
Freiheitszahl verkniipft ist durch die Beziehung

Flzmﬂl<o, F2:-%>O. (7)

DaB die Elektronen in den Stérniveaus unbeweglich sind, kann man
formal ausdriicken durch

F.=0, Fy=0. (7a)
Die Energie ist nach § 4 eine quadratische Funktion der vom Rand
des Bandes aus gezéhlten Wellenzahl!

E=B— " p inj

2|m,|

E=E2+£;k§ in 2

)

(8)
Hier ist bei einem kubischen Gitter wie in § 4, S. 44

* 4 s
kf, = ;”‘klx usw. fiir y und 2.

Die Geschwindigkeit in 1 ist nach §3, (10)

1 68 _ h *
L T TR

1 Der allgemeine Ansatz wire
E =E,—(a, K+ ay k; + a, k3), a; = konstant.



230 Halbleiter.

und in 2
. ;:Lk
2z my 2z
Daher wird die Translationsenergie § 3, (11)
in (2);
By=2w=_"_(E, —E) = |F|(B,—E)=—F(E,—E
tr = 5 ¥ |m11(1 ) |1|(1 ) 1(Hy ),
in (2): 9)

By= o (E—E)=F(E—E),
in (1) und (2'):

Ey=0
SchlieBlich ist die Eigenwertdichte pro Volumeneinheit, D (E), nach
§5, (21) und (21a)
_ _m (B, — BN D, — ™" (E — B2, (10)
17 a1 ) 2T ayzne 2)%
Um die Zahl der freien Elektronen ny zu berechnen, miissen
wir nach § 5 (S. 72) die Freiheitszahlen aller Elektronen summieren.

Da F, in allen besetzten Zustinden von Band 2 eine Konstante ist,
folgt sofort

np, = Fynyg 1)
oder
> np, = Fyny, (11a)
je nachdem, ob die Zahl der Elektronen in Band 2 aus Gl. (1) oder
Gl (2) zu bestimmen ist. Im unteren Band muB F, iiber das ganze
Band integriert werden. Wire dieses vollbesetzt, wie bei T'=0,
so wire dieses Integral Null (§ 3, S. 26). Ist das Band nicht vollbe-
setzt, so ist also immer:

Integration iiber alle besetzten Zustinde =
= — Integration iiber alle freien Plitze.
Bei der letzteren Integration kann aber, wie oben festgestellt wurde,

F, konstant gesetzt werden. Daher ist, je nachdem die Zahl der
freien Plitze aus Gl. (1) oder Gl. (4) zu bestimmen ist, wegen F, <0:

np, = |Fy|ng (12)
bzw.
np, = | F|ng . (12a)

Die Zahl der freien Elektronen in den Zustinden der Stératome ist
wegen (7a) natiirlich immer Null. Die gesamte Anzahl der freien
Elektronen ist im Fall der GL (1) nach (11) und (12)

np = ng (|[F| 4 F). (13)
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Im Fall der GL (2) und (4) (Storatome) ist dagegen
np=ngF, bzw. ng=ng|F]|.

Lécher. Wir haben oben gesehen, da die Zahl der freien Elek-
tronen des beinahe vollbesetzten Bandes proportional zu der Zahl
der freien Plétze in diesem Band ist. Zur Berechnung der Eigen-
schaften der Elektronen eines solchen fast vollen Bandes ist es
einfacher, anstatt von den einzelnen Elektronen, von den einzelnen
freien Plitzen, den Lichern, auszugehen. Wir nehmen an, daB
das ganze Band, mit Ausnahme des Zustandes ¥,, vollbesetzt sei
und berechnen Impuls und Beschleunigung der Gesamtheit aller
Elektronen des Bandes. Dieses sind dann gleichzeitig Impuls und
Beschleunigung des Loches, da diese beiden GréBen fiir ein voll-
besetztes Band verschwinden. Wir kénnen daher ein Loch im Zu-
stand f, in mancher Hinsicht als selbstéindiges Teilchen auffassen.

Wir beginnen mit dem Impuls. Da der Gesamtimpuls eines voll-
besetzten Bandes Null ist, mufl der Impuls eines Loches im Zustand f,

sich mit dem Impuls eines Elektrons im Zustand ¥, zu Null ergénzen,
so daf also?
my, vy, (f) = 9z () =— 9 () =—mb (%) (14)
ist. Nun muB aber die Geschwindigkeit des Loches genau so grofl
gein, wie die des Elektrons im gleichen Zustand. Es miissen sich
nidmlich die Dichten des Elektrons und des Loches im gleichen Zu-
stand ¥, dauernd und iiberall zu einem konstanten Wert, dem Wert
bei vollbesetztem Band, ergéinzen. Das ist aber unméglich, wenn
die Geschwindigkeiten von Loch und Elektron verschieden sind.
Somit ist
bz (f) = 0 (%), (15)
oder nach (14)
mp=—m.
Ein Loch hat also eine negative Masse. Seine Beschleunigung in
einem #ulleren Feld ist aber wegen (15) genau so groB, wie die
Beschleunigung eines Elektrons im Zustand ¥, Nehmen wir ins-
besondere an, daBl der Zustand f, nahe an der oberen Grenze des
Bandes liegt, d.h. eine negative Freiheitszahl (F; <0) hat, so ist
die Beschleunigung in einem elektrischen Feld & nach §3, (13a), S.25.
e

by () =8 (f) = o H¥=— o |B| §= - K|

m

1 Der Index L bedeutet, daB sich die betreffende GroBe auf ein Loch
bezieht.
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Die Beschleunigung eines Loches ist also genau so groB wie die
Beschleunigung eines freien positiven Elektrons mit der Masse

m* = I_FI”LI oder eines freien negativen Elektrons mit der negativen
1

Masse ﬁ,—ﬂ =— % Eine negative Masse ist natiirlich fiir die An-
1 1

schauung sehr ungeeignet. Man wird deshalb, solange es sich um
die Frage der Beschleunigung eines Loches handelt, der ersten
Darstellung den Vorzug geben, nach der sich also ein Loch nahe
dem oberen Rand eines Bandes genau so verhidlt wie ein freies,
positives Elektron mit einer scheinbaren Masse m* > 0. Fiir Leit-
féhigkeitsfragen ist das Vorzeichen der Elektronenladungen natiir-
lich nur bei solchen Effekten von Bedeutung, die proportional zu
einer ungeraden Potenz von e sind, wie z. B. beim Havyr-Effekt.
Dieser hat fiir angendhert volle Bander, wie wir schon in § 17 bei
den Metallen gezeigt haben, das umgekehrte Vorzeichen wie bei
freien Elektronen, wie es auch nach unserer Lochervorstellung zu
erwarten ist.

Schlufbemerkung. Wie wir im Laufe dieses Paragraphen gesehen
haben, hangt das Verhalten eines Halbleiters in viel stérkerem MaBe
von seinem Termschema ab, als das Verhalten eines Metalls. Daher
trifft man haufig sehr uniibersichtliche Verhiltnisse an. Eine weitere
Komplikation kann dadurch auftreten, daB eine starke Wechsel-
wirkung zwischen den Stératomen und den von ihnen gelieferten
Elektronen existiert. In diesem Fall bedeutet ja das Storatom eine
groBe Anderung des Potentials (Abweichung von der Periodizitét!),
indem sich die Elektronen bewegen und daher eine stark verinderte
Eigenfunktion. Wir werden im folgenden immer mit einem stark
dealisierten Halbleiter mit periodischem Potential rechnen. Das muf}
bei allen Anwendungen der abzuleitenden Formeln beachtet werden.

§ 19. Leitfihigkeitsprobleme [110, 117, 137, 143].

Grundlagen. Die allgemeinen Ansitze fiir Leitfihigkeitsprobleme
konnen wir bei Halbleitern genau so wihlen wie bei Metallen,
denn der einzige Unterschied zwischen den Elektronenverteilungs-
funktionen ist die verschiedene Eigenwertdichte D, die bei Halb-
leitern dadurch charakterisiert ist, daB sie in der Nihe der Grenz-
energie verschwindet. Wir gehen also wie bei den Metallen von
§ 15 (3), aus:

of

%(gra.df, grad; E) + (grad;f, f) = (7{>smﬁ' (1)
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Ehe wir die weitere Behandlung dieser Gleichung beginnen, miissen
wir die Unterschiede gegeniiber den Metallen néher besprechen.

1. Die Eigenwertdichte D (E) verschwindet bei E =, d.h. an
der Stelle, die bei der Theorie der Metalle gerade ausschlaggebend
fiir alle Leitfahigkeitsprobleme war. Formal diirfen wir hiernach
die bei den Metallen abgeleiteten Ausdriicke solange beniitzen, wie
von der genaueren Form von D (E) kein Gebrauch gemacht wird,
d.h. bis Gl (15) und (16) in § 15 und GIl. (15) und (16) in §17.
Die Integrale (17), § 15 und (14), § 17 haben aber jetzt andere Werte
als dort.

2. Die freie Weglinge der Elektronen fir die ZusammenstoBe
mit den Schallquanten hat zwar bei hohen Temperaturen, wie wir
zeigen werden, die gleiche GroBenordnung wie bei Metallen, ihre
Abhingigkeit von der Geschwindigkeit ist aber eine andere. Die
Temperaturabhéngigkeit bei tiefen Temperaturen ist, im Gegensatz

zu den Metallen, wie bei hohen Temperaturen, d. h. I~ 7}, Zum

Nachweis dieser Behauptungen werden wir den Ausdruck (8), § 14
far (%)sms fiir unseren Fall ndher untersuchen. Der Zusammen-
stof} eines Elektrons mit einem Schallquant geht natiirlich in gleicher
Weise wie bei Metallen vor sich, d. h. ein Elektron absorbiert oder
emittiert ein Schallquant, wobei der Gesamtimpuls erhalten bleibt.
Bei den Metallen war die Translationsenergie eines Elektrons (mit
der Gesamtenergie {) immer groB8 gegen die Energie eines Schall-
quants, so daB wir die Energieiibertragung vernachlissigen konnten.
Hier miissen wir diese Frage niher untersuchen, denn die Trans-
lationsenergie eines Elektrons (oder eines Loches) ist jetzt wie bei
MaxwrLL-Statistik von der GréBenordnung k7. Bei dieser Be-
trachtung miissen wir aber beachten, daB ein Elektron jetzt einen
im Vergleich mit den Metallelektronen kleinen Impuls hat. Anderer-
seits ist der maximale Impuls (Wellenzahl) der Schallquanten von
der gleichen Grofenordnung wie bei den Metallelektronen [vgl.
§ 13, (13)]. Da ein Elektron bei einem Zusammensto immer den
gesamten Impuls eines Schallquants aufnehmen bzw. abgeben soll,
werden wir erwarten, dal eine Wechselwirkung mit den Schall-
quanten mit groem Impuls unter Wahrung des Energiesatzes
unmoglich ist. Am einfachsten gehen wir bei der quantitativen
Untersuchung dieser Frage von Gl. (24), § 13 aus, die ohne Ver-
nachlissigungen aus Energie- und Impulssatz abgeleitet wurde.
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Der dort berechnete Winkel zwischen den Ausbreitungsvektoren
von Elektron und Schallquant muB immer der Bedingung

|cos | <1
geniigen. Damit folgt sofort aus (24), § 13 (mit m* =m)

w mce
g =k+—

Nun ist die mittlere Translationsenergie eines Elektrons oder Loches?
(Wellenzahl k)
h2
2m

3

kT,
also
k0=<3%';—kT)1/2.

Fiir 7'=1° ist ky== 3 - 10°. Andererseits ist die Schallgeschwindig-
keit ¢ von der GréBenordnung 105—108. Von der gleichen Gréfen-
ordnung ist 1~ ¢, da 4-=1 ist% Daher lautet die obige Bedin-
gung fiir w hinab bis zu Temperaturen von etwa 1° niéherungsweise

w<2k. (2)
Fiir die Energie eines Schallquants, das in Wechselwirkung mit
einem Elektron (k,) stehen kann finden wir

hyv=hcw<2hcky=238me2kT)2<kT, T>1° (3)
Die letzte Beziehung ergibt sich aus der obigen Abschitzung von 'L:‘E
Bei Metallen ist hingegen hv £k 6.

Aus (3) folgt zunichst, daBl ,hohe” Temperaturen bei Halb-
leitern nicht durch 7' > @ bestimmt sind, sondern durch 7' > 1°,
d. h., daB praktisch alle Temperaturen so wie ,hohe‘ Temperaturen
bei den Metallen zu behandeln sind.

Unter Beriicksichtigung von (2) ist jedoch die obere Grenze
des Integrals (8a), § 14 bei Halbleitern nicht %, sondern v, %, ist
durch wy, = 2k bestimmt, d. h. mit § 13, (1) und (3) durch

Vo = % k.
Daher ist nach § 14, (8a)

wt  1273R ,

- = 5=

hv hes "0’

1 Bei den Léchern ist tiberall k; durch g——k,- zu ersetzen, denn k?

soll ja proportional zur Translationsenergie sein.
2 Alles in C-G-S-Einheiten.
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und der Ausdruck § 14, (9) fir (Z%)sms ist mit %f)" zu multiplizieren,
of

um (ﬁ) . fiir unseren Fall zu erhalten.

Stol
Da
__ cwm
Ym = "9,
ist, wird

4 4

" _on k
Vin Wiy

oder [vgl. § 14, (9)]

(6_f> _(3_[) .24k4__2401n’!'k (f)_<_6_g)
0t Jswos  \ Ot /stos, Metan Wh M@zw;‘ng T\t /stos”

Hieraus finden wir die Relaxationszeit nach § 14, (10) (k ~ v)

1

und die freie Weglénge

l=v 1
= ‘[NT—.

Die freie Weglinge ist daher unabhingig von der Geschwindigkeit,
im. Gegensatz zu den Metallen, wo wir bei den gleichen Voraus-
setzungen iiber die Elektronen ! ~ v* fanden. Die GréBenordnung

von ! wird nach dem obigen Wert von <6l>
01 ) stos

¥ Metan

wh
Daher hat die freie Weglinge in Halbleitern die gleiche GrofBen-
ordnung wie in Metallen, denn es ist ja ky .. n=~w,,. Im Gegensatz zu

Hableiter = IMetall, T > 0 *

den Metallen ist aber auch fiir tiefe Temperaturen (7<@)1~ %

In Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit v ist I also zunichst
fir kleine » konstant, steigt dann langsam und wird schlieBlich
~ v, wenn k=~w,, ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Elektronen
wie freie Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* behandelt
werden konnen.

3. Bei den Metallen konnten wir immer annehmen, daB bei
einer Storung des Gleichgewichts der urspriingliche Zustand immer
durch Zusammenst6e mit den Schallquanten wiederhergestellt
wird. Bei Halbleitern ist das aber nur dann méglich, wenn die Zahl
der Elektronen im oberen Band, d. h. die Zahl der Licher im Band 1
(bzw. 1’y durch die Storung nicht verindert wird. Ist diese Vor-
aussetzung aber nicht erfiillt, so miissen noch andere Prozesse
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hinzutreten, um den urspriinglichen Zustand wiederherzustellen,
etwa unelastische Zusammenst68e der Elektronen untereinander
oder Emission bzw. Absorption von Strahlung. In solchen Fillen ist
die oben (4) berechnete Relaxationszeit nur ein Teil der tatséch-
lichen Relaxationszeit und eime gesonderte Untersuchung wird
notig. In manchen Fillen kann man diese umgehen, weil bei Ab-
schaltung der Stérung die Zeit zur Herstellung der ,,richtigen*
Elektronen- bzw. Locherzahl meist sehr groB ist. Infolgedessen
kann man manchmal die Herstellung des Gleichgewichtes in zwei
Etappen aufteilen. Zuerst wird verhiltnisméBig rasch bei kon-
stanter Locherzahl das Gleichgewicht mit den Schallquanten her-
gestellt und dann geht diese Verteilung durch die oben erwihnten
Prozesse in die urspriingliche iiber.

Die hier unter 3. mitgeteilten Unterschiede der Halbleiter von
den Metallen sind im wesentlichen bei Prozessen von Bedeutung,
die sich bei Anwesenheit von Strahlung (lichtelektrische Leitfihig-
keit) abspielen oder in sehr starken Feldern, wo die Elektronen
solche Energien bekommen, dafl sie durch StoS Elektronen aus
dem unteren Band in das obere werfen (Abweichungen vom OHM-
schen Gesetz).

Elektrische Leitfdhigkeit. Beinicht zu starken Feldern kommt bei

allen Leitfahigkeitsfragen der Punkt 3 der obigen Betrachtungen
nicht zur Anwendung. Infolgedessen diirfen wir von Gl (15), § 15

ausgehen, wabei wir die Temperatur konstant setzen, so da % =0
und 4 =eF [(11), § 15] wird und der Strom durch
J=22FL
T~ 83m T W

L= afrEtnglE"—dE
gegeben ist.

Wir werden im folgenden immer nur mit zwei Béndern, die
durch die Indizes I und 2 charakterisiert sind, rechnen. Der Fall,
daB eines dieser Binder durch ein Niveau von Fremdatomen zu
ersetzen ist (Verunreinigungshalbleiter), wird dann immer dadurch
erhalten, dal man eine der beiden Freiheitszahlen F; oder F, null
setzt.

Das Integral L, zerfdllt in zwei Teile iiber das obere und iiber
das untere Band:
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Ly = Loy + Lo,

E,
LOl = ———/Tl Etl‘ Dl aa%l dE (6)

— 0

5 E
Lps = _/T2Et,DgaL;dE
EI

Hier steht fy, bzw. fy, fir f, bzw. f, in § 18, (6). Wir fithren jetzt
Mittelwerte der Relaxationszeit ein, die wir durch

El
@M= — [ B, D, St ap
- 7

r—gMzszr;‘EtrDz%dE
EQ

definieren, wobei

El
0
M, = _/EtrDl af_ozl dE

Mgz—/Etng—%%z—dE
E,

ist. Unter Beriicksichtigung von § 18, (9) findet man

El
0
M= — 5| [(B,—E)D, 208

My=—F, [(E—E,)D, Ohe am.
E2

Durch partielle Integration folgt mit § 18, (10), (11) und §5, (23b),
S. 81 sofort

3 3
Mlzz‘Fl\”H: 1 ",

3 5 (8)
Mzz'; Fy, ng = - np,

4
Mit (5) bis (8) wird nun die Leitfihigkeit
J 2 . _ 2
G:—F-Z%LnH(TIEE‘+T2F2): %(TlnFl+r2nF2)- (9)

Bei einem Verunreinigungshalbleiter ist entweder F; =0, wenn die
Fremdatome als Elektronenquelle fiir Band 2 oder es ist F,=0,
wenn die Stérniveaus als Elektronenempfinger von Band 1 dienen.
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Dann ist also ! B

0= '1—'{ nF‘ 1:2 (9&)
oder PR

0= -TpT- (9b)

Im letzteren Fall kann man von ,,Locherleitung®, im ersteren von
Elektronenleitung reden. Die Temperaturabhingigkeit ist im

wesentlichen durch den Faktor ng (bzw. np , np) gegeben. Da
4B

Faktoren 7™ gegen ¢ 2+ T als konstant betrachtet werden kénnen,
wird nach § 18, (1), (2) und (4)
4B
~e 2kT
o~ B 90)
log 0 = const — 577
SchlieBlich beachten wir noch, dal 7 eine andere Temperatur-
abhéngigkeit hat als v. Nach (4) ist
1 1
To ~THE
Durch Einsetzen in (7) findet man durch Einfithrung der dimen-

sionslosen Integrationsvariablen & = IE?, daB

1
~ e

T~

(10)
ist.

Hary-Effekt. Wir schlieBen uns formal wieder an die Behandlung
des Haryr-Effektes bei den Metallen an (§17). Nach den dortigen
Ergebnissen erwarten wir, daf3 die Elektronen von Band 2 und die
Locher von Band I Beitrige mit entgegengesetzten Vorzeichen
liefern. Infolgedessen gestattet der Harxr-Effekt zu entscheiden, ob
die Leitung vorwiegend durch Lécher oder durch Elektronen erfolgt.
Nach §17, (5), (15) und (16) ist die HarL-Konstante

Fy F, 3m K
B —H—J, Hﬁt';a 4¢H K2 +21’(§’ (11)
wobei K, und K, die in § 17, (14) angegebenen Integrale sind.
In unserem Fall spalten wir die Integration wieder in zwei Teile
iiber die beiden Béinder auf und erhalten
E,

K, =— 2 EtrD1 afm dE — 2 EtrDz afoz dE,
1+a 1+a

(12)

7 2117 2fo1 37T Ofos
—/1+a§1Et'D1 oE dE — /l-}-a22 £y D, oF dE
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Dabei ist a,; bzw. a,, die GroBe a; aus §17 (10) mit jhrem Wert
fiir das erste (a,;) bzw. zweite Band (a,,). Wir beschrénken uns
auf schwache Felder (a,, <1, a,,< 1).
Dann wird
! e, L
Tha, — 170 Tia
und wir erhalten, da nach §17, (10)
H H
0= jn—dTlFl’ Oyg = ”:76“721'12

ist, mit (7) und (8)

=1—a§2, H<H0’

3 - - 3 (eH\?2 — —3
K1=Z(T1iF1|+72Fz)”H—Z<;n—5> (@ | + 1P F) ng (128)
a
3 eH, 6K —3 —3
Kazz**‘:nc —n* R + 7, FR) nyg

Aus (11) folgt hiermit in erster Néherung
_ 1 —7n?|FP4tF
T ecng (TR + T F)2
Nach (7) und (8) ergibt sich durch Berechnung der Integrale, da
7~ gy ist, mit §18, (9)
tr

o _ () w _ B
Ty (IFli) ’ . |R
und
2 2
n_%h 8 (13)
?;2 'r_z"‘ 3n
Damit erhalten wir
pdn 1 F, — |F,| (14)

8 eong (RI™HFPY
oder unter Einfiilhrung der Zahl der freien Elektronen nach § 18,
(11) und (12)
3n 1 F,—|F

R= 78__;6_@??#%)7. (14a)
Fir die beiden Fille eines Verunreinigungshalbleiters wird F; = 0
oder F, =0, d. h.

r=3r K _ 3z 1

8 ecnp, 8 ecng

(153)

oder
3x R _ _3a 1
8 ecnp, 8 ecng ’

R=— (15b)
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Das Produkt Ro ist, wie in § 17 gezeigt wurde, proportional mit der
mittleren Beweglichkeit der Elektronen. Aus (9) und (14) finden

wIir

8 e 7T,|F|+7,F, 1
EGRG = 7",“ ﬁ]#ﬂﬂﬂ,ﬁf (F2-— iFl') .
Fiir Verunreinigungshalbleiter vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
8 e - 8 _
gcli'a:—m«ﬁ’?-r2 bzw. —3—ncRo=——:;|F1!rl. (16)
In allen Fillen ist aber wegen (10)
Ro~T~ T—::,g , (17)

und zwar soll diese Temperaturabhingigkeit bis zu tiefen Tempe-
raturen giiltig sein.

Magnetische Widerstandsinderung. Bei den Metallen war die
magnetische Widerstandsdnderung in erster Niherung Null, falls
wir die Energieflichen im {-Raum als Kugelflichen (wie bei freien
Elektronen) annehmen. Eine Widerstandserhéhung erhielten wir
erst dadurch, daB wir die Anisotropie der Energie der Elektronen
in Betracht zogen. Dadurch ergaben sich Relationen, wie z. B.
72+ 7% und dhnliches. Bei Halbleitern gilt dies aber auch [vgl.
z. B. (13)] bei Vernachlissigung der Anisotropie, weil hier die
Elektronen schon in erster Niaherung auf verschiedene Energien
verteilt sind, wahrend bei Metallen alle Mittelwerte sich in erster
Naberung auf die Werte der betreffenden GréBen bei der Energie
E ={ reduzieren. Wir diirfen also jetzt die Anisotropie vernach-

lassigen und erhalten dann nach (16) § 17
4 e?

K3
Um einfachere Ausdriicke zu bekommen, beschrinken wir uns
auf einen Verunreinigungshalbleiter und setzen ¥; = 0. Da in (18)
nur K} (nicht K}) auftritt, folgt aus (12a), daB das Vorzeichen der
Freiheitszahl bedeutungslos wird. Der Fall F,=0 ergibt sich dann
aus den nachfolgenden Formeln, wenn man F; und F, vertauscht.
Fiir schwache Felder wird aus (18) mit (12a)
) _ — —2
og =% Fyny [1— (ZB%) (4 )] D)

73 4
me 7, 7,

Ohne Magnetfeld ist [vgl. (9a)]

e _ e 9
00=WT2nF2=E12F2nH. (O)
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Daher ist die Widerstandserhohung mit (19) und (20)

Oo—OH _ CH —Q __ dp? — 2
G en ( [) )H B(T) &, H<H,, )

wobei

B(1) - ($B5) (5 _ =)

m ¢ T T

ist. B(T) ist immer positiv. Aus (7) berechnet man ahnlich wie
bei (13)

so daB mit (18) und (13)
= 52 (5] (455

1 8
wird.
Wegen (10) ist
1
und aus (16) findet man, daB sich B durch die HarL-Konstante und
die Leitfdhigkeit ausdriicken 14Bt:

B(T) =227 (Rop) = 0,27 (R oyt~ 75 22)

Fir starke Felder, a;; > 1, a,, > 1 wird nach (12a) mit (7) und
(8) unter Beachtung des oben angegebenen Wertes fiir a,, (mit

F,=0)
3 [mo\2Tyl
K= Z(?ﬁ) FT
3 mec
K= T g "
Aus (18) folgt fiir H—>
e "F,
Op = ——,
m 12—1
oder mit (20)
Op— 0w _ Q@o—@Q _ 4o =l~——1—~.
0o Qo Qo ';2?1‘?2
Aus (7) und (8) berechnet man
o= 32
Ty T2 = g
so daf
AQCD

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 16
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oder
dow _ dee 0= _ 117777, — 0,132 (23)
Qo Qo Q9 L
wird. Das Bemerkenswerte an diesem Resultat ist, daB der Satti-

gungswert von 4 g“’ unabhingig vom Material und von der Tempe-
ratur ist.

Bei mattleren Feldstirken 1aBt sich kein einfacher Ausdruck fiir

% angeben, denn die Mittelwerte von 3, die bei der

k14
eH7,F,

(5

allgemeinen Losung auftreten, kénnen nicht elementar ausgewertet

werden. Dagegen laBt sich leicht zeigen, daB die allgemeine Lésung

die Form
Ao (H
e=v(r)
hat, d. h. die Widerstandsénderungen fiir verschiedene Feldstérken

und Temperaturen sind gleich, wenn g; den gleichen Wert hat
[150].

Diskussion. Die Temperaturabhéngigkeit der Leitfahigkeit (9)
bis (9c) wird gut bestéitigt. Trigt man log o als Funktion von—;T

auf, so erhilt man nach (9¢) die Breite des betreffenden verbotenen

Gebietes 4 B aus der Steigung der entstehenden Geraden (—ék—g,)

Die Temperaturabhingigkeit der Leitfihigkeit ist im wesentlichen
durch die Temperaturabhéingigkeit der Zahl der freien Elektronen
bestimmt, ganz im Gegensatz zu den Metallen, wo die Relaxations-
zeit die einzige temperaturabhéngige GréBe ist. Um bei Halbleitern
die Temperaturabhéngigkeit der mittleren Relaxationszeit (10) zu
priifen, kénnen wir Gl. (17) verwenden, die fiir alle Temperaturen
bis nahe an den absoluten Nullpunkt hin giiltig ist. Beim Vergleich
mit dem Experiment miissen wir aber darauf achten, daB ins-
besondere bei tiefen Temperaturen, die Messungen infolge der
geringen Stromstirken mit groBen Fehlern behaftet sein kénnen.
Wenn wir das beriicksichtigen, konnen wir (10) als bestétigt ansehen
[13a].

Das Vorzeichen des HALL-Effektes richtet sich nach (14) danach,
welche der beiden Freiheitszahlen F, oder | F, | gréBer ist. Uber-
wiegt F,, so ist das Vorzeichen von R das gleiche wie bei freien
Elektronen (normaler HaLL-Effekt). Uberwiegt| F, |, s0 nennt man den
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HavLL-Effekt anormal, das Vorzeichen ist so, als ob die Elektronen
positiv geladen wiren, was leicht verstindlich ist, weil in diesem
Fall die Locher ausschlaggebend sind. Bei Verunreinigungshalbleitern
kann man am Vorzeichen des HALL-Effektes feststellen, ob die Fremd-
atome als Elektronenquelle [normaler Effekt (15a)] oder als Elek-
tronenempfinger [anormaler Effekt (15b)] dienen.

Die magnetische Widerstandsénderung ist fiir ausgesprochene
Halbleiter wie z. B. Cu,O in einem groBlen Feldstdrken- und Tempe-
raturgebiet noch nicht untersucht, so da wir die Ergebnisse dieser
Theorie gegenwértig nicht priifen konnen. Das interessanteste

4
Resultat, das wir erhielten, war, daB der Sattigungswert von TQ

fir starke Felder unabhéngig vom Material ist (23). Der Begriff
,»starke Magnetfelder* ist genau wie bei den Metallen durch die
Bedingung H > H,, gegeben, wobei H, aus §17, (19) zu entnehmen
ist, d. h.

_me Tk,

eTyllyg

Bei Zimmertemperatur ist H,= 500000 GauB}, bei 100° ist H,=
100000 GauB (unter der Annahme F, = 1).

Der am besten untersuchte Halbleiter ist Kupferoxydul, Cu,0
[13a]. In vollstindig reinem Zustand ist er ein ziemlich schlechter
Halbleiter, d. h. 4B ist ziemlich groB (=~1,5 e-Volt). Enthalt
Cu,0 aber iiberschiissigen Sauerstoff, so wirken die Sauerstoffatome
im Sinn von §18 als Fremdatome und die Leitfihigkeit steigt.
Aus dem Vorzeichen des HALL-Effektes ergibt sich, daB die Sauerstoff-
atome als Elektronenempfinger dienen, so daB die Leitung von
den Lochern des unteren Bandes 1 besorgt wird. Der energetische
Abstand 4 B” hangt sowohl von der Konzentration als auch von
der Vorbehandlung ab und nimmt Werte an, die meist zwischen 0,1
und 0,6 e-Volt liegen. Die Abhéngigkeit der Leitfihigkeit von der
Konzentration ist sicher nicht wie in § 18, (4) angegeben ~ nl.
Die Leitfahigkeit steigt vielmehr viel rascher mit der Konzentration
an, doch wurde bis jetzt keine allgemeine GesetzmiBigkeit-gefunden.
Wie wir in § 18 gezeigt haben, muBl bei geniigend hohen Tempera-
turen die Leitfdhigkeit des reinen Cu,O (mit dem groBen A4 B-Wert)

0=

iiberwiegen, so daB log ¢ als Funktion von —,},— ahnlich wie log ng

in Abb.45, S.228 verliuft. Ein solches Verhalten wurde auch experi-
mentell gefunden [127], doch ist gegenwirtig das experimentelle
Material noch zu uneinheitlich, um genauere Angaben machen zu

16*
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konnen. Wenn man annimmt, daBl das obere Band 2 eine groflere
Freiheitszahl als das untere hat (F,>|F,|), wie es theoretisch zu
erwarten ist, bedeutet das Uberwiegen der Leitung durch Elektronen
im oberen Band iiber die durch die Fremdatome bewirkte Lécher-
leitung einen Wechsel des Vorzeichens der HarL-Konstanten, wobei
die kritische Temperatur 7}, bei der die HaLL-Konstante gerade Null
ist, durch §18 (5) gegeben ist. Dieser Vorzeichenwechsel wird
tatséchlich gefunden und 7, ergibt sich zu etwa 500° C [13a, 186].

Bei tiefen Temperaturen kann man nach (16) aus der Messung
von R¢ die GréBe F, 7; bestimmen. Wenn wir dafiir die mittlere
freie Weglinge

h=1n

einfithren, erhalten wir wegen [vgl. § 18, (9)]

_ 2 By \172 ) - 3 5 "
v = ( mtr> = VﬁlFlll/z (BE,— E)1? = l/ﬁuﬂltl/z <?IoT>

aus dem Experiment die GroBe [, |F, |V2, die fiir Zimmertemperatur
ungefdhr 10~ em wird. Da ! die gleiche GréBenordnung wie bei
Metallen hat (107510~ cm) muBl F;=~—10"! sein. Ein so
Kleiner Wert fiir |F| ist verstandlich, da das untere Band 1 wahr-
scheinlich bedeutend schméler ist als die Energiebinder der Metalle.
Thermoeffekte [117, 143]. Im Anschlul an die Behandlung bei
den Metallen in § 16 berechnen wir den THoMSON-Koeffizienten u,
aus dem man mit Hilfe der Beziehungen (6), (7), § 16 die Thermo-
kraft und die PELTIER-Wérme ableiten kann. Nach GI. (12), § 16 ist
T 0 1 L ¢

“:7?_1"(?7:_7)' (24)

—%i bestimmt sich nach Gl. (17), § 15. Wenn wir unter 7 £ den

0 —_
Mittelwert von 7 £ iiber die in (7) bei der Bildung von ¢# beniitzten
Funktionen verstehen, so wird unter Beriicksichtigung von (8) und (6)

L, TR+ FgE,

LO o 1F1‘:E1+F2f2

Im Ausdruck

konnen wir Ev, bzw. Et, durch E,7, bzw. E,7, ersetzen, denn

E,—E bzw. E—E, sind von der GroBenordnung k7, also klein
gegen { — E, bzw. E,— . Daher wird

h —t= (B, =07 | Fy| + (By — ) igng
L, Ty | By |+ T ’
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Nach § 5, (24a) ist
4B
E,+E,=2(, also Ey—({=—(B—{)=——,
und daher L - 4B —7 |F|+ 7, F,
LO 2 f1|F1‘+f2F2
Nach (24) wird also

AB —%|F|+7,F,

U= "%l 1, |F| + 7, F, (25)
Fiir Verunreinigungshalbleiter ist
4B
M= XYYk

wobei — fiir Elektronenleitung (normaler Effekt) und + fiir Locher-
leitung (anormaler Effekt) gilt.

Beim Vergleich mit den Metallen fallt vor allem auf, dafl der
TromsoN-Koeffizient der Halbleiter bedeutend grofier ist. Aus (25)
und § 16, (13) und (16) findet man

MHalbleiter A B - {Metall
bMetan (K T)?

Bei Zimmertemperatur ist dieses Verhéltnis ungefdhr 100—1000.
Mit man die Thermokraft eines Halbleiters gegen ein Metall, so
kann man daher den Beitrag des Metalls vernachlissigen. Aus
§ 16, (7) folgt dann mit wpp 0y = 0

d9ap _ 1

a7 T’
und demnach wird die Thermokraft vgl. (25)
_ dVep _ 4B —7|F |+ 7,5
Pao="gT ~ ZeT % |Fy| T 5 F,

Bei Zimmertemperatur erhilt man mit 4B = 0,5 e-Volt Werte

Volt .
von der GréBenordnung 103 GSa g+ Thermospannungen von dieser

GroBe werden bei Halbleitern auch beobachtet. Die geforderte

TemperaturabhéingigkeitNf;T bestétigt sich aber nur bei hohen

Temperaturen. Bei tieferen Temperaturen erhilt man mit fallender
Temperatur keinen Anstieg, sondern meist wieder einen Abfall. Die
Ursache fiir das Versagen der theoretischen Formel ist wahrschein-
lich darin zu suchen, daf bei tiefen Temperaturen das Néherungs-
verfahren, daszur Aufstellung von (24) fiihrte, nicht mehrkonvergiert!.

1 Am absoluten Nullpunkt muB die Thermokraft nach dem dritten
(NErNsTschen) Hauptsatz der Thermodynamik verschwinden, so dafi auch

hieraus folgt, daBl das —;,—-Gesetz fiir tiefe Temperaturen ungiiltig sein muB.
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Gleichrichtung [121, 131]. Der Kontakt zwischen einem Metall
und einem Halbleiter wirkt als Detektor, d.h. der Widerstand
hingt von der Richtung der elektrischen Feldstirke ab, und zwar
in der Weise, daB die Elektronen leichter vom Metall in den Halb-
leiter strémen als vom Halbleiter in das Metall. Damit in einem
geschlossenen Stromkreis, der Metalle und Halbleiter enthalt, die
Stromstérke wesentlich von der Richtung der angelegten Spannung
abhingt, ist es nétig, daB wenigstens in einer Richtung der Haupt-
teil der Spannung an einem Kontakt liegt. Das ist gleichbedeutend

M H
S S S
Abb. 46a —c. Gleichrichtung. Termschema (M Metall, H Halbleiter) und Verteilungsfunktion 7.
a ohne #duBeres Feld, b #uBeres Feld so, daB die Elektronen von M nach H strémen,
¢ duBeres Feld in der umgekehrten Richtung. -— - — Grenzenergie . Der ausgefiillte Teil
der Verteilungsfunktion zeigt, wie viele Elektronen in beiden Fillen iiberstromen. In b ist f
die Verteilungsfunktion des Metalls, in ¢ diejenige des Halbleiters.

damit, daBl der Widerstand eines solchen Kontaktes gro8 ist. Dies
ist aber nur dann méglich, wenn zwischen Metall und Halbleiter
eine diinne Schicht mit hohem Widerstand liegt, die sog. Sperr-
schicht. Uber die Natur dieser Schicht brauchen wir fiir die folgende
Theorie keine niheren Angaben. Sie kann aus irgendeinem schlecht
leitenden Material bestehen.

Im Halbleiter sollen die Elektronen des oberen Bandes 2 die
wesentlichen Tréger der Leitfdhigkeit sein. Die Sperrschicht charak-
terisieren wir durch einen Potentialberg, der eine gewisse Durch-
lassigkeit fiir Elektronen hat. Die Gleichrichtung kommt dann da-
durch zustande, daB die Zahl der freien Elektronen im Metall groB
gegen diejenige im Halbleiter ist. Liegt also die Spannung in der Rich-
tung, in welcher die Elektronen vom Halbleiter zum Metall fliefen,
so wird wegen der geringen Zahl der verfiigbaren Elektronen bald
ein Sattigungsstrom erreicht, d. h. mit steigender Spannung bleibt
die Stromstérke konstant. In der umgekehrten Richtung sind
hingegen immer geniigend viele Elektronen verfiigbar. In Abb. 46
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zeigen wir den Potentialverlauf und die Lage der Elektronen-
verteilungsfunktion a) ohne &ufleres Feld, b) wenn die Elektronen
vom Metall zum Halbleiter und c) wenn sie in der entgegengesetzten
Richtung flieBen.

Es seien {;, und {5 die Grenzenergien von Metall und Halb-
leiter. Ohne duBeres Feld ist, damit Gleichgewicht herrscht, immer
(y=Cg=1C (§6). W(f) sei die Durchlissigkeit der Sperrschicht,
d. h. die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron, das auf die Sperr-
schicht auftrifft, von ihr durchgelassen wird!. J,, und Ji; seien die
Stromdichten der Strome vom Metall in den Halbleiter bzw. vom
Halbleiter in das Metall. Dann ist im Gleichgewicht ({,, = (g =)

Iy €) =Jg ©), (26)

wobei
= o 2 O W (9 dze (26a)
ist. f({) ist hier die FERMI-Verteilung, (2——n—)§ v, f ({) d7y also die Zahl

der Elektronen pro Volumenelement des f-Raumes, die pro Sekunde
auf die Oberflicheneinheit auftrifft. Da W(f) fiir das untere Band
praktisch Null ist, geht das Integral (26a) nur iiber das obere Band.
Mit § 18, (6) erhalten wir

a©) = g [ v 06 FT W () dz. (26b)

Liegt eine Potentialdifferenz P zwischen Metall und Halbleiter, so
ist die Differenz der potentiellen Energien

Der resultierende Strom J vom Metall zum Halbleiter ist
J=Jdy Cy)—JIx Cx), (28)

oder mit (26)
J = Jyg Cy)—Ju Ca)-
Nehmen wir an, da W () von V unabhéngig ist, so ergibt sich
mit (26b) und (27)
m—Ln |4

JaCu)=Jdalr)e ¥*T =Jg(lp)e*T,
oder nach (28)

J= JH(CH)< i 1)-

1 W(¥) ist unabhingig davon, ob das Elektron vom Metall zum Halb-
leiter oder umgekehrt fliegt.
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Als Gleichrichtungskoeffizient koénnen wir das Verhiltnis
J (V):—J(—V) bei gleichem | V| bezeichnen, das
v

7 —1 v
e o
1——(:—W

ist, falls V> k7T. Bei V =0,5 Volt und Zimmertemperatur ist
das €15, bei 600° nur noch?! e?.

Wird die Spannung gréBer als die Breite der verbotenen Zone
des Halbleiters, so stehen auch die Elektronen des unteren Energie-
bandes fiir den Elektronenstrom vom Halbleiter zum Metall zur
Verfiigung. Von diesen Spannungen ab muB also der Gleichrichtungs-
koeffizient wieder kleiner werden.

§ 20. Optische Probleme.

Lichtelektrische Leitfihigkeit. Das Absorptionsspektrum eines
Halbleiters ist ganz entsprechend wie das eines Metalls, wenn man
die Absorption, die den freien Elektronen zukommt (infolge der
ZusammenstoBe mit dem Gitter), wegliBt. Es gibt demnach eine
Grenzfrequenz #,, bei der die Absorption einsetzt und die durch
die Breite 4 B des verbotenen Gebietes gegeben ist durch

hv,= A B.
Unter dem EinfluB von Licht einer Absorptionsfrequenz » >,
wird die Elektronenverteilung verindert, und zwar wird die Zahl
der Elektronen im oberen Band 2, also auch die Leitfihigkeit,
erhéht. Wenn J die Intensitit des einfallenden Lichts ist, so ist
die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde in das obere Band 2
geworfen werden, ¢,J (¢, = konstant). Andererseits ist die Zahl
der Elektronen, die spontan von Band 2 nach Band I zuriickgehen,
proportional zur Zahl der Elektronen in Band 2, die wir %z nennen
und zur Zahl der freien Plitze in Band 1, die ebenfalls » ist. Wihlen
wir die Temperatur so tief, daB die Zahl der Elektronen, die
ohne Beleuchtung in Band 2 sind (Dunkelelektronen), vernach-
lassigbar klein ist, so lautet die Gleichgewichtsbedingung
c;J =c,n* (¢, = konstant)

1 Es soll hier nochmal darauf aufmerksam gemacht werden, da8 V die
Spannung an der Sperrschicht ist. Ihr Verhaltnis zur Spannung V,, die am
ganzen Stromkreis liegt, hiingt von dem Vorzeichen von V ab, und zwar
in der Weise, daBl die Gleichrichtung, bezogen auf V,, kleiner wird.
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oder
ne~JUz, (1)

n kann bei der Temperatur der fliissigen Luft etwa das Tausend-
fache der Zahl der Dunkelektronen betragen. Der Hauptgrund
fiir diese groBen Werte liegt darin, daf die relative Zahl der freien
Plitze in Band I sehr klein ist, so daB ein Elektron sehr lange in
Band 2 bleibt, ehe es rekombiniert (d. h. nach Band I zuriickfillt).
Daher stellt sich auch beim Abschalten des Lichts die Dunkel-
leitfahigkeit erst nach einer verhaltnismaBig langen Zeit ein.

Die oben berechnete Proportionalitit von n mit JV2 enthilt
zwei wichtige Voraussetzungen: 1. sollen nur zwei
Niveaus an dem ProzeB beteiligt sein; 2. sollen N7
die Elektronen und die Locher rdumlich gleich-
miBig verteilt sein. Besprechen wir zunichst die
letztere Voraussetzung! Sie trifft fir Verunreini-
gungshalbleiter wohl nur in Grenzfallen zu. All-
gemein werden wir aber annehmen miissen, daB
ein Elektron mit groBerer Wahrscheinlichkeit in
der Nihe eines ionisierten Fremdatoms ist als in g}:}gﬁ;iﬁ‘éﬁﬁ'gj
der Néhe eines neutralen, denn bei ersterem ist  nigungshalbleitern.
das Potential tiefer. Nun hat ein Ion immer
einen freien Platz, so daB im Grenzfall, in dem die Elektronen
vorwiegend in der Nihe der Ionen sind, die Rekombinationswahr-
scheinlichkeit (falls die Photoelektronen von den Fremdatomen
stammen) proportional zu » wird, woraus

'
e =chyn, mne~J

’

3

folgt, im Gegensatz zu (1).

SchlieBlich wollen wir annehmen, daB mehr als zwei Energie-
niveaus am RekombinationsprozeB beteiligt sind [145, 146]. Wir
setzen einen Verunreinigungshalbleiter voraus, bei dem aber die
Absorption nicht aus dem Niveau der Fremdatome, sondern aus
dem unteren Band I erfolgt. Die Elektronen werden dann durch
die Absorption in das obere Band 2 geworfen und sollen bei der
Rekombination zuerst auf das Niveau der Stératome iibergehen
und von hier zuriick zu Band 1 (Abb. 47). Die Zahl der Storatome
sei m,, die Zahl der Elektronen im Energieniveau der Stératome »'.
Wir miissen jetzt die beiden Fille fiir Verunreinigungshalbleiter
unterscheiden.

1. Das Storniveau ist fir 7=0 und ohne Beleuchtung voll
besetzt, d. h. es dient fiir 7 >0 als Elektronenqueile. Die Absorption
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erfolgt aber aus Band 1. Die Zahl der freien Plitze ist dann offen-
sichtlich in Band 1 n —(n, — n'), im Stérniveau n, — n’. Die Zahl der
Ubergiinge aus Band 2 in das Storniveau ist daher ~ n(n, — n')
und vom Stérniveau nach Band 1 ist sie ~ n’(n— (n,— n')) (vgl.
Abb. 47). Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann

¢J =cyn(n,—n’) fir Band 2.

6 J =c¢n' (n—(n,—n’)) fiir Band 1.
¢y Cs €5 8ind Konstante. Da die Absorption nicht aus dem Stor-
niveau erfolgen soll, diirfen wir fiir geniigend tiefe Temperaturen
immer annehmen, daB es stark besetzt ist, d. h. n,—n’< n, oder
n’= n,. Aus den obigen Gleichungen folgt dann zunichst

" — o — cgn'n ~_CGMa®
e Can—4cn T Cym 4 Cymy
Ist hier ¢3n, < cym, so folgt
n~J.

Ist hingegen ¢, n< ¢y n,, so wird wie in (1)
7~ JU2,

2. Die Storatome dienen als Elektronenempfinger, sind also
fir 7=0 und ohne Beleuchtung unbesetzt. Die Zahl der freien
Plitze in Band 1 ist dann »’ + n und die Gleichgewichtsbedingungen
lauten jetzt

¢;J =cyn(n,—n') fir Band 2,
¢,J =¢yn’ (n+n') fiir Band 1.

In unserem jetzigen Fall wird fir tiefe Temperaturen immer
n, >0 sein, d. h.

ne~dJ.
Nehmen wir hier noch an, daB »n' > n ist, so folgt

n' ~ JU2,

Die hier gegebenen Beispiele erschépfen durchaus nicht alle
moglichen Fille. Sie sollen nur zeigen, daf theoretisch fiir die
Abhingigkeit der Zahl der Lichtelektronen von der Lichtintensitit
keine allgemeine GesetzmiBigkeit zu erwarten ist.

Verteilungsfunktion [208]. Das Verhalten des belichteten
Kristalls ist natiirlich im wesentlichen durch die Verteilungsfunktion
der Elektronen bestimmt. Wenn die Lichtelektronen aus dem
unteren Band 1 stammen und von da in Band 2 geworfen werden,
wird sowohl die Verteilung der Lécher in Band 1 als auch die
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Verteilung der Elektronen in Band 2 verschieden von der Ver-
teilungsfunktion ohne Beleuchtung sein. Stammen die Elektronen
hingegen aus einem Storniveau, so wird nur die Elektronen-
verteilung in Band 2 wesentlich verdndert. Diese Verteilungs-
funktion hiéngt auBer von der Lichtintensitit vom Verhiltnis
zweier Zeiten ab. Von der Zeit 75, die sich ein Elektron im Mittel
im Band 2 aufhilt, bis es wieder in sein urspriingliches Niveau
zuriickféllt (Rekombinationszeit) und von der Zeit 7, die nétig
ist, damit ein Elektron seine Energie innerhalb von Band 2 (an
die Gitterschwingungen) verliert, d. h. bis seine Energie etwa
E, +kT ist, wo E, der untere Rand des oberen Bandes 2 ist.
Das Verhiltnis

v =1 (@)
ist meist unabhéngig von der Temperatur. Von 75 ist das selbst-
verstindlich, wenn man annimmt, da8 die Rekombination nicht
durch die Gitterschwingungen beeinflu3t wird, was meist richtig ist.
Zur Abschatzung von 7, ersetzen wir zunichst das ganze Spektrum
der Gitterschwingungen durch die gréBte Frequenz v,, mit der das
Elektron in Wechselwirkung ist, was nidherungsweise zuléssig ist,
weil ja nach § 13, (2) die Zahl der Gitterschwingungen mit einer

Frequenz » proportional zu »? ist. Nach S. 234 ist v, = _"ni’ was

unter der Annahme freier Elektronen (h k = m v, v = Elektronen-
geschwindigkeit)
hvy=2muvec (3)
ergibt. Nach § 13, (5) ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 eine Gitter-
schwingung mit der Frequenz v, angeregt ist
No=— 2 o*T oy fir £T>hy,. )

by = hw,
PLES |
Sei E die Energie des Elektrons sofort nach der Absorption,
so ist

E—E,=3 . ()
Nach (3) bedeutet dann k7T > h v,:

T 2'rr]zcvc ,
was mit einer Schallgeschwindigkeit ¢ = 5 - 10% cm/sec

7>100 VE—E,
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bedeutet, falls E—E, in e-Volt ausgedriickt wird. (4) ist daher ge-
wohnlich bei Temperaturen bis herab zu etwa 100° erfiillt, da £—E,
die GroBenordnung 1 e-Volt hat. Nach § 13 ist die Wahrschein-
lichkeit, daB ein Elektron pro StoB die Energie kv, aufnimmt,
proportional zu Ny, und daBl es die Energie 4 », abgibt, proportional
zu 14+ ;. Um im Mittel die Energie h», abzugeben, sind also

[vgl. (4)]

2kT
No+ (14 Np) =2 Ny~

0= hl’o
StéBe notig, denn dann wird die Energie % v, gerade N,-mal auf-
genommen und 1 4 N,-mal abgegeben. Um die Energie £—E,

E—E
abzugeben, mufl die Energie 4 v, im ganzen ——h~ra—-mal abgegeben
0
werden !, so dafl [vgl. (3) und (5)]
E—E, kT
2kT =5 = Tme
StoBe nétig sind, damit ein Elektron den groBSten Teil seiner
kinetischen Energie verliert. Bei Zimmertemperatur sind das
(mit ¢=~10° cm/sec) etwa 10% Stofe. Die Zeit zwischen zwei
StoBen ist bei unseren vereinfachten Annahmen gleich der Relaxa-

tionszeit 7, so daBl also

T~ kT
G= 4mc?

wird. Da 7~ T ist, wird 7, unabhéngig von der Temperatur.

Die Verteilungsfunktion der Elektronen ist im wesentlichen,
wie wir oben schon mitgeteilt haben, durch die GréBe von y (2)
bestimmt. Fir p - o, d. h. beim vollstindigen Fehlen einer
Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen, behalten alle Elek-
tronen ihre Energie E. Fiir y — 0, d. h. sehr starker Wechselwir-
kung mit den Gitterschwingungen, geht die Verteilung in eine
Frrmische, d. h. praktisch in eine MaxwgeLLsche iiber [denn die
Dichte der Lichtelektronen ist immer so klein, daB das Elektronen-
gas nicht entartet ist (vgl. § 5)]. Wahrscheinlich ist immer y < 1.
Uber den genauen Wert von y kann man gegenwiirtig keine sicheren
Angaben machen.

Ist n die Zahl der Photoelektronen, die natiirlich von der Licht-
intensitdt abhédngt, f die Verteilungsfunktion der Elektronen,

1 Wir vernachlissigen, daB %, von der kinetischen Energie des Elektrons
abhingt.
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D die Eigenwertdichte, so a8t sich zeigen, dafl fir y<1

e—¢

&

r— _
9 £l2 . a2 |e ¢ fir e<e
fD:ﬁnW(l~y)e Tt ny o5 _e—z 6)
e kT fir e>¢.
Dabei ist
e=FK—E,
die vom unteren Rand E, des Bandes aus gezihlte Energie und
¢= E—E, f

die Energie der Elektronen sofort
nach der Absorption!. Abb. 48
zeigt den Verlauf der Verteilungs-
funktion (6). Diese besteht aus
zwei Termen. Der erste ist eine
gewohnliche MAXWELL-Verteilung,
wihrend der zweite von ¢ = 0

-~
\15*

gegen die Energie ¢ = ¢ hin ansteigt 7
und dann rasch abfdllt. Es ist be- Abb. 48. Die Verteilungsfunktion im

. oberen Band eines belichteten Halbleiters.
merkenswert, dafl der zweite Term 2> .o temperaturunabhangiger Anteil.

in seinem wesentlichen Gebiet e< ¢ — = — MAXWELLscher Anteil.
nicht von der Temperatur ab-

héingt und daher um so bedeutungsvoller wird, je tiefer die Tem-
peratur ist.

Leitfahigkeit. Alle Probleme, die mit der Leitfahigkeit eines
belichteten Halbleiters zusammenhéngen, sind im Prinzip genau so
zu l6sen, wie beim unbelichteten, wenn man alle Mittelwertbildungen
mit Hilfe unserer Verteilungsfunktion (6) ausfiihrt. Bei der Leit-
fahigkeit o [§ 19, (9) bis (9¢)] ist das einfluBreichste Glied die Zahl
der Elektronen, hinter das die verschiedenartige Mittelwertbildung
von t zuriicktritt. Daher hat ¢ beim belichteten Kristall den
gleichen Wert wie beim unbelichteten, bei einer Temperatur, die
zur gleichen Zahl von Elektronen fiihrt. Nicht so trivial ist es mit
dem Harv-Effekt und der Thermokraft. Nehmen wir z. B. einen
Verunreinigungshalbleiter mit vorwiegender Locherleitung. Durch
Belichtung mégen die Elektronen vom unteren Band I in das obere
Band 2 geworfen werden. Dann ist das Verhéltnis — Zahl der
Elektronen : Zahl der Lécher — bedeutend gréBer als beim dunklen

1 Zu dieser Verteilungsfunktion f ist noch die Verteilungsfunktion der
Elektronen des unbelichteten Halbleiters zu addieren.
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Kristall, wo es praktisch Null war. Daher werden der HaLvL-Effekt
und die Thermokraft (die beim unbelichteten Kristall anormales
Vorzeichen haben) kleiner sein als bei einem unbelichteten Kristall,
der die gleiche Leitfihigkeit, also die gleiche Gesamtzahl Elek-
tronen - Locher hat. Das folgt sofort aus § 19, (9), (14) und (25),
wonach Elektronen und Locher ihre Beitrige zur Leitfahigkeit
addieren, zum HarL -Effekt B und zur Thermokraft ¢,, aber
subtrahieren. Auch die Temperaturabhingigkeit der GréBe R o
(~Beweglichkeit) wird durch die verdnderte Verteilungsfunktion (6)
beeinfluBt. Nach § 19, (16) ist
§8; ¢cRo= —:;Fz Ty,
wobei entsprechend zu § 19, (7), (8)

F2;2fepg—£de =F2/z2eD%£—ds,
0

mit f aus (6), ist (B, = F,¢).

Durch Ausfilhrung der Integration findet man, da Rg die
Summe von zwei Gliedern ist, von denen das erste ~ 7'~ 32, das
zweite ~T'—1 ist. Der Unterschied der Temperaturabhingigkeit ist
zwar nicht sehr betrichtlich, sollte aber in einem geniigend groBen
Temperaturintervall trotzdem merklich sein.

DEMEBER-Effekt. Unter Beriicksichtigung der Lichtabsorption im
Halbleiter nimmt die Konzentration der Photoelektronen senkrecht
zur Oberfliche ab. Dadurch entsteht, ahnlich wie bei der Thermo-
kraft, ein elektrisches Feld, das dafiir sorgt, daB der elektrische
Strom verschwindet, was natiirlich zu fordern ist, falls der Halb-
leiter isoliert ist. Die Richtung des Feldes muB im allgemeinen
nicht dieselbe wie beim Thermofeld des unbelichteten Kristalls
sein, falls man als positive Richtung kalt - heil und unbelichtet -
belichtet einfiihrt. Sie wird z. B. dann verschieden sein, wenn die
Leitung beim unbelichteten Halbleiter hauptsichlich durch Locher,
beim belichteten aber dureh Elektronen erfolgt.

Die GroBe der Potentialdifferenz V,, zweier Stellen a, b ergibt
sich mit Hilfe von (6) zu

7 \12
eVab.=kT<1 +@y(ﬁ) ’)m%,
wobei ¢, und ¢, die Leitfihigkeiten an a und b sind, deren Ver
haltnis natiirlich um so groBer ist, je groBer das Verhiltnis der
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Lichtintensititen in @ und b ist. Bei tiefen Temperaturen, wo das
Glied chT groB wird, sollte es hiernach méglich sein, die wichtige

Konstante y zu bestimmen. Die obige Formel gibt das Beob-
achtungsmaterial in grofen Ziigen richtig wieder. Eine genauere
Priffung ist nach den vorliegenden Messungen nicht méglich.

Grenzfrequenz. Bei einem reinen Halbleiter (ohne Fremdatome)
kann die aus der Grenzfrequenz y, des inneren Photoeffekts be-
stimmte Energie % v, identisch mit der aus der Temperaturabhangig-
keit der Leitfidhigkeit bestimmten Breite A B
des verbotenen Gebietes sein. Es ist aber sehr 4
leicht méglich, daB hw, + 4 B ist, wenn wir
eine Eigenwertverteilung der beiden Energie-
béander nach Abb. 20b annehmen und die zu-
gehorige Auswahlregel beachten. In diesem
Fall wird

hv,=AB + B,

wo B, die Breite von Band I ist, das im all-
gemeinen schmiler als bei Metallen sein diirfte. ~APD- 49~ Zum Term-
Die Auswahlregel kann durch Stérungen im gungshalbleitern.
Gitterbau und durch die Temperaturbewegung

der Atome durchbrochen werden. Dann setzt der innere Photo-
effekt nicht plotzlich bei der Frequenz v, ein, sondern schon bei

r= % und steigt dann langsam an. Wegen dieses langsamen

Anstiegs diirfte es sehr schwierig sein, den Wert von » genau zu
bestimmen.

Bei den Verunreinigungshalbleitern wird im allgemeinen A4 B’
(aus der Leitfahigkeit gemessen) von %y, verschieden sein, selbst
wenn man auf spezielle Annahmen iiber das Eigenwertspektrum
verzichtet. Das rithrt zum Teil daher, daB die Fremdatome mehrere
Energieniveaus, die in das verbotene Gebiet des reinen Halbleiters
fallen, haben kénnen. Nehmen wir z. B. ein Termschema nach
Abb. 49, bei dem die Fremdatome als Elektronenquelle dienen.
Uber dem héchsten besetzten Niveau der Fremdatome mége im
Abstand 4 B, ein fiir T'=0 leeres Niveau der Fremdatome liegen
und im Abstand 4 B’ > A B, die untere Grenze des oberen Bandes 2.
Ferner sei 4 B= E,—E, die Breite des verbotenen Gebietes beim
reinen Halbleiter. Bei geniigend tiefen Temperaturen liegt ¢
immer in der Mitte zwischen dem hochsten besetzten und dem
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(fiir T'=0) tiefsten unbesetzten Niveau. Nach § 18 ist die Zahl

der Leitfihigkeitselektronen
U 2l 4
np~e kT
da ja nur die Elektronen im oberen Band 2 zur Leitfdhigkeit bei-

tragen. Aus der Temperaturabhingigkeit der Leitfahigkeit miBt
b

man also (vgl. Abb. 49) unter Annahme einer Formel ¢ ~e¢ *T

b=E,— (=4822

Aus dem lichtelektrischen Effekt erhdlt man dagegen entweder
A B’ oder A B, je nachdem, ob die Elektronen aus den Stérniveaus
oder aus dem unteren Band absorbiert werden.

Wir sehen hieraus, daf3 es durchaus nicht maoglich ist, allgemeine
Beziehungen zwischen elektrischem und optischem Verhalten der
Halbleiter aufzustellen (etwa von der Art A B=hy,), ohne das
Termschema genau zu kennen. Dadurch wird ein Uberbhck iiber
die Halbleiter bedeutend erschwert. Da das Termschema noch
bei keinem Halbleiter eindeutig bekannt ist, miissen wir hier
darauf verzichten, spezielle Beispiele zu geben.

V. Die metallische Bindung.

§ 21. Einfiihrung.

Die verschiedenen Bindungsarten. Man unterscheidet vier Arten
von chemischer Bindung:

1. Tonen- oder heteropolare Bindung.

2. Atom- oder homgopolare Bindung.

3. Bindung durch Polarisation (vAN DER WaaLsche Bindung).

4. Metallische Bindung.

Die Ionenbindung entsteht durch die elektrische Anziehung
von Ionen verschiedener Ladung. Ein einfaches Beispiel ist der
Steinsalzkristall NaCl, der aus den positiven Na*t-Ionen und den
negativen Cl™-Ionen besteht. Das charakteristische Beispiel fiir eine
homéopolare Bindung ist das Wasserstoffmolekiil. Die beiden
H-Atome des Molekiils verhalten sich vollstindig gleich, d. h. es
tritt keine Ionenbildung auf. Die Anziehung ist durch die Aus-
tauschkrifte bedingt [25]. Diese stehen in engem Zusammenhang
mit der Spinkonfiguration der Elektronen, durch welche die che-
mische Valenz bestimmt ist. Die dritte Bindungsart wird, wie
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schon der Name sagt, durch Polarisationskrifte hervorgerufen.
Die meisten nichtmetallischen Fliissigkeiten und festen Kérper,
die nicht aus Ionen, sondern aus neutralen Molekiilen aufgebaut
sind, bilden Beispiele hierfiir (Molekiilgitter). Es gibt natiirlich
keine scharfe Grenze zwischen den verschiedenen Bindungsarten.
Meist spielt aber eine davon eine bevorzugte Rolle am Zustande-
kommen der betreffenden Bindung.

Wir werden uns hier nur mit der metallischen Bindung niher
befassen. Was sind die charakteristischen Eigenschaften der
metallischen Bindung? Der
wesentlichste Punkt ist hier
die Tatsache, dafl im typi-
schen Metallkristall jedes

Atom gleichwertig ist. Die

Bausteine eines Metall- eSS
kristalls sind also die Me- l E
tallatome, diejenigen eines B . 0 ¢
. . . —
Nichtleiters (eines Elements, ; )
Abb. 50. Potentialverlauf eines ,,Atoms, des ein-
z. B. fester Wasserstoff) da- fachen Metallmodells. Eigenfunktionen fir

gegen, mit Wenigen Aus- verschiedene Werte von z, (2}, =7, z"").
nahmen (z. B. Diamant)

Molekiile. Entsprechend bilden die Nichtleiter im gasférmigen Zu-
stand Molekiile, wihrend es von den Metallen im allgemeinen nur
sehr wenig stabile Molekiile gibt 1. Wir werden hiernach vermuten,
daB ein Element M immer dann ein Metall bildet, wenn seine
Fiahigkeit Molekiile (M,) zu bilden, sehr klein ist. Das ist allerdings,
wie wir sehen werden, nicht ausreichend, denn sonst miifiten ja
die Edelgase Metalle sein. Wir werden finden, daB3 die Zahl der
Elektronen in der &uBeren Schale klein sein muB}, damit das
betreffende Atom ein Metall bildet.

Einfaches Modell. Wir wollen zunichst ein ganz einfaches
lineares Modell betrachten, um das Wesen der metallischen Bindung
klarzumachen. Das Metallatom soll dargestellt sein durch eine
rechteckige Potentialmulde, von der Tiefe V, und der Lange 21,
in der sich ein Elektron bewegt (vgl. Abb. 50). Auf dieses Atom-
modell wenden wir unsere Niherung §4 C an. Unser Metall besteht
aus einer linearen Kette von Atomen. Nach dem Vorgang von
§ 4 C umgeben wir jedes Atom mit einer Zelle, auf deren Oberfliche

1 Z.B. ist die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils 4,7 e-Volt,
diejenige der Alkalimetallmolekiile kleiner als 1 e-Volt.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 17
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die Ableitung der tiefsten Eigenfunktion, f = 0, verschwinden mu8,

0

(35),_, =0, t=0, 1)
damit die Eigenfunktionen die richtige Symmetrie habenl. In
unserem Fall heiBt das, daB (1) fir # = +, erfiillt sein mufl
(Koordinate 2 nach Abb. 50, 2 x, = Abstand zweier ,,Atome).
Unsere Aufgabe ist die Berechnung der Energie einer Zelle als
Funktion von z,.

Die Eigenfunktionen miissen aus Symmetriegriinden entweder
gerade oder ungerade Funktionen von z sein. Wir wihlen fiir
unser Modell eine gerade Funktion. Wir haben also die ScHRO-
DINGER-(Gleichung

h? d?y

om dz T E—V)y=0, @)
V=0 fir |z|>],
V=—",fir |z/<l
zu lésen, mit der Randbedingung

dy . _
g =0 fir z=uz,. 3)

Da die Funktion gerade sein soll, brauchen wir nur positive x zu
betrachten, da ja

Y (2) =y (—2)
sein soll. Aus Stetigkeitsgriinden mufl dann
dy . .
= 0 fir z=0 (3a)

sein. Die Losungen von (2), die dieser Bedingung geniigen, lauten,
fiir Energien E<0 (gebundene Elektronen!)
y=acoskx fir z<l @)
p="be*r 4 bex* fir z>1
a, b, b, sind Konstante. Durch Einsetzen in (2) ergibt sich fiir

k und «
h2

h2
T V=8, o ei=—F.
Mit der Abkiirzung
2h; ¢?¢=1,, >k wegen E<O (5)
wird also
E=q—(B—q), o=g—k. (5a)

1 Dies gilt nur fiir gerade Funktionen.
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Die Randbedingung (3a) ist durch unsere Wahl von ¢ schon erfiillt.
Zur Bestimmung der Verhiltnisse der Konstanten a, b;, b,, haben
wir noch 3 homogene Bedingungen zur Verfiigung. Erstens miissen

p und Z—'xp in z =1 stetig sein, was 2 Bedingungen

acoskl= bie—*l 4 byexl
—aksinkl =—a(bje—*l—b,er!)

(6)

ergibt. Als dritte Bedingung kommt noch (3) hinzu. Aus (6)
finden wir zunichst durch Di- , .
vision der zweiten durch die "¢g
erste Gleichung u .
a be~*l_p,e* \

tgkl="2 .
£ b bl phet (0% \ LAl

Das ist eine Bedingung fiir k, . AN
welche uns die Eigenwerte N RS
liefert. Wir eliminieren b, und | /"o

b, mit Hilfe von (3). Durch . Y
Einsetzen von (4) in (3) wird 7 ¥ /5" H Fn

bie=*% =bye*n fir x;>1. (7)  Apb. 51. Bestimmung des Eigenwertes. tg £

. : . und e ¢/k als Funktion von k. Von den drei
D e? Fall :l:1<l .dlskutleren wir Kurven fiir ¢ ¢/k bezieht sich auf den
weiter unten. Einsetzen von (7) Fall 2z, = @ (¢ =1), = - - - auf den unteren
. 6 ibt Rand (¢ < 1), == = = auf den oberen Rand
in (6) ergi des Bandes (¢ > 1).

« 6az(a:,— l)_e-a(x,—l)

tvg k l = -; ea(zl_ l)_*_e—fl(zr‘l) )

2, >1 )

als Bedingung zur Bestimmung von % als Funktion von x,. Wir
wollen noch annehmen, dafl k2 < ¢? ist, so daB nach (5a) = q ist.
Wir beginnen die Diskussion von (8) mit dem Wert z;, = o,
d.h. mit dem freien Atom. Hierfiir wird (mit « = q)

tgkl:%. (8a)

Die Losungen dieser Gleichung finden wir graphisch mit Hilfe
von Abb.51. Dort sind tg k! und % als Funktion von k! auf-
getragen. Die Schnittpunkte ergeben die zuldssigen k-Werte.
Wir wihlen fiir unser Modell den zweiten Schnittpunkt?, der

1 Alle anderen Eigenwerte verhalten sich ahnlich wie dieser, mit Aus-
nahme des tiefsten Eigenwertes. Wir interessieren uns aber immer nur fiir
den zweiten Eigenwert.

17*
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nach Abb. 51 zwischen kI — 7 und k1= > liegt. Sein Wert
sei k,.

Wir lassen jetzt x;,, von Unendlich kommend, allmahlich ab-
nehmen. Dann wird die rechte Seite in (8a) nach (8) mit einem

Faktor, der kleiner als Eins ist, multipliziert, denn es ist ja
ea(:c,-—l) —_ a(z,—1)

e“(‘”x‘l)+e—a(zl—l) <1 ’ x> l.

In Abb.51 ist ]etzt fir ein bestimmtes x, < ® durch eine

Kurve ¢ - 7, ¢ <1 zu ersetzen, wodurch % zu kleineren Werten

riickt. Wird schlieBlich x, =1, so wird der Faktor ¢=0, d. h. es ist
tgka, =tgkl=0, =x,=1
oder
kl=nn, n=0,1,2,
Fiir unseren speziellen Eigenwert wird
kl=n<kyl, a=1.
Ist x; nicht exakt gleich I, aber nur sehr wenig gréer, so findet
man durch Entwicklung aus (8)

Ml=nt Ll -1, z>1 (@—Dhe<l. ©)
Wird schlieBllich z, <, so liefert die Bedingung (3) mit (4) an
Stelle von (7) einfach
sinkz, =0,

d. h.

kz,=namn,
in unserem speziellen Fall

kz,=mn. (9a)

Mit Hilfe von (5a) kénnen wir jetzt die Energie berechnen.
Sie ist (vgl. Abb. 52) fir x, =
h? 3
E=45—(k—¢), =, Tﬂ>kzl>ﬂ, (10)
fillt dann mit abnehmendem z,, bis sie in der Nihe von 2, =1 in
den Ausdruck
B=N" 2Bl g ! 10
=95 l2 + —q ) ’ Ty > ( a’)
iibergeht. Fiir xl__l hat ¥ ein Mlmmum

h2 2
E(}:W(%_qz)y xlzl:
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und fir x; <! steigt die Energie wieder!:

h2 /n2
E= gl g

— q2>, <l (10b)

Die Energie des tiefsten Zustandes unseres Energiebandes wird
also mit abnehmendem x, zunidchst kleiner als beim freien Atom,
erreicht bei z; =1 ein Minimum und steigt dann wieder an. Um
das Zustandekommen des Minimums zu verstehen, spalten wir

die Gesamtenergie in kinetische und potentielle Energie auf. Solange
2
x,>1 ist, setzt sich die kinetische Energie (N— / p* %) aus

einem positiven Term im Innern der
Potentialmulde und einem negativen
Term, der von den Teilen der Wellen-
funktion fiir |2| > herriihrt, zu-
sammen (vgl. Abb. 50). Der positive
Term iiberwiegt natiirlich immer den
negativen. Bei abnehmendem x, wird
die Wellenlinge zunéchst langsam 1
groBer, der Beitrag des ,inneren‘ 4 X
Terms zur kinetischen Energie also A(}):;- 5B2s:ndE:selflise Fdzzi):i?znv?:n;er
kleiner. Gleichzeitig wird aber auch :
der absolute Betrag des ,,duBeren’ Terms kleiner, denn %
néhert sich fiir || > I bei abnehmendem =, rascher dem Werte Null.
Die kinetische Energie wird als Differenz zweier gleichzeitig ab-
nehmender Terme also nur unbedeutend verdndert. Hingegen
wird die potentielle Energie erniedrigt, weil die Wahrscheinlichkeit,
daB sich das Elektron in dem Gebiet mit negativem Potential
(|x‘<l) aufhalt, mit abnehmendem z, wichst. Die (Gesamtenergie
fallt daher mit abnehmendem z,;, solange x, > 1 ist. Ist hingegen
x; <!, so ist das Elektron stéindig in dem Gebiet mit negativem
Potential und daher bleibt jetzt die potentielle Energie konstant.
Dagegen wichst die kinetische Energie und daher auch die Ge-
samtenergie sehr rasch mit abnehmendem z;, weil die Wellen-
linge proportional zu xz; abnimmt.

Wir haben bisher nur die tiefste Eigenfunktion (f=10) unseres
Energiebandes, in das ein Zustand des isolierten Atoms aufspal-
tet, betrachtet. Um alle Zustinde zu erhalten, haben wir die

1 Fir o, = ! hat E eine Unstetigkeit (Abb. 52), die durch die Unstetig-
keit des Potentialverlaufs an dieser Stelle bedingt ist.
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Bedingung (8) durch eine allgemeinere zu ersetzen (vgl. § 4 C),
die aussagt, daB sich jede Eigenfunktion wie

eikzy
verhalten muB, wo u eine periodische Funktion mit der Periode
2z, ist. Wir wollen hier aber nur die obere Grenze des Energie-
bandes berechnen, bei der nach § 4C die Randbedingung

p=0 fir r=u2 (11)
zu erfiillen ist. Das fiihrt anstatt zu (7) nach (4) zu
ble—“x=-—b2e“x, x1>l,
und daher wird (8) jetzt ersetzt durch
o ea(zl—l) + e—a(zl~—l)

tgkl=

; ea(z,—l)_e—a(zl—l) .

Fiir z;=o0 ergibt das natiirlich den gleichen Wert k, fiir k£ wie
mit (8). Fiir abnehmendes x; wichst aber jetzt die rechte Seite und
damit nach Abb. 51 auch k. Fir ;=1 wird

tghkl= o, 2, =1,
kl= (n + %) 7,
oder fiir unseren speziellen Eigenwert

W=225k1, =L

d. h.

Fiir 2, >1, aber (z;, —1) ¢< 1, erhdlt man ahnlich wie oben (9)

ko =37 a>l, (g —lg<l. (12)
Fir 2, <1 lautet (11) nach (4)
coskxz, =0, 2y <l

d. h. 1
kx = (n + ?> 7,
oder fiir unseren Fall

kx1=—323, xy<l. (12a)

Die Energie, die wir wieder aus Gl (5a) entnehmen, hat fir
z,=o den gleichen Wert (10) wie fiir den unteren Rand des
Bandes. Fiir abnehmendes z, wichst aber jetzt die Energie dauernd,
und zwar sowohl fiir x; <1 als auch fir ;> [und ¢ (2,—1)<]1],

wie h? ( 9 n? 2)

(13)
da (12) mit (12a) identisch ist.
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Die Differenz der Energien des oberen und unteren Randes
liefert die Breite B des Energiebandes als Funktion von z,. Mit
(10a), (10b) und (13) wird sie

hz [5 n? 2(x;—1) [ n2
B[22 202 (e 4], wsl <
ht 5 n?
B = 2—m Yy ?? , xy << l.

Im Falle 2, <1 sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte natiir-
lich genau wie bei freien Elektronen, die sich in einer Potential-
mulde von der Tiefe ¥V, und der Lénge des Metalls bewegen,
denn die Potentialmulden der einzelnen ,,Atome‘‘ schlieBen sich
in diesem Fall aneinander an, ohne dafl dazwischen ein Anstieg
des Potentials erfolgt. Fiir x;<! ist daher die Breite des Bandes

genau wie im Grenzfall freier Elektronen (N x—lg) , fiir ; >1 wird
1

das Band aber wegen des Terms mit (x,—I) langsam schmiler als
fiir freie Elektronen.

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Gesamtenergie. Jede
der Zellen (von der Linge 2 x;) enthélt bei einem einwertigen Metall
im Mittel genau ein Elektron, ist also elektrisch neutral. Infolge-
dessen liefert die Wechselwirkung der einzelnen Zellen keinen
Beitrag zur Energie. Die Gesamtenergie entsteht dann einfach
durch Summierung der Eigenenergien der einzelnen Elektronen.
Infolge des Pauri-Prinzips sitzen die Elektronen nicht alle im
tiefsten Zustand E, des Bandes, sondern besetzen entsprechend
der Fermi-Verteilung auch die héheren Zustinde. Die Energie
irgendeines Zustandes E, kann immer in der Form

En = EO + (En_Eo)

geschrieben werden, wobei also E, die Energie des tiefsten Zu-
standes des Bandes, E, — E, den Abstand vom tiefsten Zustand

bedeutet. Die mittlere Energie U pro Elektron <= 'Zlif - Gesamt-

energie) hat daher die Form
U=E,+F.

F nennen wir Fermi-Energie. Sie ist die Energie, welche die Elek-
tronen besitzen, weil sie infolge der FERMI-Verteilung nicht alle im
tiefsten Zustande sind. Sie hat natiirlich immer die Gré8enordnung
der Breite des Bandes, da dieses nach § 3 immer zur Hilfte besetzt
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ist, falls jedes Atom ein Valenzelektron hat. E, hat bei ! ein Mini-
mum, F steigt dagegen dauernd ~ xlg [vgl § 5, (16)]. U wird daher
1

bei x,-Werten, die etwas gréfer als ! sind, ein Minimum besitzen.
Die Koordinate dieses Minimums bestimmt den Gitterabstand,
seine Tiefe die Sublimationswirme und seine Kriimmung die
Kompressibilitdt des Metalls.

Die quantitative Berechnung der mittleren Energie werden wir
in §23 ganz analog zu den hier entwickelten Ideen durchfiihren.
Wir sehen, daB8 von einer GroBe, die der chemischen Valenz ent-
spricht, bei metallischer Bindung nicht die Rede ist. Trotzdem
ist aber die Zahl der ,,duBeren‘ Elektronen, d. h. der Elektronen
in der duBersten, nicht abgeschlossenen Schale von Bedeutung.
Dadurch, daB das Volumen, das einem Elektron im Mittel zur Ver-
fiigung steht, mit abnehmendem r, kleiner wird, wéchst natiirlich
die Wechselwirkung der Elektronen einer Zelle untereinander.
Hierdurch kommt ein weiterer Term zur Gesamtenergie, der mit
abnehmendem r, wichst. Solange r, groBer als der Radius der
néchsten inneren Schale ist, wird dieser Term hauptsdchlich durch
die Wechselwirkung der dufleren Elektronen bedingt. Er ist dann
um so groBer, je groBer die Zahl dieser Elektronen ist und wird
so bewirken, daB bei geniigend vielen AuBenelektronen iiberhaupt
kein oder nur ein sehr flaches Energieminimum zustande kommt.

Ghtterabstand, Sublimationswirme, Kompressibilitdt. Im Drei-
dimensionalen sei r; der Radius einer Kugel, deren Volumen gleich
dem Atomvolumen ist. Im Gleichgewichtszustand sei r, =p und

es wird .
1 Atomgewicht 1

dn 31 .
3 ¢ =% = Dichte  606-108"

n = Zahl der Atome pro cm3.
Aus r, 1Bt sich der Gitterabstand rein geometrisch aus der

jeweiligen Kristallstruktur berechnen.

(14)

Das Ergebnis unserer Energieberechnung ist immer die mittlere
Energie U als Funktion von r;. Am absoluten Nullpunkt hat r
denjenigen Wert p, fiir welchen die Energie ein Minimum hat,

der sich also aus
oU
or,

=0, n=p¢ (15)

bestimmt,
Die Sublimationswirme S ist die Differenz zwischen der Energie
eines isolierten Atoms und eines Atoms im Metall. Fiir 7'=0 ist
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also
8§8=U(w)—Ul)=—J—Ul=|Ule)—J, (16)

wobei J die Ionisierungsenergie der duBleren Elektronen ist.

Die Kompressibilitit » ist im wesentlichen durch die zweite
Ableitung von U bestimmt. x ist definiert durch

1 4v
o dp’

wo v, das Volumen des Metalls ist, Av seine Abnahme bei einer
Erhohung des duBeren Druckes um Ap. Die hiermit verkniipfte
Energieinderung pro Atomvolumen (v(,) ist

)
1
0
Andererseits kénnen wir U (r;) in der Umgebung der Gleichgewichts-
lage nach Ar=p—r, entwickeln und erhalten wegen (15)

U=U+ (5 ) G+

__ (4v)?
T 2ux

(17)

or? 2
Die Energieinderung ist daher mit (14)
(U (4rr 3 [@U\ (Arp
A= (5 ), T =g (Er )T W
Nach (14) ist
vy = 4—3"— o, (17D)
also
Av=4ng*Ar.
Durch Vergleich von (17) und (17a) folgt dann
1 1 orU
=1 (a1 )e (18)

Wir kénnen somit aus dem Verlauf der Energiekurve U (ry)
alle uns interessierenden GréBen entnehmen. Zu beachten ist
aber, daBl sie sich alle auf den absoluten Nullpunkt beziehen.

Austrittsarbeit. Die Austrittsarbeit w ist die kleinste Energie,
die ein Elektron aufnehmen muf, damit es das Metall verlassen
kann. Sie entspricht also der Ionisierungsenergie. Man kénnte
zunichst versucht sein —w gleich der Energie des hochsten besetzten
Elektronenzustandes zu setzen. Das wire aber nur dann richtig,
wenn sich die Wechselwirkungsenergie der Elektronen nicht dndern
wiirde, wenn man ihre Anzahl vermindert, ohne die Zahl der Ionen
zu éndern. Bei unserer obigen Berechnung der Gesamtenergie
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nahmen wir an, daBl die Wechselwirkungsenergie der Elektronen
durch diejenige der Ionen gerade kompensiert wird, da wir ja
jede Zelle als elektrisch neutral vorausgesetzt haben. Das ist
nicht mehr moglich, wenn (bei einwertigen Metallen) die Zahl
der Elektronen verschieden von der Zahl der Ionen ist. Wir haben
also die Gesamtenergie W als Funktion der Zahl der Ionen N,
und der Elektronen N, zu berechnen:

W (N, N;) = N, - U (N,, ). (19)
U ist wie oben die mittlere Energie pro Elektron. Die Austritt-
arbeit wird dann die Anderung der Energie des Metalls, wenn die
Zahl der Elektronen um Eins abnimmt, d. h.

ow

W=W(M—1,M)—W(M,M‘)=——m- (20)

§ 22. Das Metallmodell der freien Elektronen.

Ehe wir mit einer exakten Berechnung der Elektronenenergie
beginnen, wollen wir die metallische Bindung vom Standpunkt
der freien Elektronen behandeln. Wir haben schon in § 4C gezeigt,
daB die Valenzelektronen sich in guter Naherung wie freie Elek-
tronen verhalten, die sich in einem konstanten Potential Z, be-
wegen, wobei E, die Energie des unteren Randes des Energie-
bandes ist. Unsere exakte Behandlung in § 23 wird daher im
wesentlichen eine Berechnung von E, sein. Hier stellen wir uns
auf den Standpunkt, daBl E, gegeben ist. Die Elektronen verhalten
sich dann, wie wir in § 5, S. 68 berechnet haben. Ihre Frrmi-
Energie F ist identisch mit ihrer kinetischen Energie, d. h. nach
§ 5, (16) ist pro Elektron

3 h? 3
F=g gy Guinh=2C. @

Im iibrigen werden wir die Elektronen wie klassische Elektronen
behandeln.

Sublimationswirme [37]. Ein wesentliches Hilfsmittel zur Be-
rechnung der Gesamtenergie ist der Crausiussche Virialsatz, der
besagt, daBl im Gleichgewicht die negative kinetische Energie der
Elektronen gleich der Gesamtenergie ist. Auf ein Elektron bezogen
lautet er

U=— By, @)
wo U die mittlere Energie, E,; die mittlere kinetische Energie ist.
Wir beweisen den Virialsatz fiir klassische Elektronen im Anhang 5.
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Die Verteilungsfunktion der Elektronen spielt dabei keine Rolle,
so daB der Virialsatz auch im Fall der FErmi-Statistik giiltig
ist. Aus (2) folgt natiirlich, daB die Erniedrigung der Gesamt-
energie, —A U, gleich der Erhchung der kinetischen Energie ist,
wenn wir von freien Atomen zu Atomen im Metall {ibergehen.
Diese Erhohung der kinetischen Energie ist im wesentlichen
identisch mit der FErmI-Energie. Nach (2) ist dann
AU=—F.

—AU ist nach §21, (16) die Sublimationswiarme S. Mit (1) ist
also

2 3
S=F =55 Bn*n) = 5L, 3)

Dieses Gesetz wird, wie Tabelle 19 zeigt, fiir die einwertigen
Metalle, fiir welche die Voraussetzung freier Elektronen am ehesten
zutrifft, recht gut erfiillt. (S ist in K-Cal pro g-Atom angegeben.)

Tabelle 19.
Metall | Li | Na | K | Rb | Os | Cu | Ag | Au

Sexp. - - | 46 | 30 | 265 | 25 | 24 ' 76 | 65 | 83
Stneor. - | 66 | 44 | 28 2¢ | 21 | 93 | 73 | 73

Bei den meisten Metallen ist der theoretische Wert zu groB, was
darauf hinweist, daf die FErRMi:Energie kleiner ist als in (1).
Dieses Verhalten ist zu erwarten und bedeutet, daB die schein-
bare Masse der Elektronen groBer als die wirkliche ist.

Austrittsarbeit [153, 182]. Die Austrittsarbeit 148t sich auf
ganz #hnliche Weise wie die Sublimationswidrme berechnen. Die
Gesamtenergie W des Metalls ist nach dem Virialsatz, da unter
der Annahme freier Elektronen die FErmI-Energie gleich der
kinetischen Energie ist [vgl. (1)]

3 h?

3
W—_—""NF—_—— *‘gm(3ﬂ2n)2/3N:3—cN,

wobei N die gesamte Elektronenzahl ist (=nR). Nach §21, (20)
wird also die Austrittsarbeit

oW 5 3 h?
—aN =3 5am OTUP =L @

Tabelle 20 zeigt fiir die einwertigen Metalle den Vergleich mit den
Experimenten (w in e-Volt).
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Auch hier bewihrt sich also das Modell freier Elektronen in
den Grenzen, die wir erwarten diirfen. Beide Tabellen (19 und 20)
zeigen, dall unsere FERMI-Energie besonders fir Cu, Ag und Au
und fiir die leichten Alkalimetalle Li und Na zu gro8 ist. Dieser
Fehler wird teilweise kompensiert, wenn wir w aus der Sublima-
tionswirme berechnen. Aus (3) und (4) folgt ja

w=- 8. (5)

Diese Formel trigt der Méglichkeit einer scheinbaren Masse m*
der Elektronen (§ 4), die von der wirklichen verschieden ist, Rech-
nung, weil die Elektronenmasse ja eliminiert ist. Im iibrigen beruht
sie aber auf den gleichen Voraussetzungen wie (3) und (4). Aus
Tabelle 20 ist zu sehen, dafl (5) recht gut bestitigt wird.

Tabelle 20.
Metall | Li | Na | K | Rb | Cs | Cu | Ag | Au

Wexp. - -| 29 | 25 | 22 | 21 L9 | 44 | 47 | 49
| 47 | 32 | 20 | 1,8 L5 | 68 | 53 | 53
Wtheor. (5)| 33 | 2,2 1,9 1,8 1,7 55 | 47 | 60

Kompressibilitit » [184]. Zur Berechnung der Kompressibilitit
diirfen wir den Virialsatz nicht in der oben (2) angegebenen Form
beniitzen, denn diese bezieht sich auf den Fall, daB der duBere
Druck verschwindet. Um 3 zu berechnen, miilten wir auch die
potentielle Energie als Funktion von r; kennen. Wir wollen die
Annahme machen, dafl die potentielle Energie keinen wesentlichen
Beitrag zur Kompressibilitit liefert. Nach § 21, (18) wird dann,
da F der von r, abhéingige Teil der kinetischen Energie ist,

1 1 (&F
x 12mg \ 012 /o'

F ist durch (1) gegeben. Unter Beachtung, daf3 [vgl. § 21, (17b)]

13
"= T dag
ist, erhalten wir
2m
%:2,8'F95. (6)

Auch dieses Gesetz wird fiir die Alkalimetalle verhiltnismaBig
gut erfiillt, wihrend Cu, Ag und Au sehr betrichtliche Abwei-
chungen aufweisen.
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Tabelle 21. Nach [184].
Metall | Li | Na | K | Rb | Cs | Cu | Ag | Au

¥theor.

|
1,6 \ 1,9 1 1,4
! |

0,9

%exp.

1,6 1 3,7 \[ 7,0 1 8,2
|

Tabelle 21 zeigt das Verhéltnis der berechneten zur beobachteten
Kompressibilitdt. Die Reduktion der letzteren auf den absoluten
Nullpunkt der Temperatur ist etwas willkiirlich, weil fiir die
meisten Metalle nur wenige MeBpunkte vorliegen. Fiir Rb, Cs und
Au konnte sie gar nicht durchgefithrt werden. Fiir diese Metalle
bezieht sich %, auf Zimmertemperatur. Die GroBe der Tempera-
tur-Korrektur bei den anderen Metallen betrigt bis zu 25%.

Gitterabstand. Zur Berechnung des Gitterabstandes ist natiir-
lich eine genaue Kenntnis der potentiellen Energie nétig. Wir
koénnen diese hier nicht wie bei der Berechnung der Kompressi-
bilitdt vernachldssigen, denn sonst bekommen wir iiberhaupt kein
Energieminimum. Wir werden. um die GroBenordnung des Gitter-
abstandes zu bestimmen, annehmen, dafl die Ladung des Metallions
im Atomkern vereinigt ist, wihrend die Ladung der Elektronen,
entsprechend unserer Vorstellung freier Elektronen, gleichmaBig
verteilt ist. Nach den in § 21 auseinandergesetzten Ideen miissen
wir also die potentielle Energie einer Kugel vom Radius r; be-
rechnen, in deren Mittelpunkt die Ladung + |e| sitzt (Lon), wihrend
die Ladung —|e| (Elektron) gleichmiBig verteilt ist. Die Dichte
der negativen Ladung ist

— 3le|
T 4nn}
und die potentielle Energie daher?
71 rl
o 0 . e23 4nr2d7‘~____3_f27
E““lel/7d7——'4mg/ r 2
0

Damit wird die Gesamtenergie [vgl. (1) mit » = TzT?]
3 e 3h2 (9m\2i3 1
Das Minimum der Energie, welches den Gleichgewichtsradius
bestimmt [§ 21, (15)] berechnet sich aus
0= (20) =38 g 3r (o
ory Jo 2 ¢ 10me® \ 4

\

U=FE,+F=—

@)

1 Die Wechselwirkung der konstanten negativen Ladung mit sich
selbst darf natiirlich nicht mitgerechnet werden.
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Aus dieser Gleichung folgt sofort wieder der Virialsatz, denn sie
lautet ja:
0=—E,—2F=—U-F.

Der Radius der Kugel ergibt sich aus (7) zu

2/3 h?
wihrend die beobachteten Werte von p bei den Alkalimetallen
zwischen 1,6 und 3 A liegen. Wir diirfen natiirlich aus unseren
groben Uberlegungen nicht mehr als die richtige GréBenordnung
erwarten. Wir werden in § 23 zeigen, dal man die o-Werte durch
einfache Rechnungen auf einige Prozent genau bestimmen kann.

DEBYE-Temperatur. Nach §13, (8) ist die DEBYE-Temperatur®
mit der raschesten Eigenschwingung des Kristalls, v,,, durch die
Beziehung

hv,=k0O
verkniipft. Zur Berechnung von », miissen wir nach § 13, (4) die
Schallgeschwindigkeit bestimmen.

Wir wollen uns die Berechnung von @ vereinfachen, indem wir
annehmen, daB die einzelnen Atome des Kristalls unabhingig
voneinander schwingen. Das bedeutet, da8 wir das ganze Schwin-
gungsspektrum des Kristalls durch eine einzige Frequenz v, er-
setzen. Zu ihrer Berechnung nehmen wir an, daB alle Atome
des Kristalls in ihren Gleichgewichtslagen sind mit Ausnahme
eines einzigen, das um die Strecke a verschoben sei. Die potentielle
Energie dieses Atoms ist groBer als in der Gleichgewichtslage.
Die Energiedifferenz sei &. Wenn das fragliche Atom in seiner
verschobenen Lage nicht festgehalten wird, fiihrt es Schwingungen
um seine Ruhelage aus. Ist a geniigend klein, so sind die Schwin-
gungen harmonisch, d.h. der Abstand x des Atoms von seiner
Ruhelage ist mit der Frequenz v, durch die Beziehung

x =asin2xy,t
verkniipft. Immer, wenn das Atom durch seine Ruhelage schwingt
(x = 0), ist seine kinetische Energie
M [(dz\2 M
T(W)¢=o=74nzv§a’2'
(M = Masse des Atoms.)

Fiir x = a ist diese kinetische Energie vollkommen in poten-

tielle Energie umgewandelt. Daher folgt

M
£= ?47:21:,’5(12
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oder
1 2
Yo=395, Miz . 8)
Um », mit »,, und @ zu verkniipfen, fordern wir, daB unser
Modell (mit einer einzigen Frequenz v,) bei hohen Temperaturen
die gleiche spezifische Warme c, liefert, wie bei Beriicksichtigung
des ganzen Spektrums der Eigenschwingungen. Es la8t sich zeigen,
daB in diesem letzteren Falle

cv:3nk<l—§6<—g—>2+. . )

ist, wahrend man im Fall einer einzigen Frequenz »,

c,,=3nk<l—Tl~2—<:;?)2—{—...)
erhilt. Durch Vergleich folgt

0 — V_zﬂﬁ’;o,

oder unter Verwendung von

20 2¢
0=z V12 Ma*® )

Zur Berechnung von ¢ nehmen wir wie im vorigen Abschnitt
an, daB die Ladung |e| des Metallions im Atomkern vereinigt ist.
¢ ist dann die Energie, die notig ist, um die Ladung |e| in einer
Kugel (Radius r;) mit der konstanten Ladungsdichte

. __ 3le
Q= — Tnr

vom Mittelpunkt um die Strecke @ zu verschieben. Aus den ein-
fachsten Gesetzen der klassischen Elektrostatik folgt

e2a2
=724
Mit (9) wird also
he 20
O=% Veus

Es sei A das Atomgewicht, d die Dichte und L die LoscEMIDT-
Zahl. Dann ist die Atommasse

M=

SIEN

und das Atomvolumen

F 1 A
v=SFR= 11
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Daher erhalten wir schlieBllich fiir die DEBYE-Temperatur
heL d\? 2047

O=—7 / 12-3
Die nachfolgenden Zahlenwerte zeigen, dafl diese Beziehung so

gut erfiillt ist, wie wir bei unserem einfachen Modell erwarten
diirfen 1.

~55.108 %" abs
~5, - :

L | Na | K Rb | Cs Cu | Ag | Au

theor. | 590 235 130 78 57 270 170 120
exp. 430 160 120 85 70 315 215 175

%]

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse dieses Paragraphen,
daB das einfache ,(freie Elektronenmodell“ fir die einwertigen
Metalle zu recht befriedigenden Ergebnissen fithrt. Fir mehr-
wertige Metalle erhilt man hingegen viel schlechtere Resultate,
denn hier sind die Abweichungen vom Verhalten freier Elektronen
betrachtlich.

§ 23. Quantitatives [208a].

Methode [154]. In den vorgehenden §§ 21 und 22 haben wir
gesehen, daB die wichtigste Aufgabe bei der Berechnung der Gesamt-
energie die Bestimmung der Energie £, des unteren Randes des
Energiebandes ist. Dazu umgeben wir nach § 4 C jedes Atom
mit einer Kugel vom Radius r,, deren Volumen gleich dem Atom-
volumen ist. Die einzelnen Kugeln sind dann im Mittel elektrisch
neutral, so daB das Potential, in dem sich das Elektron bewegt,
durch das Potential des Ions der betreffenden Kugel gegeben ist,
wahrend sich die Beitrige der anderen Ionen und Elektronen in
dieser Naherung gerade kompensieren. Wir haben dann genau
dieselbe SCHRODINGER-Gleichung zu 16sen wie beim freien Atom.
Zum Unterschied gegen dieses mufl die Randbedingung § 21, (1)

(%%)T=n= 0 (1)

erfiillt werden. Fiir r, > o erhalten wir natiirlich die Eigenfunktion
fir das freie Atom. Wir beschrinken uns auf s-Terme, fiir die

! Bei Beriicksichtigung der Storung der gleichméBigen Elektronen-
verteilung durch die Atomschwingung wird ¢ und damit © erniedrigt [208a].
Hierzu kommt bei Beriicksichtigung der Ionenabstolung noch ein weiterer
Term, der ® erh6ht und insbesondere bei Cu, Ag und Au von Bedeutung
ist [209].
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y kugelsymmetrisch ist. Die Energie des freien Atoms (r;= )
sei E(). Die Form der Eigenfunktion ist in Abb. 53 fiir einen
3-s-Term gezeigt. Wir ersehen daraus, daB die Randbedingung (1)
beim freien Atom nicht nur fiir , = c, sondern noch fiir jeden
Radius, an welchem y ein Maximum oder Minimum hat, erfiillt
wird. Wir interessieren uns (auBer fiir r, = ) nur fiir das Maxi-
mum mit dem groften Radius®. Lassen wir 7, nun, von Unendlich
kommend, abnehmen, so nimmt auch Ey(r;) ab, in der Art, wie
es in § 21 fir ein einfaches Modell gezeigt wurde. Gleichzeitig
gibt es aber immer, wie bei r;=c0, einen zweiten Radius, der
die Randbedingung (1) fir ,
die gleiche Energie erfiillt.
Es 148t sich zeigen, daB
dieser Radius mit abneh-
mender Energie wachst (vgl.
Abb. 53). Bei einer bestimm-
ten Energie E (r,) werden
die beiden Radien zusam-

menfallen. An dieser Stelle Abb. 53. Eigenfunktion fiir verschiedene Werte
. . des Radius 7, (r], 7{’, 11" =1y, r1"). 7{ und r{"”
"n=ry hat die Energie £, als gehoren zur gleichen Eigenfunktion. Die Unter-

Funktion des Kugelradius schiede zwischen ﬁbii!:ﬁellggenfunktionen sind
7, ihr Minimum. Gleichzeitig ’

muB hier auch, wie aus Abb. 53 zu sehen ist, die zweite Ableitung
von y verschwinden:

d*y _ ii_Eo(rx) _
(T)e= 0 (5), =0 @

/ -~

5
1

.
i

,

J“’

|

-3,

~ 7/

—~ e e

>
/4
/
/
1/
s+
-
\
\

\

Wir sehen, daB3 bei der Energie E,(r,) die Eigenfunktion in der
Nahe von r=r, durch die beiden Bedingungen (1) und (2) schon
weitgehend festgelegt ist. Wir werden zur Berechnung von K (r,)
von dem Energieminimum Eg(r,) ausgehen. Das Minimum der
Gesamtenergie liegt nicht weit entfernt von 7y, so daB wir ein
Storungsverfahren anwenden kénnen.

Eigenfunktion fir E,(r,). Die Bedingungen (1) und (2) liefern
uns sofort einen Zusammenhang zwischen 7, und E(r,). Die
ScHRODINGER-Gleichung lautet ja, wenn wir den Lapraceschen
A-Operator in Polarkoordinaten schreiben und beachten, da8 ¢
kugelsymmetrisch ist:

2 2
o () + Betrg —VO)p=0. @

1 Dije inneren Maxima und Minima haben keine Bedeutung, weil die
Wellenfunktion dann nicht die notige Anzahl von Knoten hat.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 18
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Diese Gleichung muB fiir alle Werte von r, insbesondere also auch
fiir r=r,, erfiillt sein. Hier verschwinden nach (1) und (2) die
beiden ersten Ableitungen von y, so daB aus (3) sofort

Eq (r)) =V (ro)
folgt. 7, ist fiir die Alkali- und Erdalkalimetalle immer gréBer als
der Ionenradius, so da8 fiir die Alkalimetalle hier

Vi =—2, r>n 4)

ist (r; = Ionenradius). Auf Cu, Ag, Au und die zweiwertigen
Metalle kommen wir weiter unten zu sprechen. Somit ist also

Ey(ro) —— %, ®)

d. h. die Bestimmung von E(r,) reduziert sich auf eine Berechnung
des fiir jedes Atom charakteristischen Radius 7,.

Zur weiteren Durchfiihrung der Rechnungen vereinfachen wir
zuniichst die SCHRODINGER- Gleichung, indem wir vom C-@G- 8-
System zu einem, den atomaren Prozessen mehr angepaBten MaB-
system iibergehen. Wir wihlen als Lingeneinheit den BoaRrschen
Radius

h2
a = 3
m e

= 0,5284, (6)

als Energieeinheit die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms
(1 Rydberg)

82
R= 34 = 13,53 e-Volt. (7)
Dann lautet (3) mit (4)
2 dy
—j— —dr +(E (r) + )w:O, r>1;. (8)

Fiir r = 7, w1rd dies mit (5), falls y, die zu E,(r,) gehorige Eigen-
funktion ist,

Ey,  2dy, , (2 2\
d:lz,o_}_ r dro+(‘7~;o—)%=0, r>1;. (8a)

In der Nahe von r, ist ¢, wegen der beiden Bedingungen (1) und (2)
angenihert konstant. Wir setzen daher
vo=1+¢, ¢<1, @r)=0 (8b)
und erhalten durch Einsetzen in (8a)
dz¢ 2dp 2 2

dr? ++ r dr 1, r’
wobei wir GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind [(% — ri) q;]
[}]
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vernachliassigt haben. Diese Gleichung 1aBt sich leicht exakt
losen. Nach einfacher Rechnung ergibt sich unter Beachtung von
(1), (2) und (8Db)

wo=1+(r—rof_’ r>r;, 9)

3rr,
abgesehen von einem Normierungsfaktor.

Die Niherungslosung (9) ist solange eine gute Approximation,
solange |y,—1|<1 ist (und auBerdem natiirlich 7> r,). Diese
Bedingung ist fiir alle Werte von r, fiir die wir ¢ brauchen werden,
immer sehr gut erfiillt. Im ganzen Gebiet, in dem die Niherung (9)
giiltig ist 1, wird y, also angendhert konstant.

Berechnung von Ej (r;). Die Tatsache, daB y, beinahe konstant
ist, ermdglicht es uns, auf einfache Weise den Verlauf der Energie
Ey(ry) in dem Gebiet zu berechnen, in dem (9) giiltig ist. Wir
setzen die Eigenfunktion in der Form

Y (r) =1, (r) 1 (r) (10)
und die Energie in der Form
By (ry) = Ey (ro) + £ (ry) (11)

an. Einsetzen von (10) und (11) in die ScHRODINGER-Gleichung (8)
liefert uns dann unter Beachtung von (8a)

az 2 2 4d d
H;“(? 70(1";")71'/;“"1”:0' (12)

Da g, in dem ganzen Gebiet, das uns interessiert, beinahe konstant
ist, wird

d'/’o~
ar ~0.

Beachten wir dies, so 1aBt sich (12) exakt 16sen 2:
sin a7
fr)=

ar
it
o a?=c¢.
Daher ist nach (10) und (9)
. (r—ry)®\ sinar
Y= <1+ 371':; ) ar (13)

Ist auBerdem noch
Bri=cri<l,
1 Das ist meist fast die ganze Kugel, z. B. bei der Eigenfunktion fiir Na
(Abb. 10, 8.53) etwa 90% des Volumens der Kugel.
2 Eigentlich miiBten wir eine Linearkombination der beiden Partikular-

lésungen nehmen. Es 1Bt sich aber zeigen, daB der Koeffizient der zweiten
verschwinden muB.

18*
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so 1aBt sich der Sinus entwickeln und (13) wird bei Vernachlissigung
von GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind,
(r —ro)® r
y=1+ 3rr, —8—6_
Durch Einsetzen dieses Wertes von y in Bedingung (1) erhalten
wir

(fx—fo)“< i)_ ho_
Tann, 2w o=

d.h.
e(r) = (2 + i) . (13a)

rir, n
Nach (11) ist also die Energie, da in unserem MaBsystem [vgl. (5)
2 .
und (7)] E, (r,) = ~ wird,

By)=——+ 00l (3 0)__2_r=n gy

rir,

Somit haben wir E, (r,) als Funktion von 7, und r, bestimmt
und es verbleibt noch die Berechnung von 7,. Diese 148t sich unter
Verwertung der Ionisierungsenergie J — —E () des freien Atoms
durchfiihren. In diesem Fall ist ja £ (o) bekannt und (8) kann
dann direkt gelost werden.

Mit
n=J, m= % (15)
erhilt man aus (8) fir yr>1
1p=r"'—1e—7'<l——ﬂ(2";;rl)+...>. (16)

Diese Losung muB mit (13) an derjenigen Stelle identisch sein,
an welcher die Naherungslésung (13) am besten giiltig ist, d. h. fiir

r=17, Hier sollen die GroBen y und % der beiden Lésungen

(13)* und (16) gleich sein. Nach einfacher Umrechnung erhilt
man hieraus die Gleichung
1+y A= | (ro 1—v —
1‘:—— 247 7o+ 245 +(7o_“ 22,1 )ﬁrOCOtgﬂro_O’
Bro=Yy2r,—y*ny
zur Bestimmung von r, als Funktion der Ionisierungsenergie
[vgl. (15)] J =92 Abb. 54 zeigt r, als Funktion von J. Tabelle 22
gibt die genauen Werte fiir die Alkalimetalle. J und 7, sind in den
Einheiten (7) bzw. (6) angegeben.
1 Gl. (13) enthalt noch nicht die Voraussetzung & 72 < 1.
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Gesamienergie. Nach Tabelle 22.

§ 21, S.263 entsteht die Metall Li | Na | K | Rb | Cs
Gesamtenergie U durch
Addition der Frrmr. Jewp.- - | 0397|0378 0,319 | 0,308 | 0,287
Energie zur Energie des  'otheor- * 297 [324 [415 | 436 4,80

unteren Randes des Bandes Ey(ry)

U = Ey(r) +F. a7

Bei Metallen mit einem Valenzelektron ist die FErMI-Energie an-
R gendhert so groB wie bei freien

\ Elektronen. Der Grund dafiir

™

% -43
7 \\% 2
ts \ —=-
2 N !
N E & > /=
7 ad i
5
A %@
VA R TR R T -4, ¥ ¢ 5 r
J—> P —
Abb. 54, Abb. 55.

Abb. 54. r, als Funktion der Ionisierungsspannung I in atomaren Einheiten.

Abb. 55. Bindungsenergie von Kalium als Funktion des Radius r,. Die untere Kurve 1 ist
die Energie des tiefsten Zustandes, die obere (2) ist die Gesamtenergie. I ist die
Tonisierungsenergie des freien Atoms und daher S die Sublimationswiirme.

ist, wie wir schon in § 4 C auseinandergesetzt haben, da8 die Eigen-
funktion des tiefsten Zustandes des Bandes, die wir soeben berechnet
haben, angendhert konstant ist, wie es fiir freie Elektronen zu
erwarten ist. Daher ist F' durch § 22, (1) gegeben. Auf unsere
atomare Energieeinheit (7) umgerechnet wird

=22 (17a)

1
Die Gesamtenergie ist daher nach (17) und (14)
_ 2 (n—r) 7o 22 2 n—ri 22

U= gt (24 ) + Sy - R 09
wobei 7, fiir das jeweilige Metall durch die Ionisierungsenergie des
freien Atoms bestimmt ist und aus Abb. 54 oder Tabelle 22 ent-
nommen werden kann. In Abb. 85 zeigen wir den Verlauf von
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U fiir Kalium. (18) hat nur Giiltigkeit, solange das zweite Glied
klein gegen das erste ist.

Alkalymetalle. Aus (18) erhalten wir den Radius ¢ des Gleich-
gewichtszustandes nach § 21, (15) aus

oU
(‘ar—l)f 0.

Das fiihrt zu der folgenden quadratischen Gleichung fiir o:
0?—7ri—1460=0,
deren Ldsung
0 =073 + (r; + 0,53)!2 (19)
ist. Die Verdampfungswirme S wird nach § 21, (16) mit (18) und
der obigen Gleichung fiir o
2 (o=t e , T\ 22 2 013
8=~ e <2+?)—?—_J e
und die Kompressibilitdt » ergibt sich mit (18) und (19) aus § 21,
(18) zu

1 0,159 0,116
e e
Tabelle 23 zeigt den Vergleich zwischen berechneten und gemessenen

GréBen. ¢ wird in A, 8 in K-cal/Mol und x in —Eg—_(%l;%ﬁ an-
gegeben. Es ist dann
oin A =g -0,528
§ in K-Cal/Mol = §-310
. x%-10-8
% in em¥kg = a9

Den experimentellen Wert von » haben wir fiir Zimmertemperatur
Tabelle 23. (a) und fir 7'=0 bei

- linearer Extrapolation

Metall Li [Na | X [Rb | Cs (b) angegeben. Der wirk-
liche Wert fir 7=0

theor. . .| 1,99 2,13| 2,60| 2,72| 2,94

- 3 3 1
exp.. . .| 169| 20| 2,61/ 2.82| 3,01 liegt dazwischen®.
gtheor. . .1245 (22 (17 |16 |15 Die  Ubereinstim-
exp 46 (30 (265 |25 |24 mung zwischen Theorie

, theor |1l |14 130 1356 |53 und Experiment ist sehr
10 "‘exp.,: 2 ig 423 52 |70 gut. Bei g betrigt der
Unterschied, abgesehen

1 Auch die anderen elastischen Koustanten [209], sowie die Temperatur-
und Druckabhingigkeit der Kompressibilitiat lassen sich mit befriedigender
reinstimmung mit den Experimenten berechnen.
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von Li, nur wenige Prozente. Bei der Verdampfungswéirme ist zu be-
riicksichtigen, daB sie als Differenz zweier GréBen |U|—J gewonnen
wird 1. Bezogen auf S betrigt der Fehler ~ 50%, bezogen auf U
aber weniger als 10%. Auch die Kompressibilitat liegt, abgesehen
von Li, durchwegs zwischen den experimentellen Grenzwerten.
Die griéBeren Abweichungen bei Li rithren daher, daB hier die
Abweichungen der Eigenfunktion g, von einer Konstanten groSer
sind als bei den anderen Metallen. Dadurch wird die Frrwmi-
Energie F kleiner als bei freien Elektronen [196], was bewirkt,
daB der Gitterabstand kleiner und die Verdampfungswirme
groBer wird.

Thermische Ausdehnung. Es 1aBt sich zeigen, daB der thermische
Ausdehnungskoeffizient ;2 in einem einfachen Zusammenhang mit
der spezifischen Warme c,, der Kompressibitit » und dem Atom-
volumen v steht. Es ist cdmlich [8b]:

"= 11 X Cyp
L v
Unter der Annahme, daB die Dispersion der elastischen Wellen

(vgl. §13) vernachléissigt werden kann, wird

dln ®
I'=-— 71—11111—0_’ @ = DEBYE-Temperatur.

Die einzige unbekannte GroSe im obigen Ausdruck fir p ist I
I' kann ohne Schwierigkeit berechnet werden. Unter Verwendung
von (14) und (19) findet man

I'=148

o— 146
0—216 "
Wie Tabelle 23a zeigt, ist diese Formel in befriedigender Uber-
einstimmung mit den experimentellen Werten.
Erdalkalimetalle. Die

oben fiir einwertige Me- Tabelle 23a.

talle gegebene Berech- J;Ln Na J X | Rb | Cs
nung der Energie des thoor. | 21 | 20 | 18 | 18 | 18
tiefsten Elektronenzu- exp. ve | 13 | 13| 15 | 13

standes 148t sich durch
eine einfache Transformation auf Metalle mit zwei Valenzelek-
tronen iibertragen. Wir wollen jedem Alkalimetall das im peri-
odischen System ihm folgende Erdalkalimetall zuordnen, also Be
zu Li, Mg zu Na usw. Bei diesem Ubergang erhoht sich die

1 Auch sind die experimentellen Werte [67] nicht sehr genau, und zwar
eher zu groB gewahlt.
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Kernladungszahl um Eins, die inneren Schalen sind in gleicher
Weise besetzt und die Zahl der Valenzelektronen wichst von Eins
auf Zwei. Beide Valenzelektronen sind im gleichen Quantenzustand.
Ist J; die erste und J, die zweite Ionisierungsenergie des Erd-

alkalimetalls, so ist — J1+J’

der beiden Elektronen bewegt sich in einem Potential von ganz
ihnlicher Form wie beim zugehdrigen Alkalimetall, weil die inneren
Schalen ja in beiden Fidllen gleich gebaut sind. Die Potential-
dnderung infolge der Erhohung der Kernladungszahl um Eins
wird durch das hinzukommende duBere Elektron aber nur teil-
weise kompensiert. Wir werden annehmen, daB das Potential

die Energie jedes Elektrons. Jedes

2
auBerhalb des Ions um —ceT hoher als beim vorhergehenden
Alkalimetall ist, wobei die Konstante ¢<1 ist. Das Potential

auBerhalb des Ions ist dann — (14 c)e—: gegen —eT’ (4) fir das
Alkalimetall. Gleichung (8) gilt daher auch fiir zweiwertige Me-

talle, wenn wir die Einheiten (6) und (7) so uméndern, daB wir
dort e? durch (1+c) e? ersetzen. Mit 1++¢=2Z sind also jetzt

o= (20)
R =Rzt 1)

die Einheiten fiir Lange und Energie. Auf Grund unserer An-
nahmen iiber das Potential findet man aus Gl. (21)

gy + J,

72— _.15_”__,

wobei J die Ionisierungsenergie des zugeordneten Alkalimetalls ist 1.

Man findet so die in

Tabelle 24. Tabelle 24 angegebenen

Be | Mg | Ca | Sr | Ba  Werte fiir Z% und Z.

Z2 | 2,56 | 220 | 2,19 | 2,00 | 1,9 Die Werte von 7
z 1,60 | 1,48 | 1,48 | 1,41 | 1,38 und Ey(ry) sind fiir
die Erdalkalimetalle die
gleichen wie fiir die Alkalimetalle, mit dem Unterschied, daB die
Einheiten jetzt durch (20) und (21) gegeben sind 2.

! Wir nehmen also an: 1. da die Wechselwirkung der Valenzelektronen
und die Erhéhung der Kernladungszahl um Eins dadurch ersetzt werden
konnen, daB das Ion nicht die Ladung 2 ¢, sondern Ze hat; 2. daB Z fiir alle
r; den Wert fiir , = o (freies Atom) hat.

2 In gleichen Einheiten ist also z. B. (7))grdalkali = % (7o) Alkall -
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Bei der Berechnung der Gesamtenergie éndert sich nur der
Ausdruck fiir die FErMI-Energie wesentlich. Unter der Annahme,
daB sie wieder wie bei freien Elektronen ist, mufl man (17a) durch

P 2,2.928 _ _%—5—

ri ri

ersetzen, da ja jetzt zwei Elektronen pro Atom vorhanden sind!.
Dieser Ausdruck ist invariant gegen die Anderungen (20), (21) der
Einheiten, denn er enthélt ja nicht die Elektronenladung [vgl. § 22,
(1)]. Der obige Ausdruck fiir die FERMI-Energie ist sicher zu gro8,
da bei zweiwertigen Metallen die scheinbare Masse m* gréBer
als bei einwertigen ist. Eine Abschitzung von m* kann aus der
Berechnung der Breite des Bandes erhalten werden. Nach §4 C
ist der obere Rand des Bandes durch die Randbedingung

p(r)=0
gegeben. Nach (13) bedeutet dies

ary=nm
oder e o

T‘{ )
wo &, der e-Wert des oberen Randes des Bandes ist. Die Breite
des Bandes ist also

2
g—e(n) = G (ry),

wobei &(r;) durch (13a) gegeben ist. Fiir r, =17, ist £(r,)=0 und
die Breite des Bandes ist die gleiche wie bei freien Elektronen,
was natiirlich daraus folgt, daBl wir y, in Gl. (12) konstant, wie
bei freien Elektronen, gesetzt haben. Um der scheinbaren Masse
der Elektronen Rechnung zu tragen, werden wir daher die FrRrRMI-
Energie mit dem Faktor

m _#tri—e(r) 1— rie(ry) (22)

m* =" atjs s
multiplizieren. Dabei ist angenommen, dafl m* fir alle Zusténde
des Bandes den gleichen Wert hat, und daB8 m* = m ist, falls
ry =1, Es ist dann’

F= %;—0,358 (r)).
Die Gesamtenergie in Einheiten (21) fiir ein Metall mit zwei Valenz-
elektronen wird also mit (14) pro Elektron

2 (ry — 1) 7, 3,6
U——To-+0,65—L—3—(2+7‘:—)+—1T. 23)

rirg

1 F ist pro Elektron gerechnet, nicht pro Atom.
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Daraus berechnen sich Gitterabstand, Sublimationswiarme und
Kompressibilitat in gleicher Weise wie bei den Alkalimetallen.
Bei der Sublimationswirme S ist zu beachten, daB jetzt jedes
Atom zwei Elektronen besitzt so daB wir einen Faktor 2 hinzufiigen

miissen. Dasselbe gilt von— Wenn wir von den Einheiten (20)

und (21) wieder zu den ursprunghchen Einheiten (6), (7) zuriick-
gehen finden wir aus (23) mit § 21, (15), (16) und 18).

[1 80 4 (2212 + 3,21)2]

S:2Z[ —0,65- 21" ’0) (2+2)-Z5| -+ | @

1 02Z 038

P 94' - o8

Zr, hat dabei, wie oben bemerkt, den gleichen Wert, wie rq fir
das zugeordnete Alkalimetall. Die Ergebnisse und die experi-
mentellen Werte sind in Tabelle 25 in gleichen Einheiten wie bei

den Alkalimetallen (Tabelle 23) wiedergegeben (g in A, 8§ in
2
Tabelle 25. K-Cal/Mol, % in 51%).

Be | Mg | Ca | Sr | Ba Die Ergebnisse sind,
theor. . .| 1,74 1,96| 2,25 244| 2,64 abgesehe‘fl,_mn, Be, von
®exp.. . .| 1,26 1,77| 2,18| 2,36 2,45 dem das fiir Li Gesagte
gtheor. . .70 |51 35 |32 |27 gilt, in bezug auf ¢ und
exp.. . .|41 |39 |39 |39 [39 § gut. Bei S zeigen aber
theor.| 33 | 63 |11 |15 20 die theoretischen Werte

108 - %oxp. 3| — 3 59 | 8,2 |10,6 . el tirk
Pyl — 27|58 799 einen viel stirkeren

Gang mit der Ordnungs-
zahl als die experimentellen, was darauf hinweist, daB wir einen
kleinen Term bei der Berechnung der Energie nicht beriicksichtigt
haben. Dieser Term muB aber eine sehr groBe zweite Ableitung
haben, denn die Kompressibilitiat ist durchwegs um einen Faktor 2
zu grof.

Der fehlende Energieterm riihrt daher, daB wir die Anderung
der Wechselwirkung der beiden AuBenelektronen (in Abhingig-
keit von r,) nicht mit beriicksichtigt haben. Diese Anderung der
Wechselwirkung bewirkt eine sehr kleine Erhéhung der Energie,
verglichen mit der Gesamtenergie. Sie wichst aber mit abneh-
mendem 7, rasch an und kann daher die Kompressibilitit sehr
betrachtlich erniedrigen, ohne die Energie wesentlich zu erhéhen.
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Durch eine Erhéhung der Energie wird 8 verkleinert, so daB
hierdurch die Ubereinstimmung mit der Erfahrung etwas ver-
schlechtert wird. Der Unterschied zwischen theoretischen und
experimentellen Werten riihrt wahrscheinlich daher, daB wir die

FerMI-Energie immer noch zu grof§ angesetzt haben. Die aus (22)
berechneten Werte von ;% sind im Mittel etwa 0,7 (fiir die Alkali-
metalle erhilt man 0,95); sie haben sicher die richtige GréBen-
ordnung. Eine weitere Erniedrigung der FERMI-Energie kommt
aber dadurch zustande, daf sich nach §5 zwei Energiebinder
teilweise iiberlagern. Dies erh6ht die Eigenwertdichte und bewirkt
demnach, daB die Grenzenergie (und damit auch die FErMI-Energie)
kleiner wird.

Beziehung zwischen Alkali- und Erdalkalimetallen. Der Radius g,
eines Erdalkalimetalls steht in einer einfachen Beziehung zum
Radius g, des zugeordneten Alkalimetalls. In (19) und (24) kann
ja 7, fiir die zugeordneten Metalle eliminiert werden . Man findet
dann

0= 77180 + (eh— 1460, + 3.21)12]. (25)

Wenn wir in dieser Formel fiir den Radius g, des Alkalimetalls
den experimentellen Wert einsetzen und Z aus Tabelle 24 ent-
nehmen, kénnen wir den Radius g, des Erdalkalimetalls berechnen,
ohne daB wir r, kennen miissen. Wir geben in Tabelle 26 das Ver-
hiltnis des auf diese Weise berechneten theoretischen Wertes zum
experimentellen. Zuvor wollen wir in (25) die Radien g in Ang-
sTROM-Einheiten ausdriicken. Dann ist
0= 2221180 + (360, —2780, + 3212, ¢ in A.

Die Beziehung (25)
sagt natiirlich viel weni- Tabelle 26.
ger aus als (19) und (24), Be | Mg | Ca | Sr | Ba
weil sie ja nicht die Ab-
solutwerte von g liefert. e
Dafiir hat sie aber den
Vorteil, daB 7, in ihr nicht auftritt, so daB sie uns an Hand von
Tabelle 26 zeigt, daB die bestehenden kleinen Differenzen zwischen
experimentellen und theoretischen Resultaten héchstens zu einem
kleinen Teil auf einer falschen Bestimmung von r, beruhen.

theor. 1,25 | 1,09 | 1,03 | 1,06 | 1,00

exp.

1 Vgl. FuBnote 2 auf S.280.



284 Die metallische Bindung.

Cu, Ag, Au. Wenn wir die fiir die Alkalimetalle abgeleiteten
Formeln auf Cu, Ag und Au anwenden, erhalten wir g-Werte,
die immer noch ziemlich gut mit den experimentellen Werten
iibereinstimmen, aber bei weitem nicht so gut wie bei den Al-
kalimetallen. Ahnliches gilt fiir die Sublimationswirmen, wihrend
die Kompressibilitdten viel zu groB sind. Der Grund hierfiir liegt
in dem EinfluB der inneren Elektronenschalen auf die metallische
Bindung, den wir bisher vollstindig vernachléssigt haben. Das
war natiirlich berechtigt, weil der Radius r, gréBer als der Ionen-
radius war. Cu, Ag und Au haben aber bedeutend gréBere Ioni-
sierungsenergien als die Alkalimetalle und daher nach Abb. 54
kleinere 7,-Werte. Daher gewinnt hier der Einflu8 der inneren
Schalen an Bedeutung. Es ist leicht verstindlich, daB die Kom-
pressibilitit, d. h. die Krimmung der Energiekurve, am stérksten
beeinfluit wird. Denken wir uns némlich als Grenzfall das Ion
als starre Kugel vom Radius 7;, so wird die Energie bei r, = 7,
plotzlich unendlich groB. TFalls r; nur wenig groBer als (19) ist,
werden dadurch der Gitterabstand und die Sublimationswirme
nur wenig verdndert. Die Kompressibilitit wird dagegen Null.

Eine Berechnung fiir Kupfer, die hauptséchlich mit numerischen
Methoden durchgefiihrt wurde, gab gute Ubereinstimmung zwischen
berechneter und gemessener Kompressibilitit [184].

Metalle mit mehr als zwei Valenzelektronen. Fiir diese Metalle,
z. B. Al, Pb, konnen die Rechnungen im Prinzip ganz #hnlich
ausgefithrt werden wie fiir die ein- und zweiwertigen. Dabei ist
aber zu beachten, daB jetzt nicht mehr alle Elektronen in s-Termen
sind, sondern gerade die duBleren Elektronen in héheren Termen.
Die Verhaltnisse werden hierdurch und infolge des groBeren
Einflusses der Wechselwirkung der Elektronen untereinander
komplizierter als in den oben behandelten Fillen. Es ist aber
kaum daran zu zweifeln, daf eine Durchfiilhrung der Rechnungen
auch hier gute Resultate liefern wird.

Schlufbemerkung. Wir wollen noch einmal kurz die wesent-
lichen Ziige der metallischen Bindung zusammenstellen. Die
Bindung ist das Resultat von Anziehungs- und AbstoBungskriften,
die sich das Gleichgewicht halten. Die Anziehungskrifte entstehen
dadurch, daB sich die &uBeren Elektronen im Mittel linger in Ge-
bieten mit groflem negativen Potential befinden als beim freien
Atom. Von einer chemischen Valenz ist dabei nirgends die Rede.
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Es gibt also auch keinen Begriff wie Absittigung einer Valenz
und daher kann ein Atom beliebig viele Nachbarn haben. (Die
meisten Metalle kristallisieren in einer dichtesten Kugelpackung.)
Die abstoBenden Krifte sind zweierlei Art. Die erste Art entsteht
durch die Erh6hung der kinetischen Energie (wovon die FERMI-
Energie ein wesentlicher Teil ist). Die zweite Art ist durch die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander veranlaBt. Diese
ist bei den Alkalimetallen verschwindend klein, wichst aber mit
der Zahl der Valenzelektronen. Auch die AbstoBung der Ionen
(vgl. oben Cu, Ag, Au) ist hierzu zu rechnen.

VI. Ferromagnetismus
(und Paramagnetismus II).

§ 24. Austauschkrifte und Wechselwirkung freier Elektronen.

Ein ferromagnetischer Korper ist durch die Existenz einer
spontanen Magnetisierung charakterisiert 1. Das bedeutet, daB der
Zustand, in dem alle Elektronenspins parallel gerichtet sind, der
energetisch tiefste ist. Dies muBl durch die Wechselwirkung der
Elektronen untereinander, die wir bisher immer vernachlassigt
haben, verursacht werden. Es ist eine besondere Art von Wechsel-
wirkung, die Austauschwechselwirkung, welche fir die Gleich-
richtung der Spins verantwortlich ist. Wir wollen in diesem Para-
graphen die Austauschkrifte besprechen, ohne aber dabei schon
auf die speziellen Verhéltnisse beim Ferromagnetismus einzugehen
(§ 25!).

Austauschkrifte. Wir werden weiter unten und in § 25 zeigen,
daB nicht die Valenzelektronen fiir den Ferromagnetismus ver-
antwortlich sind, sondern die Elektronen innerer Schalen. Wie
wir aus § 4 A wissen, sind die Eigenfunktionen dieser Elektronen
beinahe dieselben wie bei freien Atomen. Wir werden deshalb
auch hier von den Eigenfunktionen der freien Atome ausgehen.
Wir besprechen einen ganz einfachen Fall, mit nur zwei Elektronen
und zwei Kernen (Wasserstoffmolekiil), der uns alles Wesentliche
zeigt [25].

Es seien (z, y;, 2;) die Koordinaten des ersten Elektrons, die
wir mit (1) abkiirzen und entsprechend fiir das zweite Elektron

1 Diese kann dadurch verdeckt sein, daB der betreffende Korper viele

kleine Gebiete mit verschiedener Magnetisierungsrichtung enthalt, deren
Beitrige sich dann kompensieren (vgl. § 26).
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(%9, Yo 2,) = (2). Die Eigenfunktionen der isolierten Atome seien
9, und p,. Beide Elektronen sollen beim isolierten Atom im gleichen
Quantenzustand sein. 4, und g, unterscheiden sich dann nur
dadurch, daB die beiden Atomkerne an verschiedenen Orten sind.
Ist das erste Elektron am ersten Kern, so ist seine Eigenfunktion
1, (1), wihrend die des zweiten Elektrons y, (2) ist, falls es am zweiten
Kern sitzt. Da wir jetzt, im Gegensatz zu all unseren bisherigen
Rechnungen, ein Mehrkoérperproblem behandeln, miissen wir eine
Eigenfunktion des Gesamtsystems auffinden. Eine solche ist

i(Dy: (2). 1)
Ihre Bedeutung ist ganz analog wie beim Einkorperproblem. Es
wiire also

012(1,2) =y ()9 (1) 2 (2) 92 (2)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das erste Elektron am Ort (1)
und gleichzeitig das zweite Elektron am Ort (2) ist. Wir haben
aber schon in § 5 darauf hingewiesen, daBl zwei Elektronen nicht
unterscheidbar sind, daB also die Wahrscheinlichkeit, daB8 das
ersie Elektron am Ort (1) ist, genau so groBl sein mufl wie die
Wahrscheinlichkeit, da8 das zweite Elektron am Ort (1) ist. Dies
ist wegen der Verschiedenheit von ; und y, bei unserem Ansatz
noch nicht erfiillt. Offensichtlich lauten die Eigenfunktionen,
falls das zweite Elektron beim ersten Kern ist und das erste Elektron
beim zweiten Kern y, (1) bzw. y, (2). Daher ist neben (1) auch

(1)1 (2) (1a)
eine Eigenfunktion des Gesamtproblems. Die allgemeinste Eigen-
funktion entsteht durch eine lineare Uberlagerung von (1) und (1a)

y=cp (D1 @) + ey (1) (2). @)
Daraus ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit o:

0 (L,2) =py* =esPyn (1)Flye (2)F + [calf [y (1P 9y () +

ey @) v: Dyl @) + el el )yl )y 1)y (2).
Nach unserer obigen Forderung der Nichtunterscheidbarkeit der
Elektronen muf

e(,2)=¢(21)
sein. Daraus folgt
laf=le,f und e} =cycf,
also
G==¢. (2a)
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Wir kénnen die Normierung der Eigenfunktionen immer so wéhlen,
daB |¢;| =|c,| =1 ist. Nach (2) und (2a) haben wir dann zwei
Eigenfunktionen

Yo (1,2) =91 (1) 92 (2) + 92 (1) 9, (2) (3a)
v (1,2) =91 (1) 92 (2) —y, (1) 9, (2). (3b)
Hieraus folgen die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten:
Qo = Qi1 1 Qint (4a)
0 = O — Qint» (4b)

wobei

o = |1 VP ye )7 + [y V)Pl 2)F
der klassischen Uberlagerung der mittleren Elektronendichten der
beiden Elektronen entspricht, wiahrend

eine =1 (1) vz (2) v (D7 (2) + 97 (D yE )y (D1 (2)
von den Interferenzen der Elektronenwellen herriihrt. Den zwei
verschiedenen Fillen (3a) und (3b) entspricht eine Uberlagerung
mit verschiedener Phase.

Wir werden mit den Dichteverteilungen (4a) und (4b) die
potentielle Energie der Elektronen in der nédchsten Naherung,
also bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen
untereinander und mit den Nachbarkernen berechnen. Wir werden
dann in den beiden Féllen wegen des verschiedenen Vorzeichens
von g, verschiedene Werte erhalten. Das Wesentliche an unseren
ganzen Betrachtungen ist nun die Einfithrung des PauLi-Prinzips.
Wir werden zeigen, daB die beiden Fille (3a) und (3b) [oder (4a)
und (4b)] nur dann mit dem PAvLi-Prinzip vertraglich sind, wenn
die Elektronenspins in (3a) antiparallel, in (3b) parallel sind.

Nach dem PavLI-Prinzip kann jeder eindeutig definierte
Quantenzustand nur von einem einzigen Elektron besetzt werden.
Durch eine Eigenfunktion i, oder y, ist ein Quantenzustand noch
nicht eindeutig definiert. Wir miissen dazu noch die Spinrichtung
angeben, die zwei Werte annehmen kann. Die Spins der beiden
Elektronen kénnen parallel oder antiparallel sein. Nehmen wir
zuerst an, daB die Spins parallel sind. Wenn wir dann als speziellen
Fall die beiden Eigenfunktionen einander gleichsetzen?, y, = y,,
80 haben beide Elektronen den gleichen Quantenzustand, was
nach dem PaAvuLI-Prinzip unmoglich ist. Die Eigenfunktion des

1 Wir nehmen dazu an, daB sich die Kerne langsam nihern. Wenn sie

am gleichen Ort sind, ist ; = y,. Durch die Annidherung wird die Sym-
metrie der Eigenfunktion (3a) oder (3b) nicht verdndert.
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Gesamtsystems y, bzw. y, muB also identisch, d.h. unabhingig
von den Koordinaten der Elektronen, verschwinden. Das ist aber
nur bei y, (3b) erfiillt. Im Fall paralleler Elektronenspins ist also
nur die Eigenfunktion y, mit dem PAvLI-Prinzip vertraglich. Sind
die Spins hingegen antiparallel, so sind fir ¢, = y, die Quanten-
zustinde der Elektronen verschieden, weil die Spins verschieden
sind. In diesem Fall darf die Eigenfunktion des Gesamtsystems
nicht identisch verschwinden, was nur durch y, (3a) gewihr-
leistet wird. Durch das PAuLi-Prinzip wird also den beiden Eigen-
funktionen des Gesamtsystems, y, und y,, ein bestimmtes Ver-
halten der Elektronenspins zugeordnet, das wir in der folgenden
Weise darstellen kénnen.

Y,: Spins antiparallel, magnetisches Moment 0, (5a)

y,: Spins parallel, magnetisches Moment 2y . (6b)

Die beiden Eigenfunktionen y,, y, sind durch ihre Symmetrie

charakterisiert. Es ist ja

Ya 1,2)= Ya 2, 1)

v (L2) =—p, 2,1), A
d. h. y, ist symmetrisch und y, antisymmetrisch in den Lage-
koordinaten der Elektronen .

Wir berechnen jetzt die Energie fiir die beiden Fille. In nullter
Niherung ist sie einfach die Summe der Energien der einzelnen
Elektronen; in erster Ndherung kommt noch die potentielle
Energie infolge der Wechselwirkung der Elektronen untereinander
und mit dem Nachbarkern hinzu. Sei r,, der Abstand der beiden
Elektronen, R, ;; bzw. R, ; der Abstand des ersten bzw. zweiten
Elektrons vom zweiten bzw. ersten Kern. Die zusitzliche Energie
infolge der Wechselwirkung ist dann

£ = e (L L L)

re  Bur Rer)’
Diesen Ausdruck miissen wir noch iiber die Dichteverteilung der
Elektronen (4a), (4b) mitteln. Sei E, die Energie eines Elek-
trons, wenn es nur mit einem (seinem) Kern in Wechselwirkung
steht (nullte Nabherung), dann wird die Gesamtenergie beider Elek-
tronen

E=2E,+z%,
wobei ¢ das iiber die Elektronendichte gemittelte ¢ ist. Nach (4a)

1 Zu vy gibt es drei mogliche Richtungen des Gesamtspins.
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und (4b) ist dann

E=2E,+C+ A (6a)
bzw.
E—=2E,+C0—A4, (6b)
wobei
1 1 I
C= 62/ (E R FRar ) ord7d7,
und
1 1 1
A= [ (5~ dy — ) owdndrs @

ist. Danach gehéren zu den beiden verschiedenen Spinstellungen
(5a) und (5b) verschiedene Energien (6a) und (6b), die sich um 2 4
unterscheiden. 4 heiflt Austauschintegral. Der Name riihrt daher,
daB 4 proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, dal ein Elektron
vom Zustand , in den Zustand g, iibergeht und umgekehrt, ein
Vorgang, der damit zu vergleichen ist, dafl bei zwei gekoppelten
Pendeln, von denen das eine in Schwingung ist, die Energie all-
méhlich auf das zweite {ibertragen wird und umgekehrt. Der Fall
paralleler Spins entspricht offenbar dem magnetischen Zustand,
wihrend im Fall antiparalleler Spins das resultierende magnetische
Moment Null ist. Somit ist die Bedingung dafiir, dal die Energie
des magnetischen Zustands kleiner als die des unmagnetischen ist,
nach (5a), (5b), (6a), (6b)
A>0. (8)
Wenn wir von unserem einfachen Problem zur Behandlung
eines Kristalls mit einer sehr grofien Anzahl von Atomen iibergehen,
wird die allgemeine Ldsung sehr viel komplizierter sein. Nach
unseren einfachen Uberlegungen ist es aber plausibel, daB der
Zustand mit maximalem magnetischen Moment immer dann der
tiefste ist, wenn die Bedingung (8) erfiillt ist [89].

Wechselwirkung freier Elektronen. Wenn wir rein klassisch die
Wechselwirkung freier Elektronen berechnen, haben wir einfach
die potentielle Energie einer gleichmafBig verteilten elektrischen
Ladurig zu bestimmen. Ist n die Anzahl der Elektronen pro cm?,
en also die Ladungsdichte, so wird

n—1) [ dr,d7,

> n
Wiy = € Rt / o]

9 s dTi:dxidyidZi’ (9)

= (%, Yi, %)
die fragliche Wechselwirkungsenergie der Elektronen. Das be-
deutet natiirlich nicht, daB sich in diesem klassischen Modell die

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 19
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Gesamtenergie um W, erhéht, wenn wir die Elektronenwechsel-
wirkung mit in Betracht ziehen, denn wir miissen dann konse-
quenterweise auch die Wechselwirkung der Ionen untereinander
und diejenige zwischen allen Ionen und allen Elektronen mit
beriicksichtigen. Wenn wir z.B. die positive Ladung auch gleich-
miBig verteilt denken, so verschwindet der Gesamtbeitrag aller
Wechselwirkungsglieder, weil ja die Ladungsdichte tiberall Null ist,
falls das Metall elektrisch neutral ist.

Im wellenmechanischen Fall erwarten wir neben dem klassischen
Wechselwirkungsglied (9) noch ein Zusatzglied, das vom Elektronen-
austausch herriihrt und von der Spinkonfiguration abhingt. Wir
behandeln zunéchst als einfachsten Fall ein Zweielektronenproblem,
bei dem beide Elektronen die gleiche Wellenzahl & haben. Wegen
des PAuLI-Prinzips miissen die Spins daher antiparallel stehen.
Die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen sind e!(%%) und
¢! und die Eigenfunktion des Gesamtsystems ist (unter Be-
achtung der Normierung)

1 . .
Y= g iR,

Diese Eigenfunktion hat schon die richtige Symmetrie (symmetrisch,
Spins antiparallel). Sie entspricht der Funktion! y, (3a). Die
mittlere Dichte ist

1
oty tp) =pyp*= 7
o (1, 1) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl das eine Elektron

die Koordinate tr;, und das andere die Koordinate t, hat. ¢ hat

. .. . drydzy ., . .
den gleichen Wert wie im klassischen Fall, denn TIR;} ist ja bei

freien Elektronen (gleichméaBige Verteilung) die Wahrscheinlich-
keit dafiir, jedes Elektron in einem bestimmten Volumenelement
d7; zu finden. In dem hier besprochenen Fall iiberlagern sich die
Elektronen genau wie im klassischen Fall, d.h. es treten keine
Interferenzeffekte auf.

Bei der Behandlung des Mehrkorperproblems kann man die
Elektronen in zwei Gruppen einteilen, die so gewihlt sind, daB
innerhalb jeder Gruppe die Spins der Elektronen parallel sind.
Wenn wir als ausgezeichnete Richtung etwa die z-Achse wihlen,

1 Die Analogie ist nicht vollstindig. Auf S.287 unterschieden wir zwei
verschiedene Eigenfunktionen durch die verschiedenen Koordinaten der
Kerne, hier jedoch durch verschiedene R®-Werte. Ferner sind die Eigen-
funktionen von S. 287 nicht orthogonal.
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so ist die Spinrichtung der Elektronen der ersten Gruppe die
positive z-Achse, diejenige der zweiten Gruppe die negative z-Achse.
Es 1a8t sich nun zeigen, daB man die beiden Gruppen bei Vernach-
lassigung der Wechselwirkung so behandeln kann, als wiirden sie
aus verschiedenartigen Partikeln bestehenl. Das bedeutet, daB
zwischen zwei Elektronen aus verschiedenen Gruppen, d. h. zwischen
zwei Elektronen mit antiparallelem Spin keine statistischen Be-
ziehungen herrschen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron inner-
halb eines vorgegebenen kleinen Volumenelementes zu finden, ist
unabhingig davon, ob schon ein Elektron mit antiparallelem Spin
in diesem Volumenelement ist.

Zwischen Elektronen mit parallelem Spin bestehen jedoch schon
bei Vernachlassigung der Wechselwirkung statistische Beziehungen.
Wir betrachten z.B. den Fall zweier Elektronen, die natiirlich, im
Gegensatz zum oben genannten Beispiel mit antiparallelem Spin,
jetzt verschiedene Wellenzahlen haben miissen (Pauri-Prinzip).
Nach (3b) ist die Wellenfunktion antisymmetrisch, d. h.

Py, 0) =—p (1),
Wihlen wir insbesondere die Koordinaten beider Elektronen gleich,
T; = Ty, SO ist
P 1y) =—p (1, 1) = 0.

Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit
gleichem Spin am gleichen Ort zu finden, ist immer Null.

Sind &, und &, die Wellenzahlen der beiden Zustdnde, so wird
die Wellenfunktion des Gesamtzustandes (parallele Spins, anti-
symmetrisches y) unter Beachtung der Normierung

y= 222 (01 (1) + (8 1) — iR 1) + i (R 1))

Hieraus ergibt sich ahnlich wie in (4b)
0 =YYP* = 0 — Qint,
wobei
1
%x1 = gz
und

cos (f;— Ky, 1, — 1,)
Qint = R2

ist. Der erste Term gy ist genau so gro wie im Fall antiparalleler

1 Dabei ist vorausgesetzt, dal die Quantenzustinde zum Teil paarweise
von Elektronen mit antiparallelem Spin, zum andern Teil aber von Elek-
tronen, die alle die gleiche Spinrichtung haben, besetzt sind [68a].
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Spins oder wie im klassischen Fall. Der zweite Term g, , riihrt von
den Interferenzen der Elektronenwellen her und fithrt bei der
Energieberechnung zum Austauschintegral.

Wenn man zum Vielelektronenproblem iibergeht, gilt der Satz,
daB zwei Elektronen mit parallelem Spin nie am gleichen Ort
sind, natiirlich unverindert. Man berechnet dann eine Wahr-
scheinlichkeit @ (r), die proportional zur Wahrscheinlichkeit ist,
in einer bestimmten Richtung im Abstand r von einem Elektron
ein anderes zu finden [154]. Fiir @ () erhilt man

D(r)=1-—9 (ml—x;—xﬂf, o)

1 13
2:_T<67t2n,,>

ist, falls n, die Zahl der Elektronen pro cm? ist. Dabei ist ange-
nommen, dafl alle Elektronen parallelen Spin haben. Fiir z<1
148t sich der obige Ausdruck entwickeln und ergibt

x2

Fir r=0 (x=0) ist also @ Null, fiir wachsendes r steigt es ~ a2
an und wird firr groBe r schlieBlich Eins, also konstant, wie im
klassischen Falll.

Da die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen um so
groBer ist, je niher sich die beiden Elektronen sind, wird im Mittel
die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen mit parallelem Spin
kleiner sein als diejenige zweier Elektronen mit antiparallelem
Spin. Die letztere ist genau die klassische Wechselwirkung (9),
die erstere hingegen ist kleiner, weil ja Elektronen mit parallelem
Spin sich nie so nahe kommen wie Elektronen mit antiparallelem
Spin. Die Differenz der Wechselwirkungsenergien in beiden Féllen
ist gerade die Austauschenergie.

Die Gesamtenergie eines Elektronengases setzt sich somit aus
drei Termen zusammen. 1. Aus der Eigenenergie der Elektronen F,
2. aus der Wechselwirkungsenergie W, nach der klassischen Be-
rechnung und 3. aus der Austauschenergie 4 der Elektronen mit
parallelem Spin:

wobei

U:F+Wkl_A. (].1)
Wir interessieren uns hier fiir die Abhéngigkeit der Energie von

1 Der absolute Betrag fiir die fragliche Wahrscheinlichkeit kann leicht
aus der Normierungsbedingung 47 - /@ r2dr =n, —1 gefunden werden.
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der Spinstellung. Da die klassische Wechselwirkungsenergie unab-
héngig von der Spinstellung ist, kénnen wir den Term W, als
belanglos weglassen. F ist bei entsprechender Energienormierung
die FErm1-Energie. Wir nennen N+ die Zahl der Elektronen mit
der einen Spinrichtung und N~ die Zahl der Elektronen mit der
dazu antiparallelen Spinrichtung, ferner n* und n~ die entsprechen-
den Elektronendichten. Dann ist
N=N+t+N-, n=ant+4+n", (12)

wobei N die Gesamtzahl der Elektronen und n die Gesamtzahl
pro cm3 ist.

Die Fermi-Energie setzt sich additiv aus den Beitragen der
beiden Elektronengruppen zusammen. Sie ist nach § 5, (16)

F— § (N+*+ N=C),

{* und ¢~ sind die Grenzenergien der beiden Gruppen. Die beiden
Grenzenergien {* und {~ sind verschieden, falls nt 4= »~ ist und
werden nach § 5, (15) berechnet. Dabei haben wir aber zu be-
achten, dafl dort » die Anzahl der Elektronen pro cm?® bedeutet,
falls jeder Zustand doppelt besetzt ist. Wir miissen daher hier n
durch 2n* bzw. 2n~ ersetzen, weil in jeder unserer beiden Gruppen
jeder Zustand nur einfach besetzt ist, denn jede Gruppe enthilt
ja Elektronen mit nur einer Spinrichtung. Damit ist
h2

F= % 5 VF (B720F)28 4 N~ (6a2n)213]. (13)

Die Austauschenergie 4 erniedrigt immer die Gesamtenergie
(4 >0), wie wir oben qualitativ festgestellt haben. Zur Berechnung
von 4 kann man zuerst das Austauschintegral fiir zwei Elektronen
berechnen und dann iiber alle Elektronenpaare summieren. Man
kann aber auch von der oben (10) mitgeteilten Dichteverteilung
® (r) ausgehen und hieraus die Wechselwirkungsenergie ausrechnen.
Durch Subtrahieren von der klassischen Wechselwirkungsenergie
ergibt sich dann die Austauschwechselwirkung. Wir wollen hier
auf die Einzelheiten der Rechnung, die aus einfachen Integrationen
besteht, nicht eingehen !.

Man findet die Austauschenergie [59]

4=3e [N+ ( 34”7:“)”3+N— ( sn” )”3]. (14)

1 Mathematisch bedeuten die beiden Methoden eine verschiedene Reihen-
folge der Integrationen iiber den - und den f-Raum.
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Somit wird die Gesamtenergie U (11) pro Volumeneinheit (Nt — nt)
bei Unterdriickung von W, (vgl. oben) mit (13), (14) und (12)

U= _?L-h__ [(6A2n*)23nt + (672 (n—nt))2B8 (n—nt)] —

_%e2[< 3471,; )uanJr n (3(n4—;zn+)>1/3 (n—n+)]

Wir wollen hier kurz feststellen, daB3 auch zwischen Elektronen
mit antiparallelem Spin Beziehungen bestehen, falls man die
Wechselwirkung der Elektronen schon von vornherein in Betracht
zieht [178]. Da die AbstoBung zweier Elektronen groB wird, wenn
sie sich sehr nahe kommen, wird also auch fiir Elektronen mit
antiparallelem Spin die Wahrscheinlichkeit eines sehr kleinen
Abstandes kleiner sein als bei gleichmidBiger Dichteverteilung.
Dies gibt eine weitere Erniedrigung der Energie, proportional zu
einer Potenz von n* n~. Dieser Term ist aber immer kleiner als
die Austauschenergie. Wir werden ihn deshalb vernachlissigen,
insbesondere, da er zu sehr komplizierten Ausdriicken fiihrt.

Wir wollen die Gesamtenergie (15) fiir zwei einfache Spezial-
fille angeben: Fiir den Fall, da alle Elektronen parallele Spins
haben und fiir den Fall, daB es gleich viele Elektronen mit beiden
Spinrichtungen gibt. Im ersten Fall ist n=n*, d. h.

(15)

3 ht 3 3n\13
Uy=55,, @67°n)8n— e <4n> , n=nt.
Im zweiten Fall ist nt =nx", d. h. n+— + . (15) wird dann
N 3 h 2.\23, 3 3n 1/3 e
Upy=5 5 (3a2apn— 3¢ (8”> n, mt=n-

Ein Gas von frelen Elektronen ist dann ferromagnetisch [59],
wenn U;<U,, d.h. U;—U,<0 ist, denn dann hat der Zustand,
in dem alle Elektronen parallelen Spin haben, die kleinste Energie.
Nun ist

1 3 he 3n\1s
(U= Uy = o (3n2nyes (28— 1) — 3 <8”) (@V8—1).
Die Bedingung U,— U,<0 lautet also
5 87 \1/3 me? 2231
m‘(tﬁ) R > gy = 2P+ 1

oder 87 (me? 5 1

Sz(me 5 L\ . 1022 e —3
n< 3 (hz 4 72 21/3+1> =0,9-102cm

Bei allen Metallen ist » gréBer als dieser Wert, z.B. n=2,6-10%
fir Na, n=28,5-1022 fiir Cu, so daB die Valenzelektronen der
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Metalle, die ja beinahe wie freie Elektronen behandelt werden
kénnen, nie Ferromagnetismus erzeugen. Hitten wir, wie oben
angedeutet, auch die Energiebeitréige, die von Beziehungen zwischen
Elektronen mit antiparallelem Spin herrithren, mitberiicksichtigt,
so wire der Grenzwert fiir n ncch niedriger ausgefallen.

Wenn hiernach die Valenzelektronen auch nicht ferromagne-
tisch sind, so zeigen sie doch eine viel gréflere Tendenz, ihre Spins
parallel zu stellen, als bei Vernachléssigung der Austauschwechsel-
wirkung. Dies ist natiirlich fiir den Paramagnetismus der Elektronen
von Bedeutung, wie wir in § 27 néher ausfiihren werden.

§ 25. Der ferromagnetische Zustand [44].

Die Bedingungen fiir Ferromagnetismus. Wir haben am Ende
von § 24 festgestellt, daBl die Valenzelektronen sicher nicht fiir
den Ferromagnetismus verantwortlich sind. Daher miissen wir die
Elektronen innerer Schalen betrachten. Sind die Zustidnde einer
inneren Schale alle besetzt, so gibt es gleich viele Elektronen mit
beiden Spinrichtungen. Ein UberschuB von Spins in einer Rich-
tung ist daher nur mdoglich, wenn eine innere Schale des betref-
fenden Atoms nicht abgeschlossen ist.

Wenn die Atome eines Metalls nicht abgeschlossene innere
Schalen haben, braucht das betreffende Metall natiirlich noch nicht
ferromagnetisch zu sein. Dazu ist noch notig, dal der Zustand, in
dem die Spins der nicht abgeschlossenen Schale parallel sind, die
tiefste Energie besitzt. Nach § 24, (8) ist das dann erfiillt, wenn das
Austauschintegral A positiv ist. 4 >0 ist allerdings nur eine not-
wendige, nicht eine hinreichende Bedingung, wie das in § 24 be-
handelte Beispiel freier Elektronen zeigt!. Das Metall wird aber
um so wahrscheinlicher ferromagnetisch sein, je grofler A4 ist.

Nach § 24, (7) ist

—e2/9"" dr,dz2-—efgm<Rlu + ks )drldrz.

Hier bezieht sich der erste Term auf die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander (Abstand r, ,), der zweite Term auf die Wechsel-
wirkung der Elektronen mit den Kernen der Nachbaratome.
Damit 4> 0 ist, muBl der erste Term groB, der zweite klein sein.

1 Dieses Beispiel kann jedoch nicht als Spezialfall unserer gegenwartigen
Betrachtungen aufgefaBt werden, denn hier gehen wir ja von den Zustéinden
der freien Atome aus, dort jedoch von den Zustinden im Metall.
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Das ist am ehesten dadurch zu erfiillen, dal g,,, in dem Gebiet
zwischen den Atomkernen groB wird, denn dann ist das erste
Integral groB, weil g, dort groB ist, wo r;, klein ist, namlich
zwischen den Kernen. Hingegen ist p;, nahe den Kernen Kklein,
so daB das zweite Integral klein wird. g, entsteht nach S. 287
durch Uberlagerung der Eigenfunktionen der beiden benachbarten
Atome. g, . ist daher zwischen den Kernen um so gréfer, je grofer
die Ladungsdichten der fraglichen Atome im Gebiet zwischen den
Kernen und je kleiner sie in der Niahe der Kerne ist. Dazu muf
zunichst die azimutale Quantenzahl der Elektronen moglichst groB
sein, denn je grofer diese ist, desto groBer ist der Drehimpuls der
Elektronen und um so weiter entfernen sie sich daher vom Kern.
Damit ein Elektron dem Nachbarkern aber nicht zu nahe kommt,
muBl der Radius der Schale méglichst klein gegen den Abstand
der Kerne sein. Diese beiden Bedingungen sind natiirlich nur
qualitativ, wir zeigen jedoch an Hand von Tabelle 27, daB sie am
besten fiir die ferromagnetischen Metalle erfiillt sind. Wir bringen
dort die Elemente mit den Ordnungszahlen 22—28 (Ti—Ni), bei
denen die 3—d Schale aufgefiillt wird. (Ti hat ein Elektron,
Ni acht Elektronen in der 3—d-Schale, die maximal zehn Elek-
tronen enthalten kann.) Fiir diese Elemente steigt das Verhiltnis
v = Gitterabstand : Radius der inneren Schale mit wachsender
Auffiillung und erreicht bei den ferromagnetischen Metallen Fe,
Co, Ni ihre hochsten Werte. Zum Vergleich bringen wir auch die
Elemente Ru, Rh, Pd, welche die Endglieder bei der Auffiillung
der 4—d-Schalen sind und entsprechend Os, Ir, Pt (5—d-Schale).
Bei allen diesen ist v kleiner als bei Fe, Co, Ni.

Tabelle 27. Nach [88a].

Metall | Ti | V [ Or [Mn | Fe | Co| Ni |Ru|Rh |[Pd| Os | Ir | Pt

v |11 1,2’1,3 1,56 | 1,6 1,8(2,0 1,1 1,3(1,4‘1,0 1,1 1,2

Uber die GroBe des Austauschintegrals 4 1aBt sich noch eine
weitere qualitative Aussage machen. Wie wir oben gezeigt haben,
wichst 4 mit wachsendem v. Wenn v aber sehr groB8 wird, mufl
A wieder abnehmen, denn bei Atomen, die sehr weit voneinander
entfernt sind, iiberdecken sich die Eigenfunktionen iiberhaupt
nicht. Daher wird A zunichst mit wachsendem v wachsen, nach
Uberschreiten eines maximalen Wertes aber wieder abnehmen.
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Ein MaB fiir die GréBe von A ist die Curie-Temperatur 7, das
ist die Temperatur, bei welcher das Metall vom ferromagnetischen
in den paramagnetischen Zustand iibergeht. Wir werden die
Temperaturabhéngigkeit des Ferromagnetismus weiter unten aus-
fiihrlich behandeln. Rein qualitativ 148t sich aber immer sagen, daB
kT, ~A

sein muf}, denn dann ist die Wérmeenergie des Metalls so grof,
daB sie die ferromagnetische ,,Bindung® zerstéren kann. Die
meisten CURIE-Temperaturen liegen zwischen 100° C und 1000° C
(Fe 770° C, Co 1075° C, Ni 360° C), d. h. 4 muB} zwischen 1/100
und 1/10 e-Volt liegen. Das ist gerade die GréBenordnung,
die wir fir die Wechselwirkung der Elektronen der hochsten
inneren Schale erwarten diirfen, da ja die Wechselwirkungsenergie
der Valenzelektronen von der GréBenordnung 1 e-Volt ist. Mehr
als qualitative theoretische Angaben sind aber gegenwirtig nicht
moglich.

Neben den in Tabelle 27 aufgefithrten Metallen haben noch
die Metalle der seltenen Erden besonders grofie »-Werte, von denen
fast alle noch grofler als die v-Werte von Fe, Co und Ni sind. Hier
werden wir annehmen, daB v so gro8 ist, da 4 mit wachsendem
v schon abnimmt. Daher miissen die seltenen Erden, falls sie
iberhaupt ferromagnetisch sind, sehr tiefe CuriE-Punkte haben
(vermutlich nahe am absoluten Nullpunkt). Ein verhaltnisméfig
hoher Curik-Punkt, niamlich 7, ~20°C, wurde bei Gadolinium
gefunden [203].

Die Metalle Cr und Mn, die im periodischen System vor Fe
stehen, sind zwar nicht ferromagnetisch, aber dafiir stark para-
magnetisch (§ 27). Es gibt jedoch sehr viele Legierungen dieser
Metalle, die ferromagnetisch sind. Das bekannteste Beispiel sind
die HeusLERschen Legierungen (Mn, Cu mit einem dritten Metall).
In diesem Fall ist allerdings noch unklar, ob der Ferromagnetismus
nur dem Mn oder auch dem Cu zuzuschreiben ist. Cu hat eine auf-
gefiillte 3 — d-Schale (es steht nach Ni im periodischen System) und
ein 4 — s-Elektron. Mn hat im atomaren Zustand hingegen fiinf
3 — d-Elektronen (also fiinf freie Plitze in der 3— d-Schale) und ein
4 — s-Elektron. Im metallischen Zustand ist das Energieband der
4 — s-Elektronen sicher breit gegen das Band der 3— d-Elektronen.
AuBerdem miissen sich beide Bander stark iiberdecken, so dal} die
Grenzenergie im gemeinsamen Gebiet liegt, weil sonst alle Elek-
tronen im 3— d-Band wiren (vgl. § 30 und Abb. 60, S. 332). Auch
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bei Cu iiberdecken sich 3— d- und 4— s-Band, jedoch nicht so stark
wie bei Mn, so daBl hier die Grenzenergie nur im 4— s-Band liegt
und die 3—d-Schale abgeschlossen ist. Bringen wir jetzt Cu zu
Mn, so werden die 4—s-Elektronen und ein Teil der 3—d-Elektronen
des Kupfers in das 3—d-Band des Mn gehen und versuchen, dieses
aufzufiillen. Dadurch wird die 3—d-Schale von Cu zum Teil abge-
baut, so daB auch bei Cu die erste Bedingung fiir Ferromagnetismus,
nicht abgeschlossene innere Schale, erfiillt ist. Andererseits ist
der Radius der 3—d-Schale bei Cu kleiner als bei Mn, so da8 das
Verhiltnis v fiir die ins Mn-Gitter eingebauten Cu-Atome groBer
(giinstiger) als fiir die Mn-Atome ist.

Gesamtenergie. Wir interessieren uns hier fiir denjenigen Teil
der Gesamtenergie des Metalls, der mit den ferromagnetischen
Eigenschaften verkniipft ist. Bei einem ferromagnetischen Metall
hat der energetisch tiefste Zustand ein magnetisches Moment.
In diesem tiefsten Zustand ist das Metall natiirlich nur am abso-
luten Nullpunkt. Mit wachsender Temperatur werden energetisch
hohere Zustinde angeregt und das magnetische Moment wird
kleiner. Wir wollen zunéchst den Zusammenhang zwischen Energie
und Moment herstellen und dann die Temperaturabhingigkeit der
Momente berechnen.

Die Austauschenergie ist derjenige Teil der Gesamtenergie,
der im Zusammenhang mit dem magnetischen Moment steht.
Wir haben schon oben mitgeteilt, daB ihre exakte Berechnung
mit sehr groBen Schwierigkeiten verkniipft ist. Wir machen daher
folgende vereinfachende Annahme. Ein Atom soll nur mit seinen
nichsten Nachbarn in Wechselwirkung stehen, deren Anzahl Z
sei. Diese Annahme ist sicher gut erfiillt, weil die Austauschkrifte
in groBerer Entfernung exponentiell abnehmen. Sodann nehmen
wir an, daBl die Wechselwirkung zweier Nachbaratome in gleicher
Weise vor sich gehe, wie bei dem in § 24, (6a), (6b) behandelten
Zweikorperproblem, d.h., daBl zwei Elektronen mit parallelem
Spin den Beitrag 4, mit antiparallelem Spin den Beitrag —A zur
Energie liefern!. Diese Annahme ist sicher nicht so gut erfiillt

1 Bei dem auf S.291 beniitzten Modell liefern Elektronen mit anti-
parallelem Spin iiberhaupt keinen Beitrag zur Austauschenergie. Der
Unterschied rithrt daher, daB im gegenwértigen Fall Elektronen mit anti-
parallelem Spin in verschiedenen, einfach besetzten Quantenzustinden
sitzen. Dies widerspricht den Voraussetzungen, die wir auf S. 291, FuB3-
note 1, bei dem dort beniitzten Modell gemacht haben.
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wie die erste Annahme, denn éhnlich wie es bei der Berechnung
der Energieaufspaltung eines Elektronenterms (§4 A) bei einem
N-Korperproblem im ganzen N Energiewerte zwischen —4 und A
gab [vgl. GL (7), § 4], wird es auch hier Werte zwischen — A4 und
A geben. Trotzdem wird unsere Annahme am allgemeinen Ver-
halten der Energie in Abhéngigkeit von der Magnetisierung nicht
viel éndern, sondern wahrscheinlich im wesentlichen nur bewirken,
dal A durch einen etwas anderen Zahlenwert zu ersetzen ist.
Die Spins der einzelnen Elektronen koénnen sich bekanntlich
nur parallel oder antiparallel zu einem &uBeren Magnetfeld ein-
stellen. Sei N* die Zahl der Elektronen mit parallelem und N~
die Zahl mit antiparallelem Spin. (Wir werden die Spinstellungen

mit + bzw. — bezeichnen.) Dann ist
N=N+4+N- (1)
die Gesamtzahl der Elektronen und
pM = (N*—N-) @
ihr resultierendes magnetisches Moment. Ferner hat ein Atom
mit Z Nachbarn im Mlttel * Nachbarn mit +-Spin und —

Nachbarn mit —-Spin. Ein Elektron mit +-Spin hat mit ]edem
Nachbarelektron mit -+ -Spin die Wechselwirkungsenergie — A
und mit jedem Nachbarn mit —-Spin die Wechselwirkungsenergie
+ A. Insgesamt ergibt das den Beitrag

—4 2 W —N-). 3)

Da es im ganzen N*-Elektronen mit +-Spin gibt, ist der Gesamt-
beitrag dieser Elektronen das N*-fache von (3). Dabei wird aber
jedes Elektron Z-fach gezihlt, so daB wir noch mit Z dividieren
miissen und als Gesamtbeitrag der N*t-Elektronen zur Energie

N+ _
— A5 (N+—N")
erhalten. Entsprechend wird der Beitrag der N—-Elektronen
N-
— A4 & (N-—N¥).

Die gesamte, vom magnetischen Moment abhingige Energie E,,
ergibt sich durch Addition dieser beiden Ausdriicke. Unter Ver-
wendung von (2) erhalten wir
Bp=—4W+—N-p=—2L @
¥

Die Austauschenergie ist somit proportional zum Quadrat des
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magnetischen Moments. Bei Anwesenheit eines dufleren Magnet-
feldes H kommt hierzu noch die magnetische Energie —uH M, so
daB die Gesamtenergie dann

A M2

E(M)=—23——uHM (4a)

ist. Bei der Berechnung der Temperaturabhingigkeit brauchen
wir auler der Gesamtenergie auch noch das statistische Gewicht
g (M) eines Zustandes mit bestimmtem magnetischem Moment u M.
Das statistische Gewicht ist gleich der Zahl der Moglichkeiten mit
der man die N-Elektronenspins so in zwei Teile teilen kann, daf3
N+.Elektronen +-Spin haben [also nach (1) N-—-Elektronen

—-Spin]. Bekanntlich ist dies auf (ZZ\\L) verschiedene Weisen mog-

lich. Das statistische Gewicht des Zustandes mit dem magnetischen
Moment y M wird also, weil nach (1) und (2) 2N* = N + M ist,

N
g (M) = (N+M>. (5)
2

Temperaturabhingigkeit. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das

Metall die Gesamtenergie K (M) hat, ist proportional zu
_EOn

g(M)e *T . (6)

Das mittlere, magnetische Moment bei einer bestimmten Tem-

peratur erhdlt man durch Mittelung iiber alle moglichen Zu--

stinde (6). Anstatt dessen kénnen wir unter der Annahme, da8

(6) ein ausgepridgtes Maximum bei einem bestimmten M =M,

hat, das mittlere Moment x4 M mit dem wahrscheinlichsten M,
identifizieren. Die Bedingung, daB (6) ein Maximum hat, lautet
unter Beachtung, daB die Zahl M = N*— N~ sich jeweils um 2

éindert: _ E (M,) _ E M, + 2)
g(Mg)e *T =g(M,+2)e FT
Unter Verwendung von (4a) und (5) wird dies

AM; sM,H _ A2 u(M,+2)H

N e NET — kT _ N e NET kT
N+ M, NA+M,

2 g T
Unter Beachtung, daB (mit N>1, M,>1)

,A_T,ﬂ@ |
N 2 N+ M,

W
N+M,)|||N+ M, ): N+ M,—N-— M,
(2 )/< ER V=
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ist, erhdlt man

B ‘2 M,A  uH
MO_Nig(Nk’“_%_ T)!
wobei
SI x:ez_e—i‘
g CLe~®
ist. Die Magnetisierung J = u M, ist dann
J ,
i :£g<7c”7 (H+H)>, Jy=uN (1
mit
, _24J J 24 J _uH
H ——*Nluz——jo‘T, oder -J;————ﬁ. (73:)

Eine Formel von genau dieser Art mit H' =0 wird fiir paramagne-
tische Gase erhalten. In unserem Fall ist die Magnetisierung genau
so groB wie bei einem paramagnetischem Gas, wenn aufler dem
duBleren Feld H noch ein ,,inneres Feld“ H’, das zur Magnetisie-
rung J proportional ist, auftritt [31]. J, ist die Sattigungsmagneti-
sierung fir 7'=0.

Das Metall ist bei denjenigen Temperaturen im ferromagne-
tischen Zustand, bei welchen ohne #uBeres Feld eine von Null
verschiedene Magnetisierung J herrscht. Fiir diese Temperaturen
miissen also mit H=0 die Gl (7) und (7a) bei reellem J befrie-
digt werden kénnen. Um die Bedingungen hierfiir néher zu unter-
suchen, schreiben wir zur Abkiirzung

_mH
T =S
Wir miissen dann die Gleichung [vgl. (7) und (7a)]
kT
Tgx = 5i%

tiir reelle Werte von « 16sen. Da fiir alle reellen 2-Werte | z| > |tg h 2|
ist und auBerdem 0 < |tgh 2| <1, muB kT <24 sein. Der CURIE-
Punkt ist daher durch

kT,=24 (8)
gegeben, wie wir schon anfangs vermutet hatten. Firr Tempe-
raturen iber dem Curik-Punkt, 7'> T, wird das Argument des

tg b in (7) kleiner als Eins. Wegen tgh z =« fir x<1 wird dann
aus (7) und mit (8):

<

___mH
=Rty T>T,. 9)
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Wir miissen hier ausdriicklich darauf hinweisen, daB (9) nur giiltig
ist, wenn ein Atom héchstens ein BorRrsches Magneton zur Magneti-
sierung beitrigt (vgl. § 27, S. 317).

Tiefe Temperaturen [73]. Bei tiefen Temperaturen sind beinahe
alle Spins zueinander parallel. In diesem Fall kann man die Ge-
samtenergie und die Temperaturabhéngigkeit in einer besseren
Néherung als oben (7) berechnen. Es sei g, die Gesamtenergie
des Metalls, wenn alle Spins parallel, etwa in der +-Richtung,
sind. Wenn wir jetzt einen Spin in die —-Richtung umklappen,
so wird die Energie erhéht, und zwar bei dem in § 24 behandelten
Zweikorperproblem um 2 4. Von hier aus hatten wir oben bei
Z Nachbarn auf eine Z-fache Erhchung der Energie approximiert,
dabei aber darauf hingewiesen, daf3 dies eigentlich der Maximal-
wert der Energieerhohung sein soll. Bei einem XKristall von
N-Atomen sollte es im ganzen N verschiedene Energiewerte geben.
Das Problem hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Berechnung
der Energiezustinde eines Elektrons in einem Kristall von
N Atomen. Wenn wir diese nach § 4 A berechnen, so ergeben
gich im Falle eines Zweikorperproblems zwei Energiestufen, die
sich um die Energie 2 4 unterscheiden, genau wie bei unserem
Spinproblem. Eine Berechnung, die wir hier nicht wiedergeben,
zeigt nun, daB die Energieerh6hung ¢ genau in der gleichen Form
geschrieben werden kann, wie die Energieaufspaltung eines Elek-
tronenniveaus in einem Metall [§ 4, (7)]. Unter Einfiihrung einer
Spinwellenzahl wird dann die Energiedifferenz ¢ vom Grundzu-
stand, bei einem einfachen kubischen Gitter mit der Gitterkon-
stante @, durch die Formel

£§=2A4 (34 cosk,a -+ cosk,a 4 cosk,a) (10)
dargestellt. Die Wellenzahl kann wie in § 3, (6) N verschiedene
Werte annehmen. Der maximale Wert von ¢ ist nach (10) 2 4.6 =
12 4, in Ubereinstimmung damit, daB jedes Atom in einem
kubischen Kristall 6 Nachbarn hat. Formel (10) ist vollkommen
exakt giiltig. Wenn nicht ein Spin, sondern r Spins in die —-Rich-
tung umgeklappt sind, werden sich die Beitrige der Energie-
erhohungen der einzelnen Spins so lange linear tiberlagern, so lange
sich die umgeklappten Spins nicht beeinflussen. Das ist dann
der Fall, wenn die Zahl r so klein ist, daB die Spins der Nachbar-
atome eines Atoms mit umgeklapptem Spin nicht umgeklappt sind.
So lange dies erfiillt ist, bleibt unsere gegenwirtige Naherung
streng giiltig.
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Wir konnen die weiteren Uberlegungen mit einer Methode
behandeln, die durch die formale Ubereinstimmung der Energie-
erhdhung durch Umklappen eines +-Spins (das heiit durch die
Erzeugung eines —-Spins) mit der Energie eines Elektrons ver-
anlaB3t wird. Anstatt von der Energieerhhung durch Umklappen
eines Spins zu sprechen, werden wir einfach von der Energie eines
—-Spins sprechen, genau wie von der Energie eines Elektrons.
Die Gesamtenergie aller —-Spins ist bis auf eine additive Kon-
stante identisch mit der Gesamtenergie des Metalls. Eine additive
Konstante ist fiir uns aber belanglos. Wir haben jetzt die Gesamt-
zahl aller —-Spins zu untersuchen, dhnlich wie wir in § 5 die Ge-
samtheit aller Elektronen studiert haben. Ein —-Spin wird dhnlich
wie ein Elektron mit einer bestimmten Geschwindigkeit durch den
Kristall wandern. Ebenso wie von Elektronenwellen kénnen wir
daher von Spinwellen reden. Die Energie einer Spinwelle ist durch
(10) bestimmt. Bei tiefen Temperaturen haben die Spinwellen
kleine Energien, so dall wir die Cosinusse in GIl. (10) entwickeln
konnen. Wir erhalten dann

e=Aa? (ki 4k} + k) =Aa2 k2. (11)
Zwischen Spinwellen und Elektronenwellen gibt es zwei wesent-
liche Unterschiede:

1. Die Zahl der Spinwellen (—-Spins) ist nicht konstant.

2. Die Spinwellen geniigen nicht dem Pavri-Prinzip, d. h. be-
liebig viele Spinwellen konnen die gleiche Wellenzahl haben.

Aus diesen beiden Punkten ergibt sich, da die Spinwellen
(Spins) statistisch genau so wie Lichtquanten zu behandeln sind,
denn diese erfiillen ebenfalls die oben stehenden beiden Punkte.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, da3 bei der Temperatur 7' eine
Spinwelle mit der Energie ¢ angeregt ist, gegeben durch !

1

€
ek—IT —1
Die Anzahl der Zustdnde im Volumenelement dz; des f-Raums
ist nach § 3, (6a)
R
CER
Dabei ist
R=a*N
1 Ableitung im Anhang 4. k ist die BorLrzMaNN-Konstante, im Gegen-
satz zur Wellenzahl k.
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das Volumen des Kristalls. Die Anzahl der Spinwellen im Volumen-
element dry bei der Temperatur 7' ist somit
a \3 dn
N<55> R
T —1

Die Gesamtzahl N~ der Spinwellen ergibt sich hieraus durch

Integration
N-=N(&) [ (12)
T _1

Die Integrationsgrenzen kénnen wir von k=0 bis k=
erstrecken, da fiir tiefe Temperaturen der Beitrag groer Energien,
d.h. groBer k-Werte, infolge des exponentiellen Verhaltens des
Nenners verschwindend klein wird. Wir setzen (11) in (12) ein
und erhalten nach Integration iiber die Winkel, die dt; in 4 mk?d k
iiberfithrt:

- a \3 kBdk N [(kT\32 22d =z 2 Ak a?
N —475N<2—n> /———Ak,ag ~‘2"n‘2‘(7> /exg~1, ¥t =
e T 1
Der Wert des Integrals iiber x ist =~ 1,3, so daB
13 (kT3
N- =g N(T) (12a)

wird. Aus der Gesamtzahl der Spinwellen, d.h. der —-Spins,
erhalten wir sofort das gesamte magnetische Moment, das nach
(1) und (2)

uM=u(N—2N-)
ist, also nach (12a)

J=MM=yN(1—(~T£)3’2>, T<T, (13)
?
oder
J T \3/2
7= ()" (152)
‘wobei
KT, — (22—7::)2I3A ~44

ist. Wenn wir das Gesetz (13) bis zu hohen Temperaturen extra-
polieren, ist 7, der CuriE-Punkt.

Diskussion der Temperaturabhingigkeit. Wir beginnen mit
tiefen Temperaturen, d. h. mit Formel (13a). Diese Formel gibt
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das Verhéltnis der Sattigungsmagnetisierung J bei einer Tempe-
ratur 7T zur Sittigungsmagnetisierung J, fir 7'=0. (13a) ist
fiir tiefe Temperaturen kein Néherungsgesetz, sondern ein exaktes
Gesetz, weil unsere Voraussetzungen, die zu (13a) fiihrten, bei
tiefen Temperaturen exakte
Giiltigkeit haben. Eine Pri-  [1#° ‘{
fung an Eisen in einem Tem- [ \Jw’
peraturintervall zwischen
20° abs. 290° abs. ergab eine
ausgezeichnete Bestdtigung ; N

|
|
1
des T32.Gesetzes (13a). Ab- [ 17% \XL

i
|
|
|
|

Ne—
T T

bildung 56 zeigt die MeBer- | S bg?
gebnisse [177]. Dabei ist J r B
als Funktion von T2 auf- o 7w  w  w  w  wF @

getragen. Alle MeBpunkte i —m
liegen innerhalb der Meﬁge_ Abb. 56. Die Sittigungsmagnetisierung I als
. . . Funktion von 7°/* nach {177].
nauigkeit auf einer Geraden.
Wir kommen jetzt zur Besprechung unseres Gesetzes (7), das
im Gegensatz zu (13a) Giiltigkeit im ganzen Temperaturintervall
bis zum CURIE-Punkt hat, dafiir

aber nur ein Naherungsgesetz ist. ’ ‘T‘“\H
Aus (7) und (7a) folgt sofort, \\
daB der Zusammenhang zwischen g3 X

den beiden Grofen iJ]'- und ;; un-
1} 4
abhingig vom betreffenden Metall t

sein muB. Das wird, wie wir an i :g

Hand von Abb. 57 zeigen, sehr 25 oM

gut bestitigh. Dort ist ‘}0 fiir

Fe, Co und Ni als Funktion von

% aufgetragen. Die MeBpunkte ’ 4 7;4_51 eoow

der verschiedenen Metalle liegen 1 57 171 als Funktion von 7VT..
auf einer vollstindig glatten theoretisch [109).
Kurve. Diese ist auBlerdem in

guter Ubereinstimmung mit der aus (7) und (7a) folgenden theo-
retischen Kurve. Die Abweichungen bei tiefen Temperaturen,
wo das Gesetz (13a) giltig ist, liegen auBerhalb der Genauig-
keit der Figur.

1 Gl (7) geht fiir tiefe Temperaturen nicht in (13a) iber.
Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 20
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Fiir Temperaturen T > T, gilt das CuriE-WE1sssche Gesetz (9).
Danach ist die Magnetisierung Null fiir =0, d.h. das Metall
ist jetzt paramagnetisch. Die Temperaturabhingigkeit (9) wird
sehr gut bestitigt.

Siittigungsmagnetisierung. Die Sittigungsmagnetisierung J, fiir
T =0 ist nach (7) J,=uN, falls jedes Atom ein Borrsches Ma-
gneton zur Gesamtmagnetisierung beitrigt. Allgemeiner ist daher

Jo=8uN,

falls S die Zahl der Bonrschen Magnetonen pro Atom ist. Im
atomaren Zustand fehlen in der 3—d-Schale bei Fe vier, bei Co
drei und bei Ni zwei Elektronen. Bei einer elementaren Uber-
legung wiirde man daher als Séttigungsmagnetisierung 4 (Fe),
3 (Co) und 2 (Ni) Bomrsche Magnetonen pro Atom erwarten.
Tatsdchlich aber findet man 2,2 (Fe), 1,8 (Co) und 0,6 (Ni) Bonr-
sche Magnetonen, also nicht eine ganze Zahl pro Atom. Man ist
daher zur Annahme gezwungen, daB nicht alle Atome den gleichen
Beitrag zu J liefern, daB also nicht alle Atome im gleichen Zustand
sind [111]. Diese Auffassung wird ganz selbstverstindlich, wenn
wir nicht von der Naherung von seiten freier Atome ausgehen,
die wir nur in diesem Paragraphen gewihlt haben, weil sie eine
besonders einfache Behandlung der Elektronenwechselwirkung
gestattet. In unserer iiblichen Behandlungsweise miissen wir die
Verteilung der Elektronen auf das 4—s-Band und auf das3—d-Band
betrachten. Da das 3—d-Band nicht abgeschlossen ist, muB8 es sich
8o stark mit dem 4—s-Band iiberdecken, daf3 die Grenzenergie in
dem beiden Bindern gemeinsamen Gebiet liegt. In diesem Fall liegt
aber gar keine Veranlassung dazu vor, anzunehmen, dafl die Zahl
der freien Plitze im d-Band ganzzahlig pro Atom sein mufB. Bei
Ni bedeutet dies in der Naherung dieses Paragraphen, dafl das
Metall aus einem Gemisch von Atomen mit abgeschlossenen und
nichtabgeschlossenen d-Schalen besteht (vgl. § 27, S. 317).

§ 26. Die Magnetisierungskurve.

Uberblick. In § 25 zeigten wir, wie die Austauschkrifte bewirken
konnen, daB der magnetische Zustand eine kleinere Energie hat
als der unmagnetische. Die Energiedifferenz beider Zustinde hat

pro Elektron die GroBe k7T, g-l%ﬁbis% e-Volt. Wir werden diese
Energie fiir unsere Zwecke durch die magnetische Energie eines
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Elektrons in einem Felde H, ausdriicken:
k Tc =u H ¢’
woraus

H,~10%— 107 GauB (1)

folgt. Von dieser Stirke miissen &uBere Felder sein, wenn die
fir irgendeine bestimmte Temperatur berechnete Séttigungs-
magnetisierung J iiberschritten werden soll.

Nun gibt es aber bei allen ferromagnetischen Metallen bei
schwachen Feldern eine Reihe von Erscheinungen, die durch unsere
bisherige Theorie noch nicht erklirt werden. Hierher gehéren alle
Fragen, die mit dem Verlauf der Magnetisierungskurve zusammen-
héngen. Nach unserem Modell sollten alle ferromagnetischen Metalle
ohne duBleres Feld schon bis zur Sittigung magnetisiert sein. Tat-
sichlich ist dazu aber ein #uBeres Feld von der GréBenordnung
1000 GauBl notig. Die Energie, die diesem Feld entspricht, ist
ungefdhr 1000mal kleiner als die Austauschenergie. Wir diirfen
daher erwarten, dall nur kleine Zusatzkrifte nétig sind, um den
Verlauf der Magnetisierungskurve zu erkliren. Es scheint zundchst
sehr eigenartig, daBl durch so kleine Krifte so auffillige Effekte
hervorgerufen werden kénnen. Das riihrt, wie wir zeigen werden,
daher, dal zwei Zustéinde, die sich magnetisch ganz verschieden
verhalten, eine sehr geringe Energiedifferenz haben koénnen. Wir
denken uns z. B. einen stabférmigen Kristall, dessen Spins alle
parallel sind. Diesen Kristall wollen wir in der Mitte zerschneiden,
so daB beide Teile das gleiche magnetische Moment haben und
dann so zusammensetzen, daB die Momente entgegengesetzte Rich-
tung haben. Es sind dann z.B. im ersten Teil alle Spins nach links
gerichtet und im zweiten nach rechts. Das resultierende Moment
ist jetzt Null. Die Austauschenergie hat sich aber nur sehr wenig
gedndert. Nur auf der Schnittfliche dndert sich die Energie pro
Elektron um 2 A. Die Energie aller anderen Elektronen bleibt
unveréndert,.

Um uns iiber die Natur der Zusatzkrifte zu orientieren, iiber-
legen wir uns zunichst wieder die Verhiltnisse bei einem Zwei-
elektronenproblem. Wir denken z.B. an das Heliumspektrum.
Infolge der Austauschkrifte spaltet, wie wir gezeigt haben, jedes
Energieniveau in zwei auf, deren Energiedifferenz 2 4 ist. Beim
einen stehen die Spins parallel, beim anderen antiparallel. Das
erstere besteht aus drei verschiedenen Zusténden, die dadurch

20*
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charakterisiert sind, dafl die Projektion der Gesamtspins! auf
eine bestimmte Richtung 1,0 oder —1 sein kann. Diese drei Terme
fallen in unserer gegenwartigen Néherung zusammen. Beriick-
sichtigen wir aber noch die magnetische Wechselwirkung der Spins
untereinander und zwischen Spin und Bahn, so spaltet das frag-
liche Energieniveau in drei Terme auf, wodurch die Feinstruktur
im Spektrum erzeugt wird. Ahnlich werden wir auch die im Zu-
sammenhang mit der Magnetisierungskurve stehenden Erschei-
nungen als eine Art Feinstruktur zu deuten haben.

Folgende Tatsachen haben wir zu kliren:

1. Die Magnetisierung eines Einkristalls ist ohne dufleres Feld
immer Null. Zur Sittigungsmagnetisierung sind Felder von der
GroBenordnung 103—10* Gaul3 nétig.

2. Die Magnetisierungsenergie in einem Einkristall hingt von
der Richtung des Feldes zu den kristallographischen Achsen ab.
Unter Magnetisierungsenergie versteht man dabei

Jg
U= [HdJ, @)
0

wobei Jg die Sattigungsmagnetisierung ist, die von der Tempera-
tur abhédngt, nicht aber von der Richtung im Kristall.

Daneben sind auch noch Remanenz und Koerzitivkraft zu
deuten. Beide verschwinden aber fiir Einkristalle, sie koénnen
also nur Eigenschaften der unvollkommenen Kristalle sein.

Die Deutung von 1. und 2. gelingt durch zwei einfache Hypo-
thesen, die wir im folgenden auch theoretisch stiitzen werden.

I. Der Kristall zerfillt in einzelne kleine Gebiete, die immer
bis zur Sattigung (fir die jeweilige Temperatur) magnetisiert sind.
Ohne 4ufleres Feld sind diese Elementargebiete so angeordnet, daf3
das makroskopische Moment verschwindet.

II. Zu der in § 25 berechneten Energie des Kristalls ist noch
eine Amnisotropieenergie zu addieren, die aber ungefihr 103mal
kleiner ist als die Austauschenergie.

Die Amnisotropieenergie [93]. Analog wie in unseren obigen
Betrachtungen iiber die Feinstruktur miissen wir jetzt neben den
elektrischen Kriften auch noch die magnetischen einfithren. Es
handelt sich dabei um die Wechselwirkung der Spins untereinander
und der Spinmomente mit den Bahnmomenten. Die Symmetrie
der Eigenfunktionen (Bahnmomente) ist wesentlich durch die

1
1 Jedes Elektron hat den Spin 7 der Gesamtspin ist also 1.
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Kristallsymmetrie bestimmt. Daraus folgt sofort, dal die magne-
tische Energie ebenfalls durch die Kristallsymmetrie bestimmt ist.
Wir miissen noch zeigen, daBl die Energien die richtige GréBen-
ordnung haben. Die Wechselwirkungsenergie zwischen Spin und
Bahn hat die gleiche Groflenordnung wie die Feinstrukturauf-
spaltung der Terme eines freien Atoms, némlich =~ + 107¢erg
(=2 100 cm™! Aufspaltung). Wenn man die Beitrége aller Elektronen
eines Elementargebietes summiert, erhalt man aber Null, denn die
Spins sind alle gleichgerichtet, wiahrend die Bahnmomente auf-
einanderfolgender Atome antiparalle]l stehen!. Man muf} daher
zur zweiten Néherung iibergehen, in der die Feinstrukturaufspaltung
quadratisch auftritt, so daf sich die absoluten Beitrige aller Atome
addieren. Aus der quantenmechanischen Stérungsrechnung ergibt
sich fiir die Wechselwirkungsenergie in zweiter Nédherung
; U3
U~N -
N = Zahl der Elektronen, U, = Feinstrukturaufspaltung =~ + 1014
erg, AE = Abstand des néichsten Terms =~ 1072 erg. Damit wird
Ux~N-10"%erg,
oder, in Gaul} ausgedriickt,
U ~10% GauB},

wie es der, mit Hilfe von (2) aus den MeBdaten erhaltenen GréBen-
ordnung entspricht. Neben der Spin-Bahn-Wechselwirkung kommt
auch noch die Spin-Spin-Wechselwirkung in Betracht. In GauBl

ausgedriickt entspricht sie dem Feld eines Magnetons am Ort
eines benachbarten, also im Gitterabstand a:

ﬁa =~ 103 Gauf3.
o

Diese Wechselwirkung ist somit etwas kleiner als die oben be-
sprochene und daher nicht so wesentlich.

Wir haben nun die Ursachen der Anisotropieenergie geklért.
Thre allgemeine Form in Abhéngigkeit von den Winkeln zu den
Kristallachsen ist durch die Kristallsymmetrie vorgeschrieben [90,
125]. Bei einem hexagonalen Kristall (Co), der eine ausgezeich-
nete Achse hat, wird

U=Csin?¢ + C'sin*¢ + ..., (3)

1 Das iagt aus dem gyromagnetischen Effekt, der zeigt, dal nur die
Spinmomente, nicht aber die Bahnmomente fiir den Ferromagnetismus
verantwortlich sind.
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& ist der Winkel zwischen der Magnetisierung und der Kristallachse.
Ungerade Potenzen von sin® koénnen nicht auftreten, weil dies
der Kristallsymmetrie widerspricht, nach der +# mit —& gleich-
berechtigt ist. Man wird annehmen, daB [C|>|C’| ist, was auch in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist.

Bei kubischen Metallen, wo drei gleichberechtigte Achsen vor-
handen sind, ist das quadratische Glied unabhingig von der
Richtung, denn es ist

at+altai=1,

wo a; die Richtungskosinuse der Magnetisierungsrichtung sind.
Daher liefert dieses Glied keinen Beitrag zur Anisotropieenergie
und es wird

U=c(d+as+of) +cadadal ... @
Das Verschwinden der quadratischen Glieder hat zur Folge, daB bei
unserer obigen Abschatzung von U auch die zweite Naherung keinen
Be.irag liefert. Bei kubischen Kristallen muB3 U also kleiner sein,
als z. B. bei hexagonalen. Tatsichlich findet man das auch. So
ist fiir Eisen (kubisch) U=600 GauB, fiir Kobalt (hexagonal)
aber U=10* Gau8.

Die Elementargebiete [114]. Nach dem Obenstehenden ist die
Energie jedes Elementargebietes ein Minimum, wenn seine Magne-
tisierung in eine ausgezeichnete Kristallrichtung zeigt. Wenn der
Makrozustand des Kristalls unmagnetisch ist, werden die Elementar-
gebiete daher in diesen Richtungen liegen. An der Grenze zwischen
zwei Elementargebieten springt die Magnetisierungsrichtung von
einer ausgezeichneten Richtung in eine andere. Wir wollen die
Struktur der Grenzschicht untersuchen. Der Einfachheit halber
betrachten wir einen Kristall mit nur einer ausgezeichneten Achse,
so daB die Magnetisierungsrichtungen der beiden Elementar-
gebiete antiparallel zueinander sind. In der Grenzschicht dreht
sich der Magnetisierungsvektor um 180°. Nach (3) ist in diesem
Gebiet die Energie hoher als im Innern der Elementargebiete.
Die Energieerh6hung durch die Anisotropieenergie ist!

AE,=Cs*§-N=5 CN.
C ist hier auf ein Elektron bezogen und hat die GroBenordnung
10* GauB. N ist die Zahl der Elektronen der Grenzschicht. Sei

1 Uberstreichen bedeutet Mitteln iiber alle Richtungen der Magneti-
sierung.
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F die Oberfliche eines Elementargebietes und d die Dicke der Grenz.
schicht, so ist N = F;—:l, also
CFd
AE ~ et (5)
Fiir beliebig kleine Dicke d wird 4 E; beliebig klein.

Es gibt noch eine zweite Randenergie, die im Gegensatz zu (5)
fiir sehr grofe Dicke d klein wird, das ist die Austauschenergie.
Bestéinde eine scharfe Grenze zwischen den beiden Gebieten, so
wiirde an der Oberfliche jeder --Spin an einen —-Spin grenzen.
Die Energieerhhung pro Atom der Oberfliche wire 2 4, und da

die Oberfliche % Atome enthilt, wiirde die gesamte Energie der

Grenzschicht F

AE, =24 i
Tatséchlich hat die Grenzschicht die Dicke d> & und wir kénnen
die Austauschenergie nach §25, (4) berechnen. Es sei u M das
magnetische Moment einer einatomaren Schicht (mit der Ober-
fliche F) innerhalb eines Elementargebietes. Die Richtung von It
dreht sich in der Grenzschicht um 180°. Unter u IR’ verstehen
wir die Mittel der magnetischen Momente dreier aufeinander-
folgender einatomarer Schichten. Da bei der Berechnung der
gesamten Austauschenergie nach §25 nur die Wechselwirkung
benachbarter Atome beriicksichtigt wird, ist die Energie der
mittleren Schicht — 4 M'2/N, wobei M'< M ist. M'— M kann
als Zahl der Spins aufgefaBt werden, die beim Fortschreiten um
die Strecke a umklappen. Die Energie der Grenzschicht, d.h.
die Energiedifferenz zwischen Grenzschicht und einer gleich groSen
Schicht innerhalb eines Elementargebietes ist also

AB,=5 3 ar—u,
wo die Summe iiber die ganze Grenzschicht geht. Da in der ganzen
Grenzschicht gerade so viel Spins gedreht werden sollen, wie die
Fliche F Atome enthilt, nimlich % (dann hat sich ja die Magne-
tisierungsrichtung um 180° gedreht), ist
Soe-wra(Z)

. F .
Mit N = a’f wird
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Die Energie der Grenzschicht, 4 B, + A E,, ist in Abhéingigkeit von
der Dicke d dann ein Minimum, wenn [vgl. (5) und (6)]

dgal/%

ist. Nach (1) ist 4 =~ 10—107 GauBl, wihrend die Anisotropie-
energie C, wie wir oben festgestellt haben, =~ 10* GauB betragt.
Die Dicke der Grenzschicht wird daher etwa 30 Atomabstéinde
betragen.

Die Energie der Grenzschicht wird nun, wenn wir den obigen
Wert fiir d in (5) und (6) einsetzen:

F —_
AE,+AB,~2_AC.

Sie ist proportional zur Oberfliche F, aber unabhingig von
der Form der Oberfliche. Diese ist dadurch bestimmt, daB die
magnetische Energie der Elementargebiete moéglichst klein sein
soll. An der Grenzfliche zwischen zwei Gebieten entsteht ein
entmagnetisierendes Feld, das die Energie erhoht. Nach der
makroskopischen Theorie des Magnetismus ist dieses sehr klein
fir langgestreckte Magnete. Die Elementargebiete sind somit
langgestreckte Gebiete, die in der Richtung einer ausgezeichneten
Achse magnetisiert sind.

Die Magnetisierung von Einkristallen [90, 112, 125]. Legt man
an einen Einkristall in Richtung einer ausgezeichneten Achse ein
Magnetfeld, so werden sich alle Elementargebiete parallel zum Feld
einstellen. Diesen Vorgang darf man sich nicht so vorstellen, da3
die Elementargebiete als Ganzes in die betreffende Richtung um-
klappen, denn dazu miiBiten sie die ganze Anisotropieenergie iiber-
winden. Die Ummagnetisierung kann vielmehr unter verschwindend
kleinem Energieaufwand dadurch erfolgen, daB sich die Grenz-
flichen der Elementargebiete verschieben, und zwar in der Weise,
daB diejenigen Elementargebiete, die parallel zum &duBeren Feld
sind, sich auf Kosten der anderen vergr6Bern. Bei diesem Vorgang
wird die Gesamtenergie nur ganz unwesentlich gedindert. Wir
wollen die ausgezeichneten Kristallachsen auch Achsen leichtester
Magnetisierung nennen. Wenn ein Einkristall in Richtung einer
solchen Achse magnetisiert wird, erreicht er schon bei ganz kleinen
Feldern seine Sattigungsmagnetisierung Jg.

Erfolgt die Magnetisierung in einer anderen Richtung, so wird
die Anisotropieenergie von Bedeutung. Der Magnetisierungs-
vorgang geht dann so vor sich, daB8 sich die Elementargebiete



Die Magnetisierungskurve. 313

zunidchst, wie oben beschrieben, in den Richtungen leichtester
Magnetisierung zueinander parallel stellen. Bei stiarkeren Feldern
werden sie aus diesen Richtungen herausgedreht. Bei diesem
Drehprozel miissen die Anisotropiekrifte iiberwunden werden.
Nach unserer obigen Abschitzung sind bei Feldern von 103
bis 10* GauBl alle Elementargebiete parallel zum &uBeren Feld
magnetisiert. Bei diesen Feldern wird also die Sdttigungsmagneti-
sierung Jg erreicht. Aus den Ausdriicken (3) oder (4) kann der Verlauf
der Magnetisierungskurve s,

genau berechnet werden, oy | .
wenn man die Konstanten 4, - //‘rﬂ
aus anderen Messungen +/*4/
entnimmt. In Abb. 58 ist | |72+

das Ergebnis fiir einen T /+ 4

Eiseneinkristall (kubisch) 7, (il

aufgetragen (fir 100-,
110- und 11 1-Richtung),

. . 1000
das ausgezeichnet mit den it
Messungen iibereinstimmt.
800
Die (1 O 0) - Richtung 0 1700 200 Jo0 400 500 600
. . . . H—>
ist eine Krlstallachse, N Abb.58. Die Magnetisierungskurve eines Fe-Ein-
der. wie oben ausgefiihrt kristalles nach [125]. O X experimentell,
’ theoretisch.

wurde, die Sattigung bei

schwachen Feldern erreicht wird. Bei Magnetisierung in der
Flichendiagonale (110) stellen sich die Elementargebiete bei
schwachen Feldern in die Richtungen leichtester Magnetisierung,
wodurch der 1/§-te Teil der Sattigung Jg erreicht wird; bei stér-
keren Feldern setzen dann die Drehprozesse ein. In der Raum-

diagonale (11 1) beginnen die Drehprozesse bei —% Jg.

Remanenz, Koerzitivkraft [70, 112, 114]. Bei Einkristallen gibt
es keinerlei irreversiblen Vorgénge, welche Remanenz und Koerzitiv-
kraft bewirken. Diese miissen daher eine Folge der Aufteilung
des Metalls in kleine Kristallite sein. Wir hatten oben gesehen,
daB die Ummagnetisierung der Elementargebiete ohne Energie-
aufwand erfolgt, wenn sich deren Grenzfliche allméhlich ver-
schiebt. Diese Verschiebung kann aber durch die Oberfliche eines
Kristallits sicher nicht mehr ohne Energieaufwand erfolgen. Nehmen
wir noch an, daB ein Kristallit kleiner als ein Elementargebiet ist,
so bildet jeder Kristallit selbst ein Elementargebiet. In diesem
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Fall kann von einem Verschieben der Grenzschicht des Elementar-
gebietes ohne Energieaufwand keine Rede sein. Vielmehr wird
bei einer bestimmten Feldstédrke der ganze Kristallit in eine andere
Magnetisierungsrichtung umspringen (BARKHAUSEN-Spriinge). Bei
hoheren Feldstdrken setzen dann wie beim Einkristall die Dreh-
prozesse ein. Die Remanenz erklirt sich nun daraus, daB die fiir
die Magnetisierung gleichberechtigten Richtungen des Kristallits
auch energetisch gleichberechtigt sind. Um aber die Magnetisierung
von einer solchen Richtung in eine andere zu drehen, muB ein
Potentialberg iibersprungen werden, weil eine allmihliche Ver-
schiebung der Grenzfliche eines Elementargebietes nicht mehr
moglich ist. Wenn wir also nach erfolgter Magnetisierung das Feld
auf Null abnehmen lassen, so werden die Kristallite in derjenigen
Richtung leichtester Magnetisierung bleiben, die mit dem Feld
den kleinsten Winkel bildet. Wird das magnetische Feld nun
negativ, so klappen wieder einzelne Kristallite in andere Richtungen
leichtester Magnetisierung um. Die Koerzitivkraft ist durch die-
jenige Feldstiarke bestimmt, bei welcher die Magnetisierung gerade
Null ist. Da hiernach Remanenz und Koerzitivkraft stark von
der Form, GréBe und Richtung der Kristallite abhingen, ist es
klar, da8 die Vorbehandlung des Metalls von gréBtem EinfluB auf
diese Effekte ist.

§ 29¢. Paramagnetismus II.

Temperaturunabhdingiger Paramagnetismus. Wir haben in § 11
den Paramagnetismus der Valenzelektronen berechnet und nur
eine minimale Temperaturabhéngigkeit gefunden. Bei Beriick-
sichtigung der in § 24 besprochenen Wechselwirkung freier Elek-
tronen wird das Ergebnis von § 11 in bezug auf die Temperatur-
abhingigkeit nicht beeinfluBt. Dagegen wird der absolute Betrag
der Suszeptibilitit unter Beachtung der Wechselwirkung, die ja
das Parallelstellen der Spins begiinstigt, gréBer werden.

Nach § 11, (2) kann die paramagnetische Suszeptibilitit y durch
die Energieerniedrigung — A U,, im Feld definiert werden:

g H=—47,,. (1)

Sei Z die Zahl der iiberschiissigen Spins, sagen wir in der +-Rich-
tung, so ist AU, eine Funktion von Z. Da y praktisch tempe-
raturunabhéngig ist, geniigt es AU, fir T=0 zu berechnen. Ist



Paramagnetismus II. 315

—AU die Energieerniedrigung fiir irgendeinen Wert Z, der keinem

Gleichgewicht entsprechen mu8, so ist 4 U,, durch die Bedingung
0

bestimmt. A U 1aBt sich leicht aus § 24, (15) entnehmen. Die Zahl

der +-Spins ist ja im unmagnetischen Zustand % Bei Magneti-

sierung ist
Z=N+—N-,
d. h. mit § 24, (12)
Z N
—2":N+—‘—2‘:AN,

wobei AN die Anzahl der Elektronen ist, die ihren Quantenzustand
im Feld verdndert haben. § 24, (15) lautet hiermit nach einfacher
Umformung (A n = AN pro cm3):

U=m (3 2 )2/3 [<1+ 24‘")54’3_{_ (1_ 2An>5/3] B

n
3 o [(3n\13 n 2An\438 2A4An\43
—ye (SR e )T (- 22
Da immer A n< n ist, kénnen wir die Klammerausdriicke entwickeln

und erhalten, wenn wir U,, die Energie U ohne Feld, d. h. fiir
An =0, abziehen

U——Uo_ (3 2 )2/31& 10 (2An.)2_i62<§_7_b‘>1/3%_;_<2/]n)2‘

n 2 8x n
Mit der Abkurzung

3 3n\1/3
e=5¢ (TZ) )

und mit { aus § 5, (15) wird dieser Ausdruck

U-—U,— (%c _ %s) n<é§)2.
Da die magnetische Energie unserer Elektronen
—ZuH=—2AnuH
ist, wird die gesamte Energieerniedrigung — AU
— AU =24npH— (—‘;-g—g-s) n (41;)2.
Hieraus erhalten wir mit der Bedingung( (2) und mit Z = 24n

0=2MH—2<§-5—§-8)%1,
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oder als Zahl der iiberschiissigen --Spins (pro cms3)

Z—9An— 20H?
4 8
3879
Nach (1) wird also die Suszeptibilitit pro cm3:
. 24U, _pZ = 2p%n
T T H T H T4 8§
3¢9

Da nach § 5, (13) und (15) zwischen Eigenwertdichte D und Grenz-
energie { die Beziehung

3
D () 47T
gilt, wird
1
2=24D () — 5. 4)
-5 7

Fiir £ =0 geht dieser Ausdruck in den in § 11, (4) abgeleiteten iiber.
Durch Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen

untereinander wird somit y um den Faktor 12 . erhoht. e ist
-3¢

das Austauschintegral. Umgeben wir jedes Elektron mit einer

Kugel mit dem Radius g, deren Volumen gleich dem Atomvolumen

1, .
-, ist, so wird, nach (3)

3e2/ 9 13 e
8—§gkﬁﬁ>*mmg-

. 2 .
Die Werte von 3% wachsen mit steigendem Atomvolumen, da
1. . . .2
r~ o ist. Bei den Alkalimetallen ist 3 —g—

es fiir Cs 0,9 ist. Nun wirkt aber die Wechselwirkung zwischen
Elektronen mit antiparallelem Spin, die wir vernachlissigt haben
(vgl. 8. 294), im entgegengesetzten Sinn wie die hier betrachtete
Wechselwirkung der Elektronen mit parallelem Spin. Dadurch
wird die Erhchung von y abgeschwicht. Alles in allem miissen wir
schlieBen, daBl y zwar groBer als nach § 11, (4) ist, aber kleiner
als oben angegeben. Dadurch wird versténdlich, daB die in Tabelle 9
(8. 155) berechneten Werte der Freiheitszahl f, alle zu klein sind
(man vergleiche f, aus dem Havrr-Effekt, Tabelle 17, S. 221).
Temperaturabhingiger Paramagnetismus. Einen Spezialfall von
temperaturabhingigem Paramagnetismus haben wir in § 25, (9)

etwa 0,5 fiir Li, wihrend
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kennengelernt, wonach die ferromagnetischen Metalle fiir Tempe-
raturen 7' > T, paramagnetisch sind. GI. (9), § 25 bezog sich auf
den Spezialfall, daB jedes Atom gerade ein Borrsches Magneton
beitragt. Im Fall, daB es § Magnetonen besitzt, die nur von Spins
herriihren (nicht vom Bahnmoment!) wird die Suszeptibilitit eines
ferromagnetischen Metalls fir 7'> T,
%, S (S +2) u2n

L= 0=~ 3k)M , (5)
wahrend die Sattigungsmagnetisierung im ferromagnetischen Zu-
stand (fir 7=0)

Jo=S8un
ist. Fir § =1 geht (5) natiirlich in § 25, (9) iiber. Nach § 25, S.306
miissen wir annehmen, daB nicht alle Atome im gleichen Zustand
sind, daB also nicht alle den gleichen S-Wert haben. Dann wird

[111]
”2”23 (5a)

Jo=pn D8, 2 = u >'8,m.
r

Der Index r soll dabei die verschiedenen Zustinde unterscheiden.
Nach § 25 kommen fiir den Ferromagnetismus nur die Elektronen
von inneren nicht abgeschlossenen Schalen in Frage, und dasselbe
gilt natiirlich auch fiir den temperaturabhingigen Paramagnetismus.
Der Beitrag der duBeren Elektronen ist dagegen so klein, daf
er hier vernachlissigt werden kann.

Aus den gemessenen Werten von C und J, erhidlt man die

beiden GroBen
Ny
Z='8"

Zy = (281 (S +2) %)1/2

Z; heifit ferromagnetische, Z, paramagnetische Magnetonen-
zahl. Man kann meist fiir die », und S, geeignete Werte finden, so
daB die damit berechneten Magnetonenzahlen in guter Uber-
einstimmung mit den experimentellen Werten sind. Nimmt man
z. B. fiir Ni 0,3 n Atome mit S =2 und 0,7 » Atome mit §=0
an, so wird Z; = 0,6 und Z,, = 1,55, wihrend die experimentellen
Werte 0,6 und 1,6 sind. Ahnhch findet man fir Co mit einem

und

und
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Verhéltnis 0,6 : 0,4 fir §=3 und S =0 theoretisch Z, = 1,8
und Z, = 3 in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen
Werten Z; = 1,8 und Z, =3. Die Bestimmungen der Werte von
n, und 8, sind aber durchaus nicht eindeutig und daher nicht
ganz befriedigend. Eine rein theoretische Berechnung ist gegen-
wirtig noch nicht durchgefithrt (vgl. auch § 390, S.337).

Nehmen wir im Gegensatz zu § 25 an, daBl das Austauschinte-
gral A negativ wird, so kénnen wir die Ableitung, die zu § 25 (9),
fithrte, in formal gleicher Weise durchfithren. Da aber 4 <0 ist,
hat das CuriE-WEisssche Gesetz jetzt die Form

1= tzrer >0 (6)
Die Konstante C ist wieder durch (5a) gegeben. Diesem Gesetz
liegen, abgesehen von 4<0, die gleichen Voraussetzungen zu-
grunde, wie den Uberlegungen von § 25. Diese sind: 1. nicht ab-
geschlossene innere Schale, 2. so kleine Wechselwirkung der Elek-
tronen, daB es zulissig ist, von den Zustinden der freien Atome
auszugehen.

Die letztere Voraussetzung ist gleichbedeutend damit, da8 das
Energieband der Elektronen der betreffenden nicht abgeschlossenen
Schale sehr schmal sein soll. Ist diese Bedingung nicht gut erfiillt, so
wird fiir 4 ein Gesetz gelten, das zwischen (6) und dem y-Gesetz fiir
temperaturunabhingigen Paramagnetismus, (4) oder § 11, (4), liegt.

Neben der verschiedenen Temperaturabhingigkeit besteht
noch einen weiteren groBen Unterschied zwischen diesen beiden
Gesetzen, der sich auf den absoluten Betrag von y bezieht. Falls
wir annehmen, daBl jedes Atom ein BomRsches Magneton zur
Sattigungsmagnetisierung beitrdagt, ist S, =1, n,=n und. (6)
lautet:

—_ Mn
n=Frre)
Dagegen wird (4) mit D) =5 5
3 uin 1
22=7 I3 1 2 ¢
_Ze

Bei Vernachlissigung des Austauschgliedes (@ = 0, ¢ = 0) wird
das Verhiltnis der Suszeptibilititen

n__2 &
xa kT

bei Zimmertemperaturen also 1 : 100.

o| bo



Systematische Diskussion der Metalle. 319

Wir erwarten bei Metallen mit nicht abgeschlossenen inneren
Schalen, soweit sie nicht ferromagnetisch sind, einen Wert von y,
der zwischen y, und y, liegt. Das ist allerdings keine sehr weit-
gehende theoretische Aussage. Exaktere Angaben diirften aber
ziemlich komplizierte theoretische Untersuchungen erfordern.

Experimentell findet man bei Metallen mit abgeschlossenen
Schalen, wie wir aus § 11 wissen, das temperaturunabhéngige y,-Ge-
setz gut bestitigt. Auch bei Metallen mit nicht abgeschlossenen
inneren Schalen findet man Ubereinstimmung mit unseren quali-
tativen Aussagen: Der absolute Betrag der Suszeptibilitit ist be-
deutend grofler als bei den Metallen mit abgeschlossenen inneren

Schalen, und zwar wichst das Verhiltnis {— im allgemeinen mit
2

wachsender Anniherung an das y,-Gesetz.

VII. Systematische Diskussion der Metalle.
§ 28. Uberblick.

Die metallischen Eigenschaften. Als charakteristischste Eigen-
schaft der Metalle kann man wohl ihre groBe elektrische Leitfihig-
keit bezeichnen. Dies ist allerdings nur eine qualitative Aussage
und es wére unsinnig, ein Metall dadurch zu definieren, daB seine
Leitfahigkeit bei einer bestimmten Temperatur einen gewissen
minimalen Wert haben mufBl. Ein besseres Charakteristikum als
der Betrag ist die Temperaturabhingigkeit der Leitfihigkeit.
Bei Metallen muBl die Leitfahigkeit mit abnehmender Temperatur
steigen. Elemente, die einen entgegengesetzten Temperaturkoeffi-
zienten haben, sind eher zu den Halbleitern als zu den Metallen
zu rechnen. Es gibt allerdings einige Elemente, die in mehreren
Modifikationen auftreten, z. B. ist C als Diamant ein Nichtleiter,
als Graphit dagegen ein Leiter. Ferner verhalten sich manche
Elemente, die hiernach zu den Halbleitern zu rechnen sind, vom
Standpunkt der Halbleiter aus (Kapitel IV) schon sehr metall-
ahnlich (z. B. Ti). Es ist natiirlich ganz belanglos, wie man solche
Ubergangselemente klassifizieren will.

Neben der elektrischen Leitfahigkeit gibt es noch eine ganze
Reihe ,,metallischer‘ Eigenschaften. Hier ist vor allem die Warme-
leitfahigkeit zu nennen, die durch das WIEDEMANN-Franzsche
Gesetz (§ 12) direkt mit der elektrischen Leitfihigkeit verkniipft
ist. Ferner gehéren hierher das optische Verhalten (Metallglanz),
die magnetischen Eigenschaften, die elastischen Eigenschaften.
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Elektroneneigenschaften. Ein Teil der Aufgabe der Elektronen-
theorie der Metalle besteht darin, die Eigenschaften der Metalle,
wie z. B. Leitfihigkeit o, optische Konstanten », » usw. auf Eigen-
schaften der Elektronen, wie z. B. Zahl der freien Elektronen ng,
Termschema, Oszillatorenstirken usw. zuriickzufiihren. Dadurch
erhilt man eine Reihe von Gesetzen (z. B. 0 ~ T, T > 6), ohne
daB man z. B. bei der Leitfihigkeit die Gré8e von ngy kennen mu8.
Eine weitere Aufgabe der Theorie besteht nun darin, quantitative
Aussagen iiber die Elektroneneigenschaften, z. B. iiber ny, zumachen.
Dies konnten wir allerdings nur in beschrinktem Mafle tun. Die
einzigen wirklich exakten quantitativen Angaben haben wir in
Kapitel V, bei der Behandlung der metallischen Bindung gemacht.
Es ist daher angebracht, die Werte der GréBen, die sich direkt
auf die Elektronen beziehen (Elektroneneigenschaften), mit Hilfe
unserer allgemeinen Gesetze aus den MeBwerten zu bestimmen.
Wir haben dies, verstreut iiber die einzelnen Kapitel, zum Teil
schon getan. Hier wollen wir nicht eine Einteilung nach ver-
schiedenen Effekten (Leitféhigkeit, optisches Verhalten usw.) vor-
nehmen, sondern die einzelnen Metalle systematisch besprechen.

Verteilung der Metalle im periodischen System. Die meisten
Elemente gehéren zu den Metallen. Es ist daher einfacher, die
Verteilung der Nichtlester auf das periodische System zu betrachten,
die, wie Tabelle 28 zeigt, sehr systematisch ist. In dieser Tabelle
haben die eingeklammerten Elemente auch metallische oder halb-
leitende Modifikationen. Die Elemente zwischen den stark aus-
gezogenen Linien bilden den Ubergang von den Metallen zu den
Nichtleitern. As, Se, Te konnen allerdings alle mit gleichem
Recht entweder zu den ,eingeklammerten® Nichtleitern oder zu

Tabelle 28.

I II | II | IV | V | VI | VII | VII

1 H | | | He

2 B l© N 0 F Ne
3 ‘ si @ | s cl Ar
4 L1 As | (Se) | Br | Kr
5 o o [ Te | 0 | x
e | + | Em
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der Ubergangsgruppe gezihlt werden. Die Ubergangsgruppe
wiederum konnte auch noch Ge und Sb enthalten. Wir haben
dies in unserer Tabelle nicht angedeutet und wollen damit nur
bemerken, daB der Ubergang von den Nichtleitern zu den Me-
tallen sich iiber mehrere Elemente erstrecken kann.

Wie ist nun diese Verteilung vom Standpunkt unserer Theorie
der metallischen Bindung (Kapitel V) zu verstehen? Bei der
typisch metallischen Bindung wird jedes Atom (nach Kapitel V)
in gleicherWeise ins Gitter eingebaut, ohne dal von einer chemischen
Valenz die Rede ist. Die entgegengesetzte Bindungsmoéglichkeit
besteht darin, dafl das betreffende Element Molekiile bildet (Valenz!).
Diese Molekiile sind dann die Bestandteile des Kristalls und werden
durch Polarisationskrafte zusammengehalten. Man spricht im
ersten Fall von einem Atomgitter, im zweiten von einem Molekiil-
gitter. Neben den Ubergingen zwischen beiden Bedingungsarten!
gibt es unter ausgewahlten Bedingungen eine dritte Moglichkeit
(Diamant), auf die wir weiter unten zu sprechen kommen?2 [126].
Im Prinzip sind fir jedes Element beide Bindungsméglichkeiten
vorhanden. Es wird aber immer nur diejenige verwirklicht, die
thermodynamisch am giinstigsten ist. Wenn sich also die Bin-
dungsenergien® der beiden Modifikationen sehr stark unterschei-
den, wird immer nur die Modifikation mit der groBeren Bindungs-
energie verwirklicht. Unterscheiden sie sich aber wenig, so kénnen
beide Modifikationen auftreten. In diesem Fall ist aber meist die
Trennung der beiden Bindungsarten nicht scharf durchzufiihren.

Wir wollen jetzt von einem Element mit einer abgeschlossenen
inneren Schale und einem Valenzelektron ausgehen und dann
die Zahl der Valenzelektronen (und die Kernladungszahl) schritt-
weise um Eins erhéhen. Wir gehen also im periodischen System
(Tabelle 29) durch eine horizontale Reihe. Dabei beschrianken wir
uns vorldufig auf die drei ersten Reihen, weil in den nachfolgenden
innere Schalen aufgefiillt werden. Durch die Erhéhung der Zahl
der Valenzelektronen wird die Bindung (pro Elektron) im metal-
lischen Zustand immer schwicher. Das ist auf die vergroBerte
Fermi-Energie und insbesondere auf die groflere Wechselwirkung

1 Z. B. Schichtenbildung (Graphit) oder Bi-Struktur.

2 Tonenbindung kommt natiirlich nur in Frage, wenn der betreffende
Kristall aus mindestens zweierlei Atomen besteht.

3 Bei Molekiilgitter verstehen wir darnnter die Energie um ein einzelnes
Atom (nicht etwa ein Molekiil) vom Gitter loszureilen.

Froéhlich, Elektronentheorie der Metalle. 21
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64 Gd, 65 Tb, 66 Dy, 67 Ho, 68 Er, 69 Tu,
ufgefiillt. Die Zahlen, die neben den Atom-

8 sind die seltenen Erden: 58 Ce, 59 Pr, 60 Nd, 61 Il, 62 Sm, 63 Eu,

70 Yb, 71 Cp. Bei den eingerahmten Elementen werden innere Schalen a

symbolen stehen, sind die Ordnungszahlen.

der Elektronen unter-
einander zuriickzufiih-
ren (AbstoBungsterme).
Demgegeniiber wichst
der negative Energie-
term (Anziehungsterm),
der durch die poten-
tielle Energie der Elek-
tronen im Feld des Ions
gegeben ist, viel lang-
samer. Die metallische
Bindung wird also um
so schwicher, je niher
man dem Ende des
periodischen  Systems
kommt. Tabelle 30 zeigt
das fiir die Metalle der
zweiten und dritten
Horizontalreihe des
periodischen Systems.
Dabei ist das Verhilt-
nis der Sublimations-
wirme zur Summe der
Ionisierungsspannun-
gen der Valenzelektro-
nen (S/I) angegeben.
Diese GroBe ist ein ver-
niinftiges MaB fiir die
Stirke der Bindung,
wennmanannimmt, da
alle Valenzelektronen
am Zustandekommen
der metallischen Bin-
dung beteiligt sind.
Das Anwachsen der
abstoBenden Krifte be-
wirkt eine Abnahme der
Kompressibilitit », die
wir ebenfalls in Tab. 30
angegeben haben.
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Auf der anderen Seite ist am Ende des periodischen Systems
die Bindungsenergie der Molekiile grof. Sie ist z. B. fir Cl,
57 K-Cal, fir Na, aber nur 10 K-Cal. Somit wird verstindlich,
daB die Nichtleiter am
Ende des periodischen

: r
Systemsliegen, weilhier  Li | Be | B | Na Mg | Al
die energetischen Ver- g, = | ¢, 0,02 | 0,25 | 0,09 | 0,05
haltnisse fiir metallische . (em?
Bindung am ungin. 1° %(E) 88| 0803 |15 |28 [14
stigsten sind.

Tabelle 30.

Fiir die Horizontalreihen des periodischen Systems, in denen
innere Schalen aufgefiillt werden, gilt alles ganz entsprechend.
Der einzige Unterschied ist der, daf die Auffiillung der duBersten
Schale in einem gewissen Intervall unterbrochen wird. Die Elemente
dieses Intervalls, in dem die innere Schale aufgefiillt wird, sind
immer Metalle, weil die inneren Elektronenschalen eine unter-
geordnete Rolle in der Bindung spielen und in der #uBleren Schale
nur wenige Elektronen sind. Einige von ihnen, wie z. B. Ti, zeigen
allerdings Ahnlichkeit mit Halbleitern. Als Beispiel bringen wir in
Tabelle 31 die vierte Horizontalreihe, in der die duBerste Schale
die Hauptquantenzahl 4 hat, wihrend zwischen Sc und Ni die
3—d-Schale aufgefiillt wird. In der Tabelle wird die Anzahl der
Elektronen in dem betreffenden Term angegeben.

Tabelle 31.

Element |K |Ca|Sc|Ti| V |Cr|Mn|Fe| Co| Ni|Cu|Zn|Ga|Ge|As|Se|Br [Kr

Ordnungszahl | 19|20 21.22123 242526 27\28 29 30131 321333435
4 1‘

3—d - 2/3/5/5|6|78|10/10/10/10[10|10]10
4—s 12\2,21r22221222222
PO et e e et e L LT A Y

Zum Verstindnis der Tatsache, daB der Ubergang vom metal-
lischen zum nichtmetallischen Zustand sich von Reihe zu Reihe
immer mehr nach rechts verschiebt (vgl. Tabelle 28), wollen wir
zunidchst in Tabelle 32 die Dissoziationsenergien D der Molekiile
der ersten und der vor-
letzten Vertikalreihe an-
geben (D in K-Cal). Wie
wir sehen, nimmt D D 100{ 26|19 | 13|57 | 45 { 35

21*

Tabelle 32.
Molekiil | H, | Lip |Nay| Ky | Cly | Bry| J,
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innerhalb einer Vertikalreihe mit wachsender Ordnungszahl ab.
Dasselbe gilt nach § 23 aber auch fiir den negativen Term der
metallischen Bindungsenergie, was bewirkt, dafl das Atomvolumen
in einer Vertikalreihe von oben nach unten wéchst. Andererseits
sind die positiven Terme, FERMI-Energie und Wechselwirkung der
Elektronen untereinander um so kleiner, je grofer das Atom-
volumen ist, so daBl die Schwichung der metallischen Bindung
innerhalb einer Horizontalreihe um so langsamer fortschreitet,
je tiefer diese Reihe liegt.

Unsere ganzen Uberlegungen iiber die Verteilung der Metalle
im periodischen System waren rein qualitativ. Bei einer quanti-
tativen Untersuchung miiten wir die Bindungsenergie im metalli-
schen Zustand berechnen und sie mit der Dissoziationsenergie
der Molekiile vergleichen. Man kann dann z. B. verstehen, warum
Wasserstoff ein Nichtleiter ist (Molekiilgitter), wihrend die Alkali-
metalle Leiter sind. Man berechnet nimlich als Sublimationswéirme
fiir das metallische Wasserstoffgitter 10 K-Cal [206], wihrend
nach Tabelle 32 die Dissoziationsenergie 100 K-Cal betragt.

Wir haben in diesem Paragraphen bisher ein Atomgitter (ein
Atom pro Elementarzelle) immer mit einem Metall identifiziert.
Nach § 5 sind aber auch bei Nichtleitern Atomgitter moglich, nim-
lich wenn gerade alle Energiebinder vollkommen besetzt sindl.

Da jedes Energieband pro Elementarzelle, bei Atomgittern also
pro Atom, zwei Quantenzustéinde enthélt, sind vollbesetzte Energie-
bénder in der zweiten, vierten, sechsten und achten Vertikalreihe
des periodischen Systems moglich (vgl. Tabelle 29, II, IV, VI,
VIII). Damit in diesen Féllen tatsichlich ein Nichtleiter entsteht,
darf keine Uberlagerung der Energiebander stattfinden (vgl. § 5).
Wegen der groBen Breite der Energiebdnder ist es aber von vorn-
herein sehr wahrscheinlich, daf sie sich iiberdecken. Das ist z. B.
bei den Erdalkalimetallen der Fall, wo wir fiir Mg aus dem Rontgen-
emissionsspektrum einen direkten Beweis dafiir erhalten haben
(§ 10, Abb. 34b, S.139).

1 Molekiilgitter haben immer vollbesetzte Energiebinder, denn ein
Molekiil hat immer eine gerade Anzahl von &uBleren Elektronen, also auch
eine gerade Anzahl von Elektronen pro Elementarzelle. Infolge der schwachen
Bindung zwischen den Molekiilen (Polarisationsbindung) sind die Energie-
bander nur sehr schmal, iiberdecken sich also sicher nicht. Nach § 5 haben
wir in diesem Fall einen Nichtleiter. Dasselbe gilt fiir die Edelgase, die wegen
ihrer abgeschlossenen Schalen nur Polarisationsbindung eingehen konnen.
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Die vierte (IV.) Vertikalreihe (C, Si, Ge, Sn, Pb) erfordert eine
gesonderte Betrachtung [126]. Die Elemente dieser Reihe kristalli-
sieren mit Ausnahme von Pb und weiflem Sn in einem Gittertyp,
bei dem jedes Element 4 Nachbarn hat (Diamantgitter). Da diese
Elemente vierwertig sind, ist ein Atomgitter méglich, bei dem die
Atome unter Betitigung der Valenz eingebaut werden. Nun ist
aber in diesem Fall eine scharfe Trennung zwischen dieser Bindung
und der metallischen Bindung nicht méglich. Unter der Annahme,
daB die Bindung vorwiegend eine Valenzbindung ist, werden die
Energiebinder sehr schmal und wir haben einen Nichtleiter.
Uberwiegt hingegen der metallische Charakter der Bindung, so
werden die Bander breiter und wir finden zunéchst einen Halbleiter
und schlieBlich ein Metall. Dieses Breiterwerden der Biander muf}
natiirlich relativ zum Abstand der Energieniveaus des freien Atoms
verstanden werden. Wir finden in der vierten Vertikalreihe zunéichst
Diamant (C) als ausgeprigten Nichtleiter, sodann Si als Halb-
leiter und weitergehende Anndherung an den metallischen Zustand
bei Ge und grauem Sn. Bei Pb schlieBlich iberwiegt der metalli-
sche Charakter so stark, daB es in einem anderen Gittertypus
(flichenzentriert kubisch) kristallisiert, welcher der metallischen
Bindung wegen der groBeren Anzahl der Nachbarn (12) besser
angepal3t ist.

Eine Ausnahmestellung haben schlieflich noch Bi und Sb,
die insbesondere auch durch ihr eigenartiges magnetisches Ver-
halten ausgezeichnet sind. Wir werden diese Metalle in § 31 be-
sprechen. Dabei wird sich zeigen, da8 sich alle ihre auBergewdhn-
lichen Eigenschaften zwangslos erkliren lassen.

§ 29. Elemente mit abgeschlossenen inneren Schalen.

Alkalimetalle. Die Alkalimetalle sind vom theoretischen Stand-
punkt die einfachsten Metalle und daher die typischen Vertreter
des Metallmodells der freien Elektronen. Der wesentliche Grund
fir das einfache Verhalten der Alkalimetalle ist die kleine Ioni-
sierungsspannung der Valenzelektronen im freien Atom (klein ver-
glichen mit der zweiten Ionisierungsspannung). Das bedeutet, daBl
sich das Valenzelektron (s-Term) im Atom verhéltnisméafig weit
vom Ion entfernt. Bei der Kristallbildung entsteht ein verhéltnis-
méBig groBer Gitterabstand, den wir in § 23 mit groBer Genauig-
keit berechnen konnten. Das Wesentliche dabei ist, daB der Gitter-
abstand groBer als der Ionenradius ist, so daB die Ionen keinen
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unmittelbaren Einflul auf die Bindung haben. In diesem Fall
ist aber aus den Uberlegungen des § 23 zu erwarten, daB sich die
Elektronen beinahe wie freie Elektronen verhalten. Ein MaB
fiir das Abweichen vom Verhalten freier Elektronen ist das Ver-
héaltnis der berechneten Breite des Energiebandes zu seiner Breite
bei vollstindig freien Elektronen. Dieses Verhiltnis ergibt sich
aus (22), § 23 zu 0,95 fiir alle Alkalimetalle. Bei Li ist die in § 23
verwendete Approximation nicht mehr sehr gut. Eine genauere
Berechnung ergibt hier etwa 0,7 [196].

Genauere Vorstellungen iiber die Abweichung vom Verhalten
freier Elektronen erhdlt man hauptsidchlich aus den folgenden
drei GroBen:

1. Zahl der freien Elektronen pro Atom, %ﬁl

2. Freiheitszahl f, der Elektronen mit der Grenzenenergie (.
3. Verhiltnis 2. : 1.

Die genauen Definitionen dieser GréBen sind in § 5 und § 3
gegeben. Wir wollen sie hier kurz wiederholen (np ist N pro

Volumeneinheit). nTF ist die Zahl der, im Sinn der klassischen

Physik, freien Elektronen, die sich unter dem EinfluB konstanter
duBerer Felder genau so verhilt wie die Metallelektronen. f, ist das
Verhiltnis der Beschleunigung eines Elektrons mit der Energie

zur Beschleunigung eines freien Elektrons. nTF ist im Grenzfall

freier Elektronen Eins, sonst meist kleiner, aber immer positiv.
fr ist bei freien Elektronen auch Eins, kann sonst aber sowohl
positive wie negative Werte annehmen. Den freien Elektronen am
dhnlichsten ist der Fall, in dem alle Elektronen sich wie freie
Elektronen mit der gleichen scheinbaren Masse m* verhalten. In

diesem Fall ist namlich f; =L = . Das Verhiltnis npfjn

n m* °
also sehr wohl Eins sein, obwohl die Elektronen sich nicht genau
wie freie verhalten. Ist dieses Verhiltnis nicht Eins, so bedeutet
das schon eine weitergehende Abweichung vom Verhalten freier
Elektronen. Diese Abweichung kommt, wie wir eben gesehen
haben, dadurch zustande, da8 die effektive Masse fiir Elektronen

kann

verschiedener Energie verschieden ist. Nun laB8t sich aber TF, das

im Gegensatz zu f; das Verhalten von Elektronen mit allen Energien
enthélt, nach § 5, (18) durch GréBen, die sich auf die Grenzenergie £
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allein beziehen, darstellen. Daher 148t sich aus

P neben f, noch
der Wert einer weiteren GroBe an der FerMi-Oberfliche ( be-
stimmen. Wir werden hierfiir die Grenzenergie { selbst, oder
vielmehr ihren Abstand vom unteren Rand des Bandes wiahlen?.
Im folgenden sei die Energie immer so normiert, dafl dieser

untere Rand die Energie Null hat. In einem kleinen Energieintervall,
etwa in der Nihe der Grenzenergie, ist bei den Alkalimetallen sicher
immer eine Darstellung der Energie mit konstanter scheinbarer
Masse m* zulissig, die dann durch

m
=1l 0y
gegeben ist. Nach § 5, (18) ist

4

np =g (Ey D), .

Da die Energie

he h2
E= g b= g [t
ist, wird mit § 3, (10) und (11)

AuBerdem ist [§ 5, (13)]
D(¢) ~ 12,

also

i g3l (@)

p .
Verstehen wir unter {’ die Grenzenergie, die man unter Annahme
einer fiir alle Energien konstanten scheinbaren Masse erhilt, und

) n
unter 71'1 die damit berechnete Grofie WF, so ist, wie oben bemerkt
wurde,
np

W =l

= (5

Nun ist andererseits nach §5, (15) die Grenzenergie bei freien

und daher mit (2)

1 Es soll hier darauf aufmerksam gemacht werden, daB wir iiber alle
Richtungen innerhalb eines Kristalls gemittelt haben und daher keinerlei
Anisotropieeffekte beriicksichtigen. Ist die Anisotropie sehr grof, so ist
das oben angegebene Verfahren zur Bestimmung von { nicht mehr korrekt.
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1 .
Elektronen proportional —-. Daher ist
1

C '~ P
Verstehen wir unter (5 die Grenzenergie, die unter der Annahme
freier Elektronen berechnet wird, so ist also mit (1)

o m
I fes
und daher wird
fo (LR \372 gjo
npfn <T> i
oder
¢ np \2/3
E-(2)e

In Tabelle 33 bringen wir %ﬁ als Mittelwert der optischen Bestim-
mungen ausden Tabellen 2 und 3, f, aus dem Harr-Effekt (Tabelle17)

und schlieBlich é—, das mit Hilfe von (3) berechnet wurde.

Die hier angegebe-

Tabelle 33. nen Werte haben héch-

Metall | Li | Na l K | Rb | Gs stens eine Genauigkeit
np ( von 10%. Daher sind
no |07 10950851 08108 o icse, die sich etwa
fg 09 |08 | 08 0,9 auf das Verhiltnis der
T 0,75 | 0,9 | 0,85 0,8 in Tabelle 33 angegebe-

nen Werte fiir verschie-
dene Metalle beziehen, nicht zuldssig. Wir sehen aber aus der
Tabelle, daB alle Zahlenwerte nahezu Eins sind, daB also die
Alkalimetalle tatsichlich gute Reprisentanten des ,freien Elek-
tronenmodells* sind.

Edelmetalle (Cu, Ag, Au)t. Auch die Edelmetalle sind vom
theoretischen Standpunkt verhdltnismiBig einfach zu behandeln,
weil sie, wie die Alkalimetalle nur ein &uBeres Elektron haben.
Trotzdem gibt es aber einen sehr wesentlichen Unterschied. Die
erste Ionisierungsspannung und auch das Verhédltnis von erster
zu zweiter Ionisierungsspannung ist grofer als bei den Alkali-
metallen. Wir zeigen dies in Tabelle 34, wo I, und I, erste bzw.
zweite Ionisierungsspannung bedeuten (I,, in Volt).

1 Unter ,,Edelmetallen“ verstchen wir im folgenden immer die drei
Metalle Cu, Ag und Au.
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Tabelle 34.
Metall | Li | Na | K | Rb | CGs [ Cu | Ag | Au

I, 15,37 512 | 432 | 416 | 388 | 760 | 754 | 919
I, (753 |41 3,7 27,3 |234 |202 }21,9 21

% } 0,07 | 0,11 0,14 ‘ 0,15 | 0,17 | 0,38 | 0,35 0,44
2 !

| |

Aus der grolen ersten und kleinen zweiten Ionisierungsspannung
der Edelmetalle folgt, daB das &uBere Elektron im Mittel viel
niher beim Ion ist als bei den Alkalimetallen. Daher hat der
Gitterabstand die gleiche GréBenordnung wie der Ionenradius und
die AbstoBung benachbarter Ionen wird wichtig bei der Berechnung
der Bindung. Dies duflert sich insbesondere in der viel geringeren
Kompressibilitit » der Edelmetalle, verglichen mit den Alkali-
metallen. Bei den ersteren sind nach § 23 die abstoBenden Krifte
im wesentlichen durch die FERMI-Energie gegeben. Bei den Edel-
metallen kommt noch die IonenabstoBung hinzu [184], die zwar
nur einen kleinen Beitrag zur Energie, aber einen sehr groBlen zu

ihrer zweiten Ableitung <~% liefert.

Der erhohte EinfluB der obersten besetzten Elektronenschale
ist der charakteristische Unterschied der Edelmetalle von den Alkali-
metallen. Im Energiespektrum &uBert sich dies dadurch, daB das
innere Band schon etwas aufgespalten ist und sich wahrscheinlich
mit dem Band der Valenzelektronen teilweise iiberdeckt. Da die
Valenzelektronen in s-Termen, die Elektronen der obersten inneren
Schale in d-Termen sind, werden wir vom s-Band und d-Band
sprechen. Das Uberlagern der Binder wird dadurch wahrschein-
lich, daB die Edelmetalle im periodischen System auf Metalle mit
nicht abgeschlossenen Schalen folgen. Bei letzteren ist die Uber-
lagerung zwischen s-Band und d-Band so stark, daB die Grenz-
energie im gemeinsamen Gebiet liegt (vgl. § 30). Bei den darauf-
folgenden Edelmetallen ist zwar das d-Band vollbesetzt. Es ist
jedoch sehr unwahrscheinlich, daB sich die Energieniveaus bei
einem Schritt so weit verdndern, daf sich die beiden Bander iiber-
haupt nicht iiberdecken.

Bei Cu kann man aus dem optischen Spektrum schlieBen, daB
die Uberlagerung der Binder ziemlich stark sein muB. Dazu ver-
gleichen wir das Absorptionsspektrum von Cu (Abb. 59) mit dem-
jenigen von Ag und Au (Abb. 23, S.112). In Abb. 59 sind die
nx-Werte (vgl. § 8) fir Cu aus zwei verschiedenen Messungen
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aufgetragen. Wie wir sehen, schlieBen sich die beiden Messungen
nicht gerade gut aneinander an. Das, worauf es ankommt, ist
aber zu sehen, ndmlich, daB bei Cu schon bei v = 50 - 1013 gec1
(A = 6000 4) ein starkes Absorptionsband beginnt und ein weiteres
wahrscheinlich bei » ~ 90 - 1013 sec!. Bei Ag hingegen beginnt
das erste Absorptionsband bei etwa 90 - 1013 sec™! (1 = 3300 A).
Das erste Absorptionsband bei Cu riihrt wahrscheinlich von Uber-
P gingen vom d-Band in das s-

~ Band her!. Dabei muBl der
Ve

Cu Endzustand des Elektrons in

2 V| \ ein unbesetztes Energieniveau

~—— fallen. Aus der Grenzfrequenz

v = 50108 folgt dann, daB der

Abstand des oberen Randes des

d-Bandes von der Grenzenergie {

W W w mwk etwa 2 e-Volt ist.

v—n Aus dem optischen Verhalten

Abb. 59. Die optische Absorption nx von miissen wir schlieBen, dafB bei Cu
Cu [16]. . . .

das d-Band viel weiter ins s-

Band hinreicht als bei Agund Au. Damithéngt wahrscheinlich zusam-

men, daB die Zahl der freien Elektronen”™ und die Freiheitszahl f,

bei Cu kleiner als bei Ag und Au sind. In Tabelle 35 zeigen wir

nTF, fr und -C%’ die entsprechend wie in Tabelle 33 erhalten sind.

Tabelle 35. Alle Werte sind kleiner als bei
den Alkalimetallen, aber immer
noch nahe an Eins. Die stirksten
nF 05 | 08 | 07 Abweichungen vom Verhalten freier
Elektronen zeigt Cu. Wenn der

Metall T Cu | Ag | Au

n
f: 04 | 07 | 05 ¢
¢ 05 | 0.8 | 0.6 Wert von 3 richtig ist, hat das

tr von Elektronen besetzte Gebiet des
s-Bandes bei Cu nur eine Breite von =~ 2,7 e-Volt. Es ist aber
moglich, daB die Energieflichen im {-Raum schon so stark von
Kugelflaichen abweichen, daBl die Naherung, die zu (3) fiihrte,
nicht mehr zuldssig ist 2.

! Die Auswahlregeln fiir freie Atome (s — d-Ubergang verboten) haben
im Metall keine Giiltigkeit mehr, falls die Bénder nicht sehr schmal sind.

? Moglicherweise sind auch die optischen Messungen, aus denennTF
entnommen wird, durch Oxydation der Oberfliche verfilscht.
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Spezifische Wirme. Wir haben in § 5, S. 71 die spezifische
Wirme freier Elektronen berechnet und gefunden, daB
o n
o, =yT, y=gk+ 4)
ist. Wir haben schon in § 5 gezeigt, daB} die spezifische Warme
der Elektronen bei hohen Temperaturen sehr klein gegen die spezi-
fische Wérme des Gitters ist. Da letztere aber bei tiefen Tempe-
raturen ~ T3 ist, mul} sie bei geniigend tiefen Temperaturen (~ 5°)
kleiner als die spezifische Wiarme der Elektronen sein. Messungen
an Ag haben dies bestatigt [190]. Dabei wurde das Gesetz (4)
gefunden und der experimentelle Faktor ¢ hat genau den theore-
tischen Wert fiir den Fall freier Elektronen (m = m*). Dabei ist
zu beachten, dafl die MeBgenauigkeit nicht ausreichend ist, um
die geringe Abweichung der Elektronen vom Verhalten freier
Elektronen zu bestimmen (vgl. Tabelle 35).

Ubrige Metalle (aufer Bi, Sb ). Charakteristisch fiir die mehr-
wertigen Metalle mit abgeschlossenen inneren Schalen ist, daB die
Zahl der freien Elektronen durchwegs kleiner als bei den ein-
wertigen ist. Aus den Abschatzungen der Tabelle 12 erhielten wir

fiir die meisten dieser Metalle 7% =~ 0,3, was auch nach den theore-

tischen Vorstellungen (§ 5) zu erwarten ist. Im iibrigen stehen
aber nur wenig experimentelle Werte zur Verfiigung, so daB z. B.

eine optische Bestimmung von 7:21 nirgends durchfiithrbar ist.

Bei Metallen mit einer geraden Anzahl von Elektronen miissen
sich Energiebénder iiberlagern und die Grenzenergie mufl im
gemeinsamen Gebiet der Bénder liegen (vgl. § 5). f, ist daher
jetzt ein Mittelwert aus den negativen Beitrigen des unteren und
den positiven Beitragen des oberen Bandes (§ 5, § 17) und kann
daher sowohl positiv als auch negativ sein (anomaler Harr-Effekt).
Uber das Verhalten der Elektronen eines einzelnen Bandes sagt
fr aber nur sehr wenig aus. Man kann aus seinem Vorzeichen
nur schlieBen, ob die Zustinde des unteren oder des oberen Bandes
eine groBere Freiheitszahl haben, nicht aber wie gro8 ihr absoluter

Betrag ist. Da die nnl-Werte der Tabelle 12 nur aus einer halb-
empirischen Formel gewonnen wurden, koénnen wir bei diesen
Metallen vorldufig keine quantitativen Angaben iiber %f— und f,

machen.
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§ 30. Elemente mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen
(Ubergangselemente) [194, 212].

Die Metalle mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen sind
durch eine hohe paramagnetische Suszeptibilitit (die im Grenz-
fall in Ferromagnetismus iibergeht, §25) und eine verhéltnis-
méafig geringe elektrische Leitfahigkeit ausgezeichnet. Abgesehen
von den seltenen Erden haben sie alle eine unvollstindige innere
d-Schale und im atomaren Zustand entweder ein oder zwei duflere
s-Elektronen. Im periodischen System liegen sie in der 3., 4. und

5. Horizontalreihe, und zwar
a b sind es die Elemente 21—28

(Sc—Ni), 39—46 (Y—Pd) und
b \ 57—78 (La—Pt) (vgl.Tabellen 31
und 29). Wir werden uns haupt-
sidchlich auf die Besprechung
der Endglieder Ni, Pd und Pt

Abb. 60a u. b. Die Uberlagerung des (n—1) d- = : 3
Bandes tit, dem. 1 sobare o Grong. beschranken. Auf diese drei

energie?. g filr ein Edelmetall, 2. B. Cu (n=4), ~Elemente folgen im periodi-
b fur clp Ubergangemetall, 2. B Ni (=9, gchen System die drei Edel-

metalle Cu, Ag und Au. Da
das Potential der Ionen aufeinanderfolgender Elemente beinahe
dasselbe ist, miissen die Unterschiede der Elemente Ni, Pd, Pt
von Cu, Ag, Au in erster Linie den nichtabgeschlossenen Schalen
zugeschrieben werden.

S5

_

Termschema. Da die d-Schale der Ubergangselemente auch im
metallischen Zustand nicht abgeschlossen ist, mu8 sich das d-Band
mit dem s-Band (Bezeichnung wie in § 29, S. 329) so weit iiber-
decken, daf3 die Grenzenergie in dem beiden Béandern gemeinsamen
Energiegebiet liegt. Da auBerdem das d-Band einer inneren Schale
angchort, ist es viel schmiler als das s-Band. In Abb. 60 zeigen
wir diese Uberlagerung der Binder fiir ein Ubergangselement
(Ni, Pd oder Pt) und das darauffolgende Edelmetall (Cu, Ag
oder Au). Fiir Ni und Cu z.B. sind die Bénder ein 3—d- und ein
4—s-Band. Es liegt keine Veranlassung vor, anzunehmen, da bei
einem Ubergangselement die Anzahl der Elektronen im s-Band
(ng) genau so groB sein muB wie im atomaren Zustand. Diese
ist vielmehr im wesentlichen durch die Art der Uberlagerung der
beiden Bénder bestimmt. Daher wird auch ng gewshnlich nicht
ganzzahlig pro Atom sein. Man findet vielmehr fiir die meisten
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Ubergangselemente etwa 0,5 s-Elektronen pro Atom. Da fiir die
metallische Bindung die s-Elektronen am wichtigsten sind (das
d-Band spaltet ja nur sehr wenig auf), steht die Zahl der s-Elek-
tronen in einem engen Zusammenhang mit der Bindungsenergie.
Rein theoretische Berechnungen sind bisher noch nicht durch-
gefithrt. Er 148t sich aber qualitativ sehr leicht zeigen, daB das
Energieminimum bei einem Wert von ng liegt, der gewéhnlich
kleiner als Eins ist. Wir nehmen dazu an, daB uns der Gitter-
abstand vorgegeben ist und berechnen die Bindungsenergie als
Funktion von ng. Diese setzt sich aus drei Termen zusammen.
Die beiden ersten sind die gleichen, die wir in Kapitel V schon
behandelt haben, ndmlich [vgl. §21, (16) und § 23, (17)] 1. die
Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus (< 0) und
2. die Ferm1-Energie (> 0)1. Hierzu kommt bei den Ubergangs-
elementen noch ein weiterer positiver Term, ndmlich die Energie,
die nétig ist, um z2—mng Elektronen vom s-Band in das d-Band
zu bringen. z ist dabei die Zahl der Elektronen, die beim freien
Atom im s-Term sind. Mit wenigen Ausnahmen ist z=2. Es sei
—¢, die Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus, d. h. ¢,
ist die Differenz zwischen der Ionisierungsenergie beim freien
Atom und der Energie des tiefsten s-Elektronenniveaus im Metall.
&, sei die Energie, die notig ist, um ein Elektron vom s-Term des
freien Elektrons in das d-Band zu bringen. Die Fermi-Energie F
ist nach § 5, 16 ) pro Atom

5/8 h2 .
F=F, ( ) , Fy=03 " (3a2m)2s,

Ist » die Anzahl der Atome, so ist also die Bindungsenergie pro Atom
(= Sublimationswirme S)

S (ng) = _31 + 2 ns + F, (ns>5/3'

Die Bindungsenergie S hat als Funktlon von ng ein Minimum,
das aus

O:ﬂ_:ii__ 5F0 ’ns2/3
dng n n ' 3 m \n
zu bestimmen ist und bei
ns (3 atea)s
n (5 7, ) (1)

liegt. & F, ist der Abstand der Grenzenergie { vom unteren Rand

des Bandes unter der Annahme % = 1. Diese GroBe ist im

1 Die IonenabstoBung wollen wir vernachlissigen.
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Grenzfall, den wir in § 22 behandelt haben, gleich ¢, bei fast allen
realen Fillen aber grofer. ¢, ist immer klein gegen ¢,, so da3 aus

(1) tatséichlich =% < 1 folgt.

Die Sublimationswirme ist somit gréBer als im Fall % =1.

Daher sollten z. B. Ni und Pt groBere Sublimationswirmen haben
als die darauffolgenden Edelmetalle Cu und Au, was nach
Tabelle 36 tatsichlich der Fall

Tabelle 36.
- pee ist (8 in K-Cal pro g-Atom).
Metall | Ni | Cu | Pt | Au Halbempirische = Methoden
S 101 | 76 | 122 } 83 zur Bestimmung von ng werden

wir weiter unten kennenlernen.

Elektrische Leitfihigkeit (vgl. § 14). Die Leitfihigkeit von Ni,
Pd und Pt ist um einen Faktor 4—6 kleiner als bei den darauf-
folgenden Edelmetallen. Da das d-Band sehr schmal ist, wird
die Zahl seiner freien Elektronen sehr klein und dasselbe gilt dann
von dem Beitrag der d-Elektronen zur Leitfihigkeit. Bei den
s-Elektronen diirfen wir annehmen, daB die Freiheitszahl der Uber-
gangselemente ungefahr so grof ist wie bei den darauffolgenden
Edelmetallen. Die Zahl der freien Elektronen ist dann bei den Uber-

gangsmetallen ungefihr das n—;-fache der folgenden Edelmetalle.

1 . . .
Da 7;—3 ~ 3 ist, muB also die Relaxationszeit v bei den Ubergangs-

~lementen um einen Faktor 2—3 grofBer sein als bei den Edel-
metallen. Dieser Unterschied kann nicht durch die verschiedenen
DeBYE-Temperaturen @ erklirt werden. Die Ursache ist vielmehr
in einem Einflul des d-Bandes auf die Streuwahrscheinlichkeit
der s-Elektronen zuriickzufithren. Die Streuwahrscheinlichkeit
eines Elektrons ist ja unter anderem proportional zur Dichte der
Zustinde im Endzustand. Nun kommen als Endzustinde bei der
Streuung eines s-Elektrons sowohl Zustinde im s-Band als auch
im d-Band in Frage. Bei den letzteren ist die Dichte der Zustinde
wegen der geringeren Breite des Bandes bedeutend gréBer als beim
s-Band. Daher ist die Streuwahrscheinlichkeit und damit der Wider-
stand grofer als beidquivalenten Metallen mit vollbesetztem d-Band.

Dieser Einflul des d-Bandes auf die Streuwahrscheinlichkeit
macht sich in sehr deutlicher Weise bei Legierungen von Metallen
mit abgeschlossenen inneren Schalen, etwa Edelmetallen, mit Uber-
gangselementen, bemerkbar. Wir haben auf S.196 gesehen, daB bei
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Legierungen der Widerstand ¢ von Metallen mit abgeschlossenen
inneren Schalen untereinander nicht eine lineare Uberlagerung der
Komponenten ist, sondern noch um einen temperaturunabhéingigen
Restwiderstand p; erhéht wird. Es ist nach § 14, (20)

e=er+05.
Bei dem temperaturabhéngigen Teil g, des Widerstands macht
sich nun der EinfluB des d-Bandes deutlich geltend. Wir gehen
z.B. in der Legierung Pd—Au von
Pd aus (Abb. 61 zeigt die experi-
mentellen Werte von o). Bringen
wir nun einige Au-Atome in den
Kristall, so wird nicht etwa jedes
Au-Atom ein s-Elektron behalten,
da ja die Energie kleiner ist, wenn

$—»

nur 1&;— s-Elektronen pro Atom

vorhanden sind. Ein Teil der s- ;

Elektronen des Au wird daher in !

die unabgeschlossene d-Schale des | N ‘ ‘

Pd gehen, die dadurch allméahlich o 25 oy % 0%

aufgefiillt wird. Wie wir oben # 7 Au— Au

auseinandergesetzt haben, ist die  Abb-61. Widerstand o, der Pd-Au-Legie-
Streuwahrscheinlichkeit eines rung (temperaturabhingiger Anteil)

Nach [194].
Elektrons und damit der Wider-

stand proportional zur Dichte der Zustinde D (E) von d-Band
+ s-Band. Da die Streuung nach § 13 ohne Energieverlust
vor sich geht, ist immer der Wert D (E) fiir die maximale Elek-
tronenenergie { mafigebend. Da D (E) am Rand eines Bandes
ziemlich rasch auf Null fallt (vgl. Abb.11b, S.58), muB der Wider-
stand in Abhéngigkeit von der Konzentration der Au-Atome rasch
abnehmen, bis die Konzentration ¢ einen kritischen Wert Yo eI-
reicht, bei dem das d-Band vollstandig gefiillt ist. Von hier an fall
die Streuung der s-Elektronen ins d-Band weg, weil dieses voll-
besetzt ist. Ein weiterer Zusatz von Gold erniedrigt den Wider-
stand also viel langsamer, so daB bei y = y, ein Knick der Or-
Kurve auftreten muB, der in Abb. 61 deutlich sichtbar ist. Dabei
wird 220,55 (d. h. 55% Au-Atome) gefunden. Hieraus laBt sich

ﬁn‘i, die Zahl der s-Elektronen pro Atom bei reinem Pd, berechnen,

wenn wir annehmen, daf3 TS bis zur Au-Konzentration y, konstant
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bleibt. Da Pd gerade 10 Elektronen im s-Band und d-Band zu-
sammen hat und da letzteres allein maximal 10 Elektronen enthalt?,

ist Z—S auch die Zahl der freien Plitze im d-Band. Da jedes Au-Atom

nTS s-Elektronen (fiir y < y,) haben soll, stehen bei der Konzen-
n

tration y, gerade y, < 1— TS> Elektronen zur Auffillung des

d-Bandes von Pd zur Verfiigung. Da die Pd-Konzentration 1—y,
ist, muB also
n n
Yo <1—TS> = (1”“70)-,?‘
sein, d. h. .
Vo= 7:1 . (2)
Daraus findet man fiir Pd —%20,55.

Widerstand der ferromagnetischen Metalle. Die Temperatur-
abhingigkeit des Widerstands der ferromagnetischen Metalle ist
unterhalb des CuriE-Punktes verschieden von der anderer Metalle.
Wihrend ndamlich bei gewohnlichen Metallen der Widerstand

o=c¢T (T>0), c=konstant
ist (§ 14), findet man fiir ferromagnetische Metalle
o=cT—Ap(T).
Dabei ist % proportional zum Quadrat der spontanen Magneti-

sierung, also auch temperaturabhingig. Die Widerstandserniedri-
gung Ap 148t sich qualitativ in der folgenden Weise erklaren.
Wir gehen von Temperaturen aus, die weit unterhalb des CURIE-
Punkts liegen. Nach § 25 sind hier die Spins der Locher des d-Bandes
beinahe alle parallel. Die s-Elektronen (Leitungselektronen), die
durch Streuung in das d-Band geworfen werden, finden daher
nur Zustéinde einer Spinrichtung vor. Da der Elektronenspin bei
der Streuung nicht umklappt, kénnen also nur die Héalfte der
Elektronen Streuprozesse, deren Endzustand im d-Band liegt, aus-
filhren. Dies fiihrt zu einer Erniedrigung des Widerstands. Mit
steigender Temperatur wird die spontane Magnetisierung kleiner,
d. h. es gibt jetzt Locher im d-Band mit beiden Spinrichtungen
und entsprechend wéchst die Zahl der Streuprozesse. Beim CURIE-
Punkt schlieBlich sind beide Spinrichtungen gleich haufig und der
Widerstand verlduft daher von hier ab wie bei normalen Metallen.

1 Ein d-Term ist fiinffach entartet.
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4 . . .
Zur Berechnung von TQ nehmen wir an, daB die Eigenwert-

dichte D nahe am oberen Rand E, des Bandes ~(E,— E)'2 ist
(vgl. §4, S.57). Es seien {* und ¢ die Grenzenergien der Elek-
tronen mit - - bzw. —-Spin, N* bzw. N~ die Zahl der Lécher mit
beiden Spinrichtungen. J, sei die spontane Magnetisierung fiir
T=0 und J entsprechend fiir eine beliebige Temperatur. Dann
wird
e~T (D) + D))~ TN+ 4 N183)
~ T [(Jy + )+ (o — J)4],

oder

de 1 (i\ 2

o ="wl%)
Experimentell findet man 0,5 als Faktor von (%) statt%. Die

0

Ubereinstimmung ist nicht sehr gut, was wohl auf unsere zu
groBen Vereinfachungen zuriickzufiihren ist.

Bestimmung von _ng aus dem magnetischen Verhalten. Bei den

ferromagnetischen Metallen kann man %‘2 aus der Sattigungs-

magnetisierung bestimmen. Da aber das d-Band in zwei Bander
aufspaltet, ist diese Bestimmung nicht immer eindeutig. Wir
wollen zunéchst von dieser Aufspaltung absehen. Ist 10—z die
Gesamtzahl der Elektronen im s-Band und d-Band zusammen
und ist m die Anzahl der Borrschen Magnetonen pro Atom, so
wird offenbar

28 —m—z, (3)

denn im d-Band miissen m freie Plitze sein. Da das. d-Band
maximal 10 Elektronen enthilt, sind also (10—2)—(10 - m) =
m— z Elektronen im s-Band. Da m aus der Sittigungsmagneti-

: . ng
sierung zu entnehmen ist, kann man aus (3) -, berechnen. Man

findet dann 0,2 fir Fe (m = 2,2,2=2), 0,8 fir Co (m = 1,8,
z=1) und 0,6 fir Ni (m = 0,6, z = 0).

Nun wollen wir die Aufspaltung des d-Bandes in zwei Bénder
beriicksichtigen. Von diesen enthilt das eine, das wir d;-Band
nennen, maximal 6 Elektronen und das zweite, dasd,-Band, maximal
4 Elektronen. Solange m < 2 ist, muB jedes der beiden Binder mehr
als halbvoll sein. In diesem Fall ist m immer durch die Anzahl
der freien Plitze, d. h. direkt durch (3) gegeben. Fiir Co und Ni

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 22
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sind daher die oben angegebenen Werte fiir nTS sicher richtig. Bei

Fe ist hingegen m>2. In diesem Fall ist es méglich, daB das
dy-Band weniger als 2 Elektronen enthilt, so daBl (3) nicht mehr

ns

giiltig ist. Eine Bestimmung von — Ware dann nur durch eine

quantitative Berechnung der Gesamtenergie moglich.
Bei den paramagnetischen Ubergangsmetallen, z. B. Pd, erhalt

man —nf aus dem magnetischen Verhalten der Legierungen mit

600
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7
\\
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Abb. 62. Suszeptibilitiit x der Pd-Au-
Legierung. == — = Pd-H. Nach [136].

Metallen mit abgeschlossenen inne-
ren Schalen. Die Verhéltnisse liegen
dann ganz dhnlich, wie oben bei der
Leitfahigkeit besprochen wurde. Ab-
bildung 62 zeigt die paramagnetische
Suszeptibilitit der Legierung von Pd
mit Au in Abhéngigkeit von der
Konzentration v der Au-Atome. Wie
oben besprochen wurde, wird zu-
néchst mit wachsendem 7y die nicht-
abgeschlossene d-Schale von Pd all-
méhlich aufgefiillt. Da diese nach
§ 27 in erster Linie fiir den Para-
magnetismus verantwortlich ist, sinkt
die Suszeptibilitét mit wachsender
Auffiillung, d. h. mit wachsendem .
Beiy =y, ist die d-Schale vollstindig
gefiillt. Die Legierung ist dann, wie

reines Au, diagmagnetisch, weil der Diamagnetismus des Ions den
Paramagnetismus der s-Elektronen iiberwiegt. Von hier an (y > y,)
indert sich die Suszeptibilitdt nur mehr langsam, da ja die Beitrige
der s-Elektronen und der Ionen zur Suszeptibilitit klein sind
gegen den Beitrag der nichtabgeschlossenen Schale. y, ist wieder
durch (2) bestimmt und ergibt sich aus Abb. 62 zu y, = 0,55
wie in Abb. 61. Daneben bringen wir in Abb. 62 auch die Suszepti-
bilitit von Pd-H. Es ist hier allerdings nicht méglich, die Werte
iiber 40% H hinaus zu verfolgen, weil hier Pd mit H geséttigt ist.

Optisches Verhalten (vgl. § 8). Das nicht vollbesetzte d-Band
der Ubergangselemente hat einen entscheidenden Einflu8 auf das
optische Verhalten, insbesondere bei kleinen Frequenzen (Sicht-
bares und Ultrarot). Schon bei Cu muBten wir annehmen, daf3 die
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Ubergiinge vom d-Band in das s-Band ein Absorptionsband im
Sichtbaren hervorrufen. Bei den Ubergangselementen ist nun
1. die Uberlagerung von d-Band und s-Band stéirker als beim Cu
und 2.ist das d-Band nicht vollbesetzt. Durch 1. wird die lang-
wellige Grenze der Uberginge d—s weiter ins langwellige Gebiet
verschoben. Viel entscheidender ist aber der EinfluB von 2.
Zunichst gibt es wegen der freien Plitze im d-Band auch Uber-
ginge vom s-Band in das d-Band, die ein weiteres Absorptions-
band hervorrufen, wahrscheinlich im gleichen Frequenzgebiet,
wie die Uberginge d > s!. Sodann miissen wir beachten, daB ein
d-Niveau funffach entartet ist. Wir wollen, um die Sache nicht zu
sehr zu komplizieren, vernachlissigen, daBl das d-Band in zwei
Binder aufspaltet. Dann besteht das d-Band aus fiinf Béindern,
die sich genau tberlagern. Innerhalb eines jeden Bandes ist die
Energie eine andere Funktion der Wellenzahl, dhnlich wie wir es
in §4, S.34 fir das p-Band (drei Bénder, die sich iiberlagern)
gefunden haben (vgl. Abb. 7¢, 7d). Dies bedeutet, daf es optische
Ubergiinge zwischen den einzelnen d-Béndern gibt, da ja zu einer
Wellenzahl f [vgl. die Auswahlregel (15), § 3] fiinf verschiedene
Energien gehoren. Wegen der geringen Breite des d-Bandes liegen
diese Energien nahe zusammen, und es ist deshalb anzunehmen,
daB die langwellige Grenze fiir die Absorption, 4,, ziemlich weit
im Ultrarot liegt. Dadurch ist uns die Moglichkeit genommen,
die Zahl der freien Elektronen, wie z. B. bei den einwertigen Metalle
(vgl. Abb. 24, S.115) aus optischen Messungen in einem bequem
zugénglichen optischen Gebiet zu entnehmen, da ja fiir solche
Messungen nach § 8 A>4, sein muB. Wir erwarten also fiir die
Ubergangsmetalle ein sehr starkes Absorptionsband im ultraroten
und sichtbaren Gebiet, das aus einer Uberlagerung der d—d-,
d—s-, s—d-Absorptionsbander besteht. Daran schlieft sich dann
im kurzwelligen sichtbaren oder nahen ultravioletten Gebiet das
Absorptionsband, das den Ubergingen vom s-Band in das nichst-
hohere Band entspricht. Dieses letztere Absorptionshand entspricht
dem ersten Absorptionsband bei Ag (Abb. 23, S.112).

In Abb. 63a, b haben wir die experimentellen Absorptions-
kurven (nx) fiir Cr, Mn und Ni aufgetragen. Wir finden vor allem,
wie wir zu erwarten haben, im Sichtbaren eine unvergleichlich
starkere Absorption als bei den Edelmetallen, die nach Obigem
den d—d-, d—> s und s—d-Ubergingen zuzuschreiben ist. Bei Ni
1 Vgl. FuBnote 1, S. 330.

22%
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und Cr finden wir auch das kurzwellige Absorptionsband, etwa bei
der gleichen Frequenz wie beim Ag und auch etwa von der
gleichen Stdrke. Bei Mn haben wir dieses Absorptionsband noch
nicht erreicht.

Die starke Absorption der Ubergangsmetalle macht sich auch
im Reflexionsvermigen R bemerkbar. Nach § 8 ist dieses, bei
Vernachldssigung der Absorption, 1 fiir »< »;, wo »; durch (4), § 8

75/\ 6
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Abb. 638 und b. Optische Absorption nx. a von Cr und Mn, b von Ni. Die Uberlagerung der
beiden Asborptionsbénder ist angedeutet (== == ==).

gegeben ist und im Ultravioletten liegt. Unter Beriicksichtigung
der Absorption ist aber B auch fiir v<, kleiner als 1. In Abb. 64
zeigen wir R fiir Ni und Ag. Wir sehen deutlich, daB bei Ag der
AbsorptionseinfluB erst etwa bei A= 3300 A einsetzt, bei Ni jedoch
schon bei viel groBeren Wellenlingen.

Zahl der freien Elektronen. Wie aus den Uberlegungen dieses
Paragraphen hervorgeht, haben wir gegenwirtig keine Aussicht n,
bei den Ubergangselementen zu bestimmen, weder aus den opti-
schen Konstanten, noch aus der Leitfihigkeit. Es ist aber sehr
wahrscheinlich, daB sich die s-Elektronen eines Ubergangsmetalls
dhnlich verhalten wie beim darauffolgenden Edelmetall. Ist 7
die Zahl der freien Elektronen des Edelmetalls (etwa Cu), so ist

also np ﬁni die entsprechende GroBe fiir das Ubergangsmetall (etwa
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Ni), falls wir den Beitrag der d-Elektronen wegen der geringen
Breite des d-Bandes (kleine Freiheitszahl) vernachlissigen. Das
ist allerdings nicht immer korrekt, denn soweit aus den vorliegen-
den Messungen der HALLKonstanten ersehen werden kann, haben
nur die letzten Ubergangsmetalle (Ni, Pd, Pt) normalen HaLL-
Effekt, wihrend fiir alle anderen (bisher wurden gemessen Fe, Co,
Ir, W, Ta, Mo) der Havrr-Effekt anormal ist. Dies ist (vgl. § 17)
nur durch den Einfluf§ des nichtabgeschlossenen d-Bandes moglich,
da die Elektronen des

700

s-Bandes einen Bei- % LT
trag mit normalem & Ay/V /‘//
Vorzeichen liefern. //

Wahrscheinlich wird T‘” | i

die kleine Freiheits- 4, A 1
zahl pro Zustand im A

d-Band durch die 20
groBe Dichte der Zu-

stdnde tiiberkompen- 03z 936445 Q7510 15 2 3 4 56749u
siert. Bei Ni, Pd und A )

Pt ist das d-Band Abb. 64. Der Reﬂexmr&s“ksoe[flfaz]l.ent R von Ni und Ag.

schon nahezu besetzt,
infolgedessen ist hier die Dichte der Zustinde mit der Grenz-
energie { schon geringer und die s-Elektronen iiberwiegen.

Spezifische Wdarme. Wir haben auf S.331 gesehen, daB die
spezifische Warme der Elektronen bei tiefen Temperaturen meBbar
wird. Bei den Metallen mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen
wird der Beitrag dieser Schalen zur spezifischen Wiarme von Be-
deutung. Man findet namlich mit § 5, (11), daB die spezifische
Wiarme der Elektronen

¢, =9y'T,
v, D&
Y =V Dy (G

ist. p T ist die spezifische Warme freier Elektronen [z. B. § 29, (4)],
D ({) ist die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie, D,(E) die
Eigenwertdichte fiir freie Elektronen und ¢, die Grenzenergie unter
der Annahme freier Elektronen. Da das Band einer inneren Schale
sehr schmal ist, wird D ({) und damit y sehr groB, falls { nicht sehr
nahe am Rand des Bandes liegt. Messungen an Ni bestétigen das

9’ T-Gesetz und ergeben ):7; 15. Danach sollte der absolute
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Betrag der Freiheitszahl ungefihr 1/15 sein, was bei der geringen
Breite des d-Bandes von Ni eine verniinftige GréB8enordnung istl.

Bei ferromagnetischen Metallen hat die spezifische Wéirme
beim CuRIE-Punkt 7T, einen Sprung, da ja die ferromagnetische
Energie U~J? (J = Sittigungsmagnetisierung) ist und da J bei
T=T, einen Knick hat (vgl. Abb. 57, S. 305).

§ 31. Wismut? [161].

Termschema. Wismut unterscheidet sich von den anderen
Metallen durch seine groBen magnetischen Effekte. So ist z. B.
die diamagnetische Suszeptibilitit etwa 10mal, der Harr-Effekt
etwa 103mal so groB8 wie bei den meisten anderen Metallen (§ 11
und § 17). Auch die magnetische Widerstandsédnderung ist bei Bi
anormal gro. Wir haben aber in § 17 (vgl. Tabelle 18) gezeigt, dal
dies durch den anormal groBen Harv-Effekt vollstindig erklart
wird [vgl. §17, (24)].

Neben der anormalen Grofle der Effekte fillt beim Bi auch
eine Temperatur- und Feldstirkenabhéingigkeit auf, die meist anders
als bei den iibrigen Metallen ist.

Wir werden im folgenden zeigen, daB die anormale GréBe der
Effekte ohne besondere Hypothesen aus unserer Theorie folgt.
Dabei werden wir auch finden, da die Temperaturabhéingigkeit,
die wir fiir die anderen Metalle abgeleitet haben, fiir Bi nur eine
sehr schlechte Ndherung darstellt.

Die Kristallstruktur des Bi unterscheidet sich von derjenigen
der meisten anderen Metalle insbesondere dadurch, daB Bi zwei
Atome in der Elementarzelle hat. Auf Grund unserer Vorstellungen
iiber den Aufbau der Metalle ist also Bi sicher nicht zu den typischen
Metallen zu rechnen. Wir werden weiter unten sehen, da8 Bi
tatsichlich in mancher Hinsicht schon groBe Ahnlichkeit mit einem
Halbleiter hat. Da nach §3 ein Energieband maximal zwei
Elektronen pro Elementarzelle enthilt, trifft auf jedes Atom ein
Elektron pro Band. Daher wire Bi ein Nichtleiter oder Halbleiter,

1 Dies ist natiirlich keine exakte Abschitzung, da unter anderem nicht
beriicksichtigt ist, daB die Zahl der Locher im d-Band pro Atom nur 0,6 ist.
AuBerdem ist aber noch nicht untersucht, ob sich das y 7'-Gesetz fiir die
spezifische Wiarme mit dem 7/2-Gesetz fiir die Sattigungsmagnetisierung
(S. 304) vertragt.

2 Antimon verhélt sich ganz &dhnlich wie Wismut, wir behandeln daher
nur das wichtigere Wismut.




Wismut. 343

wenn sich die Energiebinder der Valenzelektronen nicht mit den
darauffolgenden iiberdecken wiirden. Waire aber diese Uber-
lagerung AE der Energiebinder betrichtlich, so wiirde sich Bi
dhnlich wie ein zweiwertiges Metall verhalten. Die besondere
Eigenart des Bi ist, daBl 4 E sehr klein ist.

Wir kénnen bei Kristallen, bei welchen die Zahl der Elek-
tronen genau so groB ist wie die Zahl der Zustinde in einer
ganzen Anzahl von Béndern, vier typische Fille unterscheiden.
Wir zeigen diese vier Fille in Abb. 65a—c, miissen aber bemer-
ken, daB es natiirlich Uberginge zwischen den einzelnen Fillen
gibt. Wir gehen von
einem Nichtleiter aus. Q
Ist A B die Breite des \\
verbotenen Gebietes,
das auf das oberste be-  ~———— N

setzte Band folgt, so i ]

mul 4B groB sein %
(einige Volt), damit der 7
Kristall ein Nichtleiter a b %

ist. Wird A4 B kleiner, Abb.65a—d. Die gegenseitige Lage der Energiebnder.

: 51 /), besetztes Gebiet, N\ erlaubtes, aber unbesetztes
Sf) erhalten W%I‘ allmah Gebiet, ——— Gre’nzenergie. a Niéhtleiter, b Halb-
lich den zweiten Fall, leiter, ¢ Bi-Fall, d zweivalenziges Metall.

einen Halbleiter, der
sich natiirlich nur qualitativ vom ersten Fall unterscheidet. Wird
A B nun noch kleiner, so werden sich die beiden Binder schlielich
iiberdecken, d.h. 4 B ist negativ. Hier haben wir zunichst den Bi-
Fall, bei dem —A B wieder klein ist und endlich den Fall, dal —A4 B
groB ist, der etwa den zweiwertigen Metallen entspricht. Die beiden
letzten Falle unterscheiden sich wieder nur qualitativ. Beim Bi-Fall
ist wesentlich, daB der Rand eines Bandes im f-Raum keine Fliche
konstanter Energie ist (BriLLoUINsche Zone, Abb.9, S.48). Daher
ist es leicht moglich, daB die Grenzenergie { an einzelnen Stellen
nahe am Rand des Bandes liegt, an anderen aber weiter davon
entfernt ist. Wenn die Zahl der Zustinde, bei denen { nahe am
Rand des Bandes liegt, iiberwiegt, haben wir immer noch den
Bi-Fall, obwohl —4 B dann groB sein kann. In Abb. 65¢c und d
wollen wir also unter —A B einen geeigneten Mittelwert verstehen
und nicht die maximale Entfernung der beiden Rénder.

Wie wir eben besprochen haben, ist A B bei Bi< 0, d. h. die Grenz-
energie { liegt gleichzeitig in zwei Bindern (Abb. 65¢). Im f-Raum
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verliuft sie ganz dhnlich, wie wir in Abb. 13, S. 76 fiir einen kubischen
Kristall gezeigt haben. Der Unterschied gegen Abb. 13 ist, daB wir
es jetzt mit einer komplizierten Kristallstruktur zu tun haben,
bei der es eine ausgezeichnete Achse gibt, die bewirkt, daB bei
Einkristallen die Werte irgendeiner GroBe, z. B. der Suszeptibilitét y,
davon abhingen, ob das Magnetfeld parallel oder senkrecht zu
dieser Achse steht. Wir wollen hierauf nicht niher eingehen,
d.h. wir betrachten polykristallines Material. Da ( sehr nahe
an den Réindern der Energiebander liegt, ist die Energie F in
beiden Bindern eine quadratische Funktion von f. Bei Vernach-
lassigung der Anisotropie haben wir genau den Fall vor uns, den
wir in § 5, S. 77 behandelt haben. Wir wollen zuerst die GroB8en-
ordnung der Freiheitszahl f abschitzen. Nach § 4 C ist es innerhalb
gewisser Grenzen erlaubt, die Valenzelektronen nach der Niherung
der freien Elektronen, §4 B, zu behandeln. Bi hat fiinf Valenz-
elektronen pro Atom, also zehn pro Elementarzelle. Diese besetzen
die ersten vier Bénder vollstindig, wihrend das fiinfte beinahe
voll und das sechste, das sich mit dem fiinften teilweise iiberdeckt,
beinahe leer (vgl. Abb. 65¢) ist. Nach §4 C diirfen wir das erste
Band der Valenzelektronen wie das erste Band in der Niherung
freier Elektronen §4 B behandeln. Wir diirfen aber diese Art
der Behandlung nicht beliebig weit fortsetzen, weil wir sonst
schlieBlich zu falschen Energiezuordnungen kommen. Wenn wir
also das zweite Band der Valenzelektronen wie das zweite Band
in der Niherung § 4 B behandeln, so machen wir damit schon einen
groferen Fehler als beim ersten Band usw. Wenn wir schlieBlich die
Freiheitszahl des fiinften und sechsten Bandes nach dieser Naherung
berechnen, diirfen wir nur mehr ein gréfenordnungsméiBig richtiges
Resultat erwarten. Nach §4 B, (24), S. 45 ist die Freiheitszahl
in der Néhe des Randes eines Bandes (eindimensional)
m 20,

f= = 5. M
Dabei ist U die mittlere Energie zwischen oberem Rand des n-ten
und unterem Rand des (n - 1)-ten Bandes. Die Energie ist so
normiert, da der untere Rand des ersten Bandes die Energie
Null hat. V, ist die n-te FourIER-Komponente des Gitterpotentials.
U wichst mit wachsendem », V nimmt dagegen mit wachsendem
n ab. Infolgedessen wichst |f| ziemlich rasch mit wachsendem =,
wie es z. B. in Abb. 8b, S.46 gezeigt wurde. |f| ist bei Bi also
aus zwei Griinden groB. Erstens liegt { sehr nahe am Rand eines
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Bandes, wo |f| durch Gl. (1) gegeben ist und >1 ist. Zweitens
wiichst |f| mit wachsendem n. In (1) hat U die GroBenordnung
10 e-Volt. Wir werden weiter unten finden, daBl f die GréBen-
ordnung 100 hat, woraus fiir ¥, etwa 1/5 e-Volt, also eine
durchaus verniinftige GroBenordnung folgt. Eine genaue theore-
tische Berechnung von |f| diirfte sehr schwierig sein. Es ist aber
sehr wesentlich, da die ungewohnte GréBenordnung von f, wie
wir eben gezeigt haben, sehr leicht und ohne irgendwelche be-
sonderen Hypothesen verstanden werden kann.

Gréfenordnung von R, % und ¢. Wir wollen jetzt die GroSen-
ordnung der Harr-Konstanten R, der Suszeptibilitit xy und der
Leitfahigkeit o abschitzen. Wir schlieBen uns zunéichst an § 5,
S.77 an. Wir nennen das fiinfte Band das untere und das sechste
Band das obere Band und entsprechend wie in § 5 die Freiheits-
zahlen f, (<0) und f, (>0). Wir setzen zur Abkiirzung '

\ful + 1o =2f>0. 2)
Ist z die Zahl der Elektronen im oberen Band, so ist 2z auch die
Anzah! der freien Plétze im unteren Band. Nach § 5, (22a) wird
z dann mit (2) (pro Volumeneinheit)

5= (W) (7)) @

wobei AE das beiden Béndern gemeinsame Energiegebiet ist 1.
Die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie { ist nach § 5 (21) und
(21a) (pro Volumeneinheit)
N 1 2m 3/2 (C_Ea)lﬂ (EI_C)].IZ
D= () (55 i)
E, und E, sind die Energien der Réander der beiden Béander

(vgl. §5) und

AE=E,—E,.
Aus den beiden Gleichungen, die in § 5 zu (22a) fithren, folgt:

C: Elfo'l‘EEIfu'
fotiful -

1 /2m\82 AR
= () w2 )
Niherungsweise wird dieser Ausdruck [mit (2)]
1 2m\3"2 (2AEN2
T am <"h—2> Copr

Damit wird
D=

1 AE ist der maximale Abstand der beiden Rénder.
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Wir konnen nach (3) A E durch z ausdriicken:

h2
AEZW(37522)2/32f. (4)
Damit wird dann D
2m (3 n2z)l/3
D= Tnz')f" )

SchlieBllich benétigen wir noch die Zahl der freien Elektronen, die
nach § 5, (22) (pro Volumeneinheit)

np=2zf (6)
ist.

Wir beginnen mit der Suszeptibilitdt. Da f> 1 ist, iiberwiegt
der Diamagnetismus der Leitungselektronen nach § 11, (12) sowohl
den diamagnetischen Beitrag des Ions als auch den paramagne-
tischen Beitrag der Leitungselektronen. Daher wird die Volumen-
suszeptibilitdt nach § 11, (12) und (13)

% —=—3uDf.
Mit (5) und eh
= 2me
erhalten wir e (3n2a)liaf
- 6 n2mc?

Wir beziehen jetzt z auf ein Atom (%) Unter Einfithrung der

Zahlenfaktoren wird dann, da n = 2,8 - 10?2 ist,
x=—4-1077 (%)mf.

Diese Formel ist noch nicht vollstindig, denn bei der von uns
angewandten Néherung sind alle Zustinde des oberen Bandes
dreifach. Man sieht dies am einfachsten an Hand von Abb. 13,
S. 76, wo einer bestimmten Energie im zweidimensionalen {-Raum
nicht ein, sondern zwei Kreise des oberen Bandes entsprechen.
Dreidimensional hat man analog nicht eine, sondern drei Kugeln.
Wenn wir annehmen, daBl das obere Band den groferen Beitrag
zu x liefert, was bei hohen Temperaturen durch das Vorzeichen der

Harr-Konstanten nahegelegt wird, so haben wir den obigen Ausdruck
fir ¥ noch mit 3 zu multiplizieren. Gleichzeitig miissen wir 2z

durch % ersetzen. Im ganzen miissen wir also mit 3—3‘; =21

multiplizieren und erhalten
2z \1/3
x_:—10—6<»-5) f. (7)
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Die gemessene Volumensuszeptibilitit ist ungefihr —1075.
Aus (7) folgt daher
2

<~>l/3fg 10. (Ta)

n
Die Harv-Konstante R ist nach §17, (21)

_ 1 £
ecn np/n’

oder, wenn wir R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus-
driicken (vgl. S.221)
Ren  f:
¢ np/n’
f. ist der Mittelwert der Freiheitszahl iiber alle Zustinde mit der
Energie {. In unserem Fall ist also

f t="fo— i.f u i .
Mit (6) und (2) wird daher
Ren _ 1 fo—lfl 1

o T E ot S @)
Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn f, iberwiegt und das
negative, wenn |f,| iiberwiegt. Die gemessenen Werte hingen
stark von der Temperatur und der Feldstirke ab. Dabei bleibt
aber die GréBenordnung von | R| stets die gleiche, so daB wir auch
die GroBenordnung von 2z aus (8) und den MeBwerten finden.
In Tabelle 17, S. 221 wurde als Mittelwert R ~— 5 angegeben.
Daher wird nach (8)

Za210. (9)

n
Wir zeigen weiter unten, dafl diese Groflenordnung fiir — auch aus

anderen Betrachtungen folgt. Aus (7a) ergibt sich dann die Frei-
heitszahl zu
f=100. (10)
Diese Werte von z und f sind natiirlich nur der Gro8enordnung nach
zuverléssig.
Nach (6), (9) und (10) wird die Zahl der freien Elektronen

P~ 0,1
n =

Dieser Wert ist in geniigend guter Ubereinstimmung mit dem aus
der Leitfahigkeit mit Hilfe einer halbempirischen Formel ge-
wonnenen Wert 0,05 (vgl. Tabellen 12, 17).
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Wir haben jetzt gezeigt, daB die GréBenordnungen von %, R,
o miteinander vertrdglich sind, falls z und f durch (9) bzw. (10)
gegeben sind. Wir haben auch gefunden, daB der hohe f-Wert
durchaus im Einklang mit der Theorie steht. Der kleine Wert
von z bestétigt sich beim Verhalten der Legierungen mit Bi. So
wird z. B. durch Sn in einer Konzentration von 0,1% verursacht,
daBB der Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
negativ (wie bei Halbleitern!) wird. Da Sn nur vier Elektronen,
Bi aber fiinf Elektronen pro Atom bringt, ist die Zahl der Elektronen
pro Atom bei der Legierung kleiner als beim reinen Bi. Hierdurch
wird die Grenzenergie { erniedrigt, so daf weniger Elektronen im
oberen Band sind als beim reinen Bi. Ist diese Zahl sehr klein
gegen die Zahl der freien Plitze im unteren Band, so wird durch
Temperaturerhohung die Zahl der Elektronen im oberen Band,
ahnlich wie bei Halbleitern, vergroBert. Dadurch wird der negative
Temperaturkoeffizient des Widerstandes verstéindlich. z muf hier-
nach von der GréBenordnung 10-2 sein, in Ubereinstimmung mit (9).

Diese qualitative Betrachtung der Temperaturabhingigkeit der
Leitfahigkeit zeigt uns schon, daB eine Ubertragung der Formeln
fiir normale Metalle auf Bi nicht korrekt ist. Daher diirfen unsere
ganzen obigen Angaben nur als GréBenordnungsbetrachtungen
aufgefallt werden. Alle Mittelungen iiber die Verteilungsfunktion
der Elektronen (Temperaturabhingigkeit !) werden aber zu anderen
Resultaten fithren als bei gewdhnlichen Metallen, denn die Zahl
der Elektronen im oberen und der Lécher im unteren Band ist so
klein, daB das Elektronengas nicht vollstindig entartet ist (vgl. § 5,
S. 65). Eine befriedigende Behandlung der hierher gehérigen
Fragen wird aber ziemlich umstindlich sein, weil die Dichte der
Elektronen auch nicht so gering ist, daB die FeErMi-Verteilung wie
bei den Halbleitern durch eine MAxwELLsche ersetzt werden kann.

§ 32. Fliissige Metalle.

Struktur. Unsere ganzen Uberlegungen iiber die Bewegung
der Elektronen in Kristallen beruhen im wesentlichen auf der
periodischen Struktur der Kristalle. In Fliissigkeiten sind die
Atome nicht mit der gleichen RegelméBigkeit angeordnet wie in
Metallen. Sie sind andererseits aber auch nicht ganz regellos
verteilt. Greift man nimlich ein kleines Fliissigkeitsvolumen, das
aus nur wenigen Atomen besteht, heraus, so haben die Atome
dieses Volumens eine ziemlich regelmiBige Anordnung (etwa
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eine dichteste Kugelpackung). Diese Tatsache allein ist noch
nicht sehr bedeutungsvoll und eigentlich selbstverstindlich, da sich
das spezifische Volumen der flissigen Metalle von demjenigen der
festen Metalle nur unwesentlich unterscheidet. Wesentlich ist aber
die Tatsache, daB sich ein Zustand der Fliissigkeit, bei dem jedes
Atom, wie in einem Kristall, eine bestimmte mittlere Ortskoordinate
hat, nur langsam verdndert. Unter ,langsam‘ wollen wir dabei
verstehen, dafl das Atom viele Schwingungen um seine mittlere
Lage ausfiihrt, bis es diese verdndert. Der direkteste Beweis dafiir
ist die Messung der Selbstdiffusion in fliissigen Metallen. Solche

W

Abb. 66 a und b. Wahrscheinlichkeit W, im Abstand r von einem Atom bei vorgegebener
Richtung ein anderes Atom zu finden; a fur feste Korper, b fiir Fliissigkeiten
(aus Rontgenaufnahmen an Hg nach [130]).

Messungen wurden in Pb ausgefithrt, wobei ein radioaktives
Pb-Isotop als Indikator benutzt wurde [22a]. Dabei ergab sich,
daB ein Atom etwa 100 Schwingungen ausfiihrt, bis es seine mittlere
Lage um einen Atomabstand verdndert. Ein weiterer Beweis
fiir die Ahnlichkeit des fliissigen mit dem festen Zustand ist die
geringe Anderung der spezifischen Warme am Schmelzpunkt.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Struktur der festen
und der flissigen Metalle besteht darin, daB ein fester Einkristall
makroskopische Dimensionen hat, wihrend die regelméifige An-
ordnung in der Fliissigkeit sich nur tber einige Atomabstéinde
erstreckt. Bestimmt man die Wahrscheinlichkeit W dafiir, in
einem bestimmten Abstand t von einem Atom, bei vorgegebener
Richtung, ein anderes zu finden, so erhilt man im festen Korper
immer ein steiles Maximum fiir W, wenn t ein ganzzahliges Viel-
faches des Abstandes zweier benachbarter Atome (in der betreffen-
den Richtung) ist (Abb. 66a). t kann dabei beliebig gro werden.
Bei Fliissigkeiten hingegen verhdlt sich W nur fiir sehr kleine v so,
wihrend es fiir groe v konstant wird. In Abb. 66b zeigen wir die
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Wahrscheinlichkeitsfunktion W, die aus Rontgenmessungen an Hg
gewonnen wurde.

Energieschema. Wie wir in § 4 C gefunden haben, verhalten
sich beim festen Metall die Valenzelektronen unter gewissen Ein-
schrinkungen dhnlich wie freie Elektronen, und wir diirfen auch
im fliissigen Zustand ein dhnliches Verhalten der Valenzelektronen
erwarten. Der typische Unterschied zwischen festem und fliissigem
Zustand wird demnach gerade in den Abweichungen vom Ver-
halten freier Elektronen bemerkbar. Im festen Zustand bestehen
diese Abweichungen in dem Auftreten gewisser verbotener Energie-
gebiete. In der Néherung §4 B sind diese durch die selektive
Reflexion der Elektronenwellen an den Netzebenen bestimmt. Die
Bedingung fiir das Auftreten einer selektiven Reflexion, d. h. fiir
die Reflexion einer ganz bestimmten Wellenzahl &, ist ein streng
periodisches Gitterpotential. Jede Abweichung von der Periodizitit
hat eine Verminderung der Selektivitdt der Reflexion zur Folge.
In einer Flissigkeit ist das Gitterpotential nicht periodisch, d. h.
wir kénnen es nicht in eine Fourier-Reihe entwickeln. Dagegen .
kénnen wir es immer durch ein Fourier-Integral darstellen:

V=fa(§, N, Q) e2riCetny+iadEdyde.

Nun haben wir aber oben festgestellt, daB das Potential in einem
sehr kleinen Bereich mit grofer Annéherung periodisch ist. Dies
bedeutet, dal a (£, , {) firr gewisse Werte von &, %, { groB ist.
Daraus folgt, daBl wir zwar keine selektive Reflexion bei ganz
bestimmten ®-Werten erwarten diirfen, daB aber die Reflexion
auch keine monotone Funktion von ® ist, sondern in der Néhe
einzelner ®-Werte maximal wird. Fiir die Energie der Elektronen
bedeutet dies, daB wir jetzt keine verbotenen Gebiete mehr er-
halten, daB also die Eigenwertdichte D nicht Null fiir bestimmte
Werte von & wird. Dafiir wird es aber Werte von & geben, in deren
Néahe D unter den Wert fiir freie Elektronen sinkt.

Die obigen qualitativen Uberlegungen haben zur Folge, daB die
Abweichungen des Verhaltens der Elektronen des fliissigen Metalls
vom Verhalten freier Elektronen geringer sind als beim festen Metall.
Dies gilt allerdings nur im Hinblick auf solche Zusténde des festen
Metalls, die in der unmittelbaren Nihe von verbotenen Energie-
gebieten liegen. Von Zustinden, die weiter von solchen kritischen
Gebieten entfernt sind, gilt eher das Umgekehrte. Wir werden
daher unser Ergebnis am besten in folgendor Weise ausdriicken:
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Das Verhalten der Elekironen zeigt im festen Metall systematische,
tm fliissigen hingegen unsystematische Abweichungen vom Verhalten
freier Elektronen. Daraus folgt, dafl vor allem solche Metalle wesent-
liche Anderungen der Elektroneneigenschaften am Schmelzpunkt
zeigen, bei denen die Grenzenergie in der Néhe einer ,,systema-
tischen Abweichung®, d. h. in der Nihe eines verbotenen Energie-
gebietes liegt. Das beste Beispiel hierfiir ist Bi, bei dem z. B. die
Suszeptibilitdt y beim Schmelzen auf 1/, sinkt. Da bei festem
Bi der anormal hohe Wert von % nach §31 dadurch zustande
kommt, daBl die Grenzenergie nahe am Rand eines Energiebandes
liegt, bedeutet das Verhalten von y beim Schmelzen eine Anniherung
an den y-Wert fir freie Elektronen.

Elektrische Leitfihigkeit [169]. Bei den einwertigen Metallen
lassen sich die Valenzelektronen schon beim festen Metall mit
guter Anndherung wie freie Elektronen behandeln. Die Zahl der
freien Elektronen pro Atom ist nahezu 1 und wird sich daher beim
Schmelzen nicht wesentlich verdndern. Nach § 14, (15) ist dann die
DeBYE-Temperatur @ die einzige GroBe in dem Ausdruck fiir die
elektrische Leitfahigkeit ¢, die sich am Schmelzpunkt verindern
kann. Das Verhéltnis der Leitfahigkeit des festen Metalls zu der-
jenigen des fliissigen ist daher, da nach § 14, (15) ¢ ~ ©?2 ist:

oy; O \2

a=le) M
Dabei bedeutet der Index k, daB sich die betreffende GroBe auf
den festen Zustand (Kristall), der Index f, daB sie sich auf den
fliissigen Zustand bezieht.

Das Verhiltnis %‘— 1laBt sich aus der Schmelzwirme be-

rechnen. Es sei T (fier Schmelzpunkt des Metalls. Dieser ist
thermodynamisch dadurch bestimmt, daB die freie Energie der
festen Phase gleich der freien Energie der fliissigen Phase istl.

In der statistischen Mechanik wird gezeigt, daB die freie Energie

F pro Atom

F=—kTlogZ 4 P
ist. Dabei ist Z die Zustandssumme, auf die wir gleich niher zu
sprechen kommen, wihrend P die Energie des Atoms ist, wenn es
sich in Ruhe an seiner Gleichgewichtslage befindet. Offensichtlich

18t
P,~ P.=U,

! Die durch die Volumeninderung beim Schmelzen geleistete Arbeit
kann vernachlissigt werden.
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wobei U die Schmelzwirme pro Atom ist. Am Schmelzpunkt ist
somit
0=F,—F=—kTglogZ, + kTglogZ,— U,

also -
g—; = ek Ty, (2)
Wir berechnen die Zustandssumme unter der Annahme, daB alle
Atome Schwingungen mit der DEBYE-Frequenz » (§ 13) ausfiihren.
Diese hiangt mit der DEBYE-Temperatur durch die Beziehung (8),
§ 13 zusammen. Es ist dann also

hv,=kOy, hy;=1k0,. 3)
Die Zustandssumme eines linearen harmonischen Oszillators ist
definitionsgema

nhy
Z = € kT = 1 7y
n 1 — e_ ﬁ
Fiir hohe Temperaturen (k7 > hv) wird
PRyY
T by
Im dreidimensionalen Fall ist entsprechend
7 (M 3
=%
Die Beziehung (2) lautet daher
U
(_%)2 kT
vt
Mit (1) und (3) finden wir somit als Verhéltnis der Leitfahigkeiten
2 U
Ok _ 3 %T,
o = e . (4)

Tabelle 37 zeigt, daB dieses Ergebnis fiir einwertige Metalle ziemlich
gut bestdtigt wird.
Tabelle 37. Nach [169].

Metall | Li [ Na| K |[Rb| Cs |Cu|Ag[Au| Al [Pb] Zn]| Bi

1,6
1,8

1,6 1,721 (1923|1621 21 04

op ©xp.| L7 1,5
1,8 1,8%2,0 20122120 1,9 2,3 15,0

of theor.| 1,8 | 1,8

Wir haben in Tabelle 37 auch einige mehrwertige Metalle ange-
fiihrt. Fir Al, Pb und Zn ist die Ubereinstimmung zwischen
theoretischem und experimentellem Wert recht gut. Theoretisch
sollte man hier eigentlich gréBere Unterschiede erwarten. Bei Bi



Fliissige Metalle. 353

ist hingegen das Verhaltnis zwischen theoretischem und experimen-
tellem Wert ungefihr 1 :12. Zur Deutung dieses Verhiltnisses
muB man annehmen, dafl die Zahl der freien Elektronen im fliissigen
Bi etwa zwélfmal so groB ist wie im festen. Das ist in qualitativer
Ubereinstimmung damit, was mannach S.347 fiir Bi erwarten darf.

Auf die gute Ubereinstimmung der Thermokraft der fliissigen
Alkalimetalle mit den Formeln fiir freie Elektronen haben wir
schon in § 16 hingewiesen.

Die Harr-Konstante sollte bei Metallen mit anomalem Effekt
(z. B. Pb) im flussigen Zustand entweder kleiner sein als im festen
Zustand oder sogar das Vorzeichen wechseln. Messungen an solchen
Metallen im fliissigen und festen Zustand liegen aber gegenwirtig
nicht vor [100].

Optisches Verhalten. Auch beim optischen Verhalten der
flissigen Metalle muB sich eine Anndherung an das optische Ver-
halten freier Elektronen zeigen. Hier sind nach § 8 zwei GréBen
ausschlaggebend :

1. die Zahl der freien Elektronen, ng;

2. die Oszillatorenstérken f,,,.

Die Zahl der freien Elektronen ist bei festen Metallen nach § 5
immer kleiner als Eins. Bei fliissigen Metallen diirfen wir hingegen
immer angenidhert so viele freie Elektronen erwarten, wie das
Metall Valenzelektronen hat. Bei Berechnung der Oszillatoren-
stirken f,, war vor allem die Auswahlregel fiir optische Uber-
ginge von Bedeutung. Diese Auswahlregel [§ 3, (15)] war unter
der Voraussetzung eines streng periodischen Gitters abgeleitet.
Sie ist also fiir fliissige Metalle nicht giiltig. Die bemerkenswerteste
Folge der Auswahlregel war die Entstehung von Absorptions-
bindern. Da die Auswahlregel im fliissigen Zustand nicht mehr
giiltig ist, werden die Absorptionsbénder stark verbreitert. Dies
hat zur Folge, daB sie auch statk erniedrigt werden. Fiir eine
bestimmte Frequenz, etwa im Sichtbaren, sind also die Oszillatoren-
stirken kleiner als beim festen Metall.

Tatsidchlich wird auch gefunden, daBl die Formeln fiir freie
Elektronen § 8, (8a), (8b) fiir flissige Metalle noch bis ins ultra-
violette Gebiet giiltig sind [171]. Sie wurden z. B. fiir Hg zwischen
3200 A und 6200 A bestatigt. Dabei ergab sich als Zahl der freien
Elektronen pro Atom 2,1, wihrend der Widerstand, der durch
Formel (7), § 8 in die optischen Konstanten eingeht, nur um 5%
von dem elektrisch gemessenen abweicht.

Fréhlich, Elektronentheorie der Metalle. 23
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Anhang.
1. ScHrODINGER-Gleichung mit Vektorpotential.

Wellengleichung. Nach der klassischen Elektrodynamik ist die
Energie eines Elektrons, das sich in einem elektromagnetischen
Feld mit dem Vektorpotential % und dem skalaren Potential V
befindet: .

E:L(p—iﬂu) +V.
2m c 7,

Wenn wir hier wieder, wie in § 1, p durch hT grad und E durch

— % 537 ersetzen, erhalten wir die zeitabhéngige Wellengleichung
h 0¥ h? teh e?
T%T:mAT_VW_—mAc(QI’gde)_Ech A2V, (1)

Wechselwirkung mit Licht. Das Vektorpotential einer ebenen
Lichtwelle, die sich in der y-Richtung fortpflanzt und in der
z-Richtung polarisiert ist, lautet:

U, = Agsin (K y—27vt) = 23 (¢i(Ky ~2nv)_ g=i(Ky~270) |
i @)
¥, =%, =0 |
2n c
K = *T, l = —’V_ .
Die elektrische Feldstirke ist durch die Beziehung
o 1ou
T ¢ ot
mit dem Vektorpotential verkniipft. Es ist also
T, = Fycos (Ky—2mvi), Fy= 22”140, 3)

%y = %z =0
Die Lichtwelle falle zur Zeit =0 auf das Elektron. Fiir t<0
ist =0 und die Losungen von (1) seien dann:

i
Y, =y, " (4)
Fiir £> ¢, kénnen wir immer die allgemeinste Lésung von (1) in
der Form
V= 2c,(H) ¥, (5)
m

schreiben [vgl. § 1, (6b)]. In (1) werden wir das Glied mit A2
vernachldssigen, da es klein gegen das lineare Glied ist. Wir
setzen (5) in (1) ein und erhalten mit (2) unter Beriicksichtigung,
dal ¥, eine Losung von (1) mit A =0 ist
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h dcy, _ ihe oV,
T at =" e c’"<%”—6x >
Wir multiplizieren mit ¥;* und integrieren. Unter Beachtung der
Orthogonalititsrelation § 1, (5) finden wir
d -
TC; :Zcm (D — Py

wobei [vgl. (4)]

. i
. tedy —F Ea—E bt o .o Oyp
Piir == o ® R Fald
i
_ ier _"F(Em"Er'—h”)t * iR atpm
= - y I
Ponr gmec ® yre ox dz

ist. Im Fall der Metallelektronen sind die y,, riumlich periodische
Funktionen mit der Periode —iﬁ in der y-Richtung. Immer wenn

y

K<k,
ist, konnen in den obenstehenden Integralen die Exponential-
funktionen e+iK¥ durch 1 ersetzt werden. In diesem Fall wird

de, ed, — i (E,,—E,+hv)t i (E,—E,—hv)t
717=m21’mr<e " —e " oms (6)
m

wobei p,,, die Impulsmatrixelemente § 1, (10) sind. Fiir t<0 sei
das Elektron im Zustand ¥,. Dann ist fiir {=0

=1, ¢,=0, m=+n.
Wir erhalten eine Niaherungslésung, wenn wir auf der rechten
Seite von (6) diese Werte von ¢, bzw. c,, einsetzen. Durch Inte-
gration ergibt sich dann sofort

“i n_'Er _i En_Er_h
ed, e P * Tt —1 e b ¢ l’)t—l
C, (t) = 2mech Pur 7 - i »
——-—}T(En—E’,—}-hv) —F(E’n—E,—hv)
n=+r.

Von den beiden Gliedern der Klammer ist (fir E,>E,) nur das
t 8, f
erste grof3, falls E,—E, +h»

ist. Wir kénnen das zweite Glied daher vernachléssigen. ]c, (t)[2

ist die Wahrscheinlichkeit, daB zur Zeit ¢ das Elektron im Zustand

Y, ist. Wir finden nach einfacher Umformung unter Verwen-
GFo

dung von (3): sina{ < B — En>t}
9 e
Icr (t)|2: <2mhv> lpnrlz 2< E,—En)”
ey — ——

h
23¢
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2. Beweis des Summensatzes.
Es seien p und ¢ Matrizen mit den Elementen p,, und g, :
h 0
n =1 PasePadT = Bhn, Gun=[Cha¥pdr=ghs (1)

Die ¥, sind die zeitabhingigen Wellenfunktionen. Da entsprechend
wie in der klassischen Physik

dg
o PEmg
1
ist, wird hier, da ¢ »® T F gor zeitabhingige Faktor von g,,,
und p,,, ist,
pnmz—%m(En_Em) Qnm- )

Die Matrizen p und ¢ sind nach den Grundlagen der Quanten-
mechanik durch die Vertauschungsrelation miteinander verkniipft:
h
pg—qp=-1.

1 ist hier die Einheitsmatrix, deren Elemente J,,, sind. Fiir die
Diagonalelemente lautet die Vertauschungsrelation

(29— 9P)un = (PDnn—@P)nn = % 3)

Nach den Multiplikationsregeln fiir Matrizen ist unter Verwendung
von (1)
(pq)nn —anrqrn Epnran)
(qp)nn - 2 Qnr Prn = 2 pnrqm“
T T

Eliminieren wir hieraus g,, mit Hilfe von (2) und setzen wir die
so erhaltenen Ausdriicke in (3) ein, so finden wir

Pnr Pnr ____i
Zp'”i ‘m(Ep— Ejmazp”'< o >m(En —E,) i

Unter Verwendung des Ausdruckes fiir die Oszillatorenstirke § 3,
(16) ergibt sich der Summensatz

) far=1
3. Integrale zur Fermr-Statistik [54, 104].

Wir berechnen Integrale von der Form

J::fF(E) 2L am, (1)

-
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wobei F(E) eine beliebige stetige -
Funktion und
1

f=—%=— N\
ET /
e. +1 \\ 'I 731[
die FErMi-Verteilungsfunktion ist. \i
Wir wihlen als Variable v
Abb. 67. Die FERMI-Verteilung f als
. E—-{ Funktion von 2 = E/kT.
T kT ! —_—— ot
. oz’
dann wird (1)
J:/F(c+ka)3x—dx. (1a)

Die allgemeine Auswertung dieses Integrals ist dadurch ermég-
licht, daB, o1 i bei x =0 ein sehr steiles Maximum hat (vgl. Abb.67).
Wir entwickeln deshalb F in der Umgebung von z=0:

Fl+kTa)= (¢)+3F ) o1+ 6;1;(2& <xk2T)2+
In (la) eingesetzt ergibt dies
J=F () K, + 2500
Dabei ist:

2
A

K= o =f(0)—f—w) =—1,

K, f—fdx_

af . . . .
denn a—i« ist (Abb. 67) eine symmetrische, mg also eine antisymme-
trische Funktion.
Ferner ist

@®

of B mxze“ _ z?e%
K /x” do=— [ 4= =—[aFems

:~2/x2(e‘x——2e"2x+3e‘3”‘-—— +...)dze=
0

n2

‘4<1——2};+-31?~+...)=~?.
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Somit wird
n? o0*F
—J =F Q)+ 5 6T (gz),_,+--- (@)

Ein Integral von der Form [§ 5, (11)]
P=2/Q(E){(E)DE)dE
148t sich durch partielle Integration auf (1) zuriickfithren, wenn wir

E
F(E)=—2[QE)DE)IE
setzen. Es ist dann naeh (2)

C o
P=2[QE)DEBAE+25 kT 55 @Dk + ... @)

Zur Berechnung der Teilchenzahl N ist @ =1 zu setzen [vgl. § 5,
Gl (1a), S. 63]. Es wird dann aus (3)

N=2/CD(E)dE+2%2(kT)2 (%)ﬁ... @)

N ist unabhingig von der Temperatur. Beim absoluten Nullpunkt
ist

f=1 fir E<(,
f=0 fir E>(,,
und daher

o
N=2/D(E)dE. (4a)

Da { nur sehr schwach von der Temperatur abhiingt, wird (4)
& 9
2 oD
N:2/D(E)dE+2/D(E)dE+2%~(IcT)2(a—E—>;. (4b)
—c %,

Hier ist
4
/D (BYdE =D (&) ¢ —2o)-

Nach (4a) und (4b) ist somit

t=t— 2% (kT)zﬂlcj (Z—%)Co — to— 2 (kT L (log DY;,.
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Der Ausdruck P (3) laBit sich hiermit noch umformen:

—2/QDdE+ (e %(QDc—2fQDdE+2(QD)¢G(C )

— —®

2

+T(kT)2<Q—g§ +D5L) —2/QDdE+——(IcT) (Dgg)

4. Bosg-EinsTEIN-Statistik.

Hierunter versteht man die quantenmechanische Statistik fir
Teilchen, die dem PAvLI-Prinzip nicht unterworfen sind. Zur
Ableitung der Verteilungsfunktion gehen wir wie in § 5 bei der
Berechnung der FErMI-Verteilung vor, beachten aber, daBl ein Zu-
stand jetzt von beliebig vielen Teilchen besetzt werden kann.
Nach der in § 5 eingefithrten Bezeichnungsweise nennen wir wieder
Z, die Zahl der Quantenzustinde des i-ten Intervalls. N, sei
die Zahl der r-fach besetzten Zustinde des i-ten Intervalls. Die
Zahl der Mikrozustinde des i-ten Intervalls ist dann

PR Zi! . —
Nio! Niy! Nig!”
Offensichtlich ist SrN, =N, )

T
die Zahl der Teilchen im :-ten Intervall, wihrend
2N, =2 (1a)
T

ist. Lassen wir fiir » nur die Werte r=0 und =1 zu, so erhalten
wir die entsprechenden Ausdriicke fiir die FERMI-Statistik.

Die Gesamtzahl der Mikrozustéinde bei einer bestimmten Zahlen-
folge N; ist, dhnlich wie in § 5, (4)

W= HIINM

Mit Hilfe der StIrLINGschen Formel (§ 5) erhalten wir hieraus
unter Beachtung von (la) [vgl. § 5, (4b)]

log W — 3 Z;log Z;— 3 N;,log N, @)
1 i,r

Die Gesamtenergie ist [vgl. (1)]

die gesamte Teilchenzahl

:ZM-—:Z?‘M, 4)
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Wir kénnten jetzt wie in § 5 vorgehen und (2) unter Beachtung
der Nebenbedingungen zu einem Maximum machen. Wir wollen
aber hier einen etwas anderen Weg einschlagen. Nach dem zweiten
Hauptsatz besteht bei konstantem Volumen folgende Beziehung
zwischen Energie U und Entropie S

oU
88 =15 5)

Mit Hilfe der BoLTzMANNschen Beziehung
S =rklog W
 erhalten wir aus (2), unter Beachtung, daBl die Z; Konstanten sind,

48

S = dlog W =—05 DNy log N;y =— (1L +log Ny 8 N,
i i,

Aus (3) folgt SU= SrE8N.

- 1 ire

1T

Mit (5) erhalten wir dann
E;
D1+ 10 N, + 47 8N, —o. (6)

1,7

Falls die Gesamtteilchenzahl N nicht vorgeschrieben ist (Licht-

und Schallquanten, Spinwellen), besteht zwischen den einzelnen
N,;, nur die Beziehung (la).
Da Z; konstant ist, wird

0=06Z,= 36N, =36N,.
r i,r

Wir addieren diese Nebenbedingungen, mit einem LAGRANGEschen
Faktor — log ¢ — 1 multipliziert, zu (6) und erhalten

Z{log N, + IkETi— log c} 0N, =0.
i,
Da die N;, jetzt unabhéngig voneinander variiert werden konnen,

muB { } = 0 sein, d. h.
rE;
N,=ce *T, (7)

Ist hingegen N konstant, so haben wir als zweite Nebenbedingung
vgl. (4
[vel. (4)] 0=38N=37ré8N,.
1,7
Wir multiplizieren sie mit einem LagraNaEschen Faktor o, addieren
zu (6) und erhalten in gleicher Weise wie oben:

N, —ce ¥7 °, (7a)
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Die beiden Ausdriicke (7) und (7a) gelten noeh in gleicher Weise
fiir FErMI- und fiir Bose-Statistik. Fiir erstere ist  auf die Werte 0
und 1 beschrinkt. N;, ist bis auf einen konstanten Faktor die
Wahrscheinlichkeit, dafl ein Quantenzustand mit der Energie E;
mit r Elektronen besetzt ist. Aus (la) finden wir fiir ¢:

o=, (7h)
wobei im Fall (7)
R—xc T @)
und im Fall (7a) ’
ne 3¢ (Erte) (82)
p

ist1. Nach (1) und (7) bzw. (7a) wird die mittlere Teilchenzahl
mit einer Energie E;:
TE,'
N, = ZrNi,::c}.‘re_k—f'—,
7 r

bzw.
rE; .
= che (_+ )
Mit (7b) und. (8) bzw. (8&) ergibt das
1 aﬁ; _ 8

Dieser Ausdruck ist noch glelch fiir beide Statistiken. Der Unter-
schied tritt erst bei der Bestimmung von F; auf. Bei BosEe-Statistik
nimmt 7 alle Werte zwischen 0 und Unendlich an. (8) bzw. (8a)
wird dann eine unendliche geometrische Reihe, deren Wert

1
'Fi = 2
1—e kT
bzw.
1
Fi =—
l-—e_k—T_a
ist. Aus (9) erhalten wir dann
No_ 1
7~ E
PLE. |

1 F; helBt Zustandssumme.



362 Anhang.

bzw.
N; 1

e —1

In der gleichen Weise findet man die FErRMI-Statistik, wenn man
F; nach (8a) berechnet, wobei » nur die Werte 0 und 1 annimmt:

_E
F=1+4e¢ *T
Aus (9) ergibt sich dann
L/ 1
7 T
bogr

b. Virialsatz.

Gegeben sei ein System von elektrischen geladenen Teilchen,
die der klassischen Mechanik gehorchen. Die Masse des ¢-ten
Teilchens sei m;, seine Ladung e;, seine Ortskoordinate r;.

Die gesamte kinetische Energie des Systems ist

By = Z’ () (1)

und seine potentielle Energie, wenn es als Ganzes elektrisch neutral

ist,
By = ’;’ZV«M: 2)
wobei o
Va=""F, itk V=0 3)

das Wechselwirkungspotential zwischen dem ¢-ten und dem k-ten
Teilchen ist.
Die Bewegungsgleichung des i-ten Teilchens lautet

m; dt2 rt— gra‘d Z k—ng‘dt V!k’

2 0 3
grad; = (5&2’ o ou)

‘Wir bilden das skalare Produkt mit ‘—1-— t;
; d2 d 1
=3 (3] i
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Wir summieren jetzt iiber alle Teilchen und erhalten dann mit (1)

dtzZml : Ekm 2 Z grad k,r1 (4)

Hier ist X m,;r? —@ das Tragheltsmoment unseres Systems. Im
stationdren Zustand ist @ konstant, seine zeitliche Ableitung ist
daher Null. Somit verschwindet der erste Term in (4) und wir
erhalten

Ekm 22 gra’dz ikt (43')

Zur Berechnung der rechten Selte greifen wir zunéchst die beiden
Glieder mit i =y, k=» und i=», k=py heraus. Es ist
grad, V,, = —grad, V,, =—grad, V,,,
denn nach (3) ist V,,=V,,. Daher wird
(grad, V., v.) + (grad, V,,.,v) = (grad, V,,, t.—1,).
Unter Verwendung von (3) findet man nach einfacher Umrechnung
(grad, Viy, tu—1,) =V, .
Wenn wir die Glieder der Summe der rechten Seite von (4a) in
der hier gezeigten Weise paarweise zusammenfassen, erhalten wir
fiir je zwet Glieder mit ¢ =y, k=v und ¢=v, k=y das eine Glied
V... Es ist daher

Z(gmdi Viks 1) = % Zvuw
ik

Setzen wir dies in (4a) ein, so erhalten wir schlieBlich mit (2)
1
- Ekin =73 Epot
Unter Einfithrung der Gesamtenergie

E= Ekin + Epot
wird dies
- Ekin =K.

6. Elektronen in nichtkubischen Kristallen [1, 5, 210].

Es seien wie auf 8. 16 q;, a, und a, die drei Vektoren, welche
die Elementarzelle bestimmen. Aus der Gitterperiodizitdt folgt
dann fiir das Potential V (x):

Vo) =V+a)=VE+o)=V({+o)
oder
V)=V (v+ ayny + aymp + agng).
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Um V() in eine FouRIER-Reihe entwickeln zu kénnen, miissen
wir das reziproke Gitter einfithren. Von den Achsen des reziproken
Gitters, by, by, by, steht jede auf zwei Achsen des gewdhnlichen
Gitters senkrecht. IThre Linge wird so gewihlt, daB ihr Vektor-
produkt mit der jeweiligen dritten Achse des gewohnlichen Gitters 1
ist. Es ist also

(a5, by) = 03z, . (1)
Hiermit wird die Fourier-Entwicklung von V:
V= EVm e2ni(mlb1+m,b,+m, b,, l‘)_ (2)

Die Eigenfunktionen werden aus der ScHRODINGER-Gleichung

bestimmt. Wegen der Formel (2) fir ¥V wird fiir ¢ der Ansatz

p=ei®Ny(x), 3)

u(r) :“:a’me2ni(m1b,+m,b,+m,b,,t) (3a,)

nahegelegt. Durch Einsetzen in die SCHR6DINGER-Gleichung findet

man, wenn man die Faktoren von 27 (8, +m, b, +m,b,, 1) ginseln Null

setzt, unendlich viele homogene Gleichungen fiir die unendlich

vielen Unbekannten a,,. Diese kénnen fiir bestimmte Werte von E

(Eigenwerte) gelost werden. Man kann auch zeigen, da man auf
diese Weise alle Losungen erhilt.

Schreiben wir p in der Form (3), (3a), so ist der Wert der
Wellenzahl f noch nicht eindeutig festgelegt. Ganz entsprechend,
wie in (4a) und (4b), § 3, kann ¥ durch einen der Vektoren

t+ 27 (my by + my by + my by) 4)

ersetzt werden, ohne daf sich dabei die Form der Eigenfunktion (3),
(3a) dndert. Wir werden daher analog zu § 3, (5) den reduzierten
Ausbreitungsvektor durch die Forderung

—_<< (ai, E,L) Sﬂ
definieren.

Die Riénder eines Bandes sind somit durch

(a;, f@) =+4x
bestimmt. Durch Vergleich mit (1) folgt, daB das reziproke Gitter
im f-Raum die Rénder der Energiebénder bestimmt.

Die Symmetrieeigenschaften der Energie ergeben sich natiir-

lich ganz analog zu § 3, (9b), d. h. es ist
E(¥) = E (Y + 27 (my by + my by + my by)).
Daneben ist, wie in § 3, (9a)
Ef)=E(-1.
.1 Bei einem kubischen Gitter ist also das reziproke Gitter ebenfalls ein
kubisches Gitter.
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7. Gitterpotential [5].

Wir wollen hier zeigen, wie man die Fourier-Komponenten
des Gitterpotentials berechnet, und zwar an Hand eines kubischen,
flichenzentrierten Gitters (vgl Abb 3b, S. 16), in dem z. B. die
Edelmetalle kristallisieren. Dieses Gitter
ist zwar ein einfaches Translationsgitter, | i v | 2
als kubisches Gitter aufgefalt enthilt es . Komponente
aber vier Atome pro Elementarzelle. Am
anschaulichsten ist die Vorstellung des ku- 0
bisch flichenzentrierten Gitters als vier T, ;

ineinandergestellte einfache kubische o
2
0

|

151

o s o
o o

Gitter. Legen wir den Ursprung des Ko- Ty
ordinatensystems in ein Atom, so erhalten
wir folgende Koordination v, fiir die vier
Atome. (Siehe Tabelle.)

Das Gitterpotential V eines kubischen Gitters 148t sich immer
durch eine Fourier-Reihe von der Form

Iy

1o/ 8 o8

o 8

darstellen Dabei ist

2n1 (m, 1)

Vm:%/w‘ o ™99
Ro

Das Integral erstreckt sich iiber die kubische Elementarzelle.
V setzt sich additiv aus den Beitrdgen der vier Atome zusammen.
Daraus folgt, ahnlich wie wir auf S. 371 fiir einen zweidimensionalen
Fall zeigen werden, daB3 V,,, die Form

2mi
T(fﬂ. m)

Vi=An Xe (1)
P

hat, wobei

1 27
Am=ngue @ dr
Rn

ist. V, ist der Beitrag eines einzelnen Atoms zum Potential.

Aus (1) folgt, daBl V,, nur dann von Null verschieden ist, wenn
die drei Komponenten von m (m,, m,, m,) entweder alle gerade
oder alle ungerade sind.

Die Fourier-Komponenten V,, lassen sich nach § 2, (7a) durch
die Fourier-Komponenten D,, der Ladungsdichte ausdriicken.
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Dasselbe gilt fiir die 4,,. Diese konnen durch die Fourier-Kompo-
nenten B, der Ladungsdichte D eines einzelnen Atoms aus-
gedriickt werden, wobei nach § 2, (6 a)

/‘D —(mt)d
B, = )

und nach (1)

271 m)
Dp=BnXea ™™ (1a)
14
ist. D setzt sich aus dem Beitrag des Kernes und dem Beitrag der
Elektronen, ¢p, zusammen. Da die Kernladung punktférmig ist,
wird ihr Beitrag zum Integral —Ze=Z|e|, wobei Z die Kern-
ladungszahl ist. Dann wird

By =—— (Z—Fy) )

2ni
Fm:/ge‘ a ™9y

identisch mit dem Atomformfaktor ist, der in der Theorie der
Streuung von Rontgenstrahlen eine wesentliche Rolle spielt. Bei
der Auswertung des Integrals kénnen wir in guter Naherung die
Dichteverteilung ¢ der Elektronen des betreffenden freien Atoms
wihlen, wie wir in § 2 auseinandergesetzt haben. g ist dann kugel-
symmetrisch, infolgedessen kann die Integration iiber den Winkel
ausgefiihrt werden. Ist ¥ der Winkel zwischen m und t, so ergibt
sich

wobel

g

Fy=F(m| 2n/dr/sm19dz9@(r),26 2 lm[rooso_
0
— sm2n|m|,/a
4::/9( ~almira A7

Die Elektronendlchte o(r) kann theoretisch mit ziemlicher
Genauigkeit berechnet werden. Sie 1aBt sich allerdings nicht
durch bekannte Funktionen ausdriicken, sondern muB numerisch
angegeben werden. Bei der Berechnung von p mit der THOMAS-
Fermischen Methode, auf die wir hier nicht ndher eingehen
konnen, kann man aus einer einzigen tabellierten Funktion durch
einfache algebraische Operationen die Dichteverteilung o fiir
beliebige Atome erhalten. Dadurch wird es erméglicht, mit Hilfe
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einer einzigen Funktion F(|m|), die durch numerische Integration
bei allen moglichen Werten |m| erhalten wird, alle beliebigen
Atomformfaktoren abzuleiten.

Als Resultat erhilt man

F(m|)=ZG ), @)
wobei
v ; I_T:L 7113 4)

ist (Z = Kernladungszahl). Die Funktion G(x), die durch nume-
rische Integrationen erhalten wird,

ist in Abb. 68 dargestellt. Die For- 7

meln (2), (3), (4) gemeinsam mit Ab-

bildung 68 geniigen, um D, bei be- 145

liebigem Gitterabstand a und belie- ¢

biger Kernladungszahl Z zu berech- L

nen. Daraus erhalt man dann mit ¢ 47 @ 4 4% g4~

(la) und § 2, (7a) die FOURIER- . F—
Koeffizienten des Potentials Abb. esi,ogn}:f;f:hﬂl;g EI:]S Gitter-
2nq
e a? 21 —— (tp,m)
Vm = m Bm e ¢ . (5)
?

Als Beispiel wahlen wir Ag. Nach dem oben Gesagten miissen fiir
Ag, da es ein flichenzentriert kubisches Gitter hat, die m,, my,, m,
entweder alle gerade oder alle ungerade sein. Wir berechnen Vin
fir m=1,1,1 und m=0, 0, 2.
Fir Ag ist
a=41:-108cm, Z=47.
Nach (4) wird

r= M 715 — 34.10%| m| om™.
a

Fiir m=1,1,1 ist ]m|=]/3,
fiir m=0,0,2 ist [m|=2.
Damit ist

_59-108

= 68.1000 "
Aus Abb. 68 folgt fiir diese beiden Werte von x

o 078

073"

Nach (2) und (3) ist
Bu=—5Z(1—@).
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Mit (5) folgt schlieBlich
ea? 4e
da die Summe in (5) immer 4 ist.
Um V,,in Volt auszudriicken, miissen wir mit 300/e multiplizieren.
Dann ergibt sich
4e-300 1—-G
Vm —_— ﬁm Z (1 —_ G) e-Volt =21 _|—UT_|—2— e-Volt.
Mit den obigen Werten fiir @ ergibt dies

I/lll =—17 e-‘TOh}, IIOO2 = V020 = .V200 = -—14e-Volt.

8. Legierungen mit y-Struktur [161].

Die y-Phase. Bei den Legierungen von Cu mit Zn mull man je
nach dem Zn-Gehalt verschiedene Phasen unterscheiden. Reines
Cu hat ein flichenzentrisches kubisches Gitter. Zunichst werden
die Zn-Atome einfach in dieses Gitter eingebaut, d. h. ein Zn-Atom
tritt an die Stelle eines Cu-Atoms («-Phase). An diese «-Phase
schlieBt sich mit wachsendem Zn-Gehalt die §-Phase mit einem
raumzentrierten kubischen Gitter. Hieran schlieBt sich die y-Phase
mit einer komplizierten kubischen Struktur. Die Elementarzelle
enthilt 52 Atome. Die Zusammensetzung der Legierung (y-Messing)
kann angenéhert durch die Formel Cu,Zn, beschrieben werden. Das
darf aber nicht so aufgefaBt werden, daB y-Messing aus Cu,Zn,-
Molekiilen besteht. Auch verhalten sich die beiden Atomarten
nicht exakt wie 5 : 8, da die y-Phase sich iiber ein gewisses Inter-
vall erstreckt. Auf die y-Phase folgt die ¢-Phase mit einer hexa-
gonalen dichtesten Kugelpackung. Die Zusammensetzung ist
hier ungefihr durch CuZn, darstellbar. Auf die ¢-Phase folgt
schlieBlich noch die #-Phase, die bis zum reinen Zn reicht.

Ahnlich wie das System Cu-Zn verhalten sich eine ganze Reihe
anderer Legierungen der Elemente Cu, Ag und Aul. Dabei zeigt
sich, daB die jeweiligen Phasen immer durch ein ganz bestimmtes
Verhéltnis der Anzahl der Valenzelektronen zur Zahl der Atome
charakterisiert sind. Als Zahl der Valenzelektronen gilt die Zahl
der Elektronen in einer nichtabgeschlossenen Schale, also fiir Cu,
Ag, Au je 1, Zn, Cd, ... je 2, Al 3, Sn 4 Elektronen. Fiir die

1 Z.B. AgsZng, AugZng, CuyAl,, Cug,Sng usw.
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y-Phase ist das oben erwéhnte Verhaltnis 21:13 ! (HuME-ROTHERY-
sche Regel). Wir werden zeigen, dafl dieses eigenartige Verhiltnis
eine einfache theoretische Deutung findet. Dazu miissen wir
aber zunichst unsere Regeln fiir die Auffiillung der Energiebéinder
(§ 3) auf den Fall erweitern, in dem die Elementarzelle nicht genau
ein Atom enthalt.

Auffillung der BRILLOUINschen Zonen. Nach § 3 enthilt jedes
Energieband bei einem einfachen Translationsgitter zwei Zustinde
pro Atom. Als speziellen Fall wollen wir ein zweidimensionales
einfaches kubisches Gitter be-
trachten. Fir diesen Fall
hatten wir in Abb. 9, S.48 die
beiden ersten Zonen im f-
Raum konstruiert. Wir wollen
jetzt in die Elementarzelle

unseres zweidimensionalen
Gitters ein weiteres Atom ein-
bauen und untersuchen, wie
groB3 die Zahl der Elektronen pro Zone ist. Wir bringen zunichst
in Abb. 69a das einfache Gitter, wobei die Kreise die Gitterpunkte
bedeuten. In Abb.69Db sind die Rénder der beiden ersten Zonen
im £-Raum dargestellt. Wir gehen jetzt zum flichenzentrierten
Gitter iiber, indem wir pro Elementarzelle je ein Atom einbauen,

Abb. 69a und b. Erklirung im Text.

das die Koordinaten x = %, Y= % hat, falls wir dem urspriing-

lichen Atom die Koordinaten x = 0, y = 0 geben. Die eingebauten
Atome sind in Abb. 69a durch Kreuze bezeichnet. Dieses flichen-
zentrierte kubische Gitter kann wieder als einfaches kubisches
Translationsgitter aufgefaBt werden, wie man leicht an Hand von
Abb. 69a sieht. Der Gitterabstand a’ dieses Gitters ist
r—_2_
= "
Die erste Zone im f-Raum enthilt dann wieder zwei Zustinde
pro Atom.
Wir haben jetzt zwei Moglichkeiten das Gitter zu betrachten.
a) Wir betrachten es als flichenzentriertes Gitter. Die Elemen-
tarzelle enthilt dann zwei Atome. In der ersten Zone im f-Raum
sind zwei Zustinde pro Elementarzelle, also nur ein Zustand pro

" 1 Beispiele: Cu,Zng: (5x 1 --8x2):(5-8) = 21:13.
CuAl,: (9% 1-+4x3):(9+4) — 21:13.

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 24
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Atom. In den beiden ersten Zonen zusammen sind hingegen zwei
Zustéande pro Atom.

b) Wir betrachten das Gitter als einfaches Gitter. Die erste
Zone im f-Raum enthélt dann zwei Zustéinde pro Atom. Man sieht
leicht, daB sie identisch mit den beiden ersten Zonen des Falles a)

ist, denn sie wird durch ein Quadrat mit der Seitenlinge %

begrenzt, genau wie die zweite Zone des Falles a) (vgl. Abb. 69b).
Da die beiden Betrachtungsweisen a) und b) identisch sein
miissen, folgt, daB am Rand der ersten Zone des Falles a) keiner-
lei Unstetigkeiten der Energie auftreten diirfen.
Wir wollen dies noch einmal fiir den Fall unserer Niherung
§ 4 B beweisen. Hiernach werden die Zonen des f-Raumes im Zwei-
dimensionalen durch diejenigen Geraden begrenzt, die senkrecht

zu den Vektoren % m stehen und durch den Endpunkt dieser Vek-

toren gehen. Die erste Zone ist also durch die m-Werte (0, + 1),
(+ 1, 0) bestimmt usw. An einer kritischen Geraden, die wir
durch den jeweiligen Wert von m charakterisieren konnen, hat die
Energie eine Unstetigkeit. Nach §4, (22b), S.49 ist der Energie-
sprung 2V,,, wobei V,, der m-te Fourier-Koeffizient des Potentials
ist. Wir haben also zu zeigen, daB8 bei unserem flichenzentrierten
Gitter (Fall a) die Koeffizienten V., o und ¥, ., verschwinden.

Ist V das Gitterpotential, so wird
2mi

V=2XVye

———( r)
V= asz " M

ist. Die Integration erstreckt sich iiber eine Elementarzelle. Das
Potential V setzt sich additiv aus den Beitrdgen der beiden Atome
der Elementarzelle zusammen. Da beide Atome gleich sind, ist

V) =N+ V4. 2)

V, ist hier der Beitrag eines Atoms und r, ist der Vektor vom einen
Atom der Elementarzelle zum zweiten. Nach Abb. 69a ist

(to)e=9, (y=17- 3)

Setzen wir (2) in (1) ein, so wird

27t 2mi
1 —=—(m, 1) 1 ——(m, 1)
V= oy [ Ve 8 mrdr—}-F/Vl(r—kro)e ™94z,

L2 270 r)

wobei
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Auf Grund der Kristallsymmetrie folgt

_ 27 2ni
/Vl(r—{-ro)e @ dt=/V1(r)e“
Daher ist

(m, t,—1)

dz.

278 )

Fo g 2,”-) An @

Am:%/Vl(r)e— a ™9 qq

Unter Verwendung von (3) erhalten wir also
V= (1 + eritmetm)y 4

Dieser Ausdruck verschwindet immer, wenn e®i®s+tmy) — 1
also insbesondere fiir die erste
Zone, fiir diem, +m, =+ 1ist. - o R %

Wir haben diesen etwas um-
stindlicheren Beweis als Vor- ~ x
bereitung fiir die nachfolgen-
den Betrachtungen gebracht.
Wir wollen némlich jetzt in das o o o
urspriingliche einfache Gitter a b
(Gitterkonstante a) wieder ein Abb. 702 und b. Erklsrung im Text.
Atom pro Elementarzelle ein-
bauen. Der Vektor zwischen den beiden Atomen der Elementar-
zelle soll aber jetzt nicht t, sein, sondern r,, wobei

&Y

=5,  @)y=ve } )

y < 1, irrational

ist. Dabei soll y eine irrationale Zahl, die kleiner als 1 ist, sein.
Abb. 70a zeigt dieses Gitter. Entsprechend wie in (4) wird

Vo (1es ™) 4,
woraus mit (5)
Vi = (1 4 erimet2mivm) 4,

folgt. Auch jetzt verschwindet V,, fiir gewisse m, aber fiir weniger
Werte als im oben besprochenen Fall. Da y irrational sein soll,
ist ym, nie ganz oder halbzahlig, auBer fiir m, = 0. Daher wird
jetzt ¥,y = 0, falls m, = 0 und gleichzeitig m, ungerade ist. In
der ersten Zone verschwinden daher jetzt V,,, nur lings der beiden

Geraden parallel zur k,-Achse.
24*
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Wir wollen jetzt unter den Zonen im f-Raum nur diejenigen
betrachten, auf deren Rénder tatsichlich Energieunstetigkeiten
herrschen, denn nur diese haben eine physikalische Bedeutung.
Die erste solche Zone fiir unser Gitter ist in Abb. 70b stark ein-
gerahmt. Die Zahl der Zusténde in einer Zone ist proportional zu
ihrer Fliche im f-Raum. Da die erste Zone des urspriinglichen,
einfachen Gitters zwei Zustidnde pro Elementarzelle enthilt, sind in
der ersten Zone unseres Gitters nach Abb. 70b drei Zustidnde pro
Elementarzelle, also 1,5 pro Atom. Im flichenzentrierten Gitter
hingegen sind vier Zustdnde pro Elementarzelle (Gitterabstand a),
also zwei pro Atom, wie bei einem einfachen Gitter.

Wir bauen schlieBllich das zweite Atom so in die Elementar-
zelle ein, daB der Vektor zwischen den beiden Atomen t, ist, wobei
(rz)a: = 6:::“’ (fz)y = aya'
ist und d, und d, beide irrational und kleiner als 1 sind. In diesem
Fall verschwindet V,, offenbar fiir gar kein m. Wir haben dann,
wie beim einfachen Translationsgitter, zwei Zustdnde pro Elemen-

tarzelle und damit einen pro Atom.

Wir haben damit drei verschiedene Fille besprochen, bei
denen die Zahl der Zustinde pro Atom 1, 1,5 und 2 war. Wir wollen
damit zeigen, daBl die Zahl der Zustiénde einer Zone durchaus
nicht ganzzahlig pro Atom sein muB, falls die Elementarzelle mehr
als ein Atom enthélt. Offenbar muB sie aber immer zwischen 1
und 2 liegen. Unsere ganzen Uberlegungen konnen auf den drei-
dimensionalen Fall und auf den Fall nichtkubischer Gitter aus-
gedehnt werden [210].

Die erste Zone der y-Phase. Wir werden jetzt zeigen, dafl das
eigenartige Verhéltnis zwischen der Zahl der Valenzelektronen und
der Zahl der Atome (21 : 13) bei der y-Phase beinahe gleichbedeutend
mit der Zahl der Zusténde pro Atom in der ersten Zone des f-Raumes
ist. Zweifellos hat die Energie des Metalls ein Minimum, falls die
Gitterstruktur so gewihlt wird, daB eine Zone angenihert voll-
besetzt ist, denn am Rand einer Zone wird ja die Energie um den
Betrag V,, gesenkt. Dieses Energieminimum mufB aber durchaus
nicht das tiefste Energieminimum sein. Bei einem einwertigen
Metall z. B. ist die erste Zone immer nur halb besetzt. Um sie
voll zu besetzen, miiten wir zwei Atome in die Elementarzelle
bringen, d.h. wir miiiten ein Molekiilgitter bilden. Dieses hat
jedoch eine viel héhere Energie als das typische Metallgitter und
wird deshalb nicht realisiert.
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Bei einer Gitterstruktur, die zu angenéhert vollbesetzten Zonen
fiihrt, hat nach dem Obenstehenden die FErRMI-Energie ein Minimum.
Eine theoretische Untersuchung iiber die Frage, wann eine solche
Gitterstruktur und wann eine andere angenommen wird, wiirde
auf einen Vergleich der FermI-Energie mit den anderen Energie-
termen hinauslaufen. Da wir diesen nicht bringen, sind unsere
nachfolgenden theoretischen Betrachtungen zwar unvollstindig,
sie machen es aber plausibel, daf} O T In
gerade 21/13 Valenzelektronen pro 0 25 L 75 7200%
Atom vorhanden sind.

Zur Bestimmung der ersten \\ yrhase /
Zone der y-Struktur miissen wir -7 AN
wissen, welches die ersten von Null \ /
verschiedenen Fourier- Kompo- T-”’
nenten V,, sind. Nun wird in y
der Theorie der Reflexion von
Roéntgenstrahlen an Kristallen ge-  -#
zeigt, dafl ein enger Zusammen- \

U

hang zwischen V,, und der Inten-
sitdt der Reflexion m-ter Ordnung
besteht. Auf diese Weise findet
man, daB die ersten von Null -7
verschiedenen FoURIER- Kompo- g o Cacs [2)
nenten V,, die Indizes m, = (4,1, 1)
und m, = (3, 3, 0) haben. Die hiermit gebildete Zone im f{-Raum
ist nahezu kugelférmig, denn es ist ja |my|? = |m,[>. Aus dem
Volumen der Zone erhilt man die Zahl der Zusténde pro Elementar-
zelle, und zwar findet man durch einfache geometrische Betrach-
tungen 90 Zustinde. Die einbeschriebene Kugel enthilt hingegen
etwa 80 Zustinde. Da der Energiesprung am Rand der Zone
wahrscheinlich ziemlich klein ist, wird die Fliche konstanter
Energie fiir die Grenzenergie im Fall von 90 Elektronen schon
zum Teil in der zweiten Zone liegen. Damit die FErRMI-Energie
ein Minimum hat, sollte also die Zahl der Elektronen zwischen
80 und 90 liegen. Tatséichlich findet man 84, da die Elementar-
zelle 52 Atome mit je 21/13 Elektronen enthilt (52-21/13 = 84).
Suszeptibilitit und Havrv-Effekt. Da die erste Zone der y-Phase
90 Zustinde enthilt, wiahrend sie von 84 Elektronen besetzt ist
und da sie auBerdem nahezu kugelférmig ist, wird die Grenzenergie {
iiberall sehr nahe am inneren Rand der Zone verlaufen.




374 Anhang.

Genau wie bei unseren Uberlegungen iiber den Diamagnetis-
mus von Bi (§ 31) miissen wir erwarten, daB die diamagnetische
Suszeptibilitdt in der y-Phase sehr groB ist. Dies ist in Uberein-
stimmung mit dem experimentellen Befund, wie an Hand von
Abb. 71 fir die Cu-Zn-Legierung zu sehen ist.

Auch der Harr-Effekt soll hiernach in der y-Phase besondersgro3
und positiv (anormal) sein. Es geniigt aber eine geringfiigige
Anderung der Zusammensetzung der Legierung, um die Zahl der
Elektronen pro Elementarzelle so gro zu machen, da die Grenz-
energie auBerhalb der ersten Zone liegt und dafl der Harr-Effekt
also negativ (normal) wird. Auch diese Folgerung ist in Uber-
einstimmung mit den Experimenten.

Tabelle 381.

Z Ordnungszahl, 4 Atomgewicht, d Dichte, n Zahl der Atome pro cms3,
J; erste Ionisierungsspannung in Volt, ® DEBYE-Temperatur in ° abs.

VA 4 d 1015’-22 A o

Li ... 3 6,94 0,53 4,63 5,37 430
Na ... 11 23,0 0,97 2,66 5,12 159
K ... 19 39,1 0,86 1,33 4,32 126
Rb . .. 37 85,6 1,62 1,08 4,16 85
Cs ... 55 133 1,87 0,87 3,88 68
Cu ... 29 0,0 8,93 8,50 7,69 315
Ag . .. 47 108 10,5 5,90 7,64 215
Au . . . 79 197 19,3 5,93 9,19 176
Be ... 4 9,02 1,86 12,5 9,28 100
Mg ... 12 24,3 1,74 4,34 7,61 290
Ca. . . . 20 40,1 1,54 2,33 6,09 230
Sr. . .. 38 87,6 2,6 1,80 5,67 140
Ba . .. 56 137 3,6 1,59 5,19 116
Zn . .. 30 65,4 7,12 6,60 9,36 235
cd . .. 48 112 8,64 4,66 8,96 168
Hg ... 80 201 14,6 4,42 10,4 97
Al ... 13 27,0 2,69 6,06 5,96 390
Ga . .. 31 69,7 5,9 5,13 5,97

In ... 49 115 7,30 3,86 5,76 198
Ti 81 204 11,9 3,62 6,08 164

1 GroBtenteils nach [16].
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Tabelle 38. (Fortsetzung.)

Z 4 d 102 Jy e
Ge 32 72,6 5,40 4,51 8,09
Sn 50 119 7,28 3,74 7,30 260
Pb 82 207 11,34 3,32 7,38 88
Sh 51 122 6,69 3,33 8,36 240
Bi 83 209 9,80 2,84 7,25 110
Ti 22 47,9 4,5 5,7 6,81
v 23 50,9 5,8 6,9 6,76
Cr . 24 52,0 7,1 8,3 6,74 485
Mn . 25 54,9 7,3 8,1 7,39
Fe 26 55,8 7,86 8,56 7,83 420
Co 27 58,9 8,8 9,1 8,5 385
Ni 28 58,7 8,8 9,1 7,64 375
Y. 39 88,9 4,567 3,12 6,5
Zr 40 91,2 6,53 4,33 6,92
Nb 41 93,5 12,7 8,3
Mo 42 96,0 10,2 6,45 7,06 380
Ru 44 102 12,3 7,34 7,7
Rh 45 103 12,4 7,31 7,7
Pd 46 107 11,9 6,78 8,3
La 57 139 6,15 2,67 5,59
Hf 72 179 13,3 4,50
Ta 73 182 16,6 5,62 245
w 74 184 19,1 6,29 8,1 310
Re 75 189 20,5 6,57
Os ... 76 191 22,5 7,12 8,7
Ir. . .. 77 193 22,5 7,05 285
Pt 78 1956 21,4 6,32 8,9 225
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