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Vorwort zur ersten Auflage.

Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus'den Vorlesungen iiber Statik,
die ich als ersten Teil der Technisthen Mechanik an der Hochschule Darmstadt
seit Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefaBt: es
werden lediglich starre Kérper behandelt, wihrend Spannungs- und Form-
anderungsbetrachtungen, die sonst in ,,Statik der Baukonstruktionen‘ oder
,,Baustatik® erortert werden, fehlen. Aber ausfithrlich werden die inneren
Einfliisse, BeanspruchungsgréBen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs-
gemif machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, die
von der allgemein iiblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man-
chen Ingenieuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von rdumlichen
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einfliisse (2 Querkrifte, 1 Langskraft,
2 Biegemomente, 1 Torsionsmoment) auftreten.

Uberhaupt ist in dem Buch auf rdumliche Probleme besonderer Wert gelegt.
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewohnt, auch rdumliche
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt
sind, zu betrachten, ohne sich iiber den wirklichen raumlichen Grundcharakter
und die tatsichlich auftretenden Einfliisse klar zu werden; das gilt sowohl von
den eigentlichen Tragkonstruktionen selbst als auch von den Lagern und An-
schliissen. Wie wenig denkt z. B. der Ingenieur daran, daB das gewdhnliche
feste Auflager, das fiir den ebenen Triger zwei Unbekannte darstellt, fiir den
Raum 5 Lagergrofien enthalt.

Weite Teile des Buches sind dadurch entstanden, da meine Vorlesungen
nachgeschrieben und dann fiir den Druck bearbeitet wurden. Natiirlich wird
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet -sein als die ge-
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den er von seinen Zuhérern hat.
Fiir ein Buch ist solche Darstellungsweise aus duBeren Griinden nicht geeignet;
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abschnitt den Charakter der
Vorlesung weitgehend zu wahren, weshalb auch meistens in der ,,wir‘-Form
gesprochen wird. Im weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdrucks-
form gedringter, in der Annahme, daB der Leser nun geniigend eingearbeitet ist,
um auch so die Ausfiithrungen zu verstehen. Ausdriicklich sei darauf hingewiesen :
Es wird nicht ausbleiben, daB der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwie-
rigkeiten fiir das Verstindnis findet; dann soll er sich nicht zulange dabei auf-
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un-
verstindliche. Der groBe Nachteil fiir den Leser eines Buches gegeniiber dem
Hérer einer Vorlesung ist der, daB er die Zeichnungen nicht entstehen sieht;
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den
gegebenen und gefundenen Kriften die Pfeile verschiedenartig ausgefiibrt.

Allerdings werden nicht alle im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung
betrachtet, aber diesc erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro-
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der
raumlichen Krifte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigere Ubungs-
beispiele, wie die Transmissionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden
fm ersten oder zweiten Semester in den Ubungen behandelt.



1v Vorwcrt zur ersten Autlage.

Bei den Ubungsbeispielen sind absichtlich nicht lauter aus der Praxis ent-
nommene Aufgaben gewahlt, sondern auch allgemeiner gehaltene, um das Wesen
der Anwendung grundsitzlich kennenzulernen und wirklich technisches Emp-
finden fiir die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den rdumlichen
Konstruktionen.

Bei der ganzen Darstellungsweise wurde im iibrigen beriicksichtigt, da8 das
Buch nicht nur fir Studierende, sondern auch fir Ingenieure der Praxis und
zum Selbststudium geeignet erscheint.

Zur Bezeichnung der vorkommenden GrioBien wurde die im allgemeinen
iibliche gewahlt. Das Biegungsmoment wurde, der Bedeutung des Flugwesens
entsprechend, wie bei der Deutschen Versuchsanstalt fir Luftfahrt mit B
und einem entsprechenden Anzeiger bezeichnet; der Buchstabe M bedeutet ein
wirkendes éufleres Moment. —

Der Aufbau des Buches geht zur Geniige aus dem ausfiihrlichen Inhalts-
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von denen der
letztere die im Raum zerstreuten Krifte enthdlt. a8 bereits im ersten Teil die
Krifte im Raum an dem gleichen Punkt betrachtet werden, geschieht aus rein
didaktischen Griinden. Die drei ersten Teile bringen im wesentlichen den Stoff,
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, aber die Darstellung weicht
vielfach von der in anderen Biichern ab, und manches wird hier gebracht, was
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punkte, die dem Anfanger erfahrungs-
gemaB Schwierigkeiten machen, ist besonders ausfiihrlich eingegangen, und
immer wieder wird auf die Anleitung zum selbstindigen Denken Wert gelegt.
Bei den gestiitzten Balken werden die BeanspruchungsgréBen ausfiibrlich be-
handelt; dabei wird auch die Belastung durch auBermittige waagerechte Krifte
und Momente beriicksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Neben-
konstruktionen wird dem Leser erwiinscht sein.

Wichtig erschien, die Rahmen ausfiihrlich zu erértern und an verschiedenen
Formen die Gestalt der Momenten- und Querkraftflichen zu zeigen. Es ist
notig, dab der Studierende bzw. der Ingenieur einmal solche Flichen vor sich
sieht, um zu erkennen, wie sich die BeanspruchungsgréBen andern; besonders
gilt dies fiirr gekriimmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede Belastung
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und so
die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Fragen
besonders eingegangen. Mancher Leser wird erstaunt sein; wie sich die Be-
anspruchungsflachen z. B. fiir den Dreigelenkbogen darstellen. Bei den Gelenk-
tragern sind abgewinkelte Gerbertriger besonders behandelt, da sie interessante
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde ausfiihrlich
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. AuBer den eigentlichen Fachwerken
werden auch die ,,Gemischtbauweisen* behandelt, d. h. Gebilde aus einzelnen
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Lings-
krafte, sondern auch auf Biegung beansprucht sind. Eine geschlossene¢ Dar-
stellung dieser Gebilde, die man sonst kaum findet, ist fiir das Verstindnis all-
gemeiner Konstruktionen von sehr grofer Bedeutung.

Mit dem fiinften Teil (Krifte im Raum zerstreut) beginnt der zweite Ab-
schnitt des Buches, der auch fiir den praktisch titigen Ingenicur manches Neue
enthalt. Ausfiihrlich erortert werden die verschiedenen Méglichkeiten zur Fest-
legung der Korper, dabei die praktischen Anschliisse und Lagerungen betrachtet
und die sechs Beanspruchungsgrofen eines beliebigen Querschnitts. Beronderer
Wert wird auf die Behandlung der raumlich belasteten Rahmen gelegt, dabei
hervorgehoben, da man beim ebenen Rahmen die riumliche Belastung trennen
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrechte dazu, die beide
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getrennt untersucht werden kénnen. Als Beispiele fiir einen aligemeinen raum-
lichen Rahmen werden cine Schraubenfeder und ein Sesselrahmen betrachtet;
letziere, Anwendung vermittelt ein klares Bild vom inneren Kréftespiel, das
nicht so leicht zu iibersehen ist. Die Ausfithrungen iiber Symmetrie und Gegen-
symmetrie zeigen die bei symmetrischer Bauweise bestehenden Erleichterungs-
moglichkeiten. Von Interesse werden sicher auch die sonst nicht zu findenden
Betrachtungen iiber die verschiedenen Gelenke und Gelenktriger sein, weil hier
klar zusammengestellt ist, welche gelenkartigen Verbindungen méglich sind.

Der letzte Teil behandelt Raumfachwerke und rdumliche Gebilde, die
aus Stiben und Balken zusammengesetzt sind, ,allgemeine Raumwerke' .
Bei der Berechnung des Raumfachwerks wurde das ,,Verfahren der zugeordueten
ebenen Abbildung erliutert, das erlaubt, raumliche Kréfteaufgaben auf ebene
zuriickzufithren und dadurch mancherlei Vorziige bietet. Ausfithrlich wird
darauf eingegangen, wie héaufig fiir ein Raumfachwerk eine Vercinfachung
der Rechnung durch Sonderverfahren statt der allgemeinen Verfahren erzielt
wird. Die Beispiele weisen besonders auch auf den Wert der Momentenmethode
hin. Bei den allgemeinen Raumwerken (Gemischtbauweise), iiber die in der
Literatur wenig angegeben ist, wird ausfihrlich auf den Aufbau eingegangen
und insbesondere die Verschiedenheit gezeigt, die fiir Raumwerke, bei dencn
alle Balken torsionsfres belastet sind, ynd fiir solche mit Torsionsbelastung
auftritt. Am SchluB wird nochmals ausfiithrlich auf die Zuriickfihrung von
statisch unbestimmten rdumlichen Gebilden auf statisch bestimmte eirrgegangen
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche Gréfe als ,unbestimmte oder
,,uberzéhlige‘* eingefithrt werden konnen. Dies zu erkennen, ist nicht immer ein-
fach, und darum sind die Ausfiihrungen von Wichtigkeit.

Unter den Abschnitten, die iiber den Rahmen der Vorlesungen hinausgehen,
hat einzelne mein erster Assistent, Dipl.-Ing. HEINRICH DIETZ, selbstindig
behandelt, z. B. Nr. 93, 98, 99, 109; er hat auch dic meisten Beispiele entworfen
und einen groBen Teil der schwicrigeren selbst gerechnet und gezeichnet. Fiir
seine umfassende und wertvolle Mithilfe sei ihm an dieser Stelle besonders herz-
lich gedankt. Der Dank gilt auch meinen jiingeren Assistenten, Dipl.-Ing.
StAHL, ROEDIGER, SCHULTHEISS fiir ihre Mithilfe bei der Durchfithrung der
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Verlagsbuchhandlong Julius Springer fiir dic
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und fiir die stete Bereitwilligkeit,
mit der sie auf Wiinsche wihrend des Druckes eingegangen ist.

Darmstadt, Juni 1939.
WILHELM SCHLINK,
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VYorwort zur zweiten und dritten Auflage.

Der schnelle Absatz der ersten Auflage, die bereits im Sommer 1942 ver-
griffen war, zeigt, daB der Inhalt des Buches und die Art der Darstellungsweise
den Beifall vieler Studierender und Ingenieure der Praxis gefunden hat. Es
wurden deshalb in der zweiten Auflage fast nur solche Anderungen vorgenom-
men, die den bei Besprechungen gedufBlerten Wiinschen entsprachen. Die zweite
Auflage lag im November 1943 bereits fertig gedruckt vor, wurde aber durch
Feindeinwirkung vernichtet, so daB einc vollige Neuherstellung notig war, die
sich naturgen 48 durch die Kriegsumstinde verzdgerte. Dankenswerterweise
hat der Springer-Verlag mit Riicksicht auf diese Verhdltnisse gleichzeitig die
dritte Auflage herausgebracht. Die bei den Besprechungen hervorgetretenen
Wiingche bezogen sich vor allem darauf, auch die beweglichen Lasten zu be-
handeln; dementsprechend wurde ein neuer Abschnitt iiber EinfluBlinien ein-
gefiigt. DafB bhierbei neben den EinfluBlinien fiir den gewobnlichen Balken auf
zwei Stitzen, den Gerberbalken und den iiblichen Dreigelenkbogen auch noch
der Dreigelenkbogen mit verschieden hohen Lagern und ein Kranbahntrager
behandelt ist, wird fiir manche Leser von Interesse sein. Neu aufgenommen
wurden auch Ausfiihrungen iiber die duale Abbildung, da sie Bedeutung fiir
zerstreute Kréifte im Raum hat. Mit ihrer Anwendung kénnen manche Auf-
gaben iiber rdumliche Stabsysteme wesentlich iibersichtlicher durchgefiihrt
werdeu als mit den seither bekannten Verfahren, wie Herr Dr.-Ing. Dietz
in einer Arbeit gezeigt hat. Er hat auch in diesem Buch die duale Abbildung
(Nr. 90) behandelt, ebenso die beiden neu eingefiigten Ubungsaufgaben. Von
diesen wird wohl das letzte Beispiel vielfach begriiBt werden, weil an einem
praktischen Fall (schiefer Rahmenspant) die Anwendung der verschiedensten
Ausfithrungen des Buches iiber rdumliche Krifte gezeigt wird. Fiir seine wert-
volle Mithilfe sei Herrn Dr Dietz auch an dieser Stelle herzlicher Dank aus-
gesprochen.  Aufrichtiger Dank gilt auch dem Springer-Verlag, der trotz der
grofien, durch den Krieg bedingten Schwierigkeiten die Verdffentlichung des
Buches in kurzer Zeit mit mustergiiltiger Ausstattung crmoglicht und meinc
Wiinsche beziiglich Erweiterung des Buches gern erfiillt hat.

Darmstadt, Marz 1940,
WILHELM SCHLINK.

Yorwort zur vierten und fiinften Auflage.

Da dic 2. und 3. Auflage schon innerhalb eines halben Jahres vergriffen
war und das Verlangen nach dem Buch noch sehr groB ist, ist die vorliegende
Auflage unverindert nach der vorhergehenden gedruckt worden. Es wurden
nur einige Druckfehler auf den Seiten 244, 248, 256, 258, 284, 324 und 390
berichtigt. Dem Verlag gebithrt fiir dic schnelle Durchfithrung der Neuaus-
gabe besonderer Dank.

Darmstadt, Februar 1948,
WILHELM SCHLINK.
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YVorbemerkungen.

Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht-
baren Naturerscheinungen von wigbaren Korpern zu beschreiben. Die Gesetze
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr
vielen Beobachtungen werden gewisse Sitze und Gesetze aufgestellt; sie gelten
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht er-
wiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Aus ihnen werden
auf rein mathematischem Wege neue Sitze abgeleitet, die dann jederzeit wieder
an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuchen nachgepriift werden kénnen.

Die Mechanik beschiftigt sich mit Kérpern, die unter dem EinfluB von
Kriften stehen. Ohne auf eine genaue Definition der Kraft! an dieser Stelle ein-
zugehen, sei lediglich bemerkt, daB zwischen Kraft und Bewegungsénderung ein
innerer Zusammenhang besteht, der uns hier nicht niher interessieren soll. Wennr
ein Korper in Ruhe auf einer glatten ebenen Unterlage ist und es greift an ihm nur
eine zur Ebene lotrecht stehende Kraft an, so sucht diese den Korper nach unten
zu verschieben, aber die feste Unterlage verhindert ihn daran. Sie erzeugt eine
Gegenwirkung. Wickt dagegen eine Kraft parallel zur Ebene, so wird der Kérper
eine Bewegung vornehmen. Wenn ein Kérper unter dem EinfluB von Kriften
eine bestimmte Bewegung ausfiihrt und es treten neue Krifte hinzu, so nimmt der
Korper eine andere Bewegung an.

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern
wir beschiftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umstinden
sich ein starrer Kérper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Aufgabe
der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszustindeu und im Zusam-
menhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften. Unter der
Einwirkung von Kriften nehmen die Kérper eine Gestaltsinderung an. Auf diese
wird aber in der Statik nicht eingegangen. Es werden die Korper also als starr
angesehen.

Fiir die Untersuchung von Kriftesystemen sind zwei Begriffe von Bedeutung:
einerseits die Resultierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kompo-
hente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft, die
die Wirkung einer Reihe von Kriften auf den Kérper ersetzt, die also die gleiche
Wirkung ausiibt wie die Gemeinschaft der vorhandenen Krifte. Umgekehrt
nennt man die Krifte, die zusammengenommen die gleiche Wirkung haben wie
cine einzelne Kraft, die Komponenten oder Teilkrifte dieser Kraft. Die Resul-
tierende ist also die Ersatzkraft fiir eine Reihe von Kriften und die Gemeinschaft
der Komponenten der Ersatz fiir eine einzelne Kraft.

Wie kann man nun eine Kraft darstellen ? Was gehért zu ihrer Festlegung ?
Die Kraft ist durch ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und GroBe bestimmt.
Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch rechnerisch darstellen. Wir betrachten
dies zunichst fiir eine Kraft in der Ebene. Zeichnerisch ist sie eindeutig gegeben
durch eine in ihrer Wirkungslinie liegende Strecke mit Richtungspfeil (Abb. 1).
Wir miissen dabei nur noch wissen, was 1 cm dieser Strecke bedeutet, d. h. den

1 Den Begriff der Kraft, den wir uns durch (aktives) Erleben und (schopferisches)
Denken gebildet haben, iibertragen wir als mechanischen Kraftbegriff auf das Geschehen
der Korperwelt (in die Naturwissenschaft und Technik) und sehen in ihm den gedanklichen
Ausdruck einer Bewegungséanderung.

1 Schlink, Statik. 4. u. 5. Aufl.
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KraftemaBstab kennen, z. B. 1 em = Lk kg. Die GroBe der Kraft wollen wir im
allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die Kraft ist also durch cine ge-
richtete Strecke, eine Strecke mit Richtungspfeil, eindeutig festgelegt. Einc
solche gerichtete Strecke nennt man einen Vektor. Soll aus irgendwelchen Griin-
den besonders betont werden, daB es sich um cinen Vektor oder um eine vektorielle

GroBe handelt, so wird ein Strich iber das P

yt P gefiigt, also P.
: / Tema kg In analytischer Darstellung ist die Kraft in der
- R Ebene festgelegt:
nach Grépe durch die Anzahl der kg, also P kg;
nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt
}l o auf der Kraft, dessen Koordinaten gegeniiber einem

willkiirlich eingefithrten Achsenkreuz mit x, y be-

..r__._.-., o

- zeichnet werden mdégen;
Abb. 1. Darstellung einer Kraft nach Richtung durch den Winkel, den die Kraft
in der Ebene. mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen die
§ positive z-Achse bildet (Abb. 1). Dabei muB dieser
- z : Richtungswinkel « klar definiert werden; wir be-
! Eoeeis - B zeichnen mit « den Winkel, der gewonnen wird,
E L wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi-

' / ' tiven a-Richtung drehén.
% B Bz Im Raume kann man selbstvers dndlich eine

Kraft ebenfalls zeichnerisch und amalytisch dar-
| stellen : zeichnerisch durch die streckenméBige Dar-
S - stellung der Kraft im AufriB und Grundrifl (Abb. 2),
(wobei in manchen Fillen noch die Zeichnung im
SeitenriBl erwiinscht ist); dann analytisch:

nach Gréfe durch P, die Anzahl der kg,
nach Lage durch die Koordinaten eines beliebigen

'i Punktes auf der Kraft, z, y, z;
A X A nach Richtung durch Angabe der Winkel, die
bb. 2. Darstellung eincr Kraft  gi, Kraft P mit drei festen Achsen einschlieBt,
o, B, 7 (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume geniigt
nicht mehr die Angabe eines Winkels. Die drei
Winkel «, B, y sind allerdings nicht unabhéngif
voneinander, sondern sind, wie die analytische
Geometrie des Raumes lehrt, verbunden durch die
Gleichung:

cos®x 4 cos®f + cos?y = 1. (1)

Man braucht also tatsichlich zur Festlegung der
Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen; der
dritte ist eine Folge der beiden ersten.

Es sind demnach im ganzen sechs Grundwerte

Abb. 3. Zur analytischen Darstel-  zur Festlegung einer Kraft im Raume nétig:
Jung einer Kraft im Raum.
P,x,B,x,9,z.

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze
Statik graphisch und analytisch aufbauen kénnen. Man unterscheidet danach
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Darstel-
lungsweisen nebeneinander ; es wird sich dabei zeigen, daf vielfach bei bestimmten
Anwendungen die graphische und bei anderen wieder die analytische Behand-
lungsweise vorzuziehen ist.




Erster Teil.

Kriifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Krifte, die an einem Punkt wirken, kénnen entweder in einer Ebene oder im
Raume liegen.

I. Kriifte in der gleichen Ebene.

1. Erfahrungssitze. Wie schon oben erwihnt, ist die Mechanik aufgebaut
auf Erfahrungssitzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die
Spitze der Statik stellen miissen. p »

1. Wirken zwei gleich groBe Krifte in gleicher
Geraden in entgegengesetztér Richtung auf einen in  Apb. 4. Erster Erfabrungssata.
Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man
schon rein gefithlsmaBig sagen, daB der Punkt keine Bewegung erfihrt, d. h. die
beiden Krifte heben sich auf. Der Versuch bestitigt dies. Es lautet demgemaB
der erste Erfahrungssatz:

,,Greifen an einem Punkt oder an einem starren Kirper zwes gleich grope, ent-
gegengesetzt gerichtete Krifte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, so
tiben sie keine Wirkung aus, sie heben sich auf,

d. h. sie stehen im Qleichgewicht. R S RB=hthy

2. Wirken nun zwei beliebig groBe Krifte A
P,, P, in der gleichen Geraden und Richtung Abb.S5 Zwel Krafte in glefobor Ge-
an einem Punkt (Abb. 3), so wird sich der Punkt
im Sinne dieser Krifte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgema8 die gleiche,
wie wenn cine Kraft von der GroBe (P; -+ P,) an dem Punkt angreift. Die
Resultierende ist also gegeben durch: A R-A~hy

R= P, + P,. 7]
Sind die beiden Kriifte entgegengerichtet (Abb. 6), ~Abb.s. Zwelrattein gloiehor b
so erkennen wir, daB der Punkt in Richtung der tung. (Zweiter Frfahrungssatz.)
groBeren Kraft fortbewegt wird. Die gleicheWirkung
wird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von der GroBe (P — Py).
Beide Krifte konnen also durch eine Kraft (P, — P,) ersetzt werden, d. h. ihre
Resultierende ist dargestellt durch:

R =P —P,.

Die beiden Fille lassen sich zusammenfassen, wenn man die Richtung der Krafte
durch ein Vorzeichen ausdriickt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts
positiv, nach links negativ, so sind im ersten Fall die beiden Krifte positive
GroBen, im zweiten Fall ist P, positiv, P, negativ. Fiir beide Fille wird also die
Resultierende gefunden als algebraische Summe der einzelnen Krifte : R=P,+P,.
Die beiden Glieder P, und P, sind hierbei in einer bestimmten Aufgabe mit dem
Vorzeichen bebaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemif
der zweite Erfahrungssatz:

,.Greifen an einem Punkt oder an einem starren Korper zwei in derselben Ge-
raden wirkende Krifte an, und bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die

l‘




4 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

enigegengesetzte als negativ, so ist die Resultierende gegeben durch die algebraische
Summe der beiden Krafte.” Das sich ergebende Vorzeichen stellt die Richtung dar.
3. Fallen zwei gegebene Krifte, die an einem Punkt

> angreifen, nicht in eine Gerade, so kénnen wir rein ge-

> fiihlsm&Big nicht mehr genau angeben, wie sich der Punkt

7 —>  bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch angewiesen, der

/ uns zejgt, daB sich der Punkt in Richtung der Dia-

P) / gonalen des aus beiden Kraften gebildeten Parallelo-
gramms bewegt (Abb. 7), und zwar so, als ob auf ihn

dor Kratter r?gfilgti?nﬁ’r“- nur eine Kraft wirkt, die nach GréB8e und Richtung durch
fabrungssatz.) die Diagonale R dieses Krifteparallelogramms gegeben
ist!. Es lautet demgemif der dritte Erfahrungssatz:

,,Die Resultierende zweier Krdfte mit gemeinsamem Angriffspunkt ist der Grofe
und Richtung nach gegeben durch die von diesem Angriffspunkt ausgehende Diagonale
des aus beiden Kriften gebildeten Krifteparallelogramms. Die Krifte sind dabei so
anzuordnen, dafl sie entweder beide nach dem Angriffs-
punkt hin (Abb. 8) oder beide von ihm weggerichtet sind;
die Resultierende ist dann cbenfalls nach dem Angriffspunkt
hin bzw. von ihm weggerichtet.

Dieser Satz vom Parallelogramm der Krifte ist der
maBgebende Satz der Statik; er ist nicht mathematisch
Al o 2raliclo- beweisbar, man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch

nachpriifen. Die beiden ersten Sitze sind im Satz vom Par-
allelogramm der Krafte als Sonderfall enthalten, wenn man statt des beliebigen
Winkels, den die Krifte einschlieBen, den Winkel von 0° bzw. 180° cinsctzt.

4. Der vierte Erfahrungssatz stellt ctwas ganz
Neues dar:

,,Eine an einem starren Kgrper angreifende Kraft kann
in ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, ohne
dap sich die Wirkung der Kraft auf den Kirper dndert.

Bei dem Satz ist eine gewisse Votsicht zu beachten.
Er gilt nur, solange sich die physikalischen Grundlagen
nicht &ndern. Zum Beispiel beim- Balken der Abb. 9
ist der Angriffspunkt der Last verschoben. Die Stellungen
a und ‘b sind in ihrer Wirkung auf den Balken gleich-
wertig, bei Stellung ¢ ist dic Sachlage gedndert, dic
Wirkung ist nicht mechr dieselbe.

Mit der Zusammenfassung der drei ersten Sitze zu

) ) einem Satz stellen wir also an die Spitze der Statik zwe:

i}‘;’ﬁ” 'i: ‘i,ff‘;‘,-‘;‘;‘;’;ﬁ"v“’,‘g‘f Erfahrungssitze, aus denen weitere Sitze abzuloitenrsind.

knngslinie. (Vierter Erfah-  Mit diesen beiden Grundlagen steht und fallt die Rich-
rungssatz.) tigkeit der Statik.

2. Beliebig viele Krifte in der gleichen Geraden. Betrachten wir nun mchr als
zwei Krifte, die in einer Geraden liegen (Abb. 10). Wie kann ich dic gemeinsame

5 A Wirkung dieser Krifte méglichst einfach

A i beschreiben ? oder: wie ist dic Resultierende
4 % .
A, 10. % " b beschaffen ?
. . 2 nsetzun, . 3 ' )
usammensetzung mehrerer Mit Hilfe des zweiten Erfahrungssatzes

Krafte in derselben Geraden.
bestimmen wir eine Resultierende Ry 3

nach rechts von der Gré8e (P, -+ P,), nach links eine Resultante R, 4 von der

1'In allen Abbildungen am Anfang des Buches sind die gegebenen Krifte mit einem vollen
Pfeil, die gesuchten mit einer offenen Pfeilspitze gekennzeichnet.
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GroBe (P, + P,) und als SchluBkraft demnach:
R =Ry 3—Ry,,
R.= (P, + P3) — (P, + Py),
wobei das Vorzeichen der zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis 1aBt sich allgemein schreiben,
R=P + P,+ P;+ P,
mit dem Zusatz, daB die nach der rechten Seite gehenden Krifte positiv, die
nach der linken Seite laufenden Krifte negativ einzusetzen sind.

Was fiir vier Krifte gilt, 148t sich ohne Schwierigkeit auf mehr Krifte tiber-
tragen: wirkt noch eine fiinfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier
ersten Kréfte mit P, zusammensetzen, um die Resultante der fiinf Krifte zu
erhalten. Bei n Kriften wird demgemiB die Resultierende durch die Formel

erhalten: R=P +P,+Py+.---+ P,

Man hebt sehr haufig bei der Angabe golcher Summen ein mittleres allgemeines
Glied besonders hervor und bezeichnet dieses mit dem Anzeiger i. Man hat das

Ergebnis: R=P +Py+-..P +...P,.

Die Resultierende einer Reihe von Krdften in derselben Geraden ist gegeben durch
die algebraische Summe der einzelnen Krifte. Ist die algebraische Summe
positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einfiihrung nach rechts, ist
die Summe negativ, dann lduft dic Resultierende nach links. Diese algebra-
ische Summe schreibt man in abgekiirzter Form unter Verwendung des griechi-
schen Buchstabens 2

R=&P =3P 2)
1

und liest sie: Die Resultante ist gleich der Summe aller P;. Die Anzeiger 1, n
konnen weggelassen werden, sofern iiber die in der Summe enthaltenen Glieder
kein Zweifel entstehen kann.

Stehen die Krafte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keine Wir-
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende muB die Gro8e Null
besitzen.

Krifte in derselben Geraden stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende
verschwindet oder, anders ausgedriickt, wenn ihre algebraische Summe Null wird:

P —0. 3)

Bei Kriften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zunichst
das analytische und graphische Verfahren trennen und zuerst das analytische
Verfahren betrachten.

3. Analytische Zusammensetzung von Kriiften in der ¥
Ebene. Als Grundlage brauchen wir Formeln, die aus den
vorhergechenden Erorterungen abzuleiten sind.

a) Zusammensetzung zweier zueinander lotrechten Krifte.
Wir bezeichnen die Krifte,die aufeinander senkrecht stehen, x
mit X und ¥ und setzen beide nach dem Krifteparallelo- ~ Abb.11. Resulticrende
gramm zusammen (Abb. 11). Die entstehende Figur dient rechten Krifte.
uns zur Ableitung eines analytischen Ausdrucks fiir R.

Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch den gegebenen
Angriffspunkt hindurch gehen muB. Die GréBe ist aus dem schraffierten Dreieck

zu ermitteln: R*= X% 4 Y2,
R=)X%1 )2, (4)
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Die Richtung ist bestimmt durch den Winkel, den die Kraft R'mit der positiven
z-Achse einschlieBt: y
tg Xgp = b (5)
Diese beiden Formeln 16sen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie die Richtung
von X oder Y auch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 muB X negativ

und Y positiv eingesetzt werden, also +Y
tgon="x"

Die Tangente des Winkels ist negativ, entspre-
chend dem Winkel im zweiten Quadranten. Wenn
man nur das Vorzeichen von dem ganzen Quo-

tienten beriicksichtigt, also ——%, ist die Losung

Abb. 12. Resultierende zweier guf- . . . . . .
einander lotrechten Krafte. nicht eindeutig, denn in vorliegendem Falle wire

lediglich abzulesen, daB tgx, negativ ist, d. h. dafl
der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt; es konnte
also allein danach.die Resultietende sowohl nach links oben als auch nach rechts
unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch bestimmt,
daB man das Vorzeichen von X und Y einzeln fir sich beriicksichtigt, hier also

+yd X negativ, Y positiv; d.h. R muB =o laufen, daB seine

y' —_—— X-Komponente nach links, die Y-Komponente nach
£ | oben geht.

- b) Zerlegung einer Kraft in zwei lotrechte Komponenten .

X *Z  Im Falle a) war X und Y gegeben, Rund der Winkel a,

Kb 18, Zetlegung oler  waren gesucht. Jetzt ist eine Kraft P und ihr Rich-
senkrecat stehende Kom- tungswinkel o gegeben, selbstverstindlich auch der
ponenten. Punkt, durch den sowohl die Kraft P als auch dic
Ersatzkrifte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Krifte X und Y sind
durch die Forderung bestimmt, da8 ihre Resultierende die gegebene Kraft £ ist,
sie miissen also (Abb. 13) die Seiten cines Parallelogramms bilden, dessen
Diagonale gleich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist dic Aufgabe zeichnerisch
eindeutig bestimmt: man zieht durch den Endpunkt

(X7
5 Y von P Parallelen zu der z- und y-Richtung. Aus diesem
| r Parallelogramm lesen wir ab:
X = P - cosn,
N\ T o | (©)
! Y == P-sina. |
A - T T T4

. Das Vorzeichun von cosx bzw. sinx dndert sich, je nach-

frotr i Zerlogune oineT  jem, welchem Quadranten der Winkel o angehért; z. B.

senkrecht stohende Kom-  wird bei der Darstellung der Abb. 14 cosex negativ, sina

ponenten. ipe . A .

positiv, d. h. fiir die X-Komponente erhalten wir ein

negatives Vorzeichen, fiir die ¥-Komponente ¢in positives, wie es ja auch mit

der Zerlegung im Bild iibereinstimmt. Die Komponenten sind nichts anderes

als die Projektionen der Kraft auf die z- bzw. y-Achse einschlieBlich Vorzeichen,

d. h. fallt die Projektion auf die positive Seite der x-Achse, so liegt cine positive

Komponente vor, fillt sie auf die negativeSeite der z-Achse, dann hat sie eine
negative Komponente.

Zusammenfassend haben wir also
¥

bei der Zusammensetzung: R = |/ X2 T Y tgag = X
bei der Zerlegung: X=P-cosx; Y =D sina.

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleiten.
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Ausdriicklich sei hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk-
recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel & = 90°, d. h. die Kom-
ponente in dieser lotrechten Richtung verschwindet (cos 90° = 0) (Abb. 15). Das-
selbe Ergebnis liefert die Projektion der Kraft auf eine zu p
ihr lotrechte Achse: die Projektion (Komponente) erscheint
als Punkt, d. h. die GréBe der Komponente ist Null. — o _ %

Mit Hilfe der beiden gefundenen Formeln wenden wir N
uns nun zur Zusammensetzung beliebiger Krifte der Ebene -
an demselben Punkt. Bekannt sind: Abb. 15. Komponente in

Die Lage des Punktes, durch den alle Krifte gehen, Richtung senkiecht zu

die GroBe der Krafte P,--- P.--- P,,

die kael die die Krafte mit der posmven z-Richtung einschlieBen,
0y & v -0 (Abb. 16).

Geauckt ist die Resultierende R und ihr Winkel «g.

Zur Losung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne der gegebenen Krifte P, in
ihre Komponenten in der z- bzw. y-Richtung, die mit X;, Y, bezeichnet werden
mégen. Diese Komponenten sind durch die Formeln (6)

X, = P, cos x;;
Y, = P, -sin «;

eindeutig bestimmbar, da die Werte P; und die Win-
kel «; bekannt sind; natiirlich
werden die Komponenten je nach
der WinkelgroBe «; verschiedene
Vorzeichen besitzen.

Damit treten statt der n Krifte
2n Krifte auf. Die X-Kompo- abb. 17 Zur analyti
Abb. 16, nZs:{z &lﬁﬁg&ﬁﬁ nenten 'stellen nach fier Formel(2)  Zepen Zusammensetzong
Kratte an @omselben Punkt,  durch ihre algebraische Summe  mebrererKraftean dem-

. .. selben Punkt.
cine einzige X-Kraft dar, ebenso
lassen sich die Y-Komponenten zu einer einzigen Y-Kraft zusammensetzen.
Wir erhalten also als vorldufiges Ergebnis eine Kraft in der z-Richtung von der
GroBe X X, und eine Kraft ¥ Y, in der y-Richtung (Abb. 17). Wir haben:

X,=P, comx"'

XX, =Pycosxy + - Picosx, -i- -+ - P, cosx,

.............

Y,=P, sina,
2 Y, =Psina; 4 - Psing; 4 -+ Pysina,.
2 X; = algebraische Summe aller X-Komponenten, stellt dic Resulticrende
aller X-Krafte dar, ist also eine Kraft.

3 Y, = algebraische Summe aller Y-Komponenten, stellt die Resulticrende
aller Y-Krifte dar.




8 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Damit sind die urspriinglichen n Krifte zuriickgefilbrt auf zwei aufeinander
senkrecht stehende Krifte, die wir nur noch zusammenzusetzen brauchen, um die
endgiiltige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) fiir die Zu-
7 sammensetzung zweier Krifte statt X die
i Kraft X X, und entsprechend statt Y die
Kraft X Y,, so wird die Resultierende:
R—J(EX)+ (ZTR.

Den Winkel finden wir mittels der zweiten
ZX; Formel fiir die Zusammensetzung zweier
X Z  Krifte (5), indem wir wieder

X ersetzen durch die Kraft X X,,
Y ersetzen durch dic Kraft X'Y,,
Xy,
XX
I o XX, und XY, sind also die Komponenten
ADb. 18. s Bestimmung er vorzeichel  jer gesuchten Resultierenden R (Abb. 17).
Diese Komponenten kénnen selbstverstand-
lich wieder verschiedene Vorzeichen haben und bestimmen dadurch die Rich-
tung der Resultierenden (Lage in einem der vier Quadranten), (Abb. 18).

Fiir die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Stelle allgemein darauf
hingewiesen, daB sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der
hoheren Quadranten lediglich unter Benutzung der entsprechenden Winkel im
ersten Quadranten berechnen lassen, sofern man das Vorzeichen aus der An-
schauung der Skizze feststellt. Es sind (Abb. 18) die X-Komponenten all der
Krifte positiv, die von der y-Achse weg nach rechts streben (P,, P,, P;),
negative X-Komponenten haben die Krifte, die nach links gehen (P,, Pj).
Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Krifte von der z-Achse weg
nach oben streben (P, und P,). Deckt man also in einem Kriftebild, in dem
alle Krifte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die Flache links von der
y-Achse zu, so sieht man alle diejenigen Krifte, die in der ersten Summe X X,
mit positivem Vorzeichen einzufiithren sind. Um-
gekehrt erscheinen beim Abdecken der rechten
Halfte alle negativ einzufithrenden Krifte X,.
Entsprechend lassen sich die Vorzeichen in
dem zweiten Ausdruck X' Y, durch Abdecken
der unteren bzw. oberen Hilfte von der z-
Achse bestimmen. Zum besseren Verstindnis
sei hier ein Zahlenbeispiel eingefiigt.

Es seien vier Krifte an dem gleichen An-
griffspunkt gegeben von folgender GriéBe und
Richtung gegen die positive z-Achse:

P, =550kg a = 30°

£ =650g P, = 300 kg &y = 1357,

Abb. 19. Zahlenbeispiel fir die Zu- P, = 650 kg og = 240°,
sammensetzung von Kriften.

P, = 400 kg oy = 330°.

Nach Einfilhrung der WinkelgréBen im ersten Quadranten entsteht Abb. 19.
Alle Krifte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (P,, P,), haben cine
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P,, P;) eine negative.
Andererseits weisen die nach oben gerichteten Krifte. (P,, P,) cine positive

|
|
|
|
l
|
I

| tgzxk =
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Y-Komponente auf, die nach unten laufenden (P;, P,) eine negative. Wir haben
demgemaB:
2 X, = P, - cos 30° — P, - cos 46° — Py - cos 60° + P, - cos 30°
= 5.)0 0,886 — 300 0,707 — 650 0,500 -+ 400 - 0,866
= + 285 kg
S Y,= P, -sin 30° 4 P, -sin 46° — P, - sin 60° — P, - sin 30°
= 550 - 0,600 + 300 - 0,707 — 650 - 0,866 — 400 - 0,600
= —216kg.

~ X, stellt die X-Komponente und X Y, die Y-Komponente von R dar; erstere
verlduft nach rechts, letztere nach unten, demgemia8 R nach rechts unten.
Es ist
Y, —276
tg o = X%, e 0,968.
Es liegt mit Riicksicht auf die Vorzeichen von X' X; und X' Y, ein Winkel im
vierten Quadranten vor oder anders ausgedriickt:

xp = —45° 5,
R=)( X))+ (X 7,)?=)/285® + 276° — 396,8 kg .

4. Analytische Bedmgungen fiir Gleichgewicht an demselben Punkt. Wenden
wir uns nun auch hier zu der Frage: ,,Unter welchen Umstinden stehen die
Krifte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht ?*‘, so lautet die Antwort:

Gleichgewicht besteht, wenn die Resultierende verschwindet (R = 0). Diese
Antwort ist unter allen Umstanden richtig; sie stellt die vektorielle Bedingung dar.
Man kann die Gleichgewichtsbedingung aber auch anders formulieren: Wir
haben in dem Wurzelausdruck fiir die Resultierende eine Summe von zwei Qua-
draten, also positiven GroBen; damit diese Summe Null wird, muB jedes Glied fiir
sich verschwinden, d.h.

2X;=0 und XY,=0 9)
sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder:
R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: GréBe und Richtung),
oder >X, =0
o3 o

(In der Bedingung R = 0sind djese beiden Bedingungen 3 X; = 0und X' Y, = 0
enthalten.) ZahlenmiBig kann man unmittelbar mit Vektoren nicht rechnen; wir
miisgen fiir Rechenzwecke die algebraische Form einfithren.

Bei der hier gewihlten Ableitung wurden die Krifte P in zwei zueinander
senkrechte Richtungen z, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be-
trachtung auch fiir zwei beliebige Richtungen durchfithren und erhilt dann die
Bedingung, daB die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen
verschwinden miissen. Es entsteht der Satz:

Krifte in derselben Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkt stehen tm Gleich-
gewicht, wenn fiir zwei beliebige Richtungen je die Summe der Komponenten der
Krifte verschwindet.

Wesentlich ist der Umstand, da8 wir hier zwei Gleichungen bekommen. Bei
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Krifte in der gleichen Ebene an gemcin-
samem Angriffspunkt beziehen, diirfen und miissen also zwei Unbekannte vor-

algebraische Bedingungen.
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liegen, wenn eindeutige Losung moglich sein soll, da die Zahl der Gleichungen
gleich der Zahl der Unbekannten sein muB.

Der einfachste Fall wire nun der, dal wir eine gegebene Kraft mit zwei an-
deren Kriften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf einen
Punkt wirkt eifie gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungslinien g,

/ und g, (Abb. 20); gesucht sind die Kréfte P, und P,,
die der Kraft P das Gleichgewicht halten.
~Die analytische Losung bedingt eine Zerlegung
von P in Komponenten
in der z-Richtung: -+ P -cosa,
in der y-Richtung: + P -sina.
% Um die beiden Bedingungen fiir das Gleichgewicht

IX, =0, XY,=0

aufstellen zu kénnen, miissen wir auch die X-Kom-
/ % \{' ponente und die Y-Komponente der beiden gesuchten
Ath. 20, Iglteiz%mgie:xl;‘:ihege r<1>inur Krifte P,, P, einfilhren. Da ergibt sich nun die
: Schwierigkeit, daB wir keine Angaben haben, wie
diese Krifte gerichtet sind; denn je nach der Richtung, in der die einzelne Kraft
verlduft, ist das Vorzeichen der Komponenten verschieden. Im Ansatz diirfen
wir aber keine mathematische Unklarheit lassen. Wir fithren desbhalb — wie wir
dies aueh bei den spiteren analytischen Rechengiéngen ganz allgemein tun
werden — den Richtungspfeil zunichst einmal ganz willkiirlich ein und rechnen
die Aufgabe mit dieser angenommenen Richtung durch. Wenn die Rechnung im
Endergebnis ein positives Vorzeichen liefert, so bedeutet das, dafl das angenom-
mene Vorzeichen, also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein
negatives Vorzeichen, so muf} der angenommene Richtungspfeil gedndert werden.
Nehmen wir bei dem gegebenen Beispicl (Abb. 20) an, die Kraft in g; gehe nach
links oben und die Kraft in g, nach links unten, dann sind fiir die Gleichungen
die Komponenten mittels dieser eingefithrten Richtungen zu bilden. Es ist be-
sonders zu beachten, dal der durch Annahme der Richtung festgelegte Winkel
entsprechend der fritheren Regel genommen wird, das ist der Winkel, der die
Kraft — im Uhrzeigersinn gedreht — in die positive -z-Achse bringt (die im
Bild eingezeichneten Winkel «; und «,). Hitten wir die Richtungspfeile anders
gewihlt, dann wiren die Winkel von den jetzigen um 180° verschieden.
Nun kann man die Komponentenbedingungen aufstellen:
XX, =0: Py-cosay+ Py-cosay + P-cosa = 0,
XY, =0: P/ -sinag + Py-sinxy + P-sina = 0.
Das Vorzeichen erscheint nicht in dieser allgemeinen Gleichung, es steckt inden
Winkelfunktionen. Im vorliegenden Falle ist sin o) positiv, dagegen sind cos «,,
sinxy, cosay, negativ. Natiirlich kann man auch statt dieser Winkel solche im
ersten Quadranten einfithren, wie dies bei obigem Beispiel gezeigt war, Dann
mufB man an Hand der fiir P, und P, eingefithrten Richtungspfeile die Kompo-
uentenvorzeichen bestimmen (Y, positiv, aber X;, X,, ¥, negativ). Im prak-
tischen Beispicl werden wir also Summanden mit positiven und negativen Vor-
zeichen haben. Die beiden Gleichungen haben nun zwei Unbekannte, die zahlen-
miBig ermittelt werden kénnen. Ist das Vorzeichen des erhaltenen Zahlenwertes
fiirr eine Unbekannte positiv, so sagt das aus, da die cingefithrte Richtung bzw.
das eingefithrte Vorzeichen richtig gewdhlt war. Ein negatives Vorzeichen vor
dem errechneten Zahlenwert bedeutet, daB die willkiirlich gewihlte Richtung
umzudrehen ist.
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Es war eben der Fall betrachtet, daBl die bei dem Gleichgewichtszustand er-
scheinenden Unbekannten als KraftgroBen auftraten; dic Wirkungslinien der
Krifte, die mit den gegebenen Kriften im Gleichgewicht stehen sollen, waren
gegeben, die Kraftgrofen gesucht. Natiirlich kénnen auch andere Kennwerte als
Unbekannte auftreten, jedoch miissen stets zwei Unbekannte vorliegen. Wir
haben demnach bei Gleichgewichtsaufeaben in der Ebene fiir Krifte durch einen
Punkt vier Moglichkeiten:

1. Die Wirkungslinien der zwei gesuchten Krifte sind bekannt, es fehlen ihre
Grofen.

2. Dfe GroBen der zwei noch zu bestimmenden Krifte sind gegeben, gesucht
sind ibre Wirkungslinien.

3. Von einer der beiden noch zu bestimmenden Kriifte ist die Groe bekannt,
von der anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung der ersten und die GroBe
der zweiten Kraft.

4. Gesucht ist eine Kraft nach GréBe und Richtung, die mit den anderen
gegebenen Kriften Gleichgewicht halten soll.

Die vier verschiedenen Fille werden in den Ubungsbeispielen niher be-
trachtet.

5. Das Kraftdreieck. Durch den Satz vom Parallelogramm der Krifte ist die
Resultierende als Diagonale des Parallelogramms bestimmt. Dabei ist eine ge-
wisse Vorsicht notig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Krifte
P,, P, vorliegen, dann kann man
aus diesen beiden nicht ohne weiteres
ein  Krifteparallelogramm  bilden.

—_ __ Talsche Resulfierende
ikl

Wiirde man dies ganz ohne Uber- / B
legung machen, so wiirde man als Dia- 4 / ! /
gonale die Strecke 4 B erhalten. Aber

man erkennt sofort, daB dies nicht i Umfatrangs
die richtige Resultierende sein kann, —_—— - b 2 s

. e a
weil der Angr lffbpunkt‘ durch Pl nach Abb. 21. Ersatz des Krifteparallelogramms durch
rechts verschoben wird, durch P, das Kraftdreieck.

nach unten, also unter dem Einflu8

der beiden Krifte zusammen eine Bewegung nach rechts unten annehmen wird
und sicher nicht nach rechts oben, wie die Richtung 4 B angibt. Der Fehler liegt
darin, daB die grundlegende Wirkungsweise der beiden Krifte auf.den Angriffs-
punkt A nicht die gleiche ist. P, wirkt kurz gesagt zichend, P, dagegen driickend.
Man muB, wie schon beim dritten Erfahrungssatz bemerkt wurde, um zur rich-
tigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Krifte vom Punkt weggehend
{in Abb. 21 die gestrichelte Kraft (P,)] oder zum Punkt hinstrebend zeichnen.
Das geschieht bei den gegebenen Kraften in der Weise, daB eine davon in ihrer
eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem vierten Erfahrungssatz
geschehen darf.

Man kann sich von dieser Zwischeniiberlegung frei machen, wenn man die
Zusammensctzung der Krifte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei der Be-
trachtung des Parallelogramms sehen wir nimlich, daB es aus zwei Dreiecken
besteht, die beide die GréBen der Krifte enthalten. Zur Ermittlung der GroBSe
der Resultierenden geniigt also eines der beiden Dreiecke, z. B. das-in Abb. 21
schraffierte. Dies moge, losgelost von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt,
in einem besonderen Dreieck gezeichnet werden (Abb. 21b). An die Kraft P,
fiigen wir in Punkt 1 die Kraft P, mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles.
d. h. hier nach unten, an, so da8 der Endpunkt von P; mit dem Anfangspunkt P,
zusammenfillt (Zweiseit 0 1 2). Dic Resultierende ist dann gegeben durch die
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Verbindungslinie 0—2, die als SchluBlinie bezeichnet wird. Man nennt die so ent-
stehende Figur ,,das Kraftdreieck* oder einfach ,,das Krafteck“. Die Richtung
der Resultierenden verlauft vom Anfangspunkte 0 des Kraftecks nach dem End-
punkt 2; sie liegt natiirlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern mu8 durch
den Angriffspunkt 4 von P, und P, hindurchgehen (Abb. 21a).

Fiir die spiteren Ausfithrungen ist noch eine andere Aussage iiber die Rich-
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Krafteck gezeigt werden
mége. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfiigen der beiden ge-
gebenen Krifte P, und P, unter Beriicksichtigung der Richtungspfeile entstand
(Abb. 21b), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen ,,Umfahrungs-
sinn* 0, 1, 2 erhalten. Beachten wir nun die Richtung der-eingezeichneten Resul-
tanten in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so kénnen wir sagen: Die Resultie-
rende ist dem durch P, und P, festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet.
Diese Aussage ist allgemeiner als diejenige, daB die Resultierende von dem An-
fangspunkt des Kraftecks nach dem Endpunkt verlduft. Fir die spiteren Aus-
fiihrungen ist es wichtig zu beachten, dal man, wie es ja hier schon geschehen ist,
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist
also von der gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt;
es enthilt dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen
oder technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen Lo-
sungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird beliebig gewdhlt, d. h. wir
kénnen an einem ganz beliebigen Punkt 0 die erste Kraft P, antragen (Abb. 21b).
Die Resultierende ist die dem Umfahrungssinn entgegengerichtete Schlupstrecke des
Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Krafthild, eine eindeutige Resul-
tierende ergibt.

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen Vorteil, dal man
sich gar keine Gedanken dariiber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft nach
dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, wihrend dies bei
Verwendung des Krifteparallelogramms ja von Bedeutung war. Dazu hat die
Trennung der beiden Figuren den Vorzug einer besseren Ubersicht. In der tech-
nischen Figur wird man im allgemeinen nur die Richtungslinien der gegebenen
Krifte angeben, aber nicht ihre GréBen auftragen, die zahlenmédig bekannt sind.
Kratteck Die Grofien erscheinen erst im

0 Krafteck, wo die Léngen der
bekannten Krifte unter Be-
riicksichtiguny eines beliebig
gewihlten KriftemaBstabes
eingezeichnet werden; fiir das
A 7 2 technische Kraftbild haben wir

Aratrbikd

B=2000% A A=2550kg

Py = 3000 . .
2 s , ' % ‘ ‘ keinen KriftemaBstab notig.
? w2000  wiky  Beieiner bestimmten Aufgabe
f-2550%g Arditenalsted (Abb. 22) ziehen wir also, aus-

gehend vom willkiirlich ge-

Abb. 22. Das allgemeine Kraftdreieck. wihlten Punkt 0, einé Parallele

zur Wirkungslinie von P; im

technischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl eines Kriftema@stabes die ihr
zukommende GroBe (2000 kg). In dem nun erhaltenen Punkt 1 tragen wir die
Kraft P, in dem gleichen KriftemaBstab mit der GréB8e 3000 kg mit Beriicksich-
tigung ihrer Richtung an. Die Resultierende erhalten wir dann nach Gréfe und
Richtung als SchluBlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet;
fiir sie gilt der gleiche KriftemaBstab wie fir P, und P,. Fiir viele Falle wird
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es wohl nicht mehr nétig sein, die Resultierende in das technische Kraftbild
einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem die Krifte
angreifen, die GroBe und Richtung aber eindeutig durch das Krafteck fest-
gelegt ist.

6. Graphische Zusammensetzung mehrerer Krifte. Allgemeines Krafteck.
Die Zusammensetzung zweier Krifte dient als Grundlage fiir die Zusammen-
setzung mchrerer Krifte. Es seien vier Krifte an demselben Punkte in all-
gemeiner Lage gegeben (Abb. 23). Gesucht ist die Resultierende dieser Krifte.
Die Losung beruht auf der dreimaligen
Zusammensetzung zweier Krifte mit-
tels des Kraftdreiecks. Wir bilden zu-
nichst dasKraftdreieck aus den beiden
Kriften P, und P, und erhalten als
SchluBlinie des Zweiseits 012 die
Teilresultierende R,,, die wir als
Einzelkraft wieder mit P, zusammen-
setzen koépnen. Wir finden so eine Abb. 23 sraphische Zus ] i
neue Teilresultierende, die die Wir- T et fusginonsetzung - von
kung der Kraft R,, und der-Kraft P,
ersetzt; da aber R,, bereits die gleiche Wirkung wie die Krifte P, und P, hat,
stellt die neue Teilresultierende R, 5, die Resultierende der drei Krifte P, bis P,
dar; sie verliuft dem Umfahrungssinn 0, 2, 3 entgegengerichtet. Diese GréBe
R, 55 als Kraft wieder mit P, zusammengesetzt, Kraftdreieck 0 3 4, liefert die Re-
sulticrende R der vier Krifte nach GrsBe und Richtung; ihre Richtung verlduft
dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 entgegen. Betrachten wir nun die entstandene Lo-
sungsfigur, s0 schen wir, daB8 wir uns das Einzeichnen der Teilresultierenden (R, ,
und R, ,,) sparen konuen, und erhalten folgendes Ergebnis:

Um die Resultierende mehrerer Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt, die in
derselben Ebene wirken, auf zeichnerischem Wege zu erhalten, fiigt man die Krdfte
unter Beriicksichtigung ikrer Richtungspfeile in einem einheitlichen Umfahrungs-
sinn aneinander, bildet also ihr Krafteck. Die vom Anfangspunkt der ersten nach
dem Endpunkt der letzten Kraft gerichtete Strecke (Schluflinie) stellt die Resultante
der GréPe und Richtung nach dar; ihr Richtungssinn ist dem durch die gegebenen
Krifte festgelegten Umfahrungssinn .des Kraftecks entgegengesetzt, und ihre Lage
ist dadurch bestimmt, daf sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen
Krifte hindurchgeht.

[n diesem Krafteck lassen sich sehr leicht auch Teilresultierende bestimmen, so
ist z. B. die Resulticrende der Krifte P,, P, und P, als Verbindungslinie der
Punkte 1 und 4 des Kraftecks zu erhalten: R,;,. Zum Beweis denken wir uns
nur die Kidfte P,, P; und P, gegeben, ihr Krafteck ist dann zu zeichnen; es
1aBt sich an cinem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; dic SchluB-
linie ist die Strecke 1—4. Die Lage dicser Teilresultierenden ist selbstverstind-
lich, wie die aller anderen Teilresultierenden (B, ,, R,,3), gegeben durch den
gemcinsamen Angriffspunkt der Krifte im technischen Kraftbild.

Auch hier wieder braucht man in der technischen Figur nur die Wirkungs-
linien und die Richtungen zu geben, es ist also fiir das technische Bild keine
Angabe des KraftmaBstabs notwendig. Die Krifte sind zahlenmiBig angegeben
und werden nur im Krafteck maBgerecht aufgetragen. Fiir den Aufbau des
Kraftecks ist die Reihenfolge der Krifte vollig willkiirlich, es muB aber darauf
geachtet werden, daB der Umfahrungssinn der in beliebiger Reihenfolge angeord-
neten Krifte einheitlich ist, d. h. daB die Krifte unter Beriicksichtigung ihrer
Richtungspfeile aneinandergetragen werden.
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7. Gleichgewicht von Kriften der Ebene an demselben Punkt in graphischer
Behandlung. Wie schon mehrfach bemerkt, besteht bei Kriften, die um cinen
Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende verschwindet. Das
bedeutet beim graphischen Verfahren, daB im Gleichgewichtsfall im Krafteck

yh (Abb. 24) keine SchluBlinie tibrig-

bleiben darf, daf} der letzte Punkt,

der Endpunkt 4, mitdem Anfangs-

punkt 0 zusammenfallen, alse das

- o4 2 Krafteck geschlossen sein mul.

A 7 > Das Gleichgewichtskriterium

| i * “3 stellt sich also jetzt folgender-
A in Uy maBen dar:

yA - In gleicher Ebene wirkende

Abb. 24. Das geschlossene Krafteck (Gleichgewicht). Krafte mit gemeirsamem Angriffs-

punkt stehen im Gleichgewicht,

a) (analytisch): wenn fiir zwei beliebige Richtungen die Summen der Kom-
ponenten aller Krdfte verschwinden;

b) (graphisch): wenn das zugehirige Krafteck geschlossen ist.

Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wic Abb. 24 zeigt. Die
Komponenten der Krifte P; bis P, in einer beliebigen Richtung (z. B. der z-
Richtung) lassen sich durch die Projektionen der Krifte auf diese Richtung
(vgl. 8. 6) angeben, und wir schen, daf§ ihre Summe, z. B. die aller X-Kompo-
nenten, Null wird. Das gilf aber fiir jede Richtung, die Lage der Projektions-
geraden ist beliebig. Demnach erhalten wir das zunichst merkwiirdige Resultat,
daB im Gleichgewichtsfall diec Summe der Komponenten fiir jede beliebige Richtung
verschwinden muB, daff wir also duch beliebig viele Komponentenbedingungen
aufstellen konnen. Diese Gleichungen sind aber nicht alle unabhingig vonein-
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn fiir zwei Richtungen die Projektionen
aller Krifte verschwinden, dann muB das Krafteck geschlossen sein. Alle anderen
Gleichungen folgen aus diesen beiden Bedingungen.

8. Der ecinfachste Gleichgewichts- und Zerlegungsfall. Gegeben seien eine
Kraft P und zwei Richtungsgeraden g, und g,, in denen Krifte P, und P, wirken
sollen, die mit P im Gleichgewicht stehen. Zur Lésung verhilft uns der Satz, daB

das zugehorige Krafteck ge-

\g schlossen sein mufB. Das

a b
d AN Kraftook 15t sich cindeutig
4 7, #2 \ durch Ziehen von Parallelen
—— 7 % zu P bzw. zu g;, g, k(?n—
7, Ky struieren. Eine wichtige

Frage ist nun die nach dem
Vorzeichen, d. h. nach der

: 7 2
A |4
|

Gleichgewicht Zerlegun
\ ! . . eyyf Richtung der gefundenen
\\ APD: g an demseiven punkt. - Krifte. Es muB nach dem
obigen Satz das Krafteck

als ein im einheitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein.
Die gefundenen Krifte miissen demnach mit der gegebenen Kraft P zusammen
einen einheitlichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. die Richtungspfeile sind im
Umfahrungssinn einzuzeichnen (Abb. 2ba).

Nun mége die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abénderung, dafl
jetzt die gegebene Kraft P in zwei Komponenten K, und K, zerlegt werden soll,
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die in den Wirkungslinien g; und g, liegen. Die Komponenten von P suchen,
heiBt doch: dic Krifte K; und K, sind derart zu bestimmen, daB ihre Resul-
tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Losungsweg geht zunichst genau in
gleichér Art wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei der Bestimmung der Rich-
tungspfeile miissen wir aber darauf achten, daB jetzt die Richtungen der gefun-
denen Kompomenten dem Umfahrungssinn entgegengerichtet einzuzeichnen sind
(Abb. 25b). Die Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor, dal P
die Resultierende von K, und K, sein muB; bei der Konstruktion der Resultie-
renden war aber festgestellt worden, daf im Krafteck ihre Richtung dem gegebenen
Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken von K, und K, ist
als ,,Ersatz‘‘ der Kraft P anzusehen; sie ersetzen die Wirkung von P genau so, wie
die Resultierende zweier Krifte deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen :
Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Krifte dem durch die ge-
gebenen Krift. festgelegten Umfahrungssinn gleichgerichtet, bei der Zerlegungs- oder
»Ersatz'‘-Aufgabe (Ersetzen von Kriften durch eine Resultierende oder durch Kom-
ponenten) sind die gefundenen Krifte dem gegebenen Umfah- 1
rungssinn enigegengerichtet. ]
An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall |
iiberlegen, daB8 die beiden Richtungen g, und g, parallel |
lagufen (Abb. 26). P ist der GréBe, Lage und Richtung nach !
bekannt, ebenso sind die Wirkungslinien der beiden Kompo- ly’ Iy"
nenten bzw. Gleichgewichtskrifte gegeben. Wir sehen, dafl Abb. 26
uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich lift, Gleichgewicht einecr
obwohl die drei Krifte noch durch einen (unendlich fernen) Xraff mitzweiparal-
Punkt gehen ; wir bekommen keinen eindeutigen Schnittpunkt
im Krafteck. Mathematisch betrachtet, laufen parallele Geraden durch einen
Punkt, es liegt also hier der Sonderfall von Kriften durch einen Punkt vor; aber
die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte durch einen Punkt reichen weder
analytisch noch graphisch aus, die Aufgabe zu lsen ; wir miissen, wie spater gezeigt
wird, parallele Krifte behandeln wie solche, die nicht durch einen Punkt gehen.

Ubungsaufgaben.

Auf Seite 11 wurde bemerkt, daB zur eindeutigen Losung von Gleichgewichts-
aufgaben von Kréaften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte vor-
liegen miissen und daB dadurch vier verschiedene Fragestellungen méglich sind.
Es sei zuniichst auf diese
Fille aHgemein eingegangen.

1. Aufgabe. Gegeben sind
vier Kréifte nach GréBe und
Richtung und zweiWirkungs-
linien g; und g, (Abb. 27);
gesucht sind die Krifte @,
und G,,die mit den vier Krif-
ten P,--- P, im Gleichge-
wicht stehen (die Unbekann-
ten sind also jetzt @, und G,).

Abb. 27. Ubungsbeispiel.

Graphische Losung. Man bestimmt aus den vier Kriften vermittels des Kraft-
ecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den
Parallelen zu g, und g, das Kraftdreieck, hierdurch sind @, und &, bestimmt.
Man erkennt, daB die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht lediglich
das Kraftsechseck, und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt die Rich-
tung der gesuchten Krifte &, und G, an.
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Analytische Losung. Man muB den Richtungspfeil der gesuchten Krifte &,
und @, zunichst annehmen und bildet damit

S X+ Xg, + Xg, =0 wnd XV, + Yg + Y6,=0,

dabei sind X, undY,; die Komponenten der gegebenen, X¢; und Yg, die Kom-
ponenten der gesuchten Kréfte; man erhilt so zwei Gleichungen mit zwei . Un-
bekannten.

2. Aufgabe. Gegeben sind vier Kréfte P, ... I’  nach GréBe und Richtung; ge-
sucht ist nach GréB8e und Richtung eine Kraft G, die mit den vier Kriften Gleich-
gewicht bildet (die Unbekannten
sind also jetzt @ und ihre Wir-
kungslinie, d.i. Winkel & ; Abb. 28).

Graphische Losung. Man bildet
das Krafteck der vier Krifte; das
ist natiirlich offen. Die Strecke 4,0
gibt dann die gesuchte Kraft
nach GréBe und Richtung an.

Analytische Lisung. Man nimmt
die Wirkungslinie und die Rich-

tung der gesuchten Kraft G an,
Abb. 28. Ubungsbeispiel. bildet damit

X, +X,=0 und XY, 4+7Y,=0,

wobei X, =@ - cosx und Y, = & - sin . und hat so zwei Gleichungen zur Be-
rechnung von G und «. Das Vorzeichen von @ - cosa und @ - sin« gibt den
Richtungspfeil von G an.

3. Aufgabe. Gegeben sind vier Krifte durch einen Punkt nach GroBe und
Richtung, auerdem zwei KraftgroBen &, und G,; gesucht sind deren Richtungen,
so daB die sechs Krifte P, ... P,und &, &, im Gleichgewicht stehen (Abb. 29).

Graphische Losung.
Man ermittelt die Re-
sultierende aus den ge-
gebenen Kriften P;...P,
und bildet dann aus
dieser und &, und G,
das Kraftdreieck, indem
man um die Endpunkte
von (R) Kreisbégen mit
G, und @, schligt. Man
erkennt, daB die Resul-
tierende nur eine Hilfs-
linie bedeutet. Da im

3 Abb. 29. Ubungsbeispiel. allgemeinen zwei Kreisc

sich in zwei Punkten 4

und B (Abb. 29) schneiden, ist hier die Lésung zweideutig. Die méglichen Kraft-

richtungen von G, und @, sind mit den Anzeigern I und II bezeichnet. Nur in

dem Fall, daB gerade die Summe von &, und @, gleich R ist, wird die Losung
eindeutig, da sich dann die beiden Kreise auf der Linie 04 beriihren.

Analytische Lésung. Wie in Aufgabe 2, wird man die Wirkungslipien und die
Richtungspfeile der Krifte willkiirlich annehmen und die beiden Gleichgewichts-
bedingungen aufstellen. Aus den beiden Gleichungen sind die Winkel «; und «,,
fiir die dann ebenso zweideutige Losungen zu erwarten sind, zu berechnen.

\>\€,"
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4. Aufgabe. Gegeben sind vier Krifte P, ... P, nach GréBe und Richtung
ferner eine Wirkungslinie g, und die Gr68e einer Kraft @,. Gesucht ist die in ¢,
wirkende Kraft G, und die Lage der Wirkungslinie von @,, damit Gleichgewicht
herrscht (alsounbekannt
sind jetzt @, und. g,;
Abb. 30).

Graphische Lésung.
Uber der Strecke 04 im
Krafteck wird ein Drei-
eck konstruiert durch
eine Parallele zu g, und
cinen Kreisbogen, der
mit &, um den anderen
Endpunkt 0 beschrieben
wird. Auch hier erkennt
man, daB der um den
Punkt 0 mit der GroBe @,
geschlagene Kreisbogen
die durch 4 gelegte Par- \g Abb. 30. Ubungsbeispiel.
allele zu @, in zwei Punk- \
ten schneidet; die Losung ist also zweideutig. Nur wenn G, gerade gleich dem
Abstand des Punktes 0 von @, ist, ergibt sich eine eindeutige Lésung.

Zur weiteren Klarstellung mége die Auf-
gabe analytisch behandelt werden aber in
ctwas einfacherer Form, daB anstatt der
vier Krifte P, bis P, nur eine Kraft P ge-
geben ist, wihrend G, nach Grée und G,
nach Richtung unbekannt ist.

5. Aufgabe. Es ist gegeben: die Kraft
P = 5 kg, die mit der x-Achse einen Win-
kel von & = 3b° einschlieBt, die Kraft
@, = 6kg und der Winkel der Wirkungs-
linie der Kraft @, mit «; = 160° (Abb. 31). Abb. 31. Ubungsbeispiel.
Gesucht sind fiir den Gleichgewichtsfall die
GroBe der Kraft G, und der Winkel a,, den die Kraft &, mit der 2-Achse bildet.

Lésung. Es lassen sich folgende zwei Gleichungen aufstellen, aus denen a,
und «, zu berechnen sind.

X, =0: P-cosx + G - cosx; -+ Gy - cosay =0,
XY, =0: P-sina + G -sing; + Gy - sinaxy = 0.

Fithren wir die gegebenen GroBen ein, dann lauten unsere Gleichungen:
5-cos35° + @, - cos160° +- 6 - cosaxy = 0,
- sin 35° + @, - 8in 160° + 6 - sinaxy = 0;
da cos 160° = —cos 20° und sin 160° = sin 20°, ergeben sich diese Gleichungen zu:
5-c0s36° — @, - c0820° + 6 - cosaxy =0,
5 - 8in 35° + G, - sin 20° + 6 - sinay = 0.
Eliminieren wir.@,, so erhalten wir, indem cos a, durch }'1 — sin® &, ersetzt
wird, fir «, die Gleichung:
sin? &, + 1,2829 - sin &, + 0,3490 = 0

2 Schlink Statik. 4. u. 5. Aufl.
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und durch Lésen dieser quadratischen Gleichung fiir sin &, die Wurzeln:

sinoa = —0,8914 und damit of = 296° b7,

sinaf = —0,3916  und damit  &lf = 203°9".

DaBafim vierten und o7 im dritten Quadrant liegen muB, 148t sich leicht einschen,
wenn wir cos «, bilden; es ist nimlich cos af positiv und cos ! negativ. Ist aber
sin al negativ und cos of positiv, dann liegt of im vierten Quadranten; ist sin a7
negativ und cos «l? negativ, so licgt ol im dritten Quadranten.

Die zugehgrigen Lésungen fiir @, sind ¢ = 4- 7,25 kg und G/ = —1,52 kg.

Wie aus der Losung dieser Aufgabe zu sehen ist, ist auf die richtige Ausdeu-
tung der Vorzeichen der Wurzeln besonders acht zu geben. Es wird daher zur
Kontrolle der Lésung stets empfohlen, eine Skizze anzufertigen, aus der die
Richtungen der Krifte zu ersehen sind.

6. Aufgabe. An einem Halteseil ist eine Rolle befestigt, iiber die ein Seil
gelegt ist, das auf der cinen Seite die Last @ trigt und auf der andercn Seite
mit der Kraft P so gezogen wird, dai @ in
Ruhe bleibt Abb. 32). Wie stellt sich das
Halteseil ein und wie gro8 ist die Seilkraft S,
wenn die Richtung von P unverdndert blcibt 2
(Die Aufgabe entspricht dem oben behan-
delten Fall 2.)

Losung An der Rolle, die durch das Halte-
seil von oben festgehalten ist, greifen die Last
@ = 500 kg und die Zugkraft P an, die die
Abwirts- und Aufwirtsbewegung von @ ver-
hiiten soll; bei Vernachldssigung der Reibung
an der Rolle mu8 P = @ sein AuBerdem
wirkt auf die Rolle nur noch die in dem
Halteseil entstehende Kraft S, so dal an ihr
drei Krifte @, P und 8 angreifen. Der Korper,
an dem der Ausgleich der Krifte eintritt, ist
die Rolle. Die Resultante R aus P und @, die beide glcich groB sind, fillt in
die Winkelhalbierende von P und @, liuft also durch den Mittelpunkt der Rolle.
Durch diescn Punkt geht auch die Haltekraft . Dic Resulticrende von P und @
ersetzt die Wirkung diescr beiden Krifte, also muB sie mit S im Gleichgewicht
stehen. Zwei Krafte konnen aber nur Gleichgewicht haltcn, wenn sie in dieselbe
Linie fallen, demgemaB muf sich das Seil in die Richtung dicser Resultierenden R
einstellen und die Seilkraft gleich dieser Resulticrenden scin. Die Losung fiihrt
man am besten so durch, da man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieck
bzw. dem Parallelogramm P, @, R zeichnet und dieses ins Analytische iibertrigt.

¥ =@ cos 30° = 500 - o0 30° — 433 ke,
Es ist R =8 = 866 kg.

Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30°, also stellt sich das
Halteseil unter 30° ein.

7. Aufgabe. An den Enden eines Seiles, das iiber zwei Rollen gefiihrt ist,
hingen zwei Gewichte Py und P,, auBerdem zwischen den Befestigungspunkten
eine weitere Last @ (Abb. 33). Wie stellt sich das Secil ¢in? (Die Aufgabe ent-
spricht dem oben erwihuten Fall 3.)

Losung. An dem Punkte M wirken @ und die beiden Seilkrifte, die bei Ver-
nachlissigung von Reibung gleich P, bzw. P, sind. Man konstruicrt (Abb. 33b)
das Kraftdreieck aus der Last @, dic nach GroBle und Richtung bekannt ist,

Abb. 32. Ubungsbeigpiel.
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und P,, P,, die ihrer GroBe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen
Richtungen von P; und P, an die Rollen gezogenen Geraden (Abb. 33¢)
schneiden sich im gesuchten Punkte M.

¢
2
Einstellung bei Gleichgewicht

Abb. 33. Ubungsbeispiel.

II. Anwendung auf einfache Stabsysteme.

9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druck. Wir haben seither im
wesentlichen nur Krifte unabhingig von einer Konstruktion betrachtet; solche
Krifte sind z. B. Windkraft, Schwerkraft u. a. Meistens ist aber das Auftreten
von Kriften an eine Konstruktion gebunden, auch Windkrifte und Schwerkraft
werden vielfach durch Konstruktionen aufgenommen und weitergeleitet. Wir be.-
handeln jetzt Krifte, die an eine Konstruk- )
tion gekniipft sind. Beakti 4 £

Der einfachste Fall einer Kraftleitung S
ist der Stab, durch den eine Kraft weiter- Abb-3¢. Be““i‘l‘;}"gh‘mg eines Stabes
gefiihrt wird. Der Stab ist also Krafttriger. i

Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziche (Abb. 31), dann muB an der
Haltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, die genau so
groB wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe.bleibt. Diese

- »Gegenkraft® ‘oder ,,Reaktion* ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet.
Denken wir nun uns selbst an Stclle des Stabes mit beiden Armen als Kraftleiter
zwischen 4 und B eingeschaltet, und
an dem einen Ende, alsp einer Hand (4), *
gezogen, dann empfinden wir diess
Zugkraft im Kérper und setzen diesem
Ziehen eine Gegenkraft nach innen ent-
gegen, und zwar ziehen wir sowohl an 4
nach innen, d. h. nach der Kérper-
mitte als auch an B, wo wir uns ge- Abb. 35. Beanspruchung
radezu abzuziehen suchén von der ]%e- & eines Stabes aut Druck.
festigungsstelle. Wir iiben also mit 7 %
unserem Korper sowohl auf den Kraft- .
angriffspunkt 4 wie auch auf den Haltepunkt B eine Zugwirkung aus. Es sind
Gegenwirkungen, die unser Kérper gegen dic duBicre Einwirkung leistet, und
dadurch wird das Gleichgewicht gesichert. Dasselbe muf nun der Stab auch
tun: er zieht mit der ihm innewohnenden Festigkdit an beiden Enden (4 und B)
nach innen, also vom Endpunkt fort, so daB das in Abb. 34 eingezeichnete
Bild der Stabkraft entsteht. Aus der Tatsache, daB die Ose B in Ruhe bleibt,
folgt ohne weiteres, daB Gleichgewicht besteht, daBl also der Stab mit einer ent-
gegengesetzt gerichteten gleich groBen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht

PAd

RektnJ8 AP
PY b




20 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

halten muB, es ist dieses die innere Stabkraft an B. Am Punkte 4 wirkt die
@upere Zugkraft P, mit ihr steht ebenfalls die Gegenkraft des Stabes, die innere
Kraft P im Gleichgewicht.

Die gleichen Uberlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchten
Stab anstellen (Abb. 35). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen
nach auBen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendriickung,
d. h. gegen die Storung des Gleichgewichts. Diese
Gegenwirkung des Stabes muB sowohl gegen B als
auch gegen A auftreten.

o oOruekSSS " Diese Krifte des Stabes (innere Krafte, Reak-
Abb. 36. Darstellung derinnered  tionen des Stabes) zeichnen wir bei den Aufgaben
der Statik ein; also nicht die Krifte, die auf den
Stab wirken, sondern die Gegenkrifte, die der Stab auf seine beiden Endpunkte
ausiibt, werden eingetragen. Der Zug- und Druckstab in der in Abb. 86 ge-
zeichneten Form ist dann die grund-
Lo L i"”}””"f 90" legende statische Figur der tech-

gstates nischen Stabkonstruktion.
e £ ___ Belastungstigur Es sei an dieser Stelle ausdriick-
des Drucksbes  Jich auf folgendes hingewiesen. Ein
Abb. 37. Die ammgrﬁizvgmgen eines Zug- und gezogener oder gedriickter Stab Wirc!
von auBen her stets durch zwei
Krifte P beeinfluBt (Abb. 37), die sich gegeneinander aufheben miissen, denn
sonst besteht kein Gleichgewicht. (In Abb. 34 und 35 war die zweite Kraft P die
Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa
/’f durch die Kraft 2 P, sondern nur durch P, die durch

. ihn weitergeleitet wird, beansprucht.

O—o- o Zygstab

Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs-
linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfillt, z. B.

T die in Abb. 38 gestrichelt eingezeichnete Kraft K, dann

kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der

Stab bleibt nicht in Ruhe; er wiirde um den AnschluB-

Abb. 38 Tie Wirkungen  golenkpunkt gedreht werden, sobald die aufgegebene

°“'°§eﬂcmeee'£’ﬁ?rlc’7° hee %(raft guch mgxr um einen kleinen Winkel abvgvegshend
von der Stabachse angreift.

Zum Unterschied von anderen, spiter weiter erklarten Kriften, die in stab-
artigen Gebilden auftreten konnen, nennt man die in der Stabachse weiter-
geleitete Kraft auch die ,,Lingskraft‘ (Achsialkraft) im Stab.

10. Das zweibeinige Boekgeriist. Graphisehes Verfahren. Es seien nun zwei
am Boden drehbar angeschlossene Stibe so aneinandergefiigt, daB sie in ihrem
Treffpunkt 0 eine Last P tragen kénnen (Abb. 39). Ein solches System von

Stiben nennt man Bockgeriist, und da es sich hier um die

Verbindung zweier Stibe handelt, heiBt das Gebilde zwei-

beiniges Bockgeriist. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem

% am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar das Be-
streben, den Punkt 0 (Befestigungsése) nach unten zu ver-

schieben. Die beiden Stiabe zwingen aber, vorausgesetzt, daB

> sie geniigend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben.

Abb. 39. Zweibeiniges Wie ist das nun statisch zu erklaren ? Die beiden Stibe 1)

D und @ wehren sich gegen die Verschiebung mit Kriften, die
sie auf den Punkt 0 ausiiben. Es wirken also auf diesen Punkt, den man Knoten-
punkt oder Knoten nennt, auBer der duBeren Kraft P noch zwei Krifte, die von
den Staben herriihren, also ,,Stabkrifte‘ oder ,,innere Krifte‘ sind. Wir konnen
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jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden Stabkrifte miissen im
Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben soll. Die Kraft P ist nach
GréBe und Richtung gegeben; die beiden Stabkrifte, die wir mit S; und S, be-
zeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach bekannt, da bei gelenkigem An-
schluB der Stibe die Kraft der Stabmittellinie entlang geht. Es liegen also
beim zweibeinigen Bockgeriist zwei Unbekannte vor, namlich die zwei Stab-
krifte (Langskrifte) S; und S, einschlieBlich ihres Vorzeichens (Zug oder Druck).
Sie sind nach fritheren Ausfiithrungen eindeutig zu losen, da es sich um Krifte
an dem gleichen Punkt handelt, wofiir zwei Gleich-
gewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Die
Losung kann natiirlich analytisch und graphisch er-
folgen; wir betrachten zunichst das graphische
Verfahren.

Es mufB das zu den drei Kriften, der bekannten
Kraft Pund den unbekannten Stabkriften S; und S,,
gehorige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist ranhi ; Bongndl
durch P und die Parallelen zu den Stiben eindeutig APb.40. Graphische Lung
bestimmbar (Abb. 40). Der durch P festgelegte Umg- elines sweibelnigen Bockgertstes.
fahrungssinn gibt unmittelbar die Richtung von 8, und S, an, d.h. sie stimmen
mit dem Umfahrungssinn iiberein. Was bedeutet der gewonnene Richtungspfeil
fir unsere Stibe? Wir bedenken, daB wir am Punkt 0 Gleichgewicht her-
gestellt haben, daB wir als Ergebnis also Krifte erhalten, die, auf den Punkt 0
wirkend, diesen in Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Krifte mit ihren
Richtungen an dem Knotenpunkt 0 ein, so gibt das die Wirkung der Stabkraft
auf den Knotenpunkt an, d. h. die Gegenkraft des Stabes gegen die duBlere Ein-
wirkung (also die friiher festgelegte Darstellung der Stabkraft). Da in beiden
Stiben der Richtungspfeil nach dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck
vor. Ebenso wie der Stab auf den Knotenpunkt 0 wirkt, wirkt er auch auf seine
Unterlage, er stiitzt sich ab. Tragen wir diese Wirkung an den Bodenanschliissen
ein, so erhalten wir das frithere Bild von Druckstiben. Es ist darauf zu achten,
daB stets die gefundenen Pfeile an dem Endpunkt eingetragen werden, an
dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde, also hier an dem
Punkt 0. Das Krafteck liefert dann die GréBe der Stabkrifte, wihrend der
Charakter des Stabes (ob Zug- oder Druckstab) nach Einfilhrung der Rich-
tungspfeile an dem betreffenden Kno-
tenpunkt aus dem technischen Kraft-
bild bzw. der Konstruktionsskizze zu er-
sehen ist.

Betrachten wir als weiteres Beispiel
das in Abb. 41 dargestellte Stabsystem,
auf das wieder eine gegebene Kraft P ' .
wirkt. Zu ermitteln sind abermals die  spp. 11. Graphische Bebandung eines zwei-
beiden Stabkrifte S; und S,. Durch P beinigen Bockgeriistes.
und die Parallelen zu den beiden Stiben
ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be-
stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt 0 in den ent-
sprechenden Stiben einzutragen. Im Stabe @ geht der Pfeil vom Knoten-
punkt weg, also tritt Zug auf, im Stabe @ ist der Pfeil nach dem Endpunkt 0
hingerichtet, demgeméf8 Druck. Zur Vervollstindigung des Bildes tragen wir
die umgekehrten Pfeile am anderen Ende der Stibe ein. Die GroBe der Stab-
kraft geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzeichnung ein KréiftemaB-
stab gewahit werden muBte.

P2
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Wir bekommen durch diese Gleichgewichtslésung also immer die Krifte, die
der Stab auf die Knotenpunkte bzw: die AnschluBpunkte ausiibt. Fragen wir
nun nach den Kriften, die auf die einzelnen Stibe wirken, dann miissen wir P
zerlegen in die Komponenten K, und K,, deren Richtungen durch die beiden
Stabachsen gegeben sind (Abb. 42). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch

p— gleich dem Gleichgewichtskrafteck,

7 . .

~ nur miissen wir beachten, dafl ent-

sprechend der Zerlegung die Rich-

tungen der Teilkrifte dem Um-

fahrungssinn entgegengerichtet sind.

Wir ersetzen also die Wirkung von

P durch die Wirkung der beiden

Krifte K; und K,. K, wirkt auf

Abb. 42. Die uBeron Einflisse auf ein Bockgerust. den Stab D und weckt in diesem

die Stabkraft S,, die ihrerseits die

AnschluBreaktion am anderen Ende zur Folge hat. Entsprechend erfihrt die

zweite Komponente K, in ihrer Wirkung auf den Stab @ eine Gegenkraft

von seiten des Stabes. Es ist wichtig, hier ganz scharf zu unterscheiden zwischen

den Kriften, die auf die Konstruktion wirken (duBere Krifte), und solchen, mit

denen sich die Ronstruktion gegen den &uBeren EinfluB, eine beabsichtigte Ver-
schiebung, wehrt (innere Krifte).

11. Zweibeiniges Bockgeriist; analytisches Verfahren. Auf das zweibeinige
Bockgeriist sollen beliebige Krifte wirken, die sich zu der Kraft P zusammen-
fassen lassen (Abb. 43). Gesucht sind wieder die Stabkrafte S, und S,. Zur analy-

tischen Behandlung stehen uns zwei Gleichungen
— %% gzur Verfiigung:

2X;=0 und ZY‘_:O.

P 1aBt sich zerlegen in die beiden Komponenten X
und Y; es ist

*X=P-cosx und Y = P-sin«x.
Abb. 43. Analytische Betrach-

ting oines Bockgoristes, Die beiden Stabkrifte miissen wir nun ebenfalls in
ihre X- und Y-Komponenten zetlegen. Da wir die
Richtungen der Krifte nicht kennen, nchmen wir zunéchst wieder eine Richtung
fiir jede Stabkraft an, d. h. wir wihlen gunachst ganz willkiirlich eine Zugkraft
oder Druckkraft. Im allgemeinen fithrt man als vorldufige Annahme ein, daB alle
Stabe Zugstibe seien. Mit diesen gewdhlten Richtungen wird dann gerechnet.
Nach dieser Annahme fiir die Richtung der Stabkrifte sind alle Krifte mit
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von S, und S,
bilden. Mit p, und y, als Winkel im ersten Quadranten treten unter der Annahme
von Zugstaben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet!) als Komponenten der Stab-
krafte auf:

fir 8;: X, =-—8,-cosy, und Y, =45 siny,,
fir Sy: X, = +8;:cosy, und Y, =+8,; siny,.

Dabei ist die 2-Richtung nach rechts positiv und die y-Richtung nach unten
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten mu8 von vornhercin
nach Annakme der Zugwirkung in den Stiben klargestellt werden, erst dann
lassen sich die Gleichungen anschreiben.

X, =0: X—8 -cosy, +8,-cosy, =0,
Y, =0: Y48  siny; +8,-siny,=0.
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Wir haben beim Ansetzen dieser Gleichungen vorausgesetzt, daB beide Stiibe
Zugstibe sind. Wird nun das Ergebnis firr 8; bzw. S, positiv, dann war die
eingefithrte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Eigebnis her-
aus, so war die Annahme falsch; wir miissen dann den umgekehrten Richtungs-
pfeil annehmen, d. h. der Stab wird gedriickt. Solange in unserem Beispiel
o <<y, wird §; positiv, also’ist der Stab @ ein Zugstab, S, wird negativ, d. h. S,
ist eine Druckkraft.

Natiirlich kann man auch allgemein von den Winkeln ausgehen, die die ein-
zelnen Stibe mit der positiven z-Achse einschlieBen und hat dann nach der Fest-
legung von Seite 2 (Abb. 44):

X + 8, cosp; +'8, - cosf, =0,
Y+ 8, sinf, +8,-sinf, =0,
wobei aber je nach dem Quadranten die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen verschieden sind.

Dieses Losungsverfahren 148t sich in ein-
fachster Weise anders gestalten. Wir wollen die
Funktionen der Winkel, die die Stibe mit der
z-Achse einschlieBen, durch Strecken aus- .
driicken ; die in Abb. 44 eingezeichneten Winkel Abb}#{ I{Si‘lztter?g ‘1‘?&3&&%&2’_”“"“
sollen in ihren Beziehungen dargestellt werden
durch die Koordinaten der AnschluBpunkte der Stibe am Boden, bzw. durch
die Langen der Stibe. Der Koordinatenanfang fillt mit dem Punkt 0 zusammen.
Es wird:

cos i, = -;3-, sinf, = &
1

und entsprechend :

cosfl, = {f; sin B, = Tt

!, und I, sind die Stablingen. Die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen
sind in den neuen Ausdriicken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen
versehen sind. So ist z. B. cos f, negativ, weil der Winkel f, im dritten Qua-
dranten liegt, entsprechend hat x,/l, ein negatives Vorzeichen, da x, nach links
negativ ist. Wir schen daraus, daB die Vorzeichenfrage keine Schwicrigkeiten
bietet, da bei einem Stabsystem die Stibe und damit awch die Koordinaten der
Stabe einschlieBlich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei einem vorliegenden
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgeriistes und dic Belastung
gegeben, dann lassen sich die Stabkrifte errechnen aus den Gleichgewichts-
bedingungen:

X8+ 8 =0, o
Y+Sl~§’1‘—+sg-l”72=o.

Die Koordinaten sind hierbei gegeben durch die Projektionen der Stablingen
auf die z- bzw. y-Achse. Fillt diese Projektion auf den positiven Teil eincr Achse,
so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fallt die Projcktion
auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in Frage. Wir
konnen also ganz schematisch die Projektionen der Stablingen in dicse beiden
Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten §; und S, berechnen. Wenn
sich fiir die Stabkraft S; oder S, ein positiver Wert ergibt, so bedeutet das einen
Zugstab, ein negativer Wert stellt einen Druckstab dar. Dic Werte [, und I,



24 Krafte an dem gleichen Punkt angreifend.

konnen aus einer maBstablichen Konstruktionszeichnung entnommen (abgemes-
sen) oder errechnet werden mit den Formeln
l1=l/xf+yf: l2=Vx§+:'/§,

Zahlenbeispiel. Gegeben: die Kraft P = 1000 kg, diec mit der z-Achse den
angegebenen Winkel &« = 30° einschlieBt, und die geometrischen Dimensionen
des Bockgeriistes (konstruktiven MafBe) (Abb. 45). Das rechtwinklige Koordi-
natensystem konnen wir durch den Punkt 0 beliebig legen; wir werden uns
natiirlich zweckméaBig an die technischen MaBangaben halten, so daB das

Koordinatensystem praktisch wohl immer mit einer

g Achse horizontal zu liegen kommt. Die Koordinaten

der FuBpunkte schreiben wir in einer Tabelle zusammen.

Die Projektion der Stablange I, auf die z-Achse fallt

T T 7773z auf deren negativen Teil, es ist also z, negativ; ebenso
P00y ys. Die Stablingen ergeben sich zu

{
|
| L =V1,00 4 4,0 = 4,123 m,
! I, = J/3,0% + 2,02 = 3,606 m.
: Abb.45.Zahlen- Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in den
g0l "";;gg;};g:gsgas letzten Ausdriicken keine Bedeutung, da die Zahlen im
+yt Quadrat vorkommen. Wir erhalten fiir die Stablingen
also immer positive Werte. Unsere Gleichungen lauten
jetzt:
1 2 (=1 (+3) . °o_
Sl :171?3 +Sz 3,60—6 + 1000 - cos 30° = 0,
A i (+9) (—2) :
Yy +4 --2 Sl. 4_19’3 +Sz'm + 1000'Sln 300 = 0.

Die beiden Unbekannten §; und S, lassen sich aus den zwei Gleichungen be-
stimmen. ZweckmaBig fiihrt man statt der Unbekannten S; die GroBe S;/I; als
Unbekannte ein und 16st die Gleichungen auf:

T (1) + 5% (28) + 1000 - cos 30° = 0,

1 2

8,

A
Auf diese Weise ‘st die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am Schlu8 nur
einmal mit I, und einmal mit /, zu, multiplizieren haben. Man findet:

“(+4) + 2 - (-2) + 1000 - sin 30° = 0.

S~ _3932kg/m, 4 = —396,4 ke/m
und daraus: ' *
§; = —4,123 - 323,2 = —1332,6 kg
und 8, = —3,606 - 396,4 = —1429,4 kg .

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert fiir beide Stibe, d. h. 1) und @ sind
Druckstibe, da wir von vornherein Zugstdabe eingefiihrt hatten.

12. Verbindung von graphischem und analytischem Lésungsgang. (Grapho-
analytisches Lsungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung der
beiden Rechenverfahren anzuwenden. Das Wesen dieses Losungsganges beruht
darauf, daB man die geometrische Losungsfigur benutzt, um mathematische
Ausdriicke daraus abzuleiten. Eine maBstabliche Zeichnung ist dabei nicht er-
forderlich, es geniigt eine ungefihre Skizze (Handskizze) des Kraftecks.
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Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel p, und y,, Kraft P nach
GroBe und Richtung (Winkel &) (Abb. 46). Die Stablingen brauchen nicht
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stab-
krifte.

Wir skizzieren uns das Krafteck auf,
ohne Wert auf den MaBstab zu legen,
und finden aus dem Umfahrungssinn:

8, = Zugkraft; 8, = Druckkraft.

Die GroBe der Krifte wird aus trigono-
metrischen Beziehungen des Kraftecks

Abb. 46. Zur grapho-analytischen Behandlung

errechnet. Nach dem Sinussagzergibtsich : eines Bockgeriistes.
—p.__finp—o) _ p sin(p—o) —p.Sinh o)
Sl sin (180 — (; + y4)) sin(y; + ) Sy sin (y; + ;)

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natiirlich die Dreieckswinkel auf
Grund der angegebenen Winkelgro8en unmittelbar feststellen und nicht von all-
gemeinen Formeln ausgehen. Mit den fiir «, y; und y, angegebenen WinkelgroBen
hat man die im Kraftdreieck (Abb. 46) eingetragenen Winkel, und es ergibt sich
damit: . o . o
sin 40°  sin 65°
sin 76°’ sin 76°°
Wir haben hier den Vorteil, daB wir jede Unbekannte unabhingig von der anderen
berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je einer Unbekannten lésen konnen.
Als weiteres Beispiel zu diesem Verfahren sei ein anderes Zweibockgeriist mit
seinen geometrischen MaBen gegeben (Abb. 47). Wir skizzieren wieder das Kraft-
eck auf und suchen aus der Figur analytische Bezichungen zur Berechnung der
StabkrifteS; und S,. Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus der Ahnlichkeits-
betrachtung der geometrischen Figuren
der Kongtruktion und des Kraftecks.

8, =P 8, =P

P:8,=A4AB:4C=1:2, > VP
§;=2P Jl @ c -
und z;o—q ! L/
P:8,=1:)5, P

S, = 2,236 P. A AT e Bockgortates. . ndIung

Das Verfahren ist also tatsichlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet
wird. Es gehort bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils
die einfachste Rechnungsdurchfiilhrung zi1 erkennen.

An Hand der Abb. 47 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere
Bedeutung fiir Krifte im Rawme hat. Die Projektion der Stablinge @ im tech-
nischen Bild auf die lotrechte Richtung ist durch die Linge 4 B gegeben, die
Projektion der Stabkraft S, im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 0 1;
die Ahnlichkeit der Dreiecke ergibt, daB sich die Stablinge zu ihrer Projektion
verhdlt wie die Stabkraft zu threr Projektion auf die gleiche Richtung (Komponente).
Dieser Satz gilt allgemein, wie sich aus der Betrachtung des technischen Bildes

und des Kraftecks erkennen lait. Der friilher gewonnene Ausdruck X; = 8, - %
ist in dieser Aussage enthalten. :

13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen
Verfahren hatten wir als Losungsweg zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
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gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit
je einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein-
fiilhrung zweckmiBig gewihlter Richtungen fiir die Komponenten statt der seit-
her verwandten z- und y-Richtung. Wollen wir z. B.
. (Abb. 48) nur S, berechnen, so miissen wir eine Glei-
S chung aufstellen, in der S, verschwindet. Das gelingt
j uns, wenn wir eine Richtung wihlen, in der S, keine
Komponente aufweist, das ist die Richtung I—I
senkrecht zu S,; wir haben dann die Projektionen aller
Krifte, die im Gleichgewicht stehen sollen, fiir diese
Achse zu bilden und die Summe aller dieser Kom-
77 ponenten in Richtung der Achse I—I gleich null zu
Abb. 48. Das Projektionsver-  getzon. Die Gleichung wird wie frither angesetzt, in-
fahren beim Zweibock. dem wir cinerseits fir die Stabkraft S; zunichst die
Richtung als Zugstab einfiihren, andererseits nach einer Seite der Achse das
positive Vorgzeichen festlegen (hier nach rechts oben).

P - cos50°— 8, - cos15° + S, - 0 = 0.

Wir erhaltert also eine Gleichung mit einer Unbekannten.

Wollen wir S, berechnen, dann werden wir S; aus der Gleichung heraus-
bringen, indem wir dic Komponenten fiir cine Achse senkrecht zu S; ansetzen,
d.i. Achse II—II. Die Gleichung lautct, wenn man zunéchst auch hier einen Zug-
pfeil fiir S, einfithrt und die positive Richtung von IT nach rechts unten wahlt:

P-cos25° 4+ 8,0+ 8, cos15° = 0.

Was wir nun hingeschrieben haben, ist lediglich eine Darstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen : die Summen der Komponenten aller Krifte fiir zwei be-
liebige Achsen miissen verschwinden. Es ist natiirlich nicht die einzelne Kraft
zerlegt in die Richtungen I—I und.I1—II, sondern erst wurde jede Kraft zcrlegt
gedacht in Richtung I—I und senkrecht dazu, aber nur die erste Komponente
benutzt; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung II—II und senkrecht
dazu und wiederum nur die crste Komponente verwandt. Die Gleichungen sind
nun so aufgebaut, daB in jeder nur.cine Unbekannte vorkommt. Wir erhalten:

cos H0°

8, =P — % (Zugkraft),
ccs 25°
Sy=—P- T (Druckkraft).

Wir sparen also bei diesem vierten Verfahren gegeniiber dem zweiten Pechenarbeit,
miissen aber bei Aufstellung der Gleichungen mebr Denkarbeit leisten. Das
zweite Verfahren andererseits ist schematischer in der Anwendung, erfordert aber
dafiir mehr Rechenarbeit.

Das nach dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis fiir die Stabkrifte S,
und S, muB natiirlich mit demjenigen des dritten Verfahrens iibereinstimmen,
da es sich in beiden Fillen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch der
Fall, denn es ist cos 50° = sin 40° usw.

Es 1aBt sich noch ein fiinftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkrifte im
zweibeinigen Bockgeriist aufstellen, das wir aber noch zuriickstellerr miissen fiir
ein spiteres Kapitel; es sei als Momentenverfahren bezeichnet.

14. Sonderfiille bei Kriiften der Ebene an dem gleichen Punkt. Da Sonderfille
von groBer Bedeutung sind, mége im folgenden auf solche eingegangen werden.

Wenn eine auf ein zweibeiniges Bockgeriist wirkende Kraft P in die Richtung
eines Stabes fillt (Abb. 49), wird sie.von diesem Stab ganz aufgenommen und
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der andere Stab erhilt die Stabkraft Null. Der Beweis ergibt sich sofort, wenn
man die Summe aller Kraftkomponenten in Richtung senkrecht zum Stab @
aufstellt :

8y-cosx = 0.
Da aber cos & nicht gleich Null ist, muB S, gleich Null sein. Nachdem dies fest-
stehit, liefert die Komponentenbedingung fiir die Richtung des Stabes (1) un-
mittelbar S; = P, wobei S, bei der hier

wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche £

Ergebnis findet man, wenn man fir \ Vs g
den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet: 3 \ ) "/E*’
man hat (Abb. 49b) durch den einen a g b

Endpunkt von P die Parallele zu @ ?

zu ziehen, durch den anderen die Par- Abb. 49. Die Last fillt in Richtung eines Stabes.
allele zu @; man erkennt, dal das Dreieck auf ein Zweiseit (Gerade) zusammcn-
schrumpft mit dem Ergebnis S; = P und S, = 0. Ein derartiger Belastungs-
fall, daB an einem Knotenpunkt mit zwei Stiben die &uBere Kraft in die Rich-
tung des einen Stabes fillt, kommt bei Stabsystemen vielfach vor.

Wirkt auf das Bockgeriist iiberhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null,
dann entsteht in den beiden Stiben keine Spannung oder, anders ausgedriickt,
in den Stiben tritt eindeutig die innere Kraft Null auf. Da P gleich Null, schrumpft
namlich das zugehérige Krafteck in einen Punkt zusammen, also haben die
Parallelen zu den Stiben @ und @ die GroBe Null. Man findet natiirlich dieses
Ergebnis auch sofort aus den Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall
von dem der Abb. 49 vorliegt.

Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems ist die, daBl die beiden Stabe in
die gleiche Gerade fallen. Falls nun eine Kraft P in der Linie der Stiabe wirkt
(Abb. 50), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, P

wenn zundchst Zugpfeile am Punkt 0 eingetragen N %) o %) ~
werden: Abb. 50. Sonderfall eines zwei-
Sl + P = Sz oder Sz —_ Sl = P. beinigen Bockgeriistes.

Eine weitere Aussage kann man iiber die GréBen 8, und S, nicht machen, d. h.
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil alle
Krifte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen zur Verfiigung stehen,
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht

! ”
a \p— @ 2 A \® % \ €
e 3
Sy=oo R g
b A ol 7 d
Sp=cc N R e

Abb. 51. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgeriistes.

geldst werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, ist also P = 0, so
ergibt sich lediglich S, = S,, aber keine Aussage dariiber, wie gro die einzelnen
Krifte sind. Sie brauchen nicht gleich Null zu sein.

Wenn auf dieses Stabsystem cine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 51a), ergeben
sich ganz andere Verhiltnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung fiir
die waagerechte Richtung liefert S; = S,, aber in lotrechter Richtung kann die
Summe der Komponenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein in
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dieser Richtung. Da aber im Gleichgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo-
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muB, so kann eben hier kein
Gleichgewicht herrschen, solange die Stibe in die gleiche Richtung fallen. In
Wirklichkeit sind allerdings die Stabe mehr oder weniger elastisch, unter dem
Einflu von P wird der Punkt O bei der Nachgiebigkeit der Stibe etwas ver-
schoben und die Stabe # und @ laufen nicht mehr parallel (Abb. blc). Sie
schlieBen aber einen sehr groBen-Winkel ein und so entstehen sehr groBe Stab-
krifte ; man hat die Komponentenbedingung:
8, siny + 8, siny =P,

also L

81+ 8, = siny”
da y ein sehr kleiner Winkel ist, werden die Stabkrifte sehr gro8. Das erkennt
man auch sofort aus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y =: 0, so entsteht

S; + 8, =00,
und da andererseits beide Krifte gleich gro8 sein sollen, wird jede dieser Stab-

krafte unendlich groB. Das zeigt auch das Kraftdreieck: da die Parallelen zu
den Stabkriften ) und @ sich erst im Unend-

A lichen schneiden (Abb. 51b), werden sie beide
%% 7 ?,: @ entweder 4 co oder beide — co. Das wiirde be-
< ' sagen: Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn

5 die Stabkrifte selbst unendlich gro8 werden oder,
anders ausgedriickt, wenn die Stibe unendlich
groBe Krifte iibertragen konnten. Das ist aber
praktisch nicht méglich, infolgedessen ist kein
—p Gleichgewichtszustand vorbanden. Immer dann,
Abb. 52 c;:;nderfall cines gwei.  Wenn unendlich groBe innere Krifte auftreten, liegt
"beinigen Bockgeriistes. der Fall einer (mindestens unendlich kleinen) Be-
weglichkeit vor.
Wirkt auf zwei Stibe in derselben Geraden am Knotenpunkt eine schrig-
gerichtete Kraft (Abb. 52), so ergibt sich wieder fiir die inneren Krifte S, und S,
ein unendlich groBer Wert, aber jetzt ist S; nicht mehr gleich 8,, sondern es ist:

S2

8;—8, = P-cosx, d.h. co—oo=P-cosx.

(00— 00) gehért zu den unbestimmten Zahlen wie auch die GréBen 0 - co, 0/0, usw.
Solche unbestimmten Ausdriicke kénnen einen beliebigen Zahlenwert annehmen ;
sie sind also, als allgemeine GréBen ge-
sehen, vieldeutig,erhalten aber ineiner
bestimmten Aufgabeeinen eindeutigen
Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier
gerade P - cos «. In der Mathematik
sagt man: wenn ein bestimmter Grenz-
iibergang bei diesen unbestimmten
GroBen vorgenommen wird, entsteht
ein eindeutiger Wert.

Falls drei unbekannte Stabkrifte
in der Ebene an demselben Punkt
vorliegen (Abb. 53), dann ist die Losung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Wir haben also wieder ¢in
statisch unbestimmtes System.

Wenn auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgeriist eine Last P in Richtung
eines Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sein,

Abb. 53. Dreibeiniges Bockgeriist in der Ebenc.
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sondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann
8, ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann S, willkiirlich wihlen und hat
erst damit die anderen Stabkrifte 8; und S; bestimmt. In Abb. 53b ist fir
8, eine Zugkraft gewihlt und in Abb. 53¢ eine Druckkraft fiir S, eingefiihrt.

Wirkt nun auf ein solches Stabgebilde keine Kraft, also P gleich Null, so
muB die Aufgabe auch unbestimmt sein. Unter Einfithrung von Zugpfeilen lauten
die Komponentenbedingungen :

— 8 cosox; — 8y cos oy + Sy cosag = 0,
S, sina; 4 8, sinay + Sy sinay = 0.

Erst nach Annahme einer der drei Krifte sind die beiden anderen bestimmt. Das
zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa S, = 0 an, so werden
auch die beiden anderen Stabksifte Null. Es brauchen also hier die Stabkrifte
durchaus nicht Null zu werden, kénnen es aber sein. Wenn die drei Stibe ganz
genau die vorgeschriebene geometrische Lange haben und bei gleicher Temperatur
aufgebaut werden, so werden zunichst keine Stabkrifte auftreten. Wenn aber
dann etwa der Stab @ sich erwirmt, dagegen @ und ® nicht, dann sucht sich
der Stab @ auszudehnen. Er iibt auf den Punkt 0 eine Kraft aus, und dieser Ein-
wirkung setzen die Stibe  und @ Widerstand entgegen; so
entstehen also Stabkrifte. Das gilt fir alle statisch un-
bestimmten Konstruktionen: allein durch Temperatureinfliisse
entstehen in ihnen innere Krifte. Bej statisch bestimmten
Konstruktionen ist dies nicht der Fall: wenn etwa in Abb. 54
der Stab 1> eine Temperaturerhéhung erfahren wiirde, dann
konnte sich dieser Stab ungehindert verlingern. Der Punkt 0 Abb. 54.
wiirde dabei einen Kreisbogen um den Endpunkt 2 (Gelenk!) “weibeiniges Bock-
beschreiben und so eine neue Lage einnehmen, die durch die gerlst ohne Last.
groBere Stablinge ! und die Stablinge I, bestimmt ist. Aber diese Bewegung
geht hemmungslos vor sich, sofern in dem Drehpunkt keine Reibung auftritt. Im
Stab @ wird kein Widerstand entstehen, also beide Stabkrifte bleiben Null.

Auf folgende Sonderfille, die fiir groBere Stabsysteme Bedeutung haben, sei
noch besonders hingewiesen; sie sind auch alle vieldeutig, erlauben aber, eine
Stabkraft eindeutig zu bestimmen. Fiir die Anord-
nung der Abb. 55 ergeben sich unter Einfiihrung ®. JP ®
von Zugpfeilen die Komponentenbedingungen :

P + 8;co80=0

und 8; 4+ 8y sinax — 85 = 0.
Aus der ersten Gleichung ergibt sich S, eindeutig  Avb. 55. Sonderfall eines drei-
als Druck, die letztere liefert die Differenz von beinigen cbenen Bockgeristes.

dS,:
Sx\lﬂ Sz S1~Sa=+P'tg0‘, - /P
aber nicht den Einzel- o= ¥~ @
wert der beiden Stab-
krafte. Wirkt iber-
haupt keine Last, also

ist P gleich Null, dann

Abb 56. Sonderfall eines drei- 3 i1 Abb. 57. Sonderfall eines drei-
beinigen ebenen Bockgeriistes. tl‘l‘tt ?’uc}l im Stab @ beinigen ebenen Bockgeriistes.
keine innere Kraft auf,

wohl aber werden die Stibe ® und @ gleich groBe Krifte erhalten, die allerdings
auch Null sein konnen. Wirkt eine Kraft in Richtung der beiden Stiibe (Abb. 56),
dann tritt in Stab @ eindeutig die Stabkraft Null auf. Fallt aber P in Richtung

°%
\
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des Stabes @ (Abb. 57), dann erhilt dieser Stab eine Druckkraft P, wihrend S,
und S, wieder gleich groB sind, wie sich aus der Komponentenb«dingung fiir die

2 P A P Richtung senkrecht zu P ergibt. Natiirlich kon-
7 “={ nen diese beiden Stibe auch frei von Kraft scin.
A /s s e \us |7 Alle diese Fille sind von Bedcutung bei Ge-

bilden, die aus Stiben zusammengesctzt sind.

In Abb. 58 bleiben die Stibe 1, 2, 9, 14, 17

] 7 7 76 : P

» 1 l » ohne weiteres spannungsfrei, die Stibe 5 und 13
# 2 erhalten dagegen eine innere Kraft von der

Abb. 58. Stabsystem, bei dem ver- .

schiedene Stabe keine Kratt erhalten. ~ Grofe Py bzw. P,.

Ubungsaufgaben.
1. Aufgabe. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hinge an zwei Kabeln
mit gegebener Linge i, und [, fest ; gesucht sind die Krifte in den Kabeln (Abb. 59).
Losung. Wir haben ein geometrisch fest-
liegendes Gebilde. Die Kabelkrifte S; und
S, miissen mit @ im Gleichgewicht stehen.
Die Losung ist verschiedenartig méglich.

5 &
>
c ¥ LA

Abb. 59. Ubungsbeispicle.

a) Analytische Lisung nach den angegebenen Formeln (10). Die Koordinaten
und Stablingen sind gegeben durch L
2y =—40 y=+30 L=}2+y=50m,
Ty=~+20 yp=+30 L=+ y:=36m.
Die wirkende Last Q hat die Komponenten X = 0, ¥ = —@Q = —40kg. Die
Gleichungen 8, - 8, 2yt X =0,
ll 1 lt
S,
:9‘2"3/14“‘1!/2"*‘ Y=0
L I

8,
T80
8
5,0

gehen iiber in s,
4,0+ 52-2040=0,

-3,0+3§%-3,0-—40:0;

daraus findet sich

SR

£o = bitkg/m, g,g_% = 8,89kg/m,
_—22,20kg, S, =32,00kg.

5
L1
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Beide sind positiv, stellen also beide Zugkrifte dar, was ja zu erwarten war.
Die Krifte 8, und S, wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver-
mittels der Kabel auf die anderen Endpunkte 1 und 2 als Zugkrifte etn. Die
Kraft in @ ist gleich S, und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den unteren
Befestigungspunkt 3. Man kann natiirlich S; und 8, analytisch auch dadurch
finden, daB man die Krifte selbst am Punkte 0 unmittelbar betrachtet und die
Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb. 59c¢)

2X;=0: 8 -cosa=245,-cosp,
2Y.=0: &8 -sina + 8, sinf—Q=0.

b) Reine graphische Losung. Man wiihlt einen beliebigen KraftemaBstab und
zeichnet das Krafteck aus Q und den Parallelen zu @) und @ (Abb. 59d). Die
gefundenen Seiten des Kraftdreiecks ergeben die GréBen S; und S, unter Beriick-
sichtigung des gewihlten KriftemaBstabes. Die Richtungspfeile sind durch den
Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte 0 einzutragen (Abb. 59b). Unter
Benutzung des hier gewihlten KriftemaBstabes findet sich

S, = 22,2 kg
und S, = 32,0 kg.

c) Grapho-analytische Losung. Man zeichnet das Krafteck flichtig hin, um

daraus cine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb. 59d
8, _sin(90—f)  cosf

Q sin(a+p) sin(x+p)’
i?}‘_sin(%-a)_ cosax
Q sin(a+p) sin(x+p)°
so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten gewonnen, wihrend unter a)
zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. 59a ist

4,0
BOR X —= ——————e s
V3,0t 4 4,02
2,0
cosf = ¢

V2,0t + 3,02’
3,0-2,0 4 4,0-3,0

sin (x + f) = sin & cos B + cos & sin f = Ry

Man findet damit

Ly
Q
und s
8 _
o =0,80.

2. Aufgabe. Die vorhergehende Aufgabe mége nun etwas verindert werden.
Es soll namlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch
vermittels ciner Handwinde ausgciibt werden kann. Wie groB ist dic Kraft in
verschiedenen Hohenlagen der Lampe, d. h. wie stellt sich P in Abhéingigkeit
von « dar? Die Linge I des linken Kabels soll konstant bleiben (Abb. 60).

a) Analytische Losung. Was vorhin §; war, ist jetzt S, und was S, war,
ist nun P. Unter dieser Beriicksichtigung hat man nach der unter ¢) entwickelten
Formel:

P - Q . cosx

sin (o +B) *
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Damit ist P abhiangig von & und f dargestellt. Es muB noch eine Bestimmung
zwischen « und f angegeben werden. Es ist
h 4,0 - sinx
tgf = B T 45—4,0-cosa”
Wir haben damit zwei transzendente Gleichungen gefunden. Grundsitzlich
konnte man fiir verschiedene Werte &« den zugehérigen Winkel g aus der letzten

’ 5. »]

y)
5

U,
0 65 30 15 3m
Abb. 60a und b. Ubungsbeispiel.

Gleichung ausrechnen und wiirde dann mit der ersten Gleichung tatsachlich P
fiir die verschicdenen Werte « erhalten. Man erkennt, daB eine umfangreiche
Rechnung damit verbunden ist.
Pl b) Die graphische Lisung ist bequemcr durchzufithren. Wir tragen
(Abb. 60b) von einem Punkte A aus auf der Waagerechten die ge-
i gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um A4 einen Kreishogen mit
I der gegebenen Kabellinge 4,0. Fir einen beliebigen Winkel o
‘ koénnen wir dann die Lage der Lampe einzeichnen, indem wir unter

7007 | & einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt ¢ mit dem End-
s0-| punkt B verbinden. Tragen wir nun andererseits auf einer Lot-
o1 rechten durch 4 die Kraft @ in einem beliebigen KriftemaBstab
- (gleich A D) auf, so erhalten wir das der gegebenen Lage entspre-
50+ chende Kraftdreieck A DE, indem wir die
50}“ ¢ unter & gezogene Gerade benutzen und

andererseits durch den unteren Endpunkt D
von @ eine Parallele zur Geraden C B ziehen.

:: Der Schnittpunkt E liefert die GréBe von S,
A indem S, = AE ist. Man fiihrt dieses nun

“ | fiir die Strahlen S, bei den verschiedenen
0N aY RN e & Winkeln « aus, bekommt immer in ein-

Abb. 60c. Ubungsbeispiel. fachster Weise die Endpunkte £ und damit

die jeweiligen Kabelkrifte S,. Andererseits

sind die Strecken ED stets ein MaB fiir die zu dem betreffenden Winkel a zu-

gehorige Kraft P. Fir o = 0 werden beide Strahlen sowohl EA wie ED un-

endlich groB. Die Endpunkte E sind in der Abb. 60b durch eine Kurve ver-

bunden, und in Abb. 60c sind die erhaltenen Werte P abhingig von « in einem

rechtwinkligen Koordinatensystem aufgetragen. Man erkennt auch hier, daB fiir
o = 0 die Kraft P unendlich gro8 wird.
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3. Aufgabe. Wie groB ist bei dem Ladebaum der Abb. 61 der Windenzug W,
der Seilzug Z und die Kraft D in der Strebe ?

Auf die Rolle ¢ wirken @ und zwei Seilkrifte in :1- und @; beide miissen @/2
sein. An Rolle b greifen diese beiden Seilkrifte Q/2 an, ferner die Seilkraft W, die
cbenfalls @/2 sein muB, und 0
die Kraft in dem kleinen /
Verbindungsseil b¢c. Da S,
durch den Rollenmittelpunkt
geht, und die Resultierende
aus S, und W ebenfalls durch
diesen Mittelpunkt lauft,
geht auch die Resultante R
aus 8, S,, W stets durch
den Mittelpunkt der Rolle &.
Das Halteseil be stellt sich
in Richtung dieser Resul-
tierenden ein und hat eine
Zugkraft gleich dieser Resul-
tanten R. Wir kénnen dem-
geméif auch sagen, die Resul- ’
tierende aus S;, S,, W wirkt w-4

2
im Punkte ¢. Sie mufl im .
Gleichgewicht stehen mit Abb. 61. Ubungsbeispicl.

den Kriften D und Z. Die Resultierende R ist durch das Krafteck S;, Sy, ¥ ge-
funden, wobei B dem Umfahrungssinn entgegengesetzt lauft; andererseits sind
die Krifte Z und D aus dem Kraftdreieck R DZ bestimmt, und zwar unmittelbar
durch den Umfahrungssinn. Es ergibt sich fiir Z eine Zug- und fiir D eine Druck-
kraft. Diese Krifte Z und D wirken auch auf den Mast des Ladebaums ein.
An dem Mast greifen also an: die eben ermittelten Krifte Z, D, auerdem W.
Durch diese Krifte werden im Mast nicht nur Liangskrifte bewirkt, sondern es
treten noch andere BeanspruchungsgréBen auf, auf die spater eingegangen wird.

III. Krifte im Raunm.

Unsere seitherigen Betrachtungen bezogen sich alle auf Krifte in der Ebene
an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kriften, die im Raum betrachtet werden
kann, ist drei, denn zwei Krifte, die durch einen Punkt gehen, liegen immer in
ciner Ebene. Von dieser einfachsten Aufgabe
gehen wir aus und werden auch hier wieder
ein graphisches und ein analytisches Verfah-
ren der Behandlung der Krifte kennenlernen.

15. Geometrische Zusammensetzung von
Kriiften im Raume und Gleichgewicht. Ge-
geben seien drei durch einen Punkt gehende
Krafte P}, P, und P; nach GréBe und Rich-
tung (Abb. 62a). Sie sollen zu einer Resul-
tierenden zusammengesetzt, also durch eine
einzige Kraft R ersetzt werden. Der Gedan- )
kengang der Losung ist folgender: es 1aBt sich ~ AbD. 62. Kritteparaliclepiped und raum-
durch P, und P, eine Ebene legen, in der die
beiden Krafte mittels des Satzes vom Parallelogramm der Krifte zu einer Teil-
resultierenden R, , zusammengefaBt werden kénnen (Kraftdreieck 0, 1, 2). Diese
Teilresultierende R, , und die Kraft P, liegen wieder in einer Ebene, sie lassen sich

3 Schlink, Statik. 4. u. 5. Aufl.
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also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreieck 0, 2, 3) zusammensetzen zu R, die die
Resultante oder ,,Ersatzkraft’ fiir B,, und P; darstellt. Da aber R, , die Krifte
P, und P, crsetzt, ist B die Resultierende von P, P, und P,.

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Parallelenziehen vervollstindigen,
entsteht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Kréfte P;, P,
und P; die Kanten darstellen. Wir kénnen also sagen:

Bei dres ragumlich angeordneten Kriften durch einen Punkt ist die Resultierende
durch die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Krdiften als Kantenlingen
konstruierten Parallelepipeds bestimmt. Sind die drei Krifte P,, P, und P; vom
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die Resultante vom Punkt weg, und
umgekehrt.

Fragen wir uns nun an Hand der entstandenen Figur: wie kann der Endpunkt
der Resultierenden am einfachsten festgelegt werden ? Wir kénnen offenbar den
Punkt 3 dadurch gewinnen, daBl wir die drei gegebenen Krifte unter Beriicksich-
tigung ihrer Pfeile aneinandertragen; es entsteht der rdumliche Kraiftezug 0, 1,
2, 3 (Abb. 62b). Wir bekommen also wieder ein Krafteck, das genau so definiert
ist wie in der Ebene, aber es handelt sich jetzt um ein raumliches Krafteck 0, 1,
2, 3. Auch die Aussage der Ebene: die Resultierende lduft dem gegebenen Um-
fahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei der Zusammensetzung der drei
Krifte im Raum. Selbstverstindlich kann dieses rdumliche Krafteck auch wieder
als besondere Figur gezeichnet werden.

Haben wir nun vier oder noch mehr Krifte an einem Punkt im Raume wir-
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens
dar, denn eine weitere Kraft P, kann mit der Resultierenden der drei ersten Krifte
wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefiigt werden usw. Wir erhalten
also den Satz:

Um Krafte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden
zu vereinen, figt man die Krdfte unter Berdicksichtigung ihrer Richtungspfeile zu
einem raumlichen Krafteck zusammen und zieht die Schluplinie ein. Diese, mit
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die
Resultierende aller Krifte nach Grofe und Richtung dar. Ihre Lage ist dadurch
bestimmt, daB sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Krifte
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im raumlichen Charakter des
Kraftecks.

Soll eine solche Aufgabe praktisch durchgefiihrt werden, wird man mit Grund-
riB und Aufri arbeiten. In Abb. 63a, b sind fiinf Krifte im Raume durch ihre
Projektionen gegeben; Ahb. 63¢ stellt den AufriB des rdaumlichen Kraftecks dar;
Abb. 63d den GrundriB. Damit ist die Resultierende R in Grund- und Aufri} ge-
funden. Die Ermittlung der wahren GréBe ist in der gesonderten Abb. 63e an-
gegeben.

Die Frage nach dem Gleichgewicht von Kriften im Raume um den gleichen
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, daB wieder die Ge-
samtresultierende verschwinden mul. Es ergibt sich der Satz:

Gleichgewicht besteht bei Krdften im Raume durch einen Punkt, wenn der letzte
Punkt des aus den gegebenen Kriften entstandenen Kraftecks mit dem Anfangs-
punkt zusammenfidllt oder, anders ausgedriickt, wenn das zugehdrige réumliche
Krafteck geschlossen ist.

Ebenso wie wir drei Krifte im Raum zu einer Resultierenden zusammen-
gesetzt haben, kénnen wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten
eindeutig zerlegen. DaB diese Aufgabe eindeutig Iosbar ist, geht aus dem Krifte-
parallclepiped hervor: bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungs-
linien gibt es nur ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale
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hat und dessen Kanten mit den gegebenen Richtungslinien zusammenfallen. Die
gegebene Kraft P ist dann die Resultierende der gesuchten Komponenten.
Was in der Ebene die Zahl 2 bedeutete, bedeutet jetzt im Raum die Zahl 3.
Auf diese Zerlegungsaufgabe wird spiter noch eingegangen.

Abb. 63. Graphische Zusammensetzung von Kriiften im Raum.

16. Analytische Zusammensetzung der Krifte im Raum und Gleichgewicht.
Den Ausfithrungen der Ebene entsprechend haben wir jetzt als Grundaufgaben :
einerseits die Zusammensetzung dreier aufeinander senkrechten Krifte X, Y, Z
zu ciner Resultierenden R, andererseits die Zerlegung einer Kraft P in drei Kom-
ponenten X, Y, Z.

1. Gegeben sind drei
aufeinander  senkrecht
stehende Krifte X, Y, Z;

|

|

gesucht ist ihre Resultie- R !

rende nach GroBe und :

Richtung (Winkel oz, s !

und ;). ﬂf J
R ist dargestellt durch b 14

die Hauptdiagonale des
rechtwinkligen Parallel-
epipeds (Abb. 64). R’ ist
die Resultierende aus X und Y. Da X und Y senkrecht aufeinanderstehen, ist
R’ Diagonale in einem Rechteck, 148t sich also ausdriicken durch:

=X2+ Y?

Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene X ¥ und bildet mit R’ und den Parallelen
zu Z und R’ ein Rechteck, dessen Diagonale die GréBe R ist, also

R = R? 1 72

Abb. 64. Zusammensetzung dreier lotrechter Krafte.

3*
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Fiir B’ den oben erhaltenen Wert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck fir die
GroBe der Resultierenden:

R=})X2 1 ¥2yz2 (11)

Um die Richtungswinkel der Resultierenden bestimmen zu kénnen, betrachten
wir die Ebenen, in denen diese Winkel liegen, z. B. dasx rechtwinklige Dreieck
Y. K, R (Abb. 64b), in dem der Winkel fx liegt. Daraus geht hervor, daB

COs /'3,., == ;?
ist. Entsprechend finden wir dic anderen Winkel aus ihren zugehérigen Drei-
ecken; es ist also

X Y Y/
coNxg =g cos fBy = B COSYR= . (12)
Dabei sind x, der Winkel, den die Resultierende mit der positiven z-Richtung
einschlieBt, 8z und y; dic Winkel, die R mit der positiven y- bzw. z-Richtung
bildet. Die drei Winkel hingen, wie schon frither erwihnt wurde, zusammen :

cos?ay, + cos?fi, + cosPy, = 1.

DaB dieses richtig ist, erkennen wir sofort, wenn wir dic obigen Werte fiir cos oy,
cos By und cos y; einsetzen:
X oy ooz

P b

Die Formeln der Ebene miissen natiirlich als Sondertall des Raumes geschrieben
werden kénnen, wenn wir die Z-Komponente verschwinden lassen; es ist (Abb. 65):

X ¥
- —— = cosap =T ; cosfp= .

Da aber cosfr =sino,, entsteht:

Abb. 65. Zusam- sinog = 5 3
nrenhang von Kriif-
ten dor Wbenc Wi das sind aber dic fritheren Formeln.
dung der Resultic- 2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei gegeben
’ nach GréBe (P) und Richtung («x, 8, y, wobei cos?x -+ cos?f

— cos®y = 1); gesucht sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft P.

Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann mufl um-
gekehrt P die Resultierende von X, Y,Z sein, d.h. die gleichen Formeln wie bei

der Zusammensetzung haben auch hier Giiltigkeit:

X
COS x = 7;
oder anders geschrieben:
X =P cos«x,
ebenso Y = P-cosf, (13)
Z = P-cosy.

Man kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei.senkrechte Komponenten
zerlegen.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir jetzt die allgemeine Aufgabe behandeln:
Mehrere Krifte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer Resul-
tierenden zusammengesetzt werden.
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Gegeben: Die Grofe der Krifte Py... P;,... P,,
die Winkel, die die Rlchtung festlegen 0‘1517’1 &Py XaPaYa
(Abb. 66); dabei sollen bedeuten:

o; = der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der z-Achse einschlieBt,
p: = der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der y-Achse einschlieBt,
y; = der spitze Winkel, den die Kraft P; mit.der z-Achse einschlieBt.

Selbstverstandlich .muB dabei beachtet werden,
welche Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten
auf Grund der Kraftrichtung zukommen Die drei
Winkel «,, 8;, y: sind hierbei nicht willkiirlich; es
ist bei jeder Kraft P;

cos® o; + cos? B; + cos?y, = 1.

Gesucht: die Resultierende nach GroSe und Rich-
tung, also R und «g, fz und y,.

Der Gedankengang, der uns zum Ziele fiihrt, ist
der gleiche wie in der Ebene Wir zerlegen jede
Kraft in ihre drei Komponenten, erhalten dadurch o
dreimal n Krifte in der gleichen Wirkungslinie, die ~ }):55 Analytisebo Zusag men-
wir addieren kénnen. Die Zerlegung liefert:

X, =Py -cosx;; Y, =P -cosfy; Z; = P -cosyyi;

XnIPn'COS“n; Y,,ZP,.'COSﬁ"; ZnZPn'cos'}’n'
In jeder Richtung werden die n Krifte algebraisch summicrt. Jede dieser Sum-
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft, da es sich wm Krifte in der
gleichen Geraden handelt:

2X, = Iz’l-coso‘1 + ... Pi-cosa; + --- P, - cos «x,,

XY, =P -cosfy+ --- P, -cos B, + - P, cosf,,

> Z; = Py-cosy; + --- Pi-cosy; + --- P, - cos y,.
Diese drei Krifte in der 2-, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten der Resul-

tierenden. Wir bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit X X, statt X,
Y, statt ¥ und X Z, statt Z:

R=)(XX)P+ XY+ (X2, (14)
cosoy, = ‘SRXi ; cosfp = ""':RY" i cosyp= ‘:;zé' - (15)

Mit diesen Formeln ist die gestellte Aufgabe eindeutig analytisch gelost.

17. Gleichgewichtszustand von Kriften im Raume. Unter welchen Umstianden
stehen nun Kréfte im Raum durch cinen Punkt im Gleichgewicht ? Diese Frage
wird wieder gelost durch die Antwort: wenn die Resultierende verschwindet,

d. h. wenn R = 0. Das ist aber nur der Fall, wenn jedes Glied der Summe unter
der Wurzel verschwindet, wenn also:

SXi=0; XY, =0; XZ =0. (16)

Das sind im ganzen drei Gleichgewichtsbedingungen. Wir sehen also hier be-
statigt, was schon beim Parallelepiped gesagt war, daB zur Eindeutigkeit der
Aufgabe drei unbekannte Krifte nétig sind, denn wenn wir eine Kraft eindeutig
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in drei Komponenten zerlegen kénnen, miissen auch (bei Umkehrung der Kom-
ponenten) drei unabhingige Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sein.

Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natiirlich als Sonderfall in den drei
Gleichgewichtsbedingungen des Raumes enthalten: wenn nimlich die z-Richtung
verschwindet, werden alle Z-Komponenten von selbst Null. Wie in der Ebene

+2 kann auch hier die Durchfithrung fiir ein
schiefwinkliges Koordinatensystem geschehen,
und man erhéilt damit den Satz:

Krifte tm Raum an demselben Punkt stehen
tm (leichgewicht, wenn die Summen ihrer Kom-
ponenten in drei beliebigen Richtungen wver-
schwinden.

Die hier in Frage kommende Grundaufgabe
ist: eine bekannte Kraft P mit drei durch den
gleichen Punkt gehenden Kriften, deren Wir-
kungslinien g,, ¢,, g; gegeben sind, ins Gleich-
gewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimm-
bar, solange die drei Geraden g,, g,, g5 nicht
Abb. 67. D‘%S,ﬁ,‘;"%‘;;‘{ﬁ?"e derrdum-  in eine Ebene fallen (Abb. 67). Die Richtungs-

) pfeile der drei Gleichgewichtskrifte sind vor-
laufig noch nicht bekannt. Wir filhren deshalb, in Anlehnung an die entspre-
chende Aufgabe der Ebene, zunichst einmal die Richtungspfeile willkiirlich ein,
bilden die X-, Y- und Z-Komponenten der vier Krifte (P und der drei gesuchten
Krifte P,, P,, P;) und erhalten so drei Gleichungen mit den drei unbekannten
@8,y GréBen der Krifte. Wir untersuchen die Auf-
gabe sofort an einem bestimmten Konstruktions-
“““ .. beispiel, dem rdumlichen Dreibockgeriist.

7

18. Behandlung des dreibeinigen Bockgeriistes.
Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 68
und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei kann
——Phyz das Bockgeriist durch die Winkel der Stabe oder
durch die Koordinaten der FuBpunkte, d. h.
anders ausgedriickt durch die Projektionen der

B Yp 2, Stablingen auf die drei Achsenrichtungen, ge-
Abb. 68 Analytische Behandlung  gohen sein; gesucht sind die Krifte in den drei
ofnes Drefbockes. Stiben (Stabkrifte) S,, S, und S,.

Wir haben also eine Gleichgewichtsaufgabe mit drei Unbekannten. Zur Ver-

fiigung stehen drei Gleichungen:

X, =0 XY.=0; XZ =0;

wir kénnen somit eine eindeutige Losung erwarten. Die Komponenten von P
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) zu ermitteln, sie seien allgemein X,
Y, Z genannt. Wir fithren wieder, wie bei allen Stabkonstruktionen, einen
Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen wir zunichst die Richtung cinfiihren,
die einer Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen:

X, =0: X+8 -cosa; + 8, cosoy+ 8y cosag =0,
XY:=0: Y+ 8 -cosp; +8,-cosfy +8;-cosfy =0,
2Z; =0 Z+ 8 -cosy, +8;-cosyy + 85 cosy; =0.

In diesen Gleichungen sind natiirlich die einzelnen Komponentenglieder mit den
ihnen nach Einfihrung der Zugpfeile zukommenden Vorzeichen einzusetzen.
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Mit den gleichen Uberlegungen wie in der Ebene lassen sich die Winkel-
beziehungen wieder durch Koordinaten und Stablingen ausdriicken:

Zy . L X2, %

COS &y =T, COSda—-l—,, COS(Xa—E,
1 >

Y. Y. Y.

cosﬁl-—l—l, cosﬁ,—-z—, cosﬁa—-l—z,

__z,_ _22_ %,
COSYy =i COSYy=7 cosys = ;

worin 1y, 1,, I, die Stablingen darstellen, die sich errechnen lassen aus:
L=Va+9+4,
L=V + 9+,

Wenn man diese Ausdriicke fiir die Winkel-
beziehungen einsetzt, erhdlt man:

Sl-?_’+S2~fll+Sa~l—=——X,

1 2 3

848y 24 8y = — Y, b (17)
1 2 3

8y P+ Sy Sy P =—2.

Es sei ausdriicklich nochmals betont, daB
die Koordinaten nichts anderes sind als die
Projektionen der Stablingen auf die Achse;
fillt, die Projektion auf den positiven Teil
der Achse, so ist die entsprechende Koordi-
nate positiv, andernfalls negativ. o 4 .

Die o entstandenen Gleichungen sind ADD- 69 Lam%lgﬂ?;ﬂn%e.r analytischen
einfach Erweiterungen der Gleichgewichts-
bedingungen der Ebene: drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Fiir die prak-
tische Durchfiihrung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweckmaBig
nicht 8;, S,, S, als Unbekannte einfiihren, sondern 8,/l;, S,/l,, S3/l;. Ein Zahlen-
beispiel diene zum besseren Versténdnis.

In Abb. 69 ist ein Dreibock im Aufri und GrundriB8 gegeben. Durch die
eingetragencn MaBe sind die Projektionen der Stablingen auf dic Achsen be-
stimmt: die Projektionen auf die 2-Achse sind fiir ® und @ positiv, fir @
negativ; die y-Projektionen von @ und @ sind positiv, von (1) dagegen negativ,
die z-Projcktionen sind alle drei positiv; dabei sind cingefithrt: die z-Richtung
positiv nach rechts, die y-Richtung nach "vorn, di¢ z-Richtung nach unten. Es
ergeben sich die Gleichungen:

H 1545 (—5,5) + 55,5 600 = 0,
1 2 3

Bap) + 522,043 404300 =0,
1 72 3

%5,25 +%-5,25 +b,1 5,25 + 400 = 0.
Dabei ist:
1, =V1,5% + 4,6° + 5,262 = 7,08 m; I, = }/5,6% + 2,02 4 5,25% == 7,86 m;
I, = /5,52 + 4,0% -+ 5,252 = 8,59 m.
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Zur Lésung der dre1 Gleichungen wurde zunichst aus der ersten Gleichung
8 durch 8, und S, ausgedriickt:

5 _ 1 (gz__s’_,)__, %&.5,5+(500).
3

Mit diesem Werte ergibt die zweite Gleichung nach entsprechenden Umrech-
nungen: S
D2

; :%-1,414~103,5.
2 3

Wird diese GroBe in die obige Gleichung eingesetzt, so erhilt sie nach Umrech-
nung die Gestalt:
8 S
—+=5-1,518 4+ 20,5.
11 l3
Mit diesen beiden Ausdriicken fiir S,/l, und 8,/l; nimmt die letzte der drei
Gleichungen die Gestalt an:

5,25 - Sl—: (1,414 4 1,518 + 1,0) 4 5,25 - (20,5 — 103,5) - 400 — 0.
Daraus
;;3 — 41,732,
Mit diesem Wert findet sich:
%— = 41,732 - 1,414 — 103, = — 101,15,
f_:: 41,732 - 1,518 + 20,5 — 23,13
Es ergeben sich hiernach die Stabkrifte:

8, = + 23,13 - 7,08 = 4 163,76 kg,
8, = —101,15 - 7,86 — —1797,06 kg,
8, =+ 1,732-8,59 — + 14,88 kg,

es wird also Stab @ gedriickt, dagegen Stab 1 und 3 gezogen.

Wir haben in der Ebene gesehen, daf wir durch einc entsprechende Projek-
tionsrichtung die Losungsgleichungen mathematisch vereinfachen konnten (Pro-
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in denen nur je eine
Unbekannte vorkam. Das Entsprechende kénnen wir
auch bei den Kriften im Raum durch eine Projektion
erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf-
stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt.
Soll z. B. eine Gleichung nur die Stabkraft §; als
Unbekannte enthalten, so miissen wir als Bezugsgchse
eine Gerade wihlen, fiir die die beiden Stabkrifte S,
und 8; keine Komponenten ergeben, d. h. die Achse
muB nach fritheren Ausfithrungen zu beiden Stabrich-
tungen senkrecht stehen (Abb. 70). Es ist dies die
Normale zur Ebene aus @ und @ : Ny 3. Stellen wir

Abb. 70. Das Frojektionsver- N N . i
fahren beim Dreibock. jetzt die Summe aller Kraftkomponenten in der Rich-

tung von N, , auf, so sehen wir, daB nur P und S,
Werte fiir diese Gleichung liefern; die Komponenten von S, und §; werden
Null, da diese Krifte senkrecht zu N, ; verlaufen. Unter Einfiihrung des Zug-
pleiles fiir 8, lautet die Gleichung:

P-cosm—8,-cosqp; = 0.
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Es wird also hier der Stab gezogen, da sich die GroBe S, als positiv ergibt.
Auf eine Schwierigkeit muBl allerdings hingewiesen werden: dic Winkel ¢,
und 7 sind im allgemeinen Fall nur durch umstandliche Projektionen zu
gewinnen; das Verfahren wird deshalb nur fur besondere Falle Bedeutung
haben. —

Es war oben bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen schon gesagt,
daB die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskrafte nicht in einer Ebene liegen
diirfen. Ist dies der Fall und wirkt die Kraft P in der-
selben Ebene, dann ist die Aufgabe vieldeutig, da be1
Kraften der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei™
Gleichungen vorhanden sind, denen hier drei Unbekannte
gegeniiberstehen. Wir haben also, wie frither erwahnt,
ein statisch unbestimmtes System. Solche Gebilde konnen
mit Hilfe der statischen Gesetze allein nicht gelost
werden. Wirkt P dagegen unter cinem gewissen Winkel ~ Abb.71. Eine Kraftschrag
gegen die Ebene der drei Stabe (Abb. 7). dann wird dag 2" F1ene deler Stabe.
Stabsystem sich um dic drei FuBpunkte drehen. Die drei FuBpunktgelenke
wirken wie ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht méglich. Analytisch
konnen wir die Unmdglichkeit des Gleichgewichtsfalles dadurch sehen, daB die
Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfiillt werden kann,
da ja 8;, S,, 8; keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur Ebene haben;
eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stiabe kann also keine
Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann
nicht aufgenommen werden.

19. Die graphische Behandlung
des dreibeinigen Bockgeriistes. Die
graphische Ermittlung der Stab-
krafte im raumlichen Dreibockgerust
kann nach verschiedenen Verfahren
vorgenommen werden. Sehr nahe-
liegend ist der Gedanke, die Aufgabe
anschlieBend an das Krafteparallel-
epiped zu lésen. Denn aus diesem
geht hervor, daB die Zerlegung der
Kraft 1n ihre drei Komponenten, Abb 72. Zerlegung emer
deren Richtungen durch die Stab. rawmlichen Kraft in drei
achsen gegeben sind, moglich ist,
indem wir, wie oben bemerkt, mit
Hilfe der. gegebenerr Geraden um die Kraft P ein Parallelepiped aufbauen
(Abb. 72), d. h. ein solches “herstellen, in dem P die Raumdiagonale dar-
stellt und die Kanten mit'den gegebenen Komponentenlinien zusammenfallen.
Die so erhaltenen Komponenten K,, K,, K; stellen dann die Wirkungen de
Kraft P auf die Stibe dar. Die Stabkrafte selbst sind diesen Kraftkomponenten
entgegengesetzt gerichtet, aber gleich groB. Wenn wir also die gegebene Kraft P
in ihre drei Komponenten in den Stabrichtungen zerlegen und diesen erhaltenen
Kriften das umgekehrte Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die
Stabkrifte, d. h. nun die inneren Krifte, die P das Gleichgewicht halten. Um
das Parallelepiped zeichnen zu konnen, legen wir durch den Endpunkt E der
Kraft P eine Ebene parallel zur Ebene zweier Stibe, z. B. @® und @. Der Durch-
stoBpunkt der dritten Geraden, parallel zu 3 durch diese Ebene, ergibt die GroBe
dieser dritten Kraft (OC). Verbindet man den so gewonnenen Punkt C mit £
und zieht durch Oeine gleich groBe Parallele OF, so entsteht das Parallelogramm
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0,C, E, F, in dem die Strecke OF die Resultierende der beiden noch fehlenden
Krafte K; und K, ist. Man hat also diese Resultierende zu zerlegen in die Rich-
tung @ und @.

Das Bockgeriist wird in weitaus den meisten Fallen im Grundril und Aufri8
n beliebiger Lage gegeben sein. Um die durch den Punkt E zu legende parallele
Ebene bequemer finden zu kénnen, wird man eine neue Projektion (SeitenriB)
s0 zeichnen (Abb.73), daB sich in ihr zwei Stabe (@) und ®) uberdecken und faBt
nun diesen neuen Ril (Abb. 73¢) als AufriB auf, der zu dem gegebenen Grundrif3
gebort. Um den alten AufriB braucht man sich nicht mehr zu kiimmern. Nun
kann man in diesem ncuen Aufri das angegcebene Parallelogramm O, C, E, F
zeichnen. Den GrundriB dieses Parallelogramms erhalt man, indem man den

Endpunkt C auf den Stab @
Jruck/l bzw. seine Verlangerung her-
7 unterprojizicrt, diesen Punkt
mit £ verbindet und die Par-
VA allele durch O’ zeichnet.
Strecke OC stellt im GrundriB
und AufriB die Kraft K, dar,
die Strecke OF die Resultie-
rende von K, und K. Die
Zerlegung von OF im Grundri
liefert die Komponenten K,
K, (dic auch in den alten Auf-
¢ 118 ubertragen werden kon-
nen). Diesogefundenen GroBen
K,, K,, K, sind die Kompo-
nenten von P; sie wirken auf
die einzelnen Stabe emn und
! erzeugen in dicsen Krafte, die
Abb. 73. Gloichgewichteiner Kraft mit dre1 Kraftenim Raum.  Umgekehrt auf den Punkt 0
wirken, d h. 8] und 8, sind
Druckkrifte, dagegen 1st S, Zugbeanspruchung Fur die endgultige Losung der
Aufgabe benotigt man naturlich die wahre GroBie von K, Ky, K3 bzw. S, 8,, 8;.
Sie kann in bekannter Weise nach den Regeln der Darstellenden Geometrie aus
Grundrif und AufriB ermittelt werden (Abb. 73d) Man kann aber auch den
iibersichtlicheren Grundrif3 allein verwenden, indem man Gebrauch davon macht,
daB sich die wahre Kraft S, (= K;) zur GrundriBprojcktion verhalt wie die wahie
Stablange zu ihrer GrundriBprojektion.

Dieses Verfahren bietet bei cinem Bockgerust m allgemeiner Lage meistens
wenig ubersichtliche Figuren. Der darin licgende Giundgedanke erweist sich
aber vielfach zweckmaBig bei Sonderlagen der durch einen Punkt gehenden
Stibe, wie das Ubnngsbeispiel auf Seite 47 zeigt

" Bei allgemeiner Anordnung eines dreibeinigen Bockgeerustes geschieht die Er-
mittlung der Stabkrafte am besten nach dem Verfahren von CuLMaNy?. Gegeben
sei wieder das Bockgerust (Abb. 74) mit der Kruft P, im GrundriB und Aufrifl
(Die wahre GroBle der Kraft P laf3t sich Ieicht durch die beiden Projcktionen er-
mitteln). Statt nun zu sagen, P mufl im Gleichgewicht stehen mit S;, S, und S,
kann man auch sagen: die Resultiercnde von zweien der vier Krafte, etwa von §,
und S5, muB im Gleichgewicht stehen mit der Resulticrenden der beiden anderen

1 CuLMANN 1st als Begiunder der Graphischen Statik anzusehen. Er war ber Grun-
dung der Eidgendssischen Technischen Hoch~chule 1855 i Zurich dorthin als Professor aus
Deutschland berufen worden.
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Krifte, also P und S,. Zwei Kraftc kénnen abernur im Gleichgewicht stehen,
wenn sie in dieselbe Linic fallen, d. h. die Resultierende aus S; und S; mu8 in die
gleiche Gerade fallen wie diejenige von P und S,. Andererseits fallt aber die Re-
sultante von zwei Kraften in dersclben Ebene (8, S; bzw. P, S,) in diese Ebene;
demgemif verlauft die Resultierende von S, und S; in der Ebene 1—0—3 und
diejenige von P und S, in der Ebene p—0—2, wobei p der Durchdringungspunkt

Abb 74. Das CULMANNsche Verfahien

der Kraft P mit der GrundnBtafel ist. Da aber diese Resulticrenden auch in die
gleiche Linie fallen mussen, liegen beide in dev Schnitthnie & der awahnten
Ebenen 1-—0—3 und p—0—2. Diese Schnittlinie ist sofort zu konstruieren durch
zwei Punkte; ein Punkt der Schnittlinie ist der Punkt 0, der ja beiden Ebenen
angehort; andererseits sind die Geraden 2—p bzw. 1—3 (vgl. den Grundri
Abb. 74b) die GrundriBspuren der fraglichen Ebenen; der Schnittpunkt s beider
Spuren ist ein wirklicher Schnittpunkt, der also auch beiden Ebenen 1—0—3 und
p—0—2 angehért. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und s licfert zunachst im
Grundrifl die Schnittlinie A. Sic ist 1n den Aufrifl zu ubcrtragen. In dieser Schuitt-
Imie liegt sowohl die Resultierende von P und S, als auch diejenige von S; und
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Sy (By3)- Zur Losung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit S, und R, ; ins
Gleichgewicht setzen und dann die Resultierende R, ; wieder in ihre Bestandteile
8, und 8; zerlegen. Die praktische Durchfithrung dieses zweiten statischen Teiles
der Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen.

1. Man zeichnet den Grundriff und Aufril fiir das Kraftdreieck aus der ge-
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Unbekannten R, 5 und S,; dann zum
Zwecke der Zerlegung der Kraft R, ; das Kraftdreieck aus dieser Kraft und den
Parallelen zu S; und S,. Die Resultierende R, ; stellt fiir die praktische Losung
der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das raumliche Krafteck P—S;—S;—S,
zu konstruieren, dessen GrundriBl und AufriB in Abb. 74a und b dargestellt ist.
Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkréfte an.
Naturlich miissen Grund- und AufriB den gleichen Richtungssinn ergeben, und
die gewonnenen Eckpunkte beider Projektionen mussen lotrecht ubereinander-
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkrafte sind dann
noch ihre wahren GréB8en zu bestimmen.

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkrafte S,, S,, S; die gewon-
nenen Dreiecke 1—0—3 bzw. p—0--2 um ihre Grundrispuren umklappen, bis
sie in der GrundriBtafel liegen (Abb. 74c) und nimmt dann die Gleichgewichts-
aufgabe und Zerlegung an den in wirklicher Lange erscheinenden Grofien vor,
zunédchst das Krafteck aus den Parallelen zu [P], [2], [R, 3], dann das aus [R, 4]
und den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Vérfahren hat den Vorteil, daB die
Stabkrafte dann sofort in wahrer GroBe erscheinen, wihrend beim ersten Ver-
fahren als Ergebnis zunichst die Projektionen der Stabkrifte vorkommen und
deren wahre Gré8en dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen
sind. Eine Anwendung des CuLMANNschen Verfahrens ist in dem Beispiel auf
Seite 48 gezeigt.

Der Grundgedanke der CuLMaNNschen Lésung ist der gleiche wie beim Ver-
fahren mittels des Krafteparallelepipeds: Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu
setzen mit einer der drei gesuchten Krafte und der Resultierenden der beiden
anderen Stabkrifte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es ist
lediglicb ein anderer Gedankengang fur die Ausfuhrung verwandt.

20. Sonderfille bei riumlichen Kriiften. Zum AbschluBl der Erérterungen uber
raumliche Krifte an dem gleichen Punkt mogen noch Sonderfalle betrachtet
werden, wie wir dies auch bei
den Kraften in der Ebene getan
haben. Wenn auf das dreibeinige
Bockgerust keine Kraft wirkt,
dann werden die Stabkrafte ein-
deutig Null, denn das Krafte-
parallelepiped schrumpft in ei-
nen Punkt zusammen. Fallt die

Abb.75. Sonderbelastung Abb 76 Sonderbelastung Last in die Richtung eines Sta-
eines dreibeinigen Bock- eines relbemnigen ock- . :
gerustes (S, =P). gerustes (S, =0) bes (Abb. 75), so nimmt dieser

Stab (@) die ganze Last auf (hier
als Druck) und die beiden anderen Stabe werden keine Kraft erbalten, es folgt
dieses unmittelbar aus der Bedingung, daB die Summe der Komponenten aller
Krafte in einer Richtung senkrecht zur Stabebene @, ® Null sein mufl. Fallt
umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier Stabe (Abb. 76), z B @ und @), o
liefert die angegebene Komponentenbedingung, daB §; Null wird Die Stab-
krafte S, und S, werden dadurch gefunden, da8 in der Ebene @, ® das
Parallelogramm aus P, S, und S; gebildet wird. Es ergibt sich eine eindeutige
Losung.
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Gehen durch emnen Punkt mehr als drei Stabe im Raum, dann ist die Aufgabe
statisch unbestimmt, da ja nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfugung
stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 77), dann brauchen diese Stabkrafte
nicht Null zu werden, sondern konnen irgendeinen beliebigen Wert annehmen

Abb 77 Abb. 78 Abb 79

Vierbemiges Bockgerust: Vierbeiniges Bockgerust, Teilwelse bestimmtes Stabsystem
~tatisch unbestimmt teilwelse unbestimmnt.

Ahnlich wie 1n der Ebenc gibt es naturlich auch hier Falle, wo trotzdem ein ein-
zelner Stab von den vieren eine bestimmteStabkraft aufweist. Wenn z B. (Abb. 78)
dre1 von den vier Stdben in einer Ebene liegen (S,, S;, S,). dann 1st die Kraft S,
cindeutig bestimmt; man braucht nur die Summe der Komponenten aller Krafte
fur die Richtung N senkrecht zu dieser. Ebene
gleich Null zu setzen:

P-cosm— 8, -cosa; = 0.
Entsprechendes wurde auch gelten, wenn mehr

als drei Stibe sich in einer Ebene befinden
(Abb 79) Es ergibt sich hier sofort:

8, = —P.

Dagegen sind die Stabkrafte S;, S,, S3, S; un
bestimmt. Wirkt in solchen Fallen uberhaupt
keine Last, so erhalt immer der Stab, der aus
der Ebene herausfillt, eindeutig die Kraft Null, , "o p o0 Stabsystem, bet
wahrend die anderen Stabe vieldeutige Krédfte dem verschiedene Stabe Null werden
aufweisen.

Derartige Sonderfalle kénnen bei rdumlichen Stabgebilden vielfach vorkom-
men. Fir die Anordnung der Abb. 80 wiirde sich z. B. aus Knoten I ergeben, da3
die Stabkraft S; gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die Stabkraft S,y = P;
Knoten VI liefert S; = P und andererseits S, = S;; = 0; entsprechend, ergibt
Knoten VIII die Werte Sy, = P-und S5 = §); = 0.

Ubungsaufgaben.

1. Aufgabe. Der 1n Abb. 81 dargestellte Mast sc1 zunachst durch die scchs
Kabel 1. . .6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spannkabel
ersetzt durch vier andere e, . . . ¢,. In welchem Verhaltnis stehen die Seilkrafte in
beiden Fillen, wenn fir die Standfestigkeit des Mastes die gleichcn Voraus-
sctzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen ?

Losung. Da die FuBpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit cinem Durch-
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Hohe von 60 m an-
geschlossen sind, wird der Neigungswinkel gegen die Lotrechte bestimmt durch

40—10 30

ey == T &
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Dic Kabel ¢, .. ¢, dagegen schliefcn mit der Lotrechten einen Winkel § em:

bhb— 10 45
=" T w
Die sin- und cos-Werte sind bestimmt durch.
cosx = __50 sine = __30
V6o + 302" Y602 + 30’
cosf = ~;G»__O -, sinf= ,_i:r’:,_..
/602 + 452 /602 + 452

Die vom Boden auf den Mast wirkende
Kraft N mufl mit den in den Kabeln
1...6bzw.e,...e,wirkenden Kraften
mm Gleichgewicht stehen. Da es sich
hier um Krafte an dem gleichen An-
griffspunkt handelt, miissen die. drei
Bedingungen erfullt sein

22X, =0; XY, =0; XZ=0.
Die Komponentenrichtungen dirfen
beliebig gewahlt weérden; wir werden
dabei zweckmaBig di¢ in dem Bild vor-
handene Symmetrie verwenden und
wahlen dic z-Richtung nach abwarts,
die z-Richtung im Grundri von links
nach rechts, die y-Richtung von vorne
nach hinten. Zwecks Zerlegung der
Kabelkraft S in diese Richtungen denkt
man sich durch ein Kabelund die Mittel-
achse des Mastes eine lotrechte Ebene
gelegt und zerlegt die Kraft S in die-
ser Ebene in eine waagerechte und eine
lotrechte Komponente. Erstere ist be-
stimmt durch S = 8§ - sin &, letztere
durch Z =8 -cosa. Die lotrechten
Komponenten miissen sich mit N auf-
heben, es muBl also sein:

(8, +8,+ 83+ 8, + 85 +8g)cosa = N .

Abb 81. Ubungsbeispicl. Die Richtungen der waagerechten Kom-
ponenten 8’ stimmen mit den Grundrif-
projektioncn der Drahtkabeln aberein und haben die GroBe 8, - sin « . . . Unter
Annahme voller Belastungssymmetrie (d. h. wenn gleiche Vorspannungen in den
Kabeln vorliegen) missen die Stabkrafte Sj . ..S; gleich groB sein, dann sind
auch 8] . .. S einander gleich, und es wirken demgemaB8 in der Ringebene sechs
gleich groBe Krafte in den im GrundriB angegebenen Richtungen 1. ..6". Ihr
zugchoriges Krafteck ist geschlossen. Es stehen also die Horizontalkomponenten
der Krafte S; ..8S; fur sich im Gleichgewicht, und andererseits ist- *

68 -cosax = N.
Aus letzterer Gleichung berechnet sich
~

T beosa”
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Soll der Mast nun durch die vier Kabel ¢, . . . ¢, gehalten werden, so laBt sich eine
entsprechende Betrachtung durchfithren. Die waagerechten Komponenten der

vier gleich groBen Spannkrifte S; . . . S, heben sich wieder auf und andererseits ist

48 -cosp =N,
< N
8= oo

Die Spannkrafte in den Drahtkabeln der verschiedenen Kabelanordnungen ver-

halten sich also
S_2 cosB_ 506

S 3 cose

Wollte man mit den X-, Y-Komponenten analytisch werterrechnen, so muBten

die waagerechten Komponenten 8’ bzw. §’ in eine X- und eine Y-Komponente

¥ S

S5

L
0 100 200 300 W0 500 v§

Abb 82 Ubungsbeispiel.

zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen aufgestellt
werden, Man erhilt fiic die sechs Kabel:
8, + 8, - sin30° + S, sin30° — 8 — 8, - sin 30° — §; - 5in30° = 0.
8; - 0330° + 8; - cos 30° — S, - cos 30° — 8, - cos 30° = 0.

Man erkennt sofort, daB die Gleichungen erfiillt sind, da die Krifte 8.8
einander gleich sind. Entsprechendes gilt fiir die vier Kabel.

2. Aufgabe, Der in Abb. 82 in GrundriB und AufriB dargestellte Dreibock
stehe unter dem EinfluB einer waagerechten und einer lotrechten Kraft. Gesucht
sind die Stabkrafte.

Lésung. Die Resultierende der Stabkrafte S, und S, liegt einerseits in der
Ebene der Stibe @ und @, andererseits in der Ebene der Krafte H, V, S,, da
sie mit deren Resultierenden im Gleichgewicht stehen muB, d. h. sie muB in
der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen; da sich in der AufriBprojektion die
Stibe @ und @ iiberdecken, fillt auch R, 4 in diese «Spur. Man hat dem-
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gemaB im AufriB das Krafteck zu bilden aus H, V' und den Parallelen zu den
Staben @ (bzw.®)und . Die so im AufriBl gefundene Kraft S, ist bereits die
wahre Stabkraft, weil Stab (1) der AufriBtafel parallel lauft. Um S, und S, zu
ermitteln, ist dann R, ; in ihre Komponenten in den beiden Richtungen @, und (3;
zu zerlegen. Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene um die beiden
FuBpunkte in die GrundriBtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R, , in
ihrer wahren GroBe (aus dem AufriB) in die beiden Richtungen. Die umgeklappte
Ebene ist gestrichelt eingezeichnet. Das Kraftdreieck fur die umgeklappte
Ebene gibt die wahre GroBe von S, und S, an.

3. Aufgabe. Auf das Bockgerust der Abb. 83 wirkt eme waagerechte Kraft P

Gesucht sind die Stabkrafte. Die Losung erfolgt mit Hilfe des CuLmMaxNschen
Verfahrens

Abb. 83. Ubungsbeispiel.

Ldsung. Wir fassen P, S; und S,, S; zusammen, bestimmen also nach Seite 43
die Schnittlinie 2 der Ebene von P und Stab @ und der Ebene der Stabe @), @.
Um diese zu gewinnen, gehen wir vom GrundriB aus. Ein gemeinschaftlicher
Punkt der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten
Schnittlinie b ist der Schnittpunkt der GrundriSspuren der beidenen Ebenen. Da
P horizontal verlauft, also parallel der GrundriBtafel, verlauft die Grundrispur
der Ebene P, @ parallel zu P’ durch den Punkt 1. Die GrundriBspur der Ebene
®, @ ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2" und 3’ gegeben. Der Schnitt-
punkt s’ der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt der Schnittlinie % an, so daB
diese also gegeben ist durch die Verbindungshinie der Punkte s’ und 0’. s in den
AufriB iibertragen, ergibt die Linie A””. Man hat nun Gleichgewicht herzustellen
zwischen P, S; und R,,. und dann R,, in die Richtung der Stabe @ und ® zu
zerlegen. Um sofort die wahre GroBe der Stabkrifte zu erhalten, sind hier die
entsprechenden Dreiecke &', 1’, 0’ bzw. 2, 3, 0’ 1n die Grundrilebene umgeklappt
und dann die Kraftdreiecke aus [ P] und den Parallelen zu [1] und [k] bzw aus
dem so gefundenen H und den Parallelen zu [2], [3] gezeichnet



Zweiter Teil.

Krifte in der Ebene zerstreut anf einen Kérper wirkend.

Die jetzt zu betrachtenden Krafte gehen nicht mehr durch einen Punkt.
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Krafte treten neue Begriffe auf, die
wir erst kennenlernen wollen.

IV. Statisches Moment. Kriftepaare.
21. Yom statischen Moment. Denken wir uns eine Platte, etwa eine dinne
Holzplatte, in einem Punkt C' durch einen Stift festgehalten (Abb. 84), dann wird
sich die Platte unter dem EinfluB einer beliebigen Kraft

in ihrer Ebene drehen, sofern diese Kraft P nicht durch
den Festpunkt C' geht. Eine derartige Drehwirkung tritt A
in der Praxis sehr haufig auf, wir brauchen deshalb ein
MaB fur diese Drehung.
Die Drehwirkung wird offenbar um so groBer, je grofier Fresi

die Kraft P ist bei gleichem Abstand r, und andererseits

wachst sie mit groBerem 7 bei gleicher Kraft P. Ein be- A},’(‘{c‘f ign{’&ilﬂ'ﬁi’;?,?e“,‘.’if‘t
stimmtes MaBl der Drehung kann man erreichen durch eine

kleinere Kraft in gréBerer Entfernung oder eine entsprechend groBere Kraft in
kleinerer Entfernung. ZusammengefaBt konnen wir sagen. Die Drehwirkung ist
proportional P -7, d. h. (P -r) gibt ein MaB fur die Drehwirkung an. Diese
GroBe nennt man nun das statische Moment oder Dreh-

A
moment der Kraft P bezuglich des Punktes C: >
M=P-r. (18) -
Die Entfernung r wird Hebelarm und der Punkt C Dreh-
2

o

punkt oder Momentenpunkt genannt. Durch den Aus-
druck (P - r) ist aber das Moment noch nicht ganz gekenn-
zeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein durch die
Grofle festgelegt, sondern sie besitzt auch einen Drehsinn,
ctwa Uhrzeigersinn oder umgekehrt. Allgemein wird es
positiv genannt, wenn es imUhrzeigersinn dreht, andern- %
falls negativ. DemgemaB ist als statisches Moment das  Abb 85. Das statische
mit dem Vorzeichen verséheme Produkt von P -r zu be. ~ MomentFerschiedener
zeichnen. Man erkennt sofort, daB in Abb. 84 die Platte
im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgeloste Drehmoment ist also positiv.
Vielfach sind die Krafte unabhangig von dem Korper gezeichnet, auf den sie
wirken (Abb. 85). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen ist es fur den
Anfanger zweckmaBig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im Punkt ¢
drehbar befestigt ist, und dann nachzuprufen, ob dieser Kurbelarm durch die
betreffende Kraft im Uhrzeigersinn gedreht wird oder umgekehrt. Man erkennt
sofort, dall in Abb. 85 die Momente von P; und P, positiv sind, dagegen dasjenige
von P, negativ ist.

4 Schhink, Statitk 4 u 5 Aufi
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Krifte in der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend.
Da das Moment durch das Produkt von P - r gegeben ist, verschwindet es,
wenn entWeder P = Qist oder r = 0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten-
punkt hindurchgeht, liefert sie kein Moment.

Ein anschauliches Ma8 fur die GroBe des Drehmoments erhalt man dadurch,
daB man die Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; der

Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb. 86) ist gegeben durch Pér. Dem-

8 gemdB ist das Moment selbst dargestellt durch den doppelten

/;,,,,5,,,,, Inhalt dieses Dreiecks. Man erkennt auch leicht, daB der

Drehsinn des Moments dem durch P festgelegten Umlaufsinn

/ des Dreiecks entspricht, d. h. wenn der durch P gegebene

Umlaufsinn der Uhrzeigerdrehung entspricht, dreht auch die

€ Kraft P im Uhrzeigersinn und umgekehrt. Natiirlich ist hier

Abb. 86. der Begriff ,,Flicheninhalt* weiter zu fassen, da es sich ja

Geometrigche Dar-  njcht um eine eigentliche Flache in cm? handelt, indem die
stellung des stati- .. . . >

schen Momentes. Grundlinie eine Kraft und die Héhe eine Lange darstellt,

also die Dimension kg - cm vorliegt.

An Stelle des Ausdrucks P - r kann man auch einen anderen einfuhren, der
sich aus Abb. 87 ergibt. Durch den ganz beliebig gewahlten Momentenpunkt C
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt ; der Anfangspunkt 4 der Kraft P
besitze die Koordinaten z, y. Dann ist der Hebelarm gegeben durch:

r=y-cosx —-sin«,
demgema

M=P r=P" (y- cosex—z-sinx)

=P cos &
£O=ycose
FO=x sima
EF=r

—_—
+2

Abb 87. Zum algebraischen Ausdruck
des statischen Momentes.

oder
M = (P-cosx) -y — (P -sinx) - z.

Nun ist aber P - cosx die X-Komponente von
P und P -sinx die Y-Komponente, so dafl ent-
steht :

M=X-y—Y- =z (19)
Die Kraft P, d. h. ein Vektor, ist also jetzt er-
setzt durch die Komponenten X und Y. Die

erste Darstellungsweise von M ist eine vek-
torielle Darstellung, die zweite dagegen eine algebraische. Der Ausdruck

X-y—Y- 2

erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y der Abstand der Kraft X
vom Momentenpunkt C ist, stellt (X - y) das Moment der Kraft X far den Punkt C
dar, und zwar einschlieBlich des Vorzeichens. Ebenso ist — (Y - x) das Moment
der Kraft ¥ um den Punkt C, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es stellt
also der Ausdruck (X -y — Y - x) die algebraische Summe der Momente der
Komponenten X und Y fur den Punkt C'dar. Demnach ist das Moment der Kraft
P fur einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen Summe der Momente
ihrer Komponenten X und Y fur denselben Punkt; oder umgekehrt: die Summe
der Momenge der beiden Krafte X, Y ist glcich dem Moment ihrer Resultieren-
den P fur denselben Punkt.

Dieser Satz gilt auch, wenn P 1n zwei Komponenten zerlegt 1st, die nicht
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch fiw beliebig viele Krafte (Abb. 88)
Man nennt ibn den Safz vom statischen Moment der Krafte

Die algebraische Summe der Momente der Krafte Py ... P, fur irgendeinen
Punkt C ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden R fur denselben Punkt.
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Der Beweis ist einfach zu filhren. Wenn das Moment der Krafte P, .. P,
fiir den Punkt C mit M, . . . M, bezeichnet wird und das Moment von R fiif den-
selben Punkt C mit M, so kann der Satz durch die Formel dargestellt werden:

My=XM, (20)
wobei X' M, die algebraische Summe der Momente aller Krafte bedeutet. Die
Komponenten der Krifte P, seien mit X,, Y, bezeichnet, dann stellen sich die

einzelnen Momente der Krafte P, nach der , ’
Gleichung (19) in der Form dar: y

My = Xy — Yy, |

wobei z, y fur alle Momente die gleichen GréBen |
sind, weil ja alle Krifte nach Voraussetzung * *X
durch denselben Punkt hindurchgehen. Es ist Abb.88 Satzvomstatischen Moment
demgemﬁB: der Krafte.
SM=Z+ K4 X)) y—(Ty+ - Vif.o ¥z,

Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar ? Nach' fritherem sind X X,
und Y'Y, die Komponenten der Resultierenden; also ist die rechte Seite genau
so gebildet wie diejenige von M,, nur sind die Komponenten der Kraft P, ersetzt
durch die Komponenten der Resultierenden. Da andercrseits z, y unverindert

geblieben sind, ist die rechte Seite der Gleichung nichts anderes als das Moment
der Resultierenden R fiir den Punkt C':

(EX,) Y — (‘SY,) cx = M,.
Damit ist in der Tat gezeigt, daB X M, = M,.

22. Gleichgewichtsaussagen. Mit Hilfe dieses Satzes kann eine neue Gleich-
gewichtsaussage gemacht werden, die fiir viele Aufgaben von Bedeutung ist.
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Krafte im Gleichgewicht stehen sollen, dann
muf ihre Resultierende verschwinden. Infolgedessen muB auch das Moment der
Resultanten fur jeden beliebigen Drchpunkt Null werden, also z. B. auch fiir C'.
Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe dcr Momente der
einzelnen Krifte ist, muB fiir den Fall des Gleichgewichts X M, verschwinden.
Es ist damit das Ergebnis gewonnen:

Stehen Krafte in der Ebene an demselben Punkt im Qleichgewicht, so ist die
algebraische Summe der Momente aller Krafte fur jeden beliebigen Punkt der Ebene
gleich Null.

Der Satz ist hier bewiesen fiir Kiafte an demselben Punkt; er gilt aber, wic
sich spater zeigen wird, ganz allgemein fur jeden Gleichgewichtszustand belie-
biger Krafte.

Da fur jeden Punkt dic Summe der Momente verschwinden muB, kann man
beliebig viele Gleichgewichtsbedingungen diescr Art aufstellen; sie musscn tat-
sdchlich alle erfullt sein. Andcrerseits haben wir aber schon fruher festgestellt,
daB fur Krafte in der gleichen Ebenc an demsclben Punkt nur zwei gelbstandige
Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sind, infolgcdesscn konnen auch hier von
den belicbig vielen Momentengleichungen nur zwei voneil arder unabhangig scin,
alle iibrigen missen eine Folge dieser beiden sein. LEine Momentengleichung
4*
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sichert noch kein Gleichgewicht; denn wenn die durch einen Punkt laufenden
Krafte P, (Abb. 88) eine Resultierende haben, so verschwindet ja trotzdem deren
Moment und damit auch die Summe der Momente der Krafte fur jeden Punkt
auf E. Wenn wir also bei der Nachprufung der Frage, ob X M, = 0, zufallig
einen Momentenpunkt I auf der etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen,
dann ist (X M,); = 0, obwohl R tatsachlich vorhanden ist. Wenn wir andererseits
noch einen zweiten Punkt einfuhren, um die Nachprufung der Gleichung X M, = 0
vorzunehmen, so durfen wir diesen nicht auf der Verbindungslinie von dem ersten
Punkt I nach dem Schmittpunkt der Krafte 4 einfuhren, denn es konnte die
Tucke des Zufalls wollen, daBl dann beide Momentenpunkte tatsachlich auf der
Resultierenden, deren Vorhandensein wir ja von vornherein nicht kennen, liegen,
und dann ware fur berde Momentenpunkte X M; = 0 und trotzdem eine Resul-
tante vorhanden. Also wenn X M, fur zwei Punkte verschwindet, die auf einer
Geraden durch den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noch kein
Beweis fur den Gleichgewichtszustand gegeben, da ja auch X M, = 0 1st, wenn
zufallig die wirklich vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fallt. Gleich-
gewicht liegt aber dann mit Sicherheit vor, wenn die Summe der Momente aller
Krafte fur zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht
~— DaB die Summe der Momente aller Krafte mit dem gleichen Angriffspunkt
fir diesen Punkt als Momentenpunkt immer verschwindet, ist selbstverstand-
lich, da alle Krafte durch diesen Punkt hindurchlaufen. Diese Momentenbe-
dingung sagt also gar nichts aus.

Frither haben wir kennengelernt, daB beim Gleichgewichtszustand die Summe
der Komponenten aller Krafte in jeder beliebigen Richtung verschwinden muf3
(man denke daran, daf die Projektion des geschlossenen Kraftecks auf jede
beliebige Gerade- gleich Null ist); jetzt wurde festgestellt, daB beim Gleich-
gewichtszustand auch die Summe der Momente aller Krafte fur jeden beliebigen
Momentenpunkt verschwinden mufl. Wir kénnen- also im Falle des Gleichge-
wichts sowohl beliebig viele Komponentenbedingungen als auch Momenten-
bedingungen aufstellen, aber unter all diesen Bedingungen sind nur zwei unab-
hangige. Es kann demgemall eine @leichgewichisaufgabe fiir Krafte mit dem
gleichen Angriffspunkt gelost werden: entweder mit zwei Komponentenbedin-
gungen oder mit emer Komponenten- und einer Mo-
mentenbedingung oder mit zwel1 Momentenbedingungen

Letzteres moge an cinem zweibeinigen Bockgerust
gezeigt werden, und damit wird das auf Seite 26 er-
wahnte Momentenverfahren zur Ermittlung der Stab-
krafte emnes ebenen Zweibockgerustes durchgefuhrt.

Das Stabsystem sei 1n seinen konstruktiven Abmes-
> sungen . gegeben (Abb 89) Als Belastung wirke die
Abb 89 Das Momenten- Kraft P. Am Punkt 0 muB Gleichgewicht bestehen
e kxer o Dieses Gleichgewicht ist nach der neuen Erkenntnis ge-

sichert, wenn fur zwei beliebige Punkte (auBer 0) die
Summen der Momente der Krafte verschwinden. Wie schon fruher, mussen wir
auch hier vor Beginn der Rechnung Richtungspfeile fur die unbekannten Krafte
einfuhren. Wir nchmen wieder an, daf} beide Stabe als Zugstabe auf den Knoten-
punkt 0 wirken, ihre Pfeile sind also von 0 fortgerichtet. Da die Momenten-
punkte beliebige Lage haben konnen, werden wir sie naturlich moglichst zweck-
maflig wahlen, d. h so, dal die Gleichungen einfach werden, dafl wir also mog-
lichst wenig Rechenarbeit zu leisten haben. Zur Berechnung der Stabkraft S,
werden wir den Momentenpunkt am gunstigsten auf die Wirkungslinie von S,
legen, z. B 1 den Punkt B, da ja fur 1thn die Kraft S, kein Moment liefert.
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Dann ist (XM)=0
gegeben durch die Gleichung:
P-p,—8 -a; = 0.
Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daf} der Drehsinn des Momentes durch
das Vorzeichen ausgedrickt wird. In der vorstehenden Gleichung 1st, wie oben
eingefuhrt, der rechtsdrehende (Uhrzeiger-) Drehsinn positiv angenommen. Die
einzufuhrende Kraft S, greift an O an (nicht an 4'!), ihr Moment dreht bei dem
angenommenen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Wir finden den Wert
=p.P
S;=2P o
Zur Errechnung von S, erhalten wir als Momentengleichung fur den Fufipunkt 4
(M), =0: P-p,+8,-a,=0,

S2=-—P-ﬁ,

ay

also

d. h. 8, wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergebnisses, S,
wird Druck, da der erhaltene Wert negatives Vorzeichen besitzt. B

Das Verfahren bietet gleichungsmadBig dieselben Vorteile wie das Projektions.-
verfahren (Nr. 13), ist aber in seiner Anwendung, d. h. in der Aufstellung der
beiden Gleichgewichtsbedingungen, ubersichtlicher und demgemal} einfacher zu
handhaben.

Solche Momentenverfahren werden spater eine groBe Rolle spielen und haben
vor allem besondere Bedeutung, wenn die Krafte nicht mehr durch einen Punkt
gehen. |

23. Kriftepaare in der Ebene, Wir kommen nun zu dem Begriff des Krafte-
paares. Ein Kraftepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, glewch grofer, aber
entgegengesetzt gerichteter Krafte (Abb. 90).  Durch das
Kraftepaar ist eine Ebene bestimmt. Diese Ebene moge
mit derjenigen eéiner Platte oder Scheibe zusammenfallen,
also das Kraftepaar in der Ebene der Scheibe wirken.
Dann erkennt man sofort, daB die Wirkung des Krafte-
paares eine Drehung ist. Die Drehwirkung wird wieder
durch cin Moment gemessen. Wir wollen nun als Moment
des Kraftepaares definieren: die algebraische Summe der " ™'y Rirowiikune cines
Momente der beiden Krafte fur einen ganz beliebigen Punkt
als Momentenpunkt. Es crscheint diese Aussage, dal das Moment der Krafte fur
einen beliebigen Punkt aufgestellt werden kann, zunachst eigentumlich ; dies sicht
nach Vieldeutigkeit, nach Unbestimmtheit aus. Aber dic Klarung tritt sofort auf,
wenn man tatsachlich das Moment fir emen beliebigen
Punkt aufstellt. Der Hebelarm (@ + e) wird unter dem
EinfluB der oberen Kraft P nach rechts gedreht und es
entstcht das Moment + P (a + e); die untere Kraft P
dagegen dreht den Hebelarm a nach links und liefert das
Moment —P - a. Die algebraische Summe ist also. Abb 91

M=P-(a+e—P-a=-+P-e. (21)

Man erkennt, daB die Lage des Momentenpunktes in der Gleichung uberhaupt
nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner Bedeutung ist. Das Moment des
Kraftepaares ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal Entfernung
der beiden Krafte. Da man den Momentenpunkt belicbig wahlen kann, kann
man ihn auch auf cine der beiden Krafte selbst legen (Abb. 91 Punkt C), dann

P

Das Moment eines
Kiaftepaares
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hat die untere Kraft das Moment Null, die obere das Moment - P - ¢, d. h. das
gesamte Moment hat die GroBe P - e und dreht im Uhrzeigersinn. Wenn also dies
Kraftepaar auf eine Platte wirkt, so fihrt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn
aus. Vom statischen Gesichtspunkt aus ist die Annahme eines derartigen Mo-
mentenpunktes am zweckmaBigsten, zumal sie auch sofort den Drehsinn des
Momentes, also auch des Kraftepaares, ergibt. Man erkennt
daraus, daf das Moment des Kraftepaares ersetzt werden kann
durch das statische Moment einer einzelnen Kraft frir einen Punkt

¢ P auf der anderen Kraft (Abb. 92). Dies ist fur spatere Betrach-
/ tungen von Wichtigkeit.

\ An die Aussage, dal das Moment des Kraftepaares gegeben

¥ ist durch das Moment der beiden Krifte fur einen beliebigen

Abb, 92. Zusam- Punkt C, kann man folgende Uberlegung anschlieBen: Die Lage

menhang zwischen  des Momentenpunktes gegeniiber dem Kraftepaar ist von keiner

und Krattepaar. ~ Bedeutung; es kann also auch ein Kraftepaar gegeniiber einem

angenommenen festliegenden Momentenpunkt beliebig ver-

schoben werden. Immer bleibt das gleiche Moment, d. h. die Wirkung des Krafte-

paares auf den betreffenden Korper, etwa eine Scheibe, ist immer die gleiche. Es
ergibt sich der Satz:

Ein auf einen Korper wirkendes Kriftepaar kann in seiner eigenen Ebene
willksirlich verschoben werden, ohne daf sich die Wirkung auf den betreffenden
Korper andert.

Der Ausdruck P -e fiir das Moment des Kraftepaares erlaubt uns noch eine
andere Deutung: wenn man die Endpunkte der beiden Krafte des Kraftepaares

miteinander verbindet (Abb. 93), so entsteht ein Parallelo-

m gramm, dessen Flacheninhalt durch P - e gegeben ist. Es

ist also demgeméfl das Moment, d. h. der Wert des Krifte-

\\0/ \\ paares, darstellbar durch den Inhalt dieses Parallelo-

O\ gramms. Man erkennt sofort, dafl der durch die gege-
benen Krafte festgelegte Umlaufsinn zugleich den Dreh-
P sinn des Kriftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch

Abb 93. Dagstellung der  dje Kraft P bedingte Umlaufsinn im Uhrzeigersinn, wah-
Garoh eﬂnﬁirﬁfgg&’%ﬁ? rend das Kraftepf:r in Abb. 93 eine Scheitg)e gegen den
Uhrzeigersinn dreht. Nun kann man ja ein Parallelogramm

in der mannigfaltigsten Weise in andere flachengleiche Parallelogramme ver-
wandeln. Da wir aber jedes Parallelogramm zur Grundlage eines Kraftepaares
machen konnen, so sind die so entstehenden — d. h. durch flachengleiche Parallelo-
gramme dargestellten — Kriftepaare alle gleichwertig, d.h. sie uben dieselbe
Wirkung aus. Die in Abb. 94 dargestellten

Kraftepaare haben alle das gleiche Moment

nach Gréfe und Richtung, da ihre Parallelo-

] gramme gleichen Flicheninhalt haben.
My Fiir den Wert eines Kréiftepaares kommt
E es nicht auf die einzelne GréBe von P oder e
an, sondern nur auf die Grofe von (P -e).
My =My=My=Hy Gerade deswegen kann man ja ein Kraftepaar

in so vielfacher Weise durch ein Parallelo-
gramm darstellen. Dieser Umstand gibt uns
nun die Moglichkeit zu einer ganz neuen Definition des Kriftepaares. Um dies
zu erkennen, nehmen wir ein zahlenmagig gegebenes Kraftepaar von 2400 kg - m
an. Man kann dieses Kraftepaar etwa darstellen, indem man P = 2400 kg
und e = 1 m wahlt. Nun kann man P immer kleiner werden lassen und ent-

Abb 94 Gleichwertige Kraftepaare.



Kraftepaare in der Ebene. %)

sprechend e immer groBer, beispielsweise:

P =2400kg, e= 1,0 m,
P =2000kg, e= 1,2 m,
P= 100kg, e= 24 m,
P = 1kg, e=2400 m.

Bei weiterer Verkleinerung von P und VergroBerung von e kommt man schlieB-
lich auf die Grenzwerte P = 0 und e == co. Es ist also dann
P-e=0-00,

d. h. wir haben zwei unendlich kleine Krafte in unendlich groBer Entfernung.
Nun hat eine Kraft von der GroBe Null, die in sichtbarer Nihe wirkt, natur-
gemaB keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendlich groSer Entfernung
miissen wir vorsichtig sein, da die Unendlichkeit begrlfﬂlch nicht zu erfassen ist.
Wir kénnen also sagen:

Ein Krdftepaar ist darstellbar durch eine Kraft von der Grofe Null in un-
endlich grofer Entfernung.

Mit dieser Aussage kénnen wir allerdings keine Vorstellung verknupfen, und
man fragt sich unwillkiirlich, warum stellt man eine solche Definition fur das
Kriftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund
ist der, daB man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der
GroBe Null in unendlich greBer Entfernung kommt, und dann weil man eben,
daB hier tatsichlich ein Kraftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kriftepaares
muB dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden wir
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen.

Der umgekehrte Weg der VergréBerung der Kraft P und dementsprechender
Verkleinerung des Abstandes e fuhrt auf einen Ausdruck P -e = co- 0 fiir das
gegebene Kriftepaar. Wir kénnen also das Krdftepaar auch darstellen durch zwes
unendlich grofe Krafte im Abstand Null. Auch dieser Ausdruck kann bei prak-
tischen Aufgaben-in der Lésung auftauchen und stellt dann, ebenso wie dje
Kraft Null in unendlich groBem Abstand, ein Kraftepaar dar, das noch ander-
weitig bestimmt werden muB.

Mathematisch ist zu diesen Darstellungen des Kraftepaares noch folgendes zu
bemerken: Der Ausdruck 0 - oo oder co- 0 ist eine sog. unbestimmte GroBe; er
kann tatsdchlich irgendeinen- Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be-
stimmten Aufgabe einen ganz bestimmten Wert besitzen. Im obigen Beispiel
bedeutet 0 - oo gerade 2400 und nichts anderes; denn von dieser GréBe sind
wir ausgegangen und haben geschen, daB sic auch durch 0-oco ausgedriickt
werden kann.

Wir wollen uns nun weiter mit der Frage beschiftigen: Wie kann man ver-
schiedene Kraftepaare zusammensetzen? Man denke daran, daB Kraftepaare
durch Parallelogramme dargestellt werden kénnen. Nun kann man ja die In-
halte von Parallelogrammen zusammensctzen und den so erhaltenen Flachen-
wert durch ein Parallelogramm darstellen. So gut man aber durch algebraische
Addition der einzelnen Parallelogramme emn neues Parallelogramm bekommt,
kann man auch eine Reihe von Kriftepaaren in der gleichen Ebene durch cin
einzelnes, resultierendes Kréftepaar ersetzen, indem man die einzelnen Krafte-
paar-Parallelogramme, natiirlich unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens, ad-
diert und das Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kraftepaar ersetzt.
Dieses resultierende Kriftepaar ist offenbar durch die algebraische Summe der
einzelnen Kriftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf einen Kérper
wie die gegebencen Kriftepaare zusammengenommen. Wir erhalten damit den
Satz:
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Eine Reihe von Kraftepaaren in der gleichen Ebene lafit sich durch ein einziges

resultierendes Kraftepaar M, ersetzen, dessen IMoment gegeben st durch

M, =2, 22)
Dieses resulticrende Kraftepaar kann behiebig m der Ebene varschoben werden,
ohne daB sich seine Wirkung andert; in jeder Lage 1uft es dieselbe Drchwirkung
hervor wie die Gesamtheit dev emzelnen Kiaftepaare.

Man erkennt, daBl Kraftepaare, xdic m deiselben Ebene zerstieut sind. em-
facher zusammengesetzt werden konnen “als Kiafte an dcm gleichen Punkt
Wahrénd wir ber ersteren nur die algebraische Summe zu bilden haben, muB
ber den Kraften entweder der Ausdruck

R=}(XX)+ XT)
berechnet oder das Krafteck gebildet weiden  Eine solche Operation nennt
man geometrische Addition Demgemall werden also Krafte zusammengesetzt
mittels einer geometrischen Summicrung, dagegen Kiaftepaare m der gleichen
Ebene mit Hilfe emer algebirai~chen Addition, die naturlich bequemer 1st als
die erste. -

NaturgemaBl kann es auch vorkommen, daB die auf cine Platte wirkenden
Kraftepaare im ganzen keine Drehwirkung hervorrufen, daB die Platte in Ruhe
bleibt. Es heben sich dann die Kraftepaare

o \ gegenemander auf (Abb. 95). Das wurde be-

0 deuten, daBl M, = 0, denn M, gibt ja die

2% {\ Gesamtwnkung der Kraftepaare an Da aber
g1

T M, = XM,
o~

ist, muB, wenn A, = 0 ist, auch

Abb 95 Kraftepaare 1m Glerchgewicht :ﬂ[;: 0
o h ) sem, d h

Kraftepaare in derselben Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn thre algebraische
Summe verschwindet.

Fur Krafte mit demsclben Angnffspunkt war der Satz vom statischen
Moment bewiesen, der sich 1in der Form darstellte -

M,=XM,.

Das 1st dieselbe Gleichung, die auch jetzt ber der Zusammensetzung der Krafte-
paare auftritt. Dort war allerdings M, das statische Moment der Kraft fur emen
belicbigen Punkt und A/, das Moment der Resultierenden fur denselben Punkt ;
hier dagegen ist 3/, das Moment cines Kraftcpaares und M, dasjemge des resul-
tierenden Kraftepaares. Immerhm st aber em enger Zusammenhang vorthanden,
und das muB ja auch sein, weil das Moment eimnes Kraftepaares unmittélbar ge-
geben 15t durch das statische Moment der emnen Kraft fur irgendeinen Punkt auf
der anderen Kraft als Momentenpunkt Wenn wir alse das statische Moment der
Kraft P fur den Punkt €' bilden (Abb. 92), so 15t dies genau dassclbe wie das
Moment des 1 Abb. 91 angegebenen Kraftepaares. Man kann in emem solchen
Falle gerade o gut vom statischen Moment der Kraft P sprechen wie vom Mo-
ment des Kraftepaares '

Bei den Aufgaben der Praxis werden Dichmomente fast immer durch Krafte-
paare crzeugt. Betrachten wir bewspielswelse eme Welle, aut der eimm Rad an-
gebracht 1st, das durch eme Last P gcdreht wnd (Abb 90a) Wir haben hier e
statisches Moment, emn Drehmoment von der Grofie P - r, bezogen auf den Wellen-
mittelpunkt. Von emem Kraftepaar 1st zunachst nichts zu bemertken  Ganz
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anders wird aber die Sachlage, wenn wir das vollstandige Kraftbild fur die ganze
Konstruktion einzeichnen. Unter dem EinfluB von P wird das Rad nach unten
gedriickt, das Rad (als gewichtslos vorausgesetzt) druckt dadurch mit der Kraft P
auf die Welle (Abb. 96b) und will diese nach unten verschieben, Das wurde tat-
sachlich geschehen, wenn nicht von der Wele eine Gegenkraft von der gleichen
GroBe ausgeubt wurde; die Welle wehrt sich gegen die druckende Kraft P und
bewirkt eine gleich grofe Kraft P nach oben. An dem Rad selbst greifen also
tatsachlich die gegebene auBere Kraft P nach unten und die eben erwihnte
Gegenkraft P nach oben an (Abb. 96¢). Beide zusammengenommen bilden ein
Kraftepaar. Das Moment dieses Kraftepaares ist genau so gro und hat denselben
Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Drehmoment P - r. Das Gesamtkrafte-
bild der beiden Abb. 96b und c ist das gleiche
wie in Abb. 96a, da zwischen Welle und Rad
zwei gleich groBe Krafte P in der gleichen
Geraden wirken, die sich aufheben.

Abb. 96. Wirkung einer Kraft P auf exn Wellrad. Abb. 97. Scheibe anf exner Welle

. Die hier vorliegende Konstruktion besteht aus zwei Teilen : aus der Welle und
dem Rad. Von dem einen Teil werden Krafte auf den anderen Teil uibertragen,
also vom Rad auf die Welle und umgekehrt, von der Welle auf das Rad; sie sind
als Kraft und Gegenkraft gleich groB. Diese Verbindungskrafte, Zwischenkrifte
oder innere Krifte, treten immer auf, wenn eine Konstruktion, wie das meistens
der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. Sie sind fur die meisten Aufgaben
von besonderer Bedeutung und werden uns spater noch vielfach beschaftigen.
Im Zusammeénhang damit mége.noch der Fall Abb. 87 betrachtet werden: eine
Scheibe sei mit einer Welle verbunden; auf sie wirken vermittels besonderer Arme
Krdfte Py, P,, P;ein. Es handelt sich also hier um Krafte, die nicht durch einen
Punkt gehen. Jede Kraft wird ihren EinfluB auf die Welle ausuben; P, mochte
die Welle in der-Richtung von P; verschieben. Die Welle ihrerseits erzeugt dem-
gegenuber eine Gegenkraft von gleicher GroBe wie Pp; diese Gegenkraft wirkt
von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung mit P}’ bezeichnet. Ebenso
entstehen durch die Emnwirkung der Krafte P, und P; auch wieder Gegenkrafte
als Zwischenkrafte zwischen Welle untl Scheibe. Auf die Scheibe wirken also tat-
sichlich die gegebenen auBeren Krafte Py, P,, Pj;, die nicht durch einen Punkt
gehen, und die Gegenkrafte P,P,, P, die durch ¢inen Punkt, namlich den
Wellenmittelpunkt, laufen. Wir haben demgemaf drei Kraftepaare mit den Mo-
menten (4 P;r;), (+ Py75) und (— Pyr5). Diese Momente der Kraftepaare sind
genau 50 groBl wie die statischen Momente der gegebenen auBleren Krafte fur den
Wellenmittelpunkt. In Wirklichkeit wirken also auf die Scheibe nicht die auBeren
Krifte allein, sondern Kraftepaare, wahrend die parallel verschobenen Krafte
P}, P,, P, die Welle beanspruchen. Dicse Kraftepaare lassen sich zu einem resul-
tierenden Kraftepaar mit dem Moment A/, zusammensetzen; Grofe und Dreh-
sinn dieses Moments ist bestimmt durch die algebraische Summe der Momente
der einzelnen Kraftepaare oder, anders ausgedrickt, durch die algebraische Summe
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der statischen Momente der gegebenen auieren Krafte fur den Wellenmittelpunkt :
M, = Pyry + Pyry— Pyry.

Selbstverstandlich konnte auch die Scheibe unter dem Einflu8 der Krafte P, im
Gleichgewicht stehen. Dann muBte M, verschwinden, d. h. es mufite die Summe
der statischen Momente der Krafte P, fur den Drehpunkt Null werden. Man
sicht daraus, daB das frither gewonnene Ergebnis: ,,Jm Gleichgewichtsfall mufl
die Summe der statischen Momente gleich Null werden®, hier auch gilt fur Krafte,
die nicht durch emen Punkt hindurchgehen.

24. Parallelverschiebung von Kriiften, Die Begriffe des statischen Momentes
und des Kriftepaares spielen eine wichtige Rolle bei der Zu-
sammensetzung belicbiger Krafte in der Ebene. Bevor wir
darauf eingehen, ist es nétig, zwei Hilfssatze kennenzulernen.

Auf cine ebene Scheibe wirke in ihrer Ebene eine Kraft P
(Abb. 98). Sic soll aus irgendeinem Grunde in der Ebenc
parallel zu sich selbst nach dem beliebigen Punkt 0 ver-

= schoben werden. Unter welchen Umstanden kann dies ge-

ADb. 98. Vorschiebung  Schehen, ohne daB sich die Wirkung auf die Scheibe andert ?

cmer Kraft P parallel  Um die Frage zu beantworten, denkt man sich im Punkt 0

zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Krafte, die
mit dek gegebenen Kraft P gleich gro8 und ihr parallel laufen, angebracht. Da
sich die beiden hinzugefugten Krafte P’ und P gegenseitig auftheben, ist die

Wirkung der drei Krafte P, P’, P auf die Platte gcnau so grofl wie die der ur-

spriinglichen Kraft P allein. Nun stellt aber diesc letztere und die eine der neuen

Krafte, P"”, ein Kraftepaar dar, so daB im ganzen vorliegen: die nach 0 parallel

zu sich selbst verschobene Kraft P- (P’) und das Kriftepaar mit dem Moment

P -e. Alsoiibt die Gemeinschaft der verschobenen Kraft P’ und des angegebenen

Kraftepaares zusammen die gleiche Wirkung aus wie die ursprungliche Kraft P

allein. Daraus ergibt sich, da wir eine Kraft P nicht ohne weiteres parallel zu

sich selbst nach einem belicbigen Punkt 0 verschieben diirfen, da vielmehr nur
dann die Wirkung die gleiche bleibt, wenn noch das erwahnte Kréftepaar hinzu-
gefugt wird, dessen Moment nach GréBe und Drehsinn gleich ist dem statischen

Moment der urspriinglichen Kraft P fur den Punkt 0. Wir
4 ,,  gewinnen demgemaB den Satz: i
,_01' Eine Kraft P kann nur dann ohne Anderung ihrer Wirkung
X |

nach einem beliebigen Punkt 0 verschoben werden, wenn zu der
verschobenen Kraft noch in der durch die wrspriingliche Kraft P
und den Punkt 0 bestimmten Ebene ein Kraftepaar hinzugefugt
£< ” / wird, dessen Moment gegeben ist durch das statische Moment
der Kraft P fir den Punkt O.
Kh=pe Selbstverstandlich kann das Kraftepaar vom Moment
. P-e auch durch cin anderes Kraftepaar, d. h. duich ein
f}l'l’l‘,’;, o \K”rr:;th 'S solches mit anderer Grundkraft crsetzt werden, denn wir
nach cinem gegebe:  haben ja geschen, daB alle Kraftepaare mit gleichem Parallelo-
' gramminhalt und gleichem Drehsinn auch gleichwertig sind.
In Abb. 99 ist das Moment des gezeichneten Kraftepaares K-k mnach
GroBe und Drehsinn gleich dem Moment der Kraft P fiir den~ Punkt 0
(K+k= P-e). Also uben dicses Kraftepaar und die verschobene Kraft 7
zusammen die gleiche Wirkung auf den betreffenden Korper aus wie die ur-
springliche Kraft P. Dabei ist sclbstverstandlich stets darauf zu achten, dafl
der Drehsinn des Kraftepaares mit dem des Momentcs der Kraft P fur den
Punkt 0 iibercinstimmt.
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Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es sei
gegeben (Abb. 100) ein Kriftepaar vom Moment M = K - k und in der gleichen
Ebené eine Kraft von der GréBe P durch einen beliebigen Punkt 0 laufend.
Koénnen diese beiden Einflusse (Kraftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden ?
Man kann das Kraftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grundkraft P,
wobei dann der Abstand z der neuen Krifte P so groB gemacht werden muf}, daB

P.x2=M=K-k

ist. Dieses neue Kriftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir
nun so, daB die eine Kraft P (gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen Punkt 0
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verlauft. Man erkennt, da
dann diese Kraft und die urspriingliche Kraft P sich

aufheben, und es bleibt nur noch iibrig die parallel
zur ursprunglichen Kraft P verlaufende Kraft P im i p b P
Abstand z von 0. Dieser Abstand z ist dadurch be-
! 0
/!
/
/

stimmt, daB das Moment des Kriftepaares P -  gleich
dem gegebenen Moment M ist. Nun ist aber doch P - z
das statische Moment der verschobenen Kraft P fur
den Punkt 0, und man gewinnt damit den Satz: p/

Ein Krdftepaar vom Moment M-und eine in dessen !

Ebene liegende, durch einen beliebigen Punkt 0 gehende 250 100, Zusammensctzung
Kraft P konnen ersetzt werden durch eine einzige Kraft P,

die durch eine Parallelverschiebung der urspriinglichen Kraft P entsteht und deren
Lage dadurch bestimmt ist, dafy ihr statisches Moment fiir den Punkt 0 gleich ist
dem Moment M des gegebenen Kriftepaares.

Es ist jetzt auch wieder darauf zu achten, daB das Moment der gefundenen
Kraft P fur den Punkt 0 den gleichen Drehsinn besitzen muf3 wie das Moment
des gegebenen Kraftepaares. Bei den
in Abb. 101 angenommenen Verhalt-

nissen ware die Kraft P unterhalb des -P_i_/.D

Punktes 0 anzuordnen, damit sie den 4 8

gleichen Drehsinn liefert wie das Krafte- P ¥ Drehsinn vonP
paar. Es ist nicht zweckmiBig, zu sa-

gen, die neue Kraft P hat die Ent- Zusammensetzung ‘%gg‘ igrlﬂ.ftep&ar und Kraft
fernung 2 = M/P vom Punkte 0, weil

dadurch der Drehsinn zu leicht ubersehen wird, sondern man halte fest, daB
einschlieflich des Drehsinns P -z = M sein muB.

V. Analytische Zusammensetzung beliebiger Kriifte in der Ebene.

26. Die moglichen Fille. Es seien n in der Ebene zerstreute Krafte gegeben
nach GréBe, Richtung und Lage. Die GroSie der einzelnen Kraft wird wieder
bezeichnet mit P,. Die Richtung sei festgelegt durch die frither eingefuhrten
Winkel «; der einzelnen Krafte P, mit der positiven z-Richtung. Die Lage
konnen wir etwa dadurch angeben, daB fur jede Kraft die Koordinaten eines be-
liebig auf ihr liegenden Punktes eingefiihrt werden, beispielsweise x,, y,. Man
kann aber auch die Lage dadurch bestimmen, daB man die Entfernung der ein-
zelnen Kraft P; von einem Punkt 0 einfithrt, den man ganz willkurlich wihlen
kann. In dieser Weise mége es hier geschehen: die Abstinde 7, bestimmen die
Lage der einzelnen Krifte P,; dabei muB natiirlich hinzugefiigt werden, ob das
betreffende 7, nach links oder rechts bzw. nach oben oder unten abweicht.
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Gegeben sind also n Krafte:

nach Grofie durch P,.. P, p,,
nach Richtung durch o). «,.. «,,
nach Lage durch r, r, T

Gesucht 1st 1hre Zusammensetzung

Zum Zwecke der Losung verschieben wir jede Kraft nach dem ganz will-
keirlich gewahlten Punk: 0, der in der Ebene der Krafte P, iegt (Abb 102). Ber
dieser Verschiebung bleibt die Gesamtwirkung der
Krafte auf den Korper, .an dem sie angreifen,
dann die gleiche, wenn wir zu jeder verschobenen
Kraft noch emn Kraftepaar hinzufugen. Von die-
sen Kraftepaaren 1st imn der Abb. 102 nur das von
P, angedeutet. Es entstehen also durch die Ver-
schiebung der » Krafte nach dem gleichen Punkt 0
noch n Kraftepaare, die 1n der gleichen Ebenc
mit den Kraften P, und dem Punkt 0 liegen. Nun
konnen aber dicse n verschobenen Krafte zu einer
Resultierenden zusammengesetzt werden, da sie
durch den gleichen Punkt 0 gehen, und ebenso
die n Kraftepaare zu einem resultierenden Krafte-
paar, weil sie 1n der gleichen Ebene liegen. Be-
A V2 e Analy e e, trachten wir zunachst die Kraftepaare: jedes der
Kraften 1n der Ebene entstandenen Kraftepaare hat emn Moment von
der Grofle P, -r,, da ja r, der Abstand der beiden
Grundkrafte 1st, dieses Moment 1st aber nichts anderes als das statische Moment
der ursprunghchen Kraft P, fur den Punkt 0, einschlieBlich des Drehsinns. Das

Moment dgs resultierenden Kraftepaares 1st nach fruherem .gegeben durch

M,=XMN,

wobel M Aas Moment des einzelnen Kraftepaares bedeutet. Dieses ist aber, wie
eben bemerkt, gleich dem statischen Moment der Kraft P, fur den Punkt 0, so
daB das resultierende Kraftepaar den Momentenwert besitzt

]V[,:Plrl—{----P,r,—{—---Pnr",

d.h. das Moment des resultierenden Kraftepaares ist dargestellt durch die Summie
der statischen Momente der einzelnen Krafte P, fur den von vornherein will-
kurlich gewahlten Punkt 0. Die n nach dem Punkt 0 verschobenen Krafte P,
ergeben eme Resultierepde, die bezuglich Grofie und Richtung durch die Glei-
chungen (7) und (8) béstimmt ist:
v e T VY,
R=)(XX)P+(XY.)p tgo— Tx
Dabe1 sind X, und ¥, die Komponenten der nach 0 verschobenen Kraft P,. Da
aber diese parallel verschobene Kraft diesclben Komponenten besitzté wie die
ursprunghche Kraft P,, so smd X,, Y, die Komponenten der gegebenen Kraft P, .

X, = P,cosx,; Y, = P,smg,.

Als Ergebnis der seitherigen Austuhrungen haben wir also folgendes Ire
wrsprunglichen n Krafte- konnen ersetzt werden durch cine durch den willkurlich
angenommenen Punkt 0 hindurchgehende Resultierende, deren Grofle und Rich-
tung durch die angegcbenen Formeln bestimmt ist, und durch ein resultidrendes
Kraftepaar, dessen Moment durch die Summe der statischen Momente der gegebenen
Krafte fur.den willkurlich gewahlien Punkt O festgelegt ist
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Es erscheint ja zunachst merkwurdig, daB der Punkt 0, durch den die Resul-
tierende verlauft, willkurlich gewahlt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig-
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wahlt, dann
geht wohl die nach GroBe und Richtung ermittelte Resultierende R durch einen
anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber andererseits andern sich auch die
Werte r,, und dadurch wird das Moment des resultierenden Kraftepaares ge-
andert; das Zusammenwirken der neuen Kraft R mit dem neuen M, ist dann
vollig gleichwertig dem Zusammenwirken der fruheren Resultierenden durch
ihren Punkt 0 und dem fruheren M,.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders darstellen Die gefundene
Resultierende R und das resultierende Kraftepaar M, liegen beide in der gleichen
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf Seite 59 angegebenen Satz eine
Kraft P und ein Kraftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch Parallel-
verschiebung der gegebencn Kraft entsteht und eine colche Lage hat, daB ihr
Moment fur einen Punkt der gegebenen Kraft gleich ist dem Moment des ge-
gebenen Kraftepaares: P -« = M. In unserem Fall ist die fraghche Kraft: die
Resultierende R, und das fragliche Kraftepaar. das resultierende Kraftepaar
vom Moment J,. Sie konnen also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch
Parallelverschiebung der ermittelten Resultierenden entsteht, und die m bezug
auf den gewahlten Punkt 0 eine solche Lage haben muf}, daB ihr statisches Mo-
ment fur diesen gleich dem Moment des Kraftepaares A/, ist. Das resultierende
Moment war aber dargestellt durch

ﬂIr:-Plrl'l'"'Pzrz_i'"'Pnrny

d. h. das Moment des resultierenden Kraftepaares ist bestimmt durch die Summe
der statischen Momente der gegebenen Krafte P, fur den willkiirhich gewahlten
Punkt 0. Dabei sind die einzelnen Glieder naturlich mit dem Vorzeichen ein-
zusetzen, das dem Drehsinn des cinzelnen Moments P,r, entspricht » Also die
Lage von R ist dadurch bestimmt, daB ihr Moment R - z fur den Punkt 0 nach
GroBe und Drehsinn gleich ist der Summe der statischen Momente aller Krafte P,
fur denselben Punkt 0. Da aber der Punkt 0 ganz willkirlich gewahlt werden
durfte, so ist die Summe der statischen Momente von beliebigen Kraften der
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden fir jeden beliebigen Momenten-
punkt. Das ist aber nichts anderes -als der Satz vom statischen Moment der
Krafte, der fruher nur fur Krafte mit demselben Angriffspunkt bewiesen war, der
nach den jetzigen Ausfuhrungen also auch fur beliebige Krafte der Ebene gilt.

Man hat demgemaB folgendes Ergebnis:

Beliebige Krafte in einer Ebene konnen im allgemeinen ersetzt werden durch eine
Resultierende, die der Grofle und Richtung nach bestimmt st durch

\‘Yl
R=) XX} (XY, g =Ty

und deren Lage dadurch gegeben ist, da das Moment dieser Resultierenden jur ernen
ganz beliebigen Punkt 0 der Ebene gleich ist der Summe der statischen Momente der
gegebenen Krafte P, fur denselben Punikt 0:

My=SM,=Pyry+---Pror,+. -Por,.

Far die praktische Durchfuhrung einer solchen Zusammensetzung von Kraften
in der Ebene ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, was vorher uber die
Parallelverschiebung der Krafte nach einem Punkt gesagt war, war nur zum Be-
weis notig. Die Losung wurde sich also be1 emner vorliegenden Aufgabe folgender-
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mafen gestalten: man bildet von jeder der gegebenen Krafte (Abb. 103) ihre
Komponenten X, und Y, nach GréBe und Richtung, etwa unter Verwendung der
Formeln

X, =P, -cos «x,,

Y, = P, sing,,

und rechnet R und tg «g nach den angegebenen Formeln aus. Dadurch ist die
Resultierende nach GréBe und Richtung gegeben. Dann ermittelt man fur einen
ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der gegebenen
Krafte und muB nun die Resultierende in solcher Lage eintragen, daB ihr Moment
fiir den Punkt 0 gleich ist dieser Summe der statischen Momente, also

7 R-z=Pory+ - Pr .- Py,

A
e In Abb. 103 ergibt sich die Resultierende nach
/ E rechts unten verlaufend, sie ist im beliebigen

"\,’ e Punkt 0 gestrichelt eingetragen; da X M, hicr
T 2l \\ positiv ist, ist nun R so zu verschieben, daB ihr
AN \/'5‘ )3 Moment rechts herum dreht, d. h. sie mu8 ober-
N .
N\,
VAN

% halb des Punktes 0 liegen.

Fiir die Losung der Aufgabe, d. h. fur die ein-
R deutige Zusammensetzung der Krifte, ist die Er-
Zur analytiscﬁel:)x}) 'le?:z;mmensetzung mrttlung der GroBen X X' 4 = Y' und 2 M‘ niitig.
vonzerstreuten Kraftenin derEbenc  Die beiden ersten brauchen wir zur Bestimmung
von GroBe und Richtung der Resultanten, die
letzte fir ihre Lage Wenn X X, = 0 ist, dann fallt die Resultierende in die
y-Richtung, und wenn XY, = 0 ist, verlauft sie in der z-Richtung Verschwin-
den beide Ausdrucke, so gibt e¢s uberhaupt keine Resultierende. Hieraus geht

hervor, daB nicht immer eine Resultierende vorhanden sein muf3

Im ganzen konnen wie vier Falle unterscheiden, je nachdem die GroBen R
bzw. X M, gleich Null oder von Null verschieden sind.

1. R==0, S M;==0. Dann ist das gegebene Kraftesystem ersetzbar durch
eine eindeutige Resultierende, derefi G168e und Richtung durch dic oben ange-
gebenen Ausdrucke fur R und o, festgelegt sind, und deren Lage durch den Satz
vom statischen Moment der Kraite fur cinen beliebigen Punkt 0 eindcutig go-
geben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtct haben.

la. R==0, Y M;=0. Es laBit sich das gegebene Kraftesystem ebenfalls
durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt X M, = 0 ist, 15t die Lage dc1
Resulticrenden bestimmt durch £ x = 0, d. h. x mu8 gleich Null sein, weil ja
R 2= 0ist. Es geht also jetzt dic Resulticrende R durch den willkurlich ge-
wahlten Punkt 0 hindurch; d. h. zufallig wurde dieser Punkt 0 so cingefithrt, daB3
er auf der zu errechnenden Resultierenden R liegt. Diescr Fall ist ledighch em
Sonderfall von 1

2. R=0, XM;==0. Dann laBt sich das gegcbene Kraftesystem zuruck-
fuhren auf emn einziges Kraftepaar, dessen Moment M, bestimmt 1st durch das
statische Moment der gegebenen Krafte P, fur emen ganz willkirlich gewahlten
Punkt 0; denn der Ausdruck X M, stellt ja sowohl die Summe der statischen
Momente der Krafte dar, als auch andererseits die Summe der oben cx1wahnten
Kraftepaarmomente, also wiedcr ein Kraftepaar, namlich M,. Dic Wnkung da
gegebenen Krafte auf den betreffenden Korper, an dem sie angreifen, wind
demnach cme Drchwirkung seink Wenn man die Bedingung R-2 = X M, aut
diesen Fall anwendet, so lautet die Gleichung:

Orx=M,
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v
Oder %.—_— —"*6% = OQ.

Wir haben also eine Resultierende von dér Grofie Null in einer unendlich groBen
Entfernung, und das ist nach fritherem (Seite 55) ein Kriftepaar.

DaB hier, wo keine Resultierende auftritt, doch noch eine Drehwirkung vor-
handen sein muf, macht dem Anfinger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach-
lage wird klar, wenn man bedenkt, da R dann Null

wird, wenn XX, =0 und X' Y, = 0 sind, d.h. die [ "y )
gegebenen Krafte miissen dann so beschaffen sein, da8 - y_ Vl : :

die Summen ihrer X-, Y-Komponenten verschwinden. \;

Dieser Fall liegt aber bei einem Kriftepaar vor e X
(Abb. 104), weil die X- und Y-Komponenten beider \ X
Krifte P gleich groB und entgegengesetzt gerichtet S

sind. Es ist also bei dem Kriftepaar auch B = 0. \n CI
Der Ausdruck XM, ist hier das Moment der beiden -
Krifte P fiir einen beliebigen Punkt 0, das ist aber \_ J
nichts anderes als das Moment des Kriftepaares .. 10, 1. Komponenten
selbst. eines Kraftepaares.

Ein dhnlicher Fall liegt vor, wenn z. B. eine Platte
auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf sie wirkt (Abb. 105). Unter
dem EinfluB von P entsteht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den Zapfen
von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie auf Seite 57 ausgefiihrt, wieder eine
Reaktion nach oben von derselben GréB8e erzeugt. Auf
die Scheibe wirken demgemiB die beiden ausgezogenen
Krifte, némlich die urspriingliche Kraft P und die gleich
grofe, aber entgegengesetzte Reaktion P”’. Wir haben
also wieder ein Kréftepaar. Die Resultierende dieser beiden
Krifte ist Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung
dar, wobei das Drehmoment durch das statische Moment
der Kraft P fiir den Wellenmittelpunkt gegeben ist.

3. R=0, XY M;=0. Dann stechen die gegebenen
Krifte P, im Gleichgewicht. Wir haben keine Resul- Wcﬁei?&”
tierende mehr, wir haben auch ggin resultierendes Krafte-  spp. 105. Das v%rﬁ“bud

aar, dessen Moment ja durch X M, gegeben ist, d. h. die  einer auf einer Welle an-

:I:uf einen Korper wirkenden Krﬁfteg uben uberhaupt ‘i?ﬁé‘éﬁﬂ&iiesﬁff’? 3 w(llgl;?;
keinen BewegungseinfluB (weder Verschicbung noch hf dieScheibe, dic gestr
Drehung) mehr aus. Es ist Gleichgewichtszustand.

Nun verschwindet aber doch R nur dann, wenn XX, =0und X ¥, = 0,
so dal Gleichgewicht besteht, wenn

XX, =0, XY, =0 und XM =0. (23)
Die letztere Bedingung sagt aus, daB die Summe der statischen Momente aller
Krifte fur einen beliebigen Punkt Null werden muB, denn es war ja
SM,=XP, 7.
Die zwei ersten Bedingungen geben an, daf die Summen der Komponenten n
der z- und y-Richtung verschwinden mussen. Nun kann man aber die ganze
Uberlegung auch durchfuhren mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und
kommt dadurch zu Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeso wie
dies auch schon bei Kraften an demselben Punkt der Fall war. Wir erhalten da-
mit den Satz:
Zerstreute Krafle in einer Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen
threr Komponenten in zuei beliebigen Richtungen verschwinden wnd auferdem
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die Summe hrer statischen Momente fur einen ganz beliebigen Punkt ebenfalls
Null wird

Natuitheh wird man den Momentenpunkt, den man willkwmlich wahlen darf,
in einem praktischen Beispiel moglichst gunstig annehmen (vgl die Berechnung
auf S: 73). )

26. Gleichgewichtsbetrachitungen von Kriiften in der Ebene. Bei zerstreuten
Kraften der Ebene treten also drei Gleichgewichtsbedingungen auf, wahrend bei
Kraften in der Ebene an dem gleichgn Punkt nur zweir Gleichgewichtsbedin-
gungen vorhanden waren Demgemall durfen und
mussen bei Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf zer-
streute Krafte in der Ebene beziehen, dre1 Unbekannte
vorhanden sem, damit wir eindeutige und endliche
Losungen cerwarten konnen. Die einfachste Aufgabe
fur solche Krafte ist die, eine Kraft mit drei anderen
ins Gleichgewicht zu setzen, die sich nicht auf ihr

i schneiden.
Abb 106 Dlatte mit zwel Bevor auf diese Aufgabe naher eingegangen wird,
St e ™ moge zunachst auf folgendes hingewiesen werden. Wir
betrachten eine Platte, die zwei Schlitze in waage-
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die sich uber einen genau passenden
Bolzen verschieben konnen (Abb. 106). Auf die Platte wirken Krafte P, bis P,.
Wenn die Summe der X-Komponenten nicht verschwindet, dann wird sich die
Platte entsprechend dem Werte von X' X, unter Benutzung des waagerechten
Schhitzes verschieben; eine Verschiebung in der a-Richtung wird nicht eintreten,
wenn ¥ X, == 0° Ebenso wird vermittels des senkrechten Schlitzes eine Ver-
schiebung auftreten, solange X' Y, von Null verschieden ist. Weniinun XX, = 0
und X Y, = 0, dann ist dié Bewegung in den Schlitzen ausgeschlossen, aber es
besteht durchaus noch kein Gleichgewicht, solange nicht
auch die Summe der Drehmomente far den Bolzen gleich
Null 1st, es tritt eine Drehung auf. Man exkennt daran
klar die physikalische Bedeutung der drei Gleichgewichts-
bedingungen als notwendige Forderungen fur den Ruhe-
zustand

Wie lhiegen nun die Verhaltnisse, wenn die Platte
Abb 107 Schetbeaufenem keine Schlitze besitzt, aber in emmem Bolzen befestigt ist
Bolzen drehbar befestigt  (Abb. 107) 2 Durch die Krafte P; und P, werden, wie

schon auf Seite 57 bemerkt, Krafte auf den Bolzen aus-
geubt; dadurch entstehen vom Folzen gegen die Scheibe Gegenkrafte — Reak-
tionen — von der GroBe P,, P,, vorausgesctzt, dafl der Bolzen fest genug 1st, sich
also gegen den EinfluBl von P; und P, wehren kann: Es wirken demgemaf auf
die Scheibe jetzt vier Krafte, und zwar in Gestalt von zwei Kraftepaaren mit
den Momenten — P, . r; und + P, .7,. Die Summen der Komponenten in zwel
Richtunpgen sind wieder Null, also tritt emme Verschiecbung der Platte nicht em,
wohl aber ist eine Drehung um den Bolzen méghch, und zwar tritt dies immer

dann em, wenn
A _ - >
XM, =—P.ri+ Py.ry 0.

Ist aber Pyr, = Pyry,
dann haben wir volligen Ruhezustand. Man sieht hier wieder sehr klar, daf die
Drehwirkung durch Kraftepaare crzeugt wird, die allerdings erst in Erscheinung
treten, wenn man die Gegenwirkungen gegen die Scheibe berucksichtigt. In prak-
tischen Fallen liegt jeder reinen Drehung ein Kraftepaar zugrunde.
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Es wurde oben gesagt, da3 eine Kraft mit drei anderen, die sich nicht auf ihr
schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Aufgabe
in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und auBerdem drei Wirkungs-
linien, in denen die unbekannten Krafte P,, P,, P, wirken sollen. Um statische
Gleichungen aufstellen zu konnen, muBl man zunéchst die Richtungspfeile dieser
Krifte, wie schon fruher bemerkt, willkiirlich annehmen. Man kann dann die
drei obenerwéhnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es mége dies gleich
an einer technischen Anwendung geZeigt werden, um daran Bemerkungen uber
verschiedene Falle der Gleichgewichtslage bei einem unterstutzten Kérper an-
zuknupfen.

Bei Kraften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei
Stédben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedingungen gultig waren,
denen als Unbekannte die zwei Stabkrafte gegenuberstanden. Jetzt werden wir
eme Anordnung von drei Staben zu-
grunde legen, die nicht durch einen
Punkt gehen. Durch drei derartige
Stéibe moge eine Scheibe oder ein Bal-
ken (Abb. 108) gegeniuber der Erde ab-
gestutzt sein. Der Balken trage in der
gleichen Ebene, in der die Stéibe liegen,
eine Last Q. Die Stibe seien sowohl am
Boden als auch am Balken drehbar be-
festigt, damit Kréifte nur in der Stab-
achse auftreten (Langskrafte!). Die
Last @ wirkt auf den Balken, der in-
folge der Abstitzung durch die drei
Stabe in Ruhe bleibt. Diese Stibe die- Abb 108. Balken, durch dre1 Stutzungsstabe mit
nen als Kraftleiter nach der Erde. In der Horde verbunden.
ihnen werden innere Krafte — Stabkrafte — geweckt werden. Das statische
Bild ist also folgendes: infolge der Last @ ubt der Balken-auf die Stabe Krafte
aus; die Stabe wehren sich dagegen, wirken also ihrerseits auf den Balken, so dal
im ganzen am Balken angreifen: die Last @ und die Stabkrafte S;, S, und S;.
Diese Krafte miissen im Gleichgewicht stehen, da der Balken in Ruhe bleibt. Von
ihnen sind bekannt Lage, GroBe und Richtung von @ und die Wirkungslinien der
Stabkrafte. Wie bei jeder statischen Behandlung von Konstruktionsaufgaben ist
es auch hier sehr wesentlich, daruber klarzuwerden, welcher Konstruktionsteil
der eigentliche Trager des Gleichgewichtszustandes ist: das ist hier der Balken.
Die Losung der Aufgabe erfordert gemaf den seitherigen Ausfuhrungen die Auf-
stellung von zwei Komponentenbedingungen und einer Momentengleichung.
Diese kénnen erst aufgestellt werden, wenn iiber die Richtung der Krafte etwas
gesagt ist. Nun ist aber nur die Richtung von @ gegeben; es muB deshalb,
genau so wie bei den Bockgeriisten, in den Staben zunachst ein bestimmter
Richtungssinn angenommen werden, und zwar mége wieder eine Zugkraft
zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt von den Endpunkten
weg, d.h. auf den Balken wirken die Zugkrifte mit dem Pfeil vom Balken
nach der Stabmitte hin, wie sie in Abb. 108 eingetragen sind. Wir kénnen uns
geradezu den Balken losgeldst denken und’ihn als eine freie Konstruktien be-
trachten, auf den die vier Krifte ¢, S;, S;, S; wirken. Fur die beiden ersten
Gleichgewichtsbedingungen kann die -, y-Richtung willkurlich gewahlt, far
die dritte der Momentenpunkt beliebig eingefuhrt werden. Wir wahlen die
positive z-Richtung waagrecht nach rechts, die positive y-Richtung lotrecht
nach unten.

5 Schhnk, Statik 4 u 5. Aufl
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1 XX, =0. Da @ und 8, senkrecht zur z-Richtung verlaufen, haben sic
keine X-Komponenten. Die X-Komponente von S, verlauft bei dem emngefuhrten
Zugpfeil nach links, diejenige von S; nach rechts:

—8;-cos 45° + Sy cos 30° = 0.

2 XY, =0 DaQ@undS,indie y-Richtung fallen, treten sie 1n voller GrofBe
als Y-Komponenten auf; alle Krafte haben emne positive Y-Komponente:

Q+ S+ 8,-sin45° + 8;-sm30°=0.

3. XM, =0 Der Momentenpunkt 1st ganz belicbig; man wird 1hn selbst-
verstandlich moglichst bequem einfuhren. Legt man ibn nun auf einen Stab,
so fallt dic betreffende Stabkraft aus der Momentengleichung heraus; legt man
ihn in den Schnittpunkt zweter Stabe, z B von S, und S;, d 1 der Momenten-
punkt I, so fehlen diese beiden Krafte in der Momentengleichung, da ja beide
den Hebelarm Null haben. Ein solcher Schnittpunkt zweler Stabe 15t der gun-
stigste Momentenpunkt. Stellen wir die Momente dementsprechend fur den
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von @ und §; @ dreht um den Punkt I
links herum, 8; bei dem argegebenen Zugpfeil ebenfalls Iinks hcrum  Unter
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht die Gleichung

—Q-0,7% —8,-000+8,:0+4+8;-0=0

Aus diesen dre1 Gleichungen kann man die Unbekannten berechnen. Aus der
dritten Gleichung ergibt sich

) = —1000- %% — 1500 kg,
aus der Verbindung der ersten und zweiten Gleichung:

S, = -+447kg;  S; = + 363 kg.
Da S, und S; positiv sind, werden diese Stabe tatsachlich gezogen; dagegen wud
Stab (U gedruckt, weil der emngefuhrte Richtungspfeil mit Rucksicht auf das
negative Vorzeichen von §; umzukehren, also in einen Druckpfeil umzuwan-
deln 1st.

Die drei Gleichungen sind ganz verschiedenartig gebaut; jede der beiden
ersten enthalt mehrere Unbekannte, die letzte dagegen nur eine Unbekannte.
Das 1st kein Zufall, denn es wurde ja der Momentenpunkt absichtlich so gewahlt,
daB zwe1 Unbekannte (S, und S;) aus der Momentengleichung herausfielen. Nun
muB aber doch im Gleichgewichtsfall die Summe der Momente fur jeden belie-
bigen Momentenpunkt verschwinden Gerade so gut wie wir 1thn 1n den Schnitt-
punkt von S, und S; gelegt haben, kénnten wir auch Punkt IT (Schnittpunkt von
S, und §;) oder Punkt III (Schnittpunkt von S; und §,) als Momentenpunkt
wahlen Fur jeden dieser Momentenpunkte mufl die Summe der statischen Mo-
mente aller Krafte verschwinden und jede dieser Gleichungen hat dic Eigentum-
lichkeit, dafl nur eine Unbekannte 1n 1hr auftritt Wir bekamen also dann statt
der ursprunglichen drei Gleichungen deren funf, da die zwei neuen Momenten-
gleichungen noch hinzukomraen. Aber diese tunf Gleichungen sind tatsachlich
nicht voneinander unabhangig. Fur zerstreute Krafte in der Ebene gibt es mn
Wirklichkeit nur drei vonemander unabhangige Gleichgewichtsbedingungen, wie
aus den fruheren Ausfuhrungen hervorgeht Wohl konnen wir beliebig viele
Momentengleichungen anschreiben, wie auch beliebig viele Komponentenbedin-
gungen angesetzt werden konnen, aber alle sind Folgerungen von drer Glei-
chungen.

Wir wollen nun fur das verliegende Beispiel als grundlegende Gleichungen die
drer Momentenbedingungen anschreiben:
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1. (M) =0: —Q-0,75—48, - 0,50 = 0;
es ergibt sich 8§, = —1500 kg.
2. (XM = O0: —Q-0,25 4+ 8, - 0,56 = 0;
S, = 4-447kg.
3. (XM ) = 0: —Q-0,25 + 8, 0,69 = 0;
s = +363kg.

Das Ergebnis stimmt mit den aus den ursprunglichen Gleichungen ermittelten
Werten uberein. Wenn man nun fur irgendwelche andere Punkte die Summe
der Momente aller Krafte aufstellt und die hier gewonnenen Werte einsetzt, so
mussen alle diese Summen den Wert Null ergeben, da ja im Gleichgewichts-
falle die Summe der Momente fur jeden beliebigen Punkt verschwinden muB.
Ebenso muB mit den hier gefundenen Werten jede beliebige Komponenten-
bedingung erfullt sein. Wir kénnen also nach Gewinnung der drei Unbekannten
mjt Hilfe von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch
jede Komponentenbedingung als Probe verwenden.

Probe: XX, = 0: —447-cos 45° 4 363 - cos 30° = 0,
2Y, =0: 1000 — 1500 4 447 - sin 45° 4 363 - sin 30° = 0.

Der hier beschriebene Rechnungsgang empfiehlt sich haufig als vorteil-
haftester : man rechnet die Unbekannten durch Momentenbedingungen mit mog-
lichst gunstig eingefuhrten Momentenpunkten aus und pruft die Richtigkeit der
errechneten Werte mit Hilfe von Komponentenbedingungen nach. Jedenfalls
soll man nie versaumen, die errechneten Unbekannten nachzuprufen.

Welche Gleichungen wir als die drei Ausgangsbedingungen einfuhren, ist
grundsatzlich gleichgultig: entweder drei Momentenbedingungen oder zwer Mo-
mentenbedingungen und eine Komponentenbedingung oder eme Momenten-
bedingung und zwei Komponentenbedingungen. Jedoch konnen nicht drer un-
abhangige Komponentenbedingungen aufgestellt werden, da in der Ebene eine
Kraft nurin zwei Komponenten eindeutig zerlegt
werden kann. Durch Benutzung weiterer Momenten-
bzw. Komponentenbedingungen erhalten wir dann
mmmer die erwunschte Probe; der Momentenpunkt
ist ganz willkurlich, ebenso die Richtung der Kom-
ponenten.

Es war gesagt, daBB wir als Gleichgewichtsbedin-
gung drei Momentengleichungen aufstellen konnen.
Dazu ist noch eine Bemerkung notig. Es durfen
namlich die drei gewahlten Momentenpunkte nicht
auf einer Geraden liegen, wenn das Gleichgewicht AbDb 109 Zur Momcaten-
mit Sicherheit vorhanden sein soll. Das ergibt sich Pedimgung von Kratten
aus folgender Uberlegung. Nehmen wir an, es lagen Krafte vor, die tatsachhich
eine Resultierende R haben (Abb. 109). Dann verschwindet doch fur jeden auf
R liegenden Punkt die Summe der Momente der Krafte P,, da die Resultierende
selbst fur jeden dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe
der Momente der Krafte gleich 1st dem Moment der Resultierenden. Wenn man
nun nachprufen will, ob die gegebenen Krafte 1m Gleichgewicht stehen, weil man
zunachst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. Wahlt man die dre1 Mo-
mentenpunkte dann zufallig so, daB sie auf der vorhandenen Resultierendcn
liegen, so verschwindet die Summe der Momente aller Krafte fur diese drei Punkte,
obwohl eine Resultierende besteht. Werden aber die drei Momentenpunkte nicht
auf einer Geraden gewahlt, so konnen bei Vorhandensein einer Resultierenden
h*
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wohl die Momente fur zwei Punkte verschwinden (wenn die Resultiercnde zu-
fallig durch die beiden Punkte geht), aber nicht fur drei Punkte. Es ergibt sich

also der Satz:
Zerstieute Krafte in der Ebene stehen im @leichgewicht, wenn die Summen ihrer
Momente fur drev Punkte verschwinden, die nicht auf einer geraden Lanie liegen.
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Abb. 110. Balken, gegenuber der E1de verschieblich angeschlossen

h:)

Abb 111. Balken, durch drei
parallele Stutzungsstabe mit der
Erde verbunden.

Im Zusammenhang mi:v dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin-
gewiesen: wenn die drei Stabe durch einen Punkt hindurchgehen, dann ist das
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkrafte
werden vieldeutig. Geht namlich (Abb. 110a) die Last nicht durch den gemein-
samen Punkt 0, dann ist fur diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr
‘Null, da ja P einen Momentenbeitrag aufweist. Im Gleichgewichtsfalle muB
aber die Summe der- Momente fur jeden beliebigen Punkt verschwinden; also
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung moglch, d. h. die Konstruktion ist
beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der drei Stabe hin-
durch (Kraft P 1n der Abb 110b), so verschwindet allerdings das Moment aller
Krifte fur den Punkt 0, und es besteht Gleichgewicht, wenn die Summen der
Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden. Da aber nur zwel
unabhingige Gleichgewichtsbedingungen vorliegen (Krafte durch einen Punkt!),
denen drei Unbekannte gegenuberstehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es darf
also nicht eine Scheibe durca drei Stabe mit der Erde verbunden werden, die sich
in einem Punkt schneiden. Das ware auch der Fall, wenn die drei Stabe einander
parallel laufen (Abb. 111).

27. Gleichgewicht von drei Kriften. Es wurde oben der Fall betrachtet, aa
eine Kraft mit drei anderen ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschlieBend moge gefragt werden: Wann
kann uberhaupt eine Kraft mit zwei anderen Kriften derselben
< Ebene ins Gleichgewicht gesetzt werden? Man beachte wieder,

daB Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn die Summe threr Mo-
/ \ mente fur jeden beliebigen Punkt verschwindet. Nun verschwindet
g

# aber doch sicher nicht das. Moment der Kraft P; (Abb. 112) fur

den Schnittpunkt von P, und P,, da Pgnicht durch diesen Punkt

Abb. 112. zum hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser Anordnung

Gleichgewichts- unmdéglich. Das Moment kann nur dann allgemein verschwinden,
falldrererKrafte. wenn P, durch den Schnittpunkt von P; und P, lauft, d. h.:

Drei Krifte konnen nur im Gleichgewicht stehen, wenn sie durch einen Punkt
hindurchgehen und in der gleichen Ebene liegen.

Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsachlich dann der Gleich-
gewichtsfall vorliegt, mu8 im ubrigen die Summe der Komponenten in zwei
Richtungen verschwinden, oder es mufl die Summe der Momente fir zwe1 andere
Punkte verschwinden bzw. die Summe der Komponenten in einer Richtung und
die Summe der Momente fiir einen Punkt, oder es mufl das zugehorige Krafteck
geschlossen sein.
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28. Zusammensetzung und Zerlegung bei parallelen Kriften. Liegt ein System
von _parallelen Kraften vor, so ist ihre Resultierende durch die algebraische
Summe der emzelnen Krifte gegeben und lauft parallel zu diesen Kraften. Der
Beweis beruht auf den Formeln

_— \‘Y

R=V(SXP+ (XY tgan= Ty
denn wenn man die gegebene Kraftrichtung als y-Richtung wahlt (Abb. 113),
wird XX, =0 und XY, gleich der Summe der gegebenen Krafte. Die Lage
der Resultanten ist, wie bei Kraften i allge- z

meiner Lage, bestimmt durch den Satz vom
statischen Moment der Krafté, bezogen auf

ro——8
irgendeinen Punkt 0: . o
- l Pi Pz o0
R-z=2XM,. | —t—a; —
Gesucht sei nun die Resultierende zweler D 2y
paralleler Krafte P, und P, nach ihrer Grofle, Vyl " %
Richtung und Lage (Abb. 113).~Ihre GroSe ist 7
bestimmt durch R
R=P } P,, Abb 113 Die Resultiercnde zweler

paralleler und gleichgerichteter Krafte.
ihre Richtung, wie oben erwahnt, durch die

Richtung der Krifte. Zur Bestimmung der Lage kann man einen beliebigen
Punkt 0 annehmen und stellt die Gleichung auf:
—P,a;— P, ay=—R"z,

wodurch z bestimmt ist. Nun kann man aber den Punkt 0 ganz beliebig wahlen,
und wir werden ihn selbstverstandlich so einfuhren, daB die Gleichung moglichst
einfach wird. Dies ist der Fall, wenn der Momentenpunkt auf der Wirkungshnie
der Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage der Resultierenden an,
und nach Einfilhrung der Entfernungen p,, p, von den Kraften lautet die Mo-
mentengleichung fur einen Punkt N auf ibr:

A
R'O:——Pl‘pl+P2‘p2 l ?
oder Py-py=Py-p,. I 2 R
Durch diese Gleichung ist tatsachlich die Lage der /?l Pz—‘l

Resultierenden bestimmt, da

Prt+Pr=e ADD. 114, Dic Resulticrende
. . . . zweler paralleler und ent-
ist und die Entfernung e gegeben war, so daB die Glei- gegengesetzt  gerichtetet

chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist. Krafte
Sind die beiden parallelen Krafte entgegengesetzt gerichtet (Abb. 114), so
ist die Resultierende R bestimmt durch

R=P,— P

ihre-Richtung fallt mit der der groBeren der beiden Krafte zusammen. Die Lage
der Resultierenden wird wieder ganz schematisch dadurch bestimmt, daB fur
einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz erfullt semm mufB-

Py -p=Py-p,
Da diese Gleichung nur befriedigt werden kann, wenn zur groBeren Kraft P, der

kleinere Hebelarm p, gehért und umgekehrt, so muB die Resulticrende auBerhalb
der groferen der beiden Krafte liegen.
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Soll umgekehrt (Abb. 115) eine Kraft P in zwei Komponenten in gegebenen
P'a,rallelen ¢, und g, zerlegt werden, so fuhrt man zunichst Richtungspfeile fur
diese Komponenten ein unter Berucksichtigung der Beziehung

, : P =K, + K,

| undschreibt fureinenbeliebigen A, — %
T 2
2 % ’,(z Punkt von P das Hebelgesetzan
4 K . k=K, k,.
P

; Mit Hilfe der so erhaltenen

A 9% zwei Gleichungen ist die Auf-
abe zu losen.
Abb. 115. Zerlegung einer g be . ose.n . Abb. 116. Gleichgewicht einer
Kraft mK zwel parallele Llegen die gegebenen Wir- Kraft mit_zwel parallelen
rafte kungslinien auf der gleichen Kraften.

Seite von P, so haben die gesuchten Komponenten entgegengesetzte Richtung,
und zwar liegt die groBere naher bei P mit gleichem Vorzeichen.

Da die Aufgabe, eine Kraft P in zwei Komponenten K; und K, zu zerlegen,
gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mit zwei gesuchten Kraften
P, und P, ins Gleichgewicht zu setzen, und ledighch die Krafte P; und P, ent-
gegengesetzten Richtungspfeill wie K; und K, aufweisen, kann diese Gleich-
gewichtsaufgabe ganz entsprechend gelost werden (Abb. 116); jetzt mufl sein:

P, + Py=—P
und Py-py= Py ps.

Ubungsaufgaben fiir zerstreut in der Ebene liegende Kriifte.

1. Aufgabe. Ein gewichtsloses Seil von der Lange ! = 60 cm liege auf einer
Zylinderwalze mit dem Halbmesser » = 50 cm (Abb. 117) und trage an seinen

=G, cosg,

Abb. 117. Ubungsbeispiel

Enden Gewichte von @, = 30 kg, G, = 10 kg. Wie groB sind im Gleichgewichts-
fall die Winkel ¢, und @,? )
Lésung. Das Konstruktionsglied, das hier 1m Ruhezustand stehen soll, ist

das erwahnte Seil mit seinen Endgewichten. Es ist offenbar Ruhe \forhanden,
wenn die durch @, hervorgerufene nach links ziehende Kraft K, glglch ist der
durch G bewirkten nach rechts ziehenden Kraft K,. Diese beiden Krafte wirken
tangential und sind gegeben durch:

K, =G, -sing,,

K, =G, - sing,.
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Wir bekommen also die Gleichung:
G, -sing, =G, - singy;
andererseits ist

l=7"(p,+ @),
l 60
‘P1+‘P2:7=56=1,2-

Die wirkliche GroBe ist leicht zu finden, wenn man bedenkt, dafl zum Bogen 7
der Winkel 180° gehort:
180° _ (91 +90)°
x 1,2
@1 < gp = 68° 40,
Py = 68° 40" — gy;
mit diesem Wert lautet die obige Gleichung:
@, - sin (68° 40" — @,) = G5 - sin @,
G, - (sin 68° 40’ - cos @y — cos 68° 40" - sin @;) = G, -, sin @y,
@, - (sin 68° 40’ - ctg g, — cos 68° 40") = G,,
G, + G, - cos 68° 40"

P2 = TG sines 40"
b 3 ctg g, = 0,748.
emgeméf : ¢y = 53° 20,
@y = 15° 30",

Nun muB aber im Gleichgewichtszustand auch die Summe der Momente
aller wirkenden Krifte fur einen beliebigen Punkt gleich Null sein. Auf das Seil
wirken als gegebene Krafte G; und @,. Stellen wir das Moment fur den Angriffs-
punkt von G, auf, so entsteht

G, - (r-sing, + 7 -sing,).
Das ist aber nicht Null, also muB irgend etwag unberucksichtigt geblieben sein.
Tatsdchlich wirken aber auch auf die Endpunkte des Seiles nicht die Krafte ¢,

und @, allein; denn durch die Lagerung der Kugeln auf der Walze werden gegen
diese Krafte ausgeubt von der Grofle

Gy cosg; und Gy-cosg,.

Die Walze ihrerseits wehrt sich gegen diese Einflusse und erzeugt gleich grofle
Gegenkrafte N; und N,, so daB auf die Endpunkte tatsachlich wirken G, und N,
bzw. @, und N, (Abb. 117b). Die erste Zeichnung war unvollstandig. Die Resul-
tante aus G; und N, ist die oben benutzte Kraft K, entsprechend K, die Resul-
tante aus N, und @,; die Summe der Momente dieser vier tatsachlich auf die Seil-
enden wirkenden Krafte @,, N,, G,, N, muB nun fur jeden beliebigen Punkt der
Ebene verschwinden, z. B. auch fur den Mittelpunkt der Walze. Durch diesen
Punkt laafen N; und N, hindurch, haben kein Moment und es bleibt nur ubrig:

—Gyr-sing; + G, r-sing, = 0.
Damit ist dieselbe Gleichung gewonnen, die oben angesetzt worden war.

2, Aufgabe. Um drei gleich groBe Walzen ist ein Band ohne Vorspannung
gelegt, das die Walzen in der gezeichneten Lage halt (Abb. 118). Wie gro8 ist
die Seilkraft ?

Losung. Das Gebilde aus den drei Walzen mit dem umgelegten Band ist im
Lager durch zwei Bolzen befestigt; unter Vernachlidssigung des Gewichtes des
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Bandes wirkt ledighch die Schwere der drer Walzen auf die Bolzen, und es ent-
steht demgemalB fur jeden Bolzen eine druckende Kraft von der GroBe

G+ 6y + Gy
1t Gkl

Gegen diese Drucke wehrt sich das Lager bzw. das Bolzenpaar, und es werden also
gegen das Walzensystem die beiden Krafte

@, a‘»GﬂLGl
9

wirken.

Die beiden Walzen 1 und 2 haben das Bestreben, von der unteren Walze ab-
zurutschen, daran werden sie durch das umschlungene Band verhindert, dadurch
entstehen in diesem Band Krafte, die auf die emzelnen Walzen wuken; so wnkt
beispielsweise auf Walze 2
die Bandkraft S, und die
Bandkraft S;. Andererseits
druckt diese Walze 2 mit
emer Kraft Kz, auf die
Walze 3, diese wehrt sich da-
gegen und erzeugt die gleich
groBe Gegenkraft K, ;. Beide
Krafte mussen, solange keine
Reibung vorhanden ist, in
die Richtung der Radien
fallen Entsprechendes gilt
von den Kraften zwischen
den Rollen 1 und 3. Es ent-
steht so das in der Abb. 118
dargestellte Kraftbild, wobe1 der erste Anzeiger von K die Walze angibt, auf dic
die Kraft wirkt (K, ,=K,, =0) Auf die Rolle 2 wirken demgemaB@,,S,, 83, Kp3
Diese miissen im Gleichgewicht stehen, also drei Bedmgungsgleichungen erfullen:

1. (XM), = 0: —8y r +85-r=0, Sy = 8;.
2. XX, =0: —8, —8; - cos60° + Kyg* cos60° = 0,
S, = Kag - cos 60
377 1+ cos60°
3. XY, =0: —Ky3+8in60° 4 Gy + S;-s1n60° = 0,
Koa = 8+ e

Daraus ergibt sich:
S5 4+ 85+ cos60° = S; - cos 60° 4 G, - ctg 60°,
Sy= Gy - ctg 60° = vf’s _ %/05 — 57,7 kg.
Da S§; = S, sein muB, ferner an Rolle 3 die Bandkraft S, = §;, weiter S5 = S
und an Rolle 1 auch g = 8}, so erkennt man, dal die Seilkraft fur das ganze
Band gleich groB ist. Damit ist die Aufgabe gelost
3. Aufgabe. Welchen Druck p kann man mit der Anordnung nach Abb. 119
erzeugen, wenn die Handkraft P = 50 kg betragt und der Kolbendurchmesser
30 mm'ist ?
Lésung. Wir betrachten die Gleichgewichtszustande an den einzelnen Teilen
der Konstruktion; zunachst am Hebel 4 @, dann am Punkt b und ¢. Auf den
Hebel wirkt auBer P noch die Stabkraft D und ferner an der Befestigungsstelle 4
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eine Kraft N gegen den Hebel. Da uns diese letztere nicht interessiert, stellen
wir fir den AnschluBpunkt 4 die Momentengleichung auf:
P-90—D-50=0,
D = —2 P =90 kg.
Am Punkt b muB Gleichgewicht besteheh zwi-
schen den drei zusammentreffenden Stabkraf-

ten D, K, S. Das Kraftdreieck ergibt fur K
eine Druckkraft, fur S eine Zugkraft:

K=D-®=2.P.3 =3P —150kg.
S = D_Vso%g_sgz: 174,9 kg.

SchlieBlich muB sich am Punkte ¢ die Kraft K
aufheben mit der Kraft P’, die durch den
Druck p entsteht. Unter dem Druck ver-
steht man die Kraft auf 1 cm?; beim Kolben-
durchmesser von dcm entsteht also dann
eine Kolbenkraft K:

a? £

K:P'=n-~4—-p. o @ g
In unserem Falle ergibt sich: 0
- 20 2. K8
K=mxn-" g PP s,
daraus  p = 21,2 kg/em® Abb. 119. Ubungsheispicl.

4. Aufgabe. Nach welchem Gesetz ist eine Skala fur den Druckanzeiger der
Abb. 120 aufzutragen? Gesucht ist also: o = f(p).

Lésung. Die Kraft, die auf die Zahnstange durch den Druck p ausgeubt wird,
1st gegeben durch:

2 2
P=n®p—an b p—1257p.
Diese Kraft greift an dem Zahnrad in der Ent- eﬁﬂﬁm‘

fernung (e —d/2) vom Zahnradmittelpunkt an -
und sucht dieses nach rechts zu drehen, wahrend R |
das Gewicht G an dem mit dem Zahnrad fest
verbundenen Hebel dieses nach links zu drehen pyApb 120.
sucht. Das Gewicht wird so lange gehoben, bis ~° Pungsberspicl.
sein Moment gleich dem Moment von P ist:
G-100,0 - cosx = P - (10,0 — 2,0),
80 -100,0 - cosx = 12,57 - p - 8,0,
_12,57-p-80 ]
cosx = —gria = 0,01257 - p.

5. Aufgabe. Die i Abb. 121 angegebenen
Krafte, die auf eine Platte 1n ihrer Ebene wirken,
sollen zusammengesetzt werden. Es sei

P =100kg, Q= 80kg, S = 200 kg,

a=2cm, b=10cm, ¢ = 30cm.

Lésung. Die Aufgabe wird analytisch gelost. Die Resulticrende ist nach GroBe
und Richtung durch ihre Komponenten XX, und XY, bestimmt, nach Lage
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durch den Satz vom statischen Moment der Krafte (S 61). Unter Einfuhrung der
positiven Richtung nach rechts bzw. nach unten ist:

XX, =8 cos60° = 200-0,56 = +100 kg (also nach rechts),
NY, =2P 4 2Q—8 -sin60° = 4 186,8 kg (also nach unten),
(EM),=Q-a-+P-(@a+b)+Q-(2a+ b) = 8600 kgem.

FTTy T Der Punkt 0 wurde als Momentenpunkt
| / * gewahlt, weil sich auf 1thm die beiden Krafte
i r _‘/}u S und P schneiden Es findet sich weiter:
0 R S
U B—V(EX) + (ZV.p = 2118k,
: | Y, 1868
1 R~ Rl N bl g
)y L"f:;‘ S sl tgar = XX, 100 1,9,
72/ T ] ap = 62° 15",
Abb 121. Ubungsbelspel Die Resultierende R verlauft nach rechts

unten. Da die Summe der Momente fur den

Punkt 0 ein positives Vorzeichen ergab, dreht dieses Moment im Uhrzeigersinn.

R muB nun so liegen, daB ihr Moment den gleichen Drehsinn ergibt, d. h. da sie

nach rechts unten verlaufr, oberhalb von 0. Die GroBe des Momentes von R

muB gleich XM, sein  Wir denken nun die Resultierende R, deren Lage noch nicht

bekannt ist und die in der eigenen Geraden verschoben werden kann, in ihrem

Schnittpunkt mit der Linie 4 0 (Abb. 121b) zerlegt in eine waagerechte und lot-

rechte Komponente, deren GroBen durch XX, und X'Y, gegeben sind. Letztere

hat fur den Punkt 0 kein Moment, erstere dagegen das Moment (XX,) - e, wobei

e noch unbekannt 1st.

e: ‘EX, = ():M')O)
8600

f66= 86 cm.

- 6. Aufgabe. Wie groB 1st bei
dem in Abb.122 gezeichneten Spann-
rollentrieb 1n der angegebenen Lage
und bei emmem Gewicht G = 30 kg
der Riemenzug S?

Losung. Betrachten wir zu-

o nachst den Hebel mit der Rolle E.

P 5 Durch den herabdruckenden Hebel

y Abb 122 Ubungsbespiel. “:lrkt von der Rolle auf den Rlem.en

eine Kraft K und umgekehrt eine
gleich groBe Kraft K’ vom Riemen auf den Hebel. Am Hebel greifen also an
die eben erwahnte Kraft K’, ferner das Gewicht @ und die Kraft an der Befesti-
gungsstelle 4. Diese drei mussen 1m Gleichgewicht stehen. Es muB also ithr Mo-
ment fur einen beliebigen Punkt verschwinden, z. B. fur 4. Fur diesen Punkt
licfert die Befestigungskraft selbst keinen Momentenbeitrag, und wir haben:

G- (30 4+ 60) — K’ - cos10°- 60 = 0,
0% 45
K =60 05 10° ~ cos 10°°
An der Beruhrungsstelle von Rolle und Riemen wirken vom Hebel her die Kraft
K, ferner vom Riemen nach links und rechts die unbekannte Kraft S. Diese

drei Krafte mussen im Gleichgewicht stehen, also muf83

2Y, =0

e =

X
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erfullt sein. Das ergibt
K -cos10° — S .sin 20° = 0,

45 .
Als Probe kann verwendet werden:
X, =0,

K -sin10° 4 8 - cos 20° — S = 0.

Die graphische Losung ist durch das Kraftdreieck aus K und den beiden Kraften S
gegeben. Es findet sich aus dem Kraftdreieck:
K

— Q. °
?—-S sin10°,

also das gleiche Ergebnis wie oben, da ja
. sin 20° = 2 - sin 10° - cos 10°
st

7. Aufgabe. Wie groB muf bei dem in Abb. 123 dargestellten Ventil die Ent-
fernung = sein, wenn das Ventil bei 15 atu abblasen soll?

Lésung. Es liegen hier drei Konstruktionsteile vor: der Hebel I drehbar um
A, der Hebel IT drehbar um C und der Ventildeckel. Der Hebel I druckt an der
Stelle Bauf den Hebel I1,dieser wehrtsich
dagegen mitder gleich groBen Kraft B'. Es
greifendemgemafl am Hebel I (Abb 123b)
an: @, B'und die Kraft in 4. Die Momen-
tengleichung fur A ergibt:

G.(10 +z)— B -70 = 0.
B —@G

m== 0.

Auf den Hebel IT (Abb.123¢) wirkt die
eben berucksichtigte Kraft B, ferner die
Ventilkraft K und die BefestigungskraftC.
Die Momentengleichung fur C ergibt:

B-140— K- 70 = 0.

Abb 123.
Ubungsbeisprel.

Andererseits haben wir fur das Ventil ‘ ; : ‘
(Abb. 123d):
K =K =15% p—663kg. ,,<L|> w b
| 6
Wir erhalten damit B = 332 kg, dann . — 70—**~—¢*—-J
aus der ersten Gleichung, mit G = 30 kg, I i%ﬁ::ia €
x = 70 cm. 7 p

8. Aufgabe. Wie grol muBl bei dem in ,
Abb. 124 dargestellten Panzerwagen das d
Antriebsmoment M des Zahntriebes sein,
wenn der Radius des Zahnrades r = 25 cm betragt und die Neigung o« = 10° ist ?
Lésung. Das gesamte Gewicht wirkt im Schwerpunkt des Korpers. Seine
beiden Komponenten,
G-cosx und @-sing,

greifen ebenfalls dort an. Die Kraft G - cos « wird durch die Gegenkraft N auf-
gehoben. Die Komponente & -sina muB8 durch eine Aufwartswirkung iber-
wunden werden, diese wird aber am Radkranz ubertragen. Auf das Antriebsrad
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wirkt also nach abwarts die Gewichtskomponente G - s «, die vom Wagen auf
den Zapfen druckt, und am Radkranz die fur das Gleichgewicht notige Gegen-
kraft des Bodens von gleicher GroBe, das ergibt ein reines Kraftepaar vom Dreh-

Abb 124. Ubungsbeispiel

moment @ - (sin«) - r. Dieses Moment mul}
durch das Antricbsmoment ~ubcrwunden
“werden.
M =G -smo .7,
M = 22000 -0,1736 - 25,0 = 95500 kgem,
M = 955 kgm

9. Aufgabe. Wie grof mufl in der m
Abb 125 dargestellten Wagenbremse dle
Entfernung z sein, damit die Normalkrafte
N, und N, gleich grofl werden ?

Losung Wir haben drei Hebel als Haupt-
konstruktionsteile, die in den Abb.125b, ¢, d
herausgezeichnet sind. Am Hebel I lautet
die Momentengleichung fur den Punkt 4

P-40—8 20=0, also 8 =20P.
Am Hebel II werden zwei Momentenglel-
chungen aufgestellt.

fur B: —8-50 + Kgg-30=0,

Kp=-5 S=%-P;

o T T

fur C: —8-80+4 N,-30=0,
80 16
Ny=g-S=7"P.

Der Hebel 111 liefert schlieBlich fur den
Punkt D die Momentengleichung:

Ny-o— Kg-(40 + 2) = 0,

A,
"‘-
N
b
P ///l
“~wyd
b S
: P
1 -
g
4 d
‘ ”””2
S
S
i .4
.7

Abb 125 Ubungsbeispiel

4ty 3

5
Da nun N, = N, sein soll, haben wir:

¢ 16

10 10
GoPa="3 P 404 , P

Hieraus findet sich:
x = 66,67 cm.

10. Aufgabe, Welche Stellung muB bei
der in Abb. 126 dargestellten Scmexck-
schen ZerreiBmaschine das Laufgewicht @
haben, damit der zu prufende Stab mit
einer Bruchfestigkeit von 60 kg/mm?
reit ? Der Durchmesser des Stabes sei
15,95 mm.

Lisung. Wenn die ZerreiBfestigkeit 60 kg/mm? betragen soll, dann mufl
die Zugkraft P einen Wert annehmen. der gegeben ist durch das Produkt von F
(Querschnitt des Stabes) mal der Bruchfestigkeit op:

~P=F'O'B,‘

n-d?

P =~ mm?- 60 kg/mm? = 200 - 60 = 12000 kg.

4
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Diese Kraft verteilt sich zu gleichen Teilen in die beiden Zugstangen am Hebel I.

Um die GroBe a ausrechnen zu konnen, werden der Reihe nach die Momenten-

gleichungen fur die Hgbel I, III, V bezuglich ihrer Festpunkte aufgestellt:
Hebel I: i
(ZM )A =0, N

I\

—154,6 - 6000 4 145,4 - 6000 etasen I St
g’— Su lggci;g - 0, Abb 126 Ubungsbeispiel

= .

Hebel I11: ’”‘jl"”’
(XM)p =0, I
—120-130,0 + Siv-260,0 =0,
Siv = 60 kg.

Sw, € v ’

Hebel V: -r.mrm-f : )
(2M)C =0, P Sy v S 7 S
Siv-50,0=Q-a. 5T S

Aus der letzten Gleichung ergibt sich, mit @ = 2,5 kg:
a = 1200 mm.

VI. Graphische Behandlung von Kriiften, die in der Ebene zerstreut wirken.

29. Krafteck und Seileck. Gegeben sei eine Reihe von Kraften, die wir gra-
phisch zusammensetzen wollen. Die Krafte P;, P,, P;, P, seien nach GroBe,
Lage und Richtung bekannt (Abb. 127). Nach fruheren Uberlegungen konnen
wir zum Ziele kommen, wenn wir erst die Krafte
P, und P, zu einer Teilresultierenden R,, zu-
sammenfassen. Wir verschiebendazu beide Krifte
nach ihrem Schnittpunkt 4 ; in diesem kann dann
die Zusammensetzung der beiden Kraifte mittels
Krafteparallelogramm oder Krafteck erfolgen.
Diese Teilresultierende R, , 148t sich in gleicher
Weise mit P; zusammensetzen zur Resultieren-
den R, , 3, und diese weiter mit P, zusammen-
gesetzt ergibt die endgultige Resultierende der
vier Krafte. Wir sehen schon an diesem Bei-
spiel, daB8 das Verfahren zu einer unibersicht-
lichen Zeichnung fuhrt, ja es laBt uns sogar ganz
-1 Stich, wenn zufillig eine Teilresultierende 2zu
der niichsten Kraft parallel liegt. Daran erken-
nen wir, daB das Verfahren keine allgemeine

Bedeutung hat. )
Ein sehr ubersichtliches Verfahren benutzt
neben dem seither verwendeten Krafteck noch Abb 127

. ) N A Zusammensetzung zerstreuter Krafte
ein neues Vieleck, das sogenannte Seileck. Dies 1n der Ebene mittels Verschiebung

soll nun gezeigt werden. Es seien beliebig viele

in der Ebene zerstreute Krafte durch ihre Wirkungslinien und Richtungen ge-
geben; ihre GroBen seien wieder zahlenméBig festgelegt. Wir sollen die Resul-
tierende dieser Krafte zeichnerisch ermitteln (Abb. 128).

Wir zeichnen zunachst das Krafteck, d. h. wir tragen in einem von der tech-
nischen Figur gesonderten Bild die Krafte so aneinander, daf sie einem einheit-
lichen Umfahrungssinn entsprechen. Das Bild des Kraftecks sieht also zunachst
genau so aus, als gingen die Krifte durch einen Punkt (Abb. 128b). Die erhaltene
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SchluBlinie liefert auch jetzt wieder, wie bewiesen wird, GroBe und Richtung fler
wirklichen Resultierenden K aller zerstreut wirkenden Krafte. Es fehlt dann pur
noch die Lage der Resultierenden; zu ihrer Ermittlung nehmen wir emen ganz
beliebigen Punkt C an, den wir Pol nennen wollen. Diesen Pol, der also in semer
Lage an keinerlei Bedingungen geknupft 1st, verbinden wir mit den Anfangs- und
Endpunkten der Krafte 1im Krafteck (Eckpunkte des Kraftecks). Die Verbin-
dungslinien, die den Namen Polstraklen fuhren, gehen also von C nach 0, I, II
usw. Die Strahlen wollen wir numerieren mit 0 (von C nach 0), 1 (von C nach I)
usw. Zu diesen Polstrahlen zeichnen wir nun 1m technischen Kraftbild Parallelen
und beginnen damit i einem wicder vollig beliebigen Punkt 4, durch den wir
eine Parallele zu Po strahl 0 zichen Die gezeichnete Gerade 0', die Seillinze, Seil-
seite oder Seilstrahl genannt, wird, schneidet die Wirkungslinie von P; in einem

Abb 128. Zusammensetzung
zerstreuter XKrafte 1n der
Ebene mit Hilfe des Seilecks

Punkt. Durch diesen Schnittpunkt ziehen wir dann eine Parallele zum nachsten
Polstrahl 1. Den Schmittpunkt dieses neuen Seilstrahls 1" mic der Wirkungslinie
der Kraft P, benutzen wir wicder als Ausgangspunkt fur den Seilstrahl 2, der,
entsprechend den fruheren, parallel zum Polstrahl 2 hegen muB. In gleicher
Weise erhalten wir die Seiseiten 3’ und 4’, immer ausgehend von dem Schnitt-
punkt des vorhergehenden Seilstrahles mit der zugehorigen Kraft. Es sei hier
schon daraut hingewiesen, daB die Reihenfolge der Seilstrahlen mit der Reihen-
folge der Polstrahlen ubereinstimmen muB3; z B werden die beiden Seilstrahlen 2’
und 3, die an der Kraft 5 anschlicBen, d. h sich auf 1hr schneiden, durch die-
selbe Kraft P, im Krafteck in ihrer Richtung festgelegt Der von den Seilstrahlen
gebildete Linienzug 0’, 1’ 2, 3, 4’ heiBt Seileck oder Seulpolygon. Die Lage der
Resultierenden 1st dann dadvrch bestimmt, daB sie durch den Schnittpunkt der
auBersten Seilseiten geht. Wir verlangern also die beidén Seilstrahlen 0 und 4’
bis zu 1threm Schnittpunkt und legen die Resultierende, dic aus dem Krafteck nach
GroBe und Richtung bekannt ist, durch diesen Punkt

Zum Beweis der Richtigkeit unserer Behauptung denken wir uns jede Kraft
im technischen Kraftebild zerlegt in zwei Komponenten (Abb. 128¢), deren Rach-
tungen durch die anschlieBenden Seilstrahlen gegeben sind, also P in die Rich-
tung 0’ und 1’, P, in 1’ und 2’ usw. Das zur Zerlegung jeder dieser Krafte P,
notige Kraftdreieck finden wir bereits im Krafteck vor, z. B. das Dreicck 0 C' 1
fur die Krafte in 0’ und 1. Die Langen der beiden Polstrahlen 0 C und I C' stellen
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die Komponenten K, K, der Kraft P, der GroBe nach dar; dabei ist der Krafte-
maBstab der gleiche, wie er fur die Aufzeichnung der Krafte P, gewahlt war;
die Richtungspfeile der Ersatzkrafte K, und K; sind dem durch die Kraft P; ge-
gebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet (in der Figur sind die Pfeile neben die
Polstrahlen gezeichnet). Mittels dieser Zerlegungen erhalten wir also statt der vier
Krafte P; bis P, acht Komponenten, d. h. acht Krafte, die den gegebenen vier
gleichwertig und nun zusammenzusetzen sind. Von diesen acht Kraften Ky, K,
K,, K,, K,, ... K, heben sich verschiedene gegeneinander auf, denn die Kompo-
nenten K; von P;, in Richtung des Seilstrahls 1’, und K, als Komponente von
P, in der gleichen Linie 1’, sind gleieh groB, aber entgegengesetzt gerichtct.
Entgegengesetzt gerichtete gleich groBe Krafte in der gleichen Geraden heben
sich jedoch auf. Wir erkennen, daB8 von den acht Ersatzkraften nur K, und K,
ubrigbleiben, deren GroBen im Krafteck durch die beiden Polstrahlen 0 und 4
und deren Lagen durch die Seilstrahlen 0’ und 4’ gegeben sind. Diese beiden
Krafte ersetzen nach der durchgefuhrten Uberlegung die ursprunglichen Krafte
P, ... P,. Ihre Resultierende ist demgemaB auch die Resultante der gegebenen
Krafte. Wir setzen nun diese beiden Krafte K, und K,, die in den Geraden ¢’
und 4’ liegen, mit Hilfe, des Kraftecks 0 C IV zur Resultierenden' R zusammen,
die ihrerseits selbstverstandlich durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungs-
linien 0’ und 4’ gehen muB.

Wir erhalten also bei der graphischen Zusammensetzung beliebiger Krafte 1n
der Ebene:

die Grofe und Richtung der Resultierenden durch das Krafteck,

die Lage der Resultierenden durch das Seileck.

Das aus den Seilstrahlen gebildete Vieleck wird Seileck genannt, weil ein ge-
wichtsloses, in zwei Punkten gehaltenes Seil, das unter dem EinfluB von Kraften
P, steht, die Gestalt eines solchen Seilecks annimmt ; dann stellen die Polstrahlen
die Krafte im Seil dar.

30. Die drei moglichen Fille bei Zusammensetzung ebener Kriifte. Die dre:
Falle, die wir bei der analytischen Lesung der gleichen Aufgabe unterschieden
haben, mussen uns auch hier wieder begegnen.

1. Fall. Ergebnis: eine eindeutige Resultierende. Die Aufgabe wurde eben
behandelt Wir sahen, daB die Schlullinie des Kraftecks die GroBe und Rich-
tung der Resultanten darstellt, da diese SchluBlinie im Fall 1 also nicht verschwin-
den darf. AuBerdem war die Lage der Resultanten bestimmt durch den Schnitt-
punkt des ersten und letzten Seilstrahls, d. h. im Fall 1 mussen diese beiden
Strahlen einen eindeutigen N
Schmittpunkt haben  Wir
sagen kurz: das Krafteck
und das Seileck 1st offen.

2. Fall. Ergebnis: em be-
stimmtes Kraftepaar. Jetzt
mul}, entsprechend der ana-
lytischen Losung (Seite 62),
die Resultierende verschwin-
den. Wir zeichnen das Kraft-
eck zu den gegebenen Kraf-  Abb.129. Zerstreute Krafte, die emn Kraftepaar ergeben.
ten und sehen, daB3 bei den
hier vorliegenden Kraften der Anfangspunkt 0 der ersten Kraft P; mit dem End-
punkt IV der letzten P, zusammenfallt (Abb.129), das Krafteck ist also geschlossea,
d.h. R=0. Mit dem willkurlich gewahlten Pol C ziehen wir wie oben diePolstrahlen
und zeichnen parallel dazu in das technische Kraftebild die zugehorigen Seilstrahlen
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0,1, ... 4. Dasich im Krafteck die Polstrahlen 0 und 4 decken, mussen die dazu
parallelen Seilstrahlen 0’ und 4’ einander parallel laufen. Das Charakteristische
des Falles 2 ist also, daB das Krafteck geschlossen ist und daB erster und letzter
Seilstrahl einander parallel laufen. Das Seileck ist demnach nicht geschlossen.
Der Schnittpunkt der Seilstrahlen 0’ und 4', durch den ja die Resultierende gehen
muB, liegt unendlich fern. Wir erhalten den vorhergehenden Betrachtungen zu-
folge eme Kraft von der GroBe Null in unendlich groBer Entfernung. Dieses Er-
gebnis stellt-aber nach fruherem (8. 55) ein Kraftepaar dar. Es fehlt noch die
GroBe des Momentes dieses Kraftepaares. Wir finden es, wenn wir uns die vier
gegebenen Krafte wieder durch ihre Polstrahlen-Komponenten ersetzt denken.
Die einzelnen Komponenten heben sich wieder auf bis auf die beiden Krafte K|,
K,, die in den Seillinien 0’ und 4’ liegen und die durch die Langen der Polstrahlen
0 C und IVC dargestellt sind; K; geht nach dem Pol C hin, K, geht vom Pol weg.
Diese Krafte des Kraftecks ins Seileck ubertragen, liefern emne Kraft K, nach links
oben und eine parallele, gleich groBe Kraft K, nach rechts unten (K, = K, = K).
Das ist aber die Darstellung eines Kraftepaares von der GroBe (—K -e). Wir
haben also die GroBe des Polstrahls 0 bzw. 4 aus dem Krafteck, das ja in emnem
bestimmten KraftemaBstab aufgezeichnet 1st, als Kraft K (= K, = K,) zu ent-
nehmen und mit dem Abstand e, der aus dem technischen Kraftebild abzumessen
ist, zu multiplizieren, und erhalten dann als Ergebnis der Zusammensetzung das
resultierende Moment Moe —K-e

3. Fall. Ergebnis: Gleichgewishtszustand (Abb. 130). Das Krafteck ist dem
des zweiten Falles gleich; es 1st wieder geschlossen. Der Unterschied gegenuber
diesem Fall liegt im Seileck und besteht darin, daB jetzt die beiden auBersten
Seilstrahlen 0’ und 4’ in die
gleiche Linie fallen. Was bedeu-
tet das? Gehen wir von der
gleichen Grundlage aus wie im
Fall 2, so sehen wir hier wieder
die Resultierende im Krafteck
verschwinden. Ubrig bleiben aber-
mals nur die beiden Krafte K,
und K, die aber jetzt nicht nur
parallel zueinander liegen, son-
dern sogar 1n gleicher Wirkungs-
Abb 130 Zerstreute Krafte, die 1m Gleichgewicht stehen. linie 0’ und 4/’ d. h. das Krafte-
paar K - e verschwindet. Die beiden gleich groBen entgegengerichteten Krafte
heben sich auf. Es wird also die Resultierende und das Moment gleich Null; das
war aber die Voraussetzung fur den Gleichgewichtsfall.

Fassen wir die Einzelfalle nochmals zusammen:

1. Fall: Krafteck offen, Seileck offen: eindeutige Resultierende.

2. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck offen: Kraftepaar (Moment)

3. Fall: Krafteck geschlossen, Sedeck geschlossen: Gleichgewicht.

Es lieBe sich aus der Zusammenstellung noch ein vierter Fall konstruieren:
Krafteck offen, Seileck geschlossen, der aber nur als Sonderfall des Falles 1 er-
scheint. Das Ergebnis dieses Falles ist, wie beim ersten Fall, eine eindeutige Re-
sultierende, die als Wirkungslinie die Seilseiten 0’ und 4’ hat (die ja dann zusam-
menfallen) (Abb. 131). Er kann uberhaupt nur auftreten, wenn der Pol C in der
Verbindungslinie des Anfangspunktes 0 des Kraftecks und des Endpunktes IV
liegh. Es gehort aber dann ein besonderer Zufall dazu, daB in diesem Fall auch
das Seileck geschlossen ist, daB also 0’ und 4’ in dieselbe Gerade fallen (Abb. 131a);
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alsdann ist die gesuchte Resultierende gegeben durch die Differenz der beiden
Ersatzkrifte K, und K,. Meistens werden aber bei dieser Sonderlage des Pols die
Seilseiten 0’ und 4’ nicht in dieselbe Gerade fallen, also das Seileck wird nicht ge-
schlossen sein (Abb. 131b). Dann haben wir als Ersatzkrafte zwei parallele Krafte
K, und K, von verschiedener
GréBe, die nach bekanntem
Verfahren zu einer Resultie-
renden, d. i. eben die gesuchte
Resultante, zusammengesetzt
werden kénnen. Man erkennt,
daB eine allgemeine Lage des
Pols C zur einfacheren Lésung
fithrt und wird also die Sonder-
Jage des Pols auf der Geraden
0—IV,.der Richtungslinie der
Resultierenden im Krafteck, Abb.131. Sonderfall: Krafteck offen, Seileck geschlossen
vermeiden. —

Der Gleichgewichtszustand war in der analytischen Darstellung durch die
Aussage gegeben: die Komponenten in zwei verschiedenen Richtungen miissen
verschwinden, und auBlerdem muB die Summe der Momente aller Krifte fiir einen
beliebigen Punkt Null sein. Demgegeniiber stehen die gleichwertigen Bedin-
gungen bei der zeichnerischen Losung: Krafteck und Seileck miissen geschlossen
sein. Wenn das Krafteck geschlossen ist, verschwinden nach fritherem auch die
Summen der Kraftkomponenten in zwei beliebigen Richtungen; andererseits ist
aber bei geschlosseriem Seileck auch kein Moment vorhanden. Allgemein wird
also das Krafteck zu den GroBen X X, und XY, in Beziehung stehen, das Seil-
eck zu X M,. Wir erkennen insbesondere fiir den Gleichgewichtsfall, daB das
geschlossene Krafteck den friheren Komponentenbedingungen, das geschlossene
Seileck der fritheren Momentenbedingung entspricht. Es lassen sich diese gra-
phischen und analytischen Bedingungen des Gleichgewichts auch austauschen,
so daB wir eine Gleichgewichtsaufgabe auch halb graphisch, halb analytisch losen
konnten; es wire &. B. Gleichgewicht vorhanden, wenn das Krafteck der gege-
benen Krifte geschlossen ist und auBerdem ihr Moment fiir einen beliebigen
Punkt verschwindet.

Zu den beiden Figuren Seileck und Krafteck mit den Polstrahlen sei noch
einiges bemerkt. Die Polstrahlen bilden mit den entsprechenden Kriften nach
der Ableitung Kraftdreiecke. Es entspricht also einem Punkt im Seileck ein
Dreieck im Krafteck. Das gilt aber auch umgekehrt : einem Punkt im Krafteck
ist ein Dreieck im Seileck zugeordnet, wie man sich leicht durch Betrachten der
beiden Figuren Abb. 128a und b iiberzeugen kann; z. B. entspricht dem Punkt IT
des Kraftecks das Polygon aus Seilseite 2’ und den Wirkungslinien von P, und P,
im-Beileck. Dieses gegenseitige Verhiltnis macht das Krafteck und das Seileck zu
reziprokén Figuren der graphischen Statik. Die W’ec])selbeziehungen stellen fiir
den Bearbeiter der*Aufgaben Kontrollmoglichkeiten dar. Es 1Bt sich an jedem
beliebigen Punkt die Probe anstellen, ob das Seileck dem gezeichneten Krafteck
richtig zugeordnet ist, indem man z. B. nachpriift, ob eine Kraft P,, die im Schnitt-
punkt von zwei Seilseiten (1', 2) liegt, im Krafteck von den zugehérigen Pol-
strahlen (1, 2) eingeschlossen wird. Diese Kontrolle ist besonders wertvoll, wenn
die Krifte kein iibersichtliches Krafteck ergeben und dadurch leicht ein Fehler
in der Reihenfolge der entsprechend unubersichtlich liegenden Polstrahlen auftritt.

Die Wahl des Poles C ist beliebig. Wir bekommen also bei einer bestimmten
Aufgabe stets die gleiche Resultierende, wenn wir den Pol an verschiedenen

6 Schink, Statik 4 u 5 Aufl
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Stellen wahlen. Haben wir also den Pol unglucklich gewahlt. so, dal der Schnitt
der beiden auBersten Seilstiahlen (0" und 4') sehr weit weg liegt (auBerhalb des
Zeichenblattes), so konnen wir cinen zweiten Pol €’ annehmen, der uns mit
den Seilstrahlen 0" bis 4" einen naher licgenden Schnittpunkt der auBersten
Seilstrahlen liefert. (Schlechte bzw weit entfernte Schnittpunkte treten dann
auf, wenn der Pol C' zu nahe an der
SchluBhnie des Kraftecks liegt Im
Grenzfall, wenn der Pol auf diese
SchluBlinie fallt, laufen die auBe:-
sten Seilstrahlen parallel, schneidet
sich also erst 1m Unendlichen.)

Erwahnt se1, dal sich bei zwei
Seilecken, die zu demselben Kraft-
eck gehoren, die zum ersten Pol €
zugehorigen Seilstrahlen und die
entsprechenden des zweiten Pols ¢”
(also 0’, 0" bzw. 1, 1") jeweils auf
einer Geraden schneiden, die der
Verbindungslhinie der beiden Pole
C, ¢" 1m Krafteck parallel lauft
(Abb. 132). Dies gilt allgemein und
laBt sich geometrisch beweisen. Der

e Beweis 1st auch dadurch gegeben,
AP teichen ”1‘;‘12}{53-?};‘&33.3“"‘ daB das zweite Polstrahlenbild
J emne zeichnerische Erwelterung des
Kraftecks darstellt. Es kann z. B. (3) als zusatzliche Kraft an P; aufgefalit
werden, CC’ 1st der zugehorige Polstrahl und die Parallele zu CC’" im Kraftebild
die entsprechende Seilseite.

31. Graphische Zusammensetzung paralleler Krifte. Wir behandeln die ge-
gebenen parallelen Krafte, die nicht gleiche Richtung zu haben brauchen, wie
zerstreut liegende Krafte 1n dcr Ebene, bilden also die Resultierende mit Hilfe
des Kraft- und Seilecks Das Krafteck fallt hierber 1 eine (ferade zusammen.
Die GroBe und Richtung
der Resultierendenist ge-
geben durch die SchluB-
Iimie des Kraftecks mit
dem Richtungspfeil, der
dem gegebenen Umfah-
rungssinn - entgegenge-
setzt verlauft bzw. vom
Anfangspunkt 0 nach
Endpunkt IV geht. Die

ADbb 133 Graphische Zusammensctzung pasalleler Krafte Resultierende  paralle-

ler Krafte verlauft al~o

stets, wie wir schon fruher geschen haben, auch parallel zu den gegebenen Kraf-
ten und 1st gegegeben durch die algebraische Summe der Krafte Zur Ermittlung
der Lage wahlen wir wieder e nen beliebigen Pol C, ziehen die Polstrahlen und
ubertragen diese parallel in das Kraftebild in entsprechender Rethcnfolge, d. h.
unter Beobachtung der unter Nr. 29 angegebenen Regeln (Abb. 133). Um die
richtige Relhenfolge zu gewahrleisten, 1st es dringend zu empfehlen, die Pol-
strahlen und die entsprechenden Seilseitenn zu beziffein, da sonst schr leicht
eine Vertauschung der Seilstrahlen vorkommen kann  Das 0 entstandene Seileck
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liefert die Lage der Resultierenden durch den Schnittpunkt des ersten und
letzten Seilstrahles. Auch hier bei der Zusammensetzung paralleler Krafte lassen
sich wieder die drei Falle unterscheiden, die be1 den in allgemeiner Lage licgen-
den Kraften besprochen wurden (Resultierende, Kraftepaar, Gleichgewicht).

Zeichnet man zu parallelen Kraften zwei Seilecke mit verschiedenen Polen,
so stellen diese beiden affine Figuren dar. Die Verbindungslinie der Pole CC
gibt die Affinitatsachse an. Hat man Krafte durch denselben Punkt und zeichnet
zu ihnen zwe1 verschiedene Seilecke; so entstehen kollincaie Figuren.

Wenn man die beiden Krafte eines Kraftepaares mittels des Seilecks zusam-
mensetzen will, so erkennt man, daB sich eine unendlich kleme Kraft in unendiich’
groBer Entfernuung ergibt.

32. Anwendung des Seilecks zur Ermittlung yon Momenten. Gegeben sei eine
Anzahl paralleler Krafte nach Grofle, Lage und Richtung. Es soll das Moment
einer Rethe von Kraften fur einen beliebigen Punkt ¢ aufgestellt werden, z. B.
aller Krafte links von diesem Punkt (Abb. 184). Diese Aufgabe konnten wir
direkt losen, indem wir
die Summe der Mo- r -
mente der einzelnen (
Krafte analytisch bil-
den; die Losung kann
aber auch indirekt er-
folgen, indem wir erst \
die Resultierende der
in Frage kommenden
Krafte (links vom
Punkt 7) ermitteln und
das Moment dieser
Resultierenden  auf-
stellen. Zu diesem
Zwecke bedienen wir
uns des Kraft- und Abb 134. Graphiséhe Ermittlung von statischen Momeuten
Seilecks, die in Abb 134
in der bekannten Weise dargestellt sind. Lanks vom Punkt 7 liegen die Krafte P,
P,, P,, 1thre Resultierende ist durch die Strecke 0 IIT im Krafteck dargestdlt
ihre Lage durch den Schnittpunkt der zu den fraglichen Kraften P, P,, P, ge-
horigen auBersten Seilseiten 0’, 3’; durch deren Schnittpunkt muB R, , 5 gehen.
(Zu den Kraften Py, P,, Py gehoren die Seilstrahlen 0’, 1, 2, 3’; 1’ und 2’ ver-
laufen zwischen zwei Kraften, also sind 0" und 3’ auBere Seilseiten.) Das Mo-
ment dieser Resultanten fur den Punkt @ ist gegeben durch

M, =R,,3 ¢;

dieses Produkt 1st also gleich dem gesuchten Moment der drei Krafte P, P, P,.
Ein weiterer Losungsweg, der fur besondere, spater naher erorterte Falle groBe
Vorteile bietet, ist folgender: wir ziehen durch den Punkt ¢ eine Parallele zu der
Kraftrichtung ; mit dieser Geraden bringen wir diejenigen Seilstrahlen zum Schnitt
die fur die in Frage kommenden Krafte (P;, P,, P;) die auBersten Seilseiten
sind, also die eben erwahnten Seilstrahlen 0’ und 3’. Durch diese beiden Seil-
strahlen wird auf die Parallelen zu den Kiaften eine Strecke von der GroBc y,
ausgeschmitten. Es laBt sich nun nachweisen, daB das gesuchte Moment der
Krafte links vom Punkt i gegeben ist durch das Produkt aus dieser Strecke y,
und dem Abstand % des Poles C von den Kraften im Krafteck:

ﬂ‘:y"h (94)
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Zum Beweis, daB8 diese Formel tatsichlich das Moment der drei Krifte P;,
P, und P; in bezug auf den Punkt i darstellt, gehen wir von der oben festgestellten

Beziehung M —R .
e = Hy23°

aus und vergleichen nun die bei der Konstruktion der Strecke y, und der Xon-
struktion der Resultierenden R,,; entstandenen Dreiecke, gebildet einerseits
aus der Resultierenden R,,; (Kraftstrecke 0 III) und den Polstrahlen 0 und 3
(im Krafteck), andererseits aus der Strecke ¥, und den beiden Seilstiahlen 0
und 3’. Diese Dreiecke sind ahnlich, da ihre Seiten parallel laufen. In ahnlichen
Dreiecken sind aber entsprechende Stucke einander porportional. Wir durfen
demnach schreiben: die Verhaltnisse der Grundlinien zur Hohe sind in beiden
Dreiecken die gleichen: v. R s

e h

Das Verhiltnis y./e ist der Quotient zweier Strecken, der Ausdruck ist also di-
mensionslos. Dementsprechend muB auch die rechte Seite der Gleichung R, ,3/h
eine reine Zahl darstellen; dies kann aber nur der Fall sein, wenn wir 4, den Ab-
stand des Pols von den Kraften im Krafteck, ebenfalls als Kraft auffassen. Also
ist h, genau so wie fruher die Polstrahlen, im KraftemaBstab des Kraftecks zu
messen. Durch Umstellen der GroBen erhalten wir:

Y.*h = Ry,3-e.

Das Produkt der rechten Seite kennen wir aber bereits als Ausdruck fur das ge-
suchte Moment der drei Krafte in bezug auf den Punkt:

ﬂI‘ = R123 ce.
Damit ist die Richtigkeit unserer obigen Behauptung bewiesen, daB8
41, =Y h.

Dabei ist jedoch festzuhalten, daB der eine Faktor eine Lange, der andere eine
Kraft darstellen muB, weil ja das Moment das Produkt von Kraft mal Lange ist.
h ist, wie oben bemerkt, in kg (KrdftemaB) auszudricken, wobei derjenige Krafte-
maBstab maBgebend ist, in dem die Krafte P, im Krafteck dargestellt sind, etwa
lem =~ kkg. y, ist eine Lange, die, je nach der Auftragung des technischen
Kriftebildes, in einem bestimmmten Verzerrungsverhaltnis erscheint, und zwar
gilt fiir die Strecke y, der LangenmaBstab, der bei Auftragung des Kraftebildes
verwendet wurde. Ist die Lage der Krifte im MaBstab 1:7n aufgetragen, so ist
fiir 9, der LiangenmaBstab: 1 cm .=~ n cm, fur . der KraftemaBstab: 1 cm = k kg

zu beachten, so daf3 M, =[] [h]- k- n (cmke) (25)

wird. Die GroBen [¢,] und [4] sind dann die aus Kréftebild und Krafteck ab-
gegriffenen Strecken in cm.

Es laBt sich ubrigens ohne weiteres erkennen, dal dieses grundsatzliche Er-
gebnis nicht nur gilt fur das Moment einer Reihe von Kriften links von einem
beliebigen Punkt ¢, sondern allgemein fur das Moment einer Reihe aufeinander-
folgender, z. B. auch aller Krafte fur einen Punkt i. Jedoch werden wir spater
gerade das Moment der Krafte auf der einen Seite &on einem beliebigen Punkt ¢
viel benétigen und das hier erhaltene Ergebnis, daB das Moment der Krafte links
von einem bestimmten Punkt dargestellt werden kann durch das Produkt, gebildet
aus einer Strecke y, und dem Polabstand k des Kraftecks, in einer spateren
Betrachtung noch weiter verwerten. Vorlaufig konnen wir die Zwe kméBigkeit
dieser neuen Formel noch nicht erkennen, denn die Ermittlung des fraglichen
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Moments auf Grund des Ausdrucks ¥, - % ist nicht schneller durchzufuhren als
die mit Hilfe von Ry,3-e.

Fiir belicbig zerstreut liegende Krafte 1aBt sich eine gleiche Darstellungsart
des Momentes der Krafte fur irgendeinen Bezugspunkt aufstellen. Es ist dann
durch den Punkt ¢ eine Parallele zur Resultierenden der fraglichen Krafte zu
ziehen. Der Beweis folgt wieder aus der Betrachtung dhnlicher Dreiecke. Doch
hat die Ubertragung auf beliebige zerstreute Krafte keine weitere Bedeutung fiir
Anwendungen.

VIL. Die moglichen Gleichgewichtsfille (Zerlegungen) in der Ebene

in graphischer Behandlung.

Im folgenden seien die verschiedenen Gleichgewichtszustinde nochmals zu-
sammenhangend betrachtet.

33. Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. Es soll eine gegebene Kraft P
mit zwei Kraften, deren Richtungen g, und g, gegeben sind, ins Gleichgewicht
gesetzt werden. Diese Aufgabe ist nach Seite 68 nur eindeutig, wenn sich die bei-
den Richtungen ¢, und g, auf der
Wirkungslinie der Kraft P schneiden.

a b ¢ -
\ / \ \\
Wie schon fruher angegeben, zeichnen N4 V) \ [ P \
wir die Kraft P in einer gesonderten ‘M< U %, /
statischen Figur maBstablich auf und /N ) L
ziehen durch die Endpunkte der é, &

Kraft Parallelen zu den Wirkungs- ,/ Glechgemcht Zerlegung
linien g; und g,. Als Ergebnis erhal- apb 135 Gleichgewicht und Zerlegung berdrer Kraften
ten wir ein eindeutiges Kraftdreieck.

Im Gleichgewichtsfall (Abb. 135b) gibt der durch P festgelegte Umfahrungssinn
die Richtung der Gleichgewichtskrafte” P; und. P, an.

Fragen wir bei der gleichen Aufgabestellung nach der Zerlegung der Kraft P
in zwei Komponenten K, K, in den Richtungen g; und g,, so ist die I.osung zu-
nachst die gleiche. Der Umfahrungssinn ist in gleicher Weise wieder durch P
festgelegt; aber die Richtungen der Komponenten sind jetzt dem Umfahrungs-
sinn entgegengerichtet (Abb. 135c).

Ein Sonderfall dieser Aufgabe ist der, da sich die drei fraglichen Krafte in
einem unendlich fernen Punkt schneiden, d.h. parallel zueinander laufen; es sei die
Kraft P nach Lage, GroBe

und Richtung bekannt, fer- ¢

ner die beiden Wirkungs- A ¢
linien g, und g, parallel zur ol
Kraft P gegeben (Abb.136); P

gesucht sind die Kompo- ? !
nenten der Kraft P in den 7 7
Wirkungslinien g; und g,. Zerlegung Gleichgewioht

Mit dem _I{Ia’ft,’e(:k allein Abb 136 Die graphische Behandlung von Gleichgewicht und
kommen wir nicht zum Zerlegung bel dre: parallelen Kraften.

Ziele, wohl aber bei Ver-

wendung des Seilecks. Wir tragen die Kraft P in einem Krafteck mafBstablich auf,
wahlen einen beliebigen Pol € und zeichnen die beiden Polstrahlen 0 und 1 nach
Anfangs- und Endpunkt der Kraft P. Zv diesen Polstrahlen ziehen wir die par-
allelen Seilstrahlen 0’ und 1’ durch einen beliebigen Punkt 4 von P. Diese beiden
Seilseiten schneiden die Wirkungslinien g; und g,. Verbinden wir nun diese
Schnittpunkte miteinander durch die Linie s’ und ziehen durch den Pol C einen
Polstrahl s parallel zu &', so teilt dieser Polstrahl in seinem Schnittpunkt mit der
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Kraft P diese in die beiden Komponenten K, und K,. Die Komponenten K,
und K, sind nach unten gerichtet, da sie als Ersatzkrafte dem durch die Kraft P
gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet sein mussen. Warum soll nun
gerade der Teil zwischen 0 und s 1m Krafteck die Komponente K; und der Teil
zwischen 1 und s die Komponente K, darstellen ? Wir denken an das fruber uber
die Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck Gesagte: wenn sich zwei Seil-
strahlen auf einer Kraft schneiden, so mussen die parallelen Polstrahlen diese
Kraft einschlieBen; nun schneiden sich aber 0’ und s’ auf g,, also ist die Strecke
zwischen 0 und s 1m Krafteck die Kraft K;. Entsprechendes gilt fur K,.

Der Beweis fur die Richtigkeit dieser Konstruktion geht aus der umgekehrten
Betrachtung der Aufgabe hervor: wenn K; und K, die Komponenten der Kraft P
sein sollen, muB umgekehrt die Kraft P die Resultierende der beiden Krafte K,
und K, sein. Waren aber die Krafte K; und K, gegeben, so hatten wir die Pol-
strahlen 0, s und 1 zu zeichnen, dazu die parallelen Seilstrahlen 0’, s’ und 1,
und fanden die Lage der Resultierenden P durch den Schnittpunkt der auBersten
Seilstrahlen 0’ und 1’. Die CiroBe der Resultierenden P ist im Krafteck durch die
SchluBlinie 0T, d. i. hier durch die Summe der beiden Krafte K, und K,, dar-
gestellt.

Damit ist also ein allgemeines Verfahren zur Zerlegung einer Kraft in parallel
zu ihr liegende Komponenten gegeben. Es sei hierzu bemerkt, daB die Schnitt-
punkte der Seilstrahlen 0’ und 1" mit den beiden Wirkungshnien g, und g, auch
auf den anderen Geraden genommen werden konnen, also der Schnittpunkt 0’ mit g,
und der Schnittpunkt 1’ mit ¢;. Dié Konstruktion bleibt grundsatzlich die gleiche.
Wir finden das gleiche Ergebnis, nur ist die Reihenfolge der Komponenten ver-
tauscht (Abb. 136b). Der Grand fur diese Vertauschung liegt in den oben wieder-
gegebenen Beziehungen zwischen Seileck und Krafteck.

Sind zur Kraft P zwei Krafte P, und P, gesucht, die in den Wirkungslinien g,
und g, der Kraft P das Gleichgewicht halten sollen, dann bleibt die Konstruktion
die gleiche, nur sind die Richtungen der Krafte umzudrehen (Abb. 136c), da
Gleichgewichtskrafte dem gegebenen Umfahrungssinn gleichgerichtet sind. Es
ergibt sich, daB alsdann das zu P, P, P, gehorige Krafteck 0, 1, s, 0 und das
Seileck geschlossen ist, wie es nach den fritheren Betrachtungen ja auch sein muf.

Nun braucht natiirlich die Kraft P nicht zwischen den beiden Wirkungslinien
zu liegen; sie kann auch auBerhalb von g, oder g, angeordnet sein (Abb. 137).
Bei der Losung dieser Aufgabe gehen wir ganz
schematisch nach oben angegebener Regel vor:
durch den beliebig gewahlten Pol € werden die
\l,, Polstrahlen 0 und 1 gezogen, dazu parallel

¢ durch einen beliebigen Punkt 4 auf der Wir-
// kungshnie der Kraft P die beiden Seilstrahlen
7~ 0’ und 1’. Diese Seilstrahlen, zum Schnitt mit
% den Wirkungslinien der_gesuchten Krafte ge-
bracht, liefern die SchluBlinie §’, die, ins Kraft-
Abb. 137. Gleichgewicht, wenn dic ge-  ock ubertragen, dort den Polstiahl s ergibt; s
gebene Kr{wﬂ?&?ggﬁigndfiﬁltg.egebenl‘n schneidet a%]f der Kraft P (bzw. ihrer Ver-
langerung) die beiden Gleichgewichtskrafte Py
und P, aus. Die Kraft P, muB dabe1, entsprechend dem Schnitt der beiden
Seilstrahlen 0’ und s’ auf der Wirkungshinie g,, eingeschlossen sein von den Pol-
strahlen 0 und s. Soll nun Gleichgewicht zwischen den drei Kraften bestehen,
so muB das Krafteck geschlossen sein, d. h. die Richtungen von P, und P, mussen
mit dem durch P gegebenen Umfahrungssinn ubercinstimmen. Es verlauft dem-
gemaB die Kraft P, nach unten und die Kraft P, nach oben

9r 9%

Jn
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34. Gleichgewicht einer Kraft mit drei anderen in der Ebene (CurLmannsches
Verfahren). Gegeben sind eine Kraft P nach Grofie und Richtung und drer Wir-
kungshnien g¢,, g, und gs von zunachst unbekannten Kraften P, P,, P,, die
mit P ins Gleichgewicht gesetzt werden sollen. Die drei Wirkungslinien durfcn
sich nicht in emem Punkt schneiden (Abb. 138).

Zur Losung bedenken wir folgendes: statt zu sagen, die Kraft P soll mit den
drei Kraften P;, P,, P31m Gleichgewicht stehen, konnen wir die Aufgabe auch
formulieren: Zwei der vier Krafte, z. B. P und P;, sollen mit den beirden anderen
Kraften P, und P; im Gleichgewicht stehen, oder auch : Die Resultierende aus P
und P, soll mit der Resultierenden aus P, und P; Gleichgewicht halten Nach

\
_____],__\i —
" o
’ \
~—4/ \!-’
“TR T~ \
a

Abb. 138. Das Culmannsche Verfahren in der Ebene

der letzten Fassung sollen zwei Krafte im Gleichgewicht stehen; das kann aber
nur der Fall sein, wenn beide Krafte, d.i. die Resultierende von P und P; bzw.
die Resultierende aus P, und Pj, in die gleiche Gerade fallen. Die Resultierende
von P und P; muB aber durch den Schmttpunkt A ithrer Wirkungslinien gehen,
in gleicher Weise muB die Resultierende der Krafte P, und P; durch den Schnitt-
punkt B der Geraden g, und g; laufen. Andererseits mussen jedoch nach obiger
Aussage beide Resultierenden in gleicher Wirkungshnie hegen, d.h. alco, sie
mussen in die Verbindungshnie der angegebenen Schnittpunkte fallen, oder die
eingezeichnete Richtung A muB Wirkungshnie fur beide Resultierenden, sowohl
von P und P; wie auch von P, und Pj, sein. Die Losung der Aufgabe gestaltet
sich hiernach folgendermaBen: wir stellen Gleichgewicht her zwischen der Kraft
P, der unbekannten Kraft P; und der unbekannten Resultierenden R,; aus P,
und Py, die in der Wirkungslinie & hegt (drei Krafte an dem gleichen Punkt A4);
die Resultierende R, 5 zerlegt man dann in die Komponenten in den Richtungen g,
und ¢, und findet damit auch die Krafte P, und P; (Abb. 138b).

Die praktische Durchfuhrung ist damit auf bekannte Verfahren zuruck-
gefiihrt, denn sowohl die Gleichgewichtsaufgabe (P, P,, R,3) als auch die Zer-
legungsaufgabe (R,;, P,, P,) wird an Kraften durchgefuhrt, die durch cinen
Punkt gehen. Betrachten wir die entstandene Gesamtfigur der Kraftecke, so
sehen wir, daB die Kraft P mit den gesuchten Kraften P;, P, und P; emnen ein-
heitlichen Lanienzug (Krafteck) bildet, der entsprechend der bekannten Gleich-
gewichtsbedingung geschlossen 1st Zur Losung bringt man also je zwei der
vier Krafte zum Schnitt und zieht die Verbindungslinie k, geht dann aus von
dem Schnittpunkt, der auf der bekannten Kraft P liegt, zeichnet das Kraftdreieck,
macht dasselbe fur den anderen Schnittpunkt und stellt schlieBlich den Richtungs-
pfeil der so ermittelten Krafte P;, P, und P mittels des Umfahrungssinnes des
gewonnenen Kraftvierecks fest Die Linie 2 hat dann ledighch die Bedeutung
emer Hilfsgeraden.

Das Verfahren wurde zuerst von CULMANN angegeben und tragt auch dessen
Namen. Das CuLMmanNsche Verfahren 1ost also die Aufgabe: eine Kraft mit drei
anderen Kraften in der gleichen Ebene, die sich nicht auf einer Geraden schneiden,
ins Gleichgewicht zu setzen. Der verwendete Grundgedanke ist der gleiche wie
der beim CurLMANNschen Verfahren fur Krafte 1m Raum (8. 42).
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Als praktisches Beispiel zur Anwendung des_Verfahrens betrachten wir wieder
einen Balken, der in der Ebene durch drei Stabe festgelegt ist (Abb. 139); die drei
Stiitzungsstibe sind in ihrer konstruktiven Lage zum Balken gegeben. Der
Balken sei belastet mit der einzelnen Kraft P (die naturlich auch Resultierende
mehrerer Krifte sein kann). Gesucht sind die Stabkrafte 8;, S; und S;, die in den
Staben geweckt werden. Die drei Stabe durfen, wie frither (S. 68) schon gezeigt,
nicht durch einen Punkt gehen, da sie
als Wirkungslinien von Kraften aufgefa3t
werden miissen, die ihrerseits der gegebe-
nen Belastung das Gleichgewicht halten;
es mussen hier den drei Unbekannten drei
Gleichgewichtsbedingungen entsprechen.

Wir fragen uns zunachst wie bei je-
der Gleichgewichtsaufgabe: An welchem
Konstruktionsteil besteht Gleichgewicht.
Abb. 139. Anwendung des CuLMaNNschen Ver-  Der fragliche Konstruktionsteil ist hier

fabrens. N
der Balken. Wir mussen also alle ge-
gebenen Krifte so einfubren, wie sie auf den Balken wirken, und werden anderer-
seits auch alle gesuchten Krafte (S;,S,,S3) so erhalten, wie sie am Balken angreifen.

Zur Losung bringen wir je zwei Krafte zum Schnitt, z. B. in unserer Aufgabe
P und 8; und entsprechend die Krifte S, und S, ; (die Stabkrifte sind ja in 1hren
Wirkungslinien durch die Stabachsen gegeben). Die Verbindungslinie der beiden
Schnittpunkte liefert die Hilfsgerade %, in der die Resultierende von S; und S,
liegen muB. Wir gehen von dem Schnittpunkt auf der Kraft P aus und zeichnen
das Krafteck aus P; S; und der Kraft in der Verbindungsgeraden %, die die Resul-
tierende R, , aus §; und S, darstellt. Dann gehen wir zum anderen Schnittpunkt
(S, und Sy) iiber und zeichnen wiederum ein Kraftdreieck itber der gefundenen
Strecke R, ,. Die Richtungen der erhaltenen Stabkrafte sind aus dem entstan-
denen Krafteck abzulesen: es miissen die Krafte in dem durch die Kraft P be-
stimmten Umfahrungssinn gerichtet sein Wie schon oben bemerkt, erhalten wir
auf Grund dieser Gleichgewichtsbetrachtung die Stabkrifte so, wie sie auf den
Balken wirken. Wir fiithren dementsprechend die erhaltenen Richtungspfeile an
den am Balken angeschlossenen Enden der Stabe ein und erkennen, da3 Stab @
und @ driickend auf den Balker. wirkt, Stab @ dagegen ziehend. Entsprechend
wirken die Stabe auf ihre anderen AnschluBstellen; die da auftretenden Pfeile
laufen den vorher gefundenen ertgegengesetzt gerichtet. Wir sehen daB @ und
® Druckstdabe sind, @ dagegen ein Zugstab ist.

Wir hitten bei vorliegender Aufgabe naturgemiB8 auch P mit Stab @ und
andererseits Stab @ mit @) zum Schnitt bringen konnen. Dann wiirde aber die

A Loésung umstandlicher, da der Schnitt-
A l » ' punkt von P und @ in die Unendlich-
A 7 .. keit fallt und die Linie & eine durch den
£ Schnittpunkt von @ und @ gehende
4y Parallele zu P wire. Um nun Gleich-
gewicht zwischen P, S; und der Kraft
S in h herzustellen, kame man aber mit
Abb. 140. Sonderbelastung beim abgestutzten dem einfachen Kraftdreieck nicht aus
Balken.
(parallele Krafte).

Auf zwei Sonderfalle sei bei dem angegebenen Gleichgewichtsfall noch hin-
gewiesen (Abb. 140). Wirkt nur eine Last P, die durch den Schnittpunkt zweier
Stabe geht, dann tritt im dritten Stab keine-Kraft auf (S; = 0). Die Richtigkeit
ergibt sich aus der Momentenbedingung fur den Schnittpunkt ITI. Wirkt anderer-
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seits nur eine Last Py in Richtung eines Stabes @), dann erhalten die beiden an-
deren Stidbe keine Beanspruchung.

Haben wir zwei parallele Stibe, etwa lotrecht, @ und @, und wirkt eine Last
in der gleichen Richtung (Abb. 141), so ist S, gleich Null. Es folgt dies sofort aus
der Komponentenbedingung :

2X;=0: Sy.cosa=0
(x ist der Winkel des Stabes @ gegen die Horizontalrichtung).

Wenn etwa auf den Balken lediglich ein Drehmoment von der GroBe M wirkt

und man will die Stabkrifte auf graphischem Wege ermitteln, so stellt man das

el K

@ Q @
777
Abb. 141. Sonderlagen Abb. 142. Belastung des abgestutzten Balkens
der Stutzungsstibe. durch em Kraftepaar.

Moment durch ein Kraftepaar dar, d. h. man fihrt zwei beliebig groBe Krafte P
ein mit solchem Abstand e, da8 Poo— M

ist, wob@i natiirlich der Drehsinn des Kraftepaares mit dem Drehsinn von M
iibereinstimmen muB. Die Lage des Kriftepaares ist dabei gleichgultig. Dann
fithrt man fiir jede Kraft P das CuLman~sche Verfahren durch. Da man das Krafte-
paar beliebig legen kann, wird man es méglichst giinstig annehmen, z. B. eine
Kraft mit einem Stabe (etwa @)
zusammenfallend(Abb. 142); durch

diese Kraft entsteht S) = -+ P, s
8, =0, 8; = 0; die andere Kraft P P

hat man nach CULMANN zu behan-

deln und die so ermittelte Kraft S’ %

mit S] algebraisch zu addieren,
wihrend S, und 8] schon die
wirklichen Stabkrifte darstellen.
Bildet man das Kriftepaar so Abb. 143. ZwockmaBigste Behandlung bei Wirkung
(Abb. 143), daB die eine Kraft K cines Kraftepaares.

in die Linie von 8, fillt, die andere in den Schnittpunkt von 8, und S, (wobei
natiirlich K - k = M sein muB), so ist S; nur von dem eihen K abhangig, da-
gegen S, und S; nur von dem anderen K.

Ubungsaufgaben tiir ebene Stiitzungen.

1. Aufgabe. Der in der Abb. 144 dargestellte schrigliegende Balken ist durch
drei Stutzungsstabe mit der Erde verbunden und wird durch eine gleichmaBig
verteilte Last beansprucht. Die drei Stabkrafte sind zu ermitteln.

Ldsung. Die drei Stabkrafte 8, S,, S; miissen mit & im Gleichgewicht stehen,
sie seien zunichst als Zugkrifte eingefithrt. Es ergibt sich aus den Momenten-
gleichungen fiir den Punkt I und II:

G

1. —8,-6,0—G-3,0=0, Slz“‘?;

2 +G-304860=0, S=—2,
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Die beiden Stabe werden also gedruckt. In den beiden Momentengleichungen
fallt S, heraus, weil es durch den betreffenden Momentenpunkt hindurchgeht.
Die dritte Momentengleichung ware entsprechend aufzustellen fur den Schnitt-
punkt von S; und S;; sie laBt uns aber im Stich, da der Schnittpunkt dieser
berden Stabe mn die Unendlichkeit fallt. Man nimmt des-
.7 halb als dritte Gleichung emne Komponentenbedingung:
! 3 XX, =0: S,-cosf=0, Sy=0
Probe G@—8; + Sy -smff—8;=0
Die Belastung wird also nur
ftt durch die Stabe 3 und @ als 7 M=gomg
4 Druckstahe weitergeleitet, . ( A ! S "
/ wahrend Stab @ spannungs-
los bleibt.
2. Aufgabe. Auf die durch
/ dre1Stabe abgestutzte Plattein
Abb 145 wirkt ihreigenes Ge-

th

G-120kg

al

5

-——2’5 e

! !
; S
| ABb. 144 wichtvon120kgundeinKrafte- 2 55 2. G5
/ wicht von! e i .
: /. Ubunesbespid paar Vom]domfnt 80mkg. Wie ’ o0
4 grofl werden die Stabkrafte ¢
Losung. Die beiden auBeren Einflusse, d i. das Gewicht @ und das Krafte-
paar mit dem Moment M, mussen durch die Stabe (1), @', 3) nach der Wand bzw.
der Erde ubertragen werden, oder anders ausgedruckt. die Stabkrafte mussen
mit diesen beiden Einflussen 1m Gleichgewicht stehen. Wo das Kraftepaar auf
der Scheibe wirkt, 1st hierbe1 gleichgultig, da es beliebig verschoben werden kann,
ohne daB sich die Gesamtwirkung andert Als Gleichgewichtsbedingungen kann
man Komponentenbedingungen (aber nicht mehr als zwei) oder Momentenbedin-
gungen verwenden Bezuglich der Komponenten ist zu bemerken, da8 fur ein
Kraftepaar die Summe der Komponenten in jeder beliebigen Richtung ver-
schwindet, weil die Projektionen der beiden Krafte sich aufheben. Es mogen hier
drei Momentenbedingungen verwendet werden. Unter Einfuhrung von Zug-
kraften in den drei Staben ergibt sich:

L(SM)y =00 —G-1,0—8-1,0+M=0,
S; == —40kg (Druck).
2. (XM =0 M—G-1,0+ 8, -cosx-1,0=0,
Sy == +50kg (Zug).
3. (X Mym—=0: M— G’-(l,O + 1,0-%)—,5'3-1,0.?;2:0,
S; = —150kg (Druck).
Probe. XY, =0: G-+ Sy -sma -+ 8;=0.

3. Aufgabe. Die Befestigungskrafte des in Abb. 146 gezeichneten Baukranes
sind zu ermitteln

Losung. Als eigentliche Tragkonstruktion erscheint der Galgen, der unten
in I drehbar befestigt und auBlerdem durch den Stab A an die Erde angeschlossen
18t In dem Punkt I stutzt sich der Kran gegen das Fundament, ubt also aut
dieses eine Kraft aus. Das Fundament seinerseits wehrt sich dagegen miv einer
gleich groBen Gegenkraft. Diesec Gegenkraft ist zunachst nach Grofie und Rich-
tung unbekannt; ihre Komponznten seien R, und R, genannt. Es licgen dem-
gemaf 1m ganzen drei Fesseln vor: zwe1 Gegenkrafte Ry, By am Anschiufpunkt I
und die Streberkratt K. Durch die Last von 1500 kg wird in dem Seil eine gleich

N

Abb 145 Ubungsbeisprel
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groBe Kraft erzeugt, die an den verschiedenen Rollen zur Wirkung kommt. Die
untere Kraft geht direkt in dic Erde, die vier anderen Seilkrifte von der Grofie
1500 kg wirken auf die Tragkonstruktion ein. Als Gleichgewichtsbedingungen
seien verwendet eine Momentenbedingung fiir den Punkt I und zwei Kompo-
nentenbedingungen.

1. (X M), =0: — 1500 - 5,5 + 1500 - 10,0 — 1500 - 10,0 — 1000 - 3,5

— 500 - 2,0 — 1500 -sin 8- 10,0 + K -sinx - 5,0 = 0
(dabei ist K in eine horizontale und vertikale Komponente zerlegt),
K = 5888 kg.

Die beiden Seilkrifte imr waagrechten Teil heben sich gegeneinander auf.

2. XX, =0: 500+ Ry 4 1500 — 1500 +4- 1500 - sinf — K -sinx = 0,

R, — 2610 kg.
3. XY, =0: 1500 + 1000 -+ 1500 -cos + K - cosax = Ry,

R, = 8490 kg.

1000k
e, N
7500kg o
'
b
T
1

Abb. 146. Ubungsbeispiel.

Als Probe kann man etwa verwenden: (X M),; = 0, wobei II z. B. am AnschluB-
punkt der Strebe K gewihlt wird.

Ganz anders stellt sich das Kraftbild dar, wenn die untere Rolle (Winde) am
Kranpfosten selbst angebracht ist (Abb. 146b): jetzt wirken alle fiinf Seilkrifte
auf die Konstruktion selbst ein und sowohl die beiden waagrechten wie die beiden
senkrechten Seilkrifte heben sich gegenseitig auf. Die Momentengleichung fir
den Punkt I lautet nun:

—1500 - 5,5 — 1000 - 3,5 — 500 - 2,0 - K ssina 5,0 = 0.

4. Aufgabe. Aufdie in Abb. 147 dargestellte Feuerwehrleiter wirken die an-
gegebenen Krifte. Wie groB sind die Fesselkrifte in 4 und S fir die Leiter ?

Lésung. Die Aufgabe moge graphisch gelést werden. Man kann mit Hilfe
von Krafteck und Seileck GroBe und Lage der Resultierenden der wirkenden
Lasten ermitteln und dann S mit R zum Schnitt bringen und durch diesen Schnitt-
punkt eine Gerade nach dem Gelenkpunkt 4 ziehen, die die Richtung der Lager-
reaktion 4 angibt. Man kann es aber auch etwas bequemer machen, indem man
unmittelbar davon ausgeht, daBl die gegebenen Lasten mit der Lagerkraft 4 und
der Stabkraft S im Gleichgewicht stehen miissen, daB also ihr Krafteck und Seil-
eck geschlossen sein muBl. Man legt die erste Seilseite 0’ durch den Punkt A, die
letzte Seilseite 6’ schneidet die Kraft S im Punkte 7' (Abb. 147¢). Die Verbin-
dungslinie von 7' mit Punkt 4 gibt die Schlullinie s’ an, und zwar ganz gleich-
giiltig, wie auch die Lagerkraft 4 gerichtet ist, da ja 0" durch den Punkt 4 ge-
legt wurde und durch ihn unter allen Umstinden die Lagerkraft 4 unabhéngig
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von ihrer Richtung geht. Zieht man dann durch den Pol C eine Parallele zu s,
so schneidet diese auf der Parallelen zu S die GréBe dieser Kraft ab. Die Verbin-

L1
0 Y00 200 300y
Ardffemalisiab

Abb. 117. Ubungsbeispiel.

dungslinie dieses Endpunktes mit dem Anfangspunkt des Kraftecks stellt 4 dar,
da ja das Krafteck aus den Lasten und 4 und S geschlossen sein muB.
Die umgekehrten Krafte S und 4 wirken auf den Wagen ein. Verliuft ihre

Abb. 148. Ubungsbeispiel.

Resultierende zwischen den Radpunkten M und N, dann werden beide Réider auf
den Boden gedriickt; ein Abhebebestreben liegt dann nicht vor, d. h. der Wagen
steht fest.
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5. Aufgabe. Das in Abb. 148 dargestellte Flugzeug ist an den Ridern fest
gebremst. Wie groB sind die entstehenden Reaktionen ?

Liosung. Es liegt eine Konstruktion vor mit einem festen DrehanschluB8 A
und einer verschieblichen Stiitzung B (weil der Sporn auf dem Boden verschieb-
lich ist). Wenn man hier die Resultante der gegebenen Lasten bildet, um sie dann
mit B (senkrecht zum Boden gerichtet, weil sich der Sporn in der waagrechten
Ebene verschieben kann) und A ins Gleichgewicht zu setzen, so bereitet dies
Schwierigkeiten, da der Schnittpunkt von R und B hier sehr weit nach auBen
fallt. Dagegen fiihrt die oben. angegebene Konstruktion leicht zum Ziel. Man
zeichnet das Krafteck aus S, G und Pg, legt den ersten Polstrahl durch den
Punkt 4, bringt die letzte Seilseite 3’ mit Kraft B zum Schnitt und verbindet
diesen Punkt R mit den Stiitzpunkt 4. Diese Verbindungslinie ergibt die
SchluBlinie 8’; der parallele Polstrahl s schneidet B aus. Die Verbindungslinie
dieses Endpunktes der Kraft B mit dem ersten Punkt des Kraftecks gibt
GroBe und Richtung von 4 an.



Dritter Teil.
Anwendung auf ebene gestiitzte Kiorper (Scheiben).

VIII.Der cinfach gestiitzte Korper. Die verschiedenen Gleichgewichtszustiinde.

35. Der gestiitzte Korper als ebenes Problem. Grundsitzlich wird uns in
der technischen Anwendung immer cin rdumliches Gebilde begegnen. Da aber
nun die meisten Korper, auch die abgestiitzten, in ihrer Tiefenausdehnung meist
zu einer Mittelebene symmetrisch angeordnet sind und von Kréften beansprucht
werden, die ebenfalls in dieser Symmetrieebene liegen, kénnen solche Kérper fiir
statische Betrachtungen als cbene Gebilde behandelt werden. Wir konnen sie
geradezu als unendlich diinne Scheiben ansehen, auf die sdmtliche Kréfte in der
Ebene dieser diinnen Scheibe wirken, d. i. praktisch in der Mittelebene des Kor-
pers. Dann liegt tatsdchlich ein ebenes Problem vor.

36. Der einfach gestiitzte Kirper. Wir betrachten zunichst den einfach ge-
stiitzten Korper, wobei es gleichgiiltig ist, ob die ,,Stiitzung* eine Aufhidngung
oder einc Auflagerung auf einer Fliche darstellt. Kann ein Kérper, der nur an
einer Stelle drehbar gestiitzt ist, im Gleichgewicht stehen ?

Wir untersuchen:

1. einen Korper, der in seinem unteren Teil als Halbzylinder ausgefithrt ist
und dessen oberer Teil zur Untersuchung der Gleichgewichtszustinde entspre-
chend den Abb. 149, 152, 155 gcéndert wird;

2. einen stabartig ausgebildeten Kérper, der an verschicdenen Stellen ge-
stiitzt wird, Abb. 150, 153, 15€.

3. einen zylinderférmigen Kaorper, der stets an gleicher Stelle gestiitzt wird, bei
dem aber die Art der Ausbildung der Unterlage gedndert wird, Abb. 151, 154, 157.

Bei allen betrachteten Koérporn soll es sich um ein ebenes Problem handeln,
d.h. der Korper ist zu eciner Mittelebene symmetrisch, kann also als diinne
Scheibe aufgefaBft werden.

1. Fall, Abb. 149, 150, 151. Der Korper I stelle einen Halbzylinder auf einer
Ebene dar. Der Stab II ist prismatisch oder zylindrisch und wird an seinem
oberen Ende aufgehingt. Der Zylinder IIT liege im Innenraum eines Hohl-
zylinders mit endlichem Radius.

Der Korper driickt mit seinem Gewicht @ auf scine Unterlage bzw. zicht mit
seinem Gewicht an se ner Aufhéngung. Durch diese Kraft wird eine Gegenkraft
in der Unterlage (im Aufhédngenolzen) erzeugt, die dem Gewicht @ das Gleich-
gewicht hélt (Aktion = Reaktion, Wirkung = Gegenwirkung). Gewicht und
Gegenkraft, die wir hier Normalkraft IV nennen wollen, sind also gleich gro6 und
fallen in die gleiche Wirkungslinie. Die Richtungen beider Kréfte sind ¢ntgegen-
gesetzt zueinander. Es besteht also, wie uns auch der Versuch bestitigen wird,
Gleichgewicht. Drehen wir nun den Korper etwas aus seiner Gleichgewichts-
lage (Abb. 149b), dann fallen die Wirkungslinien der beiden auftretenden Krafte
G und N nicht mehr in die gleiche Gerade. Da aber die Normalkraft N immer
gleich der Schwere @ sein mu8 (es hat sich ja an der GréBe der Kréfte nichts ge-
andert), entstcht cin Kréaftepaar. Dieses Kréftepaar uibt aber eine Drehwirkung
auf den Kérper aus, und wir erkennen, da8 diese bei den drei betrachteten Korpern
so geriehtet ist, dal ein Zuriiekdrehen des Kérpers in seine alte Lago bowirkt
wird, d.h.das Kraftepaar bringt den ausgelenkten Kdrper in seine Gleieh-
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gewichtslage zuriick. Wir sprechen in dicsem Fall vom stabilen oder sicheren
Qleichgewicht.

2. Fall, Abb. 152, 153, 154. Der Kérper I ist als Zylinder ausgebildet (be-
trachtet als kreisférmige Scheibe). Der Stab II ist in seinem Schwerpunkt auf-

Abb. 149. Abb. 151.

Abb. 150.
Abb. 149 bis 151. Sicheres, stabiles Gleichgewicht.

Abb. 152,

Abb. 153.
Abb. 152 bis 15¢. Gleichgiiltiges, indifferentes Gleichgewicht.

Abb. 155 bis 157. Unsicheres, labiles Gleichgewicht.

gehiingt und der Zylinder IIT liegt auf einer Ebene (Zylinderfliche mit » = oo).
Es stehen wieder alle drei Korper im Gleichgewicht. Das Gewicht G erzeugt dic
gleich groBle Normalkraft (Reaktion) &V in gleicher Wirkungslinie. Bei einer Aus-’
lenkung (Abb. 152b usw.) wird fiir alle drei Korper dieser Gleichgewichtszustand
nicht gestort. Es stehen sich bei einer beliebigen Lage der Korper stets die beiden
gieiehen Krifte, Aktion & und Reaktion N, in gleiecher Wirkungslinie gegeniiber,
so daB der Korper in jeder neuen Lage stehenbleibt. Wir spreehen jetzt von dem
indifferenten Gleichgewricht (astatisch, gleichgiiltia).
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3. Fail, Abb. 155, 156, 157. Der Korper I sei in seinem unteren Ende ein
Halbzylinder, der am oberen Ende durch ein rechteckiges Prisma vervollstindigt
wird. Stab ITist an seinem unteren Ende drehbar festgehalten.
Der Zylinder III liegt auf der AuBenseite eines Zylinders mit
endlichem Radius. Zunéehst besteht auch hier Gleichgewicht:
Normalkraft IV und Gewicht G liegen in gleicher Wirkungslinie
und sind entgegengesetzt gleich groB. Bei einer Auslenkung der
Korper aus ibrer Gleichgewichtslage entsteht jetzt wieder ein
Kriftepaar aus den beiden gleich groBen Kriften N und G,
> das aber den Korper mit seiner Drehwirkung weiter von der
Abb. 158, Gleich alten Lage entfernt. Der angestoBene Korper fillt also um bzw.
gewichtszentrum.  Weicht von der Gleichgewichtslage immer weiter ab. Wir spre-

chen hier von dem labilen oder unsicheren Qleichgewicht.

Fassen wir die drei Fille zusammen, so kénnen wir als kennzeichnenden
Punkt fiir alle Auslenkungsbewegungen der Kérper einen maB8geblichen Punkt M
konstruieren (Abb. 158), der gegeben ist durch den Kriimmungsmittelpunkt der
Schwerpunktsbahn. Liegt der Schwerpunkt S unter diesem Zentrum M, so be-
steht stabiles Gleichgewicht (sicheres Gleichgewicht), liegt
der Drehpunkt # im Unendlichen oder im Schwerpunkt des
Koérpers, so ist das Gleichgewicht indifferent (astatisch,
gleichgiiltig). Liegt der Schwerpunkt S aber iiber dem
Drehpunkt M, so ist das Gleichgewicht labil (unsicher).

Fiir die technischen Konstruktionen, die bei einfacher
Lagerung stabil gestiitzt sein miissen, kénnen wir unter der
Anwendung obiger Erkenntnisse das stabile Gleichgewicht
durch die Feststellung der Drehwirkung des entstehenden

Kriftepaares eindeutig festlegen.
,;‘\“’,E’;.ﬁfgé‘: ‘fj;m’;ﬁret Betrachten wir z. B. das Laufrad einer Seilschwebebahn.

Das Rad allein ist labil gestiitzt, denn bei einer kleinen
Auslenkung wird das entstehende Kriftepaar die Rolle zum Kippen bringen
(Abb. 159). Durch Ancrdnung eines tieferliegenden Gegengewichtes (Forder-
korb) legen wir den Schwerpunkt unter die Unterstiitzung. Lenken wir jetzt
die Konstruktion aus ihrer Ruhelage aus, so schen wir, daB das entstehende
Kriftepaar ein drehendes Moment ausiibt,
derart, da8 die Konstruktion wieder in ihre
alte Gleichgewichtslage zuriickgedreht wird
(Abb. 160).

In dhnlicher Weise sind unsere Waagen
koustruiert. Der Waagebalken liegt mit sei-
nem Eigengewicht iiber dem Unterstiitzungs-
punkt, der hier zugleich Drehpunkt und
Zentrum ist. Durch die Waagschalen und
die daraufliegenden Gewichte liegt aber der
Gesamtschwerpunkt unter dem Drehpunkt.

) Abb.160. _  TFine Stérung der Gleichgewichtslage hat ein
Stabile Anordaung eines Férderkorbes. riickdrehend%s Kré'.ftepaagzr zur Folge. Aus
der Betrachtung der Kriftepaare sehen wir, da das MaB der riickstellenden Mo-
mentengréBe abhangig ist von der Entfernung des Schwerpunkts vom Drehpunkt.
Bei einer ,,empfindlichen Waage, die schon auf ganz kleine Gewichtsunter-
schiede reagieren soll, werden wir demgemiB den Schwerpunkt méoglichst nahe
unter den Drehpunkt legen. Es ist also diese Entfernung ein reziprokes MaB fiir die
Empfindlichkeit einer Waage.
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IX. Der Balken auf zwei Stiitzen.

37. Die verschiedenen Befestigungsarten (Anschliisse). Unter , Balken®
wollen wir einen Kérper verstehen, der im wesentlichen der Linge nach aus-
gebildet ist. Auch hier wieder schaffen wir uns aus dem grundsétzlich réumlichen
Bild des Balkens ein ebenes Problem. Wir nehmen an, der Balken sei symmetrisch
zu einer Mittelebene ausgebildet, und alle Krifte, auch die Gegenkrifte von der
Unterlage gegen den Balken, wirken in dieser Mittelebene ; dann tritt tatsachlich
wieder ein ebenes Problem auf. Wir kénnen uns zur Betrachtung das Bild des
Balkens als ebene ganz diinne Platte idealisieren; fiir die meisten Fille der sta-
tischen Betrachtungen ge-
niigt sogar die Darstellung

i
der Balkenachse allein. Wie =~ — =;===
konnen wir nun den Balken ~x
mit seiner Unterlage (bzw. b ¢
einem anderen Konstruk- N\
tionsteil oder der Erde) ver- Abb. 161. Die Eingpannung beim Balken.
binden ?

1. Die physikalisch einfachste Festlegung eines Balkens in der Ebene ge-
schieht durch Einmauern oder Einklemmen des Balkens (Abb. 161a, b). Man
nennt diese Art von Festlegung in der Statik ,,Einspannung*. Es st bei der
Einspannung eines Balkens nicht méglich, diesen von seiner Unterlage zu trennen
(lotrechte Bewegung), ihn in seiner Ebene zu verschieben (waagerechte Be-
wegung) oder zu drehen. Die Lagerung einer Welle, deren Belastung durch die
Wellenachse geht, wird sich entspre- , | I
chend der Lagerung eines Balkens defi- A%P———} &—;j - —-
nieren lassen; ihre Lag(_arnl('iglichkeiten A il BPRR b e
sind gerade sogegeben wie fiir denruhen- N AN
den Balken; soist z. B.in Abb. 161c ein Abb. 162. Festes Auflager.
festes ,,Einspannungs‘‘lager dargestellt.

2. Die Statik kennt aber auch noch andere Befestigungsarten in der Ebene,
bei denen nicht gleichzeitig alle drei moglichen Sperrungen: untrennbar, unver-
schieblich und undrehbar, vorhanden sind. So ist z. B. die Anordnung des Bal-
kens mit einem Drehbolzen nur untrennbar und unverschieplich (Abb. 162). Der
8o befestigte Balken ist aber noch nicht eindeutig in der Ebene festgelegt. Es bleibt
eine Drehmdéglichkeit bestehen, die durch irgendeine andere Anordmmg (Fesse-
lung) noch beseltlgt werden muf}, wenn der
Balken fiir eine allgemeine ebene Belastung
festliegen soll. Der Fall, daB die Resul-
tierende der &uBeren gegebenen XKrifte
durch diesen Drebpunkt geht, stellt den
einfach gestiitzten Koérper dar, der oben
behandelt wurde. Bei Wellen, die in einer
Eberie belastet sind, finden wir wieder eine entsprechende Lagerung, die in den
beiden Abb. 163a und b angegeben ist. Wir nennen die Lagerung mit den zwei
Sperrungen (unverschieblich und untrennbar), die aber eine Drehung erlaubt,
,,festes Lager*.

3. Eine dritte grundlegende Befestigungsméglichkeit in der Ebene ist das
»bewegliche Lager. Die Bedingung ist hierfiir nur untrennbar, das Lager ist
verschieblich und drehbar in bezug auf den Balken angeordnet. Die Bedingung
,untrennbar* ist hier noch etwas genauer zu erkliren: bei den eingezeichneten
Beispielen (Abb. 164) ist gefiihlsmaBig noch ein Abheben méglich, aber nicht
ein Verschieben nach unten. Die Lagerung wird in dieser Weise ausgefiihrt,
K Schlink, Statik. 4. u. 5. Aufl.

‘
Abb. 163. Festes Auﬂager bei einer Welle.
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wenn tatsidchlich nur eine Verschiebung nach unten verhindert werden soll
(Briicken, Fahrzeuge unter Eigengewicht usw.). Ist durch die duBere Belastung
eine Verschiebung nach oben (Abheben) zu erwarten, so mull die Lagerung

o : II' - F =§§='

- b X ¢ - d

Abb. 164. Bewegliches Auflager.

naturgemiB diese Verschiebung verhindern, also praktisch so ausgefiihrt werden,
wie es deI} Anordnungen der Abb. 165 entspricht. Dic dem beweglichen Lager
gleichWertxgen Lagerungen einer Welle sind in Abb. 166 zusammengestellt. Ex

0N

Abb. 165. Abb. 166.
Bewegliches Lager mit Sicherung gegen Abhcben. Bewegliches Lager bei ciner Welle.

lassen sich also eben belastete Wellen als eben belastete Balken behandeln, was
ja eigentlich in der Definition des Balkens schon ausgedriickt ist (der Lénge nach
ausgedehnte Koérper). — Man achte darauf, daB sowohl beim festen wie beim be-

weglichen Auflager durch ein ,,Gelenk* die Drehméglichkeit ge-

g_ geben ist.
a\ Um ecine einheitliche Angabe der Lagermoglichkeiten zu

| haben, fithren wir symbolisch ein:

@* Abb. 167a als Darstellung fiir den eingespannten Balken
LD ‘ oder die ,,eingespannte’ Welle,
Abb. 167b fir das feste Lager,
c@« Abb. 167¢ fir das beweglicz;ae Lager, wobei dieses Symbol

Abb. 167. Sym- auch die Fille einschlieBen soll, bei denen durch Verankcrung
l‘ﬂ?g’;:g&’:ﬁg: u. dgl. eine Abhebung verhindert wird.
denen Lager. 38. Der Balken auf zwei Stiitzen. Wollen wir einen Balken
in der Ebene festlegen, so geniigt das einfache feste Lager nicht,
wenn eine allgemeine Belastung vorliegt. Wir gehen nun einmal davon aus, daf
zur Festlegung des Balkens zwei solche feste Lager verwandt wurden, und unter-
suchen, ob der Balken damit festgelegt ist und eindeutige Krifte aufweist. Dafl
durch diese beiden Bolzenlagerungen (Ge-
7 1/, /, Y, X% lenke) der ganze Balken in der Ebene un-
Y é J verschieblich, undrehbar ist, erkennt man
lé #\é‘ ohne weitcres (Abb. 168). An den I.‘agor-
I ) v stellen 4 und B hat der Balken mit der
/ Unterlage nur die Bolzen gemcinsam, die
Abb. 168. Kraftwirkung beim Balken mit als Punkte angesehen werden mégen. Es
zwei foston Auflagern. kann also eine Kraft vom Balken in dic
Unterlage nur durch diese Punkte weitergeleitet werden. Wirken nun auf eincn
Balken Krifte, so driickt der Balken seinerseits mit einer gewissen Kraft in den
beiden Punkten 4 und B auf seine Unterlage. Die so bewirkten Krifte seien Ky
und K; genannt. Die beiden Krifte K, und K; ersetzen die gegebenen dulleren
Krifte, sind also Komponenten der Resultierenden aller duBeren gegebenen Krafte
(Lasten). Die Wirkung des Balkens auf scine Unterlage hat wicder eine Gegen-
wirkung zur Folge. Die so entstechenden Reaktionskrifte B, und Ry, dic wir
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kiinftig mit 4 und B bezeichnen wollen, sind von gleicher GréBe wie die Aktions-
krifte K, und K,, aber entgegengesetzt gerichtet. Wir konnen also sagen, die
beiden Reaktionskrifte stehen mit den Kriaften K, und Kz, d. h. aber auch mit
den gegebenen #uBeren Kriften im Gleichgewicht. Fiir die Lagerreaktionen
eines Balkens ist demnach die Bedingung gegeben, daf} sie mit den wirkenden
Lasten im Gleichgewicht stehen miissen; darauf beruht ihre Berechnung. Statt
der #uBeren Krifte konnen auch Mo-
mente auf den Balken wirken; wir
werden deshalb vielfach von duBeren
,,Einflissen“ sprechen, die sowohl
Krifte als auch Momente sein kénnen.
Gehen wir nun zur Ermittling der
Reaktionen von dem ganz einfachen
Fall aus, daB der Balken mit den beiden
festen Lagern durch eine Kraft P (auch
aufzufassen als Resultierende vieler
Krifte) belastet sei (Abb. 169). Gegeben N )
ist also P und jeweils ein Punkt der "™ %7006t Sphiehe Benandiug.
Reaktionswirkungslinien von 4 und' B,
die mit P im Gleichgewicht stchen miissen. Zur graphischen Losung der Auf-
gabe benutzt man den Satz, daB drei Krifte nur dann im Gleichgewicht stehen
koénnen, wenn ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. Wihlen wir einen
beliebigen Punkt N auf der Wirkungslinie der Kraft P und verbinden diesen mit
den Lagerpunkten, so stellen die Verbindungslinien mégliche Wirkungslinien fiir
A und B dar; ihre GréBen sind durch das zugehorige Kraftdreieck bestimmt.
Da wir aber iiber die Lage des Punktes N weiterhin keine Aussage machen kon-
nen, laBt sich auch die Aufgabe mit jedem beliebigen Punkt auf der Wirkungs-
linie der Kraft P durchfiihren, und wir erhalten

)

dabei jedesmal andere Reaktionskrifte. Daraus , / Y
crsehen wir also, dal die Aufgabe vieldeutig oder, _% @"’
wie wir frither schon gesagt haben, statisch un- \I N
bestimmt ist. o 16

Wie duBert sich das nun bei der analytischen 1 170, Balcer auf zwei festen
Betrachtung der Aufgabe? Die Zahl der Un- Auﬂagernm]isfI;iinzglllnst,nnnlytischc
bekannten ist vier: die Reaktionskraft A ist un chandimne.
bekannt nach GréBe und Richtung, ebenso die Reaktionskraft B. Wir denken
uns zweckmiBig bei diesen Aufgaben die Reaktionskrifte in ihre Komponenten
in horizontaler und vertikaler Richtung 4., 4, bzw. B,, B, zerlegt (vgl. auch
Abb. 170) dann sind wohl die Wirkungslinien dieser Komponenten bekannt, aber
deren Groflen nicht. Wir haben also insgesamt vier Unbekannte in der Auf-
gabenstellung. Demgegeniiber stehen nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur
Verfiigung. Rein mathematisch gesehen, ‘erhalten wir also zur Ldsung ein
System von drei Gleichungen mit vier Unbekannten, d. h. die Aufgabe ist mit
den Sitzen der Statik nicht zu lésen oder, anders ausgedriickt, die Aufgabe ist
statisch -unbestimmt.

Wollen wir die Aufgabe statisch 16sbar bzw. statisch bestimmt machen, so
miissen wir die Konstruktion so umindern, daB entweder cine neue Gleichung
hinzukommt (Nr. 61) oder eine Unbekannte wegfillt. Der statisch bestimmte
Aufbau einer Konstruktion ist in vielen Fillen auch technisch aus verschicdenen
Griinden gefordert. Der betrachtete Balken wird nun statisch bestimmt, wenn
wir statt des einen festen Lagers ein bewegliches Lager cinfithren. Dann kann
das Lager B keine Horizontalkraft mehr aufnehmen, denn die geringste waage-

T*
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rechte Kraft auf ein derartiges System mit Rollenlagerung (Abb. 171) wiirde
ein Wegfahren (Verschieben) dieses Lagers zur Folge haben (sofern keine Reibung
vorhanden ist): es wird also vom Balken auf die Unterlage keine Horizontalkraft
ibertragen, und es kann denientsprechend auch keine waagerechte Gegenkraft
entstehen, d. h. es tritt keine horizontale Lagerreaktion auf. Im beweglichen Auf-
lager muB also die Reaktion senkrecht zur Bewegungsrichtung stehen, es ist da-

» durch ihre Richtung bekannt, es fehlt nur die Gré8e;

\ das bewegliche Lager stellt somit nur eine Unbe-

& & kannte dar. Die Zahl der Unbekannten ist dadurch
» auf drei herabgesetzt und die Zahl der Gleichungen

& \ deckt sich mit der Zahl der Unbekannten. Auf den
78 15 ruhenden Balken wirken also auler den Lasten noch
die Lagerreaktionen als Krifte; nach Einfithrung

?\\%:7’2 5 dieser Lagerreaktionen hat man sich den Balken

. als eine freitragende Konstruktion zu denken, an

ﬁ?}f ) t’i,‘,;,ﬁa{i%‘e”;‘f{fgﬂ,ﬁ"‘ﬁ?;gﬁ der die Lasten und die Reaktionen angreifen.
Solange der Balken frei, d. h. nicht gelagert ist,
kann er eine dreifache Bewegung ausfithren: er kann sich in waagerechter und

senkrechter Richtung verschieben und auferdem um einen Punkt drehen. Man
wegungsfreiheiten miissen zur Festlegung des Balkens aufgehoben werden durch
drei ,,Fesseln®“. Jede Fessel stellt eine Unbekannte dar, also henétigen wir eine
zwei Unbekannten und das bewegliche Lager mit einer Unbekannten.
Es wirke nun auf den Balken, der konstruktiv mit einem festen und einem
Kraft P; die Lagerreaktionen sollen ermittelt
-7 werden (Abb.172). Die Losung erfolge zunichst
PV |
////,/ ! kennen wir die Rich- -~
A i -4 tung (in B kann ja P-since /’f [
N % nur eine senkrechte 4 e
i .173. ische Behandl
Abb. 172, Graphische Behandlng ~ S1¢ gehen muf. Von oo Halkens it imem fosten una
cinem beweglichen Auflager. kennen wir nur einen

Punkt, aber nicht ihre Richtung. Der Satz, daB die drei im Gleichgewicht
nur eine eindeutige Losung, da der Schnittpunkt der drei Kréfte durch denjenigen
der Wirkungslinien der Kraft P und der Auflagerreaktion B gegeben ist. Die
und damit erhalten wir die Wirkungslinie dieser Reaktion als Verbindungslinie
des gemeinsamen Schnittpunktes mit der Lagerstelle. Das Kiafteck gibt die
fahrungssinn gleichlaufend sein miissen. Zur Aufzeichnung des technischen Bildes
benotigen wir hierbei einen LangenmaBstab (1 : #,d. h. 1 cmi ~ » cm) und fiir das
Fiir die analytische Berechnung sei der Balken nach Abb. 173 zugrunde ge-
legt. Der Balken von der Lange ! ist an seinen Enden mit einem festen und einem

sagt, der Balken hat in seiner Bewegung drei Freiheitsgrade. Diese drei Be-
Lagerung mit drei Unbekannten. Diese liegt hier vor durch das feste Lager mit
beweglichen Lager festgelegt ist, cine nach Lage, Gré8e und Richtung bekannte
//// auf graphischem Wege. Von der Reaktionskraft B
P S

A, Punkt, durch den '

eines Balkensmiteinem festenund  der Reaktionskraft 4 einem beweglichen Auflager.
stehenden Krifte P, A und B sich in einem Punkt schneiden miissen, erlaubt hier
Auflagerreaktion 4 muB also durch diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen,
GroBen der Reaktionskrifte an, deren Richtungen dem durch P gegebenen Um-

Krafteck einen KriftemaBstab 1 cm ~ kkg.

beweglichen Lager gestiitzt. Auf ihn wirke im Abstand a vom linken Ende eine
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Kraft P, die unter dem Winkel & gegen die Balkenachse geneigt ist. Gesucht
sind wieder die Lagerreaktionen, die den Balken im Gleichgewicht halten.

Wir wissen, daB die Reaktion in B senkrecht steht zur Bewegungsméglich-
keit des Lagers, d.i. hier senkrecht zur Balkenachse. Das linke Lager hat da-
gegen eine schief gerichtete Reaktionskraft 4, die je nach der Belastung in jeder
beliebigen Richtung moglich ist; wir kénnen sagen, es wird im linken Lager eine
waagerechte Reaktionskraft 4, und eine lotrechte Reaktionskraft A, auftreten.
Es liegen also die drei Unbekannten 4,, 4,, B vor. Bei der analytischen Betrach-
tung von Gleichgewichtsaufgaben jeglicher Art miissen wir, wie schon mehrfach
bemerkt, zunéchst Richtungen fiir die unbekannten Krifte annehmen und diese
bei negativem Ergebnis umkehren. Wir wollen einfiihren: die waagerechte Re-
aktion A, nach rechts, die beiden lotrechten Reaktionen 4, und B nach oben
gerichtet.

Die Horizontalkomponente 4, wird am bequemsten aus der Komponenten-
bedingung fiir die waagerechte Richtung berechnet:

1. SH=0: A4,— P-.cosax =0,
daraus A, = P-cosx.

(Die hier eingefithrte Gleichung X H = 0 ist nur eine andere Schreibweise fiir
2 X, =0. Ahnlich ersetzen wir bei der Ermittlung der Reaktionen eines Bal-
kens auch X ¥; = 0 durch die Schreibweise ' V = 0, d. i. Summe aller Vertikal-
krafte gleich Null.)

4, wird positiv, d. h. die vorher angenommene Richtung war richtig: 4, geht
nach rechts.

Fir die Berechnung der beiden lotrechten Lagerkrifte wihlen wir zweck-
maBig Momentenbedingungen, und zwar nehmen wir einmal den .einen Lager-
punkt 4 als Momentenpunkt, dann den anderen B. In der ersten Gleichung
tritt nur B als Unbekannte auf, in der zweiten nur 4.

9. (:M)A= . _B.l+(P-sina)-a+(P'0050‘)'0+Ah 0+A,,.0= 0’
daraus B= _';;. P . sinex.

Das Moment der Kraft P ist hier so aufgestellt, daB P in zwei Komponenten
zerlegt und dann, nach dem Satz vom statischen Moment der Krifte, die Summe
der Momente dieser Komponenten gebildet wurde. Aus dieser Gleichung errechnet
sich die Reaktion B unabhingig von 4, und 4,.

Als dritte Gleichung zur Ermittlung der noch unbeksnnten Kraft A, ver-
wenden wir die Momenter bedingung um den Lagerpunkt B:

3. (XM); = 0:
A, l+4,-0— (P-cosx)-0— (P-sinx)-I—a)4+B-0=0

und daraus A4, — @ ~l- . P sina.
Diese Gleichung gestaltet sich wieder unabhingig von der Ermittlung der beiden
anderen Unbekannten, da diese um den Momentenbezugspunkt keine Dreh-
wirkung haben (Hebelarm = 0), in der Momentengleichung also verschwinden.
Damit sind di¢ drei Unbekannten errechnet. 4, und B sind positiv, d. h. die
angenommenen Richtungen waren richtig eingefiihrt, sie gehen nach oben. Wir
kénnen nun aber noch mehr Gleichgewichtsbedingungen, irgendeine Komponenten-
bedingung oder eine Momentenbedingung, aufstellen, die selbstverstindlich alle
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erfiillt sein miissen, so z. B.

XV =0: P.sina — A4, — B=0,
daraus A,+ B = P .sinx.

Es kann diese Gleichung als Probe fiir die richtige Ermittlung der Reaktionen
verwendet werden.

Bei vorliegenden Aufgaben sollte nie versdumt werden, nach Ermittlung der
Unbekannten die Richtigkeit der Losung durch eine Komponentenbedingung zu
priifen. Die Komponenten 4, und 4, lassen sich zur Reaktionskraft 4 zusammen-
setzen. Ist A4 richtig crmittelt, so muBl diese Kraft durch den Schnittpunkt der
Kraft P mit der Wirkungslinie der Reaktion B gehen.

39. Zusammenhang zwischen Lagern und Stiitzungsstiben. Nun haben wir
frither schon einmal einen Balken (Korper) in der Ebene festgelegt durch drei
Stabe und die in den Stidben auftretenden Stabkréifte errechnet, indem wir sagten,
die drei Stabkrifte miissen mit der gegebenen Kraft im Gleichgewicht stehen.
Die Aufgabe war eindeutig, demnach kann der Balken auch durch drei Stibe,
sog. Stiitzungsstibe, die wieder Fesseln darstellen, festgelegt werden; es wird also
ein Zusammenhang bestehen zwischen der
Stiitzung in den beiden Lagern und den
Stiitzungsstiben. Dies soll nun festgestellt
werden.

Wollen wir einen Punkt (4 in Abb. 174)
in der Ebene festlegen, so gelingt uns das
mit zwei nach ihm laufenden Stdben, die ge-
lenkig miteinander verbunden sind (vgl. ebe-

SN S ; nes Zweibockgeriist). Um diesen Punkt kann
A T e e e 28" sich allerdings der Balken noch drehen. Wir
haben also die gleiche Sachlageme beim festen
Lagu d. h. es kann das feste Auflager ersetzt werden durch zwei Stiitzungsstibe, die
durch den Auflagerpunkt hindurchgehen und nicht in dieselbe Gerade fallen. Wenn
andererseits ein Punkt (B) nur durch einen Stab an die Erde angeschlossen ist,
so kann er sich auf einem Kreisbogen um den AnschluBpunkt C drehen. Prak-
tisch kommt fiir die Bewegung des Punktes B von diesem Kreisbogen nur ein
kleines Stiickehen in Frage, da ja B mit 4 durch den Balken verbunden ist und
dieser nur eine geringe Lingenanderung durch die Nachgiebigkeit des Materials
erlaubt. Dieses kleine Kreisstiick ist das
waagercchte Bogenelement des Kreises. Die
dadurch bewirkte Verschiebungsméglichkeit
deckt sich aber mit der, die durch das hori-
@ zontal gefiilhrte Lager gegeben ist. Dem-
gemdf3 kann das bewegliche Lager ersetzt wer-
> NN den durch einen Stitzungsstab, der senkrecht
Abb. 175. Sonderanordnung von Stiitzungs-  gteht 2ur Bewegungsbahn. Die Zahl der
staben. .
Stﬁtzungsstéibe stimmt mit der Zahl der
Unbekannten bei den Lagern iiberein, da ja das feste Auflager zwei, dagegen
das bewegliche Auflager nur eine Unbekannte darstellt. Die Resultierende der
Stabkrifte S; und S, gibt die Lagerreaktion im festen Lager an, die Stabkraft S;
die Lagerreaktion im beweglichen Lager; letztere fallt ja auch mit der Richtung
der Lagerkraft B zusammen. Selbstverstindlich kann man die Stiitzungsstibe
fiir das feste Auflager auch in horizontaler und vertikaler Richtung anordnen
(Abb. 175), so ‘daB ihre Krifte unmittelbar mit den iiblichen Lagerkraftkompo-
nenten zusammenfallen.




Belastung durch lotrechte Krafte. 103

Nach diesen Ausfithrungen kénnen also jederzeit statt der Lager Stiitzungs-
stabe eingefithrt werden und umgekehrt. Tatsichlich kommen auBer den Lagern
ofters Stiitzungsstibe vor. Auch gemischte Lagerungen mit Stiitzungsstiben
und Auflagern finden sich bei praktischen Ausfithrungen, z. B. nach Abb. 176,
wo der Stiitzungsstab C als Pendelstiitze
ausgebildet ist, die oben und unten drehbar
angeschlossen ist. (Das hier gezeichnete Sy-
stem hat allerdings vier Fesseln und ist des-
halb statisch unbestimmt.)

Die drei Stiitzungsstibe, die zur Fest-
legung eines Balkens nétig sind, brauchen
natiirlich nicht so angeordnct zu sein, dafl - i as
zwei durch einen Punkt hindurchgehen 4 ‘g&tzﬁiﬁgﬁg‘;‘;gmﬁ“ﬁ;‘gg;‘,’:g von
(Abb. 177). Wie schon friiher (S. 68) gezeigt,
diirfen lediglich die Stébe nicht alle drei durch einen Punkt hindurchlaufen. Da
nun jeder einzelne Stiitzungsstab durch ein bewegliches Lager ersetzt werden
kann, kann ein Balken auch durch drei bewegliche Lager festgelegt werden,
deren Reaktionen aber nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 178), also auch
nicht parallel laufen diirfen. Es darf also der
Balken auch nicht auf drei bewegliche Lager, die
alle horizontal verschicblich sind, gestiitzt werden
(Abb. 179), wenn cr fiir jede believige Belastung
in Ruhe bleiben soll. Man erkennt iibrigens die
Beweglichkeit sofort, wenn man cine schiefe Kraft < A
auf ihn einwirken lagt. . ADbb. 177. Unverschieblicher Balken

40. Belastung durch lotrechte Krifte. Sehr mit drei Stittzungsstiben.
hiufig sind in der Praxis die Fille, daB der Bal-
ken nur lotrechte Krifte (Gewichte) aufzunehmen hat. Betrachten wir cinmal
einen derartigen Balken, der auf zwei Stiitzen statisch bestimmt gelagert ist,
und auf den nur die lotrechten Krifte Py, P, und Py wirken. Gegeben sind auBer

/
a2 & & 2

R
Abb. 178. Unverschieblicher Balken it drei Abb. 179. Verschieblich gestiitzter Balken
beweglichen Auflagern. mit drei beweglichen Lagern.

den GroBen dieser Lasten die konstruktiven Werte, GréBSe des Balkens und An-
griffspunkte der Krifte (Abb. 180).
1. Die erste Gleichung

H=0
zeigt, daBl 4 keine Horizontalkomponente besitzt:
A, =0.

Rein physikalisch bedeutet das: wenn keine duBere Horizontalkraft (oder -kom-
ponente) vorhanden ist, wird keine Verschiebungswirkung auftreten, wir brau-
chen also auch keine Verschicbung zu verhindern. Es werden an beiden Lager-
stellen demgemiB nur Vertikalreaktionen entstechen. Man kénnte, rein btat]\(h
gesehen, diesen Balken also auf zwei beweglichen Lagern stiitzen. Praktisch darf
man das natiirlich nicht durchfiibren, da der geringste scitliche Einflufl (Wind-
krafte, kleine Neigungsdifferenz der Lagcrstellen usw.) schon eine Verschie-
bung des Balkens hervorbringt, der dann ja in keiner Weise gegen Fortrollen
gesichert ist.
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Die beiden auftretenden Lagerkrifte 4 und B werden wieder am besten
durch zwei Momentengleichungen ermittelt. Die weitere Bedingung:

V=0
werden wir dann als Probe fiir die richtige Ermittlung der Reaktionen anwenden.

Es wird, wenn die Lagerreaktionen mit dem Pfeil nach oben eingefiihrt werden
(Abb. 180):
2. (XM),=0: P,.ay+ Py-ay+ P3-a;— B-1=0,
B Pt Pt Pray
l b
die Reaktion B wird positiv, d. h. die nach oben eingefiihrte Richtung der Lager-
reaktion B war richtig.
Die Momentengleichung um den rechten Lagerpunkt lautet:
3. (XM)p=0: A-1— P (l —a)) — Py(l —ay) — P3(I —az) =0,
A Prl—a) +Py-(I—ay) + Py-(I—a5)

l ’
Als Probe stellen wir fest, dafi:
P, + P+ P;=A4+B.

Diese Art der Ausrechnung der Lagerreaktionen ist im allgemeinen die zweck-
miBigste : wir ermitteln sie also mit Hilfe von Momentenbedingungen und priifen
unsere Rechnung mit der Komponentenbedingung fiir die lotrechte Richtung
nach.

Bei der graphischen Ermittlung der Lagerreaktionen gehen wir wieder von der
Erkenntnis aus, daB die gegebenen &uBeren Lasten mit den gesuchten Lager-
reaktionen im Gleichgewicht stehen miissen. Wir wissen, daB im Gleichgewichts-
fall das durch die Krifte bestimmte Krafteck und das zugehérige Seileck ge-

schlossen sein muB, also mufB hier das zu den
l A Kriften P; und A und B gehérige Krafteck und

Seileck geschlossen sein. Wir zeichnen zunichst

das Krafteck (Abb. 180), gebildet aus den gege-

% benen Kriften P;, P, und
P;. Nach Wahl eines be-
liebigen Poles C' am Kraft-
eck liegen die Polstrahlen
0, 1, 2, 3 fest, zu denen
parallel im technischen
Kriftebild, d.i. jetzt der
Balken mit seinen Kraf-
Balken auf zwei Stiitzen, du;&clilb'lgfl(-)r;chtc Lasten beansprucht. ten’ die Se“Strahl?n 0,’
1’, 2" und 3’ gezeichnet

werden. Die Zuordnung der Strahlen mufl wieder der Reziprozitit der beiden
Figuren Krafteck und Seileck entsprechen. Auf diese Weise ist ein offenes Kraft-
eck und ein offenes Seileck 0’, 1’, 2/, 3’ entstanden; sie konnen aber auch nicht
geschlossen sein, da sie fiur zu den gegebenen Lasten P; gehéren und diese fiir
sich (ohne 4 und B) nicht im Gleichgewicht stehen. 4 und B miissen nun so
eingefithrt werden, daB das alsdann entstehende Kraft- und Seileck geschlossen
ist. Wir betrachten zunichst das Seileck; durch Beriicksichtigung einer Kraft
in der Wirkungslinie von 4 muB das Seileck auf dieser Geraden einen Knick
bekommen, ebenso auf der Wirkungslinie von Bj; also das Seileck schlieBt nicht
mit 0’ und 3’ ab, sondern erhilt an den Stellen m und % noch je eine neue Seite.

46 I/é

S i i
|

7 2/
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Diese neuen Seiten stellen dann die &uBersten Seiten vor. Da abet das Seileck
geschlossen sein muB, miissen diese beiden Seilstrahlen in dieselbe Gerade fallen,
d. h. in die Verbindungslinie m n. Diese Verbindungslinie heiit die SchluBlinie (s”).
Dadurch ist das Seilpolygon aller fraglichen Krifte (P, und A, B) geschlossen.
Zieht man zur SchluBlinie s’ einen parallelen Polstrahl durch C, so schneidet
dieser aus dem Krafteck die gesuchten Lagerreaktionen 4 und B heraus. Damit
entsteht auch ein geschlossenes Krafteck: Py, P,, P3, B, A. Die Strecke zwischen
den Polstrahlen 0 und s stellt 4 dar, weil sich die zu 0 und s parallelen Seil-
strahlen auf 4 schneiden; entsprechend liegt B zwischen den Polstrahlen s und
3 im Krafteck. Der Richtungssinn der beiden Lagerkrifte ist durch den Um-
fahrungssinn des Kraftecks festgelegt.

Durch die angegebene Konstruktion hat man tatsichlich fiir die Lasten und
Lagerreaktionen ein geschlossenes Krafteck und Seileck erhalten, also stehen diese
im Gleichgewicht, d. h. auf diese Weise sind die Lagerreaktionen eindeutig er-
mittelt worden. Fiir die Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem nur durch
lotrechte Krifte belasteten Balken gilt also folgende Regel:

Man zeichnet zundchst Krafteck und Seileck fiir die gegebenen Lasten ohne Be-
riicksichtigung der Lager, bringt dann die dupersten Seilseiten des so gewonnenen
Seilecks mit den Wirkungslinien der Auflagerkrifte zum Schnitt, verbindet diese
Schuittpunkte durch eine Gerade (SchluPlinie s') und zieht durch den Pol C einen
zu & parallelen Strahl. Dieser schneidet aus dem Krafteck die gesuchten Reak-
tionen aus.

41. Biegemoment, Querkraft und Lingskraft. Im Zusammenhang mit der
eben betrachteten Aufgabe wollen wir nun zwei neue Begriffe kennenlernen, die
fir die Gestaltung (Dimensionierung) des Balkens von Bedeutung sind:

1. das Biegungsmoment oder Biegemoment,

2. die'Querkraft, auch Schub- oder Scherkraft genannt.

Dazu tritt noch

3. die Ldngskraft, die schon friiher (S. 20) kurz erwihnt war.

Diese drei Begriffe spielen in der Statik eine sehr grofie Rolle. Das Biegungs-
mement ist, wie schon der Name sagt, die Ursache fiir die Durchbiegung (Kriim-
mung) des Balkens. Es gibt — wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird — zugleich
an, wie stark der Balken bei dieser Biegung beansprucht wird, ist also von grofier
Wichtigkeit fiir die bauliche Gestaltung eines Balkens.

Die Querkraft gibt in dhnlicher Art ein MaB fiir die Abscherungsgefahr eines
Balkens, also fiir die Beanspruchung auf Schub, ist demgeméB ebenso von Wich-
ggkeili; fiir die Dimensionierung, sobald eine Abschergefahr fiir den Balken

esteht.

Die Léngskraft (Achsialkraft) ist in gleicher Art eine KenngroBe fir die
Gefahr des Auseinanderreiflens oder Zusammendriickens eines Balkens. Wir
haben bereits Langskrifte in den Stabkriften kennengelernt.

Die drei Begriffe lassen sich folgendermaBen definjeren.

1. Das Biegemoment fiir einen bestimmten Querschnitt eines Balkens ist gegeben
durch die Summe der - statischen Momente aller Krifte limks oder rechts von dieser
Schnittstelle, meistens bezogen auf den Schwerpunkt (Mittelpunkt) des Querschnjitts
an der uniersuchten Stelle.

Man bezeichnet das Biegemoment positiv, wenn es fiir den linken Teil im Uhr-
%e‘;gff)'sinn, fiir den rechten Teil gegen den Uhrzeigersinn dreht. (Als Merkbild:

+

Dieser scheinbare Widersprueh in der Vorzeichenregel klart sich sofort auf,

wenn wir einen Balken betrachten, der unter dem EinfluB von Lasten durch-
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gebogen ist (Abb. 181). Der Punkt ¢ (belicbiger Punkt) hat dabei seine Lage ge-
andert, er hat sich nach unten verschoben. Wollen wir die Verschiebung dieses
Punktes mit Hilfe der Bmgung adrehung durch ¢in Moment auf der einen Balken-
seite erreichen, so ist dazu links eine Drehung

{_\ 1 l im Uhrzeigersinn, rechts eine solche gegen den
\@\_'/ Uhrzeigersinn nétig. Beide Momente haben
also trotz ihres entgegengesetzten Drehsinns

Abb. 181. Vorzeichep des Bicgemomentos.  di¢ gleiche Wirkung. Wir schen daraus, da3
in der Festlegung des Vorzeichens diese ver-

schiedenen Drehsinne auf beiden Seiten mit dem gleichen Vorzeichen versehen
werden miissen, wenn dasjenige Bmgung.smoment <links und rechts, das die
gleiche Wn'kung hervorruft, auch dasselbe Vorzeichen besitzen soll. Das Biegungs-
moment fiir einen Punkt 1 ersetzt also das Ge-

5 l& l@ samtmoment aller Krifte auf der cinen Seite

o i von .
' ‘@: 2. Die Querkraft fiir einen bestimmien Quer-
18 schnitt ist gegeben durch die algebraische Summe

der senkrecht zur Balkenachse gerichteten Krifte
links oder rechts von dieser Schnittstelle.
Man bezeichnet die Querkraft als positiv, wenn

P ste fiir den linken Teil nach oben, fiir den rechten
4 J Teil nach unten gerichtet ist. (Merkbild: 1@;}.)
A 0; /R Auch hicr besteht scheinbar ein Widcrsp;uch

8 in der Vorzeichenregel. Es 1dB8t sich die gleich-

Abb. 182. Vorzeichen der Querkraft.  artige Wirkung der Querkréafte auf beiden Sciten

mit gleichem Vorzeichen leicht einsehen, wenn

wir an die Bedeutung der Querkraft als Abscherungskraft denken; die zwei

Schnittflichen (Schnittufer) eines Querschnitts (Abb. 182) werden dann gegen-

einander verschoben, wenn auf der cinen Seite nach oben, auf der andercn

aber nach unten gedriickt wird. Also gleiche

/’2’ Wirkung bedingt auch hier gleiches Vorzeichen.

3. Die Liingskraft fir einen bestimmten Quer-

s§& schnitt ist gegeben durch die algebraische Summe

der in Richiung der Balkenachse liegenden Krdfte
links oder rechis von dieser Schnittstelle:

Man bezeichnet die Lingskraft als positiv, wenn

sie fir den linken Teil nach links, fiir den rechten

g /,g Teil nach rechis geht. Durch eine positive Lings-

/ ) I kraft werden die zwei Schunittufer eines Querschnitts
Li auseinander gezogen. (Die linke Lingskraft wirkt
1 . [R]e auf den rechten Teil.)
4 & Die Vorzeichenregel wird uns hier sofort ge-
Abb. 183. Vorzeichen der Langskraft.  laufig, wenn wir.an die Stabkraft denken. In
dem in Abb. 183 gezeichneten Balken entsteht
Druck. Die Kraft L; des linken Teils wirkt driickend auf den rechten Balkenteil,
umgeckehrt auch die Kraft L; des rechten Teils driickend auf den linken Balken-
teil; Druck wurde aber frither als negativ bezeichnet. Die Wirkung der Léngs-
kraft erkennt man am leichtesten, wenn man die aneinandergelegten Hand-
flichen in den Querschnitt hineingelegt denkt: cine positive Lingskraft sucht
die Handflichen auscinanderzuziehen, dagegen die negative Lingskraft sie gegen-
einander zu driicken. Die spiteren Betrachtungerf werden die Verhiltnisse noch
wesentlich kldren.
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Die Lingskrifte verschwinden ganz bei Balken mit-senkrechten Lasten. Wir
haben also bei dem vorigen Beispiel (Abb. 182) an einer beliebigen Schnittstelle
nur Querkrifte und Biegemomente zu erwarten.

Zum Verstandnis dieser GroBen ist noch folgende Betrachtung von Wichtig-
keit. Der Balken hat die Lasten nach den Lagern zu iibertragen; es wird dabei
durch jeden Querschnitt eine Kraftwirkung von dem einen Balkenteil nach dem
anderen weitergeleitet. Die Kraft, die durch einen Querschnitt : von der einen
Seite nach der anderen iibertragen wird, ist offenbar nichts anderes als die Resul-
tierende aller Krifte links vom Querschnitt, in Abb 184 die Resultierende R’
von 4,, Ay, Py, P;, denn diese Resultante ersetzt ja die Wirkung aller Krifte,
die an dem linken Teil angreifen, deren EinfluB also durch den Querschnitt nach
rechts weitergefilhrt werden muB. Diese Resultierende kénnen wir nach irgend-
einem Punkt des Querschnitts,
somit auch nach dem Schwer-

punkt M, verschoben denken und '7 ] \\&

erhalten die gleiche Wirkung, wenn

wir aufler der parallel verschobe- - S V7 A
nen Kraft noch ein Kriftepaar 2 lr7

einfiihren, dessen Moment gegeben L% g
ist durch das statischc Moment der Av yd s
Kraft R’ fir den Punkt M, also ’\

R’ “e. Dieses Moment ist aber nach )

dem Satz vom statischen Moment

der Krifte gleich der Summe der /i

Momente von 4,, 4,, P, P, fir
denselben Punkt M, d.h. gleich Die Beanspmchung‘:gbr%ﬂz:xsl‘iéines Querschnittes.
dem Biegemoment (By). Dem-

gemiB haben wir als gleichwertige Wirkung, statt der Kraft B’: die durch
den Punkt M gehende Kraft R (= R’) und das Biegungsmoment By. Nun
konnen wir R” in zwei Komponenten zerlegen, eine in Richtung der Balken-
achse L; und- eine senkrecht dazu ;. Diese beiden Komponenten sind nichts
anderes als die oben definierte Langskraft und Querkraft. Wir erhalten damit das
Ergebnis, da8 die Resultierende R’ aller Krifte links vom Querschnitt ersetzt
ist durch die Querkraft und Lingskraft, die durch den gewihlten Punkt M gehen,
und durch das Biegungsmoment B, = B;. Diese Einfliisse L;, Q;, B;, die man
als Beanspruchungsgrofen bezeichnen kann, erselzen also dem Gesamteinflup aller
Krifte links vom Schnitt und wirken nun aufden rechten Teil ein. Es ist also
nicht so, daB8 die Zusammenwirkung der hier betrachteten drei Einflisse L,,
@Qs, B; mit den auf den linken Teil wirkenden Kriften (4., 4,, P;, P,) Gleich-’
gewicht hélt, sondern sie ersetzen diese Krifte. Dreht man die drei Einfliisse in
ihrer Richtung bzw. ihrem Drehsinn um, so bekommt man diejenigen Einfliisse,
die von dem rechten Teil gegen den linken wirken, und dann mit den am linken
Teil angreifenden dufieren Kriften im Gleichgewicht stehen.

Betrachten wir an einer Schnittstelle die drei GréBen Querkraft, Langskraft,
Biegemoment zusammen, so erkennen wir in ihnen die Einfliisse, die ein Ver-
schieben der beiden Schnittufer des Balkenschnittes (Querverschiebung), ein
Auseinandergehen (Trennen) der Schnittufer und eine Verdrehung der Quer-
schnitte im Sinne der Biegung zu bewirken versuchen.

42. Die Ermittlung der Beanspruchungsgrifen. Die rechnerische Ermittlung
dieser BeanspruchungsgréBen erfolgt dadurch, daB wir entsprechend der Defini-
tionen die algebraischen Summen der angegebenen Werte bilden. Die Durch-
fithrung wird spiter erlautert.
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Die graphische Ermittlung des Biegungsmomentes kann in einfacher Weise
mittels des Seilecks erfolgen, das zur Bestimmung der Lagerreaktion auf Seite 104
gezeichnet wurde. Zum Beweis dieser Behauptung sei ein weiteres Beispiel
(Abb. 185) mit rein lotrechter Belastung durch drei Lasten, die der Gré8e und
Lage nach bekannt sind, betrachtet.

Wir zeichnen den Balken in cinem bestimmten MaBstab auf. Dieser Lingen-
maBstabseil : % (d. h. 1 cm in der Zeichnung bedeutet » cm in der Wirklichkeit.)
Die Krifte sind an diesem Balken durch ihre Wirkungslinien festgelegt. Die
GréBen der Krifte werden nun in einem bestimmten KriftemaBstab 1 cm = k kg

B=3000%g

A =2000kg B =100k
L i lm K riq
a )%y———-i-—z,o—;;—ﬁgo——*—@

b w
2 By
7
'r'—‘-—h-woﬂ(g———-l
g | S E——
cA * M 00 Z000'kg
ﬂ” g; ‘I L'”f’“fl_zjm

8

)
—

B

Abb. 185. Momenten- und Querkraftfliche eines in seinen Enden gestiitzten Balkens.

im Krafteck dargestellt, das jetzt auf eine Gerade zusammenschrumpft. Dann
wird ein willkiirlicher Pol C gewihlt, dessen Abstand von den aneinandergetra-
genen Kriften wir mit % bezeichnen wollen; durch ihn sind die Polstrablen als
Verbindungslinien dieses Poles mit den Anfangs- und Endpunkten der Krifte
festgelegt. Wir beachten dabei, dal — wie aus den grundlegenden Ausfithrungen
iiber das Seileck, Nr. 29, ersichtlich — fiir jede Strecke im Krafteck, also auch
fiir die Polstrahlen und den Abstand des Pols vom Krafteck, der KriftemaBstab
mafBgebend ist. Die Strecke A ist also in Wirklichkeit als eine KraftgroBe mit der
Dimension kg aufzufassen. Nun verfahren wir so weiter, wie auf Seite 104 fiir die
Ermittlung der Lagerreaktionen angegeben ist : zu den Polstrahlen zeichnen wir das
zugehorige Seileck unter Beachtung der Reihenfolge der Seilstrahlen, wobei immer
ein Schnittpunkt zweier Seilseiten mit einer Kraft im Seileck einem Dreieck im
Krafteck entspricht. Den erster und letzten Seilstrahl bringen wir mit den Auf-
lagerwirkungslinien zum Schnitt und erhalten damit die SchluBlinic s’ des Seil-
ecks. Der zur SchluBlinie s’ gehorige Polstrahl s schneidet die beiden Lagerreak-
tionen aus, wobei 4, weil im Seileck geschnitten von den Seilstrahlen 0" und ',
im Krafteck von den Polstrahlen 0 und s eingeschlossen sein mul; entsprechend
liegt B zwischen s und 3. Die Richtungen der beiden Reaktionskrifte 4 und B
sind dadurch festgelegt, daB das Krafteck geschlossen sein muB, A und B
sind nach oben gerichtet. Diese Lagerreaktionen wirken auf den Balken als
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Krifte. Wir kénnen uns also auch frei von dem Begriff der Lagerung machen
und einfach in 4 und B Krifte sehen, die in gleicher Weise wie P;, P, und Pg
auf den Balken aufgebracht sind, also &uch genau so behandelt werden kounen.

GemiB unserer obigen Behauptung sollen wir nun in dieser Figur cine Mog-
lichkeit besitzen, das Biegemoment zu bestimmen. Denkcen wir an die frithere Be-
nutzung des Seilecks: es war (S. 83) die Summe der statischen Momente links oder
rechts von einem beliebigen Punkt (d. i. jetzt die Definition fiir das Biegemoment),
gegeben durch eine Strecke, die auf.einet durch diesen Punkt parallel zu den ge-
gebenen Kriften gezogenen Geraden ausgeschnitten wurde von den duBersten
Seilstrahlen der in Frage kommenden Krafte. Ubertragen wir dieses Erg(bms
auf unser Beispiel, so sehen wir, da8 die eingezeichnete Strecke y; ein MaB} sein
muB fiir das Biegemoment an der Stelle 7, denn die Strecke y; ist ausgeschnitten
von den Seilstrahlen s’ und 1’, das sind aber die duBersten Seilstrahlen der in
Frage kommenden Krifte 4 und P,. Oder, wenn wir die rechte Seite betrachten,
sind die Seilseiten s’ und 1’ auch die duBersten Seilstrahlen der dann in Frage
kommenden Krifte Py, P; und B; denn zu diesen Kriften gehéren als Seil-
seiten 1’, 2', 8', s’; von diesen laufen aber 2’ und 3’ zwisghen zwei Kriften und sind
deshalb kelne éuBersten Seiten. Das Biegemoment fiir die Strecke ¢ ist also ge-
geben durch den Ausdruck Bo=y h

wobei [y;] in cm abgegriffen: der Ldange n -[y,] der Wirklichkeit, und [A] als
Linge in cm: einer Kraft k-[h] in kg entspricht. Die tatsidchliche Grofe des
Biegemomentes wird also mit Einfilhrung der betreffenden Strecken der Zeich-
nung in cm (bezeichnet durch die eckige Klammer) angegeben durch

B; =[] [k]- k- ncmkg,

oder auch:
B; = hyg - [y] - » cmkg.

Da nun der Balkenpunkt ¢ willkiirlich gewahlt war, gilt diese Beziehung fiir jeden
beliebigen Balkenpunkt. So wird z. B. fiir die Stelle k:

By =y -k,

wobei also ¥, eine Linge und % eine Kraft bedeutet.

Die durch das geschlossene Seileck aus 0', 1’, 2', 3', s” dargestellte Fliche heilit
Blegemomentenﬂache oder kurz Momentenfliche oder Momentenlinie, weil sie
uns unmittelbar ein Abgreifen der Biegemomente fiir einen beliebigen Punkt er-
laubt. Wir finden das Biegemoment fiir eine beliebige Balkenstclle, indem wir
die lotrecht darunter liegende Ordinate der Momentenfliche mit dem Polab-
stand % unter Beriicksichtigung der MaBstibe multiplizieren. Wir werden bei
der Wahl des heliebigen Pols C zweckmaBig den Abstand b als glatte Zahl wahlen
(z. B. hier » = 5000 kg), um einen einfachen Faktor fiir die Biegcmomenten-
ermittlung zu erhalten. Man beachte, daB die einzelnen Ordinaten immer mit
dem gleichen Polabstand % zu multiplizieren sind, da demgeméif die Momenten-
fliche den geometrischen Ort der Biegungsmomente darstellt. Bemerkenswert
ist, daB die Momentenfliche unter einer Last jedesmal einen Knick aufweist, da-
gegen zwischen den Lasten geradlinig verlauft. Das' gilt immer, wenn nur lot-
rechte Einzellasten wirken.

Wollen wir fiir das gleiche Beispiel die Querkraft ermitteln, so miissen wir
von der Definition der Querkraft ausgehen, wonach die Querkraft gegeben ist als
die Summe aller lotrechten Kréfte links oder rechts von einem Schnittpunkt.
Betrachten wir eine Balkenstelle zwischen dem linken Lager und der Kraft Py,
so ist die Querkraft gegeben durch die GréBe 4-.4, da 4 nach oben gerichtet ist
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und wir die Querkraft positiv nennen, wenn sie fiir den linken Teil nach oben
verlauft. Das gilt fiir alle Punkte zwischen der linken Lagerstelle und der Kraft
P,, die Querkraft ist also fiir diese Strecke konstant. Fiir jeden Punkt zwi-
schen der Kraft P; und der Kraft P, ist die Querkraft

Q=4— P
und jeder Punkt des Balkenteils zwischen den Kriften P, und P; hat die Quer-
kraftgroBe
g Qk::A_Pl_P2>

d. h. von der vorher gefundenen Groe ist noch P, abzuziehen. Fir die nachste
Strecke des Balkens zwischen Kraft P; und rechtem Lager hat dann jeder Punkt

die Querkraft Q=4 —~ P, — P, — P,.

Diese GroBe mufB aber, entsprechend der Definition der Querkraft, gleich scin
der Summe aller Kréfte rechts vom Schnitt, also hier gleich der Kraft B, und
zwar mit negativem Vorzeichen, da B nach oben gerichtet ist, die Querkraft aber
fiir den rechten Teil dann als positiv einzufithren ist, wenn sie nach unten ver-
lauft. Die beiden Werte stimmen ja auch tatsdchlich iibercin, da

A— P, —Py—P;=—B

ist. Tragen wir nun dic verschiedenen, angegebenen Gréfen fiir die entsprechen-
den Abschnitte unter dem Balken auf, so erhalten wir die Querkraftfliche als
eine Treppenlinie, bei der, dhnlich wie bei der Biegemomentenfliche, die Ordi-
nate jeweils ein MaB ist fur die Querkraft an der dariiberlicgenden Balkenstelle.
Wie erkennen leicht, daB die Querkraftfliche weiter nichts darstellt als ein aus-
einandergezogenes Krafteck. ZweckmifBig benutzt man fiir das Auftragen der
Querkraftfliche den gleichen MaBstab wic im Krafteck. Man sieht, daBl bei
einem in seinen Enden gelagerten Balken, auf den nur lotrechte Krifte in einer
Richtung wirken, die Querkraft an den Lagern am gré8ten ist, und zwar gleich
A bzw. B. In Abb. 185b ist fiir den Schnitt k die Resultierende aller Krifte
rechts vom Schnitt dadurch cingezeichnet, dafl man die Seilseiten s’ und 2’ zum
Schnitt bringt. Thre GroBe ist gegeben durch die Querkraft (B — Pj); ihr Mo-
ment fir den Punkt k ist das Biegungsmoment.

Die Darstellung der Querkraftfliche, ebenso wie die der Momentenfléiche, gibt
eine weitere Begriindung fiir die Aussage, dal man den linken oder rechten Teil
des Balkens betrachten kann, und fiir den Wechsel des Richtungs- bzw. Dreh-
sinns bei Betrachtung der GréBen gleicken Vorzeichens fiir beide Seiten. —

Fiir die analytische Aufstellung der Querkraft bzw. des Biegemomentes ist
es sehr wichtig, dal wir, unter Beachtung der Vorzeichenregel, entweder den Teil
rechts oder den Teil links von der zu untersuchenden Balkenstelle betrachten
diirfen. ZweckmaBig benutzt man natiirlich den Teil mit den wenigsten Kraften.

43. Zusamménhang zwischen Querkraft und Biegungsmoment. Momenten-
fliche und Querkraftfliche stehen im Zusammenhang. Beim Vergleich der beiden
Abb. 185b und ¢ sehen wir, daBl an der Stelle m, an der das grofte Biegungs-
moment auftritt (die Stelle der gréBten y-Ordinate in der Momentenfliche), die
Querkraft durch Null hindurchgeht, also auch den Wert Null aufweist. Wir
kénnen ganz allgemein sagen: An der Stelle, an der die Querkraft durch Null hin-
durchgeht, also thr Vorzeichen wechsell, liegt ein Maximum oder Minimum des
Biegemoments, vorausgesetzt, da das Biegemoment nur durch lotrechte Krifte entsteht.

Dic Richtigkeit dieses Satzes beweisen wir dadurch, daf3 gezeigt wird, daB dic
Querkraft an jeder Stelle gegeben ist durch den nach der Balkenlidngsrichtung
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genommenen Differentialquotienten des Biegemoments:

Q= ddi‘ (26)

Zum Beweis dieser Behauptung stellen wir fiir den in Abb. 186 dargestellten Bal-
ken an einer beliebigen Stelle ¢ (Entfernung « vom linken Auflager) das Biege-
moment nach unscrer gegebenen Definition auf:

Bi=A-z— Py(x —p) — Py (x — pp) — Py (x— p3),

differenzieren dicses Moment nach z:

%
iBi _4_p P, P, A
|
1
|

dz '
Die rechte Seite ist aber nichts anderes j%ip'_“pz—-i

N

——————fe~

.

als die Querkraft fir die Stelle 5. Wir ~— Py—= !
sehen also, daB die Querkraft @, an der = Z |
beliebig gewihlten Stelle 7 tatsdchlich | P |
ausge_fdruckt ist .durch den Differential- Abb. 186. Zusammenhang zwischen Querkraft
quotienten des Biegemoments B; nach 2 an und Biegungsmoment.

dieser Stelle. Soll nun B; einen Gré8t-
oder Kleinstwert erreichen, dann muB nach der Differentialrechnung ihr erster
Differentialquotient verschwinden, dieser erste Differentialquotient ist aber hier
gleich @;. Wenn also @; verschwindet, nimmt das Biegungsmoment einen Gréfit-
oder Kleinstwert an.

Wir wollen beachten, daB diese Beziehung nur gilt, wenn das Biegemoment
eine Funktion von nur lotrechten (senkrecht zur Balkenachse stehenden) Kriften

ist. Sic gilt nicht, wenn andere duflere ® lp j P

Krifte oder Momente in der Bestimmungs- _

gleichung fiir das Biegemoment enthalten % ‘ : @s
sind. A L, 8

der praktischen Anwendung viclfach Ge-
brauch : Zur Dimeusionierung (Gestaltung
des Querschnitts) braucht man hiufig das
gréfte Biegemoment, dessen Lage sich
durch Einfiihrung der Nullstellen der o .
Querkraftf'ache leichter bestimmen liBt. g T
Wenn die Querkraft fiir eine gewisse Linge
des Balkens den Wert Null hat, so besitzt )

auch das Bicgungsmoment auf die gleiche “"3.;,,{ﬁ?l;c33;,“},,,?&‘;‘"‘;1‘;2&?555‘3’;,‘&%3‘5_““‘
Liange einen GroStwert (Abb. 187).

44. Yom MomentenmaBstah. Die analytische Ermittlung des Bnegemomente\
ist entsprechend sciner Definition auszufiihren, indem man fiir einen beliebigen
Punkt dic Summe aller statischen Momente links oder rechts vom Schnitt auf-
stellt. Die erhaltenen Ergebnisse haben die Dimension mkg (oder emkg). Um
diec GroBen der Bicgemomente darstellen zu kénnen, miissen wir uns einen Mo-
mentenmaflstab wahlen: 1 em ~ m mkg .

Es kommt zcitweise vor, da man eine graphisch ermittelte Momvntenﬂdcho
mit einer solchen, die auf Grund der Rechnung gewonnen ist, zusammenzufiicen
hat, z. B. dann, wenn verschiedenartige Belastungszustinde, zum Teil durch lot-
rechte, zum Teil durch waagerechte Krafte bedingt, zu iiberlagern sind (vgl. S.135).
Dabei ist es natiirlich von Bedcutung, daB8 beide in dem ﬂ]mohvn MaBstab dar-
«estellt sind. Fir die analytisch gewonnene Dant(l]hm_fr moge 1 em ~ m mkg

Von dieser Beziehung macht man in  <q T
l‘ |
1

n
-+
©

h)
T—
B
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zugrunde gelegt sein, fiir die graphische Darstellung der LingenmafBstab 1 : 7
und der KriftemaB8stab 1 cm = k kg; der Polabstand sei k. Wann stimmt nun
der MaBstab fiir beide Darstellungen (Ordinate y, fiirr das analytische, y, fiir das
graphische Ergebnis) iiberein ? Bei der Darstellung auf Grund der analytischen
Berechnung ist das Biegungsmoment gegeben durch:

B; == [y,] - m cmkg;
bei der graphischen Darstellung durch

B ={y) [¥) - k- ncmkg

oder B; = [9,] - n - hxg cmkg.
Dabei bedeuten wieder die umklammerten Werte Lingen, die in cm abzugreifen

sind. Wenn nun das Moment B; bei beiden Darstellungsweisen im gleichen MaB-
stab erscheinen soll, so muB Y,=Yq sein, also:

[y)-m=[7]-[h] - k-n

oder [y] -m =[] - m- b,
d. h. der MomentenmaBstab muB sein

m=[h]-k-n
oder m=hyg-n

Wenn die auf Grund der analytischen und der graphischen Berechnung ge-
wonnenen Ordinaten mit gleichem MaBstab dargestellt werden sollen, so wird
man den MomentenmaBstab m nach der gezeichneten Momentenfliche richten,
d.h. man wird fiir die analytisch berechneten Biegungsmomente wéhlen:
m = hgg - n

oder m = |h]-k-n; 27
(hxg hat die Dimension kg, [k] die Dimension ¢m; 7 ist dimensionslos, k hat die
Dimension kg pro cm, d.i. kg/em und m diejenige cmkg/cm). —

Die Berechnung zur Darstellung der Momentenfliche vereinfacht sich bei
Einzellasten wesentlich, indem hier nur fiir die Angriffspunkte der Lasten die
Biegemomente zu errechnen sind, da zwischen den Angriffspunkten die Momenten-
fliche geradlinig verlduft. Darauf wird spiter nochmals eingegangen.

45. Momenten- und Querkraftflichen bheim Auftreten von horizontalen Lasten
in der Stabachse. Die praktisch vorkommenden Belastungen der technisch aus-
gefithrten Balken und Wellen sind nun nicht immer senkrecht zur Balkenachse
stehende Einzellasten. Wir wollen im folgenden (Abb 188) einen Balken be-
trachten mit Lasten, die nicht mehr senkrecht zu seiner Achse stehen, aber die
Achse schneiden und natiirlich in einer Ebene liegen, so daB die Betrachtung der
Mittelebene als ebenes Problem berechtigt ist.

Gegeben sei ein Balken mit seinen technischen MafBen; er sei belastet durch
vier nichtparallele Krifte P, = 2000 kg, P, = 3000 kg, P; = 1500 kg, P, = 1000 kg
die ihrer Lage und Rlchtung nach gegeben sind. Zur Behandlung der Aufgabe
zerlegen wir zweckmaBig die schiefwirkenden Krifte in ihre Komponenten und
stellen statt des Momentes der Kraft P die Summe der Momente ihrer Kom-
ponenten fiir den entsprechenden Punkt auf. Die Lagerreaktionen finden wir
aus den Gleichgewichtsbedingungen:

1. ZH=0: A,+ Py-cos46° — P3-cos60° 4 P, =0,
wobei A, willkiirlich zunichst mit der Richtung nach rechts eingefiihrt ist. Es
ergibt sich: A, = — 2121,3 + 750 — 1000 kg
= —2371,3kg.
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Das negative Vorzeichen bedeutet, dal die nach rechts eingefiihrte Richtung der
Horizontalreaktion 4, falsch war, d. h. die Reaktion 4, geht nach links.

Die Vertikalreaktionen werden, wie schon mehrfach bemerkt, am besten aus
den beiden Momentenbedingungen fiir die Punkte B und 4 ermittelt.

2. (XM),=0: P,-2,0+ P,-sin45°-6,0 + Py -sin60° - 7,0— B - 10,0 =0,

daraus B = 2582,1 kg.
3. (XM);=0: A,-10,0—P;-8,0—Py-sin 45°-4,0— P;-sin 60°-3,0 =0,
daraus A, = 2838,2kg.

Die  Horizontalkompo-
nenten P,-cos45° und
Py -cos 60°  verschwinden
in der Momentenbedingung
vollstandig, sie haben also
keinen EinfluB auf die Ver-
tikalreaktionen und, wie wir
spater sehen werden, auch
nicht auf das Biegemoment.
Beide lotrechte Reaktionen
gehen nach oben. Als Probe
der richtigen Ermittlung der
senkrechten Lagerkrafte mu3
die weitere Gleichgewichts-

bedingung erfillt sein: Hin
4. XV =0: AL+ i P——
. - verkraffl
Py Py-sinds 4 Pysingo | |][]||[TTTITTTITIT o
=A4,+ B, Bsins® I
d. h. . n 5 ¢
o A-sins l
2000 + 2121,3 + 1299
= 2582,1 + 2838,2 , ,

Die gefundenen Lager- 4 N7 b
reaktionen behandeln wir “ I] 4 1 d
nun weiter in gleicher Weise Bewsar® :
WI(’T, die gegebenen duferen Abb. 188. Belastung eines Balkens durch lotrechte nnd
Krafte, stellen uns also ge- schriige Lasten.

wissermaBen den Balken als
‘freischwebenden Korper vor, an dem sich die Krifte 4,, 4,, P, Py, P;und B
das Gleichgewicht halten.

Die Aufstellung der Biegemomente soll analytisch erfolgen. Fiir einen belie-
bigen Punkt 7 zwischen der.Lagerkraft 4 und der Kraft P, ergibt sich das Biege-
moment;: B;,=A,-x.

Die lineare Abhingigkeit des Biegemomentes B; von der Linge x zeigt uns, dafl
die Momentenfliche auf dieser Linge durch eine gerade Linie begrenzt ist, die
wir damit festlegen kénnen, daB wir den Anfangs- und Endpunkt (oder zwei be-
liebige Punkte) ermitteln. Am Lagerpunkt 4 ist das Biegemoment gleich Null.
(links vom Lager ist keine Kraft mehr vorhanden, die Lagerkraft geht durch den
Punkt selbst, hat also keinen Hebelarm und damit kein Moment). An der An-
griffsstelle der Kraft P; tritt ein Biegemoment auf von der GréBe

B, = +4,-2,0=5676,4 mkg.
8  Schlink, Statik. 4. u.5. Aufl.
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Im zweiten Bereich erhalten wir bei der Aufstellung der Biegemomentenglei-
chung fiir einen beliebigen Punkt wiederum die lineare Abhingigkeit von der
Lénge 2. Es geniigt also hier auch die Bestimmung der Biegemomentenwerte fiir
zwei Punkte. Der Anfangswert ist gegeben durch den Endwert des vorher-
gehenden Bereichs. Am Wirkungspunkt der Kiaft P, hat das Biegemoment die

GriBe: By= +A, 60— P,- 4,0 = 9029,2 mke.

Mit den gleichen Uberlegungen wie bei den beiden crsten Bereichen finden wir,
dafB in den letzten zwei Bereichen ebenfalls ein linearer Verlauf der Momenten-
tliche vorhanden sein muf. Es gilt iiberhaupt, wie schon auf Seite 109 erwihnt,
vanz allgemein, dafl zwischen Einzellasten, die die Balkenachse schneiden, die
Momentenlinic geradlinig begrenzt ist. Es ist demgemifl das Biegemoment fiir
jeden Punkt bekannt, wenn wir-es fiir die Stellen des Kraftangriffs der Einzel-
lasten kennen. Hier brauchen wir noch das Moment an der Stelle der Last P,
und an der Lagerstelle B. Fir die Angriffsstelle der Kraft P ist das Biege-
moment zu ermitteln durch:

By=A4,-70— P, .50 — (Py-xin457) - 1,0 = 7736,1 mkg
oder einfacher als Summe der statischen Momente der Krifte auf der rechten
Seite : By = 4 B-3,0 = 7736,1 mkg.

Eine besondere Ermittlung von B, (an der Stelle der Last P,) ist hier nicht
nétig, da P, in die Balkenachse fillt und das Biegungsmoment an keiner Stelle
beeinfluBt; es verlduft dic Momentenfliche zwischen der Stelle 3 und B gerad-
linig. Im Lagerpunkt B hat das Biegemoment wieder den Wert Null.

Die ermittelten Werte werden in einem bestimmten MaBstab (1 cm ~ m mkg)
aufgetragen und liefern so die Momentenfliche. Wir finden also bei dicscm Bei-
spiel die Momentenfliche durch Berechnung der Biegemomente fiir drei Punkte
des Balkens und aus der Erkenntnis, daB3 an den Enden des Balkens das Biege-
moment Null wird. Die Kraft P, und die Horizontalkomponenten der Krifte P,
und P3; kommen nicht in den Gleichungen fiir das Biegemoment der verschicdenen
Stellen vor. Das Biegemoment ist also an jeder Stelle eine Funktion von lot-
rechten Lasten, d. h. es muf jetzt auch die Bcziehung gelten:

dB,
Qi T dz

Die Querkraftfliche ist von den waagerechten Kraften, also auch von P,
unabhéngig. Zeichnen wir sie auf, durch Aneinanderfiigen der lotrechten Kréfte
g unter ihren Angriffsstellen, so sehen wir die

durch den angegebenen Differentialquotienten
" dargestellte Beziehung auch bestétigt: das Ma-
ximum der Momentenfliche liegt iber der Stelle,
bei der die Querkraftlinie durch Null geht. Fiir
belicbige Punkte zwischen Einzellasten verlauft
die Momentenflache geradlinig unter irgendeinem
coheia Ti Winkel, da das Bicgemoment linear abhingig
APD 100 Reriventarr Lact " von z ist, die Querkraft dagegen ist als erster
Differentialquotient des Bicgemoments zwischen

zwei Einzellasten konstant. Wechselt die Begrenzungslinie des Biegemoments
ihre Richtung, d.h. mathematisch gesprochen: dndert sich der Faktor bei der
Abszisse z, dann éndert sich entsprechend auch der Festwert in der Querkraftfliche.
Wenn gesagt wurde, daB durch waagerechte an der Balkenachse angieifende
Krafte kein Moment entsteht, so gilt dies nur fir horizontal liegende Balken. Bei
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dem Balken nach Abb. 189 wiirden dagegen auch durch horizontale Krifte allein
Biegungsmomente entstehen.

46. Die Lingskraftfliche. Wie wir oben schon gesehen haben, haben die in
die Stabachse fallenden Krifte keinen Anteil an der Momentenfliche ; wir kénnen
infolgedessen auch keine Abhéngigkeit zwischen Biegemoment und Léngskraft
erwarten; letztere ist ebenso unabhingig.von der Querkraft. Fir sie kann in
gleicher Art wie die Querkraftfliche eine Langskraftfliche aufgezeichnet werden,
indem die in der Stabachse wirkenden Krifte unter ihren Angriffspunkten an-
einander getragen werden (Abb. 188d). Links.von P, wirkt nur 4, als Langs-
kraft ziehend, P; hat keinen Einflu8. Fiir eincn Punkt zwischen P, und Py

haben wir links L= A, — P, cos45°.
Fiir den Balkenteil zwischen P; und P, ist die Langskraft links gegeben durch

L; = A, — P, cos 456° 4 P, - cos 60°.
‘echts d durch
rechts dagegen durc L= +P,

Beide Werte sind aber gleich groB. Das Vorzeichen ist positiv, wie wir schon
frither bemerkten, wenn die Summe der waagerechten Krifte links oder rechts
ziehend auf das andere Schnittufer wirkt.

47. Die zusammenhiingende Belastung. AuBer den bisher betrachteten Einzel-
lasten kommen in der praktischen Technik noch zusammenhingende Belastungen
vor, die auch als kontinwierliche Lasten bezeichnet werden. Diese Belastung
(Mauerwerk, Schiittgiiter usw.) verteilt sich iiber den ganzen Balken oder einen
Teil; sie wirkt von Punkt zu Punk$ und ist durch eine Belastungsfliche (Abb. 190)
darstellbar. Zur graphischen Behandlung dieser Lasten gehen wir grundsitzlich
so vor, daB8 wir die Belastungsfliche in Streifen aufteilen. Die einem Streifen
entsprechende Belastung fassen wir als
Einzellast auf und denken sie uns im
Schwerpunkt des Streifens angreifend. Wir
erhalten damit eine Niherungslosung, die
um so' genauer wird, je kleiner wir die
Streifenbreite wihlen. Fiir die meisten
praktischen Fille ist die Niherung schon
durchaus brauchbar, wenn bei gleicher,

D

1 '
| '

nicht zu groBer Streifenbreite einfach die — &~
Mittellinie der _Strelfen' alS- Kraﬁ_lmjlﬁ gf' Abb. 190. Darstellung eincr zusammen-
nommen und die Kraft in dieser Linie wir- hiingenden Belastung.

kend angenommen wird.

Der praktisch héufigste Fall der kontinuierlichen Belastung ist die gleich-
mdfig verteilte Last. Die Belastung ist iiber einen Teil des Balkens oder iiber
den ganzen Balken gleichmiBig verteilt (Deckenbalken, Balken mit groBem
Eigengewicht usw.). Die Last werde mit ¢ kg/m bezeichnet, d. h. auf 1 m Balken-
lange wirken ¢ kg Belastung gleichmaBig verteilt. (Im allgemeinen Falle, Abb. 190,
ist ¢ nicht konstant, sondern eine Funktion von z, wenn x wieder dic horizontale
Entfernung cines Balkenpunktes von A ist.) Zur graphischen Behandlung der
Aufgabe (Abb. 191), bei der wir Momentenfliche und Querkraftfliche crmitteln
wollen, teilen wir die Belastung in gleich breite Streifen auf. Bei gleicher Streifen-
breite e wirkt also auf jede Balkenlinge e die Einzellast (¢-¢) kg in der Mitte der
Strecke e. Wir zeichnen nun zu diesen Einzellasten das Krafteck (191b) und das
zugehérige Seileck (191c¢) zunéichst ohne Riicksicht auf die Lagerreaktionen. Die
SchluBlinie s" des Seilecks, iibertragen ins Krafteck, liefert den Polstrahl s, der
uns die beiden Lagerreaktionen 4 und B in der GroBc ¢ - I/2 ausschneidet. DaB

foid
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die beiden Lagerreaktionen gleich gro8 werden, hitten wir schon voraussagen
konnen, denn eine gleichmiflig verteilte Last hat ihre Resultante in der Mitte
des Balkens, wirkt also gleichmdBig auf beide Lagerstellen driickend:
a!
A =B =S
Mit dem Seileck erhalten wir zugleich die Momentenfliche fir die Einzel-
lasten (¢ -€). In Wirklichkeit wirken nun aber gar nicht die Einzellasten (g - ¢).
Wir werden eine bessere Naherung erhalten, wenn wir die Streifenbreite e kleincr
nehmen, und die Naherung wird zur genauen Losung, wenn wir im Grenziiber-
gang die Streifen unendlich klein werden lassen. Damit wird aber aus unserem

- €l

ALDb. 191. GleichmiBig verteilte Belastung in graphischer Behandlung.

Seilpolygon cine Kurve. Die Kurve beriihrt das Seilpolygon in den Unterteilungs-
punkten m, n, . . . der Streifen, denn fiir einen solchen Punkt ist die tatsiachliche
Last links gleich der eingesetzten, z. B. am Punkt p ist die Summe der Kinzel-
lasten links gleich 4 (g - ¢) und die tatsichliche Last auch (4 -e)-g. Wir haben
also in dem Linienzug des Seilpolygons einen Tangentenzug fiir die wahre Kurve
der Momentenlinie, diese selbst ist die einbeschriebene Kurve.

Zum Aufzeichnen der Querkraftfliche beginnen wir, genau wie frither, mit
der Auftragung der Lagerkraft 4 und setzen dann jeweils in ihren Wirkungs-
linien die Einzellasten (g -e) mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles an.
Die letzte Strecke muB dann von selbst gleich der Lagerkraft B werden. Hicr
gehen wir dann in gleicher Weise von den gedachten Einzellasten zur wirklichen,
gleichmaBig verteilten Last iiber, d.h. wir wihlen die Streifenbreite immer
kleiner und im Grenziibergang unendlich klein. Wie beobachten bei diesem
Grenziibergang, daB die Stufenhéhen ebenfalls kleiner werden und da8 im Grenz-
fall, der der wirklichen Belastung entspricht, die Querkraftfliche durch eine
schief liegende gerade Linie begrenzt ist (in Abb. 191d strichpunktiert ein-
getragen). Demnach ist die Querkraft linear mit z verdnderlich.
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Mit Hilfe des Zusammenhangs der Querkraft mit dem Biegemoment
(Q; = d B;/d x) kénnen wir nun auch eine Aussage iiber den Charakter der Kurve,
die die Momentenfliche begrenzt, machen: stellt die Querkraftlinie eine Ge-
rade dar (lineare Abhéngigkeit von x), so ist die Momentenfliche von einer Kurve
zweiter Ordnung (quadratische Abhéangigkeit von x) begrenzt.

Dieses graphisch erworbene Ergebnis wollen wir auf analytischem Wege be-
statigen (Abb. 192). Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der beiden Mo-
mentengleichungen um die Lagerpunkte leicht bestimmen. Wir kénnen dabei
die gesamte Belastung (¢ -I) in der Mitte zusammenfassen, da ja das Moment
der Resultierenden einer Reihe von Kriften gleich der Summe der Momente
der Krifte ist. Wir haben demgemif fiir
B als Momentenpunkt

A 1—q-1.- L =0

Es wird:

A4d=p=1"

2

Fiir einen beliebigen Punkt in der Entfer-
nung x vom Lagerpunkt A4 wollen wir nun
Biegemoment und Querkraft anschreiben.
Wir haben links vom Punkt i die Lager-
kraft A und den Teil der Belastung ¢ -z,
der auf diese Linge entfillt, einzusetzen.
Die Querkraft wird hiernach

l
szA-—q-x:q?—q.x’

und das Biegemoment 1a8t sich schreiben:

l 2
B,=4-x—q x—f———q—)x—g

4

In diesen beiden Gleichungen fiir die
Querkraft und das Biegemoment steckt
keine Naherung mehr, sondern sie sind
mathematisch exakt. Der Zusammenhang
der beiden GroBen:

it

B Abb. 192. GleichmiBig verteilte Belastung
dB, in analytischer Behandiung.

Q.= dz

wird auch aus diesen beiden Gleichungen bestitigt.

Die Querkraft @ ist nach der gewonnenen Gleichung lincar abhingig von der
Lage z, d .h. rechnet man fiir verschiedene Stellen x das zugehérige @ aus und
triigt diese Werte auf, so ergibt die Verbindungskurve dieser Punkte eine Gerade,
wie wir es schon beim. Grenziibergang der graphischen Ermittlung feststellen
konnten. Zum Aufzeichnen einer Geraden geniigt aber die Angabe zweier Punkte.

Fir o = 0 (Stelle A4) ist

2
fir x =1 ist q-1
2

Mit den beiden Punkten ist die Gerade festgelegt (Abb. 192b). Es bestcht
Gegensymmetrie (Antisymmetrie), d. h. die Pigur ist zu einer geometrischen
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Symmetrielinie spiegelbildlich umgekehrt. Dic Querkraftlinie muB also in der
Mitte durch Null hindurchgehen; nach der. Gleichung ist ja auch
Q—0 firx - —.

Fir das Biegemoment erhalten wir die Gleichung:

FaBt man B, als Ordinate auf, die zu « als Abszisse gehért, so hat man hier die
Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (Kegelschnitt), und zwar einer Parabel.
Zur Darstellung der Parabel wollen wir einige Punkte festlegen:

. 1 l 31
fir x=0, , o S l,

wird B, =0, ¢B,  wqB g, 0.

Die Darstellung der Mothentenfliche (geometrischer Ort aller Biegemomente)
liefert also eine Parabel (Abb. 192¢), die zur Symmetrielinie des belasteten Sy-
stems symmetrisch ist; die Stelle des groBten Biegemoments liegt in' der Mitte.
Nach unseren fritheren Ausfithrungen muB an dieser Stelle der Differential-
quotient des Biegemoments verschwinden:

/d B
(H)zz 4= 0.

Nun ist:
gl q-a®

Bo=Tre—"5

dB, -l q -

de 3 T 2T
Fiir die Mitte ist

l
€ =

alxo
aB\ " _ q-l q l
(i)e=5 %2z
Bei einem in seinen Enden gelagerten, gleichméBig belasteten Balken liegt
das groBte Biegungsmoment in der Mitte und hat die GroBe

2
NI REYERRE YRR RENNETRRRTNINNNY g B
fmes a Buax = A (29)

é N Da ¢ in kg/m dargestellt wurde und 7 in
‘ ' m, ist Bmax in m?.kg/m, also mkg, aus-
% b gedriickt.
o\ 48, Zusammenhang zwischen den Vor-
A zeichen des Biegungsmomentes und der
___ Beanspruchungsart des Balkens bzw. der
Avb. 193, Znsammenbang vischen Boan- ool Ll elinie. Bei den bisherigen
Betrachtungen hatten alle Biegemomente
positives Vorzeichen. Betrachten wir nun einmal den Einflufl eines solchen
positiven Momentes auf den wirklich ausgefiihrten Balken. Zu diesem Zweck
ist der Balken in Abb. 193 mit seiner Héhenausdehnung dargestellt. Der be-
lastete Balken wird unter dem EinfluB cines Biegemomentes durchgebogen.
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Stellen wir uns den belasteten Balken etwa aus Gummi vor, so erkennen wir,
daB die in der Zone unter der Mittellinie liegenden Fasern verlingert, dic
Fasern iiber der Mittellinie dagegen verkiirzt werden (Abb. 193b). Eine Ver-
lingerung kann aber nur unter Einwirkung von Zug entstehen, und entspre-
chend ist eine Verkiirzung der Fasern nur durch einen darin wirkenden Druck
zu erkliren. Wir sehen damit aus der Gestaltsinderung des belasteten Balkens,
daB in den oberen Schichten (Hohl- oder Konkavseite) ein Zusammendriicken
entsteht, also Druckkrifte

auftreten, in der unteren

Zone (Konvexseite) Zugkréfte. 1/,
Diese Zug- und Druckwirkung ]
ist in der Figur durch An- ﬁf K $ E
bringung kleiner Vorzeichen 4 y @bty &
(Zug durch +) angedeutet. ' .
Ursache fiir diese Krifteaus-
lsung ist das positive Biege-
moment. Mit dieser Betrach-
tung konnen wir die Vorzei- !

chenregel des Biegemoments ‘ ' [[ i g‘H
anders formulieren:.Das Bie- i I+ le
gemoment bzw. die Momen- b4 i]’ 4 ' ! m I_{‘
tenfliche ist positiv, wenn auf ou 1[“” U
der oberen Seite des Balkens g Il ‘i‘] 4
Druck entsteht, auf der unte- 2 t'U[H
2 |
ren Zug oder, anders ausge- ! “!H‘
driickt, wenn die Hohlseite des i
verformten Balkens nach oben ‘ &j A Abb. 194.
zeigt, der Balken also hach | [——— i == .__,_j_s ok it ber
unten durchgebogen wird; © &m e _1&_ MorChselndem

oder umgekehrt: bei Balken-
teilen, zu denen ein positives
Biegemoment gehort, wird die
obere Faser gedriickt und die
untere gezogen. Die Kurve,
in die bei der Verformung die Balkenachse ubergeht wird Bzegehme genannt.

Betrachten wir unter diesem neuen Gesichtspunkt nun ein anderes Beispiel
(Abb. 194). Gegeben sei ein Balken in seinen geometrischen Dimensionen, der an
einem Ende gelagert ist, dessen anderes Ende dagegen iiber das Lager hinausragt.
Den iiberragenden Teil des Balkens nennt man Ausleger oder Kragarm. Auf
diesen Balken wirken drei bekannte Kréfte P, P,, Py, von denen zwei (Py, Py)
zwischen den Lagern angreifen, die dritte aber am iiberragenden Ende des Bal-
kens wirkt. Zur graphischen Losung der Aufgabe wahlen wir uns einen Léngen-
und einen KriftemaBstab. Die Losung geht ganz schematisch wie frither: wir
zcichnen das Krafteck, wiahlen einen Pol ' im Abstand % von dem Krafteck.
zeichnen zu den entstandenen Polstrahlen das Seileck, obne zunichst Ricksicht
auf die Lager zu nehmen; dann bringen wir die duflersten Seilstrablen 0 und 3’
zum Schnitt mit den Auflagerwirkungslinien. (Es sei hier besonders darauf hin-
gewiesen, dafl wir genau auf die Reihenfolge der Seilstrahlen achten und den
ersten und letzten Seilstrahl zum Schnitt mit den Wirkungslinien der Lager-
krifte bringen miissen!). Die Verbindungslinio beider Schnittpunkte liefert die
SchluBlinie s’ des Seilecks; die Parallele zur SchluBlinie durch den Pol € im Kraft-
cck schneidet die beiden Lagerreaktionen 4 und B aus. Auf der Linie der Kraft 4
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schneiden sich die Seilstrahlen 07 und ', folglich muBl im Krafteck die Lager-
kraft 4 zwischen den Polstrahlen 0 und s zu finden sein. Die Richtung der
Reaktionen wird durch den einheitlichen Umfahrungssinn des Kraftecks gegeben,
beide Lagerreaktionen verlaufen nach oben. Die Figur des Seilecks schlieft
wieder die Momentenfliche ein, die jetzt, wie wir aus der Figur sehen, durch
Null hindurchgeht. Es muB also ein Vorzeichenwechsel im Verlauf der Momenten-
fliche stattfinden. Zur Feststellung des richtigen Vorzeichens greifen wir am
besten eine beliebige Balkenstelle heraus und bestimmen fiir diese das Vorzeichen
nach unserer Grundregel; z. B. tritt fiir jeden Punkt-des Balkens rechts vom
Lager B auf der rechten Seite nur die Kraft P; als Momentenfaktor auf, diese
dreht fiir jeden dieser Punkte ,,rechts im Uhrzeigersinn®, das Biegemoment ist
also negativ. Dementsprechend ist auch dieser ganze Teil der Momentenflache ne-
gativ und der linke positiv. Wir haben als gréBte Ordinate des positiven Teils
der Momentenfliche die Strecke ¥, als grofite Ordinate des negativen Teils die
unter B liegende Strecke y,. Ex sind also die Maximalwerte der Momentenflache

gegebcn durch 4 Boax = - b,

*‘Bmax = Y- k

(b im KraftemaBtab, die Strecken », und 7, im Liangenmalstab gemessen).

Die Querkraftfliche wird wieder gefunden, indem wir, gemaf unserer Defini-
tion, die Summe aller quer wirkenden Krifte links oder rechts bilden, d. h. in-
dem wir von einer Seite kommend die Krifte jeweils unter ihren Wirkungs-
punkten mit Beriicksichtigung ihres Pfeils aneinandersetzen. Fiir einen Punkt
zwischen Lager 4 und Last P, geht die.einzige Kraft des linken Teils, die Reak-
tion A4, nach oben, die Querkraft ist hier also positiv. Es folgt dann im weiteren
Verlauf des Balkens die Kraft P, nach unten, dann die Kraft P, wieder nach
unten und schlieBlich die nichste Kraft, die Auflagerreaktion B, nach oben. Die
Kraft P, muB8 den-Verlauf der Querkraftlinie schliefen, denn die Betrachtung
eines Punktes rechts von B ergibt fiir die Querkraft den Wert + P, da rechts
nur P, nach unten wirkt. Dam:t ergibt sich eine Kontrolle fiir die Fliache. Schie-
ben wir.die Querkraftfliche in Richtung der Balkenlinge zusammen, dann ent-
steht wieder das Krafteck. Wir sehen, daB die Querkraftlinie zweimal durch
Null hindurchgeht, das entspricht den beiden GroBtwerten des Biegemoments
+ Bmax und — Bp,x-

Wie ist es nun mit der Beanspruchung des Balkens auf Druck und Zug? Die
Momentenfliche dndert in ihrem Verlauf das Vorzeichen. Wir haben also auch
tinen Wechsel in der Art der Beanspruchung zu erwarten. An den Stellen, an
denen ein positives Biegemoment auftritt, haben wir nach Seite 119 in der oberen
Faser Druck, in der unteren Zug, umgekehrt wird dann natiirlich an Stellen mit
negativem Biegemoment die untere Faser gedriickt bzw. die obere gezogen. Der
Wechsel tritt an der Stelle ein, an der das Biegemoment Null wird (Abb. 194c).
Einen entsprechenden Wechsel haben wir-auch in der Art der Durchbiegung
festzustellen. An allen Punkten, an denen ein positives Biegemoment herrscht,
ist die Hohlseite des gebogenen Balkens nach oben gerichtet, an den Stellen mit
negativem Biegemoment zeigt die Hohlseite nach unten. Diese Aussage ist phy-
sikalisch die gleiche wie die iiber die Be<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>