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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Biichlein ist im Feld entstanden und aus dem
Feld in Druck gegeben worden; die Anregung zu ihm verdanke ich
Unterhaltungen, in denen ich Kriegskameraden (Nichtmathematikern)
gelegentlich 6de Stunden durch Einfilhrung in Gedankenginge der
Mengenlehre verkiirzen konnte.

Wenn auch diese Entstehung in der Anlage der Schrift noch
erkennbar sein mag, so wird dadurch doch der beabsichtigte Zweck
nicht beeintrichtigt: eine kurze Einfilhrung in eine der gewaltigsten
Errungenschaften des menschlichen Geistes, in die Grundziige der
abstrakten Mengenlehre, zu bieten, verstdndlich fiir jedermann, der
Interesse nimmt an der mathematischen Begriindung des Unendlich-
groBen und daher auch so viel Geduld mitbringt, um sich allmihlich
in etwas abstrakte Gedankenginge hineinzufinden. Vorkenntnisse
mathematischer oder philosophischer Art sind hierzu in keiner Weise
erforderlich . . .

. .. Dabei habe ich eine gewisse Breite der Darstellung, dem
Zweck der Schrift entsprechend, grundsitzlich nicht gescheut; ich
verweise gegeniiber der Forderung nach ,,Eleganz auf ein Wort
BoLTzMANNs: man solle die Eleganz Sache der Schneider und Schuster
sein lassen.

Marburg, im Januar 1919.

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage.

Die freundliche Aufnahme, die das seit Jahresfrist vergriffene
Buch beim Publikum und bei der Kritik gefunden hat, veranlaBt mich
die Anlage der Schrift im ganzen unveridndert beizubehalten. Nament-
lich habe ich wiederum eine gelegentliche Breite, ja selbst vereinzelte
Wiederholungen nicht gescheut; ich halte es im vorliegenden Fall fiir
wichtiger, auch dem mathematisch weniger Geiibten einen Einblick
selbst in grundsitzlich oder sachlich schwierige Partien zu ermdglichen,
als den Kenner durch duBlerste Kiirze und Eleganz zu erfreuen. Nur
nach zwei Richtungen hin ist das Buch erheblicher erweitert worden.

Zunichst wurde in den §§ 1—11 die Darstellung in zahlreichen
Punkten ausgestaltet, namentlich bei der Einfithrung grundsitzlich



VIII Vorwort zur dritten Auflage.

wichtiger Begriffe sowie an Stellen, wo in der ersten Auflage einzelne
schwierigere Beweise unterdriickt oder nur skizziert worden waren,
die nunmehr eine vollstindige Ausfithrung erhielten. . . .

Die zweite wesentlichere Ausgestaltung betrifft die Behandlung
der prinzipiellen Fragen, die mit der Grundlegung der Mengenlehre
zusammenhingen und zum Teil das Gremzgebiet zwischen Mathematik
und Philosophie beriihren. . . .

Marburg, im Frithjahr 1923.

Vorwort zur dritten Auflage.

DaB auch die zweite Auflage des vorliegenden Buches bei der Kritik
giinstige Aufnahme gefunden hat und innerhalb dreier Jahre ver-
griffen war, mu8 ich wohl als eine Mahnung auffassen, Charakter und
Anlage der Schrift nicht allzusehr zu verandern —so nahe dies wenigstens
fiir die erste Hilfte gelegen hitte, die die abstrakte Mengenlehre im Sinne
CANTORs behandelt. Hier habe ich mich damit begniigt, den Stoff in
méBigen Grenzen zu vermehren, die Darstellung straffer zu gliedern,
Literaturangaben reichlicher einzustreuen und an die Mitarbeit und
Selbstpriifung des Lesers sichtbar zu appellieren durch einfache Auf-
gaben am SchluB der einzelnen Paragraphen. Mit alledem erhalten die
§§ 2—12 ein Gewand, das sich nicht mehr allzu weit unterscheidet von
dem, wie es sonst bei mathematischen Lehrbiichern iiblich ist. Aller-
dings habe ich die Breite im Anfang unveridndert beibehalten; sie soll
(und wird nach gemachten Erfahrungen) auch dem mathematisch véllig
ungeiibten Leser, wenn er nur zu intensiver Mitarbeit fihig und willens
ist, es ermoglichen, ungeachtet der voll gewahrten Strenge der Dar-
stellung selbst an die schwierigeren Fragen heranzukommen. — Dem
Wunsch einer hochgeschitzten und temperamentvollen Rezensentin,
den Abschnitt {iber Punktmengen erheblich auszugestalten (oder fort-
zulassen), konnte ich mich nicht entschlieBen nachzukommen; die Bei-
spiele aus diesem Gebiet, dem es an vorziiglichen Darstellungen in
deutscher Sprache nicht mangelt, sollen lediglich als Illustrationen zu
vorangegangenen Abschnitten dienen und u. a. auch gewisse Betrach-
tungen CANTORs iiber geordmete Punktmengen, die inzwischen in den
Hintergrund getreten sind, dem Leser vorfiihren.

Eine vollstindige Umarbeitung hingegen, verbunden mit einer Ver-
doppelung des Umfangs, hat sich die zweite Hilfte (Kapitel IV und V)
gefallen lassen miissen, die der Grundlegung der Mengenlehre und damit
den Prinzipienfragen der Mathematik iiberhaupt gewidmet ist; also Fra-
gen, die heute einen Mittelpunkt des Interesses und der Diskussion in
weiterem als nur dem mathematischen Kreise bilden. In der Tat
ist zu diesem in rascher Entwicklung befindlichen Gegenstand seit



Vorwort zur dritten Auflage. IX

dem Erscheinen der zweiten Auflage eine wahre Flut von Veréffent-
lichungen von freilich sehr verschiedenem Werte erschienen.

Die Auseinandersetzung mit etwas #lteren philosophischen Stand-
punkten zum Aktual-Unendlichen konnte als bereits {iberholt teils
fortfallen, teils auf kurze Hinweise bei den einzelnen Begriffsbildungen
beschrinkt werden. Dagegen wurde die Schilderung des Intuitionismus
in den Priagungen seiner verschiedenen Vertreter (die untereinander wohl
nicht ganz so tief und grundsitzlich abweichen, als sie es selbst glauben)
derart ausgestaltet, wie es den neuesten Originalarbeiten und der zu-
nehmenden Klirung der Problemlage entspricht. Fernerhin glaubte ich
dem gigantischen, wenn auch keineswegs endgiiltigen Werk der Principia
Mathematica, das in Deutschland bisher nur in engem Kreise gewiir-
digt und noch weniger gekannt wird, eine Darstellung schuldig zu sein.
Diese kann zwar weder in die Details eingehen noch die Grundfragen
in dem vollen erforderlichen Ausmaf behandeln; sie hat das mir vor-
schwebende Ziel erreicht, wenn sie das Interesse des Lesers erweckt
und ihm den — ebenso wie beim Intuitionismus nicht gerade be-
quemen — Zugang zu den Quellen merklich ebnet. Bei Niederschrift
dieser Zeilen sind gerade die ,,Grundziige der theoretischen Logik* von
HiLBERT und ACKERMANN erschienen, die wohl zum erstenmal einem brei-
teren deutschen Leserkreis viele tieferliegende Hauptgedanken der
Logik RUSSELLs darlegen; auch #ach dieser Schilderung, die andere
Zwecke verfolgt, wird meine Skizze noch einem Bediirfnis entgegen-
kommen.

Das V.Kapitel gibt eine dem heutigen (keineswegs schon endgiiltigen)
Stand entsprechende Darstellung der axiomatischen Mengenlehre in
dem durch ZERMELO angebahnten Sinn, wobei die psychologisch-didak-
tische Begriindung der Axiome, die wirkliche Herleitung der Theorie
aus den Axiomen und die groBen allgemeinen Probleme der axioma-
tischen Methode iiberhaupt gleichmidBig zu ihrem Rechte kommen.
Auf Einzelheiten einzugehen ist moglichst vermieden worden, um so
mehr als dafiir mehrfach auf meine 1927 in der Sammlung ,,Wissenschaft
und Hypothese** erschienene Schrift verwiesen werden kann. Dagegen
glaubte ich dem Leser nicht nur Fertiges bieten, sondern ihn auch
zu den am Rande der heutigen Forschung noch gihnenden Kliiften
und Abgriinden heranfiihren zu sollen — selbst da, wo die offenen
Fragen viel mehr philosophische oder weltanschauliche als eigentlich
mathematische Ziige tragen (wie z.B. auf S.325—332). DafB die
mathematische Forschung sich regelmiBig einer gedridngten, dogma-
tischen und unspychologischen Darstellung befleiBigt, die dem Studen-
ten und selbst dem nach anderer Richtung spezialisierten Forscher das
Eindringen in einem fast prohibitiven AusmaBl erschwert, hat neben
gewissen inneren vor allem historische (z. B. das allzu suggestiv wir-
kende Vorbild von GAuss) und duBere Griinde (Umfang der Zeitschriften).



X Vorwort zur dritten Auflage.

Der Erfolg muB lehren, ob die vollige Abkehr von dieser Darstellungsart
auch in den SchluBteilen des vorliegenden Buches es zuwege bringt,
dem weniger Geiibten das Verstindnis selbst schwieriger Dinge zu
erschlieBen und weiteren philosophischen Kreisen klarzumachen,
welche Bedeutung (qualem et quantam) fiir sie die mathematische
Grundlagenforschung besitzt — wie das zu meiner Freude mit der
2. Auflage vielfach gelungen ist.

Wihrend es bei der Schilderung der gegensitzlichen Prinzipien und
Schulen in der zweiten Hilfte des Buches mein Bestreben war, die
duBerste Unparteilichkeit zu wahren und jede Richtung mit den ihr
selbst gemidBen Argumenten zu begriinden, glaubte ich dem Leser am
SchluB ein kurzes persénliches Glaubensbekenntnis schuldig zu sein
(Ende des § 18); daB dieses auch fiir mich schon morgen iiberholt oder
modifiziert sein kann und fiir die Uberzeugung des Lesers keineswegs
maBgebend sein darf, sei auch an dieser Stelle betont fiir Leser, die
sich etwa das turare in verba magistri noch nicht in dem fiir den Mathe-
matiker und Philosophen wiinschenswerten MaBe abgew6hnt haben.

Auf eine moglichst erschopfende Zusammenstellung der neueren
(namentlich auch der vielfach mit Schwierigkeiten beschafften aus
landischen) Literatur zu den behandelten Gegenstinden der Grund-
lagenforschung habe ich besondere Sorgfalt verwandt; diese Miithe wird
belohnt sein, wenn dadurch fiir jiingere Forscher die Inangriffnahme
des einen oder anderen Problems angeregt und erleichtert wird. Die
Lektiire des Buches selbst erfordert weder weitere Literatur noch iber-
haupt besondere Vorkenntnisse.

Fiir freundliche Hilfe bei der Korrektur und wertvolle Rat-
schlige zu einzelnen Gegenstinden danke ich Frau DEUTSCHBEIN-
Marburg und den Herren BECKER-Freiburg i. B., BERNAYS-Go6ttingen,
CARNAP-Wien, KUuraTOWSKI-Lemberg, PRUFER-Miinster, RAMSEY-
Cambridge, TARSKI-Warschau; ganz besonders aber den Herren BAER-
Freiburg i. B. und PLESsNER-Marburg, die vollstindige Korrekturen
des Buches durchgesehen und es durch eine Fiille wichtiger Bemer-
kungen bereichert haben. Weiterhin gilt mein Dank der Verlagsbuch-
handlung Julius Springer fir ihr stets bewdhrtes Entgegenkommen,
ferner den Freunden im In- und Ausland, die sich mit Fragen und
Anregungen zur bisherigen Gestalt des Buches an mich gewandt
haben, sowie Herrn cand. math. STRoCKA-Kiel, der die Herstellung des
Namenverzeichnisses iibernahm. SchlieBlich gehe das Buch diesmal
nicht in die Welt ohne ein Wort des Gedenkens fiir GERHARD HESSEN-
BERG, den ausgezeichneten Menschen und Denker, dessen Arbeiten ich
in wissenschaftlicher und didaktischer Hinsicht gleich viel verdanke.

Kiel, im Sommer 1928.
ADOLF FRAENKEL.,
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§ 1. Einleitung.

,»- - - SO protestiere ich ... gegen den Gebrauch einer unendlichen
Gro6Be als einer vollendeten, welcher in der Mathematik niemals erlaubt
ist. Das Unendliche ist nur eine facon de parler, indem man eigentlich
von Grenzen spricht, denen gewisse Verhiltnisse so nahe kommen als
man will, wihrend andern ohne Einschrinkung zu wachsen verstattet
ist.*  (Briefwechsel GAUsS-SCHUMACHER, II [1860], S.269; Gauss’
Werke, VIII [1900], S.216.) Diese aus dem Jahre 1831 stammende,
gegen einen bestimmten Gedanken SCHUMACHERS gerichtete AuBerung
des ,,princeps mathematicorum C. F. Gauss, driickt einen horror
infiniti aus, der in ganz allgemeinem Sinn bis vor wenigen Jahrzehnten
Gemeingut der Mathematiker war und gerade durch die Autoritit von
GAuUss eine schier unangreifbare Stiitze erhalten hatte. Die Mathe-
matik sollte es hiernach nur mit endlichen GroBen und Zahlen, die
Null eingeschlossen, zu tun haben; das UnendlichgroBe mochte ebenso
wie das Unendlichkleine, mehr oder weniger unscharf definiert, allen-
falls in der Philosophie eine kiimmerliche Existenz fristen — aus der
Mathematik blieb es verwiesen.

Dem erst wihrend des Weltkrieges verstorbenen Halleschen Mathe-
matiker GEORG CANTOR?! (3. Mirz 1845 bis 6. Januar 1918) blieb es
vorbehalten, die Gausssche Behauptung in dem Sinn, in dem sie ver-
standen worden war, nicht nur zu bekdmpfen, sondern auch zu wider-
legen und dem Begriff des UnendlichgroBen das Biirgerrecht im mathe-
matischen Kénigreich zu verschaffen; ein Biirgerrecht, das wohl anders-
artig, aber nicht weniger rechtmaBig ist als dasjenige der sonst in der
Mathematik anerkannten Zahlen. Es hat auBer der schopferischen
Intuition und kiinstlerischen Zeugungskraft, von der CANTOR bei seinen
Entdeckungen geleitet wurde?, auch noch ungewéhnlicher Energie und

1 Vgl. die kurze Biographie von WANGERIN [1] und die von ScHOENFLIES [11]
und [12] mitgeteilten Erinnerungen und Briefe, sowie einen 1929 im Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erscheinenden ausfithrlichen Nachruf.
(Alle Literaturverweise — gekennzeichnet durch eine dem Namen beigefiigte Nummer
in eckigen Klammern — beziehen sich auf das am Schiuf des Buches stehende
Litevaturverzeichnis; diese Verweise, die namentlich in der zweiten Hailfte des
Buches sich zahlreich finden, sollen natiirlich nur dem Wunsch nach Sonder-
information in dieser oder jener Frage entgegenkommen, niemals aber eine not-
wendige Erganzung zur Lektiire des vorliegenden Buches ausdriicken; dieses will
vielmehr durchaus auch ohne weitere Literaturheranziehung verstandlich sein.)

2 Vgl." die charakteristische These seiner Habilitationsschrift [1]: ,,Eodem
modo literis atque arte animos delectari posse.‘

Fraenkel, Mengenlehre 3. Aufl. 1



2 Einleitung.

Beharrlichkeit seitens des Entdeckers bedurft, um seine Anschauungen
durchzuhalten und durchzufechten; wurden diese doch zu seinem leb-
haftem Schmerz lange Zeit hindurch von der iiberwiegenden Mehr-
zahl seiner mathematischen! Zeitgenossen als unklar oder falsch oder
wenigstens — von den Wohlwollendsten — als ,,hundert Jahre zu
frith gekommen‘‘? bekampft, bis in das letzte Jahrzehnt des vorigen
Jahrhunderts hinein, in dem CANTOR seinerseits (1897) seine schrift-
stellerische Tatigkeit abschloB und von dem an gleichzeitig seine Lehre
sich iberwiegend durchsetzte®. Nicht allein Gauss und andere hervor-
ragende Mathematiker wurden als Kronzeugen gegen den Begriff des
UnendlichgroBen ins Feld gefiihrt; auch gegen die von seinen philo-
sophischen Gegnern angerufenen Autorititen, gegen ARISTOTELES,
Lockg, DESCARTES, SpiNoza, LEIBNIz und weitere Logiker aus alter
und neuer Zeit muBte sich CANTOR verteidigen; ja seine Lehre sollte
nicht nur gegen die Wahrheiten der Logik und der Mathematik, son-
dern vollends gar gegen die religitsen Grundsitze verstoBen, wogegen
er als eine echt religiése Natur sich ganz besonders wehrte4.

1 Vor allem von KRONECKER. Dagegen haben zwei Fihrer der damaligen
Mathematikergeneration, WEIERSTRASS und HERMITE — letzterer entgegen einer
(namentlich durch POINCARE) weit verbreiteten Meinung — ihr anfangliches Mi3-
trauen gegen CANTORS Schopfungen bald iiberwunden und in Hochschitzung,
ja Bewunderung verwandelt. In MITTAG-LEFFLER ist ihm friihzeitig sogar ein
einfluBreicher titiger Helfer erstanden; die auf dessen Veranlassung im Band 2
der Acta Mathematica erschienenen franzésischen Ubertragungen CanTorscher
Arbeiten — iibersetzt z. T. von POINCARE (nach M1TTAG-LEFFLER [2]) — haben viel
zur Verbreitung seiner Ideen beigetragen. Die ersten, die (1883/84) CanTORS Ideen
auf funktionentheoretische (und geometrische) Probleme anwandten, waren MiTTAG-
LEFFLER [1], POINCARE [1] und SCHEEFFER [1] und [2], wihrend die gleichzeitigen
Arbeiten BENDIxsoNs ([1]—[4]) gewissermaBen parallel mit CANTOR gingen.

2 Mit dieser Begriindung soll CANTORs (spiter im 46. Band der Math. Annalen
1895 erschienene) zusammenhingende Darstellung in den 80er Jahren von einer
der angesehensten mathematischen Zeitschriften, die sich ihm sonst bereitwillig
offnete, abgelehnt worden sein (nach CANTOR-STACKEL [1]). Auch seine in den
70er Jahren im Journal {. d. reine u. angew. Mathematik erschienenen Arbeiten, die
mehrere der entscheidendsten Entdeckungen enthalten, waren nur nach lingerem
Widerstand und verspitet aufgenommen worden (vgl. ScHOENFLIEs [11], S. 99).
Ubrigens beklagt sich CANTOR auch noch 1908 in einem Brief an W. H. Youna
iiber die mangelnde Anerkennung, die er in seiner Heimat gefunden habe (vgl.
W. H. Youna [2], S.422{); in der Tat ist aber sein Werk seit der Jahrhundert-
wende gerade auch in Deutschland in den Vordergrund des mathematischen
Interesses und Forschens geriickt.

3 Im Ausland namentlich durch den Anhang von CouTurAaTS Doktordisser-
tation [1] und das eine starke Wirkung ausiibende Lehrbuch BorEL [1] sowie
Baire [1]; vgl. auch die 1899 in der Revue Philosophique erschienenen Aufsitze
BoreLs, die in Note IV von BoREeL [2] wieder abgedruckt sind.

4 Vgl. namentlich CanTOR [7 V], [9] und [10], sowie GUTBERLET [1] und [2]
und TERNUS [1], besonders S. 218—222. Zweifellos hat sich ja der Begriff des
Unendlichen iberhaupt zunichst mehr gefithlsmaBig, vorwiegend als religitses
Problem, der Menschheit aufgedriangt und ist — mindestens in unserem Kultur-
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In welcher Weise dennoch, all diesen wirklichen oder auch nur ver-
meintlichen Zeugen zum Trotz, ganz bestimmte und untereinander
scharf unterscheidbare unendliche Zahlen in die Mathematik eingefiihrt
und wohldefinierte Rechenoperationen mit ihnen gelehrt werden kénnen,
dies im Zusammenhang darzustellen soll den Hauptzweck der ersten
Hilfte des vorliegenden Buches (bis § 12) bilden. Dabei wird die fiir die
Mathematik tiberhaupt charakteristische, in keiner anderen Wissenschaft
dhnlich ausgeprigte Moglichkeit des freien Neuschaffens sichtbar hervor-
treten; der Geburtsstunde der Mengenlehre entstammt der Satz: ,,Das
Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit“l. Wie klar sich
CANTOR schon in einer verhiltnism48ig frithen Periode seiner Arbeit iiber
das Ziel und den umstiirzenden Charakter des Unternehmens war und wie
deutlich er dessen sieghaftes Durchdringen gegeniiber allen Einwidnden
voraussah, das erhellt aus folgenden Sitzen, mit denen seine 1883 er-
schienene, in der Buchausgabe mit einem rithrend bescheidenen Vor-
wort eingeleitete Abhandlung [7 V] beginnt:

,,Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannich-
faltigkeitslehre ist an einen Punkt gelangt, wo ihre Fortfilhrung von
einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbegriffs {iber die bisherigen
Grenzen hinaus abhidngig wird, und zwar fillt diese Erweiterung in
eine Richtung, in welcher sie meines Wissens bisher von niemandem
gesucht worden ist.*

,,Die Abhingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des
Zahlbegriffs versetzt sehe, ist eine so groBe, daB es mir ohne letztere
kaum moglich sein wiirde, zwanglos den kleinsten Schritt weiter vor-
warts in der Mengenlehre auszufilhren; moge in diesem Umstande
eine Rechtfertigung oder, wenn nétig, eine Entschuldigung dafiir ge-
funden werden, da8 ich scheinbar fremdartige Ideen in meine Betrach-
tungen einfilhre. Denn es handelt sich um eine Erweiterung resp.
Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe iiber das Unendliche hin-
aus; so gewagt dies auch scheinen mochte, kann ich dennoch nicht
nur die Hoffnung, sondern die feste Uberzeugung aussprechen, daB

kreis — erst in der Hand der Griechen zum Problem, und zwar alsbald zum wissen-
schaftlichen Problem geworden. Andererseits sind die heute vielfach unterschitzten,
speziell auch das Problem des Unendlichen betreffenden Gedankenginge der
scholastischen Philosophie und Theologie (man vergleiche hierfiir etwa DeEMPF [1])
in mancher Hinsicht von der gleichzeitigen Feinheit und Kihnheit der Ideen
der klassischen Mengenlehre; es ist wohl kein bloBer Zufall, daB CANTOR
— wie noch mehr BorzaNo — bei den Scholastikern in die Schule gegangen ist
(vgl. F. KLEIN [2], S. 52 und 56). Im iibrigen werde in historischer Beziehung im
allgemeinen etwa auf die VI. Vorlesung (,,Die Geschichte des Unendlichkeits-
problems‘‘) von RussEeLL [7] sowie auf KEYSER [2] verwiesen, im besonderen fiir
die Vorgeschichte und &ltere Geschichte der Mengenlehre (sowie der damit zu-
sammenhédngenden Teile der Funktionentheorie) auf JoURDAIN [2].

1 CanTOR [7 V], S. 564; man vergleiche auch die dort vorangehenden Absitze.

1*
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diese Erweiterung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene,
natiirliche wird angesehen werden miissen. Dabei verhehle ich mir
keineswegs, daB ich mit diesem Unternehmen in einen gewissen Gegen-
satz zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das mathematische Un-
endliche und zu hiufig vertretenen Ansichten iiber das Wesen der Zahl-
groBe mich stelle.*

Wie steht es nun mit Art und Berechtigung dieser merkwiirdigen
Erweiterung der Zahlenreihe? Und ist die — in der Wissenschaft
sonst ihresgleichen nicht findende — Ungebundenheit des frei und kithn
schaffenden Mathematikers auch in diesem Fall durch die Forderung
logischer Widerspruchslosigkeit und Folgerichtigkeit in den notwendigen
Grenzen gehalten worden? Hieriiber mége sich der Leser auf Grund
des vorliegenden Buches, das keinerlei besondere Vorkenntnisse voraus-
setzt, selbst sein Urteil bilden; er wird die letzte Frage hoffentlich im
groBen ganzen bejahen konnen.

Erstes Kapitel.

Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl.

§ 2. Begriff der Menge. Beispiele von Mengen.

CaNTOR! hat den Begriff der Menge folgendermaBlen definiert:

Eine Menge? ist eine Zusammenfassung bestimmier wohlunterschie-
dener Objekte unserer Anschawung oder unseres Denkens — welche due
Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

1. Beispiele. Bevor wir diese Definition im einzelnen zergliedern,
wollen wir einige Beispiele von Mengen betrachten, die uns anschau-
liches Material zum Verstindnis der Definition liefern sollen 3.

1. Wir denken uns eine bestimmte Anzahl konkreter Gegenstinde,
z. B. aus einem vor uns stehenden Obstteller etwa 5 Apfel, 2 Birnen
und 1 Aprikose; der Inbegriff dieser 8 Dinge stellt eine Menge dar.

1 CanToR [121], S.481; vgl. auch schon [7 III], S. 114{., und [7 V], S. 587.
CaNTOR verwendet iibrigens in der alteren Zeit vorzugsweise die Bezeichnungen
,,Mannichfaltigkeit‘ und ,,Mannichfaltigkeitslehre. Der franzosische Ausdruck,
der weniger als der auch quantitativ auffaBbare deutsche fiir MiBverstindnisse
Raum 14Bt, ist ,,ensemble*, der englische ,,class‘ oder ,,aggregate’ oder auch
(besonders bei Punktmengen) ,,set.

2 Die nachstehend gesperrt gedruckten Bezeichnungen werden im Laufder
spateren Betrachtungen noch ofters benutzt. Das am Schiuf8 stehende Sach-
register gibt zu jeder dieser Bezeichnungen die Stelle an, wo sie erklart ist.

3 Diese Beispiele stellen nicht einen Teil des logischen Gebiudes dar, das wir
uns schrittweise aufrichten wollen, sondern dienen nur der Verdeutlichung des
Mengenbegriffs; daher wird in diesen Beispielen mehr Wert auf Anschaulichkeit
als auf logische Strenge gelegt. Der geiibtere Leser wird sich mit den nachfolgenden
Beispielen nur ganz fliichtig zu befassen brauchen.
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Die Elemente der so gebildeten Menge sind die einzelnen Friichte;
durch den bei aller Handgreiflickeit dieser Elemente doch gedanklichen
Akt ihrer Zusammenfassung zu einem Ganzen haben wir die Menge
der 8 Friichte gebildet!. Die Menge enthilt 8 untereinander verschie-
dene Elemente, die wir uns in eine Reihe angeordnet denken (z. B.:
ein erster Apfel, ein zweiter Apfel usw., die eine Birne, die andere
Birne, endlich zuletzt die Aprikose). Sehen wir dann von der besonderen
Natur der einzelnen Elemente ab, so stellt uns die Menge nur mehr
ein Ordnungsschema dar mit dem Inhalt: erstens, zweitens, . . ., achtens.
Endlich kénnen wir auBer von der Natur der Elemente auch noch von
ihrer Anordnung absehen, die Elemente gewissermaBen in einen Sack
geworfen und durcheinander geschiittelt denken; dann vermittelt uns
die Menge als einzigen Inhalt nur mehr die Anzakl der in ihr zusammen-
gefaBten Friichte, namlich die Anzahl 8.

Zum nidmlichen Ordnungsschema und zu der nidmlichen Anzahl ge-
langen wir offenbar, wenn wir statt von unseren Friichten etwa von
acht an einer Schnur aufgereihten Perlen ausgehen.

2. Statt konkrete Gegenstinde zu einer Menge zusammenzu-
fassen, kénnen wir das ndmliche mit abstrakten Begriffen unternehmen,
also z. B. Mengen bilden, die aus gewissen Eigenschaften, gewissen
Naturgesetzen, gewissen Dreiecken usw. gebildet sind. Wir kénnen so
etwa gewisse Zahlen zu einer Menge zusammenfassen, z. B. die Menge
bilden, deren Elemente die Zahlen 1, 2, 3, ..., 8 sind; vergleichen wir
diese Menge mit der unter 1. gebildeten Menge von Friichten, so leuchtet
ein, daB beide Mengen sich in nichts voneinander unterscheiden, so-
bald von der besonderen Natur ihrer Elemente abgesehen wird.

3. Eine unvergleichlich viel umfassendere Menge, die aber gleich
den bisher betrachteten immerhin nur endlichviele Elemente enthilt,
bilden wir auf folgende Weise?: Ein System von 100 Zeichen, das
alle moglichen Konsonanten- und Vokallaute, die Ziffern, die Inter-
punktionszeichen usw. sowie das Spatium (d.i. die Type fiir den im
Buchdruck leerbleibenden Raum zwischen den Worten und den Zeilen)
umfaBt, mag als Material fiir die Herstellung eines beliebigen Buches
zugrunde gelegt werden. Fiir den Umfang eines Buches werde fest-
gesetzt, daB es eine Million solcher Zeichen umfassen soll; damit sind
auch alle kiirzeren Biicher eingeschlossen, da die fehlenden Zeichen ja

1 Nebenbei werde bemerkt, daB auch bei einer einzigen Frucht (oder iiber-
haupt einem einzigen Element) von der Menge gesprochen werden kann, die diese
Frucht enthilt; diese Menge, ein abstrakter Begriff, kann logisch und daher auch
mathematisch von der konkreten Frucht unterschieden werden (vgl. auch S. 21,
FuBnote 3).

2 Die (freilich auf viel altere Ideen zuriickgehende) Betrachtung stammt wohl
wesentlich aus E. E. KuMMERs Vorlesungen und aus Kurp Lasswitz’ ,, Traum-
“kristallen‘‘; vgl. dazu z. B. FtrsT-Moszkowski, Das Buch der 1000 Wunder
(Miinchen), Nr. 150, und HAusDORFF [3], S. 61f.
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als Spatien angenommen werden konnen. In diesem Sinn wird nach-
stehend der Ausdruck ,,Buch gebraucht.

Wir fassen nun die Menge aller denkbaren Biicher ins Auge. Da
jedes Buch irgendeine Verteilung von 100 Zeichen auf 1000000 Plitze
darstellt und offenbar nur endlichviele verschiedene solche Verteilungen
oder Kombinationen méglich sind (wie eine einfache Uberlegung lehrt,
gibt es deren 100 1900000) 5o enthidlt unsere Menge nur endlichviele
verschiedene Biicher; darunter kommen indes z. B. alle religiésen und
philosophischen Schriften der Vergangenheit und Zukunft, alle Dramen
und Gedichte, alle entdeckten oder kiinftig zu entdeckenden wie auch
die ewig unbekannt bleibenden Wissensschitze vor, ebenso alle denk-
baren Kataloge, Logarithmentafeln, Matrikelbiicher, Zeitungsartikel,
Heiratsannoncen usw., natiirlich auch jede unsinnige Zusammenstellung.
Kurz: wir erhalten eine Universalbibliothek im vollsten Sinne des Wortes.
Bei noch so kleinem Druck und noch so diinnem Papier wiirde der
Weltenraum bis zu den fernsten uns sichtbaren Gestirnen nur einen
verschwindend winzigen Teil unserer Biichermenge zu fassen vermégen.

Wie uniiberbriickbar dennoch die Kluft zwischen einer so um-
fassenden Menge und einer Menge mit wunendlichvielen Elementen ist,
geht anschaulich aus folgender Bemerkung hervor: Nimmt man die
Existenz unendlichvieler Weltkérper mit sprechenden, druckenden
und Mathematik (einschlieSlich Mengenlehre) treibenden Bewohnern
an, so mull auf unendlichvielen jener Weltkorper das nimliche Lehr-
buch der Mengenlehre mit gleichnamigem Verfasser und Verleger,
gleicher Jahreszahl, denselben Druckfehlern usw. erscheinen. Denn
in unserer Universalbibliothek kommen ja nur endlichviele Biicher
iberhaupt, um so mehr nur endlichviele iiber Mengenlehre vor; wenn
also auf jedem Weltkorper auch nur ein einziges Lehrbuch der Mengen-
lehre von dem angegebenen Héchstumfang erscheint, so miissen unter
diesen unendlichvielen Lehrbiichern unendlichviele gleiche sein.

4. Wir haben bisher endliche Mengen betrachtet, d. h. solche, die
endlichviele Elemente enthalten. Bei dem rein gedanklichen Charakter
der Bildung einer Menge kénnen wir diese Beschrinkung fallen lassen und
Mengen mit unendlichvielen Elementen, sogenannte ,,unendliche Mengen®,
bilden. Dabei soll auf die Bedeutung der mehrfach verwendeten Begriffe
,endlich und ,,unendlich”, von denen der Leser eine hinreichend
deutliche naive Vorstellung besitzt, vorliufig nicht naher eingegangen
werden (vgl. S. 22ff.). Freilich lassen sich Beispiele unendlicher Mengen
solange schwerlich finden, als man fiir die Elemente nur nach Gegen-
stinden unserer (unmittelbaren oder mittelbaren) Sinneswahrnehmungen
Ausschau hilt, als man also Mengen von der unter 1. bis 3. geschilderten
Art aufsucht. Gerade die neuesten Forschungen der Physik haben
namlich der Uberzeugung Bahn gebrochen, daB die Naturerkenntnis
uns weder im GroBen noch im Kleinen notwendig zu Unendlichem fiihrt:
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sowohl die Annahme einer nur endlichen (wenn auch unbegrenzten)
Ausdehnung des Weltalls wie auch die Uberzeugung von der nur be-
grenzten Teilbarkeit der Materie und Energie, also von ihrer Zusammen-
setzung aus nur endlichvielen kleinsten Teilen (Atomen bzw. Elektronen
und Energiequanten) steht in bestem Einklang mit unseren Erfahrungen.
Die AufBlenwelt scheint uns also nur endliche Mengen darzubieten. Um
zu Mengen mit unendlichvielen Elementen zu gelangen, miissen wir
demnach Erzeugnisse nicht unserer sinnlichen Erfahrung, sondern un-
seres Denkens in Betracht ziehen. Einen naheliegenden Weg hierzu
weist uns das Beispiel 2. Statt wie dort bei der Zahl 8 haltzumachen,
konnen wir ndmlich in der Zahlenreihe weitergehen und uns die Menge
aller Zahlen 1, 2, 3, ... und so weiter fort ohne Ende, die Menge aller
,natiirlichen Zahlen“!, gebildet denken. Auch diese Menge stellt
uns ein bestimmtes, allerdings unbegrenztes Ordnungsschema dar,
sobald wir die besondere Natur ihrer Elemente auBer acht lassen, d. h.
sobald wir davon absehen, daB die Elemente gewisse Zahlen sind. Da-
gegen konnen wir bei bei dieser Menge von der A#nzahl ihrer Elemente
im gewohnlichen Sinne nicht sprechen.

Schon an dieser Stelle sei hervorgehoben, von welch ganz anderem
Charakter der hier gebrauchte Begriff ,,Unendlich” (unendlichviele
Elemente, unendliche Menge, unendliches Ordnungsschema) ist als der
sonst vielfach in der Mathematik verwendete. In der niederen und
hoheren Analysis ist vielfach die Rede von verdnderlichen GréBen, die
unendlichgroB oder unendlichklein ,,werden‘‘ (nicht ,,sind*), und von
den bei solchen Prozessen auftretenden Eigenschaften anderer GroBen,
die als von jenen abhingig definiert sind. Hiermit ist folgendes gemeint:
jene GroBen koénnen iiber jeden noch so groBen endlichen Betrag hin-
auswachsen oder sich unbegrenzt der Null annihern, ohne daB dieser
Zu- oder Abnahme bestimmte Grenzen gesetzt sind. In jedem Stadium
des Prozesses, wie immer und wie weit er auch durchgefiihrt werde,
haben die GréBen jedoch bestimmte endliche bzw. von Null verschiedene
Werte. Es handelt sich also bei diesem Gebrauch des Begriffs ,,Un-
endlich” nur, wie sich Gauss ausdriickte (vgl. oben S.1), um eine
fagcon de parler, die eine umstindlichere Ausdrucksweise entbehrlich
macht; z. B. wiirde der Satz: ,wird die positive Zahl # unendlich-

grof3, so wird der Quotient % unendlichklein‘“ ausfithrlicher und schirfer

. . 1 .y
so zu fassen sein: ,,der Wert des Quotienten . (» positiv) kann dadurch

der Null beliebig nahegebracht werden, daB man die Zahl # auf hin-

! Die aus den Elementen der Arithmetik gelaufigen einfachsten Eigenschaften
der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . ., besonders auch das Rechnen mit ihnen, werden
nicht nur zwecks Bildung von Beispielen als bekannt vorausgesetzt, sondern auch
ofters systematisch als Beweishilfsmittel herangezogen. Die grundsitzliche Seite
dieses Verfahrens wird auf S.183 und im § 18 besprochen werden.
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reichend groBe Werte beschrinkt. Man spricht in diesem Sinne vom
uneigentlichen oder potentiellen Unendlich. In scharfem und
deutlichem Gegensatz hierzu ist die im vorigen Absatz betrachtete
Menge (wie auch das durch sie bestimmte Ordnungsschema) ein fertiges,
abgeschlossenes, in sich festes Unendliches, insofern als sie unendlich-
viele genau definierte Elemente (die natiirlichen Zahlen) umfaBt,
keines mehr und keines weniger!. Hier liegt also ein eigentliches oder
aktuales Unendlich vor, das als reines, in einem einheitlichen Akt
zum BewuBtsein gebrachtes Gedankending nichts Widerspruchsvolles
in sich zu bergen scheint. Das nimliche gilt fiir die drei folgenden
Beispiele.

5. Wir denken uns (vgl. Abb. 1) eine Strecke etwa von der Linge
10 cm von links nach rechts gezogen und durch Markierung ihres Hal-
bierungspunktes (Mittelpunktes) in zwei Hilften geteilt ; der Halbierungs-
punkt werde mit P, bezeichnet. Die linke Hélfte halbieren wir aber-
mals und bezeichnen ihren Halbierungspunkt mit P,; ebenso halbieren
wir die links von P, liegende Strecke, die 23 cm lang sein wird (nim-
lich den vierten Teil so lang wie die urspriingliche Strecke), und mar-
kieren ihren Halbierungspunkt P,. Dieses Verfahren denken wir uns
unbegrenzt derart fortgesetzt, daB nach jedem Schritt die linke der
entstandenen Hilften abermals halbiert und der Halbierungspunkt mar-
kiert wird; beim nter Schritt, wobei » irgendeine natiirliche Zahl be-
deuten kann, erhalten wir so den Halbierungspunkt P,. Wir kénnen
nun diese sdmtlichen Halbierungspunkte P,, P,, P; usw. zu einer Menge
zusammenfassen; es leuchtet ein, daB bei Ordnung der Halbierungs-
punkte in dieser Reihenfolge (also von rechts nach links, nicht etwa
von links nach rechts) sich unsere Menge von Punkten durch nichts
von der unter 4. betrachteten Menge aller natiirlichen Zahlen unter-
scheidet, auBer durch die Eigenart der Elemente. Aber auch bei volliger
AuBerachtlassung der Reihenfolge, wenn wir uns also lediglich den
ungeordneten Inbegriff der (durcheinander gewiirfelt gedachten) simt-
lichen Punkte P, vorstellen, hat dieser Inbegriff — d. i. eben die Menge
der Punkte — einen klaren und sogar halbwegs anschaulichen Sinn.
Unser Verstand, zur gleichzeitigen Auffassung gesetzmiBig geschaffener
Mannigfaltigkeiten gliicklich eingerichtet, mag sogar den Begriff dieser
Gesamtmenge von unendlichvielen Punkten einfacher finden als den
Begriff einer Teilmenge von etwa einer Milliarde dieser Punkte; einer
Teilmenge, die trotz ihrer Endlichkeit infolge der groBen Anzahl von

1 Hier und da immer wieder auftretenden, anscheinend unausrottbaren MiB-
verstandnissen gegeniiber werde scharf hervorgehoben, daB8 dieses ,,Unendlich*
der Menge aller ganzen Zahlen #nichfs zu tun hat mit einem vermeintlichen Un-
endlichwerden der Elemente, d. h. der ganzen Zahlen, die vielmehr alle endlich
sind. Die Menge der Briiche %, %, 1, # usw. stellt ja im gleichen Sinn wie die oben
betrachtete Menge ein Unendlich dar!
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Elementen der naiv-anschaulichen Erfassung vielleicht gréBere Schwierig-
keiten bereitet als die Gesamtmengel.

Die soeben vorgefiihrte Menge kann man in Zusammenhang setzen
mit dem aus dem griechischen Altertum bekannten (von ZENO stam-
menden) Paradoxon des Wettlaufs zwischen Achilles und der Schild-
krote. Man denke sich diesem Wettlauf die Abb.1 (etwa unter ent-
sprechender VergroBerung) derart zugrunde gelegt, daB Achilles vom
rechten Endpunkt aus, die Schildkréte vom Punkt P; aus (also mit
gehorigem Vorsprung) den Lauf in der Richtung nach links beginnt
und Achilles stets doppelt so rasch liuft wie die Schildkréte. Bis
Achilles den Ausgangspunkt P, der Schildkréte erreicht hat, ist diese
bei P, angelangt; sobald Achilles bei P, eintrifft, steht die Schild-
krote bei P, usw.; bedeutet # eine beliebige natiirliche Zahl, so wird,
wenn Achilles den Punkt P, erreicht, die Schildkréte schon bei P,
sein, also immer noch einen Vorsprung haben. Die Gesamtheit all
der Strecken, die Achilles so durcheilt, um den jeweiligen Vorsprung
der Schildkréte einzuholen, stellt eine Menge von unendlichvielen
Strecken dar, die bestindig abnehmen und simtlich in der Strecke
von Abb. 1 enthalten sind. Der Begriff dieser unendlichen Menge ist

BEE % 7
Abb. 1,

also bis zu einem gewissen Grad sogar anschaulich, jedenfalls durch-
aus faBbar und logisch einwandfrei.

Man kann iibrigens, wenn man Wert darauf legt, auch auf eine im
engeren Sinn anschauliche Art zu einer unendlichen Menge gelangen,
die zu den bisher geschilderten unendlichen Mengen in einer nahen,
sich von selbst erklirenden Beziehung steht: etwa durch zweckmiBige
Aufstellung einiger Spiegel derart, daB in einem unter ihnen (,,Aus-
gangsspiegel“) neben anderen gespiegelten Gegenstinden auch das
eigene Bild des Ausgangsspiegels erscheint, in diesem Bild also wieder
dessen Bild usw.; die Gesamtheit der im Ausgangsspiegel sichtbaren
Spiegel bildet dann, streng genommen, eine unendliche Menge?2.

1 Naher betrachtet, liegt das letzten Endes daran, da8 zur Umfangsbestimmung
einer ,,groBen’* endlichen Menge viele Schritte — abhingig von der Zahl der Ele-
mente — erforderlich sind, wahrend bei einer unendlichen Menge der oben geschilder-
ten Art dafiir der einheitliche, wenn auch viel tiefer liegende Schritt der ,,vollstandi-
gen Induktion‘* (vgl. Ende des § 11) eintritt.

2 Vgl. die anschaulichen ,,Modelle* des (dort potentiell verstandenen) Un-
endlich mittels , transfiniter Iteration* bei BECKER [2], S.99ff. (wo auch weitere
Literaturhinweise zu finden sind), sowie die — sicherlich nicht durch mathe-
matische Erwagungen veranlaBte — Verwendung des namlichen Gedankens an
entscheidender Stelle des hollandischen Romans von C. und M. SCHARTEN-ANTINK
De jeugd van Francesco Campana (S. 111ff.). Die wissenschaftliche Bedeutung
derartiger Modelle diirfte freilich von BECKER iiberschatzt werden.
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6. Statt wie in Beispiel 4. nur die ,,natiirlichen®, also die positiven
ganzen Zahlen zu einer Menge zusammenzufassen, kénnen wir auch
die unendliche Menge bilden, die aus allen (positiven und negativen)
reellen Zahlen (einschlieBlich Null) besteht; wie in der elementaren
Arithmetik gezeigt wird (vgl. auch S. 43£.), erhilt man die Gesamtheit
aller verschiedenen reellen Zahlen einfach z. B. dadurch, da8 man sich
alle moglichen unendlichen (d. h. nicht bei einer bestimmten Stelle ab-
brechenden) Dezimalbriiche gebildet denkt.

Eine mit dieser Menge nahe verwandte, ihr gegeniiber sich durch
Anschaulichkeit auszeichnende Menge entsteht auf folgende Weise (vgl.
Abb. 2): Wir denken uns eine etwa von links nach rechts verlaufende,

B A
-4 -3 -z -1-§ 0 1vZz 3 ¥
Abb. 2,

nach beiden Seiten hin unbegrenzte gerade Linie (Gerade) gezogen und
auf ihr einen ganz beliebigen Punkt als ,,Nullpunkt'* P, markiert. In
einer beliebigen Entfernung rechts von P, z.B. in der Entfernung
1 cm, markieren wir auf der Geraden einen zweiten Punkt, den ,,Eins-
punkt” P;. Wir haben so auf der Geraden drei Dinge willkiirlich ge-
wihlt und zugrunde gelegt: einen Punkt (den Nullpunkt), eine MaB-
einheit (etwa 1cm), eine bestimmte der zwei mdéglichen Richtungen
(etwa die von links nach rechts) ; war die Wahl dieser drei Ausgangspunkte
unserem freien Ermessen {iberlassen, so ergibt sich nun alles weitere
zwangsldufig. Es entspricht nimlich! der naiven Vorstellung (und der
damit im Einklang stehenden iiblichen geometrischen Forderung) in
bezug auf die Art und Weise, wie eine gerade Linie mit Punkten er-
fiillt ist, wenn wir folgendes annehmen: Zu jeder positiven reellen Zahl a
gibt es auf dem rechts von P, gelegenen Teil unserer Geraden einen
einzigen Punkt, der gerade a-mal 'so weit (bei unserer Annahme also
a cm) von P, entfernt liegt wie der Punkt P,; es gibt so z. B. (¢ =3,
=1, = }2 gesetzt) je einen Punkt rechts von P, auf unserer Geraden,
der 3 cm,  cm, 1/5 cm = 1,414 ... cm von P, entfernt liegt. Der Ein-
fachheit wegen bezeichnen wir einen Punkt, der a-mal so weit rechts
von P, liegt wie der Einspunkt P,, kurz selber durch die Zahl «; da-
her wird der Einspunkt P, auch durch die Zahl 1 und, wie man leicht
als folgerichtig einsieht, der Nullpunkt P, auch durch die Zahl 0 be-
zeichnet. Endlich bezeichnen wir den Punkt der Geraden, der von
P, ebensoweit entfernt ist wie der Einspunkt P,, aber links von P,
liegt, mit —1. Ist wieder a eine beliebige positive reelle Zahl, so gibt
es einen einzigen Punkt unserer Geraden, der links von P, liegt und

1 Tiefergehende Bemerkungen iiber diese Beziehung zwischen Zahlen und

Punkten, deren Grundlagen im obigen Text noch nicht in voller Strenge ausein-
andergesetzt sind, findet man zu Beginn des § 10 (S. 143).
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dabei a-mal soweit von P, entfernt ist wie der Einspunkt P,; dieser
Punkt werde mit — a bezeichnet, so daB bei unserer Annahme z. B.
der Punkt — 7 unserer Geraden links von P, in der Entfernung 7 cm
gelegen ist. Mit allen auf diese Weise erhaltenen Punkten ist die Ge-
samtheit der Punkte auf der Geraden erschopft. Durch diese Fest-
setzungen haben wir eine halbwegs anschauliche Zuordnung aller reellen
Zahlen zu simtlichen Punkten einer Geraden erhalten, eine Zuordnung,
bei der jeder reellen Zahl ein einziger Punkt entspricht und umgekehrt;
sie ist stets in vollig bestimmter Weise moglich, unabhingig davon,
wie auch immer die MaBeinheit, d. h. die Entfernung zwischen den
Punkten P, und P,, gewihlt sein mag. Die Gerade mit den in der
angegebenen Weise bezeichneten Punkten nennt man die Zahlen-.
gerade. Wir werden sie im Laufe unserer Betrachtungen ihrer An-
schaulichkeit wegen ofters heranziehen und dabei die GréBe der MaB-
einheit immer beliebig lassen, so daB man es eigentlich mit unendlich-
vielen, fiir unsere Zwecke gleichwertigen Zahlengeraden zu tun hat.

Wir kénnen nun auch die Menge aller Punkie unserer Geraden be-
trachten. Ordnen wir diese Punkte von links nach rechts, die reellen
Zahlen aber der zunehmenden GroéBe nach (und zwar mit Riicksicht
auf das Vorzeichen, so daB z. B. — 7 kleiner ist als — 3, — 3 kleiner
als + 3), so zeigt die geordnete Menge aller Punkte unserer Geraden
keinerlei Unterschied gegeniiber der geordneten Menge aller reellen
Zahlen, sobald nur in beiden Fillen von der besonderen Natur der
Elemente abgesehen wird.

7. Einem letzten Beispiel einer Menge sei folgende Bemerkung
vorausgeschickt, an die wir auch spiter wieder ankniipfen werden:
Unter einer algebraischen Gleichung wird eine Beziehung der Form

A X Ay 12" i F a2+ a0 +a,=0

verstanden, wo a,, @,_y, ..., @, a,, 4, bestimmte gegebene Zahlen
sind, wihrend die Zahl x unbekannt ist und derart gesucht wird, da8
die Gleichung gerade befriedigt, ihre linke Seite also gleich Null wird.
Dabei bedeutet » irgendeine positive ganze Zahl, die — falls a, von
Null verschieden ist, wie wir annehmen wollen — der Grad der Glei-
chung genannt wird; auch unter a,, 4,_,, ..., a, wollen wir stets nur
(positive oder negative) gamze Zahlen (die Null eingeschlossen) ver-
stehen. Es gibt dann, wie in den Elementen der Algebra gezeigt
wird, entweder keine oder eine oder mehrere, aber niemals mehr
als # verschiedene reelle Zahlen x, die die Gleichung befriedigen
und ,,Wurzeln“ derselben heiBlen; eine Wurzel wird im allgemeinen
natiirlich nicht ganzzahlig sein. Z.B. hat die Gleichung 2 —2 =0
die beiden Wurzeln x = + ]/5 =1414... und ¥ = — ]/5, wihrend
die Gleichung #2 +- 2 = 0 iiberhaupt keine reelle Wurzel besitzt. Eine
reelle Zahl, die Wurzel einer derartigen algebraischen Gleichung ist, nennt
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man eine (reelle) algebraische Zahl. Esist zwar jeder gemeine Bruch
geine algebraische Zahl, da x = % der Gleichung g« -— p = 0 geniigt;
umgekehrt aber 148t sich nicht jede algebraische Zahl als gemeiner
Bruch darstellen, fir ]/E z.B. ist eine solche Darstellung unmaglich®.
Die Gesamtheit aller gemeinen Briiche bildet somit einen Teil der Ge-
samtheit aller algebraischen Zahlen.

Es lage nun die Vermutung nahe, daB ebenso wie z. B. die Zahl
]/§ = 1,414 . .. sich alle reellen Zahlen oder, was dasselbe besagt, alle
unendlichen Dezimalbriiche als Wurzeln gewisser algebraischer Glei-
chungen auffassen lassen; dies ist, wie wir spiter (S. 54) sehen werden,
keineswegs der Fall. Eine reelle Zahl a, die #nicht als Wurzel einer
algebraischen Gleichung darstellbar ist, d.h. zu der sich iiberhaupt
keine algebraische Gleichung finden 14Bt, die durch x — a befriedigt
wiirde, bezeichnet man als eine (reelle) transzendente Zahl. Wir
konnen uns nun die Menge aller (reellen) transzendenten Zahlen gebildet
denken, deren Elemente jedenfalls nur einen Teil der reellen Zahlen
ausmachen. Die tatsichliche Bildung dieser Menge vermoge wirklicher,
etwa gesetzmiBig ausgedriickter Angabe ihrer einzelnen Elemente
wiirde zwar beim heutigen Stande der Forschung (und vielleicht fiir
immer) unmoglich sein. Es ist begreiflich, da8 sogar schon fiir eine
einzelne Zahl die Entscheidung iiber ihre Transzendenz im allgemeinen
nicht leicht herbeizufithren ist. Denn um eine gegebene Zahl a als trans-
szendent nachzuweisen, muBl man ja zeigen, daB keine aller unendlich-
vielen denkbaren algebraischen Gleichungen die Zahl a zur Wurzel hat,
eine allem Anschein nach (und auch in Wirklichkeit) recht schwierige Auf-
gabe; gelingt dieser Nachweis nicht, ohne daB man doch umgekehrt eine
algebraische Gleichung auffinden kann, die durch a befriedigt wird,
so ist damit nur gesagt, daB vorldufig die Entscheidung dariiber aus-
steht, ob a algebraisch oder transzendent ist. In der Tat ist bis heute
nur von gewissen begrenzten Klassen reeller Zahlen? bekannt, daB sie
transzendent sind, obwohl man weiB3, daB es auBer den als transzendent
nachgewiesenen noch unendlichviele weitere transzendente Zahlen gibt;
wir werden in § 5 sehen, in welcher Weise solch ein Existenzbeweis
allgemein gefithrt werden kann, ohne die Kenntnis all der als existierend
nachzuweisenden transzendenten Zahlen im einzelnen.

Die ausdriickliche Bildung der Menge aller transzendenten Zahlen

1 Fiir den Beweis dieser Behauptung vgl. S. 148.

2 Die bekanntesten dieser transzendenten Zahlen sind die bei der Berechnung
des Kreisumfangs und -inhalts vorkommende Zahl z = 3,14159 . . . und die Basis ¢
der natiirlichen Logarithmen. Als CANTOR [5] 1874 die Menge aller transzendenten
Zahlen betrachtete und Eigenschaften von groBter Wichtigkeit fiir sie bewies
(vgl. nachstehend S.54), war noch unbekannt, ob 7 eine transzendente Zahl ist
und somit jener Menge als Element angehort; die entsprechende Feststellung
fiir e datiert aus eben jenem Jahre.
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ist also ganz unmoglich. Dennoch ist diese Menge ein wohl denkbarer,
logisch einwandfreier Begriff; jede vorgelegte reelle Zahl kann ja nach
Definition nur entweder algebraisch oder transzendent sein, wenn wir
auch nicht immer imstande sind, die Entscheidung dariiber zu treffen;
und eben alle transzendenten Zahlen und nur sie stellen die Elemente
unserer Menge dar.

2. Uber Cantors Definition des Mengenbegriffs. Nachdem wir so
einige Beispiele von Mengen wirklich kennengelernt haben, ist es leicht,
die zu Beginn dieses Paragraphen angegebene Definition der Menge in
ihrer Bedeutung und Tragweite zu wiirdigen. Man wird in jener Be-
griffsumgrenzung freilich weniger eine Definition im strengen Sinne des
Wortes zu erblicken geneigt sein als vielmehr einen anschaulichen Hin-
weis auf einen logischen Elementarakt, der schon dem primitiven Denken
geldufig ist. Den Begriff ,,Objekte unserer Anschauung oder unseres
Denkens” niher zu zergliedern, kann philosophischer Betrachtung iiber-
lassen bleiben (vgl. auch §§ 13ff.); fiir unsere vorldufigen Zwecke ist
seine Bedeutung hinreichend klar. Ubrigens werden wir als Elemente
von Mengen in der Regel nur mathematische Objekte verwenden,
wie Zahlen, Punkte usw., oder auch wiederum Mengen von solchen
Objekten.

Ebenso leuchtet nach den vorgefilhrten Beispielen geniigend ein,
was unter der ,,Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen
zu verstehen ist!; die Objekte werden als Elemente bezeichnet, das
Ganze als die durch die Elemente bestimmte (oder ,,sie enthaltende®,
gelegentlich auch: ,,aus ihnen bestehende®) Menge. Immerhin ist es
aus logischen wie auch aus mathematischen Erwigungen heraus
zweckmiBig, sich die ,,Zusammenfassung’ nicht etwa allzu hand-
greiflich vorzustellen; die Meinung, eine Menge ,,bestehe’ aus ihren
Elementen wie etwa ein Ganzes aus seinen Teilen, ist jedenfalls ab-
zuweisen, wie ja auch der Umfang eines Begriffs nicht aus den unter
ihn fallenden Gegenstinden besteht. Vielmehr ist eine Menge unter
allen Umstinden als abstrakter Begriff zu fassen, selbst wenn ihre
Elemente konkrete Gegenstinde sein sollten. Man denke sich also in
einer mehr formalen (und abstrakten) Art der Gesamtheit der Elemente
ein einheitliches Gedankending zugeordnet, das die Elemente ,ent-
hilt”; in diesem Sinn ist es auch von vornherein angingig, einem
einzelnen Element a4 eine Menge zuzuordnen, die a allein enthilt, ohne
doch notwendig mit a zusammenzufallen — eine Auffassung, die sich uns
auch aus Griinden der Allgemeinheit noch als unumginglich erweisen
wird. Was eigentlich diese als,,Mengen‘ bezeichneten Dinge im logischen

1 Fir Freunde philologischer Kritik sei im Hinblick auf den doppelsinnigen
Gebrauch der Endung auf ,,ung‘ bemerkt, daB natiirlich nicht der Ak¢ des Zu-
sammenfassens, sondern das Evgebnis dieses Aktes gemeint ist.
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Sinne darstellen?, ist vom mathematischen Standpunkt aus ebenso be-
deutungslos, wie die Ergebnisse der Arithmetik davon unabhingig sind,
welcher logischen (oder psychologischen) Auffassung iiber den Zahl-
begriff der forschende Arithmetiker huldigt.

Wenn die Natur der Elemente, die in einer Menge vorkommen, fiir
die an die Menge gekniipften Betrachtungen keine Rolle spielt, so spricht
man von einer abstrakten Menge; in den meisten Partien dieses Buches
(mit Ausnahme des § 10) haben wir es mit solchen abstrakten Mengen
zu tun. Unter den andersartigen Mengen, fiir die die spezielle Natur
der Elemente auch besondere Eigenschaften bedingt, sind die Mengen
von Zahlen oder Pumkten in der Analysis wie in der Geometrie von
groBter Bedeutung.

Es bleibt jetzt nur mehr iibrig, die Begriffe ,,bestimmt‘* und ,,wohl-
unterschieden‘‘ zu erkliaren. Der letztere ist zweckmiBigerweise in dem
Sinne zu verstehen, daB fir je zwei in Frage kommende Objekte fest-
stehen muf, ob sie fiir den vorliegenden Fall als gleich oder als ver-
schieden zu betrachten sind, und daf die Elemente einer Menge simitlich
unteresnander verschieden sein sollen ; ein Objekt kann also in einer Menge
nur entweder als Element vorkommen oder nicht vorkommen, nicht
aber etwa ,,wiederholt‘‘ als Element auftreten. Das Attribut ,,bestimmt‘‘
dagegen fordert: Von jedem beliebigen Objekt muf feststehen, ob es Ele-
ment der in Frage stehenden Menge ist oder micht; diese Bedingung 1ist
notwendig, aber auch hinveichend fitr die ,,Existenz’’ der betreffenden
Menge. Jenes Feststehen bedeutet aber nicht ein wirkliches Fest-
stellen in jedem einzelnen Fall, sondern es muB nur ,intern bestimmt
sein®, d. h. begrifflich feststehen, ob ein gegebenes Objekt zu unserer
Menge gehért oder nicht. Dies 148t sich etwa in dem oben vorgefiihrten
Beispiel 7. fiir eine gegebene reelle Zahl im allgemeinen mit den heutigen
Mitteln der Wissenschaft nicht rechnerisch feststellen, und es war CANTOR
bei seiner Untersuchung der Menge der transzendenten Zahlen fiir die
Zahlen 7z und e unbekannt, wie wir auch heute die entsprechende Frage
z. B. fiir die Zahl 2* oder 7™ nicht 16sen kénnen; aber jedenfalls ist fiir
eine bestimmte Zahl stets ,intern®, auf Grund des logischen Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten, entschieden, ob sie transzendent ist oder
nicht, und daher stellt die Gesamtheit aller transzendenten Zahlen

wirklich eine Menge dar?.

1 RusserL ([5], Kap. 17) verficht die Auffassung, daB die Mengen nicht
eigentliche ,,Objekte‘, sondern ,logische Fiktionen‘ oder ,,unvollstindige Sym-
bole* sind; dabei ist indes ,,Fiktion‘ keineswegs im Sinn von ,,mit einem Wider-
spruch behaftet zu verstehen (vgl. § 15).

2 Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten spielt hier also eine wesentliche Rolle,
insofern als bei gegebener Menge M fiir jedes Objekt a eine der beiden Moglich-
keiten ,,a ist Element von M*‘ und ,,a ist nicht Element von M‘ zutreffen soll, ein
Drittes aber ausgeschlossen bleibt. Von den in diesem Absatz angeschnittenen Prin-
zipienfragen wird in den §§ 13ff. noch die Rede sein.
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Eine Definition im strengen Sinn ist freilich mit alledem nicht er-
zielt; denn der wesentlichste Punkt der ,,Definition‘‘, nimlich die ,,Zu-
sammenfassung’‘ einer Vielheit zu einer Einheit, stellt ja im Grund
gerade den Mengenbegriff dar, so daB die Definition — an der aller-
dings der in ihr steckende Verzicht auf jede Einschrinkung charakte-
ristisch ist — stark tautologischen Charakter besitzt und besser nur als
Hinweis oder Erliuterung aufzufassen ist. Es handelt sich eben um
eines der Grundelemente unseres Denkens, die einer niheren Zergliede-
rung nicht fahig sind.

Eine Menge ist nach unserer ,,Definition vollkommen bestimmt
durch die Gesamtheit ihrer Elemente. Zwei Mengen M und N gelten
demgemiB dann, aber auch nu» dann, als gleich (in Zeichen: M = N),
wenn sie die ndmlichen Elemente enthalten. Dabei kénnen die beiden
Mengen ibrigens sehr wohl auf verschiedene Arten definiert sein. Z. B.
ist die Menge der Zahlen mit der Eigenschaft ,,eine der fiinf kleinsten
Primzahlen zu sein’ gleich der Menge der Zahlen mit der Eigenschaft
,,mit einer der Zahlen 2, 3, 5, 7, 11 zusammenzufallen‘‘; die beiden
Eigenschaften sind zwar untereinander logisch verschieden, aber ,,vom
gleichen Umfang** (umfangsgleich). Man bedient sich zur Bezeichnung
der Tatsache, daB eine Menge M die Elemente a, b, ¢ usw. enthilt,
der Schreibweise

M=1{ab, c ..};

hier kénnen entweder die in M enthaltenen Elemente simtlich inner-
halb der geschweiften Klammern hingeschrieben, oder es kann durch
Punkte angedeutet werden, daB die weiteren Elemente der Menge als
bekannt anzusehen sind.

Auf die Méngel der angegebenen CANTORschen Definition der Menge
und auf die Frage, in welcher Richtung eine andere Erklirung des
Mengenbegriffs gesucht werden konnte, werden wir spiter (im vierten
und fiinften Kapitel) zurtickkommen; bis dahin bleiben wir bei der
CanTorschen Definition, die uns véllig hinreichende Dienste leisten wird.

§ 8. Die Begriffe der Aquivalenz, der Teilmenge, der
unendlichen Menge.

1. Abbildung und Aquivalenz. Derjenige Begriff, auf dem sich die
Einfithrung ,,unendlicher Zahlen“ und das Rechnen mit ihnen in erster
Linie aufbaut, ist der Begriff der Aquivalenz.

In den Beispielen 1. und 2. des vorigen Paragraphen wurde einmal
eine Menge von acht Friichten, dann eine Menge von acht Zahlen be-
trachtet und darauf hingewiesen, daB beide Mengen sich lediglich
durch die Natur ihrer Elemente unterscheiden; ihre Elemente kénnen
also (iibrigens auf mannigfache Art) derart aufeinander bezogen wer-
den, daB jeder bestimmten Frucht je eine einzige Zahl und umgekehrt
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jeder der acht Zahlen je eine Frucht entspricht. Das gleiche gilt z. B.
von den beiden im Beispiel 6. betrachteten Mengen, der Menge aller
reellen Zahlen und derjenigen aller Punkte einer geraden Linie; wie
sich aus der dortigen Betrachtung ergibt, kénnen die Elemente beider
Mengen einander in solcher Weise zugeordnet werden, daB zu jeder
reellen Zahl ein einziger Punkt gehort und umgekehrt.

Derartige Zuordnungen gehoren zu den primitivsten und unent-
behrlichsten Funktionen des menschlichen Denkens. Auf einer hin-
reichend frithen Kulturstufe freilich wird man noch nicht verschieden-
artige Gegenstinde einander zuordnen, sondern nur z. B. verschiedene
Haufen von Niissen miteinander vergleichen und fiir den einen Haufen
ein Mehr oder Gleichviel an Niissen feststellen wie fiir den anderen.
Einen ungeheuren Schritt dariiber hinaus, der im Grunde die Geburts-
stunde des Zahlbegriffs bezeichnet, hat man aber bereits getan, sobald
man die Beschrinkung auf gleichbenannte Gegenstinde fallen 148t
und — auf einer Kulturstufe, wo Zahl und Zihlen noch fernliegende
Dinge sind — auch schon z. B. einen Haufen Niisse und eine Handvoll
Glasperlen (z. B. zu Tauschzwecken) miteinander vergleicht, indem
man in willkiirlicher Weise nacheinander je eine NuB und eine Perle
herausgreift und einander gegeniiberlegt. Das Resultat ergibt dann,
je nachdem schlieBlich Niisse, Perlen oder keine von beiden {iibrig-
bleiben, daB mehr Niisse, mehr Perlen oder von beiden gleich-
viel vorhanden waren; im letzten Fall haben sich die zwei Mengen
als gleichgroB (gleichanzahlig) erwiesen. Auf diese Weise 1dBt sich,
und zwar sowohl psychologisch wie auch logisch-mathematisch?,
der Begriff der endlichen Anzahl einfiihren (als das Gemeinsame
endlicher Mengen, deren Elemente einander gegenseitig eindeutig
zugeordnet werden konnen). Das wissenschaftlich und iiberhaupt
kulturell Bedeutsame dieser Einfilhrung liegt darin, daB an Stelle
individuell verschiedener und beschrinkter Mengen von Vergleichs-
objekten (z. B. Niissen) nunmehr in der Gesamtheit aller endlichen
Anzahlen 1, 2, 3, ... eine universelle und unerschépfliche Ver-
gleichsmenge zur Verfiigung steht, deren Elemente keine zufilligen
duBeren Merkmale mehr aufweisen, sondern allein durch ihre Eignung
zum ZihlprozeB vollig charakterisiert sind.

Dieser Anzahlbegriff scheint uns zun4chst nur fir Mengen mit end-
lichvielen Elementen einen Sinn zu haben. Nichts hindert uns indes,
das Verfahren der Zuordnung auf ganz beliebige Mengen anzuwenden.
Wir setzen demnach fest:

Definition 1. Eine Menge M heit einer Menge N 4dquivalent,
wenn die Elemente von N den Elementen von M umkehrbar eindeutig

1 Siehe z.B. Katz[1], bes. S.31—33, und WEBER-EpPsTEIN [1], S.1—18,
wo auch weitere Literaturangaben zu finden sind.
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(gegenseitig eindeutig, ein-eindeutig) zugeordnet werden konnen,
d. h. in solcher Weise, dall vermége der Zuordnung jedem Element von
M ein einziges Element von N, aber gleichzeitig auch umgekehrt jedem
Element von N ein einziges von M entspricht.

Damit eine Menge einer anderen dquivalent sei, muB} die fragliche
Zuordnung also umkehrbar eindeutig sein, nicht nur eindeutig schlecht-
hin. Ist z. B. M eine Menge von fiinf Apfeln, N die Menge der drei
Zahlen 1, 2, 3, so konnte man dem ersten Apfel die Zahl 1, dem zweiten
Apfel die Zahl 2, jedem der drei folgenden Apfel aber die Zahl 3 zu-
ordnen. Diese Zuordnung ist eindeutig, aber nicht umkehrbar ein-
deutig; denn bei ihr entspricht zwar jedem Apfel eine einzige, ganz be-
stimmte Zahl, aber umgekehrt entsprechen der Zahl 3 nicht nur ein
einziger, sondern drei Apfel; beide Mengen brauchen daher nicht dqui-
valent zu sein (und sind es auch wirklich nicht). In einem Lande,
in dem die Polygamie herrscht, ist jeder z.Zt. verheirateten Frau ein-
deutig ein verheirateter Mann (als ihr Mann) zugeordnet, wihrend um-
gekehrt bei gewissen polyandrisch lebenden Vélkerschaften jedem ver-
heirateten Mann eindeutig eine ebensolche Frau entspricht. In beiden
Fallen ist die Zuordnung nicht umkehrbar eindeutig; wohl aber ist sie
dies in den Staaten mit Monogamie, wo daher die Menge aller ver-
heirateten Manner derjenigen aller verheirateten Frauen dquivalent ist.

Um zu zeigen, daB eine gegebene Menge einer anderen nicht dqui-
valent ist, geniigt es gemaB Definition 1 natiirlich keineswegs, eine nicht
eindeutige oder nicht umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den
beiderseitigen Elementen herzustellen; dazu ist vielmehr der Nachweis
erforderlich, daB iiberhaupt keine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen den Elementen beider Mengen moglich ist (vgl. hierzu S. 491.).

Ausdriicklich werde noch auf folgenden Unterschied hingewiesen:
Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen zweier
endlicher Mengen kann z. B. in der Weise definiert werden, daB je zwei
einander zuzuordnende Elemente direkt einander gegeniibergestellt
oder durch eine (etwa tabellarische) Aufzihlung bezeichnet werden.
Das ist natiirlich bei unendlichen Mengen nicht méglich. Hier kann
die Zuordnung, wenn man sie ausdriicklich anzugeben wiinscht, nur
durch ein Gesetz definiert werden, d.h. durch eine allgemeine Regel,
die eine endliche Formulierung zuldBt, aber dennoch fiir alle unendlich-
vielen Elemente die Zuordnungsvorschrift eindeutig liefert.

Der Leser, dem der Begriff der Funktion einigermaBen vertraut ist (wenn
auch nur von den so hiufigen graphischen Darstellungen funktionaler Zu-
sammenhédnge her), werde noch darauf hingewiesen, daB es sich bei der

»Zuordnung® um mnichts anderes handelt als eben den Funktionsbegriff, auf
den wir ausfithrlicher noch auf S. 6l zu sprechen kommen!. In der Tat

1 Die nichsten Betrachtungen konnen von dem weniger geiibten Leser bei
der erstmaligen Lektiire iiberschlagen werden. Allgemein wird in diesem Buch
— vor allem in den ersten Abschnitten, wihrend deren Durcharbeitung sich der

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 2
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liegt, wenn eine Zuordnung jedem Element der Menge M eindeutig je ein
Element der Menge N entsprechen 1aBt, eine eindeutige! Funktion y = f(#) vor;
das Argument x der Funktion (die ,,unabhingige Verdnderliche*) durchlauft da-
bei alle Elemente der Menge M, wihrend die Funktionswerte y (die Werte der
,,abhéngigen Verinderlichen‘) simtlich der Menge N angehoren, aber nicht unter-
einander stets verschieden zu sein brauchen. Der letzte Umstand hindert im
allgemeinen daran, die Funktion auch ,,umzukehren®, d.h. x als (eindeutige)
Funktion von y aufzufassen; denn zu verschiedenen Argumentwerten » kann
eben der namliche Funktionswert y gehodren (z. B. zu verschiedenen Tageszeiten
die namliche Temperatur).

Dieser Gedanke der Zuordnung gestattet es iibrigens, sich von der Beschran-
kung, die in der Verschiedenheit samtlicher Elemente einer Menge (S. 14) liegt,
freizumachen, wenn ein Bediirfnis dazu vorliegt (vgl. z. B. S. 83). Geht man namlich
von einer Menge M aus, so definiert eine Funktion y = f(#), deren Argument »
die Elemente von M durchliauft, eine Gesamtheit von Funktionswerten y, die
nicht alle untereinander verschieden zu sein brauchen; vielmehr wird in dieser
Gesamtheit ein bestimmter Wert y, ,,s0 oft® vorkommen, wie die ,,Anzahl‘
der verschiedenen Argumentwerte x angibt, zu denen eben dieser Funktions-
wert f(¥) = ¥, gehort. Ein in der Mathematik sehr haufig vorkommendes Beispiel
stellt eine (endliche oder unendliche) Folge (z. B. von Zahlen) dar:

Ay, Gy, A3, ...y Ay, ...}
die Menge der Argumente ist die Gesamtheit der (natiirlich untereinander ver-
schiedenen) Indizes, d.h. der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,..., #,... (eventuell
bis zu einer letzten Zahl); die Zahlen a,, a, usw. selbst aber brauchen keineswegs
untereinander verschieden zu sein, sie konnen z. B. die Ziffernfolge eines unend-
lichen Dezimalbruchs durchlaufen, etwa von 7 = 3,14159... .

Ist schlieBlich — in Spezialisierung der Verhialtnisse des vorletzten Absatzes —
die Funktion y = f(#) (eindeutig) wmkehrbar, d. h. gehort zu jedem Element y
der Menge N der Funktionswerte auch nur ein einziger Argumentwert » aus M,
so leistet die Funktion eine wumkehrbar eindeutige Zuordnung. In diesem Fall
ist also die Menge N der Menge M &aquivalent. Der Aquivalenzbegriff ist somit
nichts Neues, sondern griindet sich ganz und gar auf den in den verschiedensten
mathematischen Gebieten auftretenden Begriff der umkehrbaren (willkiirlichen)
Funktion.

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den FElementen
zweier Mengen wollen wir auch kurz eine Abbildung der beiden
Mengen aufeinander nennen; eine solche Abbildung (bzw. die Vorschrift
oder das Gesetz, wonach sie hergestellt wird) wird in der Regel mit
einem groBen griechischen Buchstaben (@, ¥ usw.) bezeichnet werden.

Demnach sind von den Beispielen des vorigen Paragraphen ein-
ander dquivalent die Mengen unter 1. und 2., dann die beiden unter 6.
betrachteten Mengen, endlich auch die Mengen unter 4. und 5. Weitere
Beispiele dquivalenter Mengen werden uns noch in diesem und in
den folgenden Paragraphen beschiftigen.

Leser von selbst eine gewisse Ubung aneignen wird — durch kleineren Druck
gewisser Stellen stets angedeutet, daB8 die betreffenden Betrachtungen von etwas
schwierigerer Natur sind und vom Leser beiseite gelassen werden kénnen, ohne da
dadurch das Verstiandnis der spiteren Uberlegungen merklich beeintrachtigt wird.

1 Unter ,,Funktion* wird auch ohne weitere Hinzufiigung immer ,,eindeutige
Funktion** verstanden, d. h. eine solche, die jedem Argumentwert nur einen ein-
zigen Funktionswert zuordnet.
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2. Grundeigenschaften der Aquivalenz. Schon an dieser Stelle seien drei
Eigenschaften der Aquivalenz hervorgehoben, die fast selbstverstiandlich scheinen,
aber dennoch eines Beweises bediirftig und fihig sind. Vor allem st jede be-
liebige Menge sich selbst dquivalent; um dies zu erkennen, braucht man nur
die Menge auf sich selbst in der Weise abzubilden, daB jedes einzelne Element
sich selber zugeordnet wird. Man nennt aus diesem Grund die Aquivalenz eine
veflexive Beziehung. Ebenso leicht ist einzusehen, daB die Beziehung der Aqui-
valenz zwischen zwet Mengen eine gegenseitige oder symmetrische ist, daB also, falls
die Menge M der Menge N iquivalent ist, auch umgekehrt die letztere der ersteren
aquivalent ist. Da namlich die in Frage stehende Zuordnung nicht nur eindeutig
schlechthin, sondern umkehrbar eindeutig ist, so wird auch jedem Element von
N ein Element von M eindeutig, und zwar umkehrbar eindeutig zugeordnet, was
gemaB der Definition gerade besagt, daB die Menge N der Menge M &quivalent
ist. Um diese Uberlegung anschaulicher zu machen, verstehen wir unter M die
in Beispiel 1. des vorigen Paragraphen betrachtete Menge von Friichten, unter
N die in Beispiel 2, vorgefithrte Menge von Zahlen. DaB die Menge M der Menge N
aquivalent ist, 148t sich dann anschaulich machen durch das folgende Schema:

M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Aprikose

4 4 4 4 4 1 1 4
v v ¥ v y v
N:o 1 2 3 4 5 6 7 8,

in dem die doppelte Zuspitzung der Pfeile andeutet, daB die Zuordnung umkehr-
bar eindeutig ist; dasselbe Schema besagt aber offenbar gemaB8 unserer Defi-
nition, daB auch umgekehrt die Menge N der Menge M &4quivalent ist. Durch
diese der Aquivalenz zukommende Eigenschaft der Gegenseitigkeit gewinnen
wir erst das — teilweise schon benutzte — Recht, schlechthin von der Aquivalenz
,,zweier Mengen*‘ oder ,,zwischen zwei Mengen* oder von einer Abbildung ,,zwischen
zwei dquivalenten Mengen* zu sprechen oder zu sagen, zwei Mengen seien ,,ein-
ander iquivalent® — kurz: Ausdrucksweisen fir die Aquivalenz und die Ab-
bildung zu gebrauchen, bei denen beide Mengen als gleichberechtigt erscheinen.
Um die dritte und letzte hier hervorzuhebende Eigenschaft der Aquivalenz
kennenzulernen, gehen wir aus von drei Mengen M, N und P, von denen ein-
mal M und N, ferner N und P #iquivalent sein sollen; unser Ziel ist der Nach-
weis, daB auch M und P iquivalent sind oder daB die Aquivalenz, wie man
sich ausdriickt, eine transitive (etwa: fortwirkende) Beziehung ist. Es bezeichne
@ eine (wegen der vorausgesetzten Aquivalenz sicherlich existierende) Abbildung
zwischen den Mengen M und N, ¥ eine ebensolche zwischen N und P. Ist m
irgendeirt Element von M, so ordnet ihm die Abbildung @ ein bestimmtes Ele-
ment # von N, diesem wiederum die Abbildung ¥ ein bestimmtes Element p
von P zu; da die Abbildungen @ und ¥ umkehrbar eindeutig sind, entspricht
dem Element p von P vermége ¥ auch nur das einzige Element # von N
und diesem vermoge @ das einzige Element m von M. Wir setzen nun fest, daB
dem Element m von M das Element p von P (und damit diesem jenes) zu-
geordnet werden soll; wird diese Festsetzung fiir alle Elemente # von M und damit
fiir alle Elemente p von P getroffen, so erhalten wir offenbar eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung zwischen allen Elementen von M und allen Elementen von P.
Die Moglichkeit der Herstellung einer derartigen Zuordnung beweist nun in der
Tat, daB die Mengen M und P Aquivalent sind; sind also zwei Mengen einer und
derselben dyitten Menge dquivalent, so sind sie auch unteveinander dquivalent.
Um diesen Beweisgang zu veranschaulichen, fiigen wir zu den zwei im vor-
letzten Absatz betrachteten Mengen M und N noch eine dritte Menge P hinzu,
die etwa acht verschiedene Niisse enthalten moge; diese Menge P ist offenbar
aquivalent der aus acht Zahlen bestehenden Menge N. Je eine Abbildung zwischen
2%
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den Mengen M und N einerseits und zwischen den Mengen N und P andererseits
veranschaulicht uns das folgende Schema:

M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Aprikose

4 4 4 A ey A I A
v v v v v v v
N: 1 2 3 4 5 6 7 8
4 A A 4 4 A 4
v v v v v v v
P: NuB NuB NuB NuBl NuB NuB NufB NuB.

Eine Abbildung zwischen den Mengen M und P und damit den Nachweis der
Aquivalenz dieser beiden Mengen gewinnt man hieraus (entsprechend dem eben
durchgefithrten Beweisverfahren) einfach dadurch, daB man die Elemente der
Menge N wegstreicht und dann je zwei untereinanderstehende Elemente der
Mengen M und P einander zuordnet. (Man hat damit ersichtlich die Umkehrung
des Verfahrens durchgefiihrt, das die Vergleichung zweier Mengen von Gegen-
stinden durch Zwischenschaltung einer Menge von Zahlen, d.h. durch ,,Ab-
zahlung‘ der Mengen, lehrt.)

Die Tatsache, daBl zwei Mengen M und N #quivalent sind, be-
zeichnet man durch die Schreibweise: M ~ N (gelesen: M #quivalent
N). Unsere letzten Betrachtungen zeigen, daBl jeder Menge M die
Eigenschaft M ~ M zukommt, daB ferner zugleich mit M ~ N stets
auch N ~ M gilt und daB endlich aus den beiden Beziehungen M ~ N,
N ~ P die Beziehung M ~ P folgt. Oder in Worten: die Aqui-
valenz von Mengen ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Beziehung. In einer Gesamtheit von Mengen, unter denen jede einer
bestimmten unter ihnen Zquivalent ist, ist daher jede vorkommende
Menge jeder anderen #quivalent.

3. Begriff der Teilmenge. Es sei eine Menge M gegeben. Wir denken
uns einen Teil ihrer Elemente willkiirlich herausgegriffen und fassen die
durch sie bestimmte Menge M’ ins Auge; eine solche Menge M’ heifit
eine Untermenge oder Teilmenge der Menge M. Also:

Definition 2. Eine Menge M’ hei3t eine Teilmenge der Menge M,
wenn jedes Element von M’ gleichzeitig auch Element von M ist.

Darunter ist auch der Grenzfall enthalten, daB3 alle Elemente von
M in der Teilmenge M’ vorkommen, d.h. daB die Mengen M und
M’ gleich sind; in diesem Fall ist gleichzeitig M’ Teilmenge von M
und M Teilmenge von M’; man nennt dann M’ zuweilen eine un-
eigentliche Teilmenge von M. Enthilt dagegen M auch Elemente,
die sich in M’ nicht finden, so spricht man der Deutlichkeit wegen
notigenfalls von einer eigentlichen (echten) Teilmenge M.

So hat z. B. die Menge {1, 2, 3} die sieben Teilmengen {1}, {2}, {3},
{1,2}, {2,3}, {1,3} und {1,2,3}; alle bis auf die letzte, die eine uneigent-
liche Teilmenge ist, sind eigentliche Teilmengen der Menge {1,2,3}. Diese
Menge und all ihre Teilmengen sind andererseits eigentliche Teilmengen
der Menge {1, 2, 3, 4, ...} aller natiirlichen Zahlen; ebenso ist z. B.
die Menge aller geraden Zahlen {2, 4, 6, 8, ...} eine Teilmenge der
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Menge aller natiirlichen Zahlen, und zwar eine eigentliche Teilmenge,
weil die (in der Menge aller natiirlichen Zahlen vorkommenden) un-
geraden Zahlen 1, 3, 5, ... in ihr nicht enthalten sind.

Nach der Definition der Teilmenge leuchtet ein, daB, wenn M eine
Teilmenge der Menge N und N eine Teilmenge der Menge P ist, auch
M eine Teilmenge von P ist. Ferner ist offenbar jede Teilmenge einer
endlichen Menge wiederum endlich.

Aus rein formalen Griinden, namentlich um gewisse * Tatsachen
einfacher und bequemer aussprechen zu konnen, fithren wir an dieser
Stelle noch eine uneigentliche Menge ein, die sogenannte Nullmenge?l.
Diese ist dadurch definiert, daB sie iiberhaupt kein Element enthilt;
sie ist also vermége der Definition von S.4 gar keine Menge, soll
aber auf Grund besonderer Festsetzung, also einer Erweiterung jener
Definition, als solche, und zwar als endliche Menge gelten und. mit 0
bezeichnet werden®. Thren Wert gewinnt die Einfithrung der Nullmenge
namentlich durch die folgende Definition, die sich spiter als niitzlich
erweisen wird: Die Nullmenge O soll als (uneigentliche) Teilmenge jeder
beliebigen Menge — auch von sich selbst — gelten. Dies steht offenbar
noch im Einklang mit Definition 2.3* Bei dieser Prizisierung des Be-
griffs ,, Teilmenge’* besitzt die oben als Beispiel angefiihrte Menge {1, 2, 3}
nunmehr 8 = 23 Teilmengen.

Merkwiirdigerweise haben einige Autoren (z. B. Dieck [2], S.102 und 106)
AnstoB an vorstehenden Definitionen genommen, nach denen auch die Null-
menge als ,,Menge‘* gilt und zu den Teilmengen einer Menge M auch M selbst
sowie die Nullmenge gerechnet wird; diese Erklirungen sind geradezu als ,,in
sich widerspruchsvoll*“ angesprochen worden.? Offenbar sind diese Einwande
vollig grundlos und einer allzu ausschlieBlich auf die sogenannte ,,Realdefinition*
eingeschworenen Auffassung entsprungen: der Auffassung etwa, als ob Begriffe
wie , Menge* und ,,Teilmenge gewissermaBen fertig dagewesen und von den
Mathematikern vorgefunden worden seien, die nun — im Lichte der Wahrheit be-
sehen — MiBbrauch damit getrieben hitten. In Wirklichkeit ist die Definition
eine Festsetzung, die nichts Neues schafft, vielmehr letzten Endes nur der (aller-
dings praktisch unentbehrlichen) Vereinfachung der Ausdrucksweise dient und daher

1 Die ,,Nullklasse“ ist zunichst von den Vertretern der Logistik (vgl. § 15)
verwendet, dann aber als Nullmenge von ZERMELO und anderen systematisch
in der Mengenlehre benutzt worden.

% Eine Verwechselung zwischen der Zahl 0 und der Nullmenge 0 wird nicht
auftreten konnen, auch da nicht, wo (wie z. B. auf S. 70) das Zeichen 0 bald nach-
einander in der einen und in der anderen Bedeutung vorkommt.

3% Man kann sich diese Festsetzung so plausibel machen: FaBt man von den
Elementen einer gegebenen Menge M diejenigen zusammen, die eine gewisse Eigen-
schaft besitzen, so entsteht eine Teilmenge von M. Ist die Eigenschaft speziell
von solcher Art, daB8 kein Element von M sie besitzt, so wird die entstehende
Teilmenge zur Nullmenge; dagegen entsteht eine Teilmenge mit einem einzigen
Element, wenn die Eigenschaft nur diesem allein zukommt.

4 Die derart (in diesem wie in vielen anderen Punkten) orientierten, durch die
,,Philosophie des Als-Ob* irregeleiteten Auffassungen erfahren eine biindige Wider-
legung bei StupY [1,] und BEeTscu [1].
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rein nach Momenten der Zweckmdfigkeit, nicht etwa der ,,Richtigkeit‘ zu treffen
und zu beurteilen ist; so erweist es sich als selbstverstindlich, daB die nimliche
Bezeichnung anders in der Wissenschaft als im taglichen Leben, anders in dieser
als in jener Wissenschaft, ja selbst in verschiedenen Teilen derselben Wissenschaft
verschieden gebraucht werden kannl, wobei nur natiirlich jede Verwechselung
ausgeschlossen bleiben muB. Im vorliegenden Fall ist es lediglich zweckmdpfig
und bequewm, neben den durch die Definition von S. 4 bezeichneten ,,Zusammen-
fassungen‘ auch noch die ,,Nullmenge‘‘ als Menge zu betrachten, ferner die letz-
tere, wie es sich dem Wortlaut der Definition 2 formell einfugt, als ,,Teilmenge‘
jeder Menge aufzufassen, schlieBlich auch jede Menge als Teilmenge von sich
selbst anzusehen (wie man ja auch eine ganze Zahl als,,Teiler* von sich selbst
bezeichnet). Mit ,,Richtigkeit*‘ haben alle diese Festsetzungen iiberhaupt nichts
zu tun — wenn sie nur widerspruchsfrei zuldssig sind, wie dies ohne weiteres
einleuchtet. Ubrigens hat sich eine derartige, der ,,Nominaldefinition* zuneigende
Auffassung weit iiber die Reihen der Mathematiker hinaus auch bei den Logikern
mehr und mehr durchgesetzt; es sei etwa auf Sicwart[l], Bd.1l, S.379 ver-
wiesen.

4. DEpExiNDS Kennzeichnung der unendlichen Mengen. Es sei M
eine endliche Menge. Darunter wollen wir zunichst (wie bisher)
im diblichen naiven Sinn eine Menge von endlichvielen Elementen
verstehen (z. B. die Menge der hundert natiirlichen Zahlen von 1 bis
100 oder die Menge aller Druckzeichen in dem vorliegenden Buch);
dieses ,,endlich‘‘ liuft offenbar darauf hinaus, daB es eine natiirliche
Zahl n derart gibt, daf M gerade n verschiedene Elemente enthalt
und somit der Zahlenmenge {1, 2, 3, ..., n} dquivalent ist. Bedeutet
M’ eine eigentliche Teilmenge von M (also eine Menge, die einige,
aber nicht alle unter jenen hundert Zahlen oder unter diesen
Zeichen enthilt), so sind M und M’ sicher nicht dquivalent. Denn
beginnt man der Reihe nach irgendwie jedem Element von M in um-
kehrbar eindeutiger Weise je ein Element von M’ zuzuordnen, so wird
schlieBlich — und zwar nach endlichvielen Schritten — die Menge
M’ erschopft sein, wihrend in M noch Elemente {ibrig sind, denen
kein Element von M’ zugeordnet ist. Der hierdurch gedanklich vollig
bestimmte Beweis dieser fast trivial erscheinenden arithmetischen Tat-
sache, die eines strengen Nachweises fihig und bediirftig ist, soll hier
nicht genauer ausgefiihrt werden?.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse bei unendlichen Mengen,
also bei Mengen, die unendlichviele Elemente enthalten, wie wir solche
Mengen in den Beispielen 4. bis 7. des vorigen Paragraphen kennen-
gelernt haben. Man iiberzeugt sich leicht, zunichst freilich mit einiger
Uberraschung, von der folgenden merkwiirdigen Tatsache: Zwei un-

1 In einer Theorie der Farben koénnte z. B., je nachdem es fir den beab-
sichtigten Zweck einfacher ist, WeiB entweder als ,,Farbe‘ aufzufassen sein oder
nicht.

2 Fir nahere Ausfithrung dieses und verwandter, der Arithmetik zugehoriger
Punkte vergleiche man z. B. WEBER-EPsTEIN [1], S.11; HOLDER [2], S.15;
Loewy [1], S. 384.
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endliche Mengen, von denen die eine eine eigentliche Teilmenge der anderen
ist, konnen dennoch sehr wohl einander dquivalent sein.

Betrachten wir z. B. neben der Menge M aller natiirlichen Zahlen 1, 2,
3, ... die Menge M’, die aus M durch Streichung der Zahl 1 hervorgeht,
also die Menge M’'= {2, 3, 4, ...}! M’ ist offenbar eine eigentliche
Teilmenge von M. Um anschaulich zu zeigen, daB3 diese zwei Mengen
M und M’ &quivalent sind, beziehen wir ihre Elemente der Reihe
nach in folgender Weise durch Pfeile aufeinander:

M. 1 2 3 4 5 6 7 8 ...m...
A A 4 T 4 4 4 4
v v v vy v v v v
M2 3 1 5 6 7 8 9..m11...

Wenn wir uns, um den Sachverhalt bequemer veranschaulichen und
formulieren zu kénnen, bei der Anschreibung der Teilmenge M’ deren
Elemente mit roter Tinte aufgezeichnet denken, so konnen wir unser
Verfahren so beschreiben: Es wird jeder schwarzen Zahl m die
rote Zahl m 4+ 1 oder (anders ausgedriickt) jeder roten Zahl m’
die schwarze m'— 1 zugeordnet. Diese Zuordnung ist ersichtlich um-
kehrbar eindeutig. Die Mengen sind also wirklich dquivalent, obgleich
M’ nur einen Teil der Elemente von M enthilt, namlich sie alle mit
Ausnahme des Elementes 1.

Der Leser mache sich zum besseren Verstindnis alles Folgenden
dieses erste und denkbar einfachste Beispiel der Aquivalenz von zwei
anscheinend ,,verschieden groBen‘‘ Mengen recht deutlich; er wird be-
merken, wie das Gelingen einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung
wesentlich darauf beruht, daB die Mengen unendlichviele Elemente
enthalten. Wiren M und M’ endlich und enthielten sie — abgesehen
von der nur in M vorkommenden Zahl 1 — die nidmlichen Elemente,
so wiirde eine umkehrbar eindeutige Zuordnung nicht herstellbar sein;
denn am SchluB bliebe dann in der Menge M ein letztes Element iibrig,
dem kein Element aus M’ gegeniiberstinde. Natiirlich muB8 die Ab-
bildung, aus der wir die Aquivalenz von M mit einer eigentlichen Teil-
menge M’ ablesen, iiberdies unter anderem die Eigenschaft haben,
daB sie nicht etwa jedes Element sich selbst zuordnet; von unserem all-
gemeinen Standpunkte aus (Definition 1) haben indes die héchst spe-
ziellen Abbildungen, die jedes Element sich selbst zuordnen, nicht den
mindesten Vorzug vor allgemeineren Abbildungen, und nur die véllige
Verkennung dieses Umstandes kann zu so schweren (auch sonst zuweilen
anzutreffenden) Irrtiimern fithren wie denen, auf die sich die wertlose
Schrift NOLTE [1] griindet.

Zahlreiche weitere Beispiele der Aquivalenz von Mengen, von denen
die eine eine eigentliche Teilmenge der anderen ist, werden uns in diesem
wie in den nichsten Paragraphen noch entgegentreten; hier sei be-
sonders auf die Beispiele hingewiesen, die durch die Abbildungen 4 und 5
(S. 51 und 52) in leicht verstidndlicher Weise illustriert werden.
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Diese Erscheinung, daB eine Menge gewissermaBen ,,gleichviel Ele-
mente enthalten kann wie eine eigentliche Teilmenge von ihr, steht in
einem gewissen Kontrast zu dem bekannten Satz: Das Ganze ist stets
groBer als ein Teil davon. Das Auffillige dieses Kontrastes, den z. B.
schon GALILEI klar hervorgehoben hat, hat historisch beim Zugang zum
Begriff des Aktual-Unendlichen eine wesentliche und zunéchst hinderliche
Rolle gespielt, da es die unendlichen Mengen, die eine so paradoxe
Eigenschaft besitzen, zu diskreditieren schien. In Wirklichkeit war indes
jener Satz vom Ganzen und Teil nur im Gebiet des Endlichen erprobt
und es lag kein Grund vor zu erwarten, daB er bei dem Riesenschritt,
der vom Endlichen zum Unendlichen fithrt, seine Giiltigkeit unver-
andert bewahre 1.

Den angefithrten grundlegenden Unterschied zwischen unendlichen
und endlichen Mengen, nimlich das Bestehen oder Nichtbestehen einer
Aquivalenz zwischen der Menge M und einer eigentlichen Teilmenge
von M, hat man nun — vom naiven Begriff der endlichen und der un-
endlichen Menge absehend — geradezu zur Definition der Begriffe
,,unendliche Menge” und ,,endliche Menge* benutzt. Im Anschluf} an
Peirce und namentlich an die berithmte Schrift [2] des hervorragenden
Braunschweiger Mathematikers R. DEDEKIND (1831 bis 1916) bedient
man sich nidmlich der folgenden

Definition 3. Eine Menge M heift unendlich oder transfinit
(iiberendlich), wenn es eine eigentliche Teilmenge von M gibt, die zu M
dquivalent ist; gibt es keine zu M &4quivalente eigentliche Teilmenge
von M, so wird M als eine endliche Menge bezeichnet.

5. Verhiltnis der gewdhnlichen zur DepekinDschen Kennzeichnung.
Wie man sieht, unterscheidet sich Definition 3 von der naiven Kenn-
zeichnung der Endlichkeit oder Unendlichkeit einer Menge (S. 22)
namentlich auch dadurch, daB in letzterem Fall die endliche Menge
positiv (wesentlich mittels des Begriffs der natiirlichen Zahl) definiert
wird und die unendliche negativ, als nicht-endliche Menge erscheint,

1 Noch paradoxer erscheint die Aquivalenz zweier anscheinend sehr umfangs-
verschiedener unendlicher Mengen, wenn man sie sckeinbar ins praktische Leben
iibertragt; das sich dabei einstellende unbehagliche Gefiihl 16st sich, wenn man
sich klar macht, daB die Wirklichkeit eben nur eine scheinbare ist und darauf
unser Empfinden nicht geeicht ist. Bekannt ist so die Geschichte von Tristram
Shandy, der daran geht, seine Lebensgeschichte zu schreiben, und zwar so pedan-
tisch, daB er zur Schilderung der ersten Tage seines Lebens je ein volles Jahr be-
notigt. Er wird natiirlich mit seiner Biographie niemals fertig, wenn er so fort-
fahrt. Wiirde er indes unendlich lang leben (etwa ,,abzahlbar unendlichviele*
Jahre in der Ausdrucksweise des nichsten Paragraphen), so wiirde seine Bio-
graphie ,,fertig*; es wiirde dann namlich, genauer ausgedriickt, jeder noch so
spate Tag seines Lebens schlieBlich eine Schilderung bekommen, weil das fiir diese
Arbeit an die Reihe kommende Jahr eben irgend einmal in seinem Leben erschiene.
(Vgl. die Zuordnungen auf S. 29ff.)
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wihrend nach Definition 3 die unendliche Menge den primédren Begriff
darstellt, die endliche aber als nicht-unendliche Menge erklirt wird.

Wir wollen uns in unseren ferneren Uberlegungen der Einfachheit halber
mit der naiven, in mancher Hinsicht vorzuziehenden Auffassung der
Begriffe einer ,.endlichen” bzw. ,,unendlichen Menge begniigen, wie
wir sie bisher schon mehrfach benutzt haben. Es bietet aber keine
wesentlichen Schwierigkeiten, sich lediglich auf die soeben ausge-
sprochene Definition zu stiitzen und mit ihr allein sich die Begriffe
,.endlichviele und ,,unendlichviele erklirt zu denken (vgl. indes
S.298f). Um dem Leser eine Anschauung davon zu geben, daB
wirklich die Definition 3 den ndmlichen Begriffsumfang fir ,,endlich*
und ,,unendlich‘ liefert wie die Definition des gewohnlichen Sprach-
und Denkgebrauchs, mégen hier noch einige diesbeziigliche Bemer-
kungen angeschlossen werden; auf liickenlose Strenge im Beweis soll
bei dieser eingeschalteten Betrachtung kein Wert gelegt werden, es
kommt nur auf eine Andeutung des Gedankenganges an.

Vor allem ist zu zeigen, daB im Sinne unserer Definition esne unendliche Menge
niemals einey endlichen dquivalent sein kann; wire dem nicht so, so kénnten wir
dieDefinition nicht als brauchbar betrachten, da unsvielmehr gerade der Aquivalenz-
begriff die Handhabe geben soll sogar zur weiteren Untereinteilung sowohl der end-
lichen wie der unendlichen Mengen (vgl. S. 55ff.). Zum Nachweis jener Tatsache
gehen wir aus von einer im Sinne der Definition 3 unendlichen Menge M, d. h. von
einer solchen, die eine zu M Aquivalente eigentliche Teilmenge M’ besitzt. Es sei N
irgendeine zu M #quivalente Menge; wir haben zu zeigen, daB auch N im Sinne
unserer Definition unendlich ist (was ja nur die positive Wendung der zu be-
weisenden Tatsache darstellt). Zu diesem Zweck werde eine bestimmte Abbildung
zwischen den dquivalenten Mengen M und N mit @ bezeichnet; durch diese Ab-
bildung werden dann den Elementen der Teilmenge M’ von M von selbst die Ele-
mente einer gewissen Teilmenge von N in umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnet ;
diese zu M’ #aquivalente Teilmenge von N mége N’ heiBen. Da M’ nicht
alle Elemente von M enthilt, wird auch N’ nicht alle Elemente von N enthalten,
d. h. N’ ist eine eigentliche Teilmenge von N. Endlich ist N’ ~ N, wie aus den
Beziehungen N’ ~M’, M’ ~M und M ~N gemiaB S. 20 hervorgeht. N besitzt
also die zu N #Aquivalente eigentliche Teilmenge N’, d.h. N ist wirklich, wie wir
zeigen wollten, im Sinne der Definition 3 eine unendliche Menge.

Um den Nachweis zu fithren, da8 unsere Definition der endlichen und der
unendlichen Menge im Einklang steht mit der naiven Vorstellung, die wir von
Mengen mit ,endlichvielen oder mit ,,unendlichvielen* Elementen haben,
kénnen wir folgenden Gedankengang einschlagen. GemiB S. 22 wird durch die
Behauptung, die Menge M enthalte nur endlichviele Elemente, die Existenz
einer natirlichen Zahl # von solcher Art ausgedriickt, daB M &quivalent ist der
Menge von Zahlen {1, 2, 3, ..., n}; gibt es keine derartige natiirliche Zahl #, so
sagen wir, M enthalte unendlichviele Elemente. Nach S.22 ist eine Menge N

1 RusseLL (vgl. z. B. [5]) zieht mit Nutzen zwei verschiedene Bezeichnungs-
arten heran: er nennt Mengen, die im naiven Sinn endlich sind, ,,induktiv‘‘ (aus
einem auf S.181 zu berithrenden Grund), dagegen Mengen, die im Sinn DEDEKINDs
unendlich sind, ,,reflexiv‘‘, und unterscheidet demgemaB induktive, nicht-induk-
tive, nicht-reflexive und reflexive Mengen, was trotz der Darlegungen der nichsten
Absidtze seinen guten Sinn hat (vgl. S. 299).
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von der Form N ={1, 2, 3, .. ., n}, wo #» eine natiirliche Zahl bedeutet, niemals
einer eigentlichen Teilmenge von sich selbst dquivalent; eine im gew&hnlichen
Sinn endliche Menge ist also auch endlich gemaB Def. 3. Andererseits aber besitzt
eine Menge M, die zu keiner Menge der Form {1, 2, 3, . . ., n} dquivalent ist, stets
eine zu sich selbst dquivalente eigentliche Teilmenge. Man kann namlich zunichst
aus M ein beliebiges erstes Element m, herausgreifen, dann ein zweites m,, ein
drittes m4 usw. und kann dieses Verfahren okne Ende fortsetzen, weil anderen-
falls aus der Erschépfung von M eine Aquivalenz zwischen dieser Menge und
einer Menge der Form {1, 2, ..., n} folgen wiirde. FaBt man die Gesamtheit
aller so in bestimmter Weise herausgegriffen gedachten Elemente zu der Menge
M, = {m,, my, mg, ...}, dagegen alle etwa nicht in M, vorkommenden Elemente
von M zu einer Menge M, — eventuell M, = 0 — zusammen, so sind M; und
M, Teilmengen von M, deren Elemente zusammengenommen die Gesamtheit der
Elemente von M darstellen. Nun ist die Menge M, einer eigentlichen Teilmenge
von sich selbst, z. B. der Teilmenge N, = {m,, m;, m,, ...}, ganz ebenso &aqui-
valent, wie sich auf S. 23 die Mengen {1, 2, 3, ...} und {2, 3, 4, ...} als &qui-
valent erwiesen haben; ferner erkennt man durch Abbildung der Menge M, auf
N, und der Menge M, auf sich selbst, daB die Gesamtheit der Elemente von N,
und M, zusammengenommen eine zu M 4quivalente Menge N darstellt, die eine
eigentliche Teilmenge von M ist (namlich das Element m; von M nicht enthilt).
M ist also im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge. (Vgl. auch
S. 298.)

Demnach ist jede im gewohnlichen Sinne endliche Menge auch endlich im
Sinne der Definition 3, jede im gewohnlichen Sinne unendliche Menge auch un-
endlich im Sinne dieser Definition, und da sich diese Aussage umkehren 148t,
so ist die Ubereinstimmung beider Begriffspaare nachgewiesenl.

Aufgaben. 1. Gibt es zwischen zwei &dquivalenten Mengen neben
einer gegebenen Abbildung immer noch weitere Abbildungen? Bei-
spiele! Man spezialisiere auf die Abbildungen zwischen einer Menge
und sich selbst!

2. (Fiir die mit dem Funktionsbegriff ein wenig vertrauten Leser.)
Konnen die Funktionen

y=3x+5 y=2x% y= ]/;, y =sin x
allgemein zur Abbildung einer Menge von Argumentwerten x auf die
Menge der entsprechenden Funktionswerte verwendet werden? LaBt
sich diese Frage, soweit sie in dieser Form zu verneinen ist, wenigstens
bei geeigneter Beschrinkung der Verdnderlichkeit von x (etwa auf ein
gewisses Intervall) bejahen ?

3. Wie 14Bt sich die erste der auf S. 19 bewiesenen Eigenschaften
der Aquivalenz rein ,,formal’“ aus der zweiten und dritten herleiten,
ohne die (einfachere, aber ,inhaltliche’) Methode der Zuordnung
eines jeden Elements zu sich selbst heranzuziehen??

1 Auch die Nullmenge, die iiberhaupt keine eigentliche Teilmenge besitzt,
gilt nach Definition 3 (ebenso wie nach unserer fritheren Festsetzung) als end-
liche Menge.

2 Die (von dem Anfinger nicht weiter zu beachtende) stillschweigende Voraus-
setzung einer solchen Herleitung ist freilich, daB es zu jeder Menge iiberhaupt

eine dquivalente gibt, und diese Voraussetzung macht das formale Verfahren im
vorliegenden Fall praktisch wertlos; nicht aber in anderen entsprechenden Fillen.
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4. Wieviele verschiedene Teilmengen besitzt eine endliche Menge M
mit m Elementen und inwiefern 148t gerade die Antwort hierauf es als
zweckmiBig erscheinen, auch M selbst und die Nullmenge als Teil-
mengen von M aufzufassen ?

5. Warum ist es fiir den Beweis (S. 25) der Nichtaquivalenz zwischen
einer endlichen und einer unendlichen Menge (gemdB Definition 3) be-
quemer, von einer unendlichen Menge auszugehen als von einer end-
lichen ?

6. Man fithre den oben (S.26) angegebenen Beweis, daB eine im
naiven Sinn unendliche Menge M auch nach Definition 3 unendlich
ist, fir folgende Mengen und folgende Methoden des Herausgreifens
von Elementen m,, m, usw.:

a) M = Menge aller natiirlichen Zahlen; herauszugreifen ist stets
eine moglichst kleine durch 5 teilbare Zahl.

b) M = Menge aller positiven gemeinen Briiche in ,,gekiirzter*
Form; herauszugreifen ist stets eine Zahl mit moglichst kleiner, aber
schrittweise wachsender Summe von Zihler und Nenner, und zwar im
Zweifelsfall eine moglichst groBe Zahl von dieser- Summe.

§ 4. Abzihlbare Mengen.

Wir wollen uns jetzt zunichst mit den in bestimmtem Sinne ein-
fachsten unendlichen Mengen, den sogenannten abzihlbaren Mengen,
beschiftigen und verschiedene Beispiele solcher abzihlbarer Mengen
betrachten, die uns schon eine Fiille iiberraschender Tatsachen liefern
werden.

1. Definition der abzidhlbaren Menge. Wir gehen aus von einer
besonders naheliegenden unendlichen Menge, von der schon im Bei-
spiel 4 des § 2 betrachteten Menge aller natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . .;
diese Menge bezeichnen wir fiir den Augenblick mit M. N sei irgend-
eine ihr dquivalente Menge und @ eine Abbildung zwischen M und N.
Dann koénnen wir das durch diese Abbildung dem Element 1 von M
zugeordnete Element der Menge N mit #, bezeichnen, das dem Ele-
ment 2 entsprechende Element von N ebenso mit #,, das zu 3 zu-
geordnete mit #, usw., indem wir zur Bezeichnung eines jeden
Elementes von M die betreffende natiirliche Zahl als ,,Index’* ver-
wenden. Hiernach 148t sich die Menge N schreiben in der Form:
N = {n,, ny, ng, ...}; mit anderen Worten: wir haben die Elemente
von N abgezihlt, so da3 sich ein erstes, zweites, drittes, ... Element
von N angeben liBt. Umgekehrt wird jedes beliebige Element # von
N an einer bestimmten, etwa der kten Stelle, wobei 2 eine natiirliche
Zahl bedeutet, in der abgezihlten Menge N vorkommen; denn durch
die Abbildung @ wird » irgendeiner bestimmten natiirlichen Zahl
k von M zugeordnet und dies soll ja eben besagen, daB = die
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kte Zahl unserer Abzihlung ist. Demnach 148t sich jede Menge N,
die der Menge aller natiirlichen Zahlen dquivalent ist, in Form einer
abgezihlten Menge {a,, 4,, a3, ...} darstellen. Doch muf8 N nicht
von vornherein als abgezihlte, d. h. durch die angefiihrte Ordnung der
Elemente ausgezeichnete Menge gegeben sein. In N braucht ja zunéchst
iiberhaupt nicht eine bestimmte Reihenfolge der Elemente vorgeschrie-
ben zu sein; auch zutreffendenfalls braucht die Reihenfolge nicht von
Anfang an die obige zu sein, wie bald durch Beispiele gezeigt wird.
Aber die Mdgglichkeit der Abzahlung der Elemente folgt aus der Aqui-
valenz mit M und deshalb wird jede zur Menge der natiirlichen Zahlen
dquivalente Menge eine abzihlbare Menge genannt. Manchmal ist
es bequem, den Ausdruck statt fiir die Menge vielmehr fiir ihre Ele-
mente zu verwenden, also zu sagen, es ligen abzihlbar unendlich-
viele Elemente vor. Eine abzihlbare Menge ist also stets unendlichl,
und eine zu einer abzihlbaren Menge 4dquivalente Menge stets wiederum
abzihlbar.

2. Einfachste Beispiele und Sidtze. Betrachten wir zunichst einige
Beispiele von abzihlbaren Mengen! Wie wir oben (S.23) sahen, ist
gleich der Menge {1, 2, 3, 4, .. .} auch die Menge {2, 3, 4, 5, . . .} abzahl-
bar. Das Gleiche gilt offenbar fiir jede Menge N, die aus der Menge
der natiirlichen Zahlen durch Weglassung endlichvieler natiirlicher
Zahlen entsteht; denn ordnen wir die (immer noch unendlichvielen)
iibriggebliebenen Zahlen wieder ebenso wie vorher (ndmlich nach ihrer
GroBe), so haben wir damit schon eine erste, eine zweite, eine dritte
Zahl usw. der Menge N definiert und so jeder Zahl von N eine bestimmte
Platznummer zugeordnet, d.h. wir haben durch jene Ordnung die
Menge N bereits abgezdhlt. Wir kénnen aber das gleiche Verfahren
auch einschlagen, falls N aus der Menge der natiirlichen Zahlen durch
Weglassung wunendlichvieler Zahlen entstanden ist, solange nur N selbst
noch unendlichviele Zahlen enthilt. Ist z. B. N die Menge aller posi-
tiven geraden Zahlen, so 1iBt sich N auf die Menge aller natiirlichen
Zahlen # in folgender Weise umkehrbar eindeutig abbilden:

2 4 6 8 10 12...2n...
tir ittt
1 2 3 4 5 6...m...,
d. h. 2 wird die erste, 4 die zweite Zahl von N usw. Es ist also zunichst
jede unendliche Teilmenge der Menge aller natiirlichen Zahlen abzihlbar.
Bei diesem Beweis haben wir lediglich die Abzdhlbarkeit der Menge
der natiirlichen Zahlen benutzt, nicht etwa eine weitere Eigenschaft,
die in der Natur der Elemente (nimlich der Zahlen) begriindet wire.

1 Zuweilen werden auch die endlichen Mengen als abzihlbar bezeichnet und
es wird dann im Gegensatz zu ihnen von ,,abziahlbar unendlichen‘‘ Mengen ge-
sprochen. Wir bleiben der Kiirze halber bei der obigen Ausdrucksweise.
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Der niamliche Beweis 148t sich daher fiir eine beliebige abzihlbare
Menge durchfithren, aus der endlich- oder unendlichviele Elemente
fortgelassen werden, und wir erhalten so das allgemeine Ergebnis:

Satz 1. Jede unendliche Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist wieder-
um abzdihlbar.

Gewissermafen durch eine Umkehrung des obigen Verfahrens 148t
sich andererseits zeigen, daB auch z. B. die Menge aller positiven und
negativen ganzen Zahlen, also eine umfassendere Menge als die der natiir-
lichen Zahlen, abzdhlbar ist. Ordnen wir diese Menge wie iiblich
der GroBe nach und zwar unter Beriicksichtigung des Vorzeichens,
so daB die negativen Zahlen vor den positiven zu stehen kommen, so
ist die Menge zunichst nicht abgezihlt; denn es 148t sich z. B. die Zahl 1
nicht durch eine Platznummer als die soundsovielte unserer Menge be-
zeichnen, da ihr ja unendlichviele Zahlen (ndmlich alle negativen) vor-
ausgehen. Dennoch kann man unsere Menge mittels eines einfachen
Kunstgriffes abzihlen. Wir wollen namlich als erstes Element die Zahl 1,
als zweites die Zahl — 1, als drittes 2, als viertes — 2, als fiinftes 3,
als sechstes — 3 usw. nehmen; die Abzihlung, d.h. die Zuordnung
zur Menge der natiirlichen Zahler, wird dann folgende:

1 -1 2 -2 3 -3 4 —4

T S ST S S S S

v v ¥ v v v v v

1 2 3 4 5 6 7 8
In der so abgezihlten Menge kommt auch wirklich jedes Element der
Menge, d. h. jede positive oder negative ganze Zahl, an bestimmter
Stelle vor; ist ndmlich # irgendeine positive ganze Zahl, so ist m offen-
bar die (2 m —1)te, —m dagegen die (2 m)te Zahl unserer Abzihlung.
Die urspriinglich keineswegs abgezihlte Menge ist hiermit abgezahlt wor-
den und damit als abzdhlbar nachgewiesen.

Die Hinzufiigung der Zahl 0 dndert ersichtlich nichts an der Abzihl-
barkeit unserer Menge, wie iberhaupt die Eigenschaft einer Menge,
abzahlbar zu sein, durch Hinzufiigung endlichvieler Elemente zu ihren
urspriinglichen Elementen nicht verindert wird; denn man kann ja
die endlichvielen neuen Elemente in der Abzdhlung an den Anfang
stellen und bewirkt dadurch nur, daB jedes der urspriinglichen Ele-
mente in der neuen Abzihlung eine um eine feste Zahl erhéhte Platz-
nummer erhdlt. Ja noch mehr! Wenn wir bedenken, da sowohl die
Menge der positiven wie auch die der negativen ganzen Zahlen jeweils
abzdhlbar ist, und wenn wir ferner beriicksichtigen, daB auch im
vorigen Absatz (vgl. S. 28 unten) kein Gebrauch von den besonderen
Eigenschaften der Zahlen (d. h. der Elemente der betrachteten Mengen)
gemacht worden ist, so kénnen wir dem vorigen Absatz folgende auf
den ersten Blick merkwiirdige Tatsache entnehmen: auch bei Hinzu-
fiigung unendlichvieler Elemente zu den Elementen einer abzihlbaren
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Menge M kann diese unter Umstadnden noch abzdhlbar bleiben; dann
niamlich, wenn die hinzugefiigten Elemente ihrerseits die Elemente einer
abzihlbaren Menge N darstellen. (Im vorigen Absatz war M etwa
die Menge der positiven, N die der negativen ganzen Zahlen.) In die
vergroBerte Menge konnen nun wiederum die Elemente einer abzihl-
baren Menge aufgenommen werden, ohne da der Charakter der Ab-
zdhlbarkeit beeintrichtigt wiirde, und dieser Vermehrungsproze 148t
sich beliebig fortsetzen (d.h. k-mal, wo & eine beliebige, wenn auch
noch so groBe natiirliche Zahl bedeutet)l. Wir erhalten somit das
Resultat, das gegeniiber dem von der Verminderung einer abzdhlbaren
Menge handelnden Satz 1 auch fiir ihre Vermehrung eine entsprechende
Tatsache feststellt:

Satz 2. Werden zu den Elementen einer abzihlbaren Menge weitere
endlichviele oder abzihlbar unendlichviele Elemente hinzugefiigt, so ent-
steht wiederum eine abzihlbare Menge. Ebenso ergibt sich durch Ver-
einigung der Elemente endlichvieler Mengen, von denen jede endlich oder
abzihlbar, und zwar mindestens eine abzihlbar ist, stets eine abzihlbare
Menge.

3. Die Menge der rationalen Zahlen. Wir wollen jetzt ein von
den bisher behandelten Mengen wesentlich verschiedenes Beispiel
einer abzihlbaren Menge betrachten. Bekanntlich liegen zwischen
zwei benachbarten ganzen Zahlen (z. B. zwischen den Zahlen 1
und 2) unendlichviele gemeine Briiche oder, wie man dafiir zu sagen
pflegt, rationale Zahlen; wir schreiben eine rationale Zahl in der

,,gekiirzten Form e wobei wir unter # stets eine natiirliche (also

positive ganze) Zahl und unter m eine zu # teilerfremde positive
oder negative ganze Zahl verstehen wollen2. (Weisen » und #»
zunichst einen gemeinsamen Teiler auf, wie z. B. in den Briichen

$ oder —212, so kann man diesen Mangel durch , Kiirzen®, d. h.

Wegdividieren des groBten gemeinsamen Teilers von Zéhler und
Nenner beseitigen; so wird man 2 oder ausgeschrieben 2 fiir §,
=5 oder in iiblicherer Schreibweise — 5 fiir = einsetzen.) Wie

man sich leicht iiberzeugt, liegen sogar zwischen irgend zwei verschie-
denen rationalen Zahlen, mogen diese sich auch noch so wenig von-
einander unterscheiden, immer noch unendlichviele verschiedene

. . . . m m
andere rationale Zahlen. Denn mag die Differenz zwischen _- und n—l
1

1 Vgl. hierzu die FuBnote von S.T7.
m

2 Tst im besonderen # =1, so stellt i die ganze Zahl m dar; auch 0 = 1

wird als rationale Zahl betrachtet. — Teilerfremd nennt man zwei ganze Zahlen
m und #, wenn es auBer 1 keine natiirliche Zahl ¢ (,,gemeinsamen Teiler*) gibt,
die in beiden Zahlen m und # gleichzeitig enthalten wére.
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noch so klein sein, man kann sie immer noch in beliebig viele, z. B.
eine Million, gleiche Teile teilen, dann den Unterschied zwischen je
zwei so entstandenen Zwischenzahlen wieder in beliebig viele gleiche
Teile spalten und in dieser Weise endlos fortfahren; man erhilt so

1

unendlichviele zwischen KZ und % gelegene Zahlen, die offenbar

simtlich rational sind.

Wir betrachten nun die Menge aller denkbaren positiven und nega-
tiven rationalen Zahlen (einschlieflich Null). Diese Menge ist nach
dem Gesagten unendlich mal viel umfassender als die Menge der ganzen
Zahlen, da zwischen je zwei Elementen der letztgenannten (in ersterer
ganz enthaltenen) Menge im- n=-5 -4 -3 -2 -1 0 71 2 3 4 5
mer noch unendlichviele ratio- 7=«
nale Zahlen liegen. Dennoch 3
ist auch die Menge aller ratio-
nalen Zahlen abzihlbar, wie
man z. B. folgendermaBen ein-
sehen kann: Wir denken uns
auf einem Papierblatt, das
man sich grenzenlos ausge-
dehnt vorstellen mége, einun- 2 §
endliches System von Hori-
zontalzeilen (kurz: Zeilen), in
gleichen Abstinden verlaufend, und senkrecht dazu ein ebensolches
System von Vertikalzeilen (kurz: Kolonnen) (vgl. Abb. 3). Die Zeilen
und Kolonnen sollen numeriert werden, und zwar je eine beliebige mit
0, die darauf nach oben bzw. rechts folgenden mit 1, 2, 3 usw., die der
Zeile 0 nach unten bzw. der Kolonne 0 nach links sich anschlieBenden
mit —1, —2, —3 usw. Jeder der Schnittpunkte einer Zeile und einer
Kolonne, die man als die ,,Gitterpunkte® des Systems zu bezeichnen
pflegt, ist dann voéllig bestimmt durch Angabe der Nummer m der zu-
gehorigen Zeile und der Nummer # der zugehorigen Kolonne; wir wollen

den Punkt symbolisch durch das Zeichen <%> ausdriicken.

Dannist es zunichst leicht, die Gesamiheit aller Gitterpunkte abzuzihlen ;
man verfolge zu'diesem Zweck den in der Abbildung angedeuteten Weg,
der von () iber (3), 3), () usw. verlduft und sich spiralférmig nach
auflen windet, und lasse die Gitterpunkte in der Reihenfolge aufein-
anderfolgen, wie man sie bei Verfolgung dieses Weges erreicht. (Hiermit
hat man, in der Sprache der Arithmetik ausgedriickt, eine Doppel-
folge von Punkten zu einer einfachen Folge umgeordnet.) Man lasse

schlieBlich aus der erhaltenen abgezdhlten Menge der Gitterpunkte
all die Punkte <m> fort, fir die %n nicht gekiirzt ist, also nicht die oben

"
(S. 30) verlangten Eigenschaften (# positiv, m und # teilerfremd) be-

Abb. 3.
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sitzt!; es bleiben unendlichviele Gitterpunkte (simtlich auf der
rechten Hilfte der Abbildung) iibrig und jeder von ihnen wird im
Einklang mit Satz 1 auch jetzt wieder lings unseres Weges eine ge-
wisse — gegen vorher niedriger gewordene — Platznummer aufweisen.
Die iibriggebliebenen Gitterpunkte stimmen aber (bis auf die Klam-
mern) in der Bezeichnung ersichtlich genau mit sdmtlichen rationalen
Zahlen iiberein. Die Abzidhlbarkeit der Menge der iibriggebliebenen
Gitterpunkte erweist also die namliche Eigenschaft fiir die Menge aller
rationalen Zahlen; man kann eine Abzdhlung dieser Menge an Hand
des Weges in Abb. 3 sofort angeben. Sie beginnt mit

i 0 _ 1 2 1

12 1° 12 12 20
und ordnet also die rationalen Zahlen in eine ganz und gar andere
Reihenfolge als deren {iibliche Anordnung der Gré8e nach, wie diese auf
der Zahlengeraden (S. 10f.) im Sinne von links nach rechts anschau-
lich hervortritt. Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... und simtlichen rationalen Zahlen ist
damit hergestellt.

Um zu zeigen, daB eine Abzihlung der Menge aller rationalen Zahlen auch
auf rein arithmetischem Weg, unter Ausschaltung jedes anschaulichen Hilfs-
mittels, durchgefithrt werden kann, werde noch folgendes Verfahren angegeben,

2 3 3 2 1

—1r _2 3 2 1 1
2> 12 12 22 32> 3> 7 3 -

m
das eine etwas andere Form der Abzihlung liefert: . sei eine beliebige positive

rationale Zahl; es sei also nicht nur n, sondern auch m positiv. Die Summe
m -+ n der ganzen positiven Zahlen » und » werde mit s bezeichnet: s = m 4.

m
Ist umgekehrt die ganze positive Zahl s an Stelle von “ gegeben, so gibt es auller

m my, My .

2 natiirlich noch andere positive rationale Zahlen n—l ;‘ usw. von der Eigen-
1 M

schaft, daB die Summe aus Zihler und Nenner fiir sie gerade s betragt; dabei

m, m,
sollen wie stets nur solche Zahlen —, f usw. in Betracht kommen, bei denen

Zahler und Nenner teilerfremd sind. Bei festgegebenem Werte s wollen wir diese
m m, m,

rationalen Zahlen ot 771' f usw., um eine bestimmte Reihenfolge unter ihnen
1 2

zu haben, etwa so ordnen, daB zuerst die Zahl mit dem groBten Zahler, dann

Zahlen mit allméhlich abnehmenden Zihlern und dementsprechend zunehmenden

Nennern, am SchluB die Zahl mit dem kleinsten Zihler und dem gréBten Nenner

m m
zu stehen kommt. Ist z. B. s = 7 gegeben, so sind alle rationalen Zahlen w ;‘ usw,
1

1
stehenbleiben. Einen anschaulichen Uberblick iiber die Gesamtheit der stehen-
bleibenden und der fortgelassenen Punkte auf der rechten Halfte der Abbildung

m 0
1 Von den Punkten <;>, fiir die m oder #» gleich 0 ist, soll nur der Punkt <—>

0 . .
verschafft man sich so: man denke sich im Punkt (6) eine punktférmige Licht-

quelle aufgestellt, in jedem anderen Gitterpunkt ein schmales Stdbchen; dann
sind die fortgelassenen Punkte die Standorte derjenigen Stabchen, die im Schatten
anderer Stabchen stehen.
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der gewiinschten Art in der angegebenen Reihenfolge die folgenden:

4 3 2 1
3 1 5 6"

6. 5
SRR 2
Ist s = 8, so erhilt man die nachstehende Folge:

7 5 3
1’ 32 5

PRV

]
2

denn 4, § und % fallen weg, weil hier Zihler und Nenner nicht teilerfremd sind.
Man erkennt, daB zu jedem Werte s, wie groB er auch immer sei, stets nur endlich-

m wm
viele rationale Zahlen P ;;1 usw. von der gewiinschten Art gehdren; denn es gibt
1

ja nur endlichviele Paare von natiirlichen Zahlen, deren Summe gleich der festen
natirlichen Zahl s ist.

Wir ordnen nun die Gesamtheit aller rationalen Zahlen, unter denen auch
die ganzen Zahlen (Nenner » — 1) vorkommen, in folgender Weise an: Zuerst

kommt die Zahl 0 = T fiir die s =0 + 1 =1 ist. Dann folgen zunichst die

m
endlichvielen positiven rationalen Zahlen Pr fir die s = m 4+ » den Wert 2 hat,

darauf diejenigen, fiir die s = 3 ist, alsdann die mit s =4, s =5, s = 6 und so
endlos weiter. Innerhalb jedes Systems von rationalen Zahlen, fiir die s den naim-
lichen Wert hat, fithren wir die oben erliuterte Anordnung nach abnehmenden
Zahlerwerten ein. Dabei schieben wir aber jetzt (wie oben S.29) auch noch alle

m

negativen rationalen Zahlen in der Weise ein, daB jeder positiven Zahl ” die mit
m

dem Vorzeichen ,,minus‘ versehene negative Zahl - unmittelbar folgt. Wir

erhalten demnach eine endlose Folge rationaler Zahlen, die so beginnt:

o 1 _% 2 — 2 1 — 1. 3 — 3 — 1
1 1 B 1 i OB PRl 1 1, B 3
4 — 4 3 — 3 2 — 2 1 — 1 5 — 5 1 —_1-
1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 5 5
s — & 5 — 5 4 — 4 3 — 3 2 —_2 L — L
1 1 T 7> 3 3 1 42 53 5 6 6
Z —_ 1 5 — 5

1 1> 3 3

In dieser Folge, die eine erste, zweite, dritte Zahl usw. enthilt, sind
nun alle itberhaupt existierenden rationalen Zahlen enthalten und jede hat in

ihr einen bestimmten, angebbaren Platz. Ist namlich E eine positive Zahl, so
bilde man p + ¢ =¢; dann kommen in unserer Folge sicher nur endlichviele
rationale Zahlen ” vor, fir die m + n = s kleiner ist als ¢ und die daher unserer
Zahl —i— vorangehen; da auch nur endlichviele rationale Zahlen vorhanden sind,

fir die die Summe aus Zihler und Nenner gerade ¢ betrigt, so gelangt man in
unserer Folge nach einer bestimmten, endlichen Anzahl von Schritten zu der

14

Zahl 7 Sollte ? eine negative rationale Zahl sein, so findet man sie eine Stelle

weiter, nimlich unmittelbar nach der entsprechenden positiven Zahl. Wir haben
durch unsere Anordnung also die Menge aller rationalen Zahlen abgezahlt und
sie damit auf die Menge der natiirlichen Zahlen abgebildet.

Eine andere Abzihlung der rationalen Zahlen, die es gestattet, verhaltnis-
miBig leicht zu einer gegebenen Platznummer die zugehorige rationale Zahl zu
bestimmen und umgekehrt, hat FABER [1] angegeben.

Mittels der in Beispiel 6 von § 2 vorgefithrten Zahlengeraden (S. 101.;
vgl. auch die dortige Abb. 2) kénnen wir aus der Menge aller rationalen
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 3
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Zahlen sofort ein interessantes geometrisches Beispiel einer abzihlbaren
Menge gewinnen. Fassen wir nidmlich jetzt, da wir im Besitz des Begriffs
der umkehrbar eindeutigen Zuordnung und desjenigen der Aquivalenz
sind, nochmals jenes Beispiel ins Auge, so bemerken wir, daB die
Zahlengerade eine Abbildung zwischen Mengen von Zahlen und Mengen
von Punkten liefert. Man greife auf der Zahlengeraden eine beliebige
Menge von Punkten heraus (es muB nicht gerade die durch sdmiliche
Punkte der Geraden gebildete Menge sein); dann ist diese Punktmenge
von selbst (ndmlich durch die fiir die Punkte verwendete Bezeichnung)
auf diejenige Zahlenmenge abgebildet, welche all die reellen Zahlen
enthilt, die die Punkte der betreffenden Punktmenge auf der Zahlen-
geraden bezeichnen. Jede solche Punktmenge ist demnach der ihr ent-
sprechenden Zahlenmenge &dquivalent.

Wir betrachten nun die Menge, die all die Punkie der Zahlengeraden
enthdlt, welche durch rationale Zahlen bezeichnet werden. Man nennt diese
Punkte kurz die rationalen Punkte. Um uns ein Bild von dieser Menge
zu machen, bedenken wir, daB (vgl. S.30) zwischen je zwei ganzen
Zahlen und sogar zwischen je zwei beliebigen rationalen Zahlen immer
noch unendlichviele verschiedene rationale Zahlen liegen; auf die
Zahlengerade angewandt, besagt dies: zwischen je zwei noch so nahe
beieinander gelegenen rationalen Punkten der Geraden liegen immer
noch unendlichviele rationale Punkte. Unsere Menge von Punkten
erfiillt also die Gerade iiberall unendlich dicht, sie ist, wie man sagt,
eine ,,dichte Menge (vgl. auch S. 144). Fast konnte es scheinen,
als werde die ganze gerade Linie nur eben von den Punkten unserer
Menge ausgefiillt; diese Vermutung wird sich jedoch bald als im
héchsten Grade triigerisch erweisen.

Vergleicht man mit der so betrachteten Punktmenge die nur aus
den Punkten I, 2, 3, ... der Zahlengeraden bestehende Punktmenge,
die offenbar der Menge aller natiirlichen Zahlen entspricht, so miissen
diese beiden Punktmengen einander iquivalent sein, weil die beiden
ihnen beziiglich dquivalenten Zahlenmengen, ndmlich die Menge aller
rationalen Zahlen und die Menge aller natiirlichen Zahlen, sich als
dquivalent erwiesen haben. Wie ungleich diese beiden &4quivalenten
Punktmengen sind, wieviel umfassender nimlich die erste ist als die
zweite, lehrt aber schon die fliichtigste Anschauung; und die zunichst
vielleicht naheliegende Meinung, zwei Mengen miiiten ,gleichgroB‘
oder wenigstens ,,ungefdhr gleichgroB* sein, um sich als 4dquivalent
zu erweisen, ist hiernach fiir unendliche Mengen als durchaus unzu-
treffend erkannt, wihrend sie fiir endliche Mengen in der Tat, und
zwar im schirferen Sinne, zutrifft (vgl. S. 22).

Ubrigens ist nicht nur die Menge, die alle rationalen Zahlen in
ihrer Gesamtheit enthilt, abzdhlbar, sondern das nimliche gilt nach
Satz 1 auch von jeder unendlichen Teilmenge dieser Menge, d. h. von
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jeder Menge, die unendlichviele Elemente enthélt und deren Elemente
ausschlieBlich rationale Zahlen sind. Daher ist auch jede Menge von
unendlichvielen rationalen Punkten der Zahlengeraden abzihlbar,
z. B. die Menge aller zwischen den Punkten 0 und 1 gelegenen ratio-
nalen Punkte.

Der Leser, der wihrend der bisherigen Uberlegungen sich etwas
Ubung angeeignet hat, wird nun auch die Abzihlbarkeit der Menge
der rationalen Zahlen in allgemeinem Sinn zu deuten wissen. Abb. 3
(S. 31, vgl. die dortige Erklirung) 1a8t sich ja auffassen als eine Zu-
sammenstellung abzihlbar wunendlichvieler abzihlbarer Mengen, z. B.
aller der Mengen, die jeweils die Gitterpunkte der nidmlichen Zeile
enthalten. Bedenkt man wieder wie auf S. 28, da bei der Be-
trachtung die besonderen Eigenschaften der rationalen Zahlen nicht
benutzt worden sind, so ergibt sich (in Erweiterung des Satzes 2)
der Satz:

Satz 3. Durch Vereinigung der Elemente abzihlbar wunendlichvieler
Mengen, von denen jede abzihlbar ist, entsteht wiederum eine abzihlbare
Menge.

Der aufmerksame Leser wird nun vielleicht schon an dieser Stelle
etwas gelangweilt oder mindestens enttduscht sich fragen: Ist denn,
bei allen interessanten Kunstgriffen im einzelnen, dies alles nicht letzten
Endes trivial ? Liegt denn die Sache nicht so, daB, wie beim gewdhn-
lichen rohen Begriff des UnendlichgroBen, ebenso auch bei den un-
endlichen Mengen sich alle GroBenunterschiede verwischen, daB also
bei Aufwendung geniigenden Scharfsinns alle unendlichen Mengen auf-
einander abgebildet werden koénnen und somit der Satz gilt: Alle un-
endlichen Mengen sind untereinander &dquivalent? Trife dieser Satz
zu, so wiren der Begriff der Aquivalenz und die bisherigen Betrach-
tungen iiber unendliche Mengen ohne wesentliche Bedeutung; es wiirde
sich mit den unendlichen Mengen &4hnlich verhalten wie mit dem
naiven Begriff des Unendlichen, dem man Eigenschaften beizulegen
pflegt wie die folgenden: ,,Unendlich plus Unendlich = Unendlich*,
»,Unendlich plus jeder endlichen GroBe = Unendlich“ usw., der aber
eine scharfe Umgrenzung nicht zuliBt. Die Zuriickweisung dieser be-
rechtigten Frage werde dem Beginn des nichsten Paragraphen vor-
behalten. Vorher soll hier noch ein letztes Beispiel einer abzihlbaren
Menge gegeben werden, das die eben gestellte Frage als noch niher-
liegend, aber dafiir auch den im nichsten Paragraphen dargestellten
ersten groBen Triumph der Mengenlehre als um so bedeutungsvoller
und dramatischer erscheinen l4Bt.

4. Die Menge der algebraischen Zahlen. Dem jetzt zu besprechen-
den Beispiel einer abzdhlbaren Menge sei eine Bemerkung vorange-
schickt. Wie auf S. 11{. definiert, verstehen wir unter einer (reellen)

3*
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algebraischen Zahl jede reelle! Wurzel einer algebraischen Gleichung
(1) a X"+ a, 3" 14t a x4 a8+ a,=0,

wo der Grad # eine gegebene natiirliche Zahl und a,, a,_,, . . ., a4, a,
beliebig gegebene ganze Zahlen bedeuten. (Von diesen kann iibrigens die
erste a,, als von Null verschieden angenommen werden ; sonst kénnte man
ndmlich das Glied a,x™ fortlassen, so daB es sich um eine Gleichung
von niedrigerem als dem #»te? Grad handeln wiirde.) Jede reelle Zahl
also, durch deren Eintreten an Stelle der unbekannten Gréfle x die linke

Seite der obigen Gleichung gleich Null wird, ist eine algebraische Zahl.
Hiernach ist zunichst jede ganze Zahl und allgemeiner jede rationale

Zahl algebraisch; denn die Zahl%ist ja ersichtlich eine Wurzel der

Gleichung ¢x — p = 0. Die rationalen Zahlen stellen aber offenbar
nur einen kleinen Teil der Gesamtheit aller algebraischen Zahlen dar,
da sie, wie wir eben sahen, schon mit den Wurzeln der Gleichungen
ersten Grades (n = 1) zusammenfallen; in der Tat sind die reellen Wur-
zeln einer Gleichung von héherem als dem ersten Grad (also fir # = 2,
3, 4, ...) im allgemeinen keine rationalen Zahlen, sondern ,,irrational‘‘

(so z. B. V2, 1/5 usw.). Es moge hier noch ohne Beweis an den schon
auf S.11 erwihnten bekannten Satz aus den Elementen der Algebra?
erinnert werden, wonach eine algebraische Gleichung niemals mehr
verschiedene Wurzeln hat, als ihr Grad angibt; die Gleichung (1) be-
sitzt also hochstens # Wurzeln.

Wir betrachten nun die Menge aller algebraischen Zahlen und wollen
den Nachweis fithren, dafl auch diese Menge abzdhlbar ist. Zu diesem
Zweck ordnen wir zunichst alle denkbaren algebraischen Gleichungen
in bestimmter Reihenfolge an. Ist ndmlich eine beliebige algebraische
Gleichung nten Grades wieder in der Form (1) gegeben:

(1) ApX™ + @y 2" 4 L+ a,x% +a;x +ay =0,

1 Wir haben in diesem Buch niemals AnlaB, uns mit imaginiren oder kom-
plexen Zahlen zu befassen, und werden daher von der hervorhebenden Bezeich-
nung ,,reell“ in der Regel absehen.

2 Vgl. z. B. WEBER-EPSTEIN [1], S. 368. Fur den geiibteren Leser sei der Be-
weis ganz kurz dargestellt: Bezeichnet man das Polynom auf der linken Seite
von (1) mit #(x) und ist », eine reelle Wurzel von (1), so ergibt die Division von

f(#) durch x —7y: F(#) = (x — 1) f1 (%) + 51,

wo die Zahl s, gleich 0 sein muB, wie die Prifung fiir ¥ = #, ergibt; durch ent-
sprechende Wiederholung findet man die Zerlegung:

) =(@x—r)(x—rg...(x —n) (%),
wo k< nist und f,(») ein Polynom ohne reelle Nullstellen (eventuell eine Kon-
stante) bedeutet. Dann gibt es keine weitere, von #, . . ., #, verschiedene Wurzel
der vorgelegten Gleichung; denn fiir jeden weiteren Wert ¥ =7, , ist jeder Faktor
auf der rechten Seite der letzten Beziehung von 0 verschieden, also auch das
ganze Produkt f(#).
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wobei a, von Null verschieden ist, und bezeichnen wir, wie iblich,
mit |@| den sogenannten absoluten Betrag der reellen Zahl a, d.h. die
positive Zahl, die gleich a oder gleich — a ist?, so wird die ganze Zahl
(2) h=(n—1)+|a, |+ |any |+ ..+ |2 +]a [+ ]a]

die Hohe der Gleichung (1) genannt. Demnach gehért zu jeder
algebraischen Gleichung eine einzige natiirliche Zahl % als ihre Hohe;
z. B. hat die Gleichung 2 x¥2—3 x +1 =0 die Hé6he 1 +2 4+3 41
=17, die Gleichung %3 = 0 (oder ausfiihrlicher geschrieben: %3 4 0-x2
+0-%x-4+0=0) die Héhe 2 +1 +0 40 40 =3. Umgekehrt gibt es
aber, wie leicht einzusehen ist, zu einer gegebenen natiirlichen Zahl %
zwar mehrere, aber stets nur endlichviele algebraische Gleichungen,
die gerade die Hohe % besitzen.

Denn zunichst kann der Grad #» einer Gleichung von der Hohe % sicher selbst
nicht groBer sein als die Zahl %, wie aus der obigen Beziehung (2) hervorgeht;
die Anzahl der » 4 2 Zahlen » —1, a,, . . ., a4, a, ist also nicht groBer als 2 + 2.
Ferner 148t sich die Zahl % nur auf endlichviele verschiedene Arten als Summe
von hoéchstens % 4+ 2 positiven ganzen Zahlen (die Null einbegriffen) darstellen,
d. h. es gibt nur endlichviele Systeme von hochstens %z 4 2 nichtnegativen ganzen

Zahlen:
aben n—1, 4, An_l;---, Al; Ao,

die zueinander addiert gerade die Zahl % ausmachen und von denen iiberdies
noch 4, als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann und soll. SchlieB-
lich gibt es drittens zu jedem solchen System

n—1, A, A,y ---, 45, 4,

wieder nur endlichviele Gleichungen vom Grade #, bei denen in der Schreib-
weise (1) die Zahlen a, = + 4, apy =+ Ayy, ..., 0y =+ 4,, a9 =+ 4,
(d. h. also die nach Belieben mit positivem oder negativem Vorzeichen ver-
sehenen Zahlen A4, ..., 4,) nacheinander auftreten.

Dieser etwas abstrakte Nachweis der Tatsache, daB zu einer bestimmten
natiirlichen Zahl % stets nur endlichviele algebraische Gleichungen mit der Héhe %
gehoéren, wird sogleich verstiandlicher bei seiner Durchfithrung an einem kon-
kreten Beispiel, etwa dem Falle # = 3. Hier kommen zunichst nur Gleichungen
ersten, zweiten und dritten Grades in Betracht; denn schon fiir #» = 4 ist die
Beziehung (2), die dann die Form 3 =3 + | a4 |4 ... 4] a; | + | | annimmt,
nicht mehr erfillbar, wenn a,, wie vorausgesetzt, von Null verschieden sein soll.
Es ergibt sich also im Falle # = 3 fiir (2) die folgende Form:

3=m—1)+|a,|+...4+ |+ aol,
wobei fiir » nur die Werte 3, 2 oder 1, fiir » — 1 also nur die Werte 2, 1 oder 0
in Betracht kommen und wobei iiberdies lan| von Null verschieden ist. Diese
Beziehung aber 148t sich, wie man durch Probieren leicht einsieht, nur auf
folgende sieben Arten erfiillen:

=2+14+0+0+0
=14+24+040=1+14+140=14+140+1
=0434+0=042+1=041+42.

Jeder einzelnen dieser sieben Beziehungen entsprechen nun genau so viele Glei-

chungen der Form (1), wie die Anzahl aller moglichen Verteilungen von Plus-

1 Es ist also z. B. |5| = 5, | — 4| = 4; ferner sei |0] = 0.
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und Minuszeichen in der betreffenden Beziehung betrigt (wobei nur von dem
niemals negativen ersten Summanden # — 1 abzusehen ist); z. B. 148t sich die
erste der sieben Beziehungen bei Hinzufiigung von Vorzeichen auf folgende zwei
Arten schreiben:

83=2+4+[1]+|0|+|0]|+|0|=2+|=1]+]0]+[0]+]0],
die dritte dagegen auf folgende vier Arten:
B=1+|1[+1]+[0|=1+[1[+|—1|+]0]
=14[—=1[+[1[+][0]=1+4+]=1]+[=1][+]0].

Den hier angeschriebenen zwei bzw. vier Beziehungen entsprechen dann die fol-
genden zwei bzw. vier algebraischen Gleichungen von der Hoéhe 3:

%3 =0, —22=0
bzw.
¥4+ x=0, x»2—x=0, — 224+ =0, — 12— =0,
Man iiberzeugt sich leicht, daB man aus den vorher angeschriebenen sieben Be-
ziehungen im ganzen 22 solche Gleichungen erhilt, und das sind sdamtliche Glei-
chungen von der Hohe 3.

Wir haben so erkannt, daB es zu jeder Hohe % stets nur endlich-
viele Gleichungen gibt, die diese Hohe besitzen, und konnen darauf
gestiitzt die Gesamtheit aller algebraischen Gleichungen abzihlen. In
der gewiinschten Abzihlung sollen zuerst die Gleichungen von der
Hohe 1 auftreten, dann die Gleichungen von der Héhe 2, darauf die von
der H6he 3 usw. Unter den endlichvielen Gleichungen, welche jeweils
die ndmliche Ho6he besitzen, kann eine beliebige Reihenfolge vor-
geschrieben werden; z. B. kénnte man diese Gleichungen zunichst nach
ihrem Grad ordnen, diejenigen gleichen Grades # aber nach der GroBe
der in ihnen vorkommenden Zahlen «,, a,_;, ... in dieser Reihen-
folge. Auf diese Weise erhilt man eine vollstindige Anordnung aller
algebraischen Gleichungen als erste, zweite, dritte und so endlos weiter.
Ist eine beliebige Gleichung gegeben, so kann zwar im allgemeinen nur
recht umstindlich, aber doch mit Sicherheit, nimlich durch ein end-
liches Verfahren bestimmt werden, die wievielte Gleichung in unserer
Anordnung vorliegt; man kann z. B. die Hohe der gegebenen Gleichung
bestimmen, dann auf dem oben skizzierten Weg die Liste simtlicher
(endlichvielen) Gleichungen bis zu denen der fraglichen Ho6he ein-
schlieBlich aufstellen und endlich abzihlen, wie viele Gleichungen in
dieser Liste wor der gegebenen Gleichung auftreten.

Hiermit ist aber der gesuchte Beweis der Tatsache, daBl die Menge
aller algebraischen Zahlen abzihlbar ist, nahezu vollendet. Wir denken
uns nidmlich die Wurzeln aller Gleichungen unserer Abzdhlung an-
geschrieben, und zwar zuerst die Wurzeln der ersten Gleichung, dann
die der zweiten, darauf die der dritten usw. Eine bestimmte Gleichung
besitzt stets nur endlichviele Wurzeln (vgl. S. 36); diese konnen wir
jeweils ihrer GréBe nach ordnen. Bei der sich so ergebenden Folge
algebraischer Zahlen kann und wird es vorkommen, daB die ndmliche
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Zahl zu wiederholten Malen auftritt; z. B. kommt die Zahl 2 als Wurzel
der Gleichung x —2 =0, also unter den Wurzeln der Gleichungen
von der Héhe 3 vor, aber auch als Wurzel der Gleichung %2 —4 =0,
d. h. unter den Wurzeln der Gleichungen von der Hohe 6. Um eine
Wiederholung der ndmlichen Zahl zu verhindern, soll daher festgesetzt
werden, daB jede Zahl nur einmal, namlich bei ihrem ersten Auftreten,
in unserer Anordnung stehenbleiben, bei jeder Wiederholung aber ge-
strichen werden soll. Wir erhalten so eine Folge algebraischer Zahlen,
in der es eine erste, eine zweite, eine dritte und so endlos weiter
gibt und in der keine Zahl zweimal vorkommt. Wie oben bei der Ab-
zahlung der Menge der rationalen Zahlen (S. 31ff.) wird freilich auch
hier die natiirliche ,,Rangordnung der algebraischen Zahlen, namlich
die Ordnung der GroBe nach (oder, auf die Zahlengerade bezogen,
von links nach rechts), durch das geschilderte Abzdhlungsverfahren
griindlich zerstért. Z. B. kommen dabei die Zahlen — § (Wurzel der
Gleichung 8 x +1 =0) und 7 =2,645... (Wurzel der Gleichung
x2 — 7 = 0) nahe beieinander unter den Wurzeln der Gleichungen von
der Hohe 9 vor, wihrend die von — § nur sehr wenig verschiedene
Zahl — % sehr weit davon entfernt auftritt, nimlich als Wurzel von
8000 x + 1001 = 0 bei den Gleichungen der Héhe 9001!

In der so erhaltenen Folge algebraischer Zahlen kommt schlieB-
lich auch jede algebraische Zahl wirklich an bestimmter Stelle vor.
Denn ist eine beliebige algebraische Zahl, d. h. eine bestimmte reelle
Wurzel einer gewissen algebraischen Gleichung gegeben, so kann man
zunichst die Hohe dieser Gleichung bestimmen und so feststellen, den
wievielten Platz in unserer Anordnung aller Gleichungen jene Gleichung
besitzt; darauf kann man sich die Folge der algebraischen Zahlen bis
zu den Wurzeln der fraglichen Gleichung einschlieBlich angeschrieben
denken und schlieBlich abzihlen, die wievielte Zahl in dieser Folge
die gegebene Zahl ist. Es ist also wirklich die Menge aller algebra-
ischen Zahlen, die wir auf diese Weise abzihlen, d. h. auf die
Menge der natiirlichen Zahlen abbilden. Wir haben somit (und zwar
nach der urspriinglichen Methode CANTORs) den Satz bewiesen:

Die Menge aller (reellen) algebraischen Zahlen ist abzihlbar,
der die fritheste veréffentlichte mengentheoretische Entdeckung CANTORs
darstellt ([5], § 1)L

Eine anschaulichere Vorstellung von dem Sinne dieses Satzes er-
halten wir, wenn wir uns an die geometrische Deutung des Satzes von

1 Vielleicht ist es nicht iiberfliissig zu bemerken, daB der Beweis — ebenso
wie der fiir die Abzahlbarkeit der Menge der rationalen Zahlen — auf vielen #hn-
lichen und gleichwertigen Wegen erbracht werden kann. Bei der Einfithrung der
Hohe einer algebraischen Gleichung kommt es nicht etwa auf den Wert gerade
dieser Zahl an, sondern nur auf ein Prinzip, das die Abzahlung der zunachst (z. B.

in der Algebra) in ganz anderer Klassifizierung sich darbietenden Gleichungen
gestattet.



40 Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl.

der Abzihlbarkeit der Menge aller rationalen Zahlen (S. 34) erinnern.
Wir sprachen damals von der iiberall dichten Erfilllung der Zahlen-
geraden mit rationalen Punkten. Es gibt aber (vgl. S.12 und 36) auch
Punkte auf der Zahlengeraden, die sich nicht durch rationale, sondern

durch sogenannte irrationale Zahlen wie }2, "i/E, 7 =3,14159 . . . usw.

bezeichnen lassen. Nun sind z.B. 2 und % algebraische Zahlen,
niamlich Wurzeln der Gleichungen %2 — 2 = 0 und 23 — 5 = 0. Ebenso

wie die Punkte }2 und ?5 der Zahlengeraden gibt es unendlichviele
weitere Punkte, die zwar nicht durch rationale Zahlen, wohl aber durch
algebraische Zahlen bezeichnet werden; diese neuen Punkte bilden so-
gar gewissermaBen ,,die Regel, da sie den Wurzeln der Gleichungen
vom zweiten und von jedem héheren Grad entsprechen, wihrend die
rationalen Punkte lediglich durch die linearen Gleichungen geliefert
werden. Der bewiesene Satz besagt aber, daB die Menge aller der-
jenigen Punkie der Zahlengeraden, die durch algebraische Zahlen bezeichnet
werden, auch noch abzihlbar ist. Diese Punktmenge muB} offenbar, wenn
es mehr anschaulich als scharf ausgedriickt werden darf, die Gerade
noch unvergleichlich viel dichter erfiillen, als dies von der Menge der
rationalen Punkte gilt; und noch weit naher als bei der letzteren Menge
liegt nunmehr der Gedanke, daB die jetzt betrachtete Punktmenge
unsere Zahlengerade liickenlos erfiille, d. h. daB sie identisch sei mit
der Gesamtheit aller Punkte auf der Geraden. Dies wiirde dann besagen,
daB die Menge aller auf einer geraden Linie gelegenen Punkte abzéhlbar
wire, wie dies CANTOR in der Tat bei seiner ersten Beschiftigung mit
diesem Gegenstand vermutet und zu beweisen versucht hat (CANTOR-
StACkEL [1]).

Dem Nachweis, daB3 dies nicht der Fall ist, daB sich vielmehr schon
die Menge aller Punkte einer beliebig kleinen endlichen Strecke nicht
mehr abzdhlen liBt, soll der erste Teil des nidchsten Paragraphen ge-
widmet sein.

5. Anwendungen auf beliebige unendliche Mengen. Zum Schlusse
dieses Paragraphen sollen noch einige allgemeine Sitze bewiesen
werden, die einen grundsitzlich anderen Charakter tragen als die
vorangehenden Uberlegungen. Bisher haben wir hier, sowohl bei den
behandelten speziellen Mengen wie bei den allgemeinen Sitzen 1 bis 3,
ausschlieBlich abzihlbare Mengen in Betracht gezogen; nunmehr soll
von beliebigen unendlichen Mengen die Rede sein, fiir die wir mittels
der bisher entwickelten Methoden gleichfalls schon gewisse Tatsachen
nachweisen kénnen, die sich gar nicht von selbst verstehen. Das Sprung-
brett, das uns den Ubergang von den abzahlbaren zu beliebigen Mengen
ermoglicht, wird dargestellt durch den folgenden grundlegenden und
spiater noch 6fters benutzten Satz, welcher eine allgemeine Beziehung
zwischen den Mengen der einen und der anderen Art darstellt:
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Satz 4. Jede unendliche Menge M besitzt abzihlbare Teilmengen.

Den Beweis kann man, wenn ,,unendliche Menge* im naiven Sinn
(= nicht-endlich) verstanden wird, einfach so fiihren (vgl. S.26):
Wir greifen aus M zunichst ein beliebiges Element m,; heraus, aus
der dann noch {iibrigen Menge ein beliebiges weiteres Element m,,
weiter aus der um diese zwei Elemente verkleinerten Menge irgendein
drittes Element sz usw. Dieses Verfahren denken wir uns endlos fort-
gesetzt; das ist deshalb méglich, weil M voraussetzungsgemiB nicht
endlich ist, weil wir also auf diese Weise niemals die Menge M er-
schopfen konnen. Vereinigen wir dann sidmtliche durch jenes un-
begrenzte Verfahren herausgegriffen gedachten Elemente, die lauter
natiirliche Zahlen als Indizes erhalten, zu einer Menge M; = {m,, m,,
mg, . ..}, so ist die abzihlbare Menge M, eine (mdoglicherweise mit M
zusammenfallende) Teilmenge von M, da jedes Element von M, schon
in M vorkommt; in der Tat gehért also zu jeder unendlichen Menge
eine abzdhlbare Teilmenge (und daher natiirlich mehrere solche).

Der Beweis 148t sich iibrigens auch so wenden, daB er der Auf-
fassung der ,,unendlichen Menge** im DEDEKINDschen Sinn (vgl. S. 24)
gerecht wird. Fiir den Fall, daB der vorstehende Beweis beim Leser
ein mehr oder weniger ausgeprigtes Unbehagen erregt haben sollte,
sei schon hier bemerkt, daB wir gegen Ende des Buches (S. 298) auf
das angewandte Verfahren in grundsitzlicher Hinsicht nochmals
zuriickkommen.

Beispiel: Bedeutet M die Menge der natiirlichen Zahlen, so wird
M, die Menge aller Primzahlen oder aller geraden Zahlen oder aller
natiirlichen Zahlen (d. h. M selbst) sein, je nachdem man beim ProzeB des
sukzessiven Herausgreifens immer eine méglichst kleine Primzahl, eine
moglichst kleine gerade Zahl oder schlechthin eine méglichst kleine
natiirliche Zahl wihlt.

Wir benutzen Satz 4, um fiir eine beliebige (nicht mehr notwendig
abzdhlbare) unendliche Menge M eine Eigenschaft nachzuweisen, die
der durch Satz 1 ausgedriickten Eigenschaft der abzahlbaren Mengen
weitgehend analog ist. Es sei ndmlich M, eine beliebige endliche oder
abzihlbare Teilmenge von M von solcher Art, daB nach Entfernung
samtlicher Elemente der Menge M, aus der urspriinglichen Menge M
immer noch eine unendliche Menge N — wiederum eine Teilmenge
von M! — {ibrigbleibt; wir schreiben dann in einleuchtender Weise
(vgl. auch S.72): M =M, + N. Unser Ziel ist zu zeigen, daB die ver-
kleinerte Menge N immer noch der urspriinglichen M #quivalent ist.

Zu diesem Zwecke verstehen wir gemiB Satz 4 unter N’ eine ab-
zdhlbare Teilmenge der unendlichen Menge N, wihrend N”' die Menge
der nicht zu N’ gehorigen Elemente von N bezeichne; N’ kann — und
zwar offenbar nur fiir den Fall einer abzihlbaren Menge N — gleich
der Nullmenge sein, braucht es jedoch auch in diesem Fall (gemiB
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Satz 2) nicht zu sein. In jedem Falle 148t sich im gleichen Sinn wie
oben schreiben: N = N’ 4+ N”'. Hiernach gehért jedes beliebige Ele-
ment von M einer einzigen der drei Mengen M,, N’, N” an. Die Ab-
bildung zwischen M und N soll nun darin bestehen, daB zunichst
jedes zu N”’ gehorige Element sich selbst zugeordnet wird; wir be-
gniigen uns mit dieser trivialen Zuordnung, weil wir iiber die Menge
N" nahezu nichts wissen. Dann ist nur noch erforderlich, die zu M,
und zu N’ gehorigen Elemente von M den zu N’ gehérigen Elementen
von N umkehrbar eindeutig zuzuordnen. Das ist aber sicher moglich;
denn N’ ist eine abzdhlbare, M, eine endliche oder abzihlbare Menge,
so daB nach Satz 2 gilt: N’ + M, ~ N’'. Wir erhalten also:

Satz 5. Ldft man aus einer beliebigen unendlichen Menge M endlich-
viele oder abzihlbar wunendlichviele Elemente fort, so ist die entstehende
Restmenge N, falls sie dberhaupt noch unendlich ist, der urspriinglichen
Menge M dquivalent.

In ganz dhnlicher Weise — oder noch einfacher durch Umkehrung
des Satzes 5 — zeigt man die Richtigkeit der folgenden Behauptung,
die den Satz 2 auf den Fall einer beliebigen (nicht gerade abzihlbaren)
unendlichen Menge ausdehnt:

Satz 6. Fiigt man den Elementen einer beliebigen unendlichen Menge
noch weitere endlichviele oder abzihlbar umendlichviele Elemente hinzu,
so entsteht eine der urspriinglichen Menge dquivalente Menge.

Aufgaben. 1. Ist die Menge aller endlichen (d. h. abbrechenden)
Dezimalbriiche bzw. die Menge aller zwischen 0 und 1 gelegenen alge-
braischen Zahlen abzihlbar ?

2. Wie 148t sich die zweite Abzdhlungsart der rationalen Zahlen
(S. 33) anschaulich mittels des Gitterpunktnetzes von Abb. 3 deuten?

3. Man zeige, daB die Menge all der Punkte einer Ebene, deren
Koordinaten inbezug auf ein Cartesisches Koordinatensystem in dieser
Ebene beide rational sind, abzidhlbar ist!

4. Man beweise den folgenden Satz (vgl. Satz 3): Durch Vereinigung
der Elemente abzihlbar unendlichvieler (uniereinander und von 0 ver-
schiedener) Mengen, von denen fjede endlich oder abzihlbar ist, entsteht
wiederum eine abzihlbare Menge.

5. Unter der Annahme, daB es unendlichviele transzendente Zahlen
(S.12) gibt, zeige man, daB die Menge aller transzendenten Zahlen
dquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen!

6. Warum ist die in Satz 5 hinsichtlich der Menge N gestellte Be-
dingung (N unendlich) von selbst erfiillt und somit {iberfliissig, sobald
die unendliche Ausgangsmenge M wnicht abzihlbar ist?

7. Man fiihre den Beweis des Satzes 6 direkt, also ohne Verwen-
dung des Satzes 5!
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8. (Fiir den mit dem Begriff der ,,Haufungsstelle’ vertrauten Leser.)
Man beweise: Eine unendliche Zahlenmenge (Punktmenge), die hoch-
stens endlichviele Hiufungsstellen (Hiufungspunkte) besitzt, ist stets
abzihlbar.

§ 5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Machtig-
keit. Die elementaren Maichtigkeiten a,¢,§.

1. Die Problemstellung. Wir betrachten die Gesamtheit aller posi-
tiven reellen Zahlen, die kleiner als 1 sind, einschlieBlich der Zahl 1
selber und wollen die aus all diesen Zahlen bestehende Menge im Laufe
der nidchsten Betrachtungen dieses Paragraphen stets mit C bezeichnen.
Um von dieser Menge von vornherein eine einigermaBen anschauliche
Vorstellung zu gewinnen, bedienen wir uns wieder der Zahlengeraden;
da es sich um positive Zahlen handelt, haben wir die rechts vom
Nullpunkt liegende Hilfte der Geraden zu betrachten und wir erken-
nen, daB der Menge C die Menge aller zwischen dem Nullpunkt 0 und
dem Einspunkt 1 (letzteren Endpunkt eingeschlossen) gelegenen Punkte
der Zahlengeraden entspricht (vgl. S.10f.). Diese Punktmenge ist der
Zahlenmenge C 4dquivalent; es sind also namentlich beide Mengen ent-
weder gleichzeitig abzdhlbar oder gleichzeitig nicht abzihlbar.

Wir wollen vorerst iiberlegen, in welcher Form wir die Elemente
der Menge C, d.h. die reellen Zahlen zwischen Null und Eins, ein-
heitlich und einfach darstellen kénnen. Hierzu eignet sich z. B. die
dem Leser schon von der Schule her wohlbekannte, allerdings auf der
Schule meist nur fiir die Praxis behandelte Darstellung einer beliebigen
reellen Zahl als Dezimalbruch. Man unterscheidet bekanntlich erstens
endliche (oder abbrechende) Dezimalbriiche, d. h. solche, bei denen von
einer gewissen Stelle an lauter Nullen auftreten, die also unter Fort-
lassung dieser Nullen vollstindig hingeschrieben werden kénnen (wie
0,3 oder 0,001), und zweitens unendliche Dezimalbriiche, fiir die dies nicht
der Fall ist und bei denen daher unendlichviele Ziffern in periodi-
scher oder nicht periodischer Folge auftreten (wie 0,333... oder
Y2 =1,4142...). DaB zwei endliche bezw. zwei unendliche Dezimal-
briiche, wenn sie nicht identisch sind, niemals die namliche Zahl darstellen,
mag aus der Schularithmetik als Selbstverstindlichkeit vorausgesetzt
werden (und ist iibrigens bei scharfer Begriindung der Lehre von den
Dezimalbriichen auch wirklich fast selbstverstindlich). Etwas anders
liegen die Verhiltnisse beim Vergleich endlicher und unendlicher
Dezimalbriiche. Betrachtet man nimlich z. B. den endlichen Dezimal-
bruch 1 (d. h. 1,000 . ..) und den unendlichen Dezimalbruch 0,999 . . .,
so besteht zwischen beiden Zahlen nicht die geringste Differenz, sie
sind vielmehr genau gleich. Diese Tatsache, auf deren Beweis hier
nicht eingegangen werden soll, wird dem Leser ohnehin sofort ein-
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leuchten, wenn er sich zunichst erinnert oder durch Rechnen sich da-
von iiberzeugt, daB der Bruch % die Dezimalbruchentwicklung 0,333 . . .
besitzt ; multipliziert man die beiden Seiten der Beziehung 3 = 0,333 . . .
mit 3, so ergibt sich:

1=23=099....

Beziehungen dieser Art bestehen, wie zwischen 1 und 0,999 ..., so
allgemein zwischen jedem endlichen und je einem gewissen unendlichen
Dezimalbruch?; wihrend sich im allgemeinen jede reelle Zahl nur auf
eine einzige Weise als Dezimalbruch darstellen 148t, gibt es fiir jede
Zahl, die sich als endlicher Dezimalbruch schreiben 1i8t, noch eine
zweite Darstellung als unendlicher Dezimalbruch mit der Periode 9.
Will man daher alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1, aber jede blo8
ein einziges Mal, in Dezimalbruchform erhalten, so braucht man nur
unter den mit 0, ... beginnenden Dezimalbriichen alle endlichen aus-
zuschliefen?. Es gilt also der Satz:

Die Menge aller veellen Zahlen zwischen 0 und 1, letztere Zahl ein-
geschlossen, entspricht der Menge aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen
0 und 1 einschlieflich der Grenzen.

Wir kénnen und wollen daher auch die letztere Menge mit C be-
zeichnen. Die Festsetzung, daB die Zahl 1, nicht aber die Zahl 0 Ele-
ment der Menge sein soll, ist erfiillt, da der Dezimalbruch 0,999 .. .,
der gleich 1 ist, der Menge angehort, nicht aber der endliche Dezimal-
bruch 0 (=0,000...). Man beachte noch, daB alle Dezimalbriiche
unserer Menge die folgende Form haben:

0, ayajzaga, . ..,

WO a,, dy, ag, 4, . .. lauter Ziffern (d. h. Zahlen der Folge 0, 1, 2, .. .,
8, 9) bedeuten; gerade in Riicksicht auf diese einheitliche Darstellungs-

1 Ist namlich m eine natiirliche Zahl und bedeuten a,, ay, . . ., a,_, , a,, lauter
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, .. ., 8, 9, wobei speziell a,, als von Null verschieden
angenommen werde, so ist der endliche Dezimalbruch 0, a; a5 ... a,_, a,
gleich dem folgenden unendlichen Dezimalbruch:

0,a,a,...a a,—1999...;

mT1
z. B. ist 0,123 = 0,122999 . .. .

Die oben im Text angefithrte Regel, wonach jeder endliche Dezimalbruch
einem gewissen unendlichen Dezimalbruch gleich ist, erleidet einzig und allein
fiir die Zahl 0 eine Ausnahme; die Null ist nicht als unendlicher Dezimalbruch
darstellbar.

2 Fiir die strenge Begriindung des Wesens der Dezimalbriiche und ihrer in
diesem Absatz angefithrten Eigenschaften vgl. z. B. die Darstellung bei WEBER-
EpsTEIN [1] (S. 106ff.) oder bei Loewy [1] (S.84ff); man findet in diesen
Werken (ebenso z. B. im ersten Kapitel von K~opp [1]) auch eine scharfe Ent-
wicklung des in dem vorliegenden Buch nicht erérterten Begriffs der reellen
Zahl, den wir im oben angefithrten Sinn einfach mit dem naiven Begriff des
unendlichen Dezimalbruchs identifizieren.
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moglichkeit (nicht etwa aus inneren Griinden) rechnen wir 1 mit zu C,
nicht aber 0.

Wir wollen nun den Nachweis fithren, daB die Menge C all dieser
unendlichen Dezimalbriiche nicht abzihlbar ist. Sie wird sich im Ver-
gleich zur Menge aller natiirlichen Zahlen (oder selbst aller algebrai-
schen Zahlen) als so unvergleichlich viel umfassender erweisen, daf
eine Abzihlung der Elemente der Menge C, also deren Abbildung auf die
Menge der natiirlichen Zahlen, unméglich wird: wie immer man namlich
versuchen mag eine solche Abbildung herzustellen, immer bleiben Dezi-
malbriiche von C {ibrig, denen keine natiirliche Zahl gegeniibersteht. Um
diesen ebenso grundlegenden wie einfachen und geistvollen, wiederum
von CANTOR herrithrenden! Beweis zu fithren, brauchen wir nur die
Richtigkeit der folgenden Behauptung zu zeigen:

Hilfssatz. Ist irgendeine abzihlbare Teilmenge C, von C gegeben,
die zumdchst nicht als eigentliche Teilmenge vorausgesetzt wivd, so lassen
stch Dezimalbriiche der Menge C angeben, die nicht in Cyvorkommen. Oder
auch: Zu jeder abzihlbaren Menge C, von unendlichen Dezimalbriichen
zwischen 0 und 1 gibt es weitere, nicht zu C, gehorige Dezimalbriiche der
gleichen Art.

Sobald dies nachgewiesen ist, folgt durch ,,indirekten SchluB‘ un-
mittelbar, daB die Menge C aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0
und 1 selbst nicht abzédhlbar ist, also auf keine Weise auf die Menge aller
natiirlichen Zahlen abgebildet werden kann; denn neben den Elementen
der Menge aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 kann es
doch sicherlich nicht westere Dezimalbriiche derselben Art geben. Dal} es
iiberhaupt abzihlbare Mengen von Dezimalbriichen aus C gibt, zeigt z. B.
die Menge aller rationalen Zahlen (oder, was auf dasselbe hinauskommt,
aller unendlichen periodischen Dezimalbriiche) zwischen 0 und 1, die
jedenfalls unendlich und nach S. 31 abzihlbar ist. Ob man nun von
dieser oder von irgendeiner anderen, noch so umfassenden, aber immer
noch abzdhlbaren Menge von Elementen aus C ausgehen mag, immer
gibt es nach dem aufgestellten Hilfssatz noch weitere solche Elemente;
niemals kann also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen allen
natiirlichen Zahlen und allen Dezimalbriichen von C gefunden werden,
weil die natiirlichen Zahlen hierzu eben einfach nicht ausreichen.

Einem hier naheliegenden MiBverstindnis werde durch folgende Bemerkung
vorgebeugt: Ob man nun gemiB dem Hilfssatz einen oder mehrere oder selbst

abzahlbar unendlichviele Dezimalbriiche von C angeben kann, die in C, nicht
vorkommen — immer wird auch die Menge, die durch Aufnahme dieser weiteren

1 Vgl. CanToR [11]; in dieser Form ist der Beweis wohl am iibersichtlichsten
und auch am bequemsten zur Verallgemeinerung geeignet (vgl. S. 62 f. und 68 £.).
Von anderen Beweisen dieses Satzes, die iibrigens im Kern sich des namlichen
Grundgedankens (aber ohne Zuhilfenahme der Dezimalbriiche) bedienen, seien
der historisch erste Beweis (CANTOR [5], aus dem Jahre 1873 stammend, ver-
einfacht in [7I]) und der Beweis von PoINCARE [4] genannt.
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Dezimalbriiche in die Menge C, entsteht, noch abzahlbar sein (nach Satz 2 auf
S. 30). Die Beweiskraft des Hilfssatzes liegt also nicht etwa in der Vergrd8erung
der Menge C, durch die nach dem Hilfssatz angebbaren neuen Dezimalbriiche.
Vielmehr flieBt die volle Bedeutung des Hilfssatzes lediglich aus der Voraussetzung,
wonach C, eine beliebige, wie immer gewdhlte abzihlbare Menge von Elementen
aus C sein kann. Eine solche Menge C, vermag also niemals C zu erschépfen;
auch nach Auffindung von abzihlbar unendlichvielen neuen Dezimalbriichen
und nach deren Einfiigung in die Ausgangsmenge C, kann demnach das Ziel der
Erschépfung von C ebensowenig wie vorher gelungen sein. In den §§ 13 und 15
werden wir auf die gedanklichen Klippen dieses Verfahrens nochmals zuriickkommen.

2. Beweis der Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums. Um den Hilfs-
satz nun wirklich zu beweisen, denken wir uns eine ganz beliebige
abzihlbare Menge C, von unendlichen Dezimalbriichen zwischen 0
und 1 gegeben und irgendwie abgezihlt. Den ersten Dezimalbruch
der Abzidhlung bezeichnen wir etwa mit 0, a; a,a;..., Wo a,, a,, ag
usw. lauter Ziffern der Folge 0, 1, 2, ..., 8, 9 bedeuten; der zweite
Dezimalbruch sei 0, b, b, b;..., wo auch die Ziffern &,, b,, b, ...
dem System 0, 1, ..., 9 entnommen sind; ebenso werde der dritte
Dezimalbruch mit 0, ¢; ¢, c5. .. bezeichnet usw. Wir denken uns die
Folge all dieser unendlichvielen Dezimalbriiche in nachstehender Weise
angeschrieben:!

a, a, s a, ag. ..
N

2 by by by by bs. ..
N

01
0:
3. 0, ¢y CoC3cq C5.4.
N
(D) 4. 0,d; dydydy dg ..
N
0,

€ g €3 €4 E5...

Sowohl die Menge C, dieser Dezimalbriiche wie auch ihre hier an-
gedeutete, nachstehend mit @ bezeichnete abgezéhlte Anordnung waren
ganz beliebig gedacht, sind aber von nun an festzuhalten. Jedes der
Zeichen a;, @y, .. .; by, by, .. .; ... bedeutet also jetzt eine bestimmte
Ziffer zwischen 0 und 9, diese Grenzen eingeschlossen.

Es soll weiter eine unendliche Folge von Ziffern é;, 8, d3, . . . (d. h.
allgemein d,, wo k =1, 2, 3, ...) durch folgende Festsetzung definiert
werden: Jede der Ziffern d, soll im allgemeinen =1 sein; nur dann,
wenn fiir einen Wert von % die kte Ziffer des kten Dezimalbruchs in
der Abzihlung @ ihrerseits = 1 ist, soll fiir dieses & ausnahmsweise

1 Die hier auftretenden Pfeile werden alsbald ihre Erklirung finden, sind
aber vorlaufig als bedeutungslos anzusehen.



§ 5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl. 47

0r = 2 sein. Diese Regel wirkt sich also folgendermaBen aus: In dem
umstehenden Schema der Abzihlung @ denken wir uns von der
Ziffer a, aus, die im wesentlichen die linke obere Ecke des Schemas
bildet, die,,Diagonale’ des nach rechts und unten unendlichen ,, Quad-
rats” in der Richtung nach rechts unten gezogen; diese (durch die Pfeile
angedeutete) Diagonale trifft von @, aus nacheinander die Ziffern b,.
¢3, 4, usw., mit anderen Worten sie geht durch die erste Ziffer des
ersten Dezimalbruchs von @, durch die zweite Ziffer des zweiten, die
dritte Ziffer des dritten usw., allgemein durch die kte Ziffer des kten
Dezimalbruchs, wobei % alle natiirlichen Zahlen durchliduft. Diese
in der Diagonalen stehenden Ziffern sind maBgebend fiir die Wahl
der Werte 8,, d,, ...; wihrend nidmlich im allgemeinen fiir jedes %
stets d;, = 1 zu setzen ist, erleidet diese Regel eine Ausnahme ledig-
lich fiir diejenigen Zahlen %k, bei denen an der betreffenden Diagonal-
stelle von @, nimlich am Platz der &ter Ziffer des kten Dezimal-
bruchs, schon die Ziffer 1 steht; fiir diese Werte 2 und nur {ir
sie ist £ = 2 zu setzen. Damit ist §; fiir jeden Wert von % eindeutig
definiert, und zwar so, daB J, stets verschieden ist von der kter Ziffer
des kter Dezimalbruchs von .

Wir koénnen sciunieBlich aus den unendlichvielen Ziffern §, den
folgenden ganz bestimmten unendlichen Dezimalbruch bilden:

0, 8,850504. ..,

den wir zur Abkiirzung mit D bezeichnen wollen; wir zeigen, daB
dieser Dezimalbruch D in der gegebenen Folge @ von Dezimal-
briichen nirgends vorkommt. M. a. W. wir beweisen: nimmt % der
Reihe nach den Wert jeder natiirlichen Zahl an, so ist der Dezimal-
bruch D stets verschieden von dem kte? Dezimalbruch der Abzih-
lung @. Das folgt aus der Definition von D unmittelbar. D ist
namlich zunichst nicht der erste Dezimalbruch jener Folge; denn
D unterscheidet sich von diesem schon in der ersten Dezimalziffer
0,, die ja verschieden von der ersten Dezimalziffer a;, jenes ersten
Dezimalbruchs gew#hlt war. (Da jener erste Dezimalbruch von &
ebenso wie D unendliche Dezimalbriiche — nicht etwa einer von ihnen
endlich — sind, die sich in einer Ziffer, nimlich der ersten nach dem
Komma, unterscheiden, so stellen sie nach S. 43 wirklich verschiedene
Zahlen dar). Ebensowenig kann D dem zweiten Dezimalbruch jener
Folge gleich sein, von dem D jedenfalls in der zweiten Dezimalziffer
d, abweicht, usw. Ist allgemein % eine ganz beliebige natiirliche Zahl,
so ist D vom kten Dezimalbruch der Folge @ verschieden, weil nach der
Definition von D zum mindesten die kt¢ Dezimalstelle 6, des Dezimal-
bruchs D von der kte Dezimalstelle jenes kter Dezimalbruchs abweicht.

D kommt also wirklich in der Abzihlung @ aller Dezimalbriiche
der gegebenen Menge C, nicht vor. Der Dezimalbruch D, der mit
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0, ... beginnt, stellt aber selber eine reelle Zahl zwischen 0 und 1
dar. Es gibt also in der Tat auBer den Dezimalbriichen der abzihl-
baren Menge C, noch weitere unendliche Dezimalbriiche zwischen 0
und 1, wie es der Hilfssatz behauptet. Demnach gilt wirklich gemif
den oben (S. 45) dem Hilfssatz angefiigten Bemerkungen:

Satz 1. Die unendliche Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und
1 ist nicht abzihlbar.

3. Bemerkungen zum vorstehenden Beweis. Bevor wir die Be-
deutung dieses Satzes wiirdigen, seien einige Bemerkungen zu dem
gefiihrten Beweise angefiigt.

Offenbar ist es nicht nur éine reelle Zahl D, sondern es sind unend-
lichviele gleichartige, die durch unser Verfahren als der Abzihlung @
nicht angehorig nachgewiesen werden. Das Verfahren 14Bt sich nim-
lich stichwortartig so schildern: die Ziffern §, sind in der Regel =1,
im Sonderfall = 2 zu wihlen. Es leuchtet ein, daB die beiden Ziffern 1 und
2 in keiner Weise eine Ausnahmerolle gegeniiber den iibrigen Ziffern
spielen, vielmehr nur gewahlt werden, um eine bestimmte Festlegung der
Zahl D zu erméglichen. Ebensogut konnen wir ein beliebiges anderes
Ziffernpaar wihlen, in dem wiederum beliebig die eine Ziffer ,,als Regel“,
die andere ,,als Sonderfall’ vorgeschrieben wird, und wir kénnen diese
verschiedenen Regeln auch miteinander kombinieren (z. B. fiir die
ersten hundert Ziffern von D éine Regel wihlen, fiir die nichsten hundert
eine andere usw.). Man erhilt so statt der einen Zahl D eine ganze Reihe
von reellen Zahlen zwischen 0 und 1, die in der Folge @ nicht vorkommen,
und zwar sogar unendlichviele solche Zahlen; das ist leicht einzusehen,
aber unwesentlich fiir die Schliissigkeit unseres Beweises, fiir den vielmehr
schon die Existenz der einen Zahl D vollauf geniigt (nach S. 45f.). Ledig-
lich die eine Vorsicht muBl man bei der Ersetzung des Ziffernpaares
1, 2 durch ein anderes Paar walten lassen, da3 man die Ziffer 0 dabei
ausschlieBt oder wenigstens ihr nicht allzu weitgehende Rechte zu-
erkennt; denn wenn in dem Dezimalbruch D von einer gewissen Stelle
an lauter Nullen auftriten, so hitten wir einen endlichen Dezimal-
bruch vor uns, der nach S.44 moglicherweise einem der unendlichen
Dezimalbriiche von @, trotz Abweichung in der Ziffernfolge, gleich
sein konnte.

Weiter noch eine allgemeine Bemerkung: Bei der Bildung des
Dezimalbruches D oder eines gleichwertigen muBte gerade auf die-
jenigen Ziffern des durch die Abzihlung @ dargestellten ,,Quadrats®
geachtet werden, die in der von links oben (a;) nach rechts unten
ziehenden (unbegrenzten) Diagonalen gelegen sind, also auf die Ziffern
ay, by, c3 usw. Die in dem Dezimalbruch D vorkommenden Ziffern
0y, 0y, 05 usw. waren nimlich wesentlich dadurch gekennzeichnet, daB
sie von jenen in der Diagonalen auftretenden Ziffern beziiglich ver-
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schieden sein sollten. Man bezeichnet daher dieses Beweisverfahren
oder ein ihm im Gedankengang analoges als Diagonalverfahren.
Die Beweismethode des Diagonalverfahrens kommt in der Mengen-
lehre ofters, und zwar (wie hier) an besonders bedeutsamer Stelle
vor. Der Leser lasse es sich daher nicht verdrieBen, den gefiihrten
Nachweis fiir die Nichtabzihlbarkeit der Menge C so lange durchzu-
denken, bis er ihm vollig geldufig ist und als fast selbstverstdandlich
erscheint. Er wird sich dadurch belohnt sehen, daB das so an einer
elementaren Anwendung gewonnene Verstindnis des Diagonalverfah-
rens ihm bei manchen weiteren Beweisen (so z. B. bei dem des letzten
Satzes dieses Paragraphen) die Auffassung komplizierterer Gedanken-
ginge wesentlich erleichtert. Gleichzeitig aber wird er auch deutlich
erkennen, wie einfach im Grunde der Beweis unseres — wie wir gleich
sehen werden — {iiberaus weittragenden Satzes ist. Gerade diese be-
sondere Einfachheit und Durchsichtigkeit der meisten CANTOR zu
verdankenden grundlegenden Beweise der Mengenlehre macht einen
eigenartigen Reiz dieser Wissenschaft aus und ist wohl auch nicht ohne
EinfluB auf ihr Durchdringen geblieben; diese Einfachheit fillt nicht
nur gegeniiber den weitgehenden Konsequenzen derartiger Beweise
ins Auge (vgl. die nichsten Nummern), sondern sie wirkt besonders
wohltuend bei einem Vergleich mit den meist weit verwickelteren und
tiefliegendes mathematisches Riistzeug erfordernden grundlegenden
Beweisen in anderen mathematischen Disziplinen, namentlich in der
(der Mengenlehre in mancher Hinsicht nahestehenden) Zahlentheorie.

Vergleichen wir den vorstehenden Beweis der Nichtdquivalenz zwischen C
und den abzihlbaren Mengen mit den im vorigen Paragraphen gefithrten (und
auch gewissen nachfolgenden) Beweisen fiir die Aquivalenz verschiedener Mengen,
so finden wir, daB gedanklich immerhin der vorstehende Beweis merklich schwie-
riger ist; daran dndert auch nichts seine verhédltnismaBige Kiirze und Einfachheit,
gemessen an den iiberaus weittragenden und tiefliegenden Folgerungen, die wir
alsbald aus Satz 1 ziehen werden. Nun liegt ja im Vorstehenden ein sogenannter
Unmiglichkeitsbeweis vor, der Beweis namlich, daB es unmoglich ist, zwischen C und
einer abzihlbaren Menge eine Abbildung herzustellen; mit anderen Worten, da8
alle (unendlichvielen) denkbaren Versuche zur Konstruktion einer derartigen
Abbildung notwendig zu MiBerfolgen fithren. Es ist begreiflich, daB ein solcher nega-
tiver Beweis besondere Schwierigkeiten mit sich bringt, wie dies auch fiir andere
bekannte Unmoglichkeitsbeweise der Mathematik gilt (z. B. fiir die Unmoglich-
keit der Quadratur des Zirkels, d.h. der Verwandlung eines Kreisinhalts in ein
inhaltsgleiches Quadrat mittels Lineal und Zirkel, oder — in Verschiarfung dieser
Unmoglichkeit — fiir die Transzendenz der Zahl m oder fiir die Unmédglichkeit,
allgemeine Gleichungen von héherem als dem vierten Grad mittels der vier
Spezies und des Wurzelzichens aufzulésen, usw.). Man wird indes gerade an
der vorliegenden Stelle die gedankliche Schwierigkeit des vorstehenden Beweises
gegeniiber den fritheren Aquivalenzbeweisen deshalb verwunderlich finden, weil ja
bei der Vergleichung zweier endlicher Mengen die Feststellung, daB sie hinsichtlich
der Anzahl ihrer Elemente verschieden (also nicht dquivalent) sind, nicht mehr
Schwierigkeiten bereitet als die entgegengesetzte Feststellung, daB sie gleichviel
Elemente enthalten, d. h. d4quivalent sind. In der Tat braucht man nur einen ein-

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 4



50 Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl.

zigen beliebigen Versuch zur gegenseitig eindeutigen Zuordnung der jeweils endlich-
vielen Elemente beider Mengen zu unternehmen und wird dadurch die Aquivalenz
oder die Nichtiaquivalenz erwiesen haben, je nachdem die Zuordnung restlos durch-
fithrbar ist oder in éiner Menge partnerlose Elemente iibrigbleiben.

Hier besteht also eine tiefgehende Verschiedenheit, die kurz geklirt werden
soll. Der normale Fall liegt in Wirklichkeit bei den unendlichen Mengen, der
Ausnahmefall bei den endlichen vor. Die Tiefe des vorstehenden Beweises und
gleichzeitig seine weittragenden Konsequenzen sind in der Tat in seinem Cha-
rakter als Unmoglichkeitsbeweis begriindet. DaB man aber bei endlichen Mengen
zum Nachweis der Nichtdquivalenz nicht alle denkbaren Zuordnungen heranzu-
ziehen braucht, sondern mit einer einzigen und zwar ganz beliebigen auskommt,
das hat man einer besonders einfachen und gliicklichen Eigenschaft der endlichen
Mengen zu verdanken, die sich nicht etwa von selbst versteht, sondern in der
Arithmetik sorgfaltig bewiesen werden muB: der (auf S. 123 nochmals zu erérternden)
Eigenschaft, daB einer jeden endlichen Anzahl stets auch nur eine einzige — ebenso
bezeichnete — Ordnungszahl entspricht, mit anderen Worten, da ein wie immer
beschaffenes sukzessives Herausgreifen der einzelnen Elemente aus einer Menge
von % Elementen stets zum namlichen Ordnungsschema fithyt, nimlich zum Schema
,,erstens, zweitens, ..., n-tens‘‘. Es ist aus diesem Grund gleichgiiltig, in welcher
Reihentolge man bei dem Zuordnungsversuch die einzelnen Elemente der zu ver-
gleichenden Mengen heranzieht, ob man z. B. bei der Menge der natiirlichen Zahlen
von 1 bis 1000 die Zahlen der GroBe nach herausgreift oder etwa erst die geraden
und dann die ungeraden Zahlen nimmt; daher ist der erste beste Versuch schon
firr alle Moglichkeiten maBgebend. Dagegen gehdren bei unendlichen Mengen zu
einer und derselben Menge sehr verschiedene Ordnungsschemata; gerade hiermit
hangt es aufs engste zusammen, dal wir z. B. die ganzen (positiven und negativen)
Zahlen oder die rationalen Zahlen zwar nicht in ihrer gewohnlichen Reihenfolge
,,abzdhlen‘ konnten, wohl aber bei einer zweckentsprechend gewahlten Um-
ordnung (S. 29ff.). DaB indes bei der Menge C auch eine noch so geschickt gewahlte
Anordnung keinesfalls zum Ziel fithren kann, das hat gerade der vorstehende
Beweis gezeigt.

4. Geometrische Deutung und Verallgemeinerung des Ergebnisses.
Nun vor allem zur anschaulich-geometrischen Bedeutung des Satzes!
Er besagt (vgl. S.43) zunichst, daB die Menge aller auf der Zanlen-
geraden zwischen den Punkten 10 und gelegenen Punkte nicht ab-
zdhlbarist. Dabeiist es nach den Sitzen 5 und 6 des vorigen Paragraphen
gleichgiiltig, ob man einen der Endpunkte 0 und 1 oder auch beide
zu dieser Menge rechnet oder nicht; denn in all diesen Féllen erhalt
man Mengen, die untereinander Aquivalent, also simtlich nicht ab-
zdhlbar sind. ,

Die GroBe der Einheitsstrecke der Zahlengeraden (d. h. der Strecke
von 0 bis 1) war, im LingenmaB genommen, willkiirlich (vgl. S.10);
unser Ergebnis muB daher fiir eine beliebig lange Strecke giiltig bleiben.
Aber auch ohne diese Uberlegung erkennt man auf anschau-
lichem Weg leicht die Allgemeinheit des bewiesenen Resultats. Sind
niamlich zwei verschieden groBe Strecken 4 B und CD gegeben und
betrachtet man die beiden Mengen, die aus allen auf der ersten bzw.
auf der zweiten Strecke gelegenen Punkten bestehen, so sind trotz
der verschiedenen Linge beider Strecken die zwei Mengen 4dquivalent.
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Man zeichne zum Beweis die beiden Strecken 4 B und CD (etwa par-
allel) untereinander (vgl. Abb.4) und verbinde je zwei Endpunkte verschie-
dener Strecken durch gerade Linien, die sich in einem Punkte Pschneiden.
Zieht man dann von P aus weitere Strahlen ganz beliebig, so wird jeder
solche Strahl entweder beide gegebene Strecken oder kesme von beiden
schneiden. Im ersteren FFall, der fiir uns hier allein in Betracht kommt,
wollen wir die beiden Schnittpunkte einander entsprechen lassen, also
den Schnittpunkt des Strahls mit der einen Strecke seinem Schnitt-
punkt mit der anderen Strecke zuordnen und umgekehrt. Denkt man
sich alle moglichen solchen Strahlen durch P gezogen, so erhilt man
offenbar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen allen Punkten
der einen Strecke und allen Punkten der
anderen; um z. B. unter den Verhiltnissen
der Abb. 4 zu einem gegebenen Punkt von

A B den zugeordneten von CD zu finden,
verbinde man den gegebenen Punkt ge-
radlinig mit P und verlingere die Ver-
bindungslinie; deren Schnittpunkt mit CD ¢
ist dann der gesuchte Punkt. Hierbei wer-
den die Endpunkte der Strecken 4 B und AbD. 4.

CD beziiglich einander zugeordnet. Die beiden betrachteten Punkt-
mengen sind also dquivalent.

Dieser Beweis gibt wieder eine — im ersten Augenblick iiberraschende oder
sogar unheimliche — Illustration zu der schon frither (S. 23f.) hervorgehobenen
Tatsache, wonach der Satz ,,Das Ganze ist gréBer als ein Teil*“ bei den unend-
lichen Mengen nicht mehr wie sonst gilt. Denn trigt man die kiirzere Strecke 4 B
(etwa durch Ziehen der Parallelen zuB—DdurchA) auf der Iingerenﬁ) ab, so erhilt
man bloB eine Teilstrecke von CD; und doch ist nach dem Bewiesenen die Menge
der Punkte dieser Teilstrecke dquivalent der Menge der Punkte der ganzen Strecke
CD. Oder etwas anders ausgedriickt: statt die Zuordnung durch Strahlen von Paus
durchzufithren, kénnte man sie z. B. durch Parallelen zu BD herzustellen ver-
suchen; dann bleiben offenbar auf der linken Seite von CD (und zwar auf einer
Strecke von der Linge: CD minus 1TB) lauter Punkte von CD iibrig, denen kein
Punkt von 4 B zugeordnet ist. Allein das MiBgliicken eines bestimmiten Versuchs
zur Abbildung zweier Mengen besagt, wie frither (S.49f.) bemerkt, noch nichts
iiber die Aquivalenz der Mengen. lm vorliegenden Beispiel ist es eben nicht das
zundchst naheliegende, sondern ein anderes Verfahren der Zuordnung (nidmlich
das durch Abb. 4 angedeutete), das zum Ziel fithrt und damit die Aquivalenz der
beiden so verschieden groB erscheinenden Mengen beweist.

Ist also eine beliebige gerade Strecke gegeben, so ist die Menge
der auf ihr gelegenen Punkte dquivalent der Menge aller Punkte auf
der Einheitsstrecke der Zahlengeraden. Sind z. B. 2 und b irgend zwei
reelle Zahlen und daher auch irgend zwei Punkte der Zahlengeraden,
so ist demnach die Menge aller Punkte zwischen a und b dquivalent
der Menge aller Punkte zwischen 0 und 1; durch Ubergang von den

4%*
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Punkten zu den sie bezeichnenden Zahlen schlieBt man hieraus, daf
die Menge aller veellen Zahlen zwischen O und 1 dquivalent ist der Menge
aller veellen Zahlen zwischen irgend zwer beliebig gegebenen veellen Zahlen.
Im besonderen gilt also:

Satz 2. Die Menge aller Punkte, die auf einer beliebigen (wenn auch
noch so kurzen) geradem Strecke gelegen sind, ist micht abzihlbar, viel-
mehr dquivalent der in Satz 1 betrachteten Menge. Dasselbe gilt von der
Menge aller reellen Zahlen zwischen trgend zwei gegebemen, wenn auch
noch so wenig voneinander abweichenden rveellen Zahlen.

Wie merkwiirdig dieses Resultat ist, erkennt man, wenn man es
mit dem Ergebnis von S. 39 vergleicht. Dort erwies sich die Menge
aller durch algebraische Zahlen bezeichneten Punkte der beiderseits
unbegrenzten Zahlengeraden als abzdhlbar. Jedes Stiick der Zahlen-
geraden zeigte sich aber schon unendlich dicht erfilllt mit Punkten,
die durch rationale Zahlen bezeichnet sind, um so mehr also mit
Punkten, denen algebraische Zahlen entsprechen. Demgegeniiber sehen
wir jetzt, daB3 die Menge aller Punkte einer noch so winzigen Strecke
nicht mehr abzihlbar ist. Daraus geht hervor, wie ,,unendlich mal
viel dichter” eine gerade Linie mit Punkten iiberhaupt erfiillt ist als
mit Punkten, die durch algebraische Zahlen bezeichnet werden, obgleich
auch schon die Punkte der letzteren Art iiberall auf der Geraden un-
endlich dicht gesit sind.

Dem Ergebnis, daBl schon die Menge aller auf einer beliebig kleinen
Strecke gelegenen Punkte nicht abzihlbar ist, steht andererseits die
folgende, gleichfalls iiberraschende Tatsache gegeniiber:

Saiz 8. Die Menge aller Punkie einer beiderseits unbegrenzten
geraden Linie ist dquivalent der Menge aller Punkte einer begremzten,
beliebig kleinen Strecke. Daher ist auch die Menge aller veellen Zahlen
diberhaupt dquivalent der Menge aller veellen Zahlen zwischen 0 und 1
(oder zwischen irgend zwei anderen rveellen Zahlen).

R

- T C TS

A c B
Abb. 5,

Die Richtigkeit dieses Satzes 148t sich wiederum auf geometrischem
Weg besonders leicht und anschaulich einsehen. Wir denken uns (vgl
Abb. 5) einmal eine unbegrenzte Gerade P'R’ gezeichnet, dann eine
begrenzte Strecke A B, deren Mittelpunkt mit C bezeichnet werden
moge; endlich werde die ndmliche (beispielsweise als diinner Draht zu
denkende) Strecke 4 B in ihrem Mittelpunkt C geknickt, so daB hier
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etwa ein rechter Winkel entsteht, und die geknickte Strecke so an die
unbegrenzte Gerade angelegt, daB der Punkt C mit einem beliebigen
Punkt der Geraden zusammenfillt, wihrend die beiden Hilften CA
und CB nach links oben bzw. rechts oben mit der namlichen N eigung
gegen die Gerade emporstreben. SchlieBlich soll die Mitte der (in
der Abbildung nicht gezeichneten) Verbindungslinie 4 B mit S bezeichnet
werden; S kommt dann gerade iiber C zu liegen.

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der
geknickten Strecke ACB (mit Ausnahme ihrer beiden Endpunkte 4
und B) und allen Punkten der unendlichen Geraden erhilt man nun
einfach auf folgende Weise: ist Q ein Punkt der Strecke, so ziehe man
die Verbindungslinie §Q, deren Verlingerung die Gerade in einem
Punkte Q' schneidet; ist P’ ein Punkt der Geraden, so ziehe man die
Verbindungslinie SP’, die die Strecke in einem Punkte P schneidet;
dann werde festgesetzt, daB3 die Punkte Q und Q’, ebenso die Punkte P
und P’ einander entsprechen sollen und daB der auf der Geraden und
der Strecke gleichzeitig gelegene Punkt C sich selbst entspreche. Hier-
durch wird jedem Punkt der Strecke mit Ausnahme ihrer Endpunkte
ein einziger Punkt der Geraden, jedem Punkt der Geraden ein einziger
Punkt der Strecke umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die Menge aller
Punkte der unbegrenzten Geraden ist also wirklich dquivalent der
Menge aller zwischen A4 und B gelegenen Punkte, wie wir nachweisen
wollten.

Fir den mit den Vorstellungen der analytischen Geometrie und dem Funk-
tionsbegriff vertrauten Leser werde darauf hingewiesen, da3 der soeben durch Be-
rufung auf Abb. 5 bewiesene Satz noch unmittelbarer einleuchtet, wenn man von
einer zwischen zwei beliebigen Grenzen ¥ = ¢ und » = b eindeutigen und monotonen
(d.h. bestandig wachsenden oder bestindig abnehmenden) Funktion y = f(x) aus-
geht, die zwischen den angegebenen Grenzenallereellen

Zahlenwerte annimmt. Eine solche Funktion ist be-
kanntlich z. B. y = tang v, wenn a = — g b= g

gesetzt wird (vgl. Abb. 6); ein anderes Beispiel ist

y = cotg ¥ zwischen ¥ = 0 und » = z. Ordnet man

fiir jeden Punkt der Kurve, die eine solche Funktion -
darstellt, die Abszisse # und die Ordinate y einander )
zu, so gehért wegen der Eindeutigkeit der Funktion
zu jedem Wert ¥ zwischen a und b eine einzige reelle
Zahl y, umgekehrt wegen der Monotonie zu jeder
reellen Zahl y ein einziger zwischen @ und b ge-
legener Wert ». Die (demnach umkehrbar eindeutige
Funktion y = f(#) definiert also (vgl. S. 18) eine
Abbildung zwischen der Menge aller reellen Zahlen
und derjenigen aller Zahlen zwischen @& und b; sie beweist demnach die
Aquivalenz der beiden Mengen.

5. Existenz der transzendenten Zahlen. Endlich noch eine iiberaus
wichtige arithmetische Folgerung aus dem Satz von der Nichtabzihl-
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barkeit der Menge C, eine Folgerung, die 1874 den ersten groBen
Triumph CaNTORs und der Mengenlehre bedeutet hat! Wie schon
auf S. 12 erwihnt, bezeichnet man eine (reelle) Zahl, die nicht Wurzel
einer algebraischen Gleichung ist, als eine transzendente Zahl. Der
Wissenschaft ist bis heute erst fiir verhiltnismidBig spezielle Klassen
von Zahlen der Nachweis gelungen, daB sie transzendent sind, und
dieser Nachweis ist keineswegs leicht. Demgegeniiber folgt aus dem
so einfachen Satze von der Nichtabzdhlbarkeit unserer Menge C in
Verbindung mit fritheren Ergebnissen ohne weiteres, daB es unendlich-
viele transzendente Zahlen gibt, ja noch mehr: daB es sozusagen eine
,,regelmiBige’ Eigenschaft beliebiger reeller Zahlen ist, transzendent
zu sein, wihrend eine algebraische Zahl nur ,,ausnahmsweise’ vor-
liegt.

Wie wir namlich auf S.38f. sahen, ist die Menge aller algebra-
ischen Zahlen abzidhlbar; um so mehr gilt dies von der Menge aller
algebraischen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen irgend zwei
beliebigen Zahlen). Andererseits haben wir nunmehr erkannt, da die
Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen irgend zwei
anderen Zahlen) nicht abzahlbar ist. Nach der Definition der transzen-
denten Zahlen ist endlich die Gesamtheit aller reellen Zahlen nichts
anderes als die Gesamtheit aller algebraischen #nd aller transzendenten
Zahlen. Daher ist die Menge der transzendenten Zahlen zwischen 0
und 1, die aus C durch Fortlassung der abzdhlbar unendlichvielen
algebraischen Zahlen hervorgeht, nach Satz 5 des vorigen Paragraphen
(vgl. auch Aufgabe 5 auf S. 42) dquivalent zu C, also gleichfalls nicht
abzihlbar. Es gilt also in Riicksicht auf Satz 3:

Satz 4. Die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen irgend zwei
gegebenen veellen Zahlen ist unendlich und wicht abzihlbar, vielmehr der
Menge C dquivalent. Das Ndamliche gilt von der Menge aller transzendenten
Zahlen diberhaupt.

Dieser inhaltsreiche und bestimmte Satz, der tiber die damals (1874)
von den transzendenten Zahlen bekannten Tatsachen weit hinausgeht,
betrifft eine Menge von Zahlen, von denen auch nur eine einzige wirk-
lich zu bestimmen nicht eben leicht ist; erst 1851 war (durch Liou-
VILLE) gezeigt worden, daB iiberhaupt transzendente Zahlen existieren.
Demgegeniiber stellt Satz 4 der unendlichen Menge der algebraischen
Zahlen, die ,,nur’ abzihlbar unendlich ist, die nicht mehr abzihlbare
Menge der transzendenten Zahlen als dquivalent der Menge aller reellen
Zahlen gegeniiber. Diese Entdeckung (oder richtiger: Anwendung einer
Entdeckung) hitte denn auch zum erstenmal die Bedeutung der damals
im Beginn ihrer Entwicklung befindlichen Mengenlehre vernehmlich
der mathematischen Mitwelt des forschenden CANTOR kiinden konnen,
wenn es nicht der damaligen Zeit iiberhaupt an Aufnahmefihigkeit
fr diese ganze Gedankenrichtung gemangelt hitte.
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Das Diagonalverfahren, wie es oben verwendet wurde, laBt sich
ibrigens — wenigstens theoretisch — auch zur numerischen Bildung
transzendenter Zahlen benutzen. Verstehen wir ndmlich in dem Hilfs-
satz von S.45 unter C, die (nach S. 39 abzihlbare) Menge aller alge-
braischen Zahlen, von denen jede (auBer der etwa fortzulassenden
Null) als unendlicher Dezimalbruch dargestellt sei, und bedeu-
tet @ irgendeine Abzihlung dieser Menge, wie sie z. B. nach der
Methode von S. 46 angeschrieben gedacht werden kann, so ist jede
nach dem Diagonalverfahren konstruierte Zahl D (S. 47) eine reelle
und nicht algebraische, also transzendente Zahl. Die praktische Durch-
filhrung dieses theoretisch einfachen Verfahrens zur Konstruktion
transzendenter Zahlen wiirde allerdings, sobald man iiber die ersten
Dezimalen von D hinauszugehen wiinschte, an dem Zeitaufwand
scheitern, der erforderlich ist, um eine Abzihlung aller algebraischen
Zahlen auch nur einigermaBen weit wirklich. herzustellen. Indes ist
ja die Bestimmung von nur endlichvielen Dezimalen der Zahl D offen-
bar iiberhaupt bedeutungslos, da immer erst die (unendlichvielen)
spiteren Ziffern dariiber entscheiden, ob die Zahl algebraisch oder
transzendent ist. Von Wert kann also nur ein allgemeines Gesefz sein,
das alle Dezimalen von D einheitlich bestimmt; ein solches Gesetz aber
steckt gerade in dem angefiihrten Konstruktionsverfahren fiir D, so-
bald die Abzihlung @ festgewihlt ist.

6. Der Begriff der Kardinalzahl oder Maichtigkeit. Die Kardinal-
zahlen @ und ¢. Aus dem Satz von der Nichtabzihlbarkeit der Menge
der reellen Zahlen haben wir im Vorangehenden Folgerungen gezogen,
die uns wichtige geometrische und arithmetische Erkenntnisse vermit-
telten. Hieraus erhellt schon, daB essich dabei um ein innerhalb der Ge-
samtmathematik bedeutsames Ergebnis handelt, das — gleich besonders
wichtigen Sitzen anderer mathematischer Teilgebiete — weit {iber die
betreffende engere Disziplin (hier iiber die Mengenlehre) hinaus uns
neue Tatsachen lehrt. Wir haben aber bisher, abgesehen von Andeu-
tungen im vorigen Paragraphen, noch nicht von der Bedeutung unseres
Satzes fiir die Mengenlehre selbst gesprochen.

In dieser Beziehung kann man unser Ergebnis geradezu als die
Grundlage der Mengenlehre betrachten, von der aus die Einfithrung
unendlichgroBer Zahlen erst einen Sinn bekommt; diese Bedeutung
hat der Satz historisch in der Tat gehabt. Der Sachverhalt wird am
deutlichsten werden, wenn wir zunidchst von den endlichen Mengen
ausgehen. Wie wir uns im dritten Absatz des § 3 (S. 16) klarmachten,
kann man von der Betrachtung zweier oder mehrerer untereinander
dquivalenter endlicher Mengen naturgemiB zum Begriff der endlichen
Anzahl oder Kardinalzahl gelangen ; dquivalente endliche Mengen haben
unter sich etwas gemeinsam, was wir die Anzahl ihrer Elemente nennen
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(vgl. auch die Beispiele 1 und 2 des § 2, S.4f.). Auf solche Weise ge-
langt man, wie iibrigens z. B. schon HUME bemerkt hat, zu den endlichen
Kardinalzahlen 1, 2, 3 usw.; auch die Zahl 0 als Kardinalzahl der Null-
menge laBt sich so auffassen!. Umgekehrt sind zwei endliche Mengen
auch nur dann dquivalent, wenn sie im gewohnlichen Sinn gleichviel
Elemente enthalten (vgl. S.16 und die FuBnote dazu).

Es liegt danach nahe, den Begriff der Anzahl vom Endlichen aufs
Unendliche derart zu iibertragen, dall man je zwei oder mehreren un-
endlichen Mengen, die einander dquivalent sind, die namliche ,,unendliche
Kardinalzahl“ beilegt und auf diese Weise die unendlichen Kardinal-
zahlen einfithrt. Nun bietet es zwar keine besondere Schwierigkeit,
gewisse unendliche Mengen als untereinander dquivalent zu erkennen,
also etwa die verschiedenen in §4 betrachteten abzdhlbaren Mengen
oder die auf S.50ff. behandelten Punktmengen aufeinander abzu-
bilden, wie wir dies taten. Solange aber die Moglichkeit oder sogar
die Wahrscheinlichkeit offen bleibt, daB {iberhaupt alle unendlichen
Mengen untereinander #quivalent sind, stellt die damit ermdglichte
Einfiilhrung einer einzigen ,,unendlichgroBen Kardinalzahl keinen
wissenschaftlichen Fortschritt dar; denn ein Rechnen mit dieser einen
unendlichen Zahl wird nichts wesentlich Neues ergeben, sondern auf
die naive Vorstellung eines ganz unbestimmten ,,Unendlich und dessen
durchaus triviale Eigenschaften hinauslaufen. Von einer wirklichen,
sinnvollen Einfithrung des UnendlichgroBen in die Mathematik kann
erst dann die Rede sein, wenn es gelingt, mehrere voneinander scharf
getrennte unendlichgroBe Zahlen zu unterscheiden und Regeln fiir
ihre Vergleichung und fiirs Rechnen mit ihnen aufzustellen.

Eben dies ermoglicht aber der bewiesene Satz von der Nichtabzahl-
barkeit der Menge C. Denn nach ihm gibt es mindestens zwei nicht-
dquivalente unendliche Mengen, z. B. die Menge der natiirlichen Zahlen
und die Menge C; das Diagonalverfahren gestattet iibrigens, wie wir
spiter sehen werden, sogar den Nachweis der Existenz unendlichvieler
unendlicher Mengen, unter denen keine einer andern &dquivalent ist.
Man kann daher die unendlichen Mengen in verschiedene Klassen der-
art einteilen, daB die Mengen einer und derselben Klasse untereinander
dquivalent sind, niemals aber eine Menge éiner Klasse dquivalent ist
einer Menge einer andern Klasse. Weiter filhrt man dann, ganz wie
bei den endlichen Mengen, fiir das Gemeinsame, was allen unterein-
ander dquivalenten beliebigen (endlichen oder unendlichen) Mengen je-
weils eigentiimlich ist, eine Bezeichnung ein, und zwar spricht man
auch hier von der Kardinalzahl oder auch von der Machtigkeit
unendlicher Mengen; wir werden diese beiden Ausdriicke gleichmiBig

1 Vgl. die im besten Sinn des Wortes populiare Darstellung in HESSENBERGS
Rede [11].
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verwenden. Die Kardinalzahl einer Menge M kann also aufgefal3t werden
als der Inbegriff derjenigen Eigenschaften von M, die M mit jeder dqui-
valenten Menge, aber mit keiner nicht &dquivalenten Menge gemein
hat. Zum Unterschied von den endlichen Kardinalzahlen soll die
Kardinalzahl einer unendlichen Menge noétigenfalls als eine unend-
liche oder transfinite Kardinalzahl bezeichnet werden. Die Aus-
drucksweise ,,zwer unendliche Mengen besitzen die gleiche Kardinal-
zahl oder Michtigkeit'* soll also nichts anderes besagen als ,,die zwei Mengen
sind dquivalent'; ,,die Mdchtigkeiten zweier Mengen sind verschieden'’
ist nur eine andere Ausdrucksweise filr ,,die beiden Mengen sind nicht
dquivalent'‘. Die zunichst unpréizise Frage nach der Vergleichbarkeit
unendlicher Mengen oder nach den Begriffen ,,gleich’* und ,,ungleich
im Reich des UnendlichgroBen ist so auf den scharfen und unzwei-
deutigen Begriff der Aquivalenz, d.h. der umkehrbar eindeutigen Zu-
ordnung (oder der Funktion) zuriickgefiihrt — eine der bedeutsamsten
Leistungen in CanNTORs Werk.

So ist denn der Begriff der Michtigkeit eine naturgemifBe, aber
weittragende Verallgemeinerung des Begriffs der (endlichen) Anzahl; die
Michtigkeit einer Menge gibt gewissermaBen an, ,,wie viele* Elemente
die Menge enthilt. Aber in scharfem Gegensatz zu der naiven Auf-
fassung brauchen wir uns nunmehr nicht mit der tautologischen Aus-
sage zu begniigen, eine gegebene unendliche Menge enthalte ,,unendlich-
viele“ Elemente; sicherlich enthilt z. B. die Menge aller natiirlichen
Zahlen ebenso wie die Menge aller reellen Zahlen unendlichviele Ele-
mente, aber die Machtigkeit der einen Menge ist verschieden von
der Maichtigkeit der anderen. Andererseits liegen freilich bei den
unendlichen Mengen nicht etwa wie bei den endlichen Mengen
die Verhiltnisse so einfach, daB die Michtigkeit einer Menge schon
dann verschieden sein miilte von der einer anderen, wenn z. B. die
erstere Menge ,,mehr* Elemente enthilt als die letztere; wie wir auf
S. 28 erkannten, besitzt z. B. die Menge aller natiirlichen Zahlen die
namliche Machtigkeit wie die Teilmenge aller geraden natiirlichen Zahlen
(beide enthalten ,,abzihlbar unendlichviele Elemente). Dies liegt
wesentlich daran, daB zwar nicht im Bereich der endlichen, wohl aber
in dem der unendlichen Mengen eine Menge sehr wohl einer eigentlichen
Teilmenge von sich selbst dquivalent sein kann — eine Eigentiimlich-
keit, die sich, wie wir gesehen haben (S.24), geradezu zur Definition
des Begriffes der unendlichen Menge und damit zur Scheidung zwischen
Endlichem und Unendlichem benutzen 148t.

7. Zur Kritik obiger Begriffsbildung. Gegen die vorstehend angegebene Art
der Einfithrung der unendlichen Kardinalzahlen 148t sich allerdings der Einwand
erheben, daB die Kennzeichnung ,,das Gemeinsame aller (oder je zweier) unter-
einander aquivalenter unendlicher Mengen‘‘ keine scharfe Begriffsbildung ist, wie
man sie von einer mathematischen Definition mit Recht verlangen muB. Das
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gleiche gilt von CaNTORS Definition ([12I], S. 481): ,,Michtigkeit oder Kardinal-
zahl von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven
Denkvermégens dadurch aus der Menge M hervorgeht, da von der Beschaffen-
heit ihrer verschiedenen Elemente 7 und von der Ordnung ihres Gegebenseins ab-
strahiert wird‘‘; vgl. hierzu die Beispiele des § 2.

Eine tiefere Einsicht in das hier vorliegende Problem gewinnt man durch die
Erkenntnis, daB eine durchaus entsprechende Sachlage zu vielen wichtigen Begriffs-
bildungen innerhalb (und gelegentlich auch auBerhalb) der Mathematik gefiihrt
hat. So gelangt man, indem man immer die gemeinsame ,,typische Eigenschaft‘¢
aller Individuen einer ganzen Klasse aufsucht, z. B. von jeder Klasse aller unter-
einander parallelen Strahlen zum Begriff der ihnen gemeinsamen Richtung (oder,
was wesentlich dasselbe besagt, des ihnen gemeinsamen,,unendlichfernen Punktes*),
von jeder Gesamtheit aller untereinander @inlichen Figuren zum Begriff der ihnen
gemeinsamen Gestalt, usw. Die typische Eigenschaft ordnet all die Objekte, denen
sie zukommt, jeweils in eine Klasse ein, in die Klasse der Objekte von ,,gleichem
Typus‘; in unserem Fall besteht die Relation ,,von gleichem Typus zu sein‘‘ in der
Aquivalenz zwischen Mengen, und wie in diesem speziellen Fall (vgl. S.20) muB
jene Relation stets reflexiv, symmetrisch und transitiv sein, wenn eine Begriffs-
bildung dieser Art moglich werden soll. Dann 1a8t sich namlich immer einer
beliebigen Klasse von Objekten desselben Typus ein Begriff zuordnen, der der
Typus eines jeden Objekts der Klasse (hinsichtlich jener Relation) heiBen soll;
der Typus von Mengen hinsichtlich der Aquivalenz ist so die Kardinalzahl,
ebenso wie die Richtung den Typus orientierter gerader Linien hinsichtlich des
Parallelismus darstellt. Man driickt sich vielfach so aus: Der Richtungsbegriff
entsteht aus dem Begriff der orientierten Geraden, indem man von der Lage der
Geraden im Raum abstrahiert; ebenso der Kardinalzahlbegriff aus dem Begriff
der Menge, indem man von der Natur (sowie einer etwaigen Anordnung) der Ele-
mente absiecht. Diese Methode der ,,Definition durch Abstraktion* — die z. B.
CANTOR veranlaBt hat, die Kardinalzahl einer Menge M durch zweimaliges Uber-
streichen (als Andeutung der doppelten Abstraktion), also mit M, zu bezeichnen —
ist ein besonders wichtiger Spezialfall jener in der Mathematik iiberaus haufigen
Definitionsart, die WEvL ([7], Nr. 2) als aufbauende mathematische Definition,
CARrNAP [3] als Gebrauchsdefinition bezeichnet.

Man kann iibrigens den Typus geradezu definieren als die zugehérige Klasse
selbst, d. h. als die Menge aller Objekte, die in der betreffenden Relation zueinander
stehen; eine Richtung also als eine Menge (Klasse) aller moglichen zueinander
parallelen Strahlen, die Kardinalzahl (so FREGE [1] und [21I], ferner RusseLL [1],
S. 115; vgl. auch etwa RusseLL [5], Kap. 2, oder Nicop [3]) als eine Menge aller
zueinander Aquivalenten Mengen (siehe auch § 15, Nr.5). Die Zahl 5 z. B. ist
hiernach nicht ein besonderes Gedankending, das unabhingig wire von irgend
einer individuellen Menge von fiinf Elementen (z. B. von der Menge der Erdteile);
vielmehr ist die Zahl 5 der priagnante Ausdruck der Verwandtschaft dieser be-
sonderen Menge mit allen ihr gleichzahligen, d. h. ihr 4quivalenten, und somit
treffend als der Inbegriff aller moglichen derartigen Mengen zu erkliren. Ob mit
einer solchen ,,Zuriickfithrung‘‘ freilich viel getan ist, wird wenigstens derjenige
bezweifeln, der den Unterschied zwischen Menge und Gesamtheit (Ganzes) in
den Vordergrund riickt (vgl. schon S. 13).

Die Begriffsbildung durch Abstraktion, fir die man besonders HESSENBERG
[10], S. 71, und WEvYL [7] (a. a. O.) vergleiche, geht in andeutender Formu-
lierung schon auf LEIBNIZ zuriick, wahrend ihre Bedeutung fiir die Mathe-
matik namentlich von Pascu ([1], S. 40) und Frece ([1], §§ 63—68) hervor-
gehoben worden ist. — Ubrigens konnte man, ebenso wie z. B. das Meter
durch das Normalmeter in Paris erklirt wird, auch zur Definition jeder Rich-
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tung je eine anschaulich aufgewiesene Gerade, zur Definition jeder Anzahl
je eine ganz bestimmte Menge heranziehen; man hitte also z. B. die Anzahl
zwei‘ gleich der Menge {Sonne, Mond} oder gleich {1, 2} zu setzen, wobei zur
Vermeidung eines Zirkels als Elemente der letzteren Menge nicht die Zahlen selbst,
sondern ihre Zeichen aufzufassen wiren. Ein gewisser, immerhin grundsatzlich
nicht wesentlicher Mangel dieser Methode, die sich in aller Strenge durchfiihren
1aBt (vgl. § 17, S. 319), liegt in der verhaltnismaBigen Willkiir, mit der jedesmal
ein Reprisentant zu wiahlen istl.

Zuweilen ist, namentlich von philosophischer Seite (vgl. z. B. DuBisLAvV [2],
S. 31£.), gegen Begriffsbildungen dieser Art der Einwand erhoben worden, es
seien keine ,,vollstindigen‘ Definitionen; in der Tat wird ja vielmehr erklart,
was die Begriffe Richtung, Kardinalzahl usw. leisten sollen, als was sie sind. Im
allgemeinen erscheint dieser Einwurf dem Mathematiker nicht sehr gewichtig?;
denn wer AnstoB nimmt an der Definition durch Abstraktion, wie sie in anderer
(,,originarer*) Form iibrigens auch sonst in der Logik angewandt wird (z. B.
zur Definition einer Farbe), der kann sich fiir mathematische Zwecke ja an die-
jenige Form dieser Definition halten, die den Typus als die zugehérige Klasse
selbst definiert (siehe oben). In unserem besonderen Fall, wo es auf die Definition
des Begriffs ,,Kardinalzahl*‘ ankommt, fiihrt allerdings dieser Weg, der gerade
hierfir besondere Hervorhebung gefunden hat, auf gewisse Schwierigkeiten;
die Menge aller zu einer bestimmten Menge &quivalenten Mengen gehort
namlich zu der Sorte von Mengenbildungen, die wir spiter (§ 13) als mit Wider-
spriichen behaftet verwerfen werden, und ein solcher Begriff kann wohl nur
mittels der Typentheorie RusseLLs auf eine einwandfreie Form gebracht werden
(vgl. §15).

Trotz alledem besteht, sofern man nur den Begriff einer unendlichen Menge
iiberhaupt (wie etwa der Menge aller natiirlichen Zahlen) bejaht, zu einer miB-
trauischen oder gar skeptischen Haltung gegeniiber der Einfithrung des all-
gemeinen Kardinalzahlbegriffs kein AnlaB, sicherlich nicht mehr als gegeniiber
dem gewohnlichen endlichen Zahlbegriff. Denn die Mathematik will ja iiber Zahlen
im allgemeinen und iiber die Kardinalzahlen unendlicher Mengen im besonderen
nicht metaphysische Urteile abgeben, ihnen nicht uferlos Eigenschaften wesen-
hafter Art zusprechen; alles vielmehr, was der Mathematiker iiber Zahlen aus-
zusagen hat, 1aBt sich letzten Endes zuriickfithren auf die beiden Relationen:
zwei Zahlen sind gleich, zwei Zahlen sind verschieden. Genau genommen bedarf
man also gar keiner Definition der Kardinalzahl, sondern nur der Definition dieser
beiden Relationen. Diese aber sind eindeutig und einwandfrei festgelegt: je nach-

1 Etwas allgemeiner kann man so unter den ,,Kardinalzahlen* ein System &
von Zeichen derart verstehen, daB jeder Menge M eindeutig ein bestimmtes Zeichen
aus © (als ,,Kardinalzahl von M‘) entspricht und daB verschiedenen Mengen
dann und nur dann das namliche Zeichen entspricht, wenn die Mengen dquivalent
sind. Die in dieser Regel enthaltene Definition der Gleichheit zwischen Kardinal-
zahlen erweist sich, wie auf S. 65 und durch die Sitze 1 und 3 des § 7 dargetan
wird, auch als brauchbar im Hinblick auf die spatere Einfithrung von Relationen
und Operationen zwischen Kardinalzahlen.

2 In diesem Zusammenhang ist die Entwicklung hervorhebenswert, die sich
im Laufe der Zeiten in der Logik hinsichtlich der Lehre von der Definition voll-
zogen hat (RICKERT, CASSIRER u. a.) und die, nicht unihnlich den Tendenzen der
Mathematik, die funktionalen oder relationalen Verkniipfungen der zu definierenden
Begriffe in den Vordergrund geriickt hat auf Kosten der Tendenz, die Begriffe
gewissermaBen der ,,Substanz‘‘ zu entnehmen (wie etwa bei der Definition nach
ARISTOTELES durch genus proximum und differentia specifica). Man vergleiche
etwa CASSIRER [2] sowie ScHrick [1], S.23ff. und 32ff.
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dem zwei Mengen 4quivalent sind oder nicht, sagen wir, ihre Kardinalzahlen seien
gleich oder verschieden (so schon bei CANTOR [6]). In der Tat kénnte man
(vgl. auch S. 313f.) die ganze Mengenlehre aufbauen und darstellen, ohne das
Wort ,,Kardinalzahl* zu gebrauchen, indem man statt dessen immer von Aqui-
valenzen spricht, die durch Definition 1 von § 3 (S. 16£.) in volliger Strenge erklart
sind. Freilich wiirde dabei die Ausdrucksweise vielfach bis zur Unertriglichkeit
schleppend werden, wie man den nachsten zwei Paragraphen leicht entnimmt,
und gerade die Vermeidung solcher Umstandlichkeit ist ein Hauptgrund zur
Einfithrung des Kardinalzahlbegriffs (wie iiberhaupt zur Aufstellung der meisten
Definitionen in der Mathematik). Von einer ,,Erschleichung‘ jenes Begriffs kann
nach dem Angefithrten nicht die Rede sein.

Wenn man sich von dieser Zuriickfiihvbarkeit jeder Aussage iiber Kardinalzahlen
auf eine solche iiber Mengen und deven Aquivalenz Rechenschaft gibt, wird man,
auch ohne daB hier eine Zergliederung und Kritik im einzelnen erforderlich wire,
manche MiBverstindnisse durchschauen, auf die gewisse kritische Beurteilungen
der Mengenlehre von philosophischer Seite sich griinden (vgl. z. B. BERGMANN [2];
Z1EHEN [1] sowie [2], S.414—416; Dieck [2], S. 106ff.; BucunoLrz [1], besonders
S. 25—38). Unberiihrt bleibt durch diese Feststellung freilich die Tatsache, da@
der Standpunkt, der iiberhaupt jede unendliche Menge und demgemaB schon
den Inbegriff aller natiirlichen Zahlen als geschlossenes Ganzes ablehnt, in sich
folgerichtig und unangreifbar ist (wie das ja auch sogar fiir den philosophischen
Solipsismus gilt). Der Mathematiker gelangt von solchem Standpunkt, indem
er gleichwohl das Unendliche grundsitzlich und in entsprechenden Schranken
bejaht, zu einem gewissen ,,intuitionistischen* Aufbau der Mathematik (§14);
hingegen wird er die rein negativ gemeinte Ablehnung der unendlichen Mengen,
die auf die Verneinung der Analysis hinauslauft, kaum ganz ernst nehmen und
vielmehr als durch den ,,Erfolg‘ praktisch widerlegt betrachten, ahnlich wie dies
der sogenannte gesunde Menschenverstand gegeniiber dem Solipsisten tut mit
der Berufung auf einen Laternenpfahl, mit dem auch der Solipsist etwa un-
liebsame Bekanntschaft machen mag.

SchlieBlich sei bemerkt, da3 man — was aber nicht eben einfach und fiir die
Mengenlehre im allgemeinen nicht noétig ist — auch die Kardinalzahlen selbst
ganz unmittelbar einfithren kann: entweder als gewisse spezielle Mengen (vgl.
v. NEUMANN [4], S. 731 und [6], SchluB von Kap. II), oder als die ,,Grund-
begriffe* einer besonderen Axiomatik (vgl. FRAENKEL [4]).

Wir wollen im folgenden, wie vielfach {iblich, unendliche Kardinal-
zahlen regelmiBig mit kleinen deutschen Lettern bezeichnen (Mengen
dagegen, wie schon bisher, meist mit lateinischen Lettern). Doch sei
schon hier erwihnt, daB nach dem Vorgang von CANTOR die unendlichen
Kardinalzahlen auch — und grundsitzlich sogar in erster Linie — durch
hebriische Lettern bezeichnet werden, ndmlich durch ein n (,,Alef”,
d. i. der erste Buchstabe des hebriischen Alphabets) mit kleinen, rechts
unten angebrachten Nummern (Indizes): &, &;, N, (gelesen:
Alef-Null, Alef-Eins, Alef-Zwei) usw. Welche Bewandtnis es mit
dieser Bezeichnung hat und weshalb wir sie vorerst nicht ver-
wenden, darauf wird im § 12 (S. 193 und 205) zuriickzukommen sein.
Im besonderen bezeichnen wir die Michtigkeit jeder abzdhlbaren
Menge stets mit a, wihrend die Méchtigkeit der Menge aller reellen
Zahlen (und jeder zu ihr dquivalenten Menge) mit ¢ bezeichnet wird.
Da nach den Sidtzen 1—3 die (schlechthin als ,,Kontinuum‘ bezeich-
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nete) Menge aller Punkte einer ,kontinuierlichen* Strecke oder
einer , kontinuierlichen® unbegrenzten geraden Linie die Michtigkeit ¢
besitzt, nennt man ¢ die Michtigkeit des Kontinuums.

8. Die Kardinalzahl | der Menge aller Funktionen. Wir haben
bisher nur zwei verschiedene unendliche Kardinalzahlen, nimlich a
und ¢, kennengelernt. Zum AbschluB} dieses Paragraphen soll noch eine
unendliche Menge betrachtet werden, deren Michtigkeit sowohl von
a wie von ¢ verschieden ist.

Unter einer (eindeutigen) Funktion vy ==f(x) versteht man in der
Mathematik ein Abhingigkeitsverhiltnis folgender Art (vgl. schon S. 18):
x sei eine Verdnderliche (Variable), die alle Zahlenwerte eines ge-
wissen Zahlenbereichs annehmen kann ; wir wollen der Einfachheit halber
im folgenden als Bereich denjenigen aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1
(beide Grenzen eingeschlossen) wihlen, so daf3 also x alle Zahlenwerte
zwischen 0 und 1 durchlduft. Zu jedem einzelnen solchen Wert von x
soll ein jeweils ganz beliebiger, aber von nun an bestimmter (und im
folgenden gleichfalls als reell angenommener) Zahlenwert y gegeben sein,
etwa durch eine mathematische Formel, eine willkiirliche (z. B. graphisch
angedeutete) Vorschrift oder sonstwie; wihrend die ,,unabhingige’
Verianderliche x alle Werte des Bereiches durchlauft, wird daher auch
die von x abhdngige Verinderliche y innerhalb eines gewissen Bereiches
reeller Zahlen verinderlich sein, doch brauchen dabei fiir verschiedene
Werte von x nicht immer auch die zugehorigen Werte von vy ihrer-
seits verschieden zu sein. Um eine solche Abhingigkeit zwischen zwei
verdnderlichen Grofen x und y zu kennzeichnen, nennt man y eine
(reelle) Funktion von x. Das Abhingigkeits- oder Funktionsverhlt-
nis tritt auch schon in der Schreibweise deutlich hervor, wenn wir f(x)
statt y schreiben; soll also z. B. fiir jede reelle Zahl x zwischen 0
und 1 als zugehdriger y-Wert die reelle Zahl x2 + 3 x gelten, so deutet
man dies an durch die Schreibweise f(x) = x2 4 3 x; fiir den speziellen
Wert x = 4 ergibt sich demnach f(4) =16 4 12 = 28.

Bekannte Beispiele derartiger Funktionen sind z. B. der Gang des
Luftdrucks (Barometerstandes) an einem Orte oder die (eigentlich
durch fortwihrende Messungen zu bestimmende) Fieberkurve eines
Kranken; die unabhingige Verinderliche x ist in beiden Fillen die
Zeit, als Funktion f(x) der Zeit wird im ersten Beispiel der Luftdruck,
im zweiten die K6rpertemperatur bestimmt. Im folgenden werden wir
unter x und f(x) nicht benannte GréBen wie Zeit, Temperatur usw.,
sondern reine Zahlen verstehen.

Wir betrachten nun die Menge F aller iiberhaupt denkbaren Funk-
tionen f(x) von x, wenn x alle Zahlenwerte zwischen 0 und 1 durchliuft.
Jedes Element unserer Menge ist eine gewisse Funktion f(x). Zwei
Funktionen sind natiirlich verschieden, sobald die Vorschriften, durch
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die den Werten x gewisse Werte f(x) zugeordnet werden, nicht rest-
los iibereinstimmen; gibt es also auch nur einen einzigen Zahlenwert x
zwischen 0 und 1, zu dem das eine Mal ein anderer Funktionswert f(x)
gehort als das andere Mal, so liegen schon zwei verschiedene Funk-
tionen vor. Es ist leicht (vgl. S.66) Teilmengen von F anzugeben,
die von der Machtigkeit des Kontinuums sind; z. B. die Menge aller
,konstanten Funktionen. Unser Ziel ist demgegeniiber zu zeigen:
die Menge aller Funktionen f(x) ist so umfassend, daB sie auch nicht
die Michtigkeit ¢ besitzt. Zu diesem Zwecke 148t sich wieder, dhnlich
wie auf S. 46ff., die Methode des Diagonalverfahrens verwenden (vgl.
CanTOR [11]).

Es sei ndmlich eine die Mdchtigkeit ¢ besitzende, sonst aber ganz be-
liebige Menge F, von Funktionen f(x) gegebenl, so daB eine Abbildung
zwischen dieser Funktionenmenge F, und der Menge C aller reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 existiert; eine beliebige solche Abbildung
werde gewidhlt und im folgenden festgehalten. Wir werden dann aus-
driicklich eine Funktion ¢(x) (also ein Element der Menge F aller
Funktionen f(x)) nachweisen, die in der Menge F, nicht vorkommt.
Hiernach kann keinesfalls schon F, alle Funktionen f(x) umfassen.
GemdB der iiber F, gemachten Voraussetzung wird damit, ganz
entsprechend wie auf S. 45, der gewiinschte Nachweis dafiir erbracht
sein, daB die Michtigkeit unserer Menge F jedenfalls von ¢ (und
iibrigens, wie man leicht einsieht, um so mehr auch von a) ver-
schieden ist.

Um wirklich eine in F nicht vorkommende Funktion ¢ () zu bilden, emp-
fiehlt es sich vor allem, die gewahlte Abbildung zwischen der Zahlenmenge C
und der Funktionenmenge F, recht anschaulich zu machen. Zu diesem Zwecke
wollen wir die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 auch mit z bezeichnen und die-
jenige Funktion f(x) unserer Menge, die vermége der gewahlten Abbildung einer
bestimmten Zahl z zugeordnet ist, auch als f,(#) schreiben. Hiernach ist z. B. f, (¥)

2

diejenige Funktion von #, die bei unserer Abbildung der Zahl } entspricht.

Es werde nun eine Funktion w(x) nach folgender Vorschrift gebildet: fir
jeden bestimmten Zahlenwert z zwischen 0 und 1 soll ¢ (z) denjenigen Wert be-
sitzen, den die Funktion f, (#) fiir den speziellen Wert » = zannimmt. Um diese
etwas abstrakte Festsetzung deutlicher zu machen, betrachten wir ein Beispiel.
Die Funktion o (#) ist vollig bestimmt, wenn ihr Zahlenwert fiir jeden Wert von
x zwischen 0 und 1 bekannt ist. Dieser Wert ist nach der obigen Regel fiir jeden
Wert von #, beispielsweise fiir den Wert x = }, folgendermaBen zu bestimmen:
die der reellen Zahl } durch unsere vorausgesetzte Abbildung zugeordnete Funk-
tion der Funktionenmenge F, sei etwa ¥ = x2, also f,(#) = #2%; fiir » = § hat

diese Funktion den Wert (3)2 = 1, also f, (3) = %; dies soll nach Definition ge-
2

rade der Wert der Funktion  (») fiir » = } sein, also y (}) = 1. Genau entsprechend
bestimmt sich der Wert von y(#) fiir jeden anderen Zahlenwert von ». (Ganz
kurz 148t sich die gegebene Definition fiir y (#) offenbar so ausdriicken: fiir jeden

1 Es gibt jedenfalls solche Mengen F,, wie soeben erwihnt.
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Wert v ist p(x) = f,(¥). Das ist der zur reellen Zahl » gehorige ,, Diagonalwert*,
ganz ebenso wie auf S. 47 die Ate Ziffer des kte® Dezimalbruchs den zur natiirlichen
Zahl k gehorigen ,,Diagonalwert* darstellte.)

Endlich sei eine Funktion ¢ (x), wiederum fiir alle Werte von x zwischen
0 und 1, durch die einzige Bestimmung umgrenzt, daB ¢(x) fiir jeden Wert von
x stets von dem zugehorigen Wert von () verschieden sein solle; im iibrigen
kann @(x) beliebig sein. Man kann also derartige Funktionen ¢(x) in mannig-
fachster Weise bilden. Um eine einfache und bestimmte Vorstellung zu gewinnen,
setzen wir beispielsweise @ (x) = p(x) + 1.

Wir werden nun sehen: @ (x) kommt unter den Funktionen von F iiberhaupt
nicht vor. Ist dies gezeigt, so ist unser Ziel erreicht; denn ¢(x) ist ja fiir jeden
Zahlenwert zwischen 0 und 1 umgrenzt, also eine Funktion unserer Funktionen-
menge F. Diese Menge aller Funktionen kann also mit den Funktionen von F,
nicht erschopft sein, wie wir nachweisen wollten.

Um zu zeigen, daB ¢ (#) in der Tat von allen Funktionen der Menge F, ver-
schieden ist, bezeichnen wir mit £ eine beliebige reelle Zahl zwischen 0 und 1,
also mit f¢ (x) eine beliebige Funktion von F,, und weisen nach, daB ¢ (x) nicht
etwa dieselbe Funktion ist wie f¢ (x). Dazu geniigt es, nach den Zahlenwerten der
beiden Funktionen ¢ (#) und fz (%) firr einen speziellen Wert, z. B. fiir den Wert
x = §, zu fragen. Nach der Definition von w(x) sollte nun y(x) fir » = & den
namlichen Zahlenwert haben, wie f; (x) fir ¥ = &. Der Wert von ¢ (#) = p(x) + 1
ist aber fir jeden Wert von x, also auch fiir ¥ = & um die Zahl 1 groBer als
der zugehorige Wert von y(x). @(x) ist also fiir » = & verschieden von f; (%),
d. h. die Funktionen ¢(x) und fg (¥) sind gewiB nicht identisch. Wir haben somit
in @(x) eine Funktion gefunden, die in F; nicht vorkommt; eine dem Kontinuum
aquivalente Funktionenmenge F, kann also niemals alle Funktionen von F
umfassen, d. h.:

Satz 5. Die Mdchtigkeit der Menge aller eindeutigen reellen Funktionen
f(x) (x verdnderlich zwischen O und 1) ist verschieden von der Mdchtig-
keit des Kontinuwums (und erst recht von der Michtigkeit a).

Man pflegt die Michtigkeit dieser Funktionenmenge mit f zu be-
zeichnen und kann die (gemiB diesem und dem vorigen Paragraphen)
einfach zu kennzeichnenden Méichtigkeiten q, ¢, f unter dem Sammel-
namen der ,elementaren Michtigkeiten zusammenfassen.

Es sei besonders hervorgehoben, daBl wir bei dieser Betrachtung
den Begriff der Funktion in dem ganz allgemeinen, auf S. 61 gekenn-
zeichneten Sinn gefaBt haben. Fiir den mit dem Begriff der stetigen
Funktion schon vertrauten Leser wird demgegeniiber die spater (S. 113)
zu beweisende Tatsache von Interesse sein, daB die Menge aller stetigen
Funktionen einer reellen Verinderlichen ,,bloB“ die Michtigkeit des
Kontinuums besitzt; eine stetige Funktion stellt also gewissermaBen
nur einen speziellen Ausnahmefall gegeniiber einer ganz allgemeinen
Funktion einer reellen Verinderlichen dar. Wir haben in der Tat bei
der Konstruktion von w(x) (und also auch von g¢(x)) ein duBerst
,,unstetiges’* Verfahren angewandt; stehen doch die Zahlenwerte von
¥ (x) fir zwei nahe beisammen gelegene Werte von x in keinerlei
besonders enger Beziehung zueinander.



64 Das Rechnen mit Kardinalzahlen.

Der Leser, der den Gang des gefiihrten Beweises aufmerksam ver-
folgt, wird erkennen, daB er (nimlich bei der Definition der Funk-
tion y(x)) auf dem Diagonalverfahren beruht und véllig entsprechend
verlduft wie der auf S. 46ff. gefiihrte Bewelis fiir die Nichtabzihlbarkeit
des Kontinuums.

Aufgaben.

1. Entsprechend wie durch Dezimalbriiche (Grundzahl 10) lassen
sich die reellen Zahlen auch durch Dualbriiche (Grundzahl 2) darstellen
(vgl. S.110). Kann man bei dieser Darstellung den Beweis des Satzes 1
noch ebenso, wie oben geschehen, durchfithren und wie kann man
anderntalls auch von dieser Darstellung aus zum Ziel gelangen ?

2. Je eine Abbildung zwischen den Mengen

a) der reellen Zahlen zwischen a und b einerseits, derjenigen zwischen
¢ und 4 andererseits (a, b, ¢, d beliebig)

b) der reellen Zahlen zwischen 0 und « einerseits, aller reellen Zahlen,
die groBer als die (positive) Zahl a sind, andererseits

soll durch eine rechnerische Vorschrift (z. B. durch rationale Funk-
tionen) angegeben werden.

3. Man zeige, daf die Menge der irrationalen (d. h. reellen, nicht
rationalen) Zahlen die Michtigkeit ¢ besitzt!

4. Man zeige, daB die Menge aller Punkte der Kreislinie (der Ellipse,
der Hyperbel) jeweils die Michtigkeit des Kontinuums besitzt! (Bei
Zugrundelegung eines geeigneten Kurvenbegriffs leicht weiter auszu-
dehnen!)

5. Wie gestaltet sich der Beweis des Satzes 5, wenn die unabhin-
gige Verdnderliche x der Funktionen f(x) z. B. die Gesamtheit aller
reellen Zahlen zu durchlaufen hat?

6. Man iiberzeuge sich, daB8 die Nichtdquivalenz der Mengen C und
F (S.62f.) sich ohne wesentliche Anderung des Beweises auch dann
ergibt, wenn C eine beliebige Teilmenge der Menge aller reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 bedeutet.

Zweites Kapitel

Das Rechnen mit Kardinalzahlen.

§ 6. Die GroBenanordnung der Kardinalzahlen.

1. Definition der Gré8enanordnung. Den endlichen Kardinalzahlen
oder Anzahlen 0, 1, 2, 3, ... reihen sich in der Mengenlehre die unend-
lichen Kardinalzahlen an, von denen wir in den zwei vorangehenden
Paragraphen drei verschiedene kennengelernt haben, ndmlich a, ¢ und f.
Die Entscheidung, welche von zwei endlichen Kardinalzahlen die klei-
nere und welche die groBere ist, ist dem Leser wohlvertraut; man
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kann sie, wie leicht einzusehen, folgendermaBen formulieren: Sind M
und N zwei endliche Mengen und ist M Aquivalent einer eigentlichen
(also namentlich von N selbst verschiedenen) Teilmenge von N, so ist
die Kardinalzahl von M Kkleiner als die Kardinalzahl von N.

Unser nichstes Ziel soll sein, auch die unendlichen Kardinalzahlen
ihrer GréBe nach anzuordnen. Wir iiberzeugen uns hier sogleichi, daB
es unméglich ist, die eben angefithrte Regel auch zur Definition der
GréBenordnung unendlicher Kardinalzahlen zu verwenden. Denn ist
z. B. M die Menge der natiirlichen Zahlen, N die Menge aller rationalen
Zahlen, so ist M eine eigentliche Teilmenge von N; da M sich selber
dquivalent ist, ist M &quivalent einer eigentlichen Teilmenge von N;
dennoch wird man die Kardinalzahl von M nicht kleiner nennen als
die von N, da ja beide Mengen abzihlbar, ihre Kardinalzahlen also
gleich sind. Diese Abweichung von den bei endlichen Mengen ge-
wohnten Verhiltnissen liegt wiederum daran, daB eben eine unendliche
Menge sehr wohl einer eigentlichen Teilmenge von sich dquivalent sein
kann (S. 23).

Zu einer brauchbaren Anordnung der unendlichen Kardinalzahlen
gelangen wir dagegen, wenn wir die oben fiir die endlichen Kardinal-
zahlen festgelegte Regel ausbauen zu der folgenden

Definition. Ist die Menge M dquivalent einer Teilmenge der Menge N,
wihrend N keiner Teilmenge von M &4quivalent ist, so nennt man die
Kardinalzahl m von M kleiner als die Kardinalzahl n von N, also
n gréBer als m. Mit den auch sonst iiblichen Zsichen schreibt man
hierfir m<n oder gleichbedeutend n>m.

Diese Definition, bei der es einer Unterscheidung zwischen eigentlichen und
uneigentlichen Teilmengen nicht mehr bedarf, ist offenbar eine verniinftige und
zweckmaBige Festsetzung. Denn sind die in ihr enthaltenen Voraussetzungen
fur m < n erfiillt, so kann nicht mt = n, d. h. nicht M ~ N sein; nach der zweiten
Voraussetzung der Definition gibt es namlich im Falle m <<1u keine Teilmenge
von M, der N &iquivalent wire, wiahrend im Falle m = n sicherlich N einer Teil-
menge von M &quivalent ist, z. B. der Menge M selbst. Ebenso iiberzeugt sich
der Leser mittels einfacher Uberlegung, daB nach der obigen Definition die Be-
ziehungen m <1 und n < m miteinander nicht vertraglich sind, d. h. daB nicht
etwa von den Kardinalzahlen zweier Mengen die eine gleichzeitig kleiner und
groBer sein kann als die andere; die GroBenordnung ist, wie man sagt, eine
asymmetrische Beziehung (vgl. S. 20). Ferner erkennt man leicht, daB unter drei
Kardinalzahlen m, n und p, von denen m kleiner als n, n kleiner als p (oder
gleich p) ist, m auch kleiner ist als p; in Zeichen: aus m <n, n <p folgt
m <p, d.h. die GréBenordnung ist wie die Aquivalenz (S. 20) eine transitive
Beziehung. Endlich leuchtet ein, daB bei der Vergleichung der Kardinalzahlen
zweier Mengen jede dieser Mengen durch eine &4quivalente Menge ersetzt
werden darf, daB also aus m <n, m=m’, n =n' stets m’ <n’ folgt. Die
hiermit ausgedriickten vier Eigenschaften der GroBenanordnung der Kardinal-
zahlen sind charakteristisch fiir jede in der Mathematik auftretende Ordnungs-
beziehung; vgl. S. 125 und 185f. Sie sind namentlich auch erfillt fiir die Be-
ziehung ,,eine eigentliche Teilmenge sein‘ (S. 20); auf diese Tatsache griindet
sich wesentlich die obige Definition.

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 5
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Dagegen ist vorlaufig noch die Frage offen, ob der GroBenanordnung der
Kardinalzahlen eine weitere, ebenso allgemeine und grundsitzliche Eigenschaft
zukommt: ob namlich von zwei verschiedenen Kardinalzahlen stets eine kleiner
ist als die andere oder ob sie vielleicht unvergleichbar sein koénnen!. Hierauf
wird noch ausfithrlicher einzugehen sein (S. 76 und 205).

2. Einfachste Folgerungen. Wir benutzen die obige Definition, der
auch die gewohnliche Anordnung der endlichen Kardinalzahlen entspricht,
vor allem zur Feststellung der GréBenanordnung der Michtigkeiten a,
¢ und f. Es sei also zunichst 4 die Menge der natiirlichen Zahlen, C die
Menge der reellen Zahlen, so daBl a die Michtigkeit . von 4, ¢ diejenige
von C ist. Da 4 eine Teilmenge von C darstellt, ist 4 sicherlich dquivalent
einer Teilmenge von C (ndmlich sich selbst). Andererseits ist nach Satz 1
auf S. 29 jede Teilmenge von 4 entweder endlich oder doch abzihlbar, so
daB C gewiB keiner Teilmenge von 4 dquivalent sein kann. (Dies hétte iib-
rigens auch unmittelbar aus dem Beweis der Nichtabzahlbarkeit des
Kontinuums [S. 46ff.] erschlossen werden kénnen.) Daher ist a < ¢.

Ebenso ist ¢ < f. Denn verstehen wir jetzt unter C die Menge
aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, unter F die zu Ende des vorigen
Paragraphen betrachtete Menge aller reellen Funktionen f (x) (x ver-
anderlich zwischen 0 und 1), so ist zunichst C dquivalent einer Teil-
menge F’ von F. Wir konnen nimlich F’ wihlen als die Menge der
,,konstanten* Funktionen, d. h. derjenigen ganz speziellen Funktionen
f(x), die jeweils fiir alle Werte x einen und den nidmlichen, iiberdies
etwa zwischen 0 und 1 gelegenen Zahlenwert besitzen, und ordnen dann
jeder bestimmten Zahl ¢ der Zahlenmenge C die Funktion f(x)=c zu,
d. h. diejenige Funktion, die fiir alle Werte von x den namlichen festen
Wert ¢ besitzt. Diese Abbildung zwischen C und F’ zeigt, dal C ~ F’.
Um andererseits einzusehen, daB F keiner Teilmenge von C dquivalent
ist, erinnern wir uns des am SchluB des vorigen Paragraphen gefiihrten
Beweises. Wir gingen dort (S. 62) aus von einer zu C dquivalenten Teil-
menge F, von F und zeigten, daB eine solche Teilmenge F niemals mit
F zusammenfallen kann, weil sich (auf Grund einer Abbildung zwischen
C und F,) stets Elemente von F nachweisen lassen, die in F, nicht
vorkommen. Solche Elemente miissen aber um so mehr vorhanden
sein, wenn F, als zu einer Tetlmenge von C (statt zu C selbst) dqui-
valent vorausgesetzt wird (vgl. Aufgabe 6 auf S.64). Es kann also
auch eine zu einer Teilmenge von C dquivalente Teilmenge von F nicht
mit F identisch sein, d.h. F selbst ist keiner Teilmenge von C dqui-
valent. Hieraus und aus C ~ F’ folgt schlieflich nach unserer Defi-
nition, daB die Machtigkeit von C kleiner ist als die von F, wie gezeigt
werden sollte.

1 In den Fillen, wo firr eine Ordnungsbeziehung die Unvergleichbarkeit von

vornherein ausgeschlossen werden kann, 148t sich unschwer die im vorigen Ab-
satz zuletzt genannte Eigenschaft formal aus den iibrigen herleiten.
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Der Leser iiberzeugt sich an ‘Hand der Definition leicht, daB die
Kardinalzahl jeder endlichen Menge, d. h. jede endliche Anzahl, kleiner
tst als a. Ferner gilt der folgende Satz:

Satz 1. Unier den unendlichen Kardinalzahlen gibt es eine kleinste,
ndmlich die Kardinalzahl a der abzihlbaren Mengen.

Denn nach Satz 4 auf S. 41 besitzt jede unendliche Menge eine
abzihlbare Teilmenge; jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist
andererseits nach Satz 1 auf S. 29 entweder endlich oder abzihlbar.
Eine gegebene unendliche Menge M, die nicht selbst abzihlbar ist, be-
sitzt demnach eine der Menge A der natiirlichen Zahlen 4quivalente
Teilmenge, ohne selbst einer Teilmenge von A #quivalent zu sein.
Daher ist nach der Definition der GréBenanordnung die Kardinalzahl
von M groBer als a, wie gezeigt werden sollte.

Aus den beiden letzten Resultaten erhilt man (wegen der Transi-
tivitit der Ordnungsbeziehung, sieche S. 65) das Ergebnis:

Satz 2. Jede endliche Kardinalzahl ist kleiner als jede umemdliche
Kardinalzahl.

Die sich weiter erhebende Frage, ob ¢ die nichstgroBere Kardinal-
zahl nach a ist oder ob es eine zwischen a und ¢ gelegene (unendliche)
Kardinalzahl gibt, ist trotz erheblicher Bemithungen der Mathematiker
noch ungelést. Diese Frage stellt im wesentlichen das sogenannte
Kontinuumproblem dar (vgl. S.205). Sie fillt offenbar zusammen mit
der Frage, ob jede nichtabzihlbare unendliche Teilmenge des Kon-
tinuums (d. h. der Menge der reellen Zahlen oder aller Punkte einer
Geraden) dem Kontinuum selbst dquivalent ist, oder ob es unendliche
Teilmengen gibt, die eine zwischen a und ¢ liegende Kardinalzahl
besitzen. CANTOR war von Anfang an (vgl. [6]) entschieden der Mei-
nung, daB ¢ die zweitkleinste Kardinalzahl sei. Es hat nicht an Ver-
suchen hervorragender Forscher gefehlt, diese Vermutung oder ihr
Gegenteil zu beweisen; so sind zur Zeit des dritten internationalen
Mathematikerkongresses in Heidelberg (1904) gleichzeitig Beweis-
versuche fiir beide (einander widersprechende) Annahmen gemacht
worden, die sich spdter als nicht stichhaltig erwiesen. Auch ein
VorstoB, den neuerdings HILBERT [9] zum Beweis der Vermutung
CANTORs gemacht hat, kann noch nicht als gegliickt gelten. Ebenso-
wenig ist bekannt, ob zwischen ¢ und f eine weitere Kardinalzahl
existiert.

3. Satz von Cantor. Wohl hat dagegen schon CANTOR die weitere
Frage entschieden, ob es noch eine gréBere Michtigkeit als f gibt. Es
gilt namlich der hochst allgemeine und weitgehende Satz (zuweilen als
Satz von CANTOR bezeichnet):

Satz 8. Zu jeder beliebigen Menge M 1ift sich eine Menge von groferer
Mdchtigkeit angeben, nimlich z. B. die Menge WM aller Teilmengen

5%
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von M. Es gibt also keine grofte Michtigkeit; die mit a beginnende Reihe
der umnendlichen Mdchtigkeiten ist nach obenhin unbegrenzt.

Ist M eine beliebige endliche oder unendliche Menge, so wollen
wir die Menge aller verschiedenen Teilmengen (Untermengen) von M
nach ZERMELO mit WM (Abkiirzung fiir: Menge aller Untermengen
von M) oder auch kurz mit U bezeichnen. Jedes Element von UM
ist eine Teilmenge von M und umgekehrt ist jede Teilmenge von M
(M selbst sowie die Nullmenge eingeschlossen) ein Element von UM.
Es kann und soll nun gezeigt werden, dalB die Machtigkeit von U groBer
ist als die von M, und zwar wird wieder das Diagonalverfahren (S. 461.)
den Nerv des Beweises bilden!.

Wir zeigen vor allem, da8 die Machtigkeiten der Mengen M und U iiberhaupt
voneinander verschieden sind; damit wird der entscheidende (und verhiltnis-
maBig schwierige) Teil des Beweises erledigt sein. Es sei U, eine zu M dquivalente
Teilmenge von U. Wir werden auf Grund dieser Annahme ein nicht in U, vor-
kommendes Element von U konstruieren; damit wird dargetan sein, da3 eine zu
M aquivalente Menge von Teilmengen von M nie mit U zusammenfallen, also
nie alle Teilmengen von M umfassen kann. Es sei iibrigens im voraus bemerkt,
daB die Betrachtung ganz entsprechend und mit dem gleichen Ergebnis durch-
gefiilhrt werden kann, wenn man U, als zu einer Teilmenge von M (statt zu M
selbst) dquivalent voraussetzt. Wir werden spater noch von dieser Bemerkung
Gebrauch machen (die ohnehin plausibel erscheint, da nach der folgenden Be-
trachtung U weit umfassender ist als M, um so mehr also weit umfassender
als eine Teilmenge von M); nur um der einfacheren Darstellung willen halten
wir uns nachstehend an die Annahme Uy~ M.

Wir denken uns zunichst eine beliebige Abbildung zwischen den dquivalenten
Mengen M und U, gewahlt und von nun an festgehalten; sie ordnet jedem Element
m von M ein Element # von U, (d. h. eine gewisse Teilmenge # von M) umkehrbar
eindeutig zu. Auf Grund dieser Abbildung werden wir eine Teilmenge «’ von M
angeben, die in U, nicht vorkommt. Hierzu bedenken wir vor allem, da8 fiir irgend
zwei nach unserer Abbildung einander entsprechende Elemente, z. B. m; und u,,
zwei Fille moglich sind: die Teilmenge », von M enthalt entweder m, als Element
oder sie enthalt m, nicht. Wir kénnen daher die Elemente von M in zwei Klassen
einteilen: jedes Element der ersten Klasse ist in dem ihm vermdége unserer Abbildung
entsprechenden Element von U, (das eine Teilmenge von M ist) selbst als Ele-
ment enthalten; jedes Element der zweiten Klasse ist in dem entsprechenden
Element von U, nicht enthalten. (Als Beispiel sei vermerkt, daB, falls z. B. die
Nullmenge und M selbst in U, auftreten, in der ersten Klasse das Element von
M vorkommt, das der Menge M selbst zugeordnet ist, in der zweiten Klasse aber
das Element von M, das der Nullmenge entspricht.)

Wir betrachten nun sdmitliche Elemente der zweiten Klasse und bezeichnen
die durch ihre Gesamtheit gebildete Menge mit #’; u’ ist eine — méglicherweise
auf die Nullmenge zusammenschrumpfende — Menge gewisser Elemente von M,
also eine Teilmenge von M oder ein Element von U. Es soll gezeigt werden,
daB das Element »’ von U in der Menge U, keinesfalls vorkommt.

1 Vgl. HESSENBERG [1], S. 41{., und ZErMELO [3], S. 276; der Grundgedanke
des Beweisverfahrens findet sich bei CaNTOR [11]. Ubrigens hatte CANTOR schon
1883 in {7 V] die Existenz unendlichvieler verschiedener unendlicher Kardinal-
zahlen bewiesen, aber mit ganz anderen, verwickelteren Hilfsmitteln (aus der
Theorie der ,,Wohlordnung*; siehe S.193).
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In der Tat: kommt %’ in U, vor, so gehért das dem Element %" von U, zu-
geordnete Element 7’ von M entweder zur ersten oder zur zweiten der im vorletzten
Absatz gekennzeichneten Klassen. Gehort m’ zur ersten Klasse, so besagt dies:
m’ ist ein Element von #’; %’ enthilt aber nach Voraussetzung nur Elemente der
zweiten Klasse und keines der ersten, kann also m’ nicht enthalten. Daher kénnte
m’ nur zur zweiten Klasse gehoren, so daB das Element »’ in der ihm zugeord-
neten Teilmenge %’ nicht enthalten wire. Nach der Definition enthalt aber #’
alle Elemente der zweiten Klasse; es miiBte also auch »’ in #” vorkommen. Dieser
Widerspruch zeigt, daB m’ auch nicht der zweiten Klasse angehéren kann, d. h.
daB es iiberhaupt kein Element »’ in M gibt, dem das Element #’ von U vermdge
unserer Abbildung entsprechen kann. Die Teilmenge #’ von M kommt also
wirklich in Uy nicht vor, wie wir zeigen wollten.

Der Leser lasse sich durch die auf m’ beziigliche, zunichst paradox anmutende
Betrachtung nicht einschiichtern, sondern mache sie sich griindlich zu eigen; er
wird sich das Verfahren etwa dahin zurechtlegen, daB bei dem vorausgesetzten
Vorkommen von #%’ in U, dieser Menge #’ (1) weder die Eigenschaft, m’ zu enthal-
ten, (2) noch die Eigenschaft, m’ nicht zu enthalten, zukommt. Nach dem Satz
vom ausgeschlossenen Dritten folgt aus (1), daB m’ nicht Element von u’ ist,
aus (2), daB m’ es wohl ist; der damit erzielte Widerspruch widerlegt die gemachte
Voraussetzung. Ein gleicher Gedankengang wird uns spiter (S.211) nochmals
begegnen, dort aber in vollig anderem Licht erscheinen.

Nachdem so nachgewiesen ist, daB die Mengen M und U nicht 4dquivalent,
also nicht von gleicher Machtigkeit sein kénnen, ist es ein leichtes, zu zeigen, daB
die Machtigkeit von M kleiner ist als diejenige von U. Zum Nachweis dessen
ist zunichst eine Teilmenge von U anzugeben, der M &4quivalent ist; eine solche
erhalten wir einfach durch Zusammenfassung aller derjenigen Elemente von U
— d. h. aller derjenigen Teilmengen von M —, die nur je ein einziges Element
von M enthalten; ist {a} irgendeine derartige Teilmenge von M und ordnen wir
ihr das (begrifflich scharf von der Menge {a} zu trennende) Element ¢ von M
zu und umgekehrt, so ist damit eine Abbildung zwischen M und einer Teilmenge
von U gegeben. Andererseits geht aus der Bemerkung von der Mitte der vorigen
Seite hervor, daB U keiner Teilmenge von M aquivalent sein kann. Damit ist
der Beweis des Satzes 3 vollendet.

Aus dem Satz von CaANTOR schlieBen wir: Ist M eine beliebige un-
endliche Menge von einer Kardinalzahl f, so erhalten wir in UM = U
eine Menge von einer Kardinalzahl m > f, in U U wiederum eine Menge
von einer Kardinalzahl n > m und so endlos weiter. Die hierin hervor-
tretende Tatsache, daB es unendlichviele verschiedene unendliche
Kardinalzahlen gibt, ist namentlich aus folgender Erwigung heraus
auBerordentlich bedeutsam: Fiir die naive Vorstellung gibt es nur éin
,,UnendlichgroBes‘, innerhalb dessen weitere GroBenunterschiede nicht
mehr scharf abgegrenzt werden konnen. Demgegeniiber hat sich im
vorigen Paragraphen zunichst erwiesen, daB es verschiedene unendliche
Kardinalzahlen gibt. Unser letztes Ergebnis zeigt aber sogar, daB es
unendlichviele voneinander scharf unterscheidbare unendliche Kardinal-
zahlen gibt, daB also in dem Reich derjenigen ,,unendlichgroen
Zahlen“, die wir in den unendlichen Kardinalzahlen kennengelernt
haben, eine mindestens ebenso groBe Mannigfaltigkeit herrscht als im
Bereich der gewohnlichen endlichen Kardinalzahlen; in Wirklichkeit
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herrscht sogar eine noch unvergleichlich viel gréBere Mannigfaltigkeit
(vgl. S.108 und 193).

Wie besonders hervorgehoben zu werden verdient, stellt unser Satz
nicht etwa ein bloBes , ,Existenztheorem® dar; er besagt nicht nur,
daB zu einer gegebenen Kardinalzahl eine gréBere existiert, sondern
er gibt auch ein einfaches Verfahren an, eine solche wirklich 2u bilden
(vgl. indes S. 326).

Es werde noch betont, daBB der bewiesene Satz natiirlich auch fir
eine endliche Menge M und ihre Kardinalzahl gilt; ist doch M nicht
etwa als unendlich vorausgesetzt worden. Indes besagt unser Satz fiir
endliche Mengen nur eine in der Kombinatorik elementar bewiesene
Tatsache (vgl. S.108). DaB und in welcher Weise er insbesondere
fir die kleinsten Mengen zutrifft, nimlich fiir solche mit keinem oder
einem einzigen Element, zeigen die Beispiele M = 0, also U = {0} und
M = {m}, U =1{0, {m}}, die beim Ubergang zu den Kardinalzahlen
von M und U besagen!: 0 <1 und 1 << 2. Der Leser wird sich den
Beweisgang unseres Satzes besonders deutlich an Hand einer endlichen
Menge M als Beispiel klarmachen.

4. Der Aquivalenzsatz. Eine grundsitzliche Frage in bezug auf
die GréBenordnung der Kardinalzahlen ist bisher noch unerledigt ge-
blieben. Sind m und n irgend zwei Kardinalzahlen, so fragt es sich,
ob ebenso wie bei den endlichen Anzahlen stets einer der drei (sich
nach S. 65 ausschlieBenden) Fille m =n, m < un, m > n vorliegt
(,, Trichotomie*) oder ob es noch weitere Moglichkeiten gibt, d. h. ob
es vielleicht vorkommen kann, daB zwei verschiedene Kardinalzahlen
unvergleichbar sind, so daB keine von ihnen Kkleiner ist als die andere.

Um der Beantwortung dieser Frage niherzukommen, wollen wir,
ausgehend von unserer Definition der GroéBenordnung, alle méglichen
Vergleichsbeziehungen zwischen zwei gegebenen Mengen M und N
nach einem elementaren Verfahren der allgemeinen Logik durch-
denken; nach einem Verfahren, dessen Verwendung fiir den vor-
liegenden und manchen dhnlichen Zweck in der Mengenlehre bedeu-
tungsvoll ist und wohl erst auf einen Brief CANTORS aus den letzten
Jahren des vorigen Jahrhunderts zuriickgeht2. Es kann zunichst
Teilmengen von M geben, die zu N &dquivalent sind, und gleich-
zeittg Teilmengen von N, die zu M &quivalent sind (erster Fall); ferner
kann es Teilmengen von M geben, die zu N 4quivalent sind, wahrend
keine zu M iquivalente Teilmenge von N existiert (zwester Fall); weiter

1 Hier bedeutet natiirlich 0 nicht wie vorher die Nullmenge, sondern — da
vor dem <-Zeichen stehend — die Kardinalzahl der Nullmenge, also die Zahl
Null,

2 Siehe ScHOENFLIES [11], S. 101/2; das Verfahren findet sich mit einer grund-
satzlich unwichtigen Abinderung auch 1898 bei BoreL [1], S. 102f.
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kann es umgekehrt sein, daB die Existenz einer zu N &4quivalenten
Teilmenge von M ausgeschlossen ist, wihrend es Teilmengen von N
gibt, die zu M i4quivalent sind (dritter Fall); endlich ist es denkbar,
daB weder eine zu N &dquivalente Teilmenge von M noch eine zu M
dquivalente Teilmenge von N existiert (vierfer Fall). Diese vier Fille
bilden offenbar eine sogenannte logische Disjunktion, d.h. sie er-
schopfen, einander gegenseitig ausschlieBend, alle iiberhaupt denk-
baren Moglichkeiten (ohne da diese nun auch wirklich alle vorkom-
men miiBten).

Der bequemen Veranschaulichung diene das folgende Schema, in
dem m und n die Kardinalzahlen der Mengen M und N bezeichnen;
die darin vermerkten Erklirungen des ersten und des vierten Falls
werden alsbald begriindet.

N einer Teilmenge von M | N keiner Teilmenge von M
4quivalent | dquivalent
M einer Teilmenge von N erster Fall (M~N, d h. [ dritter Fall (m < n)
dquivalent m=n) l
M Kkeiner Teilmenge von N zweiter Fall (n < m) ’ vierter Fall (m und n
iquivalent i unvergleichbar)

Von den aufgezidhlten Fillen haben wir uns nur noch mit dem
ersten und dem vierten nidher zu beschiftigen. Denn nach der Defi-
nition der GroBenanordnung von Kardinalzahlen (S. 65) besagt ja der
zweite Fall einfach, daB N eine kleinere Kardinalzahl besitzt als M,
wihrend im dritten Fall die Kardinalzahl von M kleiner ist als die
von N. Uber den ersten Fall gibt der von CANTOR schon friihzeitig
vermutete Aquivalenzsatz Auskunft; er besagt:

Satz 4. Ist M einer Teilmenge von N und gleichzeitig N einer Teil-
menge von M dquivalent, so sind die Mengen M und N selbst einander
dquivalent, thre Kardinalzahlen also gleich.

Der Aquivalenzsatz hat fiir die Vergleichung von Mengen sehr
wesentliche Bedeutung. In gar manchen Fillen kann nidmlich fir
zwei Mengen leicht gezeigt werden, daB jede einer Teilmenge der
anderen #quivalent ist, wihrend ihre Aquivalenz nur schwierig direkt,
d. h. durch Herstellung einer Abbildung, nachzuweisen ist. Ein be-
zeichnendes und wichtiges Beispiel werden wir spiter (S. 113f)
behandeln.

Um zu einem Beweis des Aquivalenzsatzes zu gelangen, gehen wir
von den Begriffen der Summe und des Durchschnitts von Mengen aus;
ersterer wird im nichsten Paragraphen noch eine eingehendere Be-
handlung erfahren.

Sind zunichst N und P irgend zwei Mengen, so versteht man unter
ihrer Summe oder Vereinigungsmenge die Menge aller Elemente, die
mindestens in einer der beiden Mengen enthalten sind; unter ihrem
Durchschnitt die Menge aller Elemente, die in beiden Mengen gleich-
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zestig vorkommen. Man bezeichnet die Vereinigungsmenge mit & {N, P}
oder auch, da es sich gewissermaBen um die Summe der Elemente
von N und derjenigen von P handelt, mit N 4+ P, den Durchschnitt
dagegen mit SD{N, P} oder [N, P]'. Bedeutet z. B. N
die Menge aller Punkte des liegenden, P die Menge der
Punkte des aufrechtstehenden Rechtecks in Abb. 7,
so umfaft die Summe alle Punkte der ganzen kreuz-
artigen Figur, der Durchschnitt aber nur die Punkte
des in der Mitte gelegenen Quadrats.

Abb. 7. Sind nicht nur zwei Mengen, sondern ist eine
beliebige (endliche oder unendliche) Menge M = {N,
P, R, ...} gegeben, deren Elemente N, P, R, ... selbst Mengen sind,
so versteht man entsprechend unter der Summe oder Vereinigungsmenge
@M =G{N, P,R,...} =N + P + R + ... diejenige Menge, welche
alle Elemente umfaBt, die mindestens in einer der Mengen N, P, R, . ..
vorkommen; der Durchschnitt @M = D{N, P, R, ...} dagegen ist
die Menge aller derjenigen Elemente, die gleichzeitig in allen Mengen
N, P, R, ... enthalten sind. Die Vereinigungsmenge entspricht dem
logischen ,,oder* (latein. vel), der Durchschnitt dem logischen ,,und‘
(,,sowohl — als auch®).

Istz.B.M; ={1,2,3,...}, My=1{2,3,4,...}, My= {3,4,5,.. .}
usw. und bedeutet M = {M,, M, M,, ...} die abzihlbare Menge all
dieser (selbst simtlich abzihlbaren) Mengen, so ist die Vereinigungs-
menge &M offenbar gleich {1, 2, 3, ...} (also gleich M,), dagegen
der Durchschnitt ® M gleich der Nullmenge; denn es gibt keine, wenn
auch noch so groBe natiirliche Zahl, die gleichzeitig in allen Mengen
M,, M, M, ... vorkommt, obgleich jede einzelne dieser Mengen so-
gar unendlichviele Zahlen enthilt. Um ein anderes Beispiel fiir den Durch-
schnitt einer abzihlbaren Menge von Mengen zu gewinnen, wihle man
fir M, die Menge aller (etwa auf diesem Papierblatt denkbaren) ge-
schlossenen ebenen Polygone (Vielecke), fiir M, die Menge all dieser
Polygone mit Ausnahme der gleichseitigen Dreiecke unter ihnen,

1 Vielfach wird, ebenso wie die Summenbildung durch das Pluszeichen, so
die Durchschnittsbildung durch den Malpunkt bezeichnet, zuweilen sogar (nament-
lich in der franzosischen Literatur) statt ,,Durchschnitt‘‘ der Ausdruck ,,Produkt*
gebraucht. Hierfiir sprechen gewichtige Griinde (vgl. Aufg. 415 auf S. 77 sowie
auch die Bezeichnungsweise der Logistik, siehe § 15, Nr.5, und man wird in der
Regel so verfahren in den Anwendungsgebieten der Mengenlehre, wo der Durchschnitt
eine hochst wichtige Rolle spielt, dagegen die Verbindungsmenge (S. 89) durchaus
zuriicktritt. Fir die in diesem Buch im Vordergrund stehende theoretische (ab-
strakte) Mengenlehre dagegen ist die Verbindungsmenge weit bedeutungsvoller
als der Durchschnitt und da bietet es dem Verstindnis eine wesentliche Erleich-
terung, die Bezeichnungen ,,Produkt‘‘ und ,,mal‘ der Verbindungsmenge vorzu-
behalten, mittels deren (vgl. S.91) die Multiplikation von Kardinalzahlen defi-
niert wird.
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fir M, die Menge aller Polygone auBer den gleichseitigen Drei-
ecken und den Quadraten, fiir M, die Menge aller Polygone aufBler
den regelmiBigen 3-, 4- und 5-Ecken, usw.; der Durchschnitt
DM =D {M;, M,, ...} enthilt in diesem Fall alle Polygone mit
Ausnahme der regelmiBigen. Beim vorliegenden Beispiel sind {ibrigens
die einzelnen Mengen M, M,, ... keineswegs abzihlbar.

Die beiden vorstehenden Beispiele der Durchschnittsbildung sind
zur Veranschaulichung des Folgenden so gewihlt, daB jedesmal eine
abzihlbare Menge von Mengen M,;, M,, . . . auftritt und daB von diesen
Mengen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist. Die Beispiele
zeigen, daB der Durchschnitt solcher Mengen sich entweder auf die Null-
menge reduzieren kann oder auch nicht.

Es gentige hier ohne nidhere Ausfiihrung, die dem Leser iiberlassen
bleibe (vgl. S.85f.), der unmittelbar einleuchtende Hinweis darauf,
daB es bei der Bildung von Summe und Durchschnitt weder auf die
Reihenfolge, in der dabei die in M enthaltenen Mengen herangezogen
werden, noch auf eine Zerlegung der Aufgabe in einzelne Teilschritte
(vermittels Zusammenfassung gewisser Mengen untereinander durch
Klammern) ankommen kann.

Nach dieser Vorbereitung gehen wir gemill dem zu beweisenden
Satze 4 von zwei Mengen M und N aus, von denen M einer eigentlichen
Teilmenge N; von N, N einer eigentlichen Teilmenge M; von M iqui-
valent istl. Der Aquivalenzsatz besagt, da M und N selbst einander
dquivalent sind. '

Wir wollen den Satz vor allem auf eine noch einfachere Form bringen.
Ist @ eine Abbildung zwischen N und M,, so wird die eigentliche Teil-
menge N; von N durch @ von selbst auf eine eigentliche Teilmenge M,
von M, abgebildet; es ist also N; ~ M, Da M, eine eigentliche
Teilmenge von M ist, so ist um so mehr M, eine eigentliche Teil-
menge von M. Andererseits folgt aus M ~ N; und N; ~ M, nach
S. 20, daB die Menge M ihrer eigentlichen Teilmenge M, &dquivalent
ist. Der Aquivalenzsatz wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daB
M ~ M,; denn wegen M; ~ N folgt dann auch M ~ N. Es kommt
also nur darauf an, die folgende, an sich sehr einleuchtende Tatsache
nachzuweisen: Ist die Menge M dquivalent ihrer eigentlichen Teilmenge
M,, so ist sie auch dquivalent jeder Menge M, ,zwischen M und M,",
d. h. jeder exgentlichen Teslmenge M, von M, die ihrerseits M , als eigent-
liche Teilmenge enthilt.

1 Ist N, gleich N oder M, gleich M, so besagt dies schon, daB M ~ N, daB
also der Aquivalenzsatz in diesen Fillen zutrifft. Man kann sich daher auf
die Betrachtung eigentlicher Teilmengen N; und M, beschrinken, womit der Fall
endlicher Mengen M und N offenbar ausgeschlossen ist; fir endliche Mengen ist
der Satz in der Tat trivial, sobald man weiB, daB eine endliche Menge keiner
eigentlichen Teilmenge von sich 4quivalent sein kann (S. 22).
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Zwecks einfacherer Schreibweise bezeichnen wir von nun an die Menge M,
mit 4, ferner die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von M; mit
B, endlich die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von M mit C.
Unter Benutzung des Begriffs der Summe kénnen wir dann statt M, auch 4 + B,
statt M auch 4 + B + C schreiben. Unser Ziel ist, aus der nach Voraussetzung
geltenden Aquivalenz 4 + B 4+ C ~ A die weitere Beziechung 4 + B+C ~ 4 +B
zu folgern. Wir benutzen zu diesem Zweck folgenden Gedankengang, der sich
durch seine Anschaulichkeit auszeichnet, mag er auch hinsichtlich der logischen
SchluBfolge nicht den einfachsten Beweis darstellen.

Es sei ¥ eine Abbildung der Menge A + B + C auf die ihr dquivalente Menge 4.
Wenden wir diese Abbildung auf die drei Teilmengen 4, B, C der Menge 4 + B+ C
einzeln an, so wird 4 auf eine dquivalente Menge 4,, B auf eine dquivalente By,
C auf eine aquivalente C, abgebildet; 4,, B, und C, sind Teilmengen von 4, die
kein (auch nur zweien von ihnen) gemeinsames Element enthalten, und stellen
zusammengenommen die Menge A4 dar, d. h.esgilt: 4, + B, 4 C; = 4. Weiter
wenden wir (sweiter Schritt) eine Abbildung ¥, die die Menge 4 der 4quivalenten
Menge 4, zuordnet?, statt insgesamt auf 4 im einzelnen auf die Teilmengen A4,,
B,, C, von A an; dabei werde 4, auf die dquivalente Menge 4,, B, auf die aqui-
valente B,, C, auf die aquivalente C, abgebildet; dann sind 4,, B, und C, gewisse
Teilmengen von 4,, die paarweise keine gemeinsamen Elemente aufweisen und zu-
sammen die Menge 4, darstellen, soda8 4, + B, -+ C, = 4,. Wird ebenso (dritter
Schritt) eine zwischen 4, und 4, bestehende Abbildung ¥, nunmehr einzeln auf
die Teilmengen A4,, B,, C, von A, angewandt, so moge A, auf die aquivalente
Menge A4 4, B, auf die 4quivalente Bj, C, auf die aquivalente C; abgebildet werden;
Az B, und C, sind Teilmengen von 4, ohne gemeinsame Elemente und es ist
A3+ B3+ C3=A4, Da A~A4, ~Ay; ~A;... so werden diese Mengen
bei der Fortfiihrung des Prozesses, der von ihnen standig Teile abspaltet, doch
niemals erschopft (ja nicht einmal kleiner ihrer Kardinalzahl nach; vgl. die
Mengen M,, M,, M,, ... im ersten Beispiel auf S.72); wir konnen und wollen

uns daher dieses Verfahren
A B*[ L-J unbegrenzt fortgesetzt denken

und veranschaulichen uns
,41 B8 | G seine ersten Schritte durch
Abb. 8. Ferner verzeichnen
Az 52 Q wir noch die aus der Defi-
nition der Mengen C;, C,
usw. folgenden Aquivalenzen:
C~C,~Cy~Cy. ...

Wir fithren endlich eine

Abb. 8, letzte Menge ein. Es kann

sein, daB in der Menge 4
sich Elemente befinden, die gleichzeitig allen Mengen A4, 4,, A4,, ... angehoren
(von denen ja jede eine eigentliche Teilmenge der vorangehenden ist); gleich-
viel ob solche Elemente vorhanden sind oder nicht (vgl. die Beispiele auf S. 72,
wollen wir den Durchschnitt all dieser Mengen mit D bezeichnen; D ist also dieNull-
menge, falls keine gemeinsamen Elemente existieren. Dann la8t sich offenbar (vgl.
Abb. 8)% die urspriinglich gegebene Menge A -+ B 4 C auffassen als die Summe

1 Die Zuordnungsvorschrift ¥,, die die Abbildung zwischen A4 und 4, ver-
mittelt, kann ibrigens offenbar als ein Teil der Zuordnungsvorschrift ¥ zwischen
A 4+ B + C und A4 gewahlt werden; ebenso die Abbildung ¥, als ein Teil von
Y, usw. "

2 Will man sich in Abb. 8 jeden der beiden Falle (D = 0 oder nicht) ver-
anschaulichen, so hat man sich im ersten Fall D als ein jeweils auf die linke Be-
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der Menge D und der unendlichvielen Mengen C, B, C,, B,, C,, B,, ..., unter
denen keine (D eingeschlossen) mit einer anderen ein Element gemeinsam hat.
Ebenso konnen wir die Menge 4 -+ B betrachten als die Summe der Menge D
und der unendlichvielen Mengen B, C,, By, Cy, By, Cj, ... oder — was bis auf
die (fiir die Bildung der Summe gleichgiiltige) Reihenfolge das namliche ist —
als die Summe der unendlichvielen Mengen D, C,, B, C,, By, C3, B, usw. Unser
Ziel, namlich der Nachweis der Aquivalenz zwischen 4 4+ B 4 C und 4 + B,
ist erreicht, wenn wir eine Abbildung zwischen diesen beiden Mengen herstellen
koénnen.

Um eine solche Abbildung zu ermoglichen, geniigt es offenbar, zunichst die
Mengen D, C, B, C;, By, ... und D, C;, B, C,, B,, ..., als deren Summen wir
A 4+ B+ C und A4 + B auffassen gelernt haben, einander paarweise in um-
kehrbar eindeutiger Weise zuzuordnen und dann eine Abbildung zwischen je
zwei solchen einander zugeordneten Mengen herzustellen. Der Inbegriff all dieser
unendlichvielen Abbildungsvorschriften wird eine Abbildung zwischen den bei-
den Mengen 4 + B 4 C und 4 -+ B darstellen, wesentlich deshalb, weil jedes
Element von 4 4 B + C einer und nur einer einzigen der Mengen D, C, B, C,,
B,, ... angehort; deshalb kénnen wir namlich immer die fiir die betreffende ein-
deutig bestimmte Menge zustindige Abbildung zweifelsfrei wahlen. Jene paar-
weise Zuordnung von Mengen wollen wir nun entsprechend folgendem Schema
vornehmen:

A+B+C: D ¢ B ¢ B, C, B, Cy By...
4 4 4 4 A 4 4 4
v v v v Y v ¥ v

A+B: D ¢, B C, B C, By, Cy By...

Es soll also jede der Mengen D, B, B,, B,, ... sich selbst, von den Mengen C,
C;, C, usw. dagegen der Bestandteil C von 4 4+ B 4 C dem Bestandteil C; von
A + B, der Bestandteil C; von 4 + B 4 C dem Bestandteil C, von 4 + B
usw. zugeordnet werden. Die Moglichkeit der Abbildung zwischen je zwei in
dieser Weise einander zugeordneten Mengen ist nun fir die Mengen D, B, B,, ...
trivial, da hier nur jedes einzelne Element sich selbst zugeordnet zu werden braucht;
fir die Mengen C, C,, ... folgt die Moglichkeit der paarweisen Abbildung aus den
oben (S. 74) hergeleiteten Aquivalenzen C ~ C; ~ C,. ... Eine Abbildung zwischen
den Mengen 4 4+ B 4 C und 4 + B, d.h. zwischen M und M,, ist also her-
gestellt, der Aquivalenzsatz somit bewiesen.

Der vorgefiihrte Gedankengang folgt dem ersten, von F. BERNSTEIN in CANTORS
mathematischem Seminar in Halle gegebenen Beweis des Aquivalenzsatzes (zu-
erst veroffentlicht 1898 in BoreL [1], S. 103ff.). Der Beweis macht wesent-
lich Gebrauch von der Folge der natiirlichenh Zahlen, wie sie in der abge-
zihlten Menge {C, B, C,, B;, Cy, B,, ...} verhiillt auftritt. Das Wesentliche
des Beweises liegt offenbar darin, da8 von den gegebenen unendlichen Mengen
M und N, deren Kardinalzahl ganz beliebig ist, sich jedenfalls je abzdhlbar un-
endlichviele Mengen derart abspalten lassen, daB sowohl diese wie auch die iibrig-
bleibenden Reste (oben D) paarweise dquivalent sind. Ein anderer besonders

grenzungsstrecke der Rechtecke A, A,;, ... zusammengeschrumpftes Recht-
eck zu denken (analog dem ersten Beispiel auf S. 72). Im zweiten Fall ist D
als ein gleichgroBes Teilrechteck der Rechtecke A4, A4,, ... zu denken, jeweils
an deren linker Begrenzung beginnend; die Rechtecke A,, A4,, ... nehmen
dann in einem gewissen (asymptotischen) Sinn gegen das Teilrechteck D
ab, ahnlich wie die Mengen von Polygonen M,, M,, ... auf S.72f. gegen
DM.
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einfacher Beweis rithrt von J. KONiG [4] her!. Ein etwa gleichzeitig mit BERN-
STEIN von E. SCHRODER gegebener Beweis hat sich als irrig erwiesen (vgl. KORSELT
[3]). Von KorseLt (vgl. [3]) und anderen stammen Beweise des Aquivalenz-
satzes, die ein Zuriickgreifen auf die natiirlichen Zahlen und ihre Eigenschaften
zu vermeiden suchen, dafiir aber zum Teil wesentlich abstrakteren Charakter
besitzen; siehe die Literaturangaben bei ScHOENFLIEsS [8], S. 34—39, und bei
J. Kon1G [5], S. 219.

Wir wollen den Aquivalenzsatz noch in einer anderen Form aus-
sprechen, die fiir die Vergleichung von Kardinalzahlen vielfach niitzlich
ist. Sind M und N zwei Mengen und ist M einer Teilmenge von N
dquivalent, so bestehen (vgl. das Schema auf S.71) die beiden ein-
ander ausschlieBenden Mdéglichkeiten: N ist entweder einer gewisssen
Teilmenge von M 4quivalent oder keiner Teilmenge von M &quivalent.
Im ersten Fall ist nach dem Aquivalenzsatz die Kardinalzahl von M
gleich der von N, im zweiten Fall nach der Definition der GréBen-
anordnung jene kleiner als diese. Es gilt also:

Satz 5. Sind M und N Mengen mit den Kardinalzahlen m und v und
ist M einer Teilmenge. von N dquivalent, so ist m gleich oder kleiner als n
(im Zeichen: m X n), und umgekehrt.

Man kann hiernach die GroBenanordnung der Kardinalzahlen auch
in folgender Form ausdriicken, die nach den Bemerkungen iiber die
GréBenanordnung der endlichen Zahlen (S. 641.) besonders naturgemaf3
erscheinen wird: Fiir zwei nichtdguivalente Mengen M und N heiBt
die Kardinalzahl von M Kleiner als die von N, falls M einer Teilmenge
von N &dquivalent ist.

5. Das Problem der Vergleichbarkeit. Nachdem so die drei ersten
der auf S.70f. angefiihrten Fille erledigt sind, bleibt nur mehr der
vierte Fall zu betrachten, der dem Leser schon bei kurzer Uberlegung
als recht paradox erscheinen wird. Denn da8 von zwei gegebenen
Mengen keine eine Teilmenge aufweisen sollte, die zur anderen Menge
dquivalent ist, wiirde die Unvergleichbarkeit der beiden Mengen und
damit auch ihrer Kardinalzahlen bedeuten und unseren sonstigen
Vorstellungen von Zahlen als vergleichbaren ,,GréBen‘ scharf wider-
sprechen. Es hat eines erst verhiltnismiBig spit bewiesenen Satzes,
des auf S. 195ff. zu besprechenden Wohlordnungssatzes, bedurft, um
den strengen Nachweis zu fiihren, daB dieser vierte Fall iiberhaupt
nicht vorkommen kann (vgl. S.205). Freilich hatte schon CANTOR
diese Tatsache behauptet und er hatte auch erkannt, daB sie nur
durch tiefliegende Betrachtungen bewiesen werden kénne; doch ist ihm

1 Vgl. fiir Fortbildungen des Gedankengangs dieses Beweises BANAcH [1] und
D. Ko6niG [1] sowie die an letzterer Stelle angegebene Literatur, ferner fiir den
ganzen Gedankenkreis (Eigenschaften der eindeutigen Abbildungen) SIERPINSKI [4]
und LINDENBAUM-TARsKI [1], § 2. Siehe auch LINDENBAUMs Verallgemeinerungen
des Aquivalenzsatzes in der zuletzt genannten Arbeit, S. 302f.
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ein vollstindiger Nachweis nicht gelungen. Nehmen wir dieses Ergebnis
hier vorweg, so gelangen wir zu dem abschlieBenden und einfachen
Resultat, von dem wir natiirlich vorliufig keinen Gebrauch machen:

Sind M und N irgend zwei Mengen, so sind entweder M und N dqui-
valent oder M besitzt eine kleinere Kardinalzahl als N oder eine grofere
Kardinalzahl als N. Von zwei verschiedemen Kardinalzahlen ist also
stets eine kleiner als die andere.

Aufgaben. 1. Man beweise, ankniipfend an die Definition der
GréBenanordnung, die auf S. 65 ausgesprochenen Behauptungen:
,im <n und n < m sind miteinander unvertriglich” und ,,aus m <n
und n < p folgt stets m <p*!

2. Zum zweiten Absatz des Beweises von Satz 3 soll gezeigt werden,
daB es jedenfalls Elemente der zweiten Klasse gibt (also #’ von 0 ver-
schieden ist), falls man unter U, die Menge U selbst versteht (d.h.
falls man den Beweis auf indirektem Wege fiihrt).

3. Inwiefern gestattet Satz 5 eine begriffliche Vereinfachung des
Beweises des Satzes 3 (sowie auch der Ungleichungen a < ¢ und ¢ < f) ?

4. Man beweise das die Summen- und Durchschnittsbildung mit
einander verkniipfende (und iibrigens noch weit allgemeiner formulier-
bare) ,,distributive’ Gesetz (vgl. FuBnote 1 von S.78):

[A; Bl+B2+B3+---]:[Ar B1]+[A: B2]+[A: Bs]+---

5. Ebenso beweise man das (offenbar mit dem gleichen Recht als
,,distributiv* zu bezeichnende) Gesetz:

4 +[B, C]=[4 +B, 4 +C],

dessen vollkommene Analogie mit dem in der vorigen Aufgabe genann-
ten Gesetz (fiir zwei Summanden) die gleichberechtigte Stellung der
beiden Operationen hervortreten 14B8t1.

§ 7. Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen.

1. Grundsitzliche Vorbemerkungen. Wir haben in den letzten Para-
graphen ,,unendlichgroBe Zahlen*, nimlich unendliche Kardinalzahlen,
wirklich kennengelernt und sie ihrer Gré8e nach miteinander verglichen.
Wir wollen nun untersuchen, ob und wie man mit den unendlichen Kardi-
nalzahlen auch rechnen kann ; es wird sich zeigen, da8 die aus der gewShn-
lichen Arithmetik bekannten Operationender Addition, der Multiplikation
und der Potenzierung sich in einer naturgemiBen Verallgemeinerung auf
die unendlichen Kardinalzahlen iibertragen lassen und auch hier véllig be-

1 Zu dieser Erscheinung, die fiir die Operationen der Addition und Multipli-
kation von Zahlen (oder Mengen, siehe § 7) bekanntlich nicht gilt, vgl. man FRr.
Krein [1].
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stimmte Ergebnisse liefern. Dabei bleiben sogar die in der gewshnlichen
Arithmetik fiir diese Rechnungsarten giiltigen Regeln! auch fiir die unend-
lichen Kardinalzahlen bestehen. Die Umkehrung der genannten Opera-
tionen, also die Rechnungsarten der Subtraktion, der Division, des
Wurzelziehens und des Logarithmierens, sind dagegen im Bereich der
unendlichen Kardinalzahlen nicht méglich, insofern als sie hier, wie
wir sehen werden, im allgemeinen entweder iiberhaupt nicht ausfiihr-
bar sind oder wenigstens nicht zu eindeutigen Ergebnissen fiihren.
Diese Tatsache, daB eine verniinftige Subtraktion oder Division
fir unendliche Kardinalzahlen nicht definiert werden kann, ist eben-
sowenig verwunderlich wie beispielsweise der Umstand, daB fir ge-
wisse spiter (in den §§9 und 12) noch einzufiihrende Gattungen ,,un-
endlicher Zahlen auch manche Gesetze der Addition und der Multi-
plikation (z. B. schon der Satz a 4 b = b + a) nicht giiltig bleiben.
In der Tat: wenn das Reich der in der Mathematik verwendeten Zahlen
in so grundsitzlicher Weise und in so weitem Umfang ausgedehnt wird,
wie dies durch die Einfilhrung der unendlichen Zahlen CANTORs ge-
schieht, so ist keineswegs zu erwarten, daf3 die neuen ,,Zahlen* sich
genau den nimlichen Gesetzen fiigen wie die alten; vielmehr ist in
der Mathematik (wie auch anderswo) jede Verallgemeinerung eines
Begriffs it der EinbuBle eines Teiles der Eigenschaften des urspriing-
lichen engeren Begriffs verbunden. Freilich wird — entsprechend
dem sogenannten Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze (H. HAN-
KEL) — bei der Definition der Rechenoperationen fiir die unendlichen
Kardinalzahlen zunichst darauf zu achten sein, daBl man ,,naturgemiBe‘*
Verallgemeinerungen der entsprechenden Operationen zwischen ge-
wohnlichen Zahlen erhalte; ,,naturgemiB“ u.a. auch in dem Sinn,
daB die beim Operieren mit endlichen Zahlen giiltigen Gesetze nach
Moéglichkeit auch fiir die neuen Operationen erhalten bleiben. Sind fiir
diese aber einmal entsprechende Definitionen zugrunde gelegt, so ist
es nicht mehr Aufgabe des Mathematikers, die in dem erweiterten
Operationsgebiet giiltigen Rechengesetze vorzuschreiben (etwa als die
der gewdhnlichen Arithmetik), sondern umgekehrt auf Grund der ge-
troffenen Definitionen zu wuntersuchen, inwieweit die alten Gesetze
erhalten bleiben und was im {ibrigen an deren Stelle zu treten hat2.

1 Solche Regeln sind namentlich:
a+®+c)=(@+bd)+c¢, a-(b-c)=(a-d)-c ,,assoziative Gesetze®’),
at+b=b-+a, a-b=b-a (,,kommutative Gesetze*),
a-b+c)=ab+a-c, (a+Db)-c=a-c+b-c (,distributive Gesetze“);

iibrigens folgt offenbar auf Grund des kommutativen Gesetzes die zweite Form
des distributiven Gesetzes von selbst aus der ersten.

2 Diesen Gedanken hatte CANTOR im Auge, als er der abschlieBenden Dar-
stellung seiner Entdeckungen u.a. das Motto voranstellte: , Neque enim leges
intellectui aut rebus damus ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles
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So ist es nur eine von vornherein nicht zu erwartende angenehme
Uberraschung, daB fiir die im folgenden definierten Operationen der
Addition und Multiplikation unendlicher Kardinalzahlen sich die ge-
wohnlichen Regeln der Addition und Multiplikation als unverindert
giiltig erweisen.

Es ist in besonderem MaB die Verkennung des vorstehend ange-
fithrten Sachverhalts, was von Anfang an die Durchsetzung der Ideen
CanToRrs, namentlich die Anerkennung unendlichgroBer Zahlen, er-
schwert hat. Als charakteristisch sowohl fiir den Standpunkt CANTORs
wie fiir den vieler unter seinen Gegnern mag etwa die folgende Bemer-
kung Platz finden, die einem Briefe CANTORs an G. ENESTROM aus dem
Jahre 1885 entnommen ist (CANTOR[9], S.226): ,,Alle sogenannten
Beweise wider die Moglichkeit aktual-unendlicher Zahlen sind dadurch
fehlerhaft, und darin liegt ihr mod®Toy wetidos, daB sie von vornherein
den in Frage stehenden Zahlen simtliche Eigenschaften der endlichen
Zahlen zumuten oder vielmehr aufdringen, wihrend die aktual-unend-
lichen Zahlen doch andererseits, wenn sie iiberhaupt auf irgendeine
Weise denkbar sein sollen, durch ihren Gegensatz zu den endlichen
Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht konstituieren miissen, dessen
Beschaffenheit von der Natur der Dinge durchaus abhingig und Gegen-
stand der Forschung, nicht aber unserer Willkiir oder unserer Vor-
urteile ist.”‘?

Soweit nicht anders vermerkt, geht der Inhalt dieses und des
folgenden Paragraphen im wesentlichen auf CANTOR (vgl. besonders
[121]) zuriick.

2. Addition von Mengen. Als Vorbereitung zur Definition der Addition
und Multiplikation von Kardsnalzahlen erklaren wir die Addition und
Multiplikation von Mengen (erstere wurde schon auf S. 71f. kurz
eingefiihrt). Wir beginnen mit folgender

Definition 1. Unter der Summe oder Vereinigungsmenge zweier
Mengen M und N versteht man die Menge S, welche alle Elemente
enthilt, die in M oder in N (d. h. mindestens in éiner der beiden

ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus et describimus.* ([12 IJ,
S. 481.) Vgl. auch schon die These III aus der Habilitationsschrift [1] des
Vierundzwanzigjahrigen: , Numeros integros simili modo atque corpora coelestia
totum quoddam legibus et relationibus compositum efficere*, sowie eine briefliche
AuBerung von 1884: ,,Was das iibrige betrifft [ndmlich auBer der ,,Kunst der
Stilistik‘‘ und der ,,Okonomie der Darstellung* in CANTORS Arbeiten], so ist dies
nicht mein Verdienst, ich bin in bezug auf den Inhalt meiner Arbeiten nur Be-
richterstatter und Beamter* (vgl. SCHOENFLIES [12], S. 151.).

1 Die Kontroverse, ob die mathematischen Begriffe Schépfungen unseres
Denkens sind oder — so fiir CANTOR — unabhéngig von der sie denkenden Ver-
nunft (etwa als Ideen im Sinne PraTos) existieren, kurz: ob sie erfunden oder
entdeckt werden, ist speziell fiir die Mengenlehre bis heute aktuell geblieben.
Man vergleiche hierzu etwa HESSENBERG [6] sowie nachstehend S. 329f.
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Mengen) vorkommen. Man schreibt wie in der gewShnlichen Arithmetik:
S =M + N oder auch S =&{M, N}.

Zu dieser Definition ist zu bemerken: Es kann vorkommen, daB
ein und dasselbe Element in beiden Mengen M und N gleichzeitig
enthalten ist. Auch in diesem Fall wird das betreffende Element in
der Vereinigungsmenge natiirlich nur éinmal auftreten, nicht etwa
zweimal, was fiir eine Menge sinnlos wire (S. 14).

Die angefithrte Definition der Vereinigungsmenge wiirde geniigen,
wenn wir uns im Bereich des Endlichen befinden; denn mittels ihrer
148t sich der Reihe nach die Vereinigungsmenge von drei, vier, .. .,
allgemein von endlichvielen Mengen bilden. Da wir aber jetzt im
Reich des Unendlichen operieren wollen, kénnen wir uns hiermit nicht
begniigen, sondern miissen auch unendlichviele Mengen zu addieren
lernen. Wir denken uns zu diesem Zweck die zu addierenden Mengen
M,, M, Ms,, ... als Elemente einer Menge M gegeben. Dabei soll
die Schreibweise M;, M, usw. nur der bequemen Bezeichnung dienen,
nicht aber etwa fordern, dal M abzihlbar sei; die Menge M, deren
Elemente lauter Mengen sind, kann vielmehr eine beliebige Kardinal-
zahl besitzen. Wir setzen dann fest:

Definition 2. Es sei eine Menge von Mengen gegeben: M =
{M,, M,, Mg, ...}, wobei sowohl die Kardinalzahl von M wie
die Kardinalzahlen der einzelnen Mengen M,, M, usw. beliebig
sein konnen. Dann versteht man unter der Summe oder Ver-
einigungsmenge der Mengen M,, M,, ... die Menge S aller
Elemente, die mindestens einer der Mengen M,, M,, ... angehéren.
Man schreibt:

S=GM =6 {My, My My, ..} =M, +M,+My+...

und bezeichnet die Mengen M,, M, usw. auch als die Summanden.

Wiederum ist ein Element, das in mehreren der Summanden M,,
M, usw. gleichzeitig vorkommt, in die Vereinigungsmenge natiirlich
nur éinmal aufzunehmen.

Beispiele: Wir betrachten auf der Zahlengeraden die Strecken von
0 bis 1, von 1 bis 2, von 2 bis 3 usw., ferner die Strecken von — 1 bis 0,
von —2 bis — 1, von — 3 bis — 2 usw. Die Mengen der Punkte
einer jeden dieser Strecken (unter EinschluB des jeweils linken, d. h.
durch die kleinere Zahl bezeichneten Endpunkts, oder auch jeweils
beider Endpunkte) sollen mit M,, M,, M, usw., ferner mit M_;, M_,,
M_; usw. bezeichnet werden. Diese unendlichvielen Punktmengen
seien die Elemente von M. Dann wird die Vereinigungsmenge &M
durch die Menge aller Punkte der (beiderseits unbegrenzten) Zahlen-
geraden dargestellt. — Die nimliche Vereinigungsmenge erhilt man,
wenn man unter M, die Menge der Punkte zwischen 0 und 2, unter M,
die der Punkte zwischen 1 und 3 usw. versteht.
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Um ein anderes anschauliches Beispiel zu bilden, denke man an
den auf S.9 erwiahnten Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkrote
(vgl. die dortige Abb. 1) und bezeichne der Reihe nach mit S;, S,, ...
die Strecken, die Achilles durchlduft, um den jeweiligen Vorsprung
der Schildkréte einzuholen; die Strecke S, hat demnach als linken
Endpunkt den Punkt P, der Abb. 1 (» beliebige natiirliche Zahl).
Bezeichnet man ferner die Menge aller auf der Strecke S, gelegenen
Punkte (einschlieBlich der Endpunkte) mit M, so stellt die Vereinigungs-
menge M; + M, + M4 + ... = M offenbar die Menge aller auf der
Strecke von Abb. 1 gelegenen Punkte dar einschlieBlich ihres rechten,
aber ausschlieBlich ihres linken Endpunkts. Da nicht nur diese Ver-
einigungsmenge M, sondern auch jede der Mengen M, (mit oder ohne
Endpunkte) nach Satz 2 auf S. 52 die Michtigkeit des Kontinuums be-
sitzt, so liegt hier ein einfaches Beispiel dafiir vor, daB eine durch
eine begrenzte Strecke dargestellte Punktmenge M sich in abzihlbar
unendlichviele Teilmengen ,,additiv zerlegen* 1i8t, von denen jede
zu M selbst dquivalent ist.

3. Eine Grundeigenschaft der Addition. Der Definition der Addition
von Kardinalzahlen ist jetzt noch eine Bemerkung vorauszuschicken:
Es seien M und N zwei verschiedene, aber dquivalente Mengen von
Mengen, etwa

M ={My, My, M,, ...} und N ={N,, Ny, Ny, ...};

wiederum soll durch die Bezeichnung nicht etwa Abzihlbarkeit zum
Ausdruck gebracht, sondern nur angedeutet werden, welche Ele-
mente der dquivalenten, also durch eine Abbildung miteinander ver-
kniipfbaren Mengen M und N nach Wahl einer bestimmten Abbildung
einander zugeordnet sind, namlich beziiglich die Mengen M, und N,,
M, und N, usw. Wir wollen ferner annehmen, daB je zwei hiernach
einander entsprechende Elemente von M und N dguivalente Mengen
seien, daB3 also die Beziehungen gelten: M; ~ N;, My ~ N,y M, ~ N,
usw. Es entsteht die Frage, ob unter diesen Bedingungen auch die
Vereinigungsmengen @M und @N einander dquivalent sind.

Dies ist sicher nicht allgemein der Fall, wie ein Beispiel sofort zeigt.
Istz.B. M; ={1, 2,38}, My ={4, 5}, N, = {6, 7, 8}, N, = {8, 9}, so
sind M,; und N, als Mengen von je drei Elementen einander dquivalent
und das namliche gilt von den Mengen M, und N,, die je zwei Elemente
enthalten. Ebenso ist {M;, M,} ~{N,, N,}. Dennoch sind die Ver-
einigungsmengen

My +M,={1,2 84,5 und N, +N,={6, 7,8, 9}

einander #nicht dquivalent; erstere umfaBt fiinf Elemente, letztere aber
nur vier.
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 6



82 Das Rechnen mit Kardinalzahlen.

Dies hat im vorliegenden Fall, wie der Leser sofort erkennt, seinen
Grund darin, daB die Mengen N, und N, ein gemeinsames Element (8)
aufweisen, die Mengen M, und M, aber nicht. Die im vorletzten Ab-
satz aufgeworfene Frage, ob die Vereinigungsmengen @M und SN
dquivalent sind, 14Bt sich also nicht allgemein bejahen. Wohl aber
ist sie, wie wir gleich sehen werden, dann zu bejahen, wenn
noch die folgende Bedingung erfiillt ist: die in M auftretenden
Mengen M,, M,, ... sind paarweise elementefremd! oder
kurz fremd, d. h. kein Element kommt in zweien dieser Mengen
gleichzeitig vor (oder in der Ausdrucksweise von S.72: der Durch-
schnitt je zweier der Mengen M,, M, ... ist die Nullmenge), und
dasselbe gilt fiir alle in NN auftretenden Mengen N;, N, .... Ist
nimlich unter dieser Bedingung @, eine bestimmte Abbildung
zwischen den #quivalenten Mengen M,; und N,, @, eine Abbildung
zwischen M, und N, @; eine Abbildung zwischen M; und N,
usw., so konnen wir eine Abbildung @ zwischen den Vereinigungs-
mengen GM und &N folgendermaBen herstellen: @ ordnet jedes zu
M, gehérige Element von @M dem ihm auf Grund der Abbildung @,
entsprechenden Element von N; zu, das ja gleichzeitig auch in &N
vorkommt, und umgekehrt; ebenso ordnet @ die zu M, gehdrigen Ele-
mente von @M den ihnen vermoge @, entsprechenden Elementen von
N, (und &N) zu; entsprechend wird die Abbildung @ fiir alle Elemente
von @M und GN definiert. Da jedes Element von @M nur einer ein-
zigen der Mengen M,, M, usw. angehort (infolge der vorausgesetzten
Eigenschaft dieser Mengen, paarweise elementefremd zu sein), und da
das Entsprechende fiir jedes Element von €N gilt, so wird man nie
iiber die gerade zu wihlende unter den Abbildungen @,, @,, ... in
Unsicherheit sein kénnen, wie man dies im Beispiel des vorigen Ab-
satzes bei dem Element 8 wire. Durch die angegebene Vorschrift
gewinnt man, ausgehend von den einzelnen Abbildungen @,, @, usw.,
in vollig bestimmter Weise eine umkehrbar eindeutige Zuordnung @
zwischen den Elementen der Mengen @M und GN; @ ist gewisser-
maBen der Inbegriff der Abbildungen D,, @, ... . Die beiden
Vereinigungsmengen sind also wirklich dquivalent. Wir konnen dieses
Ergebnis kurz so ausdriicken:

Satz 1. Sind M und N zwei dquivalente Mengen, deren einander
entsprechende Elemente beziehentlich dquivalente Mengen sind, so sind,
falls sowohl M wie N je lauter paarweise elementefremde Mengen ent-
hiilt, auch die zugehorigen Vereinigungsmengen @M und ©N dquivalent.

4. Addition von Kardinalzahlen. Hiermit ist die Moglichkeit ge-
schaffen, die Addition von Kardinalzahlen zu erkliren. Um ndmlich

1 Vgl. den Ausdruck ,,teilerfremd* fiir ganze Zahlen, die keinen gemeinsamen
Teiler besitzen.
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zunichst zwer Kardinalzahlen, etwa m; und m,, zu addieren, denken
wir uns eine beliebige Menge M, von der Kardinalzahl m; und
eine beliebige zu M, elementefremde Menge M, von der Kardinal-
zahl m, Als die Summe der Kardinalzahlen m; und m, wird
dann folgerichtig die Kardinalzahl der Vereinigungsmenge M, + M,
zu erkldren sein, wie es der Fall endlicher Mengen M, und M,
nahelegt. Diese Festsetzung hat freilich nur dann iiberhaupt einen
verniinftigen Sinn, wenn hiernach das Ergebnis der Addition davon
unabhingig ist, welche Mengen M, und M, als Vertreterinnen der
Kardinalzahlen m, und m, im besonderen Fall gerade gewdhlt wurden.
Satz 1 zeigt, daB diese Unabhingigkeit wirklich vorhanden ist. Denn
werden an die Stelle von M, und M, zwei andere, gleichfalls elemente-
fremde Mengen N; und N, von den nimlichen Kardinalzahlen m,
und m, gesetzt, so daB M; ~ N,, M, ~ N,, so ist nach Satz 1 die Ver-
einigungsmenge N; + N, 4dquivalent der Menge M, + M,; die Kar-
dinalzahlen dieser beiden Mengen sind also gleich. Die Addition der
Kardinalzahlen m; und m, ergibt somit bei der zweiten Ausfithrung das
gleiche Ergebnis wie das erstemal.

Ohne diese Erklirung der Addition zwezer Kardinalzahlen besonders
zu formulieren, wollen wir die Addition von Kardinalzahlen gleich fiir
den allgemeinsten (in Def. 2 auf S.80 fiir Mengen ins Auge gefaBten)
Fall definieren, in dem die zu addierenden Kardinalzahlen in beliebiger
endlicher oder unendlicher Zahl vorliegen.

Hierbei ist zunichst noch eine Schwierigkeit formaler Art aus dem Weg zu
raumen. Die Addition gleicher Mengen zueinander ist offenbar bedeutungslos,
da M +4 M = M und allgemein die Hinzufiigung eines schon einmal vorhandenen
Summanden die Vereinigungsmenge nicht berithrt. Anders ist es bei Kardinal-
zahlen, wie schon die Addition endlicher Kardinalzahlen (z. B. 2 4 2) nahelegt; hier
haben wir der Moglichkeit Raum zu lassen, da die namliche Kardinalzahl ofters
— auch unendlich oft — als Summand auftritt, allgemein so oft, wie durch eine
gewisse (endliche oder unendliche) Kardinalzahl ausgedriickt wird. Es geht daher
nicht an, die zu addierenden Kardinalzahlen sich als die Elemente einer Menge
gegeben zu denken, wie es fiir die Addition von Mengen in Definition 2 geschah;
denn je zwei Elemente einer Menge sind ja stets voneinander verschieden (S. 14),
werden also nicht (oder hochstens in logisch gezwungener Weise) die namliche
Kardinalzahl darstellen.

Diese Klippe kann man unter Zuhilfenahme des auf S. 17{. eingefithrten
Funktionsbegriffs — also des Begriffs der eindeutigen, wenn auch nicht umkehr-
bar eindeutigen Zuordnung — leicht vermeiden. Geht man namlich von einer be-
liebigen endlichen oder unendlichen (wiederum nicht etwa als abzdhlbar voraus-
gesetzten) Menge M = {m,, my, m,, ...} aus, so kann man Funktionen f(m) ins
Auge fassen, deren Argument m samtliche Elemente von M zu durchlaufen hat,
wahrend die Funktionswerte stets Kardinalzahlen sein sollen. Da die Funktionen
nicht umkehrbar eindeutig zu sein brauchen, so ist die Moglichkeit gegeben, daf3
von einer bestimmten solchen Funktion f(m) derselbe Funktionswert wiederholt
angenommen wird, mit anderen Worten: daB verschiedenen Argumentwerten
"y, My, ... dieselbe Kardinalzahl f==f(m;) = f(m,) = ... entspricht. Genauer:
solange m’ eine Kardinalzahl bedeutet, die gleich oder kleiner ist alsdie Kardinalzahl

6*
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von M, die also (Satz5 auf S.76) einer Teilmenge M’ von M als Kardinalzahl
zugehort, 14Bt sich die Funktion f(m) so einrichten, daB sie eine und dieselbe
Kardinalzahl ¥ gerade m’-mal darstellt, wiahrend # die Elemente von M durch-
lauft; man braucht zu diesem Zwecke nur z. B. f(m) =f zu setzen fir alle m,
die der Teilmenge M’ angehéren, sonst aber verschieden von f. Die erforderliche
Bewegungsfreiheit hinsichtlich der Summanden einer Summe von Kardinal-
zahlen wird also gewéahrleistet sein, wenn man von einer Menge M ausgeht und
die als Summanden gewiinschten Kardinalzahlen sich den einzelnen Elementen
von M eindeutig zugeordnet denkt (etwa durch eine in M definierte Funktion).

Ist z. B. M die Menge der reellen Zahlen m zwischen 0 und 2, diese beiden
Grenzen eingeschlossen, und wird f(m) definiert durch die Vorschrift:

f(m) = 5 fur ganzzahlige m, f(m) = 10 fiir rational gebrochene m, f(m) =a

fiir irrationale m,
so erhilt man in den Funktionswerten f(m) die Kardinalzahl 5 dreimal, die Kar-
dinalzahl 10 abzihlbar unendlich oft, die Kardinalzahl a (der abzahlbaren Mengen)
kontinuierlich oft, d.h. so oft, wie die Machtigkeit ¢ des Kontinuums angibt
(vgl. Aufgabe 3 auf S.64). Ist andérerseits etwa M die Menge der natiirlichen
Zahlen m und wird die Funktion f(m) = ¢ (also konstant) gesetzt, so erhilt man
die Michtigkeit des Kontinuums abzidhlbar unendlich oft.

Hiernach kénnen wir festsetzen:

Definition 3. Es seien beliebig (endlich oder unendlich) viele Kardinal-
zahlen, die auch simtlich oder teilweise gleich sein kénnen, etwa in
der Weise gegeben, daB jedem Element (m;, m,, ...) einer gewissen
— keineswegs als abzihlbar vorausgesetzten — Menge M eindeutig
je eine bestimmte Kardinalzahl (m,, m,, ...) zugeordnet ist. Um die
Summe all dieser Kardinalzahlen zu bilden, ist folgendermaBen zu ver-
fahren: Man wihle zu jedem Element m,, m,, ... von M (also zu jeder
der Kardinalzahlen m,, m,usw.) je eine —im iibrigen beliebige — Menge
M,, M,, ... von eben jener Kardinalzahl als ,,Vertreterin* der Kardinal-
zahl, so daB M, die Kardinalzahl m, besitzt usw.; die Wahl dieser
Vertreterinnen sei lediglich durch die Bedingung eingeschrinkt, daf
die gewihlten Mengen paarweise elementefremd sein sollen. Man bilde
schlieflich die Vereinigungsmenge S =M, + M, + M3 +---; ihre
Kardinalzahl sei {. Dann wird | als die Summe aller gegebenen
Kardinalzahlen bezeichnet; man schreibt:

i:m1+m2+m3+ Tt

Ganz kurz, wenn auch weniger scharf 14t sich diese nur der For-
mulierung nach umstéindliche, in der Sache héchst einfache Definition
so fassen: Unter der Summe gegebener Kardinalzahlen versteht man
die Kardinalzahl der Summe ,zugehoriger* Mengen (ndmlich solcher
von den gegebenen Kardinalzahlen).

Man erkennt auf Grund des Satzes 1 genau wie bei der Addi-
tion zweier Kardinalzahlen daB auch das Ergebnis der allgemeinen
Addition unabhingig davon ist, welche Mengen M,, M, usw. als Ver-
treterinnen der Kardinalzahlen my, m, usw. im besonderen Fall gewéhlt
werden,
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Beispiel: Als Summanden seien sdmtliche endlichen von 0 ver-
schiedenen Kardinalzahlen gegeben (oder umstdndlicher gemif3 Defini-
tion 3: M sei eine abzihlbare Menge, etwa M = {1, 2,3, ...}, wobei dann
einfach f (m) = m gesetzt werde). Wihlen wir M; = {a,}, M, = {a,, a5},
Mg = {ay, a5, ag} usw., wobei die im iibrigen ganz beliebigen Elemente
a,, @y, @z usw. simtlich untereinander verschieden sein mdégen, so be-
sitzt M, die Kardinalzahl 1, M, die Kardinalzahl 2, M, die Kardinal-
zahl 3 usw. Es ergibt sich als Summe der Mengen M,, M, usw.:

S=M, +M,+M;+...={ay, ay, ag, a5, a5, aq, ...},
d. h. S ist eine abzihlbare Menge. Daher ist:
1+2+3+4+...=a.

Der Leser beachte, daB auf diese Weise eine Addition unendlichvieler
natiirlicher Zahlen moglich ist, die nichts mit der sogenannten Sum-
mierung ,,unendlicher Reihen“ zu tun hat und natiirlich in der gewdhn-
lichen Arithmetik sinnlos wire.

5. Formale Rechenregeln und Beispiele. Bevor wir jetzt weitere Bei-
spiele fiir die Addition von Kardinalzahlen anfiihren, sei noch darauf hin-
gewiesen, daB die zwei Grundregeln der gewShnlichen Addition, nimlich

a+b=b+a und a4+b+c=a+4+(b+c)=(@a+5b +c?,

entsprechend auch fiir die Addition endlich- oder unendlichvieler
Mengen oder Kardinalzahlen gelten; man bezeichnet diese Regeln
als kommutatives und assoziatives Gesetz der Addition. Das Bestehen
der ersten Regel — also der beliebigen Vertauschbarkeit der Reihen-
folge der Summanden in einer Summe von endlich- oder unendlich-
vielen Mengen oder Kardinalzahlen — liegt daran, daB es bei der Bil-
dung der Vereinigungsmenge gemiB Definition 2 auf die Reihenfolge
ja iiberhaupt nicht ankommt.

Auch das assoziative Gesetz, das die Gleichgiiltigkeit irgend-
welcher Zusammenfassungen der Summanden bei der Addition aus-
driickt, ist aus der Definition der Addition ohne Schwierigkeit herzu-
leiten. Ist ndmlich die Menge von Mengen

M={N,;, Ny, ...; P, Py, ...; Qy, Qg - .5 ...}

gegeben, wobeil wiederum die Indizes wie iliberhaupt die ganze Be-
zeichnungsweise nur der Bequemlichkeit dienen, so setzen wir:

{Ny, Ny,...}=N, {Py, Py,..} =P, {0, Qs...} =0 usw,

! In der Arithmetik, wo es geniigt die Addition zweier Summanden zu er-
klaren, kann man die Summe a -+ b 4 ¢ durch eine der rechtsstehenden Klammer-
formen definieren; in unserem Fall aber, wo unendlichviele Summanden moglich
sind und daher die Definitionen 2 und 3 diesen allgemeinen Fall sogleich mitum-
fassen miissen, enthalt die obige Formel zwei verschiedene Behauptungen.
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sodaB N, P, Q, . . . Teilmengen von M darstellen, die paarweise elemente-
fremd sind und zusammengenommen alle Elemente von M umfassen.
Dann ist:

SGM =GN +GP +68Q +...;

denn jedes Element der linksstehenden Vereinigungsmenge kommt
auch in der rechtsstehenden vor und umgekehrt, wie eine leichte Uber-
legung zeigt. Die soeben angeschriebene Gleichung driickt aber offen-
bar das assoziative Gesetz der Addition fiir Mengen in allgemeinster
Form aus; nach Definition 3 folgt daraus unmittelbar das nimliche
Gesetz fir Kardinalzahlen.

Wir wenden nunmehr die Definition der Addition von Kardinal-
zahlen auf einige Beispiele an. Fiir die uns bisher bekannten Kardinal-
zahlen ist das Ergebnis der Addition leicht zu ermitteln.

Vor allem {fillt die so eingefithrte Addition der Kardinalzahlen,
wenn man endliche Kardinalzahlen ins Auge faBt und deren zwei oder
endlichviele addiert, mit der gewohnlichen Addition natiirlicher Zahlen
zusammen; der Leser wird im AnschluB an das Beispiel von Seite 81
unten sich leicht Beispiele hierfiir bilden und dann die allgemeine
Giiltigkeit dieser Ubereinstimmung erkennen.

Nach Satz 2 auf S. 30 wird die etwaige Eigenschaft einer unendlichen
Menge, abzédhlbar zu sein, nicht dadurch geandert, dafl zu ihren Ele-
menten noch endlichviele weitere Elemente hinzugefiigt werden. Dies
besagt:

nw+a=a+n=a,

falls # irgendeine endliche Kardinalzahl bedeutet.

Da fir M ={1, 3, 5,7, ...}, N={2, 4, 6, 8, ...} sich ergibt:
M+N={1,2, 3,4, ...}, und da alle drei Mengen M, N, M + N
abzihlbar sind, so folgt (vgl. Satz 2 auf S. 30):

at+a=a.

Ebenso ist daher auch a +a + ... +a=a, wo a endlich oft als
Summand gesetzt gedacht ist.

Nach Satz 2 auf S. 52 besitzt sowohl die Menge aller Punkte zwischen
den Punkten 0 und 1 der Zahlengeraden wie auch die Menge aller Punkte
zwischen den Punkten 1 und 2 die Kardinalzahl ¢ und das ndmliche
gilt auch von der Menge aller Punkte zwischen 0 und 2. Es besteht
also die Beziehung

c+ce=c

und daher fiir endlichviele Summanden: ¢ +¢+... +c¢=c¢c.
Wir betrachten weiter die Menge M, die aus allen reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 und noch dazu allen natiirlichen Zahlen besteht;
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die Kardinalzahl von M ist hiernach offenbar ¢ 4 a, andererseits nach
Satz 6 auf S.42 = ¢, d. h. es gilt

ct+a=c.

Ziir Ubung beweisen wir diese Beziehung noch auf anderem Wege, in-
dem wir namlich M mit der Menge N vergleichen, die alle reellen Zahlen
umfaBt und also nach Satz 3 auf S.52 die Kardinalzahl ¢ besitzt.
M ist eine Teilmenge von N, also gewiBl dquivalent einer Teilmenge
von N; da andererseits N dquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen
zwischen 0 und 1, ist auch umgekehrt N &quivalent einer Teilmenge
von M. Nach dem Aquivalenzsatz (S.71) sind daher M und N 4qui-
valent, d. h. auch M besitzt die Kardinalzahl c.

Man kann die Beziehung ¢ + a = ¢ z. B. auch dahin deuten, da8
die Menge aller transzendenten Zahlen, vereinigt mit der Menge aller
algebraischen Zahlen, als Summe die Menge aller reellen Zahlen er-
gibt (vgl. S. 54).

Als Beleg dafiir, wie auch ohne ,,inhaltliche” Uberlegungen schon
an dieser Stelle durch rein ,formale’ Rechnung neue Regeln ge-
folgert werden konnen, diene die folgende Herleitung der (auch aus
Satz 6 auf S. 42 zu folgernden) Beziehung

¢ +# = ¢ (n beliebige endliche Kardinalzahl),

die sich auf das assoziative Gesetz und die schon bewiesenen Regeln
¢=¢+a und a +»n = a stiitzt:

c+n=(c+a)+n=c+(@a+n=c+a=c.

Ubrigens gilt Entsprechendes fiir jede unendliche Kardinalzahl m.
Denn aus Satz 6 auf S.42 folgt:

m=m-tzn=m-+a..

6. Multiplikation von Mengen. Wir gehen jetzt zur Multiplikation
von Mengen und Kardinalzahlen {iber und beginnen mit folgender
Definition, die durch eine alsbald anzustellende Erwigung nahege-
legt wird:

Definition 4. Zwei beliebige Mengen M und N seien gegeben. Um
das Produkt von M und N herzustellen, bilden wir alle verschiedenen
Elementepaare (m, n), deren einer Bestandteil m alle Elemente von
M durchliauft, wihrend fiir den anderen Bestandteil »# alle Elemente
von N eingesetzt werden sollen. Die Menge P, deren Elemente alle
verschiedenen derartigen Elementepaare sind, wird das Produkt oder
die Verbindungsmenge der Mengen M und N genannt; man schreibt
P = M-N.
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Uber die Natur der hier eingefithrten Paare ist folgendes zu bemerken: Zwei
Paare (m,, n,) und (m,, n,) gelten nur dann als gleich, wenn sie erstens in den ein-
zelnen Bestandteilen iibereinstimmen (also m; = m,, 7, = n, ist) und zweitens
die gleichen Bestandteile beidemal der namlichen Menge (M bzw. N) entnommen
sind, also nicht etwa 2, ein Element von M und m, ein Element von N darstellt.
Diese zweite Bedingung ist iiberfliissig, wenn die Mengen M und N elemente-
fremd sind, erfordert dagegen genaue Beachtung, falls M und N gemeinsame
Elemente enthalten. Ist z. B. M = {1, 2, 3}, N = {1, 2}, so ist das Paar (1, 2),
in dem 1 ein Element von M und 2 ein Element von N ist, verschieden von dem
Paar (2, 1), in dem 2 aus M, 1 aus N entnommen ist. Man ka#nn in solchen Fillen,
um Verwechselungen ein fiir allemal auszuschlieBen, die Zugehorigkeit eines Ele-
ments zu einer bestimmten Menge durch die Reshenfolge der Elemente innerhalb
des Paars andeuten, also z. B. verabreden, daB in jedem Paar (m, x) stets das erste
Element m aus M, das zweite Element # aus N stammt. Dann hat man natiirlich
auf die Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Paars scharf zu achten, also die
Paare (m,, #,) und (n;, m,) als voneinander verschieden zu betrachten. Diese Ver-
abredung ist aber nicht nolwendig. Man kann statt dessen z. B. unterhalb jedes
Elements in jedem Elementepaar (gewissermaBen als Index) die Menge notieren
oder sich notiert denken, der das Element entnommen ist; oder auch, was auf
dasselbe hinauskommt, jedes Element des Paares seinerseits durch ein Paar er-
setzen, dessen einer Bestandteil das betreffende Element ist, wihrend das andere
die Menge darstellt, der das Element entnommen gedacht ist. Bei solchem Vor-
gehen braucht man auf die Reihenfolge der Elemente im Paar in keiner Weise
mehr zu achten, sondern hat zwei Elementenpaare dann und nur dann als gleich
zu betrachten, wenn sie die namlichen Elemente aus den namlichen Mengen in
irgendwelcher Reihenfolge enthalten; die Paare sind einfach Mengen mit zwei
Elementen. Fiir gewdhnlich ist allerdings die Schreibweise unter Beachtung
der Reihenfolge, also die Benutzung geordneter Paare, bequemer und daher
auch iiblich. Da es dann fiir die Paare, und ebenso fiir die durch Definition 5
einzufilhrenden Komplexe, auf die Anordnung der Elemente wesentlich an-
kommt, wihrend in einer Menge die Anordnung der Elemente gar keine Rolle
spielt, werden zur Unterscheidung die Paare und Komplexe durch runde Klam-
mern und nicht wie die Mengen durch geschweifte gekennzeichnet. — Sind die
Mengen M und N elementefremd, so fallen diese Erwagungen und jede Beachtung
der Reihenfolge im Elementepaar ohnehin fort; in diesem Falle kann man sich
die runden Klammern stets durch geschweifte wie bisher ersetzt denken. Man
kann sich in praxi immer auf elementefremde Faktoren beschrinken (vgl. S. 315)
und verfihrt zweckmaBigerweise so, um sich den angedeuteten — wenn auch
nur formalen — Schwierigkeiten ein fiir allemal zu entziehen.

Weshalb man das Produkt zweier Mengen auf die oben angefiihrte
Weise definiert, wird an einem Beispiel sofort anschaulich. Es sei
etwa M = {m,, m,, mg}, N = {n,, np}; dann wird

P———M'N:{(mp my), (my, %), (Mg, ny), (Mg, my), (Mg, ny), (ms, ”2)} .

Man erkennt, daB allgemein fiir den Fall endlicher Mengen M und
N die Anzahl der Elemente der Verbindungsmenge gerade das Produkt
ist, das sich durch Multiplikation der Anzahl der Elemente von M
mit der Anzahl der Elemente von N ergibt. Da wir (wie bei der Ad-
dition) das Produkt von Mengen als Vorstufe zur Erklirung des Pro-
duktes von Kardinalzahlen einfiihren, so stellt unsere Definition eine
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naturgemédBe Verallgemeinerung der fiir endliche Mengen passenden
Definition auf beliebige unendliche Mengen dar.

Man koénnte das Produkt zweier Mengen (oder besser dann zunichst
zweier Kardinalzahlen) auch ebenso wie in der Arithmetik der end-
lichen Zahlen einfithren, ndmlich mittels wiederholter Addition gleicher
(bzw. dquivalenter) Summanden; man hitte dann Satz5 (S.94) als
Ausgangspunkt, den Inhalt der obigen Definition 4 als beweisbare Fol-
gerung daraus. Der Nachteil eines derartigen Verfahrens liegt darin,
daB es sich lange nicht so bequem wie das hier verwandte auf be-
liebig viele Faktoren ausdehnen li8t.

Entsprechend wie bei der Addition gehen wir jetzt von der Multi-
plikation zweier Mengen zur Multiplikation beliebig vieler (endlich- oder
unendlichvieler) Mengen iiber. Es werde also erklirt:

Definition 5. Es sei eine beliebige Menge M von Mengen gegeben:
M ={M,, M, M, ...}; M braucht nicht etwa abzihlbar zu sein.
Man bilde alle Elementekomplexe

P = (my, my, my, .. .),

wobei unabhingig voneinander m, alle Elemente von M,, m, alle Ele-
mente von M,, mg alle Elemente von M, durchlduft usw., so daB aus
jeder der in M enthaltenen Mengen je ein einziges Element in p vor-
kommt; dann nennt man die Menge P, deren Elemente alle mdglichen
verschiedenen Komplexe p sind, das Produkt oder die Verbindungs-
menge der Mengen M,, M,, M,, ..., welche auch als Faktoren des
Produkts bezeichnet werden. Man schreibt:

P=SM=%{M, My My, ..}=M-MyM,....

Ganz entsprechend wie bei der Multiplikation zweier Mengen ist zu Defini-
tion 5 zu bemerken, da8 es zwar an sich auf die Reihenfolge der einzelnen Ele-
mente im Komplex nicht ankommt, daB aber zwei Komplexe nur dann als gleich
zu betrachten sind, wewnn sie die ndwmlichen Elemente aus den ndmlichen Mengen
enthalten. Sind also die Mengen M,, M, usw. nicht paarweise elementefremdl,
so kann der Fall vorkommen, daB8 zwei Komplexe die nimlichen Elemente ent-
halten, ohne doch als gleich angesehen werden zu kénnen. In diesem Fall kann
man zur Vermeidung von Verwechslungen sich zu jedem Element die zugehdorige
Menge als Index oder sonstwie vermerkt denken oder auch, was bequemer und
iiblicher ist, in der Schreibweise eine bestimmte Reihenfolge der Elemente im
Komplex innehalten. Wie immer nach dieser Richtung verfahren wird, so ist
doch klar, daB die Reihenfolge der Faktoren in dem Produkt M, My Mg« -«
keineswegs wesentlich ist, sondern daB die Verbindungsmenge begrifflich unab-

1 Man kann iibrigens, indem man die Definition 5 entsprechend wie Definition 3
— also etwas umstandlicher als oben — beginnen laBt, ersichtlich sogar die
Moglichkeit einschlieBen, daB8 die Faktoren samtlich oder teilweise einander gleick
sind, muB dann freilich die Reihenfolge der Elemente im Komplex beachten. Im
Hinblick auf Definition 6, deren wesentliche Vorstufe Definition 5 ist, besteht indes
hierzu in der Regel kein Bediirfnis.
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hangig ist von der Reihenfolge, in der die Faktoren auftreten. Sind die Faktoren
M,, M, usw. paarweise elementefremd, so sind all diese VorsichtsmaBregeln iiber-
fliissig; die Komplexe sind dann gewohnliche Mengen, ndmlich die Mengen, die aus
jedem Faktor je ein einziges Element enthalten.

Beispiel: Die Menge M sei abzihlbar, also M = {M,, M, Mj,,
M,, M, ...}. Die Elemente von M seien folgende:
M, = {my, m}, My={my, ny}, My={ms}, M,={mg},
My = {mg} usw.,
wobei die Elemente m,, ny, mq, 5, mg, my, ms, . . . beliebig sein kdnnen;
M, und M, enthalten also je zwei Elemente, wihrend alle weiteren
Mengen nur je ein einziges Element besitzen. Dann lassen sich aus

den Elementen dieser unendlichvielen Mengen nur die folgenden vier
verschiedenen Komplexe bilden:

(my, my, mg, My, My, ..},
(my, ny, mg, my, my, .. .),
(ny, my, mg, my, Mg, ...),
(nqy, ng, mg, my, mg, ...);

die Menge dieser vier Elemente ist also die Verbindungsmenge M. —
Wird unter einem der Elemente von M, z.B. unter M, die Null-
menge verstanden (die tiberhaupt kein Element enthilt), so gibt es
keinen einzigen Komplex, der aus jeder der Mengen M,;, M, Mg usw.
je ein Element enthilt. Die Menge aller Komplexe schrumpft dann
selbst auf die Nullmenge zusammen; das tritt ersichtlich immer ein,
wenn unter den Faktoren des Produkts die Nullmenge vorkommt.

Umgekehrt kann sich offenbar auch #ur dann die Verbindungs-
menge auf die Nullmenge reduzieren, wenn unter den Faktoren die
Nullmenge auftritt. Denn anderenfalls enthilt ja jeder der Faktoren
mindestens ein Element, es gibt also auch mindestens einen Komplex,
in dem je ein Element aus jedem Faktor auftritt. Wir konnen also
das einem bekannten Satz der Arithmetik (vgl. Satz 6 auf S.94)
analoge Ergebnis feststellen:

Satz 2. Ein Produkt von Mengen ist stets dann und nur dawn gleich
der Nullmenge, wenn unter den Faktoren die Nullmenge vorkommd.

Um von der Multiplikation von Mengen zu der von Kardinalzahlen
iibergehen zu konnen, haben wir wieder die entsprechende Hilfsbetrach-
tung wie bei der Addition (S. 81f.) anzustellen. Es seien namlich zwei
verschiedene, aber dquivalente Mengen von Mengen gegeben, deren
Elemente diesmal nicht (wie damals) paarweise elementefremd zu sein
brauchen:

M ={M,, My, M,,...}, N ={N,, Ny, N,,...};

wiederum soll (wie dort) die gewidhlte Bezeichnungsweise nicht
etwa die Abzihlbarkeit von M und N fordern, wohl aber eine be-
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stimmte Abbildung zwischen den beiden dquivalenten Mengen M und
N andeuten, nach der M; und N,, M, und N, usw. jeweils einander
entsprechen. Ferner sollen je zwei hiernach einander zugeordnete
Mengen selber dquivalent sein, also M; ~ N,, M, ~ N, usw. Dann
erkennt man in ganz dhnlicher Weise wie bei der Addition (Beweis
des Satzes 1, S. 82), daB auch die Verbindungsmengen ®¥M und LN
iquivalent sind, d. h. daB es eine Abbildung zwischen ihnen gibt. Also:
Satz 8. Sind M und N zwei dquivalente Mengen, deren einander
entsprechende Elemente beziehentlich dquivalente Mengen sind, so sind
auch die zugehdrigen Verbindungsmengen PM und BN dquivalent.

7. Die Multiplikation von Kardinalzahlen und ihre Regeln. Auf Grund
des Satzes 3 148t sich nunmehr die Multiplikation von Kardinalzahlen
folgendermafen erkldren:

Definition 6. Es seien beliebig (cudlich oder unendlich) viele Kar-
dinalzahlen m,, m,, ... die auch simtlich oder teilweise gleich sein
konnen, etwa in der Weise! gegeben, daB3 jedem Element einer gewissen
Menge M eindeutig je eine bestimmte Kardinalzahl zugeordnet ist.
Um das Produkt all dieser Kardinalzahlen zu bilden, ist folgender-
maBen zu verfahren: Man wihle zu jedem Element von M (also zu
jeder der gegebenen Kardinalzahlen) je eine Menge von eben jener

Kardinalzahl als ,,Vertreterin® der Kardinalzahl — zweckmiBiger-
weise so, dal die Vertreterinnen paarweise fremd oder zum mindesten
verschieden sind — und bilde die Verbindungsmenge samtlicher als

Vertreterinnen gewihlten Mengen; die Kardinalzahl dieser Verbindungs-
menge sei p. Dann wird p als das Produkt aller gegebenen Kar-
dinalzahlen bezeichnet; man schreibt:

p=my-my .

Oder kiirzer: Unter dem Produkt gegebemer Kardinalzahlen ver-
steht man die Kardinalzahl des Produkies ,zugehiriger Mengen
(ndmlich solcher von den gegebemen Kardinalzahlen).

Werden bei Anwendung dieser Definition die als Vertreterinnen ge-
wéhlten Mengen durch irgendwelche andere, beziiglich #quivalente
Mengen ersetzt, so ist die neue Verbindungsmenge der urspriinglichen
dquivalent, wie Satz 3 zeigt. Man gelangt also, unabhingig von der
besonderen Wahl der Vertreterinnen, stets zur nimlichen Kardinal-
zahl p als Ergebnis der Multiplikation. Dies muB offenbar der Fall
sein, damit unsere Definition wirklich einen eindeutigen Sinn habe.

Der Anfithrung von Beispielen (S. 96) werde vor allem die wichtige
Bemerkung vorangeschickt, daB die Grundregeln der Multiplikation und

1 Fiir den Grund, weshalb man sich die Kardinalzahlen m,, My, ... in dieser
etwas umstandlichen Art gegeben denkt, vergleiche man die der Definition 3
vorangeschickten Bemerkungen (S. 83f.).
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der Verkniipfung der Addition mit der Multiplikation, wie sie in der
gewohnlichen Arithmetik gelten, auch fiir das Rechnen mit beliebigen
Kardinalzahlen bestehen bleiben. Es sind dies die Rechenregeln (vgl.
die FuBnote auf S. 78)

arb=b-a, a-bc=a-(b-c)y=(@-b)-c,
a*(b+4+c)=a-b+a-c, (@+b)-c=a-c+b-c.

Diese Regeln gelten in unserem jetzigen Gebiet nicht nur fiir zwei
bzw. drei oder endlichviele, sondern auch fiir unendlichviele Kardinal-
zahlen. Wie man sich ndmlich durch Anwendung der Definition der
Verbindungsmenge und (bei der zweiten Regel) durch Wahl ge-
eigneter Abbildungen ohne Schwierigkeit iiberzeugt, gelten zunichst
fiir drei beliebige Mengen A, B, C stets die Beziehungen:

A-B=B-A. A-B-C~A-(B-C)~(4-B)-C
A-(B+C)=A-B+4-C, (A+B)-C=A4-C+B-C.

Geht man von den Mengen selbst zu ihren Kardinalzahlen iiber (und
nimmt man in den beiden letzten Beziehungen B und C bzw. 4 und B
als elementefremd an), so ergeben sich daraus die obigen Rechen-
regeln fir Kardinalzahlen; von der ersten ist iibrigens schon in der
Formulierung der Definition 6 vereinfachender Gebrauch gemacht. Auf
entsprechendem Weg 148t sich weiter die Giiltigkeit jener Regeln nicht
nur fiir zwei oder drei Kardinalzahlen, sondern fiir beliebig viele Kar-
dinalzahlen feststellen. Wir kénnen diese Ergebnisse mit den auf S. 851.
fiir die Addition erhaltenen in folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 4. Die Addition wie auch die Multiplikation von Kardinal-
zahlen sind kommutative und assoziative sowie in Verbindung miteinander
distributive Operationen.

1 In dieser Beziehung sind die drei miteinander verglichenen Verbindungs-
mengen nicht miteinander identisch, sondern nur einander aquivalent. In der Tat
ist z. B. das Element (a, (b, ¢)) der Menge 4-(B-C) im allgemeinen verschieden
von dem Element ((a, b), ¢) der Menge (4-B)-C und beide sind verschieden von
dem Element (a, b, ¢) der Menge A -B-C. Ordnen wir aber diese drei Elemente
und ebenso je drei im gleichen Sinne zusammengehoérige andere Elemente der
drei Mengen einander zu, so entstehen dadurch Abbildungen zwischen den Mengen
A-B:C, A-(B-C) und (4-B)-C, die die Aquivalenz der drei Mengen erweisen. —
Genau Entsprechendes wiirde iibrigens von den Mengen 4 - B und B- 4 gelten,
falls man im Sinn der Bemerkungen von S.88 und 89f. bei der Bildung der
Verbindungsmenge die Reihenfolge der einzelnen Elemente im Komplex als
wesentlich betrachten wollte; dann wiren 4B und B-A nicht mehr gleich,
sondern nur noch &aquivalent (was sich fiirs Folgende als gleichgiiltig erweist).
Im Wesen der Sache liegt es aber vielmehr, die Komplexe als Mengen schlecht-
hin und demgemaB die Produkte 4 * B und B - 4 als gleich anzusehen. Man
mache sich den (nur formalen) Unterschied beider Auffassungen etwa an Hand
des Beispiels 4 = {1, 2}, B={1, 2, 3, 4, ...} Klar!



§ 7. Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen. 93

Das assoziative Gesetz fiir Mengen wollen wir fiir den Fall unendlichvieler
Faktoren noch besonders in einer speziellen Form aussprechen, wobei wir wiederum
die Bezeichnungsweise von S. 85 unten benutzen. Ist wie dort

M={Ny, Ny, ...; P, Py, ...; @1, Qayevvs ...}

N={N,, Ny, ...}, P={P;, Py, ...}, Q=1{0y, Qa,.. .},
so daB die paarweise elementefremden Mengen N, P, Q, ... mit M durch die
Beziehung

M=N+P+Q+
verkniipft sind, so besagt das assoziative Gesetz der Multiplikation:
(4) PN-BP-PQ- - ~BM =B + P+ 0+ ).

Diese Form des assoziativen Gesetzes erweist sich als besonders geeignet
fir den Beweis der ersten der auf S. 109 anzufithrenden Potenzregeln.

Ganz wie bei den endlichen Zahlen bestehen fiir eine beliebige
Kardinalzahl m die Beziehungen?:

m=m-l, m4+m=m-2, m2+m=m-3 usw.
oder allgemein, wenn # eine beliebige endliche Kardinalzahl bedeutet:

m4m---- +m=mn.
# Summanden

Dabei sind unter 1, 2, 3 usw. die so bezeichneten endlichen Kardinal-
zahlen zu verstehen, deren Multiplikation mit anderen endlichen oder
unendlichen Kardinalzahlen ja durch Definition 6 vollig erklirt ist.

Die Richtigkeit dieser Beziehungen erkennt man dadurch, da8
man jeweils die linke Seite nach der Definition der Addition, die rechte
Seite nach der Definition der Multiplikation berechnet; die dabei
schlieBlich linkerseits auftretende Vereinigungsmenge erweist sich dann
als dquivalent der rechterseits entstehenden Verbindungsmenge, d. h.
die angeschriebenen Beziehungen treffen wirklich zu. Um uns z. B.
von der Gleichheit zwischen m + m und m-2 zu iiberzeugen, bilden wir
eine Menge von der Kardinalzahl m : M = {a, b,c, .. .}, ferner eine zweite
ebensolche (also zu M &4quivalente) und zu M elementefremde: M’ =
{a’, V', ¢’, ...}, endlich eine Menge von 2 Elementen: N = {n, #'}.
Dann entspricht der Kardinalzahl m + m die Vereinigungsmenge

M+M,:{ﬂ, b, C, ... a,) b’; C,, "‘}’

1 Im folgenden wird an die Auffassung angekniipft, daB in einem Produkt
m+n der an erster Stelle stehende Faktor m den Multiplikanden, der zweite
Faktor » den Multiplikator darstellen soll; hiernach wiirde die Multiplikation
von m mit » bedeuten, die Zahl m #-mal als Summanden zu nehmen. Natiir-
lich ist die umgekehrte Auffassung (m Multiplikator, » Multiplikand) ebenso-
gut moglich, sprachlich sogar wohl treffender; praktisch ist — sowohl in der
Arithmetik wie bei den Kardinalzahlen — die Unterscheidung bedeutungslos, da
die Multiplikation kommutativ ist. Erst bei der Multiplikation der Ordnungs-
zahlen (§9) ergibt sich ein Unterschied; da wir dort dem (schlieBlichen) Stand-
punkt CANTORs folgen, wird ihm schon hier Rechnung getragen.
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dagegen der Kardinalzahl m-2 die Verbindungsmenge
M-N = {(a, n), (b, n), (c, n), ... (a,n'), (b, n), (c, ), ...};

ordnen wir die Elemente 2 und (a, #), b und (b, #) usw., ferner &’ und
(a,n'), b" und (b, #') usw. beziehentlich einander zu, soist die Aquivalenz
zwischen M + M’ und M-N augenfillig gemacht. Entsprechend ist
der Beweis allgemein fiir m.n, wo auch n eine beliebige endliche oder
unendliche Kardinalzahl bezeichnet, leicht zu fiihren.

In der Tat, sind die Mengen M und N als Vertreterinnen der Kardinalzahlen
m und n gewablt, so ist nach Definition 6 m.n die Kardinalzahl der Verbindungs-
menge M-N, die als Elemente alle Paare (m, 1#) aus Elementen von M und N
enthalt. Bedeutet n, ein beliebiges, aber von nun an festes Element von N, so
bilden diejenigen Paare (, %), in denen n = n, ist, eine Teilmenge N, von M-N,
die zu M &4quivalent ist; zum Nachweis dessen braucht man nur jeweils die Ele-
mente (m, ny) von Ny und m von M einander zuzuordnen. Verfiahrt man so fiir
jedes Element #, von N, so erhialt man lauter verschiedene (und sogar paarweise
elementefremde) Mengen! N, deren Vereinigungsmenge nach Definition 3 (S. 84)2
die Kardinalzahl

m 4t 4 m -4 -+ (0 gleiche Summanden)
besitzt. Diese Vereinigungsmenge ist aber gleichzeitig die Verbindungsmenge
M-N, also von der Kardinalzahl m-n.

Wir koénnen das Ergebnis folgendermafBen aussprechen:

Satz 5. Das Produkt zwever endlicher oder unendlicher Kardinal-
zahlen wi-w ldft sich auch durch wiederholte Addition gewinnen, nimlich
durch n-malige Addition des Summanden m (oder durch m-malige Ad-
dition des Summanden n), und wmgekehrt.

Setzt man speziell einen der Faktoren gleich 1, so ergibt sich:

m-l=m=1+4+1+41+ .-+ (mn Summanden),

d. h. eine unendliche Kardinalzahl 148t sich, ganz wie eine natiirliche
Zahl, als eine Summe von lauter Einsen darstellen, und zwar als Summe
von ,,so vielen‘ Einsen, als die darzustellende Kardinalzahl selbst an-
gibt. Das ist (gemidB Definition 3) nur ein anderer Ausdruck dafiir,
dafB eine beliebige Menge M sich als Vereinigungsmenge aller Mengen
der Form {m} auffassen liBt, wo m die Elemente von M durchliuft.

Wir wollen ferner wie schon friiher die Zahl 0 als Kardinalzahl
der Nullmenge auffassen; dann erhalten wir aus Satz 2 von S. 90
durch Ubergang von den Mengen zu ihren Kardinalzahlen:

Satz 6. Ein Produkt von Kardinalzahlen ist dann und nuy dann
Null, wenn unter den Faktoren die Null vorkommid.

1 Im Sinne dieses Vorgehens kann man offenbar auch die ,,Vertreterinnen®,
wie sie fiir die Definitionen 3 und 6 bené6tigt werden, mit einem Mindestaufwand
von Ausgangsmaterial geeignet herstellen.

% Die dortigen Bezeichnungen M sowie M, usw. und m, usw. sind also im vor-
liegenden Fall durch N sowie Ny und m zu ersetzen.
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Dieser Satz ist aus der Lehre von den gewdhnlichen Zahlen be-
kannt und bildet dort gleich den auf S. 78, FuBnote, angefithrten Ge-
setzen eine der wesentlichsten Grundlagen der Arithmetik.

Die beiden soeben bewiesenen Sitze, die wichtige Eigenschaften
des Rechnens mit endlichen Zahlen auf beliebige Kardinalzahlen iiber-
tragen, zeigen aufs neue, daB die fiir die Addition und Multiplikation
von Kardinalzahlen aufgestellten Definitionen naturgemi und zweck-
miBig gewidhlt sind.

8. Ungleichungen fiir Kardinalzahlen. Inverse Operationen. Im
Gegensatz zu den bisher angefiihrten, in Form von Gleichungen aus-
driickbaren Rechenregeln, die fiir die Addition und Multiplikation
(und ebenso fiir die im nichsten Paragraphen zu erklirende Poten-
zierung) der unendlichen Kardinalzahlen ebenso gelten wie fiir das
Rechnen mit gewohnlichen Zahlen, lassen sich die in der gewéhnlichen
Arithmetik giiltigen Ungleichungen im allgemeinen nicht auf das Rechnen
mit unendlichen Kardinalzahlen iibertragen. Sind nidmlich a, 3, ¢ irgend
drei natiirliche Zahlen, von denen etwa a kleiner ist als b, so ist be-
kanntlich auch a + ¢ kleiner als b + ¢ und ebenso a-¢ kleiner als b-c.
Demgegeniiber gelten z. B. fiir die uns bekannten unendlichen Kardinal-
zahlen a und ¢ die Beziehungen (vgl. S. 86f.):

a+c=¢ ¢+c=¢ also a+c=c¢+c,

obgleich a < ¢ ist; wir werden ebenso sehen, daB auch a:¢ = ¢'¢ und
nicht < c-c ist. Man vergleiche ferner noch die in den Aufgaben 3,
4, 7 auf S.102f. enthaltenen Aussagen!

Auf die von J. KoN1G [1] und ZerRMELO ([3], S. 277ff.) stammende,
nicht ganz einfach zu beweisende allgemeinste Ungleichung, die fiir
unendliche Kardinalzahlen bekannt ist (sieche Aufgabe 4 auf Seite 78),
soll hier nicht eingegangen werden (vgl. auch den Beweis bei Haus-
DORFF [4], S. 34f.; andere spezielle Vergleichungen bei F. BERNSTEIN
[3], § 3, und LINDENBAUM-TARSKI [1], §1). Neben einem héchst wich-
tigen Spezialfall jener allgemeinen Ungleichung, von dem im nichsten
Paragraphen (S. 107) die Rede sein wird, sei hier nur ein fast selbst-
verstandlicher Satz erwihnt:

Satz 7. Ist M ={m, n, ...} eine Menge von Kardinalzahlen, die
zu jeder in ihr vorkommenden Kardinalzahl eine noch gréfere enthiilt,
so ist die Summe |\ =m +n + ... grofer als jede der Kardinalzahlen
von M.

In der Tat ist, wenn ( irgendeine Kardinalzahl von M bedeutet,
die Summe gréBer als . Denn nach Voraussetzung kommt in M, also
auch unter den Gliedern der Summe, eine Kardinalzahl t > q vor;
die Summe ist aber nach Satz 5 von S. 76 jedenfalls gleich oder groBer
‘als jeder Summand; also | 2>t > q.
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Wihrend wir die ,,direkten‘‘ Operationen der Addition und Mul-
tiplikation vom Bereich der gewthnlichen natiirlichen Zahlen auf den-
jenigen der endlichen und unendlichen Kardinalzahlen ausdehnen konnten,
ist es nun nicht mehr moglich, die gleiche Verallgemeinerung auch fiir die
,Jinversen‘‘ (umgekehrten) Operationen der Subtraktion® und Division zu
bewirken. Sicher ist das undurchfiihrbar, wenn der Minuend (bzw. der von
0 verschiedene Dividend) kleiner ist als der Subtrahend (bzw. Divisor);
jedoch nicht #nur in diesen Fillen. Denn wire z. B. die Aufgabe ge-
stellt, die Differenz a — a zu berechnen, so miiSten wir uns der auf
S. 86 angefiihrten Beziehungen erinnern: a +# =a, a +a =a; aus
ihnen folgt, daB fir a—a entweder eine beliebige endliche Zahl #»
oder die unendliche Kardinalzahl a genommen werden kann. All-
gemein ergibt sich aus der letzten Beziehung von Nr. 5 (S. 87), daB3
man fiir jede beliebige unendliche Kardinalzahl m die Differenz m —m
z. B. gleich 0 oder beliebigem # oder auch gleich a setzen kann. An-
gesichts der entstehenden Unbestimmtheit muB von der allgemeinen
Ausfiihrung der Subtraktion abgesehen werden. Ebenso zeigen z. B.
die Beziehyngen #- ¢=a-¢ = ¢-¢=c (S. 97 und 98), daB die Division

nicht eindeutig ausfiihrbar ist; denn der Quotient% koénnte hiernach

gleich einer beliebigen endlichen Zahl #, gleich a oder gleich ¢ gesetzt
werden. Diese Unméglichkeit der Umkehrungsoperationen steht in
engstem Zusammenhang mit der Uniibertragbarkeit der Ungleichungen
der Arithmetik auf die unendlichen Kardinalzahlen; beides liegt offenbar
daran, daB die unendlichen Mengen (im Gegensatz zu den endlichen)
eigentlichen Teilmengen von sich selbst dquivalent sind.

9. Beispiele zur Multiplikation. In der gewdhnlichen Arithmetik
ergibt sich aus den Grunddefinitionen des Rechnens als nichste Fol-
gerung das Einmaleins. Ganz entsprechend werden wir jetzt durch An-
wendung unserer Definitionen der Addition und Multiplikation auf die
bisher aufgetretenen einfachsten Kardinalzahlen einige z. T. merkwiir-
dige und inhaltsreiche Beziehungen erhalten, die gewissermaBen die
ersten Tatsachen des (dann allerdings einférmiger werdenden) Einmal-
eins der unendlichen Kardinalzahlen darstellen.

DaB zunichst die iibliche Multiplikation endlicher Zahlen im Ein-
klang steht mit unserer Definition 6, ist klar nach der Bemerkung
von S. 88 unten; auf dieses Ziel sind wir ja gerade bei der Definition
der Multiplikation von Mengen und Kardinalzahlen losgesteuert.

Nach S. 86 ist a + a = a2 = a; daher ist auch

a:3=a-2+1)=a-24+al=a4+a=a,
a‘4d=a3+a=a+a=a usw,

1 In einem ganz speziellen Sinn spricht man von der ,,Differenz‘* von Mengen;
wir verschieben das, da vorher nicht benétigt, bis auf S.200.



§ 7. Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen. 97

also allgemein, wie auch aus Satz 2 auf S. 30 folgt,
(1) a-n =n-a=aq fir jede endliche Zahl » .

Es ist aber auch
2) ara=a,

wie man aus Satz 3 auf S. 35 schlieBen kann. Diese Tatsache, die mit
der Abzéhlbarkeit der Menge der rationalen Zahlen (S. 31) zusammen-
fallt, wurde auch schon vor ihrer Einkleidung in dieses mengentheore-
tische Gewand benutzt in der Form: Eine Doppelfolge (a;;), wo die
Indizes ¢ und % unabhingig voneinander alle natiirlichen Zahlen durch-
laufen, 148t sich zu einer einfachen Folge a, (» =1, 2, 3, ...) um-
ordnen. Wir wollen dafiir zur Abwechslung noch das folgende sich
anschaulich einprigende Beweisverfahren anfithren: Die zwei gemaB
der Definition der Multiplikation zu wihlenden abzihlbaren Mengen seien

etwa
M={1, 3, 5, 17, } und N={2, 4, 6, 8, }

Wir ordnen die in der Verbindungsmenge vorkommenden Zahlenpaare
in der folgenden Form eines links oben beginnenden, nach rechts und
unten unbegrenzten ,,Rechtecks” an:

9, 6) (9,8 (9,

Alle in diesem zweifach unendlichen Schema vorkommenden Zahlen-
paare sollen der Reihe nach so durchlaufen werden, wie es unsere mit
Pfeilen versehene Zickzacklinie in leicht verstindlicher Weise andeutet;
auf (1, 2) folgen also (1, 4), (3, 2), (5, 2), (3, 4) usw. In der Abzihlung,
die alle von der Zickzacklinie getroffenen Zahlenpaare der Reihe nach
aneinander anreiht, kommen ersichtlich alle Zahlenpaare des Schemas
vor; die Verbindungsmenge M - N ist also wirklich abzihlbar, wie wir
beweisen wollten.

Weiter ist
3) ¢*n=mn-¢=c fir jede endliche Zahl #»,
4) cra =a*¢c =¢c.

Die erste dieser Beziehungen folgt einfach daraus, daB nach Satz 2

auf S. 52 ebenso wie die Menge aller Punkte einer bestimmten Strecke

auch die Menge aller Punkte einer doppelt, dreimal, viermal, . .., #-mal -

so groBen Strecke die Michtigkeit ¢ besitzt. Gehen wir ferner aus
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl 7
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von der durch die Punkte 0 und 1 (letzteren eingeschlossen) begrenzten
Strecke der Zahlengeraden und bezeichnen wir die Punkte dieser
Strecke mit (0, ¢), wo ¢ alle unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0
und 1 (d. h. also alle reellen Zahlen zwischen diesen Grenzen) durch-
lauft, so kénnen wir analog die Punkte der Strecke von 1 bis 2 (letzteren
Punkt eingeschlossen) mit (1, ¢) bezeichnen, ebenso die Punkte der
Strecke von 2 bis 3 mit (2, ¢) usw., wobei immer ¢ alle unendlichen
Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 durchliuft; in gleicher Weise mogen
die Punkte zwischen — 1 und 0 mit (— 1, ¢), die zwischen — 2 und
— 1 gelegenen mit (— 2, c¢) bezeichnet werden usw. Die Menge aller
Punkte der beiderseits unbegrenzten Zahlengeraden stellt in dieser
Bezeichnungsweise offenbar die Verbindungsmenge 4 -C der Menge 4
aller ganzen Zahlen und der Menge C aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1 dar, von denen erstere abzdhlbar ist, letztere die Michtigkeit ¢
besitzt. Da die Menge aller Punkte einer geraden Linie ebenfalls von
der Michtigkeit ¢ ist (Satz 3 auf S.52), so ist hiermit die Beziehung
a-¢ = ¢ bewiesen. — Der Beweis 148t sich dhnlich auch auf Grund
der Beispiele von S. 80f. bei Auffassung der Multiplikation als wieder-
holter (a-maliger) Addition von ¢ fiihren.

10. Die Michtigkeit mehrdimensionaler Kontinuen. Endlich soll
noch gezeigt werden, da auch folgende Beziehung gilt:
(5 crc=c¢c,
und zwar wollen wir diesen Satz! in geometrischer Einkleidung be-
weisen, um eine weitere Folgerung daraus bequem ziehen zu kénnen.
Es sei ein Quadrat von der Seitenlinge 1 (etwa 1 cm) gegeben; wir
wollen die Menge aller innerhalb dieses Quadrats gelegenen Punkte
betrachten und zu dieser Menge auch noch die Punkte
P zweier Quadratseiten (etwa der oberen und der rech-
ten) rechnen, nicht aber die auf den zwei anderen
Seiten (der unteren und der linken) gelegenen Punkte.
Ist P ein beliebiger Punkt unserer Menge, so ziehen
wir (vgl. Abb. 9) von P aus eine Linie senkrecht zur
linken Quadratseite und eine zweite Linie senkrecht
AbD. 9, zur unteren Quadratseite; denken wir uns diese beiden
Seiten als Mapstibe (d.h. mit einer von 0 bis 1 reichen-
den LingenmaBeinteilung versehen), deren Skalen an der (ihnen gemein-
samen) linken unteren Quadratecke beginnen, so treffen die beiden
senkrechten Linien unsere Quadratseiten in Punkten, deren MaB-
zahlen x (auf der unteren Quadratseite) und y (auf der linken) seien.
Dann ist jede der Zahlen x und y zwar gréBer als 0, aber hochstens
gleich 1; gemaB der Uberlegung von S.43f. konnen wir daher ein-

1 Zuerst bewiesen in CANTOR [6] mittels einer anderen Methode.
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deutig x als einen unendlichen Dezimalbruch 0, x; x, 3. .. schreiben
und ebenso y als einen unendlichen Dezimalbruch 0, y; ¥, y;..., wo
%1, %9, X3y - - - Y1, Yo» V3 . . . lauter Ziffern aus der Reihe 0, 1,2, ..., 9

bedeuten. Zu jedem gegebenen Punkt P unserer Menge gehort dem-
nach ein Paar von vollig bestimmten unendlichen Dezimalbriichen x
und y; umgekehrt gehért zu je zwei zwischen 0 und 1 gelegenen un-
endlichen Dezimalbriichen ein einziger Punkt unseres Quadratgebietes,
den man leicht finden kann als Schnittpunkt der Senkrechten, die in
den Punkten x und y der unteren und linken Quadratseite errichtet
werden. Wir kénnen auf Grund dieser umkehrbar eindeutigen Zuord-
nung statt P auch (%, y) schreiben und erhalten so eine Darstellung
aller Punkte des Quadrats durch sogenannte Cartesische Koordinaten.

AuBer unserem Quadrat betrachten wir jetzt noch auf der Zahlen-
geraden die Strecke von 0 bis 1, deren Punkte wiederum durch
die unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 bezeichnet werden
konnen. Wir werden eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
den Punkten dieser Einheitsstrecke und simtlichen Punkten unseres
Quadratgebietes herstellen. Ist ndmlich P ein beliebiger, aber von nun
an bestimmter Punkt des Quadratgebietes, so seien wie oben

x-‘ZO, xlxgxs--- und y:O: y1y2y3"'

seine Koordinaten, d. h. die zwei ihn bestimmenden unendlichen Dezimal-
briiche; dann bilden wir aus diesen beiden Zahlen den durch sie ein-
deutig bestimmten Dezimalbruch

2=0, % Y1 %2 Y2 %3 Y3 - - -;

da z wiederum zwischen 0 und 1 liegt, kénnen und wollen wir dem
Punkt P den durch z bezeichneten Punkt unserer Einheitsstrecke auf
der Zahlengeraden zuordnen. Umgekehrt ist demgemiB einem be-
liebigen Punkt auf dieser Strecke, der durch den Dezimalbruch

2=0, 2252324252 . ..

bezeichnet wird, derjenige Punkt P unseres Quadratgebietes zuzu-
ordnen, der durch folgende Werte x und y festgelegt ist:

x=0, 2;2325... und y=0, 2924 2¢...;

da auch diese Werte x und y Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 sind,
ist der Punkt P eindeutig bestimmt. Wir haben so eine Abbildung
zwischen der Menge aller Punkte des Quadratgebietes und der aller
Punkte einer Strecke hergestellt; da die Menge aller Punkte der Strecke
die Kardinalzahl ¢ besitzt, gilt das nimliche von der Menge simt-
licher Punkte des Quadrats. Die Elemente dieser letzteren Menge
konnten wir aber durch die Zahlenpaare (x, y) bezeichnen, wo sowohl
x wie ¥ je eine Zahlenmenge von der Kardinalzahl ¢ durchliuft; die
7*
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Kardinalzahl der Menge aller Punkte P ist daher nach Definition 6
gleich ¢-¢ und damit ist die Beziehung c-¢ = ¢ als richtig erwiesen.

Der Beweis dieser — wie wir gleich sehen werden, héchst merkwiir-
digen — Beziehung ist iiberraschend einfach gelungen; er stiitzt sich
nimlich lediglich auf die Gleichung a 4+ a = a, d. h. auf die Zerleg-
barkeit der Menge der natiirlichen Zahlen in die beiden abzihlbaren
Mengen der ungeraden und der geraden Zahlen, was wir bei der
vorstehenden Spaltung und Zusammensetzung von Dezimalbriichen
ausgenutzt haben. Diesen innigen Zusammenhang der Beziehungen
a+a=a und ¢+ ¢ = ¢ werden wir nochmals, und zwar auf rech-
nerischem Weg, in helles Licht setzen (S.112).

Allerdings sind die Zahlen x und y, die im vorstehenden Beweis durch Spaltung
der Dezimalbruchentwicklung von z gewonnen wurden, nicht notwendig unend-
liche Dezimalbriiche, wie es zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Zu-
ordnung erforderlich ware, sondern einer der beiden Dezimalbriiche kann ein
endlicher (abbrechender) sein, also schlieBlich lauter Nullen aufweisen; ist z. B.

2z =0,1210101010.. . .,

so ist ¥y = 0,200 ... = 0,2. Diesen formalen Mangel des obigen Beweises beseitigt
z. B. eine Abanderung folgender Art: Man betrachte nicht, wie im Text angegeben,
lauter einzelne Ziffern x,, %3, ...%;, Y2, ... %, 23, ... d.h. sozusagen die
,,Atome‘* des Dezimalbruchs, sondern, falls eine dieser Ziffern (z. B. #;) Null
ist, statt dessen diejenige Ziffernfolge x,, %, . . ., %, die entsteht, wenn man von
%, bis zur nachsten von Null verschiedenen Ziffer x, fortschreitet; ist weiter die
nachste Ziffer x,,; von Null verschieden, so wird sie fiir sich als Ziffernfolge
betrachtet, anderenfalls wieder die Folge, die bis zur nichsten von Null ver-
schiedenen Ziffer reicht, ins Auge gefaBt usw. Man konnte die so entstehenden
Ziffernfolgen als die ,,Molekiile’* des Dezimalbruchs bezeichnen; jeder unend-
liche Dezimalbruch weist dann auch unendlichviele Molekiile auf. So erhilt
man z. B. fiir den Dezimalbruch 0,12103400507 ... die folgende (durch Verti-
kalstriche angedeutete) Einteilung in Molekile: 0,1|2|1{03|4[005|07| ... Wird
nun das obige Verfahren zur Gewinnung einer Zahl z aus einem Zahlenpaar
(#, ¥) und umgekehrt, statt wie vorhin mittels der ,,Atome‘, vielmehr mittels
der ,,Molekiile* durchgefiihrt, so behilt das Verfahren, wie man leicht einsieht,
seinen umkehrbar eindeutigen Charakter bei, liefert dann aber niemals ab-
brechende Dezimalbriiche; z. B. ergibt sich aus dem vorher angefithrten Wert
z=0,1|2[1]01]01{0L ...
x#=0,110101..., y=0,20101...

Durch diesen von J. KONIG stammenden Kunstgriff wird also der vorstehende
Beweis liickenlos.

Ubrigens 148t sich auch ohne Abanderung des obigen Zuordnungsverfahrens
die verbliebene Liicke leicht ausfiillen; vgl. Aufgabe 12 auf S. 103.

Geometrisch betrachtet enthilt der Satz c¢- ¢ = ¢ zundchst die so-
eben nachgewiesene Tatsache, dafl sich die Menge aller Punkte in dem
von uns betrachteten Quadrat auf die Menge der Punkte der Einheits-
strecke abbilden 14Bt. Ein noch merkwiirdiger aussehendes Ergebnis
erhilt man durch folgende Uberlegung: Durch zwei beliebige (positive
oder negative) reelle Zahlen x und y als Koordinaten lift sich ja
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jeder Punkt der wumbegremzten Ebene in genau der nidmlichen Weise
umkehrbar eindeutig festlegen, wie dies fiir die Punkte in unserem
Quadrat unter Beschrinkung der Zahlen x und y auf die Werte
zwischen 0 und 1 geschah (vgl. Beispiel 5 des §9, S.131). Da auch
die Menge aller reellen Zahlen die Kardinalzahl ¢ besitzt, ist demnach
¢ ¢ gleichzeitig die Kardinalzahl der Menge aller Punkte einer unbe-
grenzten Ebene. Beriicksichtigt man endlich noch, daB die Menge
aller auf einer beliebigen Strecke gelegenen Punkte gleichfalls von der
Kardinalzahl ¢ ist (Satz 2 auf S. 52), so kann man die Beziehung c-c
== ¢ in der folgenden iiberraschenden Form aussprechen:

Satz 8. Sdmtliche Punkte eines Quadrats oder eimer allseits unbe-
grenzten Ebene lassen sich in umkehrbar eindeutiger Weise den Punkten
etner unbegrenzien gevaden Linie oder auch den Punkten einer noch so
kurzen Strecke zuordmen.

Als CANTOR 1877 dieses Ergebnis sowie das allgemeinere, auf S.112
anzufithrende im 84. Band des Journals fiir die reine und angewandte
Mathematik veroffentlichte, in dem er die Aufnahme der Abhandlung
nur mithsam auf Verwendung von WEIERSTRASS (nach CANTOR-STACKEL
[1]) erreicht hatte, da wirkte die Entdeckung &uBerst iiberraschend
und aufsehenerregend und fand beim mathematischen Publikum
wenig Vertrauen. Hatte man doch fest an das Charakteristische
der Dimensionenzahl in dem Sinne geglaubt, daB z. B. ein Gebilde von
,,zwei Dimensionen‘’, wie die Menge aller Punkte eines Quadrates oder
einer Ebene oder einer beliebigen Fliche, unmoéglich auf ein ,ein-
dimensionales“ Gebilde (Menge aller Punkte einer Strecke oder einer
Geraden oder irgendeiner Kurve) abgebildet werden kénne. Das gegen-
teilige Ergebnis CANTORs schien das Wesen der Dimension von Grund
auf zu zerstoren, da es die Kardinalzahl ¢ als charakteristisch fiir jedes
Kontinuum aufwies, gleichgiiltig ob es eindimensional oder zwei-
dimensional ist.

Dennoch hat der Begriff der Dimension hiermit seine Bedeutung
nicht verloren; im Gegenteil, gerade die Methoden der Mengenlehre
haben uns erst die volle Einsicht in sein wahres Wesen vermittelt. Die
vorhin benutzte Abbildung zwischen einer zweidimensionalen (Quadrat)
und einer eindimensionalen Punktmenge (Strecke) ist nidmlich zwar
umkehrbar eindeutig, aber ganz und gar nicht ,stetig, d. h. nicht
so beschaffen, daB benachbarten Punkten des Quadrates etwa auch
stets benachbarte Punkte der Strecke entsprichen und umgekehrt.
Die Abbildung ist vielmehr, wie der Leser leicht erkennen wird, so
unstetig wie nur maglich, sie zerstort alles, was dem ebenen bzw. dem
linearen Kontinuum als solchem charakteristisch ist; es ist so (wie
F. KLEIN sich ausdriickt), als schiitte man alle Punkte des Quadrates
in einen Sack, um sie zum Zwecke der Abbildung erst griindlich durch-
einanderzuriitteln.
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Dagegen haben tiefergehende Forschungen gezeigt, da8 bei Hinzu-
nahme der Forderung der Stetigkeit der Zuordnumg eine Abbildung
nicht moglich ist!, weder zwischen dem linearen und dem ebenen
Kontinuum? noch iiberhaupt zwischen Kontinuen verschiedener Dimen-
sionend. Erst dieses Ergebnis in Gegeniiberstellung mit dem
Cantorschen 148t erkennen, in welchem Sinn die Dimensionenzahl
eines geometrischen Gebildes etwas Unveridnderliches, fiir es Charak-
teristisches darstellt.

Aufgaben. 1. Man zeige, daB die Summe von abzihlbar unend-
lichvielen (von O verschiedenen) endlichen Zahlen stets = a ist!

2. Man berechne die Summen f +#, f +a, f + ¢, f +f, wobei
f die auf S. 63 eingefiihrte Kardinalzahl bedeutet!

3. Es sei jeder der (nicht notwendig abzihlbar unendlichvielen)
Kardinalzahlen m,, m,, . . ., 11y, . . . umkehrbar eindeutig eine Kardinal-
zahl n; derart zugeordnet, daB jeweils m, gleich oder kleiner ist als
die entsprechende Kardinalzahl n;. Man beweise, daBl dann auch die
Summe aller m; gleich oder kleiner ist als die Summe aller n,,!

4. Falls in der Voraussetzung der vorigen Aufgabe ,gleich oder*
gestrichen wird, so daB also stets m; <<muy, ist dann auch die Summe
der my, stets kleiner als die der n;,? Gegenbeispiel! (Hingegen ist unter
diesen Umstianden die Summe der m, in der Tat stets kleiner als das
Produkt der m;; das ist gerade der auf S. 95 erwihnte tiefliegende
Satz von KONIG-ZERMELO.)

5. Man fiihre den Beweis des Satzes 3 aus (entsprechend dem des
Satzes 1)!

1 Wesentlich ist hierbei, daB — wie bei jeder Abbildung — eine wumhkehr-
bar eindeutige Zuordnung vorliegen muB, vermoge deren dann auch die Stetig-
keit von selbst gegenseitigen Charakter besitzt. Bei einer blo8 eindeutigen Zuord-
nung hingegen ist auch das Hinzutreten der Stetigkeitseigenschaft noch nicht ent-
scheidend. Vielmehr wurde die durch CanToRs Ergebnis bewirkte Erschiitterung
des Dimensionsbegriffs womoglich noch gesteigert, als es PEaNo ([1]; aus der arith-
metischen Darstellung in geometrisches Gewand erst durch HILBERT [1] gebracht)
1890 gelang eine ,, Kurve* anzugeben, die sdmtliche Punkte eines Quadrates durch-
lauft (oder eine stetige Bewegung eines Punktes derart, daB dieser in endlicher
Zeit samtliche Punkte eines Quadrates trifft), m. a. W. die Punkte eines Qua-
drates den Punkten einer Strecke eindeutig — aber natiirlich nicht umkehrbar
eindeutig — in solcher Weise zuzuordnen, daB8 benachbarten Streckenpunkten
benachbarte Quadratpunkte entsprechen.

2 Zuerst bewiesen (auch noch firr ein dreidimensionales Kontinuum) von
LurotH seit 1878 (vgl. LuroTH [1]).

3 Der schwierige Beweis hierfiir wurde zuerst von BROUWER ([4], siehe auch
[5] und [6]) erbracht. Fiir die Geschichte dieses Problems und die gerade auch
in allerneuester Zeit erfolgreich fortgesetzten Untersuchungen iiber den Dimensions-
begriff vergleiche man die tiefschiirfende Zusammenstellung bei MENGER [1], so-
wie noch ALEXANDROFF [1] und Hurewicz [1]. Ubrigens findet man schon bei
Borzano ([3], S. 80) einen bemerkenswert weit fortgeschrittenen Versuch zur De-
finition des Dimensionsbegriffes.
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6. Man mache die Gleichung a-a =a dadurch anschaulich, da8
man die Menge der natiirlichen Zahlen in abzidhlbar unendlichviele
unendliche Teilmengen zerlegt (auf sehr verschiedenartige Weisen
moglich)!

7. Unter der Voraussetzung der Aufgabe 3 beweise man den ent-
sprechenden Satz fiir die Produkte (statt Summen)! Ebenso fiir die
in Aufgabe 4 aufgeworfene Frage!

8. Man zeige die Abzihlbarkeit der Menge, deren Elemente alle
moglichen endlichen Mengen von natiirlichen Zahlen sind!

9. Aus der in der vorigen Aufgabe ausgedriickten Tatsache folgere
man, daB die Bindezahl der auf S. 6 besprochenen Universalbibliothek,
falls man die fiir den Umfang eines (natiirlich immer endlich zu den-
kenden) Buches dort gesetzte Schranke fallen 148t, gleich a ist — und
zwar auch dann, wenn man dem Setzer statt 100 Zeichen abzihlbar
unendlichviele verschiedene Zeichen zur Verfiigung stellt!

10. Man ersetze in den Definitionen 3 und 6 (S. 84 und 91) die
Menge M, deren einzelnen Elementen die zu addierenden (bzw. zu
multiplizierenden) Kardinalzahlen zugeordnet gedacht sind, durch eine
dquivalente Menge N und ordne nach Wahl einer bestimmten Ab-
bildung zwischen M und N nunmehr jedem Element » von N diejenige
Kardinalzahl m = g (#) zu, die vorher dem entsprechenden Element
m von M zugeordnet war; dann bleibt die Summe (bzw. das Produkt)
der Kardinalzahlen ungeindert. Man mache sich klar, daB diese Aus-
sage mit dem kommutativen Gesetz der Addition (bzw. der Multipli-
kation) von Kardinalzahlen iibereinstimmt!

11. Man zeige (entsprechend dem Beweise von Satz 8), da8 auch
die Menge aller Punkte eines Wiirfels oder des unbegrenzten dreidimen-
sionalen Raumes die Michtigkeit des Kontinuums besitzt!

12. Man fiihre unter Verzicht auf den K6N1Gschen Kunstgriff den Be-
weis des Satzes 8 mittels einer Heranziehung des Aquivalenzsatzes durch!

§ 8. Potenzierung der Kardinalzahlen. Das Problem des
Unendlichkleinen.

1. Die Potenzierung als wiederholte Multiplikation. Wir erkliren
zunichst die Potenzierung der Kardinalzahlen auf dieselbe Weise,
wie es in der gewShnlichen Arithmetik iiblich ist, ndmlich als eine
wiederholte Multiplikation des nidmlichen Faktors mit sich selbst.
Doch sei schon hier bemerkt, daB urspriinglich von CANTOR eine
andere Definition der Potenzierung gegeben worden ist, die freilich
auf das gleiche Ergebnis hinauslduft; wir werden auf diese andere
Definition nachher zuriickkommen.

Um zu einer beliebigen Kardinalzahl m die Potenz m2 =m+m zu
bilden, haben wir nach der Definition der Multiplikation zunichst zwei
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Mengen M, und M, von der ndmlichen Kardinalzahl m zu wihlen;
anders ausgedriickt: wir haben eine Menge N der Kardinalzahl 2 von
Mengen der Kardinalzahl m zu nehmen (d. h. eine Menge N, die nur
zwei Mengen M, und M, von der Kardinalzahl m enthilt). Hierauf
sind alle Elementepaare (m,, m,) zu bilden, wobei m, die Elemente
von M,, m, die Elemente von M, durchlduft; die Menge aller méglichen
derartigen Paare (d.i. die Verbindungsmenge M,-M,) besitzt dann
die Kardinalzahl m-m oder m?2

Die sinngemiBe Ausdehnung dieser Erkliarung auf den allgemeinen
Fall, wo die Menge N von Mengen nicht die Kardinalzahl 2, sondern
eine beliebige endliche oder unendliche Kardinalzahl besitzt, fiihrt zu
der folgenden

Definition. Es seien zwei beliebige Kardinalzahlen m und n ge-
geben. Um die Potenz m" zu bilden, wihlen wir eine Menge N von
Mengen: N = {M,, M, M, ...}, die folgende zwei Eigenschaften
besitzt: 1. die Menge N soll die Kardinalzahl n besitzen (sie braucht
also keineswegs abzihlbar zu sein); 2. jede der in N enthaltenen Mengen
M, M, M, ... soll die Kardinalzahl m besitzen. Wir bilden dann
die Verbindungsmenge BN = M, -M,-M ;- -; gemdB der Definition der
Multiplikation von Mengen (S. 89) sind zu diesem Zweck alle Elemente-
komplexe der Form (m,, m,, mg, ...) aufzustellen, wobei m, die Ele-
mente von M,, m, d