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Yorwort.

Das dem Ziircher Kongresse zu Grunde gelegte Reglement iibertrug
in Artikel 7 die Veroffentlichung der Verhandlungen einem Komite, be-
stehend aus dem Prisidenten und den beiden Generalsekretiren des
Kongresses. Im Auftrage dieses Komites habe ich die Redaktion der
Kongrefs-Verhandlungen iibernommen und in seinem Namen iibergebe
ich dieselben hiermit dem mathematischen Publikum.

Das Werk zerfillt in zwei Teile. Der erste berichtet iiber die
Vorgeschichte und den Verlauf des Kongresses auf Grund der gefiihrten
Protokolle. Daran schliefst sich die Liste der dem Kongresse iiber-
reichten Schriften und das Verzeichnis der Teilnehmer mit ihren ge-
nauen Adressen. Dem letzteren wurde besondere Aufmerksamkeit
gewidmet, in der Erwartung, dafs es vielleicht den Anfang zu einem
spiter zu verdffentlichenden internationalen Mathematiker-Adrefsbuche
bilden werde. Fiir die Vervollstindigung des Verzeichnisses bin ich
mehreren Fachgenossen zu Dank verpflichtet.

Der zweite Teil enthélt in 34 Abhandlungen die wissenschaftlichen
Vortrige des Kongresses, denen, soweit mdglich, auch diejenigen Ar-
beiten zugeziihlt wurden, welche zwar angekiindigt, aber aus Mangel
an Zeit oder anderen Griinden nicht zur Mitteilung gelangt waren.
Die Vortrige sind, die einen vollstindig die andern im Auszuge, so
abgedruckt, wie die Autoren sie dem Redaktionskomite eingereicht haben.

Artikel 7 des oben erwihnten Reglementes hatte urspriinglich
eine deutsche und eine franzosische Ausgabe der Verhandlungen vor-
gesehen. Da aber in demselben Artikel auch festgesetzt war, dafls die
Vortrige in derjenigen Sprache zum Abdrucke gelangen sollten, in
welcher sie gehalten worden waren, so wiren beide Ausgaben in ihrem
weitaus grolsten Teile vollig identisch ausgefallen. Es war daher, um

der geforderten Zweisprachigkeit zu gentigen, vollstindig ausreichend,
a"
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wenn in dem ersten Teile alle Mitteilungen von besonderem Interesse
deutsch und franzosisch wiedergegeben wurden.

Zum Schlusse bleibt mir noch iibrig, dankbar der Unterstiitzung
zu gedenken, welche verschiedene Fachgenossen, insbesondere die Herren
Franel, Geiser und Hurwitz, mir bei der Herausgabe des vorliegenden
Werkes haben zu Teil werden lassen. Auch der Verlagsbuchhandlung
spreche ich fiir ihr jederzeit bereitwilliges Eingehen auf meine Wiinsche
an dieser Stelle meinen Dank aus.

Ziirich, im Juni 1898.
Ferdinand Rudio.
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Erster Teil

Yorgeschichte und Verlauf des Kongresses.

Verh. d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Zirich 1897. 1






A. Vorgeschichte des Kongresses.

Nachdem der Plan eines internationalen Mathematiker-Kongresses
vor mehreren Jahren angeregt und seitdem von den Fachgenossen der
verschiedensten Nationen eifrig besprochen worden war, wurde zu
wiederholten Malen an die Ziircher Mathematiker die Anfrage ge-
richtet, ob sie nicht bereit seien, einen ersten Versuch zu unternehmen
und eine internationale Mathematiker-Zusammenkunft zu veranstalten.

Da der Vorschlag in der Schweiz wie im Auslande allseitige sym-
pathische Zustimmung fand, so {ibernahm es Prof. C. F. Geiser, durch
ein Cirkular vom 16. Juli 1896 die Mathematiker Ziirichs auf Dienstag,
den 21. Juli, zu einer vorliufigen Besprechung der Angelegenheit ein-
zuladen.

Die Versammlung war sehr zahlreich besucht und alle Anwesenden
bekundeten das lebhafteste Interesse an dem Projekte. Nachdem Prof.
Geiser in einem ausfiihrlichen Referate auseinandergesetzt hatte, dafls
die Mathematiker des Auslandes es gerne sehen wiirden, wenn die
Ziircher die Initiative ergriffen, nachdem er sorgfiltig das Fiir und das
Wider eines solchen Unternehmens abgewogen und auf die grofse Be-
deutung desselben hingewiesen hatte, beschlofs die Versammlung ein-
stimmig, dem von den Fachgenossen geduflserten Wunsche Folge zu
geben und fiir das Jahr 1897 die Einberufung eines internationalen
Mathematiker-Kongresses zu iibernehmen. Zugleich wurde ein Komite,
bestehend aus den Professoren C. F. Geiser, F. Rudio, A. Hurwitz,
J. Franel, F. H Weber und den Assistenten J. Rebstein und
G. Dumas gewéhlt und mit den erforderlichen Vorbereitungen beauf-
tragt. Der zuerst Gewihlte, Prof. Geiser, war damit zugleich als der
Président des Organisationskomites bezeichnet.

Wihrend der Herbstferien setzte sich nun das Komite mit den-
jenigen auswirtigen Mathematikern, die sich fiir das Unternehmen be-

sonders interessierten, in miindliche und schriftliche Korrespondenz, um
1#
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ihre Ansichten und Wiinsche in Bezug auf die Zeit, die Dauer und
die Organisation des zu veranstaltenden Kongresses entgegen zu nehmen.
Insbesondere hatte Prof. Rudio bei einem Besuche der Naturforscher-
versammlung in Frankfurt Gelegenheit, mit den Mitgliedern der deut-
schen Mathematiker-Vereinigung in Verbindung zu treten und sich mit
ihnen iiber eine Reihe von Fragen personlich zu besprechen.

Nach solchen Vorbereitungen trat das Komite am 12. November
1896 zu einer ersten Sitzung zusammen. In dieser konnten bereits
einige wichtige prinzipielle Beschliisse gefalst werden. In Uberein-
stimmung mit der Mehrheit der dem Komite unterbreiteten Wiinsche
wurde festgesetzt, dafs der Kongrefs am 9., 10. und 11. August 1897
stattfinden solle. Nach dem Muster der grofsen wissenschaftlichen
Wanderversammlungen, z. B. der schweizerischen naturforschenden Ge-
sellschaft, sollten neben Hauptsitzungen auch Sektionssitzungen statt-
finden, in den ersteren aber nur Vortrige von allgemeinerer Bedeutung
gehalten werden, zu welchen, namentlich auch mit Riicksicht auf den
internationalen Charakter des Kongresses, spezielle Einladungen zu
ergehen hiitten. Die Beschaffung der erforderlichen Geldmittel wurde
als eine interne Angelegenheit bezeichnet. Ferner wurde beschlossen,
die Einladungen zu dem Kongresse nicht an die verschiedenen mathe-
matischen Gtesellschaften, sondern an die Fachgenossen personlich zu
richten und zu diesem Zwecke das Ziircher Komite durch Adjunktion
von Mathematikern anderer Lénder zu einem internationalen Komite
zu erweitern.

In der folgenden Sitzung vom 8. Dezember 1896, zu welcher
wieder alle Mathematiker Ziirichs eingeladen waren, verlas zunichst
Prof. Rudio das von ihm im Auftrage des Komites verfalste Ein-
ladungscirkular. Die Versammlung genehmigte dasselbe und stimmte
auch den iibrigen Beschliissen des Komites zu. Darauf teilte Prof.
Geiser die Namen derjenigen auswirtigen Mathematiker mit, welche
sich bereit erklirt hatten, dem Ziircher Komite beizutreten und mit
diesem die Einladungen zu i{ibernehmen.

Das so gebildete internationale Komite versandte nun im Januar
1897 das erwihnte Einladungscirkular, welches folgendermafsen lautete-
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Internationaler Mathematiker-Kongrefs in Ziirich 1897.

Ziirich, Januar 1897.

Hochgeehrter Herr!

Wie IThnen bekannt sein wird, ist die Frage eines internationalen
Mathematiker-Kongresses seit lingerer Zeit Gregenstand lebhafter Ver-
handlungen seitens der Fachgenossen. Im Hinblick auf die Erfolge,
welche durch internationale Verstindigung auf anderen Wissensgebieten
erzielt worden sind, wurde die Wiinschbarkeit einer internationalen
Vereinigung auch der Mathematiker von allen, die sich mit der Frage
beschiftigten, einmiitig betont. Nachdem auf Grund mannigfacher
miindlicher und schriftlicher Korrespondenzen das Projekt eine festere
Geestalt anzunehmen begonnen hatte und auch die Ortsfrage wiederholt
in Erwigung gezogen worden war, wurde es allgemein als zweckmiifsig
bezeichnet, dafs der erste Versuch von einem Lande ausgehen mdchte,
das durch seine Lage, seine Verhdltnisse und durch seine Tradition
zur Anbahnung internationaler Beziehungen besonders geeignet sei. So
richteten sich denn bald die Blicke nach der Schweiz und insbesondere
nach Ziirich.

Obwohl sich die Ziircher Mathematiker keineswegs die Schwierig-
keit des Unternehmens verhehlten, glaubten sie doch, im Interesse der
Sache, die Anregungen, die ihnen von den verschiedensten Seiten her
zugegangen waren, nicht von der Hand weisen zu diirfen. Sie erklirten
sich daher gerne bereit, die erforderlichen Vorbereitungen zur Ein-
berufung eines internationalen Mathematiker-Kongresses zu tibernehmen
und, soweit es an ihnen liege, das Unternehmen nach Kriften zu férdern.
Mathtmatiker anderer Nationen schlossen sich ihnen an, und so trat
das unterzeichnete internationale Komite zusammen, mit der Aufgabe,
fir das Jahr 1897 in Ziirich eine Zusammenkunft der Mathematiker
aller Liinder der Erde zu veranstalten.

Der Kongrefs, an welchem teilzunehmen Sie hiermit, hochgeehrter
Herr, von dem Komite ergebenst eingeladen werden, soll in Ziirich
am 9., 10. und 11. August 1897 in den Riéumen des eidgendssischen
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Polytechnikums stattfinden. Das Komite wird nicht verfehlen, Ihnen
rechtzeitig das genauere Arbeitsprogramm vorzulegen und sich alsdann
Thre Zusage zur Beteiligung am Kongresse zu erbitten. Immerhin darf
schon jetzt darauf hingewiesen werden, dafs naturgemifs die wissen-
schaftlichen und die geschiftlichen Verhandlungen sich vorzugsweise
um solche Fragen gruppieren werden, die ein allgemeineres Interesse
besitzen und denen eine prinzipielle Bedeutung innewohnt.

Die Bedeutung wissenschaftlicher Kongresse beruht aber nicht
minder auch auf der Pflege pers6nlicher Beziehungen. Das Lokal-
komite wird es sich angelegen sein lassen, auch dieser Seite des zu
veranstaltenden Kongresses seine Aufmerksamkeit zuzuwenden und durch
Entwerfung eines bescheidenen Festprogrammes Rechnung zu tragen.

Mogen die Erwartungen, welche sich an diese erste internationale
Mathematiker-Vereinigung kniipfen, in Erfiilllung gehen! Moge eine
zahlreiche Beteiligung die wissenschaftlichen und pers6nlichen Be-
zichungen der Fachgenossen fordern im Interesse gemeinsamer Arbeit
und des Fortschrittes der mathematischen Wissenschaft!

H. Bleuler, Prisident des schweizerischen Schulrates, Ziirich.
H. Burkhardt, Prof. an der Universitit, Ziirich. L. Cremona,
Prof. in Rom. G. Dumas, Assistent am eidg. Polytechnikum,
Zirich. J. Franel, Prof. am eidg. Polytechnikum, Ziirich.
C. F. Geiser, Prof. am eidg. Polytechnikum, Ziirich. A. Co.
Greenhill, Prof. in Woolwich. A. Herzog, Direktor des eidg.
Polytechnikums, Ziirich. 6.W. Hill, Prof. in West-Nyack (U.S.A.).
A. Hurwitz, Prof. am eidg. Polytechnikum, Ziirich. F. Klein,
Prof. in Géottingen. A. Markoff, Prof. in Petersburg. F.Mertens,
Prof. in Wien. H. Minkowski, Prof. am eidg. Polytechnikum,
Ziirich. 6. Mittag-Leffler, Prof. in Stockholm. G. Oltramare,
Prof. in Genf. H. Poincaré, Prof. in Paris. J. Rebstein,
Assistent am eidg. Polytechnikum, Zirich. F. Rudio, Prof.
am eidg. Polytechnikum, Zirich. K. VonderMiihll, Prof. in
Basel. F. H. Weber, Prof. am eidg. Polytechnikum, Ziirich.

Korrespondenzen in Angelegenheiten des Kongresses sind an Prof. Geiser,
Kiisnacht-Ziirich, zu richten. '

Das Cirkular wurde an 2000 Mathematiker und mathematische
Physiker teils in deutscher, teils in franzdsischer Sprache versandt. Die
von Prof. Franel besorgte Ubersetzung hatte folgenden Wortlaut:
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Congrés international des mathématiciens, & Zurich, en 1897.

Zurich, Janvier 1897.

Monsieur,

Vous n'ignorez pas que l'idée d’'un congres international des mathé-
maticiens a ét6, dans ces derniers temps surtout, I'objet de nombreuses
délibérations de la part des savants intéressés a sa réalisation. Il leur
a paru, en raison des excellents résultats obtenus dans d’autres domaines
scientifiques, par une entente internationale, qu’il y aurait de trés sérieux
avantages & assurer I'exécution de ce projet.

A la suite d'un échange de vues trés actif on tomba d’accord sur
un premier point. C'est que la Suisse, par sa situation géographique
centrale, par ses traditions et son expérience des congres internationaux
paraissait toute désignée pour tenter un premier essal de réunion des
mathématiciens. On voulut bien ensuite choisir Zurich comme sitge
du congres.

Les mathématiciens de Zurich ne se font aucune illusion sur les
difficultés qu’ils auront & surmonter. Mais, dans l'intérét méme de
cette entreprise, ils ont pensé ne pouvoir décliner les ouvertures si
honorables qui leur ont été faites de tous cotés. Ils se déciderent
donc & prendre toutes les mesures préparatoires pour le futur congres
et & contribuer & sa réussite dans la mesure de leurs forces. Ainsi
se constitua, avec le concours de mathématiciens d'autres nations, le
comité d’organisation soussigné, chargé de réunir & Zurich, en 1897,
les mathématiciens du monde entier.

Le congres, auquel vous &tes cordialement prié d’'assister, aura
lieu, & Zurich, les 9, 10 et 11 aott 1897, dans les salles de 1'Ecole
polytechnique fédérale. Le comité ne manquera pas de vous communi-
quer, en temps opportun, le texte du programme arrété en vous priant
de lui envoyer votre adhésion. Mais, dés & présent, il est permis
d’observer que les travaux scientifiques et les questions d'ordre ad-
ministratif porteront essentiellement sur des sujets d’intérét général ou

d’importance reconnue.
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Les congres scientifiques ont aussi ce précieux avantage de favo-
riser et d'entretenir les relations personnelles. Le comité local ne
manquera pas d’accorder toute sa sollicitude & cette partie de sa tache
et, dans ce but, il élaborera un modeste programme de fétes et de
réunions intimes.

Puissent les espérances fondées sur ce premier congres se réaliser
pleinement! Puissent de nombreux participants contribuer par leur
présence a créer, entre collegues, non seulement des rapports scienti-
fiques suivis, mais encore des relations cordiales basées sur une con-
naissance personnelle! Puisse enfin notre congrés servir & 'avancement
et au progres des sciences mathématiques!

H. Bleuler, Président du Conseil de I'Ecole polyt. fédérale,
Zurich. H. Burkhardt, Prof. & 1'Université de Zurich. L. Cre-
mona, Prof. & Rome. G. Dumas, Assistant & I'Ecole polyt.
fédérale, Zurich. J. Franel, Prof. & I'Ecole polyt. fédérale,
Zurich. C. F. Geiser, Prof. & I'Ecole polyt. fédérale, Zurich.
A. Co. Greenhill, Prof. & Woolwich. A. Herzog, Directeur
de U'Ecole polyt. fédérale, Zurich. 6. W. Hill, Prof. & West-
Nyack (U. 8. A)). A. Hurwitz, Prof. & I'Ecole polyt. fédérale,
Zurich. F. Klein, Prof. a Geettingue. A. Markoff, Prof a
Pétersbourg. F. Mertens, Prof. & Vienne. H. Minkowski, Prof.
4 I'Ecole polyt. fédérale, Zurich. G. Mittag-Leffler, Prof. a
Stockholm. G. Oltramare, Prof. & Gendve. H. Poincaré, Prof.
a Paris. J. Rebstein, Assistant a 1’'Ecole polyt. fédérale, Zurich.
F. Rudio, Prof. & I'Ecole polyt. fédérale, Zurich. K. VonderMiihll,
Prof. a Béle. F.H.Weber, Prof. & I'Ecole polyt. fédérale, Zurich.

Adresser les correspondances concernant les affaires du congres & M. le
Prof. Geiser, Kusnacht-Zurich.

Der Versand dieser wie auch der nachfolgenden Cirkulare wurde
in der Art ausgefiihrt, dafs in jedem der grifseren Staaten je ein Ver-
treter es fibernahm, eine geeignete Anzahl der in Ziirich gedruckten
Exemplare in seinem Lande, oder zugleich auch in den Nachbarlindern,
zu verteilen. Dieser Aufgabe sich zu unterziehen, hatten die Freund-
lichkeit die Herren: ,

Greenhill-Woolwich, Guccia-Palermo, Gutzmer-Halle, Hill-
West-Nyack, Klein-Gottingen, Laisant-Paris, Mansion-Gent,
Markoff-Petersburg, Mertens-Wien, Mittag-Leffler-Stockholm,
Schoute-Groningen, Stéphanos-Athen und Teixeira-Porto.
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Aufserdem sorgten die Redaktionen einer grofsen Anzahl mathe-
matischer Journale fiir geeignete Verbreitung der Einladungscirkulare,
indem sie dieselben teils abdruckten, teils beilegten.

In derselben allgemeinen Sitzung vom 8. Dezember 1896, in welcher
der Modus der Einladungen festgesetzt worden war, wurden auch die
erforderlichen Subkomites gew#hlt, welche dem bisherigen Komite, als
Organisationskomite fiir die eigentlichen Kongrefsverhandlungen, zur
Seite stehen und namentlich fiir den festlichen Teil des Kongresses
besorgt sein sollten. Solcher Komites wurden vier bestellt:

Empfangskomite:  Prof. Hurwitz (Priisident), Prof. Biitzberger,
Assistent Dumas;

Wirtschaftskomite: Prof. Rudio (Priisident), Prof. Franel, Prof.
Kiefer;

Vergniigungskomite: Prof. Herzog (Prisident), Prof. Minkowski,
Assistent Rebstein;

Finanzkomite: Prof. Grobli (Prisident), Prof. Rebstein,
Prof. Lacombe.

Dem Empfangskomite traten spiter noch Prof. Burkhardt, Prof. Hirsch
und Seminarlehrer Gubler bei.

Es wiirde zu weit fiihren, die Arbeiten dieser verschiedenen Komites
im einzelnen zu verfolgen. Die Resultate ihrer Beratungen sind aus
dem Verlaufe des Kongresses selbst zu entnehmen. Nur auf einige
wenige Punkte moge noch hingewiesen werden.

Vor allem darf hervorgehoben werden, dafs nicht nur die Stadt
und der Kanton Ziirich, sondern auch die schweizerische Eidgenossen-
schaft die Ehre zu wiirdigen wulsten, dafs der erste internationale
Mathematiker-Kongrels auf Schweizerboden stattfinden solle. Die Sub-
ventionen, welche das Komite den eidgendssischen, kantonalen und
stidtischen Beh6rden, aufserdem aber auch einer grofsen Anzahl von
Privaten, namentlich Mitgliedern der kaufm#nnischen Gesellschaft, zu
verdanken hatte, legen Zeugnis ab von dem hohen Interesse, welches
dem Kongresse entgegengebracht wurde. Diese Subventionen setzten
das Komite nicht nur in den Stand, das Unternehmen in einer ihm
angemessen erscheinenden Weise durchzufiihren, sie haben es ihm auch
nachtriglich ermdglicht, die Verhandlungen des Kongresses in der-
jenigen Form zu verdffentlichen, die ihm von Anfang an als Ziel vor-
schwebte.

Aber auch in anderer Richtung ward dem Komite Unterstiitzung
zu teil. Im Februar 1897 hatte dasselbe an die Mitglieder des inter-
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nationalen Komites, sowie an einige weitere Mathematiker ein Cirkular
versandt, dessen Wortlaut (deutsch und franzosisch) hier folgen moge:

Ziirich, Februar 1897.

Hochgeehrte Herren!

Das Lokalkomite ist mit der Ausarbeitung eines Programmes fiir
die Verhandlungen des Kongresses beschiftigt. Fiir Montag, den 9.,
und Mittwoch, den 11. August, sind Gesamtsitzungen vorgesehen, in
welchen Fragen von allgemeinerem Interesse behandelt werden sollen
Vortrige speziellerer Natur wiirden, je nach Bediirfnis in Sektionen,
am Dienstag gehalten werden.

Neben rein wissenschaftlichen Fragen soll der Kongrefs seine Auf-
merksamkeit auch Angelegenheiten mehr geschiftlicher Natur zuwen-
den. Wir rechnen hierzu Fragen der Bibliographie, der Lexikographie,
der Terminologie, die Inangriffnahme gemeinsamer wissenschaftlicher
Unternehmungen (historische Arbeiten, zusammenfassende Referate,
Herausgabe von Werken, Veranstaltung von Ausstellungen) u. dergl.
Auch Besprechungen, die sich mit den Beziehungen der Mathematik
zu anderen Wissensgebieten, zur Technik, zum &ffentlichen Leben ete.
beschéftigen, kénnten in den Bereich der Verhandlungen aufgenommen
werden.

Wir ersuchen Sie nun, uns Thre Ansichten iiber die Organisation
und die Traktanden des Kongresses mitteilen zu wollen und uns wo-
moglich aus der Reihe jener geschiiftlichen Fragen bestimmte Themata
zu bezeichnen, tiber welche Sie entweder selbst zu referieren wiinschen
oder fiir welche dann andere Referenten zu bestellen wiren.

Empfangen Sie zum voraus fiir Ihre Bemiihungen unseren verbind-
lichsten Dank.

Mit ausgezeichneter Hochachtung
Das Lokalkomite.

Zurich, Février 1897.

Messieurs et trés honorés collegues,

Le comité local s’'occupe actuellement d’élaborer le programme des
délibérations du futur congrés. D’aprés notre projet on tiendrait deux
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séances plénidres, le lundi 9 et le mercredi 11 aotit, dans lesquelles
on traiterait de questions présentant un intérét général. Les sujets de
nature plus spéciale seraient exposés le mardi dans des assemblées de
section.

Le congrés s'occupera aussi de questions d'ordre plutét adminis-
tratif concernant la bibliographie, la terminologie, I'histoire des mathé-
matiques, la publication de rapports ou d’ceuvres completes, I'organi-
sation d'expositions, l'entreprise de travaux scientifiques ayant un
caractére international, etc. etc. Des communications relatives aux
rapports des mathématiques avec d’autres branches du savoir humain,
avec les sciences appliquées, etc., trouveraient naturellement place dans
ces délibérations.

Nous vous prions de bien vouloir nous faire connaitre vos vues
a ce sujet et, si possible, de nous désigner parmi les questions
énumérées précédemment, celles que vous seriez disposé a traiter per-
sonnellement ou pour lesquelles vous pourriez nous recommander un
rapporteur.

Veuillez agréer, Messieurs et trées honorés collegues, avec nos
remerciements anticipés, I'expression de notre trés haute considération.

Le comité local.

Auf dieses Cirkular hin gingen dem Komite von verschiedenen
Fachgenossen wertvolle Vorschlige zu. Auch schon vorher hatte sich
dasselbe verdankenswerter Anregungen, namentlich derjenigen Mathe-
matiker zu erfreuen gehabt, welche den Plan eines internationalen
Mathematiker-Kongresses teils begriindet, teils befordert hatten. Das
Ziircher Komite fiihlt sich in dieser Hinsicht insbesondere verpflichtet
den Herren G. Enestrém, A. Gutzmer, F. Klein, C. A. Laisant,
A. Vassilief, H. Weber. Herr Laisant hatte sogar die grofse
Freundlichkeit gehabt, einen ausfiihrlichen, bis ins einzelne gehenden
Organisationsplan zu entwerfen und dem Komite zur Verfiigung zu
stellen.

Ende Mai 1897 versandte das Organisationskomite ein drittes Cir-
kular, welches wieder, wie das erste, an die Mathematiker aller Lénder
gerichtet war. KEs geniigt, wenn dasselbe hier im Auszuge mitgeteilt
wird:
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Ziirich, Mai 1897.

Hochgeehrter Herr!

Das Organisationskomite beehrt sich, Thnen hiermit das Programm
des vom 9. bis zum 11. August in Ziirich tagenden internationalen
Mathematiker-Kongresses vorzulegen und Sie zur Teilnahme an den
Arbeiten der Versammlung einzuladen. Die lebhafte Zustimmung, die
das geplante Unternehmen bei den Mathematikern aller Linder gefun-
den hat, berechtigt zu der Hoffnung, dafs sich die Fachgenossen zahl-
reich zur gemeinsamen Arbeit in Ziirich einfinden werden.

Fiir die geordnete Durchfiihrung des ganzen Planes ist es nun
aber durchaus notwendig, dafs das Organisationskomite mdglichst bald
die zu erwartende Teilnehmerzahl abzuschitzen vermdge. Es richtet
daher an Sie, hochgeehrter Herr, die dringende Bitte, Ihre Anmeldung
so zeitig als nur moglich (jedenfalls vor dem 1. August) durch Be-
nutzung der beiliegenden Karte kundgeben zu wollen. Das Empfangs-
komite (Prisident: Herr Prof. Dr. A. Hurwitz, Ziirich I, Falkengasse 15)
ist gerne bereit, den Teilnehmern zur Beschaffung von Wohnungen mit
Rat und That zur Seite zu stehen. . e e e e e e

Indem sich das Organisationskomite der Hoffnung hingiebt, Sie
bei dem Kongresse begriifsen zu konnen, heilst es Sie im voraus aufs
berzlichste in Ziirich willkommen.

Das Organisationskomite.

Zurich, Mai 1897.

Monsieur et trés honoré confrére,

Le comité d'organisation a I’honneur de vous soumettre le pro-
gramme du congres international des mathématiciens qui siégera a
Zurich du 9 au 11 aott et vous invite & bien vouloir prendre part
aux travaux de cette assemblée.
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L’accueil empressé qu'ont marqué pour cette entreprise les mathé-
maticiens du monde entier nous autorise & compter sur le concours
d'un trés grand nombre de collegues.

Pour des raisons faciles & comprendre, le comité d'organisa-
tion a le plus grand intérét & connaitre, dées & présent, le nombre
approximatif des participants au congrées. Nous vous prions done,
Monsieur et cher confrére, de bien vouloir nous envoyer votre adhésion
le plus t6t possible (avant le 1°* aoat, si faire se peut) en vous ser-
vant de la carte postale ci-jointe.

Le comité de réception, présidé par M. Hurwitz, Falkengasse 15,
Zurich, se met & votre entitre disposition pour vous faciliter la
recherche d'un logement ou pour tous autres renseignements concernant
votre séjour & Zurich.

Nous espérons que vous voudrez bien honorer le congrés de votre
présence, et nous vous adressons, d’'ores et déja, nos meilleurs souhaits
de bienvenue.

Le comité d’organisation.

Das dem Cirkular beigefiigte Programm kann hier iibergangen
werden, da es nur einen provisorischen Charakter hatte und spiter
durch ein vollstindigeres ersetzt wurde.

Die Sitzungen des Organisationskomites und der demselben unter-
stellten Subkomites wurden begreiflicherweise um so zahlreicher, je
nidher der Kongrefs heranriickte.

Am Vorabend desselben, Sonntag, den 8. August, versammelte sich
nachmittags 5 Uhr das internationale Komite in der Tonhalle zur
Besprechung der dem Kongresse vorzulegenden Traktanden. Von dem
Komite waren anwesend die Herren Geiser, als Prisident, Bleuler,
Dumas, Franel, Hirsch, Klein, Mertens, Minkowski, Mittag-
Leffler, Rudio und VonderMiihll. Aufserdem waren auf spezielle
Einladung noch erschienen die Herren Brioschi, Laisant, Vassilief
und Weber.

Gegenstand der Beratung bildeten aufser dem Programme das den
Kongrefsverhandlungen zu Grunde zu legende Reglement, sowie eine
Anzahl von Resolutionen, die dem Kongresse zur Beschlufsfassung
unterbreitet werden sollten. Die Entwiirfe fiir das Reglement und die
Resolutionen waren von Prof. Geiser ausgearbeitet worden. Nach
einigen Modifikationen des urspriinglichen Entwurfes ging das folgende
Reglement aus den Beratungen hervor:
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Reglement
fiir den
vom 9. bis 11. August 1897 in Ziirich tagenden

internationalen Mathematiker-Kongrefs,

Art. 1. Der Kongrels hat den Zweck:

a) Die personlichen Beziehungen zwischen den Mathematikern der
verschiedenen Lénder zu fordern;

b) in den Vortriigen der Hauptversammlungen und der Sektions-
sitzungen einen Uberblick iiber den gegenwiirtigen Stand der
verschiedenen Gebiete mathematischer Wissenschaften und ihrer
Anwendungen, sowie die Behandlung einzelner Probleme von be-
sonderer Bedeutung zu bieten;

¢) tiber die Aufgaben und die Organisation kiinftiger internationaler
mathematischer Kongresse zu beraten und zu beschliefsen;

d) die Losung von Fragen der Bibliographie, Terminologie etc., die
einer internationalen Verstindigung bediirfen, vorzubereiten.

Art. 2. Stimmberechtigtes Mitglied des Kongresses ist jeder Teil-
nehmer, der die Festkarte gelost hat.

Art. 3. Der Kongrels wird von einem Vorstande geleitet, der in
der ersten Hauptversammlung zu wihlen ist. Er wird zusammen-
gesetzt aus:

a) einem Priisidenten;

b) zwei Generalsekretiren (der deutschen und franzdsischen Sprache
angehérig), zugleich Ubersetzern;

¢) vier Sekretiren, die zugleich als Stimmenziihler amten;

d) acht Mitgliedern.

Die Sektionen bestellen ihre Bureaux selbstindig.

Art. 4. Die offiziellen Publikationen des Kongresses erfolgen in
deutscher und franzdsischer Sprache. In den Hauptversammlungen und
Sektionssitzungen sind auch Voten und Vortriige in italienischer und
englischer Sprache zuldssig. .

Art. 5. In der Hauptversammlung am 9. August werden nur die-
jenigen Traktanden behandelt, welche das ver6ffentlichte Programm
enthiilt. Allféllige neue Verhandlungsgegenstiinde fiir die Versammlung
vom 11. August sind moglichst zeitig schriftlich einzureichen. Dem
Vorstande steht das Recht zu, iiber die Zulassung derselben zur Dis-
kussion und Beschlufsfassung dem Kongresse Antrag zu stellen.
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Art. 6. Mit Ausnahme der bestellten Referenten sind keinem
Redner iiber die geschiftlichen Teile der Traktanden mehr als 10 Minuten
gestattet.

Antriige sind dem Priisidenten schriftlich einzureichen.

Bei den Wahlen, Abstimmungen und Verhandlungen sind die ge-
briiuchlichen parlamentarischen Vorschriften innezuhalten. Im Zweifels-
falle ist das Reglement des schweizerischen Nationalrates malfsgebend.

Art. 7. Die Verhandlungen des Kongresses werden in einer
deutschen und einer franzdsischen Ausgabe erscheinen. (Art. 4.)

Die Leitung der Publikation wird einem Komite iibertragen, be-
stehend aus dem Priisidenten und den beiden Generalsekretiren des
Kongresses.

Die vom Komite zur Verdffentlichung bestimmten Vortrige
werden in derjenigen Sprache gedruckt, in welcher sie gehalten
worden sind.

Réglement
du

Congrés international des mathématiciens
siégeant & Zurich du 9 au 11 aoat 1897.

(Traduit de 'allemand.)

Art. 1. Le congrés a pour but:

a) De provoquer des relations personnelles entre les mathématiciens
des différents pays.

b) De donner, dans des rapports ou des conférences, un apergu de
P'état actuel des diverses branches des mathématiques et d’offrir
Poccasion de traiter certaines questions d’importance reconnue.

¢) De délibérer sur les problémes et I'organisation des congres futurs.

d) De traiter les questions de bibliographie, de terminologie ete. au
sujet desquelles une entente internationale parait nécessaire.

Art. 2. La carte de féte confére au porteur la qualité de membre
du congres (électeur et éligible).

Art. 3. Les délibérations du congrés sont dirigées par un comité
nommé dans la premiere séance pléniere. Ce comité se compose:

a) D'un président.

b) De deux secrétaires généraux (un de langue allemande et un de
langue francaise) ayant aussi les fonetions de traducteurs.
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¢) De quatre secrétaires qui sont en méme temps scrutateurs.
d) De huit membres.

Les sections constituent elles-mémes leurs bureaux.

Art. 4. Les publications officielles du congres paraissent en langue
allemande et en langue francaise. Dans les votes, communications ou
conférences des assemblées plénieres ou de sections on peut se servir,
a volonté, de l'une des quatre langues allemande, anglaise, frangaise ou
italienne.

Art. 5. Dans I'assemblée générale du 9 aott on ne traitera que
des matieres prévues & l'ordre du jour. De nouvelles communications
relatives & la séance du 11 aotit doivent &tre annoncées, par écrit, le
plus tot possible. Le comité se réserve, au sujet de ces communica-
tions, le droit de présenter au congrés telle proposition qu’il jugera
convenable.

Art. 6. A Yexception des rapporteurs désignés par le comité les
orateurs ne pourront garder la parole pendant plus de 10 minutes sur
les sujets d’ordre administratif & 'ordre du jour. Les motions doivent
étre remises par écrit au président.

On observera la procédure parlementaire usuelle lors des élections,
des votes et des discussions. En cas de contestation c’est le reglement
du conseil national suisse qui fera loi.

Art. 7. Les délibérations du congreés seront publiées en allemand
et en francais (voir art. 4).

Le comité chargé de la publication se compose du président et
des deux secrétaires généraux. Les conférences publiées par le comité
paraissent dans la langue de l'auteur.

Wie das Reglement, so wurden auch, von einer kleinen Anderung
abgesehen, die Resolutionen von dem internationalen Komite ge- -
nehmigt. Von einer Mitteilung dieser Resolutionen kann aber hier Um-
gang genommen werden, da sie unter den Traktanden des Kongresses
selbst wiederkehren werden.

Auch das von dem Organisationskomite entworfene Programm

wurde in jener Sitzung verlesen und gutgeheilsen. Dasselbe hatte fol-
genden Inhalt:
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Programm
des

vom 9. bis zum 11. August 1897 in Ziirich tagenden
internationalen Mathematiker-Kongresses.

Sonntag, den 8. August.

Das Bureau des Empfangskomites im Bahnhofe ist wihrend des
ganzen Sonntags gedffnet. Bezug der Festkarte, der Abzeichen, des
Programms ete. Informationen jeder Art. Es ist auch Sonntag abends
in der Tonhalle, sowie Montag vormittags im Auditorium 10° des
Polytechnikums (erster Stock) Gtelegenheit geboten, die Festkarten zu
beziehen.

Das genannte Auditorium ist fiir die ganze Dauer des
Kongresses als Post- und Korrespondenzzimmer eingerichtet.

Abends 8 Uhr: Empfang und Begriifsung der Géste in den Ubungs-
silen der Tonhalle (Eingang von der Riickseite). Kollation.

Montag, den 9. August.
Morgens punkt 9 Uhr:
Erste Hauptversammlung
in der Aula des eidg. Polytechnikums.

1. Eroffnung des Kongresses.
2. Wahl des Bureaus.

3. Vortrag von Herrn H. Poincaré: ,Sur les rapports de l'analyse
pure et de la physique mathématique®.

4. Referat von Herrn F. Rudio (im Namen des vorbereitenden Komites):
»Uber die Aufgaben und die Organisation der internationalen mathe-
matischen Kongresse®.

b. Vortrag von Herrn A. Hurwitz: ,Entwickelung der allgemeinen
Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit“.

Nachmittags 1 Uhr: Bankett in der Tonhalle.

Nachmittags 4 Uhr: Dampfschiffahrt auf dem See.

Abends 9 Uhr: Venetianische Nacht (bei der Riickkehr von der See-
fahrt).

Verh, d. 1. internat. Math.-Kongr, Ziirich 1897. 2



18 1. Teil: Vorgeschichte und Verlauf des Kongresses.

Dienstag, den 10. August.
Sektionssitzungen.
I. Sektion: Arithmetik und Algebra.
Einfiithrender: Prof. Minkowsks.

II. Sektion: Analysis und Funktionentheorie.
Einfiihrender: Prof. Hurwits.

III. Sektion: Geometrie.
Einfiihrender: Prof. Lacombe.

IV. Sektion: Mechanik und mathematische Physik.
Einfiihrender: Prof. Herzog.

V. Sektion: Geschichte und Bibliographie.
Einfiihrender: Prof. Rudio.

Die Herren Vortragenden werden dringend gebeten, nicht linger-
als 30 Minuten zu sprechen.

Es wird am Montag beim Bankett eine Liste aufgelegt werden, in
welche sich diejenigen Herren einzeichnen wollen, welche am Dienstag

in der Tonhalle zu Mittag zu speisen wiinschen. Preis 3 Fr. ohne
Wein.

Mittwoch, den 11. August.
Morgens punkt 9 Uhr:

Zweite Hauptversammlung
in der Aula des eidg. Polytechnikums.

1. Vortrag von Herrn G. Peano: ,Logica matematica®“.

2. Beratung und Beschliisse iiber die Aufgaben und die Organisation
der internationalen mathematischen Kongresse.

3. Bestimmung von Zeit und Ort des niichsten internationalen Kon-
gresses.

4. Vortrag von Herrn F. Klein: ,Zur Frage des hoheren mathe-
matischen Unterrichtes®.

Nachmittags 1°° und 1% Uhr: Abfahrt mit Extraziigen nach dem
Utliberg.

Nachmittags 2%/; Uhr: Schlulsbankett.

Riickfahrt mit den gewdhnlichen Ziigen.
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Der Preis der Festkarte ist 25 Fr. Dieselbe berechtigt den In-
haber, an den Verhandlungen des Kongresses als Mitglied teilzunehmen.
Sie berechtigt ferner zur Teilnahme an der Kollation vom Sonntag,
am Bankett (inkl. Wein), an der Dampfschiffahrt und der venetianischen
Nacht vom Montag, an der Fahrt nach dem Utliberg und dem Schlufs-
bankett (inkl. Wein) vom Mittwoch und endlich zum Bezug von Damen-
karten zum Preise von 15 Fr.

In bezug auf die Toilette findet bei den Versammlungen und
Banketten keinerlei Zwang statt.

Programme
du

Congrés international des mathématiciens
siégeant & Zurich du 9 au 11 aoat 1897.

Dimanche, 8 aoit.

Le bureau du comité de réception, & la gare, sera ouvert toute la
journée. Distribution de la carte de féte, du programme, des insignes ete.
Renseignements divers. On pourra aussi se procurer la carte de féte
dimanche soir & la Tonhalle et lundi matin au Polytechnicum dans la
salle 10° (1°* étage) transformée pour la durée du congres en
bureau de poste.

8 h. du soir: Réception des invités & la Tonhalle (Ubungssile, Porte
de derriere). Collation.

Lundi, 9 aoit.
9 h. précises du matin:
Premiére assemblée générale
dans I'Aula du Polytechnicum fédéral.

1° Ouverture du congres.

2° Election du bureau.

3% Conférence de M. H. Poincaré: ,Sur les rapports de l'analyse pure
et de la physique mathématique®.

4° Rapport de M. F. Rudio (au nom du comité préparatoire): ,Sur le but
et l'organisation des congres internationaux des mathématiciens”.

50 Conférence de M. A. Hurwitz: ,Entwickelung der allgemeinen

Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit*
2 *
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1 h.: Banquet & la Tonhalle.
4 h.: Promenade en bateau & vapeur.
9 h.: Féte vénitienne (au retour de la promenade).

Mardi, 10 aodit.

Séances de sectioms.
I* Section: Arithmétique et algeébre.
Introducteur: M. Minkowsks:.

II™e Section: Analyse et théorie des fonections.
Introducteur: M. Hurwitz.

IIT=e Section: Géométrie.
Introducteur: M. Lacombe.

IVme Section: Mécanique et physique mathématique.
Introducteur: M. Herzsog.

V=e Section: Histoire et bibliographie.
Introducteur: M. Rudio.

Chaque conférencier est instamment prié de ne pas garder la
parole pendant plus d’une demi-heure.

Messieurs les participants au congrés qui désirent prendre part au
diner du mardi (& la Tonhalle, prix 3 fr. vin non-compris) sont priés
de s’inscrire sur une liste qui sera mise en circulation dans la journée
du lundi.

Mercreds, 11 aoit.
9 h. précises du matin:

Seconde assemblée générale
dans I'Aula du Polytechnicum fédéral.
1° Conférence de M. G. Peano: ,Logica matematica®.
2° Discussion et résolutions relatives anx congrés internationaux des
mathématiciens.
3% Choix de la date et du siége du futur congres.
4° Conférence de M. F. Klein: ,Zur Frage des hoheren mathematischen
Unterrichtes”.
15 ¢t 14 J Départ pour 1'Utliberg en trains spéciaux.
2%, h Banquet final. Le retour aura lieu par les trains ordinaires.
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Le prix de la carte de féte est de 25 fr. Elle confere au porteur
la qualité de membre du congres, lui donne le droit d’assister & toutes
les séances, conférences, discussions et délibérations énumérées dans le
programme ainsi qu'aux réjouissances suivantes: Collation & la Tonhalle,
dimanche 8 aott; Banquet & la Tonhalle (vin compris), 9 aott; Pro-
menade en bateau & vapeur, 9 aotit; Soirée vénitienne, 9 aotit; Course
& DUtliberg, 11 aott; Banquet & I'Utliberg (vin compris), 11 aoft.

En outre elle 'autorise & se procurer, au prix de 15 fr. la carte,
une ou plusieurs cartes de féte pour dames.

Il v’y a pas de tenue officielle.

Der Beginn der einzelnen Sektionssitzungen und die Themata der
fiir dieselben angekiindigten Vortriige waren in dem Programme natiir-
lich ebenfalls mitgeteilt. Da diese Daten aber im Verlaufe des Kon-
gresses noch mancherlei Anderung erfuhren, so kann auf ihre Wieder-
gabe an dieser Stelle verzichtet werden. Sie werden ihren Platz bei
den eigentlichen Kongrefsverhandlungen finden.

Endlich beschlofs das internationale Komite, Mittwoch, den 11 August,
vor den Abstimmungen der zweiten Hauptversammlung noch einmal
zu einer Sitzung zusammen zu treten.



B. Verlauf des Kongresses.
Sonntag, den 8. Augnst.

Dem Programme entsprechend war wihrend des ganzen Sonntags
das Empfangskomite, unter Fiihrung von Prof. Hurwitz, am Bahnhofe
damit beschiftigt, die ankommenden Mathematiker, von denen erfreu-
licherweise viele auch von ihren Damen begleitet waren, zu empfangen,
sie mit Festkarten zu versehen und den Ankommlingen auf Wunsch
auch Wohnungen anzuweisen. Die meisten hatten allerdings ihre
‘Wohnungen im voraus bestellt.

Aufser der mit den entsprechenden sechs Koupons versehenen Fest-
karte — sie dient zugleich dem vorliegenden Bande als Titelbild —
erhielt jeder Teilnehmer ein in den Schweizerfarben gehaltenes Fest-
abzeichen, sowie je ein Exemplar des Programmes, des Reglementes,
der Resolutionen und des von der offiziellen Verkehrskommission her-
ausgegebenen illustrierten Fithrers durch Ziirich — alle diese Druck-
sachen je nach Wunsch in deutscher oder franzosischer Sprache.

Abends 8 Uhr fand in den vereinigten Ubungssélen der Tonhalle
der offizielle Empfang und die Begriifsung der Giste statt. Gleich
dieser erste Abend zeigte, dafs die Anregung, die Mathematiker zu
einem internationalen Stelldichein zu vereinigen, auf einen giinstigen
Boden gefallen war und dafs die Frequenz des Kongresses jedenfalls
nicht hinter den gehegten Erwartungen zuriickbleiben wiirde. Bei einer
einfachen Kollation entwickelte sich bald jene herzliche kollegiale Ge-
selligkeit, die den grofsen wissenschaftlichen Wanderversammlungen ein
8o interessantes und so sympathisches Gepriige verleiht.

Um 9 Uhr ergriff Prof. Hurwitz, als Prisident des Empfangs-
komites, das Wort und richtete an die Versammlung die folgende Be-
griifsungsrede:

Hochverehrte auswirtige Kolleginnen und Kollegen!

Gestatten Sie, dafs ich Thnen im Namen der Ziircher Mathematiker
mit einigen wenigen Worten einen herzlichen Willkommensgrufs ent-
biete. Viele von Ihnen sind aus weiter Ferne hierhergeeilt, folgend
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dem Rufe, den wir hinausgeschickt haben in alle Linder, in denen
mathematische Herzen schlagen. Hocherfreut sind wir iiber den
kriftigen Widerhall, den unser Ruf gefunden: nahe an 200 Fach-
genossen sind unserer Einladung gefolgt und haben sich hier ver-
einigt zu gemeinsamer ernster Arbeit und zu frohem gemiitlichem Bei-
sammensein.

Es ist ja richtig, dafs die grofsen Gedanken unserer Wissenschaft
zumeist in der stillen Gtelehrtenstube entstanden und ausgereift sind;
keine Wissenschaft, die Philosophie etwa ausgenommen, besitzt einen
so griiblerischen und einsiedlerischen Charakter wie die Mathematik.
Aber dennoch lebt auch in der Brust des Mathematikers das Bediirfnis
nach Mitteilung, nach Aussprache mit Fachgenossen. Und welch an-
regende Kraft dem personlichen wissenschaftlichen Verkehre innewohnt,
das hat gewils jeder von uns schon an sich selbst erfahren.

Moge sich diese anregende Kraft personlichen Verkehrs auch in
diesen Tagen bewéhren, wo uns in so mannigfaltiger und reicher Weise
Gelegenheit zu wissenschaftlicher Aussprache geboten ist.

Mége uns daneben eine heitere, ungezwungene Geselligkeit er-
freuen, verschont durch das Bewulstsein, dafs sich hier Vertreter der
verschiedensten Nationen in Friede und Freundschaft durch die idealsten
Interessen verbunden fiihlen.

Nochmals, verehrte Fachgenossen, rufe ich Thnen zu:
herzlich willkommen in Ziirich!
Bei anregenden Gtespriichen und frohem Becherklang blieben die

Festteilnehmer noch lange vereinigt. Es war Mitternacht, als die letzten
die Tonhalle verliefsen.



Montag, den 9. August.
Erste Hauptversammlung.

Punkt 9 Uhr war die Aula des eidgendssischen Polytechnikums
von den Mathematikern und ihren Damen bis auf den letzten Platz
gefiillt.

Prof. Greiser, als Prisident des Organisationskomites, eréffnete den
Kongrefls mit folgender Rede:

Hochgeehrte Anwesende!

Im Namen der aus Fachgenossen der verschiedensten Linder ge-
bildeten Vereinigung, welche die Einladung zu einem ersten inter-
nationalen Mathematiker-Kongresse erlassen hat, heifse ich Sie alle auf
das herzlichste willkommen. Mit besonderer Freude begriifse ich Sie
im Namen der ziircherischen Kollegen, denen Ihr zahlreiches Erscheinen
eine Gewithr dafiir bietet, dals Sie die Aufforderung, sich in unserer
Stadt zu versammeln, freundlich und zustimmend aufgenommen haben.
Wohl hegten wir, als die erste Anregung bei uns gemacht wurde, den
Kongrels zu iibernehmen, mannigfache und gewichtige Bedenken. Wir
sagten uns aber, dafs die Lage Ziirichs im Kreuzungspunkte der grofsen
Linien von Paris nach Wien und von Berlin nach Rom das Gelingen
des Unternehmens wesentlich begiinstigen werde. Zudem legten wir
die Festtage in eine Zeit, in welcher die Schweiz ohnedies ein Haupt-
sammelplatz derjenigen ist, welche Ruhe und Erholung nach gethaner,
Mut und Kraft zu neuer Arbeit suchen. So wird auch fiir Sie die
Gelegenheit verlockend sein, nach den Anstrengungen gemeinschaftlicher
Arbeit noch einige Tage oder Wochen in der belebenden Nihe unserer
stiirzenden Biéiche und rauschenden Tannen, im stillen Anblicke unserer
blauen Seen und griinen Alpen oder mitten unter den wilden Felsen
und kalten Gletschern unserer Hochgebirgswelt zu verweilen.
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Den einfachen Sitten des Landes und den immerhin noch kleinen
Verhiltnissen der Stadt entsprechend konnen wir Ihnen an #ufserem
Schmuck und Glanz unserer Zusammenkiinfte nur wenig bieten, sodals
wir von diesem Gesichtspunkte aus kaum hitten wagen diirfen, den
Reigen der internationalen Mathematiker-Kongresse zu er6ffnen. Wollen
Sie es uns deshalb nicht als Unbescheidenheit auslegen, wenn wir zum
Ersatze dafiir in der kiinstlerischen Ausstattung der Festkarte an den
Anteil erinnern, den die Schweiz in den letzten Jahrhunderten an der
Entwickelung der exakten Wissenschaften genommen hat. Indem wir
Ihnen unsere grofsen Mathematiker vor Augen fiihren, stellen wir
gleichsam unsere Versammlung unter den Schutz dieser méchtigen
Geister.

Sie sehen die drei grolsten aus der wunderbaren Familie der
Bernoulli. In der Mitte Jakob, auf dessen verschlossenen und
energischen Gesichtsziigen noch ein ferner, verspiteter Abglanz der
eisenstarrenden und pulvergeschwirzten Zeit des dreifsigjihrigen Krieges
zu liegen scheint. Rechts von ihm Johannes, der in dem stolzen
Selbstbewulstsein eines Roi soleil der Wissenschaft sich von dem Bruder
und dem Sohne abwendet. Links Daniel, dessen sanfte und sympa-
thische Gesichtsziige alles bestiitigen, was uns die Zeitgenossen von
seiner Bescheidenheit und Liebenswiirdigkeit iiberliefern. Von Jakob
und Johannes ist gesagt worden, dals sie zur Entwickelung der Diffe-
rential- und Integralrechnung mehr beigetragen haben als deren Ur-
heber. Die Geschichte der kinetischen Gastheorie, der mechanischen
Wiirmetheorie, des Prinzips von der Erhaltung der Energie nennt
Daniel unter den grofsten mathematischen Physikern aller Zeiten.

Es folgt Leonhard Euler, der um die Mitte des vorigen Jahr-
hunderts auf dem Gebiete unserer Wissenschaften eine gleiche universale
Stellung einnahm, wie Voltaire auf dem Gebiete der Litteratur. Seine
Bedeutung kann nicht besser illustriert werden, als durch die That-
sache, dafs im Jahre 1755 die Pariser Akademie der Wissenschaften
ihn ganz aufserordentlicherweise zu einem ihrer auswirtigen Mitglieder
erwihlte, in einem Zeitpunkte, in welchem die durch das Statut vor-
gesehenen acht Plitze alle besetzt waren. ,L’extréme rareté de ces
sortes d’'arrangements® so schrieb ihm damals der Minister d’Argenson,
»est une distinction trop marquée pour ne pas Vous en faire l'obser-
vation.“ Vergegenwirtigen wir uns, dals, als im Jahre 1699 zum ersten
Male die acht Associés étrangers zu bezeichnen waren, neben Newton
und Leibniz auch die beiden Briider Bernoulli gew#hlt wurden, und
fiigen wir hinzu, dafs spiter Euler mit Daniel Bernoulli und Albrecht
von Haller gleichzeitig zu diesen auswirtigen Akademikern zihlte, so
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diirfen wir es als eine trostliche Fiigung des Geschickes ansehen, dafs
in den Zeiten unaufhaltsam fortschreitenden politischen Verfalls der
alten Eidgenossenschaft die wissenschaftliche Bedeutung des Schweizer-
landes auf einer unvergleichlichen Hohe stand — auf einer Hohe, die
seither freilich auch nicht von ferne wieder erstiegen worden ist.

Unser Jahrhundert ist durch Jakob Steiner vertreten, den Herr-
scher im Reiche der synthetischen Geometrie. Ich erblicke in der
heutigen Versammlung Minner, die noch zu den Fiifsen des Meisters
safsen und es gehort auch zu meinen bedeutendsten perstnlichen Er-
innerungen, in den Zauberkreis des unvergefslichen Mannes getreten zu
sein. Aber schon ist seine Gestalt von einem sagenhaften Schimmer
umflossen, wie wenn er durch Jahrhunderte von uns getrennt wire.
Er lebt in unserem Gteddchtnis als der kiihne Hirtenknabe, der erfolg-
reich mit den Grofsten der Wissenschaft in die Schranken tritt, und
so erscheint er uns als ein wiirdiger Sprofs des Volkes, von dem es
in Tasso’s Gerusalemme liberata heiflst:

E con la man che guidd rozzi armenti
Par che i regi sfidar nulla paventi.

Eine der edelsten Schopfungen Gottfried Semper’s, der Mittelban
des eidgendssischen Polytechnikums, bildet den architektonischen Ab-
schlufs unserer Portritreihe. Wir wollen IThnen damit nicht nur eine
Erinnerung an die Stitte bieten, in welcher Ihre wissenschaftlichen
und geschiftlichen Verhandlungen stattfinden werden. Wir mdchten
zugleich Thre Aufmerksamkeit auf die Bedeutung lenken, welche heute
den technischen Hochschulen fiir die Mathematik und ihre Anwendungen
zukommt. In einer Darstellung des Entwickelungsganges der Mathe-
matik auf den deutschen Universitiiten, die fiir die Weltausstellung in
Chicago geschrieben worden ist, wird der Einflufls geschildert, den die
Griindung der Pariser polytechnischen Schule auf Forschung und Lehr-
thiitigkeit ausgeiibt hat. Es wird weiter darauf hingewiesen, wie seit
der Mitte unseres Jahrhunderts auch an technische Unterrichtsanstalten
deutscher Zunge wissenschaftlich hervorragende Mathematiker berufen
wurden. Kundgebungen dieser Art liefsen hoffen, dafs alte unbegriindete
Vorurteile nach und nach im Schwinden begriffen seien und dafs die
volle @leichberechtigung aller Hochschulen immer mehr anerkannt
werde. Neuere Bewegungen zeigen aber, dafs in manchen Kreisen die
Aufgaben des héheren technischen Unterrichts noch nicht als vollig
abgeklirt und normiert erscheinen. Auf der einen Seite ertonen laute
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Stimmen aus der Praxis: den mathematischen Fichern werde eine zu
grofse Bedeutung eingeriumt; von der anderen Seite wird nicht minder
entschieden verlangt, dafs die letzte und hochste Ausbildung der Tech-
niker den Universitiiten vorzubehalten sei.

Wir erkennen es mit voller Dankbarkeit an, dafs der Kongrefs einen
Teil seiner Arbeit diesen wichtigen Fragen zuwenden will. Ein aus-
gezeichneter Techniker wird tiber den Gtegenstand das Wort ergreifen,
und ohne Zweifel werden wir den berufensten Theoretiker ebenfalls
iiber diese Dinge sich aussprechen horen. Wie aber auch die Schlufs-
folgerungen in Vortrigen und Diskussionen sich gestalten mogen: zu-
stimmend, einschrinkend oder ablehnend — sie werden den natur-
gemifsen Weg, welchen die technischen Hochschulen zu gehen haben,
nicht wesentlich beeinflussen. Fiir Studierende und Lehrer, fiir den
ausiibenden Techniker und den Forscher auf dem Gebiete der reinen
Wissenschaft giebt es nur eine Wahl: einen dauernden Erfolg erreicht
nur, wer unermiidet, mit ganzer Seele nach dem héochsten Ziele strebt.

Hochgeehrte Versammlung!

Sie werden nicht erwarten, dafs ich in meinem Erdffnungsworte
mich iiber die Aufgaben und iiber den Nutzen mathematischer Kon-
gresse weitldufiger ausspreche: das wird heute noch von anderer Seite
geschehen. Erlauben Sie mir nur eine kurze Schlufsbemerkung.

Gewils wird niemand unter uns glauben, dafs kiinftighin die
Losung der grofsen Probleme der Wissenschaft sich als Resultat der-
artiger Versammlungen ergeben werde. Die hdchsten Leistungen in
allen geistigen Gtebieten, auch wenn sie als ganz objektive Wahrheiten
erscheinen, tragen ein durchaus personliches Gepriige, das durch fremden
Eingriff nur verwischt und geschiidigt wird. Wer denkt nicht bei den
in stiller Einsamkeit entstandenen Schopfungen Riemann’s an die
Schiitze der Sage, die von unschuldigen Hinden schweigend gehoben
werden miissen? Und spiegelt sich nicht in den fundamentalen Ar-
beiten von Weierstrafls die grofsartige Einfachheit, Selbstindigkeit
und Geschlossenheit des Mannes wieder?

Aber aunsgedehnte und reiche Gebiete bleiben noch der gemein-
schaftlichen Thitigkeit zugiinglich, Arbeitsfelder, die nur durch gleich-
zeitige Anspannung zahlreicher Kriifte zweckmiifsig und erfolgreich
bebaut werden kénnen. Und die Wirkung solcher Vereinigungen bleibt
nicht auf den engen Kreis der unmittelbaren Teilnehmer beschrinkt.
Der edle Wetteifer in der selbstlosen Hingabe an einen idealen Zweck
ermutigt auch andere zu gleicher Anstrengung.
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Vor allem in unserem Lande sind die Triiger des geistigen Lebens
fiir jede Anregung empfinglich und dankbar. Jeder Tag mahnt uns
daran, wie réumlich enge gezogen unsere Grenzen sind. Wenn am
Morgen die Sonne in die Tiefen der nach Osten gerichteten Thiler
Graubiindens niedersteigt, erleuchtet sie auch schon die Schluchten des
Jura, durch welche sich dringend die Rhone im Westen den genferischen
Boden verlifst. Und wenn der letzte Schimmer des Tages von den
Gipfeln der Berninagruppe schwindet, so erbleichen auch die Schnee-
kuppen der Bergriesen, welche das Hochthal von Zermatt umschliefsen.
Indem wir mit achtungsvoller Teilnahme uns in Thre Arbeiten ver-
tiefen und in deren Ergebnisse einzudringen suchen, befreien wir uns
von rdumlichen und zeitlichen Schranken. Wir erwerben uns ein
geistiges Biirgerrecht in einem Reiche von unendlicher Ausdehnung:
es ist das Reich der Wissenschaft, von welchem in einem héheren und
edleren Sinne als von demjenigen Karls des Fiinften gesagt werden kann,
dafs in ihm die Sonne niemals untergehe.

Prof. Geiser verlas darauf die folgenden Schreiben, welche von
den eidgendssischen, kantonalen und stéidtischen Behorden an den Kon-
grels gerichtet waren:

Bern, den 7. August 1897.

Die schweizerische Bundeskanzlei
an

das Organisationskomite des internationalen Mathematiker-Kongresses
(Préisident: Herr Dr. Geiser, Professor am eidgendss. Polytechnikum)
in Ziirich.

Hochgeehrte Herren,

Wir sind beauftragt, Thnen unter bester Verdankung der an den
hohen Bundesrat gerichteten Einladung mitzuteilen, dafs die Behorde,
infolge der Abwesenheit von dreien ihrer Mitglieder in Urlaub sehr
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zusammengeschmolzen, zu ihrem Bedauern nicht in der Lage sei, sich
bei Ihren Verhandlungen vertreten zu lassen.

Mit vollkommener Hochachtung

Im Namen der schweiz. Bundeskanzlei,
Der Kanzler der Eidgenossenschaft:
Ringier.

Ziirich, den 7. August 1897.
Herrn Professor Dr. Geiser in Ziirich.

Hochgeachteter Herr,

Threr freundlichen Einladung entsprechend hat der Regierungsrat
die Herren Regierungsriite Bleuler und Ernst als seine Vertreter an
den internationalen Mathematiker-Kongrels abgeordnet.

Indem wir Thnen hievon auftraggemils Kenntnis geben, versichern
wir Sie unserer vollkommenen Hochachtung.

Die Staatskanzlei:

Stiissi.
Der
Stadtrat Ziirich
an das
Organisationskomite des internationalen Mathematiker-Kongresses
Ziirich.

Auf Thre Zuschrift vom 30. Juli 1897, worin Sie den Stadtrat
einladen, sich durch eine Abordnung auf dem internationalen Mathe-
matiker-Kongrefs, welcher vom 9. bis 11. August in Ziirich stattfindet,
vertreten zu lassen, teilen wir Ihnen mit, dafs der Stadtrat die Herren
Stadtrite Grob und Hasler als seine Abgeordneten bezeichnet hat.

Ziirich, den 4. August 1897.

Im Namen des Stadtrates
der Stadtpriisident:
H. Pestalozzi.
Der Substitut des Stadtschreibers:
Dr. Th. Usteri.
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Nach diesen Mitteilungen legte Prof. Gteiser das Reglement vor,
wie es aus der Sonntagssitzung des internationalen Komites hervor-
gegangen war, und machte auf die Abweichungen desselben von dem
in den Hinden der Teilnehmer befindlichen gedruckten Entwurfe auf-
merksam. Das Reglement wurde stillschweigend genehmigt und so
konnte die Versammlung sofort zur Wahl des von Art. 3 vorgesehenen
Vorstandes schreiten.

Mit Acclamation wurde zum Présidenten des Kongresses
Prof. Geiser gew#hlt.
Sodann wurden, gleichfalls mit Acclamation, gewihlt:

Als Generalsekretéire: Die Herren J. Franel und F. Rudio;

» Sekretire: Die Herren K. Borel, J. P. Pierpont, V. Volterra
und E. v. Weber;

» Mitglieder: Die Herren N. Bougaiev, Fr. Brioschi, F. Klein,
J. 8. Mackay, G. Mittag-Leffler, F. Mertens,
E. Picard, H. Poincaré und H. Weber.

Da Herr Poincaré durch einen Trauerfall verhindert war, am Kon-
gresse personlich teilzunehmen, so wurden statt der vom Reglemente
vorgesehenen acht Mitglieder deren neun gewéhlt.

Dem Programme geméfs hitte der Vortrag des Herrn H. Poin-
caré: ,Sur les rapports de l'analyse pure et de la physique mathé-
matique“ folgen sollen. Leider war, wie schon bemerkt, Herr Poincaré
verhindert worden, personlich zu erscheinen. Er hatte aber das Manu-
skript seines Vortrages eingesandt, und dieses wurde nun von Prof.
Franel vorgelesen.

Die Versammlung beschlofs hierauf, Herrn Poincaré telegraphisch
ihren Dank auszusprechen.

Der Vorsitzende erteilte jetzt Prof. Rudio das Wort zu dem
folgenden Referate:



Uber die Aufgaben und die
Organisation internationaler mathematischer Kongresse.

Von

Ferpmwano Rubio.

Hochgeehrte Versammlung!

Im Namen des vorbereitenden Komites habe ich die Ehre, einige
Worte iiber die Aufgaben und die Organisation der internationalen
Mathematiker-Kongresse an Sie zu richten. Sie werden natiirlich nicht
erwarten, dals wir schon jetzt mit einem bis ins einzelne ausgearbei-
teten Programme vor Sie hintreten. Handelt es sich doch heute nur
darum, den Grund zu legen zu einem Werke, dessen Friichte erst die
Zukunft zeitigen kann. Dieser Zukunft aber diirfen wir vertrauensvoll
entgegenblicken. Dazu berechtigt uns das grofse Interesse, welches
der Einberufung eines internationalen Mathematiker-Kongresses von den
Fachgenossen aller Linder entgegengebracht wurde, dazu berechtigt
uns insbesondere die stattliche Versammlung, die sich heute in der
Aula des eidgendssischen Polytechnikums zu gemeinsamer Arbeit zu-
sammengefunden hat.

Wollen Sie mir erlauben, hochgeehrte Anwesende, dafs ich Ihre
Avufmerksamkeit zun#ichst auf einige organisatorische Fragen lenke.
In Thren Hinden befinden sich ein von dem Komite ausgearbeitetes
HReglement’, sowie ,Resolutionen®, welche Ihrer Beschlufsfassung unter-
breitet werden sollen. Die in dem Reglemente befindlichen Artikel
organisatorischer Natur betreffen wesentlich die Geschiftsordnung des
diesjihrigen Kongresses und brauchen an dieser Stelle nicht beriihrt
zu werden. Ich wende mich daher gleich zu den Resolutionen, die
ich Thnen einzeln vorlegen will.
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Resolutionen des internationalen Mathematiker-Kongresses
in Ziirich, 1897.

I. Internationale mathematische Kongresse sollen kiinftighin in
Zwischenrdiumen von 3—D5 Jahren und unter gebiihrender Beriick-
sichtigung der verschiedenen Linder veranstaltet werden.

II. In der Schlufsversammlung jedes Kongresses werden Zeit und
Ort des nichsten Kongresses und die Organe zur Vorbereitung und
Einberufung desselben bezeichnet.

III. Sollte durch irgend welche Verhiltnisse die Abhaltung eines
Kongresses zur vorbestimmten Zeit am vorbestimmten Orte unmdglich
sein, so ist der Vorstand des letzten Kongresses ermichtigt, eventuell
die notigen Dispositionen zur Einberufung eines neuen Kongresses zu
treffen. Er wird sich zu diesem Zwecke auch mit den in der Reso-
lution II bezeichneten Organen in Verbindung setzen.

IV. Fiir solche Aufgaben internationaler Natur, deren Losung
eine feste Organisation erfordert, kann jeder Kongrefs stindige Kom-
missionen ernennen, deren Amtsdauer bis zum n#chsten Kongresse geht.

Die Kompetenzen und Verpflichtungen derartiger Kommissionen
werden jeweilen bei Bestellung derselben festgesetzt.

V. Der niichste Kongrefs soll im Jahre 1900 in Paris stattfinden.
Die Société mathématique de France wird mit der Vorbereitung und
Organisation desselben beauftragt.

Dies sind, verehrte Anwesende, im wesentlichen die Normen, nach
denen sich die nichsten internationalen Mathematiker-Kongresse ge-
stalten sollten. Sie sind absichtlich moglichst einfach und durchsichtig
gehalten und diirften fiir den Anfang geniigen.

Welches sind nun aber die Aufgaben, deren Losung von diesen
internationalen Kongressen zu erwarten ist? Kine Skizze, allerdings
nur eine Skizze derselben enthilt Artikel 1 des Ihnen vorgelegten
Reglementes. Es heiflst dort zunichst:

»Der Kongrels hat den Zweck, die personlichen Beziehungen zwi-
schen den Mathematikern der verschiedenen Linder zu fordern.*

Verehrte Anwesende! Wer einen Blick wirft auf das Programm,
wer Umschau hilt in diesem Saale, der wird sich des Hindruckes nicht
erwehren konnen, dafs die internationalen Mathematiker-Kongresse auch
dann schon eine Existenzberechtigung hétten, wenn sie keinen anderen
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Zweck verfolgten, als die Mathematiker aller Liinder der Erde einander
niher zu bringen, ihnen Gelegenheit zu bieten zu gegenseitigem Ge-
dankenaustausche, Gelegenheit aber auch, freundschaftlich mit einander
zu verkehren, wie es die Verfolgung gemeinsamer Ideale mit sich
bringt. Die Pflege der perstnlichen Beziehungen und die dadurch be-
dingte direkte und indirekte Forderung der Wissenschaft wird stets
einen wesentlichen Punkt in dem Programme nationaler wie inter-
nationaler wissenschaftlicher Vereinigungen bilden.

Aber wir wollen dabei nicht stehen bleiben. In Artikel 1 des
Reglementes heilst es weiter:

mDer Kongrefs hat den Zweck, in den Vortrigen der Hauptver-
sammlungen und der Sektionssitzungen einen Uberblick tiber den gegen-
wirtigen Stand der verschiedenen Gtebiete mathematischer Wissenschaften
und ihrer Anwendungen, sowie die Behandlung einzelner Probleme von
besonderer Bedeutung zu bieten.“

Hochgeehrte Damen und Herren! Soll ich ausdriicklich darauf
hinweisen, wie so ganz anders das gesprochene Wort wirkt gegeniiber
dem geschriebenen oder gedruckten, wie erst durch die Perstnlichkeit
des Vortragenden die Darstellung Gestalt, Farbe, Wirme, mit einem
Worte Leben gewinnt? Es diirfte iiberfliissig sein, an dieser Stelle
und vor dieser Versammlung hierbei zu verweilen.

Aber gerade die Vortriige, die fiir die Hauptversammlungen unserer
Kongresse in Aussicht zu nehmen sind, bieten bereits Anlafs zu ganz
bestimmten, wohl umschriebenen Aufgaben fiir internationale Bethiti-
gung. Diese Vortrige werden naturgeméfs in den meisten Fillen
tibersichtliche Referate iiber die historische Entwickelung und den
gegenwiirtigen Stand einzelner Wissensgebiete darstellen. Sollte es nun
nicht moglich sein, diese Referate nach bestimmten Gesichtspunkten
zu gruppieren und in geeigneter Weise unter die Mathematiker der
verschiedensten Nationen zur systematischen Bearbeitung zu verteilen?
Wir wiirden damit nur auf internationalem Gebiete dem Beispiele folgen,
welches seit mehreren Jahren von der deutschen Mathematiker- Vereinigung
gegeben wird und welches durch die Arbeiten der Herren Brill und
Noether, Franz Meyer u. a. reprisentiert ist. Wir wiirden dadurch
in kurzer Zeit zu einer systematischen Folge von geschichtlichen
Einzeldarstellungen gelangen und zugleich — ich folge hier einem
Gedanken des Herrn Enestrom — zu einer planmifsigen Fortsetzung
des grofsen Werkes, welches Herr Moritz Cantor mit dem Jahre
1759 abzuschliefsen im Begriffe ist, und dessen Weiterfithrung die Kriifte

eines Kinzelnen weit iibersteigen diirfte.
Verh, d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Zirich 1897, 3
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Viribus unitis! sei unsere Losung. Mit vereinten Kriften wird
es moglich sein, Aufgaben zu 16sen, die wegen mangelnder Vereinigung
bisher nicht einmal in Angriff genommen werden konnten. Soll ich
ein Beispiel geben, so wollen Sie mir es auf Schweizerboden zu gute
halten, wenn ich etwa an eine Herausgabe der Werke Leonhard
Euler’s denke, eine Ehrenpflicht, die von der mathematischen Welt
bis jetzt nicht hat erfiillt werden kdnnen. Eine wichtige Vorbedingung
fiir die Inangriffnahme dieser grofsen Aufgabe ist bekanntlich jetzt er-
fiilllt, nachdem vor einem Jahre unser amerikanischer Kollege Hagen
zum ersten Male ein vollstéindiges Verzeichnis der Werke Euler’s ver-
offentlicht hat. Sie wissen auch aus den Mitteilungen des Herrn
Hagen, dafs eine Herausgabe dieser Werke heute nicht mehr zu den
Utopien zihlt, ja vielleicht nur noch einer internationalen morali-
schen Unterstiitzung bedarf.

Ich habe hier natiirlich nur ein Beispiel fiir gemeinsame littera-
rische Unternehmungen nennen wollen. Weitere Beispiele, wenn auch
ganz anderer Natur als das genannte, liefsen sich hinzufiigen unter
Benutzung der mannigfachen Anregungen, die dem Komite von ver-
schiedenen Seiten zugekommen sind. Ich erwihne rein sachlich und
ohne persénlich dazu Stellung zu nehmen: die womdglich jéhrliche
Herausgabe eines Adrefsbuches aller Mathematiker der Erde
mit Angabe ihrer speziellen Fachrichtung; die Herausgabe eines biogra-
phisch-litterarischen Worterbuches der jetzt lebenden Mathe-
matiker mit ihren Portrits; die Herausgabe einer mathematischen
Litteratur-Zeitung.

Sodann wire an die Veranstaltung internationaler wissen-
schaftlicher Ausstellungen zu denken, etwa nach dem Muster der
schonen Ausstellung, welche im Jahre 1893 unter der Agide des Herrn
Dyck in Miinchen stattfand.

Unter den litterarischen Unternehmungen ist eine noch besonders
hervorzuheben. Artikel 7 des Reglementes spricht von der Druck-
legung der Kongrefsverhandlungen. Es ist nicht daran zu zweifeln,
dafs diese und die entsprechenden folgenden Publikationen wesentlich
dazu beitragen werden, unsere gemeinsame Arbeit zu fordern und das
Gefiihl der Zusammengehorigkeit unter den Mathematikern zu wecken.

Auch in bezug auf Fragen der Terminologie, sowie der inter-
nationalen Verstindigung iiber die Wahl gewisser mathematischer Ein-
heiten sind uns Anregungen zugegangen. Wie man sich bei inter-
nationalen Zusammenkiinften iiber die wichtigsten physikalischen Ein-
heiten, wie Volt, Ampeére, Ohm, verstindigt habe, so sei beispielsweise
eine internationale Einigung iiber die Winkelteilung anzustreben.
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Bekanntlich hat man in Frankreich und in Deutschland den Versuch
gemacht, zur dezimalen Winkelteilung iiberzugehen, was fiir die Rech-
nung natiirlich wesentliche Vorteile darbietet. Nun ist aber dadurch
eine Ungleichheit entstanden, dafs die einen die alten Grade beibe-
halten und nur diese dezimal teilen, andere nur die Quadranten und
wiederum andere die ganze Peripherie dezimal und zentesimal teilen
wollen. Es wird daher als eine Aufgabe der internationalen Ver-
stindigung bezeichnet, die in den neueren Tabellen herrschende Ver-
schiedenheit durch Festsetzung eines einheitlichen Winkelmalfses zu
beseitigen.

Natiirlich kann es nicht die Absicht meines Referates sein, sich
in Einzelheiten zu verlieren. Ich werde mich daher darauf beschriinken,
nur noch einen Punkt besonders zu besprechen, der allerdings gegen-
wartig der weitaus wichtigste sein diirfte. Der wichtigste deshalb,
weil es sich dabei um eine akut gewordene Frage handelt, die eine
energische Inangriffnahme fordert. Ich meine die Frage der mathe-
matischen Bibliographie.

Indem ich fiirs erste vollstindig bei Seite lasse, was auf diesem
Gebiete bis jetzt gearbeitet worden ist und noch gearbeitet wird, auch
absichtlich vorliufig unerwihnt lasse, welche Institute sich gegenwirtig
mit diesen Arbeiten beschiiftigen, will ich nur kurz das Ziel charak-
terisieren, welches erstrebt werden mulfs.

Was bei der heutigen enormen Produktivitit und der damit ver-
bundenen litterarischen Zersplitterung fiir jede Wissenschaft, nicht nur
fiir die mathematische, von der grofsten Wichtigkeit ist, das ist eine
rasch funktionierende und kontinuierlich laufende Biblio-
graphie.

Eine solche Bibliographie hat, neben anderen Zwecken, die Auf-
gabe, jedem, der sich fiir ein beliebiges Gebiet — sagen wir Zahlen-
theorie — interessiert, durch genaue Titelkopieen Kenntnis zu geben
von allem dem, was in der ganzen Welt, nicht etwa in den letzten
Jahren, sondern in den letzten Monaten und Wochen auf diesem
Gebiete verdffentlicht worden ist. Eine derartige Bibliographie einer
bestimmten Wissenschaft kann nur von einem internationalen Institute,
d. h. durch internationales Zusammenwirken, geliefert werden und von
einem solchen mit wirklichem Erfolge auch nur dann, wenn eine allgemein
anerkannte Klassifikation der betreffenden Wissenschaft existiert.
Nun, verehrte Anwesende, eine solche allgemein und von allen Fach-
genossen adoptierte Klassifikation besitzen wir aber auf mathematischem
Gebiete leider noch nicht. Wohl haben wir eine Reihe von Klassifi-

kationen, die alle in ihrer Art Vortreffliches leisten. Ich erinnere an
8%
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die Klassifikation des Pariser bibliographischen Kongresses, der 1889
unter dem Vorsitze des Herrn Poincaré, dessen Abwesenheit wir
heute so sehr bedauern, tagte, ich erinnere an die Klassifikation des
von Herrn Lampe herausgegebenen Jahrbuches iiber die Fortschritte
der Mathematik, an diejenige des universell angelegten Dewey’schen
Dezimalsystems und so manche andere. Aber nur durch eine ein-
heitliche, allgemein anerkannte Klassifikation werden wir
das Ideal einer Bibliographie erreichen, welche in gleicher
Weise die Bediirfnisse der Gelehrten wie der Bibliotheken
der ganzen Welt einheitlich befriedigt.

Hochgeehrte Versammlung! Wenn irgendwo, so liegt hier eine
wichtige und dankbare Aufgabe der internationalen Verstindigung vor.
Diese Aufgabe wird iiberdies dadurch erleichtert, dafs bereits zwei
michtige und hochangesehene Institute der Frage ihre Aufmerksamkeit
zugewendet haben: das Institut international de bibliographie in
Briissel und die Royal Society in London, von welchen das erst-
genannte vor kurzem seine zweite internationale Konferenz abgehalten
hat. Der internationale Mathematiker-Kongrefs kann und darf den
Arbeiten dieser Institute nicht miilsig und gleichgiiltig zusehen. Noch
ist ihm die Moglichkeit gegeben, daran mitzuwirken, und ich fiige
hinzu, dafs diese Mitwirkung beiden Instituten nur willkommen sein
wird. Aber auch wenn die internationalen Mathematiker-Kongresse
selbstiindig vorgehen und ein eigenes bibliographisches Institut ins
Leben rufen wollten, was keine grofsen Schwierigkeiten hitte, wiirden
sie damit prinzipiell noch lange nicht in eine Rivalitit mit den ge-
nannten Instituten treten. Einen Beweis hierfiir liefert das hier in
Ziirich seit zwei Jahren blithende internationale Concilium bibliogra-
phicum, welches unter der Leitung des Herrn Field auf zoologischem
Gebiete die genannten Ideale verwirklicht.

Ich kann darauf verzichten, verehrte Anwesende, bei diesem Thema
linger zu verweilen oder gar in Details einzutreten, da in der Sektion
fiir Geschichte und Bibliographie Herr Enestrdm einen Vortrag iiber
die neuesten mathematisch-bibliographischen Unternehmungen halten
wird. An der Sitzung werden, wie ich in letzter Stunde erfahren habe,
auch Vertreter des Institut international de bibliographie und der
Royal Society teilnehmen. Es ist daher anzunehmen, dafs aus dieser
Sektion ein bestimmter, die mathematische Bibliographie betreffender
Antrag hervorgehen wird, der Ihnen in der zweiten Hauptversammlung
zu unterbreiten wiire.

Hochgeehrte Versammlung! Ich bin zu Ende mit meinem Referate.
Wie ich schon bemerkt habe, kann dasselbe nach keiner Richtung hin
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Anspruch auf Vollstindigkeit erheben. Ich habe lediglich zeigen wollen,
dafs neben dem grofsen Interesse, welches die internationalen Mathe-
matiker-Zusammenkiinfte an und fiir sich haben, auch noch Aufgaben
existieren, welche gemeinschaftlicher Anstrengung wert sind. Solcher
Aufgaben werden sich naturgeméfs im Laufe der Zeit um so mehr
darbieten, je fester das Band gekniipft wird, welches uns von heute an
vereinigen soll.

Mo6ge das Werk, dessen Grundstein wir heute hier in Ziirich
legen, sich wiirdig den anderen grofsen internationalen Schopfungen
anreihen! Moge es im Verein mit diesen dazu beitragen, nicht nur
die Gelehrten aller Nationen, sondern auch diese selbst zu ver-
einigen zu gemeinsamer Kulturarbeit!

Da von der Versammlung sofort der Wunsch ausgesprochen wurde,
das Referat mochte fiir die zweite Hauptversammlung gedruckt, und
zwar deutsch und franzosisch, vorgelegt werden, so soll jetzt auch
hier die franzbsische Ubersetzung folgen:



Sur le but et l'organisation des congrés internationaux des
mathématiciens.

Par

FerpinanDp Rubro.
(Traduit de l’allemand.)

Mesdames et Messieurs!

Au nom du comité d’organisation jai I'honneur de vous adresser
quelques mots relatifs au but et & l'organisation des congres inter-
nationaux des mathématiciens. Vous n'attendez évidemment pas que
nous vous présentions d'ores et déja un programme arrété dans tous
ses détails. Il ne s'agit, pour le moment, que de poser les fondements
d’'une ceuvre & venir. Nous pouvons d’ailleurs envisager cet avenir
avec confiance, comme le démontrent le grand intérét provoqué dans
le monde des mathématiciens par I'annonce d'un congrés et la nom-
breuse assemblée réunie aujourd’hui dans ’Aula du Polytechnicum.

Permettez-moi, Mesdames et Messieurs, d’attirer tout d’abord votre
attention sur certaines questions d'organisation. Vous avez entre les
mains un projet de réglement et des résolutions préparés par le comité
et qui seront soumis & vofre approbation. Les articles du réglement
relatifs & 'organisation se rapportent essentiellement & I'ordre du jour
du congrés actuel, de sorte qu'il est inutile de les mentionner. Je passe
donc aux résolutions que, pour plus de clarté, je rappelle ici.

Résolutions du congrés international des mathématiciens
siégeant & Zurich, en 1897.

I. A lavenir les congrés internationaux des mathématiciens se
succederont & des intervalles de 3 4 5 ans. Il sera tenu compte, dans
le choix du siége, des veeux légitimes des différents pays.

IL. On choisira, & la fin de chaque congrds, la date et le sidge
du congrés suivant, ainsi que les organes ou les associations chargés
de le préparer et de l'organiser.



B. Verlauf des Kongresses. 39

ITI. Si, par suite de circonstances imprévues, un congrés ne pou-
vait siéger & la date et au lieu choisis, le comité du dernier congrés
aurait la faculté de prendre les dispositions nécessaires & la convocation
dun congrés nouveau. A cet effet il s’entendra avec les organes men-
tionnés & l'article IL

IV. Chaque congres peut, lorsqu’il le juge utile pour V'étude de
certaines questions de nature internationale, nommer des commissions
permanentes dont le mandat dure d’un congrés au congrés suivant.

Les compétences et les attributions de ces commissions sont fixées
lors de leur nomination.

V. Le prochain congrés siégera & Paris en 1900. La. société
mathématique de France est chargée de sa préparation et de son
organisation.

Ce sont 14, Mesdames et Messieurs, les dispositions générales qui
devront &tre observées par les prochains congrés internationaux des
mathématiciens. Elles sont & dessein simples et claires et suffiront,
du moins au début.

Mais quelles sont les questions que ces congrés pourraient avoir
a résoudre? On en trouve une esquisse, mais une esquisse seulement,
dans larticle 1°* du reglement:

«Le congrées a pour but de provoquer des relations personnelles
entre les mathématiciens des différents pays.»

Il suffit, Mesdames et Messieurs, de consulter le programme ou de
jeter un coup d’ceil dans cette salle pour convenir que les congres auraient
déja leur raison d’étre s'ils n’avaient d’autre but que de procurer aux
mathématiciens de tous les pays du monde l'occasion de s’entretenir
amicalement et d’échanger leurs idées. Les relations personnelles et
les progrés directs ou indirects qu'elles exercent sur l'avancement de
la science, sont toujours un des buts principaux de toute réunion
scientifique.

Mais il y a plus. L’article 1°* dit en outre:

«Le congres a pour but de donner, par des rapports et des con-
férences, un apergu de l'état actuel des diverses branches des mathé-
matiques et d’offrir l'occasion de traiter certaines questions d’impor-
tance reconnue.»

Mesdames et Messieurs! Aije besoin de vous dire combien le
discours parlé differe du discours écrit ou imprimé; combien l'exposi-
tion gagne en forme, en couleur, en chaleur, en vie, par la person-
nalité de l'orateur?

Or, les conférences destinées aux assemblées pléniéres de nos con-
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grés offrent justement la matiere de questions précises et bien déli-
mitées. Ces conférences, dans la plupart des cas, seront des apergus
généraux sur la marche historique et sur I'état actuel de certains do-
maines scientifiques. Ne serait-il pas possible de grouper ces apergus
et d'en confier lexécution aux mathématiciens des différents pays?
Nous ne ferions que suivre, au point de vue international, 'exemple
donné par la ,Deutsche Mathematiker-Vereinigung®, qui, dans ces
derniéres années, a publié les rapports connus de MM. Brill et Nwther,
Franz Meyer, ete. On obtiendrait de la sorte, en peu de temps, une
suite systématique de travaux historiques et, en outre, d’apres
I'idée de M. Enestrom, une continuation du grand ouvrage de M. Mau-
rice Cantor (Histoire des mathématiques jusqu'en 1759), qu'un seul
homme ne saurait avoir I'ambition d’entreprendre.

Viribus unitis! Certaines questions, auxquelles, faute d’accord, on
n’a pas encore songé d s'attaquer, pourraient &tre résolues & la suite
d’'une entente internationale. Pour en donner un exemple, sans sortir
de la Suisse, on pourrait se proposer de publier les ceuvres complétes
d’Euler, devoir que le monde mathématique n'a pu remplir jusqu'a
présent. Une premitre condition nécessaire pour commencer cette
grosse entreprise est actuellement remplie depuis que notre col-
legue américain, M. Hagen, a publié la liste compléte des ceuvres
d’Euler. Vous n’ignorez pas que, d’aprés M. Hagen, la publication de
ces ceuvres n'est plus une utopie; peut-étre, qu'un simple appui moral
des mathématiciens du monde entier suffirait pour assurer sa réalisation.

On pourrait ajouter d’autres exemples, de nature différente il est
vrai, qui nous ont été suggérés de divers cotés. Je me contente de
citer, sans prendre position: la publication, si possible annuelle, d’un
livre dadresses des mathématiciens du monde entier avec
l'indication des branches qu'ils cultivent spécialement; la publication
d'un dictionnaire biographique des mathématiciens contem-
porains avec leurs portraits; la publication d'un journal de biblio-
graphie mathématique.

Ensuite on pourrait songer & organiser des expositions seienti-
fiques internationales, sur le modéle, par exemple, de la belle
exposition dirigée par M. Dyck & Munich en 1893.

Parmi les entreprises scientifiques, il en est une que nous devons
mentionner spécialement. Il est question, dans l'article 7 du régle-
ment, de la publication des délibérations du congres. Il est
hors de doute que cette publication et les suivantes contribueront
dans une grande mesure & nous inciter & un travail commun et &
éveiller les sentiments de solidarité chez les mathématiciens.
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Il nous a été fait également certaines propositions relatives & des
questions de terminologie et au choix de certaines unités mathéma-
tiques qu'il y aurait avantage & adopter aprés une entente internationale.
Un accord au sujet de la division du cercle, par exemple, serait a
désirer, accord analogue & celui des physiciens sur les unités essen-
tielles Volt, Ampére, Ohm. Comme vous le savez, on a fait, en France
et en Allemagne, I'essai d’une division du cercle en parties décimales;
cela présente de sérieux avantages pour les calculs numériques. Seule-
ment les uns conservérent les anciens degrés quils diviserent en par-
ties décimales, tandis que d’autres adoptérent cette division pour la
circonférence entiere. Il y aurait donc lieu de faire disparaitre ces
différences par une convention internationale.

Pour ne pas me perdre dans les détails, je me contenterai d’attirer
encore votre attention sur un seul point, le plus important de tous,
peut-étre. Le plus important, car il s’agit d'une question brilante
dont la solution exige une initiative énergique: la question de la
bibliographie mathemathue

Laissons de cdté ce qui a été fait et ce qui reste & faire dans ce
domaine, ne parlons pas des institutions qui s’occupent actuellement
de ce genre de travaux et contentons-nous de caractériser en quelques
mots le but & poursuivre.

L’essentiel, & notre époque de production énorme ol les travaux
sont si disséminés, est un répertoire bibliographique fonetionnant
rapidement et continuellement.

Un pareil répertoire devra, entre autres, donner le moyen de con-
naitre par les titres, tout ce qui a paru dans un domaine donné non
seulement dans les derniéres années, mais aussi dans les derniers mois
ou méme les derniéres semaines.

Le répertoire d’'une science déterminée ne peut &tre établi que par
une institution internationale. Mais il est avant tout nécessaire, si
Pon veut mener & bonne fin une telle entreprise, d’avoir une classi-
fication générale de la dite science. Malheureusement, Mesdames et
Messieurs, au point de vue de la science mathématique nous ne
possédons pas encore de classification générale adoptée par chacun.

Nous avons un grand nombre de classifications excellentes. Telle
par exemple celle qui fut élaborée sous la présidence de M. Poincaré
par le congrés bibliographique de Paris 1889. Telle aussi celle qui
fut adoptée par M. Lampe dans son édition des ,Fortschritte der
Mathematik“; nous avons aussi les classifications basées sur le systéme
décimal de Dewey et d’autres encore.

Mais je le répete, ce n'est que par une classification
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présentant un caractére de grande unité et admise universel-
lement, que nous pourrons arriver & créer un répertoire qui
satisfasse tous les savants et que les bibliothéques du monde
entier puissent utiliser.

Mesdames et Messieurs! Nous avons 13 & résoudre sur le terrain
international une tdche importante et pleine d’avenir. Cette tiche sera
facilitée par lexistence de deux instituts puissants et considérés qui
g'en sont occupé déja: 1'Institut international de bibliographie &
Bruxelles et la Société royale de Londres dont le premier a eu
récemment sa seconde séance internationale. Notre congres ne saurait
étre indifférent & leurs travaux. Notre collaboration est encore possible
et jajoute qu'elle ne peut qu'étre agréable a ces deux instituts. Mais &
supposer que vous préfériez travailler isolément et fonder un institut
bibliographique international indépendant, ce qui ne présenterait pas
de grandes difficultés, il n’y aurait aucune rivalité & craindre avec les
instituts précédents. Je ne citerai d'autre preuve que l'existence floris-
sante du «Concilium bibliographicum internationals créé, il y a deux
ans, & Zurich, sous la direction de M. Field et qui réalise l'idéal
cherché dans le domaine de la zoologie.

Je puis me dispenser de m’étendre plus longuement sur ce chapitre
ou d’'entrer dans des détails, puisque M. Enestrom doit faire, dans la
section d’histoire et de bibliographie, une conférence sur les derniéres
entreprises de bibliographie mathématique. Nous aurons, comme je
viens de l'apprendre, I'honneur d’avoir & cefte séance des représentants
de VlInstitut international de bibliographie et de la Société royale de
Londres. Il est done & présumer que cette section prendra l'initiative
de certaines propositions relatives & la bibliographie mathématique et
qui vous seront soumises dans la seconde assemblée générale.

Mesdames et Messieurs, j'ai terminé mon rapport; il n’a pas la
prétention d’étre complet dans aucune direction. J’ai simplement voulu
démontrer l'existence de certains problemes importants dont la solution
dépend d’'un accord international. Ces problemes deviendront de plus
en plus nombreux & mesure que se resserreront les liens nouveaux qui
nous unissent & partir d’aujourd’hui. Puisse l'ceuvre dont nous jetons
les premiers fondements & Zurich prospérer & coté des grandes créations
internationales déja existantes! Puisse-t-elle contribuer & réunir en vue
d'un travail commun, non seulement les savants des diverses nations,
mais encore ces nations elles-mémes!



Nach einer kurzen Pause folgte der Vortrag von Prof. Hurwitz:
pEntwickelung der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen
in neuerer Zeit“. Damit schlofs die erste Hauptversammlung.

Um 1 Uhr versammelten sich die Mathematiker mit ihren Damen,
die iibrigens auch den Verhandlungen der Hauptversammlung sehr
zahlreich beigewohnt hatten, zum Bankett im Pavillon der Tonhalle.

Den Reigen der Toaste erdffnete Prof. Franel mit einem Hoch
auf die Schweiz. Herr Regierungsrat Ernst begriifste die Géste im
Namen der zircherischen Behorden. Mit besonderer Sympathiel wurde
eine Rede Brioschi’s aufgenommen, der zunéchst den Ziirchern seinen
Dank aussprach und sodann die Aufmerksamkeit der Anwesenden auf
die ehrwiirdige Erscheinung Hermite's lenkte, der leider dem Kon-
gresse nicht persdnlich beiwohnen konnte. Mit Begeisterung stimmte
die Versammlung in das Hoch auf den grofsen Mathematiker ein und
beschlofs sodann auf Antrag von Herrn Mittag-Leffler, das folgende
Sympathietelegramm an Herrn Hermite zu richten:

Monsieur Hermite
chez Madame Legrand
a Noisseville, Lorraine.

Les membres du I®* congrées international des mathématiciens
prient l'illustre doyen des maitres de I'analyse de notre époque, d’agréer
Thommage de leur admiration et de leur profond respect.

Geiser.

Mittlerweile war es 4 Uhr geworden und Zeit zur Dampfschiff-
fahrt. Unter den Klingen der Musik, die auch bei der Tafel auf-
gespielt hatte, wurde die Gesellschaft auf dem Salondampfer Helvetia
in etwas mehr als einstiindiger Fahrt nach dem am entgegengesetzten
Ende des Ziircher Sees gelegenen Rapperswyl gefiihrt, wo sie sich
in zwanglose Gruppen aufloste. Der Himmel, der anfangs etwas
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regnerisch gelaunt schien, hatte sich wihrend der Fahrt vollstéindig
aufgehellt und entschidigte am spiteren Abend sogar durch ungew8hn-
lich schone Beleuchtungseffekte. Nachdem sich die Gesellschaft etwa
zwei Stunden lang in dem malerisch gelegenen altertiimlichen Stidtchen
aufgehalten und namentlich den aussichtsreichen Lindenhof mit dem
das polnische Nationalmuseum bergenden Schlosse besucht hatte, be-
gann die Riickfahrt, bei der auch das Wirtschaftskomite wieder Ge-
legenheit fand, in Aktion zu treten und die erholungsbediirftigen
Mathematiker und Mathematikerinnen mit einfachen Erfrischungen und
aus dem Ziircher Staatskeller stammendem Veltheimer und Regens-
berger zu restaurieren.

Leider konnte der illuminierte Gtondelkorso, der nach dem Pro-
gramme das Dampfschiff bei seiner Riickkehr nach Ziirich hatte em-
pfangen sollen, des starken Windes wegen nicht zur Ausfiihrung
gelangen. Damit fiel auch die geplante Hohenbeleuchtung zum Teile
weg. Immerhin hatten verschiedene Villenbesitzer es sich nicht nehmen
lassen, durch Illumination ihrer Villen den fremden Gésten ihre Sym-
pathie zu bezeugen. Auch andere hervorragende Gebidude, wie das
Polytechnikum, das Physikgebiéude, die Kirche Neumiinster, strahlten
in bengalischem Lichte.

Und als das Schiff um 9 Uhr langsam der Stadt sich niherte, da
wurden auch von der Hohe des Utliberges leuchtende Griifse den Fest-
teilnehmern zugesandt.



Dienstag, den 10. August.
Sektionssitzungen.
I. Sektion: Arithmetik und Algebra.

Die Sektion versammelte sich vormittags 8 Uhr im Auditorium 64
des eidgendssischen Polytechnikums. Der Einfiihrende, Prof. Minkowski,
begriifste die Anwesenden und lud zur Wahl des Bureaus ein. Es wur-
den gewdhlt: ]

Als Prisident: Herr F. Mertens,
,» Viceprisident: , G. Peano,
s Sekretir: » BE. Amberg.

Vortrige:

1) H. Weber: ,Uber die Genera in algebraischen Zahlkorpern.

2) C. Reuschle: ,Konstituententheorie, eine neue, prinzipielle und
genetische Methode zur Invariantentheorie®.

3) C. Stéphanos: ,Sur les systémes associatifs de nombres sym-
boliques®.

Nach einer einstiindigen Pause, welche den Besuch anderer
Sektionen ermdoglichen sollte, folgte gegen 12 Uhr der Vortrag:

4) P. Gordan: ,Resultante ternirer Formen®.

In der Nachmittagssitzung, welche um 4 Uhr begann und
in welcher Prof. Peano den Vorsitz fithrte, wurden die Vortriige
gehalten:

5) F. Enriques: ,Sur les problémes qui se rapportent & la résolu-
tion des équations algébriques renfermant plusieurs in-
connues®,

6) E. Schrdder: ,Uber Pasigraphie, ihren gegenwirtigen Stand und
die pasigraphische Bewegung in Italien.

Der Vortrag war urspriinglich in englischer Sprache vor-
bereitet und angekiindigt, wurde aber bei der numerisch geringen
Beteiligung von Mathematikern englischer Zunge auf mehrfachen
Wunsch in deutscher Sprache gehalten.

7) G. Rados: ,Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen“.
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8) H. Tarry: a) ,Généralisation du probleme des reines®
b) ,,Procédés mécaniques pour résoudre les équations
indéterminées®.

9) A. Vassilief: Formules pour la détermination approximative des
nombres premiers, de leur somme et de leur différence
d’aprés le numéro de ces nombres. Note adressée au
Congrés par M. J. Pervouchine et traduite par M. A.
Vassilief.

Herr Vassilief schickte dieser Note des Herrn Pervouchine einige
Mitteilungen iiber das Leben und die wissenschaftlichen Arbeiten des
Autors voraus. Sie befinden sich, wie die Note selbst, im zweiten
Teile der ,,Verhandlungen“.

Die genannten Vortriige sind alle (mit Ausnahme der nicht erhalt-
lich gewesenen Mitteilungen des Herrn Tarry) in dem wissenschaftlichen
Teile der vorliegenden Verhandlungen, teils vollstindig, teils im Aus-
zuge, abgedruckt.

Drei weitere Vortriige, welche aufserdem angemeldet waren, néimlich:

Franz Meyer: ,Die neuere Entwickelung der Algebra und Zahlen-
theorie®,

L. Stickelberger: ,Uber eine neue Eigenschaft der Digkrimi-
nanten algebraischer Zahlkdrper®

Ch. de la Vallée Poussin: ,Sur la théorie des nombres
premiers®,

konnten aus Mangel an disponibler Zeit leider nicht mehr gehalten
werden. Die genannten Autoren hatten aber die Freundlichkeit, ihre
Manuskripte der Redaktion zur Verfiigung zu stellen, sodafs dieselben
ebenfalls in den wissenschaftlichen Teil der Verhandlungen aufgenommen
werden konnten. Von der Abhandlung des Herrn Franz Meyer findet
sich allerdings dort nur ein Teil, betitelt: ,Uber kettenbruchihnliche
Algorithmen*“.

Endlich ist noch mitzuteilen, dafs in der Nachmittagssitzung der
Vicepriisident, Herr Peano, der Sektion eine gedruckte Abhandlung des
Herrn A. Capelli vorlegte, betitelt: ,Saggio sulla introduzione dei
numeri irrazionali col metodo delle classe contigue®, welche der Autor
durch Vermittlung des Herrn C. Stéphanos dem Kongresse zu iiber-
reichen die Freundlichkeit hatte. Die genannte Abhandlung ist in-
zwischen in dem von Herrn Capelli geleiteten ,Giornale di Matematiche®
erschienen.

Die Sitzung schlofs gegen 7 Uhr abends.
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IL. Sektion: Analysis und Funktionentheorie.

Die Sektion trat vormittags 10 Uhr im Auditorium 3* des Poly-
technikums zusammen. Der Einfiihrende, Prof. Hurwitz, hiels die
Anwesenden willkommen und lud zur Wahl des Bureaus ein, welches
bestellt wurde, wie folgt:

Priisident: Herr E. Picard,
Vicepriisident: ,, Fr. Brioschi,
Sekretiir: » C. Jaccottet.
Vortrige:
1) Fr. Brioschi: ,,Slir une classe d’équations du cinquieme degré
résolubles algébriquement et la transformation du onziéme
ordre des fonctions elliptiques®.

Auf Wunsch von Herrn Brioschi hatte das Komite den Vortrag
im Auszuge vorher drucken und unter die Zuhdrer verteilen lassen.

2) E. Picard: ,Sur les fonctions de plusieurs variables et en par-
ticulier les fonctions algébriques®.
Nach einer kurzen Pause verlas Herr Picard einen Brief von
Herrn Hadamard, der, personlich zu erscheinen verhindert, dem
Kongresse eine Mitteilung hatte zukommen lassen, betitelt:
3) J. Hadamard: ,Sur certaines applications possibles de la théorie
des ensembles®.

An diese Mitteilung kniipften sich zwei Bemerkungen: die
eine, von Herrn K. Borel herriihrend, wurde von diesem sofort
in der Sitzung selbst vorgebracht; die andere, von Herrn 8. Pin-
cherle stammend, wurde nachtréglich schriftlich eingereicht.

4) N. Bougaiev: ,Les mathématiques et la conception du monde
au point de vue de la philosophie scientifique®.

5) L. Autonne: ,Sur les poles des fonctions uniformes & plusieurs
variables indépendantes”.

Aufser diesen Vortriigen waren in dem Programme noch ein Vor-
trag von Herrn A. Markoff: ,Sur certaines questions de maxima et
minima“ und ein Vortrag von Herrn Z. de Galdeano: ,L’unification
des concepts dans la science mathématique® angekiindigt. Beide Herren
waren, Herr de Galdeano durch Gesundheitsriicksichten, verhindert, nach
Zirich zo kommen; der letztere hatte aber die Freundlichkeit, sein
Manuskript einzusenden. Dasselbe gelangt daher ebenfalls mit den
obengenannten fiinf Vortrigen und den Bemerkungen der Herren Pin-
cherle und Borel im wissenschaftlichen Teile zum Abdruck.

Die Sitzung schlofs 12Y%, Uhr.
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ITII. Sektion: Geometrie.

Die Mitglieder der Sektion versammelten sich vormittags 9 Uhr
im Auditorium 8? des Polytechnikums. Der Einfiihrende, Prof. Lacombe,
begriilste die Anwesenden und lud zur Wahl des Bureaus ein. Dasselbe
wurde folgendermafsen zusammengesetzt:
Priisident: Herr Th. Reye,
Vicepriisident: ,, C. Segre,

Sekretiir: » G. Kiinzler.
Vortrige.
1) Th. Reye: ,Einige neue Eigenschaften des quadratischen Strahlen-
komplexes®.

2) F. Gerbaldi: ,Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane”.
3) C. Burali-Forti: ,Les postulats pour la géométrie d’Euclide et
de Lobatschewsky*.

An der auf diesen Vortrag folgenden Diskussion beteiligten
sich die Herren Schur und Schoenflies.

4) J. Andrade: ,Statique non euclidienne®.

Herr Tarry kniipfte an diesen Vortrag einige historische
Notizen. Nach demselben — es war 11 Uhr geworden — wurde
die Vormittagssitzung geschlossen. Die Sektion trat nachmittags
4 Uhr in dem gleichen Auditorium unter dem Vorsitze von Herrn
Segre wieder zusammen.

5) G. Fano: ,Uber Gruppen, insbesondere kontinuierliche Gruppen
von Cremona - Transformationen der Ebene und des
Raumes.
6) H. Brunn: ,Uber verknotete Kurven®.
Alle diese Vortriige finden sich, teils in extenso, teils im Auszuge,
im wissenschaftlichen Teile abgedruckt.
Die Nachmittagssitzung schlofs gegen 6 Uhr.

IV. Sektion: Mechanik und mathematische Physik.

Die Sektion versammelte sich vormittags 11 Uhr, dem Programme
entsprechend, im Auditorium 9¢ des Polytechnikums, siedelte dann aber
sofort nach dem geriumigeren Auditorium 6 iiber. Nachdem der Ein-
fiihrende, Prof. Herzog, die Fachgenossen willkommen geheifsen hatte,
wurde folgendes Bureau bestellt:
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Priisident: Herr G. Jung,
Vicepriisident: , N. Joukowsky,

Sekretiir: » R. Flatt.
Vortrige:
1) A. Stodola: ,Uber die Beziehungen der Technik zur Mathe-
matik®.

Nach dem Vortrage des Herrn Stodola kehrte die Sektion
in das Auditorium 9% zuriick, da das Auditorium 6? wieder von
der ersten Sektion in Anspruch genommen wurde.

2) N. Joukowsky: ,Ein neuer gyroskopischer Apparat®.

Herr Joukowsky entwickelte die Theorie seines Gyroskopes
und wies den Apparat der Versammlung vor.

Infolge eines durch den Wechsel des Lokals hervorgerufenen Irr-
tums konnte Herr de Saussure seinen Vortrag: ,Sur I'homogénéité
des équations de la mécanique® leider nicht halten.

Die beiden gehaltenen Vortrige sind in dem zweiten Teile der
Verhandlungen abgedruckt.

Die Sitzung schlofs 12, Uhr.

V. Sektion: Geschichte und Bibliographie.

Die Sektion versammelte sich nachmittags 3 Uhr im Auditorium 9°
des Polytechnikums. Der Einfiihrende, Prof. Rudio, hiefs die Fach-
genossen zur gemeinsamen Arbeit willkommen und machte sodann
einige Mitteilungen iiber Veréinderungen der Tagesordnung. Darauf
leitete er die Wahl des Bureaus ein, aus welcher hervorgingen:

Als Prisident: Herr M. Cantor,
» Viceprisident: , C. A. Laisant,

» Sekretiir: » P.H. Schoute.
Vortrige:
1) H. G. Zeuthen: ,Isaac Barrow et la méthode inverse des tan-
gentes®.

Nach diesem Vortrag wurde eine kleine Pause gemacht,
wihrend welcher die Sektion in das geriumigere Auditorium 25°
tibersiedelte.

2) 6. Enestrom: ,Uber die neuesten mathematisch-bibliographischen
Unternehmungen*. _
An diesen Vortrag schlofs sich eine lebhafte Diskussion an. Herr

Laisant trat, als Sekretir der Kommission des von der Société
Verh, d. 1. internat. Math.-Kongr. Ztrich 1897, 4
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mathématique de France gegriindete ,Répertoire bibliographique des
sciences mathématiques®, fiir das dem ,Répertoire“ zu Grunde gelegte
Klassifikations- und Kartensystem ein. Dieses System der Klassifika-
tion sei auch bereits von anderen gelehrten Korperschaften, so z B.
von der mathematischen Gesellschaft von Amsterdam bei der Heraus-
gabe der ,Revue semestrielle des publications mathématiques®, adoptiert
worden. Der Redner verbreitete sich sodann iiber ein Klassifikations-
projekt des Herrn Lémeray, sowie iiber die Bedeutung, die Aufgaben
und die Ziele des von ihm und Herrn Lemoine gegriindeten ,Inter-
médiaire des Mathématiciens“. Nachdem er eine von der Direktion des
nntermédiaire“ verfafste Note verlesen hatte, formulierte er seine Ge-
danken in die folgenden drei Antriige:

I* proposition.
Une commission permanente, intitulée
Commission préparatoire des rapports générauz,

sera nommée par le Congrés. Elle se composera de cing membres et
elle aura pour mission de préparer, pour le Congrés de 1900, dans la
mesure du possible, 'exécution du paragraphe b) de larticle I du
réglement, en ce qui concerne les rapports sur les progrés des diverses
branches de la science mathématique dans les différents pays.

Cette Commission pourra s'adjoindre & son gré de nouveaux
membres.

Elle se constituera elle-méme, désignera son siege central, et se
mettra en rapport avec la Société mathématique de France, chargée

de la préparation du Congrés de 1900.

Une 2me proposition.

Commission permanente de bibliographie et terminologie

sera nommée par le Congrés. Elle se composera de cing membres et
elle aura pour mission de préparer pour le Congres de 1900 un rapport
général sur la bibliographie mathématique, et sur toutes les tentatives
qui pourraient &tre faites en vue de rendre la terminologie plus
rationnelle, plus simple et plus uniforme.

Cette Commission pourra s’adjoindre & son gré de nouveaux
membres.

Elle se constituera elle-méme, désignera son siege central et se
mettra en rapport, autant que de besoin, avec la Société mathématique
de France.
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3me proposition.

Le Congres émet le veeu qu'une commission soit nommée en vue
d’étudier les moyens de donner & l'institution des congrés internationaux
un caractére tout & fait permanent, d’avoir, par exemple, des archives,
une bibliothéque, un bureau de correspondance, de préparer des éditions
ou des réimpressions d’ceuvres importants, ete.

Le temps faisant défaut pour se livrer actuellement & un échange
de vues sur un tel objet, le Congres laisse & la Société mathématique
de France le soin de désigner les membres de cette commission inter-
nationale et d’en fixer le nombre.

1. Antrag.

Der Kongrefs ernennt eine stindige Kommission mit dem Titel:
Kommission zur Vorbereitung der allgemeinen Berichte.

Dieselbe besteht aus fiinf Mitgliedern und hat die Aufgabe, auf
den Kongrefs vom Jahr 1900 hin die Ausfiihrung des § b von Artikel 1
des Reglements, betreffend den Bericht iiber die Fortschritte in den
verschiedenen Zweigen der Mathematik in den verschiedenen Liéndern,
nach Kriften vorzubereiten.

Diese Kommission kann sich nach Gutdiinken durch Aufnahme
neuer Mitglieder erweitern.

Sie konstituiert sich selbst, bezeichnet ihren Centralsitz und setzt
sich in Verbindung mit der Société mathématique de France, welche
die Vorbereitungen fiir den Kongrels vom Jahr 1900 iibernommen hat.

2. Antrag.

Der Kongrels ernennt eine
stiindige bibliographische und terminologische Kommission.

Dieselbe bestebt aus fiinf Mitgliedern und hat die Aufgabe, auf
den Kongrefs vom Jahr 1900 hin einen allgemeinen Bericht vorzu-
bereiten iiber die mathematische Bibliographie und iiber alle Versuche,
welche angestrengt werden, um die Terminologie rationeller, einfacher
und einheitlicher zu gestalten.

Diese Kommission kann sich nach Gutdiinken durch Aufnahme
neuer Mitglieder erweitern.

Sie konstituiert sich selbst, bezeichnet ihren Centralsitz, und setzt
sich, soweit dies notig ist, in Verbindung mit der Société mathématique
de France.

4*
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3. Antrag.

Der Kongrefs spricht den Wunsch aus, es mochte eine Kommission
ernannt werden, welche dariiber zu beraten hiitte, wie der Institution
der internationalen Kongresse ein sténdiger Charakter gegeben werden
kann, z. B. durch Archive, Bibliotheken, korrespondierende Central-
stelle, durch Herausgabe oder Drucklegung von bedeutenden Werken ete.

Da wegen Mangel an Zeit ein Austausch der Ansichten iiber die
Ausfithrung eines solchen Projekts jetzt nicht mdglich ist, so iiberlifst
es der Kongrels der Société mathématique de France, die Mitglieder
dieser internationalen Kommission zu bezeichnen und ihre Zahl zu
bestimmen.

Die drei Antrige waren unterzeichnet von den Herren: A. Vas-
silief, C. A. Laisant, G. Cantor, & Oltramare, M. Cantor, P. H.
Schoute, S. Dickstein, 8. Giinther, J. Cardinaal, J. H. Graf,
D. Seliwanoff, J. S. Mackay.

Die Zeit war inzwischen schon sehr vorgeschritten. Trotzdem
beschlofs die Versammlung nach Einwilligung des Herrn Giinther,
der den nichsten Vortrag zu halten gehabt hitte, sofort in die Be-
ratung der drei Antrige einzutreten. In der nun folgenden Diskussion
wies Herr Dyck auf die Liicken des franzdsischen Systems hin und
sprach den Wunsch aus, der Kongrefs mochte mit Vertrauen den Ar-
beiten der von der Royal Society ins Leben gerufenen internationalen
Katalogkonferenz entgegensehen; Herr Brill warnte vor einer iiber-
eilten Parteinahme fiir ein bestimmtes System und Herr Graf lenkte
die Aufmerksamkeit der Versammlung auf die schweizerische Landes-
bibliographie. Nach einigen vermittelnden Worten von Herrn Rudio,
der erklirte, es konne nicht Aufgabe des diesjihrigen Kongresses
sein, sich fiir ein bestimmtes Klassifikationssystem zu entscheiden,
wurde auf seinen Antrag beschlossen, nur den zweiten der drei
Laisant’schen Antrige der Hauptversammlung zur Annahme zu em-
pfehlen und es den Antragstellern zu iiberlassen, den ersten und
dritten, die nicht eigentlich in den Bereich der Sektion fielen, von sich
aus der Hauptversammlung vorzulegen. Ferner wurde beschlossen, die
drei Antrige des Herrn Laisant durch den Druck in deutscher und
franzosischer Sprache vervielfdltigen zu lassen und sie in der zweiten
Hauptversammlung unter die Mitglieder des Kongresses zu verteilen.

Herr Rudio verlas sodann die folgenden Sitze, welche von den
Leitern des Institut international de bibliographie in Briissel durch
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Vermittelung des Herrn Field, des Direktors des internationalen Con-
cilium bibliographicum in Ziirich, der Sektion zugegangen waren:

1° Dans I'ccuvre d’ensemble qu’a entreprise I'Institut international
de bibliographie il faut que les mathématiques soient représentées.
Un peu plus t6t, un peu plus tard, ce sera une nécessité absolue. Mieux
vaut tot et avec l'aide du Congrés international.

2° Les mathématiciens ont leur classification. Elle est trés com-
pliquée, basée sur des idées trés modernes et encore peu connues. Cela
a 6t6 un obstacle a la diffusion de la bibliographie mathématique.
Or, il ne s'agit pas de remplacer ni de modifier cette classification,
mais de la compléter par l'emploi d'une autre classification, la classi-
fication décimale, qui a sa place dans un cadre encyclopédique des
sciences. Les fiches & publier porteraient les deux notfations ce qui
serait avantageux pour tout le monde et génant pour personne.

3° 11 faudrait créer une Bibliographia mathematica de la littéra-
ture courante sur le modele de la Bibliographia zoologica. Pour cette
bibliographie courante la forme des fiches publiées par Gauthier Villars
serait défectueuse en ce que plusieurs articles sont mentionnés sur la
méme fiche rendant impossible d’autres classements particuliers et par
nom d’auteur. "

4° La classification décimale telle qu’elle est dans I'édition anglaise
a besoin de développement. Les essais qui ont été faits permettent de
conclure que toutes les divisions créées par le Congrés de Paris pourront
y trouver place. La classification Dewey est autre et plus traditionnelle
que la classification des mathématiciens. De bons esprits 'ont trouvée
bien faite.

En résumé, nous voudrions obtenir du Congrées qu'il sera créé une
Bibliographia mathematica, qu'elle portera les symboles de la classi-
fication des mathématiciens, mais qu’elle sera faite aussi en concordance
avec le Répertoire Bibliographique Universel en ce qu'elle sera publiée
sur- fiches du format adopté et portera aussi les nombres de la
classification décimale.

Auf der urspriinglichen Traktandenliste befanden sich noch vier
weitere Vortrige, nimlich:
A. Markoff: ,Sur l'édition des travaux de Tschebyschef,
S. Giinther: ,Das Problem der Erdgestalt in seinen Beziehungen
zu Mathematik und Physik
F. Rudio: Thema noch unbestimmt,
G. Loria: Thema noch unbestimmt.
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Die Herren Markoff und Loria waren leider verhindert, zum Kon-
gresse zu erscheinen; Herr Loria hatte aber sein Manuskript: ,Aper¢u
sur le développement historique de la théorie des courbes planes“ der
Sektion eingesandt. Die Zeit war indessen zu sehr vorgeschritten,
als dafls dasselbe, wie urspriinglich beabsichtigt war, noch hitte ver-
lesen werden konnen. Die Sektion beschlofs aber ausdriicklich, es in
extenso in die Verhandlungen aufzunehmen und so findet es sich denn
mit den Vortrigen der Herren Zeuthen und Enestrdm in dem wissen-
schaftlichen Teile abgedruckt. Mangel an disponibler Zeit veranlafste
leider auch Herrn Giinther, auf seinen Vortrag zu verzichten. Herr
Rudio endlich hatte die Absicht gehabt, den vom 2. bis 4. August in
Briissel tagenden zweiten internationalen bibliographischen Kongrefs zu
besuchen und iiber denselben zu referieren. Die Vorbereitungen zu
dem Ziircher Kongrefs, die ihn gegen Erwarten auch noch in den
letzten Tagen ganz in Anspruch genommen hatten, machten ihm aber
die Reise nach Briissel unmoglich, sodals das Referat dahin fiel. In-
zwischen ist ein ausfiihrlicher Bericht {iber den Verlauf und die Er-
gebnisse des Briisseler Kongresses im ,Bulletin de I'Institut international
de bibliographie (1897, fasec. 4—6)“ erschienen, und es geniigt daher,
diejenigen, welche sich fiir Bibliographie interessieren, auf diese Publi-
kation zu verweisen.

Die Sitzung der fiinften Sektion schlofs 6%, Uhr. Nach derselben
demonstrierte noch Herr Field den naturwissenschaftlichen Zettel-
katalog, welcher von dem unter seiner Leitung stehenden Concilium
bibliographicum in Ziirich herausgegeben wird, und kniipfte daran
einige Bemerkungen iiber das Zettelsystem. Besonders betonte er die
Bedeutung der sogenannten Dezimalklassifikation fiir alle #hnlichen
Arbeiten und empfahl wegen seiner grofsen Verbreitung das Dewey’sche
System. Einige Anwesende wandten gegen das System ein, dafs die
ihm zu grunde liegende Klassifikation den modernen wissenschaftlichen
Erfordernissen nicht entspreche, sondern eine durchaus veraltete Ein-
teilung darstelle. Herr Field behauptete dagegen, dals wenigstens fiir
die Wissenschaften, die vom Concilium bibliographicum bearbeitet wer-
den, dieser anscheinende Mangel in Wirklichkeit ein grofser Vorzug
sei, denn das vorhandene litterarische Material gliedere sich nicht nach
den letzten wissenschaftlichen Begriffen, sondern gerade nach jetzt ver-
alteten. Die Physiologie z. B. sei eine reine Wissenschaft, allein die
physiologische Litteratur gehtre zur Medizin, wie auch die physiolo-
gischen Lehréimter immer noch zu den medizinischen Fakultéiten gehoren.
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Eine Trennung wire dann auch vom bibliographischen Standpunkte
aus hochst unzweckmiifsig.

Es eriibrigt noch, einige Worte iiber das gesellschaftliche Leben
von dem zweiten Kongrelstage zu sagen. Das Komite hatte absicht-
lich von offiziellen festlichen Veranstaltungen fiir den Dienstag Umgang
genommen, um den Teilnehmern eine gewisse Freiheit der Bewegung
zu ermdglichen. Ein grofser Teil der Gesellschaft fand sich zum Mittag-
essen in der Tonhalle ein, andere folgten Privateinladungen oder
richteten sich sonst nach ihrem Belieben ein. Fiir den Nachmittag
waren die Damen bei Frau Schulratspriisident Bleuler eingeladen.
Am Abend fanden sich die meisten in der Tonhalle und im Belvoir-
park zusammen; Feuerwerk und Illumination, urspriinglich fiir den
Montag projektiert, aber des Wetters wegen verschoben, bezeichneten
den Schlufs des zweiten Kongrefstages.



Mittwoch, den 1l. Angust.
Zweite Hauptversammlung.

Der Prisident, Prof. Geiser, erdffnete die Sitzung um 9 Uhr mit
einigen geschiftlichen Mitteilungen. Von Herrn Stadtrat Grob, von
Herrn Wunderly-v. Muralt, dem Prisidenten der kaufmiinnischen
Gesellschaft, von Herrn Prof. Koenigs und von Herrn Prof. Cremona
waren Begriifsungs-Schreiben eingegangen; ferner Begriifsungs-Tele-
gramme von der schweizerischen naturforschenden Gesellschaft (Pri-
sident: Prof. Forel) und vom Circolo matematico di Palermo (von
Prof. Gueeia unterzeichnet), vermittelt durch Prof. Gerbaldi; endlich
das folgende Telegramm von Herrn Hermite:

Professeur Geiser, Zurich, Heole polytechnique.

Je remercie avec émotion et du fond du coeur les membres du
Congres international des mathématiciens, j'adresse & mes chers collagues
tous mes veeux pour un entier succés de leur réunion dans l'intérét de
notre science.

Hermite.

Der Prisident erteilte darauf Prof. Peano das Wort zu seinem
angekiindigten Vortrage: ,Logica matematica.“

Nach diesem Vortrage fand eine kurze Pause statt, welche der
Vorstand zur Beratung der von Herrn Laisant in der Sektion fiir
Geschichte und Bibliographie eingereichten Antrige benutzte. In dieser
Vorstandssitzung, der auch die Herren Laisant und Vassilief, als Antrag-
steller, beiwohnten, wurde beschlossen, die drei Laisant’schen Antriige
in einen einzigen zusammenzufassen und dem Kongresse die folgende
Resolution, deren Redaktion Herr Picard iibernommen hatte, vor-
zulegen:
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Le bureau du Congrés de Zurich est constitué en commission
permanente, en exécution de la résolution IV, pour étudier les questions
qu’il jugera les plus importantes, parmi celles qui sont mentionnées
au rapport du Comité préparatoire ou qui pourront lui &tre soumises.
11 pourra s’adjoindre de nouveaux membres. Il fournira & la Société
mathématique de France tous les renseignements utiles pour la prépara-
tion du Congres de 1900.

Das Bureau des Ziircher Kongresses wird, gemils der vierten Reso-
lution, als permanente Kommission bezeichnet, mit dem Auftrage, die-
jenigen in dem Referate des vorbereitenden Komites enthaltenen oder
von anderer Seite ihm vorgelegten Fragen zu studieren, die es fiir
besonders wichtig erachtet. Es kann sich durch Aufnahme weiterer
Mitglieder verstirken. Es wird der Société mathématique de France
alle fiir die Vorbereitung des Kongresses von 1900 dienlichen Mit-
teilungen zur Verfiigung stellen.

Nachdem die Sitzung in der Aula wieder erdffnet war, legte der
Prisident dem Kongresse die fiinf in dem Referate von Prof. Rudio
enthaltenen Resolutionen vor. Ihr Wortlaut ist bereits mitgeteilt wor-
den. Jede Resolution wurde deutsch und franzosisch verlesen und
darauf jede — die dritte nach einer kleinen, von Herrn Georg Cantor
vorgeschlagenen redaktionellen Anderung — mit Acclamation an-
genommen.

Nach Annahme der fiinften Resolution, der zufolge der zweite
internationale Mathematiker-Kongrels im Jahre 1900 in
Paris stattfinden sollte, erbat sich Herr Felix Klein das Wort
zu folgender Mitteilung:

»Als derzeitiger Vorsitzender der deutschen mathematischen Ver-
einigung wiinsche ich eine doppelte Mitteilung zu machen:

zundichst, dafs wir die Einladung zum zweiten internationalen
mathematischen Kongresse nach Paris fiir 1900 mit vielem
Danke annehmen,

sodann, dafs wir grofsen Wert darauf legen und es uns zur
besonderen Ehre anrechnen werden, den dritten internatio-
nalen mathematischen Kongre(s in Deutschland begriifsen
zu diirfen.

Es wiire verfriiht, hieriiber jetzt schon nihere Festsetzungen treffen
zu wollen; es wiirde dieses auch dem Art. 2 der soeben von uns ge-
fafsten Beschliisse widersprechen, dem zufolge jeder einzelne Kongrefls
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iiber den ihm folgenden selbstéindig zu beschliefsen hat. Die deutsche
mathematische Vereinigung wird nicht versiumen, seiner Zeit dem
Pariser Kongresse eine formelle Einladung zu unterbreiten.”

Der in diesen Worten des Herrn Klein enthaltene Antrag fand
allseitige Zustimmung.

Der Priisident legte sodann der Versammlung den oben mitgeteilten
Antrag des Vorstandes vor, in welchen dieser die drei Laisant’schen
Antriige vereinigt hatte. Der Antrag wurde in deutscher und franzd-
sischer Fassung verlesen und sodann als sechste Resolution mit
Acclamation angenommen. Herr Laisant deponierte hierauf bei dem
Bureau seine Antriige, in der Originalfassung, mit folgenden Worten:

,0n vous a distribué le texte imprimé de trois propositions; elles
ont été rédigées par MM. Vassilief, G. Cantor, Oltramare et par moi.

Nous avons, M. Vassilief et moi, eu I'honneur, d'étre appelés tout
a l'heure par le bureau, et nous nous sommes empressés d’adhérer cor-
dialement & la résolution que vous venez de voter, et qui évitait toute
discussion.

En conséquence, nous nous bornons & déposer officiellement entre
les mains du bureau, transformé en commission permanente, le texte
des propositions dont il s'agit. Ces propositions seront ainsi étudiées
avec toute la maturité et tous les soins nécessaires.

Es folgte jetzt der Vortrag von Prof. F. Klein: ,Zur Frage des
hoheren mathematischen Unterrichtes.”

Damit war die Traktandenliste erschopft. Das Wort erbat sich
nun Prof Brill, um an die Versammlung die folgende Ansprache zu
richten:

»Die Verhandlungen des Kongresses nahen ihrem Ende, und es ist
wohl an der Zeit, dem Ziircher Ausschufs, der sich um das Zustande-
kommen dieser so wohl gelungenen Versammlung Verdienste erworben
hat, ein Wort des Dankes zu sagen.

Etwas anderes ist es, festesfrohe Liederkriinze oder Schiitzen-Ver-
binde zu einer Feier zu vereinigen, etwas anderes, die schwerfliissige
Masse einsiedlerischer Mathematiker zur Teilnahme an einem erst-
maligen internationalen Kongresse zu bewegen. Zwar durfte bei einem
solchen Versuche die Schweiz wegen ihrer centralen Lage, ihrer land-
schaftlichen Reize am ehesten auf einen Erfolg rechnen. Und was
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einen anderen Vorzug angeht, so riihmt von seiner Heimat schon
Daniel Bernoulli in einem Briefe an Euler — wie R. Wolf’s Biographien
zur Kulturgeschichte der Schweiz berichten —: ,Ich fiir meinen Teil
bin so zu sagen ein anderer Mensch geworden ratione der Gtesundheit,
seitdem ich unserer guten Schweizer Luft geniefse.“

Aber zu den Vorziigen des Landes mufste sich der gastliche Sinn
der Bewohner, zu der ehrwiirdigen wissenschaftlichen Tradition mufsten
sich einsichtige und thatkriftige Vertreter der heutigen Wissenschaft
gesellen, wenn ein erster Mathematiker-Kongrefs — eine Art von Sprung
ins Dunkle — so gelingen sollte, wie wir dies erlebt haben.

Méchte die pietitvolle Pflege, welche die Schweizer Mathematiker
dem Andenken ihrer grofsen Vorginger widmen, immer weitere Kreise
ziehen und unserer Wissenschaft talentvolle Jiinger und begeisterte
Verehrer zufiihren. Wenn hierzu unsere Versammlung in dieser Stadt
etwas beigetragen hat, so ist das der beste Dank, den wir unseren
Ziircher Kollegen fiir ihre opferbereite Gastfreundschaft darbringen
konnten.“

Nach Herrn Brill sprach auch noch Herr Laisant dem Organi-
sationskomite seinen herzlichsten Dank aus. Er versicherte, alle Teil-
nehmer wiirden den Ziircher Kongrefs in dem besten Andenken behalten,
und fiigte sodann hinzu:

»Jai le droit aujourdhui non pas de me glorifier mais de me
féliciter d’avoir ét6, avec mon ami M. Emile Lemoine, I'un des ouvriers
les plus modestes, dés la premiere heure, de cette ceuvre qui sera utile
et féconde, a la condition de conserver le caractere franchement inter-

N

national qu’elle doit avoir et qu'elle a eu & Zurich.

Tous ici, quelle que soit la branche de la science mathématique
que nous cultivons de préférence, quelle que soit notre nationalité,
nous avons créé entre nous des liens de sympathie d’autant plus solides
quils ont pour raison d’étre la recherche de la vérité, et que la science
doit surtout en profiter.

Veuillez m'excuser de m'dtre fait spontanément l'interpréte des
mathématiciens frangais. Ce role appartenait de droit & un autre, ayant
pour cela l'autorité nécessaire, & mon ami M. Picard, membre de I'In-
stitut. Mais M. Picard doit prendre un peu plus tard, au banquet
final, la parole au nom de tous ses compatriotes, et I'on ne sera pas
privé du plaisir de I'entendre.”
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Nunmehr schlofs der Préisident, Herr Prof. Geiser, den Kongrels
mit folgenden Worten:

Hochgeehrte Versammlung!

Wir haben unsere Traktandenliste erschopft und weitere Gegen-
stinde zur Behandlung sind nicht angemeldet worden, es bleibt mir
also nur noch iibrig, im Namen des von Ihnen bestellten Komites die
heutige zweite Hauptversammlung und damit den offiziellen Teil unseres
Kongresses zu schliefsen. Zwar werden einige Stunden froher Gresellig-
keit uns noch mannigfachen Anlafs zu freundschaftlichem Meinungs-
austausch iiber den Erfolg unserer Arbeit bieten. Erlauben Sie mir
aber doch, jetzt schon dem Gedanken freudigen Ausdruck zu geben,
der uns alle im gegenwirtigen Momente erfiillt: Die Moglichkeit, die
Mathematiker der verschiedensten Liinder zu interessanten und frucht-
bringenden Verhandlungen, sowie zu lebendigem persénlichem Verkehr
zu vereinigen, ist dargethan und damit die Zukunft der internationalen
Mathematiker-Kongresse gesichert. Und wenn ich im Auftrage meiner
Ziircher Kollegen Ihnen am Schlusse dieser schonen Tage ein herz-
liches Lebewohl zurufe, so darf ich wohl auch annehmen, ganz im
Sinne der so liebenswiirdigen Einladung unserer Fachgenossen aus
Frankreich zu sprechen, wenn ich hinzufiige:

Auf Wiedersehen in Paris!

Von 1Y, bis 2 Uhr fiihrten mehrere auf einander folgende Extra-
zige die Mathematiker mit ihren Damen auf die Hohe des Uto, wo
2y Uhr das Schlufsbankett im renovierten Hotel Utliberg begann.
Den ersten Toast brachte Herr Picard aus, als gegenwirtiger Pri-
sident der Société mathématique de France, welche gemils der fiinften
Resolution mit der Vorbereitung und Organisation des zweiten inter-

nationalen Mathematiker-Kongresses betraut worden war. Herr Picard
hielt folgende Rede:
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Mesdames et Messieurs,

C’est avec un grand regret que nous voyons arriver la fin de ces
trois jours de féte. Nous conserverons tous le meilleur souvenir de
Paimable accueil que nous avons regu & Zurich. On a déja adressé de
chaleureux remerciments aux organisateurs de ce Congres; cest du fond
du cceur que nous les renouvelons au moment de notre séparation, en
y associant tout particulierement le nom de notre éminent président,
le professeur Geiser.

L’assemblée générale de ce matin a fait & la Société mathématique
de France I'honneur de la choisir pour préparer le Congres de 1900.

b

Permettez & son président de l'en remercier vivement. Je ne puis, en
cette qualité, faire un meilleur veeu, que de souhaiter a la Société
mathématique de réussir aussi bien que les mathématiciens de Zurich
dans une tdche qui ne laisse pas que d’étre délicate.

Le succes de notre premiére réunion est un gage de I'avenir de
Vinstitution qui vient d’étre fondée. Il témoigne de la cordialité qui
g'établit vite entre des hommes désintéressés n’ayant d’autre souci que
la recherche de la vérité. Ce sera aussi un des résultats de ces
congrés que de voir plus d’éclectisme se répandre entre les diverses
méthodes scientifiques. Nous n’avons pas tous, fort heureusement, les
mémes tendances d’esprit. Les uns, par exemple, éclaireurs de la
science, préferent les régions inexplorées et posent des jalons pour
Pavenir; d’autre aiment mieux les études que I'on peut pousser jusqu'a
leur dernier terme. Les premiers font sauter les rochers 1a ou les
autres traceront plus tard la grande route. Celui-ci aimera & voir les
choses sous une forme géométrique, tandis que celui-la préferera les
formules algébriques. Nous avons aussi nos mathématiciens philo-
sophes, et ce sidcle finissant voit, comme en d’autres dges, la mathé-
matique en grande coquetterie avec la philosophie. Cela est pour le
mieux, & condition toutefois que cette philosophie soit trés tolérante
et qu'elle n’étouffe pas I'esprit d’invention.

Gardons nous d’étre exclusifs, et ayons pour tous les travailleurs
consciencieux la méme sympathie. Souvenons-nous aussi que dans les
mathématiques, comme dans les toilettes des dames, la mode n’est pas
sans exercer une certaine influence.

Je bois, mesdames et messieurs, & la cordialité entre les mathé-
maticiens de tous les pays et & l'union de plus en plus profonde et
féconde entre les différentes tendances de l'esprit mathématique.
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Nach Herrn Picard sprachen noch Herr Moritz Cantor (auf die
Damen), Herr Stéphanos (auf Ziirich, als das schweizerische Athen),
Herr Gordan (auf Brioschi), Herr Bougaiev und Herr Tarry.

Das Bankett endete um 4 Uhr. Der weitaus grofste Teil der
Gesellschaft aber blieb bis zum spiteren Abend auf der aussichts-
reichen Hohe vereinigt. Das Wetter war unvergleichlich; kein Wélkchen
triibte die strahlende Bliue des Himmels. Die Schneeberge hatten sich
zu Ehren der Mathematiker mit ihrem schonsten Hermelin geschmiickt,
Siintis, Glarnisch und T6di, die Urner, Engelberger und Berner Ober-
linder Alpen, vom Finsteraarhorn bis zur Diablerets, wetteiferten in
dem Bestreben, den Glanz des Tages zu erhShen. In vollen, kriftigen
Akkorden sollte das Finale der dreitiigigen Mathematiker-Symphonie

ausklingen.



Verzeichnis der Schriften,

welche von ihren Verfassern, Herausgebern oder Verlegern in einer
grofseren Anzahl von Exemplaren dem Kongrefls iiberreicht und zur
freien Verfiigung der Teilnehmer gestellt worden waren.

1) J. H. Graf in Bern: Verzeichnis der gedruckten mathematischen,
astronomischen und physikalischen Doktor-Dissertationen der
schweizerischen Hochschulen bis zum Jahre 1896.
(Separat-Abdruck aus den ,Mitteilungen der naturforschen-

den Gesellschaft in Bern, 1897.%)

2) W. L. Hertslet: Spiegelungen zwischen Arithmetik und Geometrie.
(Druck und Verlag von Drowitzsch u. Sohn in Berlin.)

3) Ulrico Hoepli in Mailand: Die folgende Kollektion seiner

Manuali:

a) F. Aschieri, Geometria analitica del piano,
b) » » » dello spazio,
c) » » descrittiva,

d) » » projettiva del piano,
e) » » »” dello spazio.

f) C. Burali-Forti, Logica matematica.
g) E. Pascal, Calcolo infinitesimale. 3 Teile.
h) ” Esercizi di calcolo infinitesimale.
i) ” Determinanti.
k) ” Funzioni ellittiche.
4) C. A. Laisant und . Lemoine in Paris: Note betreffend die
internationalen Mathematiker-Kongresse und den Inter-
médiaire des Mathématiciens.

5) G. Peano in Turin: Logique mathématique.
(Formulaire de mathématiques, T. II, § 1. Turin 1897.)
6) Hermann Scheffler in Braunschweig:

a) Die Grundfesten der Welt. Braunschweig 1896.

b) Das Wesen der Mathematik und der Aufbau der Welt-
erkenntnis auf mathematischer Grundlage. 2 Bde. Braun-
schweig 1896. ,

¢) Vermischte mathematische Schriften. Braunschweig 1897.
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7) P. H. Schoute in Groningen: Revue semestrielle des publications
mathématiques rédigée sous les auspices de la Société mathé-
matique d’Amsterdam. Tables des matiéres contenues dans
les cing volumes 1893—1897 suivies d’'une table générale
par noms d’auteurs. (Spécimen.)

8) E. Schultz in Duisburg: Vierstellige mathematische Tabellen.
Essen 1897. (Probeseiten.)

9) H. Valentiner in Kopenhagen: Remarques sur les mémoires
contenus dans le premier fascicule des ,,(Buvres scientifiques
de L. Lorenz publiées aux frais de la fondation Carlsberg.

(Extrait du Bulletin de I’Académie Royale des Sciences et des

Lettres de Danemark, Copenhague, pour I'année 1896.)

10) A. Vassilief in Kasan: Verschiedene Verdffentlichungen der

physikalisch-mathematischen Societiit in Kasan (Separat-

abdriicke), darunter Denkschriften auf Lobatschewsky, Ab-
handlungen von Hermite u. a.

11) Diverse Prospekte, Kataloge ete. ete.

Das Organisationskomite benutzt gerne die Gelegenheit, auch an
dieser Stelle allen jenen Gebern seinen verbindlichsten Dank auszu-
sprechen.

Die erwihnten Schriften — zu denen auch noch die durch das
Komite herausgegebenen (siehe Seite 22 und 47) hinzuzuzéhlen sind —
konnten in dem Auditorium 10° welches fiir die ganze Dauer des Kon-
gresses als Post- und Korrespondenzzimmer eingerichtet war, bezogen
werden. In diesem Zimmer standen den Kongrefsteilnehmern iiber-
dies jeder Zeit die erforderlichen Korrespondenzmaterialien, wie Brief-
papier, Couverts, Briefmarken, Postkarten ete. zur freien Verfiigung.
Zur Besorgung von Briefen und Telegrammen war ein besonderer
Postdienst eingerichtet. Das Korrespondenzzimmer wurde wiihrend der
ganzen Dauver des Kongresses sehr fleilsig benutzt.



Verzeichnis der Teilnehmer.

Ackermann-Teubner, Alfred, Verlagsbuchhiindler, Leipzig, Post-
stralse 3. Deutschland.

Frau Marie Ackermann.

Aeschlimann, Ulrich, Professor am Gymnasium, Winterthur, Neu-
wiesenstraflse 7. Schweiz.

Affolter, Ferdinand Gabriel, Oberst, Professor am Polytechnikum,
Ziirich V, Zeltweg 53. Schweiz.

Amberg, Ernst, Assistent am Polytechnikum, Ziirich. (Seitdem Pro-
fessor an der Kantonsschule, Frauenfeld, Spannerstrafse.) Schweiz.

Andrade, Jules, Professor an der Faculté des sciences, Rennes,
Boulevard Sébastopol 16. Frankreich.

Astor, Auguste, Professor an der Faculté des sciences, Grenoble,
Place Victor-Hugo 11. Frankreich.

Autonne, Léon, Ingénieur des ponts et chaussées, Maitre de Con-
férences an der Universitit, Lyon, Rue Mont-Bernard 9. Frank-
reich.

Avillez, Jorge F. &', Vicomte de Reguengo, Portalegre. Portugal.

Bécard, André, Ingénieur des arts et manufactures, Répétiteur an
der Ecole Centrale, Paris, Rue de Miromesnil 2. Frankreich.

Beke, Emanuel, Professor am kgl. Ubungsgymnasium der Professoren-
bildungs-Anstalt, Privatdocent an der Universitit, Budapest,
Damjanichgasse 50. Ungarn.

Bendixson, Ivar Otto, Docent an der Hochschule, Stockholm,
Holléndaregatan 21 A. Schweden.

Verh. d. 1. internat. Math.-Kongr. Ziirich 1897, b
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Bertsch, Ferdinand, Direktor des Instituts Concordia, Ziirich V,

Hofackerstrafse 11. Schweiz.
Frau Bertsch.

Besso, Michel Angelo, Ingenieur, Winterthur, Schaffhauserstrafse 5.
Schweiz.

Beyel, Christian, Privatdocent am Polytechnikum, Ziirich I, Leon-
hardstrafse 1. Schweiz.

Bleuler, Hermann, Oberst- Armeekorpskommandant, Prisident des
schweizerischen Schulrates, Ziirich V, Zolliker Strafse 32. Schweiz.

Frau Bleuler.

Bleuler, Konrad, Regierungsrat, Ziirich V, Zolliker Strafse 177. Schweiz.
Bordiga, Giovanni, Privatdocent an der Universitit Padua und Pro-
fessor am Istituto Tecnico in Venedig, S. Lio. Italien.

Frau Bordiga.

Borel, Emile, Maitre de Conférences an der Keole Normale Supé-
rieure, Paris, Rue Toullier 7. Frankreich.

Bougaiev, Nikolaus, Professor an der Universitit, Moskau, Arba,t
Deneschnij Pereylok Haus Rachmanoff. Ru/‘sland

Bouton, C. L., stud. math. (Leipzig), St. Louis. U. S. 4.

Bretschneider, Wilhelm, Professor an der Realanstalt und Docent
an der Technischen Hochschule, Stuttgart, Reinsburgstrafse 57.
Deutschland.

Brill, Alexander v., Professor an der Universitét, Tiibingen, Hechinger
Strafse 14. Deutschland.

Brioschi, Francesco, Professor, Direktor des Istituto Tecnico Supe-
riore, Mailand, Via Senato 38. Ialien. Gestorben am 13. De-
zember 1897.

Brunn, Hermann, Privatdocent an der Universitit und Bibliothekar an
der Technischen Hochschule, Miinchen, Giselastrafse 27. Deutsch-
land.

Biitzberger, Fritz, Professor an der Kantonsschule, Ziirich IV, Neue
Beckenhofstrafse 19. Schweiz.

Burali-Forti, Cesare, Professor an der Militér-Akademie, Turin, Via
Gioberti 43. Ifalien.

Burgatti, Federico, Ingenieur, Cento, Provinz Ferrara. Italien.

Burgatti, Pietro, Assistent an der Universitit, Rom, Via Principe
Amedeo, 175. Italien.

Burkhardt, Heinrich, Professor an der Universitit, Ziirich V, Kreuz-
platz 1. Schweiz.
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Cahen, Eugéne, Professor am Lycée Condorcet, Paris, Rue des Vignes 39.
Fromkreich.

Cailler, Charles, Professor an der Universitiit, Genf, Rue de 'Ecole
de Chimie 4. Schweiz.

Cantor, Georg, Professor an der Universitit, Halle a. S., Hindel-
strafse 13. Deutschland.

Friulein E. und G. Cantor.

Cantor, Moritz, Professor an der Universitit, Heidelberg, Gaisberg-
strafse 15. Deutschland.

Cardinaal, Jakob, Professor an der Technischen Hochschule, Delft,
Oranjeplantage 35. Holland.

Castellano, Filiberto, Professor an der Militir-Akademie, Turin,
Corso Vittorio Emanuele 16. Ifalien.

Czuber, Emanuel, Professor an der Technischen Hochschule, Wien III,
Neulinggasse 3. Oesterreich.

Dantscher, Victor v, Professor an der Universitit, Graz, Rechbauer-

strafse 29. Oesterreich.
Frau v. Dantscher.

Delaunay, Nikolaus, Professor am Agronomischen Institut, Nowo-
Alexandria, Gouvernement Lublin. Rufsland.

Dickstein, Samuel, Professor, Warschau, Marzatkowska, 117. Ru/s-
land.

Droz, Auguste, Professor am Gymnasium, Lausanne, Clos du Matin 3.
Schweiz.

Dumas, Gustave, Assistent am Polytechnikum, Ziirich I, Bahnhof-
strafse 2. Schweiz.

Dyck, Walter, Professor an der Technischen Hochschule, Miinchen,
Hildegardstrafse 1%,. Deutschland.

Emch, Arnold, Lehrer am Technikum, Biel, Gesellschaftsstrafse 5.
Schweiz.

Enestrom, Gustaf Hjalmar, Bibliothekar an der konigl. Bibliothek,
Stockholm, Brahegatan 43. Schweden.

Enriques, Federigo, Professor an der Universitit, Bologna, Vicolo
S. Giuliano 6. Italien.

Ernst, Heinrich, Regierungsrat, Ziirich, Winterthur. Schweiz.

5*
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Fano, Gino, Professor, Assistent und Privatdocent an der Universitit,
Rom, Via Nazionale 215. Italien.

Fehr, Henri, Privatdocent an der Universitit, Genf, Rue Gevray 19.
Schweiz.

Ferber, Ferdinand, Capitaine, Professor an der Kcole d’application de
V'artillerie et du génie, Fontainebleau, Rue d’Avon 17. Frankreich.

Fiedler, Ernst, Professor an der Kantonsschule und Privatdocent am
Polytechnikum, Ziirich V, Englisches Viertel 57. Schweiz.

Finger, Joseph, Professor an der Technischen Hochschule, Wien 1V,
Alleegasse 35. Oesterreich.

Flatt, Robert, Lehrer an der Realschule und Privatdocent an der
Universitét, Basel, Margarethenstralse 77. Schweiz.

Franel, Jérome, Professor am Polytechnikum, Ziirich V, Sophien-
strafse 16. Schweiz.

Fredholm, Ivar, Dr. phil, Stockholm, Stora Badstugatan 44. Schweden.

Friesendorff, Theophil, Oberlehrer an den reformierten und Kirchen-
schulen, Assistent am Institut fiir Strafsen- und Wasserbau-
ingenieure, St. Petersburg, Grofse Podjatscheskaja 23. Ru/sland.

Ganter, Heinrieh, Professor an der Kantonsschule, Aarau, Jenseits
der Aare 294. Schweie.
Gascé, Luis Gonzaga, Professor an der Universitit, Valencia, Hernin
Cortés 25. Spanien.
Frau Gascé.
Gauthier-Villars, Albert, Imprimeur-Libraire, Paris, Quai des
Grands-Augustins 55. Frankreich.
Frau Gauthier-Villars.
Geiser, Carl Friedrich, Professor am Polytechnikum, Ziirich, Kiis-
nacht. Schweiz.
Frau Emma Geiser. Friulein Ch. und H. Geiser.
Gerbaldi, Francesco, Professor an der Universitidt, Palermo, Via
Gaetano Daita 11. Ifalien.
Gerlach, Rudolf, Lehrer am Seminar, Kiisnacht bei Ziirich. Schweiz.
Girardville, Paul Nicolas, Capitaine d’Artillerie, Montreuil sous
bois bei Paris, Rue Michelet 6. Frankreich.
Gordan, Paul, Professor an der Universitit, Erlangen, Spitalstralse 35.
Deutschland.
Graf, Johann Heinrich, Professor an der Universitit, Bern, Wyler-
strafse 10. Schweiz.
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Gravé, Demetrius Alexander, Professor am Institut fiir Strafsen-
und Wasserbauingenieure und Privatdocent an der Universitit,
St. Petersburg, B. 0., 14 Linie, 31. Rufsland.

Grob, J. Kaspar, Stadtrat, Ziirich I, Untere Z#iune 17. Schweiz.

Grobli, Walter, Professor an der Kantonsschule, Ziirich V, Platten-
strafse 64. Schaweiz.

Gubler, Eduard, Lehrer an der T6chterschule und Privatdocent an
der Universitit, Ziirich IV, Universititsstrafse 18. Schweiz.

Giinther, Siegmund, Professor an der Technischen Hochschule,
Miinchen, Akademiestrafse 5. Deutschland.

Guinand, Ernest, Lehrer am Technikum, Biel, Florastrafse 9. Schweiz.

Gutzmer, August, Privatdocent an der Universitit, Halle a. S,
Gartenstrafse 5. Deutschland.

Frau Gutzmer.

Gysel, Julius, Professor am Gymnasium, Schaffhausen, Tanuner-

gifschen 13. Schweiz.

Harkness,James, Professor am College, Bryn Mawr, Pennsylvania. U. S.4.

Hartogs, Fritz, stud. math.,, Vertreter des mathematischen Vereins der
Universitit Berlin, Miinchen, Theresienstrafse 34. Deutschland.

Hasler, Elias, Stadtrat, Ziirich II, Seestralse 137. Schweiz.

Hausdorff, Felix, Privatdocent an der Universitit, Leipzig, Nord-
strafse 58. Deutschland.

Hermes, Oswald, Professor an der Artillerie- und Ingenieurschule,
Berlin, Steglitz, Lindenstralse 35. Deutschland.

Herzog, Albin, Professor, Direktor des eidgendssischen Polytechni-
kums, Ziirich V, Neptunstrafse 29. Schweiz.

Hirsch, Arthur, Professor, Assistent und Privatdocent am Polytech-
nikum, Ziirich V, Freie Strafse 5. Schweiz.

Hobson, E. W., Lecturer am Christ’s College, Cambridge. England.

Hoepli, Ulrico, Editore-Libraio, Mailand, Galleria de Christoforis
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Nach Léndern geordnet ergiebt diese Teilnehmerliste die folgende
Gruppierung:

Land. Herren. Damen.

Schweiz . . . . . . . 60 8
Deutschland . . . . . . 41 12
Frankreich . . . . . . 23 6
Italien . . . . . . . . 20 5]
Oesterreich-Ungarn . . . 17 3
Rufsland . . . . . . . 12 1
Nordamerika . . . . . 6 1
Schweden . . . . . . . 6 —
Finland . . . . . . . 4 1
Belgien . . . . . . .. 3 —
Dénemark . . . . . . . 3 —
Grofsbritannien . 3 —
Holland . . . . . . . 3 —
Spanien. . . . . . . . 1 1
Griechenland . . . . . 1 —
Portugal . . . . . . . 1 —

204 38

Im ganzen waren also 16 Linder durch 242 Teilnehmer vertreten,
worunter 38 Damen.



Zweiter Teil

Wissenschaftliche Vortrige.






A. Vortriige der ersten Hauptversammlung.

Sur les rapports de l'analyse pure et de la physique
mathématique.

Par

H. Pomncarg a Paris.

L

On vous a sans doute souvent demandé & quoi servent les mathé-
matiques et si ces délicates constructions que nous tirons tout entidres
de notre esprit ne sont pas artificielles et enfantées par notre caprice.

Parmi les personnes qui font cette question, je dois faire une
distinction; les gens pratiques réclament seulement de nous le moyen
de gagner de l'argent. Ceux-l13 ne méritent pas qu'on leur réponde;
cest & eux plutdt qu'il conviendrait de demander & quoi bon accu-
muler tant de richesses et si, pour avoir le temps de les acquérir, il
faut négliger l'art et la science qui seuls nous font des dmes capables
d’en jouir

et propter vitam vivendi perdere causas.

D’ailleurs une science uniquement faite en vue des applications est,
impossible; les vérités ne sont fécondes que si elles sont enchainées
les unes aux autres. Si l'on s'attache seulement & celles dont on
attend un résultat immédiat, les anneaux intermédiaires manqueront,
et il n’y aura plus de chaine.

Les hommes les plus dédaigneux de la théorie y trouvent sans
s'en douter un aliment quotidien; si I'on était privé de cet aliment, le
progres s'arréterait rapidement et nous nous figerions bientét dans
I'immobilité de la Chine.

Mais c'est assez nous occuper des praticiens intransigeants. A

coté d’eux, il y a ceux qui sont seulement curieux de la nature et qui
Verh. d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Ztirich 1897. 6
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nous demandent si nous sommes en état de la leur mieux faire
connaitre.

Pour leur répondre, nous n’avons qu’a leur montrer les deux mo-
numents déja ébauchés de la Mécanique Céleste et de la Physique
Mathématique.

Ils nous concéderaient sans doute que ces monuments valent bien
la peine qu’ils nous ont cotitée. Mais ce n'est pas assez.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un
instrument pour I'étude de la nature.

Mais ce n'est pas tout: elles ont un but philosophique et, jose
le dire, un but esthétique.

Elles doivent aider le philosophe & approfondir les notions de
nombre, d’'espace, de temps.

Et surtout leurs adeptes y trouvent des jouissances analogues &
celles que donnent la peinture et la musique. Ils admirent la délicate
harmonie des nombres et des formes; ils s'émerveillent quand une dé-
couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie
qu'ils éprouvent ainsi n’a-t-elle pas le caractére esthétique, bien que
les sens n’y prennent aucune part? Peu de privilégiés sont appelés a
la gotter pleinement, cela est vrai, mais n’est-ce pas ce qui arrive
pour les arts les plus nobles?

C’est pourquoi je n’hésite pas & dire que les mathématiques méritent
d’stre cultivées pour elles-mémes et que les théories qui ne peuvent
étre appliquées & la physique doivent I'étre comme les autres.

Quand méme le but physique et le but esthétique ne seraient pas
solidaires, nous ne devrions sacrifier ni I'un ni l'autre.

Mais il y a plus: ces deux buts sont inséparables et le meilleur
moyen d’atteindre I'un c'est de viser l'autre, ou du moins de ne jamais
le perdre de vue. C'est ce que je vais m’efforcer de démontrer en
précisant la nature des rapports entre la science pure et ses ap-
plications.

Le mathématicien ne doit pas étre pour le physicien un simple
fournisseur de formules; il faut qu'il y ait entre eux une collaboration
plus intime.

La physique mathématique et l'analyse pure ne sont pas seule-
ment des puissances limitrophes, entretenant des rapports de bon
voisinage; elles se pénétrent mutuellement et leur esprit est le méme.

Cest ce que I'on comprendra mieux quand jaurai montré ce que
la physique regoit de la mathématique et ce que la mathématique, en
retour, emprunte & la physique.
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Le physicien ne peut demander & l'analyste de lui révéler une
vérité nouvelle; tout au plus celui-ci pourrait-il l'aider a la pressentir.

Il y a longtemps que personne ne songe plus & devancer l'ex-
périence, ou & construire le monde de toutes pitces sur quelques hypo-
théses hétives. De toutes ces constructions ol l'on se complaisait
encore naivement il y a un siécle, il ne reste plus aujourd’hui que
des ruines.

Toutes les lois sont done tirées de l'expérience; mais pour les
énoncer, il faut une langue spéciale; le langage ordinaire est trop
pauvre, il est d’ailleurs trop vague, pour exprimer des rapports si
délicats, si riches et si préeis.

Voila donc une premitre raison pour laquelle le physicien ne
peut se passer des mathématiques; elles lui fournissent la seule langue
qu’il puisse parler.

Et ce n'est pas une chose indifférente qu'une langue bien faite;
pour ne pas sortir de la physique, 'homme inconnu qui a inventé le
mot chaleur a voué bien des générations a lerreur. On a traité la
chaleur comme une substance, simplement parce qu'elle était désignée
par un substantif, et on l'a crue indestructible.

En revanche, celui qui a inventé le mot dlectricité a eu le
bonheur immérité de doter implicitement la physique d'une loi nou-
velle, celle de la conservation de l'électricité, qui, par un pur hasard,
g'est trouvée exacte, du moins jusqu'a présent.

Eh bien, pour poursuivre la comparaison, les écrivains qui embel-
lissent une langue, qui la traitent comme un objet d’art, en font en
méme temps un instrument plus souple, plus apte & rendre les nuances
de la pensée.

On comprend alors comment I'analyste, qui poursuit un but pure-
ment esthétique, contribue par cela méme & créer une langue plus
propre & satisfaire le physicien.

Mais ce n'est pas tout; la loi sort de l'expérience, mais elle n’en
sort pas immédiatement. L’expérience est individuelle, la loi qu'on en
tire est générale, 'expérience n’est qu’approchée, la loi est précise ou
du moins prétend V'stre. L’expérience se fait dans des conditions tou-
jours complexes, I'énoncé de la loi élimine ces complications. Clest ce
qu'on appelle «corriger les erreurs systématiquesy.

En un mot, pour tirer la loi de l'expérience, il faut généraliser;

c’est une nécessité qui s'impose & l'observateur le plus circonspect.
6%
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Mais comment généraliser? toute vérité particuliere peut évidem-
ment étre étendue d'une infinité de maniéres. Entre ces mille chemins
qui s’ouvrent devant nous, il faut faire un choix, au moins provisoire;
dans ce choix, qui nous guidera?

Ce ne pourra étre que l'analogie. Mais que ce mot est vague!
L’homme primitif ne connait que les analogies grossiéres, celles qui
frappent les sens, celles des couleurs ou des soms. Ce n'est pas lui
qui aurait songé & rapprocher par exemple la lumiére de la chaleur
rayonnante.

Qui nous a appris & connaitre les analogies véritables, profondes,
celles que les yeux ne voient pas et que la raison devine?

C'est Vesprit mathématique, qui dédaigne la matidre pour ne s'at-
tacher qu'a la forme pure. C'est lui qui nous a enseigné & nommer
du méme nom des &tres qui ne different que par la matiére, &4 nom-
mer du méme nom par exemple la multiplication des quaternions et
celle des nombres entiers.

Si les quaternions, dont je viens de parler, n’avaient été si
promptement utilisés par les physiciens anglais, bien des personnes
n’y verraient sans doute qu'une réverie oiseuse, et pourtant, en nous
apprenant & rapprocher ce que les apparences séparent, ils nous
auraient déja rendus plus aptes & pénétrer les secrets de la nature.

Voila les services que le physicien doit attendre de 'analyse, mais
pour que cette science puisse les lui rendre, il faut qu’elle soit cultivée
de la fagon la plus large, sans préoccupation immédiate d’utilité, il
faut que le mathématicien ait travaillé en artiste.

Ce que nous lui demandons c'est de nous aider & voir, & discerner
notre chemin dans le dédale qui s’offre & nous. Or celui qui voit le
mieux, c'est celui qui s'est élevé le plus haut.

Les exemples abondent, et je me bornerai aux plus frappants.

Le premier nous montrera comment il suffit de changer de
langage pour apercevoir des généralisations qu'on n’avait pas d’abord
soupgonnées.

Quand la loi de Newton s'est substituée & celle de Képler, on ne
connaissait encore que le mouvement elliptique. Or, en ce qui con-
cerne ce mouvement, les deux lois ne différent que par la forme; on
passe de l'une & l'autre par une simple différentiation.

Et cependant de la loi de Newton, on peut déduire, par une
généralisation immédiate, tous les effets des perturbations et toute la
mécanique céleste. Jamais au contraire, si 'on avait conservé 1'énoncé
de Képler, on n’aurait regardé les orbites des planetes troublées, ces
courbes compliquées dont personne n’a jamais écrit I'équation, comme
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les généralisations naturelles de l'ellipse. Les progres des observations
n'auraient servi qu'a faire croire au chaos.

Le second exemple mérite également d’gtre médité.

Quand Maxwell a commencé ses travaux, les lois de 1'électro-
dynamique admises jusqua Iui rendaient compte de tous les faits con-
nus. Ce n'est pas une expérience nouvelle qui est venue les infirmer.

Mais en les envisageant sous un biais nouveau, Maxwell a re-
connu que les équations deviennent plus symétriques quand on y
ajoute un terme, et d’autre part ce terme était trop petit pour produire
des effets appréciables avec les méthodes anciennes.

On sait que les vues a priori de Maxwell ont attendu vingt ans
une confirmation expérimentale; ou si vous aimez mieux, Maxwell a
devancé de vingt ans l'expérience.

Comment ce triomphe a-t-il été obtenu?

C'est que Maxwell était profondément imprégné du sentiment de
la symétrie mathématique; en aurait-il été de méme, si d’autres n'avaient
avant lui recherché cette symétrie pour sa beauté propre?

Cest que Maxwell était habitué a «penser en vecteurs» et pour-
tant si les vecteurs se sont introduits dans l'analyse, c'est par la
théorie des imaginaires. Et ceux qui ont inventé les imaginaires ne se
doutaient guere du parti qu'on en tirerait pour I'étude du monde réel;
le nom qu’ils leur ont donné le prouve suffisamment.

Maxwell en un mot n'était peut-étre pas un habile analyste, mais
cette habileté n’aurait été pour lui qu'un bagage inutile et génant.
Au contraire il avait au plus haut degré le sens intime des ana-
logies mathématiques. C’est pour cela qu'il a fait de bonne physique
mathématique.

L’exemple de Maxwell nous apprend encore autre chose.

Comment faut-il traiter les équations de la physique mathéma-
tique? devons-nous simplement en déduire toutes les conséquences, et
les regarder comme des réalités intangibles? Loin de la; ce qu'elles
doivent nous apprendre surtout, c’est ce qu'on peut et ce qu'on doit
y changer. C'est comme cela que nous en tirerons quelque chose
d’utile.

Le troisieme exemple va nous montrer comment nous pouvons
apercevoir des analogies mathématiques entre des phénomenes qui n’ont
physiquement aucun rapport ni apparent, ni réel, de telle sorte que
les lois de l'un de ces phénoménes nous aident & deviner celles de
Pautre.
~ Une méme équation, celle de Laplace, se rencontre dans la théorie
de l'attraction newtonienne, dans celle du mouvement des liquides,
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dans celle du potentiel électrique, dans celle du magnétisme, dans celle
de la propagation de la chaleur et dans bien d’autres encore.

Qu'en résulte-t-il? Ces théories semblent des images calquées
l'une sur lautre; elles s'éclairent mutuellement, en s’empruntant leur
langage; demandez aux électriciens s'ils ne se félicitent pas d’avoir in-
venté le mot de flux de force, suggéré par I'hydrodynamique et la
théorie de la chaleur.

Ainsi les analogies mathématiques, non seulement peuvent nous
faire pressentir les analogies physiques, mais encore ne cessent pas
d’étre utiles, quand ces derniéres font défaunt.

En résumé le but de la physique mathématique n’est pas seule-
ment de faciliter au physicien le calcul numérique de certaines con-
stantes ou lintégration de certaines équations différentielles.

Il est encore, il est surtout de lui faire connaitre I'’harmonie
cachée des choses en les lui faisant voir d'un nouveau biais.

De toutes les parties de l'analyse, ce sont les plus élevées, ce
sont les plus pures, pour ainsi dire, qui seront les plus fécondes entre
les mains de ceux qui savent s'en servir.

III.

Voyons maintenant ce que l'analyse doit & la physique.

Il faudrait avoir complétement oublié I'histoire de la science pour
ne pas se rappeler que le désir de connaitre la nature a eu sur le
développement des mathématiques l'influence la plus constante et la
plus heureuse.

En premier lieu, le physicien nous pose des problemes dont il
attend de nous la solution. Mais en nous les proposant, il nous a
payé largement d’avance le service que nous pourrons lui rendre, si
nous parvenons & les résoudre.

Si Ton veut me permettre de poursuivre ma comparaison avec
les beaux-arts, le mathématicien pur qui oublierait l'existence du
monde extérieur, serait semblable & un peintre qui saurait harmonieuse-
ment combiner les couleurs et les formes, mais & qui les modeles
feraient défaut. Sa puissance créatrice serait bientot tarie.

Les combinaisons que peuvent former les nombres et les symboles
sont une multitude infinie. Dans cette multitude, comment choisirons-
nous celles qui sont dignes de retenir notre attention? Nous laisserons-
nous uniquement guider par notre caprice? Ce caprice, qui lui-méme
d’ailleurs ne tarderait pas & se lasser, nous entrainerait sans doute bien
loin les uns des autres et nous cesserions promptement de nous entendre
entre nous.
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Mais ce n'est 13 que le petit coté de la question.

La physique nous empéchera sans doute de nous égarer, mais elle
nous préservera aussi d'un danger bien plus redoutable; elle nous
empéchera de tourner sans cesse dans le méme cercle.

L’histoire le prouve, la physique ne nous a pas seulement forcés
de choisir entre les problémes qui se présentaient en foule; elle nous
en a imposé auxquels nous n’aurions jamais songé sans elle.

Quelque variée que soit l'imagination de 'homme, la nature est
mille fois plus riche encore. Pour la suivre, nous devons prendre des
chemins que nous avions négligés et ces chemins nous conduisent
souvent a des sommets d'olt nous découvrons des paysages nouveaux.
Quoi de plus utile!

I1 en est des symboles mathématiques comme des réalités physiques;
cest en comparant les aspects différents des choses que nous pourrons
en comprendre ’harmonie intime, qui seule est belle et par conséquent
digne de nos efforts.

Le premier exemple que je citerai est tellement ancien qu’on serait
tenté de l'oublier; il n'en est pas moins le plus important de tous.

Le seul objet naturel de la pensée mathématique, cest le nombre
entier. C’est le monde extérieur qui nous a imposé le continu, que
nous avons inventé sans doute, mais qu'il nous a foreés i inventer.

Sans lui il n'y aurait pas d’analyse infinitésimale; toute la science
mathématique se réduirait & Darithmétique ou & la théorie des sub-
stitutions.

Au contraire nous avons consacré a l'étude du continu presque
tout notre temps et toutes nos forces. Qui le regrettera; qui croira
que ce temps et ces forces ont été perdus?

L’analyse nous déroule des perspectives infinies que Parithmétique
ne soupgonne pas; elle vous montre d'un coup d’ceil un ensemble
grandiose, dont l'ordonnance est simple et symétrique; au contraire,
dans la théorie des nombres, od régne I'imprévu, la vue est pour ainsi
dire arrétée a chaque pas.

Sans doute on vous dira qu'en dehors du nombre entier, il n’y a
pas de rigueur, et par conséquent pas de vérité mathématique; que
partout il se cache, et qu'il faut s'efforcer de rendre transparents les
voiles qui le dissimulent, dat-on pour cela se résigner & d’inter-
minables redites.

Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaissants au continu qui,
si fout sort du nombre entier, était seul capable d’en faire fam¢ sortir.

Ai-je besoin d’ailleurs de rappeler que M. Hermite a tiré un parti
surprenant de lintroduction des variables continues dans la théorie
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des nombres? Ainsi le domaine propre du nombre entier est envahi
lui-méme et cette invasion a établi 'ordre, 1a ol régnait le désordre.

Voila ce que nous devons au continu et par conséquent & la
nature physique.

La série de Fourier est un instrument précieux dont I'analyste
fait un usage continuel; si Fourier 'a inventée, c’est pour résoudre un
probléme de physique. Si ce probléme ne s’était posé naturellement,
on n’aurait jamais osé rendre au discontinu ses droits; on aurait long-
temps encore regardé les fonctions continues comme les seules fonctions
véritables.

La notion de fonction s’est par 13 considérablement étendue et a
regu de quelques analystes logiciens un développement imprévu. Ces
analystes se sont ainsi aventurés dans des régions o régne l'abstraction
la plus pure et se sont éloignés autant qu'il est possible du monde
réel. C’est cependant un probleme de physique qui leur en a fourni
T'occasion. '

Derritre la série de Fourier, d’autres séries analogues sont entrées
dans le domaine de I'analyse; elles y sont entrées par la méme porte;
elles ont été imaginées en vue des applications. Il me suffira de citer
celles qui ont pour éléments les fonctions sphériques, ou les fonctions
de Lamé.

La théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre
a eu une histoire analogue; elle s'est développée surtout par et pour
la physique.

Si les analystes s'étaient abandonnés & leurs tendances naturelles,
voici probablement comment ils auraient envisagé ces équations et
comment ils auraient choisi les conditions aux limites.

Supposons par exemple une équation entre deux variables z et y
et une fonction F' de ces deux variables. Ils se seraient donné F' et

% pour z = 0. C'est ce qu'a fait par exemple M™ de Kowalevski

dans son célebre mémoire.

Mais il y a une foule d’autres manieres de poser le probleme.
On peut se donner F' tout le long d'un contour fermé, comme dans
le probleme de Dirichlet, ou se donner le rapport de F' & % comme
dans la théorie de la chaleur.

Toutes ces fagons de poser le probleme, c'est & la physique que
nous les devons. On peut donc dire que sans elle, nous ne connaitrions
pas les équations aux dérivées partielles.

Il est inutile de multiplier les exemples. Jen ai dit assez pour
pouvoir conclure: quand les physiciens nous demandent la solution
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d'un probléeme, ce n'est pas une corvée qu’ils nous imposent, c'est nous
au contraire qui leur devons des remerciments.

Iv.
Mais ce n’est pas tout; la physique ne nous donne pas seulement

I'occasion de résoudre des problemes; elle nous aide & en trouver les
moyens, et cela de deux maniéres.

Elle nous fait pressentir la solution; elle nous suggeére des raisonne-
ments.

J'ai parlé plus haut de I'équation de Laplace que I'on rencontre
dans une foule de théories physiques fort éloignées les unes des autres.
On la retrouve en géométrie, dans la théorie de la représentation con-
forme et en analyse pure, dans celle des imaginaires.

De cette fagon, dans I'étude des fonctions de variables complexes,
Vanalyste, & co6té de limage géométrique, qui est son instrument
habituel, trouve plusieurs images physiques dont il peut faire usage
avec le méme succes.

Gréce & ces images, il peut voir d’'un coup d’eil ce que la déduction
pure ne lui montrerait que successivement. Il rassemble ainsi les
éléments épars de la solution, et par une sorte d’intuition, devine
avant de pouvoir démontrer.

Deviner avant de démontrer! Ai-je besoin de rappeler que cest
ainsi que se sont faites toutes les découvertes importantes?

Combien de vérités que les analogies physiques nous permettent
de pressentir et que nous ne sommes pas encore en état d'établir par
un raisonnement rigoureux!

Par exemple, la physique mathématique introduit un grand nombre
de développements en séries. Ces développements convergent, per-
sonne n'en doute; mais la certitude mathématique fait défaut.

Ce sont autant de conquétes assurées pour les chercheurs qui
viendront aprés nous.

La physique, d’autre part, ne nous fournit pas seulement des
solutions; elle nous fournit encore, dans une certaine mesure, des
raisonnements.

Il me suffira de rappeler comment M. Klein, dans une question
relative aux surfaces de Riemann, a eu recours aux propriétés des
courants électriques.

Il est vrai que les raisonnements de ce genre ne sont pas
rigoureux, au sens que l'analyste attache a ce mot.

Et, & ce propos, une question se pose: comment une démonstra-
tion, qui n'est pas assez rigoureuse pour l'analyste, peut-elle suffire au
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physicien? Il semble qu'il ne peut y avoir deux rigueurs, que la
rigueur est ou n’est pas, et que, 13 ou elle n'est pas, il ne peut y avoir
de raisonnement. On comprendra mieux ce paradoxe apparent, en se
rappellant dans quelles conditions le nombre s'applique aux phénomenes
naturels.

Dot proviennent en général les difficultés que l'on rencontre
quand on recherche la rigneur? On g’y heurte presque toujours en
voulant établir que telle quantité tend vers felle limite, ou que telle
fonction est continue, ou qu'elle a une dérivée.

Or les nombres que le physicien mesure par l'expérience ne lui
sont jamais connus qu'approximativement; et, d’autre part, une fonction
quelconque differe toujours aussi peu que lon veut d'une fonction
discontinue, et en méme temps elle differe aussi peu que I'on veut
d’une fonection continue.

Le physicien peut done supposer & son gré, que la fonction
étudiée est continue, ou qu'elle est discontinue; qu'elle a une dérivée,
ou quelle n'en a pas; et cela sans crainte d'étre jamais contredit, ni
par l'expérience actuelle, ni par aucune expérience future. On congoit,
qu'avec cette liberté, il se joue des difficultés qui arrétent l'analyste.

Il peut toujours raisonner comme si toutes les fonetions qui
g'introduisent dans ses calculs étaient des polynomes entiers.

Ainsi T'apergn qui suffit &4 la physique n'est pas le raisonnement
qu'exige l'analyse. Il ne s'en suit pas que l'un ne puisse aider a
trouver lautre.

On a déja transformé en démonstrations rigoureuses tant d’apergus
physiques que cette transformation est aujourd’hui facile.

Les exemples abonderaient si je ne craignais, en les citant, de
fatiguer votre attention et si cette conférence n'était déja trop longue.

Jespere en avoir assez dit pour montrer que lanalyse pure et
la physique mathématique peuvent se servir I'une l'autre sans se faire
I'une & l'autre aucun sacrifice et que chacune de ces deux sciences doit
se réjouir de tout ce qui éleve son associée.



Uber die Entwickelung der allgemeinen Theorie der
analytischen Funktionen in neuerer Zeit.*)

Von

A, Hurwitz in Ziirich.

Die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen, iiber deren
Entwickelung in neuerer Zeit ich Thnen berichten mdchte, besitzt in
zweifacher Hinsicht ein hohes Interesse. Einerseits giebt sie uns die
allgemeinen Gesichtspunkte und Hiilfsmittel fir die Untersuchung
spezieller Funktionen irgend welcher Art. In dieser Hinsicht brauche
ich nur zu erinnern an die Theorie der algebraischen Funktionen und
ihrer Integrale, ferner an die neueren Untersuchungen von Klein,
Poincaré u. a. iiber die Funktionen mit linearen Transformationen in
gich, endlich an die ausgedehnte Theorie der durch algebraische
Differentialgleichungen definierten Transcendenten.

Auf der anderen Seite hat die allgemeine Theorie der analytischen
Funktionen ein mehr selbstindiges, erkenntnistheoretisches Interesse.
Sie leitet insbesondere zu den prinzipiellen Grundlagen aller Grofsen-

*) Der Vortrag erscheint hier im wesentlichen in unveréinderter Form. Nur
an einigen wenigen Stellen habe ich den urspriinglichen Text des Vortrages ver-
bessert, zumeist auf Grund von Besprechungen mit Fachgenossen, die an dem
Kongresse teilnahmen. Wenn sich trotzdem, was mir sehr wahrscheinlich, ja
beinahe gewils erscheint, nmoch Ungenaunigkeiten im Einzelnen finden, dadurch
hervorgerufen, dafs mir wichtige Arbeiten entgangen sind, so darf ich wohl in
Riicksicht auf die aulserordentliche Ausdebnung der einschligigen Litteratur auf
einige Nachsicht rechnen. Was die Umgrenzung des Stoffes angeht, die ja der
Natur der Sache nach bis zu einem gewissen Grade willkiirlich blieb, so war fiir
mich der Wunsch malflsgebend, namentlich diejenigen Punkte zur Sprache zu
bringen, welche in naher Beziehung zu den Grundlagen der Grofsenlehre stehen.
Ubrigens war eine moglichste Beschrinkung des Stoffes schon durch den Umstand
geboten, dafs fiir den Vortrag nur eine eng begrenzte Zeit zur Verfiigung stand.
Dem Texte des Vortrages habe ich hier ein ausfiibrliches Litteraturverzeichnis,
sowie einige Anmerkungen angefiigt, welche einzelne im Vortrage bertihrte Punkte
weiter ausfiihren und erliutern.
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forschung zurtick und vervollkommnet und festigt hier die Fundamente,
auf welchen die gesamte Analysis aufgebaut ist.

Bei meinen Ausfilhrungen werde ich vielfach diese letztere Seite
der allgemeinen Funktionentheorie in den Vordergrund stellen. Es
geschieht dies in der Meinung, dafs die Fragen prinzipieller Natur
auch iiber den engeren Kreis der Funktionentheoretiker hinaus Interesse
beanspruchen diirften.

Unter dem Namen der allgemeinen Theorie der analytischen
Funktionen begreifen wir eigentlich zwei Theorien: die Cauchy-
Riemann’sche und die Weierstrals’sche.

Ihr wesentlicher Unterschied liegt darin, dafs sie von verschiedenen
Definitionen des Funktionsbegriffes ausgehen. Da die Definition von
Weierstrals den elementareren Charakter hat, so kniipfe ich an sie an.

Lagrange hatte in seiner , Théorie des Fonctions analytiques“ den
unrichtigen Satz zu beweisen versucht, dafs jede stetige Funktion in
eine Potenzreihe entwickelbar ist. Weierstrals sagt umgekehrt: ich
nenne eine Funktion ,analytisch®, wenn sie sich in eine Potenzreihe ent-
wickeln lifst. Diese Festsetzung bedarf natiirlich noch einer préziseren
Fassung. In voller Schirfe hat Weierstrals seinen Funktionsbegriff
nicht sowohl in seinen Abhandlungen als vielmehr in seinen Universitits-
Vorlesungen entwickelt und zwar folgendermalsen:

Wir stellen die Werte der komplexen Variabeln 2z in {iblicher
Weise durch die Punkte einer Ebene dar. Hine nach ganzen positiven
Potenzen von 2z — a fortschreitende Reihe konvergiert dann in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt der Punkt @ ist. Beildufig bemerkt, hingt
der Radius dieses Kreises von den Koeffizienten der Potenzreihe nach
einem einfachen Gesetze ab, welches schon Cauchy!) angegeben hat,
das aber erst in neuerer Zeit durch eine Arbeit von Herrn Hadamard?),
der es unabhingig von Cauchy wieder entdeckt hat, in weiteren Kreisen
bekannt geworden ist.

Weierstrafs betrachtet nun zwei Potenzreihen, deren Konvergenz-
kreise verschiedene Mittelpunkte besitzen, jedoch ein Flichenstiick
gemeinsam haben. Wenn in jedem Punkte dieses gemeinsamen Stiickes
die beiden Potenzreihen denselben Wert annehmen, so heilst jede der
Potenzreihen eine unmittelbare Fortsetzung der anderen. Allgemeiner
heifsen zwei Potenzreihen schlechthin Fortsetzungen von einander,
wenn sie Anfangs- und Endglied einer endlichen Reihe von Potenz-
reihen sind, von denen jede eine unmittelbare Fortsetzung der vorher-
gehenden ist.

Geht man nun von einer bestimmten Potenzreihe aus und fafst
dieselbe mit allen ihren Fortsetzungen zu einem Systeme zusammen,
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so hat man das vor sich, was Weierstrals ein monogenes System von
Potenzreihen nennt. Xin solches System erzeugt eine bestimmte
Funktion der komplexen Variabeln z, d. h. es ordnet den Werten der
Variabeln 2 bestimmte komplexe Zahlenwerte f(s) zu. Man fasse
nimlich einen bestimmten Wert von 2z ins Auge; dann wird jede
Potenzreihe des Systemes, deren Konvergenzkreis den Punkt z in
seinem Innern enthilt, fiir den betrachteten Wert von # eine bestimmte
Summe f(2) besitzen. Sind die den verschiedenen Potenzreihen des
Systemes entsprechenden Werte f(2) simtlich unter einander gleich, so
wird die Funktion f(¢) fiir den betrachteten Wert von 2z eindeutig
sein, im anderen Falle mehrdeutig.

Eine Funktion heiflst nun nach Weierstrals analytisch, wenn sie
in der geschilderten Weise durch ein monogenes System von
Potenzreihen definiert werden kann.

Wie man sieht, ist der Begriff des monogenen Systemes von
Potenzreihen das Prim#re; auf ihn baut sich erst der Funktions-
begriff auf. Bemerkt sei tibrigens, dafs der franzosische Mathematiker
Méray ) unabhiingig von Weierstrals einen im wesentlichen mit dem
Weierstrafs'schen tibereinstimmenden Begriff der analytischen Funktion
aufgestellt hat.

An diese Definition der analytischen Funktion kniipft sich nun
sofort eine Reihe von wichtigen Fragen. Ich will zuniichst nur ein-
deutige Funktionen betrachten. Liegt eine eindeutige Funktion vor,
definiert durch ein monogenes System von Potenzreihen, so scheiden
sich die Punkte der komplexen Zahlenebene in zwei Kategorien. Die
eine Kategorie wird von denjenigen Punkten gebildet, die in das Innere
des Konvergenzkreises von Potenzreihen des Systemes fallen, die andere
Kategorie von allen iibrigen Punkten. Die Gesamtheit der ersteren
Punkte heifst nach Weierstrals der ,Stetigkeitsbereich“ der
Funktion*). Hier erhebt sich nun zunichst die Frage:

Welche Moglichkeiten liegen in bezug auf die Gestaltung
des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen Funk-
tion vor?

Um die Antwort auf diese Frage in priiziser Weise aussprechen
zu konnen, mufs ich an einige Begriffe aus der Lehre von den Punkt-
mengen erinnern. Man denke sich irgend eine Punktmenge in der
Zahlenebene oder auch auf einer Kugel, die stereographisch auf die
Zahlenebene bezogen ist. Ein beliebiger Punkt der Ebene oder der
Kugel kann sich dann auf drei verschiedene Arten in bezug auf die
Punktmenge verhalten. Entweder lifst sich um den Punkt ein Kreis
so legen, dafs alle Punkte im Innern dieses Kreises der Punktmenge
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angehdren. Der betreffende Punkt heilst dann ein innerer Punkt der
Menge. Oder es lifst sich um den Punkt ein Kreis so legen, dafs
kein Punkt im Innern des Kreises der Menge angehdrt. Der betreffende
Punkt heifst dann ein #ufserer Punkt der Menge. Oder endlich kann
es sein, dafs jeder um den Punkt abgegrenzte Kreis sowohl mindestens
einen Punkt enthilt, der zur Menge gehort, als auch mindestens einen,
der nicht zur Menge gehort. In diesem Falle sagt man, dafs der be-
treffende Punkt an der Grenze der Menge liegt.

Der Stetigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion ist
nun, wie man leicht einsieht, jedenfalls eine Punktmenge, welche erstens
ausschliefslich aus inneren Punkten besteht und zweitens in sich zu-
sammenhéingt, womit gemeint ist, dafs man zwischen je zwei Punkten
der Menge eine endliche Anzahl von Punkten der Menge einschalten
kann, so dafs der Abstand von je zwei auf einander folgenden Punkten
unter einer beliebig klein vorgeschriebenen Grofse liegt.

Nennen wir eine Punktmenge, welche diese beiden Eigenschaften
besitzt, zur Abkiirzung ein ,Kontinuum® so konnen wir sagen, dafls
der Stetigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion stets
ein Kontinuum ist. Die Antwort auf die vorhin aufgeworfene Frage
lautet nun dahin, dafs hiermit das Charakteristische des Stetigkeits-
bereiches bezeichnet ist. Es gilt also der Satz:

Ist ein Kontinuum beliebig gegeben, so giebt es stets
eindeutige analytische Funktionen, deren Stetigkeitsbereich
mit dem gegebenen Kontinuum identisch ist.

Dieser grundlegende Satz ist zuerst von Herrn Mittag-Leffler®)
bewiesen worden in einer Abhandlung, welche die analytische Dar-
stellung der eindeutigen Funktionen betrifft. In sehr einfacher und
elementarer Weise haben sodann Herr Runge®) und spiiter Herr
Stéickel”) denselben Satz begriindet.

Zu weiteren und tiefer liegenden Fragen fiihrt die Betrachtung
derjenigen Punkte, welche an der Grenze des Stetigkeitsbereiches liegen.
Diese sogenannten singuléren Punkte oder Stellen bilden fiir sich
eine Punktmenge, deren Beschaffenheit das wichtigste Einteilungsprinzip
fiir die eindeutigen Funktionen abgiebt.

Nach der klassischen Abhandlung von Weierstrafs aus dem Jahre
1876, ,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen“‘), in
welcher das erwihnte Klassifikationsprinzip wohl zum ersten Male in
voller Schirfe ausgesprochen wird, hat sich Herr Guichard®) und spéter
in weitgehendster Allgemeinheit Herr Mittag-Leffler in der schon ge-
nannten Arbeit mit diesem Gegenstande beschiftigt.

Die Grundlage der ganzen Untersuchung bilden hier die allgemeinen
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Sitze von Herrn Cantor®) iiber Punktmengen, welche in Riicksicht
auf ihre Anwendung in der Funktionentheorie von den Herren Bendix-
son?) und Phragmén'') in mehreren Punkten erginzt worden sind.

Bei diesen Sitzen spielen die transfiniten Zahlen Cantor’s eine
wichtige Rolle. Ich mufls deshalb zuniichst auf diese Zahlgebilde,
welche eine wesentliche Verallgemeinerung des Begriffes der gewdhn-
lichen ganzen Zahl darstellen, niher eingehen.

Betrachten wir die Reihe der gewShnlichen positiven ganzen Zahlen,
so vollzieht sich der Ubergang von einer Zahl zu der nichstfolgenden
durch die Addition einer Einheit. Diese Operation der Addition einer
Einheit heifse das erste Erzeugungsprinzip. Durch fortgesetzte
Anwendung des ersten Erzeugungsprinzipes entsteht die Reihe der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen aus der am Anfang der Reihe stehenden
Zahl 1. Aber mit der Herstellung der gewdhnlichen ganzen Zahlen
aus der Zahl 1 ist die Wirksamkeit des ersten Krzeugungsprinzipes
zundchst vollig erschopft. Um eine Zéhlung tiber die Reihe der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen hinaus zu erméglichen, bedarf es daher
eines zweiten Erzeugungsprinzipes.

Dieses besteht in Folgendem: Man denke sich eine bestimmte
Menge von Objekten, die in einer bestimmten Rangordnung gegeben
sind, jedoch so, dafs ein dem Range nach hdchstes nicht existiert.
Man kann dann den Inbegriff dieser Objekte als einen neuen Begriff
in die Betrachtung einfithren. Und nun soll dieser neue Begriff, wenn
die Objekte der Menge schon als ganze Zahlen bezeichnet worden sind,
ebenfalls eine ganze Zahl und zwar die néichst hohere ganze Zahl ge-
nannt werden. In diesem Vorgang der Schaffung einer neuen ganzen
Zahl aus einer unendlichen Folge schon vorhandener ganzer Zahlen,
unter denen sich eine grofste nicht findet, besteht das zweite Er-
zeugungsprinzip. So liefert die Zusammenfassung der Reihe der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen zu einem Inbegriff die erste iiberendliche
Zahl o, die also die niichstgréfsere ganze Zahl zu allen gewohnlichen
ganzen Zahlen ist. Nach der Schaffung dieser ganzen Zahl o vermdge
des zweiten Erzeugungsprinzipes setzt nun das erste Erzeugungsprinzip
wieder ein und liefert uns die an o sich anschliefsende Reihe ganzer
Zahlen @ + 1, o+ 2, o + 3, u. 8. £ Da in der Succession der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen und der sich daranschliefsenden Zahlen o,
o+1, o+ 2, us f eine grofste sich nicht findet, so tritt aufs
neue das zweite Erzeugungsprinzip in Kraft, welches uns die n#chst-
grofsere, am zweckmilfsigsten mit @ .2 zu bezeichnende ganze Zahl
liefert. An diese legt sich vermdge des ersten Erzeugungsprinzipes
die Reihe der Zahlen @ .24 1, .2+ 2,... an. Auf diese Weise



96 II. Teil: Wissenschaftliche Vortrige.

entsteht durch das Ineinandergreifen des ersten und zweiten Erzeugungs-
prinzipes die ins Schrankenlose sich ausdehnende Reihe der endlichen
und tiberendlichen ganzen Zahlen.

Nun ist es sehr merkwiirdig, dafs das System dieser Zahlen
natiirliche Einschnitte darbietet, durch welche dasselbe in bestimmte
Zahlklassen zerfallt.

Zuniichst wird man die gewshnlichen endlichen ganzen Zahlen
zu einer ersten Zahlklasse zusammenfassen. Betrachten wir sodann
eine iiberendliche Zahl ¢, so ist es moglich, dafs diejenigen Zahlen,
die kleiner sind als &, durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzihlbar
sind, d. h. dafs die Zahlen, die kleiner sind als «, sich den gew&hn-
lichen ganzen Zahlen eindeutig umkehrbar zuordnen lassen. Die iber-
endlichen Zahlen « von dieser Eigenschaft bilden die zweite Zahlklasse.
Die Zahlen der zweiten Zahlklasse bilden eine Menge, welche nicht
durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzéhlbar ist. Auf diese That-
sache griindet sich die Definition der dritten Zahlklasse u. s. f.

Diese allgemeinen Begriffsbestimmungen finden nun sofort ihre
Anwendung in der Lehre von den Punktmengen. Einfachheit halber
beschrinke ich mich hier auf den Fall, der zunichst ausschliefslich in
Betracht kommt, wo es sich nimlich um Punktmengen auf einer
Kugel handelt.

Besteht eine solche Punktmenge P aus unendlich vielen Punkten,
80 besitzt sie bekanntlich Grenzstellen, d. h. es giebt dann solche
Punkte auf der Kugel, in deren noch so kleiner Umgebung sich un-
endlich viele Punkte der Menge finden.

Der Inbegriff dieser Grenzstellen bildet eine Punktmenge P’,
welche nach Cantor die Ableitung der Punktmenge P heilst. Besteht
die Punktmenge P nur aus einer endlichen Zahl von Punkten, so
sind Grenzstellen nicht vorhanden. Man sagt dann, dafs ihre Ableitung
P’ gleich Null ist.

Wenn alle Punkte der Ableitung P’ auch der urspriinglichen
Menge P angehiren, so heilst die Menge P ,abgeschlossen”. Es ge-
niigt, weiterhin nur Mengen dieser Art zu betrachten, denn die singu-
liren Punkte einer eindeutigen analytischen Funktion bilden stets
eine abgeschlossene Menge. (Mit anderen Worten: jede Grenzstelle
von singuliren Punkten ist ebenfalls ein singulirer Punkt.)

Man betrachte nun irgend eine abgeschlossene Punktmenge P auf
der Kugel. Die Ableitung derselben sei P’, die Ableitung von P’ sei
P”, die von P” sei P u. s. f Auf diese Weise entspringt aus der
Menge P die Reihe von Punktmengen

P, P, P", ....
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Nun fasse man diejenigen Punkte zusammen, die in jeder einzelnen
dieser Punktmengen enthalten sind. Diese bilden wieder eine Punkt-
menge, die mit P® bezeichnet wird, wo der Index ® die erste iiber-
endliche Zahl bedeutet. Die Ableitung von P® heifse P+, die von
P@+) heilse P@+?) u. 5. w. Die gemeinsamen Punkte von P’, P”, P™...
Pw, Pty P+ . bilden eine Punktmenge, die mit P@-? be-
zeichnet wird u. s. £ Man sieht, wie man durch Fortsetzung dieses
Prozesses zu jeder endlichen oder iiberendlichen Zahl « eine bestimmte
Ableitung P©@ erhilt. (Dabei ist es nicht ausgeschlossen, dafs einmal
eine dieser Ableitungen, und dann auch jede folgende, gleich Null
wird) Fir die Funktionentheorie kommen nun die folgenden beiden
Siitze von Cantor in Betracht:

1) Ist die abgeschlossene Punktmenge P abziéhlbar, so
giebt es stets eine Ableitung P®), die nur aus einer
endlichen Zahl von Punkten besteht. Und zwar ist «
eine Zahl der ersten oder zweiten Zahlklasse.

2) Ist die abgeschlossene Punktmenge P nicht abzihlbar,
g0 giebt es unter den Ableitungen von P keine einzige,
die nur aus einer endlichen Zahl von Punkten besteht.
Dagegen giebt es eine Zahl « der ersten oder zweiten
Zahlklasse, fiir welche die Ableitung P® mit der
folgenden P@t) identisch ist.

Diese Ableitung P@® ist eine sogenannte perfekte Punktmenge,
némlich eine solche, die nicht nur alle ihre Grenzstellen enthilt, sondern
fiir welche auch jeder ihrer Punkte Grenzstelle ist.

Die Cantor’schen Sitze lehren nun, dafs die eindentigen analytischen
Funktionen in zwei grofse Klassen zerfallen:

Die eine Klasse umfafst die Funktionen, deren singulire Punkte
eine abzihlbare Menge bilden, die andere Klasse diejenigen Funktionen,
deren singuldre Punkte eine nicht abzihlbare Menge bilden.

Durch die Methoden, welche dem Beweise des Mittag-Leffler’schen
Satzes zu Grunde liegen, gelingt es, die Funktionen der ersten Klasse
durch einfach geordnete Summen darzustellen, deren Glieder je nur
einen einzigen singuliren Punkt besitzen, welcher zugleich singulirer
Punkt der darzustellenden Funktion ist. Fiir die Funktionen der
zweiten Klasse ist dies nicht moglich. Hier kann man nur durch
Subtraktion einer Summe der genannten Art gewisse singuléire Punkte
zum Fortfallen bringen. Die restierende Differenz ist dann eine Funktion,
deren singulire Punkte eben jene perfekte Menge P bilden, auf
welche der Ableitungsprozels fithrt.

In bezug auf die analytische Darstellung besitzen hiernach die

Verh. d. 1. internat. Math.-Kongr. Ziirich 1897 1
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Funktionen, deren singulire Punkte eine perfekte Menge bilden, einen
irreducibeln Charakter. Die Funktionen dieser Art lassen sich #ibrigens
noch auf eine andere Weise charakterisieren. Irgend ein singulérer
Punkt kann ndmlich entweder Grenzstelle von singuliren Punkten sein
oder nicht. Im letzteren Falle heifst der singuléire Punkt ,isoliert®.
Und nun sind die in Rede stehenden Funktionen keine anderen als
solche, welche isolierte singulire Punkte iiberhaupt nicht besitzen.

Bei der analytischen Darstellung der eindeutigen Funktionen tritt
ein zuerst von Weierstrals bemerkter Umstand zu Tage, den ich kurz
bertihren will, da sich auf ihn eine grofse Zahl neuerer Arbeiten be-
zieht. Es liegt die Vermutung nahe, dafs eine konvergierende Reihe,
deren Glieder rationale Funktionen sind, immer eine einzige analytische
Funktion definiert. Dem ist aber nicht so; vielmehr giebt es derartige
Reihen, welche in verschiedenen Gebieten ginzlich verschiedene ana-
lytische Funktionen darstellen.!?)

Eine andere ebenfalls von Weierstrals zuerst bemerkte Thatsache
folgt unmittelbar aus dem vorhin erwihnten Satze, nach welchem zu
jedem Kontinuum eindeutige analytische Funktionen gehdren. Ich
meine die Thatsache, dafs es Funktionen mit natiirlichen Grenzen
giebt, d. h. solche Funktionen, deren Stetigkeitsbereich mit den seine
Begrenzung bildenden singuliren Punkten die Zahlenkugel nicht vollig
bedeckt. Aus didaktischen Griinden ist es wiinschenswert, einfache
Beispiele solcher Funktionen zu besitzen. Diesem Bediirfnisse komm$
eine ganze Reihe von Arbeiten nach, die sich zum grofsen Teil auf
eine besondere Klasse derartiger Funktionen beziehen.'®) Man be-
trachte eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius, die eine
tiber ihren Konvergenzkreis hinausreichende Fortsetzung nicht besitzt.
Der Stetigkeitsbereich der Funktion, die durch eine solche Potenzreihe
definiert ist, wird offenbar durch das Innere des Konvergenzkreises
gebildet; die singuléiren Punkte der Funktion sind die Punkte auf der
Peripherie des Konvergenzkreises. Man hat sich tiibrigens nach den
Arbeiten, welche diese Potenzreihen betreffen, die Vorstellung zu bilden,
dafs in gewissem Sinne die iiber den Konvergenzkreis hinaus fort-
setzbaren Potenzreihen die Ausnahme, die nicht fortsetzbaren die
Regel bilden.*)

Doch kehren wir zu der Klassifikation der eindeutigen analytischen
Funktionen zuriick. Nachdem dieselben nach der Beschaffenheit der
Punktmenge eingeteilt sind, welche von den singuléiren Punkten gebildet
wird, liegt es nahe, als weiteres Einteilungsprinzip das Verhalten der
Funktionen in der Nachbarschaft der singuléiren Punkte heranzuziehen.
Die erste Frage, welche sich hier darbietet, ist die: welches sind die
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charakteristischen Unterschiede, die sich in bezug auf das Verhalten
einer Funktion in der Nihe eines singuliren Punktes zeigen konnen?

Betrachten wir zunsichst einen isolierten singuliren Punkt, so
konnen die Funktionswerte bei unbegrenzter Annéherung des Argu-
mentes an den singuliren Punkt zweifaches Verhalten zeigen: entweder
wachsen die Funktionswerte, in welcher Weise auch die Anniéherung
geschieht, iiber alle Grenzen oder nicht. Im ersten Falle heilst be-
kanntlich der singulire Punkt ein Pol oder ,aufserwesentlich®, im
letzteren Falle ,wesentlich“. Man denke sich nun weiter um einen
isolierten wesentlich-singuliren Punkt irgend einen Kreis gelegt, welcher
in seinem Innern keinen weiteren singuliren Punkt enthilt und be-
achte die Werte, welche die Funktion im Innern dieses Kreises an-
nimmt. Nach einem klassischen Theorem von Herrn Picard sind dann
nur zwei Fille moglich: entweder befindet sich unter den betrachteten
Funktionswerten jeder beliebige endliche Wert oder aber jeder beliebige
endliche Wert mit Ausnahme eines einzigen.

Den Beweis dieses Satzes stiitzt Herr Picard auf die Eigenschaften
der Modulfunktionen. Spezielle Fille dieses Satzes haben spiiter die
Herren Hadamard und Borel mit elementareren Hiilfsmitteln bewiesen. %)

Ein #hnlicher Satz, wie der Picard’sche, ist fiir nicht isolierte sin-
gulire Punkte nicht bekannt. Uberhaupt ist meines Wissens eine ein-
gehende Studie des Verhaltens einer analytischen Funktion in der
Nachbarschaft eines nicht isolierten singuliren Punktes nicht vor-
handen. Indessen ist eine hierhergehtrige Thatsache zu erwihnen, die
unmittelbar aus einer Arbeit des Herrn Lerch folgt, spiter von Herrn
Fredholm besonders hervorgehoben und von Herrn Pringsheim zum
Gegenstand ausfiihrlicher Betrachtung gemacht worden ist.!®) Wie
vorhin bemerkt, definiert eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenz-
radius, die {iber den Konvergenzkreis hinaus nicht fortsetzbar ist, eine
eindeutige analytische Funktion, deren singulire Punkte die Punkte
der Peripherie des Konvergenzkreises sind. Man kann nun Beispiele
solcher Potenzreihen bilden, fiir welche nicht nur die analytische
Funktion, sondern auch ihre simtlichen Ableitungen fiir den Konver-
genzkreis einschliefslich seiner Peripherie stetig sind.

Was die mehrdeutigen analytischen Funktionen angeht, so sind
fiir diese allgemein die charakteristischen Eigenschaften ihres Defini-
tionsbereiches, der die Kugel oder Teile derselben mehrfach, eventuell
unendlich vielfach iiberdeckt, bislang nicht aufgestellt worden. Wir
wissen hieriiber jedoch wenigstens Folgendes:

Betrachtet man einen bestimmten Wert des Argumentes 2, so

bilden die zugehorigen Werte einer unendlich vieldeutigen analytischen
7‘
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Funktion stets eine abzéhlbare Menge. Mit dem Beweise dieses,
von Herrn Cantor aufgestellten Satzes beschiftigen sich Arbeiten der
Herren Vivanti, Poincaré und Volterra.l”) Der Satz zeigt, dals jeden-
falls fiir die Nachbarschaft eines bestimmten Wertes 2 eine jede un-
endlich vieldeutige Funktion in Riemann’scher Weise eindeutig gemacht
werden kann durch Verteilung der Funktionswerte auf unendlich viele
Blitter, die in bestimmter Weise numeriert sind.

In anderer Ideenverbindung werden die vieldeutigen Funktionen
durch einen Satz von Herrn Poincaré auf eindeutige zuriickgefiihrt.®)
Herr Poincaré zeigt, dafs sich zwei komplexe Veriinderliche, von wel-
chen die eine analytische Funktion der anderen ist, unter allen Um-
stinden als eindeutige analytische Funktionen einer Hiilfsvariabeln
darstellen lassen.

Wenn sich auch in der Funktionentheorie von Weierstrals die
Definition der analytischen Funktion als naturgemifse Verallgemeine-
rung des Zahlbegriffes darstellt, so kann man doch gegen diese Defini-
tion den Einwand erheben, dafs sie die Funktionen als analytische
durch eine spezielle Darstellungsform derselben, niémlich in Gestalt
von Potenzreihen, charakterisiert. Diesem Einwande ist die Cauchy’sche
Definition, welche Riemann adoptiert hat, nicht unterworfen. Dafiir
tritt aber bei der Cauchy’schen Definition ein anderer Mifsstand zu
Tage: bei ihr bereitet nimlich die einwurfsfreie Begriindung der Theorie
gleich von Anfang an sehr erhebliche Schwierigkeiten. Der innere
Grund hierfiir liegt darin, dafs die Heranziehung des Grenzbegriffes in
seinen schwierigsten Formen von vornherein notwendig wird. Cauchy
_und Riemann waren sich freilich dieser Schwierigkeiten nicht voll be-
wulst. Erst neuere Autoren sind auf die Frage eingegangen, wie man
die Cauchy-Riemann’sche Theorie in strenger Weise zu begriinden hat.
Dabei zeigte sich zuniichst, dafs die Cauchy’sche Definition, nach wel-
cher eine Funktion analytisch — oder, wie Cauchy sagt, synektisch —
heifst, wenn sie einen eindeutigen Differentialquotienten besitzt, durch
eine schirfere ersetzt werden mufs. Man hat etwa folgendermalsen
zu definieren:

Eine Funktion, die fiir ein Kontinuum der Zahlenebene
irgendwie definiert ist, heifst synektisch, wenn sie in jedem
Punkte des Kontinuums stetig ist und einen Differential-
quotienten, sowohl in der Richtung der wachsenden Abscissen
als auch in der Richtung der wachsenden Ordinaten besitzt;
wenn ferner diese beiden Differentialquotienten in jedem
‘Punkte denselben Wert haben und dieser gemeinsame Wert
ebenfalls eine in dem Kontinuum stetige Funktion ist.
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Wenn man mit Cauchy und Riemann die synektischen Funktionen
durch die Existenz eines eindeutigen Differentialquotienten charakteri-
siert, so ist es natiirlich, zunéichst zu fragen, wie sich diese Funktionen
beziiglich der Integration verhalten. Hierauf giebt bekanntlich der
Cauchy’sche Integralsatz die Antwort. Man kann diesen Satz kurz,
wenn auch etwas ungenau, dahin aussprechen, dafs die synektischen
Funktionen nicht nur eine eindeutige Differentiation, sondern auch
eine eindeutige Integration zulassen.

Man kann sogar die Forderung der eindeutigen Integrierbarkeit
an Stelle derjenigen der eindeutigen Differenzierbarkeit zum Ausgangs-
punkt der ganzen Theorie nehmen. Dies folgt aus einer interessanten
Bemerkung von Morera!?), nach welcher eine Funktion, die in einem
Kontinuum stetig ist und durch jede geschlossene Kurve integriert das
Resultat O liefert, notwendig im Cauchy’schen Sinne synektisch ist.
Der Cauchy’sche Integralsatz ist leicht zu beweisen fiir den Fall, dafs
man als Integrationskurve gewisse einfache Linien, z. B. einen Kreis
oder den Umfang eines Rechteckes wihlt. Fiir viele Zwecke, wie
z. B. fiir den Nachweis, dafs der Cauchy’sche und der Weierstrals’sche
Funktionsbegriff sich decken, gentigen auch derartige ‘spezielle Fille.
Indessen entfaltet doch der Cauchy’sche Satz seine grofse Fruchtbarkeit
erst in seiner allgemeinen Fassung und in dieser ist der Beweis des
Satzes nicht ohne Schwierigkeit. Neuere Arbeiten, die sich mit der
einwurfsfreien Begriindung des Cauchy’schen Satzes beschiftigen, rithren
von den Herren Falk, Goursat, Lerch, Jordan und Pringsheim
her.®) Man kann den Cauchy’schen Satz auf folgende Weise aus-
sprechen:

Ist die Funktion f(2) synektisch in einem Kontinuum, in
welchem jede einfach geschlossene Linie die volle Begrenzung

eines Flichenstiickes bildet, so ist das Integralﬁ(z)dz jedes-

mal dann Null, wenn es durch eine geschlossene Linie er-
streckt wird, die ganz im Innern des Kontinuums verlduft.

Hier erheben sich nun zuniichst die Fragen: was ist eine einfach
geschlossene Linie, was ist eine Linie, insbesondere eine geschlossene
Linie iiberhaupt, und sind alle oder nur gewisse geschlossene Linien
in dem Ausspruch des Cauchy’schen Satzes zulissig?

Ich mochte diese Fragen hier um so lieber erdrtern, als sie von
prinzipiellem Interesse sind. Dabei gehe ich von folgender Betrach-
tung aus:

Eine abgeschlossene Punktmenge P sei auf eine andere abge-
schlossene Punktmenge @ derart bezogen, dafs jedem Punkte der Menge P
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ein bestimmter Punkt der Menge @ entspricht. Die Beziehung soll
iiberdies folgendermafsen beschaffen sein:

Wenn die Punkte A4,, 4;, 4; u. s. f. der Menge P eine einzige
Grenzstelle A besitzen, so sollen die entsprechenden Punkte B,, B,, B,
u. 8. f. der Menge @ ebenfalls eine einzige Grenzstelle B besitzen,
und der Grenzstelle A soll dann jedesmal die Grenzstelle B ent-
sprechen.

Unter diesen Voraussetzungen heifse die Punktmenge @ stetig auf
die Punktmenge P bezogen oder ein stetiges Bild der Punktmenge P.

Nun kommt die gewdhnliche Definition eines Kurvenbogens, welche
diesen als Ort eines Punktes erklirt, dessen Koordinaten stetige Funk-
tionen einer reellen Veréinderlichen sind, auf Folgendes hinaus:

Eine abgeschlossene Punktmenge wird ein stetiger Kur-
venbogen genannt, wenn sie das stetige Bild einer gerad-
linigen Strecke ist.

Man darf hierbei nicht vergessen, dals dieser Begriff eines stetigen
Kurvenbogens nicht dem entspricht, was man sich anschauungsmifsig
unter einem stetigen Kurvenbogen vorzustellen pflegt. In der That
haben die Herren Peano und Hilbert®') gezeigt, dafs z. B. die Punkte
eines Quadrates als ein stetiges Bild einer geradlinigen Strecke auf-
gefalst werden konnen. Die Punkte eines Quadrates bilden also in
dem festgesetzten Sinne einen stetigen Kurvenbogen. Freilich ist dabei
festzuhalten, dafs die Punkte des Quadrates in einer bestimmten Anord-
nung gedacht werden, insofern sie eben den Punkten einer geradlinigen
Strecke zugeordnet sind.

Was nun den Begriff einer einfach geschlossenen stetigen
Kurve angeht, so lifst sich derselbe an die folgenden allgemeinen Be-
trachtungen ankniipfen:

Die abgeschlossene Punktmenge @ sei ein stetiges Bild der ab-
geschlossenen Punktmenge P, zugleich sei aber die Beziehung zwischen
den Punkten der beiden Mengen eindeutig umkehrbar. (Dann ist
offenbar auch die Punktmenge P ein stetiges Bild der Punktmenge @.)

Zwei Punktmengen, die in dieser Weise eindeutig umkehrbar und
stetig auf einander bezogen werden konnen, will ich dquivalent nennen
und auf diesen Aquivalenzbegriff eine Einteilung der Punktmengen in
Klassen griinden. Zwei abgeschlossene Punktmengen werden hiernach
in dieselbe Klasse gerechnet oder nicht, je nachdem sie fiquivalent sind
oder nicht. Diese Einteilung der Punktmengen in Klassen bildet, bei-
laufig bemerkt, die allgemeinste Grundlage der Analysis situs. Die
Aufgabe der Analysis situs ist es, die Invarianten der einzelnen Klassen
von Punktmengen aufzusuchen.
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Eine einfach geschlossene stetige Kurve ist nun eine
Punktmenge, welche in dieselbe Klasse geh6rt, wie die von den
Punkten auf dem Rande eines Quadrates gebildete Punktmenge.

Hieran kniipft sich nun weiter der grundlegende Satz:

Wenn eine einfach geschlossene stetige Kurve in einer Ebene
liegt, so teilt sie dieselbe in zwei Kontinua, deren gemeinsame Be-
grenzung durch die Kurve gebildet wird.

In etwas anderer Fassung hat Herr C. Jordan in seinem Cours
d’Analyse diesen Satz aufgestelll und bewiesen, wihrend fiir einen
speziellen Fall des Satzes neuerdings Herr Schoenflies einen einfachen
Beweis geliefert hat.??)

Sind nun so die Begriffe stetige Kurve und einfach geschlossene
stetige Kurve festgelegt, so bedarf es noch der niheren Bestimmung
dariiber, welche Kurven im Ausspruch des Cauchy’schen Satzes als
Integrationskurven zuldssig sind. Zu diesem Zwecke miissen wir auf
die Definition der Linge eines Kurvenbogens eingehen.

Liegt ein stetiger Kurvenbogen vor, so konnen wir ihm einen
vom Anfangs- bis zum Endpunkte fithrenden geradlinigen Streckenweg
einbeschreiben und dann die Eckpunkte dieses Streckenweges auf dem
Kurvenbogen iiberall dicht werden lassen. Nahert sich dabei stets die
Liinge des Streckenweges ein und demselben Grenzwert, so heilst dieser
die Linge des Kurvenbogens; der Kurvenbogen ist dann ,rektifizierbar®.
Im anderen Falle besitzt der Kurvenbogen keine Liinge, er ist nicht
Hrektifizierbar.

Auf einen etwas beschriinkteren Kurvenbegriff bezogen, hat diese
Definition der Kurvenlinge der leider so frith verstorbene Scheeffer
seinen Untersuchungen iiber die Bogenlinge zu Grunde gelegt. )
Paul du Bois-Reymond hat gegen diese Scheeffer’sche Definition Ein-
wendungen erhoben.?) Wie mir scheint, mit Unrecht. Denn im Reiche
der mathematischen Ideenbildung hat die Verallgemeinerung nur vor
natiirlichen, nicht vor kiinstlich errichteten Schranken Halt zu machen.
Und die Thatsache, dafs dem umfassenderen Begriffe Eigenschaften des
beschriinkteren fehlen, spricht durchaus nicht gegen den ersteren, son-
dern liegt vielmehr in der Natur der Sache.¥)

Der Cauchy’sche Satz gilt nun jedenfalls dann, wenn man das
Integral f f(¢)dz durch einen stetigen rektifizierbaren Kurvenbogen
erstreckt, dessen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Dies ist in
aller Strenge von Herrn C. Jordan a. a. O. nachgewiesen worden.

*) In #hnlicher Weise #dulsert sich, wie ich kiirzlich bemerkte, Herr Study
am Schlusse seiner Abhandlung ,,Uber eine besondere Klasse von Funktionen einer
reellen Verinderlichen*, Math. Ann. Bd. 47 (1896).
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Einen elementaren Beweis des Cauchy’schen Satzes hat neuerdings
Herr Pringsheim verdffentlicht.?) Herr Pringsheim legt dabei seinen
Betrachtungen aus gewissen Griinden einen anderen, spezieller gefalsten
Kurvenbegriff zu Grunde. Indessen ist doch zu bemerken, dafs die
von Herrn Pringsheim zugelassenen Kurven ebenfalls rektifizierbare
stetige Kurven im vorhin angegebenen Sinne sind.

Einen Vorzug der Cauchy-Riemann’schen Definition der analytischen
Funktion hat man darin zu erblicken, dafs dieselbe zu den wichtigen
und interessanten Fragestellungen Anlafs bietet, die sich auf die kon-
forme Abbildung der Flichen auf einander beziehen. Es ist ja all-
gemein bekannt, welche Bedeutung fiir die Funktionentheorie Riemann’s
der Satz besitzt, dafs es eine und im wesentlichen nur eine analytische
Funktion giebt, welche die konforme Abbildung eines einfach zu-
sammenhingenden Stiickes der komplexen Zahlenebene auf ein anderes
eben solches Stiick vermittelt. Riemann hatte den Beweis dieses
Satzes bekanntlich auf das nicht einwurfsfreie Dirichlet’sche Prinzip
gegriindet. Die Arbeiten von Neumann und Schwarz, denen sich solche
von Harnack, Poincaré u. a. anschlossen, haben dann, wenigstens fiir
ausgedehnte Klassen von einfach zusammenhingenden Fléchen, die
Giiltigkeit des Riemann’schen Satzes nachgewiesen.)

Die allgemeinen Grundlagen fiir die Theorie der analytischen
Funktionen von mehreren Variabeln verdanken wir ebenfalls Weier-
strafs und Méray.?”) Es ist leicht, den Begriff des monogenen Systemes
von Potenzreihen auf den Fall zu tibertragen, wo es sich um Potenz-
reihen mit mehreren Variabeln handelt und damit ist dann auch der
Begriff der analytischen Funktion mehrerer Variabeln unmittelbar ge-
geben. Aber die weitere Entwickelung der Theorie bietet gegeniiber
der Theorie der Funktionen einer Variabeln erhebliche Schwierigkeiten
dar. Beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung
eindeutiger Funktionen. Der Stetigkeitsbereich einer solchen Funktion
wird ein Kontinuum von 2% Dimensionen sein, wenn n die Zahl der
Variabeln bedeutet. Unter Kontinuum ist hierbei wieder ein Punkt-
system gemeint, welches nur aus inneren Punkten besteht und in sich
zusammenhingt. Die Punkte, welche die Begrenzung dieses Kontinuums
bilden, sind die singuliren Punkte der Funktion. Hier kann nun aber
nicht, wie bei Funktionen einer Variabeln, jedes Kontinuum der Stetig-
keitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion sein. Dies folgt
schon daraus, dals eine analytische Funktion von mehreren Variabeln
isolierte singulére Punkte iiberhaupt nicht besitzen kann, wie man mit
Hiilfe des verallgemeinerten Laurent’schen Satzes leicht beweist.

Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dafs man bei Funktionen
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mehrerer Variabeln zwei Arten von aulserwesentlich singuliren Punkten
unterscheiden mufs. Nach Weierstrals heilst ein singulirer Punkt be-
kanntlich aufserwesentlich, wenn in seiner Umgebung die Funktion als
Quotient zweier gewGhnlichen Potenzreihen darstellbar ist. Ein solcher
Punkt ist dann von der ersten oder zweiten Art, je nachdem er fiir
den reciproken Wert der Funktion reguliir oder ebenfalls singulir ist.

Die Frage der Einteilung der analytischen Funktionen mehrerer
Variabeln nach der Beschaffenheit ihrer singuldren Stellen ist bis heute
wenig gefordert. Wir besitzen in dieser Hinsicht Anféinge in den
beiden Sétzen:

1) Eine eindeutige Funktion, welche nur aulserwesentlich singulire

Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion®), und
2) Eine eindeutige Funktion, welche im Endlichen nur aulser-

wesentlich singulire Stellen besitzt, ist als Quotient zweier

bestindig konvergierender Potenzreihen darstellbar.®)

Der letztere Satz ist besonders bemerkenswert wegen der grolsen
Schwierigkeiten, die sich seinem Beweise entgegenstellien. Erst ganz
neuerdings ist es Herrn Pierre Cousin gelungen, einen allgemeinen
Beweis des Satzes zu liefern, nachdem Herr Poincaré durch wesentlich
hohere Hiilfsmittel den besonderen Fall der Funktiomen von zwei
Variabeln erledigt hatte.

In #hnlichen Ideenrichtungen, wie die Arbeit des Herrn Cousin,
bewegen sich iibrigens frithere Arbeiten der Herren Biermann und Appell,
welche die Ausdehnung des Mittag-Leffler’schen Satzes auf Funktionen
mehrerer Variabeln betreffen.*)

Die Cauchy-Riemann’sche Richtung auf dem Gebiete der all-
gemeinen Theorie der Funktionen mehrerer Variabeln ist durch Arbeiten
von Kronecker, Picard und Poincaré vertreten.’!) Diese Arbeiten be-
schiiftigen sich mit der Ausdehnung des Cauchy’schen Integralsatzes
und seiner Folgerungen auf Funktionen mehrerer Variabeln.

Schliefslich mdchte ich noch ganz kurz auf diejenigen neueren
Bestrebungen hinweisen, die auf Verallgemeinerungen der Theorie der
analytischen Funktionen abzielen. Von der ausgedehnten Theorie des
drei- und mehrdimensionalen Potentiales abgesehen, habe ich in dieser
Hinsicht zunéichst Arbeiten der Herren Picard und Scheffers zu nennen.3%)
Herr Picard verallgemeinert die partiellen Differentialgleichungen, welchen
der reelle und imaginire Teil einer analytischen Funktion gentigt, indem
er die Gruppeneigenschaft dieser Gleichungen als charakteristisch an-
sieht. Bei Herrn Scheffers handelt es sich darum, die Begriffe der
Funktionentheorie auf Zahlensysteme zu iibertragen, welche nicht, wie
die gewsOhnlichen komplexen Zahlen, aus zwei sondern aus beliebig



106 II. Teil: Wissenschaftliche Vortrige.

vielen Einheiten gebildet sind. In anderer Richtung bewegen sich die
Arbeiten mehrerer jiingerer italienischer Mathematiker. Von mathe-
matisch-physikalischen Vorstellungen ausgehend, gelangt Herr Volterra
dazu, Funktionen von Linien zu untersuchen, d. h. solche Abhingigkeits-
gesetze, welche jeder Linie im Raume einen bestimmten komplexen
Zahlenwert zuordnen®) Eine #hnliche Ideenbildung liegt neueren
Untersuchungen von Pincherle, Levi-Civita und Bourlet zu Grunde.®)
Hier werden solche Gesetze betrachtet, die aus einer beliebig an-
genommenen Funktion eine neue Funktion entstehen lassen. Man hat
es, in einem hoheren Sinne des Wortes, mit Funktionen von Funktionen
zu thun.

Aber ich mufs es mir versagen, auf die in diesen Arbeiten nieder-
gelegten interessanten Untersuchungen niher einzugehen, da sie schon
iiber das eigentliche Gtebiet der Theorie der amalytischen Funktionen
hinausfiihren.

Litteratur-Nachweise und Anmerkungen.*)

(Die eingeklammerten Jahreszahlen und Seitenzahlen beziehen sich auf den Band
des Jahrbuchs tiber die Fortschritte der Mathematik, in welchem die citierte
Arbeit besprochen ist.)

1) Cauchy, Analyse algébrique, p. 161. Résumé analytique p. 17.
2) J. Hadamard, Essai sur I'étude des fonctions données par leur développe-
ment de Taylor. Journal de mathématiques (4). vol. 8. (1892, 359.)
Vgl auch O. Biermann, Uber Funktionen zweier reeller Variabeln, Math.
Ann. Bd. 48, p. 395 Anmerkung.
Das in Rede stehende Gesetz lautet:

®
Der Konvergenzradius der Potenzreihe E‘ ¢, (s — a)" ist der reciproke

n==0

Wert der oberen Unbestimmtheitsgrenze der Wertemenge

8 n
lels Vlel, Viesls - - - plcnl’ cee
3) Méray, Nouveau Précis d’Analyse infinitésimale. (Paris 1872.)
»w » Legons nouvelles sur I’Analyse infinitésimale. (Paris 1894/97.)

*) Das folgende Verzeichnis bezieht sich auf die seit 1880 erschienene
Litteratur. Von frilheren Publikationen sind nur einzelne ihrer grundlegenden
Bedeutung wegen aufgefiihrt.
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4) K. Weierstrals, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, pag. 1.
Abhandlungen aus der Funktionenlehre. (Berlin 1886.)
5) G.Mittag-Leffler, Sur la représentation analytique des fonctions monogénes
uniformes d’une variable indépendante. Acta mathem., vol. 4. (1884, 861.)
6) C.Runge, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. Acta mathem.,
vol. 6. (1885. 879.)
7) P.Stiéckel, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. Crelles
Journal, Bd. 112. (1893. 681.)
8) Guichard, Théorie des points singuliers essentiels. Ann. de I'Ec. Norm. (2).
vol. 12. (1883. 330.)
9) G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Math. Ann.,
Bdde. 15, 17, 20, 21, 23. Acta mathem,, vol. 2, 4, 7.
" , Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Math,
Ann., Bdde. 46, 49.
10) J. Bendixson, Quelques théordmes de la théorie des emsembles de points.
Acta mathem., vol. 2. (1883. 455.)
11) E. Phragmdn, Beweis eines Satzes aus der Mannigfaltigkeitslehre. Acta
mathem., vol. 5. (1884. 383.)
" , Uber die Begrenzungen von Kontinua. Acta mathem., vol. 7.
(1885. 505.)
12) 8Sind C,, G, . . ., C, einfach geschlossene Linien, die sich gegenseitig aus-
schliefsen und bez. f,(2), f3(), .. ., f,(¢) analytische Funktionen, die inner-
halb und auf diesen Linien reguliéir sind, so ist

F(z) = %J'f,(c)der M+...+§;_i‘ffz(fzzg

27 E¢—2z
Cy

ein analytischer Ausdruck, welcher innerhalb der Contour C; die Funktion
f;(2) darstellt. Nach der urspriinglichen Bedeutung eines Linien-Integrales
sind aber die Integrale auf der rechten Seite nichts anderes, wie die Grenz-
werte von rationalen Funktionen von 2, die von einem ganzzahligen ins
Unendliche wachsenden Index abhiingen. Dementsprechend lifst sich die
rechte Seite der vorstehenden Gleichung in der Form L1m R, (s) darstellen,
so dals

F(s) = R, (2) + [B,(2) — R, (8)] + [By(s) — By (2)] + - - -
eine unendliche Summe ist, deren einzelne Glieder rationale Funktionen von
z sind. Eine solche Summe kann also in den verschiedenen, durch C,,G,,...,C,
begrenzten Gebieten beliebig vorgeschriebene analytische Funktionen £, (2),
fs(®@), - . . f,(@) bez. darstellen.
K. Weierstrals, Zur Funktionenlehre. Sitzungsber. der Berliner Akademie.

(1880. 310.)
" , Abhandlungen aus der Funktionenlehre.
, Gesammelte Werke, Bd. 2. (Berlin 1895.)
G. Mlttag Leffler Recherches sur la théorie des fonctions. Darboux Bull.
(2), vol. 5. (1881. 307.)
" , Verschiedene Noten in den Comptes Rendus de I'Ac.
d. Sc. de Paris, vol. 94, 95. (1882. 325.)
Ch. Hermite, Sur quelques points de la théorie des fonctions. Crelles
Journal, Bd. 91. (1881. 307.)
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P. Appell, Développements en série dans une aire limitée par des arcs de
cercle. Acta mathem., vol. 1. (1883. 823.)
” , Développements en série d'une fonction holomorphe dans une aire
limitée par des arcs de cercle. Mathem. Ann., Bd. 21. (18883. 324.)
8. Pincherle, Sopra una formula del sign. Hermite. Rom. Acc. L. Rend. (4),
vol. 1. (1885. 388.)

M. Lerch, Note sur les expressions qui, dans diverses parties du plan, re-
présentent des fonctions diverses. Darb. Bull. (2), vol. 10. (1886. 345.y

P. Stackel, siche unter 7).

J. v. Puzyna, Uber eine methodische Bildung der analytischen Ausdriicke
2f, (@), Zf,(x, y) von konstanten Werten. Monatshefte f. Math., Bd. 5.
(1894. 711.)

F. &’Arcais, Sulle espressioni analitiche rappresentanti porzioni di funzioni
analitiche diverse. Rivista di Mat., vol. 5. (1896. 439.)

K. Weierstrals, siehe unter 12).

E. Goursat, Sur les fonctions uniformes présentant des lacunes. Comptes
Rendus, vol. 94. (1882. 336.)

Th. Homén, Analytisk framstéllning af nagra lakuntira funktioner. Soc. sc.
Fenn. Acta, vol. 12. (1883. 841

H. Poincaré, Sur les fonctions & espaces lacunaires. Comptes Rendus,
vol. 96. Soc. sc. Fenn. Acta, vol. 12. (1883. 340/1.)

M. Lerch, Contribution & la théorie des fonctions. Prag. Ber. (1886. 830.)

T. J. Stieltjes, Exemple d'une fonction qui n’existe qu’a lintérieur d'un
cercle. Darboux Bull. (2), vol. 11. (1887. 380.)

E. Goursat, Sur les fonctions & espaces lacunaires. ibid. (1887. 394.)

G. Teixeira, Exemples de fonctions & espaces lacunaires. Nouvelles Ann,
(8), vol. 6. (1887. 394.)

M. Lerch, Uber Funktionen mit beschriinktem Existenzbereiche. Prag. Abh.

(7), Bd. 2. (1888. 412))
»  , Sur une classe de fonctions & espace lacunaire, Teixeira J., vol. 10.
(1890. 388.)

A Pringsheim, Zur Theorie der Taylor'schen Reihe und der analytischen
Funktionen mit beschréinktem Existenzbereich. Miinch. Ber., Bd. 22.
(1892. 356.)

J. Hadamard, siehe unter 2).

H. Poincaré, Sur les fonctions & espaces lacunaires. American J., vol. 14.
(1892. 888.)

P. Stickel, siche unter 7).

E. Goursat, Sur une fonction & espace lacunaire. Darb. Bull. (2), vol. 17.
(1898. 715.)

F. G. Teixeira, Extrait d'une lettre adressée & M. Hermite. ibid. (1893. 716.)

A. Cayley, Note on lacunary functions. Quart. J., vol. 26. (1893. 716.)

J. Gillet, Sur les fonctions & espaces lacunaires. Progresso mat., vol. 3.
(1893. 716.)

G. d’Arone, Sur les fonctions 3 espaces lacunaires. Bull. de la Soc. math.
de Fr., vol. 28. (1895. 427.)

E. Borel, Sur les séries de Taylor. Comptes Rendus 1896.

s o Sur les séries de Taylor admettant leur cercle de comvergence
comme coupure. Journal de Math. (4), vol. 2. 1896.
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E. Fabry, Sur les points singuliers d'une fonction donnée par son développe-
ment en série et 1'impossibilité du prolongement analytique
dans des cas trds généraux. Ann. de IEc. Norm. (3), vol. 1.
1896.
»w » Sur les séries de Taylor. Comptes Rendus 1897.
Eine hinreichende Bedingung von bemerkenswerter Einfachheit fiir die Un-
moglichkeit der analytischen Fortsetzung einer Potenzreihe giebt Herr Fabry,
indem er folgenden Satz beweist:
wDie Potenzreihe @, + a,2% + - - - 4 a,2°* 4 - - -, in welcher
€, €, ... 6, ... eine Reihe wachsender ganzen Zahlen bedeuten, gestattet
keine analytische Fortsetzung, wenn ¢, —e, , mit wachsendem # tber alle
Grenzen wichst.*
Vgl. die unter 13) citierten Arbeiten von Borel und Fabry, sowie
A. Pringsheim, Uber Funktionen, welche in gewissen Punkten endliche
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung, aber keine Taylor’sche
Reihenentwickelung besitzen. Math. Ann., Bd. 44, pag. 49/560. (1894. 389.)
E. Picard, Mémoire sur les fonctions entidres, Ann. de IEc. Norm. (2),
vol. 9. (1880. 327.)
J. Farkas, Sur les fonctions uniformes. Comptes Rendus, vol. 96. (1883. 338.)
G. d’Arone, Sur la fonction exponentielle. Bull. de la Soc. math. de Fr,
vol. 20. (1892. 399.)
J.Hadamard, Etude sur les propriétés des fonctions entidres et en parti-
culier d'une fonction considérée par Riemann. Journ. de Math. (4),
vol. 9. (1893. 698.)
E. Borel, Démonstration élémentaire d’un théordme de M. Picard sur les
fonctions entidres. Comptes Rendus, vol. 122. (1896.)
M. Lerch, Uber die Nichtdifferenzierbarkeit gewisser Funktionen. Crelles
Journal, Bd. 103. (1888. 380.)
G. Mittag-Leffler, Sur une transcendante remarquable trouvée par M. Fred-
holm. Acta mathem., vol. 15. (1891. 421.)
A Pringsheim, siche unter 13).
Die von Herrn Fredholm angegebene Funktion ist

f@=1+az+a'e'+ ... 4 a"" 4. .- (la] <1).
Dafs sie tiber den Einheitskreis hinaus nicht fortsetzbar ist, folgt unmittelbar
aus dem unter 13) angefilhrien Satze von Fabry. In einer Unterhaltung
wihrend des Kongresses machte Herr Fredholm darauf aufmerksam, dafs die
Umkehrung der Funktion f(x) bei geeigneter Wahl der Konstanten @ eine
eindeutige Funktion ist. In der That, wenn |z| <1, |y| <1, so findet
man leicht

lf(w) fy) IZ [a" 14 o u=—ay+m+myu=—s+yn=—1]l

> la] — 4lal* — olal? — - - - —wiaf" — -,
und es kann daher, wenn nur |a| geniigend klein ist, niemals f(z) = f(y)
werden, aufser fir x = 9.
@.Vivanti, Sulle funzioni ad infiniti valori. Palermo Rend., vol. 2. (1888. 893.)
H. Poincaré, Sur une propriété des fonctions analytiques. ibid. (1888. 393.)
V. Volterra, Sulle funzioni analitiche polidrome. Rom. Acc. L. Rend. (4),
vol. 4. (1888. 394.)
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17) Vgl. auch:
G. Vivanti, Sulle funzioni analitiche. Palermo Rend., vol. 3. (1889. 895.)
»” , Zur Theorie der mehrwertigen Funktionen. Schldmilch Z., Bd. 84.
(1889. 395.)
18) H. Poincaré, Sur un théordme de la théorie générale des fonctions. Bull.
de la Soc. math. de Fr., vol. 11, (1883. 348.)
19) G. Morera, Un teorema fondamentale nella teorica delle funzioni di una
variabile complessa. Lomb. Ist. Rend. (2), vol. 19. (1886. 338.)
W.F.Osgood, Some points in the elements of the theory of functions.
Bulletin of the American mathem. Society (2), vol. 2. (1896.)
20) M. Falk, Extrait d’une lettre adressée & M. Hermite. Darboux Bull. (2),
vol. 7. (1883. 817.)
E. Goursat, Démonstration du théoréme de Cauchy. Acta mathem., vol. 4.
(1884. 236.)
M. Lerch, Sur une démonstration du théordme de Cauchy sur les intégrales
prises entre des limites imaginaires. Prag. Ber. (1887. 273.)
C.Jordan, Cours d’Analyse. (Paris 1893.) Bd. L
A. Pringsheim, Uber den Cauchy'schen Integralsatz. Miinch. Ber,, Bd. 25.
(1895. 318.)
” , Zum Cauchy’schen Integralsatze. ibid. (1895. 318.)
21) G.Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire plane. Math. Ann.,
Bd. 36. (1890. 405.)
D. Hilbert, Uber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flichenstiick.
ibid. Bd. 38. (1891. 422)
22) C. Jordan, siehe unter 20).
A Schoenflies, Uber einen Satz aus der Analysis situs. Gottinger Nachr.
1896.
23) L. Scheeffer, Allgemeine Untersuchungen iiber Rektifikation der Kurven.
Acta mathem., vol. 5. (1884. 338.)
24) P. du Bois-Reymond, Uber den Begriff der Liinge einer Kurve. ibid. vol. 6.
(1886. 270.)
25) A. Pringsheim, siehe unter 20).
26) H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen. (Berlin 1890.)
Bd. 2.
C. Neumann, Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton’sche
Potential. (Leipzig 1877.)
» , Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale.
(Leipzig 1884.)
” , Uber die Methode des arithmetischen Mittels, Iu.II. Leipziger
Abhandl., Bd. 13 u. 14. (1887. 1029 u. 1888, 1015.)
A. Harnack, Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales.
(Leipzig 1887.)
F. Klein, Uber die konforme Abbildung von Flichen. Mathem. Ann., Bd. 19.
(1881. 656.)
V. Volterra, Sopra alcune condizioni caratteristiche delle funzioni di una
variabile complessa. Brioschi Ann. (2), vol. 11. (1883. 358.)
J. Riemann, Sur le probléme de Dirichlet, Ann. de 'Ec. Norm. (8), vol. 5.
(1888. 383.)
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H. Poincaré, Sur les équations aux dérivées partielles de la physique
mathématique. American J., vol. 12. (1890. 977.)

P. Painlevé, Sur la théorie de la représentation conforme. Comptes Rendus,
vol. 112, (1891. 889.)

E. Phragmén, Remarques sur la théorie de la représentation conforme.
Acta mathem., vol. 14, (1891. 890.)

W. Burnside, On functions determined from their discontinuities and a
certain form of bo&lﬁdary conditions. London. M. Soc. Proc., vol. 22.
(1891. 420.)

A. Paraf, Sur le probléme de Dirichlet. Toulouse Ann., vol. 6. (1892. 366.)

F. v. Dalwigk, Uber den Ersatz des Dirichlet’schen Prinzips. Gottinger
Nachr. (1894. 683.)

A. Tauber, Uber die Neumann’sche Methode des arithmetischen Mittels.
Monatshefte f. Math., Bd. 5. (1894. 683.)

H. Poincaré, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet. Acta
mathem., vol. 20. (1896.)

A. Noble, Uber die Randwertaufgabe fiir eine ebene Randkurve mit stiick-
weise stetig sich #ndernder Tangente und ohne Spitzen. Gottinger
Nachr. (1896.)

E. Picard, Traité d’Analyse. (Paris 1891/96.)

Ch. Méray, siehe unter 3).

Vgl. auch:

Riquier, Sur les principes de la théorie générale des fonctions. Ann. de
I'Ec. Norm. (3), vol. 8. (1891. 422.)

A. Hurwitz, Beweis des Satzes, dafs eine einwertige Funktion beliebig
vieler Variabeln, welche tberall als Quotient zweier Potenzreihen dar-
gestellt werden kann, eine rationale Funktion ihrer Argumente ist.
Crelles Journal, Bd. 95. (1883. 321.)

8. Dautheville, Ktude sur les séries entidres par rapport & plusieurs
variables imaginaires indépendantes. Ann. de I'Ec. Norm. (3), vol. 2.
(1885. 366.)

H. Poincaré, Sur les fonctions de deux variables. Acta math., vol. 2.
(1883, 358.)

P.Cousin, Sur les fonctions de » variables complexes. ibid. vol. 19. (1895. 456.)

P. Appell, Sur une classe de fonctions de deux variables indépendantes.
Acta math., vol. 2. (1883. 357.)

0. Biermann, Beitrag zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen
mehrerer Verinderlichen. Wiener Ber., Bd. 89. (1884. 856.)

L. Kronecker, Uber Systeme von Funktionen mehrerer Variabeln. Berliner
Ber. 1869 od. Werke, Bd. 1.

E. Picard, Sur les périodes des intégrales doubles. Comptes Rendus, vol. 102.
(1886. 354.)

H. Poincaré, Sur les résidues des intégrales doubles. Acta math., vol. 9.
(1887, 275.)

E. Picard, Sur une généralisation des équations de la théorie des fonctions

d'une variable complexe. Comptes Rendus, vol. 112. (1891. 411.)
” , Sur certains systémes d’équations aux dérivées partielles générali-
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B. Vortriige der Sektionssitzungen.
1. Sektion: Arithmetik und Algebra.

Uber die Genera in algebraischen Zahlkorpern.

Von
H. WezEr in Stralsburg.

Indem ich der ehrenvollen Aufforderung des Komites nachkomme,
mochte ich Thnen in kurzen Ziigen einen Uberblick geben iiber die
Hauptresultate der algebraischen Untersuchungen, die mich in den
letzten Jahren beschiftigt haben, von denen ein Teil im 48. und
49. Band der Mathematischen Annalen verdffentlicht ist und deren
Schlufs im nichsten Bande erscheinen soll. Ich beschrinke mich hier
durchaus auf die Mitteilung der Resultate, ohne die Beweise zu be-
rithren, und mufs auch darin minder Wichtiges oder weniger leicht
Verstindliches iibergehen. Auch einige an sich notwendige genauere
Pricisierungen werde ich hier nicht erwihnen, um nicht die Grund-
gedanken zu verhiillen. In dieser Hinsicht mufs ich Sie auf meine
gedruckten Abhandlungen verweisen.

1. Ich beginne mit der Erklirung einer Bezeichnungsweise:
Es sei A eine Abel'sche Gruppe und B ein Teiler von 4. Ist
o, ein in B nicht enthaltenes Element von A4, so sind alle in dem
System o, B enthaltenen Elemente von den in B enthaltenen ver-
schieden. Das System &, B = B, heilst eine Nebengruppe zu B.
Es kann nun sein, auch wenn die Gruppe A unendlich ist, dafs A4
in eine endliche Anzahl von verschiedenen Nebengruppen zerfillt:

A=B—+ B, +---+ B.
Die Anzahl dieser Nebengruppen, die ich mit
h= (4, B)
bezeichne, heifst in der Zahlentheorie die Klassenzahl von A4 nach

B, oder in der Gruppentheorie der Index des Teilers B von A.
Verh. d. 1. internat. Math.-Kongr. Ziirich 1897. 8
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2. Mit & bezeichne ich einen algebraischen Zahlkérper. Einem
solchen Korper adjungiere ich beliebige unabhingige Variable, so-
dafs ein Korper & entsteht, der aus der Gesamtheit aller ganzen
und gebrochenen rationalen Funktionen besteht, deren Koeffizienten
in & enthalten sind. Diesen Korper nenne ich Funktionalkérper,
und seine Elemente Funktionale in . Die Funktionale des
Korpers & werden auch als Ideale des Korpers & bezeichnet. Eine
ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen
ohne gemeinschaftlichen Teiler sind, heilst primitiv.

Es werden nun folgende Definitionen aufgestellt:

a) Ein Funktional wird ganz genannt, wenn es eine ganze Funktion
mit ganzzahligen Koeffizienten in £ ist.

b) Ein ganzes Funktional, dessen Norm eine primitive Funktion
ist, heilst ein Einheitsfunktional oder eine funktionale
Einheit.

¢) Zu den ganzen Funktionalen werden aulser den in @) er-
wihnten noch solche gebrochene Funktionen gerechnet, die sich
so darstellen lassen, dals der Zihler ein ganzes Funktional im
Sinne von @) und der Nenner ein Einheitsfunktional ist.

d) Funktionale Einheiten werden auch solche gebrochene Funk-
tionen genannt, die Quotienten von funktionalen Einheiten im
Sinne von b) sind.

Numerische Einheiten in & sind solche ganze Zahlen
in Q, deren Norm = -1 ist, oder, was dasselbe besagt, deren
reciproker Wert gleichfalls ganz ist. Die numerischen Einheiten
in & bilden bei der Komposition durch Multiplikation eine
Abel’sche Gruppe, die mit E bezeichnet wird. Desgleichen bilden
die funktionalen Einheiten eine mit Z zu bezeichnende Gruppe.

Sind «, B, ... ganze Zahlen oder ganze Funktionale in £,
und #, y, . . . Variable, die in «, 8, . . . nicht vorkommen,

8o ist
8=az+ By + -

der grofste gemeinschaftliche Teiler von «, 8, ... .

3. Die Zahlen des Korpers £ bilden zwar bei der Komposition durch
Addition, nicht aber bei der Multiplikation eine Gruppe, weil eben
jede Zahl, mit Null multipliziert, das Produkt Null ergiebt.

Man kann aber aus R eine Zahlengruppe O ausscheiden,
wenn man einfach die Null weglifst, oder, etwas allgemeiner, wenn
man alle Zahlen weglifst, die zu irgend einem festen Ideal f nicht
relativ prim sind.
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Desgleichen erhiilt man aus & eine Funktionalgruppe O, wenn
man alle die Funktionale unterdriickt, die zu f nicht relativ prim sind.
Die Gruppe O enthilt die Gruppe der numerischen Einheiten,
E, und ebenso enthilt O die Gruppe der funktionalen Einheiten, E.

Das aus den Produkten aller funktionalen Einheiten mit allen
Zahlen O gebildete System EO ist eine in O enthaltene Gruppe,
die wir die Gruppe der Hauptideale in O nennen.

Zwei Ideale in O heifsen #quivalent, wenn ihr Quotient ein
Hauptideal, also in EO enthalten ist. Die Idealklassen sind die
Nebengruppen zu EO in O und es ist

(0, EO)=h
die Anzahl der Idealklassen im Korper £, die, wie bekannt, stets
eine endliche positive Zahl ist.
4. Ich nehme nun eine in O enthaltene Zahlengruppe O’ an, von der
ich voraussetze, dafs die Zahl der Nebengruppen (O, O’) endlich sei.*)

Das System EO’ ist dann eine in EO enthaltene Gruppe von
Hauptidealen, und jede Idealklasse nach EO zerfillt wieder weiter
nach EO’. Die Zahl

(0, E0) =W
ist die Anzahl dieser Klassen, und aus allgemeinen Sitzen der
Gruppentheorie ergiebt sich
(0, E0)=(0, E0) 533,

wenn E’ die Gruppe der in O’ enthaltenen (numerischen) Einheiten
bedeutet. Hierdurch ist die Bestimmung des Verhiltnisses der
Klassenzahlen, %’ : & auf die Indexbestimmung von Zahlengruppen
zuriickgefithrt, nimlich auf (0, 0"): (E, E").

Bezeichnen wir die Nebengruppen von O zu EO’, also die
durch O verkleinerten Idealklassen mit A, 4,, ... Ay—i, sodals
A,= EO’ ist, so konnen wir setzen

O=A4y+ A+ -+ 4y

Auf diesen Formeln beruhen unter anderen die von Gaufs und
Dirichlet aufgestellten Beziehungen zwischen den Klassenzahlen in
den verschiedenen Ordnungen von quadratischen Formen einer be-
stimmten Determinante.

*) Eine weitere Voraussetzung iber die Gruppe O’, die noch gemacht
werden muls, 1ifst sich nicht in kurzen Worten klar machen (vgl. Mathematische
Annalen Bd. 49, S. 84).

8#
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b. Der Gruppenkdrper. Es wird nun die Hypothese gemacht, dafls
ein zu der Gruppe O’ gehoriger Kérper K’ iiber & existiert, der
folgende Eigenschaften hat. Um die an den Kérper K’ zu stellenden
Forderungen kurz ausdriicken zu k&nnen, bezeichne ich mit

p, alle in EO’ vorkommenden Primideale ersten Grades
des Korpers £,

mit p, alle iibrigen Primideale in L.
Jedes Primideal p des Korpers & ist in einem Korper K’ iiber 2
entweder selbst ein Primideal, oder es ist in mehrere Primideale
zerlegbar.

Die Voraussetzungen iiber den K6rper K’ sind dann die folgenden:

a) Der relative Grad v von K’ in bezug auf & soll nicht grofser

sein als 7/, d. h.
v2H.

b) Jedes Ideal p, soll in K’ in lauter Primideale ersten Grades zer-
fallen.

¢) Jedes Ideal p; soll bei der Zerlegung im Korper K’ kein Prim-
ideal ersten Grades enthalten.

d) Bei den Voraussetzungen b) und c) ist eine beliebige, aber endliche
Anzahl von Ausnahmen zuléssig.

Ein Korper K’, der diesen Forderungen geniigt, heilst ein Gruppen-
korper zu O’. Ist insbesondere O’ = 0, so kann man ihn auch
den Klassenkdrper von £ nennen.

Wenn nun die Existenz eines solchen Korpers K’ angenommen
werden darf, so kann man aus der Thatsache, dafs in diesem Korper
die Klassenzahl eine endliche, von Null verschiedene Zahl ist, durch
die von Dirichlet in die Zahlentheorie eingefiihrten Methoden der
Analysis die beiden Folgerungen ziehen:

I Der Grad des Korpers K’ ist micht kleiner als 4, also, nach
Voraussetzung a), » =~

II. Jede der Nebengruppen 4,, 4,,..., Ay—, enthilt unendlich viele
Primideale des Korpers £2.

Die weitere Forschung hat dann den Nachweis solcher Gruppen-
korper zum Ziele. Es sind bis jetzt nur wenige Fille, in denen
ihre Existenz festgestellt ist, von denen jetzt noch die hauptséch-
lichsten angefithrt werden sollen.

Beispiel L
Es sei & der Korper der rationalen Zahlen, O der Inbegriff aller
der rationalen Zahlen, die zu einer beliebig gegebenen natiirlichen
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Zahl mn relativ prim sind.¥) Fiir O’ nehmen wir den Inbegriff aller
ganzen und gebrochenen Zahlen # in O, die der Bedingung

=1 (mod. m)

geniigen. Der Index (0, O) ist dann die bekannte zahlentheoretische
Funktion ¢(m), und die Nebengruppen sind die Zahlklassen nach dem
Modul m, deren jede nur Zahlen enthilt, die mit einer zu m teiler-
fremden Zahl kongruent sind. In diesem Falle ist O — EO, und die
Einfithrung der Ideale wire nicht notwendig.

In diesem Fall kann fiir den Gruppenkdrper K’ der Kreisteilungs-
kérper der primitiven m'*® Einheitswurzeln genommen werden, und
die Sitze I. und IL ergeben:

1. Die Gleichung ¢(m)** Grades, deren Wurzeln die primitiven
m*® Einheitswurzeln sind, ist irreducibel.

2. In jeder arithmetischen Progression, deren Differenz und An-
fangsglied relativ prim sind, kommen umnendlich viele Prim-
zahlen vor.

Beispiel II

Es sei & ein imaginirer quadratischer Korper, (0, EO) =h die

Klassenzahl, und fiir O’ werde O selbst genommen. Den Korper K’
giebt in diesem Falle die Theorie der komplexen Multiplikation der
elliptischen Funktionen. Es ist der Koérper der Klasseninvarianten,
oder, nach Kronecker’'s Ausdruck, der singuliren Moduln. Wir er-
halten die beiden Sitze:

1. Die Klassengleichung der komplexen Multiplikation ist irre-
ducibel.

2. Jede primitive quadratische Form stellt unendlich viele Prim-
zahlen dar.

In der Weise, wie er hier ausgesprochen ist, bezieht sich der
Beweis nur auf solche quadratische Formen, deren Diskriminante eine
sogenannte Stammdiskriminante ist. Man beweist ihn aber ebenso
allgemein, wenn man fiir O’ eine sogenannte Ordnungsgruppe
nimmt, d. h. die Gruppe der Zahlen in O, die nach irgend einem
numerischen oder idealen Modul f mit einer rationalen Zahl kongruent
sind, die man symbolisch so bezeichnen kann

0’ = R (mod. ).

*) Zwei Zahlen heifsen relativ prim, wenn bei der Darstellung durch redu-
zierte Briiche von den vier als Zihler und Nenner auftretenden Zahlen keine
zwei einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Unter einer natiirlichen Zahl wird
eine positive ganze rationale Zahl verstanden, d. h. eine der Zahlen 1,2,38,4,... .
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Beispiel IIL

& sei wieder ein imaginirer quadratischer Korper. O die Gruppe
der Zahlen, die relativ prim zu einem beliebig gegebenen Idealmodul §
sind. Es sei ferner O’ die Gruppe der Zahlen in O, die nach dem
Modul f mit einer Einheit des Korpers & kongruent sind, sodafs
symbolisch

0’ = E (mod. )
bezeichnet werden kann.

Einen Gruppenkérper K’ erhilt man hier, wenn man dem Klassen-
korper des Korpers & mnoch die Wurzel einer Teilungsgleichung
fir elliptische Funktionen hinzufiigt, z. B. wenn % eine durch f teil-
bare natiirliche Zahl und @ die Weierstrafs’sche Funktion ist, eine
der Grofsen

So(mﬂ"’x "lc'ms“’:).

Eine solche. Teilungsgleichung zerfillt in Faktoren, deren Grad
gleich oder kleiner ist als die Anzahl der nach dem Modul f in-
kongruenten Zahlen, geteilt durch die Anzahl der nach dem Modul f
inkongruenten Einheiten. Die letztere Zahl ist im allgemeinen gleich 2,
in gewissen Ausnahmefillen gleich 4 oder gleich 6. Es folgt dann
aus unseren Sitzen I. IL:

1. Die Irreducibilitit der erwdhnten Teilungsgleichung.

2. Die Existenz von unendlich vielen Primidealen in jeder der

Nebengruppen von O und EO'.

Greift man hier speziell die Nebengruppen von EO heraus, so
erhilt man eine schone Verallgemeinerung des Satzes von den un-
endlich vielen Primzahlen in den arithmetischen Progressionen, die
sich so aussprechen lifst.

Ist o eine zu f teilerfremde Zahl in £, so giebt es unendlich
viele Primzahlen = in &, die der Bedingung

% = o (mod. f)
geniigen.

Beispiel IV.

Auf dies vierte Beispiel bezieht sich der Titel, den ich dieser
Mitteilung gegeben habe; um es darzulegen mufs ich etwas weiter
ausholen.

Ich nehme eine beliebige natiirliche Zahl m als Modul an und
bezeichne mit M die Gruppe der nach dem Modul m genommenen
zu m teilerfremden Zahlen. Der Grad dieser Gruppe ist dann

p = o (m).
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Wenn nun & irgend ein algebraischer Normalkorper*) ist, so ist in
M eine Gruppe M’ enthalten, die aus allen den Zahlen besteht, die
mit Normen von Zahlen o des Korpers £ nach dem Modul m kon-
gruent sind; diese Gruppe M’ soll symbolisch durch

N (0) = M’ (mod. m)

bezeichnet werden.

Ferner ist in M noch eine zweite Gruppe M” enthalten, die aus
allen den Zahlen besteht, die mit Normen von Idealen in £ nach
dem Modul m kongruent sind, die also das Zeichen hat

N(a) = M” (mod. m).

Die Gruppe M” enthdlt ihrerseits M’ und mag nach M’ in g
Nebengruppen zerfallen. Wir setzen:

M =M+ M+ B+ M,
sodals
(M, 1) u”

A s

=@, ) = G = &

ist, wenn mit y” und g’ die Grade der Gruppen M” und M’ be-
zeichnet werden. Ist M eine der angefithrten Nebengruppen von M”,
so vereinigen wir alle Ideale a;, deren Norm mit einer der Zahlen
von M; nach dem Modul m kongruent ist, zu einem Genus oder
Geschlecht, sodafs ein solches Genus durch die symbolische Gleichung

N(a;) = M (mod. m)

definiert werden kann. Aquivalente Ideale gehoren dann immer dem-
selben Genus an, sodals nicht nur die Ideale, sondern die Ideal-
klassen in Genera eingeteilt sind. Jedes Gtenus enthdlt gleich viele
Idealklassen, und wenn wir diese Zahl mit h, bezeichnen und & die
Klassenzahl des Korpers & ist, so ergiebt sich

ghy="h oder hy--=h—5,'—,-

Diese Einteilung nach Geschlechtern ist von dem Modul » ab-
hingig, und wir werden daher von den Geschlechtern nach dem
Modul m sprechen.

Ist A; eine Idealklasse, deren Ideale dem durch die Kongruenz

N(a) = M, (mod: m)

definierten Geschlecht angehoren, so heifsen die Zahlen von M; mit
den Charakteren der Klasse 4; vertriglich.

*) Die folgenden Siitze gelten zum Teil auch fiir nicht normale Korper.
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Das durch die Kongruenz
N(a) = M’ (mod. m)

definierte Geeschlecht heifst das Hauptgeschlecht fiir den Modul m.
Dieses Gleschlecht, dessen Ideale und Idealklassen eine Gruppe bilden,
werde mit A, bezeichnet.

Da in dem Hauptgeschlechte fiir jeden Modul m die Klasse der
Hauptideale enthalten ist, so wird es eine gewisse Gruppe von Ideal-
klassen geben, die in dem Hauptgeschlechte fiir jeden Modul m ent-
halten ist, die also der grofste gemeinschaftliche Teiler oder der Durch-
schnitt aller Hauptgeschlechter ist. Diese Gruppe, die ich mit U
bezeichne, heifst das absolute Hauptgeschlecht. Die Giuppe U ist
in der Gruppe @ der sémtlichen Idealklassen enthalten, und die Neben-
gruppen A, A, Uy, ... heifsen die absoluten Geschlechter.

Sind m,, m, zwei relative Primzahlen, so ist ¥m,m, der Durch-
schnitt von %%, und A,,. Daraus ergiebt sich, dafs man das absolute
Hauptgeschlecht finden kann, wenn man die Hauptgeschlechter A,
unter der Voraussetzung kennt, dafs m = p*. eine Potenz einer Prim-
zahl ist. Auch giebt es immer Moduln m von der Art, dafs 9, mit A
identisch ist.

Ich nenne nun p eine charakteristische Primzahl, wenn fiir
irgend einen Exponenten 4 das Hauptgeschlecht % ; von der Gruppe &
verschieden ist.

Ist 4 der grofste Exponent, fiir den ¥, von ¥, ; verschieden
ist, so memmne ich p* die charakteristische Potenz von p. Das
Hauptgeschlecht ¥ kann dann auch als der Durchschnitt aller Ge-
schlechter %, fiir alle charakteristischen Primzahlpotenzen p* be-
stimmt werden.

Es gilt nun der Satz, dafs es fiir jeden Normalkiorper £ nur eine
endliche Anzahl von charakteristischen Primzahlen, und fiir jede von
ihnen eine endliche charakteristische Potenz giebt. Bei ihrer Be-
stimmung spielt die Korperdiskriminante 4 und der Korpergrad =
eine entscheidende Rolle, und zwar gelten die folgenden Sitze:

1. Eine Primzahl, die nicht in 4 aufgeht, kommt nicht unter den

charakteristischen Primzahlen vor.

2. Eine Primzahl p, die in o4, aber nicht in » aufgeht, kommt

nur dann unter den charakteristischen Primzahlen vor, wenn
p—1 und n einen gemeinschaftlichen Teiler (grdfser als 1)
haben.

3. Die charakteristische Potenz einer Primzahl p ist nur dann

hoher als die erste, wenn p ungleich in 4 und in % aufgeht.
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In dem letzteren Falle ergiebt sich noch eine obere Grenze fiir
den Exponenten der charakteristischen Potenz von p, die ich hier
nicht angebe. Dies alles aber lifst sich, nebst einer Erweiterung auf
die Ordnungen, an dem von Gauls durchgefithrten Fall des quadratischen
Korpers sehr schon verifizieren.

Diese Geschlechter-Einteilung benutze ich nun in folgender Weise
zur Bildung von Zahlgruppen. Ich nehme einen beliebigen Modul m,
etwa so, dafs 9, mit A schon iibereinstimmt, verstehe unter O die
Gruppe der Zahlen aus &, die relativ prim zu m sind, und unter O’
die Gruppe aller der Zahlen w’, deren Norm mit 1 kongruent ist, die

also der Bedingung
N(«") =1 (mod. m)

geniigen. Da hier die Gruppe O’ alle numerischen Einheiten enthilt,
so ist in diesem Falle (E, E")=1 und die Formel in Nr. 4 giebt

K =1(0, 0.

Es ist aber andererseits (0, O") gleich dem Grade ¢ (m) der

Gruppe M, also = g/, sodafs sich
W =hy = hyu”
ergiebt.

Wenn nun & wieder ein imagindrer quadratischer Korper ist, so
erhalten wir fiir die so definierte Gruppe O’ einen Gruppenkdrper K,
wenn wir dem aus der komplexen Multiplikation stammenden Klassen-
korper von & die m*® Einheitswurzeln adjungieren.

Nach einem Satze von Kronecker lifst sich die Klassengleichung,
deren Grad gleich der Klassenzahl ist, durch Adjunktion der Quadrat-
wurzeln aus den charakteristischen Primzahlen in soviele Faktoren
zerlegen, als es Genera giebt. Diese Quadratwurzeln sind Kreis-
teilungszahlen, die dem Korper der m*® Einheitswurzeln angehoren.
Unsere beiden allgemeinen S#tze I. und II. konnen dann hier an-
gewandt werden und ergeben die beiden folgenden Resultate:

1. Die Klassengleichung ist auch in dem Korper, der alle Einheits-

wurzeln enthilt, nicht weiter zerlegbar, als es der Kronecker’sche
Satz erlaubt.

2. Jede quadratische Form mit negativer Diskriminante stellt
unendlich viele Primzahlen dar, die zugleich in einer mit
den Charakteren der Klasse vertriiglichen Linearform ent-
halten sind.

Der letzte Satz ist von Dirichlet (fiir positive und negative

Diskriminanten) ausgesprochen, und viel spiter von dem zu frith ver-
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storbenen A. Meyer, den wir heute in unserem Kreise nicht mehr
unter uns haben, auf einem anderen Wege bewiesen worden.

Er trat bisher unvermittelt und, wie mir schien, ziemlich will-
kiirlich in die Theorie ein, und der Wunsch, ihn in seinem Zusammen-
hang mit der allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen zu ver-
stehen, war fiir mich der erste Anstols zu den Untersuchungen, deren
Hauptresultate ich hier mitteilen wollte.



Konstituententheorie, eine neue, prinzipielle und genetische
Methode zur Invariantentheorie.

Von
C. ReuscHLE in Stuttgart.

Sylvester hat bekanntlich fiir simtliche ,invariante Bildungen“
den Namen Konkomitanten vorgeschlagen, das Wort hat aber bisher
keinen rechten Eingang gefunden und doch kann dasselbe als sehr
zutreffend bezeichnet werden, zumal da es, als tautologisch, sich noch
vereinfachen lifst, es geniigt, ,Komitante“ zu sagen. In der That
treten die Komitanten in der Konstituententheorie als ,begleitende
Funktionen“ der gegebenen Funktionen*) gleichsam ganz von selbst
auf, ohne dafs man von der linearen Transformation, bezw. von der
Definition des Begriffs Invariante auszugehen braucht:

Die Komitanten ergeben sich sami den zwischen ihmen bestehenden
Relationen als unmittelbare Folge, ohme jegliche Rechmung aus den funda-
mentalen Konstituentenformelsystemen, letztere selbst aber werden aus den
Definitionsgleichungen der gegebenen Fumktionen und ihrer Konstituenten
durch Eliminationen, bezw. durch Eliminationen und Differentiationen in
einfacher Weise gewonnen.

Zugleich erhilt man eine ,natiirliche” Symbolik, die an Kiirze und
Ubersichtlichkeit kaum etwas zu wiinschen iibrig lassen diirfte.

Aufserdem mochte ich noch die pidagogische Seite der Konsti-
tuententheorie betonen, insofern es mit ihrer Hilfe moglich ist, einen
der Invariantentheorie ganz Unkundigen in kiirzester Zeit derart in
diese Theorie einzufiihren, dafs er selbst das Gebéude weiter anszubauen
im stande ist.

Um das bisher Gesagte nachzuweisen und damit zugleich den be-
sonderen Namen Konstituententheorie zu rechtfertigen, méchte ich mir
erlauben, in der ersten Hilfte meines Vortrags die Grundlagen der

*) Unter Funktionen sind im Folgenden stets ganze homogene algebraische
Funktionen verstanden.
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Konstituententheorie — nur den Euler'schen Homogensatz und die
Elemente der Deferminanten voraussetzend — fiir das ternire Gebiet
zuerst vom algebraischen, dann vom geometrischen Standpunkt aus zu
entwickeln, im zweiten Teile werde ich, soweit die Zeit reicht, nur
noch in Umrissen skizzieren.

Ist f eine Homogenfunktion #'® Ordnung in z,, ,, &5, und setzt
man, wie gebrduchlich,

Lof . 1 oF .
m ox; b mm—1) Om,0m, ¥ "

so mogen die f; die ersten, die f;x(= fi;) die zweiten u. s. w. Kon-
stituenten von f heifsen; alsdann hat man im ternéren Gebiet nach
dem Euler'schen Homogensatz fiir die Funktion f

(1) f=fiz + f12, + 325 = |fz|*) [m]

als erste oder explicit-lineare Konstituentenform, deren Koeffi-
zienten die ersten Konstituenten (m — 1) Ordnung sind. Weiter
hat man fiir die ersten Konstituenten:

fi =fu® + fis% + f1s%s = |f1 7] .
(2) { fo = fu® + fu® + fu®% = x| |, kurz: fi=|fix| [m—1]
fo = sy + fos®e + fas % = |fa]

als explicit-lineare Formen, deren Koeffizienten die zweiten Kon-
stituenten (m — 2)** Ordnung sind.

Aus diesen Definitionsgleichungen der Funktion f und ihrer ersten
Konstituenten ergeben sich nun durch Eliminationen der expliciten z
zugehorige Konstituentenformelsysteme, welche erste und
zweite Konstituenten enthalten.

Setzt man n#mlich zur Abkiirzung die aus den zweiten Kon-
stituenten gebildete Determinante der ersten Konstituenten

*) Diese Abkiirzung moge als Abschleifung der Gauls’schen Bezeichnung
[ab] = a, b, + agb, + - - -, welche in der Methode der kleinsten Quadrate tiblich
ist, betrachtet werden. — Die in eckiger Klammer hinter den Gleichungen bei-
gesetzten Zahlen sind die Ordnungszahlen (Grad in den z,); stehen hinter einer
Gleichung zwei durch ein Komma getrennte Zahlen in der eckigen Klammer, so
ist die erste die Ordnungszahl, die zweite die Klassenzahl (Grad in den u). —
Es moge noch bemerkt sein, dafs beim Vortrag in Ziirich alle folgenden Gleichungen
auf Tableaux geschrieben, und dafs zur grofseren Ubersichtlichkeit diejenigen
Gleichungen, deren Nummern den Index D tragen, den gleichnumerierten Glei-
chungen dualistisch gegeniibergestellt waren.
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fu fu fs
3) fao fas fas |=F% [3m — 6]
fso fos T

und bezeichnet deren Unterdeterminanten (2m — 4)%** Ordnung mit F;
(Fix=F}:;) und nennt dieselben die adjungierten Konstituenten
der fix, so erhilt man durch Auflgsung der Gleichungen (2) nach den ;,
d. h. indem man immer je zwei der explicit-linearen x eliminiert:

F-o,=F i+ Fufs+Fulfi= |F1fl
(2a) { F-2y=F; fi+Fofs+Fasfo=| F5f|
F-oy=Fy fi+Foofy+Fasfs=| Fof|

als ein erstes Konstituentenformelsystem. Komponiert man das-
selbe unter Adjungierung der Funktion I. Ordnung und I. Klasse

©) Uy Ty + Uy + Ug Ty = |uz| [1, 1]
mit den w; so erhilt man die Funktion (3w — 5)'*" Ordnung und
L. Klasse:

, kurz:  Foxy=|Fif| [3m—5]

(Fyuy + Figus + Figug)fy
+ (Fguuy + Fopus + Fypus) f [3m — 5, 1],
+ (Fyuy + Fypuy + Fogus)fy

sotzt man die hierin auftretenden Klammergrofsen nach Analogie mit
(2) zur Abkiirzung gleich F;, so erhilt man als Seitenstiick zu den
Funktionen (2) die Funktionen:
Fi=Fyu+Fiup+t Figus=|Fyul
(2)p | Fo="Fyy s+ Fop g+ Fogtty=| Fyu|
Fy=Fyu+ Fuy+ Fyyus=| Fyul
komponiert man diese nochmals mit den %; und bezeichnet die ent-
stehende Funktion mit F, so erhiilt man als Seitenstiick zur Funktion f
die Funktion:

(Do F— Fyu+ Fyty + Fyuy — | Fu|  [2m—4, 2],

Gemifs (2)p geht die Funktion (5) iiber in:

F-luz| = F\f, + Fif; + Fofy = | Ffl,

®) F-Juz| =

, kurz: Fy=|Fu| [2m—4,1],

also:

Ch F-uw| = | Ef] [Bm —5, 1].
Durch Auflésung der Gleichungen (2)p nach den u; erhilt man

als Seitenstiick zu (2a) das weitere Konstituentenformelsystem:

*) Dieser Buchstabe wurde beim Vortrag ,Fes* gesprochen.
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Fu=fuFi+faFetHisFse=|F|
Qa)o| Fuy=Fy Fi+fou FyHasFy=|fF | {, kurs: F-u=|fiF| [3m—6,1].
Fosy=fy Fy+foa st Fs=|1sF|
Des Weiteren geben die Gleichungen (2), mit den z; komponiert,
gemiifs (1) fiir die Funktion f
f=fuz®+ 2fis2,2 + - -
) — (et fin + 0 — [l ™
als zweite oder explicit-quadratische Form, deren Koeffizienten
die zweiten Konstituenten (m — 2)%** Ordnung sind; analog geben die
Gleichungen (2)p, mit den ; komponiert,

F = Fyu® + 2F 0 + - - -
(oo — (B, + Fyty + By — |Fup 2752
Ferner: die Gleichungen (2a), mit den f; komponiert, geben:
(6) Fof =Fufi + 2Fufifs + - = |Ff|® [4m —6, 0],

und die Gleichung (2a)p, mit den F; komponiert, geben:
(6)o F-F=fF*+ 2/ FiF;+---=|fF|® [5m—10, 2],

wihrend die Formeln (2a)p, mit den 2; komponiert, wieder die Glei-
chung (5") geben, womit ein erster in sich geschlossener Opera-
tionskreis angezeigt ist.

Nimmt msn nun, als am nichsten liegend, |fz| und [uz| zu-
sammen und eliminiert aus

[Ife] =fi#, + % + fiz }
| |uer| = w2y + 2y + s
der Reihe nach je ein explicites 2z, so erhilt man:

%
—h

Uy,
—f

Uy

-/

|fz|-uy—fy|uz|= — (%) %yt (fou) @5 F
Irolw—filusl— Gow)n (|| AVEDEN |,
|| -us—fyr|w|=—(fyu) 21 +(fy45) %3 ' i A

woftir man kurz die leicht dem Gediichtnis sich einpriigende , Matrix-
gleichung® schreiben kann:

If“”fl fs 1s
@ luz] | w wy g

(fhus) (fow) (fius)

Z % Zg

[m7 1]7

*) Um das symbolische Quadrat anzudeuten, ist der Exponent, wie beim
Taylor'schen Satz mit mehreren Veréinderlichen gebréiuchlich, in Klammern ein-
geschlossen, iiberdies sind die symbolisch zu quadrierenden Koeffizienten durch
Unterstreichen gekennzeichnet.
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wenn man unter dem Symbol | [=| | das System der drei Glei-
chungen versteht, die man erhdlt, wenn man die Determinanten der
einen Matrix gleich den entsprechenden der anderen setzt, und wenn
das Symbol links, das man eine ,geteilte Matrix“ nennen kann,

der Reihe nach die drei Determinanten Ife £

luz| 2
bedeuten soll.

Komponiert man die, drei Gleichungen repriisentierende, Matrix-
gleichung mit den F;, damit links die Funktion F erscheint, so er-
giebt sich gemiifs (5") (vgl. auch das ausfilhrlichere Schema oben):
If=l | Ff f Fluz|
|uz| |Fu| |luz| F

(fit) (fow) (i) | = (FwyaF) = (fu@F)
=] % Zy #y | = (fyus) (@ F3) + (fsrey) (23 F1) + (fr) (2, Fy)

K K K |=|(fuweh)|,

und ,eyklisch weiter®

(7 |(F) (e F)| = F-f— F - |uae|? [8m — 4, 2];

man gewdhnt sich rasch daran, diese letzte Gleichung direkt aus der
Matrixgleichung abzulesen. Ganz auf dieselbe Relation wiirde auch
die auf |Fu| und |zu| angewandte Matrixgleichung durch Komponie-
rung mit den f; fithren, womit ein zweiter in sich geschlossener
Operationskreis angezeigt ist.

Mit diesen wenigen und einfachen Hilfsmitteln ist also aus den
Definitionsgleichungen der Funktion f und ihrer ersten Konstituenten
unter Adjungierung der Funktion |#z| und durch Komponierungen
der bisherigen - drei Konstituentenformelsysteme (2a), (2a)p und (I)
eine Reihe weiterer Funktionen hervorgegangen; werden alle diese
Funktionen, f selbst mitzihlend, begleitende Funktionen oder Komi-
tanten genannt, so hat man neben den 4 Komitanten

F
[3m — 6, 0]
f juc] F
[m, 0] (L1 [2m—4,2]
die vier weiteren nebst zugehdrigen Relationen
FAW=Ff  |Ffl=Fuz|  |fF®=FF
[4m — 6, 0] [8m — 5, 1] [5m — 10, 2]

[(Fy@F)| = F.f — F-Jus|?;
[Bm — 4, 2]
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die vier letzteren sind ganze rationale Funktionen der vier -ersteren
und damit als reducible Komitanten gekennzeichnet.*)

Nun zur geometrischen Betrachtung des Bisherigen und zwar fiir
den einfachsten Fall, in welchem zweite Konstituenten existieren, d. h.
wenn m = 2, also [ ein Kegelschnitt**) und daher die f;z und so-
mit auch die F;; und F konstant sind. Die Ordnungs-Klassenzahlen
der Komitanten werden jetzt:

f 1201 |Ff®=Ff
lue| [1,1] |Ff| =F-|uz]
F [0,2] |fFI®=F.F

|(fwy@F)| =F-f —F-|uz|®.
[0, 0] (2 2]

Die letzte Komitante, fiir welche man links eine monomische,
rechts eine binomische Form hat, ist es, welche die geometrische
Deutung vermittelt.

Betrachtet man zunichst die Gerade u; als gegeben, so ist auflser
F auch F eine Konstante, die Komitante [2, 2] ist also eine Kurve
II. Ordnung, welche gemifs der monomischen Form den Punkt
mit den Koordinaten F; als Doppelpunkt***) hat und welche
gemifs der binomischen Form den Kegelschnitt f bertihrt in seinen
Schnittpunkten mit der Geraden |uz|; also:

|(fu)@F)| = F-f — F-|lux|® ist das Tamgentenpaar im f-Schnitt-

punktepaar der Geraden |ux| und F; ist der Doppelpunkt des Tangenten-
paares, der sogenammte Pol der Geraden u;.
Ist F =0, so geht das Tangentenpaar iiber in

'f(“)(xF)l =F'f7

d. h. in den Kegelschnitt / selbst, der also von Haus aus ein Geraden-
paar sein mulfs; also:

F = 0 besagt, dafs der Kegelschnitt [ in ein Geradenpaar zerfdllt;
ist aber F' =0, so geht das Tangentenpaar iiber in

|(fw) @ F)| = — F-[uz|?,

*) Der Zahlenkoeffizient von m in den beigesetzten Ordnungs-Klassenzahlen
ist die Gradzahl der Komitante (Grad in den konstanten Koeffizienten von f).
**) Statt ,,f ist die Funktion eines Kegelschnittes** oder ,,f = 0 ist die Glei-
chung eines Kegelschnittes® soll der Kiirze wegen im Folgenden meist gesagt
sein: ,,f ist ein Kegelschnitt®, etc. etc.
**+) Denn fiir #; = F,; verschwinden nicht allein die Determinanten (x F'), son-
dern auch die Determinanten (fu), da gemifls (2) und (2a);,

f;) = |f,F| = F-u;; also (fu)=F-(uu)=0.

zy=1T;
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d. h. in die doppelt zu denkende Gerade |uz|, welche also Tangente des
Kegelschnittes f ist; also:
F ist der Kegelschnitt in Linienkoordinaten.

Ganz analog erhilt man bei gegebenem xz; den zum obigen Satz
dualistischen Satz:

|(fu) @F)|=f-F —F-|2xu|® ist das Beriihrungspunkiepaar des
F-Tangentenpaores des Punktes |xu| und f; ist die Doppelgerade des
Beriihrungspunktepaares (die Beriihrungssehme des Tangentenpaares), die
sogenamnte Polare des Pumktes z;.

Die Komitantenrelation |Ff] =F - |ux| besagt aber: liegen x; und
w; vereinigt, so liegen auch f; und F; vereinigt und umgekehrt, sie spricht
also den Fundamentalsatz von Pol und Polare aus; eine kiirzere ana-
lytische Form fiir diesen Satz ist wohl nicht denkbar. Ebenso einfach
sind die Deutungen der zwei iibrigen Komitantenrelationen.

Von hier an werde ich nur noch in Umrissen skizzieren. Wihrend
die einzelnen Formeln eines Konstituentenformelsystems natiirlich vom
Koordinatensystem abhéingig sind, sind die daraus durch die obigen
Komponierungen erhaltenen Komitanten und Komitantenrela-
tionen, wie geometrisch unmittelbar einleuchtet, vom Koordinaten-
system unabhéingig, also invariant, was hinterher durch Ausfiihrung
der linearen Transformation in bekannter Art leicht analytisch nach-
zuweisen ist.

In der begonnenen Weise systematisch fortfahrend erhdlt man als
wichtigste Formelsysteme mit zweiten Konstituenten, welche
zu f und F' gehoren, die folgenden vier

fuf — ft = (Fpaes)® | |
{0 { u. cyklisch weiter }’

(Do
[ Fuf —F .ot = (ﬁfs)‘”’]

b}

: FuyF— F?=F. (f2u3)(2)}

(I1a)

?
oy {F (FuF —F ) = (pgm)m}.
Dieselben konnen in verschiedener Welse hergeleitet werden, z. B.
das System (II), indem man die Matrixgleichung zundchst auf je zwei
der Gleichungen (2) und dann auf Gleichung (1) und je eine der
Gleichungen (2) anwendet, analog die iibrigen.
Jedes der Formelsysteme repriisentiert 3 -3, d. h. 9, oder wegen

fix = fis vielmehr nur 6 Gleichungen; in der Anwendung geniigt es
Verh. d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Ziirich 1897. 9
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aber, immer nur die erste Formel anzuschreiben; z B. aus dem
Schema (IIa) mit dem beigesetzten Komponierungsfaktor u,?

g [P 6

?
d. h. aus dem Formelsystem (Ila), komponiert mit den Quadraten und
doppelten Produkten von u,, u,, u; liest man unmittelbar ab:
|Fu|®-f —F-|uz]? = (fuf)®;
= F.f—F-|uz|®

man braucht nimlich nur einmal das vollstiindige System der 6 For-
meln samt den komponierenden Faktoren anzuschreiben und man tiber-
zeugt sich sofort, dafs man einfach jedem Glied der Konsti-
tuentenformel den komponierenden Faktor, hier das u,
innerhalb der Vertikalstriche bezw. der Klammern mit Weg-
lassung aller Indices beizusetzen hat; bei Weglassung des
Doppelindex, wie beim Koeffizient Fy, von f hat man F zu
schreiben und den Exponenten in Klammer zu setzen.

Ganz analog erhéilt man aus (Ila)p durch Komponierung mit
xls, e

F-[|fz|®-F —F-|uz|] = (F2F)®;
= F[Ff—F-|uz]?]
also mit Hinzunahme der bisherigen Resultate:
(Far)®
|(Fu) @F)| = (fup®="22—=F.f —F - |ux|?,

sodafs fiir diese reducible Komitante drei verschiedene mono-
mische und eine binomische Form, deren jede von Bedeutung ist,
gewonnen sind. Gerade in dem Umstand, dafs man in der Konsti-
tuententheorie eine ganze Reihe verschiedener Formen fiir ein und
dieselbe Komitante mit so grofser Leichtigkeit erhilt, diirfte, abgesehen
von der sonstigen Einfachheit, ein besonderer Vorteil dieser Theorie
liegen. Neben der theoretischen Bedeutung der verschiedenen Formen
fiir ein und dieselbe Komitante, steht aber auch noch ein praktischer
Vorteil: ist némlich fiir f irgend eine spezielle Funktion gegeben, so
erhilt man, da eine in der Konstituentensymbolik geschriebene Komi-
tante fiir eine spezielle Funktion mit kleiner Miihe sich berechnen
lifst, durch Beniitzung der verschiedenen Formen der Komitante in
der ﬁ'bereinstimmung der ausgerechneten Resultate, sehr gute Proben;
an solchen fehlt es iiberhaupt in der Konstituententheorie nirgends;
da dieselbe den ausgiebigsten Gebrauch vom Prinzip der identischen
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Transformation macht, weshalb die Konstituententheorie auch Algebra
der identischen Transformation genannt werden kdnnte.

Die Wichtigkeit der vier Formelsysteme (II), denen auch noch
andere zusammengesetztere mit zweiten Konstituenten zur Seite stehen,
und an welche bei fernerem Aufbau der Theorie natiirlich auch Kon-
stituentenformelsysteme mit hoheren Konstituenten sich anschliefsen,
ergiebt sich daraus, dafs schon mit Hilfe dieser vier Formelsysteme
eine aufserordentliche Menge von Folgerungen und Sitzen zu erhalten,
zahlreiche Aufgaben in sehr einfacher Weise zu 16sen sind, wobei ich
noch als ein wesentliches Moment der Konstituententheorie hervor-
heben mochte, dafs man gar nicht notig hat, Probleme zu stellen,
diese stellen sich von selbst: man braucht nur die Formelsysteme
i allen moglichen Weisen 2zu komponieren, wobei man algebraische
Identitiiten und bei geometrischer Deutung geometrische Sitze erhdlt, wie
das oben ausgefiihrte Beispiel gezeigt hat (vgl. auch S. 139 unten).

Die hauptstichlichsten Komponierungen (vgl. auch 8. 134) sind:

a) Komponierungen mit Verinderlichen, sei es mit kogredienten
oder mit kontragredienten, sei es mit einfachen oder mit zu-
sammengesetzien;

b) Komponierungen mit Konstituenten, sei es mit einfachen oder
zusammengesetzten, sei es mit Konstituenten der urspriinglichen
Funktion oder mit Konstituenten neu hinzugenommener, bezw.
neu hinzugetretener Funktionen, wozu natiirlich auch Kompo-
nierungen mit Konstanten geh6ren, da eine Konstantenreihe stets
als letzte Konstituenten einer Funktion betrachtet werden konnen;

¢) Komponierungen mit Faktoren, die aus Veridnderlichen und Kon-
stituenten zusammengesetzt sind;

d) Komponierungen mit Differentialen; etc. ete.

Die Komponierungen zur Gewinnung von Komitanten sind dimen-
sionale.*) Ein weiteres Merkmal fiir eine Komitante in der Kon-
stituentensymbolik bildet auch die Moglichkeit ihrer Schreibweise ohne
Indices.

Nimmt man aber nicht-dimensionale Komponierungen vor,

*) Geht man n#mlich auf nicht homogene Funktionen zuriick, indem man
z, y, 1 an Stelle von z,, x,, 2, gesetzt denkt, und betrachtet man 2, y als
Grofsen erster Dimension, eine Funktion mter Ordnung in # und y, beginnend mit
ayx™+ - - - als Grofse mter Dimension, somit a, als Grdfse nullter Dimension,
80 kann man leicht eine Dimensionsskala fiir die verschiedenen Konstituenten
und damit auch fir die einzelnen Formeln eines Formelsystems anlegen, alsdann
sind die Komponierungen so vorzunehmen, dafs jedes einzelne Glied der ent-
stehenden algebraischen Identitit von derselben Dimension wird.

9#
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oder komponiert man nur einen Teil der Formeln eines Formelsystems,
so erhélt man Funktionen nebst zugehdrigen Relationen, deren geo-
metrische Deutung metrische Sitze liefert; z. B. ist aus den drei
ersten Formeln des Systems (II) die Bremnpunktstheorie der Kegel-
schnitte in einfacher Weise zu entwickeln. Auch die geometrische
Deutung der einzelnen Formeln eines Formelsystems ist von analy-
tisch-geometrischem Interesse, z. B. giebt die letzte der Formeln (Ila)
fiir Descartes’sche Koordinaten das Asymptotenpaar des Kegelschnitts f
in monomischer und binomischer Form.

Nimmt man endlich Komponierungen mit Differentialen u. dergl.
vor, 80 erhilt man in durchaus genetischer Weise Identitéiten bezw.
Sitze, welche in der Theorie der Abel’schen Integrale, sowie in der
Theorie der Beriihrungstransformationen eine Rolle spielen; ete. etc.

Im Anschlufs an die obigen Formelsysteme (II) mochte ich einen
kleinen Exkurs auf das bindre Gebiet machen; aber nur in soweit,
als ich es nachher notig habe. In diesem existieren die Formeln
rechts, welche Linienkoordinaten enthalten, natiirlich gar nicht, die
beiden Formelsysteme links gehen in das eine zusammen:

fuf —f* = F.a? wo F — fu fi
[fmf—-flﬁ =—-F-w1wg}’ fa [e
fof—ft = F.x? das bindire F ist.

Fiir die quadratische Funktion in der Form

f=a2’+ 2bz + c=(az + D)z + (bz +¢)
— x4 (zur Abk.),

wo §, o die ersten und a, b, ¢ die zweiten Konstituenten sind, lautet
dieses Formelsystem:

af =§ +d

{bf= §n—d-x ], wo 0 =ac— 0.

of =n 4 0.2
Dasselbe kann natiirlich auch ganz elementar algebraisch hergeleitet
werden. Dabei ist mir nur auffallend, dafs dieses Formelsystem als
ein System zusammengehoriger Identitéiten noch nirgends aufgestellt
ist, obwohl die erste Formel eine nicht selten gebrauchte ist und die
letzte dieselbe Relation fiir die Reciprokalfunktion von f ausspricht.
Aber gerade in der Hinzufiigung der mittleren Formel und in der
Zusammenstellung zu einem Konstituentenformelsystem liegt der Schwer-
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punkt, da durch Komponierungen desselben wieder eine Fiille von
Folgerungen fast miihelos gezogen werden konnen und zwar sowohl
auf dem Gebiet der Algebra, wie der Analysis, auf dem Gebiet der
projektiven, wie der metrischen Geometrie. Als Beispiel sei nur an-
gefilhrt, dafs mit Hilfe des Formelsystems af = §® - d etc. die
Cayley’'schen Syzyganten (s. auch S. 135) fiir die binéire kubische
und biquadratische Funktion ganz elementar algebraisch und zugleich
genetisch gefunden werden, sodafs die auf diese Syzyganten sich
griindende sog. invariantentheoretische Auflosungen der ku-
bischen und biquadratischen Gleichung rein elementar-algebraische
genannt werden konnen. —

Ich kehre wieder zum terniren Gtebiet zuriick. Was die Komi-
tanten des simultanen Systems zweier Kegelschnitte f und g anbelangt,
so zeigt die Tabelle auf der folgenden Seite, wie man aus den beiden
Formelsystemen .(II) und (IIa), indem man dieselben der Reihe nach
mit den fiinf angeschriebenen Faktoren (Faktorenreihen) komponiert,
die 14 Simultankomitanten ohne weiteres ablesen und hinschreiben
kann, welche mit den zu f und g allein geh6rigen 7 Komitanten

F
; |uz|

F
G

nach dem Gordan’schen Satz das vollstindige System der 21 Fun-
damentalkomitanten zweier Kegelschnitte mit einer Variablen-
reihe # und einer Variablenreihe # bilden.

Dabei sind die durch das Wort ,und“ verbundenen durch Ver-
tauschung von f und g u. s. w. entstanden, wihrend die durch die
Worte ,und dualistisch“ verbundenen durch Dualisation, d. h. durch
Vertauschung der kleinen und grofsen auf die beiden Kegelschnitte
beziiglichen Buchstaben und durch Vertauschung von z und « ent-
standen sind, wie sie auch direkt aus den dualistischen Systemen (II)p
und (Ila)p zu erhalten wiren:
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Zugleich liest man, wie in den obigen Beispielen, zu jeder der
Komitanten eine Komitantenrelation ab und gewinnt jedesmal
weitere reducible Komitanten, aber gerade solche, welche in
direkter und geometrisch wichtiger Beziehung zu den betreffenden
Fundamentalkomitanten stehen, und diese reduciblen Komitanten
sind es eben, welche, wie im eingangs ausgefiihrten Beispiel, die
geometrische Deutung vermitteln.

Aber auch an sich konnen reducible Komitanten nebst den zu-
gehorigen Relationen von Bedeutung sein, wenn dieselben wichtige
und fundamentale Sitze in einfachster Form aussprechen, wie
es z. B. bei der Relation

|Ff| =F - luz]|
oben der Fall war; dabei zeigt sich, dals die am néchsten liegenden
Komponierungen, bezw. diejenigen, bei welchen die komponierenden
Faktoren die einfachsten sind, im allgemeinen auch die wichtigsten
und fundamentalsten S#tze aussprechen, bezw. interessante geo-
metrische Aufgaben losen, wie das Schlufsbeispiel zeigen soll.

Die Hauptsache aber ist, dafs die reduciblen Komitanten auch die
Aufstellung der Syzyganten vermitteln. An der Hand der letzten
Tabelle lifst sich aber leicht zeigen, wie dieselben in einfacher Weise
zu erhalten sind. Bei Komponierungen mit zusammengesetzten
Faktoren, wenn man z. B. mit den Quadraten und doppelten Produkten
von zweireihigen Determinanten komponiert, wie in den drei letzten
Fillen der Tabelle auf S.134, tritt sowohl links als Koeffizient von f als
auch rechts eine reducible Komitante auf, erstere lifst sich durch
bereits schon vorhergehende Komponierungen leicht in Funktion von
irreduciblen Komitanten ausdriicken, fiir die letztere ergiebt sich mit
Hilfe der Matrixgleichung sofort eine zweite Darstellung durch andere
irreducible Komitanten, damit erhidlt man also Relationen zwischen
irreduciblen Komitanten, d. h. sogenannte Syzyganten.

Und wie die Komitantenrelationen nur Ablesungen aus den
Konstituentenformelsystemen sind, so sind die Rechnungen zur Ge-
winnung von Syzyganten kaum Rechnungen zu nennen, so einfach sind
dieselben, wenigstens von vorneherein, spiter wenn die komponierenden
Faktoren zusammengesetzter werden, werden natiirlich auch die Rech-
nungen etwas komplizierter.

Dabei mochte ich noch eines sehr merkwiirdigen Umstandes gedenken
Wenn ndmlich die reducible Komitante rechts als homogene quadratische
Funktion sweier irreduciblen Komitanten aufiritt, so ist die Diskriminante
dieser quadratischen Fumktion wichts anderes als die links als Koeffizient
von [ aufiretende Komitante, womit man zugleich einen Einblick in
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das Wesen solcher Syzyganten gewinnt. Nimmt man nun noch geeignete
Umstellungen mit der Syzygante und weitere Umformungen vor, ins-
besondere mit Hilfe des biniiren Formelsystems af = £ 4 & ete, so
gewinnt man das eine Mal einen tieferen Einblick in das Wesen einer
solchen Syzygante, das andere Mal durch geometrische Deutung eine
grofsere Reihe interessanter geometrischer Sitze.

In betreff der Konstituentensymbolik ist zu bemerken, dafs die-
selbe eine Art stenographische Schreibweise fiir die Komitanten giebt,
insofern jede derselben mit dem logisch notwendigen Minimum von
Buchstaben bezw. Zeichen sich schreiben lifst; z B. |Fg| ist das
kiirzeste Symbol unter den obigen Simultankomitanten; |Fg| = 0
besagt (analog wie |Ff| =0 oben): Der F-Pol von u; und die
g-Polare von z; liegen vereinigt; also stellt diese Gleichung bei
konstanten » die g-Polare des F-Pols von u;, bei konstanten x
den F-Pol der g-Polaren von z; dar. Man kann fiir das obige
System leicht einige wenige Regeln aufstellen, vermittelst deren aus
dem analytischen Ausdruck der Komitante ihre geometrische Bedeutung
leicht sich merken lifst, bezw. abzulesen ist.

Die Tabelle auf der niichsten Seite giebt eine iibersichtliche und
systematische Zusammenstellung der 21 Fundamentalkomitanten zweier
Kegelschnitte f und y nach den Ordnungsklassenzahlen.*) Bei der Kiirze
der Zeit kann ich nicht niher darauf eingehen, ich mdchte nur erwihnen,
dafs diese Zusammenstellung logisch befriedigend ist, oder wenn ich
mich so ausdriicken darf, ein philosophisches Geprige hat:

*) Die iiber den Komitanten in eckiger Klammer stehenden Zahlen sind die
allgemeinen Ordnungs-Klassenzahlen, wenn f von der mten, g von der nten QOrd-
nung ist, sie involvieren zugleich die Gradzahlen (s. oben S. 128 Anm.*)); die
unter den Komitanten stehenden Zahlen sind die Ordnungs-Klassenzahlen fiir
m=n=2.
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Und nun will ich noch ein typisches Beispiel einer reduciblen
Komitante vorfithren, das zugleich zeigen soll, wie einfach allgemeine
analytisch-geometrische Aufgaben nach der Konstituententheorie sich
losen lassen, ich wihle hierzu die Aufgabe:

Ort der Schnittpunkte der f-Polaren und der g-Polaren

der f-Punkte,
wobei ich bemerke, dafs die folgende Zusammenstellung die ganze
notige Rechnung ohne jegliche Auslassung enthilt.

Ist y; ein beliebiger f-Punkt, so hat man:
Bedingung fiir y;:  |fy|® =0

f-Polare von y;: |fy] =0

A\
= *
g-Polare von y;: |gy] =0 }?/= (fg) ®

9;- Eliminat giebt als gesuchte Kurve:

£ (F9)I® = (ffg)® =0;

" oy, = (??;) bedeutet nach der Bezeichnung von Study: y, = (f; g,),
Y = (10, ¥ = (fi9)-
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aber aus:

—
(IIa) {an —F.2%= (fsfs)"’} 9
folgt:

(Frg)® = |Fg|® . f—F.g
= [|Fgl@-g—(FzP@]|f—F-g* (@ Nobouroshmung)
= |Fg|® -fg—(Fx Q)" f—F .9

N
Nebenrechnung: fi(iH) {gug-——gl’=(qgws)(’)} | Fiu
ryg

ferner: | Fg|® = |Fu|® Ju=g; *)

Der Ort ist also eine Kurve IV. O., welche gemifs der mono-
mischen Form, wie leicht zu zeigen, die Ecken des den Kegelschnitten
f und g gemeinsamen Polardreiecks zu Doppelpunkten hat und welche
gemifs der binomischen Form die Kegelschnitte f und |Fg|® je
viermal beriihrt in ihren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt g; die
letzte trinomische Form ist die Darstellung des Ortes in den Funda-
mentalkomitanten von f und g. Dabei mdge noch bemerkt sein, dafls
in der Figur lediglich der deutlicheren und ibersichtlicheren Dar-
stellung halber die beiden Kegelschnitte in der speziellen Lage einer
Ellipse und eines konzentrischen Kreises gewihlt sind, wobei das
gemeinschaftliche Zentrum ein isolierter Punkt der Ortskurve wird.

Umgekehrt fiihrt die Konstituententheorie ganz von selbst auf
diese Aufgabe, sobald man unter den verschiedenen Komponierungen
des Formelsystems (Ila) die Komponierung mit g,® u.s. w. vorgenommen
hat, alsdann giebt die dadurch erhaltene monomische Form (ffg)®, als
y; Eliminat aus -

Ify|®=0
Ify] =0
lgy| =0

aufgefafst, sofort das obige Erzeugungsgesetz fiir die Kurve. Ubrigens
ergiebt sich dasselbe auch noch einfacher gemif(s der S. 136 erwihnten
und angedeuteten Regeln und mit Hilfe des Satzes auf S. 128.

*) also |Fyg|® ist ein Kegelschnitt als Ort eines Punktes, dessen g-Polare
F-Tangente ist (Poncelet'scher Kegelschnitt).


file:///Fg/w-f-F-g*
file:///Fg/W
file:///Fg/W
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Zum Schlufs hitte ich noch den Wunsch, dafs es mir mit diesen
wenigen Ausfilhrungen gelungen sein mdchte, der Konstituententheorie
einige Freunde und Mitarbeiter zum weiteren Ausbau gewonnen zu
haben, zumal ich nach meinen bisherigen Erfahrungen der Uber-
zeugung bin, dafs das konsequente und systematisch durchgefiihrte
Konstituentenprinzip sowohl in der Invariantentheorie, wie in der
analytischen Gteometrie, in der Algebra wie in der Analysis wesentliche
Vereinfachungen und sicher auch noch viele weitere neue Gesichts-
punkte ergeben wird, wie ich in spiteren Verdffentlichungen des
Néheren ausfithren werde.

Bemerkung: Zu diesem meinem Vortrag machte ich noch hinzu-
fiigen, dafs ich die in der Zahlentheorie, Invariantentheorie u. s. w.
allgemein gebriuchliche Benennung ,Form“ fiir ,ganze, homogene
algebraische Funktion®, obwohl sie durch grofse Kiirze sich aus-
zeichnet, nicht angewandt habe, und dafs ich hierfir ,Homogen-
funktion“ oder kurz blofs ,Funktion® sage, da ich es einerseits
nicht fiir zuldssig halte, dals dem allgemeinen Begriff, den die Sprache
mit dem Wort ,Form“ verbindet, diese spezielle Bedeutung unterlegt
wird, und da anderseits die verschiedenen Formen einer Funktion,
einer Komitante in der Konstituententheorie und daher auch in der
Invariantentheorie eine Hauptrolle spielen, wie ja das Prinzip der
verschiedenen Formen als eines der wichtigsten, wenn nicht als
das wichtigste Prinzip in der Mathematik und Philosophie, ja iiber-
haupt in Kunst und Wissenschaft, angesehen werden darf.



Sur les systemes associatifs de nombres symboliques.

Par

C. STépHANOS & Athones.

Dans sa communication M. Stéphanos a fait voir que l'étude des
systémes de nombres symboliques de la forme

=16, + -+ Zpen

(on les =z, x,, - &n désignent des quantités ordinaires réelles ou
imaginaires) et dont la multiplication est définie par une formule
telle que

€xey = Za;jx % Yj e, (":7 Jk=1,2,.-- m)

revient & 1’étude de la forme trilinéaire
f(z,y,w) = Zaz:yym, (i,5,k=1,2,---m)

dans laquelle on doit considérer les u comme des variables
contragrédientes aux z et aux y.
Pour que la multiplication en question satisfasse a la loi d’association

(ex,) €, = e (ey€,)

il faut et il suffit que la forme f (2, y, ) soit telle que I'on ait I'identité:

of®, y,w)ofly, 2, w __ of(®, y, ) of(y, 2, u)_
2 0y; ow; —2 ou; 0y;

A coté des expressions e, il convient de considérer aussi d’autres
expressions symboliques de la forme:

“n=“151+"'+“m8m:
et définir les produits e,u, et u,e, par les formules

ety = (8,4, %) = Dz e yju,

Uy == f(x, &, u) = 2k Xi & U.
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Dans le cas od I'on a la loi d’association
(ezey) €: = e5(ey65)
il se trouve que Pon a aussi
(eve:) e = &y (e %),
(ests) €2 =€, (Us €z),
. (e €z) €y = u, (e 6y).
M. Stéphanos a ajouté qu'en partant de ces principes il a été conduit
4 un grand nombre de résultats relatifs a la théorie des systémes

associatifs de nombres symboliques qu'il publiera prochainement dans
un travail étendu.



Resultante terniarer Formen.

Von

P. Gorpax in Erlangen.

Die Formen f, f,, f; seien drei ternire Formen, welche in den
Variabeln die Grade m, n, p haben. Die Resultante R ist eine ganze
Funktion ihrer Koeffizienten in den Graden np, mp, mn.

Bezeichnet man die Gleichungen der Schnittpunkte von f;, f; mit:

Ugy =0, Ug, =0, - ua”p=0,

80 hat man:
¢)) B={f(ey)f(e5) - f(etns)-
In dieser Formel treten die Koeffizienten von f rational auf; die von
f; und £, sind implicit in den « enthalten. Man mufs sie daher so
transformieren, dafs auch die letzteren rational vorkommen. Zu
diesem Zwecke entwickle ich R in eine Reihe von Uberschiebungen:

R=2(T, V).
Die U sind Invarianten etc. von f und die ¥ simultane symmetrische
Invarianten ete. der «. Wir bilden nun ein System:

P, 1) P, 2 " °° P "

asyzygetischer Invarianten ete. von f vom Grade #p in den Koeffizienten,
und wihlen fiir sie symbolische Produkte.

Nach dem Hermite'schen Reciprocititssatze lassen sich hieraus
weitere asyzygetische Formen:

Qan"'Q#

ableiten, indem man die Symbole von f durch die o ersetzt, diese
dann permutiert und addiert. Die U sind linear in den P und die ¥V
in den Q.

Man erhilt somit die Gleichung:
@) R=Zc¢(P,Q),

in welcher die ¢ numerische zu berechnende Koeffizienten bedeuten.
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Die ¢ kommen in (1) und (2) vor, einerseits in den f(e),
andererseits in den . Aber es besteht zwischen (1) und (2) der
Unterschied, dafs R eine simultane Invariante von drei Formen f, f;, f;
ist, wihrend die @ Kombinanten und Semikombinanten von f; und f;
allein sind.

Die @ sind aufserdem rationale Invarianten etc. des Produktes

V= Ug, Ug, * * * u"‘n_p;

man kann daher zwei Arten von @ unterscheiden, deren erste aus
den ganzen Invarianten etc. von » besteht.

Um zur zweiten zu gelangen bemerke man, dafs die Bedingung,
dafs f in lineare Faktoren zerfillt,

V=0

ist, wo V eine gewisse Kovariante oder Invariante von f bedeutet, die
in den Koeffizienten den Grad » 4+ 1 hat. Nach dem Reciprocitits-
satze entspricht ¥V eine simultan symmetrische Invariante ete. 4 der e.
Die Uberschiebungen tiber 4 bilden die zweite Art Q.

Fiir m > np kommen in (2) nur ¢ der ersten Art vor; R ist
dann eine simultane Invariante von f.-und v. Man kann es unter der
Annahme berechnen, dafs f in lineare Faktoren zerfillt.



Sur les problémes qui se rapportent & la résolution des
équations algébriques renfermant plusieurs inconnues.

Par

F. Exriques & Bologne.

Ktant donnée une équation algébrique
f(@, %3y - @) =0

il gagit de la résoudre en posant z,, z,, - - - 2, fonctions de » — 1
paramétres u,, - - - Up_3.

On peut envisager le probléme ou bien au point de vue analy-
tique, en exigeant p. e. que les fonctions z(u,, - - - #,—;) soient holo-
morphes (ainsi dans plusieurs recherches de MM. Poincaré, Picard,
Painlevé), ou bien au point de vue proprement algébrique. En ce
dernier cas les 2 résulteront des fonctions rationnelles de u,, - - - u,—y
et d'une fonction algébrique irrationnelle

X (U, - -+ Un—1).

On demande de choisir les paramétres de telle fagon que lirrationa-
lité X(u, --- 4n—1) (envisagée au sens de Galois) ait tels ou tels
autres caractéres donnés d’avance.

A ce probleme se rattachent plusieurs questions importantes ou
I'on considére la dépendance des parametres u des inconnues z, le
degré ou bien le groupe de lirrationalité X ete.

Les résultats établis sur ce sujet se bornent vraiment a des
cas fort particuliers. On y est amené souvent par des probleémes
géométriques que jai cru bon de transformer au point de vue de
Palgébre.

S'ils ne suffiront pas & éclaircir les difficultés que I'on rencontre,

Verh. d. 1. internat. Math.-Kongr. Zurich 1897, 10
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il arrivera peut-étre qu'ils en montrent la nature et appellent sur ces
difficultés Iattention des mathématiciens. ,

Voila le but que je me suis proposé pgr ma conférence. Mais il
n'est pas facile de donner un résumé de ces questions. Puisqu’elles
sont congues suivant un esprit de recherche un peu différent de l'ordi-
naire, on ne saurait se passer de quelques développements sans nuire
a la clarté. Ainsi je préfere me borner ici aux mots qui précedent.



Uber Pasigraphie, ihren gegenwirtigen Stand und die
pasigraphische Bewegung in Italien.

Von

E. ScaropeEr in Karlsruhe.

Zur Diskussion auf einem internationalen Mathematiker-
Kongresse diirfte sich kaum ein Thema in héherem Mafse empfehlen
als das der Pasigraphie, und ich bin iiberzeugt, dafs der Gegen-
stand von der Tagesordnung kiinftiger Kongresse nicht mehr ver-
schwinden wird.

Ist doch das Ziel dieser neuen Disziplin kein geringeres als: die
endgiiltige Festlegung einer wissenschaftlichen Universal-Sprache, die
vollig frei von nationalen Eigentiimlichkeiten und bestimmt ist, durch
ihre Konstruktion die Grundlage zur wahren, nimlich exakten Philo-
sophie zu liefern!

Eine solche Sprache kann natiirlich nicht fiir den ganzen Bereich
menschlichen Denkens auf einmal geschaffen werden. Ihre wichtigsten
und bis jetzt auch am weitesten gediehenen Teile sind wohl diejenigen,
welche die Grundbegriffe der reinen Mathematik und insbesondere
der Logik, Arithmetik und Geometrie betreffen. Ich werde mich
hier in der Hauptsache auf einige von diesen Gebieten beschriinken.

Da die Zeit nicht erlaubt eine historische Exposition zu geben,
so sei nur kurz daran erinnert, dafs die pasigraphische Disziplin schon
von Descartes klar vorhergesehen und postuliert worden und dafs
sie ein Ideal bildet, welches Leibniz Zeit seines Lebens vorschwebte.
Wie unser gelehrter Freund Sign. Peano unlingst an’s Licht gezogen,
hat Leibniz dem Gedanken so hohen Wert beigelegt, dafs er sagt:
aufser einem Religionsstifter und Staatenlenker — praeter prophetam
ac principem — konne niemand der Menschheit einen bessern Dienst
erweisen als derjenige, welcher jenes Ideal verwirkliche. Auch Des-
cartes meint, wir diirften nicht hoffen seine Verwirklichung zu er-

leben, da alsdann die Welt in ein Paradies verwandelt erschiene!
10*
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Leibniz klagt auch iiber das sehr geringe Interesse, das seine
Zeitgenossen der Sache entgegenbriichten. Dieselbe Klage wiirde auch
heute noch oftmals am Platze sein. Indessen wage ich zu hoffen, dafs
es mir vergonnt sein moge, doch einige Begeisterung fiir diesen sehr
wichtigen Gegenstand zu erwecken, der in der That zur Zeit in ein viel-
versprechendes Stadium getreten.

Vorweg mufs ich freilich einer Behauptung unseres geehrten Vor-
sitzenden, Herrn Peano, von 1894 widersprechen, wo er in seiner
yntroduction au formulaire de mathématique“ pag. 52 sagt: ,Le
probléme proposé par Leibniz est (donc) résolu Mit diesem sangui-
nischen Ausspruch ist er, wie wir sehen werden, der bisherigen und
noch bevorstehenden Entwickelung der pasigraphischen Disziplin sehr
weit vorausgeeilt. Ja, es waren damals, als der Ausspruch fiel, noch
nicht einmal die Vorbedingungen zur Erreichung des Zieles gesichert und
allgemein zuginglich gemacht, wie sie es nunmehr sind. Selbst heutigen-
tags aber bleibt uns noch viele und schwere Arbeit zu bewiltigen.

Die fiir eine beliebige Spezial-Wissenschaft zu l6sende Aufgabe
liuft darauf hinaus: sémtliche Begriffe, die sie umfafst oder mit
denen sie operiert, véllig angemessen (adiquat) und so knapp (konzis)
wie moglich auszudriicken durch eine minimale Menge von funda-
mentalen oder Urbegriffen, sogenannten ,Kategorieen® — und zwar
vermittelst ,rein logischer Operationen, die von allgemeiner An-
wendbarkeit, mithin fiir alle Wissenszweige die nimlichen sein werden,
indem sie den Gesetzen der gewohnlichen Logik gehorchen, einer
Logik jedoch, die in ihrer vollkommensten Gestalt als ein ,calculus
ratiocinator” sich darstellen wird. Fiir die Kategorieen und Operationen
dieser ,lingua characteristica® oder ,scriptura universalis“ sind handliche
Zeichen und einfache Symbole, wie etwa Buchstaben, zu verwenden;
diese aber sollen — ungleich den ,Wortern® einer lebenden Sprache —
mit absoluter Konsequenz oder mathematischer Strenge gehand-
habt werden.

Es diirfte kaum notig sein, zu betonen, wie viel hoher dieses
unser logisches Ziel steht gegeniiber den blofs linguistischen Be-
strebungen — der Volapiikisten, z. B. — denen es nur um die
Schaffung eines Verstindigungsmittels zwischen verschiedensprachigen
Personen zu thun ist, und deren Dblofse Erwihnung fast auf eine
Herabwiirdigung unseres (fegenstandes hinauslduft. Doch mag einmal
ausdriicklich statuiert werden, dafs die pasigraphische ,Sprache iiber-
haupt nicht bestimmt ist, jemals gesprochen zu werden. Vielmehr
hat sie lediglich den Zwecken der Wissenschaft zu dienen; und
diese soll sie fordern weniger zufolge ihrer manchmal an Stenographie
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oder Tachygraphie gemahnenden Knappheit und Kiirze, als vielmehr
kraft ihrer logischen Struktur. Allen voran den Zwecken der-
jenigen Wissenschaft, welche die alten Griechen ,die Wissenschaft
(katexochen)“ Mathesis nannten, demnéichst den Zwecken der Logik
und einer exakten Philosophie, die so lange hat auf sich warten lassen
und der man jetzt endlich wird entgegensehen diirfen.

Als eine vielleicht noch nicht allgemein geteilte personliche Ansicht
mochte ich beildufig aussprechen, dafs mir die reine Mathematik blofs
als ein Zweig der allgemeinen Logik erscheint: der Zweig, welcher
auf die Schopfung der Zahlen sich griindet, deren wirtschaftlichen Vor-
ziigen die ungeheuere Entwickelung zu verdanken ist, die diesem be-
sondern Zweig zuteil geworden im Vergleich mit den iibrigen Zweigen
der Logik, die bis in die jiingste Zeit fast stationdr geblieben waren.
Diese Ansicht findet eine Stiitze in der Thatsache, dals in pasigraphischer
Hinsicht die Arithmetik aller besondern Kategorieen, jeglicher eignen
Urbegriffe zu entraten vermag, indem diejenigen der allgemeinen Logik
schon ausreichen, um ihre simtlichen Begriffe (wie Vielheit, Anzahl,
Endlichkeit, Grenzwert, Funktion, Abbildung, Summe etc.) aufzubauen.
Und ebenso kommt sie mit den ,Prinzipien“ der allgemeinen Logik
aus und bedarf zu ihren Beweisfithrungen keiner ,Axiome“.

Beschrinken wir, um hierbei zu bleiben, unsere Betrachtungen
solchergestalt auf die allerreinste Mathematik, so tritt in der That —
hauptséichlich dank dem Entwickelungsgange, den Charles S. Peirce’s
Logik der ,Relative“ genommen — bereits unverkennbar zutage, dafs
ihre simtlichen Begriffe sowohl, wie die der Logik iiberhaupt, zuriick-
filhrbar sind auf nur fiinf Urbegriffe oder ,Kategorieen“ im Aristo-
telischen und Kant’schen Sinne.

Bevor ich Thnen diese vorfithre, muls ich eine Bemerkung voraus-
schicken.

Die minimale Anzahl der pasigraphisch unentbehrlichen Zeichen
wird die angegebene Zahl 5 der Kategorieen ein wenig iibersteigen,
indem von den letzteren gewisse zwiefiltig zu symbolisieren sein
werden: etwa so, wie in der arithmetischen Analysis keines der
beiden Zeichen

4+ und X
auf die Dauer entbehrt werden kann, obzwar sie beide doch blofs dazu
dienen, dem einheitlichen Begriff der ,arithmetischen Summe“ Aus-
druck zu geben.

Zudem machen unsere Kategorieen dann noch nicht das ganze
System der fundamentalen Bezeichnungen aus, sintemal z B. Klammern
ein sehr wichtiges und praktisch unentbehrliches Bezeichnungselement
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vorstellen, ohne doch iiberhaupt einen Begriff darzustellen und obwohl
sie an sich jeglichen Sinnes bar sind. (Bekanntlich dienen Parenthesen
— wie in der Algebra, so auch in unserer Symbolik — lediglich dazu,
um einen zusammengesetzten Ausdruck, den sie umschlielsen, als einen
einzigen Namen bildend zu kennzeichnen, ihn zu stempeln zu einem
Ganzen, auf das sich die #ulseren Kniipfungs- und Operationszeichen
beziehen sollen.)

Dies vorausgesetzt sind die fiinf Kategorieen oder fundamentalen
Begriffe der allgemeinen Logik mit Einschlufs der Arithmetik die
folgenden: o

|

1) II

— die beiden ersten, wie man sieht, hier in doppelter Ausfertigung
dargestellt, der zweite sogar in dreifacher, insofern der Punkt oder
das Malzeichen zwischen Buchstaben auch unterdriickbar sein soll,
sodafs deren Kniipfung auf eine blofse Nebeneinanderstellung (Juxta-
position) hinauslduft.

Das erste von diesen unsere Urbegriffe darzustellen habenden
Zeichen ist das wohlbekannte Gleichheitszeichen. Dieses wird jedoch
in der allgemeinen Logik in einem viel engeren Sinne als wie in der
Mathematik gebraucht, nimlich es soll dazu dienen um vollige Einerlei-
heit, Identitidt auszudriicken. Sein Aquivalent 1, die apostrophierte
Eins, die ich kiirzehalber Einsap spreche, stellt dieselbe Kategorie der
Identitét als einen relativen Begriff hin, dazu bestimmt, auf die Klasse
der Dinge hinzuweisen, welche ,gleich“, némlich ,einerlei“ sind ,mit -,
ein Zeichen, das manchmal geradezu mit dem Wort ,selbst* = le méme
= lo mismo iibersetzbar.

Das zweite oder Multiplikationszeichen hat in der allgemeinen
Logik — vollig unabhiéingig von seiner arithmetischen Bedeutung —
die Kategorie des Schnittes (intersectio) auszudriicken, indem es
stets auf dasjenige hinweisen soll, was den durch dasselbe verkniipften
(und zugleich getrennten) Termen gemeinsam ist: a-b oder ab be-
deutet uns: was (zugleich) o und b ist. Das IT wird sodann, dhnlich
wie in der arithmetischen Analysis, gebraucht, um ,identische Produkte®
zu bezeichnen, wie sie aus der Operation solch begrifflichen Schneidens
hervorgehen.

Unsere dritte, durch einen tibergesetzten Horizontalstrich dar-
zustellende Kategorie ist die wohlbekannte logische Operation der
Negation oder Verneinung. Genauer gesprochen: das Zeichen soll
auf deren Ergebnis, das Negat, hinweisen. Wenn a irgend etwas
bedeutet, so soll @ das, was nicht-a ist, vorstellen.

v
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Offenbar ist Negation ein fundamentaler Begriff, dem es unthunlich
ist, eine formliche Definition angedeihen zu lassen. Fiir die mangelnde
Begriffserkléirung treten die sogenannten logischen ,Prinzipien“ ein,
als: der ,Satz des Widerspruchs” und des ,ausgeschlossenen Dritten®.
Und #hnlich wiirden, nebenbei gesagt, séimtliche ,Prinzipien“ der Logik
sowohl, wie der Arithmetik, bei genauerer Priifung sich als blofse
Stellvertreter, Surrogate fiir Definitionen erweisen, die nicht regelrecht
gegeben werden komnen — wie denn allgemein zugegeben ist, dafs
nicht alles definiert werden kann, indem ja jede Definition sich auf
vorgingige andere Begriffe, in letzter Instanz auf bereits vorhandene
Kategorieen, stiitzen muls.

Unsere vierte, durch einen iiber irgend einen Buchstaben gesetzten
Ringel oder Halbmond auszudriickende Kategorie ist die der Konversion:
wenn @ ,Ursache von-“ bedeutet, so soll & (a konvers) uns ,Wirkung
von-“ ausdriicken. Wenn ¢ ,Kind von-“ bezeichnet, so soll ¢ ,Elter
(das ist: Vater oder Mutter) von-“ bedeuten — ein Punkt, auf den
ich zuriickkomme.

Die fiinfte von mir durch einen Strichpunkt (semicolon) dargestellte
Kategorie ist die der Beziehung (relatio) tiberhaupt, wobei die ge-
briuchliche Ubersetzung unseres Strichpunkts in die Wortsprache sein
wird: die Priposition ,von“ (= of = de), das wohlbekannte Adels-
pradikat.

Wenn @ = amans Liebender (von-) und b = benefactor Wohl-
thiter (von-) bedeutet, so soll @;b den Liebenden von einem Wohl-
thiter (von-) bezeichnen. Die so auf eine Kniipfung durch dies Zeichen
hinauslaufende Operation heilst relative Multiplikation oder
Komposition.

Diese fiinf Kategorieen nun mit ihren sieben Zeichen geniigen
imgrunde um alle fiir die Logik und Arithmetik wesentlichen Begriffe
einzukleiden, wie nachher zu sehen ist: ich werde diese anscheinend
sehr gewagte Behauptung wenigstens bis zu einem gewissen Umfange
hier eingehend zu rechtfertigen haben.

Aber wenn sie auch theoretisch, & la rigueur, sich als ausreichend
erweisen, -so wird es doch nicht ritlich sein, sich praktisch auf ihren
ausschliefslichen Gtebrauch zu beschrinken. Um vielmehr Schwiilstig-
keit zu vermeiden, Knappheit und klare Ubersicht zu ermdglichen,
auch aus Riicksichten auf die Symmetrie, sehen wir uns dahingedringt,
die obige Liste der fundamentalen Zeichen alsbald zu erginzen —
dhnlich, wie man auch in der Trigonometrie den Cosinus, die Tangente etc.
beibehilt, obwohl sich zur Not mit dem Sinus allein schon auskommen
liefse.
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Die folgenden Zeilen 2) zeigen, in welcher Weise die 18 Symbole
der letzten Zeile 3), die das vollstindige Bezeichnungssystem der all-
gemeinen Pasigraphie ausmachen, sich auf unsere fiinf Kategorieen
reduzieren:

Die 11 Definitionen:

0=a@ 1=0, =7, a+b=a- @b, Za—IIa, a,-rb-—a ;b,
2) | (a€h)=(a=a-b), (14t) =G5, @C )= (a-€b)- (<€),
(as=b) =a=b, (a {_b)=ab.
Die 18 Zeichen:
3 0,1,+ 201,007, H;,<=0=%+ .

Wir miissen jene rasch durchgehen.

Durch die erste von vorstehenden Gleichungen 2) wird der logische
Begriff des Nichts eingefithrt, den die allgemeine Logik mit dem
Zeichen O darstellt. So oft wir Anlafs haben werden, dieses Zeichen
fiir die wohl davon zu unterscheidende Zahl Null (0) zu gebrauchen,
beuge ich einer Verwechselung dadurch vor, dafs ich einen Punkt iiber
sie setze. ,Nichts“ ist hier definiert als dasjenige, was zugleich @ und
nicht -a ist — einerlei, was a bedeuten moge.

Die niichste Gleichung definiert ums ,etwas“ als ,nicht-nichts“.
Dieser Begriff umfalst alles, wovon tiberhaupt gesprochen werden kann,
das Denkbare, alles Erdenkliche, und so hat das Zeichen 1 in der
allgemeinen Logik das Ganze oder Totum, die Gesamtheit, den Begriff
des All’s, Boole’s ,universe of discourse”, sagen wir: den ,Denk-
bereich“ darzustellen — den man iibrigens zugunsten irgend einer
speziellen Untersuchung gelegentlich auch einschrinken kamn. Um
einer Verwechselung seines Zeichens mit der Zahl Eins (1) vorzubeugen,
wie sie iibrigens nur selten, néimlich bei elementaren Untersuchungen
von gemischter, sowohl logischer als arithmetischer Natur zu besorgen
steht, pflege ich im letztern Falle einen Tupfen dariiber zu setzen.
(Ebenso bediene ich mich in solchen Féllen fiir die arithmetische
Multiplikation und Addition, im Gegensatz zu umserer logischen oder
pidentischen®, des ausdriicklichen ><, resp. eines grolseren -|- Zeichens.)

Die dritte Gleichung 2) definiert den relativen Begriff ,verschieden
von-“ oder ,other than-“ (ein andres als-), indem sie ihn hinstellt
als ,nicht identisch mit-“, und fithrt sie zu dessen Bezeichnung eine
als Nullap zu lesende apostrophierte Null ein. Wenn diese Beziehung
zwischen zwei Ausdriicken statuiert werden soll, ist es in deutschen
mathematischen Zeitschriften bereits iiblich, sie mittelst eines vertikal
durchgestrichenen (leichheitszeichens = darzustellen, das als ,ungleich®
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gelesen wird, und dessen Bedeutung die vorletzte unserer Definitionen
2) zum Ausdruck bringt.

Die vierte und fiinfte Gleichung definieren die ,jidentische Summe*
oder das logische Aggregat (den Inbegriff, die Gesamtheit von-), die
wir in der allgemeinen Logik mit den der Arithmetik entlehnten +
und X darstellen. @ +b soll hier dasjenige bedeuten, was nicht zu-
gleich nicht-a und nicht-b ist; das heilst aber: was entweder a
oder b, vielleicht auch beides, ist.

Die sechste Gleichung 2) filhrt ein Zeichen j ein, das ich als
piu (mit dem italienischen Worte fiir 4) lese, um eine Beziehung
auszudriicken, die dem gewOhnlichen Denken sehr fern zu liegen scheint
und auch in der verbalen Logik keines Namens teilhaftig geworden
ist. a3 b soll dasjenige vorstellen, was nicht ein nicht-a von einem
nicht-b ist, und dies lduft hinaus auf: ein a von jedenfalls allem
aufser den b (einerlei, ob es auch ein a von gewissen b ist, oder
nicht). Die Operation, déren Ergebnis a3 b ist, heilst ,relative
Addition“ Die Einfithrung dieses anscheinend etwas gesuchten und
ungewohnten Begriffes ist durch die Riicksicht auf die Symmetrie
diktiert, die — wo ein Raumteil durch eine Fliche begrenzt wird —
das nimliche Interesse wie diesem, dem Innenraume, jeweils auch dem
Aufsenraume zuspricht, fiir die nicht-a die gleiche Beachtung heischt,
wie fiir die a; sodafs die + Beziehung genau in derselben Weise unserer
Kategorie von (;) entspricht, wie Produkt und Summe, - und +,
IT und X sowie die Partikeln ,und“ und ,oder“ einander entsprechen,
von denen man sicherlich keine missen méchte. — Um sogleich ein
Beispiel zu geben, so wird, falls ¢ uns ,Teiler von-“ bedeutet und wir
unseren Denkbereich auf die natiirlichen Zahlen beschrinken, nun
t + O dasjenige vorstellen, was ein Teiler ist von jeder Zahl (schlecht-
weg, nimlich: aulser keiner, nichts ausgenommen, ohne Ausnahme).
Eine solche ist in der That die Zahl 1, und keine andere.

Unsere nichste Definition filhrt ein: den hochwichtigen Begriff
der Einordnung, das Enthaltensein in- als Teil iiberhaupt (sei
es als echter Teil oder als das Ganze selbst). Die ,Subsumtion” a=&b
soll besagen: o ist enthalten in b, ist Teil von b, und dies erscheint
hier erklirt mittelst der Aussage: a ist einerlei mit demjenigen, was
zugleich ¢ und b ist. Mein im Deutschen als ,eingeordnet (unter-
geordnet oder gleich) zu lesendes Subsumtionszeichen =& iibersetzt
gemeinhin die Kopula ,ist, est“ eines kategorischen Urteils. Beispiel:

Gold ist () Metall, Kochsalz ist (=) Chlornatrium. Zugleich
aber stellt es sich (zwischen Aussagen a und b gesetzt) als das
Zeichen ,ergo“ der Schlufsfolgerung dar; denn obzwar die Préimissen
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in einem gewissen Sinne die Konklusion ,involvieren“, so wird, so oft
b aus a folgt, doch umgekehrt die Klasse der Fille, wo a gilt, ent-
halten sein in der Klasse der Gtelegenheiten, wo b gilt. Die Subsumtion
a=€b kann sonach (in solchem Falle) iibersetzt werden mit dem
hypothetischen Urteil: Wenn o gilt, so gilt b.

Die nichste Definition 2) fiithrt blofs die Verneinung ein der soeben
besprochenen Beziehung als: das Nichtenthaltensein in-, etc. (es ist
wohl unnétig hierbei zu verweilen), ebenso wie die letzte Definition die
Verneinung einfiihrt, der einzigen, die wir nun noch zu besprechen haben.

In der noch iibrigen (drittletzten) Definition 2), die ebenfalls eine
wichtige ist, wird der Begriff der Unterordnung (subordinatio),
nimlich des Enthaltenseins als ein echter Teil erklirt: a ist als ein
solcher in b enthalten, so oft @ in b enthalten ist, wihrend b nicht
in @ enthalten ist. —

Hiermit besitzen und beherrschen wir nun das vollstindige Be-
zeichnungssystem der allgemeinen Logik, das aus den 18 Zeichen 3)
besteht, die durch ihre in 2) vollzogene Zuriickfithrung auf die 5 Ur-
begriffe 1) hinfort zur Verwendung in der Pasigraphie legitimiert er-
scheinen. Damit verfiigen wir zugleich fiber die praktisch unentbehr-
lichen Grundbegriffe dieser Disziplinen.

Das vorgelegte Bezeichnungssystem ist dasjenige, welches sich
naturgemils aus den iiber ein halbes Jahrhundert sich erstreckenden
tiefsinnigen und ausdauernden Forschungen von De Morgan, Boole
und vor allem Charles S. Peirce bei meiner Uberarbeitung von des
letzteren Schopfung herausentwickelt hat. Ich bin dabei verhdltnis-
mifsig nur wenig und nie ohne triftigen Grund von Peirce’s Be-
zeichnungsvorschliigen abgewichen. Stirker differiert es von dem
Bezeichnungssysteme der von Herrn Peano gefiihrten italienischen
Schule, und mag zugunsten derer, die mit des letzteren Symbolik
vertraut sind, sogleich bemerkt sein, dals unsere Zeichen

0,1, +, -, Z, O, & =<
4) denen Peano’s:
MYy A, -a, 60
entsprechen. ¥)
Darauf, dals in Peano’s System unsere fiinfte Kategorie — die
wichtigste von allen — ,von® noch fehlt, und dasselbe sonach keine

*) Deren Ersatz fir die doch als Triger, Stativ fiir Summationsvariable und
Summengrenzen ete. zu dienen habenden X, II scheint, beildufig gesagt, nicht
gliicklicher gewiihlt, als wenn man in der Arithmetik diese beiden Zeichen durch
-+’ und ><’ ersetzen wollte.
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unseren relativen Operationen (3 und ;) entsprechenden Zeichen auf-
zuweisen hat, komme ich kurz zuriick.

Der calculus ratiocinator nun, dessen Gesetzen unsere Kate-
gorieen und fundamentalen Operationen unterworfen sind, ist kein
anderer als Peirce’s ,Algebra der Relative“, eine Disziplin, die
das Gebdude der ,Algebra der Logik® kront und sowohl den Aussagen-
kalkul wie den Klassenkalkul als einen sehr untergeordneten Teil
mitumfafst.

So ziemlich Alles kann unter dem Gesichtspunkt eines bindren
Relativs betrachtet und als ein solches dargestellt werden; auch Aus-
sagen lassen sich als binéire Relative ansehen und Klassen, Mengen
oder absolute Begriffe konnen als solche hingestellt werden.

Und da im gemeinen sowohl als im wissenschaftlichen Denken die
relativen Begriffe bei weitem die absoluten iiberwiegen, die sich oben-
drein den ersteren schliefslich subsumieren lassen, so leuchtet ein, dals
die Logik der relativen Begriffe, Relative, die umerlifsliche Grundlage
bilden mufs fiir jeden Erfolg verheifsenden Anlauf zur Pasigraphie.
Ebendarin, dafs die traditionelle Logik mit ihren Syllogismen sich so
lange auf absolute Begriffe mit den diirftigen Kategorieen von ,alle“,
peinige” und ,keine“ beschrinkte, ist eine wesentliche Ursache fiir ihre
Stagnation zu erblicken, die Kant noch zu dem Ausspruche berechtigte,
sie habe in den zweitausend Jahren seit Aristoteles keine wesentlichen
Fortschritte gemacht. Dieses trifft jetzt nicht mehr zu.

Um die Tragweite unserer neuen Relativlogik zu illustrieren und
zugleich die behauptete Zulinglichkeit unserer 5 Urbegriffe 1) zum
Aufbau séimtlicher Grundbegriffe der Arithmetik schon in weitem Um-
fang zu erhdrten, will ich nun in einigen Gruppen die pasigraphische
Darstellung und Erklirung von vielen ihrer wesentlichsten Begriffe
hinsetzen und daran noch einige Bemerkungen kniipfen.

5) { (a ist eine Klasse, absoluter Begriff, System, Gebiet, Menge,
ensemble, insieme) = (a;1=a)=04dta}0.

6) (@uma=0)=(@=0)=03;a;0.

= (0’5051=a) =
= (050=20) = (a4 0°;0) = &;(P+ ).

(num. @ = 2) = (Die Menge a ist ein Paar) = (0°ad 4 0°;a0°) =
=4;0{P} (@+7)};a,

was aus 3, (i) (6 + j=€ 0) I ((h=k3) (h =) € (h <€ 0)

zusammengezogen ist.

(num. ¢ = 1) = (aist ein Element, Individuum, eine Konstante)—
y :

8)
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9) (num. a>3) = (0ad-0’;a60°=4=0) =d;0°(0°;a0’);a.
(num. @ = num. b) =
— (#;0="1;b) (4;0%a=b;0°;b) { #;0°(0°;00°);0=b;0°(0°;60%); l
(d¢a=7>¢b)(d¢1’¢a=331’3-b)[ﬁ¢{1’+1’¢(a+1’)}¢a=
{ =b{P+ 1§ (b+1)} 4]

10)

(@ ist gleichmichtig, in G. Cantor’s Ausdrucksweise ,Hqui-

11
) valent” b) = (a ~b) ___%‘(z;,‘é+Z;z=é1’)(b=z;a)(a=§;b).

(a ist 35) = (Die Menge a ist endlich) =
= II{(s;2 + Z;2€P) (a K F;0) € (a€250)},
(a ist o) = (Die Menge a ist aktual unendlich, transfinit) —
13) G v v
=§(z;z+z;z=él’)(z;a< a£%;2;50a).
14) (f ist eine Funktion) = (f;/ =€ L £F;f).

15) (s ist eine Substitution, Permutation) = (s;5§ =1 =3;s).

12)

16) (i ist ein @ von j) = (i€ a;j) =1;a;].

— wobei ¢, j Individuen vorstellen, vergleiche 7).

(Die Menge a ist durch das Prinzip z ,einfach geordnet®) =
= (z;2 €z = 0ald),

18) {(Der ganze Denkbereich ist durch z einfach geordnet) —

= (z;2 €z = 0%).

Verweilen wir einen Augenblick bei dem Bisherigen. Man sieht
hier vermittelst des obigen Bezeichnungskapitals fiir eine Reihe von
fiir die Arithmetik, und Mathematik iiberhaupt, fundamentalen Be-
griffen die pasigraphische Definition gegeben.

Bei 5) bis 9) und 16) habe ich am Schlusse die Definition selbst
auch in Gestalt eines bin#iren Relativs angeschrieben; das sind dann
pausgezeichnete“ Relative, die blofs der beiden ,Wahrheitswerte“ (oder
pabsoluten Moduln®) O und 1 féhig.

Nachdem in 5) die ,Menge® definiert war, habe ich, um die
Formeln nicht zu tiberladen, die Voraussetzung, dafs @ und eventuell b
eine Menge vorstelle, von der letzten Zeile in 7) an in diesen Formeln
nicht mehr zum Ausdruck gebracht.

Wir erblicken demnmiéichst die Definition der niedersten natiirlichen
Zahlen 0, 1, 2. Die verbale Logik vermochte schon die Einzahl nicht
zu definieren.

1) {
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Auf die Begriindung dieser Definitionen im einzelnen einzugehen
ist natiirlich hier nicht angingig. Doch mdchte ich als ein leicht ver-
stindliches Beispiel die Entstehung der Definition der Zahl 2 erldutern.
Die letzte Zeile von 8) bringt wortlich zum Ausdruck: Es giebt ein
Element 4 und ein, davon verschiedenes, Element j derart, dafs beide
in o enthalten sind, jedoch jedes von ihnen verschiedene Element &
dann nicht in o enthalten sein wird. Offenbar ist dies ndtig und hin-
reichend, wenn die Menge a aus gerade zwei Elementen bestehen soll.
Nach den (in meinem Buch) wohlfundierten Regeln der ,Algebra der
Relative“ verdichtet sich aber diese Aussage unschwer zu den dariiber
angegebenen Formen.

In 11) ist aulser dem Begriff der Gleichmichtigkeit auch derjenige
der Abbildung oder gegenseitig eindeutigen (eineindeutigen) Zuordnung
pasigraphisch dargestellt zu sehen, und zwar dieser hinter dem Xzeichen.
Die Mengen a und b sind ndmlich gleichméchtig zu nennen, wenn es
ein Relativ 2z giebt, welches die eine auf die andere (in diesem Sinne)
»abbildet®.

12) giebt die Definition der Endlichkeit, die nach Peirce
selbstéindig aufgestellt werden kann, indem zum Ausdruck gebracht
ist, dafs man beim Durchgehen der Elemente der Menge notwendig
zum Ausgangselement zurtickkommen miisse.

13) giebt die Definition der Unendlichkeit, ebenfalls selbstindig,
in der tiblichen Weise: als die Eigenschaft der Menge, auf einen
echten Teil ihrer selbst ,abgebildet werden zu konnen.

Die beiden Definitionen lassen sich als blofse Negationen von ein-
ander rein rechnerisch nachweisen.¥)

10) giebt die explizite Bedingung fiir die Gleichzahligkeit,
niimlich dafiir, dals zwei [schon als ,endliche — vergl. 12) — voraus-
gesetzte] Mengen @ und b aus gleichviel Elementen bestehen — in
Form einer unbegrenzten Serie von Teilbedingungen, als eine Relation
zwischen diesen Mengen. Dieselbe lifst wohl erkennen, wie be-
rechtigt Herrn Dedekind’s Bemerkung ist: dafs der ,Anzahl“-Begriff
filschlich fiir einfach gehalten werde.

Zu 17) hat sich der Begriff der ,einfachen Ordnung pasigraphisch
verdichtet aus den Merkmalen, welche Herr Burali-Forti auseinander-
gesetzt und einzeln einzukleiden versucht hat in die (solchen Aufgaben
wohl nicht gewachsene) Symbolik der italienischen Schule. Es gemahnt

*) Vergl. meine in den Verhandlungen der Leopold. Carolinischen Akademie
im Druck befindliche Abhandlung: ,,Uber zwei Definitionen der Endlichkeit und
G. Cantor’sche Sitze*.
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hier an stenographische Kiirze, wenn es zur Einkleidung der Aufgabe 18)
nur eines Aufwandes von 5 Lettern bedarf. Gleichwohl vermag jeder,
der relativen Logik Kundige, hieraus simtliche Kigenschaften eines
peinfach geordneten“ Ganzen denknotwendig abzuleiten, wo nicht einfach
herauszulesen. Machte man irgend einen Schnirkel, so wire solch
stenographischer ,Schliissel® freilich noch kiirzer; doch wiirde das
wertvollste — eben letzteres — damit preisgegeben. — Es wire
lohnend néher einzutreten in die pasigraphische Darstellung all der
Begriffe, um welche Herr G. Cantor hier die Wissenschaft bereichert
hat. Wir konnten zunichst z. B. zeigen, dafs die Forderung: ,es giebt
in der durch z geordneten Menge @ ein Element von niederstem Range®
sich als a € 0°Z ; o darstellt, und dafs a(Z$0) der Ausdruck dieses
Anfangselementes ist, u. s. w. Indessen lifst solches die verfiighare
Zeit nicht zn. —
Ahnlich wie im Bisherigen konnte nun auch die Forderung

19) (num. @ = num. b 4 1)

pasigraphisch definiert werden. Man gelangte dadurch fiir das Zahlen-
reich zu einem Relative

20) g = um i grofser als-,
durch welches sich, wenn auch nicht sehr einfach, das Relativ
21) ¢t = Teiler, Divisor von-,

oder auch, falls man dies vorzdge, das # — Multiplum, Vielfaches
von -, ausdriicken ldfst. Dann ist

22) i=1t340, 0=140

und haben wir beispielsweise noch:

([ — (relativ prim zu- = teilerfremd mit-) = { (1+7),
(m ist teilerfremd mit n) = (m £ r;n) = 77»;{71(1 +3));m,
Primzahl = (P +%) 41 =(¢+7)+0,
23) (Grofster gemeinsamer Divisor von m und #) =
—tymetyn (T (men),
(Kleinstes gemeinsames Vielfaches von # und ) =
= idem, ¢ fiir ¢ gesetzt.

\
Und anderes mehr. Mit diesen Ausdriicken lifst sich rechnen, und
konnen Schliisse iiber sie aus ihnen selbst gezogen werden, was mit
einem blofs stenographischen ,Schliissel”, wie es z. B. Peano’s D(m, n)
fir den vorletzten Begriff ist, nicht der Fall wire.
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Von den beiden Darstellungen des Begriffs der absoluten Prim-
zahl (fiir den Denkbereich der ganzen Zahlen) besagt hier die erste:
Primzahl ist eine Zahl, die zu jeder Zahl aufser der i in der Beziehung
steht, entweder mit ihr identisch, oder kein Vielfaches derselben zu
sein; die andere: Primzahl ist, was zu jeder Zahl (ohne Ausnahme) in
der Beziehung steht, entweder ein Teiler von ihr, oder mit ihr teiler-
fremd zu sein. Und, kraft der (hier nicht gegebenen) pasigraphischen
Struktur von ¢ selbst, wird die eine in die andere sich auch trans-
formieren lassen. —

Um neben der Arithmetik auch auf andere Gebiete wenigstens
einen Seitenblick zu werfen, so sei hier fiir den Fall, dafs der Denk-
bereich 1 den Raum bedeutet, die Definition des geometrischen Punktes
hergesetzt:

24) (2 ist ein Punkt) = (2 54=0) {‘I{(z%u)+(z=éﬁ)},
in anderer Form (nach Peirce) = (2 4= 0) I{(uC #) =% (u=0)}

— deren erste Form den Punkt als einen vom Nichts verschiedenen
Raumteil hinstellt, der zu jedem Raumteil # in der Beziehung steht,
entweder ganz in ihm selbst, oder ganz in seinem Aulsenraume % ent-
halten zu sein. Die Auslegung der zweiten, von mir auch auf die
erste zuriickgefithrten Definitionsform iiberlasse ich dem Leser. —

Schliefslich ein Wort iiber die Pasigraphie der menschlichen Ver-
wandtschaftsverhiltnisse und zwar sowohl der Blutsverwandtschaft
(Consanguinitéit) als auch der Verschwigerung (Affinitit), die ein fiir
Studierende der Jurisprudenz nicht unwichtiges Kapitel im Corpus juris
bilden. Aufser wenigen von den vorbesprochenen allgemein logischen
Zeichen sind nur zwei spezifische Relativsymbole erforderlich, um alle
diese Verhiltnisse in knappster Form erschopfend und unterscheidend
darzustellen. Diese beiden sind:

i m = minnlich (ein absoluter Term)
uny
¢ = Kind von- (= child of-, ein relativer).

Da das Menschengeschlecht ein didcisches ist, bedeutet dann
i = nicht ménnlich = weiblich, und ¢, wie schon erwihnt, = Elter
von-. Der Denkbereich 1 = m + # besteht alsdann aus den Personen
der menschlichen Gesellschaft in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft.
Nur mufs, um unserer Pasigraphie auch die Verschwiigerungsverhsltnisse
zuginglich zu machen, jedem kinderlosen Ehepaar ein ,potentielles
Kind“ zugeschrieben werden. Freilich konnte man, damit das Ideal
der Pasigraphie villig verwirklicht werde, verlangen, dafs auch die
Begriffe ,minnlich“ und ,Kind von-“ selbst noch auf einfachere
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Urbegriffe zuriickgefithrt wiirden. Dergleichen stiinde erst zu erhoffen,
wenn Zoologie und Physiologie eine viel hthere Stufe der Vollkommen-
heit erreicht hitten. Inzwischen wird schon etwas zu gewinnen sein,
wenn wir diese beiden Begriffe m und ¢ schlechtweg als gegeben, als
Urbegriffe gelten lassen. Folgendes sind dann die pasigraphischen
Darstellungen fiir einige Verwandtschaften:

(eventuell nur Halb-)Geschwister = 0°-¢; ¢,

Vollgeschwister (Bruder oder Schwester) = 0’-¢;mé - c;mc,
Vollbruder = 0’m-¢;mc-c;mc, Vollschwester = 0’m-c;mé-c;m¢,
25) { Stiefkind = ¢-¢;¢;ec,

Ehegespons (consort)=0>¢;c, Gatte=0mc;c, Gattin=0’-mé;c,
Neffe oder Nichte = ¢ ; 0°(¢;¢),

| Schwiegermutter = #¢; 0°(C’; c).

All diese Verhiiltnisse hat am griindlichsten Herr A. Macfarlane
studiert und z. B. die Frage beantwortet, welche Verwandtschaften (vom
zweiten Grade) durch das englische Gesetz ausgeschlossen werden,
das dem Witwer verbietet, die Schwester seiner verstorbenen Frau zu
heiraten. Es lassen sich mit diesen Ausdriicken auch irgendwelche
Aufgaben rein rechnerisch 16sen, wie z. B. diese: Eine Dame, iiber
eine Photographie in ihrem Album befragt, giebt zur Antwort: ,Sie
wissen, dafs ich keine T6chter habe; nun, ein Tochtersohn dieser Person
ist der Vater eines meiner Enkel“; wie war das Original mit der Dame
verwandt?

Macfarlane kam jedoch, da er sich gegen Peirce’s Algebra der
Relative ablehnend verhielt, iiber eine gewisse Klippe nicht hinaus,
insofern er in den von ihm aufgestellten, von den obigen noch etwas
differierenden Ausdriicken das von ihm sogenamnnte ,reduced meaning®
derselben nicht auszuscheiden vermochte. Der Sachverhalt kann schon
an dem bekannten Ritsel fiir Kinder deutlich gemacht werden: Mein
Vater hat einen Sohn, der ist doch nicht mein Bruder; wer ist es?
Die ,reduzierte Bedeutung® des Kindes der Eltern von jemand ist dieser
yselbst® (1), und ist deshalb der Zusatz 0’ (= ,ein anderer als“) zu
¢; ¢ unerlifslich, um korrekt den Begriff der Geschwister zu bilden. —

Abgesehen von diesen speziellen Untersuchungen englischen Ur-
sprungs und von der grundlegenden Arbeit Peirce’s in Amerika haben
bis jetzt die Ziele der Pasigraphie nur noch in Italien eifrige Férderer
gefunden. Die verdienstvolle, von Herrn Peano seit 5 Jahren heraus-
gegebene Zeitschrift Rivista di Matematica samt dem beigegebenen
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Formulario ist hauptséichlich ihren Zwecken gewidmet und durch eine
Gruppe von scharfsinnigen italienischen Forschern ist in dieser und
anderen Zeitschriften eine Reihe von Spezialgebieten aus der Analysis
und Geometrie in pasigraphischer Tendenz mit grofsem Fleifse iiber-
arbeitet worden. Was sich mit dem Boole-McColl’schen Aussagen-
kalkul (calculus of equivalent statements) erreichen lifst — und das
ist schon viel — erscheint dabei grofsenteils bereits geleistet, wenn
auch leider in einem stark abweichenden Bezeichnungssysteme. In-
bezug auf den, die gegenwirtige Phase der italienischen Pasigraphie-
bewegung noch charakterisierenden, Nichtgebrauch von Peirce’s
Algebra der Relative aber (fiir dessen ausgiebige Verwertung das von
der italienischen Schule adoptierte Bezeichnungssystem beinahe ein
Hindernis bildet) kann ich mich nun kurz fassen, indem ich das
Gleichnis unseres Einfithrenden (in der 1. Sektion, Herrn Minkowski)
auf die Schule anwende: von denen, die sich immer noch der Segel-
boote bedienen, wihrend die Dampfschiffe bereits erfunden sind. Es
bieten zahlreich ersonnene stenographische Schliissel fir die dem
Bezeichnungskapital der italienischen Schule noch abgehenden Kate-
gorieen, die in der Algebra der Relative bereits vorhanden und
nach ihren Gesetzen leidlich erforscht sind, nur einen unzulinglichen
Ersatz. —

Wurde oben gezeigt, wie mit denselben Mitteln ebensogut der
Begriff der Unendlichkeit und des grofsten gemeinsamen Divisors, wie
z. B. derjenige der Schwiegermutter sich darstellen lifst, so wird man
zugeben, dafs die Pasigraphie aus dem status nascendi nun in der
That herausgetreten und ihr Ideal wenigstens zu einem guten Teile
bereits verwirklicht sein mulfs.

In den immerhin seltenen Fillen, wo der Menschheit die Ver-
wirklichung eines Ideales gelang, nimmt dasselbe meistens hinterher
sich doch ganz anders aus, als es demen vorschwebte, die es zuerst
konzipierten. So auch hier. Soviel koénmnen wir jetzt schon sagen,
dafs jener Teil von Leibniz’ens Voraussage: ,scriptura haec umi-
versalis aeque erit facilis quam communis“ schwerlich in Erfiillung
gehen und Descartes’ Hoffnung, dafs mit ihrer Hilfe dann ein Bauer
mehr Einsicht in die Dinge gewinnen werde, als heute ein Philosoph,
sich kaum jemals realisieren diirfte.

Die Schwierigkeit liegt in dem calculus ratiocinator! Die
hohern Teile der Logik bieten eine solche Fiille von Problemen, die
zu den allerschwierigsten gehoren, und die Herrschaft iiber die — blofs
ernsten Forschern zugingliche — Algebra der Relative ist so wenig

leicht zu erlangen, dafs sie wohl nie Gemeingut werden, sondern voraus-
Verh, d. 1. internat. Math.-Kongr. Zitrich 1897. 11
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sichtlich stets das Privilegium von nur wenigen, bevorzugten Denkern
bleiben wird. —

Nachschrift. Ich habe mich bei der Auswahl der 5 Kategorieen 1)
von Riicksichten der Konvenienz fiir die Zwecke meines Vortrags leiten
lassen, und will damit nicht gesagt haben, dafs ihre Zahl nicht viel-
leicht noch weiter reduzierbar. In der That scheint unsere ,Kategorie“ ™
der Konversion mittelst der Definition

(i =€ a3)) = (j € d59)
— wo ¢ und j im Sinne von 7) Individuen vorstellen — noch ihrer-
seits (bei geeigneter systematischer Anordnung séimtlicher ,Definitionen®)
auf die vier tibrig bleibenden Urbegriffe zuriickgefithrt werden zu
konnen.



Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen.

Von

Gustav Rapos in Budapest.

Die Koeffizienten der quadratischen Form

n n
fl == E E Cix X; Ty,
i=1 k=1

konnen als die Elemente der Matrix
c="c”=” (";’k=1)27"';”)

betrachtet werden. Es mogen die aus derselben Matrix gebildeten
Subdeterminanten m*" Grades durch

¢® (k=128 6=(0) =)

bezeichnet werden, wobei OE’,:') als abgekiirzte Bezeichnung fiir die
Determinante
Gaky Gk " Gigky

Cigky  Cighg *** Cigky,
cfm"l c‘mks e c"mkm

¢ = (":1, ":s; Y 6'")7 k= (ku ks; tT km)

als Bezeichnungen von m-gliedrigen Kombinationen der Klemente
1, 2, .- -, n eingefithrt wurden.

Vermittelst der soeben charakterisierten Subdeterminanten mt®
Grades kann nun abermals eine quadratische Form gebildet werden,
die dieselben als Koeffizienten enthilt:

13
(m) .
fom 31 100 202y

e=1 g=1

und

11*
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diese Form kann man als die m* adjungierte Form von f; bezeichnen.
Die hiermit eingefiihrte Terminologie rechtfertigt der Umstand, dafs
sich aus f, fiir m =1 die gewdhnliche Gauls’sche adjungierte Form
ergiebt.

Die gleichzeitige Betrachtung der urspriinglichen Form mit ihren
simtlichen adjungierten Formen bietet oft wesentliche Vorteile. Dieser
Umstand veranlafste mich vorliufig, die nachfolgenden einfachen Sitze
iber hohere adjungierte Formen mitzuteilen, wihrend ich auf die
charakteristischen Beziehungen zwischen den Elementarteilern der ver-
schiedenen adjungierten Formen in einer anderen Arbeit zuriickzu-
kehren hoffe.

Theorem 1. Ist f; eine definite positive Form, so sind
ihre simtlichen adjungierten Formen gleichfalls positiv; ist
hingegen f; definit und negativ, so ist, je nachdem m gerade
oder ungerade ist, f, definit und positiv oder definit und
negativ.

Wird néimlich f; vermittelst reeller orthogonaler Transformation

auf die Form
09 + 0% + - - - + @u¥a®
gebracht, so sind die Koeffizienten
01, 02y °**y On

dieser Quadratsumme bekanntlich die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung

€1 —Q Ci2 e Cip
_le Cog — e
B@=|"  mTee =0
Ca1 Cn2 v Cpn— @

es kann nun f, gleichfalls durch reelle orthogonale Substitution als
Quadratsumme aufgestellt werden, deren Koeffizienten der Gleichung

(m) (m) (m)
0i—e Cy Cl,u

(m) (m) (m)
D, (0) = Csy Cpy—e - Csm =0
m, m, (m
R on - Ch—e

geniigen. Aus einem Aufsatz*), der im 48. Bande der Math. Annalen (p.417)

#) Zur Theorie der adjungierten Substitutionen.
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erschienen ist, folgt nun, dafs die Wurzeln der letzten Gleichung, falls
sie durch g; ,...s, bezeichnet werden, aus der Formel

Qiyig-- iy = Qiy @iy " * " Qi
hervorgehen, indem man fiir 4; 4, - - - 4, die m-gliedrigen Kombinationen
der Elemente 1,2, 3, - - - n einsetzt.
Ist nun f; definit positiv, so sind die Wurzeln

Q1503 """y On
alle positiv, es sind demnach auch simtliche Koeffizienten g; 4...4,

gleichfalls von positivem Vorzeichen und es ist somit £, fiir jedes m
definit positiv.

Ist hingegen f; definit negativ, so sind sémtliche g; 4 ..., fiir
gerade m positiv, fiir ungerade m negativ; daher ist auch f;, fiir jedes
gerade m eine definite positive, fiir jedes ungerade m eine definite
negative Form.

Aus demselben Prinzip ergeben sich noch folgende Theoreme:

Theorem 2. Ist f indefinit, so sind die Formen

f17 f;n ] fn—-i

alle indefinit und die Signatur von f, ist

< k n—Fk
S"‘=20(_ l)r (m—r) ( r )’
wo k die Anzahl der positiven Koeffizienten in der Quadrat-
summen-Darstellung von f; bedeutet.
Theorem 3. Ist f; semidefinit, so sind es auch alle ad-
jungierten Formen.
Theorem 4. Damit die Formen

f;.’ ﬂn ) f'n—i

simtlich definite Formen seien, ist es notwendig und hin-
reichend, dafls irgend eine dieser Formen definit sei.
In ganz einfacher Weise lifst sich noch das nachfolgende Theorem
beweisen:
Theorem 5. Ist die Matrix von f; m** Ranges, so sind
die Formen
fm+1, fm+27 ] /"—";

identisch Null und f, das Quadrat einer linearen Form.



Formules pour la détermination approximative des nombres
premiers, de leur somme et de leur différence d'aprés le
numéro de ces nombres.

Par

J. PERVOUCHINE & Perm.
(Traduit par A. Vassilief.)

M. J. Pervouchine, prétre an district Chadrinsk (Perm), adresse au Congrés
la note suivante, relative & ses travaux sur la détermination approximative
des nombres premiers. La note est lue par M. A. Vassilief (Kasan), qui
donne & la section préalablement quelques remseignements biographiques sur le
vénérable auteur de la note et sur ses travaux dans le domaine de la théorie des
nombres. M. Vassilief rappelle que M. Pervouchine (né 2—91- Janv. 1827) a montré
en 1877 que les nombres 2*'* 4 1 et 23** 4 1 sont des nombres composés. Le
premier résultat a ét6 communiqué par lui & I’Académie des Sciences de
St. Pétersbourg deux mois avant que M. E. Lucas ait publié (Atti della R. Accade-
mia di Torino. Vol. XIT) le méme résultat. En 1883, M. Pervouchine a com-
muniqué & I'Académie de St. Pétersbourg que le nombre

261 — 1 = 2-805-848-009 - 218 - 693 - 951
est un nombre premier; ce résultat a ét6 vérifié quatre années plus tard par
M. Hudelot en suivant une méthode donnée par Lucas et est trés intéressant
parce qu'il donne le neuvidme nombre parfait connu (Mathesis. VII, 45—46).

I. Je propose aux mathématiciens de vérifier les formules suivantes
qui ont ét6 publides par moi dans le Bulletin de la Société Physico-
mathématique de Kasan [série 2, vol. IV, fasc. 3].

Désignons par X P la somme des nombres premiers de 1 jusqu'a
P inclusivement, la somme des numéros de tous ces nombres de 1
jusqu’a NN inclusivement par XN, la différence entre le nombre premier

P et le nombre précédent P, c.-a-d. P — P, par 4P et la différence

P P
des rapports & — 3 par d.
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Les tables de la sommation des nombres premiers auxquelles j'ai
commencé 3 travailler en 1891 m’ont donné les résultats suivants:

P “—'——1
ﬁ.=logN+ log, N— 1,6 — 12Tog N’

P 5 :
5 =log N+ log;, N—1 + 12logN+ 24 (log N)¥’

17 3 1
AP =Ilog N+ logy N+ 15755 — 5ig vy — 12 log )™

1 1
d=0,5+ 2logN+ 24 (log N)?'

Pour les sommes multiples on a les formules suivantes:

X=0m

+2 (log N)" ’

z &/ (log N)*

=P
N = log N - log, N

5 P
2”__1 ~ = log N + log, N

Pour N assez grand (> 8000) on a:
(N—1)dlog N=1, (N—l)dlog2N=§l—v,
_ - — ! ™
(N—1)d(log N2 =2logN, (N—1)4 dog I Tog By
A Taide de ces formules je trouve les formules suivantes qui lient
les nombres L et M et qui peuvent servir au calcul successif de
ces nombres:

M, =1L —

1
-l-l’ M, = L+”_'_1 CEY ete. ¥)

II. Je propose de démontrer.que, quand le nombre premier P
Pn+1

(log Py*-|n+1’

mais reste toujours plus grande que cette limite. [Ici P»+! est la

n + l-itme puissance du nombre premier P, n+1=1.2.3.

- (n—1)n (0 41)]

*) Dans toutes les formules log, N désigne le log(log(log - - - N)))); (log N)*
la puissance i-2me du logarithme; les logarithmes sont népériens.

augmente, la somme multiple X, P tend vers la limite



Uber kettenbruchahnliche Algorithmen.*)

Von

W. Franz Mever in Konigsberg i. Pr.

Euler*¥) hat, wie es scheint, zuerst versucht, den Algorithmus
von Euclid fiir den grolsten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen auf
mehrere Zahlen auszudehnen, und damit zugleich das gewShnliche Ketten-
bruchverfahren zu verallgemeinern. Durch Sitze Hermite's**¥) an-
geregt, hat bekanntlich Jacobif) die fragliche Ausdehnung in weiterem
Umfange aufgenommen.

Der Verfasser — der die grundlegenden Ideen schon vor einer
Reihe von Jahren Freunden mitgeteilt hat — hat im Folgenden die
Jacobi’'sche Theorie auf Grund zweckmilsiger Bezeichnungen und Be-
griffe wesentlich vereinfacht und weitergefiihrt. In letzterer Hinsicht
gei insbesondere auf das von Jacobi beiseite gelassene Anniherungs-
problem verwiesen, das in § 6 theoretisch, wie praktisch erledigt wird.
In Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum konnte die Dar-
stellung des Inhalts nur eine sehr knappe sein. Man vergleiche noch
die vorléufige Mitteilung in den Berichten der Konigsberger phys. dkon.
Ges. Dez. 1897, wo der Fall d = 2 explicite durchgefiihrt ist.

*) Der Inhalt der Abhandlung konnte, aus Mangel an verfiigharer Vortrags-
zeit, ebensowenig zum Vortrag gelangen, wie das urspriinglich angekiindigte
Thema: ,,Die neuere Entwickelung der Algebra und Zahlentheorie“.

*#) Comment. Arithm. coll. 1849 Bd. II p. 99.

*#¥) Journ. f. Math. Bd. 40, vgl. auch Liouville’s Journal Bd. 14, sowie die
Abhandlung: ,Sur la fonction exponentielle. Der von H. ausgesprochene Satz,
man konne n (irrationale) Grofsen so durch # rationale mit demselben Nenner N'

annihern, dafs die bezw. Abweichungen <<

+ werden, tritt hier in einer

N
gewissen Modifikation auf (§ 7, XV¢).
1) 8. die beiden nachgelassenen Abhandlungen im Journ. f. Math. Bd. 69.
Auf die von Bachmann, Hurwitz, Hilbert, Minkowski u. A. gegebenen
arithmetischen Fortsetzungen einzugehen, erschien hier nicht erforderlich.
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§ 1.

Seien 7y, 7y, 75, + ++ ¥4, WO 7q >0, > 13> -+ > 14%), d -+ 1 posi-
tive ganze Zahlen. Ein erster Quotient ¢, gebe an, wie oft 7, in 7,
enthalten ist, ein zweiter Quotient gy, wie oft 7, im Reste 7, — gy;7y,
ein dritter Quotient g,5, Wie oft 7, im Reste 7, — ¢;,7; — ges7s 0. 8. £;
endlich gebe ein d** Quotient g;4 an, wie oft r; in

Yo — Q"1 — Qoo — * * * — Qa—1,d—1%a—1
enthalten ist, wihrend 744, (< 74) den ,Schlufsrest®

Yo — quty — *** — qad’a
bezeichne.

Verfihrt man entsprechend mit dem System (7, 75, - - - 7441), 80
entstehen d neue Quotienten g5 1, gs,3, 4,8 * * * ga+1,¢ nebst einem zweiten
Schlufsreste 7442(< 7a4+1), w. 8. f. Bezeichnet man noch die negativ
genommenen Quotienten (— ¢) mit »**), so findet die gemeinte Ent-
wickelung ihren Ausdruck in dem Algorithmus:

I rad vagi1¥agr + Vagostugs + -+ Vagaa?ntda = ntat1
n=0,1,2,..),

wo stets 7, <#,—, ist. Der letzte der Schlulsreste »,(n>d), der
nicht verschwindet, sei 7,. Fiithrt man noch d weitere verschwindende
Schlufsreste 7,41, 7utsg, = - 7utqa als ,liberletzte ein, so endet der
Algorithmus I mit den d 4 1 Gleichungen:

"u—d—-1+’”u—d,1fu-a+'l'u—d+1,sru—a+1+'"+‘Vu-1,a?‘u—1=f'u,
I fu—d+1’u—d+1,19’u—a+1+'Vu—a+2,27'u—d+2+"' +'Vu,dru=7‘u+1=0,
Tu—i"l"'”u,l"a =”'u+a=0-

Jeder gemeinsame Teiler von 7y, r,, --- 4 geht in », auf, und um-
gekehrt jeder Teiler von r, in 7y, 7, - -- r4; 7, ist also der grofste
gemeinsame Teiler von 7y, 7, - - - 74.

*) Diese Anordnung ist nur der Bequemlichkeit halber getroffen.

*¥) Die L sind von Null verschieden, die #,5,%, - - - kinnen teilweise

oder simtlich verschwinden. In dem Falle, dafs alle Vp g1 Vn 80" " * Vp g VOI-

schwinden, wird die ganze Theorie der der gewdhnlichen Kettenbriiche sehr #hn-
lich, wenn sie auch durchaus nicht mit ihr koincidiert.
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§ 2.
Substituiert man in I suce. die Ausdriicke fiir 7341, 7443, - -
jeweils in die nichstfolgende (leichung, so wird jedes 7, (n > d) eine
plineare Kombination® der r,, »,, - - - 74, némlich:

HI Tn=roPo,,;+1‘1P1,,.+"'+1'4Pd,,, (n>d),

wo die P;, ganze Zahlen sind. Schreibt man 7,4; einmal in der Ge-
stalt III, das andere Mal geméfs I und ersetzt hier wieder die

Ynt-d—1y Yntd—2y **° Tny Tn—1

durch ihre Werte in III, vergleicht sodann die Koeffizienten von
r;(4=20,1, .- d), so hat man das Rekursionsgesetz der P:

IV Pinta=Vata—1,aPinti—1 + Vnpa—s,a—1Pinta—s + -+
+ vmiPont+ Poar (2330
Der Beweis bleibt in der That bis zum Anfangswerte n =1 giiltig,

sobald man auch die 7, 7, - - - 74 in die Gestalt III bringt, d. h. wenn
man noch die Grofsen einfiihrt:

- Py=1, Pa=0G+k; (Zo073)-

Setzt man zur Abkiirzung die Determinante:
@) [ Pons Pint1, - Ponga| (=0,1,---d) =(mn+1,---,n+d),
so fiihrt die Elimination der » aus IV (bei festgehaltenem Index #) zu:
@) (n—1,mn+1,,nt+d—1)=(—1)®n+1,0+2 -, n+td)
und, da infolge der Festsetzungen III* (0,1,2,---,d) den Wert 4 1
besitzt, zu der Fundamentalrelation:
v mn+1,n4+2,---, 04 d)=(— 1)
Es haben also nicht nur die Elemente irgend einer Reihe oder Kolonne
von V den grofsten gemeinsamen Teiler Kins, sondern auch die zu-
gehorigen Unterdeterminanten.

§ 3.
Besitzen im besondern die 7, 7, - - -, 7 den grofsten gemeinsamen
Teiler Eins, so gehen die Formeln III fir n =w,u -+ 1,---, 44 d

iber in:
7o Po, + 71 -Pl,u + + ra -Pd,u == 1
II* 0 Po,u+1 -l- ry -Pl,u+1 + + ra Pd,u+1 =0,

%o -Po,u+d + 7y Pl,u+d + + 7a -Pd,u+d == 0
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Bedeuten Iy, ITy4, - - -, IIs, die Unterdeterminanten der

: PO,u; -Pl.ur 5 Pd,u
in (w,u+1,---, u-+ d), so ergiebt die Auflosung der Gleichungen II*
nach den 7y, 7y, - - 74t .
VI r;=1IL,(i=0,1,---, d)
Die Formeln II* und VI enthalten die ,Auflésung“ der homogenen
linearen diophantischen Gleichung:
3) roky + 1€+ -+ ra8a=0,
d. i. die Aufstellung aller ganzzahligen Losungen (£) von (3) mittelst
d ganzzahliger Parameter. Denn nach III®* sind

(Poutn); (Pout), -+ (Pruta) @E=0,1,---d)¥)
d Losungssysteme von (3), folglich:
4) E=MPiug1+ 4Piuys+ -+ MaPiura (G=0,1,---d)
bei ganzzahligen, arbitriren A4 eine oco? Schar von Losungssystemen
von (3). Umgekehrt sei (&) irgend ein Losungssystem von (3), es
sei also simultan (mit Riicksicht auf II®):
5) 27'.'&'= 0, 71 P; up1=0, ZriPi,u+2 =0,--, foPi,u+a= 0
< i i €
(t=0,1,..-4d).

Da aber nach Voraussetzung die 7,, ,, - - - 74 den grofsten gemein-
samen Teiler Eins haben, so zeigt die Auflésung von (5) nach den
Verhiltnissen der »:

pdafs die Unterdeterminanten der
(6) Pou+tiy Prutry * -y Pauyr =1,2,---d) in der

aus den £ und den P;,4: gebildeten Determinante, jeweils gleich
sind den mit einem gewissen ganzzahligen Faktor 1, multiplizierten
Werten der 7, 7, - - -, r3.%

Ersetzt man andererseits in (4) die & durch das beliebig gewihlte
Losungssystem der &/, so giebt es sicher zugehdrige rationale Werte
der i; die Auflosung von je d der Gleichungen (4) nach den 4 liefert
aber, wegen VI, fiir die Ay, 47, ---, Lirs gerade die Werte der
in (6) aufgefiihrten Unterdeterminanten, d. h. es ist:

M =% (i=12..-d);
somit sind die 4; ganzzahlige Parameter. Haben die &' den grofsten
gemeinsamen Teiler Eins, so auch die 4 und umgekehrt.

*) Bedeutet d; den grofsten gemeinsamen Teiler von rg, ry,-++ 151, 7541, 74,

80 ist d; zugleich der grofste gemeinsame Teiler von Pyt Pougsr - Piuga-
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§ 4.

Hiermit ist man auch im Besitze der , Auflésung® der linearen,
nicht homogenen, diophantischen Gleichung¥):

8) 7o% + 1%, + - - - + rawa = R.
Eine erste Losung (z;) von (8) fliefst aus der ersten Gleichung II®:
(9) Z',"= .R.Pg’u (’l;=0, 1,'°'d).

Alle weiteren Losungen von (8) stimmen iiberein mit denen der
homogenen Gleichung:

(10) 2”:‘ (17.' —_ x'.") =0.

Durch Kombinierung von (9) mit (4) erhilt man die , Auflésung®

von (8):

viI % =RP;, 4 MPui1+ 2Piuts+ -+ 2aPiuta
(=0,1,2-.-4),

wo die 4 alle ganzen Zahlen (inkl. 0) zu durchlaufen haben. Umgekehrt

lassen sich die, einer beliebigen Losung (2:) von (8) korrespondierenden

4 aus VII entnehmen. Denn man kann VII als d -} 1 lineare Glei-

chungen in den d 4+ 1 Unbekannten R, i, 4,, - - - 4 auffassen. Wegen

VI und VII kommt niimlich fir R: R = Xr;x;, was nach Voraus-
setzung identisch erfiillt ist, und fiir die 2; (k=1,2,.--d)

(11) & =] Piu, Piut1, -+ Piuti—1, By Prygits, -+ Piutal

(t=0,1,---d).
§ 5.
Ist von den Verhiltmissen 7 :7,:73:--::7; wenigstens eines

irrational, so bricht der Algorithmus I nicht ab, wihrend seine Glei-
chungen im iibrigen fiir einen beliebigen Wert von # ihre Form be-
halten, und auch die Relationen III, IV, V stets giiltig bleiben.

Unter einem ,periodischen® Algorithmus I verstehen wir einen
solchen, fiir den bei einem gewissen**) Werte von #n(> d) eine Pro-
portion von der Art

*) In einer diophantischen Gleichung von der Form (8) darf stets angenommen
werden, dafs die r positiv, ungleich, und der Grifse nach geordnet sind, sowie den
grofsten gemeinsamen Teiler Eins besitzen.

*¥) Sobald n#mlich VII fiir einen gewissen Wert von % gilt, ist auch —
T
wie aus der in § 8 gegebenen Darstellung von —=

hervorgeht — fiir jeden
Tnt1



B. Vortriige der Sektionssitzungen. 173

VIIL 702 #nt1 2 a2t Fnpa = Tngp: Patpt1:Padptal *  Tatpia

existiert, wo p eine positive ganze Zahl (> 1) ist.

Man fasse 7,,7,,---7; als die homogenen Koordinaten eines
Punktes (r) in einem linearen Raume M; von d Dimensionen auf.
Die Forderung VIII, die mit der anderen Hquivalent ist, dafs alle
Determinanten der Matrix

VI ) Tnd1, Tnt-2, oty Tatga —0
Yntpy Totp+1y Tatp+2 *° ) Yatotd

sind, sagt, nach Substitution der bezw. Ausdriicke III, aus, dafs der
Punkt (r) dem Punkt-(d- 1)-tupel angehdrt, in dem sich die ,I¢
der Matrix VIII’ schneiden. Vermdge des Parameters k:

(12) L S - - S .

hingt die Bestimmung des (d - 1)-tupels ab von der ganzzahligen
Gleichung (& 4 1)*" Grades (deren erster und letzter Koeffizient nach
V gleich (— 1)2" resp. (— 1)¢@+2 ist):
IX Ka+1 =

= I P”ﬂ”—k‘Piy n+p) ‘Pi) nf1 _k'P":”+p+1). % 'Pi, ”"‘d—k'l)'.’”'l'.i"'l"z l = O'

Dem Punkte (r) entspricht eine bestimmte Wurzel &’ (> 1) der Glei-
chung; umgekehrt kommt man von %k’ vermége (12) zu (r) zuriick.
Wir sagen kurz:

IX* ,Ist der Algorithmus I periodisch, so ist (r) eine
Irrationale (d + 1) Grades.

Auf die sehr wahrscheinliche Umkehrung des Satzes gehen wir
hier nicht ein.

§ 6.

Es soll das durch I involvierte Naherungsverfahren studiert werden.
Wie die Formeln VI erwarten lassen, werden die Ion : ITyn: -+ Ilzn
Néherungsbriiche fiir die ry:7, :---:7; liefern, deren Genauigkeit mit
wachsendem 7 zunimmt.

Beziiglich des Wachstums (und Vorzeichens) der P;, lilst sich

Tntr _ Tnteds
‘r" Ty +p
eine p-gliedrige Periode auf und umgekehrt. Hieraus ist leicht zu erkennen, was
eintritt, wenn die gemeinte Periodicitéit nur eine teilweise resp. eine ungleich-

miifsige ist.

grdfseren Wert von n: , und die Qu1sQugs " Gyg Weisen je
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aus den Rekursionsformeln IV unmittelbar nichts folgern, da die »
negativ sind.

Um die Rekursionsformeln fiir die IZ;, zu finden, miissen wir
erst eine geeignete Bezeichnung einfilhren. Wir denken uns eine
Matrix aus d Reihen und d 4 1 Kolonnen gebildet von der Art:

(13) l Po)"k, 'PI,”k, Pﬂ,ﬁk, ) Pd”'k ‘ (k= 1, 2,' . d, nk+”k’)

und verstehen unter .
(14) I nyymg, oy =10,1, .- d)
ihre (sc. mit alternierendem Vorzeichen genommenen) Determinanten,
sodals speziell fiir », =n 41, ny=n+2,---, s =n -} d gemils
der schon in VI verwandten Bezeichnung:
(15) ILng1,nts, o ynga = 1L
ist, so ergiebt sich auf Grund von IV successive:
(—1) I n=—Gu1 T 1+ Il p—1, b1, n 8, oy nt-d—15
(—1P Ly ngr, oy ntra—1 = Gn s IT; n—2
FIL 3, —1, 041, -, n4-d—2;5
(—1Y s, 1,01, ntd—=—qn s L; n—3
(16) + I 8,08, n—1, 041, ., nt-d—3 »

(— l)d—lIIl'i ﬂ—d+2v "‘1"—11"+1'”+2 =(— l)d_lq"’d_lm,u_d-l-l
—|—II;;¢|—d+1,~--,n—1:"+1’
L(_l)d—lﬂiﬂl—d'f'ly""”_l’“-'-l = (_ l)dq”,d II””—J + m’n_d—l’

mithin durch Zusammenfassung:¥)
X IL,n=('_‘1)de,1m,u—-l+(_l)gd%‘,%m,n—ﬂ
+ (— I)qu"!smv ”—3+ b + (~— 1)ddq"|dﬂ‘.9n_d + mv”—d—l ¢
Um hiermit zu rechnen, sowie um weitere Schliisse zu ziehen,
bedarf es der wirklichen Berechnung der Bildungen IT mit den
niedrigsten Indices, d.i. der (& + 1)? Grofsen
II!',-—I, IID 0, II‘,I) ) IIl',d—l .

Diese IT sind nach III, III%, IV einer Matrix von (d 4 1) Ko-
lonnen und d? Reihen zu entnehmen. Die (d 4 1) ersten Reihen be-
stehen aus Nullen exkl. der Diagonal-Einer; die (d -+ 2)® Reihe aus
1, vy, Veg, Vgg, * * *, Vaa, und die folgenden (d — 2) Reihen von Gréfsen

*) Aus X entnimmt man noch die Darstellung der g, ,, Qusr* s Una als
(@ + 1)-reihiger Determinanten der IT.
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lassen sich, eben wegen ihrer linearen Zusammensetzung III, und da
sie nur als Elemente von Determinanten IT betrachtet werden, ersetzen
durch resp.

©, 1, va1, va,3, Va3, -+, Vaa—1), (0,0, 1, ws1, was, -+, ¥aa—s), -,
(O: 0,0,---,0,1, w4y, '”d,i)'

Um das Endresultat zu fixieren, bedienen wir uns der Abkiirzungen:

'M,o = 1, Vi1 1 0 ]

M‘,l = Vi1, Ni,s = 1! Y412 Vit 1 )

N“ — Vi1 1 ‘ Vit2,3 Vit22 Yit21 l
Vi+1,2 Vit

17

Vi1 1 0 0
v v, 1 0

-Ni,4 _ | Vit1e i4-1,1 , ete,,
Vi42,8 Vi22 Vil 1

L Vif-8,4 Vi4338 Vi4s2 V431

dann kommt fiir die fraglichen IT;, (i=o,1,...,, 1):

n=—1,0,+ d—

XI {H.-,,, (<n—1)=(— 109" Ny atis;
IL,(i2n—1)=0 exkl Iy = (—1)%.

Da N, selbst stets das Vorzeichen (— 1)* hat, so kommt die
Vorzeichenregel fiir die I7;, einfach darauf hinaus, dals die IT bei ge-
radem d niemals negativ sind, bei ungeradem d das Vorzeichen (— 1)*
haben. Wegen X gilt diese Regel fiir séimtliche II;,, d. h. auch wenn
n > d ist, und es gilt somit der Fundamentalsatz:

XII ,Die absoluten Werte der II;, sind mit » stets wach-
sende (ganze) Zahlen, die man vermdge (17), X, XI berechnet.
Die IT;, selbst haben das Vorzeichen von (— 1), sind also
bei geradem d positiv (abgesehen von einigen verschwinden-
den Anfangswerten), bei ungeradem d dagegen und fest-
gehaltenem 7 von konstantem, bei wachsendem % von alter-
nierendem Vorzeichen

Die einzige Schwierigkeit bei der Herleitung der Formeln XI
liegt in der Bestimmung des Vorzeichens der IT;,, das aus den Deter-
minanten schwer zu ersehen ist. Man kann aber die von Null ver-
schiedenen II;, — wenn man entweder den ersten oder aber den
zweiten Index festhilt — als homogene Unbekannte in linearen Hilfs-
gleichungen auffassen, die von folgendem Typus sind:
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Vi1 22 =0, vip13% +vig1,1% + 23=0,
(18) Vit9,3%1 + Vigosls + Vigs1%s + 24 =0,

Vi34 + Vipss®s + Vigss%s + Viys 124 =0,
also, wegen der Negativitit der », sofort erkemnen lassen, dals die
Verhiilinisse der Unbekannten positiv ausfallen. Dadurch reduziert
sich die ganze Vorzeichenbestimmung bezw. der II;, auf die Fest-
stellung des Vorzeichens einer einzigen Determinante, die aufser
Nullen nur Diagonal-Einer aufweist, also positiv ist.

Die Auflésung der fiir die Indices #,n -+ 1, ---, 24 d an-
gesetzten Relationen III nach den #y, 7, ---, 7z gemils V und (17)
ergiebt:

("— l)dnri=rn IIi,n '+' ("‘ 1)drn+1 IIi;n,n+2,---,1z+d
F (— 1) ITism et 1,n48, oy mta
+ (‘"‘ 1)(d—1)d"'u+d—1 m;n,n-l-l, ey d—2,n—d
(Ve Ty (=0,1,---d),
wo also alle IT rechterhand das Vorzeichen von (— 1)3* besitzen,
sodals nach dessen Hebung auf beiden Seiten nur positive Zeichen auf-
treten. Da aber die absoluten Werte aller II rechts mit # stets
wachsende (ganze) Zahlen, und die 7; selbst positiv sind, so folgt:

“« *)

XIII

XIV ,r, wird mindestens unendlich klein wie Hl
iGN

§ 1.
Wir zeigen jetzt das Gtesetz, nach dem sich die 1Ty »: ITy »: - - : IT; , den

sekutive Wertsysteme der IZ, die mit (» — 1), (»), (n 4 1),---, (2 4 d—1)
bezeichnet seien, und interpretieren sie (§ 5) als Punkte — mit den
rechtwinkligen Koordinaten**)

Iy Thy O,

_ﬁ;;; Im’ Tt Hd’kk; (k=”'_"1)n}"'7”’+d_'1) -
in einem linearen Raume M; von d Dimensionen. In M, bilden die
d + 1 Punkte, vermége verbindender M; ;, den geschlossenen Raum
eines ,(d -+ 1)-eders”, dessen absoluter Inhalt 4, ;, mit Riicksicht
auf V, bestimmt wird durch:

1

19 Al dpyq= .
( ) +d Hd,n—lnd,u ot Hd,n-l-d—l

*) Die Verhiltnisse I, : I, , sind, wie aus § 7, XV# hervorgeht, in end-
lichen Grenzen eingeschlossen.
#*) Die Bevorzugung des Index d ist selbstredend nur eine #ufserliche.
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Der nichstfolgende Punkt (2 4 d) bildet mit je d Ecken von
dpya ein ,Teil-(d 4 1)-eder” dessen absoluter Imhalt mit A, ,;
(¢(=1,2, ..., d+ 1) bezeichnet sei, wenn (n 4 d — i) die ausge-
schlossene Ecke war.

Dann ergiebt sich auf Grund von X:

Ayta—1 I nga—1 duta—s Oy nga—s
Tatd—1 o 1ye ) —(—1)2d Zdyntd—2
J""*‘ (D)o, T (g g
@0)] - -
4, II 4, Y F—
—(—1)d4 d,n n —_ d,n
l An-l-d ( ) ntaa Hd,'n-l-d ! An+d Hd,n+d ’

mithin durch Addition, wiederum wegen X:
(21) An+d = An-l-d-—l + Au+d—-2 + et + A, + An—l,

d. h. die Summe der absoluten Inhalte der d 4 1 Teil-(d 4 1)-eder ist
gleich dem absoluten Inhalte des urspriinglichen (d - 1)-eders.

Das ist aber nur so mdglich, dafs der Punkt (% + d) im Innern¥)
von 4,44 liegt.

Nun folgt aus elementargeometrischen Griinden, dals, wenn ein
Punkt P im Imnnern eines Dreiecks A4,, 4;, A; liegt, jede Strecke
PA4; (i=1,2,3) sicher kleiner ist, als wenigstens eine Seite des
Dreiecks, — ein Satz, der sich durch vollstindige Induktion auf ein
(d + 1)-eder in M, iibertragen lifst.

Andererseits ist aber auch der elementare Satz, dals irgend eine
Seite eines Dreiecks stets kleiner ist, als die Summe der beiden anderen,
in dem Sinne auf ein (¢ 1)eder (n—1),(n),(n+1),---(n+d—1)
ausdehnbar (wiederum durch vollstindige Induktion), dafs irgend eine
Kantenstrecke des (d - 1)-eders sicher kleiner ist als die Summe der
Strecken:

@—1),m)+@),@+)+ - +m+d—-2),n+ (@—1)

Bezeichnet man daher unsere Punkte (n),.-- als ,N#éherungs-
punkte® das von (d+ 1) konsekutiven gebildete (& + 1)-eder als
ein ,Néaherungs-(d 4 1)-eder®, und sieht die absolute Strecke zwi-
schen zwei Niherungspunkten als Mals fiir die Abweichung der
bezw. Wertsysteme II von einander an, so lautet das Ergebnis:

XVe ,Irgend ein Niaherungspunkt (n 4 d) liegt stets im
Innern des von den d-4 1 voraufgehenden gebildeten Nihe-

*) Daraus geht sofort der bereits in § 6 beniitzte Satz hervor, dals die Ver-
hiltnisse Iy 2 10y - - - o, in endlichen Grenzen eingeschlossen sind.

Verh. d. 1. intornat. Math.-Kongr. Ziirich 1897. 12
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rungs-(d -+ 1)-eders 4,44. Die Abweichung zwischen (n 4 d)
und (» 4 d — 1) ist kleiner als die Summe der d Abweichungen
m—1,®+m,E+)+---+r+d—2),n+d—1)°

Nunmehr ziehen wir den Punkt () selbst heraus. Die Aus-
filhrung der Formel XIII mit Hilfe der Rekursionsformeln (16) liefert
(#=0,1,..-,d):

(— 12—y =(—1) I n—a—sra+ (— 1) TL; n—a(taqnat Tnt1)
+(— 1)3"11},”-—.1+1 (rnQn,d—-l +”n+1q,;+1,d+?‘n+z) +--
X1 + (—1)2 %I s (PnGn,2+ Tnt-19nt1,3F Tnt-2Gnye,a -+
+7nta—2Gnta—s,atTnga—1)

+IIi,n—1rn—1-

Versteht man unter R; die mit 7, dividierte rechte Seite von XIII’,
sodafs fiir die Verhiltnisse der 7, 7, - - -, 74 gilt:

(22) To:7y i3 =DRy:R :---: Ry,

8o bemerke man, dafs, da nach I r, <7,_,, [r"r_l] = @n1>1, und

kein ¢, 3, Qns, - - - negativ sein kann, durch Vergleichung mit X folgt:
(23) R;> 1L, (7' = 0) 17 Tt d)'

Auch der Punkt (r) bildgt mit je d Ecken von 4,4, ein Teil-
(d 4+ 1)-eder, dessen absoluter Inhalt 4% ;_; sei, wenn (n 4 d — i)
die ausgeschlossene Ecke war.

Eine Rechnung, die der zur Erzielung von (20), (21) ausgegebenen
ganz analog — gestiitzt auf XIII' — verlduft, liefert:

(21) Ay g = Agzi-d—-l + dgzl-d—ﬂ +-- 4 49 4 Ag)—u
also auf Grund der oben beniitzten geometrischen Hilfsséitze:

XV®. ,Der Punkt (r) liegt im Innern siamtlicher N#ahe-
rungs-(d 4 1)-eder. Seine Abweichung von irgend einem

Niherungspunkte (# 4 d — 1) ist kleiner als die Summe der
d Abweichungen:

—1,0)+@),m+1)+---+®B+d—2),n+d—1)"
Um endlich iiber die Abweichung zwischen zwei konsekutiven
Niherungspunkten (» — 1), (n) Genaueres zu erfahren, leiten wir aus V
nach einem bekannten Determinantensatze die Formel ab:

1, 1, n&a
XVI Hn  “hn—1 — o 4=01...-.d—1
Hd Hd,n—l Hd,nnd,n—l ( ’ ’ ),

R
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P i,n P d,n

wo der Zéhler rechts die zu komplementire Unter-

Pi,n+'a, Pd,n+d
determinante von V bedeutet. Aus XVI ergiebt sich sofort die ,Ab-
weichung® s,_,,, zwischen den beiden Wertsystemen (z — 1) und (%)
durch:

XU shsn = (i

d”_l ) Z(H",’H-d (i=0) L.-,d— 1)

(Tem;) 7
= — —1;e
Iy 1;,) "7 0"

Uber das Wachstum der 177 ; resp. der 7,1, lifst sich ebenso-
wenig Genaueres eruieren, als iiber das der P;, selbst (cf. § 6, An-
fang). Wir werden daher iiber die Abnahme der Abweichung s,_;.,
(bei wachsendem %) ein Kriterium zu suchen haben, das nur von den
IT; , abhingt, und doch mdglichst viel aussagt.

Zu einem solchen Kriterium gelangen wir durch Anleitung der
Sitze XV, XV” indem wir das Produkt gerade der Abweichungen
untersuchen, deren Summe dort auftrat, nimlich:

(24) Sp—1,28n,n+41° * * Sat-d—2 ntfd—1 =

— ( 1 ).(rn—-l,nrn,n-l-l tt rn-}-d-—ﬂ,n-l—d-—l) .
yn—rllan " Mgnypa—alanias yn gnpals

Hier lifst sich der zweite Faktor rechterhand in einer bemerkenswerten
Art umgestalten. Der Nenner ist niimlich — wie auf Grund des schon
bei XVI beniitzten Determinantensatzes, sowie des Laplace’schen Zer-
legungssatzes ohne Schwierigkeit hervorgeht — als eine einzige
d-reihige Determinante darstellbar, deren Elemente gerade die in den
Tu—1my " * Tntd—3,ntd—1 des Zihlers figurierenden I7¢:¥ gind, in
Zeichen:

(25) I n Il nyy - - ypya—s =
=| &Py npatr, Do npars, -y HoPanysa| (=0,1,...,d—1).
Darauf gestiitzt, ziehe man aus jeder der Quadratwurzeln
Yn—1,my Yam41y ** ) Tntd —2n4d—1
je eine gewisse der Grofsen

H£|+1,u+d+1; chf)z,n+d+g, Hg’-l‘i)s,n+d+3 .
als Faktor heraus, und setze das Produkt dieser Faktoren als Nenner
des Nenners (25) an. Wie auch die Verhiltnisse der nunmehr in den
r verbleibenden II(:¥) beschaffen sein mogen, stets lifst sich die an-

gegebene Manipulation so vollziehen, dals der in Rede stehende zweite
12*
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Faktor rechts von (24) zu einem Quotienten wird, dessen Zihler eine
endliche, angebbare Grenze nicht {iberschreiten kann, wihrend um-
gekehrt der Nemner — eben weil jeder Faktor links in (25) mit »
jede Grenze iibersteigt — nicht unter eine endliche, angebbare Grenze
heruntersinken kann, d. h. der zweite Faktor rechts in (24) ist selbst
zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen.

Damit ist das wichtige Resultat gewonnen:

XVe. ,Das Produkt der Abweichungen

(n—1), (n), (n);(n+1), -+, (n+d—2),(n+d—1)
— deren Summe den Kern der Sitze XV® XV? bildete — wird
bei unbegrenzt wachsendem » unendlich klein wie

1 X
Hd,n—l Hd,n e Hd,n+d—2 Hd,'n+d—1
§ 8.
Die explicite Darstellung der kettenbruchihnlichen Algorithmen
fiir die Naherungsbriiche ITo , : ITy 5 : - -+ : I, resp. fiir die 7g:7y:---:74

selbst stofst auf keine prinzipielle Schwierigkeit.
Der blofse Anblick der Formeln X fiihrt zu der Regel:

XVIL. ,Dadurch, dafs man g, vermehrt um z:—ii’—j, gn,s UM
g : ’ :
E’—l—’g, ey Qna—1 UM Jﬂ, endlich ¢, 4 um , gehen die
Dnt-1,1 n41,1 41,1
Ho,,; :H;l,,; HER Hd,,,
iiber in die nichstfolgenden Ilopnyy: Il pyrt -+t Hypy1®

Hieraus fliefst, mit Riicksicht auf die in XI angegebenen Werte
der IT mit niedrigsten Indices, die gemeinte Darstellung der

Ho, :Hl, :-"'Hd,
von selbst. " * *
»50 erhilt man fiir d = 2:
( 1
1I q 93,2 + q—
0,1 %2 __ 22, 08 3,
Hl,l QIJ, H1,2 91,1 + q 1 ’ Hl, 41,1 + 23,2
9,1 + —
qs,
dyg + —2——
(26) » %2
II 93,1 + —
0,4 94,
7. + 1 ete,
1,4 -
93,2 p)
93,1 + 4
Gy + 2
! 3,1 q4
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withrend die jeweils unter dem Hauptbruchstrich stehenden Nenner die
Werte der Ts Mis s ete. reprisentieren.”
Iy’ e’ Iy
Die entsprechende Darstellung der 7,:7;::--:7; ergiebt sich
hieraus und durch Vergleich mit XIII', (22). Bei der Ausfithrung
empfiehlt es sich, in den mit 7, dividierten rechten Seiten von XIII”

systematisch die Quotienten:

@7 "Z‘ — & (>1)

einzufiihren.

XVIIL. ,Die Darstellung der ry:7,:---:74 bricht dann mit
den d Quotienten z,, Zut1, -, Tnya—1 ab, und umgekehrt ge-
langt man von ihr zu der der obigen der Ilon: Il ,:---: I,

zuriick, indem man z, ersetzt durch [z,] = ¢, und % durch

n-+4-1
-
wn-l—l

Selbstredend resultiert die nicht abbrechende Entwickelung der
Toifyi---17g, indem man in der fiir die Iy ,: ITy,n:---: II;, den
Index n unbegrenzt wachsen lifst.




Uber eine neue Eigenschaft der Diskriminanten algebraischer
Zahlkorper.*)

Von

L. STIoKELBERGER in Freiburg i Br.

Seit langer Zeit habe ich mich mit dem Beweise des Satzes iiber
die Primfaktoren der Grundzahl (Diskriminante) eines algebraischen
Zahlkorpers beschiftigt, den Herr Dedekind im Jahre 1871 angekiindigt
und fiir den er im Jahre 1882 in einer eigenen Abhandlung zwei voll-
stindige Beweise gegeben hat. Auch ist es mir schon vor Jahren ge-
lungen, beide Beweise so zu vereinfachen, dals sie an EKinfachheit kaum
hinter dem zuriickstehen, den Herr Hensel 1894 gegeben hat und den
seither die Herren H. Weber und D. Hilbert in ihre zusammenfassenden
Darstellungen aufgenommen haben. Einen dieser Beweise erlaube ich
mir hier vorzufithren, weil er fast unmittelbar zu einer neuen Eigen-
schaft der Grundzahl hinleitet, nimlich zu einem Zusammenhang
zwischen ihrem quadratischen Restcharakter in bezug auf irgend eine
ungerade Primzahl und der Zerlegung der letzteren in Primideale des
gegebenen Korpers. Etwas mithsamer ist nur der Erginzungssatz
beziiglich der Primzahl Zwei zu beweisen. Ich bemerke noch, dafs
ich zu dieser Eigenschaft gefithrt wurde, indem ich einen Satz des
Herrn Dedekind iiber kubische Korper, der mir durch eine briefliche
Mitteilung desselben an Herrn Frobenius bekannt geworden war, zu
beweisen suchte.

*) Dieser Vortrag war erst spit angemeldet und mufste der beschréinkten
Zeit halber ausfallen. Er erscheint hier in erweiterter Form insofern, als die
umsténdlicheren Erwihigungen des § 8, die beim miindlichen Vortrag hitten weg-
fallen miissen, auf Grund einer Ausarbeitung vom April 1894 vollstindig mit-
geteilt sind.



B. Vortrtige der Sektionssitzungen. 183

§ 1.

Herr Dedekind definiert als Spur einer Zahl des Kérpers £ vom
n'* Grade die Summe ihrer » konjugierten Werte und zeigt, wie man
diese Spur durch Operationen innerhalb £ bestimmen kann. An diese
Bestimmungsweise ankniipfend definiere ich die Spur einer ganzen
Zahl @ des Korpers in bezug auf ein solches Ideal a desselben, das
in der rationalen Primzahl p aufgeht, in folgender Weise. Ist
g der Grad von a, und sind e, &, --- @, nach dem Modul a unab-
hiingige ganze Zahlen von &, bestimmt man ferner g* ganze rationale
Zahlen z,, durch die Kongruenzen

@ 0oy = Zp10y + - - - + Zg0, (mod. 0),
so ist die Summe

Tyy + Loy + -+ -+ Ty
nach dem Modul p bestimmt und unabhingig von der Wahl der
Zahlen «,; sie heifse die Spur von @ in bezug auf a und werde
durch A4 (w) bezeichnet. Offenbar ist allgemein

A(0; + 0y) = A(0,) + A(w;) (mod. p)
und im besondern A4(w)=0 (mod.p) fir ® =0 (mod. a).

Nimmt man fir a das Hauptideal op, so ist g =% und 4 (o)
kongruent der absoluten Spur S(@) nach dem Modul »p. Nimmt man
fiir a verschiedene Divisoren von p, so gelten die folgenden einfachen
Gesetze:

I. Sind a, b theilerfremd und bedeuten A4(w), B(w), C(w)
die Spuren einer Zahl @ in bezug auf a, b, ab=r¢, so ist

4 (0) + B(w) = C(w) (mod. p).

II. Ist a die k* Potenz eines Primideals p, so besteht
zwischen den zugehorigen Spuren A4(w), P(w) die Relation

A(0) =FkP(w) (mod. p).

Zur Begriindung von I. beniitze man, wenn noch % den Grad des
Ideals b bedeutet, g nach a unabhingige durch b teilbare und 2 nach
b unabhiingige durch a teilbare Basiszahlen. Zur Begriindung von II
wihle man zunfichst, wenn f der Grad von p ist, «,,- - - @y unabhingig
nach p und leite aus diesen Zahlen (k¥ — 1) f weitere ab, indem man
sie nach einander mit g, g% - - - o*~! multipliziert, wo ¢ eine durch p,
aber nicht durch p? teilbare Zahl von & bedeutet. Aus den f ersten
der Kongruenzen (1) ergeben sich dann die iibrigen durch Multiplikation
mit jenen Potenzen, woraus sogleich Satz II. fliefst.
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Aus I. und II. folgt u. a.:

III. Sind p,, Py, --- Pm die verschiedenen in p aufgehenden
Primideale des Korpers, und ist

@ 0P =P ¥, - P
so ist die absolute Spur
@) S@)=¢P(0)+ P (0)+ -+ enPn(w) (mod p).
Die Summe reduziert sich auf ihr erstes Glied, wenn @ durch
PePs - - - P teilbar ist, sie wird kongruent Null, wenn aufser-
dem o durch p, oder ¢, durch p teilbar ist.

Fir den Fall a=yp, g = erhilt man, indem man die Kon-

gruenzen (1) wiederholt auf die p'® Potenz erhebtf, in bekannter Weise
die fiir unbestimmtes u giltige Kongruenz:

By — U Tyg * - Ty
(0—u)(@?—u) - (@ —u)=| T Tm % T (modyp).
Zr1 ez Ty — U

Aus dieser folgt:

IV. Die in bezug auf ein Primideal p genommene Spur
P(w) ist als rationale Zahl durch die Kongruenz
4) Plo) =0+ o + o 4 .- - 4+ 0’ (mod. p)
bestimmt.

" Daher hat die Kongruenz P(0)=0 (mod.p) nur p/~* Wurzeln
(mod. p); allgemein wird P(w) je p/—* mal jeder der Zahlen 0,1,---p—1
kongruent, wenn o ein volles Restsystem nach dem Modulp durchléuft.

Sind wieder e, ¢, - - &, unabhingig nach dem Modul p, so ist
die Determinante f* Grades

®) d=|aa? | r=1,2,--f)

durch p nicht teilbar (vgl. Math. Annalen 37, S.325). Nach dem
polynomischen Satze ist

07 =

PERE aff' (mod. p);
vermdge des Fermat'schen Satzes wird daher

0? = (—1)"7'9 (mod. p)
oder

(6) 0" = (— 1) (mod. p).
Ferner folgt aus (4) und (5):
©) 0?=| P(e,o,)| (mod. ).
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Aus der Vergleichung der beiden letzten Kongruenzen ergiebt sich
der Satz:

V. Bilden e«;, - - - @ ein vollstindiges System unab-
hingiger Zahlen nach dem Primideal p des Kérpers &, so
ist die Determinante f'" Grades aus den nach p genommenen
Spuren der Produkte «,e, quadratischer Rest oder Nichtrest
von p, je nachdem f ungerade oder gerade ist.

§ 2
Der Zerlegung (2) entsprechend wihle man

n=efi+ -+ eufn
Zahlen e, ¢ - - - @, in folgender Weise aus. Die ersten e, f; seien
gewihlt wie oben beim Beweise des Satzes IL. und aulserdem simtlich
durch pZyg - - - teilbar, dhnlich die folgenden ¢, f, Zahlen unter Hervor-

hebung des Faktors p; u.s.w. Man erkennt leicht, dafs die » Zahlen
nach dem Modul p (und um so mehr absolut) unabhiingig sind; die
Determinante aus den Spuren ihrer Produkte «,o, hat also den Wert

C) |S(e-e)| = D-a?,

wo a eine durch p nicht teilbare ganze rationale Zahl bedeutet.

Ist jetzt ¢, >1 und r eine der Zahlen f, -} 1,---¢f,, so sind
alle Produkte «,¢, durch y,,--- p,, ihre Spuren also durch p teilbar.
Ahnliches gilt fiir ¢, > 1 u. 5. w. In der Determinante (8) sind also
alle Elemente gewisser

(9) a—Dfit@G—Dfi+ -+ (@—Di=s
Zeilen durch p teilbar; aulserdem sind noch die Elemente z. B. der
ersten f; Zeilen durch p teilbar, falls ¢, den Faktor p enthilt.

- V. Bei der in III. angenommenen Faktorenzerlegung
von 0p ist die Grundzahl D des Korpers jedenfalls durch p*
teilbar, wenn f;,f;,--- die Grade der Primideale p,, ,,--- be-
deuten und s durch die Gleichung (9) gegeben ist; sind einige
der Exponenten e durch p teilbar, so erhoht sich der Exponent
der in D aufgehenden Potenz von p mindestens um die Summe
der entsprechenden Grade f.

Soll s =1 sein, so darf nur einer der Exponenten e grifser als
Eins und zwar gleich Zwei sein; zugleich mufs das entsprechende f
den Wert Eins haben. Ist p = 2, so tritt dann aber notwendig der
Ausnahmefall ein; daher ist immer D durch 4 teilbar, wenn 2
durch das Quadrat eines Ideals in & teilbar ist.
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Jetzt seien die Exponenten e, ¢,, - - - alle gleich Eins. Dann sind
alle Produkte o, e, fiir die » Z f; <s ist, durch p teilbar, ebenso alle,
fiir die r 2 f, + f; < s ist, u. . w. Daher wird nach (8)

Da®>= DD, --- D, (mod. p),
wo z B.

D, = |8(ere)| (v, s=1,2,---1)

ist. Zugleich ist nach III. fir diese Werte von 7, s S (. «,) kongruent
der in bezug auf p, genommenen Spur P, (e, e,), mithin nach V.

(3) = o
Somit wird
D —_— = (f—1) — n—m

(10) (3) = (=172 = (— 1y

VII. Die Diskriminante des Korpers & ist durch die
Primzahl p nicht teilbar, wenn p ein Produkt von lauter
verschiedenen Primidealen in & ist; zugleich ist sie, wenn p
ungerade, quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach-
dem die Anzahl der in p aufgehenden Primideale von geradem
Grade eine gerade oder ungerade ist, oder je nachdem die
Anzahl aller Primfaktoren von p» dem Grade des Korpers
kongruent ist nach dem Modul Zwei oder nicht.

Ist z. B. F'(¢) eine Primfunktion f*® Grades nach dem Modul p,
so ist die Diskriminante (das quadrierte Differenzenprodukt der Wurzeln)
von F'(f) quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem f un-
gerade oder gerade ist. Wenn man die bekannten singuliren Prim-
zahlen weglifst, die zwar nicht in der Diskriminante des Korpers £,
wohl aber in derjenigen jeder ganzen Zahl desselben aufgehen, kann man
aus diesem speziellen Satze wieder den allgemeinen ableiten. Dieser
selbst ist das genaue Analogon zu dem bekannten iiber das Vor-
zeichen der Diskriminante einer algebraischen Gleichung, die eine
bekannte Anzahl reeller Wurzeln hat; in diesem Falle kommen nur
die reellen und reell irreduktiblen Faktoren erstén und zweiten Grades
in Betracht.
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§ 3.

Unm die zweite Hilfte des Satzes VII. durch nihere Angaben iiber
das Verhalten der Grundzahl in bezug auf Potenzen der Zahl Zwei zu
vervollstindigen, wird man von vornherein Potenzen dieser Zahl und
ihrer Primfaktoren als Moduln einfithren miissen. Ich entwickle daher
in diesem Paragraphen einige Sitze, die sich auf Potenzen eines
beliebigen Primideals p in & beziehen.

Ist p eine rationale Primzahl und ¢ (u,v,- - ) eine ganze rationale
Funktion der Veriinderlichen w, v, - - - mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, so definiert bekanntlich die Gleichung

(11) P (U, 0, -+ )2 = @(ur, 02, ) + pY (¥, v, - )
eine zweite Funktion derselben Art. Aus dieser Gleichung ziehen wir

eine Reihe von Folgerungen, die sich auf die Potenzen eines in p auf-
gehenden Primideals p in & beziehen.

VIII. Sind «, B,--- ganze Zahlen des Korpers 2, so bleibt
jede Kongruenz der Form
9’(“1}‘7 ﬂpk, +) =0 (mod. p*)
bestehen, wenn man «,f§,--- durch ihre p*" Potenzen ersetzt.
Seien fiir beliebiges & gz, 6; die dem Wertsystem

] k
u=ap, Q}=ﬁl’,-..

entsprechenden Werte der Funktionen ¢, ¥, dann gelten nach (11)
u. a. die Gleichungen

(12) 9:—1 =0 +P6k_1 (k > O))
(13) & = @1 +po, (£20).
Aus der zweiten von diesen folgt unser Satz unmittelbar, wenn p
durch p*! teilbar ist, namentlich also immer fiir £ = 0. Ist aber p
genau durch p¢ teilbar und % > e, so nehme man den Satz fir ¥ <%
als bewiesen an und schliefse wie folgt. Da

o — ()

ist, kann man die Kongruenz ¢;=0 (mod. p*), die in der angenommenen
enthalten ist, als eine solche zwischen den p*—1!*® Potenzen von «, f8,---
ansehen und auf diese den Satz anwenden; man erkennt, dafs @y,
Qx42) * * * Oi4r—1 durch p* teilbar sind. Da aber aus bekannten Griinden
e = 0 (mod. p¥)
und folglich
b1 = @1 (mod. p¥)
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ist, ist auch @z, durch p* und ¢f , durch yp*! teilbar, 6, aber zu-
folge Gleichung (12) durch p*+—=. Nach Annahme ist also auch 6; durch
dieselbe Potenz teilbar und dann zufolge (13) @4y durch p*+';, w.z.b. w.
Nun sei f der Grad des Ideals p und werde zur Abkiirzung
(14) w’ —u="0U, v —o=7,...
gesetzt. Nach dem Modulsystem (U, V,---) ist jede ganze rationale
Funktion ¢ (u,v---) kongruent einer und nur einer solchen (dem Rest),
die in bezug auf jede der Verinderlichen von niedrigerem als dem
p’* Grade ist. Hat ¢ ganze rationale Koeffizienten, so hat der Rest
ebensolche und man kann auch die Multiplikatoren von U,V - - -
ebenso wihlen. Ist insbesondere
q’(“p; vF, .- ) - 9’(”’: Uy ) =0 (mOdd' uv,-- ‘)7
8o befriedigt, wie man leicht erkennt, zunichst die durch (11) definierte
Funktion py und daher auch 3 selbst die nfimlichen Bedingungen wie .
Sind jetzt e, 8, - - - beliebige ganze Zahlen in & und giebt man
den Zeichen g;, 6; dieselbe Bedeutung wie in dem vorigen Beweise,
so hat man auf der einen Seite

o =0, +po, ,
(15) of =@ +re ,

0F =0 + pe,_,,
auf der andern

01 =@, (mod.p).
Daher ist g, (und aus gleichen Griinden auch @,) einer rationalen Zahl
kongruent nach p. Dann sind aber ¢f, p6, und somit auch ¢, rationalen
Zahlen kongruent nach p?, und Gleiches gilt wiederum von ¢;. Indem
man so weiter schliefst, erhilt man den Satz:

IX. Wenn die ganze rationale Funktion ¢ mit ganzen
rationalen Koeffizienten die Eigenschaft hat, dals die Differenz
. . P, v?,--) — @ (u,v,--)
in die Form

(“pf_“)‘?l(“; v,--)+ (”pf_”)Q’z(“) v,-0) F -
gesetzt werden kann, wenn ferner p ein in der Primzahl p
aufgehendes Primideal f** Grades im Zahlkérper & und
o, B, - ganze Zahlen dieses Korpers bedeuten, so ist stets
'P(“pk; ﬂpk, )
einer rationalen Zahl kongruent nach dem Modul p*+i.

Zur Erliuterung sei daran erinmert, dafs «?* nach dem Modul

p1 bestimmt ist, wenn o« selbst nur nach p bestimmt ist. Fir
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Funktionen einer Veriinderlichen ist der Satz wesentlich gleichwertig
dem Satze II. § 6 meiner Abhandlung ,Uber eine Verallgemeinerung
der Kreisteilung” (Math. Annalen 37, S. 351).
Fiir die Determinante f** Grades
f—1
a(“n"'“f)=l“"“:’"'“f I (r=172;"'f)
besteht die Kongruenz
Sty - uf) = (—1)""0(u, - w) (WoddT,¥,--),
aus der, wenn

10  a=laf, T T =1, )
gesetzt wird,
17) Opy1=(—1)/—1& (mod. pt+1)

folgt. Ist f ungerade, so folgt aus IX. unmittelbar, dafs d; einer
rationalen Zahl kongruent ist nach dem Modul p*+?!; derselben Zahl
sind dann auch 0%41, Ok4s2, - - - kongruent nach dem niimlichen Modul.
Sind @, e, --- &, unabhiingig nach dem Modul p, so ist keine der
Zahlen ¢ durch p teilbar.

Wir untersuchen, indem wir die letzte Annahme iiber die Zahlen «
beibehalten, ob auch bei geradem f 0y einer rationalen Zahl d kongruent
sein kann nach p*+1. Soll dies der Fall sein, so mufs nach VIIL
auch 0y41=4d (mod. p*+1), somit nach (17)

A+ —1)0%=0 (mod. p*+7).
Bei geradem f ist dies nur dann moglich, wenn 2 durch p*+! teilbar
ist, also nur fiir p =2 und nur so lange & eine bestimmte Grenze
nicht tibersteigt. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist nach (13), (17)

0:(0x + 1) =0 (mod. p*+1),
also 0x =1 (mod. p*+*). Ist 2 genau durch p¢ teilbar, so sind hier-
nach 0,_y, 0., - - - simtlich =1 (mod. p?), dagegen ist keine der
Zahlen 0, 0,41, --- einer rationalen Zahl kongruent nach pe+1; der

Quotient %(6,,—— 1) ist keiner rationalen Zahl kongruent (mod. p).

X. Bilden a;,--- e ein vollstindiges System unabhéingiger
Zahlen in bezug auf den Modul p und ist % irgend eine
natiirliche Zahl, so ist bei ungeradem f die Determinante
= Grades

B=lof o T T

immer einer rationalen Zahl kongruent nach dem Modul p*+1,
bei geradem f nur dann, wenn » =2 und durch p*+! teilbar
ist. Ist p=2 und f gerade und y* die hochste in p aufgehende
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Potenz von y, so sind d,, 8,41, --- wohl =1 (mod. 2), dagegen
keiner rationalen Zahl kongruent nach pe+1.

Das Quadrat der Determinante 0y ist gleich der Determinante aus
den f? Summen
(18) (@)™ + -+ (@)
auf jede von diesen findet der Satz IX. Anwendung, sodals in jedem
Falle 8 einer rationalen Zahl D® kongruent ist nach dem Modul
p*+1. Bei ungeradem f ist aber nach X. 0y selbst einer rationalen
Zahl kongruent, folglich D® quadratischer Rest von p und fir hin-
reichend grofses & von einer beliebig hohen Potenz von p. Fiir un-
gerade Primzahlen ist letzteres selbstverstéindlich, fir p = 2, E>2e
dagegen erhdlt man (wemn e dieselbe Bedeutung hat wie vorhin)
D® =1 (mod. 8). Soll bei geradem f D® =d? (mod. p”+1) sein,

so mufs
(0x— d) (0x+ d) =0 (mod. p*+1)

sein. Fiir ungerades p miilste also der eine oder andere Faktor durch
p*+1 teilbar sein, was nicht angeht. Fiir p=2, k> 2¢ miilste zu-
niichst d ungerade sein; dann sind aber beide Faktoren genau durch
y teilbar, ihr Produkt durch y*.. Also ist D® — 1 wohl durch 4,
aber nicht durch 8 teilbar. Wir haben also den Satz:

XI. Ist pc die hochste Podenz des Primideals p vom
Grade f, die in der Zahl Zwei aufgeht, und %> 2e, so ist die
Determinante aus den f2 rationalen Zahlen, die den Aggre-
gaten (18) kongruent sind nach dem Modul yp*+!, von der
Form 8¢ -+ 1 oder 8¢+ 5, je nachdem der Grad f ungerade
oder gerade ist.

FH—1

Wenn p durch p? nicht teilbar ist, so kann die der Summe
w?k -+ mPk-I-l + ...+ w?k+f—1

nach p*+! kongruente rationale Zahl nebst anderen verwandten durch
das folgende Verfahren gefunden werden. Der Ausdruck

sl 4 -+ gof

stellt in diesem Falle ein volles Restsystem nach jenem Modul dar,

wenn die Koordinaten z,, - - - 2, volle Restsysteme nach p*+! durch-
laufen. Setzt man demgemﬁ.fs

(19) (@a)” =anef + -+ zyaf  (mod. pty),

so ist nach Satz VIII. auch

(amr)"k-l-h_1 =, afk+s ! + -+ w,,af-'k-'-‘—l (mod. p*+1).
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Subtrahiert man hier, unter % eine Unbestimmte verstehend, beider-

seits ua,.”k+’—1, und IﬁfSt 7,8 die Werte 1, 2, . e f annehmen’ 80
erhilt man nach bekannten Determinantensitzen, weil d; durch p
nicht teilbar ist, die identische Kongruenz:

(20) (0 — ) (@ —u) - (@ — )
Zyy — U, Zyg - Ly
—=| T 5 Tp— % Ty (mod. p+1).
Trr Trg s Ty — U

Demnach ist, analog wie in § 1,
@1) o' + 0T - T T =gy a3, (mod. ),

wenn die Zahlen z,, durch die Kongruenzen (19) bestimmt werden.

Um diese Regel in Worte zu fassen, verfahre man wie in § 1.
Man nehme f nach dem Modul p unabhingige Zahlen B, --- 8, und
definiere f2 rationale Zahlen y,, durch die Kongruenzen

0B =Yrsfy + - - - + YrsBr  (mod. prt+1),

Die Summe g, + - -- 4 y;; ist nach dem Modul p*+?! bestimmt und
unabhiingig von der Wahl der Zahlen f; sie heilse die Spur von
in bezug auf den Modul p*+1. Die vorige Regel kann dann so
ausgesprochen werden:

XII. Die Summe
o 4 o T ... f et

ist nach dem Modul p*+! kongruent der Spur von w#* in bezug
auf denselben Modul, vorausgesetzt, dals p nicht durch p?
teilbar ist.

Hiernach lifst sich Satz XI auch so formulieren:

XI2, Wenn 2 nicht durch das Quadrat des Primideals p
teilbar ist, und e, ---a; die oft erwihnte Bedeutung haben,
so ist die Determinante aus den in bezug auf p® genommenen
Spuren der Produkte («,«,)* kongruent 1 oder 5 (mod. 8), je
nachdem der Grad von p ungerade oder gerade ist.
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§ 4
Jetzt sei die Zahl 2 im Korper & das Produkt von m ver-
schiedenen Primidealen p,, p;, - - - P der Grade f;, f;, - - - fm. Wahlt
man dann die Basiszahlen «,, o, - -+ «, ebenso wie in § 2, so sind
zuniichst deren 2** Potenzen unabhiingig nach 2; daher ist

(22) A, o) = Da?,

wo D die Grundzahl des Korpers und @ eine ungerade Zahl bedeutet.
Ferner durchléuft der Ausdruck

o=mal 4+ zal
ein volles Restsystem nach 2*+! im Korper &, wenn die Koordinaten
z solche im gewdhnlichen Simme durchlaufen. Dabei sind, da

2x>k+1
ist, die ersten f, Koordinaten bestimmt, sobald @ nach pi** bestimmt

ist, die nichstfolgenden f,, wenn o nach pit? bestimmt ist, u. s. w.
Setzt man nun fir r=1,2,.-.-n

k k
0dd =10 + - .x,,,a,’f (mod. 2t+1),

so ist, wie in § 1, die Summe der Zahlen z,, kongruent der absoluten
Spur S(w). Sie zerfillt aber, den Primfaktoren p,,--- entsprechend,
in Teilsummen der am Ende des § 3 betrachteten Art; also ist S(w)
kongruent der Summe der in bezug auf pit?, i genommenen

Spuren von @. Ist @ durch (g, - - - pm)t+?! teilbar, so ist S(w) kon-

gruent der in bezug auf i’ genommenen Spur.
Jetzt sei

® = (a,.a.)sk.

Diese Zahl und folglich auch ihre absolute Spur ist durch 2*+1 teil-
bar, wenn von den Zeigern 7, s einer Z f;, der andere > f; ist, u. s. w.
Mithin zerfillt die Determinante der absoluten Spuren, nach dem
Modul 2*+! genommen, in m den Primfaktoren entsprechende Deter-
minanten:

(28) D=D,D,---D, (mod 2*+1)

Nehmen wir nun %> 2, so wissen wir von diesen Faktoren, ob sie
kongruent 1 oder 5 (mod 8) sind; da auch a®=1 (mod. 8) ist, ge-
winnen wir den Satz:

XIII. Die Diskriminante des Zahlkdrpers &, in dem 2 ein
Produkt von m verschiedenen Primidealen p,, p,,--- pn der
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Grade fi, f3, - fm i8t, ist von der Form 8¢ 4 1 oder 8¢ + 5,
je nachdem unter jenen Primfaktoren solche geraden Grades
in gerader oder ungerader Zahl vorkommen; in Zeichen ist

D—1

2=—1)=n—m (mod 2)

D—1

@) (=1 = (=1

oder

Z. B. ist die Diskriminante (das Produkt der quadrierten Wurzel-
differenzen) einer Primfunktion nach dem Modul 2, wenn sie ungerade
ist, von der Form 8¢ 4+ 1 oder 8¢ + 5, je nachdem der Grad der
Funktion ungerade oder gerade ist.

Verh, d. 1. internat. Math.-Kongr. Ziirich 1897. 13



Sur la théorie des nombres premiers.

Par

CH. pE LA VarLrie PoussiNy & Louvain.

M. de la Vallée Poussin s'est occupé de la fréquence des nombres
premiers de différentes formes dans un Mémoire étendu, publié dans
les Annales de la Société scientifique de Bruxelles (1896) sous le titre:
Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers.

Voici quelques conclusions de ce travail, concernant les nombres
premiers d’'une forme linéaire primitive Mz 4 N:

1° L’expression
2 2y,
9 N<!l

dans laquelle la somme est étendue aux nombres premiers <y et de
la forme Mz + N, a pour limite I'unité quand y tend vers Yinfini.

20 La différence
lay
o (M) 2, a ly

2y<y

tend vers une limite finie et déterminée quand y tend vers linfini.
3% Le nombre des nombres premiers de la forme Mz -+ N et
< gy peut se représenter par 'expression
14+e 9y
o) 1y

ot & tend vers zéro quand y tend vers I'infini

On a des conclusions analogues concernant les nombres premiers
représentables par une forme quadratique de déterminant négatif (— ).
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Soit % le nombre des classes de formes (positives) proprement primi-
tives de ce déterminant:
1° Les expressions

2h . —
i Elqc, si ¢ est une classe ambigué;

Q<Y

-;:— Zlqc, si ¢ n'est pas ambigué,
9@ <Y
expressions od les sommes s'étendent aux nombres premiers <y et
représentables par la classe ¢, ont pour limite l'unité quand y tend
vers linfini. .
2° Le nombre des nombres premiers <y et représentables par une
classe ¢ proprement primitive a pour expression asymptotique
14 ¢ 1+4¢
e
suivant que ¢ est une classe ambigué ou non, ¢ ayant pour limite
zéro quand y augmente indéfiniment.

Ces conclusions s'étendent aux formes de déterminant positif, mais
la démonstration est plus difficile. Cette nouvelle démonstration, dont
un résumé seulement a paru dans le Bulletin de la Société scientifique
de Bruxelles (1897), sera publiée prochainement dans les Annales de
cette méme société.

13*



2. Sektion: Analysis und Funktionentheorie.

Sur une classe d'équations du cinquitme degré
résolubles algébriquement et la transformation du onzieéme
ordre des fonctions elliptiques.

Par
F. Brioscur & Milan. §

1° Dans un mémoire publié dans les Annales de I'Kcole Nor-
male*) jai démontré l'existence d’une classe d’équations du cinquieme
degré résolubles algébriquement. La condition nécessaire et suffisante
est déterminée par une relation entre les invariants de '’équation du
cinquieme degré.

Soient z,, z,, %,, %3, x, les racines d’'une équation du cinquieéme
degré, et:

e = ay* (01) (12) (23) (34) (40), 2, — z, = (rs).

La substitution (3 r,,r + s)

tions w,, u,, 1y, s, u, et 'équation dont les racines sont us?, o2 - u?
est la suivante:

(1) % — (1 —30)¢® + 4 (B — 218 + 5% ¢° — k®
+ (B + 210 + 5% 3% — (1 4 38) 9%¢* 4 3° — 0,

dans laquelle 7 est V'invariant du quatritme degré, k du douzieéme degré
et 0 la racine carrée du discriminant.
La condition est:

1 9
b= O — 418 + 907,

donne, comme il est connu, les autres fonc-

*) gme QJérie —~ Tome XII. Novembre 1895.
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et lon voit tout de suite que dans ce cas le premier membre de
I'équation (1) a pour facteur ¢* — . En posant:

1
1=0(244+13), o=102%¢
I'équation (1) divisée par £ — 1 devient:
£9 — (244 9) £ + (1 + 104 4 28) B8 — (4 + 124 + 35)§* +
+ (@24 15)8 —1 =0,
qui résulte du produit des deux suivantes:
@) P+e—0+H8—A+3)8+35+1=0,
P—8—A+498+G0+3)8+38—1=0,
lesquelles se déduisent I'une de l'autre par le changement de & en — &.
Or ces équations sont résolubles algébriquement.
20 Soient P, @; L, M les fonctions suivantes de £ 4:
P—T§ 428 —(1a+3-1)8— @1 —5)E+3(31+9)
Q=98 + 48 — 9+ HF — 42+ B)E+ (14 22)
L=28+428—-21+498—2145)E+5
M=—§—-84+0+498+@@+5)E—2
et en conséquence®):
3) bE=L+2M— 1.
Ces expressions P, @; L, M ont des propriétés remarquables. Avant
tout on a pour les racines de la premiére des équations (2):
ZP=0,2Q=0; XL=0, ZM=0.
En second lieu en posant:

P+ wQ=U Q@Q—eoP=V; L+ oM=R, M-— oL =23_,
Y5 —1

@ ==

on a:

U =t,V—r1,84 2, V*=+¢ U+ 1, R+ 28,
UV=—hU—fV+gR+ (0 + 1)75,

R? =V +4 2k, S*=ow[U+ 2f],

RS =—0U+V—(0—3)R+ Bo+1)5,
UR=Bow+2)V—(0o+ 1)hS+g, VS=2w —3) U+ of R+ 1,
U8 =(w—3) U+ wt,R + S,
VR=—Bo+1)V+hR — (0 + 1)t,8,

*) Ces expressions de P, @; L, M se déduisent de celles données dans le
mémoire cité pag. 340.
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ayant posé:
f=iV5+11(a+1), h=wl)5+11(1—a),
9= B0+ 1) f+ Bo+ Dk,
th=380+2—of —(0+4+ 1h; t,=20+4+3 4 of — (0 + 1)5,
n=(0+1g; 5=09+220—3)f

3% Soit:
4 y=Ue+ Rp
la formule de transformation; &, B des indéterminées.

En supposant:

® f*e* + gep 4+ hp* =0
on obtient:

(6) Yy =Ve, + 8B
étant:

o =ty + 28w+ 2)af + % fy = — [t + 2(0 + 1) hf] e
Par la multiplication des équations (4) (6) on déduit que:
M v =Veay + Sp;
et:
% = — fow, — (30 + 1) foy + BB,;
py=(0o+ 1) [vye —t;fley + [ + (B + 1) ] B;.
Enfin le carré de (6) donne:
® y' = Uey + Rp;s
et:
g = — heoy + (0 — 3)afy — wffy;
Bs = (9 + k) &y + [wige — (@ — 3) f] ;.
Pour la transformée seront donec:

Zy=0, 2Ty =0, Zy* =10, Iy* =0,

pourvu que l'équation (5) soit satisfaite. La transformée se réduit
donc & une équation binome. En effet en multipliant les équations

4) (8), vu que:

foeas + (Bw 4 2) (af; + o5p) 4+ ;= 0,
Ty + (0 -+ 1) h(ef; + a3f) =0,

on a:

¥* = 2f%aey; 4 g(af; + o5B) + 2hpp;
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Si dans I'équation (5) on pose f = — 2f% I'on déduit:
a=g-+a =g"—4fh

6°=05(w — 2)[443 + 5647 4 20-11 .2 4 11%].
En conséquence:
afy — asff = 2P30; o fy — oyfy = 2 (0 4 1) f30;
¥ = 2p;6"

ay' — oy = 2p306 - B; 19’ — oy = 2(w + 1) B30 - S.
De ces derniéres en déduisant les valeurs de L, M, et en se
rappellant la relation (3) on aura:
28,656 + 1) = (0 + 1) (¢9* — &) + 0 (¥’ — 9",
équation d’od résultent les valeurs de £, &, - - exprimées algébrique-

ment en fonction de A.
4° Dans la transformation du onziéme ordre des fonctions ellip-

tiques on a qu’en posant:
%y = p(m), z, = p(2m), z, = p(3m), z; = p(4m), z, = p(5m),

ou:

et

m =22 (2w période)

la condition entre invariants est satisfaite.
De plus en posant:

3
——r—1 PTEFd
la premiere des équations devient:
PP —Tpt+18p°—5p*—2p 41
®) »p—1t =4

Or Mr. Greenhill dans son mémoire — Pseudo-Elliptic Inte-
grals etc.*) — a démontré que, dans ce cas:

A =3 [*—1002 4+ 0 VQ[)], VQ{) = v° — 200* 4 56v* — 44

v étant le parametre de I'équation modulaire.**) On aura en con-
séquence:

6 = V5(0 — 2) [v® — 150* 4 289 — 11 4 v (0 — 5) Y Q(v)]
et I'équation (9) sera résoluble algébriquement.

*) Proceedings of the London Mathematical Society. Vol. XXV. pag. 245.

**) Sulla trasformazione dell’ undecimo ordine delle funzioni ellittiche. —
Annali di Matematica. — Serie II. Vol. 21. pag. 211,



Sur les fonctions de plusieurs variables et en particulier les
fonctions algébriques.

Par

E. Picarp & Paris.

M. Emile Picard retrace & grands traits I'histoire de la théorie
des surfaces algébriques dans ces derniers temps. Il montre les divers
points de vue auxquels on peut se placer dans cette étude; la théorie
peut se développer d'une part dans le sens de l'algebre et de la géo-
métrie analytique, de l'autre dans le sens de la géométrie de situation
et de la théorie des fonctions. Dans l'une et l'autre direction, les
différences sont profondes entre le cas des courbes et celui des surfaces.
M. Neether a ét6 un initiateur dans la premiére voie, et tous les
mathématiciens qui s'occupent aujourd’hui de la théorie des surfaces
algébriques sont des disciples de l'illustre géomeétre. Au point de vue
transcendant, les intégrales de différenticlles totales et les intégrales
doubles jouent un réle capital. C'est la considération des intégrales
doubles de seconde espéce qui conduit & des rapprochements im-
portants entre la théorie des intégrales simples et celle des intégrales
doubles, mais, quoique les liens ainsi établis ne soient pas douteux,
cest un sujet qui demande encore de longues recherches.



Sur certaines applications possibles de la théorie
des ensembles.

Par

J. Hapamarp & Paris.

Quoique la théorie des ensembles fasse abstraction de la nature
des éléments, on a surtout considéré, jusqu'a présent, les ensembles
composés de nombres, ou, tout au plus, de points dans I'espace a »
dimensions. '

Il ne me semble pas inutile de signaler I'intérét qu’il y aurait a
étudier des ensembles composés de fonctions. De tels ensembles
peuvent d’ailleurs présenter des propriétés tout autres que les précédents.

C’est ainsi que la question de la convergence des séries conduirait
a rechercher un ensemble de fonctions d’'une puissance supérieure a la
premiere et bien ordomné, c'est-d-dire tel que I'on puisse non seule-
ment indiquer lordre de deux éléments quelconques, mais assigner
P’élément qui précede et celui qui suit immédiatement un élément donné.

Mais c’est principalement dans la théorie des équations aux dérivées
partielles de la physique mathématique que des études de cette espece
joueraient, sans nul doute, un role fondamental. Pour n’en citer qu'un
exemple c'est grice & ces recherches qu'on arriverait & donner un
fondement solide aux raisonnements bien connus qui ramenent la
définition des intégrales de ces équations & des questions de minimum.

Il est clair, en effet, que de telles questions sont intimement liées
a la nature du domaine dans lequel le minimum est recherché. Par
exemple, le minimum d’une quantité f(z, ¥, #) qui dépend continuement
des coordonnées d'un point existe foujours sur une surface fermée (ou
dont les bords sont considérés comme faisant partie de la surface); il
n’existe pas nécessairement si une ligne ou un point donnés sont exclus.

Il faut toutefois remarquer que le probleme présente des difficultés
spéciales dans le cas du calcul des variations, la solution dépendant &
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la fois de la nature du domaine et de celle de l'expression dont on

~

étudie la variation. C’est ainsi qu'une intégrale étendue & un arc de

courbe assujetti & avoir ses extrémités en deux point donnés, avec des
tangentes données en ces points, admet en général un minimum si la

fonction sous le signe f contient des dérivées secondes et n'en admet

pas si cette fonction ne contient que des dérivées premieres.

Il n’en est pas moins évident qu'il y aurait lieu d’étudier l'en-
gsemble E formé par les fonctions continues d’une variable comprise
dans Pintervalle (0, 1) et prenant aux extrémités des valeurs données,
ainsi que les ensembles analogues.

Un des premiers problemes qui se poseraient dans cette étude me
parait &tre le suivant:

Divisons I'ensemble considéré en ensembles partiels E’ tels que
deux fonctions intérieures & l'un quelconque d’entre eux aient umne
distance (au sens de Weierstrass) moindre qu'un nombre déterminé .
Considérant tous ces E’ comme autant d'individus, on peut dire que
Pensemble qui a ces E’ pour éléments numeére I'ensemble E. C’est
cet ensemble numérant dont il conviendrait d’étudier les propriétés e,
en premier lieu, la puissance.



Remarque relative & la communication de M. Hadamard.

Par

8. PmvomerLE & Bologne.

M. Pincherle, & propos de I'intéressante communication de M. Hada-
mard, fait remarquer que plusieurs géometres italiens ont, sous divers
points de vue, regardé les fonctions comme les points d’'un ensemble
et méme d'un continuum. Il cite & ce sujet un mémoire déja ancien
de feu M. Ascoli, inséré aux Annali di Matematica, intitulé
Sulle curve limiti di una varietd di curve, des notes de
M. Volterra (R. C. della R. Accad. dei Lincei, 1887), d’autres de
M. Arzela (R. C. et Mem. dell’ Accad. di Bologna, 1894—96) et ses
propres travaux (p. ex. Annali di Matematica, 1884 etc.).



Remarque relative & la communication de M. Hadamard.

Par

E. BoreL & Paris.

M. Borel demande la parole pour présenter de courtes remarques
sur quelques questions dans lesquelles interviennent des ensembles de
fonctions, mais envisagés a un point de vue qui semble différent de
celui de M. Hadamard.

Il rappelle d’abord ce fait bien connu, qu'une fonction arbitraire
de nature déterminée (par exemple, une fonction analytique de deux
variables), dépendant d’une infinité dénombrable de coefficients, on peut,
dans bien des cas, faire correspondre d'une manidre univoque une
fonction arbitraire & une ou plusieurs fonctions arbitraires. A ce
point de vue, il a pu indiquer, en 1895, dans le Bulletin des Sciences
Mathématiques, un curieux résultat relatif aux équations linéaires aux
dérivées partielles. D’autre part, il est clair que si, pour une équation
aux dérivées partielles, on se pose le probleme de Cauchy sous
une forme précise, l'intégrale générale dépend d’un nombre parfaitement
déterminé de fonctions arbitraires de nature déterminée. Comment
concilier ces résultats contradictoires? Si nous nous placons au point
de vue de Cauchy, c'est-i-dire si nous recherchons les intégrales
analytiques, l'intégrale générale est donnée par un développement en
série dont les coefficients sont des fonctions des coefficients des séries
(arbitraires) qui definissent les conditions initiales. Ces derniers coeffi-
cients pourraient &tre rangés en une série simple; mais, si on les
regarde comme arbitraires, la série intégrale n’est pas nécessairement
convergente. On sait au contraire que cette série est convergente dans
le cas et dans le cas seulement od les séries définissant les conditions
initiales sont elles-mémes convergentes. Dire donc que Iintégrale
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dépend d’un nombre déterminé de fonctions arbitraires de nature
déterminée, c’est dire que la convergence de la série intégrale
dépend de la convergence d’un certain nombre de séries
de nature déterminée. C'est donc dans I'étude approfondie de la
convergence des séries que 'on doit rechercher I'origine de la distinction
entre les diverses sortes de fonctions arbitraires. M. Borel a indiqué
pour la premidre fois cette idée dans une Note parue aux Comptes
Rendus en décembre 1895.



Les mathématiques et la conception du monde au point de
vue de la philosophie scientifique.

Par

N. Boucaiev & Moscou.

L’entendement actuel des phénomeénes du monde se trouve direc-
tement lié avec la science et la philosophie. C’est pourquoi on le
qualifie ordinairement de conception scientifique et philosophique du
monde. (Philosophisch-wissenschaftliche Weltanschauung.)

En quoi consistent donc I'essence et les caracteres fondamentaux de
cette fagon de considérer le monde?

Il faut répondre & cette question pour évaluer avec justesse cer-
tains phénomeénes scientifiques, artistiques et sociaux; c'est indispensable
pour mieux résoudre plusieurs problemes de la vie pratique et sociale.

Je n’ai pas la prétention de répondre & cette question dans toute
gon étendue. J'essaierai seulement d’approcher de la solution en par-
tant d'un point de vue tout & fait particulier.

L’entendement scientifique et philosophique du monde dépend de
notre fagon de comprendre les phénoménes de la nature. C'est surtout
la science qui facilite cet entendement. Or la science tend, dans ses
conclusions, & l'exactitude et & la précision. Elle ne se borne pas &
des considérations générales. Des généralisations une fois formées,
apparait la question de la mesure et du nombre, capable de caractériser
T'objet dans toutes les circonstances. C'est elle qui donne & la science
ce caractere positif auquel elle tend de nos jours.

Actuellement cette exigence du nombre et de la mesure parait
constituer la question vitale du jour non seulement de la science, mais
aussi de l'art et des relations humaines. Trouver la mesure dans le
domaine de la pensée, de la volonté et du sentiment, tel est le pro-
bleme du philosophe, du politique et de l'artiste contemporains.

Cette exigence constante de 'homme nouveau non seulement ne
diminue pas, mais grandit, au contraire, le co6té idéal de la civilisation
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contemporaine. Au moyen du nombre et de la mesure, — I’homme

N

aspire a sortir du domaine des instincts, domaine indéfini et illimité
et 4 g'élever & une situation idéale, capable de lui donner une puis-
sance pleine et entidre sur la nature extérieure et intérieure et qui
introduise l'harmonie et un sentiment esthétique dans toute mani-
festation de lesprit humain.

Le nombre et la mesure apparaissent dans la science actuelle
comme le moyen le plus puissant pour évaluer les phénomeénes de-la
nature. Ces exigences de la science la lient directement aux mathé-
matiques, la science du nombre et de la mesure, qu'en toute justice
on appelle la meére de toutes les sciences.

Dés qu'une quantité concrdte quelconque est capable de devenir
une quantité mathématique, les mathématiques entrent aussitot en action.

C'est pourquoi les mathématiques dans leur développement scien-
tifique, dans leurs proeédés et leurs méthodes de recherche, ont ume
importance essentielle pour '’homme contemporain. C'est ce qui ex-
plique pourquoi notre époque se distingue par un tel accroissement
des méthodes mathématiques, pourquoi un si grand nombre de savants
appliquent tous leurs efforts a augmenter par leurs recherches ces
instruments et ces moyens d’investigation: ils ne font que manifester
la puissance déductive de 'homme. Avec l'accumulation et la classi-
fication des faits, avec le perfectionnement des méthodes, ces instru-
ments et ces moyens renferment la véritable condition du développement
progressif de nos connaissances de la nature.

Dans les mathématiques pures, nous devons avant tout chercher
les réponses & certaines questions concernant l'essence et les principes
fondamentaux de la conception contemporaine du monde au point de
vue scientifique et philosophique. Les mathématiques constituent la
science qui étudie les similitudes et les différences dans le domaine
des phénomeénes de changement de la quantité. C’est sa définition la
plus générale; toutes les autres en découlent comme ses conséquences
naturelles. L’idée de modification de la quantité et de l'ordre, a
laquelle se soumettent ces changements, ce sont les idées fontamentales
des mathématiques. Une quantité susceptible de modification s’appelle
une grandeur variable. Les quantités variables peuvent changer indé-
pendamment de la modification d’autres quantités ou en dépendre.
Selon cette modification, on les nomme quantités variables indépen-
dantes ou dépendantes. Les quantités variables dépendantes s’appellent
aussi des fonctions. Par conséquent les mathématiques apparaissent
comme la théorie des fonctions. On peut également admettre cette
seconde définition, découlant de la premiere comme de la définition
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principale. Elle suffit pour expliquer plusieurs faits dans le domaine
des phénomenes de la modification du nombre.

Les quantités peuvent se modifier d'une fagon continue ou discon-
tinue. D’aprés ces deux moyens de modification des quantités, les
fonctions se subdivisent en fonctions continues et discontinues, et les
mathématiques pures se divisent, & leur tour, en deux grandes parties:
la théorie des fonctions continues et la théorie des fonctions discon-
tinues. On appelle généralement analyse mathématique la théorie
des fonctions continues et arithmologie la théorie des fonctions
discontinues. Une subdivision aussi naturelle des mathématiques pures
n’a pas encore pénétré dans la science, n'est pas encore devenue digne
de la conviction scientifique générale. Il en résulte toute une suite
de malentendus dans la classification et l'entendement de plusieurs
parties des mathématiques pures. Ce défaut de clarté dans les sources
de la classification scientifique se reflete d'une fagon défavorable sur
le caractére que prend la conception scientifique du monde.

La théorie des fonctions continues ou lanalyse emprunte ses mé-
thodes & lapplication conséquente de l'idée de continuité & I'étude
de ces fonctions. Cette idée, intimement liée & la théorie des limites
constitue la matiere essentielle du caleul infinitésimal.

La méthode des infiniments petits ou le calcul différentiel ot le
calcul intégral constituent un des moyens les plus puissants pour
Pétude des fonctions analytiques. Sur le terrain de cette méthode
s'est établi, développé et définitivement constitué I'édifice grandiose de
Panalyse mathématique. Sous son abri viennent, pour ainsi dire, se
nicher plusieurs sciences des mathématiques appliquées. Le probleéme
fondamental de l'analyse mathématique aboutit & mettre en relation
toutes les fonctions analytiques avec les fonctions entieres comme
étant les plus simples et les plus accessibles pour nous. Plusieurs
grands géometres ont travaillé & résoudre ce probleme. Plus d’un
mathématicien de génie y a montré un esprit extraordinaire et per-
spicace. Les savants contemporains ont atteint au plus haut degré de
perfection dans 'élaboration de ce probleme.

En face de l'analyse s’éléve peu & peu un autre édifice grandiose
de mathématiques pures. C’est la théorie des fonctions discontinues
ou l'arithmologie. Parue sous le nom modeste de théorie des nom-
bres, elle entre graduellement dans une phase nouvelle de son dévelop-
pement. Actuellement tout donne & penser, que l'arithmologie ne le
cédera pas & lanalyse par l'étendue de ses matitres, la généralité
de ses méthodes, la remarquable beauté de ses résultats. La discon-
tinuité est bien plus variée que la continuité. On peut méme dire
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que la continuité c’est la discontinuité dans laquelle la modification
passe par des intervalles infiniment petits et égaux. La diversité des
formes, sous lesquelles apparait la discontinuité, méne & ceci, que les
questions scientifiques de 'arithmologie sont souvent plus compliquées
et plus difficiles que les questions correspondantes de l'analyse.

L’analyse n’est que le premier degré dans le développement des
vérités mathématiques, la forme la plus simple sous laquelle elles
apparaissent. Voild pourquoi l’analyse s'est développée en premier, a
arrété avant tout l'attention des mathématiciens. Pour le développe-
ment de l'arithmologie, il ne faut pas seulement tous les procédés de
Panalyse, mais encore toute une suite de méthodes et des procédés
d’investigation tout & fait nouveaux. Sous ce rapport, I'arithmologie
est un véritable arsenal de méthodes mathématiques. Les instruments
les plus divers qui servent aux recherches mathématiques s’y concentrent
et 8’y accumulent.

Entre ces deux divisions, analyse et arithmologie, il y a compléte
corrélation.

Presque & chaque partie importante de l'analyse correspond une
division particulitre de l'arithmologie. Cette conscience du rdle im-
portant de l'arithmologie se rencontre chez les plus grands géometres,
qui embrassent le sujet de notre science dans toute sa plénitude et
son étendue. Lamé, célebre savant et ingénieur francais, qualifie
franchement de détracteurs de la science pure les savants qui se com-
portent sans respects suffisants & I'égard de la théorie des nombres;
Gauss s'exprime ainsi sur cette question: ,Die Mathematik ist die
Konigin der Wissenschaft, aber die Arithmetik ist die Konigin der
Mathematik!“ — (,La mathématique est la reine des sciences, mais
Parithmétique est la reine des mathématiques!®).

Les vérités de l'analyse se distinguent par leur généralité et leur
universalité. Les vérités de l'arithmologie portent en elles I'empreinte
d'une individualité originale, vous attirent & eljes par leur caractére
mystérieux et leur beauté frappante. On n’explique que par ce fait
pourquoi certains penseurs ont rattaché aux nombres entiers différentes
questions de philosophie mystique. Par leur élégance les vérités de
larithmologie éveillent chez le savant le sentiment de la beauté
scientifique, qui le satisfait pleinement, sans compter encore cette
question: ont-elles ou n'ont-elles pas une application & une explication
immédiate des phénomenes de la vie et de la nature?

Outre l'analyse et l'arithmologie, la géométrie et la théorie des
probabilités entrent aussi dans le domaine des mathématiques pures.

Dans la géométrie la quantité qu'on examine c’est I'étendue. La théorie
Verh. d. 1, internat. Math.-Kongr. Ziirich 1897. 14
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des probabilités c’est la science des phénomeénes fortuits. La quantité
qu'on y étudie c’est la probabilité d'un phénoméne de hasard.

Les méthodes de lanalyse et de l'arithmologie s’appliquent par-
faitement & la géométrie. En ce sens, on peut la qualifier de science
mathématique appliquée. Elle a aussi ses méthodes & elle. Elles
résultent de ce que I'étendue est accessible & notre perception sensitive.
Cette circonstance préte aux vérités géométriques non seulement une
démonstration logique, mais aussi I'évidence qui vient des yeux et une
fagon de se convaincre par les sens. Cette réunion de la démonstration
logique et de persuasion intuitive, communique un charme particulier
aux vérités géométriques. Dans la théorie des probabilités on ne
rencontre pas des méthodes mathématiques originales. L’analyse,
Parithmologie, la géométrie et la théorie des probabilités offrent tous
les éléments pour élaborer les principes fondamentaux de la conception
scientifique et philosophique du monde.

Ces vérités et leurs méthodes s’appliquent completement a l'inter-
prétation des phénomenes de l'univers. La nature de leur objet déter-
mine également nos fagons d'envisager le monde.

Il est trés important d’examiner & l'heure actuelle I'influence de
ces parties des mathématiques sur la conception scientifique et philo-
sophique du monde.

Dans les explications scientifiques des phénomenes de la nature
les savants se sont surtout servi de la géométrie et de l'analyse: la
géométrie a 6té particulidrement l'instrument scientifique du monde
des anciens et l'analyse celui du monde moderne.

Aussi, on peut appeler géométrique la période de I'astronomie
ancienne. Dans la période nouvelle cette étude s'est constituée sous
Pinfluence des notions de la mécanique. L’analyse des infiniments petits
a été l'instrument mathématique de l'astronomie. Aussi on peut qua-
lifier cette période d’analytique. Le calcul différentiel et intégral a
fait avancer la mécanique et l'astronomie: c'est pourquoi on peut
appeler mécanique cette période de lastronomie.

Sous linfluence de l'analyse nos vues sur la constitution de I'uni-
vers ont été totalement transformées. Grice a l'analyse, I'astronomie
a pris un tour tout & fait scientifique, et la mécanique rationnelle s'est
changée en une doctrine bien ordonnée et parfaite. IL’application de
l'analyse devient souvent le moyen indispensable et unique d’établir
I'hypothese scientifique donnée sur les bases inébranlables de 'expérience
et de l'observation.

A la suite de la mécanique rationnelle et de la mécanique céleste,
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la physique est entrée dans une période de développement, dans
laquelle elle est devenue aussi une science mathématique. Les sciences
physiques ont passé par les mémes phases d’évolution historique que
Pastronomie. Aprés I'époque des vagues constructions est venue la
période ol s'est manifesté le besoin absolu de Vobservation et de
I'expérience. Alors dans la science apparaissent généralement les géné-
ralisations premieres, on répartit les phénomenes en espeéces et en
groupes. Grice au progrés des sciences exactes, ces observations
gaccompagnent d’indications précises fournies par les nombres. De
ces données numériques on forme aussi les premitres lois empiriques
et numériques, qui doivent ensuite découler, comme conséquence pre-
midre, des principes de la science, élaborées par le procédé inductif
le plus rigoureux. Les lois de la conservation de la matitre et de
I'énergie sont ces lois générales, que la physique et la chimie ont
élaborées. Actuellement l'analyse mathématique trouve dans la phy-
sique les applications les plus variées et les plus étendues. La physique
mathématique a atteint un trés haut degré de perfection. En général,
on peut affirmer avec une grande probabilité qu'on détermine le
développement des sciences physiques par I'étendue de la région dans
laquelle on applique l'analyse mathématique. Dans la marche du
développement successif des sciences physiques nous ne pouvons nous
empécher de remarquer leur marche progressive et ascendante vers la
précision et la perfection. Nous ne pouvons expliquer que de cette
fagon pourquoi la chimie tend & se rapprocher de la physique et la
physique de la mécanique. C’est pourquoi plusieurs savants supposent
que dans l'avenir tous les phénomeénes de la nature extérieure pourront
étre expliqués par les lois mécaniques de 1'équilibre et du mouvement,
et seront l'objet de recherches suivies dans leur marche déductive
d’opérations mathématiques. De cette fagon, la science qui traite des
propriétés et des rapports réciproques des grandeurs apparait comme la
condition indispensable qui détermine le degré de précision et de
rigneur des déductions dans les sciences physiques, 'unité qui les relie
dans un tout harmonieux, la méthode et 'arme puissantes, auxquelles
elles ont recours dans l'intérét de leur développement.

L’application de l'analyse mathématique & I'étude des phénomenes
de la nature, application vaste et multiple, ajoute une nuance spéciale
a la fagon actuelle de concevoir le monde selon la science et la philo-
sophie. Cette nuance dépend du caractére méme de l'analyse mathé-
matique, de la propriété de ces fonctions continues, au moyen desquelles
on étudie et on formule les lois de la nature. C’est 13 que nous

devons chercher les réponses & la question touchant les principes
14*
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fondamentaux de la conception du monde actuellement admise au point
de vue de la philosophie scientifique.

Pour expliquer mathématiquement les phénomenes de la nature
on applique surtout les fonctions analytiques continues. Voild pour-
quoi on peut & juste titre donner le nom de conception analytique
4 la fagon actuelle de concevoir le monde.

Les fonctions analytiques ont pour principale propriété la con-
tinuité. Elle nous donne la possibilité d'étudier ces fonctions dans
toutes leurs manifestations élémentaires. Dans I'étude des phénomenes
de la nature nous prenons pour guide cette propriété principale des
fonctions. Nous admettons que les phénomenes de la nature varient
d’une fagon continue. Outre cela, quand nous étudions ces phénoménes
nous avons pour but de les comprendre dans toutes leurs manifesta-
tions élémentaires. Enfin nous voulons savoir comment les phénomenes
compliqués de la nature se forment des phénomeénes élémentaires. Le
caleul différentiel et intégral nous met & méme non seulement de
donner une expression mathématique & ces questions, mais encore de
les résoudre d’'une fagon précise, du moment que la loi du phénoméne
est exprimée par une fonction analytique. Les fonctions analytiques
qui expriment les lois de la nature sont surtout des fonctions uni-
formes. Cela correspond & notre supposition qu'a chaque loi donnée
dans telle ou telle circonstance ne correspond dans la nature qu'un
seul phénomene déterminé.

Enfin quand nous exprimons les lois de la nature par des fone-
tions analytiques uniformes nous obtenons la possibilité de définir le
phénomene dans tous les moments non seulement du passé mais de
P'avenir.

De cette maniére les fonctions analytiques continues et uniformes
et l'application de l'analyse mathématique nous offrent la possibilité
de remarquer dans les phénomeénes de la nature et dans les lois qui
les régissent les propriétés fondamentales suivantes:

1° La continuité des phénomenes; 2° la constance et I'invariabilité
de leurs lois; 3° la possibilité de les comprendre et de les évaluer
dans toutes leurs manifestations élémentaires; 4° la possibilité de lier
les phénomeénes élémentaires en un tout complet, et enfin 5° la possi-
bilité de préciser les phénomenes dans tous les moments du passé et de
les prédire dans tous les moments & venir.

Ces particularités caractérisent toutes les exigences multiples de
la science contemporaine. On s’en sert pour définir I'état de la con-
ception scientifique et philosophique du monde. Ces particularités
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correspondent tout & fait aux propriétés des fonctions analytiques con-
tinues et uniformes de l'analyse mathématique.

Les progrés remarquables de la science contemporaine sont dus
4 lapplication heureuse de l'analyse mathématique & I'étude des phé-
nomenes primitifs de la nature. Ces progres ont justifié les espérances
que les penseurs avaient fondé sur les mathématiques.

Au moyen de 'analyse mathématique 'homme a clairement com-
pris plusieurs ressorts cachés de I'organisation de 'univers. Les progrés
de lastronomie, de la mécanique céleste et des questions pratiques
qui s’y rattachent de géodésie, de géographie et de navigation ont
changé toute la constitution de la société actuelle. Les progres de la
méeanique et de la physique mathématique accompagnées de toute
une suite dapplications brillantes, ont aceru davantage la foi de
T’homme en ce que la conception analytique du monde est la con-
ception fondamentale et la plus réguliere, que dans I'élaboration &
venir de cette conception reposent les conditions du progrés futur de
la science humaine.

Sous l'empire de l'analyse les considérations contemporaines sur la
nature se distinguent par leur généralité et leur universalité.

L’idée de la continuité des phénomenes de la nature a commencé
4 pénétrer dans la biologie, la psychologie et la sociologie. Les
doctrines de Lamarque et de Darwin ne sont qu'une tentative d’ap-
pliquer & la biologie ces conceptions sur la transformation continue
des phénoménes, qui régnent dans la géométrie, la mécanique et la
physique.

En biologie on est arrivé & se convaincre, que le résultat final
des phénomeénes biologiques n’est qu'une simple suite de transfor-
mations des infiniments petits, que nous remarquons dans les phéno-
meénes de la vie des animaux et des plantes.

Enfin en sociologie également est venue & prédominer I'opinion
que le changement dans la marche des phénomeénes sociaux s’accomplit
sous Vinfluence de transformations continues dans la fagon de vivre,
dans les mceurs, les coutumes, les habitudes et les convictions des
unités sociales.

L’idée que le développement social s’accomplit au moyen dun
progrés lent et continu de tous les éléments de la société, cette idée
gaffirme de plus en plus. Dans les considérations historiques con-
temporaines les théories évolutionistes prennent le dessus sur les
théories révolutionnaires. La science a commencé & remplacer la
doctrine. Les doctrinaires ont peu & peu commencé & céder le pas
aux vrais savants. La fagon méme d’envisager le progrés s'est modifide.
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A Tidée de progrés est venue se joindre Iidée d'un perfectionnement
continu, et pour ainsi dire, graduel. On s'est mis & reconnaitre que
cette amélioration dans la société s'accomplit non pas en faisant de
brusques sauts, mais en perfectionnant avec suite et par degrés tous
les éléments sociaux. Telles sont actuellement les bienfaisantes con-
séquences de la conception analytique du monde dans le domaine de
la science et de la philosophie. Il est fort & désirer pour les progreés
3 venir de Ihumanité de travailler et d'étendre cette conception analy-
tique du monde.

L'esprit de Thomme ne se borne pas cependant au cercle
des vérités entidrement expliquées. Il court toujours en avant. Il
cherche toujours & gagner du terrain. Il tache d’appliquer la con-
ception qu'il s’est faite du monde méme aux faits qui n’ont pas encore
été completement éclaircis par la science. Sous linfluence d'une con-
ception analytique du monde, il est devenu évident, que certaines lois
de la nature sont immuables et constantes, que certains phénoménes
g'accomplissent dans un ordre tel qu'on peut fixer leur marche dans
le passé et dans l'avenir. La sage modestie ne constitue pas cependant
Papanage de tous les penseurs. Certains philosophes ont hardiment
avancé que le point de vue analytique est applicable & I'explication
de tous les phénomenes. Ils ont admis en secret, que tous les
événements du monde g'assujettissent a des lois analytiques, fixes et
continues. Ils ont affirmé, que si nous connaissions ces lois, nous
pourrions annoncer davance tous les phénomenes aussi exactement que
Yon prédit les éclipses du soleil et le mouvement des planétes. Une
admission si cachée s'est produite sous I'influence de cette circons-
tance, que le savant contemporain s'est fait complétement une habitude
de la conception analytique du monde. Sous l'action de cette fagon
de concevoir la nature, dans le milieu des savants est venue s’insinuer
de plus en plus fréquemment la pensée que lidée seule de causalité
prévaut dans la marche des phénoménes et que les causes finales n’y
jouent aucun role. Alors dans le milieu des philosophes se sont fait
entendre de plus en plus souvent des voix qui affirmaient avec assu-
rance, que la nature est indifférente aux buts de 'homme, qu'elle ne
connait ni le bien, ni le mal. Le bien et le mal, la beauté, la justice
et la liberté, ont-ils dit, ne sont qu'illusions, créées par l'imagination
humaine. Dans les considérations de certains philosophes est venue &
prédominer le sentiment de la fatalité, de la nécessité absolue et
inévitable. Le destin, le sort du monde antique se fait jour dans ces
opinions.

Ainsi I'homme, avec sa liberté, ses fins idéales et ses aspirations
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élevées, se trouvait entrainé dans le remous commun de la contrainte
fatale. D’aprés ces conceptions le destin, suivant des lois invariables
quon ne peut jamais changer, le destin gouverne sans contredit le
monde. Une telle maniére d’envisager les choses conduit & un déter-
minisme complet. Certains ont qualifié ce point de vue de scientifique.
Ils sont fiers de s’y maintenir, & 'encontre des faits les plus évidents
et des sentiments naturels de I'homme.

Cette conception analytique du monde est trés répandue. Voici
comment, au hasard de mes lectures, je l'ai trouvée exprimée
dans ces vers dun poéte russe, presque littéralement traduits en
frangais: *)

Que m'importe, erois-moi, toutes tes espérances,
Tes aspirations, tes efforts et tes transes.
Du nombre seul je sais I'impitoyable loi.
Jouissance ou tourment, bienfait, vertu, pour moi
Sont tout indifférents: ni bien, ni mal, n’existe.
De ta marche en vainqueur, — athée ou bien déiste, —
Vers un éden caché, jai toujours ignoré
Le principe et la fin, dont tu t'es honoré.
Oui, la fatalité: voila mon seul partage!
Ainsi, depuis longtemps, je marche d’age en dge.
Et je n'invente pas, n'aime, ni ne construis.
Je ne réfléchis pas. — J'enfante et je détruis,
Sans haine et sans orgueil, foulant & mon passage
L’éléphant et le ver, 'imbécile et le sage . . .
Vis done comme tout vit! Fréle vague, un instant
Déferle et disparais! ... Ne t'éléve pas tant,
Souverain éphémere, et renonce a la lutte.
N’engage pas en vain une vaine dispute
Avec Celle qui fut, sans joie et sans remords,
De toute éternité Meére de tous les Morts,
Et de tous les Vivants! Va, ne me tiens plus téte. . . .
Ainsi dit la Nature . . . et, bruits de la tempéte,
Eeclairs, foudre, dléments, déchainés sans mereci,
Grondent comme des voix qui ne sont pas d’ici.

Il n’est pas étonnant qu'une pareille manitre d'envisager la marche
des phénomeénes de l'univers ait rencontré une énergique résistance
dans le milien de beaucoup de penseurs.

*) par M. Sichler, professeur au lycée de Kasan.
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Plusieurs ont commencé & entrevoir dans une pareille idée un
danger au point de vue de I'Bthique et de I'Esthétique. Il en est
résulté des malentendus entre la conception scientifique et philosophique
du monde la plus répandue et les tendances naturelles et légitimes de
Yhomme. Comment écarter ces malentendus?

Il ne faut pour cela, en se pénétrant d'une sage modestie,
qu'envisager les manifestations de l'univers & un point de vue plus
profondément scientifique. La conception du monde selon la science
et la philosophie, se rattache étroitement aux mathématiques. L’expli-
cation mathématique des phénomeénes constitue une propriété fonda-
mentale de la science contemporaine. Cependant de toutes les divisions
des mathématiques jusqu'a présent on n’a appliqué que l'analyse &
Pexplication des phénoménes de I'univers. Néanmoins cette inter-
prétation qui ne se fait qu'au moyen des fonctions continues analytiques
v'est pas suffisante. Outre l'analyse il y a en mathématiques, Parith-
mologie; outre les fonctions continues il y a les fonctions discontinues.

En considérant de prés les phénomeénes de la nature, nous remar-
quons bientot des faits qui me peuvent étre expliqués en partant du
point de vue de la continuité seule. En examinant, par exemple,
le tableau chimique des éléments simples, nous voyons que les
nombres qui le caractérisent ne se subordonnent pas a la loi de con-
tinuité. Il n’y a pas des corps simples de toute densité. Chaque
corps simple est par lui-méme un individu chimique particulier. Quand
nous examinons les corps chimiques composés, nous découvrons qu’ils
se composent d'éléments n'entrant dans des combinaisons chimiques
que dans des proportions déterminées. La continuité ne suffit pas
pour expliquer tous les phénomenes chimiques. En chimie on rencontre
souvent l'usage des lois arithmologiques. Elles interviennent toutes
les fois qu'on veut définir les nombres des différentes combinaisons de
méme composition. Toute combination chimique composée est par
elleméme un individu séparé et indépendant. La théorie atomique
(de la chimie) indique clairement les particularités individuelles dans
la constitution de la matiére. Ces particularités se manifestent dans
les constructions cristallines des minéraux. On ne peut les expliquer
par la continuité seule. L’acoustique nous apprend qu’une combinaison
déterminée de sons produit une expression esthétique. Une suite musi-
cale de sons revét un caractere arithmologique.

En biologie, la construction cellulaire des corps organiques montre
le role important des individus biologiques dans les phénomeénes de
la vie. Les phénomenes de la conscience présentent également plusieurs
cotés qui ne correspondent pas & la conception analytique de la nature.
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En sociologie, 'homme constitue un élément social indépendant et
autonome, et beaucoup de phénomeénes sociaux ne peuvent étre expli-
qués par la continuité. En un mot, il y a beaucoup de cas, ol la
discontinuité se fait voir dans la marche et méme dans le développe-
ment des événements sociaux.

La_discontinuité apparait toujours 13 od se manifeste l'individualité
indépendante et autonome. La discontinuité intervient aussi 1a oun
surgissent les questions des causes finales et les problémes esthétiques
et éthiques.

La continuité n’explique donc qu'une partie des phénomeénes de
Punivers. Les fonctions analytiques sont immédiatement lides avec la
continuité. On ne peut employer ces fonctions que pour expliquer
les phénomeénes les plus simples de la vie et de la mnature. La con-
ception analytique du monde est done insuffisante. Elle ne s'étend
pas & tous les faits de la nature, n'explique pas tous ses phénomenes.

Les intéréts les plus chers & 'homme, les plus élevés, sont souvent
liés aux problémes d’arithmologie. Le philosophe ne peut pas les
renier au nom de la conception analytique, conception étroite et in-
suffisante. On ne peut rejeter les causes finales et 'harmonie d’une
conception vraiment scientifique et philosophique du monde. Il faut
également en tenir compte quand on étudie les phénomenes de la
nature. La conception arithmologique du monde indique que les causes
finales jouent aussi un role dans les manifestations du monde. Elle
nous améne & nous convaincre que le bien et le mal, la beauté, la
justice, la liberté, ne sont pas rien que des illusions créées par I'imagi-
nation de 'homme; elle nous donne aussi la conviction que les racines,
pour ainsi dire, de ces tendances reposent dans l'essence méme des
choses, dans la nature méme des phénomenes de 'univers, qu'elles ont
une base qui n'est pas fictive, mais réelle. La conception arithmologique
ne nous force pas & ne considérer le cours des événements rien que
dans leur continuité fatale et d’absolue nécessité. Elle nous délivre
du fatalisme. Dans I'économie générale de nos connaissances et de
nos sentiments elle acquiert une importante signification et a un droit
1égal a Dexistence. Elle ne contredit pas linterprétation mathématique
du monde et des phénomeénes de la nature. Le point de vue arith-
mologique compléte la conception analytique du mondre. L'un et
Pautre expliquent les phénomdnes qui y correspondent. Ces deux
conceptions, l'analytique et l'arithmologique, ne se contredisent pas
I'une l'autre, mais ne composent ensemble que les deux aspects d’une
seule et méme interprétation mathématique des phénomeénes de la
nature.
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Une conception véritablement scientifique du monde n'est donc
pas seulement analytique, mais mathématique, c'est-a-dire & la fois
analytique et arithmologique.

Avec la conception mathématique du monde on change et on
complete le point de vue sur le progrés et sur le role de 'homme
dans la marche des événements du monde.

Le progrés mne conmsiste pas seulement rien que dans l'amélio-
ration du milieu ambiant. Il est inséparablement lié & l'amélioration
de la nature méme de 'homme, au perfectionnement de son entende-
ment, de ses sentiments et de sa volonté. Les éléments éthiques et
esthétiques y jouent un role important. La nature n’est pas seulement
un mécanisme, mais un organisme, dans lequel agissent des individus,
qui existent et fonctionnent indépendamment et de toute la tension
de leurs forces et de leur puissance. A cdoté de l'universalisme, I'indi-
vidualisme a plein droit & lexistence. Ils ne s'excluent pas, mais se
completent I'un Tautre. Dans Pordre général de I'évolution totale du
monde, il doit y avoir place entre eux non pas pour l'autonomie, mais
pour Tharmonie. Dans la tendance consciente et inconsciente vers la
recherche de cette harmonie nous devons chercher le secret qui explique
plusieurs phénomeénes de la vie psychique de 'homme et de sa vie
historique. L’homme n’est pas seulement nn &tre passif, un miroir
qui réfléchit les phénomenes de la nature qui l'entoure. Clest un
agent actif et créateur, un instrument absolument nécessaire, mais
indépendant, dans la marche de l'amélioration générale de la nature
et de la vie. Comment expliquer que jusqu’a présent le point de vue
analytique seul l'a emporté dans les considérations scientifiques et
philosophiques sur le monde et la nature?

Cela fient & plusieurs raisons. D’une part, c’est dans les derniers
temps seulement que l'arithmologie a commencé & se montrer comme
une branche indépendante des mathématiques. D’autre part, les
brillantes applications de I'analyse mathématique & linterprétation des
plus simples phénomenes du monde ont accoutumé les savants & cette
pensée, que I'analyse est I'unique instrument de recherche mathématique.
Cette habitude s'est si profondément enracinée dans la conscience géné-
rale, qu'elle a dérobé a lattention tous les autres procédés mathé-
matiques. Les plus simples lois de la nature s’expriment, en -effet,
par les fonctions analytiques et la continuité est réellement la propriété
essentielle et fondamentale des phénoménes liés & ces lois. Nous
n’avons cependant pas le droit d'étendre le domaine de la continuité
a tous les phénomeénes de la nature. Nous n'avons pour cela aucune
raison, ni logique, ni réelle.
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On a supposé jusqu'as présent qu'a chaque question scientifique il
ne doit exister qu'une seule réponse déterminée; on n’admettait pas de
cas ol il pourrait y avoir plusieurs solutions différentes. Cependant
il se rencontre dans l'arithmologie des fonctions particulitres inverses
aux fonctions discontinues. On peut les appeler les fonctions de
quantités arbitraires. Elles ont la propriété d’avoir un nombre infini
de valeurs pour une seule et méme valeur d’une quantité variable
indépendante. Ces fonctions se rencontrent dans la nature. On peut
en présenter plusieurs exemples ol leur application a lieu.

On sait que d’apres la loi de Weber, il existe une corrélation
entre la sensation et l'impression, corrélation qu'on exprime par une
fonction logarithmique. On y découvre cependant la particularité
suivante. L’impression peut quelquefois se modifier dans de certaines
limites, alors que la sensation reste constante. De cette fagon la
sensation est une fonction discontinue de l'impression. Cette derniére,
au contraire, considérée comme fonction de la sensation donnée, est
une quantité arbitraire, capable de recevoir toutes les significations
dans des limites déterminées de modification. Une pareille dépendance
meéne & toute une suite de remarquables résultats psychologiques. Elle
élargit notre vue sur la nature et sur I'homme. D’aprés ces lois, a
une impression donnée correspond toujours dans un individu donné
une sensation définie, mais & une sensation donnée peuvent correspondre
beaucoup d'impressions différentes.

Selon cette loi, des que nous voudrons d’aprés nos sensations faire
telles ou telles conclusions sur les impressions correspondantes, nous
ne sommes pas en état de répondre de lexactitude et de déterminer
parfaitement la conclusion. De cette fagon, vu I'essence méme de
notre organisation finale, nous devons écarter la prédominance de la
nécessité absolue et fatale dans le domaine de nos sentiments et de
nos actions.

Seule une éducation continue peut restreindre et amoindrir les
limites de l'incertitude dans nos jugements et nos actions. La nécessité
méme de l'éducation qu'on peut se donner soi-méme chasse déja le
fatalisme de nos vues théoriques sur I'homme et sa nature. Une
certaine part de hasard, qui apparait dans nos actions, introduit un
élément d'éventualité dans la nature méme. L’éventualité entre ainsi
en scéne, comme une propriété essentielle de certains phénomenes du
monde. Dans le monde il n’y a pas que le régne de la certitude
seule. La probabilité y a aussi son empire.

La doctrine des phénomeénes fortuits ou théorie des probabilités
apparait comme une science mathématique essentielle dans le systeéme
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général de nos connaissances. Le philosophe doit compter avec la
probabilité autant qu’avec la certitude.

La théorie des probabilités doit donner des réponses la, ou Pon
ne peut recourir & l'analyse et & l'arithmologie 13, od I'on ignore la
loi des phénomenes.

En général la probabilité se manifeste dans la sphére des événements
trés compliqués. On doit y rattacher sans conteste plusieurs phéno-
meénes sociaux. La théorie des probabilités peut s'appliquer & plusieurs
phénomenes sociaux. La loi des grands nombres démontre, que l'in-
fluence des causes fortuites, qui détruisent la marche réguliére des
phénomenes, peut étre affaiblie par un grand nombre d’observations.

En se fondant sur cette loi, nos conclusions par rapport aux
phénomenes fortuits peuvent avoir une certaine autorité; il faut tenir
compte de ce que leurs lois et leur lien avec d’autres phénoménes
nous sont inconnus.

A quelles considérations devons-nous en venir dans la question sur
le rapport des mathématiques avec la conception scientifique et philo-
sophique du monde?

La nature de cette conception découle de l'application de mathé-
matiques dans toute leur étendue & 1'étude des phénomenes de la nature.
La o la continuité caractérise les phénomenes dans leurs modifications,
on peut appliquer l'analyse mathématique et y employer un entende-
ment analytique. Dans ce cas-1a, les phénomeénes, se développant
selon des lois invariables et constantes, ils offrent la possibilité de les
fixer avec une parfaite précision dans leur ensemble et dans leurs
manifestations élémentaires. On peut rendre évidente la marche méme
de pareils phénomenes pour toutes les divisions du temps. On peut
les prédire. Ils s'accomplissent comme avec une sorte de fatalité.

Outre les phénomeénes subordonnés dans leur développement aux
lois de la continuité, il existe dans la nature des phénomeénes plus
compliqués, qui ne 8’y soumettent pas. On peut quelquefois y employer
la théorie des fonctions discontinues.

Le point de vue arithmologique complete la conception analytique
du monde. IL’analyse et I'arithmologie constituent dans leur ensemble
un seul et méme entendement mathématique des phénoménes. Enfin
Ia o il est impossible de subordonner ces derniers & des lois régu-
litres, il est possible d’appliquer la théorie des probabilités. L’appli-
cation simultanée de ces différentes branches des mathématiques con-
stitue la véritable fagon de concevoir le monde scientifiquement et
philosophiquement.

Pour interpréter les phénoménes du monde nous pouvons nous
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en tenir & différents points de vue. Ce qu'on a appelé le positivisme
tend & répondre rien qu'a cette question: ,Comment s'accomplissent
ces phénoménes?” Le point de vue analytique, qui prédomine en ce
moment dans la science, essaie de réprondre aux questions suivantes:
,Comment et pourquoi?“

La véritable conception scientifique et philosophique du monde
aspire, dans la mesure du possible, & répondre de son mieux non seule-
ment aux questions précédentes, mais encore a celle-ci: ,,Dans quel
but et pour quelle raison?“ Cette fagon de considérer le monde
n’'introduit pas de désaccord entre nos idées et nos sentiments. Klle
ne conduit pas & la collision des causes finales avec les phénomeénes
de causalité. Elle tiche d’amener nos idées et notre idéal (dans toutes
ses formes) & une union harmonieuse.

Leibniz, le fondateur du calcul des infiniments petits, a le premier
formulé l'idée de progrés comme une idée de perfectionnement graduel
de la société. Ayant posé des bases durables pour le développement
de l'analyse mathématique, il a considérablement contribué & fortifier
la conception analytique du monde. Il se regardait lui-méme comme
le créateur du principe de la continuité. Il avouait également son
insuffisance & expliquer tous les phénoménes du monde. Par sa mona-
dologie il avait en vue de compléter la conception analytique et de
fournir un contrepoids au penchant de certains savants vers le ratio-
nalisme et l'universalisme. Il a démontré la signification importante
des individualités indivisibles et autonomes dans P'ordre de l'univers.
C’est en quoi se révele, selon nous, le profond entendement philosophique
du grand mathématicien.

Je n'ai pas touché, en général, le coté philosophique de la question.
La logique, la psychologie, T'histoire de la philosophie confirment en
plusieurs cas nos considérations d'une fagon encore plus convaincante.

Nous avons vu que, dans le domaine des mathématiques pures,
la continuité et la discontinuité sont deux notions qu'il est impossible
de rapprocher I'une de l'autre. Elles présentent un exemple d’anti-
nomie mathématique. Un complet entendement de faits mathématiques
n’est possible qu’a condition qu'on puisse tenir compte dans une mesure
égale de ces deux moyens de modifier les quantités. — Avec une
évaluation réguliere et la classification scientifique des données des
mathématiques pures, on doit établir entre eux non pas le désaccord
mais bien I’harmonie.

Nous pouvons également nous convaincre que dans les domaines
des sciences comprises dans la logique, la biologie, la psychologie,
Phistoire de la philosophie et la sociologie, l'universel et l'individuel,
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Pabstrait et le concret, la personne et la société se complétent mu-
tuellement. Nous y trouvons l'explication pourquoi la cause et le but,
la nécessité et la contingence, I'analyse et la synthese, l'affirmation de
la personnalité et l'abnégation peuvent et doivent se trouver en cor-
rélation entiére l'un avec l'autre. Ces conceptions ne doivent ni s'ex-
clure, ni s'opprimer. La vie consiste dans un effort continuel & donner
une issue légitime & des tendances différentes et, en apparence, contraires.
Dans cette antinomie qui se glisse dans nos conceptions, se dissimule
cette impulsion de vie, dont est pénétré tout ce qui vit, souffre et
aime. Nous devons en tenir compte dans I'examen et 1'évaluation des
faits du monde et les amener & l'unité et & I'harmonie.

Je n'ai pas traité en détail cette dernidre question parce que
¢aurait 6t6 dépasser les limites de ma tiche: J'ai surtout voulu rendre
évident qu'en ne restant rien que sur le terrain scientifique et ob-
jectif on peut arriver & des considérations plus profondes sur la vie
et sur la nature. J'ai voulu défendre la véritable science contre les
reproches qu'on lui fait. J'ai voulu montrer que les vérités proposées
par les sciences exactes ne nient pas, mais affirment, en s'appuyant
sur des bases inébranlables, nos aspirations idéales vers l'unité et
I'harmonie.

Cest pourquoi, en nous plagant sur un tferrain complétement
objectif, nous pouvons, pour terminer, nous associer & la pensée exprimée
dans la seconde partie des vers cités plus haut. C’est une protestation
contre la conception partiale du monde qui assujettit la nature aux
lois d’'une nécessité absolue et fatale. En réponse & cette nature sans
pitié, I'homme, sous l'influence d’une conception plus profonde des
phénomenes de I'univers, caractérise sa destinée dans les termes suivants:

. . . Mais, portant haut la téte, au cri de: Liberté!
Vers la terre promise od régne la bonté,
Au pays de son réve, un paradis tranquille,
Un étre, & pas lents, va. La route est difficile.
A travers la bourrasque, et la pluie, et I'horreur
De ténebres, il va, sans morgue et sans fureur.
11 trébuche et chancelle, et la bise fait rage.
Sous la croix de douleurs, mais sans perdre courage,
Il marche, ce Titan: c’est 'Homme. Or, en ses mains,
D'un geste révélant des efforts surhumains,
Il tient un étendard o, sublime sentence,
Brillent ces mots divins en gage d’espérance:
Le Vrai, le Beau, le Bien.
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Il dit avec fierté:
Qui que ce soit qui m'ait en ma fragilité
Soufflé le feu sacré, qui m’ait doté d’'une &me,
Tu ne peux Vétouffer cette ardeur qui m’enflamme,
Nature aveugle et morte, en ta rude beauté,
De Tesprit immortel j'ai pour moi la clarté.
Législateur nouveau, du Livre de la Vie,
Jeffacerai le vice, extirperai l'envie.
A TOmbre je dirai: Disparais pour toujours!
Aurore allume-toi! Xden, viens, prends ton cours,
Descends dans le désert ol je laisse la trace
D'un pénible labeur. Nature, fais-moi place!
Tu seras ma servante en ce lieu consacré,
Ou je cesserai d’étre en ce monde effondré.
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Sur les poles des fonctions uniformes & plusieurs variables
indépendantes.

Par

L. Auroxss A Lyon.

Soit X une fonction uniforme de r 4 1 variables indépendantes
Y, %y, - -, %y, coordonnées d’'un point { dans une espace E, & r 4 1
dimensions. Si un point @, par exemple l'origine y =2, =---=z,=0
des coordonnées, est pour X un point singulier non essentiel ou péle,
alors on a, par définition, pour des modules des variables suffisam-
ment petits, X = P(y, z,, - - -, 2,) : Py(y, %, -+ -), les deux fonctions
P et P, étant holomorphes et nulles au pole; les deux séries P et P,
sont supposées premieres entre elles au sens de Weierstrass.

Aux abords du pole, X a (Weierstrass) une valeur arbitraire ou
méme n’a aucune valeur. Je me suis proposé d’étudier I'indétermination
de X en .

Appelons valeur X, de X au péle la limite vers laquelle tend
X, lorsque le point ¢ tend vers w. X, dépend évidemment de la loi
suivant laquelle décroissent indéfiniment les modules des variables, ou,
pour parler un langage géométrique, de l'itinéraire B suivant lequel §
tend vers w. Il y a d’ailleurs avantage & considérer plusieurs fractions
telles que P: P,, affectées d'un méme dénominateur P,. Voici alors
une maniére plus commode de poser la question.

Prenons dans un espace Ey & N dimensions, N>7r -+ 1 les
N + 1 coordonnées homogenes £;[j=0,1, ..., N] d’un point &.
Les N +4 1 équations
) 0éi=Pi(y, 2, - -+, %)

[o =facteur de proportionnalité, P;= fonction holomorphe, régulitre et

nulle en @] définissent le point { comme image du point § Quelle est
I'image 2,1, du pole @ lui-méme? £,, est constituée, par définition, par
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Pensemble des points & vers lesquels tend £ quand ¢ tend vers o par
tous les itinéraires W possibles. J’appelle ,probleme [r 4 1]“ la con-
struction de I'image &,.;.

Il est évident que la résolution du probleme [r -4 1] fait con-
naitre les allures de la fonction uniforme

Xi.=.'1_:ti:Po; j=1727"'7N

dans le voisinage de son péle w et répond d'une fagon complete & la
question que je me suis posée.

Le probléeme [r 4 1] est résolu en étant ramené au probldme [r]
Cest-a-dire, de proche en proche, au probléme [1], pour lequel la
solution est immédiate. Voici la marche générale du raisonnement.
D’abord le théoréme fondamental de Weierstrass permet d’écrire

Pi=fi><{14q;( , -, 2)}

I=m
fi =2y‘“ﬂ(w1; cry ),
=0
[@jm = constante non nulle; a;;, ¢; = fonction holomorphe nulle en ],
le tout, bien entendu, en effectuant au besoin sur les §; une collinéation
convenable.
A la limite, les rapports des P; et ceux des f; sont les mémes;

s

on est ramené & résoudre le probléme [r 4 1] sur le systéme
@) 08 =1

Ce systéme, pour y seule variable, définit dans Yespace Ey une variété
unicursale ou courbe I, qui ne dépend que du point z, ayant les
%, Ty, - -+, Z» pour coordonnées dans un espace E,. Les N —1
équations de I,

Ak(go;gu"'y gN; xl}x27"’7xr)=0 {k=172;"’7N_1}:

obtenues par I'dlimination de g et de y entre les équations du systeme (2),
ont pour coefficients des fonctions umiformes des z;, .-, z,. Si l'on
'sait résoudre le probleme [r] on saura construire toutes les limites T'
vers lesquelles tend I, quand 2 tend vers le point z, =...=2,==0.
Une démonstration, qui a ses difficultés, meéne alors au théoréme
suivant: ,La figure R, est exclusivement constituée par l'ensemble
des courbes I'“ Quelilues-unes des courbes I' sont éventuellement
des points.

Aingi le probleme [r 4 1] est ramené au probléme [r] clest-a-
dire résolu.

Verh, d. 1. internat. Mathem.-Kongr, Ziirich 1897, 15
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On peut dire que mon procédé permet de lever I'indétermination
0 .
des symboles - & un nombre quelconque de variables.

Voici, pour finir, une autre application. Dans la transformation
birationnelle de l'espace {X, Y, ---, Z’'= polynomes}
r_ X(x, 9, 2) Y Z

T Taya YT FTT

qui a pour inverse la transformation

X',y 2) Y’ Z

T YT T

M. Neether (Eindeutige Raumtransformationen, Mathematische Annalen,
tome IIT) étudie les points fondamentaux, communs par définition
aux quatre surfaces

®) X=0, Y=0, Z=0, T=0.

Il en distingue deux espéces, que je nomme pour abréger zénith et
nadir. Par définition, I'image d'un zénith est un systéme de points,
de courbes et de surfaces; celle d'un nadir ne comprend que des points
et des courbes. M. Neether fait la distinction des zéniths et des nadirs
pour des singularités simples des surfaces (3).

Mon procédé permet de faire cette distinction dans tous les cas,
pour une singularité aussi compliquée que l'on voudra, et de con-
struire effectivement les surfaces, images des zéniths, les courbes,
images des nadirs. On établit notamment que le nombre des zéniths
est toujours fini.

Ce dernier théoréme est un cas particulier d’'une proposition plus
générale: ,Si, pour r =2, les zéros communs aux N -+ 1 fonctions
P; du systéme (1) forment un ensemble continu E, & une dimension,
le point courant sur E, est un nadir.“ J'appelle d'ailleurs surface
toute variété & deux dimensions dans I'espace Ejy.

Je signalerai en terminant lexistence d’itinéraires qui ne fournis-
sent aucun point-limite & de & Voici un exemple trés simple de cette
circonstance.

Supposons, pour r = 2, que les P; soient des polynomes et que
les N+ 1 surfaces (au sens ordinaire du mot) algébriques Pj=0
aient une courbe commune C, issue du podle @. Si litinéraire B coin-
cide avec C, § ne tend vers ancune limite.

Pour plus de détails, on peut consulter mes autres publications sur
la matiére: Comptes Rendus (11 Nov., 9 et 30 Déc. 1895); Rendiconti du
Cercle Mathématique de Palerme (1896); Acta Mathematica (1897).

Xr =



L'unification des concepts dans les mathématiques.

Par

Z. pE GALDEANO b Saragosse.

Ainsi que le 17™ sidcle peut &tre considéré comme une période
de création pour la Mathématique, notre sidcle sera sans doute 1'époque
de la systématisation des concepts de cette science.

La théorie des quantités imaginaires entra dans le domaine fécond
des applications & la théorie des fonctions, quand Cauchy, d’aprées
Pinterprétation géométrique due & Argand et Buée, publia son mémoire
Sur les quantités géométriques, et quand Riemann signala les
nouvelles allures qu’a suivies I'école allemande.

D'un autre coté I'Algebre s'avance appuyée sur la théorie des
substitutions sous les puissants efforts de Lagrange, Abel et Galois.

De méme les fonctions elliptiques, la théorie des nombres, I'’Algébre
de la logique, la Géométrie dans I'école de Monge sous Iinfluence des
Carnot, Poncelet, Chasles et Staudt et les théories créées par Bellavitis,
Hamilton et Grassmann, fondateurs de la géométrie vectorielle, sont
des branches appartenant & la premiére moitié du 19™° siecle.

L’évenement inauguré par Lobatschewsky et poursuivi par Riemann,
qui a mis les géométries non-euclidiennes en face de l'euclidienne
et qui a conduit & la nouvelle doctrine de I'hyper-espace, avec le
travail d'unification da & M. Sophus Lie, sous le fécond concept des
groupes de substitutions, arrive jusqu'a la considération des familles
des mouvements non-euclidiens dans une variété & » dimensions.

Nous pourrons suivre ce travail d'unification dans les ouvrages
publiés, ainsi que dans les procédés de notre intelligence, et nous verrons
que la Mathématique agit dans ses procédés par une suite de projections.

La catégorie de la raison nommée quantité s'est projetée dans
ses variétés, caractérisant, par la prédominance de chacune, les diverses
branches de cette science.

156*
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Une premitre projection produit les jugements de subordination,
supraordination, égalité, qui donnent le développement de I'Algebre
de la logique, incessamment accrue dés Boole jusqu'a Schreeder.

La combinatoire, développée dans la théorie des substitutions,
prédomine aussi dans les modernes traités de la théorie des nombres
et de I'Algébre ordinaire ainsi que dans celle des formes.

L’Arithmétique, dés l'unification produite par l'algorithme de la
congruence, compte les travaux de Dedekind, fondés sur le concept de
corps fini du degré n, outre sa doctrine des idéaux, modification de celle
de Kummer sur les nombres idéaux, les écrits de M. Cantor fondés
sur le concept de puissance ou nombre cardinal d’'un ensemble, et la
relation univoque entre les éléments correspondants de deux ensembles,
Cest-a-dire l'image ou projection (Abbildung) ¢(s), selon M. Dede-
kind d'un élément s, tout ce qui est développé dans les intéressanis
ouvrages de MM. Dini et Tannery sur les fonctions et de M. Betazzi
sur les grandeurs (grandezze), qui ont donné un nouvel élan & la
théorie des nombres irrationnels, dont MM. Hermite et Lindemann ont
placé le dernier étage dans les nombres transcendants.

Sous ces vues sont aussi écrits des ouvrages tels que Lehr-
buch der Arithmetik und Algebra de M. Schreeder et Elemente
der Arithmetik und Algebra de M. Fr. Meyer (Halle).

Nous avons déja dit que I'Algebre est fondée sur la théorie com-
binatoire des substitutions, et dans les ouvrages de Lagrange, Abel et
Galois nous trouvons la correspondance continuelle des fonctions qui
ont une certaine relation avec les véritables inconnues des. équations
et les groupes des substitutions.

Mais une nouvelle branche s'entrelace avec celle-ci, celle qu'on
a appelée 1I’Algebre des formes, caractérisée par le concept d'in-
variance.

La liaison de cette branche avec toutes les branches mathé-
matiques est nécessaire au moment od nous voyons que la propriété
d’invariance de certaines fonctions a lieu, lorsqu'on a fait des trans-
formations linéaires entre les variables.

. Pour abréger, nous dirons que la nouvelle Algébre a fourni & la
Géométrie analytique des principes qui lui manquaient, moyennant
les théories des invariants et des covariants.

Nous voyons originairement ces développements dans les excellents
traités de MM. Salmon’ et Clebsch, et plus encore dans les cinquidme
et sixidme mémoires Upon Quantics de Cayley, ou I'on fait la traduction
des relations anharmoniques, d’homographie et d'involution dans le
langagé de I'Algebre des formes, et ou 'on établit la Géométrie métrique
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projective rapportée & I'Absolu, aprés avoir rapporté les Géométries 3
une et & deux dimensions aux formes quadriques binaires et ternaires.

Poursuivant I'énumération des analogies qui conduisent & 1'uni-
fication des concepts, nous trouvons que les propriétés restant invariantes
pour une classe quelconque de transformations, dépendent du caractere
du groupe de celles-ci, c'est-a-dire, de- 'ensemble des transformations,
qui se reproduisent, moyennant une quelconque de ses combinaisons,
ce que nous avons vu dans d’autres branches.

Les transformations des formes les unes dans les autres, ou le
probléeme de l'équivalence, étendu aussi aux faisceaux de formes, la
représentation de ceux-ci & l'aide d’'un ensemble de faisceaux élémen-
taires, la transformation d’'une forme en elle-méme, la réduction des
formes & la forme type, sont des questions qui montrent combien
contribue a I'unification de la science le concept de groupe de substitutions.

Le probleme de la transformation des formes lié avec I'égalité de
certains invariants et covariants conduit 4 une correspondance entre
les groupes finis et les formes et les mouvements dans Yespace, con-
sidérations qui ont conduit M. Klein & établir une théorie générale de
I'équation du cinquitme degré dans ses Vorlesungen iiber das
Ikosaéder und die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades.

La recherche dun domaine fini pour l'ensemble des formes dé-
duites des opérations invariantes de certaines formes, la détermination
du systéme de formes fondamentales, questions mises en lumidre par
M. Gordan, et les syntheéses faites par MM. Salmon, Serret et Weber
dans leurs notables traités témoignent combien s'est avancée cette
branche de I’Analyse.

Dans la Géométrie nous voyons comment la transformation des
figures & laide des projections, faite par Monge, est suivie de la
tentative de Carnot, pour établir des corrélations entre les figures, et
des travaux de Poncelet sur le principe de continuité, confirmé par
sa doctrine des cordes supplémentaires et des cordes idéales, et sur
les éléments & linfini qu'il introduit par la méthode de projections.

La théorie de la polarité germe de celles de la dualité et de la
corrélation, employées par Gtergonne, Steiner et Chasles. L’unification
qu'introduit ce dernier géometre sous le concept du rapport anharmonique
qui lia la Giéométrie moderne avec la doctrine des porismes d’Euclide;
la géométrie de situation exposée par Staudt indépendamment des
considérations métriques et unifie par l'introduction des éléments im-
propres et les deux procédés de la projection et de la' section; I'applica-
tion de l'imaginaire faite par Pliicker dans la définition des foyers, et
Pélargissement de la Géométrie par le nouveau concept des complexes;
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le concept des droites isotropes dont M. Laguerre a fait des indi-
cations intéressantes: tout cela montre combien ces représentations
ont fourni & la Géométrie des moyens d'unification et de simplicité
dans ses procédés et dans son ensemble.

Un autre ordre d'idées est celui qu'ont importé Cauchy et
Riemann par la correspondance entre les fonctions et les points d'un
plan, le premier considérant deux points dont les afixes sont la variable
et une fonction de celle-ci et le deuxidme sa surface, célebre par ses
continuelles applications & 1'étude des fonctions, et & cette correspondance
nous aurons 3 ajouter celle de M. Cremona qui conduit & la surface
homoloide ou représentable point par point dans un plan, aux relations
unidéterminatives qui changent une courbe dans une autre, et nous
citerons encore l'important théoréme établi par Riemann de la con-
servation du genre d’'une courbe dans toutes les transformations uni-
déterminatives.

Comme résumé de ces considérations sur I'adjonction de 'imaginaire
et de l'infini ainsi que sur I'idée de correspondance, nous pourrons placer
3 coté de A sixth Memoir upon Quantic de Cayley, qui établit la
projectivité de la Giéométrie métrique a l'aide de l'adjonction de I'absolu,
le mémoire de M. Klein: Vergleichende Betrachtungen iiber
neuere geometrische Forschungen et les travaux de M. Lie
exposés dans ses récentes publications.

Nous ajouterons que cette unification donnée & la Géométrie dans
ges branches supérieures peut s'introduire dans la branche élémentaire
au bénéfice de l'enseignement, parce que 'admission du postulat permet
d’introduire une correspondance univoque qui facilitera les démonstrations.
Les éléments pourront de méme se compléter par les nouveaux déve-
loppements de la Géométrie récente ou du triangle, continuant l'initiative
de M. Casey dans son intéressant ouvrage: A sequel to Euclid.

Aux travaux de Lobatschewsky, Bolyai, Riemann, Helmholtz qui
ont fondé la pangéométrie nous aurons & ajouter ceux des MM. Beltrami,
Frischauf, Tilly, Flye St. Marie, Killing, Gérard, Neuberg, Klein qui ont
conduit & la classification, due & ce dernier géometre, des géométries
parabolique, hyperbolique et elliptique.

Nous citerons encore le mémoire de Riemann: Uber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen qui souleva la
question des dimensions de l'espace et élargit le champ de la Géométrie
et de I’Analyse avec la généralisation qui porta la Géométrie & n di-
mensions dont la littérature est aujourd’hui si riche; nous rappelons les
travaux de M. Schlegel sur les polyédres quadridimensionels, 'ouvrage
classique de M. Killing, le traité sur 1’Analyse situs de M. Poincar§,
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les intéressantes connexions établies par M. Picard dans ses traités sur
les Fonctions algébriques et sur I’Analyse, ce dernier en rapport avec
les théories de Galois, et s'approchant aux investigations de M. Lie.

Nous terminerons en rappelant les trés importants recueils: Bul-
letin des Sciences mathématiques, Jahrbuch iiber die Fort-
schritte der Mathematik, Synopsis der hheren Mathematik de
M. Johann G. Hagen, les mémoires présentés au Congrés de Chicago
et publiés par la Société américaine des mathématiciens et surtout,
Pouvrage international poursuivi par la Commission du Répertoire
bibliographique des Sciences mathématiques dont le but est 'unification
de la science mathématique qui jaillira de la classification des travaux
publiés pendant ce sitcle.



8. Sektion: Geometrie.

Einige neue Eigenschaften des quadratischen Strahlenkomplexes.

Von

Te. Reve in Strafsburg.

Die allgemeinen quadratischen Strahlenkomplexe, meine Herren,
haben vor 20—30 Jahren eine Reihe hervorragender Mathematiker lebhaft
beschiftigt. Den Anstofs zu ihrem Studium gab bekanntlich seit 1865
Julius Pliicker durch seine Linien- oder Strahlenkoordinaten. Pliicker
gelbst hat in seinem nachgelassenen Werke, das 1868/69 von Herrn
F. Klein herausgegeben wurde, aufser den schon durch Moebius be-
kannten linearen die quadratischen Komplexe untersucht und insbeson-
dere die in ihnen enthaltenen Komplexflichen vierten Grades eingehend
erortert. Aber schon war ihm Battaglini zuvorgekommen, welcher,
angeregt durch Pliicker, 1866 Untersuchungen iiber einen sehr all-
gemeinen Komplex zweiten Grades, den sog. harmonischen, verdffent-
lichte. Im Jahre 1868 erschien dann die wichtige Inaugural-Dissertation
des Herrn Klein, worin die Gleichung des allgemeinen quadratischen
Komplexes auf eine sehr einfache kanonische Form zuriickgefiihrt
wurde. Hieraus ergaben sich ohne weiteres die sechs linearen Funda-
mental-Komplexe Klein’s, nach denen der quadratische Komplex zu
sich selbst reciprok-polar ist.

Von 1869 bis 1872 folgten mehrere einschligige Abhandlungen
der Herren Klein und Lie; u. a. entdeckten die beiden Forscher ge-
meinschaftlich, dafs die asymptotischen oder Haupttangenten-Kurven
der Kummer’schen Fliche vierten Grades, die als Singularitétenfliche
in der Theorie des quadratischen Komplexes eine wichtige Rolle spielt,
algebraische Raumkurven 16. Ordnung sind. 1873/74 lehrte uns Herr
Weiler nicht weniger als 49 verschiedene Gattungen quadratischer
Komplexe unterscheiden. Caporali zeigte 1878, wie der quadratische



B. Vortriige der Sektionssitzungen. 233

Komplex eindeutig auf den Punktraum abgebildet werden kann, und
Herr Frdr. Schur machte 1879 den Komplex durch eine projektive
Erzeugung der synthetischen Geometrie zuginglich und wies oco* Flichen
zweiten Grades nach, die je eine Schar von Komplexstrahlen enthalten.

Leider gestattet die kurz bemessene Zeit mir nicht, die zahlreichen
wichtigen Arbeiten noch hervorzuheben, die von anderen Autoren iiber
die quadratischen Komplexe verdffentlicht worden sind. Diese Strahlen-
komplexe sind so eingehend und von so verschiedenen Seiten unter-
sucht worden, dafs man wohl zu der Ansicht gelangen kann, alle ihre
wichtigeren Eigenschaften seien nunmehr bekannt, das Thema sei villig
erschopft. Auch ist es ja von ihnen in den mathematischen Zeit-
schriften seit mehr als 10 Jahren auffallend still geworden.

Und dennoch halte ich jene Ansicht fiir unrichtig, glaube vielmehr,
dafs hinsichtlich des quadratischen Komplexes noch gar manches zu
entdecken iibrig bleibt. So war uns bisher von invarianten und son-
stigen Beziehungen des Komplexes zu algebraischen Flachen, insbeson-
dere zu Flichen zweiten Grades, so gut wie nichts bekannt, abgesehen
von den oo* Flichen des Herrn Schur. Noch auffilliger war mir bei
dem Studium des letzten, von diesem Komplexe handelnden Bandes von
R. Sturm’s ,Liniengeometrie die Wahrnehmung, dafs in der Litteratur
die Tetraeder, deren Kanten aus je sechs Strahlen des quadratischen
Komplexes bestehen, bisher ganz unbeachtet geblieben sind. Solcher
,Komplextetraeder” giebt es, wie leicht einzusehen, sechsfach unendlich
viele. Ein beliebiger Punkt ist Eckpunkt von oo® Komplextetraedern;
in diesen liegen ihm die Beriihrungsebenen einer Fliche zweiten Grades
gegeniiber, und zwar jede der Ebenen in oo! Tetraedern, deren iibrige
Eckpunkte auf einem Kegelschnitte liegen. Eine beliebige Ebene ist
Seitenfliche von co® Komplextetraedern, in denen ihr die Punkte einer
Fliche zweiter Ordnung, jeder Punkt in oo! Tetraedern, gegeniiber-
liegen. Ein beliebiger Komplexstrahl ist Kante von oo® Komplex-
tetraedern; in diesen liegen ihm die Strahlen einer Kongruenz zweiter
Ordnung und zweiter Klasse gegeniiber, und zwar jeder Strahl in
oo! Tetraedern, deren iibrige Kanten auf einer Fliche vierten Grades
liegen. Ich komme auf die Komplextetraeder hernach noch einmal
zurtick.

In einer meiner analytisch-geometrischen Publikationen v. J. 1876
(in Crelle’s Journal 82 8. 192) ergab sich beiliufig ein merkwiirdiger
Zusammenhang des quadratischen Strahlenkomplexes mit gewissen
quadratischen Mannigfaltigkeiten von oo® Flichen zweiten Grades. Auf
diese Flichen, die mit dem Komplexe kovariant sind, und auf die zu-
gehorigen Eigenschaften des quadratischen Komplexes méchte ich Ihre
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Aufmerksamkeit zu lenken mir erlauben. Doch schicke ich der leich-
teren Verstindigung halber einige Bemerkungen iiber apolare Flichen
zweiten Grades voraus.

- Hat eine veréinderliche Ebene £ in homogenen Punktkoordinaten
Z,, %3, %3, %, die (leichung:

&z + E;2y + &y + 2, =0,

so kOnnen wir eine Fliche ®2? zweiter Klasse und eine Fliche F?
zweiter Ordnung darstellen durch:

ay6® + 20588 + - -+ 205,88 + b’ =0

ey y® + 20522 + - -+ + 20,737, + 0y3,* = 0.

Diese beiden Flichen aber nenne ich apolar zu einander und sage, die
Fliche F? zweiter Ordnung stiitzt oder trigt die Fliche ®? zweiter
Klasse, und &? ruht oder stiitzt sich auf F'?, wenn die Koeffizienten
ihrer Gleichungen der bilinearen G(leichung:

Ay 05 + 205045 + ¢ - - 4 205,05 + a0y =0

geniigen (vgl. Crelle 82, S. 1 und 64).

Zu einer Fliche F*? oder ®? zweiten Grades sind demnach
oo® Flichen ®? resp. F*? apolar, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden.
Ein F2-Biischel enthilt nur eine Fliche, die zu einer gegebenen ®?
apolar ist, falls nicht alle seine Flichen diese ®? stiitzen. Ist ein
F?-Biischel projektiv zu einer ®2-Schar, so enthilt er i. a. zwei
Flichen F% die ihre homologen Flichen ®? stiitzen. KEine Fliche F?
trigt jeden zweifachen Punkt, der auf ihr liegt, und jedes Punktepaar,
dessen Punkte konjugiert sind beziiglich der F'?; eine Fliche ®? aber
stiitzt sich auf jede sie beriihrende zweifache Ebene und auf jedes
Ebenenpaar, dessen Ebenen nach @2 konjugiert sind. Dieses alles
folgt leicht aus der bilinearen Bedingungsgleichung.

Jede Fliche F? zweiter Ordnung, die einem Poltetraeder (tetraedre
conjugué) einer Fliche ¢? zweiter Klasse umgeschrieben ist, stiitzt diese
®? (vgl. Crelle 78, S. 345), und jede ¢2% die einem Poltetraeder einer
F? eingeschrieben ist, ruht auf F2 Einer F? aber, die eine ®? stiitzt,
koénnen dreifach unendlich viele Poltetraeder von ®* eingeschrieben,
und der ®? konnen zugleich oo® Poltetraeder von F'? umgeschrieben
werden. Ist &% eine Kurve zweiter Klasse, so konnen den zu ihr
apolaren Flichen F? je oo! Poldreiecke der Kurve eingeschrieben
werden, und die Kurve stiitzt sich auf die in ihrer Ebene liegenden
Schnittkurven dieser F2. Ist F2 ein Kegel zweiter Ordnung, so konnen
den zu F? apolaren ¢? je oo! Poldreikante des Kegels umgeschrieben

und
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werden, und der Kegel ist zu den mit ihm konzentrischen Tangenten-
kegeln dieser ¢? apolar.

Diese Sitze nun konnen wir auf die co® Kegel zweiter Ordnung
und die oo® Kurven zweiter Klasse anwenden, die in einem quadrati-
schen Komplexe enthalten sind. Der Komplex braucht nicht der all-
gemeine zweiten Grades zu sein; er kann vielmehr einzelne und sogar
unendlich viele Doppelstrahlen haben und in einem sehr speziellen
Falle aus den Tangenten eines Ellipsoides, Paraboloides oder Hyper-
boloides bestehen. Wir setzen nur voraus, dafs die Kegel des Kom-
plexes nicht alle eine Fliche ¢? zweiter Klasse stiitzen und insbesondere
nicht alle durch einen Punkt gehen, und dafs seine ebenen Komplex-
kurven nicht alle auf einer Fliche F'? zweiter Ordnung ruhen und
insbesondere nicht eine und dieselbe Ebene beriihren. Dann gelten
fiir den quadratischen Komplex u. a. folgende Sitze:

Die Mittelpunkte der Komplexkegel, die eine gegebene Fliche ¢?
zweiter Klasse stiitzen, d. h. Poltetraedern von ¢? umgeschrieben sind,
liegen auf einer Fliche F* zweiter Ordnung. Und umgekehrt: Die
Komplexkegel, deren Mittelpunkte auf einer beliebigen F? liegen,
stiitzen eine ®% Von den auf F? liegenden oo! singuliren Punkten
zerfallen die Komplexkegel in je zwei Ebenen, die konjugiert sind in
bezug auf ®%. Wenn die Fliche F? einen Flichenbiischel beschreibt,
80 beschreibt die entsprechende Fliche &2 eine Flichenschar; diese
Schar aber ist zu dem Flichenbiischel projektiv und enthdlt deshalb
i. a. zwei Flichen ¢?, die auf ihren entsprechenden Flichen F? ruhen,
d. h. Poltetraedern der entsprechenden F* eingeschrieben sind. Uber-
haupt giebt es demnach oo® Flichen F%, die ihre entsprechenden
Flichen ®? stiitzen, und zwar bilden sie ein , F-System®, die oo® ent-
sprechenden ®? aber ein ,d2-Gewebe zweiten Grades. Dieses quadra-
tische ®*-Gewebe achter Stufe enthilt alle oo3 zweifachen Punkte des
Raumes und die co® Punktepaare, die auf je einem Strahle des Kom-
plexes liegen; das quadratische F'>-System achter Stufe aber enthilt u. a.
alle Kegel des Komplexes.

Die oo® Flichen des quadratischen ®2-Gewebes stehen zu dem
quadratischen Komplexe in der invarianten Beziehung, dafls unter ihren
Poltetraedern je oo! Komplextetraeder vorkommen, also solche, deren
Kanten aus Komplexstrahlen bestehen. Den oo® Flichen des quadra-
tischen F2-Systemes aber konnen je co! Komplextetraeder eingeschrieben
werden. Das quadratische ®2-Gewebe enthilt alle die oo® Flichen
zweiter Klasse, die ein beliebiges der oo® Komplextetraeder zum Pol-
tetraeder haben.

Eine beliebige Fliche F? zweiter Ordnung ist beziiglich des
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quadratischen F2-Systemes oco® anderen Flichen F,? konjugiert, d. h.
sie ist von ihnen harmonisch getrennt durch je zwei Flichen des
Systemes, die mit ihr in einem F2-Biischel liegen. Ebenso ist eine
beliebige Fliche ®? zweiter Klasse oo® anderen &2, die eine lineare
Mannigfaltigkeit bilden, konjugiert beziiglich des quadratischen ®*-Ge-
webes. Sind nun F? und ¢2 zwei homologe, durch den quadratischen
Komplex einander zugewiesene Fliichen, so stiitzt F? alle diese Flichen
&, die der ®? konjugiert sind beziiglich des quadratischen ®?-Gewebes,
und zugleich ruht ®? auf allen den oo® Flichen F,% die der F'? kon-
jugiert sind beziiglich des quadratischen F-Systemes. Ich nenne F?
die Polare von ®? beziiglich des ®>-Gewebes, und ®* die Polare von
F? beziiglich des quadratischen F'®-Systemes. Von zwei beziiglich des
Systemes konjugierten Flichen F'2, F|? stiitzt also jede die Polare der
anderen; ihre Polaren ¢% &2 aber sind beziiglich des quadratischen
®2-Gewebes konjugiert, und jede von ihnen ruht auf der Polare der
anderen beziiglich des Glewebes. Sich selbst konjugiert sind nur die
oo® Flichen des quadratischen F'®-Systemes bezw. ®*-Gewebes, und nur
diese Flichen sind zu ihren entsprechenden apolar. Jede der beiden
Flichenmannigfaltigkeiten bestimmt die andere und zugleich den qua-
dratischen Strahlenkomplex.

Um nun diese Eigenschaften des quadratischen Komplexes zu be-
griinden, gehen wir aus von folgenden, a. a. O. (Crelle 82, 8. 193)
bewiesenen Sitzen:

Durch den quadratischen Strahlenkomplex ist ein quadratisches
®2-Gewebe achter Stufe nebst dem zugehbrigen quadratischen
F2-System achter Stufe bestimmi. Das ®2-Gewebe enthilt alle
zweifachen Punkte des Raumes und alle auf je einem Komplex-
strahle liegenden Punmlitepaare, das F3-System aber enthilt u. a.
alle Kegel des Komplexes. Jeder Komplexkegel ist die Polare
seines Mittelpunktes beziiglich des d3-Gewebes.*)

*) Das quadratische ®3-Gewebe hat die Gleichung:

(4H] E, Cixa
Al I P

wenn der quadratische Strahlenkomplex und eine beliebige Fliche ®? zweiter
Klasse dargestellt werden durch:

’ z Y z Y
(2) Zos‘k,lm ) :

T Yr Ty Ym
und

3) Zaui.-ﬁk =0.

Hierin bezeichnen a;;, =a,; und C'ik, = sz,ik

% .
=0, (@, k, lam=1, 2, 8, 4)»

=0

= — 6’,“.’ 1m Konstante.
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Wenn also eine Fliche ¢? zweiter Klasse sich auf einen zwei-
fachen Punkt reduziert, so geht ihre Polare F? beziiglich des quadra-
tischen ®%-Gewebes iiber in den Komplexkegel dieses Punktes. Mit
anderen Worten: Der zweifache Punkt ist allen auf seinem Komplex-
kegel ruhenden Flichen ®,? zweiter Klasse konjugiert beziiglich des
®%:-Gewebes, und durch ihn gehen alle Polaren F)? dieser Flichen ¢,2
Die Polare F? einer beliebigen @? beziiglich des Gewebes enthilt
demnach die Mittelpunkte aller Komplexkegel, auf denen ¢? ruht, d.h.
denen Poltetraeder von ®? eingeschrieben werden konnen. Von dieser
F? aber ist ¢* die Polare beziiglich des quadratischen F'2-Systemes
(Crelle 82, S. 184); und wenn ®* eine Flichenschar beschreibt, so be-
schreibt F? einen Flichenbiischel, der zu der Schar projektiv ist
(Crelle 82, 8. 178). Die von uns aufgestellten Higenschaften des
quadratischen Komplexes sind damit bewiesen bis auf seine invarianten
Beziehungen zu den oo® Flichen des F®-Systemes und des ¢*-Gewebes,
auf die ich noch zuriickkommen werde.

Lassen Sie mich zunichst die naheliegende Frage beantworten:
Wie konstruiert man mit Hilfe des quadratischen Komplexes zu einer
beliebigen Fliche ¢ zweiter Klasse die entsprechende Fliche F'2
zweiter Ordnung?

Die Kegel des quadratischen Komplexes, beziiglich deren zwei
beliebige Punkte P, @ konjugiert sind, stiitzen das Punktepaar P, @,
und ihre Mittelpunkte liegen demnach auf einer durch P und @ gehen-
den Fliche zweiter Ordnung F?, wie schon Battaglini gefunden hat.
Diese Polare F? des Punktepaares aber enthilt die biquadratischen
Schnittlinien von je zwei Komplexkegeln, deren Mittelpunkte auf der
Geraden P@Q liegen und durch P und ¢ harmonisch getrennt sind;
denn die Komplexkegel der Punkte dieser Schnittlinien trennen P

Die Fliche ®? zerfillt in zwei Punkte , y, wenn:
® 20, =2y, + 2y, GE=123814

ist; durch die Substitution (4) aber geht (1) in (2) iiber, und das $2-Gewebe ent-
hilt demnach alle auf je einem Komplexstrahle liegenden Punktepaare und ins-
besondere alle zweifachen Punkte. Beziiglich des Giewebes (1) sind zwei Flichen
zweiter Klasse konjugiert, wenn ihre Koordinaten g, und b;, der Gleichung:

(®) ZC, kim +2 Cikim

geniigen. Reduzieren sich die beiden Fliichen auf zweifache Punkte x, y, so wird
a;, = x;x, und b, = y,y,; die Gleichung (5) aber geht dann in (2) iber, und
die Polare des zweifachen Punktes & fillt folglich mit dessen Komplexkegel zu-
sammen. Damit sind die obigen Si#tze nochmals bewiesen.

by Oy —o
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von @ harmonisch. Uberhaupt schneiden sich solche Komplexkegel,
deren Mittelpunkte in einer geraden Involution einander zugeordnet
sind, paarweise in Linien, deren Ort eine F? ist, mdgen nun die
Doppelpunkte P, @ der Involution reell oder imaginir sein. Damit
ist von der Polare F? eines Punktepaares P, @ eine Konstruktion
gegeben.

Wenn das Punktepaar P, @ auf einem Komplexstrahle liegt, so
geht seine Polare F* durch diesen Strahl, triigt also das Paar und ist
in dem quadratischen F'®-System achter Stufe enthalten; denn in diesem
Falle bestehen jene auf ihr liegenden biquadratischen Linien aus dem
Strahle PQ und je einer kubischen Raumkurve. Dals das quadratische
®%-Gewebe achter Stufe jedes auf einem Komplexstrahle liegende Punkte-
paar enthilt, folgt hieraus wiederum. Ist P@ ein singulirer Komplex-
strahl, so ist F'? ein Kegel des F'®-Systemes; denn alsdann beriihren
die durch P¢Q gehenden Komplexkegel sich und die zugehorige singu-
lire Ebene lings P, jene biquadratischen Schnittlinien zerfallen in
die zweifache Gerade PQ und je einen Kegelschnitt, und ihr geome-
trischer Ort F'? beriihrt die singulire Ebene lings PQ. Das quadra-
tische F*-System enthdlt demnach einen Biindel von oo? Kegeln, die
sich lings P@Q beriihren, und unter ihnen oo'! Ebenenpaare, die aus
der singuliren und je einer Ebene einer gewissen (teraden bestehen.

Ist ®? eine beliebige Kurve zweiter Klasse, so liegen auf ihrer
Polare F? die Mittelpunkte aller Komplexkegel, denen Poldreiecke der
Kurve eingeschrieben werden konnen. Insbesondere liegen also auf F'?
die acht Schnittpunkte von je drei Komplexkegeln, deren Mittelpunkte
ein Poldreieck von ®? bilden. Wenn die drei nach ®* konjugierten
Mittelpunkte oder wenn zwei von ihnen ihre Lage #ndern, so be-
schreiben die Schnittpunkte der drei Komplexkegel die Fliche F'2 bezw.
eine biquadratische Raumkurve auf F2 FEine Konstruktion dieser
Polare F? ist damit gegeben.*)

Die Fliche F? enthilt die Schnittpunkte von je zwei Komplex-
strahlen, die beziiglich der Kurve ®? konjugiert sind. Sie ist somit
einem Poldreieck von ®? umgeschrieben, wenn dessen drei Seiten aus
Komplexstrahlen bestehen. In diesem Falle also stiitzt F? die Kurve
®? und ist in dem quadratischen F2-System achter Stufe enthalten;
®? aber wird eine singuléire Fliche des quadratischen ®®-Gewebes. Zu-
gleich stiitzt der Kegelschnitt ¢ die Komplexkurve seiner Ebene, weil

*) Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Komplexkegel liegen, beildufig be-
merkt, auf einer Fliche zweiter Ordnung, ni#imlich auf der Polare des unendlich
fernen imaginiiren Kugelkreises.



B. Vortriige der Sektionssitzungen. 239

dieser Kurve eines seiner Poldreiecke umgeschrieben ist, und weil ihm
daher Poldreiecke der Komplexkurve eingeschrieben werden konnen.¥)
Das quadratische ®*-Gewebe achter Stufe enthilt also jeden Kegel-
schnitt, der irgend eine Komplexkurve stiitzt, d. h. einem Poldreieck
der Komplexkurve umgeschrieben ist; und jede nicht zerfallende Kurve
des Gewebes stiitzt die in ihrer Ebene liegende Komplexkurve. Damit
sind die co” singuliiren Flichen des quadratischen ®*Gewebes bestimmt,
in jeder Ebene oo

Ist ¢® eine Komplexkurve, so liegt sie auf ihrer Polare F, weil
die Komplexkegel ihrer Punkte durch je eine ihrer Tangenten gehen
und die Kurve stiitzen. Von den oo® Komplexkurven sind nur die oo?
zerfallenden in dem quadratischen ®®-Gewebe enthalten; ihre Polaren
sind Kegel des quadratischen F-Systemes.

Die Polare einer beliebigen Fliche ®* zweiter Klasse geht durch
jeden Schnittpunkt von vier Komplexkegeln, deren Mittelpunkte 4, B,
C, D ein Poltetraeder von ®? bilden; denn der Komplexkegel eines
solchen Schnittpunktes ist dem Poltetraeder umgeschrieben, stiitzt also
die Fliche ®% Allerdings haben vier Komplexkegel i. a. keinen Punkt
gemein; aber wir konnen das Poltetraeder ABCD von ®? so ver-
indern, dafs ihm ein Komplexkegel umgeschrieben werden kann. Wir
lassen die nach &2 konjugierten Eckpunkte 4, B auf einer Gteraden g,,
die Eckpunkte B, D aber auf deren Polare g; je eine Involution kon-
jugierter Punkte beschreiben. Dann beschreibt die Schnittlinie der
Komplexkegel von 4 und B (resp. von C und D), wie vorhin be-
wiesen wurde, eine Fliche F,? (resp. F,?) zweiter Ordnung, némlich
die Polare des Punktepaares, welches die Gerade g, (resp. g;) mit ¢2
gemein hat. Die Schnittpunkte von F,? und F,? aber sind die Mittel-
punkte von Komplexkegeln, denen je ein Poltetraeder ABCD von ¢*
mit den Gegenkanten g,, g, eingeschrieben ist. Folglich schneiden sich
die Polaren der Punktepaare, welche irgend zwei nach ®* polare Gerade
mit der Fliche ¢? gemein haben, auf der Polare F? von ¢% Xine
Konstruktion der Polare einer beliebigen Fliche zweiter Klasse ist
damit gegeben.

Ist A der Pol einer Ebene « in bezug auf ¢? so schneiden sich
der Komplexkegel von 4 und die Polare des in « liegenden Kegel-
schnittes von ®? in einer biquadratischen Raumkurve, die gleichfalls
auf der Polare von ®? liegt. Der Beweis ist dem eben gefiihrten analog.

Wenn eine Fliche ¢? zweiter Klasse irgend ein Komplextetraeder
zum Poltetraeder hat, so ist sie in dem quadratischen ¢2-Gewebe, und

") Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl. I, 8. 223; 4. Aufl. I, Anhang.
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ihre Polare F? ist in dem quadratischen F2-System achter Stufe ent-
halten; denn ihre Polare ist dem Poltetraeder umgeschrieben, weil die
Komplexkegel der vier Eckpunkte es sind, und sie stiitzt demnach die
Fliche ®%. Das quadratische ®*-Gewebe enthilt also die lineare Mannig-
faltigkeit der oo® Flichen zweiter Klasse, die ein beliebiges Komplex-
tetraeder zum Poltetraeder haben, darunter dessen vier Eckpunkte.
Das quadratische F'®-System aber enthilt die co® dem Komplextetraeder
umgeschriebenen Polaren dieser ¢% und diese Polaren bilden ein F2-Ge-
biisch, welches die Komplexkegel der vier Eckpunkte enthélt und durch
sie linear bestimmt ist.

Nun giebt es ja 0o® Komplextetraeder, und diese sind Poltetraeder
von je oo® Flachen zweiter Klasse, die alle in dem quadratischen
®2-Gewebe enthalten sind. Weil aber das Geewebe nicht aus oo, son-
dern nur aus oo® Flichen besteht, so erhalten wir jede seiner Flichen
oolmal mittelst der Komplextetraeder. Die Flichen des quadratischen
¢%-Gewebes haben demnach je co! Komplextetraeder zu Poltetraedern,
und die Flichen des quadratischen F-Systemes sind je oo! Komplex-
tetraedern umgeschrieben. Damit sind auch die invarianten Beziehungen
des quadratischen Komplexes zu diesen co® Flichen zweiten Grades bewiesen.

Ihnen, meine Herren, wird ohne weiteres einleuchten, dafs der
quadratische Komplex aufser den nunmehr bewiesenen auch die reci-
proken Eigenschaften besitzt. Ks gelten also fiir ihn auch die folgen-
den Sitze:

Die Ebenen solcher Komplexkurven, die auf einer beliebig ge-
gebenen Fliche F? zweiter Ordnung ruhen, umbhiillen eine Fliche ¢2
zweiter Klasse. Und umgekehrt: Die Komplexkurven, deren Ebenen
eine belicbige Fliche ®? zweiter Klasse beriihren, ruhen auf einer
Fliche F? zweiter Ordnung. Wenn die Fliche ®% eine Flichenschar
beschreibt, so beschreibt die entsprechende -Fliche F* einen Flichen-
biischel, und umgekehrt; dieser F2-Biischel aber ist zu der Flichen-
schar projektiv und enthilt i. a. zwei Flichen F, die ihre entsprechen-
den Flichen ®*® stiitzen, d. h. Poltetraedern der entsprechenden ¢?
umgeschrieben sind. Uberhaupt giebt es oo® Flichen F?, die ihre ent-
sprechenden Flichen ®? stiitzen, und zwar bilden sie ein System
zweiten Grades. Dieses quadratische F'®-System achter Stufe aber ent-
hilt alle oo® zweifachen Ebenen des Raumes und die oo® Ebenenpaare,
aus deren Doppellinien der gquadratische Komplex besteht. Den Flichen
des F'>-Systemes entsprechen die Flichen ®? eines quadratischen ®*-Ge-
webes achter Stufe und dieses Gewebe enthilt jede Fliche zweiter
Klasse, die auf ihrer entsprechenden F? ruht, insbesondere jede ebene
Komplexkurve,
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Von den vorhin besprochenen Flichenmannigfaltigkeiten zweiten
Grades sind diese beiden verschieden; doch bestimmen sie einander
und den quadratischen Komplex in analoger Weise wie jene, und ihre
oo® Flichen sind wiederum mit dem Komplexe kovariant. Die oo® Flichen
des quadratischen ®*-Gewebes sind nimlich je co! Komplextetraedern
eingeschrieben, und die Flichen des quadratischen F?-Systemes haben
je oo! Komplextetraeder zu Poltetraedern. Die nicht singuldren Flichen
dieses F*-Systemes sind mit denen des vorhin besprochenen quadra-
tischen ®2-Gewebes identisch; aufser ihnen enthilt das System noch
oo? Kegel zweiter Ordnung, oo® Ebenenpaare und oo® zweifache Ebenen,
das Gewebe dagegen oo’ Kurven zweiter Klasse, oo® Punktepaare und
oo® zweifache Punkte.

Von den beiden jetzt einander entsprechenden Flichen F2, &2 ist
®? die Polare von F? beziiglich des quadratischen F*-Systemes, und
F? die Polare von ®? beziiglich des zugehérigen quadratischen ®2-Ge-
webes in demselben Sinne wie vorhin. Von zwei beziiglich des Ge-
webes konjugierten Flichen 2, ¢,? ruht also jede auf der Polare der
anderen, und ihre Polaren F'2, F;? sind konjugiert beziiglich des F"*-Sys-
temes. Sich selbst konjugiert sind wieder nur die oo® Flichen des
F2Systemes und des ®*-Gewebes.

Das ist es, meine Herren, was ich Ihnen mitteilen wollte.*) Haben
Sie Dank fiir Thre mir gewihrte Aufmerksamkeit.

*) Vgl. meinen nach dem Kongrefs erschienenen Aufsatz in den Math.
Annalen, Bd. 49, 8. 585.

Verh. d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Ztirich 1897. 16



Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane.
Di

F. GerBaLpr a Palermo.

I sistemi di sei coniche due a due armonicamente iscritte e circo-
scritte (che io chiamo sestuple di coniche in involuzione) hanno
notevole importanza, come recentemente ha mostrato il Sig. Wiman *),
nello studio del gruppo semplice, Gy, di 360 collineazioni piane.
Sistemi cosifatti di .coniche furono considerati da me per la prima
volta in una Nota pubblicata nel Vol. XVII degli Atti dell’ Accademia
di Torino. Ivi ho dimostrato varie proprieta della configurazione, cui
danno luogo i 45 vertici ed i 45 lati dei triangoli autopolari rispetto
alle 15 coppie di coniche, che si possono formare con una sestupla in
involuzione; cosi ad es. ho dimostrato allora, che quei 45 lati con-
corrono quattro a quattro nei 45 vertici, concorrono inoltre tre a tre
nei 60 punti comuni alle coppie di coniche, ed ancora tre a tre in
altri 60 punti. Ora, come si deduce dal citato lavoro del Sig. Wiman,
i detti 45 vertici e 45 lati sono i centri e gli assi delle omologie
armoniche che stanno in Gygy; ed i due sistemi di 60 punti, in cui
concorrono tre a tre i 45 lati, sono i punti uniti dei due sistemi di
collineazioni di 3° ordine contenuti in G. Per guisa che la con-
figurazione, che si presenta nel gruppo Gy, & precisamente quella di
cui io mi sono occupato nel 1882, sette anni prima che il gruppo
stesso venisse scoperto dal Sig. Valentiner.*¥)

Occupandomi ora della teoria algebrica di questo gruppo in con-
nessione coll’ equazione generale di 6° grado, secondo il metodo del
Prof. Klein, sono giunto ad alcuni risultati, che riassumo nelle linee
seguenti.

#) TUeber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Collineationen; Mathe-
matische Annalen, Bd. 47, 1896.
**) De endelige Transformations-Gruppers Theori; Kjéb. Skrift, (6) V, 1889,
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Per il gruppo semplice Gy, di collineazioni piane esistono (come
ha trovato il Sig. Wiman) due sestuple di coniche in involuzione,
tali che le collineazioni del gruppo producono in ogni sestupla le
permutazioni del gruppo alternante.

Assumendo un sistema di coordinate proiettive qualunque, siano

fi=0 e fi=0 (k=1,2,...6)

le equazioni delle coniche dell’ una e dell’ altra di quelle sestuple.
I loro primi membri possono essere normalizzati in maniera che, posto

s}__lj:i]/é 0}_1:|:i1/1—5
&z 1 g¢fT T &

i discriminanti delle forme f; risultino tutti uguali a — %, quelli
delle forme f; tutti uguali a — ¢, e inoltre si hanno le relazioni:

(2c—Vf\ =f+hfh+lh+fit+fi+fe
2e—Vf =fi+fi+ella+1)+ E(t+1),
) 20c—Nfy =fi+fi+e(fith) + e+,
2e—0f, =fi+fit+elfs+1) + e+ 1h),
2e—Nf =fi+fi+e(fs+1)+ 2+ 1),
(2Cc—0f =fi+Tfs+e(fath)+ (1)

Cid premesso, pongasi
Zfd=06(c+1)4, si deduce XZfy®*=6(c+1)A4.
Pongasi ancora
1 ’ ’ ’ ’ ’ ’ 1 4 ’
hilifififsfo=5¢®, AGENE=35¢2,

e si denofino con

£'3 z’
TeFir ° T w@Fap
le somme dei prodotti cinque a cinque delle f;® e delle f;.
Si hanno le identita

@) D+ O — 42,
T+ W+ S 4[0 — D e+ 1P 09 + @3] 0.

Come invarianti fondamentali dei gradi 6, 12, 30 per il gruppo
Gy si possono assumere 4, @, P.

Ogni gruppo di 360 punti, trasformato in sé da Gy, e non
situato sulla curva A4 = 0, & I intersezione d’ una curva del fascio
@ —147=0 con una curva del fascio ¥ — pAd®=0. Si tratta,

16*
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per risolvere il problema delle forme, di trovare quei 360 punti, dati
che siano 1 e p.

A questo scopo, se si prendono come incognite le sei quantitd z;,
e le sei /, definite da

(c+Dz=£> (+Dx =f73

e si costruiscono le due equazioni di cui esse sono le radici, si trova
che la prima &

25— 6.4z + 3 [63® -+ 3(¢ - 22) 9] 24
—1a[s204 3 (39¢ +314) '] a?
+ 2[68 @ 43 (1¢'4 58) @' + 2 (67¢ -290) @72 ] 2
+ T4 @ =0,

@)

e la seconda si deduce da questa scambiando ¢ con ¢’, @ con @',
¥ con P'. Se ora, supposto 4 ==0, in queste equazioni si pone

s=Ady, o =4y,

e si tengono presenti le identitd (2), i coefficienti si esprimono diretta-
mente nei parametri 4 e w, e si hanno cosi due risolventi di 6° grado
per il problema delle forme.

Dalle relazioni (1) si ricava che, scegliendo opportunamente le
determinazioni delle radici cubiche, si ha

Vi2@—o Vol = Vo, + Vo + - + Va.

Sono notevoli alcuni casi particolari. Nel fascio di curve di
12° grado @ — 24% =0, oltre alla curva 4 =0 doppia, si hanno
quattro curve dotate di punti doppi. Due di esse & =0, @ =0
sono degenerate nelle due sestuple di coniche ed hanno per punti
doppi i due gruppi di 60 punti uniti per le collineazioni di 3° ordine;
una terza ha per equazione

B=®—2c4*=0

ed ha per punti doppi i 45 centri delle omologie armoniche; una
quarta ha per equazione

C=0+ 3 (26c—9)4*=0
ed ha per punti doppi il gruppo di 36 punti uniti per le collineazioni

di 5° ordine. (L’altro gruppo di 72 punti uniti per le collineazioni
di 5° ordine, ed il gruppo di 90 punti uniti per le collineazioni di
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4° ordine stanno sulla curva doppia 4 = 0.) In corrispondenza a
queste particolari curve del fascio si hanno le seguenti risolventi
speciali.

Per un gruppo di 360 punti situato sulle coniche @’ = 0, una
risolvente si pud scrivere

(P —20+3) + e+ 5)v =0,

e, posto
6 _ 1728
§=5, rtx—mms

diventa

(£* — 10§ - 5)* + 17282¢ = 0,

che & la pid semplice risolvente di 6° grado dell’ equazione icosaedrica.*) —
L’altra risolvente ha una radice nulla, e si riduce ad un’ equazione di
5% grado, che si pud scrivere

v —3E+0] [y + 32—y +w=0;
questa, ponendo
‘= —for 45 (2c+3)
e osservando che ora si ha
we=—:7 (u + 2%),
(r—3P (r*—11r+464) 4+ 1728Z =0,

che & la risolvente delle » dell’ equazione icosaedrica.**) — Tra i
valori che competono all’ espressione

VE+ Va4 -+ V5

vi & sempre il valor zero, e vi sono inoltre i valori

2(1—c¢) Yt 8 (k=1,2,.--5).

Per un gruppo di 360 punti situato sulla curva B=0, si ha la
risolvente

[v— 3@+ D] [y—ra8—2¢)] + [u+ 155 (18¢ — D]y = 0;

e questa, se si pone

diventa

1.,
y=§5(6 + D=,

* F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, S. 102.
** F. Klein, ibid., 8. 110.
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coincide coll’ equazione di 6° grado, che & stata incontrata dal
Sig. Fricke nello studio che egli ha fatto dal punto di vista trascen-
dente dello stesso gruppo.¥)

Per un gruppo di 360 punti situato sulla curva C=0, una
risolvente si pud scrivere

4 ,5\8 ’ 12 ’
(y+2e7) [y— 20 + 1)] + [p— 5o (1T85¢' —T18) |y =0,
che, posto
4
Yy=—3¢"",

& della forma

(e — 1 [x + (c+ 1)*] = Zs.

Finalmente per il caso, sopra escluso, in cui si considera un

gruppo di 360 punti sulla curva 4 =0, la (8) si pud scrivere

1, .\2 4

(@ —2ca) (22 + 509) + Tz =0;

a determinare un siffatto gruppo di punti basta tagliare la curva 4 =0
con una curva del fascio %2 — ¢ ®%=0; allora, posto

r=7V Pz,
si ha la risolvente
, 2
(z”——%c) (z’—{—%c") + Vez=0.

*) Ueber eine einfache Gruppe von 360 Operationen. Nachrichten v. d.
k. Gesellsch. zu Gottingen, 1896.



Les postulats pour la Géométrie d’'Euclide et de Lobatschewsky.

Par

C. Burari-Fortr % Turin.

Le développement rapide et I'importance que les études sur les
fondements des mathématiques ont acquis, viennent d’agiter, aujourd’hui,
la question, pas encore résolue, des postulats pour la Géométrie d’Euclide.
Mais dans la plupart des traités de géométrie, méme parmi les plus
récents, les systémes des postulats sont bien compliqués; I'analyse des
idées géométriques n’'est point accomplie; Vidée abstraite de grandeur
géométrique y parait comme un élément primitif, tandis qu’elle peut
étre déterminée par le moyen des idées concrétes de position et de
mouvement. De plus, dans certains périodiques de mathématique, on
arrive jusqu'a proposer d'introduire, pour I'équivalence, des relations
de grandeur entre les infiniments grands et les infiniments petits, ou,
du moins, d'introduire le concept de figure finie et infinie. De telle
sorte, si d'un cdté I'on perd la simplicité de la Géométrie d’Euclide,
de l'autre on introduit des concepts étrangers a la géométrie, et la
question des postulats s'éloigne toujours plus de sa solution compléte
Cela posé, je crois utile montrer, en abrégé, comment avec de légeres
modifications & des résultats scientifiques déja connus, et desquels les
auteurs des traités de géométrie ne font point usage, on obtient un
systéme complet de postulats pour la Géométrie d’Euclide, et sous une
forme tellement simple et intuitive, qu'il suffit d'un travail de déve-
loppement bien facile, pour obtenir des traités de géométrie qui
répondent aux exigences actuelles scientifiques et didactiques dans les
différents degrés de l'enseignement.

Classification.— Aumoyen des idées exprimées par le mot point,
et par la relation le point x est situé entre le point a et le
point b, on déduit la signification des mots figure, segment,
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droite, plan,...*) et les propriétés de ces éléments forment la
Géométrie de position. En ajoutant aux idées que nous venons de
considérer celle du mouvement, on obtient un nouvel ensemble de
propositions qui donne la Géométrie du mouvement. Enfin, en intro-
duisant l'idée abstraite de grandeur géométrique (longueur, aire,
volume,...), on obtient la Géométrie métrique. L'idée de mouvement
des éléments, point, droite, ... ne peut point précéder la connaissance
de certaines propriétés fondamentales de ces éléments, et par suite, la
Géométrie du mouvement doit reconnaitre son fondement sur la Géo-
métrie de position, tandis qu'elle doit admettre des propriétés primitives
par lidée de mouvement, pas encore contenues dans la Géométrie de
position. La Géométrie métrique, au contraire, reste complétement
déterminée par la Géométrie de position et de mouvement. En effet,
en disant par ex. que la «longueur du segment a» est un élément
géométrique abstrait commun & tous les segments qui sont super-
posables au segment @, nous considérons des fonctions des figures
géométriques (segments, polygones, polyedres, ...) qui sont bien déter-
minées par les idées de position et de mouvement.

Géométrie de position. — Quant & la Géométrie de position — les
paralleles exceptées — & I'état présent de la science il n’y a plus rien
a faire, des transformations logiques exceptées. Le systeme de postulats
de M. Pasch, ou celui de M. Peano, donnent toute la Géométrie de posi-
tion, y compris le théordme de Desargues sur les triangles homo-
logiques, et ces postulats expriment les propriétés les plus simples
que le topographe vérifie au moyen des jalons ou que le magon vérifie
an moyen du fil & plomb. Pour obtenir la théorie des paralléles, il
faut joindre aux postulats précédents celui de la continuité, due a
M. Dedekind et qu'on peut exprimer en disant que «Un ensemble
convexe de points, contenu sur un segment, est lui-méme un segment».
Cela fait, on obtient la Géométrie d’Euclide et celle de Lobal.chewsky,
mais non la Géométrie de Riemann, car, par ex. si le point o est
situé entre le point b et le point ¢, b n'est pas situé entre a et c.

La définition de demi-droites paralleles donnée**), on démontre que
deux demi-droites paralleles sont complanaires; qu'un point externe &
la demi-droite & est T'origine d'une seule demi-droite paralléle & a;
que la relation exprimée par le mot parallele est réflexive, symétrique
et transitive... Il en résulte aussi que: par un point extérieur & ume

*) Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie. — Pea.no; Principi di

Geometria logicamente esposti. 1889. — Sui fondamenti della Geometria (Rivista
di matematica. 1894).

**) Peano, Principi di Geometria logicamente esposti. 1889.
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droite on peut mener une ou deux droites paralleles & la droite méme,
et quun de ces deux cas doit toujours se vérifier. Pour obtenir la
Géométrie d’Euclide il faut poser le postulat suivant: «quelle que soit
la droite @, il existe un point b extérieur & la droite a par lequel
passe une seule parallele & la droite a»; car on déduit aisément qu’une
geule parallele & la droite a passe aussi par un point quelconque.
Analoguement pour la Géométrie de Lobatschewsky, pour laquelle il
faut encore admettre que: «par une droite paralléle & un plan @ passe
un seul plan parallele au plan a», et que «il existe une droite paralltle’
4 deux demi-droites, non contenues sur la méme droite et qui ont
commune leur origine»; car si le mot point signifie «point interne &
un polyddre convexe», les postulats de la Géométrie de position sont
vérifiés, mais les deux propositions que nous venons de citer ne sont
pas, en général, vérifiés. —

Géométrie du mouvement. — Dans l'axiome VIII® du I** livre,
Eueclide introduit explicitement l'idée du mouvement en disant «Les
grandeurs qu'on peut faire coincider I'une sur l'autre sont égalesy;
mais on peut retenir cette idée sous-entendue aussi dans les premiers
axiomes qui sont relatifs & 1'égalité des grandeurs. Toutefois l'idée
de mouvement n’est point précisée par des postulats et elle est toujours
exprimée au moyen de la superposabilité de deux figures. M. Pasch
donne un systéme de postulats qui établit la signification de la relation
«la figure a est superposable & la figure b», et la méthode d’Euclide
vient d’acquérir une forme scientifique rigoureuse et, en méme temps,
propre a l'enseignement secondaire. M. Peano, «Sui fondamenti della
Geometriay réduit I'idée de mouvement & celle de correspondance entre
points et points. Le systéme de postulats qu’il propose conduit &
démontrer que le segment et l'angle sont réversibles, que le postulat
d’Archimede est vérifié par les segments et donne encore toute la
théorie des perpendiculaires. — Mais il ne donne pas la propriété
qu'on exprime habituellement, sous forme non précisée, en disant
que «le mouvement des figures géométriques a lieu sans déformationy.
Cette proposition qui exprime, en substance, que: «si un mouvement
transforme deux points distinets d'une droite, ou trois points non
collinéaires d’'un plan, ou quatre points non complanaires, en eux-
mémes, transforme aussi, en eux-mémes, chaque point de la droite,
ou du plan, ou de Vespace» est une conséquence immédiate du systeme
de postulats que je propose pour le mouvement, et que jai obtenu avec
la suivante transformation des postulats 6 et 7 du systéme, de M. Peano,
précédemment cité. — (6) Si le point @ ne coincide pas avec les points b
et ¢, alors il existe, au moins, un mouvement qui transforme la demi-
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droite ab sur la demi-droite ac; et les correspondants en deux de ces
mouvements d’un méme point de la demi-droite ad coincident. (7) Si
les points a, b, ¢ et les points @, b, d ne sont pas collinéaires, alors
il existe, au moins, un mouvement qui transforme le demi-plan a, b, ¢,
sur le demi-plan a, b, d; et les correspondants en deux de ces mouve-
ments d'un méme point du demi-plan a, b, ¢, coincident. (8) Si
a, b, ¢ sont des points non collinéaires et si un mouvement transforme
aena, benb et ¢ en ¢, alors le correspondant d'un point p non
complanaire avec a, b, ¢, ne peut pas étre en partie opposée de p par
rapport au plan abe. — Si nous faisons usage des postulats (1)—(7),
on a qu'un tétraddre peut &tre superposable a son symétrique: cela n’ad-
vient point en admettant aussi le postulat (8). On compléte le systeme
(1)—(7) en admettant que: «existent deux mouvements qui transforment
en eux-mémes trois points non collinéaires». Les postulats (7), (8)
peuvent étre remplacés par le seul postulat (7) de M. Peano.

Géométrie métrique. — Si aux termes longueur, aire, volume
nous donnons la signification que nous avons déja expliquée, on voit
aisément que la géométrie métrique se réduit & un petit ensemble de
propositions fondamentales par lesquelles on peut déduire que chaque
classe de grandeur géométrique peut &tre mise en correspondance
univoque et réciproque avec les nombres réels et positifs. Ce qui
revient a traduire le Véme livre d’Euclide en substituant aux mots
dguduog et Adyog les expressions, qui nous sont habituelles aujourd’hui,
nombre entier, nombre réel. —

Je démontre, dans ma Théorie des Grandeurs,*) qu'on peut réduire
a 8 propositions celles qui doivent &tre vérifiées par une classe de
grandeurs, afin de pouvoir affirmer que la classe que nous considérons
peut &tre mise en correspondance univoque et réciproque avec les
nombres réels. Pour les longueurs on démontre aisément ces propriétés;
et celle qui exprime qu'une grandeur n’est pas la somme d'elle-méme
avec une grandeur, est une conséquence immédiate de la rigidité du
segment dans le mouvement. Qu'une aire (ou un volume) ne peut
jamais &tre la somme d’elle-méme avec une aire (ou un volume) est
admis comme postulat dans les traités ordinaires. M. L. Gérard (& Lyon)
a récemment démontré**¥) ces deux propositions en les réduisant & la
proposition correspondante pour les longueurs, et par conséquent la
question méme de l'équivalence reste complétement résolue.

*) Formulaire de Mathématiques t. I. IV.
**) Bulletin de Mathém. spéciales t. I. — Bulletin de Mathém. élémentaires
t. I et t. II. — Bulletin de la Société mathématique de France t. XXIIL
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I En se fondant sur le théoreme d’Euler relatif aux rotations
finies, on voit aisément que les vecteurs représentatifs des vitesses de
rotations possibles sont composables lorsqu’ils sont concourants; et
qu'ils sont réductibles & une infinité de systémes équivalents dans le
cas général.

Le mot composable signifie seulement qu’il existe pour les
vecteurs concourants une opération de co